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Introducao

Em otimizacao multiobjetivo dois ou mais objetivos devem ser minimi-
zados simultaneamente. A minimizagao multiobjetivo modela diversos
problemas em engenharia [6], estatisticas [3], andlise ambiental [24, 7],
etc. Um exemplo tipico é o problema de projetar uma pega de alguma
maquina: procura-se minimizar seu custo de produgao, maximizar sua
resisténcia e, em alguns casos, também pode ser importante minimizar
seu peso. Observe que neste exemplo, alguns desses objetivos podem
ser conflitantes.

Em otimizagao multiobjetivo, quase nunca existe um minimizador
comum a todas as func¢oes a serem minimizadas. Por este motivo,
a nogao classica de otimalidade nao é conveniente neste contexto.
Uma definigdo adequada de otimalidade no caso multiobjetivo foi
proposta pelo economista e socidlogo italiano Vilfredo Pareto, que
viveu nos séculos XIX e XX. Sua nocao de otimalidade é, ainda hoje,
a prevalente na otimiza¢ado multiobjetivo [29].

Considere o problema de minimizar varias fungées escalares depen-
dentes de um mesmo argumento. Um argumento particular é chamado
de 6timo de Pareto quando nao ha outro argumento que diminua o
valor de uma das fungoes sem aumentar o valor das restantes.

Uma das principais estratégias para a resolugao de problemas de
otimizac¢ado multiobjetivo é a técnica de escalarizacgao [14, 15, 30],
que consiste em resolver um ou mais problemas de minimizacao
escalar, de modo que os 6timos obtidos sejam pontos de Pareto para
o problema original. Uma natural vantagem desta abordagem é
o fato de que dispomos de vérios métodos eficientes para resolver
problemas escalares. FEntre as diversas técnicas de escalarizagao,
destaca-se o assim chamado método dos pesos [17, 20, 22, 27], em
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4 CONTEUDO

que se minimiza uma combinagdo linear (ndo-negativa) dos objetivos,
sendo que os “pesos” adequados nem sempre se conhecem a priori,
de forma que os problemas escalares gerados pelo método podem
ser ilimitados e, portanto, sequer possuir 6timos. Recentemente,
desenvolveram-se técnicas de escalarizacao “adaptativas”, em que, de
alguma maneira, os parametros sao escolhidos obtendo-se uma boa
qualidade de aproximagao ao longo do procedimento [5, 8]. Também
recentemente foram criados outros algoritmos que nao escalarizam a
fungao objetivo do problema vetorial original (veja, e.g., [1, 2] para
uma visao geral do assunto). Alguns desses procedimentos baseiam-
se em estratégias heurfsticas [23, 28|, sem provas de convergéncia
conhecidas, sendo que resultados empiricos mostram que, como no
caso escalar, a aproximacgao é bastante lenta [31]. Existem também
outras técnicas de otimizagao multiobjetivo que nao requerem o uso
de parametros e utilizam um certo ordenamento pré especificado dos
componentes da fungéo objetivo [26].

Os métodos acima mencionados, quando bem sucedidos, compu-
tam uma solugao 6tima. No entanto, devido a natureza do problema,
em geral existem outros 6timos com valores funcionais nao com-
paraveis. Por este motivo, é desejavel que se obtenham todos os
valores 6timos, para que o proponente do problema possa escolher um
deles juntamente com um ponto de Pareto com tal valor funcional.
Em suma, resolver um problema de otimizagao multiobjetivo consiste
em achar todos seus 6timos de Pareto, um conjunto cuja imagem ¢é
chamada parede étima. Achar a parede 6tima é um problema dificil.
Geralmente conseguem-se aproximagoes dela. De posse de uma dessa
aproximagoes, um de seus pontos é escolhido pelo proponente do
problema com algum critério.

Aproximar a parede 6tima com grande precisdo é computacional-
mente custoso e geralmente resulta no calculo de muitos pontos que,
em sua maioria, nao serao utilizados. Uma estratégia para contornar
este inconveniente pode ser calcular a parede 6tima sem extrema
precisao e, feita a escolha de um desses pontos, refinar seu valor
funcional, preservando as propriedades que levaram a sua escolha, isto
é, procurar uma aproximacao com valores funcionais menores. Esta é
uma das principais motivagoes para o desenvolvimento de métodos de
descida para otimizacao multiobjetivo.

O primeiro método de descida multiobjetivo foi proposto em [10]
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no ano 2000, e consistia em uma extensao do método de Cauchy.
Posteriormente, versoes multiobjetivo dos métodos de Newton e dos
gradientes projetados foram desenvolvidas em [9] e [13], respectiva-
mente. Este métodos foram também estendidos a otimizacao vetorial
em [19, 16, 11, 12, 18].

O crescente interesse de pesquisadores e estudantes brasileiros
por métodos de descida em otimizagao multiobjetivo e a falta de
bibliografia sobre o assunto em lingua portuguesa nos motivaram
a escrever estas notas. Acreditamos que as ideias essenciais destes
métodos estao presentes nas duas extensoes que aqui apresentamos: oS
métodos de Cauchy e de Newton para otimizagdo multiobjetivo. Aos
leitores entusiastas recomendamos prosseguir os estudos no assunto
com os livros [29, 25, 21] e os artigos [10, 19, 16, 9, 11, 12, 13, 18].






Capitulo 1

Otimizacao
multiobjetivo

1.1 Definicoes e notacao

O problema de otimizacao multiobjetivo consiste em minimizar simul-
taneamente as componentes de uma fungao

fiR" = R™, f(x) = (fl(x)vvfm(x))

em um conjunto viavel C' C R™. Como discutido na introducao,
raramente ha um minimizador comum a todas as fungoes componentes
e, por isto, a nogao classica de otimalidade nao é adequada a este tipo
de problema. A nocao apropriada neste contexto é a de Pareto. Um
ponto & € C' é um d6timo de Pareto para o problema acima definido
se f(Z) é minimal em f(C) = {f(z) | z € C} na ordem parcial:

u,v€ER™, u<v <= u; <wv;, j=1,...,m. (1.1)
Portanto, z € C' é 6timo de Pareto se
VeeC, flx) < f(z) = f(z)=f(2),
o que equivale a condigao

Iz e C, fil) < f;@), j=1,....me f;,(x) < fj,(Z) para algum jo.

7



8 CAPITULO 1. OTIMIZACAO MULTIOBJETIVO

o problema de encontrar um 6timo de Pareto para f em C serd
denotado por
min f(z), z € C.

A desigualdade estrita em R™ se define como:
u,v R, u<v <= u; <wv;, j=1,...,m. (1.2)

Um ponto z € C é um dtimo fraco de Pareto se nao existe x viavel
tal que

fx) < f(2).

Segue-se desta definicao que todo 6timo de Pareto é um 6timo fraco
de Pareto. Observe que para m = 1, a otimiza¢ao multiobjetivo é a
otimizacao escalar e os 6timos de Pareto coincidem com os 6timos
fracos de Pareto e sao os étimos da minimizagao escalar.

Os conjuntos dos ntmeros reais nao-negativos e dos reais (estri-
tamente) positivos serdo designados por Ry e Ry, respectivamente.
A ordem parcial (1.1) pode ser caracterizada como uma inclusao no
cone (convexo, fechado e com interior nao vazio) R’

u<v <= v—uERT.

A desigualdade estrita entre vetores definida em (1.2) pode ser carac-
terizada pela inclusdo em R, (o interior de R7):

m
u<v < v—u€ecRy.

Neste trabalho, identificamos R' com R e R”™ com R™*!, para
n € N. Portanto, o produto interno canoénico entre z,y € R" vem
dado por =Ty, onde 2" é o transposto de x. Denotamos a norma
euclideana de R™ por || - ||:

T

2] = V.

Para uma matriz A € R™*", ||A]| denota sua norma como operador
em relagao a norma euclideana:

[ Az|
270 ||z

1Al =
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1.2 Direcoes de descida e pontos criticos

Nestas notas f : R” — R™ é uma funcao diferenciavel e vamos
considerar o problema de otimizagao multiobjetivo irrestrito

min f(x), x € R". (1.3)

Definicao 1.1. Um vetor v € R™ é uma diregao de descida para f
em ¢ € R" se
Viix)v<0, j=1,...,m.

Um ponto x € R™ € estaciondrio ou critico para f se ndo hd dire¢ées
de descida em z.

As diregoes de descida podem ser caracterizadas pela funcao
pr: R" = R,
¢ (v):= max Vf;i(z) v (1.4)

j=1,....m

Trivialmente,
v é uma diregao de descida <= ¢, (v) < 0.

Sendo o maximo de fungoes lineares, ¢, é convexa e positivamente
homogénea (de grau 1):

Pz (M) = Az (v),

VA>0ewu,veR" (1.5)
Pz (u+v) < pu(u) + pu(v),

Como u — max;_i_. . mu; ¢ Lipschitz continua com constante 1,
também temos

pz(u) —y(v)] < |[Jf(@)u—Jf(y)v| (1.6)

para todo u,v € R".

Observe que um vetor v € R™ é uma direcao de descida para f em
x € R™ se ele é uma direcao de descida para todas as componentes
de f. A i-ésima linha de Jf(z) € R™*" o Jacobiano de f em z, é
Vfi(z)". Portanto, v é uma direcdo de descida para f em x se

Jf(z)v <0,
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onde a desigualdade acima é a relagao definida em (1.2).
Segue-se da Definicao 1.1 que x é critico se

max Vfi(x)Tv >0 para todo v € R™ (1.7)
j=1,....m

Esta condicao tem a seguinte caracterizacao geométrica: a imagem
do Jacobiano em x nao corta o interior do ortante negativo,

Jf@)®R N (~RY,) =0,

onde —R7', = {-w|w R}, }. Param =1, temos f:R" - Rea
criticalidade de = coincide com a condigao cldssica V f(z) = 0.

Numa direcao de descida hé decréscimo local da fungao f, como
mostra o resultado seguinte.

Lema 1.2. Sejam f: R™ — R™ diferencidvel e v € R™ uma direcao
de descida para f em x. Dado o € (0,1), existe t > 0 tal que

flx+tv) < f(z) + ot f(z)v < f(x) para todo t € (0,1].

Demonstracdo. Por hipdtese, ij(:v)Tv <Oparaj=1,...,m. Como
o € (0,1), temos que

o il 1) — £5(2)

- ()T ()T -
lim ; =Vfix) v<oVfi(x) v, j=1,...,m

Portanto, para cada j = 1,...,m existe t; > 0 tal que
fi(x +tv) — fi(x) < otV fi(x) v paratodo t € (0,%].
Para terminar a prova, tome ¢ = min{t1,..., ¢} O

O Lema acima nos permite provar que a estacionariedade é uma
condicao necessdria para a otimalidade de Pareto e, em certas condigoes,
também suficiente.

Corolario 1.3. Seja f: R™ — R™ diferencidvel
1. Se T € um détimo de Pareto fraco entao T € estaciondrio para f.

2. Se f € convera componente a componente, entao T € um Jtimo
fraco de Pareto se e somente se T € estaciondrio.
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3. Se f € estritamente convexa componente a componente, entio T
€ um otimo de Pareto se e somente se T € estaciondrio.

Demonstracdo. Para provar o item 1 observe que se T é nao esta-
cionario entao existe uma direcao de descida, e pelo Lemna 1.2, este
ponto nao é um étimo fraco de Pareto.

Suponha que f é convexa componente a componente. Se T nao é
um étimo fraco de Pareto, entao existe z tal que f;(z) < f;(Z) para
j=1,...,m. Neste caso, segue-se da convexidade de f que

Vi@ (@ -2) < fi(e) - f;(@) <0,  j=1...m

e T nao é estacionario. O item 2 decorre deste resultado e do item 1.

Suponha que f € estritamente convexa componente a componente.
Se z é um o6timo fraco de Pareto e nao é um étimo de Pareto, entao
existe = tal que fj(z) < f;(Z) para j =1,...,m e fj,(z) < f;,(T)
para algum jo. Em particular, z # T e da convexidade estrita de f
segue-se que

< fi(@).

/ (w;x) REGES )

Provamos que, para fun¢ées com componentes estritamente convexas,
a otimalidade de Pareto fraca é equivalente & otimalidade de Pareto.
O item 3 decorre deste resultado e do item 2. O

Em vista do item 1 do Coroléario 1.3, uma condig@o necessaria
para que um ponto x seja 6timo de Pareto (fraco ou néo) é que tal
ponto seja estacionario. Podemos entao definir um método geral
para otimizac¢do multiobjetivo irrestrita (diferencidvel) que emprega
direcoes de descida como diregoes de busca.

Algoritmo 1 (Método de descida)
1. tome o € (0,1), 2° € R™; k + 0;
2. se z¥ & critico, PARE; caso contririo:
3. encontre v* direcdo de descida para f em 2*;

4. encontre ty > 0 tal que

f@® 4+ o) < f(2®) + otpJ f(2®)0F;
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5. gkt =2k 4 0F kE« k+1¢e VA PARA 2;

Apenas propriedades muito gerais podem ser provadas para uma
sequéncia {z*} gerada por esse algoritmo. Notemos que a sequéncia
{f(x*)} é estritamente decrescente. Se a sequéncia {z*} é finita, o
ultimo iterado é critico. O caso de interesse é, portanto, aquele em
que essa sequéncia é infinita. Em minimizagao escalar, métodos de
descida aplicados a funcoes com conjuntos de nivel limitados geram
sequéncias limitadas. Em nosso contexto, define-se um conjunto de
nivel de f como:

{zeR" | flz) <y},
onde y € R™.

Proposigao 1.4. Seja {z*} uma sequéncia infinita gerada pelo Al-
goritmo 1.

1. Se a sequéncia {f(x*)} ¢ limitada, entdo ela é convergente e

Ztk ‘ij(a:k)Tvk‘ = Ztk (—Jf(a:k)vk)j
k=0 k=0

< fi(@®) = limy o0 f5(2F)

< 00,

para j =1,...,m.
2. Se & é um ponto de acumulacio de {x*}, entio

lim f(2%) = f(z), f(z) < f(z¥) para todo k.

k—o0

Em particular, f é constante no conjunto de pontos de acu-
mulagio de {z*}.

3. Se 20 pertence a um conjunto de nivel limitado, entdo {z*} ¢é
limitada e {f(z*)} converge.

Demonstra¢do. Como {f(z*)} é decrescente componente a compo-
nente, se {f(z*)} é limitada, entdo, para j = 1,...,m, {f;j(z*)} é
uma sequéncia decrescente e limitada e, portanto, convergente.
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Como estamos supondo que a sequéncia {z}} é infinita, cada z*
é nao estaciondrio. Segue-se do Passo 3 do Algoritm 1 que cada vy,
é uma direcdo de descida em z¥, o que prova a igualdade entre os
somatorios. Segue-se do Passo 4 que para cada N

g

N

fi(=%) — f3 @)
E ty (=T f(aF)oh) < 2 J .
k=0 +{ )]

3

Para terminar a prova do item 1, observe que cada {f;(z")}ren é
decrescente e convergente.

Para provar o item 2, suponha que {z¥} é uma subsequéncia de
{z*} que converge a 7. Segue-se da continuidade de f que {f;(z*)}
converge a f;(Z) para j = 1,...,m. Como, {f;(z*)}ren é decres-
cente para todo j, cada uma dessas sequéncias converge ao limite da
subsequéncia correspondente, sendo este limite o seu infimo.

O item 3 decorre trivialmente do item 1. O

Se os passos t; sao muito pequenos, a sequéncia gerada pode
convergir a um ponto nao estacionario. Este fenéomeno ocorre ja na
otimizacao escalar (ver [4]). Para escolher um passo t; adequado,
prescrevemos o backtracking usual. Neste caso, o Passo 4 do Algoritmo
1 toma a seguinte forma:

4a. t:=1;

4 b. se f(z¥ +to¥) < f(aF) + ot f(2F)vk, entdo

tr ==t Fim (do backtracking);
4 ¢. caso contrario, t < t/2 e VA PARA 4 b;

O Lema 1.2 garante que o procedimento acima tem terminagao
finita. Observe que no lugar do fator 1/2 para a reducao de t no Passo
4 b pode-se utilizar qualquer outro niimero no intervalo (0,1). Agora
o problema principal, a ser tratado na proxima secao, é a escolha da
direcdo de descida v*.






Capitulo 2

O método de Cauchy
multiobjetivo

Nesta secao propomos uma extensao ao caso multiobjetivo do classico
método de maxima descida. Primeiro definimos a direcao de méxima
descida multiobjetivo e estudamos suas propriedades. Em seguida
definimos o algoritmo de Cauchy multiobjetivo e estudamos suas
propriedades de convergéncia no caso geral. Finalizamos o capitulo
com a analise de convergéncia do método no caso convexo, isto é,
quando f é convexa componente a componente.

2.1 A direcao de Cauchy multiobjetivo

Definimos a direcao de Cauchy multiobjetivo ou direcao de mdzxima
descida multiobjetivo para f em x como o vetor Af(z),

1
Af(z) = argmin max Vii(x) v+ §Hv||2, v eR™ (2.1)
j=1,...;m

Se m = 1 entdo Af(x) = —Vf(x), e recuperamos a dire¢do de
méaxima descida “classica”’. Como a fungao objetivo do problema de
minimizagao que define A f(x) é fortemente convexa e continua, ela
possui um dnico minimizador e, portanto, Af(x) estd bem definida.

15



16 CAPITULO 2. O METODO DE CAUCHY MULTIOBJETIVO

O valor étimo deste problema de minimizagdo serd chamado de 8f(x),
isto é
1
0;(z) = min max Vf;(z) v+ §||v||2, v e R (2.2)

J=4...,m

Segue-se de (1.4), (2.1) e (2.2) que
_ : Lo
Af(z) = arg min o (v) + ol (2.3)

, 1
07(z) = min ¢o(v) + 5 lv

= (@) + S IAF (@)

Note que o par (v*,7*) = (Af(x), pz(Af(z))) e o escalar 0¢(z)
sao, respectivamente, a solucao e o valor 6timo do seguinte problema
de programagao quadratica (convexa) nas varidveis (v,7) € R" x R:

mimize 7+ o]
minimize 7+ o |jv (25)
sujeitoa Vfj(z)Tlv—7 <0, j=1,....m.

Usaremos esta reformulagdo dos problemas em (2.3) e (2.4) para
mostrar que a dire¢ao de Cauchy é uma combinagao convexa das
diregoes de maxima descida de cada componente da fungao objetivo.

Lema 2.1. Para todo x € R™ existe w € R™ tal que
w >0, ijzl, Af(ac):—ijij(ac).
j=1 j=1

Demonstragao. As restri¢coes do problema (2.5) sao lineares. Logo,
existem multiplicadores de Lagrange w € R’ satisfazendo, juntamente
com (v*,7*), as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker. Em particular

m

m
v*—|—ijij(3:) =0, I—ij =0.
j=1

j=1

Para terminar a prova, observe que Af(x) = v*. O
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Note que no lema anterior, Af(z) é a diregdo de Cauchy classica
para a funcao Z;”:l w; f; no ponto z. Estes pesos w; dependem do
ponto x e estao definidos implicitamente como multiplicadores de
Lagrange. A seguir relacionaremos os valores de ||Af(z)], . (Af(z))

e 0f(x)
Lema 2.2. Para todo x € R"
2
oM (@) = 265(0) = <A@ > — (o 1980 -

Portanto, 07(x) <0 e ||As(z)| <||Jf(z)| para todo x € R™.

Demonstragao. Segue-se de (2.3) que a fungao

(0,00) 3 £ = @u(tAF (@) + 5 IS ()P

atinge seu minimo em ¢ = 1. Como ¢, é positivamente homogénea,
0= (tpa (A (@) + LIAT@)I?) = eo(Af () + AP
at\" 2 t=1 *

o0 que, em vista de (2.4), prova as duas igualdades.
Usando (2.2) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz

. 1
(@) 2 min max ol V5] + & ol
2
(e 1951

=1,...,

Vamos agora mostrar que
Af(z) =0 < x é estaciondrio

e que em pontos nao criticos a diregdo de Cauchy Af(z) é de descida.
Este resultado nos interessa, pois mostra que no Algoritmo 1 podemos
empregar a direcio de Cauchy como a direcio de descida: v¥

Af(zb).

Proposigao 2.3. Para todo x € R™ as sequintes condi¢coes sGo equi-
valentes:
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(a) o ponto x é ndo estaciondrio;
(b) 64(z) <0;

(c) Af(x) #0;

(d) Af(z) é uma dire¢io de descida.

Demonstracio. (a)=(b): Se = é ndo estaciondrio, existe v € R™ tal
que Vfj(z)Tv < 0 para j =1,...,m. Logo ¢,(v) < 0 e segue-se de
(2.4) e (1.5) que para todo 7 > 0

07(@) < ou(ro) + g roll? = (102 (0) + Srlll?).

Portanto, lim, o+ 87(x)/7 < ¢z (v) <0 e vale (b).
(b)=(c) e (c)=(d) seguem-se do Lema 2.2.
(d) = (a) segue-se trivialmente da defini¢do de estacionariedade. [

2.2 O método de Cauchy multiobjetivo

Estamos agora em condicoes de definir a extensao do cldssico método
de méaxima descida para o problema irrestrito de otimizacao multiob-
jetivo (1.3).

Algoritmo 2 (Método de Cauchy ou de Méxima Descida Multiobje-
tivo)

1. escolha o € (0,1/2) e 2° € R"; k « 0;

2. calcule v* := Af(xk), se v = 0, PARE;

Ja. t«1;

3 b. se f(zF + tvF) < f(2F) + ot f(z¥)v*, entdo

tp :=t Fim (do Passo 3);

3 c. caso contrdrio, t < t/2 e VA PARA 3 b;

4. oFtl =2k 4+ t0%, k<« k+1e vA PARA 2.
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Vamos analisar uma iteracao k + 1 genérica deste algoritmo. Se
vF = 0, entdo, em virtude da Proposicao 2.3, z* é estacionério e
o algoritmo para no Passo 2; caso contrario, v* é uma direcao de
descida e, pelo Lema 1.2, a busca de Armijo executada no Passo
3 tem terminacfo finita, o algoritmo gera z**! e prossegue para a
iteracdo seguinte. A escolha de t; garante um decréscimo de f como
prescrito no Passo 4 do Algoritmo 1. Portanto, o Algoritmo 2 é um

caso particular do Algoritmo 1.

2.3 Analise de convergéncia no caso geral

Para estabelecer a estacionariedade dos pontos de acumulacao das
sequéncias geradas pelo Algoritmo 2, no caso C!, usaremos dois resul-
tados técnicos que provamos a seguir.

Uma vez que Af é computada usando-se os gradientes das f;,
j=1,...,m, é natural supor que f seja continuamente diferenciavel
para obter a continuidade da aplicagdo x — Af(x).

Proposicao 2.4. Se f ¢ continuamente diferencidvel, entdo Af e 0y
sao continuas.

Demonstracdo. Dados x,y € R", para qualquer v € R"

1 1
py (V) + Sl0l* = @u(v) + S 0I* = 17 () = TF @)l
1
> 0;(2) + 5o = Af@)I* = 17f (=) = TF @),
onde a primeira desigualdade segue de (1.6) e a segunda segue-se de

que a fungdo minimizada em (2.4) é fortemente convexa com médulo
de convexidade 1. Tomando acima v = A f(y), concluimos que

07(y) = 05(x) + %I\Af(y) = Af@)II° = 1T f (=) = TF )AL )]-

Trocando os papéis de x e y obtemos

05 (x) = 05 (y) + %HAf(y) = Af @) = 17f (@) = TFW)IHIAf ()]
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Somando as duas ultimas desigualdades, temos que

IAF() = AF@)IP < 177) = T (IAf @)+ A7)

A continuidade de Ay segue desta desigualdade, da tltima desigualdade
do Lema 2.2 e da continuidade de Jf.
Para provar a continuidade de 6 observe que, segundo o Lema 2.2,

1

05(x) = =5 lIAs ()]

e use a continuidade de Ajy. O

Lema 2.5. Se f é continuamente diferencidvel e T nao é critico,
entdo para qualquer o € (0,1) existem t >0 e § > 0 tais que

Flz+tAf(2)) < flz) + otTf(x) Af(x) Va € B(z,0), t € (0,7).

Demonstra¢do. Em vista da Proposicao 2.3, 6(z) < 0. Logo, pela
Proposigao 2.4, existe rg > 0 tal que

0p(x) < 0,(7)/2  Va € B(Z,mo). (2.6)

Sejam

My = sup{[|Af(@) | |z =zl <7}, €

Observe que em virtude da Proposicao 2.4, My < oo.
Existe r1 € (0,70) tal que

z, 2" € B(z,m) = |[Vf;(2) = V@) <& j=1,...,m.

Para z € B(Z,7m1/2) et € (0,r1/(2My)), temos x + tAs(z) € B(Z,r1)
e, pelo item 1 do Lema 4.3 e pela definigao de ¢,

filw+ tAf(z)) < fi(x) +tV () T Ag(x) + teMo
< fi(@) +t[V (@) T Ap(x) + (1—0)|05(2)]]

para j = 1,...,m. Portanto, pelo Lema 2.2, (1.4) e (2.6),

V(@) T Af(2) < alAf(2)) = 204 (x) < 0;(2).
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Combinando as duas ultimas desigualdades, obtemos

file +tAf(2)) < fi(2) + otV ()" Ap(x)
+t(1—0) [Vf(2) " Af(2) + |05 (2)]]
< fi(x) + otV fi(x) T As(2),

onde a tltima desigualdade decorre do fato de que 6;(Z) < 0.
Para concluir a prova, tome 0 < § <r1/2e0 <t <r/(2Mp). O

O Algoritmo 2 termina com um ponto estacionario ou produz uma
sequéncia infinita {z*} de pontos nio estacionarios. De agora em
diante, supomos que o algoritmo nao tem terminagao finita e gera as
sequéncias infinitas {z*}, {v*} e {t1}.

Apresentamos a seguir uma simples aplicagao do argumento padrao
de convergéncia para o método de maxima descida em otimizacao a
valores escalares.

Teorema 2.6. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 2. Se
f € continuamente diferencidvel, entao todo ponto de acumulacdo de
{2*} € estaciondrio.

Demonstracdo. Seja Z um ponto de acumulacio de {z*}. Segue-se
da Proposicao 1.4, itens 2 e 1, que

lim f(z*) = f(z), kli_g)lo teVfi(a*)Tok =0 paraj=1,...,m.

k—o0

Logo, pelo Lema 2.2,

lim tk(ﬂwk (Uk) = lim tkﬁf(ﬂck) = 0. (27)
k—o0 k—o0

Vamos provar por absurdo que T é estaciondrio. Se ele nao for,

entdo, em virtude da Proposicao 2.3, © = Af(Z) # 0 e 04(Z) < 0.

Existe uma subsequéncia {z*/ } que converge a z. Segue-se do Lema 2.5

e da definicdo do Passo 3 que existe M € N tal que 5, > 2=M para j

suficientemente grande. Pela Proposicao 2.4 temos 07 (z%) — 04(7) <

0 quando j — oo. Portanto liminf; . tx, 0¢(x*) < 0 em contradigio
com (2.7). O
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2.4 Analise de convergéncia no caso con-
vexo

Em minimizagao escalar irrestrita, uma condigao necessaria e sufici-
ente para a existéncia de 6timos é que toda sequéncia decrescente
na imagem da funcao objetivo seja limitada inferiormente por um
elemento da imagem. Vamos precisar de uma propriedade anéloga,
que suporemos valida:

Hipétese 2.7. Toda sequéncia {y*} C f(R"™) decrescente (compo-
nente a componente) € limitada inferiormente (componente a compo-
nente) por algum y € f(R™).

Para provar a convergéncia do método de Cauchy multiobjetivo
no caso convexo, além da condicao acima, precisaremos utilizar as
propriedades da convergéncia quasi-Fejér.

Definicao 2.8. Uma sequéncia {z*} C R™ converge quasi-Fejér a
C C R” se, para cada z € C existe uma sequéncia de nimeros nao-
negativos {ex} tal que

o0
25 — 2|2 < |28 — 2P e e Zsk < 0.
k=1

Lema 2.9. Se {z*} converge quasi-Fejér a C # () entdo ela ¢ limitada.
Se, adicionalmente, a sequéncia tem um ponto de acumula¢ao em C,
entao ela converge a tal ponto.

Demonstragigo. Tome z € C e seja {ex} como especificado na De-
finigao 2.8. Para todo i < j, ||z — 27||? < ||z — 2*||* + >_r—; k- Logo,

oo
lim sup ||z — A2 <z — 22+ Zsk < 0.
k=i

J—00

Tomando o liminf; ,., nas desigualdades acima, concluimos que
limsupy,_, ., ||z — 2F||? < liminf;_ o ||z — 2*||%. Portanto existe

lim |z — 2F|| € R.
k—o0

As conclusoes seguem trivialmente deste resultado. O
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Teorema 2.10. Se f é convexa componente a componente, dife-
rencidvel e satisfaz a Hipdtese 2.7, entio a sequéncia {x*} converge a
um otimo fraco de Pareto. Se, adicionalmente, f € fortemente conveza
componente a componente, entao o limite da sequéncia € um dtimo de
Pareto.

Demonstragdo. A sequéncia {f(x*)} é decrescente. Como f satisfaz
a Hipétese 2.7, o conjunto

X ={zeR"| f(z) < f(«*) Vk € N} (2.8)
é nao vazio. Vamos provar que a sequéncia {xk} converge quasi-Fejér
a X.

Seja £ € X. Em virtude do Lema 2.1, para cada k € N existe
wk € R’ tal que

wa =1, P = —iwfoj(xk). (2.9)
j=1

Logo, da convexidade de cada f; segue-se que

w') ' f(2) Zw [£3(@*) + V£ (%) (@ = 2b)]
= (w O Tf(") = () (@~ 2b),
e, pelo Passo 4,
(1 — )T — %) = 14 (0}) (@ — o)
> tr(w®) T (f(2") - f(2)) >0,
onde a ultima desigualdade decorre da hipotese & € X. Portanto

12 = "2 = & — 2| + la* — 2"+ 2(3 — 2F) T(2® - 2™
[ R [ A
(2.10)
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Das desigualdades 0 < t; < 1 e de (2.9) segue-se que, para todo k,

m
o — 2 < telloH? = 1 (o) o = 3 bV () T
j=1
m
= watk ‘ij(xk)Tvk|
j=1
m
<Dt |V T
j=1

Logo, para todo N,

N N m
Z ||l‘k _ xk+1”2 < Zztk |ij(.73k)TUk’
k=0 k=0j=1

m N

ZZtk ’ij(a?k)—rvk|

1 k=0

I
3
Il

M8

< ti |V £ (%) TR

1

ol
Il

0

<
Il

Como f satisfaz a Hipdtese 2.7, segue-se da Proposi¢ao 1.4 que o
termo da tultima desigualdade, que nao depende de N, é finito. Logo
> e 2P —aF 1| < oo e em vista de (2.10), {*} converge quasi-Fejér
ao conjunto X definido em (2.8). Portanto, a sequéncia {z*} é limitada
e possui um ponto de acumulagao . Pelo item 2 da Proposicao 1.4,
tal ponto pertence a X. Usando novamente a convergéncia quasi-Fejér
de {2¥} a X e o Lema 2.9, concluimos que tal sequéncia converge a Z.

Cada f; é convexa e diferenciavel; portanto, f é continuamente
diferenciavel. Logo, pelo Teorema 2.6, tal ponto é estacionario. Para
concluir a prova, combine estes resultados com o Corolario 1.3. [J



Capitulo 3

O método de Newton
multiobjetivo

Nesta se¢ao estudamos um método de Newton para o problema (1.3)
supondo, adicionalmente, que f é duas vezes diferencidvel e que os Hes-
sianos V2 f;(z) sdo positivos definidos paratodox € R"ej =1,...,m.
Observe que esta hipdtese é utilizada no caso m = 1 (minimizagao
escalar) para que o método de Newton esteja bem definido e para
que a diregao de Newton seja uma diregao de descida. Assim como
no caso escalar, a hipdtese dos Hessianos serem positivos definidos
poderia ser relaxada usando-se técnicas de regioes de confianca.

3.1 A direcao de Newton multiobjetivo

A aproximagao de segunda ordem no ponto x de f;(z +s) — f;(x) é
ij(x)Ts+%sTV2fj(:c)s, j=1,...,m.

Definimos a dire¢do de Newton multiobjetivo para f no ponto x como

1
sf(x) = arg rg}%n _max Vii(x)Ts + isTVij(x)s. (3.1)
sER™ j=1,...m

25
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A diregao sy (z) estd bem definida em virtude da hipétese dos Hessianos
das f; serem positivos definidos. Se m = 1, recuperamos o passo de
Newton para minimizagao escalar. O valor 6timo do problema de
minimizagao em (3.1) serd chamado de G}V(x), ou seja

1
N(y s U Ty 2. T2y,
O (m)*féﬁéljﬂ?’fmvfﬂ(x) 5+25 Vefi(x)s

(3.2)
1

= max Vfi(z) sp(z) + §sf(ac)TV2fj(x)sf($).
Note que o par (s*,7*) = (sf(x)ﬁ}v(x)) é a solugao do seguinte

problema de programacéo quadrdtica (convexa) nas varidveis (s, 7) €
R™ x R:

minimize T
1
sujeito a  Vfj(x)Ts + isTVij(x)s —7<0, j=1,...,m.

(3.3)
Usaremos esta reformulagéo dos problemas (3.1) e (3.2) para mostrar
que a diregao de Newton multiobjetivo é a diregdo de Newton (cldssica)
de uma combinagao convexa das componentes da funcao objetivo.

Lema 3.1. Para todo x € R™ existe w € R™ tal que

1
sp() == | wVfi(x) | D w Vi),
j=1 j=1
07 (z) = ij {ij(x)TSf(x) + 1Sf(:l?)TV2fj ()sy(z)

2
w > 0, ij =1
j=1

Demonstragao. O lagrangeano do problema (3.3) é

Ly((s,7),w) =7+ iwj [ij(x)Ts + %STV2fj(x)s -7

Jj=1
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Como as restrigoes deste problema sdo quadraticas convexas e no ponto
(s,7) = (0,1) se verifica a condigao de Slater, existem multiplicadores
de Lagrange w € R} que satisfazem, juntamente com (s*,7%), as
condigoes de Karush-Kuhn-Tucker. Em particular,

Zw] vfj +V2fj( )s* 207 1_ij:0,
=1
j;wj |:ij<37)T3* + %(3*>Tv2f]($)8* . T*:| —0

Para terminar a prova, observe que (s*,7%) = (sf(x), H}V (z)) e use a
primeira igualdade acima para caracterizar s¢(x). O

Note que no lema anterior, sy(x) é direcdo cldssica de Newton
~ m .
para a fungao » 1 Wj f; no ponto x. Damos agora cotas superiores
para a norma da direcdo de Newton.

Lema 3.2. Sex € R™ e Anin € Amax $G0, respectivamente, o menor
e o maior dos autovalores dos Hessianos V2 f;(x) para j =1,...,m,
entao

1. Vfj(@) sy(z) <0 (x) para j=1,...,m;

105 < —0Y () <
em particular, 9 (x) <0;

(x)], com 0¢(x) dado por (2.4);

)\min /\max
3. == lss (@) < =67 (@) < s ¢ (@)11%;

1
4 Nss (@) < s—maxjm1,..m [Vf(@)]-

min
Demonstracdo. O item 1 segue da hipotese de que os Hessianos de
todas as f; sdo positivos definidos e da definigao (3.2).
Para todo s € R™,

Amin|8]|? < STVQf]‘(JC)S < Amax]|8]] (3.4)
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Logo

)\min 2 N
— <
Srrel]}gr%m?foJ( z) s+ 5 lls]|* < 0 (x)

>\max 2
<

Snelﬁquxvfj( z)ls + =% 5 lIsl
Para provar as duas primeiras desigualdades do item 2, use as desi-
gualdades acima, recorde que 6¢(x) < 0 (Lema 2.2) e observe que

para todo A > 0,

1
?Elﬂg%mfxvfj( z)'s || I? = fm]in mafoj( )T)\s+§||)\s||2
_ Os(2)
o

A ultima desigualdade do item 2 segue trivialmente da primeira.
Tome w como no Lema 3.1. Usando a primeira e a segunda igual-
dade desse lema, temos que

> wiVii@) = = w; V2 f(a)sg(x)
j=1 j=1

e
m T m
> wiVi(x)| sp(x)+ *Sf )" Z%V fi(@)| sy().
j=1
Logo,
jSv(x):—sf(x) ijvzf](x) sy(x)
j=1
@) [ w V()| sp(e),
j=1
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Para concluir a prova do item 3, observe que w > 0, ZT:l wj=1e
use (3.4).
Como Apin > 0, segue-se do Lema 3.1 que

[l 5 (2 Zwyﬂvfg = ‘]maX IVfi@)l. O

Amin Amin 7=1,...,m

Vamos agora mostrar que
sf(x) =0 <= z é estaciondrio
e que em pontos nao criticos a direcdo de Newton s¢(x) é de descida.

Proposigao 3.3. Para todo x € R™ as sequintes condigoes sGo equi-
valentes:

(a) o ponto x € ndo estaciondrio;
(b) 03 (@) < 0:

() s7(@) £0;

(d) sp(z) € uma dire¢ao de descida.

Demonstragao. Os itens (a) e (b) sao equivalentes em virtude do
Lema 3.2 item 2 e da Proposicao 2.3. Por sua vez, os itens (b) e (c)
sao equivalentes em vista do item 3 do Lema 3.2.

O item (d) implica trivialmente o item (a). Finalmente, observe
que pelo item 1 do Lema 3.2, o item (b) implica o item (d). O

O préximo lema serd utilizado para mostrar a boa definigao de
uma busca tipo Armijo na diregdo de Newton, usando-se um critério
de aceitacdo (do passo) adaptado ao contexto.

Lema 3.4. Se T ndo € critico, entdo, para qualquer o € (0,1) existe
t >0 tal que

fi@+tsp(2)) < fi(2) +0t07 () Yt € (0,1,

para j=1,...,m
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Demonstra¢do. Em virtude da Proposicao 3.3, s¢(Z) é uma direcéo
de descida. Logo, pelo Lema 1.2, existe £ > 0 tal que

fi(@ +tsp (@) < f;(2) + 0tV (@) Tsp(z) Ve (0,1, j=1,...,m.
Para concluir a prova, note que
V(@) sp(x) < 6F (2)

paraj=1,...,m. O

3.2 O método de Newton multiobjetivo

Apresentamos a seguir uma versao multiobjetivo do método de Newton
cléssico.

Algoritmo 3 (Método de Newton Multiobjetivo)

1. escolha o € (0,1) e 2° € R™; k < 0;

2. calcule s* := s¢(2"), se s = 0 PARE;

3 a. t+1;

3 b. se f;j(a* +ts*) < f;(aF) + UtG}V(mk) para j = 1,...,m, entdo

tp ==t Fim (do Passo 3);

3 c. caso contrdrio, t < t/2, VA PARA 3 b;

4. Pt = gF 4 1,sF, k< k+1e VA PARA 2.

Vamos analisar uma iteragao k + 1 genérica deste algoritmo: se
s* = 0, entdo ele para no Passo 2 e, em virtude da Proposicio 3.3,
x* é estaciondrio; caso contrério, s* é uma direcdo de descida e, pelo
Lema 3.4, a busca de Armijo executada no Passo 3 tem terminagao
finita, o algoritmo gera zF*! e prossegue para a iteracdo seguinte.
Acabamos de verificar que o Algoritmo 3 estd bem definido para
uma fungao objetivo duas vezes diferencidvel com Hessianos dos seus

componentes positivos definidos.
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O Algoritmo 3 termina com um ponto estacionario ou produz uma
sequéncia infinita {z*} de pontos ndo estaciondrios. Nesta secio e nas
subsequentes vamos supor que o algoritmo nao tem terminacao finita
e gera as sequéncias infinitas {z*}, {s*} e {t;}. Veremos a seguir que
para este algoritmo valem resultados anédlogos aos da Proposigao 1.4.

Proposigao 3.5. As sequéncias {f;j(x*)}, j =1,...,m, sdo decres-
centes e

k
fj(x]”'l)Sfj(xo)—f—UZtﬂjfv(wi), j=1,...,m
i=0

para todo k.

Demonstracdo. Como estamos supondo que a sequéncia {z*} ¢ infi-
nita, cada z* é ndo estacionario e cada s* é uma direcio de descida
em zF. A proposicio segue entdao da definicio do Passo 3. O

Corolério 3.6. 1. se {f(z*)} € limitada, entdo ela é convergente
e para todo j

Ztk\ejcv(mk)‘ < £i(2%) — limy 00 f;(2%) .
k=0

g

Em particular, f é constante no conjunto de pontos de acu-
mulagdo de {z*}.

2. Se x° pertence a um conjunto de nivel limitado, entdo {x*} ¢é
limitada e {f(z*)} converge.

Demonstracdo. Os itens 1 e 2 seguem da Proposicao 3.5 e do fato de
que Q}V(x) < 0 para todo x nao estaciondrio. O

3.3 Anadlise de convergéncia

Para estabelecer a convergéncia de {z*}, no caso C?, vamos provar
primeiro que seus pontos de acumulagao sao estacionarios. Em seguida
provaremos que se a sequéncia “passa’ suficientemente perto de um
ponto critico, entao ela converge a um ponto critico préximo.

Os dois proximos resultados serao utilizados para mostrar, no caso
C2, a estacionariedade dos pontos de acumulacio de {z*}.
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Proposigao 3.7. Se f ¢ duas vezes continuamente diferencidvel,
entao sy e 9?] sao continuas.

Demonstragdo. Tome T € R™ e r > 0. Como a fungao menor autovalor
é continua (Lema 4.1), existe A o minimo do menor dos autovalores
de V2f;, 7 =1,...,m, na bola fechada em B[Z,7] e A > 0. Portanto

v V2 £ (2)v > X|v|? Vz e B(z,r), j=1,...,m, veR". (3.5)

Dados z, 2’ € B(Z,r), sejam s = sg(x) e s’ = sg(a’). Como cada uma
1 -

das m fungdes v — Vf;(2) v + ivTVij (2)v é A-fortemente convexa

para z € B(Z,r),

1- 1
0F (@) + 5Als = S|P < max V() Ts+ 35 VR ()5 (36)
’ j=1,....m

yeun

Para simplificar a exposicao, definimos
1
ploa!) = { V1) = V(@] + 5192550 - P @]}

Usando esta definicao e a desigualdade triangular, temos que para
j=1...,m,

V)T + 58TV ) < V@) s 4 55TV (s
+ oo, 2"y max 5], ]2},

Decorre do item 4 do Lema 3.2, de f ser C? e de (3.5) que ||sf(x)]| estd
limitada na bola B(Z,r). Usando-se este resultado, (3.6) e tomando
o maximo em j = 1,...,m na desigualdade acima, concluimos que
existe M tal que

1.
0 (2') + 5)\\\5 —§|I” <07 () + pla, 2" )M

Como esta desigualdade vale intercambiando z e ' e como s = sy ()
e s’ = sy(z'), temos que

07 )~ 6 @)] + Al s(2) — 5@ < pla,a’)M

para todo x, 2’ € B(Z,r). Para terminar a prova, observe que como f
é C?, limy ., p(x,2') = 0. O
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Lema 3.8. Se f ¢C? e ndo € critico, entdo, para qualquer o € (0,1)
existem t > 0 e § > 0 tais que

filz +tsp(x)) < fi(z) + at@jcv(x) Vz € B(z,4), t € (0,1],
para j =1,...,m.

Demonstragao. Em vista da Proposigoes 3.3 e 3.7, O}V(i) < 0 e existe
ro > 0 tal que

G}V(:U) < 0?(@')/2 Vz € B(Z,rg). (3.7)
Sejam
l1-0
2M,

Observe que como sy ¢é continua, My < oco. Dado € > 0, existe
r1 € (0,7) tal que

z,2' € B(Z,m) = |[Vfj(x) = Vfi@@)| <e j=1,....m.

Mo = sup{[|sy(@)|| [ [l = 2| <70}, &= - 0F ().

Segue-se da condicdo acima e do item 1 do Lema 4.3 que, para
xz, 2’ € B(Z,r)ej=1,...,m,
fi(@) < fi(@) + Vi) (@' —2) +ella’ — 2]
Vo, o' € B(z,r1), j=1,...,m.
Tome z € B(Z,r1/2) et € (0,r1/(2My)). Como B(Z,r1/2) C
B(Z, 1), segue-se da definicao de My que ||sy(x)|| < My e z+tss(x) €

B(z,r). Logo, da desigualdade acima e da defini¢ao de 9}\’ (z) se
depreende que
filx +tsp(2) < fi(@) + 1V f;(x) T sp(a) + te]lsp(2)
< fi(x) + 107 () + te Mo
fi(@) + ot (x) + ¢ [(1 — 0)07 (z) + eMo] .

De definigéo de ¢ e de (3.7) segue-se que
1—
2

Para concluir a prova, combine as duas inequagoes acima e tome

5:7"1/26{6(0,7"1/(2]\40). O

(1—0)0Y () + My < (1 — 0)8Y () — ——6N (z) < 0.
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Teorema 3.9. Se f ¢ C2, entdo todo ponto de acumulagdo de {x*} é
estaciondrio.

Demonstracdo. Seja Z um ponto de acumulacio de {x*}. Em virtude
do item 1 do Corolario 3.6,

lim #4607 («)] = 0. (3.8)
k—o0

Vamos supor que T é nao estaciondrio, afim de provar por absurdo o
teorema. Segue-se dessa suposigao e do Lema 3.8 que existem ¢ € (0, 1]
e § > 0 tais que, para j =1,...,m,

[ilx+tsp(x)) < fi(x) +Jt9§v(r) Vx € B(z,4), t € (0,1).

Sendo Z um ponto de acumulacio da sequéncia {x*}, existe uma
subsequencia {z¥:} tal que

= € B(z,6), i=1,2,...

Combinando os dois resultados acima com a definicao do Passo 3,
conclufmos que t, > t/2 para todo i. Segue-se disto e de (3.8) que
lim; 00 H}V(ack'i) = 0. Como 67’ é continua (porque f ¢ C?), 63/ (z) =0
e, pela Proposigao 3.3, & € critico. Isto contradiz nossa suposicao de
T ser nao estaciondrio. O

O seguinte lema técnico nos fornece uma relagdo entre as normas
do passo de Newton e do gradiente de escalarizagdes (com pesos no
simplex unitério) da fungao objetivo.

Lema 3.10. Sew € R}, 370" jw; =1 eu= " w;Vf;(z) entdo

(o)) < Ll

)\min

onde Apin € 0 menor dos autovalores dos Hessianos Vij(x), j=

1,....,m.



3.3. ANALISE DE CONVERGENCIA 35

Demonstra¢do. Usando-se as definigbes de G}V , Amin € U temos

G}V(x) > msin Z w;[V fi(x) s + %STVij (z)s]
j=1

T

. - )\min
> min 37w, V()| s+ 250 sl
j=1
)\min 2
s M=

Logo, usando o item 3 do Lema 3.2, a defini¢oes de Ay € a desigual-
dade acima, concluimos que

lss @) < — (—H}V(x))s(”“') .0

o )\min )\min

A convergéncia superlinear dos métodos do tipo Newton depende
de que o passo nao seja relaxado e de que haja redugao superlinear das
normas das direcoes de busca. Os resultados seguintes garantem este
comportamento no método de Newton multiobjetivo em vizinhangas
de pontos criticos.

Proposigao 3.11. Se f é C?, T ¢ estaciondrio e o,k € (0,1), entdo
existe & > 0 tal que, para todo x € B(Z, 9)

1. fi(x+ss(x)) < fi(x) +09}V(x) para j=1,...,m;

2. |[sg(z+ sp (@) < Kllse(@)]-
Demonstragao. Tome ro > 0. Como a fungao menor autovalor ¢
continua (Lema 4.1), existe A o minimo do menor dos autovalores de
V2f;, i =1,...,m na bola fechada B[Z,ro] e A > 0. Defina
e = Amin{l — o, K}

Existe m1 € (0,70) tal que

IV2f;(x) — V2f ()| < e Vo, 2’ € B(Z,r1) (3.9)
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Com Z ¢é estaciondrio, usando a Proposicao 3.3 e a continuidade de sy
vemos que existe § € (0,71/2) tal que

lsf(x)|| <7/2 Va € B(Z,9).
Sejam
x € B(z,9), s = s¢(x). (3.10)
Em virtude da escolha de 6,
z+s € B(z,r).

Tome Amin como o menor dos autovalores dos Hessianos V?2 [j(x) para
j=1,...,m. Como x,x + s € B(Z,r1), pelo item 2 do Lema 4.3

i+ ) < F5(@) + V5@ s + 35TV (@)s + Slls)?

(1 - U))\min
—llsI?

< fi@) + 67 (@) +

< fix) + 0bf (),

onde a segunda desigualdade decorre das definigoes de G}V ,ee N ea
tltima decorre do item 3 do Lema 3.2. Ficou demonstrado o item 1.

Para provar o item 2, tome w como no Lema 3.1, para z (e s)
como em (3.10) e defina a fungao auxiliar

g R" =R, g(z) =) wifi(2).
j=1
Observe que
Vg(z) =Y w;Vf(2),
j=1

Vig(2) =Y w;V25(2),
j=1

s =—V?g(x) 'Vg(x).
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Logo

e, em virtude de (3.9),
IV29(2) = V2g()ll <e V2,2 € B(z,m).

Usando as inclusoes z,x + s € B(Z,r1), e aplicando o item 1 do
Corolario 4.4, concluimos que

IVg(z + s)|| < ells]-

Como Vg(z +s) =37 w;Vfj(x+s) e x+s € B(z,m), usando

a desigualdade acima, a definicdo de A e o Lema 3.10 temos

els]
g o+ )l < S5

O item 2 segue desta desigualdade e das defini¢oes de € e s. O

Provaremos agora que, para f de classe C2, na proximidade de um
ponto critico, a sequéncia {mk} converge a um ponto estaciondrio (no
necessariamente o mesmo). De posse deste resultado, estabeleceremos
facilmente a convergéncia superlinear.

Teorema 3.12. Suponha que f ¢ C? e que T € um ponto critico. Dado
r >0, existe € (0,7) tal que se %0 € B(Z,6) para algum ko, entdo

1. txy =1 para k > ko;
2. a sequéncia {z*} converge a um ponto estaciondrio em B(Z,r);

3. a convergéncia de {x*} € superlinear.
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Demonstracdo. Tome o como especificado no Passo 1 do Algoritmo
3. Em virtude da Proposigao 3.11 existe §; € (0,r) tal que

filz 4+ sp(z)) < fi(x) + a@fcv(a:)

[sf(z+ sp(x))] < s Vo € B(7,01), (3.11)

2

onde a primeira desigualdade vale para j = 1,...,m. Defina
_ oy —7

Q) =z € B(Z,7) | Isf(2)ll < , 7 €(0,61),

o= |J am.

0<7<61
Afirmamos que
e = =1 2" ecq. (3.12)

Com efeito, suponha que z* € Q. Como Q C B(Z,d), segue-se da
primeira desigualdade de (3.11) e da defini¢cdo do Passo 3 que t; = 1.
Logo, 2¥*! = z* 4+ s*. Por hipétese, ¥ € Q(7) para algum 7 € (0,51).
Entao,

0L —T
|1z — 2F ) < |17 — 2F|| + [|s¥)] < 7+ ——.

Logo, para

’ 5177’77‘4*51

= = <0
T T+ 5 5 1

temos z**! € B(z,7') e 7/ € (0,6;). Por sua vez, a segunda desigual-
dade de (3.11) nos dé a cota

k !
iy o IS5 _ =7 07
sl < == < — 5

o que conclui a prova de (3.12).
Observe que 2 é aberto e £ € €; logo, existe § > 0 tal que
B(z,08) C Q. Se z*0 € B(%,6), entdo, por (3.12), z* € Q C B(7,6;) e
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tr = 1 para k > ko. Além disso, em virtude da segunda desigualdade
em (3.11), temos

Dl = = 3 s < UL 124 1/ )
i=ko i=0
~2[s°].

Isto prova que {z*} é uma sequéncia de Cauchy. Logo,

Jlim 2" =2"€QcC B[z, 6] C B(z,r).
k—o0
O ponto x* é, em particular, um ponto de acumulacao da sequéncia
{z*}. Logo, pelo Teorema 3.9, x* é um ponto estacionario.
O item 3 segue-se dos itens 1 e 2 deste Teorema, do item 2 da
Proposigao 3.11 e do item 2 do Lema 4.5. O

Teorema 3.13. Suponha que f é C? e que os Hessianos V2 f;, j =
1,...,m, sao localmente Lipschitz continuos. Se {xk} converge, entao
a convergéncia € quadrdtica.

Demonstracdo. Suponha que {z*} converge a x*. Pelo Teorema 3.9,
x* é critico, e aplicando o Teorema 3.12 com ¥ = z*, concluimos que
tr = 1 para k suficientemente grande. Dado r > 0, existe L tal que

IV2f;(z) — V2f;(2)|| < Ll|lz — 2'|| Va,2’ € B(z*,r), j=1,...,m.
Para cada k € N, sejam w® € R™ como no Lema 3.1 para = 2* ¢
g* como definida na prova da Proposicio 3.11 para w = w¥, isto é

g R" >R, ¢F(z) = wafj(z)
j=1

Existe K tal que z¥ € B(x*,7) e t}, = 1 para k > K. Logo, como
okt — ok = sk e sk = —V2gF(2F) "1V gk (2¥) é a direcdo de Newton
para ¢g* em 2*, pelo item 2 do Corolario 4.4,

L
IVg* (@I < Sl = a2,
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Segue-se desta desigualdade e do Lema 3.10 que

v k(,k+1 L
B e R P g A A
A 2\
onde A > 0 é o minimo do menor dos autovalores de Vifi,i=1,....,m
na bola fechada B[z*,r]. Por dltimo, aplicamos o item 3 do Lema 4.5
e vemos que {z¥} converge quadraticamente. O

Coroldrio 3.14. Se f é C? e 20 pertence a um conjunto de nivel
limitado de f, entdo a sequéncia {x*} converge superlinearmente
a um ponto estaciondrio. Se, adicionalmente, os Hessianos V?f;,
j=1,...,m, sao localmente Lipschitz continuos, entdo a convergéncia
€ quadrdtica.

Demonstra¢ao. Primeiro use o item 2 do Corolario 3.6 para concluir
que a sequéncia {z*} tem um ponto de acumulacio Z. Segue-se do
Teorema 3.9 que tal ponto é critico. Como existe uma subsequéncia
{xki} que converge a T, em virtude do Teorema 3.12, a sequéncia
{x*} converge superlinearmente a algum ponto, que tem de ser z.
A convergéncia quadratica decorre da primeira parte deste coroldrio
e do Teorema 3.13
O



Capitulo 4

Resultados Auxiliares

Lema 4.1. A func¢ao que leva cada matriz simétrica A € R™"*™ em
seu menor autovalor é continua.

Demonstra¢do. Lembremos que o espectro de A € R™*™ é o conjunto
de seus autovalores, isto é

o(A) ={\| v #£0, Av = \v}.

Se A € R™ ™ ¢ simétrica, entdo o(A) C R e podemos ordenar os seus
autovalores como Ay < Ay < --- < )\, contados com as respectivas
multiplicidades, ¢ existe uma base ortonormal (v;);=1,. , tal que
Av; = Njv;. Se v = Y. | yv; tem norma 1, entdo Y .- af = 1e
portanto,

vl Av = Z/\ia? >\ Za? = )\
i=1 i=1
Logo,

mino(A) = min v'Av.
lloll=1

Se B € R™*™ é simétrica, entdo
mino(B) < v] Bu; = v] Avy +v] (B — A)v,

<\ +||B—A4|.

41
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Acabamos de provar que
mino(B) —mino(4) < ||B — A
Intercambiando os papéis de A e B obtemos
|mino(B) —mino(A)| < ||B — A,
0 que conclui a prova. O

O préximo lema segue trivialmente do Teorema Fundamental do
Célculo.

Lema 4.2. Se ¢ : R — R € continuamente diferencidvel, entao

(1) = (0) +/(0) + /0 (W' () — ' (0))dt.

Se, adicionalmente, ¥ é duas vezes continuamente diferencidvel, entdo

$(1) = 0(0) +4/(0) + 24"(0) / / "(€) — " (0)) dE dt.

A seguir estabelecemos cotas para os erros das aproximacgoes
lineares e quadraticas de uma funcao g e das aproximagoes lineares
de Vg.

Lema 4.3 (Erros de aproximacoes locais). Sejam U C R™ um aberto
convero, g : U — R de classe C' e x,x +v e U.

1. Se ||Vg(z) — Vg(2")|| < € para todo z,7" € U, entio
l9(z +v) = (9(2) + Vg(z) v)| < elv].
2. Se g éC? e ||V?g(z) — V2g(2)|| < € para todo z,2' € U, entdo

ot +0) = (o) + Vale) o+ 307P0(a)0) | < Sl
Vgt +v) ~ (Vo(r) + Vg(av)] < el
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3. Se g éC? e V2%g é L-Lipschitz continuo em U, entdo
L
IVg(@ +v) = (Vg() + V2g(z)v) | < vl

Demonstracdo. O item 1 segue da primeira parte do Lema 4.2 com

B(t) = gla+tv).

A primeira desigualdade do item 2 segue da segunda parte do Lema 4.2
com 1) como acima definida.

Para provar a segunda desigualdade do item 2 e o item 3, tome
u € R” um vetor unitario qualquer e defina

B(t) = uT(Vg(z + tv) — Vg() — tV2g(x)0).
Como ' (t) = uT(V2g(z + tv) — V3g(x))v,
¥(1) = u'(Vg(z +v) = Vg(z) = V?g(x)v)
’ ' PN ot _ ! ’

— 0O+ O+ [ WO -vena= [ v
Logo, no item 2 e no item 3 temos, respectivamente,

[ (Vg(a +v) = Vg(z) = V2g(x)v)| < elloll,

W (Vg(a +v) — V() ~ Vg(ao)| < oo

A conclusbes seguem-se do fato de que estas desigualdades valem para
qualquer vetor u unitario. O

As cotas de erro acima enunciadas nos permitem limitar o gradiente
de uma funcdo C? apés um passo de Newton para sua minimizacdo.

Corolario 4.4 (Residuo apés o passo de Newton). Seja U C R™ um
aberto convezo, g : U — R de classe C?. Se V2%g(z) é ndo singular
para algum x € U e que

s=-V’(x)"'Vg(x), a+sel,

entao
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1. se ||[V3g(z) — VZ%g(2')|| < € para todo 2,2 € U entdo

IVg(z +s)|| < ellsll;
2. se V2g é L-Lipschitz continuo em U, entdo
L
IVg(z+ )l < S llsl*.

Demonstracao. Em virtude da definicao de s,
Vy(z +s) = Vg(z + ) = (Vg(z) + Vg(x)s).

As conclusoes seguem-se da segunda desigualdade do item 2 e do item
3 do Lema 4.3. O

Lembremos que uma sequéncia {z;} converge a z* superlinear-
mente se ela converge a tal ponto e se para todo k > 0,

125 = 2 < fleF = 27|

para k suficientemente grande. A sequéncia {zj} converge a z* qua-
draticamente se ela converge a tal ponto e se existe C' > 0 tal que

12571 — 2| < O||2* — 2*|1?
para k suficientemente grande.
Lema 4.5. Suponha que {z*} converge a z* e seja

B2, k=0,1,...

pr = ||z
1. Se existem k € (0,1) e K tais que

Pr+1 < KpPk, k>K

entdo ||z* — 2F|| <

1
pr para k > K.
1—k

2. Se para todo k € (0,1) existe K tal que
Pr+1 < Kpk Vk > K

entio {z*} converge superlinearmente a z*.
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3. Se existem C e K tais que
prr1 <Cpi VE>K
entio {z*} converge quadraticamente a z*.

Demonstracdo. Todos os itens valem trivialmente se existir uma sub-
sequéncia {py, } tal que p, = 0 para todo %, pois isto implica (nos trés
itens) que py = 0 para k suficientemente grande. Suporemos entao
que pi # 0 para k suficientemente grande.

Para provar o item 1, tome ¢ > k > K, e use a desigualdade
triangular para concluir que

-1 l—k—1
: 1
£ k i
— < P < < .
[ IIf;:kpz,pk ;:0 RS e

Para terminar a prova, tome o limite para ¢ — oo na desigualdade
acima.

Para provar o item 2, tome k € (0,1/2) e seja K como na premissa
deste item. Segue-se de nossas hipéteses que pi # 0 para k > K. Se
k > K entao pry1 < kpi € pelo item 1

*

2% = 25 < prga < Pk

1—-x = ""1—k

Usando este resultado e a desigualdade triangular, temos

e B R B A By (s I
11—k
Combinando as duas ultimas desigualdade concluimos que

2 — 2k L K
|

[lz* = 2F|| — 1—2x"

Como k é um niimero arbitrario em (0, 1/2), a sequéncia {z*} converge
superlinearmente a z*.

Para provar o item 3, primeiro observe que, em vista da con-
vergéncia de {z*}, vale a premissa do item 2. Logo {z*} converge
superlinearmente a z* e existe K’ > K tal que

1
l* = 2" < ll=" = Il e <Cpk VR K



46 CAPITULO 4. RESULTADOS AUXILIARES

Usando a primeira desigualdade acima e a desigualdade triangular
concluimos que
1
a1 [ 4 B ER e
> |lz* — 2"
e I Ea |

1
> D T
Z Pk 2||Z 2|

Logo
* k 2 /
20k > ||z *Z”ngka k> K’
Portanto, para k > K’

2
3
l2% = 2" < 2pq1 < 2Cp; <20 <2||Z* - Zk”)

0 que prova a convergéncia quadratica. O
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