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Capitulo 0

Introducao

As curvas elipticas, além de terem uma histéria longa, possuem
diversos métodos utilizados no seu estudo e aparecem naturalmente
em diversas areas de matematica, de teoria dos nitimeros & analise,
e de criptografia a fisica matemdtica. A demonstragdo do ltimo
teorema de Fermat, integrais e fungoes elipticas, formas modulares e
resolucao da equacgao de péndulo sao exemplos dessa presenga. Isso
tudo e a facilidade de serem definidas, sem necessidade de muitos pré-
requisitos, as torna objetos muito interessantes a serem apresentados
aos alunos de graduacao.

O foco principal é fazer uma introdugao a teoria de curvas elipticas
com destaque a alguns dos resultados mais importantes como teorema
de Mordell-Weil, Nagell-Lutz, Mazur; e, como aplicacao, apresentar
um algoritmo para fatorar nimeros inteiros. O teorema fundamen-
tal da aritmética garante a existéncia e a unicidade de fatoracao de
nimeros inteiros em niumeros primos. O problema computacional,
ou seja, fatorar um determinado nimero inteiro, pode nao ser uma
tarefa facil, principalmente se o nimero for muito grande. Esse pro-
blema, além de ser um problema do interesse dos matematicos, é de
grande importancia pratica. Existem diversos métodos e algoritmos
para fatorar nimeros inteiros, um deles é o algoritmo de Lenstra que
utiliza curvas elipticas.
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Os tépicos e seus conteddos estdo elaborados de forma acessivel
para os alunos de graduagao. Por isso varias demosntracoes nao
sao apresentadas, até porque empregam métodos e técnicas mais
avancados.

Com o objetivo de estudar os pré-requisitos necessarios, inicial-
mente faremos uma réapida revisao sobre os polinomios de duas e trés
variaveis, polinomios homogéneos e zeros de equagoes polinomiais.
Em seguida definiremos o espago projetivo e estudaremos a relagao
dos objetos geométricos nos espagos afim e projetivo. Essa relagao
serda exemplificada por retas e conicas. Neste momento teremos os
pré-requisitos necessarios para definir curvas algébricas planas e es-
tudar sua teoria elementar. A pretensao nao é fazer uma introdugao
completa ao assunto. Pretendemos estudar alguns tépicos e resulta-
dos que serao utilizados no estudo de cibias, ou seja, curvas de grau
trés.

Para explorar a teoria elementar de ciibias planas projetivas, apds
a definicao e apresentacao de exemplos, falaremos da classificagao
de cubicas e finalmente definiremos as curvas elipticas. Em seguida
definiremos uma operagao entre os pontos de uma curva eliptica e
observaremos que o conjunto desses pontos munido desta operagao
se torna um grupo abeliano. O resultado principal dessa parte é o
teorema de Mordell-Weil: dada uma curva eliptica racional, existe
um conjunto finito de seus pontos tal que todos os outros podem ser
obtidos a partir destes por meio da operacao definida anteriormente,
ou seja, o grupo dos pontos racionais de uma curva eliptica racional é
finitamente gerado. Outros resultados importantes como teorema de
Mazur e Nagell-Lutz também serao apresentados. Esses teoremas nos
fornecem informagoGes valiosas sobre pontos de ordem finita e pontos
inteiros de uma cibica racional.

Por dois motivos dedicaremos um capitulo ao estudo de ciibicas
sobre corpos finitos: uma técnica chamada de redu¢ao médulo niimeros
primos que ¢ utilizada para verificar a existéncia de pontos de ordem
finita sobre uma curva eliptica; e pelo algoritmo de Lenstra.



Por 1dltimo, apresentaremos os algoritmos de Pollard e de Lenstra
para fatorar numeros inteiros. O segundo utiliza curvas elipticas.
Apos explicar os fundamentos e a parte tedrica, trataremos alguns
exemplos para ilustrar o funcionamento destes algoritmos.

Este livro foi preparado num curto prazo de tempo e pode conter
incorregoes. Corregoes e sugestoes poderao ser enviadas ao endereco
parham @ibilce.unesp.br, ficarei muito satisfeito em recebé-las!

Agradecimentos. Gostaria de registar meus agradecimentos ao
Comité Organizador do 30° Coléquio Brasileiro de Matematica por
ter dado oportunidade de ministrar este minicurso, e também a
Divisao de Divulgacao e Informacao Cientifica por todo apoio
durante a preparacao deste livro.

Parham
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo reunimos alguns resultados basicos que serao uti-
lizados nos préximos capitulos. As demonstragoes dos resultados
poderao ser consultadas na bibliografia apresentada.

1.1 Polinémios

Seja K um corpo. Chamamos os elementos de K de constantes. Dado
um conjunto finito {ag,a,...,a,} C K, formamos uma expressio
p = apx’ + a1z’ + - + a,z" e a chamamos de um polinémio em
x sobre K. O simbolo z, chamado de um indeterminado ou uma
varidvel é introduzido para facilitar as contas e nao é um elemento
de K. O conjunto de todos os polinémios em z sobre K é denotado
por Klz]. Se a, # 0, diremos que p possui grau n e escrevemos
degp = n. O grau do polindémio zero, p = 0, é definido como —oo.
Por convencao, para todo n € Z,

—00 <M, —00 + N = —00, —00 + (—00) = —00.

Nenhuma outra operagao é definida com —oo.

Dois polinémios agx® +a1z' +- - -+ anz™ € boax® + bzt +- - - ba™
sao considerados iguais, se n = m e a; = b; patatodoi=1,...,n. Os
polindomios sao somados e multiplicados segundo as seguintes regras:
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(agz® + a1zt + - + apa™) + (boz® + byx! + -+ bya") =
(ao +bo)x® + (ay +b1)at + -+ (ay + by )"

(ap2® + arzt + - + apa™) - (box® + byt + - 4 ba™) =
aobox®+ (a1bo+apby )zt + (asbo+aiby +agbe)w +- - -+ ay by, x" M.

Observe que coeficientes zeros sao acrescentados para que os polinémios
tenham gruas iguais. Em relacao aos graus, temos

deg(f + g) < max{deg f,degg}, degfg=degf+degg.

E facil verificar que K[z] munido dessas operagdes forma um
dominio cujos zero e unidade sdo 0z° e 12°. Além disso {az" | a € K}
forma um corpo isomorfo a K, entdo podemos considerar K C K|z].
Para facilitar, substituiremos z° pela unidade de K e escreveremos x
em lugar de z!.

Da forma andloga, os polindomios em duas varidveis x e y sao
definidos como elementos de K[z, y] := K|[z][y], e por indugéo

Klzy,...,xp] = Klx1, ..., r-1] 2]

Ou seja, um polindmio em r varidveis ¢ uma soma finita > p;z%, onde
cada p; é um polindbmio em r — 1 varidveis. Embora seja muito 1til
considerar um polinémio em r varidveis desta forma, é mais comum
considerar sua forma geral como uma soma finita

11 i . .
p= g Qiyooi e Gy, € K i1, 00,0 € N

Cada termo ail...i7,x§1 .-~ xir é chamado de um monémio e seu grau
¢ definido como }_;4;. O grau do polinémio é definido como sendo
o maior grau de seus monomios. Se todos os monoémios tiverem o
mesmo grau, ou seja, se existe d € N tal que ) i; = d para todo
i1,...,1j, entao p é chamado de um polindomio homogéneo ou uma
forma.

As operacoes entre polindmios sao generalizadas naturalmente as-
sumindo as regras de comutatividade e distribuigao de multlphcagao

em relagio & adicao e 2t - iy -t gl = T gietie B um



[SEC. 1.1: POLINOMIOS 9

exercicio simples verificar que K[z, ..., z,| munido destas operagoes
se torna um anel comutativo com unidade.

A maioria das propriedades de K[z, ..., z,] é obtida considerando
esse dominio como D|xz,], onde D := Klz1,...,z,—1]. O corpo das
fragoes de K|z1,...,z,] é denotado por K(z1,...,2,) e é chamado
de corpo das func¢des racionais de x1, ..., x, sobre K. Um dos resul-
tados mais importantes é o seguinte teorema.

Teorema 1.1. O anel dos polinémios definidos sobre um dominio de
fatoragao unica também é dominio de fatoracdo unica.

A demonstracao é feita por inducdo sobre o nimero das varidveis
e pode ser encontrada em [VW] pdgina 91. Em particular se K é um
corpo, entdo K[xy,...,2,] é um dominio de fatoracdo tnica.

Vale destacar algumas propriedades dos polindmios homogéneos.

Proposigao 1.2. e Todo polinomio de grau d em n varidveis
pode ser escrito unicamente como uma soma pg+p4—1+---+po,
onde p; € um polinomio homogéneo de grawu i para todo i =
0,...,d.

p # 0 € homogéneo de grau d, se, e somente se, para todo
A€ K, p(Azy, ..., x,) = (a1, ..., 2,.).

Identidade de Euler: seja p homogéneo de grau d, entdo
x;
2 o =

Os fatores de um polinémio homogéneo sao homogéneos.

A soma de dois polinémios homogéneos em pelo menos duas
varidveis de graus consecutivos € irredutivel.

Um polinomio homogéneo em duas varidveis com coeficientes
em C pode ser escrito como produto de polinémios homogéneos
lineares, ou seja, polinomios homogéneos do tipo ax + by, onde

a,b € C sao determinados unicamente a menos de ¢ ou g.

Demonstracdo. As demonstragoes sao simples e deixadas como
exercicio. Vale observar que a ltima é de fato o teorema fundamental
de &lgebra para polinémios homogéneos em duas varidveis. 0
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Exercicios
1. Faca a demonstragao da proposicao 1.2.

2. Estenda a identidade de Euler para as derivadas parciais de
ordem dois:

9p
;xixj axzaxj = d(d — 1)p.

Generalize!

Substituicao em Polinémios

Uma das operagoes bastante comuns com polindmios é substituicao
de um constante em lugar do indeterminado: dados a € K e

f(z)=ao+ a1z + -+ apz" € K[z],

definimos f(a) = ag+aja+---+a,a™ € K. Pelas definigoes de adigao
e multiplicacao, concluimos

(f+9)(a) = fla) + g(a) e (f-g)(a)=f(a)-g(a).

Em outras palavras, a substituicdo por constante define um homo-
morfismo de anéis entre K[z] e K.

Um constante a € K é chamado de um zero ou raiz do polindémio
f, se f(a) = 0. A seguir apresentaremos alguns resultados sobre os
zeros das equagoes polinomiais.

Teorema 1.3. Seja a € K. Entao o resto da divisao de f por x —a
é f(a).

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisdo, f(z) = (z — a)q(x) + r,
onde r € K. Ao substituir = a, concluimos r = f(a). O

Uma consequéncia direta do teorema 1.3 é que se a € K é um zero
de f, entao z — a é um fator de f. Outra consequéncia importante é
obter uma cota superior para o nimero dos zeros de um polinémio.
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Teorema 1.4. O nidmeros dos zeros de um polinémio f # 0 € no
mazximo deg f.

Demonstracdo. A demonstracao é feita por inducao sobre deg f e é
deixada como exercicio. O

Naturalmente o processo de substituicao e a definicao de zero
podem ser estendidos ao anel de polinébmios em varias varidveis, bem
como a seus corpos de fragoes.

1.2 Espaco Projetivo

Nos cursos elementares de geometria analitica, quando estudamos o
problema de intersecao de retas no plano cartesiano, observamos que
retas paralelas nao possuem ponto em comum. Em outras palavras,
o sistema dado pelas equagoes de retas paralelas nao possui solucao.
Este problema se repete se estudarmos a intersecao da reta dada pela
equagao x = 0 e a hipérbole dada pela equacao xy = 1. Essa falha
do plano cartesiano pode ser resolvida se estudarmos estes problemas
no plano projetivo construido a seguir.

Seja K um corpo. O espaco projetivo de dimensao n, P%, é o
conjunto de todas as retas em K™! que passam pela origem. Lem-
brando que cada reta que passa pela origem é identificada por um
de seus pontos diferente da origem, podemos interpretar P como o
quociente

K {o}

~

onde ~ denota a relagao de equivaléncia dos pontos que estao na
mesma reta que passa pela origem:

oy oy Zn) ~ (Yo, -, Yn) &
I € K\ {0} tal que (zo,.-.,&n) = (AYos -+, AYn)-
Ou seja, um ponto em P} é a classe de equivaléncia

(xo:-+:1xp) ={(Azo,..., Azy) | A€ K\ {0}}.
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A seguir explicaremos como plano projetivo resolve as falhas do
plano cartesiano. Primeiro observamos a aplicagao

{L : K" — P
(agy-..yapn—1) +— (ag: - :ap_1:1)

Claramente ¢ € injetiva, entao ao identificar K™ com sua imagem
em P, podemos considerd-lo como um subconjunto do espago pro-
jetivo, em outras palavras, P possui uma cépia de K". Lembrando
a definicdo da relacao de equivaléncia,

(K™ ={(ap: - :an)|an # 0}.

Defina pontos no infinito como sendo Hy := P% \ «(K™). Entao
P? = (K™) U Hy. Existe também a aplicacdo

{7 UK — K"
(ag:--+:an) +— (% .. 32=Ly

an’ an

Observamos que ¢ ot = id,gn) e 10t = idgn. Utilizando ¢ e ©
podemos visualizar os objetos de K™ em P e também olhar para os
objetos no espaco projetivo como uniao de seus pontos no infinito e
o complementar desses pontos que é chamado de sua parte afim. Nos
exemplos a seguir veremos como podemos caminhar entre os espacos
afim e projetivo e sanar as falhas do espago afim.

Exemplo 1.5. Sejal a reta dada ela equagdo ax+by+c =0 em K2.
Para obter 1(I) devemos fazer as mudangas x — £ ey — L. Entdo
(1) € dada pela equagdo ax+by+cz = 0 e seu unico ponto no infinito
é (b: —a :0). Portanto as retas paralelas afins ax +by +c =0 e
ar + by + ¢ = 0 possuem um ponto no infinito em comum, ou seja,

se cruzam no espaco projetivo.

Exemplo 1.6. A hipérbole e a reta dadas pelas equacoes zy = 1 e
x = 0 ndo se interceptam em K?%. A hipérbole em P% ¢ dada pela
equacio xy = 22 e a reta por x = 0. A primeira possui dois pontos
no infinito: (1:0:0) e (0:1:0), e a segunda apenas um: (0:1:0).
Portanto (0:1:0) € o ponto de interse¢do da hipérbole e a reta.
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1.3 Curvas Algébricas Planas

Nesta secao apresentaremos alguns aspectos gerais e basicos da teoria
de curvas algébricas planas. O objetivo é fazer uma breve introdugao
e estudar alguns conceitos e resultados que serao necessérios no estudo
de curvas elipticas. O corpo dos niimeros complexos é denotado por
C, e o conjunto dos zeros de um polindémio f por V(f).

Definicao 1.7. Um subconjunto C C C? é chamado de uma curva
algébrica afim, se existe f € Clx,y] \ C tal que

C=V(f)={(a,b) €C*| f(a,b) = 0}
Nesse caso diremos que f =0 é uma equagao para a curva C'.

Claramente para todo A € C e k € N, V(f) = V(Af) = V (%),
ou seja, o polindomio f para uma curva dada C nao é unicamente
determinado. Vale observar que a situagao no caso real é bem pior:
por exemplo os polinémios % +y? e 222 + y? possuem o mesmo con-
junto de zeros em R?, no caso apenas {(0,0)}. A seguir veremos como
podemos resolver o problema da escolha do polinémio. De fato obser-
vamos que trabalhar em C oferece mais vantagens. Lembramos que C
é um corpo algebricamente fechado, ou seja, qualquer equagao poli-
nomial definida sobre C possui solugdo. Usando esse fato provaremos
a seguinte proposicao.

Proposicao 1.8. Se C C C? ¢ uma curva algébrica afim, entdo C e
seu complementar, C?\ C, possuem infinitos pontos.

Demonstragao. Seja C = V(f). Escreva f = ag + a1z + -+ + ana™,
onde ag,...,a, € Cly] e a, # 0. Se n = 0, entdo pelo fato que C é
algebricamente fechado f = ag possui raizes e

C={(a,b) | a € C,béraizde f}

possui infinitos pontos. Pelo fato que f = ay9 € Cly] possui um
nimero finito de rafzes, C2 \ C' também possui infinitos pontos. Se
n > 0, pelo fato que a,, possui apenas um numero finito de raizes,
existem infinitos o € C tais que a,(a) # 0, ou seja,

flz,a) = ap 4+ a1(a) + - - - + an(a)z™ € Clz]
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é de grau n > 0, logo possui raizes. Entao

{(B,a) | an(a) #0, f(B,a) =0} C C,

logo C possui infinitos pontos. Por outro lado como f(z, &) possui um
numero finito de raizes, {(v, ) | an(®) # 0, f(y,a) # 0} é infinito,
portanto o complementar de C' também é infinito. O

O préximo lema é a chave para fazer a melhor escolha para a
equagao de uma curva.

Lema 1.9. (Study) Sejam p, f € Clz,y], p irredutivel e V(p) C V(f).
Entao p é um divisor de f.

Demonstragio. Veja [F], p. 15. O

Observem que esse lema ndo vale para curvas em R?, basta lembrar
do exemplo citado anteriormente: V(z? + y?) = V(222 + y?), mas
nenhum é fator do outro. Uma consequéncia imediata do lema acima
é o préximo corolario

Corolario 1.10. Sejam f,g € Clx,y] tais que V(f) = V(g). Entao
f e g possuem os mesmos fatores irredutiveis.

Demonstra¢ao. Dado um fator irredutivel p de f, claramente V' (p) C
V(f). Pela hipdtese V(p) C V(g), logo pelo lema 1.9, p é fator de g.
Da forma andloga, todo fator de g serd um fator de f. Entao f e g
possuem os mesmos fatores irredutiveis. O

Agora temos tudo para fazer a melhor escolha para a equagao
de uma curva algébrica. Seja C C C? uma curva. Entdo existe
f € Clz,y] tal que C = V(f). Pelo fato que Clz,y] é um dominio

de fatoragao tnica, existem dnicos fi, ..., fr € Clz,y] irredutiveis e
ni,...,n, € N tais que f = f"* --- f'*. Claramente

V() =V(fi-fr) =V(A- fi- fr),
para todo A € C*. Observe que a relagao

f~g<=3INelC", f=\g,
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é uma relagao de equivaléncia em C[z,y]. Pela unicidade dos fatores
irredutiveis de f, o polinémio fi--- fx é o de menor grau que define
a curva C' médulo a relacao de equivaléncia definida acima.

Entao para definir uma curva, basta tomarmos o polinéomio de
menor grau (polindmio minimal) médulo a relagdo de equivaléncia
acima. Pelos argumentos feitos, esse polinémio é de fato o produto
dos fatores irredutiveis de qualquer polinémio que define a curva.
Claramente V(f) = V(f1)U---UV(fx). Ascurvas V(f;),i=1,...,n,
sao chamadas de componentes de V(f). Se k = 1, diremos que a curva
é irredutivel. Tomando o polindmio minimal para definir uma curva,
podemos definir um dos mais importantes invariantes de uma curva
algébrica afim:

Definigdo 1.11. Seja C = V(f) C C?, onde f € o polinémio mini-
mal. Entdo o grau de C € definido por deg C' := deg f.

Curvas de grau um, dois, trés,... sao chamadas de retas, conicas,
cubicas, ....

Como observamos anteriormente, o espago projetivo é um ambi-
ente mais rico do que espago afim, por esse motivo estenderemos o
conceito de curvas algébricas ao espago projetivo.

Pelo primeiro item da proposi¢ao 1.2, todo f € C[z,y| pode ser
escrito como f = Z?:o fi, onde d = deg f e cada f; é um polinémio
homogéneo de grau i. A homogeneiza¢io de f é o polindmio ho-
mogéneo, também de grau d,

d

f*(mvyv Z) = szilfl(mvy)

=0

Claramente f*(z,y,1) = f(z,y). Reciprocamente, dado um polinémio
homogéneo F, definimos sua desomogeneizacao com respeito a z por

F*(.’E,y) = F(iL’,y, 1)

Observe que deg F, < deg F. Por exemplo no caso de F = zy + 22,
oS graus permanecem iguais; mas no caso de F' = xyz, deg F, =2 <
deg F' = 3.
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Proposicao 1.12. Sejam f,g € Clz,y|, e F\G € C[z,y,z] ho-
mogéneos. Entao

1 (fg) = f*g*.
2. (FG), = F.G,.

()=
4. 2"(F,)* = F, onde n = deg F' — deg F..

Demonstracdao. Exercicio! O
Usando os dois primeiros itens da proposi¢ao acima, concluimos:

Corolario 1.13. Seja f € Clz,y]. Entao f € irredutivel, se, e so-
mente se f* € irredutivel.

Dada uma curva algébrica afim C = V(f), seja F' = f*. O
conjunto C = V(F) C P2 é chamado de fecho projetivo de C. Clara-
mente C = CNC2. Como veremos na, préxima definicio, C é de fato
uma curva projetiva.

Definicao 1.14. Um conjunto X C IP’(% € chamado de uma curva
plana projetiva se existe F € Clxz,y,z] \ C homogéneo tal que X =
V(F).

Igual ao caso afim, no caso projetivo também escolheremos o
polindbmio minimal médulo da relagao de equivaléncia que identi-
fica dois polinémios se um for multiplo constante nao nulo do outro.
Dessa forma podemos definir a grau da curva como sendo o grau do
polindmio minimal que a define. Entao de fato um fecho projetivo de
uma curva afim define uma curva projetiva(de mesmo grau), e recip-
rocamente dada uma curva projetiva V(F), o conjunto V (F), se F,
nao for constante, define uma curva afim. Pelo item 4 da proposigao
1.12, F, é constante, se, e somente se, o I’ define a reta no infinito. O
conjunto V (F,) é chamado de parte afim ou pontos a distincia finita
de V(F). Os pontos no infinito da curva sdo dados pelas solugoes da
equacdo F(z,y,0) = 0. Lembrando a definicdo do espago projetivo
e a aplicacio ¢ : C? — IP’(%, podemos dizer que cada curva projetiva
pode ser escrita como a uniao de sua parte afim com seus pontos no
infinito. Vale observar que o conjunto dos pontos no infinito é finito.
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Exemplo 1.15. Todas as cibicas: y?z = 22, y?z = 2%(x + 2) e

y?2 = x(x — 2)(x — 22) possuem um tnico ponto no infinito: (0: 1 :
0). Suas partes afins, ou seja, as cibicas afins correspondentes sdo:
=23y =2z +1) ey’ =2z —1)(z —2).

Exercicio

Sejam C' uma curva plana projetiva. Entao o conjunto dos pontos no
infinito de uma curva plana projetiva é finito.

Nesse momento nao podemos deixar de pelo menos citar um dos
resultados mais importantes da teoria das curvas planas projetivas.
Esse resultado, conhecido por teorema de Bézout, é de fato a general-
izacao da primeira parte do exercicio acima no caso de curvas planas
projetivas. Esse teorema afirma que sob certas condi¢oes o niimero de
pontos de intersecao de duas curvas planas projetivas é igual ao pro-
dutos de seus graus. Mas alguns casos particulares, como intersecao
de uma reta ou uma conica com uma curva de grau d, podem ser
demonstrados facilmente.

Teorema 1.16. (Bézout) Seja C C PZ uma curva de grau d. Uma
reta (respectivamente uma cénica) que ndo for componente de C,
possui d (respectivamente 2d) pontos em comum com C.

Demonstragio. Seja C = V(F), onde F é um polindémio homogéneo
de grau d. Uma reta é dada por uma equagao do tipo ax+by+cz = 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor ¢ # 0. Para determinar
os pontos de intersecao da reta com C, fazemos a substituicao z =
—%r — gy na equacao de C. Dessa forma obtemos um polindémio
homogéneo de grau d em duas varidveis x e y. As raizes dessa equagao
determinam os pontos de intersecao da reta com a curva C. Pelo
ultimo item da proposigao 1.2 sabemos que esse polindmio possui d
raizes, portanto a reta e C possuem d pontos em comum.

Dada uma coénica C, sabemos que C' é projetivamente equivalente
4 conica dada pela equacio y?> = zz, que por sua vez pode ser
parametrizada por z = u?,y = wv,z = v?. Fazendo essas substi-
tuigoes na equagao da curva obtemos um polinémio homogéneo em
duas variaveis u e v de grau 2d. Novamente pela proposicao 1.2, esse
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polindémio possui 2d raizes, portanto a conica e C possui 2d pontos
em comum.
Observem que em ambos os casos o polinémio obtido apés as subs-
tituigoes nao é polinomio nulo pois a reta e a conica nao sao compo-
nentes de C.

O

1.4 Pontos Singulares e Suaves

Sejam C = V(f) uma curva afim e P(a,b) € C. Sabemos que a
equacgao da reta tangente a C' no ponto P é dada por

9 (P)(x —a)+ 2f(P)(y —b)=0.

dy
Da forma andloga, no caso de curvas projetivas, a equagao da reta
tangente num ponto P(a : b: ¢) é dada por

0 0 0

—F(P)(x —a)+ —F(P)(y—b)+ —F(P)(z—¢)=0

5o PP =)+ LF(P)y = b) + 5 F(P)(z =) =0,
onde F' é a equagao da curva. Claramente essas equagoes representam
de fato retas, se as derivadas parciais nao se anulam ao mesmo tempo.
O que ndo é impossivel. Por exemplo no caso da cibica y? = z3 as

derivadas parciais se anulam na origem.

Definigao 1.17. Um ponto (a:b:c) € C = V(F) € dito um ponto
singular se ZF(a:b:c) = 8%F(a:b: ¢)=2ZF(a:b:c)=0. Se
C tiver pelo menos um ponto singular, serd chamada de uma curva
singular, caso contrdrio serd uma curva suave ou nao singular.

Vale observar que o conjunto dos pontos singulares de uma curva
plana projetiva é finito. De fato cotas superiores para o nimero dos
pontos singulares em termos do grau da curva podem ser obtidos
facilmente. Por exemplo pelo teorema de Bézout é facil obter a cota
superior d(d—1), onde d é o grau da curva, para o nimero dos pontos
singulares. Uma cota melhor é @. Para ver resultados nesse
sentido e uma discussao mais geométrica sobre pontos singulares,
recomendamos fortemente que o leitor veja [V] ou [F].
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Exercicios

1. Determine o(s) ponto(s) singular(es) das ciibicas V (z(2% — y?))
e V(zyz).

2. Sejam f € Clz], m e Ne Cy, =V (y™ — f(z)). Mostre que:

C; é suave.

Cm,m > 2 é singular, se, e somente se, f possui raizes
multiplas. Em particular, se deg f = 3, entao C,, pos-
sui no maximo um ponto singular. Conclua que existem
curvas suaves e singulares de qualquer grau.

Seja F' = G - H um polinémio redutivel. Mostre que os
pontos de V/(G) NV (H) sao pontos singulares de V (F').

Sejam C' e D curvas planas projetivas sem componentes
em comum. Mostre

Sing(C U D) = Sing(C) U Sing(D) U (C N D),

onde Sing(-) representa o conjunto dos pontos singulares.

Sabemos que uma curva plana projetiva irredutivel de grau

. (. d(d—1 .
d possui no maximo % pontos singulares. Use esse fato

para obter essa cota em geral.

4. Seja f = F+G, onde F,G € C[z, y] sdo polindmios homogéneos
nao lineares de graus distintos. Mostre que os pontos singulares
de V(f) sao dados por F' = G = 0. Além disso, se F' e G nao
tiverem fatores em comum, entao (0,0) é o tinico ponto singular
de V(f). (Dica: Use a férmula de Euler)

5. Mostre que as ctubicas de Steiner dadas pelos polinémios

Fup = p(a® +y° + 2%) + Aayz

sao singulares, se, e somente se, ;t = 0 ou A3 = —1.

6. Mostre que as ctbicas

xy2 + yz2 + 2z + y:v2 + zy2 + 2%+ kxyz =10

sao suaves, exceto nos casos em que k = 2,3, 6.






Capitulo 2
Ctubicas

Este capitulo é dedicado a fazer uma introducao breve as cubicas
planas projetivas. O foco principal é o caso de cibicas irredutiveis.
Veremos que seus pontos possuem a estrutura de um grupo abeliano,
e que no caso suave esse grupo ¢é finitamente gerado. Comentaremos
véarios resultados sobre esse grupo. A maioria das demonstracoes
precisa de estudos um pouco mais avangados e por isso elas nao serao
apresentadas. Mas suas importancia e utilidade sao esclarecidas por
meio dos exemplos. No caso singular mostraremos que o grupo nao
¢ finitamente gerado.

Lembramos que, por definicdo, uma cibica plana projetiva é uma
curva de grau trés, ou seja, uma curva definida por um f € Clz, y, 2]
homogéneo de grau trés. Como um polinémio homogéneo de grau
trés possui 9 coeficientes, vale a pena pensarmos se hd uma maneira
de simplificd-lo, ou seja, obter formas mais simples de f por meio
de mudancas de coordenadas. Lembre-se que uma mudanca de co-
ordenadas (projetiva) em IP’?C é uma aplicagao ]P% — ]P% induzida por
uma matriz invertivel de ordem 3. Diremos que X, X C ]P’% sao
projetivamente equivalentes, se existe uma mudaga de coordenadas
projetiva T' tal que T(X;) = Xo.

21
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Exemplo 2.1. As cénicas projetivas dadas pelas equacées x2 +y> +
22 =0 e y?2 = xz sdo projetivamente equivalentes por meio da mu-

i 0 —1
danca de coordenadas dada por [ 0 1 0 , isto €:
i 0 1

(x:y:2z)—=(ix—z:y:iz+2).

2.1 Classificacao de Cubicas

Para a classificagao das cubicas, separaremos os casos redutivel e ir-
redutivel. Se f for redutivel, dependendo de nimeros dos fatores,
teremos os seguintes casos para uma ctibica redutivel : uniao de uma
reta com uma conica e uniao de trés retas. Cada um desses casos pos-
sui vérias configuragoes, como veremos na figura 2.1. Pelo exercicio
3 da secao 1.4, todas as ctibicas redutiveis sao singulares.

SCANA/

Figura 2.1: Cubicas Redutiveis

No caso irredutivel a situagao é um pouco diferente. Como vere-
mos nos préoximos resultados, a menos de mudangas de coordenadas
projetivas, existem apenas uma cubica no caso suave e duas no caso
singular. A classificagdo obtida vale para qualquer subcorpo L C C.
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Teorema 2.2. Sejam L C C um corpo e F' € L{z,y, z] irredutivel de
grau 8 tal que C =V (F) é suave. Entio C € projetivamente equiva-
lente a cubica Cy : y*z = G(z,2), onde G € Clx, 2] é homogéneo de
grau trés sem fatores multiplos.

Em particular, se L = C, pelo fato que C é algebricamente fechado,
G =z(x—z)(x — Az), onde A € C\ {0,1}.

A demonstragdo desse teorema, mesmo nos casos mais gerais em
que a caracteristica do corpo é positiva, pode ser encontrada em
[G] ou [H]. De fato o teorema 2.2 vale quando charL # 2. No
caso de charl, = 2, conseguimos chegar apenas a seguinte forma:
G = 22% +ay?z +bryz+y> +cxz?. O tnico ponto no infinito de uma
ctbica projetiva suave dada no teorema 2.2 é O = (0:1:0), e sua
parte afim é dada pela equacao y? = f(z), onde f é um polindomio de
grau 3 em uma variavel com raizes distintas. Esta forma de apresentar
uma cubica afim suave é conhecida por sua forma de Weierstrass.
A forma apresentada no teorema 2.2 é conhecida como forma de
Legendre. Vale observar que nesse caso a cibica poderda ter uma
ou duas componentes reais, ou seja, ao esbogar o grafico da cibica
no plano cartesiano ocorrera um dos casos mostrados na Figura 2.2.
Esses casos acontecem quando f possui apenas uma raiz real(como
(1) ou trés raizes reais distintas (como Cs), caso contrdrio, teremos
as cubicas singulares (lembre-se do exercicio 2 da sec¢éo 1.4).
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Figura 2.2: Cubicas com uma ou duas componentes reais

Naturalmente podemos perguntar quando as cibicas suaves C),
A € L\ {0,1} sdo projetivamente equivalentes. A resposta é dada no
seguinte teorema.

Teorema 2.3. Cy e Cy sdo projetivamente equivalentes, se, e so-
mente se, N € My := {\, A7 1=\ (1-N)"L, XM=~ A7 (A-1)}L
98 (A2=2+1)3

N (A—1)2
relagdo as substituicoes de A por valores em M),. Portanto é um
invariante da classe das curvas projetivamente equivalentes a C'.
O fator 2% é apenas um fator normalizador. Em geral escrevemos
J(C) = j(\) para todas as cibicas da classe Cy. Esse ntimero é
chamado de invariante j da cubica (suave) C. Pela invariancia de j

na classe das cubicas suaves projetivamente equivalentes, o mapa

A fungdo j definida por j(\) := é invariante em

J: {classc das ciibicas suaves projetivamente equivalentes } — L

definido por C +— j(C) estd bem definido e é injetivo. A seguir
verificamos a sobrejetividade.
Seja l € L. A equagao de grau 6,

BN - A+1)P2 - INA-1)2=0
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possui uma solucao Ag # 0, 1, e todos os elementos de M), também
sao solugoes. Se #M,, = 6, obtivemos todas as solugoes da equagao
acima. Caso contrario teremos as seguintes possibilidades:

1

1 1++v-3
2’ '

M_,=M
2

=M2:{—1, 2}; M, =M, ={p,p~'}, p=

3
No primeiro caso, [ = 2633; e no segundo, [ = 0. Em todos os casos
M), é o conjunto de todas as solugoes da equacao.

A bijetividade de j resolve o problema de classificagao de cubicas
suaves no sentido de que, para cada elemento de L, a menos de
equivaléncia projetiva, existe uma tnica cubica suave. No caso sin-
gular temos bem menos casos, como veremos no seguinte teorema.

Teorema 2.4. Sejam L C C um corpo. Uma cibica singular definida
sobre L € projetivamente equivalente & cubica y?z = 3 ou y?z =
2%(z + 2).

Veja [G] ou [H] para sua demonstracao. Observamos que em cada
um dos casos no teorema 2.4, existe apenas um ponto singular: o
ponto singular no caso de C; : y?z = 22 é chamado de cispide; e no
caso de Oy : 4?2 = 22(x + 2) é chamado de nd, veja as cibicas C; e
Cs na Figura 2.3.

(&) C,

Figura 2.3: Cubicas Cuspidal e Nodal

Cubicas suaves aparecem em diversas areas de matematica e ciéncia
como teoria dos nimeros, analise complexa, criptografia e fisica cléssica
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e moderna. Foram utilizadas para demonstrar o tltimo teorema de
Fermat. Para ver um pouco de ubiquidade das ctibicas suaves, veja
[S2]. Um dos problemas onde estas curvas aparecem ¢ calcular com-
primento de uma elipse. Este problema envolve integrais definidas de
fungoes do tipo 1/g(z), onde g é um polindémio de grau 3 ou 4. Essas
integrais, chamadas de integrais elipticas, em geral nao podem ser cal-
culadas em termo de fungoes conhecidas. Pela relacao préxima entre
as integrais elipticas e ctbicas suaves, estas ciibicas s@o chamadas de
curvas elipticas.

Definicao 2.5. Uma cubica suave definida sobre o corpo K é chamada
de uma curva eliptica (sobre o corpo K ).

Nosso foco principal é estudar curvas elipticas sobre Q. Pelo teorema
2.2, uma curva eliptica sobre Q é

EQ):={(z:y:2) €P3ly*z =a(x — 2)(x — \z),A € Q\ {0,1}}.

Lembrando que O = (0 : 1: 0) é seu tinico ponto no infinito, escreve-
mos E(Q) = C;(Q) U {0}, onde C;(Q) é sua parte afim dada por
f € Q[z] de grau 3 com raizes distintas.

2.2 Operacao entre os Pontos

Nesta se¢ao definiremos uma operagao entre os pontos nao singulares,
Sc, de uma cibica irredutivel C em P% e mostraremos que esse con-
junto munido dessa operagao possui estrutura de um grupo abeliano.
A defnicao é baseada no fato de que uma reta e uma cibica possuem
trés pontos em comum (exercicio da segdo 1.3).

Sejam P, (Q € S¢. Considere a reta que passa por P e () e obtenha
o terceiro ponto de intersecao dessa reta com a ctbica, denotado por
R:= PxQ. E fécil verificar! que R € S¢. A operagdo * possui as
seguintes propriedades:

Lema 2.6. Sejam P,Q,R,S € S¢c. Entao

1. PxQ=Q=«P;

1Para isso tem de aprender um pouco sobre multiplicidade de intersecdo.
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2. (PxQ)*P=Q;
3. (PxQ)*R)+xS=Px*((Q=S5)*R).

Demonstracdo. As duas primeiras sdo consequéncias diretas da defini-
¢ao. Para demonstrar 3, devemos usar o seguinte teorema, conhecido
por teorema de nove pontos associados®: sejam Cy e Co duas ciibicas

sem componentes em comum e Py, ..., Py seus pontos de interse¢ao.
Entao qualquer outra cubica que passe por Py, ..., Ps, passa também
por Py.

Sejam X o lado esquerdo de 3; e Y o lado direito. Veja a Figura
2.4. As cubicas Ly Lo L3 e My MsMs3 passam pelos nove pontos acima
e C passa por oito desses nove, portanto passa pelo nono ponto, ou
seja, X =Y. O

Figura 2.4: Propriedade 3

Agora escolha um ponto nao singular de C como O e defina
P+Q:=(PxQ)x0.

Usando o lema 2.6 podemos verificar facilmente que

2Para o caso geral desse teorema, veja [ST, p. 240].
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Proposigao 2.7. (S¢,+) é um grupo abeliano cujo elemento neutro
é O e o inverso de P é —P := P x (O % O).

Pela classificagao das cibicas irredutiveis, o ponto no infinito é nao
singular, entdo podemos escolher esse ponto para definir a operagao
acima. Claramente a definicao da operacao depende da escolha do
ponto O, mas os grupos obtidos sao isomorfos.

Teorema 2.8. (Poincaré) Sejam C uma cibica irredutivel, O seu
ponto no infinito e P € S¢. Denote por +' a operacdo definida em
Sc tomando P’ como o ponto firo. Entaéo A+' B= A+ B—"P’, para
todo A, B € S¢. Em particular A B AP define um isomorfismo
entre (Sc,+') e (Sc,+).

Demonstrag¢do. A igualdade é obtida usando o item & do lema 2.6:

A4B-P = (((4xB)«P)s(~P))sP
— (A B) ¢ (P+P)(—P)
(A% B) % ((=P") x (PxP))
= (AxB)xP
A+'B.

Claramente ® é uma bijecao. Utilizando a igualdade entre as operacoes:

A+ B) = ®A+B-P)
A+B-P -7
A-P' +B-7P
= ®(A)+P(B).

O

Tomando o ponto no infinito como o ponto fixo obteremos algumas
vantagens, por exemplo fica mais simples determinar o inverso de um
ponto. Nesse caso O x O = O, portanto —P = P x 0.

Proposigcao 2.9. Tome o ponto no infinito, O, como o ponto fixo.
Sejam P,Q, R € S¢c. Entao

1. P+ Q+ R =0, se, e somente se, P,Q, R sao colineares;
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2. P # O € de ordem dois, i.e, 2P = O, se, e somente se, a reta
tangente no ponto P passa por O.

Demonstragao. Para o primeiro item, observem

P+Q+R=0 << P+Q=-R

— (PxQ)*xO=Rx0

— (PxQ)x0)xO=(Rx0)x0
lepa g6 Px((Q*0)*0)=—(R*0)
—  Px(=(Qx0)=—(-R)

<~ PxQ =R,

ou seja, P,Q, R sao colineares.

O segundo item é de fato um caso particular do primeiro. Observem
que a reta tangente no ponto P passa por O, se, e somente se, P, P, O
sao colineares. Isso por sua vez é equivalente a P+ P + O = O, ou,
2P = 0. O

Outro fato que deve ser observado é sobre grupos associados as
cubicas projetivamente equivalentes.

Proposigao 2.10. Duas cubicas irredutiveis sao projetivamente equiva-
lentes, se, e somente se, seus grupos associados sao isomorfos.

Demonstragao. Veja [G]. O

Exercicio

e Prove o teorema de nove pontos associados:
— Sejam [ uma reta projetiva e F' uma forma de grau d. Se
F|, =0, entao F' ¢ divisivel por .

— Demonstre a afirmagao anterior, substituindo a reta por
uma conica.

— Agora demonstre o teorema.
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2.3 Formulas Explicitas

Nesta secao obteremos férmulas explicitas para a operacao definida
em S¢. Pelos teorema 2.8 e proposicao 2.10, podemos considerar a
clibica dada pela equagao y?z = F(x,z) € C[z,z2], onde F é uma
forma de grau 3 e o ponto fixo como seu uUnico ponto no infinito,
O(0:1:0). Nesse caso a parte afim ¢ dada por

Cr = {(z,9)ly* = f(z) = 2° + az® + bz + ¢}.

Como O é um ponto nao singular e além disso é o elemento neutro de
Sc, para obter as férmulas basta considerar Py (z1,y1), Pa(z2,y2) €
Cy.

Sejam L a reta que passa por P; e P> e x3,ys3 as coordenadas de
P1 * Pg.

Se 11 # xg, escrevemos L : y = max + n. Neste caso as primeiras
coordenadas dos pontos de LN C} satisfazem a equagao (mz +n)? =
f(x) que é uma equagao polinomial de grau 3. Utilizando a relagao
entre a soma das raizes da equagao

23+ (a —m?)2? + (b — 2mn)x + (c — n?) =0,
concluimos x1 + x9 + x3 = m? — a, ou, rz = m? —a — 1 — T2
e portanto y3 = mxs + n. Seguindo o segundo passo para obter
Py + P, concluimos Py + Py = (x3, —y3).
No caso em que x1 = =3, devemos considerar os casos P, = Ps e
Py # P,. No primeiro caso L é a reta tangente a C¢. Se y; # 0, entao

3x2 42 b
% en =y, —ma;. Neste caso x5 = m?

ys =mzs+ne P+ P = (x3,—y3). Sey1 =0, entdo P, x P, = O,
portanto P, + P, = O. Quando P; # P5, a equagao de L é z = xq,
portanto Py x P, = O e Py + P, = O.

Usando essas férmulas podemos verificar a associatividade sem
utilizar o teorema de nove pontos associados. Outra consequéncia é
0 seguinte.

m = —a —2x1, logo

Proposicao 2.11. Sejam K C C um corpo e Cr(K) = {(z,y)
Ctlz,y € K}. Entio (Cr(K)U{O},+) € um subgrupo de (Sc,+
Em particular (E(Q),+) é um grupo abeliano.

€
)
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Figura 2.5: Operagao

A seguir faremos alguns exemplos os quais nos dardo motivacao
para estudar os resultados apresentados na préxima secdo. Os dois
primeiros envolvem o tltimo teorema de Fermat: a equacao u”™ +
v = w™,n > 3, possui apenas solucoes inteiras triviais, ou seja,
(u,v,w) € Z3 tal que uvw = 0.

Exemplo 2.12. Por meio de uma série de mudanca de varidveis,
podemos transformar a equacio u® 4+ v3 = w? na cibica y?z = 23 —
%z, chamada de cibica de Fermat, veja [KA, Cap. III]. As solugdes
triviais de u® + v = w3 correspondem a O, Pi(3,3) e Py(3,-2).
Isto é o grupo dos pontos racionais de y?z = 3 — 2{2 POSSUL APENAS
3 elementos, portanto € isomorfo a Zs. Claramente Py + Po = O e

Py x Py = Py, portanto P + P, = P5, ou, 3P, = O.

Exemplo 2.13. O caso qudrtica do ultimo teorema de Fermat se
transforma em y? = 23 — 4x. Neste caso as solugdes triviais cor-
respondem a {0, (0,0),(2,0),(—2,0)}. Como todos estes pontos pos-
suem ordem no mdzimo dois, E(Q) ~ Za X Zo. Isto acontece para
todas as curvas elipticas y®> = x> — nx, onde n € um inteiro livre de

quadrados, veja [KA, p. 110].
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Exemplo 2.14. Considere y> = 2% — x + % e P = (0, %) Entao
2P = (1,-1), 3P = (1,3), 6P = (2,—-2) # O, 8P # O ¢ 12P =
21 _ 13

(555 —355) # O. Pelo teorema 2.16, P possui ordem infinita, portanto

neste caso E(Q) € um grupo infinito.

Exercicio

e Considere a ctibica y> = 23 — 2. Sejam Py(0,0) e P»(1,0).
Determine P; + P».

2.4 Teoremas de Mordell-Weil, Nagell-Lutz
e Mazur

O objetivo desta segao é estudar, E(Q), o grupo dos pontos racionais
de uma curva eliptica. Nos exemplos no final da secdo anterior vi-
mos que E(Q) pode ser finito ou infinito. Nesta segao apresentare-
mos alguns resultados gerais sobre E(Q). O primeiro é o teorema
de Mordell-Weil que afirma (F(Q),+) é um grupo (abeliano) finita-
mente gerado. Esse resultado foi apresentado por Poincaré como uma
conjectura por volta de 1900 e somente cerca de duas décadas depois
foi demonstrado por Mordell. Infelizmente nao podemos apresentar
o0s pré-requisitos necessdrios para demonstrar esse teorema. Em [ST]
podemos encontrar uma demosntracao com uma hipotese adicional:
assumir que existe um ponto de ordem dois. Em seguida apresentare-
mos os teoremas de Mazur e Nagell-Lutz. Esses teoremas fornecem
informagdes mais precisas sobre a estrutura de F(Q).

Teorema 2.15. (Mordell-Weil) O grupo dos pontos racionais de uma
curva eliptica € um grupo abeliano finitamente gerado.

Ou seja, existe {Py,..., P} C E(Q) tal que todo P € E(Q) pode
ser escrito como nqy Py + - - - + n,.P,., para inicos ny,...,n, € Z. Pelo
teorema de estrutura de grupos abelianos finitamente gerados (veja,
por exemplo [L, p. 46]),

E(Q) = E(Q)tor 52 er
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onde E(Q)tor representa o subgrupo dos pontos de ordem finita,
chamado de grupo de tor¢dao e r é chamado do posto de E(Q). Pelo
fato de que F(Q) é abeliano e finitamente gerado, E(Q)ior € finito.
Cada uma dessas partes pode ser trivial. Por exemplo no caso de
cibica de Fermat o posto é zero; e no caso de y?z = 3 + 223 ndo
existe nenhum ponto de ordem finita além de O(0 : 1 : 0). Esses
exemplos fazem pensar quais sdo os grupos finitos que podem apare-
cer como F(Q)ior, bem como sdo as possibilidades do posto e se héd
técnicas para determing-los explicitamente. No caso de E(Q)tor um
resultado de Mazur determina todas as possibilidades, em particular
fornece uma cota para #E(Q)tor-

Teorema 2.16. (Mazur) Se E(Q)or nao for trivial, entao € isomorfo
a um destes 14 grupos: Zp,n =2,...,10,12; ZoXZom;m = 1,2,3,4.
Em particular #E(Q)or < 16.

Esse teorema foi apresentado por Mazur nos anos 1970 ([M1], [M2]).
Segundo esse teorema a ordem dos pontos de E(Q)io, é no maximo
12 e nao existem pontos de ordem 11, mas podem existir ponto de
qualquer ordem de 2 a 12; e por exemplo se existir um ponto de
ordem 7, entdao E(Q)or >~ Z7, uma vez que esse grupo é o tnico da
lista que pode ter elemento de ordem 7. Para cada um destes grupos
apresentados no teorema 2.16 existem exemplos [S1, p. 264]. Isso
em particular garante que 16 é a melhor cota para #F(Q)ior. Além
disso existe a forma precisa das curvas elipticas cujo grupo de torgao
seja isomorfo a cada um dos grupos apresentados no teorema 2.16,
a lista completa pode ser encontrada em [KD]. Para determinar os
pontos de ordem finita, o teorema de Nagell-Lutz é muito util [KA,
p. 130]. Esse teorema determina condigdes necessérias para que um
ponto racional possa ter ordem finita e pode ser aplicado em ciibicas
nao singulares definidas por equagoes do tipo:

2 3 2
y© +a1zy +azy = x° + axx” + asx +ag, ai,az,as,aq,as € Z.

Teorema 2.17. (Nagell-Lutz) Sejam C uma curva eliptica definida
por uma equagdo do tipo acima e P(x,y) um ponto racional de ordem
finita.

1. Entao 4x,8y € Z;
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2. Se a; =0, entdo x,y € Z;

3. Se ay = a3z =0, entdo x,y € Z. Além disso y = 0, o caso em
que P possui ordem 2; ou y?|d, onde d é o discriminante3 de
23 + a2:172 —+ a4x + ag.

Exemplo 2.18. Aplicamos o teorema 2.17 para y?> = x> — 22 + x.
E fécil verificar que P(0,0) € de ordem 2. Como d =5, se o ponto
racional (z,y) € de ordem finita, entdo y>|5, portanto y = +1. Entdo
Pi(1,1) e P2(1,-1) podem ter ordem finita. Como 2P = 2Py = P
e P possui ordem 2, concluimos que Py e Py sao de ordem 4. Entao
E(Q)tor >~ Zy.

Exercicio

e Usando o teorema 2.16, mostre que (2,1) € C : 2% + ¢y =9
possui ordem infinita.

O exemplo 2.20 a seguir mostra que a reciproca do teorema 2.17
nao é verdadeira.

2.5 Reducao Mdédulo Numeros Primos

Claramente o teorema 2.17 pode ser muito 1til para determinar os
pontos de ordem finita, embora nao possa ser aplicado em geral,
lembrem-se de que ha restrigao sobre os coeficiente de f. De qualquer
forma pode nao ser muito eficiente quando o discriminante possui
muitos fatores, pois nesse caso teremos de verificar muitas possibili-
dades.

Outro método que pode ser mais eficiente nesses casos é a redugao
médulo nimeros primos. Primeiro observamos que naturalmente
podemos considerar uma cubica com coeficientes inteiros sobre cor-
pos finitos F,,, onde p é nimero primo, por meio de reducdo de seus
coeficientes médulo p. Por exemplo a cibica y? = 23 + 3z + 5 define
a ctbica y%2 = 23 + x + 1 sobre Zg; e y®> = 23 + 2 sobre Z3. A partir

3Lembramos que no caso de z3 + az? + bx + ¢, d = —4a3c + a?b? + 18abc —
4b% — 272
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disso pode considerar seu conjunto dos pontos em Z,, denotado por
C(F,). A pergunta natural é: serd que C(F,) munido de operagdo
definida em S¢ é um grupo? Com um pouco de paciéncia® para fazer
as contas, podemos verificar que se p 1 2d, entdo a resposta é posi-
tiva. Essa hipétese garante também que uma cibica suave reduzida
permanece suave. Dado P(z,y) € Cy denote sua redugado médulo p

por P(,7).

Teorema 2.19. (Redugdo mddulo p) Sejam C : y* + a1zy + azy =
f(x) € Z[z] uma curva eliptica, d o discriminante de f e p um nimero
primo tal que pt2d. Entdo a redugao médulo p, E(Q)ior — C(Fp) €
um monomorfismo. O mesmo vale para p =2, sea; =0 e p1d.

Em particular E(Q)or pode ser visto como um subgrupo de C(F,),
portanto #E(Q)sor | C(Fp).

Exemplo 2.20. Seja C : y?> = 2® + 3. Entdo d = —3°. Portanto
qualquer primo p > 5 pode ser tomado para aplicar o teorema 2.19. E
facil verificar que #C(F5) =6 ¢ #C(F7) = 13. Entao #E(Q)tor | 6 €
#E(Q)tor | 13, logo #E(Q)tor = 1, ou seja, E(Q)ior contém apenas
o ponto no infinito de C. Consequentemente (1,2) € E(Q) possui
ordem infinita e C infinitos pontos racionais.

Vale observar que, se aplicissemos o teorema de Nagell-Lutz, de-
veriamos verificar todas as possibilidades de um ponto de C ter se-
gunda coordenada em {£1,+3,4+9,+27, +81, £243}.

Pela variedade de resultados sobre E(Q)sor, podemos dizer que
esse grupo é bem conhecido. Quanto ao posto, a situagao é bem
mais complicada. Até agora nio existe um método eficiente para
determind-lo em geral. Segundo uma conjectura, existem curvas
elipticas de postos arbitrariamente grandes. Em 2006, N. Elkies
mostrou que o posto de y? + zy +y = 2% — 22 — az + b, onde
a = 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502
(&3 b —34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429,
¢ no minimo 28.

Em alguns casos é possivel obter cotas para o posto. Sejam FE(Q)
uma curva eliptica dada por y? = f(x) e que f possui raizes inteiras,

40u consultar [ST, p. 122-123].
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digamos, o, e 7. Seja d o discriminante de f. Diremos que um
primo p é

bom, se p{d;
quase tuim, se divide exatamente um de a — 3,8 — v, ¢ — ;
muito tuim, se divide todos os nimeros a — 3,8 — v, — .

Sejam ny e mg os nimeros de primos quase ruins e muito ruins res-
pectivamente. Entdo o posto de F(Q) é no méximo nj + 2ny — 1
[KA, p. 108]. Existem resultados sobre o posto de algumas ciibicas,
por exemplo em alguns casos, as curvas elipticas dadas pela equagao
y? = o3 — nxz,n € 7 possuem posto zero, i.e, nestes casos F(Q) é
finito [KA, p. 110].

Outro método bastante eficiente é extraido da demonstragao do
teorema de Mordell-Weil, veja [ST, p. 89-98]

Exercicio

e Determine F(Q)ior para cada uma das ciibicas a seguir.

1 y?=a3+2

2. =23 +u

3. y2=2a%+4

4. y? =23 + 4o

5. y% +y=a% - 22

6. y>? =2 +1

7. Y% —ay + 2y = 2° + 222

8. y? + Txy — 6y = 2> — 622
9. y2 + 3zy + 6y = 23 + 622
10. y? — Txy — 36y = x> — 1822
11. 3?2 + 432y — 210y = 23 — 21022
12. 3?2 = 23 — 22

13. 3?2 = 23 + 522 + 42

14. y? + 5zy — 6y = 23 — 322
15. y? = 23 + 3372? + 207362
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2.6 Comentarios sobre o Caso Singular

Embora nosso foco principal seja estudar cubicas suaves, pelo menos
para satisfazer curiosidade compensa ver se o teorema Mordell-Weil
vale para cubicas singulares. A boa noticia é que nos casos singulares
determinar esses grupos é bem mais facil do que no caso nao singular.
Pelos teoremas 2.4, 2.8 e proposicao 2.10, basta apenas olhar para
as cubicas nodal e cuspidal apresentadas no teorema 2.4. Primeiro
mostraremos que nesses casos 0s grupos sao infinitos. Isso é feito por
meio de parametrizagoes das ctibicas singulares. Geometricamente as
parametrizagoes sao obtidas pela intersecao das retas y = rz,r € Q,
com as cubicas.

No caso da ctibica nodal afim y? = 23 + 22, seja 9 o conjunto dos
pontos racionais. Lembre-se de que S(0,0) é seu unico ponto singular
e tome P(x,y) € 9t suave. Entéo a aplicacdo

N — Q
viqP — &
S — 1

estd bem definida. Escrevendo a equagao da ciibica da forma (£ )2 =
x + 1, a injetividade é verificada facilmente. Para verificar a sobre-
jetividade, dado 7 € Q \ {1}, devemos determinar z,y € Q tais que

(z,y) € N seja suave e £ = r. Usando (£)? = z + 1, basta tomar

z=r2—1ey=r3—r. Isto de fato define a inversa de v:
Q —Mm
v e — (P21, =), r#£ 1.
1 —s (0,0)

No caso da ciispide 3% = 3, denote o conjunto dos pontos racionais
por € . Usando a mesma ideia do caso nodal, obteremos as seguintes
aplicagoes:

¢\ {(0,0)}

N
(z,9) —

Q*

y
T
r

— €\ {(0,0)}
— (r2,r3)

A existéncia destas aplicagOes apenas garante que os conjuntos dos
pontos racionais das ctbicas singulares sao infinitos. Mas como nao



38 [CAP. 2: CUBICAS

sdo homomorfismos entre grupos, nao fornecem nenhuma informacao
quanto a suas estruturas de grupo. Lembramos que (Q,+) e (Q*, ")
nao sao grupos finitamente gerados. O préximo teorema de fato
afirma que o teorema de Mordell-Weil nao vale para as ctbicas sin-
gulares.

Teorema 2.21. o Seja M,s o conjunto dos pontos racionais e
suaves da cibica singular y?>z = 23 +x%2. Entdo ¢ : N,s — Q*
definido por

=2 se P=(x,y)
P) = y+x ’ )
o(P) {1 se P=0,

€ um isomorfismo entre grupos.

e Seja €, o conjunto dos pontos racionais e suaves da cubica
singular y?z = 3. Entdo ¢ : €,s — Q definido por

v se P=(x,y),
0 seP=0,

€ um isomorfismo entre grupos.

Uma vez que o tnico elemento de ordem finita de (Q, +) é zero, o
teorema 2.21 implica que a cibica cuspidal possui apenas o ponto O
de ordem finita. Como (Q*,-) possui apenas um elemento néo trivial
de ordem finita, a saber —1 de ordem 2, concluimos que a cibica
nodal possui apenas um ponto de ordem finita (exceto O), a saber
(—1,0) de ordem 2.

Exercicio

1. Mostre que as ciibicas suaves nao admitem parametrizagoes.
2. Mostre que (Q, +) e (Q*, ) ndo sdo grupos finitamente gerados.

3. Demonstre o teorema 2.21.
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2.7 Pontos Inteiros

Vimos que uma curva eliptica suave pode ter infinitos pontos racionais
e pelo teorema de Mordell-Weil, o grupo desses pontos é finitamente
gerado. Por outro lado, pelo teorema Nagell-Lutz os pontos racionais
de ordem finita de fato sao pontos inteiros, ou seja, possuem coorde-
nadas inteiras. Esses resultados fazem pensar se em geral uma curva
eliptica possui pontos inteiros, e se no caso sao finitos ou nao. O re-
sultado mais geral foi apresentado por Siegel garantindo a finitude do
nimero dos pontos inteiros. Existem outros resultados que fornecem
cotas superiores.

Teorema 2.22. (Siegel) O niimero dos pontos inteiros de uma curva
eliptica definida sobre Z € finito.

Existem varias demonstragoes para o teorema de Siegel, mas ne-
nhuma é facil. Apenas em alguns casos particulares podemos demons-
tra-lo numa maneira muito elementar. Por exemplo considere a
ctbica dada pela equacao 22 + y> = m,m € Z. Entéo

(z+y)(@® —ay+y*) =m,
logo z+y =aex?—xy+y?>=0b,onde a,b € Z tais que m = ab. De

3 1 3
m > |b| = |2* — zy + ¢?| = 1$2+(§l‘—y)2 2 1$2
concluimos |z| < 2,/%. Da forma andloga, |y| < 2,/%. Entao
acabamos de demonstrar:

Proposigao 2.23. As solugdes (x,y) € Z? de 2° +y> =m,m € Z
satisfazem max{z,y} < 2,/%.

Usando essa proposicao podemos verificar que todas as equagoes
da forma acima para 1 < m < 1728 possuem apenas uma solucao
inteira cada, e para m = 1729 apenas duas. Observem que z3 + y3
é uma expressdo simétrica, portanto se (z,y) é uma solugao, entao
(y,x) também é; e no caso essas contam apenas uma solugio. Esses
fatos ja tinham sido observados pelo matematico indiano Ramanu-
jan®. Um fato muito curioso sobre essa equacio é:

5Srinivasa Aiyangar Ramanujan, 1887-1902; veja [ST, p. 149]
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Proposicao 2.24. Dado o numero natural N, existe m > 1 tal que
a cubica 23 + y> = m possui pelo menos N pontos inteiros.

Demonstracdo. Pelo exercicio da secdo 2.4, a cibica 2® + y> = 9
possui infinitos pontos racionais. Dado um ponto racional P(§, %),
sejam b, d > 0 e suas coordenadas nas suas formas reduzidas. Entao

a*d® + AV = WPd® = b*|a®d®, d®|PbP.

Portanto b3|d® e d3|b3 e consequentemente b® = d°, ou, b = d.
Dado N, tomamos N pontos racionais dessa cubicas. Pelo argumento
acima, podemos escrever P;(gt, 5),4 = 1,..., N. Basicamente a es-
colha de m é de tal forma que possa eliminar os denominadores dos
P;s e transformé-los em pontos inteiros. Tome m = 9(d; - - - dN)3 e
P/(dy---di—1a;dis1---dn,dy - di—1¢idigqr---dy), i=1,...,N.
De a} + ¢} = 9d3,i = 1,..., N, concluimos que os P/s sdo pontos
inteiros da cibica 23 + 3> = m. O

Observem que as solugoes inteiras dadas pela proposicao acima
nao sdo relativamente primos. Agora se quisermos acrescentar essa
condicao as hipdteses da proposi¢ao, o problema se tornard bem mais
dificil. Mas precisamente queremos saber se dado N > 1, existe
m > 1 tal que a equagao 2® + y> = m tenha uma solucdo (z,y)
tal que x e y sejam relativamente primos e z > y? A resposta geral
ainda nao é conhecida, nem mesmo para valores pequenos de N. Para
N = 3, o menor m é 3242197:

3242197 = 1413 + 76% = 1383 + 85% = 2023 + (—171)3.

Se ainda quisermos apenas solugoes positivas, para N = 3, o menor
m é

15170835645 = 2468 + 517% = 24563 + 7093 = 21523 + 17333,

Para N = 4 ainda nao se sabe se existe m com quatro solugoes
positivas.

Para concluir a discussao sobre o niimero dos pontos inteiros das
cibicas C,, : 2 + y3 = m, é interessante mencionar um resultado
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de Silverman que relaciona esse nimero e seus postos. Esse resul-
tado afirma que existe um constante x > 1, independente de m, tal
que o numero das solugoes inteiras e relativamente primos de C,,
é no maximo x!*@kCm  Em particular enquanto C,, possuir mais
pontos inteiros cujas coordenadas sejam relativamente primos, tera
posto maior. Esse teorema poderia ser uma maneira para verificar
se existem cibicas cujos postos sejam arbitrariamente grandes: se
pudéssemos encontrar uma sequéncia de {my, }, tal que o nimero das
solugoes inteiras e relativamente primos de C,,, tendesse ao infinito.

Um resultado um pouco mais geral que a proposigao 2.23 foi apre-
sentado por A. Thue em 1974. Usando um teorema de aproximacao
diofantina, demonstrado por ele mesmo, conseguiu mostrar que a
equacao ax®+by® = ¢,a,b, c € Z possui um niimero finito de solucoes
inteiras. Sua longa demostracdo pode ser encontrada em [ST, Cap.
5].

Para finalizar nao podemos deixar de citar um resultado de Baker
apresentado em 1966 que fornece uma cota para o nimero dos pontos
inteiros das curvas elipticas. Sua demostracao é baseada também num
teorema de aproximacao diofantina, provado por ele mesmo. Segundo
o resultado de Baker, todo ponto inteiro da curva eliptica y? = 23 +
az® 4 bx + c,a,b, ¢ € Z satisfaz max{z,y} < exp((106H)1%"), onde
H = max{]al, |b|,|c|}. No mesmo trabalho ele apresentou um método
para determinar todos os pontos inteiros de uma curva eliptica.

Exercicios

1. Mostre que as solucdes inteiras de 22 — 2y? = 1 sao dadas por
(z0,y0) = (1,0) e (@it1,yiv1) = (Bxi + 4yi, 22; + 3y;),i > 0.

2. Sejam a,b,c € Z \ {0}. Mostre que se (z,y) é uma solugao de
ar® + bry? = ¢, entdo max{|az?|,|by?|} < 1+ max{|al|,|b|}c?.

3. Seja p um ndmero primo. Mostre que a equacdo x° + 43 = p
possui solucdo inteira somente quando p = 2 ou p = 3u?+3u+1
para algum u € Z.






Capitulo 3

Ctbicas sobre Corpos
Finitos

Seja p um ndimero primo e [F,, o corpo finito de p elementos. O ob-
jetivo deste capitulo é estudar ctbicas sobre F,, ou, numa maneira
mais geral sobre suas extensoes, i.e, corpos finitos F,, onde ¢ = p®
para algum e € N. Em todo caso podemos construir o espago proje-
tivo e falar de pontos no infinito. Dada uma ctbica C definida sobre
um corpo finito F, denotamos seu conjunto de pontos racionais por
C(F). Se C for suave, podemos definir uma operacao entre seus pon-
tos e obter um grupo abeliano. Para mais resultados fundamentais,
o leitor interessado poderd consultar [GA].

Por exemplo, considere a ctibica C : y? = f(z) = 2® +ax® +bx+c,
onde a,b,c € F),. Essa ctbica é suave, se, e somente se, p { 2d, onde
d é o discriminante de f. Observem que O(0: 1: 0) é o dnico ponto
no infinito de C. Dados pontos Pi(z1,y1), Pa(22,y2) € C(Fp), seja
y = Ar + v a equacao da reta que passa por eles, entao:

Y2—Yy1 9
5= )z se Ty # T,
- 3x2+2aa:1+b
IT» se P = Ps,

e v =y —Ar1 =ys — \x2. Entdo Ps(z3,y3) = P1 + P2 é dado pelas
férmulas
3=\ —a— 1 — 9, Yz = —AT3 — V.

43
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Observem que se P, = P, = O, entdo P, + P, = O. Claramente tudo
isso faz sentido uma vez que todas as contas sao feitas com elementos
de IF),.

Exemplo 3.1. Considere C : y?> = z® + 2 + 1 sobre F5. E fdcil
verificar que C(Fs) = {O, (0, £1), (£2,£1),(—1,£2)}. Entdo C(Fs)
€ um grupo abeliano de ordem 9, portanto é ciclico ou € produto
de dois grupos de ordem 8. Tome P(0,1). Usando as férmulas,
3P = (2,1) # O. Isso ¢é suficiente para garantir que C(Fs) € ciclico,
caso contrdrio todos os pontos, inclusive P, teriam ordem 3.

3.1 Teorema de Hasse-Weil

Dado um corpo finito F, a pergunta natural é se é possivel estimar
o nimero dos elementos de C(IF). Para isso basta consideramos a
parte afim da curva, ou seja, tentar estimar o nimero dos elementos
{(a,b) € F|F(a,b) = 0}, onde F € F[z,y] é de grau 3. O resultado
mais geral no caso de cibicas nao singulares é o teorema de Hasse-
Weil:

Teorema 3.2. (Hasse-Weil) Seja C uma cibica nao singular definida
sobre IF,. Entdo

|#C(Fq) —q— 1‘ < 2\/6'

Esse teorema foi apresentado por E. Artin, como uma conjectura,
na sua tese de doutorado e foi demonstrado por Hasse em 1933. Em
1948, A. Weil demonstrou esse teorema para curvas nao singulares em
geral. No caso geral as cotas superior e inferior sao ¢+142g,/q, onde
g é o género da curva. Por exemplo o género da curva de Fermat,
" +y" =1, é 2(n—1)(n—2). Alguns casos particulares de estimar
o nimero de solugoes de uma equacao de graus 3 foram estudados
por Gauss, por exemplo, a curva de Fermat x® + y> = 1 sobre Fp.
A equacdo homogénea associada é 23 + 32 + 23 = 0. Observem
que consideraremos as solugoes no espago projetivo, portanto nao
consideraremos a solugao trivial (0,0,0); e identificaremos a solugao
(x,y,2) como todos os seus multiplos nao nulos (az, ay, az),a € F,,.
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3.2 Teorema de Gauss

Teorema 3.3. (Gauss) Seja M, o nimero das solugdes projetivas
de G:23+y>+22=0emF,.

e Se3{p—1, entdo M, =p+1.

e se 3|p—1, entdo existem inicos (a menos de sinal) inteiros a e
b tais que 4p = a® 4+ 27b. Escolha o sinal de a tal que 3|a — 1,
entao M, = p+1+a.

Demonstragio. Veja [ST]. O

De fato a demonstracao da primeira parte é bem simples: se 3{p—1,
entdo ¢ — 2> define um isomorfismo de [F7, portanto resolver essa
equagao ¢é equivalente a resolver a equagao x + y + z = 0 que por
sua vez é equagao de uma reta no plano projetivo, portanto possui
exatamente p + 1 pontos. Quando 3|p — 1, o homomorfismo z + 3
nao é nem injetivo nem sobrejetivo, o que torna a demonstragao mais
trabalhosa.

Observem que quando 3 { p — 1, M, é sempre miltiplo de 9. De
fato G(IF,) possui nove pontos de ordem 3 correspondentes as solugdes
de 23 +y3 + 23 = 0. Esses sdo aqueles que possuem uma coordenada
nula e as outras, rafzes ctibicas de 1 e —1. Como 3|p — 1 garante
que F,, tenha 3 rafzes cibicas da unidade, teremos 9 pontos de G(F),)
que formam um subgrupo de ordem 9, logo 9|M,. Esse fato pode
ser demonstrado numa maneira puramente aritmética analisando as
possibilidades de congruéncia de p e a médulo 9.

Exemplo 3.4. Quandop =7, a=b=1e¢ M; =9. Parap = 13,
a=—-5eb=1, portanto M3 = 9.
Exercicios

1. Sejam p # 2 primo, a,b,c,d € [F, tais que acd # 0 e C' a conica
dada pela equacdo ax? + bxy + cy® = dz>.

e Se b? # 4dac, entao #C(F,) =p+ 1.
e Se b? = 4ac, entdo #C(F,) =1 ou 2p + 1.

Dé exemplos nos quais as duas possibilidades ocorram.
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2. Determine o grupo C(F,) para a curva C : y? =23 +z +1e
primos p = 3,7,11,13.

3. Sejam p > 3 primo e m € N tais que (m,p—1) = 1. Mostre que
a equagao ™ + y™ 4+ 2™ = 0 possui p + 1 solugdes projetivas
em [F),.



Capitulo 4
Aplicacao

O teorema fundamental da aritmética garante a existéncia e a uni-
cidade de fatoracdo de ntumeros inteiros em nimeros primos. O
problema computacional, ou seja, fatorar um determinado nimero
inteiro pode nao ser uma tarefa ficil, principalmente para ntimeros
grandes. Esse problema, além de ser um problema do interesse dos
matematicos, é de grande importancia pratica. Por exemplo a se-
guranca de alguns sistemas criptograficos depende da dificuldade da
fatoragao das chaves publicas. Em outras palavras, esses sistemas
seriam inseguros se existisse um algoritmo rdpido para fatoragao de
inteiros. Existem diversos métodos e algoritmos para fatorar niimeros
inteiros, um deles é o algoritmo de Lenstra que utiliza curvas elipticas.

Naturalmente o primeiro passo para fatorar um nimero inteiro
¢é determinar se o mesmo é primo. Para isto podemos usar um caso
particular do pequeno teorema de Fermat': se n é primo fmpar, entdo
271 Z 1 Isto ¢, se 2"~ # 1(mod n), entdo n nio é primo. Outra

maneira seria usar o teorema de Wilson: n é primo, se, e somente se,
n

(n—1!=-1.

Passando por essa etapa, queremos fatorar o nimero n. O primeiro
e mais natural modo de fazer isso é tomar os niimeros naturais k < n
e verificar se estes dividem o nimero n e quantas vezes. Esse método
pode ser otimizado usando o fato que o menor fator de n é menor

P

Dados a € Z e p primo tais que (a,p) = 1, entdo a?P~! = 1.

47
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que y/n, mas mesmo assim para grandes valores ndo é muito pratico.
Antes de apresentar alguns métodos mais eficientes de fatoracao, ve-
remos um método para calcular a*(mod n) e estimar o nimero de
operagoes para este calculo. Além disso faremos uma estimativa para
o numero de operagoes necessarias para calcular o maior divisor co-
mum usando o algoritmo de Euclides. Essas estimativas servirao para
mostrar o quanto os algoritmos a serem apresentados sao eficientes.

4.1 Dois Problemas de Aritmética

Problema 1. Sejam a,k,n € N. Queremos estimar o ntmero de
operagoes para determinar a®(mod n).

Para explicar melhor a ideia, seja k = 1000. Escrevemos k como uma
soma de poténcias de 2, ou seja, apresentamos k na base 2:

1000 = 2% + 2% + 26 4+ 27 4 28 4 29

. 3 5 9 , i
entdao a'0% = @2 .a?" - .- a? . Calcularemos os nimeros A; := a* (mod n).

Ao = a(mod n),

A = Ay-Ag= aQ(mod n),
Ay = A A= a4(mod n),
Ay = Ay Ay =d? (mod n),
Ay = Ag-Ag=a* (mod n).

Entao
a'%(mod n) = As - Ay - Ag - A7 - As - Ag(mod n).

Observem que com apenas 9 operagdes para obter os A;s e 6 operagoes
para obter a'%%°(mod n) faremos o cdlculo. Esse é um método que
pode ser muito melhor e mais rapido do que calcular a'°%° e depois
determinar o resto da divisao por n. Em geral, considere a expansao
bindria efetiva de k:

k=ko+hki 24k -22+ks- 22+ Hk_q-27"1 42"
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A seguir calculamos Ay = a, A; = A3, Ay = A2 ... A, = A2 .

Finalmente obtemos a* como

a® = (produto dos A;s para cada k; = 1).

Sao necessarias r operacoes para calcular os A;s e depois com no
méximo (eventualmente k; = 0 para algum i) r operages para cal-
cular a¥, totalizando no maximo 2r operacoes. Observamos

k=ko+ki2+---+2">2" = r <log, k.
Entao provamos

Proposicao 4.1. Dados a,k,n € N, € possivel calcular a*(mod n)
em no mdzimo 2 -logy k operagoes, onde cada operagao consiste em
uma multiplicagao e uma redugdo maodulo n.

Esse método para calcular a¥(mod n) é muito pratico, uma vez que
para os valores grandes de k o niimero de operacoes necassarias é bem
menor que k, isto é garantido pelo fato que

log, k

lim =0.

k—4o00 k
Problema 2. Sejam a,b € N. O objetivo é fazer uma estimativa do
nimero das operagoes necessarias para determinar o maior divisor

comum de a e b usando o algoritmo de Euclides.

Lembre-se de que o algoritmo de Euclides é baseado em divisoes
sucessivas:

a = bq+1ry, 0<1ry<bh,

b = roga+r3, 0<7r3<ry,

ro = r3q3+7ry, 071y <rs,
Tn—1 = TnQn + Tnt1, 0< Tnt1 < T'p,

Tn = Tn41qn+1-
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Como a sequéncia dos restos é uma sequéncia decrescente de niimeros
inteiros nao negativos, r,+o = 0 para algum n. Pelo algoritmo
(a,b) = rp41. Afirmamos que:

1
Vi, rip1 < Ti-1- C)

Ser; < %ri_l, entdo claramente (") é vélida pelo fato de que r;11 <
ri. Ser; > %ri,l, de

Tic1 =7Tiq; + v, 0 < <y

concluimos )
Tig1 = Ti—1 — 1iq; < 1i—1(1 — 5%)'

Claramente g; # 0, pois caso contrario r;_1 = r;41 e isto contradiz o
fato de que os r;s sdo estritamente decrescentes. Entao ¢; > 1, logo
riv1 < %7“1‘,1.

Sem perda de generalidade, suponhamos a > b. Usando as desigual-
dades ro < b e (), por indugdo finita mostramos

1

2i—1 b.

ro; <

Como 75; é um inteiro nao negativo, se 2°=! > b, entdo r9; < 1, 0 que
significa que r9; = 0. Ou seja,

27l > = 1y, = 0.
Em outras palavras
i > 14 logy b =logy(2b) = r9; = 0.
Dessa forma acabamos de provar a seguinte proposigao
Proposigao 4.2. Usando o algoritmo de Euclides, em no mdximo
2 - log, max{2a, 2b}
passos, determinaremos o maior divisor comum de a e b.

Agora voltaremos ao problema de fatoracao de inteiros em pro-
duto de primos. A seguir explicaremos o algoritmo de Pollard.
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4.2 Algoritmo de Pollard

Esse algoritmo constitui um protétipo daquilo que iremos estudar
posteriormente: a fatoragao por curvas elipticas. Infelizmente esse
método nao funciona para todos os nimeros, mas quando funciona,
é muito eficiente. A ideia é a seguinte: suponha que n tenha um
fator primo p tal que p — 1 é um produto de pequenos primos. Pelo
pequeno teorema de Fermat, se p{ a entdo a?~! = 1(mod p). Assim
pl(a?P~! — 1,n). Nao conhecemos p, portanto nio podemos calcular
aP~' —1. Entao escolheremos um inteiro da forma k = 2¢2.33 ... p¢r
onde 2,3,...,r sao os primeiros primos e e; sao inteiros positivos
pequenos. Calculamos d := (a¥ — 1,7n). Observamos que é necessario
calcular a¥ —1(mod n). Pelos problemas discutidos acima, calculamos
d em menos que 2 log, (2kn) operagoes, que é uma quantidade razodvel
de operacoes mesmo para valores grandes de k e n.

Seja p|n, se p — 1|k, entdo pla* — 1, logo p|d, em particular
d > p > 1. Se d # n, entdo teremos um fator préprio de n e repe-
tiremos o procedimento para cada fator de n obtido desta forma.
Caso contrario, faremos o procedimento acima novamente da seguinte
forma: se d = n, entdo escolhemos outro valor de a; e se d = 1, es-
colhemos um k maior.

Exemplo 4.3. n = 246082373. A primeira coisa a verificar € se n
nao € primo: como 2"~ !(mod n) # 1, entdo n é composto. Aplicare-
mos o algoritmo de Pollard tomando

a=2 e k=2%2.32.5=180.

Como 180 = 22424425427, precisamos calcular 2% (mod n) para 0 <
1 < 7. FEstes valores sdo 2,4,16,256,65536, 111566955, 166204404 e
214344997 respectivamente. Entdo

9180  _ 222 .224 . 225 .227
= 16-65536 - 111566955 - 28795219(mod n)

= 121299227(mod n).

Entao pelo algoritmo de Euclides

(2180 — 1, n) = (121299226, 7) = 1.
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Isto é n ndo tem fatores p tais que p — 1|180. Entdo escolhemos um
k maior, por exemplo

E=12,3,...,9=2%-32.5.7=2520 = 23 +- 2" 4+ 26 4 27 1 28 4 211
Usando o mesmo método,
92620 _ 92°+2"+2°427+2%+2" — 11990672(mod n),
e pelo algoritmo de Fuclides
(22520 — 1, n) = (101220671, n) = 2521,

ou seja, 2521|n, de fato n = 2521 - 97613, e cada fator é um nidmero
primo. Claramente a fatoracao desse numero pode ser feita facil-
mente verificando a divisibilidade de n por todos os primos menores
ou iguais a \/n = 15687 por meio de um computador, mas desta
forma mostramos o quanto o algoritmo de Pollard pode ser eficiente.

Note que o algoritmo Pollard deve finalmente parar porque even-
tualmente k no passo 1 serd igual a %(p —1) para algum primo p que
divide n, entao, eventualmente havera algum p — 1 dividindo k. Este
algoritmo nao é muito prético para grandes valores de n; de fato fun-
ciona bem, ou seja, determina um fator de n fazendo uma quantidade
razoavel de operagoes, se n tiver um divisor primo p tal que

p — 1 = produto de pequenos primos a pequenas poténcias.

O algoritmo de Pollard é baseado no fato de que o grupo Z; é de
ordem p — 1. Assim se p — 1|k, entdo a* = 1 para todo a € Ly A
ideia do algoritmo de Lenstra ¢ substituir o grupo Z;, pelo grupo dos
pontos de uma curva eliptica C definida sobre Z,, ou seja,

C(Z,) == {(a,b) € Cla,b € Z,}

e substituir o inteiro @ por um ponto P € C(Z,). Como no algoritmo
de Pollard, escolhemos um inteiro k& composto de um produto de
pequenos primos. Se ocorrer que #C(Z,)|k, entdo kP = O em C(Z,).
Esse fato geralmente permite encontrar um fator préprio de n.

Ao escolher uma ctibica C', o algoritmo de Lenstra funciona bem
se o nimero a ser fatorado possui um fator primo p tal que #C(Z,)
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seja produto de pequenos primos a pequenas poténcias. Isto é pare-
cido com o algoritmo de Pollard quando queriamos que p — 1 = #Z;
tivesse essa propriedade. Entao qual seria a vantagem desse novo
algoritmo? Se escolhermos apenas uma curva C' com coeficientes in-
teiros e considerarmos sua reducao modulo niimeros primos, entao
nao ha vantagens. Pois, como mencionamos anteriormente, este al-
goritmo funcionard se, para algum primo p que divida n, #C(Zj)
seja produto de primos pequenos. Mas com o algoritmo de Lenstra,
existe a flexibilidade de escolher uma nova curva eliptica e de repetir
o processo. Variando a curva C' e desde que #C(Z,) varie consider-
avelmente para cada primo p, nossas chances para concluirmos o al-
goritmo sao bastante boas. Antes de explicar o algoritmo de Lenstra,
vale lembrar-se de que pelo teorema de Hasse-Weil

#CO(Zy) =p+1+ep, e < 2D

Além disso, pode-se mostrar que variando C, os niimeros €, sao bem
distribuidos ao longo do intervalo [~2,/p,2,/p]. Por isso, é bastante
provéavel (mas ainda nao rigorosamente provado) que possamos achar,
de forma bastante rapida, uma curva C tal que #C(Z,) seja igual a
um produto de niimeros primos pequenos.

4.3 Algoritmo de Lenstra

Seja m > 2 um inteiro composto para o qual buscamos um fator. O
algoritmo de Lenstra consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Verifique que (n,6) = 1 e também que n nao seja da forma
m” para algum r > 2.

Passo 2. Escolha aleatoriamente inteiros b, x1, 1 entre 1 e n.
Passo 3. Seja ¢ = y} — 23 — bry(mod n), considere a ciibica
C : y?> =23+ bx + c. Pela escolha de ¢, P = (z1,11) € C.

Passo 4. Verifique se d := (4b3 + 27¢%*,n) = 1. Se d = n, volte e
escolha um novo b. Se 1 < d < n, entao d é um fator nao trivial de
n.

Passo 5. Escolha k como produto de pequenos primos a pequenas
poténcias. Por exemplo k =[1,2,3,...,m], onde m € N.

Passo 6. Calcule kP = (%, %).

&
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Passo 7. Calculamos D = (dg,n). Se 1 < D < n, entdo D é um
fator nao trivial de n. Se D = 1, ou voltaremos ao Passo 5 e au-
mentamos o valor de k, ou voltaremos ao Passo 2 para escolher uma

outra curva. Se D = n, voltaremos ao Passo 5 e reduziremos o valor
de k.

Observamos  que  existem  varias coisas a  serem
discutidas neste algoritmo. Primeiro explicaremos porque funciona.
Imaginem que conseguimos uma curva C' e k € N tais que para al-
gum fator primo p de n, #C(Z,)|k. Entdo a ordem de todos os
pontos de C(Z,,) divide k, em particular kP = O, mais precisamente,
kP(mod p) é o ponto no infinito O. Entao p|dy, logo p|D. Conse-
quentemente obteremos um fator de n, a ndo ser que n|d.

Outra coisa é uma maneira eficiente para calcular kP. Considere
a expressao bindria de k :

k=k0+k}1'2—|—"-+k‘7._1-2r71+2r, kie{O,l}.

Lembre-se de que isso pode ser feito em no maximo r < logyk
operagoes. A seguir calculamos

P, = P

P, = 2P, =2P
P, = 2p =2°pP
Py = 2P, =23P
P, = 2P._,=2"P,

e finalmente fazemos kP = Z P;. Desse modo calculamos kP em
ki #0
menos de 2log, k passos. Note entretanto que nao queremos calcular
as coordenadas de kP como niimeros racionais porque o numerador
e o denominador teriam aproximadamente k2 digitos, e isso pode
ser um numero muito grande. Entdo o melhor seria fazer as contas
médulo n. Se n nao é primo, teremos outro problema. Lembramos
que pelas formulas explicitas, para determinar a soma de dois pontos
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(z1,91) e (¥2,y2) devemos calcular 22=¥- e neste caso devemos fazer
essa conta em Z,. Mas Z, nao é um corpo e xrs — x; pode nao ser
invertivel. Lembre-se de que xzo — x1 possui inverso, se, e somente
se, (x9 — x1,n) = 1. Observe que se 1 < (x3 — x1,n) < n, ji temos
um fator de n. O pior seria se (x2 — x1,m) = n; nesse caso o melhor
caminho serd voltar ao Passo 5 e reduzir o valor de k, ou retornar ao
Passo 2 e tomar outra curva.

Para determinar 2(x1,y;) médulo n, precisamos calcular

f'(x1)  3x% + 24z, +b
2y 2y

(mod n).

Nesse caso calcularemos (y1,n) e faremos da mesma forma que no
caso (x2 — x1,n), explicado acima.

Essencialmente essas explicagbes mostram como e porque o
algoritmo Lenstra funciona, embora na pratica hd diversos camin-
hos para torna-lo mais eficiente.

Exemplo 4.4. n = 1715761513. A primeira coisa € verificar se n
nao é primo. Usando o método explicado no comego deste capitulo,
facilmente calculamos

2"~ = 93082891 (mod n).

Entao pelo pequeno teorema de Fermat, n ndo é primo. FEsse numero
é impar e 31 n, portanto (n,6) = 1. Para verificar se n ndo é poténcia
perfeita, calcularemos suas raizes r-ésimas

v, ¥n, V..., ¥/n~1,9855.

Nenhum desses € inteiro, assim m nao € poténcia perfeita. Como
Vnoo& 42422, concluimos que n  possui algum fator primo
p < 42422. Buscamos escolher um wvalor de k de modo que
alguns inteiros proximos de p dividam k. Tentaremos
k=1[1,2,3,...,17] = 12252240, que tem muitos fatores menores que
42422. A sequir temos de escolher uma curva eliptica e um ponto
seu. Como indicado na descricao do algoritmo de Lenstra, € mais
facil fizar o ponto P e um dos coeficientes da curva e escolher o
outro coeficiente tal que o ponto esteja na curva. Tome P = (2,1).
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Dado b, seja ¢ := —7 — 2b. Para comegar tomamos b = 1, entdo
c=-9e
C:y?=2>4+2-9, P=(2,1)€C.

Temos de calcular kP(mod n). A expressio bindria de k é
24 420 4210 4 212 1 219 4 914 4 915 1 91T 4 919 1 920 4 921 4 925,

Entao precisamos calcular 2iP(mod n) para 0 < i < 23. Claramente
precisariamos de muito tempo para fazer essas contas, mas com a
ajuda de um pequeno computador

kP = 12252240(2, 1) = (421401044, 664333727)(mod n).

Isso nao diz sobre os fatores de n. O ponto principal do algoritmo
de Lenstra € que ele nos da um fator de n quando a lei da adi¢do
falha, ou seja, esse algoritmo funciona quando ndo € possivel calcular
kP(mod n).

Nesse caso temos trés escolhas: recomegar com um novo k, um
novo P, ou uma nova curva. Tomamos a ultima alternativa. Tomando
3 < b < 41 e seu respectivo valor para ¢ = —7 — 2b, veremos que
ainda € possivel determinar kP(mod n). Quando tentamos b = 42
e c = —91, a lei da adicao falha e encontramos um fator de n. O
que acontece € o sequinte: nao temos nenhuma dificuldade em fazer
uma tabela dos 2°P(mod n) para 0 < i < 23, como acima. Entdo
comegamos adicionando os pontos da tabela para calcular kP(mod n).
Como um peniltimo passo, encontramos

(2t .- +20 1 22)P = 386363P
= (11150004543, 1676196055)(mod n)

Também
223 P = (1267572925, 848156341) (mod n).

Entao para calcular kP teremos que somar esses ultimos pontos modulo
n. Para fazer isso temos de fazer a diferenca de suas coordenadas x
e encontrar o inverso de n. Ao fazer isto, descobrimos que o inverso
nao existe:

(11150004543 — 1267572925, n) = (—152568382, n) = 26927.
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Assim a tentativa de calcular 12252240(2,1) na curva
y? = 2 4 422 — 91(mod n)
falha e isto leva a fatoracdo
n = 1715761513 = 26827 - 63719

Efcicil conferir que cada um desses fatores € primo, portanto obtemos
a fatoragao completa de n.

Nesse caso conseguimos determinar um fator de n para um valor
relativamente pequeno de b, caso isso nao fosse possivel, terfamos de
aumentar o valor de k por exemplo para [1,2,---,25] e talvez até
tomar um outro ponto, por exemplo P(3,1).

Exercicio

Use o algoritmo de Lenstra para fatorar 35.
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