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Prefacio

A ideia de escrever um livro sobre geragdo de malhas e, em parti-
cular, sobre geragao de malhas usando refinamento de Delaunay, foi
uma consequéncia natural da pesquisa desenvolvida por néds, autores,
no ambito do projeto “Caracterizagao de Aquiferos usando Métodos
Computacionais”, que é financiado pelo Conselho Nacional de De-
senvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) e coordenado por nés
mesmos.

Como parte das atividades propostas no referido projeto, os au-
tores estao desenvolvendo uma biblioteca de classes escrita na lin-
guagem C++ para gerar malhas 2D e 3D a partir de imagens digi-
tais binarias 2D e 3D de rochas coletadas em aquiferos. O contetddo
deste livro corresponde a parte inicial do trabalho dos autores e tem
foco nos fundamentos teéricos de um método para gerar malhas de
triangulos de regioes poligonais do plano: o refinamento de Delaunay.
Um aspecto que o distingue dos demais métodos de geracao de ma-
lhas é a sua sélida fundamentacao matematica. Esta fundamentagao
proporcionou o desenvolvimento de algoritmos de geragao de malhas
2D e 3D capazes de fornecer cotas justas para os valores de alguns dos
mais importantes parametros de qualidade de malha em aplicagoes
préaticas, tais como quantidade e razao de aspecto de triangulos das
malhas.

Embora varios livros tenham sido escritos sobre geragao de ma-
lhas [55, 42, 131, 64, 50, 77, 23, 78], alguns dos quais com foco no
método de refinamento de Delaunay, além de artigos que fornecem
uma excelente visao geral da drea e do estado da arte [9, 12, 129, 122],
nos, autores, desconhecemos a existéncia de livros sobre geragao de
malhas escritos em portugués ou até mesmo traduzidos para o por-

ix
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tugués. Entao, acreditamos que este livro possa servir como uma
primeira introducao ao tema escrita em portugués. E importante
ressaltar, no entanto, que o objetivo do livro nao é o de proporcio-
nar uma visao geral e completa sobre geracao de malhas, mas sim de
descrever um tnico algoritmo para gerar malhas de triangulos para
regides poligonais do plano euclidiano. Além disso, a descricao tem
foco nos fundamentos matematicos utilizados para demonstrar a cor-
retude, a complexidade e algumas das propriedades de otimalidade
do algoritmo. Os aspectos de implementagao nao sao abordados no
livro, mas serao discutidos durante o minicurso homoénimo do 302
CBM.

No6s nao incluimos no livro nenhum resultado original advindo
de nossas pesquisas em geragao de malhas. No entanto, destacamos
dois aspectos importantes do livro. Primeiro, o tépico “triangulagao
de Delaunay” é tratado de forma autossuficiente; ou seja, nés de-
finimos esta triangulacao sem antes definir o diagrama de Voronoi.
Embora a exposicao possa parecer menos ortodoxa, acreditamos que
a triangulacao de Delaunay, no contexto de geracao de malhas, te-
nha “vida prépria” e que o diagrama de Voronoi deva ser introduzido
apenas se ele for utilizado na descrigao do tema “geracao de malhas”,
0 que nao é o caso aqui. Segundo, escrevemos um capitulo sobre
uma aplicagdo para as malhas geradas pelo algoritmo estudado no
livro. Este capitulo fornece ao leitor a oportunidade de conhecer um
uso pratico para malhas e também para perceber a importancia dos
critérios de qualidade de malhas no contexto de uma de suas aplica-
coes.

Finalmente, ressaltamos que os fundamentos matematicos do al-
goritmo estudado neste livro sao basicamente os mesmos vistos em
uma disciplina bésica sobre “geometria computacional”. O conteido
desta disciplina é extremamente divertido para aqueles com maior
inclinagdo por matemdtica (discreta) e algoritmos. Em 1991, no
162 CBM, dois pesquisadores do IMPA, Luiz Henrique de Figuei-
redo e Paulo César Pinto Carvalho, agraciaram-nos com um livro e
minicurso sobre Geometria Computacional [32]. Tanto o minicurso
quanto o livro exerceram uma influéncia sobre a decisao de alguns
dos autores em fazer pesquisa em temas em que fazemos uso de ge-
ometria (computacional, discreta, diferencial, etc). Vinte e quatro
anos depois, tivemos a oportunidade de escrever este livro para o 302
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CBM, o qual trata de um tema cuja fundamentacao matemética é
praticamente a mesma encontrada em [32]. Sendo assim, esperamos
que o nosso livro, juntamente com o nosso minicurso, despertem em
voce, leitor, o interesse por estudos avangados na area de Geragao de
Malhas.

Marcelo Siqueira

Afonso Paiva
Paulo Pagliosa
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Malhas e geracao de malhas

Uma malha é uma subdivisao de um dominio geométrico em for-
mas geométricas menores e mais simples, denominadas elementos,
tais como tridngulos e quadrados, se o dominio for planar — 2D, e
tetraedros e hexaedros, se o dominio for espacial — 3D (veja a Fi-
gura 1.1). Malhas séo utilizadas por aplicacoes de diversas dreas do
conhecimento. Em geografia e cartografia, malhas sao utilizadas para
interpolar mapas de altura em terrenos, na confeccao de mapas, na
geragdo de curvas de nfvel e na visualizagdo topografica [132, 130].
Em computagao gréafica, objetos graficos sao, em geral, convertidos
para uma malha antes de serem submetidos a operacao de “rende-
rizagao” e malhas poligonais tém se tornado o padrao de facto na re-
presentagao de objetos graficos [17]. Em geral, malhas sdo necessdrias
em aplicagoes que se utilizam de interpolagao ou aproximacao multi-
variada [71].

De particular interesse para muitas aplicagoes das diversas enge-
nharias é o fato da geracao de uma malha do dominio do problema ser
um pré-requisito para o uso do Método dos Elementos Finitos (MEF)
cléssico’, que é um dos métodos numéricos mais potentes e populares

10 termo “cléssico” é usado aqui para distinguir a formulacdo do MEF baseada
em malhas daquela que ndo utiliza malhas (meshless). A formulagdo meshless
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para a solugao de equagoes diferenciais parciais na forma variacional
(veja o Capitulo 6). A acurédcia e precisdo da solugdo numérica des-
sas equagoes, pelo MEF, aliadas a eficiéncia com a qual a solugao
¢é obtida, sao altamente dependentes de parametros de qualidade da
malha, tais como quantidade e forma dos elementos [5, 81, 39, 121],
além de regularidade, direcionalidade e adaptatividade da proépria
malha [142, 129, 12].

AV
VAVAS %W,
NSAAAK]

ﬁv’g!ﬂ"’*
XX

Figura 1.1: Uma malha de tridngulos (esquerda) e uma malha de
quadrilateros de uma aproximagao poligonal de uma imagem do Lake
Superior.

A grande maioria dos algoritmos de geracdo malhas descritos na
literatura assume que o dominio, §2, para o qual uma malha deve ser
criada é um conjunto compacto de E? cuja fronteira é definida por um
complexo politopal [138]. Quando d = 2, o dominio € é simplesmente
uma regiao poligonal de E? (com ou sem buracos). Quando d = 3, o
dominio Q é simplesmente uma regiao poliedral de E* (com ou sem
buracos). A fronteira de {2 também pode ser descrita por uma curva
(resp. superficie) suave (por partes), fechada e limitada se Q C E?
(resp. E?).

Nos ultimos 30 anos, malhas de triangulos de regioes poligonais
(convexas e ndo convexas), ou limitadas por curvas suaves, em E? tém
sido detalhadamente investigadas pela comunidade cientifica e suas
propriedades tedricas sao atualmente bem compreendidas [9, 122].
Isto resultou no desenvolvimento de algoritmos de geragao de malhas
de triangulos capazes de gerar malhas cujos valores de parametros,
tais como quantidade e forma dos triangulos e adaptatividade da
malha, sdo comprovadamente étimos ou quase timos [6, 82, 11, 113,

apresenta vérias limitagoes em relagdo a classica.
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120, 15, 84, 102, 86, 87, 136, 133]. O termo comprovadamente é usado
neste livro para qualificar uma propriedade (matemdtica) que pode
ser verificada por uma prova.

Em contraste com o estado-da-arte para malhas de triangulos, as
propriedades tedricas de malhas de quadrilateros para regides pla-
nares ainda nao sdo bem compreendidas. Apesar da existéncia de
algoritmos de geragao de malhas de quadrilateros que otimizam al-
gum parametro da malha [46, 92, 10, 106, 75, 115, 103, 3, 134, 43],
nao se conhece um algoritmo para gerar malhas de quadrilateros que,
comprovadamente e simultaneamente, otimize varios parametros da
malha.

Em se tratando de uma regiao poliedral (convexa ou nao convexa)
em [E3, ou limitada por superficies suaves (por partes), o problema de
gerar uma malha comprovadamente boa oferece alguns bons desafios
de pesquisa. Nos ultimos 25 anos foram desenvolvidos varios algo-
ritmos para geragao de malhas de tetraedros com garantias tedricas
para a qualidade da malha gerada [36, 88, 85, 119, 94, 27, 100, 38,
20, 22, 98, 125, 70, 111, 37, 21, 112, 124]. Muitos desses algorit-
mos podem ser vistos como extensoes do caso bidimensional (isto é,
malhas de tridngulos) para o caso tridimensional (isto é, malhas de
tetraedros). Infelizmente, algumas garantias tedricas oferecidas pelos
algoritmos para malhas de triangulos nao foram estendidas, com o
mesmo éxito, para malhas de tetraedros e é ai que reside uma boa
fonte de problemas.

Quando se deseja gerar uma malha de hexaedros para uma regiao
poliedral (convexa ou ndo convexa), muito pouco é conhecido em ter-
mos de garantias tedéricas para parametros de qualidade da malha.
A maioria dos esforcos de pesquisa que resultou em algoritmos com
alguma garantia tedrica se limita aos aspectos topoldgicos da malhas;
isto é, tais algoritmos nao definem uma geometria para a malha. O
trabalho recente de Jeff Erickson [44] representa um avango significa-
tivo em termos de garantias tedéricas para malhas de hexaedros. Por
outro lado, hd uma enorme quantidade de algoritmos para geragao
de malhas de hexaedros que se baseia em heuristicas e que apresenta
bons resultados experimentais para uma larga classe de dominios es-
paciais [69].



“mgbook” — 2015/10/20 — 8:01 — page 4 — #18

1.2 Refinamento de Delaunay

A vasta maioria dos algoritmos capazes de produzir malhas de
triangulos ou tetraedros comprovadamente boas é baseada na técnica
conhecida por refinamento de Delaunay [23]. Esta técnica foi desen-
volvida, originalmente, para gerar malhas de triangulos de regioes
poligonais, Q, em E2. Os algoritmos baseados em refinamento de
Delaunay constroem uma triangula¢ao de Delaunay, TD(P), do con-
junto, P, de vértices da curva poligonal de fronteira de Q [4]. Em
seguida, a triangulagdo TD(P) é refinada para que dois objetivos se-
jam atingidos: (a) a fronteira de € seja totalmente coberta por uma
unido de arestas de TD(P) e (b) todos os tridngulos de TD(P) (no
interior de Q) passem em um teste de qualidade de forma geométrica.
Por refinar 7TD(P), entenda a insercao de vértices extras (de Steiner)
em TD(P).

Podemos mostrar que, sob determinadas condigoes, o processo de
refinamento de Delaunay sempre termina e produz uma malha de
saida que cumpre os objetivos (a) e (b) [113, 120, 84, 110, 109, 108]
(Capitulo 5). Por definigdo, o dominio coberto por TD(P) é o fe-
cho convexo, FC(P), do conjunto, P, de vértices de Q. Quando Q é
um subconjunto préprio de FC(P), os algoritmos baseados em refi-
namento de Delaunay removem de 7D(P) os tridngulos no exterior
de €.

Um outro aspecto importante do problema de geracao de malhas
diz respeito a quantidade de elementos da malha, ou seja, o tama-
nho da malha. Jim Ruppert [113] definiu uma fun¢ao, denominada
local feature size, ou simplesmente [fs, que, de certa forma, captura a
nocao de complexidade de espaco de um dominio geométrico. Usando
esta fungao, Ruppert definiu um critério para avaliar otimalidade de
tamanho de uma malha; a saber, se @ C E? é um conjunto compacto
que representa o dominio do problema em um espago (afim) euclidi-
ano d-dimensional, entdo uma malha para 2 possui tamanho étimo

) m € © (/er lfs(lm)ddx> , (1.1)

em que m é o numero de vértices da malha. Usando este critério
de otimalidade de tamanho, podemos provar que os algoritmos para
geracao de malhas via refinamento de Delaunay produzem malhas de

4
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tamanho 6timo quando d = 2. Para d > 3, os algoritmos baseados
em refinamento de Delaunay e disponiveis na literatura nao desfru-
tam da mesma garantia [23]. O algoritmo desenvolvido por Mitchell
e Vavasis [88], que ndo se baseia em refinamento de Delaunay, produz
malhas de tamanho 6timo, mas apresenta outras limitagoes praticas,
tais como o alinhamento de elementos com eixos coordenados (aniso-
tropia).

1.3 Sobre o livro

O objetivo deste livro é justamente introduzir os aspectos tedricos
e algoritmicos da geracdo de malhas de regides poligonais em E?2
usando refinamento de Delaunay. Em particular, estudaremos o al-
goritmo de Ruppert para geracao de malhas de triangulos de regioes
poligonais em E? [113], mas com as modificagoes mais recentes que
garantem o término dele [84, 121, 110]. Com o intuito de ressaltar a
importancia de malhas em diversas aplicagoes, dedicamos um capitulo
do livro (Capitulo 6) a uma aplicagdo das malhas geradas pelo algo-
ritmo de Ruppert. Em particular, uma aplicagao em um problema
de andlise elastostatica 2D usando o Método dos Elementos Finitos

Como o livro foi escrito para alunos de graduagdo e sem neces-
sariamente possuir uma formagao especifica (por exemplo, alunos de
Matemadtica ou de Ciéncia da Computacdo), hd uma forte énfase na
fundamentagao tedrica que alicerga os principais aspectos do algo-
ritmo de Ruppert. E preciso entender que este algoritmo é acom-
panhado de garantias tedricas, ou seja, propriedades, que podem ser
demonstradas por uma prova matemaética. Foi realizado um enorme
esforgo para explicar todos os elementos basicos de Matemética ne-
cessarios para entender os detalhes de todas as demonstragoes do
livro.

De maneira geral, acreditamos que os tnicos pré-requisitos ne-
cessarios para ler e entender, por completo, o contetido do livro se-
jam conhecimentos de dlgebra linear, calculo diferencial e integral (em
uma e varias varidveis), probabilidade, matemdtica discreta (métodos
de prova, combinatéria e grafos), algoritmos e estruturas de dados
bésicas.



“mgbook” — 2015/10/20 — 8:01 — page 6 — #20

1.4 Organizagao

Este livro contém seis capitulos e um apéndice, como descrito a
seguir:

e O Capitulo 2 introduz conceitos elementares da geometria afim,
tais como espaco afim, combinagoes afins, independéncia afim
e mapas afins. O objetivo é introduzir o leitor ao ambiente
(espago) no qual os objetos estudados no livro (as malhas) re-
sidem.

e O Capitulo 3 apresenta o importante conceito de fecho convexo
de um conjunto de pontos em E? e um algoritmo para calcular o
fecho convexo de um subconjunto, P, nao vazio e finito de pon-
tos de E2. Uma simples modificacio deste algoritmo, descrita
no capitulo seguinte, permite-nos gerar uma triangulacao inicial
de P, a qual pode ser utilizada por outro algoritmo descrito no
mesmo capitulo para produzir a triangulagao de Delaunay de
P.

e O Capitulo 4 é dedicado & triangulacao de Delaunay. Ele aborda
tanto os aspectos tedricos quanto os aspectos algoritmicos. Uma
énfase maior é dada ao algoritmo incremental de construcao da
triangulagao de Delaunay de um subconjunto, P, de pontos de
E2, j4 que o algoritmo de Ruppert é uma espécie de extensio
dele.

e O Capitulo 5 descreve o algoritmo de Ruppert para geracao
de malhas de tridngulos de regides poligonais em E2. Este al-
goritmo é o principal objeto de estudo do livro e faz uso do
algoritmo incremental, descrito no Capitulo 4, para construir a
triangulagao de Delaunay de um subconjunto, P, de pontos de
E2.

e O Capitulo 6 descreve uma aplicacdo, para as malhas gera-
das pelo algoritmo de Ruppert, a um problema de andlise elas-
tostética 2D usando o método dos elementos finitos (MEF). Pri-
meiro, o capitulo introduz os conceitos elementares de tensao,
deformacao e elasticidade necessarios a compreensao do mo-
delo matematico do problema. Em seguida, apresenta resumi-

6
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damente a formulacao do MEF, baseada em uma forma fraca
de residuos ponderados, bem como o esquema computacional
do método e a derivacao do elemento finito usado na aplicagao.
Por fim, o capitulo discute aspectos de implementagao e mostra
resultados de anélise obtidos com a aplicagao.

e O Apéndice A descreve os predicados geométricos utilizados
pelo algoritmo incremental para gerar triangulacoes de Delau-
nay.
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Capitulo 2

Geometria afim

2.1 Consideracgoes iniciais

Este capitulo é uma breve introducao aos elementos bésicos da
Geometria Afim e tem como principal objetivo definir, formalmente,
o “ambiente” no qual residem os objetos estudados no restante do
livro. A Secao 2.2 motiva o estudo de espagos afins através de uma
discussao informal sobre a diferengdo entre pontos e vetores. A Se-
c¢ao 2.3 apresenta a definicao de espaco afim, que nada mais é do
que um espago no qual os elementos sao pontos e vetores. Este é o
espaco adequado para definirmos os objetos estudados neste texto.
As Segoes 2.4-2.7 apresentam, cada uma, a definicao de um elemento
da Geometria Afim anslogo a um elemento da Algebra Linear. A
Secgdo 2.8 apresenta a definigdo de espago (afim) euclidiano real, que
é o espacgo afim utilizado no restante deste livro. A Secdo 2.9 ofe-
rece varios exercicios sobre os topicos abordados neste capitulo. Os
exercicios exploram os aspectos tedricos e aplicados do contetido do
capitulo. Assim como no final dos capitulos seguintes, encerramos
o presente comentando as referéncias bibliogréficas utilizadas (a Se-
¢ao 2.10).
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2.2 Pontos versus vetores

Apesar da familiaridade que temos com os espagos vetoriais eu-
clidianos sobre R, eles nao formam o “ambiente” matematico apro-
priado para estudarmos malhas de triangulos. De fato, tais malhas
sao compostas por vértices, segmentos de reta e triangulos. Esses
objetos sao, por sua vez, compostos por pontos e pontos nao sao ve-
tores. Vetores sao representados geometricamente por segmentos de
reta orientados, os quais possuem dire¢ao e comprimento, mas nao
possuem posicao fixa; pontos possuem uma posicao fixa, mas nao
possuem dire¢ao nem comprimento. Pontos podem ser movidos via
translacao, mas translacoes nao afetam vetores — jd que translacoes
preservam a dire¢ao e o comprimento deles. Vetores podem ser so-
mados e multiplicados por um escalar, mas como podemos somar dois
pontos?

Para responder a pergunta acima, vamos restringir nossa atengao
a pontos do plano II da geometria euclidiana plana. Como de cos-
tume, fixamos um sistema de eixos ortogonais, Ozy, em II e definimos
uma correspondéncia biunivoca entre os pares ordenados de R? e os
pontos do plano. Sejam a e b dois pontos quaisquer de II tais que a,
b e O sdo distintos dois a dois. E possivel definir a soma a + b dos
pontos a e b como sendo o ponto ¢ da extremidade do vetor

Oc = Oa+ Ob,

como mostra a Figura 2.1. O que acabamos de fazer foi simplesmente
definir a soma de pontos como sendo a soma de vetores. Esta forma
de definir soma de pontos implica em definir as coordenadas do ponto
¢ como sendo a soma das respectivas coordenadas dos pontos a e b.
Obviamente, todas as coordenadas sao definidas com relagao a Ozy.

O problema com a definigao de soma de pontos dada acima é que
o ponto resultante é dependente do sistema de eixos ortogonais fi-
xado. De fato, se mudarmos a origem, digamos O = a, obteremos
¢ =a+b=be se tomarmos O como sendo o ponto médio do seg-
mento ab, obteremos ¢ = a + b = O. Essas observacdes indicam que
a soma de pontos, como definida acima, contrasta com a soma de
vetores, na qual o resultado é um vetor que ndo depende do sistema
de eixos ortogonais firado. De fato, vetores, ao contrario de pontos,

10
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nao possuem posicao fixa e sdo determinados apenas por magnitude

e direcao.

0] Ay bJ_ Cy T

Figura 2.1: Tentativa de definicio de soma de dois pontos em R2.

H4, entretanto, uma forma de definirmos a soma de dois pontos
que nao depende do sistema de eixos ortogonais escolhido. As coorde-
nadas de um ponto sdo reveladas apenas apéds tal sistema ser fixado.
Para definir a nova operagao de soma entre dois pontos, definimos
primeiro uma operagao de soma entre um ponto e um vetor. Sejam p
um ponto e v um vetor em II. Define-se a operagao de soma entre p
e v, denotada por p + v, como sendo o (tnico) ponto ¢ de II tal que
ﬁ = v (ver Figura 2.2). Da mesma forma que o ponto ¢ é tnico, hd
um unico vetor v em II tal que ¢ = p+ v, para quaisquer dois pontos
p e g em II. Neste contexto, o vetor v é visto como uma translagao
que move o ponto p para a posicdo do ponto q. A operagao de soma
entre ponto e vetor goza das duas seguintes propriedades:

p+0=p

P+v)+u=p+(v+u),

em que 0 é o vetor nulo e v e u sdo vetores quaisquer (ver Figura 2.2).

Dados dois pontos, p e ¢ em II, e dois nimeros reais, A e pu, tais
que A+ pu = 1, vamos definir a soma ponderada, A -p+ - ¢q, de p
e ¢ que é conhecida por combinagdo afim (ou baricéntrica) de p e q
com pesos A e p. A combinacao afim A - p 4 p - ¢ tem um significado

11
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bastante intuitivo, evidenciado pela manipulacao algébrica dada a
seguir:

Aptp-gq=Q1—p)-ptp-g=p+u-(¢g—p).

(a) (®)

Figura 2.2: Pontos g=p+ver=(p+v)+u=p+ (v+u).

Obviamente, nao sabemos o que é multiplicar um escalar por um
ponto e muito menos o que significa subtrair um ponto de outro. Mas,
se interpretarmos (¢—p) como sendo o vetor, v, associado ao segmento
de reta orientado ]ﬁ, entdo A - p+ p - g tem o mesmo significado de
P+ - v, que é um ponto bem definido pela operagao de soma entre
ponto e vetor. Para tornar mais explicito o significado de A-p+ - q,
denotamos v por ]ﬁ e escrevemos p + (- ]ﬁ em vez de

ptu-v.

Com o significado que atribuimos a A-p+p-q, com A+ pu=1,0
ponto médio, m, do segmento de reta pg pode ser definido pela soma
1 1
o que faz sentido, pois o comprimento do vetor ﬁ é aquele do seg-
mento de reta pg. Logo, a metade deste comprimento é igual ao
comprimento do vetor

L

Consequentemente, a “translacao” de p pelo vetor % ;@ é o ponto
médio do segmento pg. De forma andloga, podemos dizer que o ponto

1
g=p+5 Pl

1
p+§-zﬁ

12
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divide o segmento pg na razao (1/2) : (1/2). Pela mesma ldgica, o
ponto
1 n 2
3 P73

divide pg na razao (1/3) : (2/3). Isto significa que a distancia do
ponto acima ao ponto p é duas vezes maior que a distancia dele ao
ponto q.

B importante ressaltar que a expressao \ - p + p - g s6 faz sentido
porque A + p = 1. Alids, usando a mesma restri¢do sobre os pesos,
podemos definir a soma de n 4+ 1 pontos quaisquer em II, com n € N.
Sejam pog,...,p, n + 1 pontos quaisquer em II, e sejam «g, ..., a,
nimeros reais tais que > i, o; = 1. Entao, a combinacao afim

n
E Qg - Pi
i=0

2
a=p+3 0l

é o ponto
n
po + <Z @ 'popz) :
i=1
O termo
n
> i pop;
i=1
é uma combinacao linear dos vetores pgpi, . . ., poprn- Por exemplo, se

Do, P1 € P2 sao trés pontos nao colineares em II, entao temos que

1 n 1 . 1
3 Po 3 p1 3 P2
é o baricentro do triangulo definido por pg, p1 e p2. De fato, os trés

pontos

_1 +1
m01_2 Po 2 P1,
1 +1
m12—2 b1 9 b2,
1 +1
77“002—2 Po 9 D2

13
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s@o os pontos médios dos segmentos Dop1, P1p2 € Dopz (ver Figura 2.3)
e 0s segmentos pgMmiz, P1Mo2 € P2mis sao as medianas do tridngulo.
Sabemos que o baricentro é o ponto de interse¢ao das medianas. Mas,

1 +2 1 +2 (1 +1 ) 1 +1 +1
Z. M = = - i G —. - . —. Z s,
3 DPo 3 12 3 Po 3\ b1 9 b2 3 Do 3 b1 3 b2
Analogamente,

! + L +2 = +1 +

3 P1 3 m02—3 D2 3 m01_3 Po 3 P1 3 b2

P2

Figura 2.3: Construcao do baricentro do tridngulo A(pop1p2).

Logo, a combinacao afim % -po+ % -p1+ % -p2 ¢ mesmo o baricentro
do triangulo com vértices em pg, p; e pe. De forma geral, se os
coeficientes A, i e v sao nao negativos e a soma deles é igual a 1,
entao

Acpo+p-pr+v-p: (2.1)

é um ponto do tridngulo com vértices em pgy, p1 € pe. A reciproca
também é verdadeira: qualquer ponto do triangulo com vértices em
Do, p1 € p2 é dado pela Equagao (2.1) com A, p,v > 0e A+ p+v = 1.
Além disso, os escalares A, y e v sao uUnicos para cada ponto do
triangulo. Por outro lado, se permitirmos que um ou mais de A, u

e v sejam negativos, a Equacdo (2.1) pode gerar todos os pontos do
plano.

14
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2.3 Espaco afim

Agora, estamos devidamente preparados para definir o “ambi-
ente” adequado para lidar com pontos e vetores. A este ambiente,
daremos o nome de espaco afim euclidiano real bidimensional. De ma-
neira informal, ele pode ser visto como dois espacos em um sé: um
espaco vetorial bidimensional sobre R e um espaco formado por pon-
tos associados a pares ordenados de R?. Para definir o espaco afim
euclidiano real bidimensional, necessitamos primeiro definir espaco
jafim.

Definicao 2.1. Um espaco afim € o conjunto vazio ou uma tripla,
<Ea VEa +> ’

onde E é um conjunto nao vazio de pontos, Vg € um espago vetorial
(de translagbes ou vetores livres) e + : E'x Vg — E € uma fungdo,
denominada aqui de acao transitiva, que goza das propriedades a se-
quir:

(1) p+0=p, para todo p € E.
(2) (p+u)+w=p+ (u+w), para todop € E eu,w € Vg.
(8) Para quaisquer p,q € E, hd um idnico v em Vg tal que p+v = q.

A dimensdo de (E,Vg,+), denotada simplesmente por dim(E), €
igual a dimensao do espago vetorial Vg. O espaco vetorial, Vg, € cha-
mado de espago vetorial associado a F/. Por simplicidade de notacao,
denotamos (E, Vg, +), ocasionalmente, por (E,Vg) ou simplesmente
por E.

Observagao 2.1. Assumimos que dim(E) € finita para todo espago
E.

A Definicao 2.1 néo trata o conjunto E de forma particular. Mas,
neste texto, restringimos nossa atengao ao caso em que tanto E
quanto Vg sdo o conjunto R? de d-uplas de ntmeros reais. A fim
de distinguir o duplo papel das d-uplas de R (isto ¢, ponto e vetor),
usamos a notagao de vetor linha para pontos e a notagao de vetor
coluna para vetores. Desta forma, a acdo + do espaco vetorial R¢

15
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sobre o conjunto R (visto como um conjunto de pontos) é definida
como
Uy
(a1,...,aq) + | ¢ | = (a1 +uy,...,aq +uq).

Ug

O espaco afim (R?, R?, 4) é denotado por A? e chamado espaco afim
real de dimensdo d. De forma geral, para qualquer corpo K, o espago
afim (K¢, K% +), com + : K¢ x K¢ — K9, é denotado por A%, com
AL — AT

Exemplo 2.1. Seja L o subconjunto de A? consistindo de todos os
pontos (x,y) satisfazendo a equagcio x +y — 1 = 0. O conjunto L
€ a reta com coeficiente angular igual a —1 e que passa pelos pontos
(1,0) e (0,1) (ver Figura 2.4). A reta L pode ser transformada em
um espago afim, (L, R, +) se definirmos a agdo + : L X R — L tal
que, para qualquer ponto (x,1—x) de L e qualquer vetor v € R, temos
que
(z,1—2)+v=(r+v,l—xz—vV).

Para mostrar que L € um espaco afim, devemos de provar que + goza
das propriedades (1)-(3) da Defini¢ao 2.1. Esta tarefa é deizada como
ezercicio.

Seja F um espaco afim. Dados a, b e ¢c em E, sabemos que
c:a+ﬁ:, b:aJr% e c:b+b—c>.
Usando a propriedade (2) da Defini¢do 2.1, obtemos
c:b+%:(a+£)+b_c>:a+(£+%).
Por sua vez, a propriedade (3) da Definigao 2.1 nos diz que
at = ab + be. (2.2)
A igualdade na Equagdo (2.2) é conhecida como identidade de

Chasles. Esta igualdade nos permite provar o resultado estabelecido
pelo Lema 2.1:

16
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N

Figura 2.4: A linha 2 +y — 1 =0 em A? é um espaco afim.

Lema 2.1. Dado um espago afim E, sejam (p;)'_, uma lista de
pontos de E e (a;)?_; uma lista de escalares. Se Y i o =1, entdo
temos que

n n
%
a—l—Zai-m:b-I-ZOéi'bpi’
i=1 i=1

em que a e b sao dois pontos quaisquer de E.

Demonstracdo. Da identidade de Chasles, temos que

n n
a+Zaiom = a+Zaio(£+b—pZ)
i=1 i=1
n n _>
= a—i—Zai-%—&-Zai-bpi
i=1 i=1
n
= aJr%JrZazwl;w};
i=1

= b+iai'@
i=1

pois

Zaizl e bza—i—c%.
i=1

17
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O

A importancia do Lema 2.1 reside no fato dele nos garantir que o
ponto

n

—

a+ E Q; - ap;
i=1

é independente da escolha da “origem” a, o que faz com que pontos
sejam definidos da mesma maneira que vetores (ou seja, independen-
tes de coordenadas). Esta propriedade motiva a seguinte defini¢do:

Definigao 2.2. Seja E um espago afim. Entdo, para qualquer lista,
(pi)I_q, de pontos de E, para qualquer lista, («;)?_, de escalares em
R tal que Y ;1 a; =1 e para qualquer ponto a € E, o ponto definido
por

n
§ —

a—+ Qg - ap;j ,
i=1

que € independente da escolha de a, como estabelecido pelo Lema 2.1,
é chamado de baricentro (ou combinagao baricéntrica ou combinagao
afim) dos pontos p; associados aos pesos «;, e € denotado por

n
E [CTRN 2
i=1

Sejam pg, p1 e pe trés pontos quaisquer de A% e sejam ag, a; e
o trés numeros reais tais que ag + a1 + as = 1. De acordo com a
Definicao 2.2, o baricentro de pg, p1 € p2 com pesos aq, a1 € ag é tal

que
2 2

—

Zai'pi :a+zai'api7
i=0 i=0

em que a é qualquer ponto de A2. Tomando a = py, obtemos
2 2 2
Zai "Pi = Do +Zai " PoPi = Po +Zai " PoPi 5
i=0 i=0 i=1

pois
popo = 0.

18
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Analogamente, poderiamos ter a = p; ou a = ps. Pelo Lema 2.1,

2 2
Zai "Pi = Do +Zai “ PoPi ;
i=0 i=1

2
daipi=pi+ Y, ai-pip;
1=0 1€{0,2}

2 1
Zai'pi =p2+zai'p2pi-
i=0 i=0

Quando lidamos com baricentros, é conveniente utilizar a notagao
de ponto ponderado: um par (p,«), em que p € E é um ponto e «,
um escalar. Entao, dada a lista ((p;, o)), com > " o = 1,
dizemos que ;" ;- p; é o baricentro da lista ((p;, o)), de pontos
ponderados. De agora em diante, usaremos a definicao de combinagao
afim para introduzir, nos espagos afins, nogoes da Algebra Linear
analogas a subespaco vetorial, independéncia linear, base e forma
linear.

2.4 Subespaco afim

Defini¢ao 2.3. Dado um espaco afim, (E,Vg,+), um subconjunto
F de E ¢ dito um subespago afim (de (E, Vg, +)) se, para toda lista
de pontos ponderados ((P;, o;))i—, em F tal que Y i, a; =1, temos

que

n

Z a;-p; € F.

i=1
Exemplo 2.2. Considere o subconjunto U de R? definido por

U={(z,y) €R? | ax + by = c},

isto é, o conjunto de solucoes da equacao

axr +by = c,

19
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onde a,b,c € R, com a # 0 eb # 0. Dados n pontos quais-
quer, ((x;,y:))7y, de U e n escalares quaisquer, (a;)?_, tais que
STt o = 1, queremos mostrar que o baricentro de (((z4,yi), o))i—1,

n
Zai ' (xiayi) )
1=1

pertence a U. De fato, se (x;,y;) € U, entdo ax; + by; = c. Se
multiplicarmos os dois lados de cada equagdo ax; + by; = ¢ por a; e
adicionarmos as n equacgoes resultantes, obtemos a sequinte igualdade

i(aiafﬂi + aiby;) = En: a;c.
=1 i=1

Como

Zai:17

i=1

o que mostra que o baricentro de (((zi,v:), ;)i estd em U; isto €,

n n n
(Z Ty, Z%‘%) = Zai (xi,y) €U
i—1 i—1 i—1

Logo, o subconjunto U, que € uma reta, é um subespaco afim de A2.

obtemos

O subespago U do Exemplo 2.2 estd intimamente relacionado com
o subconjunto de R? definido por U = {(z,y) € R? | ax + by = 0},
que é o conjunto de solugoes da equagao ax + by = 0. O conjunto U
é, na verdade, um subespaco (vetorial) de R? e consiste de uma reta.
Esta reta pode ser identificada com a reta que passa pela origem de
A? e é paralela & reta U de equacdo ax + by = c¢. Além disso, temos
que

U = (20,90) + U = {(xo + u1,yo + uz) | (u1,u2) € U},

20
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em que (xo,yo) é um ponto qualquer de U. Este exemplo ilustra
uma situagio geral: todo subespago afim F' de (F, Vg, +) pode ser
caracterizado em termos de um subespaco de Vg. O subespacgo Vg de
Vg associado com o subespaco afim F' de E é denominado dire¢ao.
O Lema 2.2 dado a seguir estabelece e prova esta caracterizagao.
A dimensao do subespago F' é a dimensao de Vp. Um subespaco
de dimensao 1 é chamado de reta e um subespago de dimensao 2,
de plano. Finalmente, se F' tem codimensao 1, entdao F' ¢é dito um
hiperplano.

Lema 2.2. Seja (E,Vg,+) um espago afim. Entao,

1. Um subconjunto, V, nao vazio de E é um subespago afim se,
e somente se, para todo ponto a € V, o conjunto V, definido
como

Vo={at|zeV}

é um subespaco de Vi. Consequentemente, V. =a + V,. Além
disso,

V={3)|z,yeV}

€ um subespago de Vg e V, =V, para todo a € E. Logo, temos

V=a+V.

2. Para qualquer subespaco V de Vg, para qualquer a € E, o
conjunto V= a+V € um subespaco afim de E cuja dire¢ao €
V.

Demonstracdo. Considere a afirmagao 1. Suponha que V' é um su-
bespaco afim nao vazio de E. Seja A um ponto qualquer de V. Vamos
mostrar primeiramente que o subconjunto V, de Vg é um subespaco
de Vg. Como a € V, tem-se, por definicao de V,, que 0 = a6 € V,.
Dada qualquer lista ((p1,a1),...,(pn, o)) de n pontos ponderados
em V, afirmamos que o vetor Y ;' a; - ap; estd em V. De fato, o

ponto
n n
x:Zai~pi+ (1—2%) -a
i=1 i=1
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é o baricentro da lista ((p1, 1), ..., (Pn, @), (a, 1= a;)) de pon-
tos ponderados e, como V é um espaco afim, o ponto x estd em V.

Mas,
=a+at
e
n n
x:Zai'pi—i— (1—20@) a
i=1 i=1
n n
:a+Zai«m+ (12%) -ad
i=1 i=1
n
:a+zai~a—p§~
i=1
Logo,

n
@=> o7,
i=1
pois a# é tnico (ver Definicio 2.1(3)). Como at = Y1, a; - ap;
pertence a V,, podemos concluir que V, é um subespaco de Vg. Para
provar a reciproca, assuma que V, é um subespaco de Vg e considere a

lista ((p1,51),---,(Pn,Bn)) de pontos ponderados, com > i B; = 1,
em que p; € V paratodoi=1,...,n. Do Lema 2.1, temos

n n
1125i'17i:a+25i'm~
i=1 i=1

Mas,
x:a+cﬁ7

com a# € Vg. Pela unicidade de cﬁ, temos que at = S B ~m e,
€como m € V,, podemos concluir que at € V,. Consequentemente, o
ponto x estd em V e, portanto, V' é um subespaco afim nao vazio de
E. Por definicao, V, C V. Reciprocamente, sejam x e y dois pontos
quaisquer de V. Entao, 37/ = ﬂi—i—@ = —oﬁ—&-@. Como at, @ eV,
e V, é um subespaco, temos que H/ € V,. Logo, V C V, e, portanto,
V., =V, para qualquer escolha de a em V.
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Para provar a afirmacao 2, note que se V. =a+V, em que V é um
subespago de Vg, entao, para qualquer lista de pontos ponderados,
((a+vi,05))i—q, comv; € Ve > a; = 1, o baricentro « dado por

n n n
x:Zai~(a+V1—):a—i—Zai-a(a—i—vi;:a—i—Zarvi
i=1 i=1

i=1

estd em V', pois V é um subespago de Vg e, portanto, > i ;- v; €
V. O

2.5 Independéncia afim e referencial afim

Definicao 2.4. Dado um espago afim, (E,Vg,+), um conjunto de
pontos, {po,...,pn}, de E € dito ser afimente independente se o con-

Junto
consistindo de n vetores de Vg, for linearmente independente (LI)

para algum i € {0,...,n}. Caso contrdrio, ele é dito afimente depen-
dente.

A Figura 2.5 contém um subconjunto afimente independente de
trés pontos, pg, p1 € p2, de A% e um subconjunto afimente dependente
de trés pontos, qg, q1 € g2, de A%. Note que qg, q1 € g2 sdo colineares.

(a) (b)

Figura 2.5: (a) Um conjunto de pontos afimente independente e (b)
um conjunto de pontos afimente dependente, ambos com trés pontos.

O lema a seguir caracteriza conjuntos afimente independentes:
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Lema 2.3. Dado um espago afim, E, seja (p;)i—y wma lista de n+1
pontos em E. Seja x um ponto de E tal que x = ;" a; - p;, em que
Sito oy = 1. Entdo, a lista (o), tal que x =Y i a5 -p;, € tdnica
se, e somente se, os vetores em (mx‘:l formam um conjunto LI

Demonstrag¢ao. Sabemos que

n n
T = E @i-p; se, e somente se, pod = E ;- Popi
i=0 i=1

em que > i~ o; = 1. Mas, é bem sabido (da Algebra Linear) que a
lista (aq,...,an), tal que m =S -gﬁa é Unica se, e somente
se, os vetores em (pop;)i~; formam um conjunto LI. Portanto, se os
vetores em (pop;)™_, formam um conjunto LI, a lista (ay,...,a,) é
unica e, dado que ap = 1 — Y77 o, 0 nimero real ag também é
tnico. Reciprocamente, a unicidade de (a;)! tal que z = > "7 o -
p; implica a unicidade da lista de vetores (Eﬁ-)?:l tal que pot =
Sy - pop;. Logo, os vetores em (pop;)?_; formam um conjunto
LI O

O lema abaixo caracteriza conjuntos afimente dependentes:

Lema 2.4. Dado um espago afim, (E,Vg,+), seja (p;)iy uma lista
de n+ 1 pontos em E. Os pontos em (p;)i—, formam um conjunto
afimente dependente se, e somente se, howver uma lista (o), de

escalares, com o # 0 para algum j € {0,1,...,n} e Y i ga; =0,
tal que

n

>0 Tpi =0,

i=0

para todo x € F.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.3, a lista (p;)7, ¢ afimente dependente
se, e somente se, os vetores da lista (ZTPJ');‘;OJ# formam um conjunto
linearmente dependente (LD), para algum i € {0,1,...,n}. Mas,
para qualquer k € {0,1,...,n}, o conjunto formado pelos vetores em
(PkP;)}—0 j21 € LD se, e somente se, houver uma lista (c;)’_ ;. de
escalares em R, com «; # 0 para algum j € {0,1,...,n} — {k}, tal
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que
n
> a;-mp; =0.
J=0,j#k
Logo,
n n
Y BB = Y, a; (T —T0K)
§=0.j#k j=0,j#i
n n
= > a4 | ) o | T,
i=0,5#k 7=0,j#k
para qualquer ponto x em F. Fazendo ap = — (Z?:()ng aj), temos
n n
Z Qj - PrPj = Zai TDi,
J=0,j#k =0

com Y i ga; =0 e o # 0 para algum j € {0,1,...,n}. Logo, se o
conjunto formado pelos vetores em (M)ELO’ itk é LD, entao existe
Jj€10,1,...,n} —{k} tal que oj # 0 e 37 ;. a;-Prp; = 0, 0
que implica que > ", ; - Zp; = 0. Reciprocamente, suponha que
haja uma lista (a;)f,, com a; # 0 para algum j € {0,1,...,n} e
Sioa; =0, tal que Y ity - Tp; = 0, para todo x em E. Como
S = 0e a; #0, deve haver um k em {0,1,...,n} — {j}.
Dai, podemos substituir z por p; em Y ;" a; - Zp; de modo que
im0 @it TPi = 350, j4k @ PRy L0go, 3T o @ PkP; = 0. O

O Lema 2.3 sugere a nocao de referencial afim:

Defini¢ao 2.5. Dado um espago afim, (E,Vg,+), um referencial
afim com origem py € uma lista (p;)7—, de n+ 1 pontos em E tais

que os vetores popi,...,poDn formam uma base do espaco vetorial
Vg associado a E. O par (po, (Popi,--.,Dopn)) € também chamado

de referencial afim com origem pg. FEntao, todo ponto x € E ¢é dado
por

rT=po+ 1 -pop1+ -+ TpnPoPn,
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em que (x;)7_; € uma lista Unica de escalares que sao denomina-
dos coordenadas de x com relagdo ao referencial afim (pg, (popi, - - - ,
popn)). Além do mais, todo ponto x € E pode também ser dado por

T=0ao po+ -+ Qn-DPn,
em que (0;)7_ € uma lista unica de escalares satisfazendo > i o; =
1. Denominamos esses escalares de coordenadas baricéntricas de
x com relacdo ao referencial afim (pg,p1,...,pn). As coordenadas
(), e as coordenadas baricéntricas (o;)l_, de x estdo relaciona-
das pelas equagies g = 1= & e oy = x4, para todoi=1,...,n.

A Figura 2.6 ilustra quatro referenciais afins.

O primeiro referencial afim ilustrado pela Figura 2.6 consiste do
ponto py no espago afim ({po}, {0}, +); o segundo referencial afim
consiste de dois pontos distintos em A; o terceiro, de trés pontos nao
colineares em A?; e o quarto, de quatro pontos ndo coplanares em
A3,

Uma pergunta de interesse pratico é: dados um referencial afim,
digamos (pg, p1,p2), com origem py em A% e um ponto ¢ € A% qual-
quer, quais sao as coordenadas baricéntricas de ¢ com relagao a
(po,p1,p2)? Para determinar tais coordenadas baricéntricas, supo-
nha que as coordenadas cartesianas de pg, p1 € p2 e g sejam forneci-
das com relacdo a um sistema de eixos ortogonais em A? qualquer:

bo = ($0>y0)7 b1 = (xhyl)u b2 = (1’271/2) €q= (‘T7y) L0g07

o + T + Torop = X
Yoo + Yyr-o1 + Y2rap =y
oy + a;  + Qo = 1

em que (ag, a1, ag) sao as coordenadas baricéntricas de ¢ com relagao
ao referencial (pg,p1,p2). As trés equagoes acima formam um sistema
com trés equagoes afins em trés incégnitas, ayg, a1 € ag, o qual possui
uma tinica solugao, pois (po,p1,p2) é um referencial em A2.

2.6 Mapa afim
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) Po D1
pPo 0 e Ao R S
1
em (po, 0, +) em A

p2®
°
D p1
Po °
em A?

em A3

Figura 2.6: Referenciais afins em ({po}, {0}, +), A, A% e A3.

Definigao 2.6. Dados dois espacos afins, (E,Vg,+) e (E', Vg, +'),
uma funcdo f: E — E' é um mapa afim se, e somente se, para toda
lista ((ps,u))i—; de pontos ponderados em E tal que > ;i o; = 1,

temos
n n
f (Zai 'Pi) = Zoéi - fpi) -

i=1 i=1
Em outras palavras, a funcdo f preserva combinacdes baricéntricas.
Exemplo 2.3. Seja

f:AZ 5 A?
tal que
fo)=f((z,9) = (@+2y+3,y+1),

para todo ponto p € A%, em que (z,y) sdo as coordenadas de p com
relagdo a um referencial afim fixado, (O,1,]); isto é, p = O+x-i+y-j.
E facil mostrar que f ¢ um mapa afim. Para tal, devemos verificar
que, para toda lista

((pis i))izy
de pontos ponderados em A%, com Sy =1, temos que

f (Zai 'Pi) = i f(pi).
i=1 =1
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Mapas afins podem ser obtidos a partir de mapas lineares como
segue:

Lema 2.5. Sejam (E,Vg,+) e (E', Vg, +') dois espagos afins. Da-
dos um ponto a em E, um ponto b em E’ e qualquer mapa linear
h:Vg — Vg, o mapa f : E — E' definido abaixo para todo v € Vg
€ afim:

fla+v)=b+"h(v).

Demonstragdo. Seja (o;)iq, com > ;" = 1, uma lista qualquer de n
escalares e seja (v;)_; uma lista qualquer de n vetores em Vg. Como

n n n
Zai~(a+vi):a+2ai~a(a+vi;:a+2ai~vi
i=1 i=1

i=1
e

n

Z a; - (b4 h(vi)) =b+ iai bbb+ h(v;))=b+ iai “h(vi),

i=1 i=1 =1

temos

=b+'h <§:ai‘vi>
i=1
=b+ zn:ai - h(vy)
i=1
= iai (b4 h(vy))

:Zai'f(a+vi)
i=1
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Exemplo 2.4. O mapa afim f: A2 — A? do Ezemplo 2.3 € tal que

1o+ [f) =an+s 2[5

Usando a notagdo do Lema 2.5, temos a = O, b = (3,1) e h dada

por )
e =[8 1.

em que (x,y) sdo as coordenadas do vetor v € R? com relagdo a base
(i,J)-
Reciprocamente, todo mapa afim é determinado pela imagem de

qualquer ponto e um mapa linear. O mapa linear é tinico e independe
do ponto.

Lema 2.6. Sejam (E, Vg, +) e (E', Vg, +') dois espacos afins. Dado
um mapa afim [ : E — E’, existe um unico mapa linear £ : Vg — Vg
tal que, para todo a € E e para todo v € Vg, temos

fla+v) =fla)+ £(v).
Demonstracdo. Seja a um ponto qualquer de E. Defina o mapa f :

Ve — Vg tal que, para todo v € Vg, temos f(v) = f(a)f(aJrv;.
Vamos mostrar que f é linear. Primeiro, observe que a + « - v ¢ tal

que
a—i—a-V:a—i—a-a(a—i—v;
:a—i—a-a(a—l—v;—i—(l—a)-(ﬁ,

para todo escalar a no corpo sobre o qual Vg é definido. Dai, temos
que
at+a-v=a-(a+v)+(1—a)-a,

Como f é um mapa afim, as igualdades acima nos permitem concluir
que

flata-v)=f(a-(a+v)+(1—a)- a)
=a- fla+v)+ (1-a) fla)+ (1—a)- f(a)f(a

— f(a)+ o f@f(@tv).
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Logo,

fa)fla+a-v)=a- fa)f(a+v).
Dai,
fla-v)=a -f(v).

Agora, se u é um outro vetor qualquer de Vg, entao temos que
at+u+v=(at+u)+(a+v)—1-a,

pois

a+u+v=a+ala+u)+ala+v)—ad.

Como f é um mapa afim, as igualdades acima nos permitem concluir
que
flatu+v)=flatu)+ fla+v) - f(a),

o que implica que

Logo,
flu+v)="~f(u)+ f(v),

e, portanto, o mapa f é linear. Seja b é qualquer outro ponto em FE.

Como
b—i—V:a—l—@—l—V:a—i—a(a—&—v;—@—i—%,

temos
b+v=(a+v)—a+b,

e, como f é afim,
fo+v) = fla+v) =" fla) +' f(b),

o que implica que

FO)VFo+v) = fb) fla+v) =" f()f(a)+ f(b)f(D)
f@) f) + f(0)f(a+V)

f@fla+v).
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Logo, a definicdo de f nao depende da escolha do ponto a. Final-
mente, o fato que f é Gnico é ébvio, pois se f(a +v) = f(a) +' £(v),
entdo f(v) = f(a)f(a+v) é o tnico (ver condicdo 3 da Defini-
gao 2.1). O

O mapa linear f do Lema 2.6 é denominado mapa linear associado
com o mapa afim f. Um mapa afim, f : £ — E, do qual o mapa linear
associado, f : Vg — Vg, é a identidade é denominado translag¢ao.
Usando referenciais afins e o Lema 2.6 é possivel representar mapas
afins em termos de matrizes, como no Exemplo 2.4. Sejam (F, Vg, +)
um espago afim, f : £ — F um mapa afim e (pg,p1,-..,pn) um
referencial afim em F. Entao, para todo v € Vg, temos

f(po+x) = f(po) +£(v),

em que f : Vg — Vg é um mapa linear. Seja a = [; ;] a matriz n xn
do mapa linear f com relagao a base (popi, .- .,poprn). Com relagao a

esta base, assuma que pof(poﬁ, pof(po + v§ e v sao dados por

pof(poizm -popi + -+ B - Pophh
POf(POJFV;:Oll'p0p1+"'+04n'p0pna

V=vy-pop1+ -+ Vn DoPn -

Como f(po +v) = f(po) + £(v) implica que py + pof(po —|—v; =
(po +pof(po)) +£(v) e, portanto, que po f(po + v) = pof(po) + £(v),

ay B1 1%
an Bn Vn

e, portanto, o mapa f pode ser escrito na forma matricial y =
Ax + b, em que y, x e b sdo vetores colunas com as coordena-

das de po f(po + VS, ve pof(poj, respectivamente, com relacao a base
(ﬁo‘p?, e ,M) de Vg. O Problema 2.8 pede para vocé mostrar que
o0 mesmo resultado vale para o caso geral em que f é um mapa entre
dois espagos afins distintos, digamos (F, Vg, +) e (F,Vr,+'). Neste
caso, devemos escolher um referencial afim (pg,p1,...,pn) em E e
outro, (qo,q1,---,qm), em F. A matriz A é a matriz do mapa linear
f associado a f com relagao a duas bases: uma de Vg e outra de Vp.
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2.7 Forma (ou funcional) afim

No Exemplo 2.2, observamos que o conjunto U de solugoes de
uma equacao da forma ax + by = ¢ é um subespaco afim de A? de
dimenséo 1 — de fato, uma reta (desde que a e b ndo sejam ambos
iguais a zero). E f4cil mostrar que o conjunto P de solugoes de uma
equacgao da forma ax + by + cz = d é um subespaco afim de A3 de
dimensao 2 — de fato, um plano (desde que a, b e ¢ ndo sejam todos
iguais a zero). Em geral, o conjunto H de solugdes de uma equagao
da forma

QT+ gy = [ (2.3)

é um subespaco afim de A%, e se aq, . . ., ag néo sao todos iguais a zero,
este subespaco possui dimensao d—1 e é denominado hiperplano. Noés
podemos interpretar a Equagédo (2.3) em termos do mapa f : RY 5 R
tal que

flz1,...,xq) =aqx1 + - qeg — b, (2.4)

para todo (z1,...,24) € R E possivel mostrar que f é afim e que o
conjunto H de solugoes da Equacao (2.3) é o conjunto de nivel zero,
ou niicleo, de f, pois H = f~1(0) = {X € AY| f(x1,...,24) = 0}, em
que (x1,...,xq) sdo as coordenadas de X com relagdo a um referencial
afim.

As observagoes sobre H realizadas acima nos dizem que mapas
afins f : E — R de um espago afim E em R sao interessantes. Tais
mapas sao denominados formas afins. Em contraste com as formas
lineares, f : V' — R, para as quais o nucleo, Nuc(f), ndo pode ser
o conjunto vazio (pois, Nuc(f) sempre contém o vetor nulo, 0), é
possivel termos f~1(0) = ) para uma forma afim f. Dado um mapa
afim f : E — R, denotamos o nticleo de f, f=1(0), por Nuc(f). Pelo
que vimos, um hiperplano é um subespaco afim de codimensao 1. A
relagao entre hiperplanos e formas afins é descrita pelo lema dado a
seguir:

Lema 2.7. Seja (E,Vg,+) um espaco afim. Entdo, as seguintes
afirmacgdes sao vdlidas:

1. Seja f : E — R wuma forma afim qualquer tal que f nao é
uma fungdo constante. Entao, o nicleo, Nuc(f), de f é um
hiperplano.
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2. Para qualquer hiperplano H em E, existe uma forma afim, f :
E — R, tal que f nao € constante e H = Nuc(f). Além disso,
se g: E — R € qualquer outra forma afim tal que H = Nuc(g),
entdo existe um ndmero real o, com « # 0, tal que g é a fungao

af.

3. Dados qualquer hiperplano H em E e qualquer forma afim f :
E — R tal que H = Nuc(f), todo hiperplano H' paralelo a H
€ tal que H' = Nuc(g), em que g : E — R € uma forma afim
dada por g(a) = f(a) — «a, para todo ponto a em E e algum «
em R.

A prova que damos a seguir para o Lema 2.7 depende de alguns re-
sultados classicos sobre formas lineares estudados em Algebra Linear
(ver Capitulo 4 do livro [26], por exemplo). Em particular, se E é um
espaco vetorial sobre um corpo K, entao as seguintes trés afirmacoes
sao vélidas: (a) se f : E — K é uma forma linear ndo nula, entéo
o nicleo Nuc(f) de f é um hiperplano em E; (b) para qualquer hi-
perplano H em E, existe uma forma linear nao nula, f : E — K, tal
que H = Nuc(f); (c) dados qualquer hiperplano H em E e qualquer
forma linear ndo nula f : E — K tal que H = Nuc(f), para toda
forma linear g : E — K, temos que H = Nuc(g) se, e somente se,
g = aof, para algum o € K, com a # 0. Agora, vamos a prova do
Lema 2.7:

Demonstragao. (1) Pelo Lema 2.6, hd um tnico mapa linear, f :
Ve — R, tal que f(a+v) = f(a) + f(v), para qualquer escolha de
a em E. Logo, se f : E — R nao é uma funcdo constante, o mapa
linear, f, associado a f nao pode ser uma funcao constante. Como f é
uma forma linear, o niicleo, Nuc(f), de f é um hiperplano H em Vg.
Consequentemente, o conjunto imagem, Im(f), de f tem dimensao
1 e, portanto, f é sobrejetora. Como f(a + v) = f(a) + f(v), a
fungdo f também é sobrejetora. Entdo, existe um ponto z € E tal
que f(z) = 0. Tomando a = x no Lema 2.6, temos que f(x +v) =
f(z) + £(v) = £(v), para todo v € Vg. Logo, podemos concluir que
f(z +v) = 0 se, e somente se, f(v) = 0. Mas, como H = Nuc(f), o
conjunto de pontos f~1(0), que é igual a x + H, é um hiperplano H
em b.
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(2) Se H é um hiperplano (afim) de Vg, entdo o Lema 2.2 nos
diz que H = a + H, para algum a € F, em que H é um hiperplano
em Vg. Como mencionado anteriormente, H = Nuc(f), para alguma
forma linear, f : Vg — R, nao nula. Vamos definir f : £ — R como
fla+v) = f(v), para todo v € Vg. Observe que H = f~1(0) e
que f nao é uma fungdo constante, pois f nao é nula. Suponha que
g : E — R é outra forma afim tal que H = Nuc(g). O Lema 2.6
nos diz que g(a + v) = g(a) + g(v), para todo v € Vg, em que
g : Vg — R é uma forma linear tinica. Como a € H e H = g—*(0),
podemos concluir que g(a) = 0 e, portanto, g(a + v) = g(v). Como
H = Nuc(g) e H=a + H, o mapa linear g ndo pode ser constante
e H = Nuc(g). Note que Vg = HOF, em que F = {\-vo | A € R}
para algum vetor vy € Vg, com vy € H. Note também que f(vg) # 0
e g(vo) # 0. Entdo, considere a forma linear, h : F — R, definida
como

a+v) =afa+v) - (B2 fasv) =g - (5) 1),

para todo v € V. Observe que h(a+w) = 0, para todo w € H, pois
gla+w) = f(a+w)=0. Por sua vez, se w € F, entao temos que

hia+w) = g(w) - (g(VO)) f(w)

f(vo)
—g(\-vo) — (?8’2;) £\ - vo)
—x-g(v0) -3+ (52 #(vo)
=A-g(vo) — A-g(vo)

:0’

em que w = \ - vg, para algum A € R. Logo, h(a + v) = 0 para todo
v € Vg e, portanto, g(a +v) = a - f(a + v), para todo v € Vg, em
que
_ 8(vo)
f(vo) -
(3) Da afirmagao (2), sabemos que existe uma forma afim néo
constante, h : E — R, tal que H' = Nuc(h). Como H e H' sdo
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paralelos, o Lema 2.2 nos diz que H = a+H e H = b+ H, em
que a € H, b € H e H é um hiperplano em Vg. Pelo Lema 2.6,
temos que f(a+v) = f(v) e h(b+ v) = h(v), para todo v € Vg,
em que f: Vg =& Re h: Vg — R sao formas lineares tinicas. Como
fla+v) = h(b+ v) = 0 se, e somente se, o vetor v pertence ao
hiperplano H, temos que f(v) = h(v) = 0 se, e somente se, v € H.
Logo, Nuc(f) = Nuc(h) = H e, portanto, podemos concluir que
h = Af, para algum A € R, com A # 0. Da Definigao 2.1(3), sabemos
que ha um tnico vetor, w € Vg, tal que b+ w = a. Entao, para todo
v € Vg,

h(a +v)=h(b+w+v)
=h(w+v)
=A-f(w+v)
=A-f(w)+ A f(v)
=X-f(w)+ X fla+v).

Logo,
“ha+v)=f(w)+ fla+Vv)= fla+Vv)—a,

> =

com o = —f(w). Seja g : E — R a forma afim tal que g(z) = th(z),
para todo € E. Como g(x) = 0 se, e somente se, h(x) = 0, temos
que

Nuc(g)=H' e g(z)= f(z) —a.

2.8 Espaco afim euclidiano real

De agora em diante, restringiremos nossa atengao ao espago afim
euclidiano d-dimensional. Na maioria das vezes, consideraremos d =
2. O espago afim euclidiano real de dimensdo d nada mais é do que
o espaco A% dotado de um produto interno especifico: o produto
escalar.

Defini¢ao 2.7. Um espaco afim, (E, Vg, +), € dito um espago afim
euclidiano sempre que Vg é dotado de um produto interno. Um espago
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afim euclidiano de interesse é o A? = (R4 R +), quando o espaco
vetorial R® ¢ dotado do produto escalar. Denotamos este espaco por
E“.

Lembre-se de que um produto interno sobre um espago K-vetorial,
V, em que K =R ou K = C, é uma funcao, (,): VxV = K tal
que

(P1) (u+v,w)={(u,w)+ (v,w), para todo v,u,w € V.

(P2) (Au,v) = A(u,v), paratodo A e Keu,v e V.

(P3) (u,v) = (v,u), para todo u,v € V.
(P4) (u,v) > 0 sempre que u # 0.

Se o K-espaco vetorial V é K%, o produto interno canénico é dado
por

Uy U1 d
(u,v) = L) =V + -+ ugly = E w; U; .
i=1

Ud Uq

Se K = R, entao temos que o conjugado, v;, de v; é o préprio v;
e, portanto, podemos escrever o produto interno canénico sobre R¢
como

Uy U1 d
(u,v) = A =uvy + -+ UgUqg = g U;V;
i=1

Ug Vd

O produto interno canénico sobre R? de dois vetores, u e v, é
comumente denominado de produto escalar e é denotado como u - v.
O produto escalar nos permite realizar operagoes métricas no espago
vetorial euclidiano, R?, tais como calcular o comprimento de um vetor
e o angulo definido por dois vetores. Em particular, se u € R%, entdo
temos que

[uf] = Vu - u,

36



“mgbook” — 2015/10/20 — 8:01 — page 37 — #51

em que |lul| denota é o comprimento de u. Por sua vez, se u,v € R?
sao tais que u,v # 0, o angulo # definido por u e v é obtido pela

expressao
0 =cos! (&> .
[aflfIvll
2.9 Exercicios
2.1 Considere o triangulo A(abc) em A? em que a, b e ¢ s3o pontos

2.2

2.3

2.4

de A? com coordenadas cartesianas (3,1), (5,4) e (—2,3), res-
pectivamente, com relacao a um sistema de eixos ortogonais,
Ozy, em A%. Entdo, se as coordenadas de um ponto p, com
relacdo a Ozy, sdo (4, 3), quais sdo as coordenadas baricéntricas
deste mesmo ponto com relagao ao referencial afim (a,b,c) de
A??

Considere o tridangulo A(abc) em A2. As linhas que passam pe-
los pares de pontos (a,b), (b,c) e (¢,a) definem sete regides do
plano cujos os interiores sao disjuntos. Caracterize as coorde-
nadas baricéntricas, com relagao ao referencial afim (a, b, ¢), dos
pontos que estao no interior de cada um dessas regioes. Isto €,
qual coordenada € positiva ou negativa ou zero? E o que dizer
das coordenadas baricéntricas dos pontos sobre as trés linhas?

Dados quaisquer trés pontos a, b e ¢ em A2 cujas coordenadas
com relac@o ao referencial afim padrdo, (O, eq,e2), sdo (a1, asz),
(b1,b2) e (c1,c2), prove que a, b e ¢ sdo colineares se, e somente
se,

ay b1 C1
ag b2 C2 =0.
1 1 1

Sejam (ag, a1, a2), (bo,b1,b2) e (co,c1,c2) as coordenadas ba-
ricéntricas dos pontos a, b e ¢ de A% com relacao ao referencial
afim padrao, isto é, o referencial formado pelos pelos pontos
de coordenadas cartesianas (0,0), (1,0) e (0,1) com relagao ao
referencial afim padrao, (O, e1,eq2). Entéo, prove que a, b e ¢
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sao colineares se, e somente se, o seguinte determinante é igual
a zero:

ap by co
al b1 C1
az by ¢

Mostre que a funcao definida no Exemplo 2.3 é um map_a) afim.
Para tal, utilize o fatog)le Siiiop =043 ;-Op;. Em
seguida, observe que Op; = x; -i+y; - j, paratodoi=1,...,n,
em que (x;,y;) s@o as coordenadas do ponto p; com relacdo
ao referencial aﬁm_>(07 i,j). Dai, calcule f (> i a5 -pi) =
f (O + > Opi) e conclua que o resultado obtido é igual

a
n

Zai'f(pi)'

i=1

No Problema 2.5, suponha que os vetores i e j possuam co-
ordenadas (1,0) e (0,1), respectivamente, com relagdo & base
candnica, (e, ez), de R? (isto é, suponha que i = e; e j = ea).
Considere o quadrado em A? definido pelos pontos de coorde-
nadas (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1) com relacdo ao referencial afim
(0O,1,j). Qual é o objeto geométrico obtido quando aplicamos
a funcao f em todos os pontos deste quadrado? Utilizando a
sua resposta para a pergunta anterior, caracterize a fungao f
em termos da(s) agao(des) por ela causada(s). Por exemplo, f
é uma rotagao? Translacao? Mudanga de magnitude? Cisalha-
mento?

O centroide de um tridngulo A (abc) em A? é o baricentro dos

pontos ponderados (a,%)7 (b, %) e (e, %) Se um mapa afim
leva os vértices de um tridngulo Ay = {(0,0), (6,0),(0,9)} nos
vértices do triangulo Ay = {(1,1),(5,4),(3,1)}, ele também
leva o centroide de A1 no centroide de A7 Justifique a sua
resposta. Vocé pode assumir que as coordenadas dos vértices
de A7 e Ay sao dadas com relacao ao referencial afim padrao,

(Oa €1, e2)~

Sejam (E,Vg,+) e (F,Vr,+') dois espagos afins quaisquer.
Seja f : E — F um mapa afim. Entao, mostre que f pode
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ser escrito na forma matricial y = Ax + b, em que y e b re-
presentam coordenadas de dois vetores em Vg, X representa
coordenadas de um vetor em Vg e A é a matriz de uma trans-
formacao linear com relagao a uma base de Vg e outra de V.

2.9 Determine a forma matricial do mapa afim f : A2 — A2 que
leva os pontos (0,0), (1,0) e (0,1) de A% nos pontos (3,2), (5,8)
e (7,3) de A2, respectivamente. Assuma que as coordenadas
dos pontos sao dadas com relagao ao referencial afim padrao,
(O, e1,e2). Paratal, proceda de acordo com os seguintes passos:

(a) Como os pontos p = (0,0), ¢ = (1,0) e » = (0,1) néo
sdo colineares, eles formam um referencial afim em A? e,
portanto, vocé pode definir uma base, (ﬁ,ﬁ), em R2. Os
pontos s = (3,2), t = (5,8) e u = (7,3) também nao
sdo colineares e, portanto, (s ,ﬁi)7 é uma base em R2.
Finalmente, determine a matriz, A, do mapa linear que
leva os vetores ]ﬁ e ]7 nos vetores s_t> e @, respectivamente.
Observe que esta matriz é dada com relagao a uma mesma
base, a base canonica (e1, es) de R?, em vez de ser definida

com relacao as duas bases, (ﬁ,ﬁ) e (3, @), de R2.

(b) Calcule as coordenadas (b1, bs) do vetor 0% com relacdo a

(O, e1,e2). As coordenadas (b1, bs) definem o vetor coluna
b.

(c) Escrevaomapa afim f : A2 — A2 naforma f(x) = Ax+b.

2.10 Seja f : A® — A? um mapa afim cuja forma matricial, com
relagdo ao referencial afim fixado, é f(x) = Ax + b. Entéo,
mostre que f € invertivel e que a forma matricial da inversa,
f~1:A%Z — A% de f, com relacdo ao mesmo referencial, é igual
a

Mx)=A"x-A""b.

2.11 No Problema 2.9, o passo (a) é trivial porque as coordenadas
de p, g e r sdo (0,0), (1,0) e (0,1), respectivamente. Suponha
agora que as coordenadas de p, g e r sdo (2,3), (1,6) e (3,—1),
respectivamente, e que as coordenadas de s, t e u sao (1, —2),
(2,1) e (—3,5), respectivamente. A sua tarefa ¢ determinar a
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forma matricial, Ax+b, do mapa afim, f : A2 — A2, que leva os
pontos p, ¢ € r nos pontos s, t e u, respectivamente. Observe que
tanto as coordenadas de x quanto aquelas de Ax+b sao dadas
com relag¢do a base canédnica, (e1,ez), de R Para determinar
f, calcule dois mapas afins, fi : A2 — A% e fo : A2 — A2, tais
que f; leva os pontos de coordenadas (0,0), (1,0) e (0,1) nos
pontos p, g e r, enquanto f, leva os pontos de coordenadas (0, 0),
(1,0) e (0,1) nos pontos s, t e u, respectivamente. Em seguida,
calcule as formas matriciais de f; e f2, Finalmente, defina f
como sendo fa o fi ! ¢ utilize o enunciado do Problema 2.10
para obter a forma matricial de f a partir das formas matriciais
dos mapas f1 e fs.

Sejam (p,q,7) e (p/,q',7’) duas listas de trés pontos nao coli-
neares em A2. Entdo, mostre que existe um mapa afim, f :
A% — A2?, que leva os pontos p, ¢ e r nos pontos p’, ¢’ e 7/,
respectivamente. Em seguida, mostre que o mapa f é tnico. O
que ocorre se a condi¢cao de nao colinearidade de p, q e r for
falsa?

Seja (O, 1i,j,k) um referencial afim em A? e seja (O',i,j') um
referencial afim em A3. Seja 7 : A3 — A2 a funcdo projecdo tal
que para todo ponto p € A3, com p = O + xi + yj + zk, temos
que 7(p) = w(O+zi+yj+zk) = O’ +zi' +yj = ¢; ou seja, g é
o ponto em A? cujas coordenadas (x,y) em relagio a (O’,i,j’)
sao iguais & primeira e a segunda coordenadas de p em relagao
a (O,1,j,k). Mostre que a funcdo 7 é uma fungao afim.

Seja F' um conjunto nio vazio de pontos em A% O fecho afim,
FA(F), de F é definido como o conjunto de todas as com-
binagdes afins de pontos de F; isto é, FA(F) é tal que p € FA(F)
se, e somente se,

n n
pzzai'pm Zaizl,
=1 =1

para alguma lista, ((p;, @;));—,, de n pontos ponderados de F,
comn € Z en > 1. Prove que FA(F) é um subespago afim de
A,
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2.15 Seja f : A2 — A2 um mapa afim. Entdo, mostre que f mapeia
retas em A2 em retas em A2. Em seguida, mostre que f mapeia
retas paralelas em A2 em retas paralelas em AZ2. Finalmente,
se a, b e ¢, d sao dois pares de pontos distintos em A2, entdo

| _ [F@)7®)
cdl ~ [F© )|

em que |zy| denota o comprimento do segmento de reta Zy.

)

2.16 Seja A(abc) um triangulo em A2. Seja z um ponto qualquer de
A? tal que x nao pertence a nenhuma das trés retas definidas
por quaisquer dois de a, b e c. Mostre que se a reta por a e x
intersecta a reta por b e ¢ no ponto p, a reta por b e x intersecta
a reta por a e ¢ no ponto q e a reta por c e x intersecta a reta
por a e b no ponto r, entao vale a seguinte igualdade:

2.10 Notas bibliograficas

A introdugao aos elementos da Geometria Afim apresentada neste
capitulo foi inteiramente baseada no Capitulo 2 do livro de Jean Gal-
lier [51].
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Capitulo 3

Convexidade

3.1 Consideracoes iniciais

O dominio da triangulagdo de Delaunay de um conjunto de pon-
tos em E? é um conjunto convexo que é igual ao fecho convexo do
conjunto de pontos. Neste capitulo, definimos conjuntos convexos
em E?, fecho convexo de um conjunto de pontos em E? e damos um
algoritmo para calcular o fecho convexo de um conjunto finito de
pontos em E2. Na Secdo 3.2, introduzimos a definicio de conjunto
convexo em E? e estudamos algumas propriedades. Na Secdo Se-
¢ao 3.3 introduzimos a defini¢ao de fecho convexo de um subconjunto
(finito ou infinito) de pontos de E¢ e estabelecemos alguns resultados
relevantes para os assuntos abordados nos capitulos seguintes. Na
Secao Secao 3.4, damos um algoritmo para calcular o fecho convexo
de um subconjunto nao vazio e finito de pontos de E2. Uma simples
modificacao deste algoritmo nos permite calcular uma triangulagao
do mesmo conjunto de pontos, como veremos no Capitulo 4. Na Se-
¢ao 3.4.2, introduzimos a anélise de complexidade de pior caso de
um algoritmo e a aplicamos ao algoritmo estudado na Secdo 3.4. A
Secao 3.5 discute, brevemente, o que entendemos por cota inferior de
um problema. Em seguida, uma cota inferior para o problema de se
calcular o fecho convexo de um subconjunto nao vazio e finito de pon-
tos de E2 ¢ derivada. A Secdo 3.6 propde exercicios sobre o contetido
do capitulo. Por ultimo, temos a Segao 3.7, que tece comentarios
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sobre as principais referéncias bibliograficas acerca do conteido do
capitulo.

3.2 Conjuntos convexos

Definicdo 3.1. Um subconjunto F de E¢ ¢é dito convexo se, e so-
mente se, para quaisquer dois pontos, a e b, de E", temos que c € F
para todo c= (1 —a)-a+a-b, ondea € R e0 < a<1. O conjunto

{ceE"|c=(1—-a)-at+a-b acR, 0<a<1},

que corresponde ao segmento de reta em E? definido por a e b, €
denotado por [a,b]. Logo, F é convezo se, e somente se, [a,b] C F,
para quaisquer dois pontos a e b (ndo necessariamente distintos) em
F. O conjunto vazio, F = (), é trivialmente convexo, o conjunto
unitdrio, F' = {a}, é convezo e o préprio F = E? ¢ claramente con-
vexo.

A Figura 3.1 mostra um conjunto nao convexo e outro convexo.

Figura 3.1: Um conjunto nao convexo (esquerda), um conjunto con-
vexo (meio) e o fecho convexo de um conjunto de pontos em E? (di-
reita).

Uma propriedade importante dos conjuntos convexos é a que esta-
belece que a combinagao convexa de qualquer subconjunto de pontos
de um conjunto convexo qualquer resulta em um ponto do préprio
conjunto. Uma combinacio afim de pontos em E¢ é dita convera
se, e somente se, todos os pesos envolvidos na combinagao sao nao
negativos.

Lema 3.1. Seja F C E? um conjunto convexo. Entdo, dadas qual-
quer lista (p;)7—, de n pontos de F e qualquer lista (o;)P_, de n
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escalares em R tal que Y i a; =1 e a; >0, para todo i =1,...,n,
temos que
n
Y ai-pi€F. (3.1)
i=1

Demonstracdo. Vamos proceder por indugao em n. O caso base é
n=1en = 2. Quando n = 1, a afirmacgao é trivialmente valida.
Quando n = 2, temos que [p1,p2] C F, pois F é convexo, por hipétese.
Suponha que nossa afirmacao seja verdadeira para n = k, em que k é
um inteiro arbitrdrio (mas, fixo), com k > 2. Entao, considere o caso
n =k + 1 (passo indutivo). Quando n = k + 1, a Equagdo (3.1) é tal

que
k+1

n
Z%"Pi :Zai'pi~
i=1 i=1

Mas,

k41 o k41
—1 04
San= (22 (za, pl)
i=1 Zz 1% i=1
k+1
Z (Zz 1 az)
= Qg - Py
Zz 1 ¢
k k k
= < <Z;€1 Z> Q 'ﬁi) + <221 l) Qg1 Ph+1
i D im1 D i1 G

k
(07
= <E Zz L Z>Oéz Pz>+04k+1'pk+1
=1

7, 1a2

ilng

(5m) (5 () ) o

Note que
k
Qa;
=3 (o) m
=\ im1
é uma combinagao convexa de pi,...,pg, Pois ai,...,ar > 0, por
hipdtese, e Zi-“:l <Z,f” = 1. Logo, pela hipétese de inducao,
i=1 i
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temos que p € F. Além disso, pelo caso base, podemos concluir que

k+1 k k )
S () () o) o

i=1 i=1 &
k
= Zai *P+ Q41 P41
=1

é um ponto de F', pois este ponto é a soma convexa de dois pontos
de F. O

Outra propriedade importante é a dada no lema a seguir:

Lema 3.2. A intersecdo de uma colecao (finita ou infinita) de sub-
conjuntos convexos de E? € ela propria um subconjunto convezo de

R4,

Demonstragao. Exercicio para o leitor (ver Problema 3.1). O

3.3 Fecho convexo

Seja A qualquer subconjunto de E¢. De acordo com o Lema 3.2,
a intersecao de todos os subconjuntos convexos de E¢ que contém A
é um conjunto convexo, digamos C, de E?. Observe que C deve ser o
“menor” conjunto convexo que contém A, pois se houvesse um outro
conjunto menor, digamos D, entao o conjunto C' — D nao seria vazio
e seus elementos nao estariam na intersegao de todos os subconjuntos
convexos que contém A, o que implica que C nao é o resultado desta
intersecao (uma contradigao!). Este menor subconjunto convexo con-
tendo A é denominado fecho convezxo de A e denotado por FC(A).
Quando A é convexo, o fecho convexo, FC(A), de A é o préprio A. O
seguinte lema nos fornece uma caracterizagao de fecho convexo (em
termos de combinagoes afins) de um subconjunto (finito ou infinito)
de E%:

Lema 3.3. Seja I um subconjunto finito ou infinito dos naturais, N.
Entdo, para qualquer lista (p;)icr de pontos de EY, o conjunto F tal
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que

F—{pEEd|p—Zai~pi, com Zaizleaiz(), VZ'GI}

el i€l

€ o fecho convexo dos pontos em (p;)icr; isto é, o conjunto de todas
as combinagdes convexas dos pontos em (p;)icr € o fecho convexo
deles.

Demonstragao. Se I é o conjunto vazio, entao (p;);cs; e F sdo ambos
iguais ao conjunto vazio, que é convexo e cujo fecho convexo é ele
préprio. De forma anéloga, se I é o conjunto unitdrio, entao (p;)icr
e F' sao iguais e, portanto, nossa afirmagao também é verdadeira.
Entao, vamos assumir que I possui pelo menos dois pontos. Por de-
finigao, o fecho convexo de (p;);c; contém todos os pontos em (p;)ic;-
Como o fecho convexo é um conjunto convexo, ele também deve con-
ter todos os pontos resultantes da combinagao convexa de dois pontos
de (p;)ier- Mas, com um argumento idéntico aquele usado na prova
do Lema 3.1, podemos mostrar que qualquer combinacao convexa dos
pontos em (p;);er pode ser obtida por combinagoes convexas sucessi-
vas de dois pontos de (p;)ier. Logo, o fecho convexo de (p;)ies deve
conter os pontos de F. Mas, como fecho convexo de (p;);er é 0 menor
conjunto que contém (p;);cr, ele tem de ser igual ao conjunto F. [

A Figura 3.1 ilustra a nocao de fecho convexo do Lema 3.3.

A prova por inducdo que demos para o Lema 3.3 nos permite
concluir que, mesmo quando I é infinito, qualquer ponto do fecho
convexo de (p;)ier pode ser obtido por uma combinagio convexa de
um nimero finito de pontos de (p;)icr. Mas, este ntimero finito pode
ser grande quando comparado & dimensdo d do espaco euclidiano, E¢,
no qual os pontos residem. Logo, é natural perguntar se existe um
subconjunto finito e pequeno de pontos em (p;);c; que gera todos os
pontos do fecho convexo de (p;);er. Uma resposta para esta pergunta
é importante se desejarmos, por exemplo, desenvolver um algoritmo
para calcular o fecho convexo de (p;);cr. Um teorema do matemético
alem&o Constantin Carathéodory (1873-1950) nos d4 uma resposta
afirmativa.
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Teorema 3.4 (Teorema de Carathéodory). Seja S um subconjunto
ndo vazio de pontos de EY. Entdo, o fecho convezo, FO(S), de S é
o conjunto de combinagoes convezras de subconjuntos de d+ 1 pontos
de S.

Demonstragio. Seja S = (p;)ier, um conjunto de pontos de E¢, em
que L C Ne L # . A prova por indu¢ao que demos para o Lema 3.3
nos permite concluir que, para qualquer ponto p € FC(S), existe
um conjunto finito I, com I C L, tal que p = > ;c; oy - ps, em que
(a)ier é uma lista de escalares nao negativos e Y ;c;; = 1. Nés
vamos mostrar que |[I| = d + 1. A prova é por absurdo. Assuma
que o teorema é falso. Entdo, hd um ponto b em FC(S) tal que b
pode ser expresso como uma combinacao convexa, b = >, a; - p;,
em que I C L é um conjunto finito de cardinalidade |I| = ¢, com
q > d + 2, mas nao pode ser expresso por uma combinagao convexa,
> jes iy - pj, de |J| pontos de FC(S), em que J C L e |J| < g. Por
hipétese,
b=ay-p1+...+ag-pg,

em que oy +---+ag =1ea; >0, com 1< i< q Tome qualquer
origem O em E?. Como hd ¢ > d + 1 pontos, p1,...,p,, estes pontos
formam um conjunto afimente dependente e, portanto, pelo Lema 2.4,
hé uma lista (p1,. .., ftq) de escalares, nem todos iguais a zero, tal

que
q

—
pp+--tpg=0 e Zﬂi'opizo-

i=1
Defina
T:{t€R|ai+t~ui20,ui#O,ISiSq}CR.
O conjunto T néo é vazio, pois ele contém 0 (fazendo t = —a; /).

Como Y7 u; =0e pj #0 para algum j € {1,..., ¢}, existem py, e
g tais que pp < 0 e pg > 0, o que implica que T = [§, 7], em que

8 = max {—%

jmax i < O} .

Hi ¢ T 1211'1& 123

(2

Note que 8 < 0 < =, pois «; > 0 para todo i = 1,...,q. Afirmamos
que hd um j, com 1 < j < g, tal que o; + Bu; = 0. Caso contrério,
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terfamos «; + B - p; > 0, para todo ¢ = 1,...,q. Mas, isto nos permi-
tiria escolher um nimero real positivo, €, suficientemente pequeno de
tal forma que «; +(8—€)u; > 0 paratodoi =1,...,q. De fato, como
a; + Bu; > 0 para todo i = 1,...,¢ (e ha algum p; > 0), poderfamos
escolher € > 0 tal que € < mini<;<q{(a; + Bus)/p | pi > 0}. Mas,
neste caso, f —e € T, com 5 — e < (3: uma contradi¢gdo! Logo, ha
um indice j tal que a; + Sp; = 0. Como Y7, p1; - Op; = 0, podemos
escrever

q q
bzzai'pi:O‘FZai'@
i=1

i=1

q q
:O+Zai-0_pz+6<2m-0—p:>
=1 =1

q
—
=0+ (ai+Bu) - Opi

=1
q
= (i +B) - pi.
=1

Como a; + Bu; =0,

b= > (ai+Buw) pi- (3.2)

i=1,i#j

Além disso, como Y7, p; = 0,37, a; =1 e a; + Bu; =0, temos

que
q

Z a; + Bu; =1.
i=1,i%j
Mas, a; + Bu; > 0 para todo i = 1,...,q. Logo, a combinacao afim
na Equagdo (3.2) é, na verdade, uma combinagdo convexa de ¢ — 1
pontos de E¢. Esta afirmacdo contradiz a hipétese que o ponto b
nao pode ser expresso como uma combinagao convexa de menos de ¢
pontos. O

O Teorema 3.4 nos diz, por exemplo, que cada ponto do fecho
convexo, FC(F), de um subconjunto, F, de 3 ou mais pontos de E?
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é dado pela combinacao convexa de 3 pontos de F', como ilustrado
na Figura 3.2. Observe que o teorema implica que FC(F) é uma
uniao de tridngulos cujos vértices sao pontos de F'. Esta observagao
nos permite desenvolver um algoritmo simples, mas extremamente
ineficiente, para calcular o fecho convexo de um subconjunto finito
de pontos em E2. Outras nocdes, tais como semiplanos e pontos
extremos, que discutiremos logo a seguir, levam-nos a algoritmos mais
eficientes.

Figura 3.2: Tlustracao do Teorema de Caratheddory.

Dado qualquer hiperplano (afim) H em E?, se f : E¢ — R é qual-
quer forma afim (ndo constante) definindo H (isto é, H = Nuc(f)),
podemos definir dois subconjuntos, Hy (f) e H_(f), de E? como se-
gue:

Hi(f)={peE'| f(p) >0} e H_(f)={peE’|f(p)<0}.

Estes conjuntos sdo chamados semiespacos (fechados) associados a
I

Note que o par H;(f) e H_(f) depende apenas do hiperplano
H. Por esta razdo, nés também dizemos que H,(f) e H_(f) sdo
os semiespacos (fechados) associados a H. Por sua vez, a fungdo f
escolhida para definir H determina qual dos dois semiespagos é H, (f)
(resp. H_(f)). Observe que Hy (f)UH_(f) =Ele Hy (f)NH_(f) =
H. Observe também que H, (f) e H_(f) sao convexos. O seguinte
teorema é uma versao simplificada do cldssico Main Theorem para
politopos, que caracteriza o fecho convexo de um subconjunto finito
de pontos em E? em termos da intersecio de semiespacos fechados
em EZ:
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Teorema 3.5. Seja S um subconjunto finito de pontos de E?. Entdo,
o fecho convexo, FC(S), de S € igual a intersecio de semiespagos
fechados de E? tal que cada semiespaco contém todos os pontos de S.

Demonstragdo. Consulte a obra de Giinter Ziegler ([138]) para uma
prova. O

A Figura 3.3 ilustra o Teorema 3.3 em E2.

Figura 3.3: Ilustracao do Main Theorem em E2.

O Main Theorem nos diz que FC(S) é um politopo convexo. Em
E2, um politopo convexo, quando limitado, é simplesmente um poli-
gono convexo. Lembre-se de que um subconjunto de E? é limitado se,
e somente se, existe um retangulo de dimensoes finitas que o contém.
Como S é um conjunto finito de pontos de E2, o politopo convexo,
FC(S), é sempre limitado e, portanto, um poligono convexo. Além
disso, os semiespagos do enunciado do teorema podem se restringir
aos semiespacos definidos por hiperplanos que contém pontos de S.
Na Figura 3.3, esses hiperplanos sao as retas que contém as arestas
do poligono correspondente ao fecho convexo do pontos mostrados
na figura. Essas observagoes foram cruciais para o surgimento de
algoritmos para calcular o fecho convexo de subconjuntos finitos de
R4,

Seja F' qualquer subconjunto convexo de E¢. Entdo, um ponto
p € F é dito extremo ou extremal se, e somente se, p ndo pode ser
escrito como uma combinagao convexa da forma A-a+ (1 —\)-b, com
A €Re0 < A< 1, para dois pontos quaisquer (e ndo necessariamente
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distintos), a e b, de F'. Em outras palavras, o ponto p € F' é extremo
se ele ndo esta contido no interior de qualquer segmento de reta [a, b]
em F ou, de forma equivalente, se o conjunto F' —{p} ainda é convexo.
A nocao de ponto extremo é fundamental para o desenvolvimento de
algoritmos para calcular o fecho convexo de subconjuntos finitos de
E™.

Teorema 3.6 (Krein e Milman, 1940). Seja S qualgquer subconjunto
convezo de E¢. Se S é um conjunto convexo, compacto e ndo vazio,
entdo S € igual ao fecho convero do conjunto dos pontos extremos de

S.

Demonstragdo. Consulte a obra de Jean Gallier [52] para uma prova.
O

Se F' é um subconjunto finito de E?, o Teorema 3.6 nos permite
concluir que o fecho convexo, FC(F), de F' é o conjunto de todas as
combinagoes convexas dos pontos extremos de FC(F'), que por sua vez
s@o pontos de F'. Logo, os pontos extremos de FC(F') formam uma
representacao finita de FC(F') (do ponto de vista computacional).
Isto sugere que o célculo de FC(F) se restrinja a encontrar os pontos
de F' que sdo pontos extremos de FC(S). Quando d = 2, j& sabemos
que FC(F) é um poligono convexo — mais precisamente, quando F
possut pelo menos 3 pontos nao colineares. Entao, os pontos extremos
de FC(F) sao os vértices do poligono que definem &ngulos (internos)
menores do que 7, pois estes sao os unicos pontos do poligono que
nao estao contidos no interior de nenhum segmento de reta definido
por dois pontos distintos do préprio poligono. Note que tais vértices
(e também pontos extremos) devem ser obrigatoriamente pontos de
F, pois esta é a tnica forma deles serem combinactes convexas de
pontos do poligono! A Figura 3.4 ilustra todas as observagoes feitas
acima.

3.4 Graham scan
De agora em diante, o foco da discussao muda para um contexto

computacional. Nesta se¢dao, em particular, descrevemos um algo-
ritmo para calcular o fecho convexo, FC(S), de um dado subconjunto
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finito, S, qualquer de pontos de E2. Antes de descrever o algoritmo,
precisamos definir mais precisamente o que entendemos por “calcu-
lar” FC(S). Como vimos anteriormente, o conjunto FC(S) pode ser
inteiramente caracterizado pelos seus vértices extremos. Logo, uma
representacao natural para a saida de qualquer algoritmo para cal-
cular FC(S) é uma lista ordenada dos vértices extremos de FC(S).
Se h4 pelo menos 3 vértices extremos em FC(S), entdo FC(S) é um
poligono convexo e uma possivel ordem é aquela que obtemos ao vi-
sitar os vértices do poligono em um percurso anti-hordrio por sua
fronteira.

Figura 3.4: O fecho convexo, FC(F'), de um subconjunto finito, F,
de pontos em E?. Os vértices extremos de FC(F) sdao pontos de F e
estao destacados como circunferéncias em cor preta e interior em cor
branca.

A fronteira do poligono convexo FC(S) é uma curva poligonal
fechada cujos vértices sdo os vértices extremos de FC(S) (ver Fi-
gura 3.4). Denominamos esta curva poligonal por fecho de S. A saida
de qualquer algoritmo para calcular FC(S) consiste, por convengao,
dos pontos extremos de F'C(S) na ordem em que eles ocorrem em um
percurso anti-horario pelo fecho de S. Assumimos que os pontos de
S7

(Pi)i=1
sao dados por suas coordenadas, p; = (z;,y;), com relagdo a um
referencial afim (O, 1,j) em E? tal que i e j sdo ortogonais; isto é, tal
que

i-j=0.

O algoritmo que descreveremos a seguir foi desenvolvido pelo ma-
teméatico estadunidense, Ronald Lewis Graham, e é conhecido como
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Graham scan. O primeiro passo deste algoritmo consiste em deter-
minar o ponto de S de menor coordenada y. Se ha mais de um
ponto em S com menor coordenada ¥y, o algoritmo toma, entre eles,
o de maior coordenada x. Suponha que este ponto é p, para algum
ke {1,...,n}. O préximo passo consiste em calcular o angulo, 6;,
definido pelo vetor prp; e o vetor i, para todo i € {1,...,n}—{k}. O
terceiro passo consiste em rearranjar os pontos em S —{py } em ordem
nao decrescente do valor do angulo 6;. Seja ¢,...,q,—1 a sequéncia
de pontos de S — {pi} resultante da ordenagao. Denote py por qo.

A Figura 3.5 ilustra o resultado dos 3 primeiros passos do Graham
scan. KEsses passos compoem a fase de pré-processamento do algo-
ritmo. A fase seguinte, denominada fase de construcdo do fecho,
determina o fecho de S e é simplificada pelo resultado da primeira
fase.

Figura 3.5: Resultado dos trés primeiros passos do Graham scan.

Denote por 3; o angulo definido por m e i, para todo i =
1,...,n — 1. Para simplificar a descrigao da fase de construgao do
fecho, vamos assumir que n > 3 e que os angulos ;s sao distintos
dois a dois. Como f; < fj, para todo j = 2,...,n — 1, os pontos
q2, - -+, qn_1 estao todos a esquerda — com relag¢do ao referencial afim
(0,1,j) — da reta que passa por qp e ¢1 e esta orientada de gy para
q1- Logo, a partir do Teorema 3.5, podemos concluir que a aresta
Goq1 pertence ao fecho de S e, portanto, a fase de construgao inicia a
composicao do fecho de S pelos pontos gy e g1 e pela aresta goqy.
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O préximo passo consiste em visitar cada ponto em qs, ..., ¢n—1,
nesta ordem, para que os préximos vértices do fecho de S sejam de-
terminados. Apenas os vértices do fecho sdo mantidos pelo algoritmo,
pois as arestas podem ser determinadas a partir deles. De forma ge-
ral, quando o ponto g; é visitado, o algoritmo ja conhece os vértices do
fecho do conjunto S;_; dos pontos {qo,q1,--.,¢—1}. Esta afirmagéo
é certamente verdadeira para ¢ = 2, pois S1 = {qo, ¢1}, e nés a prova-
remos para o caso geral mais adiante. Os vértices do fecho de S; sao
calculados na visita a ¢; e a partir dos vértices do fecho de S;_1. Se
a e b sao os dois ultimos pontos do fecho de S;_1, nesta ordem, entao
o fecho de S; = ;-1 U {¢;} é calculado a partir da tripla (a,b, g;).
Refira-se a Figura 3.6 durante a explicagao que se segue.

Se ¢; estd a esquerda, com relagdo ao referencial afim (O, 1,j), da
reta por ab orientada de a para b, entdo o algoritmo define o conjunto
de vértices do fecho de S; como sendo o conjunto de vértices do fecho
de S;_ acrescido de g;. Caso contrario, o algoritmo descarta o vértice
b, denota o vértice a por b e denota o vértice que antecede o atual
vértice a no fecho de S;_; por a. Depois, o algoritmo considera a
tripla (a, b, ¢;) novamente e repete o teste de orientagdo com relagéo
A reta por ab. Como mostraremos mais adiante, o algoritmo pode,
no pior caso, repetir o teste até que a se torne igual a qg. Se a = qq,
entdo o ponto ¢; estd & esquerda da reta por ab orientada de a para
b, pois b = ¢; e todos os pontos em {ga,...,q,—1} estdo.

O Algoritmo 3.1 fornece o pseudocédigo do Graham scan.

O algoritmo utiliza uma pilha, P, para armazenar o fecho de .5;.
O teste de orientagao para determinar se o ponto ¢; estd a esquerda
da reta por ab, orientada de a para b com relacido ao referencial afim
(0,1,j), é realizado pela fungdo LEFT(). Esta fungdo, assim como
os demais predicados geométricos utilizados neste livro, estd descrita
em detalhes no Apéndice A. A execugao de LEFT(a, b, ¢;) devolve o
valor légico verdadeiro se, e somente se, os pontos a, b e ¢;, nesta
ordem, definem uma “curva & esquerda” com relagdo & orientagao
definida pelo referencial afim (O, 1,j). O cdlculo realizado por LEFT,
no entanto, utiliza apenas as coordenadas dos pontos a, b e ¢;.

Lembre-se de que o pseudocddigo dado em Algoritmo 3.1 supoe
que nao ha trés pontos colineares em .S, pois esta condigao € suficiente
e necessaria para que os angulos definidos pelos vetores pip; e i sejam
distintos dois a dois, para todo i € {1,...,n} — {k}. Uma simples
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modificacdo da linha 3 do pseudocédigo faz com que esta restricao
seja ignorada. O Problema 3.15 pede uma descricao do algoritmo
modificado.

Figura 3.6: Ilustracao da execugao do Graham scan.

3.4.1 Corretude

O pseudocédigo em Algoritmo 3.1 estd correto, o que significa
que se S é um conjunto qualquer com pelo menos 3 pontos de E2
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tais que nao hé, entre eles, trés pontos colineares, o algoritmo sempre
termina e produz a saida esperada, ou seja, os vértices do fecho de
S em ordem anti-horaria. Para provar que a afirmacao acima esta
correta, provaremos primeiro uma propriedade invariante do lago do
algoritmo.

Algoritmo 3.1 GRAHAMSCAN(S = (p;)I4, (0,1,]))
1: encontre o ponto pg de S tal que yr < y;, para todo i €
{1,...,n} —{k}, e & < z; para todo j € {1,...,n} — {k} tal
que Y = Yk

2: calcule o angulo 0, definido por pip; e i, Vi € {1,...,n} — {k}
3: ordene os pontos em S — {p;} em ordem crescente do valor

do angulo #; associado com p;; denote sequéncia ordenada por
(Qi)?:_f

4: P+ 0 {P é uma pilha vazia}

5: empilhe pg, ¢1 e g2 em P, nesta ordem

6: 14 3

7: enquanto i < n faga

8 desempilhe o ponto no topo de P e o atribua a b

9:  desempilhe o ponto no topo de P e o atribua a a

10:  se LEFT(a,b,q;) entao

11: empilhe a, b e ¢; em P, nesta ordem
12: 1+ 1+1

13: senao

14: empilhe ¢ em P

15: fim se
16: fim enquanto
17: devolva P

Observe que o ponto pi escolhido na linha 1 de Algoritmo 3.1
é um ponto extremo do fecho convexo, FC(S), de S. Consequente-
mente, o ponto p tem de pertencer ao fecho de S. Como nao ha trés
pontos colineares em S, os angulos calculados na linha 2 sdo distin-
tos dois a dois. Utilizando qualquer algoritmo correto para ordenar
uma sequéncia de escalares, podemos garantir que a linha 3 produz
uma sequéncia, (qi)?:_f, de pontos de S ordenada de tal forma que
o angulo entre prq; e i é sempre maior do que aquele entre prg;—1 €
i, para todo j € {2,...,n — 1} — {k}. Apds a execucao da linha 5,
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a pilha P contém os pontos qg, q1 € g2, nesta ordem, da base para o
topo.
Considere a seguinte afirmagao:

(I) Sempre que a linha 7 do algoritmo € atingida, todos os pontos
de P sao pontos extremos de FC(S;_1), com i € {1,...,n}, na
ordem em que eles ocorrem em um percurso anti-hordrio e a
partir de qo pelo fecho de S;_1, em que S;_1 é o conjunto dado
por

Si—1={q0,q15---,qi-1} -

Esta afirmacao é dita uma invariante do lagco enquanto das linhas
7 a 16. A nossa prova é por inducdo no nimero h de vezes em que
a linha 7 é atingida. O caso base corresponde a primeira vez em
que a linha 7 é atingida (isto é, h = 1). Neste ponto, temos que
i = 3 e P contém apenas os pontos, ¢g, q1 € g2, que foram empilhados
em P na linha 5, nesta ordem. Como os pontos qg, g1 € g2 nao sao
colineares, eles definem um tridngulo. Este triangulo corresponde
ao fecho convexo, FC(Ss), de S3. Obviamente, os pontos extremos
de FC(Ss) sao os vértices, qo, q1 e g2, do tridngulo e, portanto, P
contém os pontos extremos de FC(S;_1) = FC(S2). Como ¢, q1 € ¢2
definem um percurso anti-horario a partir de gy pelo fecho de S5, e
com relagao ao referencial (O, 1, j), podemos concluir que a afirmagao
(I) é valida para h = 1.

Assuma que a afirmagéo (I) é verdadeira para h = m, em que
m é um inteiro positivo arbitrdrio (mas, fixo). Assuma também que
quando A = m, o valor de ¢ é menor do que n. Caso contrario, a
condigao do laco enquanto avaliaria para o valor 16gico falso quando
a linha 7 do algoritmo fosse atingida pela m-ésima vez e, consequen-
temente, o corpo do laco nao seria executado. Agora, considere o
caso em que h = m + 1; isto é, o caso em que a linha 7 do algoritmo
é atingida pela (m + 1)-ésima vez. Neste ponto, vamos “retroceder”
uma iteragao e analisar a execucao do corpo do lago logo apés a linha
7 do algoritmo ter sido atingida pela m-ésima vez. Observe que as
linhas 8, 9 e 10 sao executadas e, em seguida, temos uma situacao de
exclusdo mutua: (1) as linhas 11 e 12 s@o executadas ou (2) a linha
14 é. O caso (1) ocorre se a condigao do comando se da linha 10 tiver
sido avaliada para o valor 16gico verdadeiro. Caso contrario, temos o
caso (2).
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Pela hipétese de inducao, quando a linha 7 do algoritmo € atingida
pela m-ésima vez, todos os pontos em P sdo pontos extremos de
FC(S;_1), em que i« < n — 1. Além disso, como i > j para todo
g; € Si—1, o ponto ¢; estd a esquerda da reta ¢; que passa por gy e
g; e é orientada de gy para ¢;, para todo j € {1,...,7 —1}. Logo,
podemos concluir que o ponto ¢; tem de ser um ponto extremo de
FC(S;).

Se o caso (1) ocorre, entdo podemos concluir que o predicado
LEFT(a, b, q;) devolveu o valor 16gico verdadeiro e, portanto, o ponto
q; estd a esquerda da reta £ por a e b orientada de a para b com
relagdo a (0,1, j). Como o ponto b estava no topo da pilha, a hipétese
de indugao nos diz também que b ocorre depois do ponto a em um
percurso anti-horério a partir de g, com relagao a (O, 1, j), pelo fecho
de S;_1. Logo, nao hd nenhum ponto de P & esquerda da reta ¢’ por
qob orientada de gg para b. Como b = gj, para algum j < i, o ponto
g; também estd & esquerda da reta ¢/. Finalmente, pela escolha de
qo, 0 ponto g; estd & esquerda da reta ¢’ (orientada) que passa por
go € possui a mesma diregdo e sentido que i (ver Figura 3.7).

Figura 3.7: ¢; estd a esquerda das retas orientadas ¢, £’ e £”.

As observagoes do paragrafo anterior nos permitem concluir que
q; € os pontos em P sdo precisamente os pontos extremos do fecho
convexo do conjunto formado por eles. Além disso, como S; —S5;_1 =
{¢:}, os pontos em P e ¢; sdo pontos extremos de FC(S;). Finalmente,
alinha 11 empilha a, b e ¢; em P, nesta ordem, e a linha 12 incrementa
¢ em uma unidade. Logo, quando a linha 7 é atingida pela (m + 1)-
ésima vez, todos os pontos em P sdo pontos extremos de FC(S;_1)
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e, portanto, a afirmacdo (I) é verdadeira para h = m + 1 no caso
(1). Se o caso (2) ocorre, entdo podemos concluir que o predicado
LEFT(a, b, ¢;) devolveu o valor 16gico falso e, portanto, o ponto ¢; esté
a direita da reta £. Isto implica que o ponto b nao é ponto extremo
de S;, embora seja de S;_1, por hipdtese. A linha 14 empilha o ponto
a em P, mas nao o ponto b, de modo que quando a linha 7 é atingida
pela (m—+1)-ésima vez, todos os pontos em P estavam em P quando a
linha 7 foi atingida pela m-ésima vez e na mesma ordem. Finalmente,
como o valor da varidvel ¢ ndo é atualizado no caso (2), a afirmagao
(I) é verdadeira para h = m + 1 em (2) também.

Teorema 3.7. O algoritmo Graham scan estd correto.

Demonstracdo. A corretude do pseudocédigo em Algoritmo 3.1 pode
ser estabelecida a partir da veracidade da afirmagéo (I). Mas, para
isso, precisamos mostrar que o laco enquanto nas linhas 7 a 16 sem-
pre termina. De fato, podemos utilizar indugao no niimero h de vezes
em que a linha 7 é atingida para provar que os pontos qy e q1 sao o
primeiro e sequndo ponto de P da base para o topo, respectivamente,
sempre que a linha 7 € atingida. Isto implica que o valor légico de-
volvido pelo predicado LEFT(a, b, ¢;) ndo pode ser o valor l4gico falso
quando a = gy e b = ¢q;. Caso contrario, o ponto b = ¢; nao es-
taria em P quando a linha 7 fosse atingida logo em seguida. Por
sua vez, esta observacao garante que a linha 14 nao pode ser execu-
tada, consecutivamente, por um nimero infinito de vezes. Além disso,
quando LEFT(a, b, ¢;) devolve o valor légico verdadeiro, a varidvel i é
incrementada em uma unidade. Consequentemente, o valor de i sera
eventualmente igual a n e, portanto, o laco enquanto sempre ter-
mina. Quando a linha 7 for atingida pela ultima vez (e, portanto, com
i =n), a afirmagao (I) garante que todos os pontos em P sdo pontos
extremos de FC(S,_1). Para concluir esta demonstragio, precisa-
mos mostrar que P contém todos os pontos extremos de FC(S,_1).
Para tal, observe que qg, q1 € g2 sao colocados em P antes do laco
enquanto ser executado. Observe também que todo ponto g; de S,
com j > 3, é considerado pelo algoritmo na linha 10, pois ¢ assume
todos os valores em {3,...,n — 1}. Além disso, o valor de i é incre-
mentado de j para j + 1 se, e somente se, o predicado LEFT(a, b, ¢;)
retorna o valor légico verdadeiro. Isto implica que todo ponto g; é
eventualmente inserido em P. Afirmamos que se g é ponto extremo
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de FC(S,,—1), para todo k =1,...,n — 1, e gx é eventualmente reti-
rado de P, entao ele é colocado de volta logo em seguida. De fato,
se g fosse retirado de P sem ser colocado de volta, entao alguma
chamada a LEFT(a, b, ¢;) na linha 10, com b = ¢x e i > k, retornaria
o valor logico falso, de forma que apenas o ponto a seria colocado
de volta em P na linha 14. Mas, se LEFT(a, b, g;) retornasse o valor
l6gico falso, entao ¢ estaria a esquerda, com relagao ao referencial
(0,1,j), da reta por a e g orientada de a para ¢g;. Como i > k, temos
que a nao pode ser qy. Logo, temos que g pertence ao triangulo
A(goag;), pois a estd abaixo de b = g, em P e, portanto, a afirmagcao
(I) nos diz que a precede g em um percurso anti-hordrio pelo fecho
de S;_1. Consequentemente, o ponto ¢, nao seria um ponto extremo
de FC(S,—_1), o que contradiz nossa hipdtese. Logo, podemos con-
cluir que P contém todos os pontos extremos de FC(S,_1). Como
Sn—1 =, o algoritmo produz como saida todos os pontos extremos
de FC(S). O

3.4.2 Complexidade

Esta secao é dedicada a andlise de complexidade de pior caso
do algoritmo de Graham, como descrito no pseudocédigo em Algo-
ritmo 3.1. Este tipo de anélise tem por objetivo obter uma cota supe-
rior para o esfor¢co computacional do algoritmo em todas as possiveis
entradas de um mesmo tamanho. No caso especifico do algoritmo de
Graham, o tamanho a que nos referimos é o nimero n de pontos de
S.

Mais especificamente, a analise de pior caso determina uma cota
superior para o valor f(n), em que f : N — R é uma fungio que
associa ao tamanho n de uma entrada do algoritmo o maior ntimero
de operagoes primitivas que o algoritmo pode executar dentre todas
as possiveis entradas de tamanho n. Uma operacdo primitiva é qual-
quer operagao que tenha custo fixo, embora o custo possa variar de
operacao para operacido. As operagoes primitivas e seus respectivos
custos sao especificados pelo modelo de computa¢do usado para exe-
cutar o algoritmo. Logo, para analisarmos um algoritmo, precisamos
adotar um modelo de computagao. Ha varios modelos de computagao
disponiveis na literatura. A Mdquina de Turing talvez seja o mais
popular entre eles [66]. Porém, ndo héd consenso sobre qual modelo é
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o melhor.

Em se tratando de algoritmos para problemas geométricos, tais
como os algoritmos estudados neste livro, o modelo conhecido por
Real Random Access Machine (ou simplesmente Real RAM) [105] é
comum adotado. Neste modelo, as seguintes operagoes sao primiti-
vas e estao disponiveis a um custo unitario: operacoes aritméticas
(+, —, %, /), comparagées entre dois nimeros reais (<, <, =, #, >,
>), enderecamento indireto de memdria (enderegos inteiros apenas)
e funcgoes para extrair raizes, trigonométricas, erponencial e loga-
ritmo. O modelo Real RAM consiste de uma fita de entrada para
leitura apenas, uma fita de saida para escrita apenas, um programa
e uma memoria de acesso aleatorio. Nao hd limite de tamanho para
a memoéria. Todas as computagoes sao efetuadas em um processador.
Este modelo é muito préximo de um computador real usado para exe-
cutar programas em uma linguagem de alto-nivel, mas cada posigao
de memoria é capaz de armazenar um unico nimero real de forma
erata. Por isso, ao contrario dos computadores reais, as operagoes
executadas no Real RAM néo sao susceptiveis a erros de arredonda-
mento.

A cota superior para f(n) encontrada pela andlise de complexi-
dade de pior caso é, em geral, definida por uma notacao especial, O.
Se h: N — R ¢ outra funcéo de N em R, entéo escrevemos f € O(h)
(le-se f é “0” grande de h) se existirem constantes ng € N e ¢ € R,
com ¢ > 0, tais que f(n) < c¢-h(n), para todo n > ng. Caso contrério,
escrevemos f & O(h). Por exemplo, as funcoes f(n) =n?+3n+4e
g(n) = 2" +1gn sio tais que f € O(n?) e g € O(2"). Temos também
que f € O(n?) e f € O2"), mas g ¢ O(n?) e g ¢ O(n?). Dizemos
que um algoritmo 4 para resolver um dado problema possui comple-
zidade (assintdtica) de pior caso O(h) se, e somente se, f € O(h),
em que f e h sao fungoes de N em R e f é a funcao que associa ao
tamanho n da entrada de A o maior ntimero de operagoes primitivas
que A pode executar dentre todas as possiveis entradas de tamanho
n. E comum omitirmos o termo “pior caso” e escrevermos apenas
complexidade quando nos referimos a complexidade de pior caso de

A.
Teorema 3.8. A complexidade do Graham scan é O(nlgn).

Demonstracdo. A linha 1 encontra o ponto pi cuja segunda coorde-
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nada possui o menor valor entre todas as segundas coordenadas dos
pontos em S. Havendo empate, o ponto com menor valor na primeira
coordenada (entre todos os pontos de menor segunda coordenada) é
escolhido. O ponto p; pode ser encontrado com, no maximo, 2n — 2
comparagoes entre dois nimeros reais (ver Problema 3.11). Logo, a
execucao da linha 1 consome O(n) operagoes primitivas. A linha 2
requer um numero fixo de operagoes aritméticas para calcular o va-
lor de 0;, para cada i em {1,...,n} — {k}. Como hd n — 1 angulos
para serem calculados, a execugao da linha 2 também consome O(n)
operagoes primitivas. A linha 3 do pseudocédigo em Algoritmo 3.1
realiza a ordenagao de um conjunto de n pares ordenados. Esta ta-
refa pode ser realizada por determinados algoritmos de ordenagao
que requerem, no pior caso, O(nlgn) operagoes primitivas [28]. Um
exemplo é o algoritmo de ordenagao por intercalacao (conhecido em
inglés por mergesort). As linhas 4, 5 e 6 requerem, cada, um nimero
fixo de operagdes primitivas e, portanto, as trés juntas utilizam O(1)
operacoes primitivas. Finalmente, as linhas 7 a 16 consomem, cada
uma, um numero fixo de operagoes primitivas, mas a linha 7 é execu-
tada m + 1 vezes, enquanto cada uma das linhas 8 a 16 é executada
m vezes, em que m corresponde ao numero de iteragoes do lago en-
quanto. Afirmamos que m ndo pode ser maior do que 2n — 5. De
fato, cada iteracao do lacgo retira os pontos a e b da pilha e, em se-
guida, (1) coloca os pontos a, b e ¢; na pilha, nesta ordem, ou (2)
coloca apenas o ponto a de volta na pilha. No caso (1), a varidvel ¢
é incrementada apds a insergao de ¢; na pilha e, portanto, o ponto g;
nao é mais considerado nas iteragoes futuras do lagco enquanto. No
caso (2), o ponto b é um ponto g; tal que j < 4. Isto significa que b
jamais retornard & pilha em iteragoes futuras, pois a varidvel i nao
é jamais decrementada. Dai, podemos concluir que o numero m de
iteragoes do lago ndo pode exceder (n—3)+ (n—2) = 2n — 5, em que
n — 3 é o total de pontos considerados pelo algoritmo (isto é, os pon-
tos ¢;’s na chamada LEFT(a, b, ¢;) da linha 10) e (n — 2) é o total de
pontos que podem ser removidos permanentemente de P (lembre-se
da prova da afirmacao (I) que ¢o e ¢1 sempre estardo em P quando
a linha 7 é atingida). Dai, concluimos que o total de operagdes pri-
mitivas realizadas durante toda execugao do lago enquanto é O(n).
Finalmente, a linha 17 também requer O(n) operagoes primitivas,
pois P pode possuir até n pontos. Adicionando todas as cotas supe-
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riores que obtivemos acima para as linhas 1 a 17 do algoritmo, isto

€,

O(n)+0O(n)+O(nlgn) + O(1) + O(n) + O(n),

temos que a complexidade do algoritmo Graham scan é O(nlgn).
Isto porque se f € O(n) ou f € O(1), entdo f € O(nlgn). Além
disso, se f € Ethl O(nlgn), em que N é uma constante, entao temos
que

f€Onlgn).

3.5 Cota inferior

A complexidade de pior caso de um algoritmo A para um dado
problema P nos d4 uma ideia do esfor¢o computacional do algoritmo
nas entradas que demandam esfor¢co maximo. Uma vez que a comple-
xidade de pior caso de A tenha sido determinada, é natural nos per-
guntarmos se hé algum algoritmo para P que possua complexidade de
pior caso assintoticamente menor do que a de A. Uma resposta para
esta pergunta nao depende do algoritmo .4, mas sim do problema P,
pois o que queremos é saber se o problema pode ser resolvido, no pior
caso, com menos esforgo computacional do que aquele realizado por
A.

Em outras palavras, o que queremos é determinar a complexi-
dade do problema P, que nada mais é do que o esforgo computacio-
nal que todo e qualquer algoritmo (existente ou nao) para P tenha
necessariamente de dispender para resolver P quando uma entrada
representativa do pior caso do algoritmo é fornecida. Obviamente,
a complexidade de P nao pode ser assintoticamente maior do que
a complexidade de pior caso de um algoritmo que o resolva. No
entanto, quando essas complexidades coincidem (assintoticamente),
podemos concluir que o algoritmo nao pode ser melhorado, pois ele
realiza exatamente o esfor¢co minimo necessario para resolver P em
entradas representativas do pior caso do algoritmo. Por outro lado,
se a complexidade do algoritmo € assintoticamente maior do que a de
P, entao podemos concluir que o algoritmo nao é o melhor possivel
para P.
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Quando calculamos a complexidade de um problema P, deter-
minamos em geral uma cota inferior. Mais especificamente, seja
g : N — R a fungdo que associa ao tamanho n de uma entrada
de P o nimero minimo de operagoes primitivas que todo e qualquer
algoritmo para P deve executar em uma entrada de pior caso (do
algoritmo) com tamanho n. Entdo, escrevemos g € Q(h) (1é-se g é
omega de h), em que h é uma fungdo de N em R, se existirem cons-
tantes ng € N e ¢ € R, com ¢ > 0, tais que ¢- h(n) < g(n), para
todo n > ng. Caso contrério, escrevemos g ¢ (h). Por exemplo, se
g:N = R étal que g(n) = n?—2n, entdo g € Q(n) e g € Q(n?), mas
g & Un?).

Sejam g : N — R e f : N — R as fungoes que representam a
complexidade de um problema P e a complexidade de um algoritmo
A que resolve P. Entao, A é dito um algoritmo dtimo para P se, e
somente se, temos que g € Q(h) e f € O(h), em que h : N - R é
alguma funcao. O Teorema 3.8 estabeleceu que a complexidade do
algoritmo Graham scan é O(nlgn). Um pouco mais adiante, prova-
remos que a complexidade do problema de calcular o fecho convexo
de um conjunto S de n pontos em E? é Q(nlgn). Isto nos permi-
tird concluir que o Graham scan é 6timo para o problema do fecho
convexo.

Para provar que o Graham scan é étimo, precisamos determinar
que a complexidade do problema do fecho convexo é Q(nlgn). Para
tal, utilizaremos uma técnica conhecida como reducdo, que se baseia
em relacionar a complexidade de um problema, Ps, com a complexi-
dade de um problema, P71, que de alguma maneira ja foi determinada.
A relagao é do tipo a complezidade de Po ndo pode ser menor do que
a de P;. Uma reducdo de Py para Po consiste dos trés passos dados
a seguir:

1. A entrada de P; é convertida em uma entrada de Ps.
2. O problema P é resolvido.
3. A saida de Py é transformada em uma solugéo correta para P;.

Se os passos 1 e 3, juntos, podem ser executados com O(h(n))
operagoes primitivas, em que n é o tamanho da entrada de Py, entao
dizemos que Py € O(h(n))-redutivel para P, e denotamos este fato
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por
P1 xo(h(n)) P -

Em geral, a relagdo de reducao nao é simétrica. Quando ela é, di-
zemos que os problemas P; e Py sao equivalentes. A seguinte pro-
posicao estabelece o poder da técnica de reducao para os propositos
que temos:

Teorema 3.9. Se o problema Py requer pelo menos g(n) operagoes
primitivas, no pior caso, para ser resolvido e é O(h(n))-redutivel para
o problema Py (isto €, P1 Xo(n(n)) P2), entdo Py requer pelo menos
g(n)—O(h(n)) operagdes primitivas, no pior caso, para ser resolvido.

Demonstragao. Consulte o livro [54], por exemplo. O

O Teorema 3.9 nos permite obter a cota inferior g(n) — O(h(n))
para o problema P, a partir de uma cota inferior para P;. Tudo
que precisamos fazer é nos certificar de que podemos reduzir P; para
P2; isto é, se conseguimos executar os passos 1, 2 e 3 acima. Esta
tarefa nem sempre é facil, mas a complexidade de varios problemas
geométricos tem sido determinada desta forma. Para obter uma cota
inferior para o problema do fecho convexo, usamos uma cota inferior
estabelecida para o problema da ordenagao e reduziremos este para
aquele.

Em Teoria da Computacao é um fato bem conhecido que o pro-
blema da ordenacao dos n elementos de um dado conjunto N, sobre
o qual uma ordem total foi definida, requer Q(nlgn) operagoes pri-
mitivas, no pior caso, para ser resolvido por qualquer algoritmo de
ordenagao [28]. Esta cota inferior foi obtida com um modelo de com-
putacdo denominado drvore de decisGo. Com este modelo é possivel
mostrar que qualquer algoritmo de ordenagéo deve realizar Q(nlgn)
comparagoes entre dois elementos (de um conjunto de entrada repre-
sentativo do pior caso do algoritmo) para produzir uma sequéncia
ordenada desses elementos. Por outro lado, existem algoritmos ba-
seados em comparagoes entre pares de elementos do conjunto de en-
trada, tais como o heapsort e o mergesort, cujas complexidades sao
O(nlgn) e, portanto, eles sdo algoritmos 6timos para o problema da
ordenagao.
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Teorema 3.10. Seja F' um conjunto de n pontos em E?, com n >
3. Entdo, qualquer algoritmo que determina os vértices do fecho
convexo, FC(F), de F na ordem em que eles ocorrem em um per-
curso hordrio ou anti-hordrio pelo fecho de F efetua necessariamente
Q(nlgn) operagoes primitivas sempre que F é uma entrada de pior
caso.

Demonstragao. Seja S = (uy,...,u,) uma sequéncia de n nimeros
reais positivos. Tal sequéncia é uma entrada para o problema da or-
denagao. Esta entrada pode ser convertida em uma entrada para o
problema do fecho convexo. De fato, dada S definimos a sequéncia
S = ((uz,uf))jzl Note que os pontos de S’ residem no grafico da
pardbola y = u? (ver Figura 3.8). Suponha que utilizemos qualquer
algoritmo A para calcular o fecho convexo do conjunto F' formado pe-
los pontos de S’. Como pardbolas sdo convexas, todo ponto (u;,u?)
em S’ pertence ao fecho de F' (ver Figura 3.9). Por convengao, sabe-
mos que a saida de todo algoritmo para o problema do fecho convexo
é uma sequéncia formada pelos pontos em S’ na ordem em que eles
ocorrem em um percurso anti-horario pelo fecho de F. O primeiro
ponto desta sequéncia é aquele com menor coordenada y. Como
Yy = u? é uma fungao estritamente crescente, o ponto de menor co-
ordenada y também é o ponto de menor coordenada z. Portanto,

se
S// — ((I]’ x?))jzl

¢é a sequéncia de saida de A, entdo devemos ter que z; < x;+1, para
j=1,...,n— 1. Finalmente, a partir de S”, definimos a sequéncia
S" = (z)7_;, que é exatamente a solugao da instancia do problema
da ordenacao que tem como entrada a sequéncia S. Observe que as
conversoes de S para S’ e S” para S”' podem ser realizadas com
O(n) operagoes primitivas cada. Como o problema da ordenagao por
comparagoes de chaves requer Q(nlgn) operagdes primitivas para
produzir S” a partir de S, o Teorema 3.9 nos diz que o problema do
fecho convexo requer, pelo menos, nlgn — O(n) operagdes primitivas
para ser resolvido. Como (nlgn — O(n)) € Q(nlgn), podemos con-
cluir que se a complexidade de pior caso de A é dada por f: N — R,
entao

fn) € Q(nlgn).
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Parabola

X9 X X3 X4 X5 X6 x7

Figura 3.8: A parabola de equacdo y — z2 = 0.

Figura 3.9: O fecho convexo dos pontos na Figura 3.9.

Corolario 3.11. O Graham scan € um algoritmo étimo.

O resultado estabelecido pelo Teorema 3.10 usa o fato que os
vértices do fecho de F' devem ser produzidos na ordem em que eles
ocorrem em um percurso horario ou anti-horario pelo fecho de F. E
se desejdssemos obter os vértices do fecho de F' em qualquer ordem,
ou seja, obter os pontos extremos do fecho de F' em qualquer ordem?
Franco Preparata e Michael Shamos provaram que a cota inferior do
Teorema 3.10 se mantém [105]. Isto é, o problema do fecho convexo
nao se torna mais facil se removermos a restricao de produzir pontos
em ordem.
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3.6

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Exercicios

Prove o Lema 3.2.

Seja S o subconjunto de E? consistindo dos pontos de coorde-
nadas (0,0), (0,1), (1,0) e (1,1) com relagao ao referencial afim
padrio de E2. Entdo, use o Lema 3.1 para mostrar que o fecho
convexo, FC(S), de S é o quadrado com vértices nos pontos de

S.

Seja S um subconjunto de E? com pelo menos quatro pontos.
Mostre que S pode ser particionado em dois conjuntos, A e B,
tais que

FC(AYNFC(B) #10.

Lembre-se de que {A, B} é uma partigao de S se, e somente se,

AUB=S e ANnB=10.

Seja S um subconjunto ndo vazio de E2 com pelo menos trés
pontos nao colineares. Entdo, mostre que FC(S) é o poligono
convexo com o menor perimetro e menor area contendo o con-
junto S.

Seja S um subconjunto ndo vazio de E2 com pelo menos trés
pontos nao colineares. Entao, mostre que pelo menos um dos
lados do retangulo de menor area contendo S cobre uma aresta

de FC(S).

Seja f : E¢ — E™ um mapa afim. Entdo, para quaisquer
subconjuntos convexos, U em E? e V em E™, mostre que os
conjuntos f(U) CE™ e f~1(V) C E? sdo convexos. Lembre-se
de que

fO)={beE™|JaeU, b= f(a)}

é a 1magem direta de U sequndo f e que
JUV) = {a € B [3beV, b= f(a)}
é a tmagem inversa de V sequndo f.

69



3.7

3.8

3.9

3.10

“mgbook” — 2015/10/20 — 8:01 — page 70 — #84

Considere o subconjunto S de E? consistindo dos pontos que
pertencem ao ramo direito da hipérbole de equacao z2 —y? = 1;
isto é

S={(z,y) €E* |2 —9y*>1, 2 >0}.
Prove que S é convexo. Qual é o fecho convexo de SU{(0,0)}?
O fecho convexo de um subconjunto fechado de E ¢é necessaria-
mente um subconjunto fechado de E?? Justifique sua resposta.

O fecho afim, FA(F), de um subconjunto ndo vazio, F, de E¢ é
o conjunto de todas as combinagoes afins de pontos de F'; isto
é, um ponto p em E? pertence ao conjunto FA(F) se, e somente

se,
n n

p:E Q; - P, E a; =1,
im1 im1

para alguma lista, ((p;,;));—;, de n pontos ponderados de F,
comn € Zen >1. O conjunto FA(F') é um subespago afim de
E? (ver Problema 2.14). Prove que FA(F) é também convexo.

Utilize o Teorema de Carathéodory (Teorema 3.4) para provar
a seguinte afirmacdo: se S é um subconjunto compacto de E?,
entao o fecho convexo, FC(S), de S é um subconjunto compacto
de E?.

Seja S um subconjunto nio vazio de pontos de E2. Dado um
ponto p € S, dizemos que S é um poligono em forma de estrela
com relacdo ao ponto p se, e somente se, o segmento de reta px
estd contido em S para todo xz € S, isto é, se, e somente se,

1-=X)-p+Ar-=z

é um ponto de S para todo A € R, com 0 < A\ < 1. Dizemos
que S é um poligono em forma de estrela se, e somente se, ele
é um poligono em forma de estrela com relacao a algum p € S.
Entao,

(a) Prove que todo subconjunto convexo e nio vazio de E? é
um poligono em forma de estrela.

(b) Mostre que ha subconjuntos de E? que siao poligonos em
forma de estrela e ndo sao convexos.
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3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

(c) Mostre que ha subconjuntos de E? que sdo poligonos, mas
que nao sao em forma de estrela.

(d) Dado um subconjunto de S de E? tal que S é um poligono
em forma de estrela, denominamos de A/(S) o conjunto de
todos os pontos p € S tais que S é um poligono em forma
de estrela com relagdo a p. Prove que N (S) é convexo.
O conjunto N(S) é denominado de nicleo do poligono S.
Informalmente, qual é a principal caracteristica dos pontos

de N(S)?

Escreva um pseudocédigo para as operacoes da linha 1 do al-
goritmo Graham scan (Algoritmo 3.1); isto é, forneca uma des-
cricao detalhada das operacoes do Graham scan que determi-
nam py.

Escreva um pseudocddigo para as operagoes da linha 2 do al-
goritmo Graham scan (Algoritmo 3.1); isto é, fornega uma des-
cricdo detalhada das operagoes do Graham scan que calculam

(ei)?zl,z‘;ék‘

Escreva um pseudocéddigo para as operacoes da linha 3 do al-
goritmo Graham scan (Algoritmo 3.1); isto é, forne¢a uma des-
cricao detalhada das operagoes do Graham scan que calculam

(Qi)?':_11~

Descreva um conjunto de n pontos em E?