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CONTEUDO



Capitulo 1

Introducao

Estas notas de aula servem de material bésico para o curso in-
trodutério “Aplicagoes Matematicas em Engenharia de Producao”.
O objetivo do curso é apresentar e discutir exemplos de aplicagoes
matematicas existentes no ambito da Engenharia de Producao, em
particular, no tocante as decisoes relativas a capacidade de produgao
e estoques de itens. O duplo propdsito é, através de exemplos, ex-
por os alunos a um campo de aplicacao da matematica ainda pouco
divulgado no Brasil e, além disso, proporcionar uma experiéncia na
modelagem matemaética de realidades que envolvem aspectos fisicos
e economicos.

Veremos durante este curso problemas especificos da geréncia da
producao. E importante salientar que, além da habilidade mateméti-
ca, o profundo entendimento da situacao, a criatividade e o discerni-
mento do modelador sao fundamentais para a elaboragao de modelos
matematicos uteis para as empresas. Portanto, ao privilegiar aspec-
tos matemaéticos o curso deixa de lado importantes elementos da boa
pratica que sé a experiéncia profissional pode fornecer.

A elaboracao de um bom modelo, isto é, uma boa representacao
de algo que nos sera 1til para algum propdsito, depende de nosso
bom conhecimento da realidade (contexto tedrico e prético), para
que sejamos capazes de discernir quais aspectos dessa realidade sao
relevantes para nosso propésito e, também, de nossa habilidade de
representar de forma util tais aspectos. Uma decorréncia disso é que
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um bom modelo nao é necessariamente o que mais fielmente retrata a
situacao real, mas sim o que melhor serve ao propdsito estabelecido.
A inclusao de aspectos da realidade que nao sao relevantes para a
tomada de decisao pode obscurecer os aspectos essenciais e tornar
o modelo menos 1til para seu propdsito. Jé a exclusao de aspectos
fundamentais pode também tornar o modelo intitil. Podemos dizer
que um bom modelo deve incluir apenas tudo que é relevante para
seu propdsito.

Vamos abordar, em particular, os classicos problemas do tama-
nho do lote econémico e do jornaleiro, e também problemas tipicos
de planejamento da producao. Veremos que, em grande parte dos
problemas quantitativos da Engenharia de Producao, solucoes sao
obtidas por otimizagao de seus modelos de custo. Cada problema
serd introduzido através de um problema-paradigma simples e fami-
liar a leigos e seu modelo construido passo a passo. A utilizacao
do modelo como auxilio para decisdes gerenciais serd discutida, as-
sim como uma solucao analitica serd apresentada, quando possivel.
Problemas praticos de natureza diversa, mas matematicamente iso-
morfos ou similares, serao discutidos juntamente com extensoes e,
posteriormente, resolvidos ou deixados como exercicio.

O publico alvo sao alunos de graduagao em matematica ou em en-
genharias, com habilidade em célculo diferencial e integral, sistemas
de equagoes lineares e nogoes basicas de probabilidade.

No que se segue, estas notas estao estruturadas em trés capitulos.
O Capitulo 2 aborda primeiramente modelos de producao de itens
com demanda deterministica e constante, enquanto que, no Capitulo 3,
sdo abordados os modelos com demanda probabilistica. Ambos os
capitulos tratam de planejamento da produgao de um item isolada-
mente. No Capitulo 4, o planejamento da produgao simultanea de
uma familia de itens é abordado para um horizonte de um ntimero
finito de periodos.



Capitulo 2

Problema do tamanho
do lote de reposicao

2.1 Modelo basico

Suponha uma situacdo do comércio varejista, tal como um super-
mercado. Vamos estudar isoladamente um item que é rotineiramente
encomendado e vendido, digamos, sal de cozinha. O gerente do cen-
tro de distribuicao do supermercado deseja saber em que quantidade
e quando um item deve ser encomendado, de forma que o custo re-
levante total seja minimo e a demanda pelo item seja integralmente
satisfeita. Neste exemplo, a demanda pelo item pode ser considerada
um fluxo continuo e praticamente constante. De fato, as pessoas con-
somem sal aproximadamente na mesma quantidade ao longo de todo
0 ano e sao muitos consumidores que compram em quantidades rela-
tivamente pequenas. Essas caracteristicas da demanda, assim como
a estabilidade do custo do sal ao longo do tempo, serao importantes
suposigoes no que veremos adiante.

O problema de interesse consiste em determinar o tamanho do
lote de um item a ser encomendado para que o custo anual de operar
esse item seja o menor possivel -o chamado lote econémico de compra
(mais conhecido pela expressao em Inglés, economic order quantity
- FOQ), levando em conta apenas os custos de manter o estoque e

5
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o de encomendar a mercadoria. Um dos mais conhecidos e cléssicos
da geréncia de producgao, esse problema tem a virtude de ser muito
simples, o que facilita a exposi¢ao de alguns aspectos importantes do
comportamento econémico de estoques de ciclo. Estoques de ciclo
sao os estoques formados quando o consumo ocorre como um fluxo
constante e os recebimentos de material ocorrem em lotes.

Como ¢ intuitivo no exemplo, fazer uma encomenda da um certo
trabalho, que pode ser medido pelo valor em dinheiro que o gerente
estaria disposto a pagar para economizar esse trabalho. Podemos
entdo considerar que, ao fazer uma encomenda, a empresa (represen-
tada pelo gerente) incorre num custo que independe da quantidade
encomendada e que chamaremos de custo de encomendar.

Se esse fosse o tnico custo, é claro que o custo total anual (sim,
adiante veremos que faz sentido querer minimizar o custo anual) seria
minimo quando a politica fosse encomendar uma tunica vez na vida,
0 que na situagao real nao faz sentido; nao é? Sim, fora outras razoes
(como espago para armazenar e juntar dinheiro), hd o fato de que ao
usar o dinheiro para comprar mercadoria, esse mesmo dinheiro deixa
de estar disponivel para fazer outros negocios e, com isso, deixa-se de
ganhar mais dinheiro. Dessa forma, o que se deixa de ganhar pode
ser visto como sendo um custo que se costuma chamar de custo de
oportunidade, ou custo do capital imobilizado. Esse custo é tao im-
portante para as decisoes econdmicas que qualquer organizagao, que
busque solidez nas suas decisoes, o estabelece através de analises fi-
nanceiras (vale observar que frequentemente se estabelecem diferentes
custos de capital dependendo do contexto do problema).

Nesta analise vamos supor que os Unicos custos relevantes inci-
dentes sdo o custo de encomendar (i.e., o custo de se fazer uma enco-
menda, independente do seu tamanho) e o custo de manter estoque,
(i.e., o custo de oportunidade do dinheiro empatado no estoque acres-
cido de outros custos proporcionais a quantidade do item mantida em
estoque, como o do seguro contra roubo e incéndio, e o custo de ar-
mazenagem e movimentacgao no armazém). O cdlculo desses custos
raramente pode ser feito com precisao, mas quase sempre pode ser
estimado de forma aceitavel.

Para desenvolver o modelo béasico do problema do varejista nesse
contexto sao necessarias algumas consideragoes iniciais ou hipdteses
simplificadoras, que sao listadas a seguir.
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Consideracoes iniciais para o modelo EOQ

1.

2.

A taxa de demanda anual pelo item é constante e deterministica.

A quantidade encomendada do item (i.e., o tamanho do lote)
pode ser um nimero qualquer e nao ha restricoes quanto a
quantidade.

Nao pode haver falta do item.

. O valor ou precgo unitario de aquisicao do item é constante e

independe da quantidade encomendada.

Os custos de encomendar e de manter estoque sdo os tnicos
relevantes, sao constantes, conhecidos e invariantes no tempo.

Nao se considera a existéncia de outros itens.
O tempo de reposigao é constante e conhecido.
O lote encomendado chega integralmente num mesmo instante.

O horizonte de planejamento é longo (virtualmente infinito) e
0s parametros nao variam.

Notacao
Para construir o modelo bésico iremos considerar a seguinte notagao:

Q

=N

Nmu&@ﬁ

quantidade fixa a ser encomendada do item por perfodo (uni-
dades do item)

tempo do ciclo ou periodo (ano)

nimero de encomendas ou de recebimentos (i.e. de ciclos)
num ano

taxa de manter o estoque ($/$/ano)

valor ou prego unitério do item ($)

custo de encomendar ou fazer uma encomenda ($)

taxa de demanda (unidades do item/ano)

custo unitdrio de manter o item em estoque (H = rv) ($/ano)
nivel de estoque (unidades do item)

CTA custo total anual do item ($/ano).
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Os parametros do modelo sdo r,v, A, D e H. Conforme indicado
acima, o custo de manter uma unidade do item em estoque por um
ano, o parametro H, pode ser decomposto no produto de uma taxa
de manutengao de valor em estoque (que é semelhante a uma taxa
de juros) pelo valor unitdrio do item. Isso é conveniente, porque
frequentemente essa taxa de manter em estoque é a mesma para itens
que compartilham o mesmo armazém, enquanto o valor do item é
uma caracteristica dele préprio. Observe que tomamos ano como a
unidade de tempo padrao. Ainda, sabendo que a taxa de demanda
anual é constante e conhecida e a quantidade a ser encomendada é
fixa, observe que N = D/Q é o nimero de encomendas realizadas
por ano, e o periodo entre encomendas, ou entre recebimentos, é a
duragédo do ciclo dada por T = Q/D = 1/N. Vemos portanto que,
como ha relagoes fixas, nosso problema tem apenas uma varidvel de
decisao que podemos escolher entre o tamanho do lote, 2, o niimero
de encomendas no ano, N, ou a duracao do ciclo, T.

Supondo o sistema de estoque desse item operando por muito
tempo, podemos imaginar um estado estacionéario onde um ciclo 6timo
de estoque se repete indefinidamente, ja que nenhum dado muda com
o tempo. Assim, faz sentido buscarmos as decisbes que minimizam o
custo anual. E certo que o estoque deverd se esgotar imediatamente
antes do recebimento de uma nova encomenda. Isso porque, no nosso
caso, estamos supondo que existem apenas os custos de encomendar e
o de manter estoque e, portanto, nao existe outra razao para manter
estoque que nao seja a de reduzir o custo anual de encomendar. Te-
mos, entao, que, no 6timo, a variagado do estoque ao longo do tempo
deve ser algo como a representada na Figura 2.1.

Com as suposigoes acima, vemos que o ciclo se repete indefinida-
mente e, portanto, o que queremos é minimizar o custo anual total
do item. Esse custo serd composto pelo custo anual de encomendar
(Cg) mais o custo anual de manter as unidades do item em estoque
(Cayr) mais o custo anual de aquisicdo do item (C4) (i.e., o que pa-
gamos ao fornecedor). Escolhendo o tamanho do lote, @ > 0 (néo
nos interessam valores nulo ou negativos de @), como nossa varidvel
de decisao, e usando a relagao acima, podemos escrever que o custo
anual de encomendar (i.e., o ndimero de encomendas num ano vezes
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T | T | t

Figura 2.1: Nivel dos estoques ao longo do tempo no modelo EOQ

o custo de uma encomenda) é
Cp=AN=AD/Q, @Q>0.

A expressao do custo anual de manter o estoque é um pouco mais
complicada. O custo de manter em estoque uma unidade do item
durante um ano é H. Entretanto, a quantidade em estoque varia
com o tempo, conforme ilustrado na Figura 2.1. Portanto, o custo de
manter estoque durante um ano seria a integral durante um ano da
quantidade em estoque, I, vezes o custo de manter estoque durante
um tempo infinitesimal. Mas, pela geometria, podemos ver (vocé é
capaz de mostrar?) que isso nada mais é do que o custo H vezes
metade do tamanho do lote @, i.e.,

Cy = QH = QU?‘.
2 2
A terceira parcela de custo é o custo anual de aquisi¢do, Ca, que,
como queremos atender toda a demanda, é a demanda anual vezes o
custo unitario do item

Cy = Duv.
Temos, entao, o custo total anual do item modelado por

CTAQ) = AD + er + Do. (2.1)

Q 2
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Proposigao 1. CTA como definido em (2.1) é uma fungao estrita-
mente convexa em Q > 0 que tem seu minimo em

. [24D
Q= .

or

De fato, podemos ver que, no dominio de interesse, a funcao é a soma
de um ramo positivo de hipérbole (funcao estritamente convexa), uma
reta (fungao convexa e concava) e uma constante. Portanto, de acordo
com o teorema que nos diz que a soma de um numero finito de fungoes
convexas é uma fungdo convexa, concluimos que CT A é uma fungao
convexa. Por se tratar de fungao convexa, para mostrar que o ponto
Q" é de minimo, basta mostrar que ele é ponto critico ou estacionéario
(i.e., de derivada nula). Faremos a prova de modo construtivo. A
primeira derivada da funcao é

dCTA AD wr
Q=+
dQ Q 2
Tgualando a zero e resolvendo para @) > 0, temos
dCTA, _, «  [2AD
W(Q )=0 & Q"= e
Logo,
2AD
EOQ = . (2.2)
ur

Note que o custo de aquisicao Dv poderia ter sido ignorado sem
que o resultado se alterasse. Nao por acaso! Como Dv é uma cons-
tante independente da decisao, ), ao derivarmos em relacdo a @ o
termo desaparece. Neste caso, dizemos que o custo de aquisicao é
um custo irrelevante, i.e., ele nao tem relevancia para a decisao. Sim;
porque, qualquer que seja o valor unitario do item, v, o que se pagara
para adquiri-lo durante um ano serd uma constante Dv e sabemos
que um ponto que minimiza uma fungdao permanece o mesmo se a ela
somarmos uma constante ou se a multiplicarmos por uma constante
positiva. (Vocé é capaz de demonstrar isso?) Por simples que seja,
na pratica de modelagem, eliminar de consideragao, logo de saida,
custos irrelevantes pode simplificar muito a construgao do modelo.
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Aqui lembramos que o bom modelo é aquele que considera apenas
tudo que é relevante para nosso proposito.

De acordo com essas observacoes, vamos denominar custo rele-
vante total (anual) a fungao de custo total anual sem o termo de
custo de aquisicao, ou seja,

CRT(Q) = AD + er. (2.3)

Q 2

Vamos agora avaliar o custo relevante total 6timo. Para isso vamos
tomar @ = FOQ em (2.3).

/24D
CRT(EOQ) = AD + ;r or = \/AD2UT+\/AD2UT =+V2ADwvr.

2AD
ur

(2.4)
O tempo do ciclo 6timo (em fragao do ano) é dado por

Trog = EOQ/D.

Uma outra forma de mostrarmos a convexidade da CT A (ou de
CRT) é através de sua segunda derivada

d*CRT 2AD
dQ2 (Q) = ?7

que, sendo positiva, mostra que a fungao é convexa em todo o seu
dominio.

Q>0,

Exemplo numérico 1

Deseja-se determinar o tamanho do lote econdémico de um item, usando
os dados na Tabela 2.1. Considere as unidades padrao para os dados
na tabela.

Tabela 2.1:

D A v T
100 10,00 200,00 0,2
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Solugao
Substituindo os valores dos parametros diretamente na férmula de
EOQ, obtemos

[2A 0)(100)
EoQ = 200 02y 01

CRT(FEOQ) = vV2ADvr = 1/2(10)(100)(200)(0, 2) = 282, 8.

De acordo com a férmula de custo relevante total 6timo (2.4),
verifica-se que o custo 6timo de manter estoque ¢ igual ao custo étimo
de encomendar. Isso nao ocorre por acaso, basta substituir a formula
EOQ nas expressoes de Cg e C)yy para ver que, na solucao étima, eles
sao iguais. Essa caracteristica se mantém muito préxima da verdade,
mesmo em outros modelos de estoque de ciclo mais complexos, e
pode ser tida como uma espécie de “lei natural”. Usando os dados
do exemplo, a situacdo ¢é ilustrada na Figura 2.2.

1200 T
—Cc

Cu

1000 - ——— CRTH

800 q

400 B
EOQ

0 I T R I N | AN T Sy T T R
0123456 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Q

Figura 2.2: CRT, Cg e Cy; em funcao das quantidades do item

Sensibilidade aos parametros
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Olhando para as férmulas de EOQ, CRT(EOQ) e Tgog, vé-
se que os valores 6timos do lote a ser encomendado, do custo rele-
vante total e da durag@ao do ciclo sao fungao da raiz quadrada dos
parametros. Isso significa que:

a) os valores 6timos s@o pouco sensiveis a variagdes dos parametros.
Portanto, o impacto em termos de custo total nao é grande quando
utilizamos lotes de tamanhos diferentes de EOQ. Normalmente, diz-
se que a solucao étima com essa caracteristica é “robusta”. Pode-se
verificar isso com auxilio da Figura 2.2 e analiticamente através de
um exemplo, como segue. Suponha que em vez de FOQ) seja usada
uma quantidade de acordo com a seguinte relacao:

Q= (1+p)EOQ,

onde 100p é o percentual do desvio de Q em relagao a £EOQ. O
incremento percentual do custo (IPC') ao se usar ) em vez de EOQ
¢é dado por

_ CRT(Q) — CRT(EOQ) p?
IPC =100 CRI(EOQ) _501+p'

Por exemplo, para Q = 480 e EOQ = 400, temos p = 0,2 (variagao
de 20% na quantidade encomendada), e IPC = 1,66% (variacdo no
custo relevante total).

b) O custo étimo aumenta sublinearmente com a demanda e com
outros parametros. Por exemplo, se a demanda de um item aumenta
de um fator de 4 (p = 3), o custo aproximadamente dobra. Isso
explica as vantagens de padronizacao de componentes em sistemas
de pegas de reposicao e economias de escala no comércio varejista.
Apesar de o modelo nao ser muito adequado para representar o que
ocorre em uma manufatura, ele captura a esséncia do que ocorre
quando se deseja reduzir o estoque em processo para se aproximar de
uma situacdo de just-in-time (politica de produgado que privilegia a
redugdo de estoques trabalhando com lotes muito pequenos).

Exercicio proposto 1
(Exercicio 5.4 do livro da referéncia [8]) Uma fabrica produz um dado
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item em corridas que correspondem a um suprimento que dura trés
meses em linha de produgao. Sabemos que D = 4000 unidades por
ano, A = 5%, v = 48% por 100 unidades e r = 0,25%/$/ano. Ainda,
sabe-se que a taxa de produgao é muito maior que D, a ponto de se
considerar que a producao de qualquer quantidade se d4 em tempo
desprezivel.

a) Qual a quantidade econémica a ser encomendada (EOQ)?

b) Qual o periodo entre encomendas consecutivas do item quando
EOQ é usada?

¢) O gerente de produgéo insiste em dizer que A = 5% é um “chute”.
Consequentemente, ele decide usar a regra de suprimento de 3 meses,
ou seja, a cada 3 meses uma encomenda é feita para satisfazer a
demanda. Indique como vocé acharia o intervalo de valores possiveis
de A para o qual FOQ é preferivel (em termos de menores custos
para repor e manter em estoque) a um suprimento de 3 meses?

2.2 Modelo com desconto por quantidade

Uma das hipdteses mais fortes feitas para o modelo EOQ é a que
considera o preco unitario v como sendo constante e independente
da quantidade encomendada. Em situagoes reais, é comum obter
descontos no valor unitario do item, v, quando se encomenda lotes
grandes. Isso geralmente se deve ao fato de lotes maiores proporci-
onarem economias (por exemplo, no transporte) para o fornecedor.
A fim de adequar o modelo EOQ com relagdo & variacdo do preco
unitario em funcao da quantidade encomendada de um item, iremos
relaxar a hipétese simplificadora nimero 4.

Naturalmente, é o fornecedor do item quem decide sobre tamanho
de lote de referéncia, a partir do qual o desconto serd concedido. Dois
tipos de desconto sao mais comuns: o desconto em todas as unidades
e o desconto incremental. Em ambos os casos sao estabelecidas n
quantidades limites, digamos 0 < ¢1 < ¢2 < ... < g, correspondentes
a pregos unitarios vy > vg > ... > v,. No desconto incremental as
primeiras ¢; unidades de uma encomenda de tamanho () vao custar
v1, as seguintes gs — g1 unidades vao custar ve, as seguintes g3 —qo vao
custar vz e assim por diante até completar a quantidade encomendada
Q. No caso do desconto em todas as unidades, se g for a maior
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quantidade limite menor do que @, entao serd cobrado o valor vy
para todas as unidades da encomenda (). Por questao de espaco,
a seguir veremos apenas o caso de desconto em todas as unidades,
que, apesar de nao ser o caso mais corrente na pratica, é o mais
simples. Considere a seguinte estrutura do prego unitario dada pelo

fornecedor: B
Vo, 0 < Q < Q

= = 2.5

Y {01:110(1—607 R=<Q 25)

onde vy é o preco unitario basico, v; é o preco unitario com desconto
quando a quantidade encomendada () é maior ou igual ao tamanho
do lote de referéncia Q e d é a fragio decimal do desconto (0 < d < 1).

Para o estudo do modelo do tamanho do lote com desconto por
quantidade encomendada e de minimo custo, é importante incluir
a parcela Dv na expressao do custo relevante total, pois a decisao
de quanto encomendar vai depender do preco unitario, que, por sua
vez, depende do montante a ser encomendado. Procedendo como
anteriormente, mas retendo Dv, o modelo de custo com desconto fica

CRTy(Q) = 482 + $vor + Dy, 0<Q<Q,

CRT\(Q) = 42 + $uir+ Duy, Q<Q.

CRT(Q) =

A partir da definigdo de FOQ (2.2) e do modelo de custo com
desconto, e sabendo que vy < wg, temos de imediato os seguintes
resultados:

1. CRT é uma funcio descontinua em Q,
2. CRTy < CRTy para todo @,
3. EOQy < EOQ);.

Determinagao de Q*
Para determinar o tamanho do lote étimo do item a ser encomen-
dado, teremos que analisar trés situacgoes possiveis.

L. Se EOQ; > Q, entdo Q* = EOQ1, porque CRT(Q) = CRT(Q)
para @ > @, e por definicao de EOQ); tem-se que
CRT1(FOQ1) < CRT1(Q) para todo Q.
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Caso EOQ < Q, entdo precisamos comparar CRTy(EOQy) e
CRT1(Q), uma vez que o custo total ¢ definido agora sobre o
intervalo 0 < @ < @. Por definicao de EFOQ e pelo resultado

2 acima, temos que

CRTy(FOQy) < CRTy(Q) paratodo @
CRT1(Q) < CRTH(Q) paratodo Q.

Em particular, para Q = Q, temos CRTy(EOQ) < CRTy(Q)

e CRT1(Q) < CRTy(Q). Porém, ainda ndo sabemos a relagao

entre CRTH(EOQo) e CRT1(Q). Vejamos:

(a) se CRTH(EOQo) < CRT(Q), entdo o tamanho do lote
6timo a ser encomendado serd FOQy. Assim, para quem
encomenda, nao hd vantagem em aumentar o tamanho do
lote para obter desconto.

(b) Sendo, se temos CRT1(Q) < CRI (EOQy), entdo o ta-
manho do lote 6timo serd Q. Nesse caso, é vantajoso en-
comendar a mais, em relagao ao usual FOQ)g, para obter
o desconto.

A andlise resumida sobre a determinacdo do tamanho do lote 6timo
é posta sob a forma do algoritmo a seguir.

Algoritmo EOQ com desconto por quantidade

Inicio

Fim

Calcule EOQq
Se EOQ; > Q, entdo Q* = EOQq;
Senao
Calcule CRTy(EOQo) e CRT1(Q);
Faca Q* = argmin{CRT,(EOQ,), CRT1(Q)}

Fim

Observe que para esse modelo a solucao encontrada foi uma solucao
algoritmica, e nao uma solugao analitica simplesmente.

Exemplo numérico 2
Considere o caso em que um fornecedor oferece 5% de desconto para
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lotes com 100 ou mais unidades de um item de varejo. Os dados
da empresa varejista apresentam-se na Tabela 2.2 com as unidades
usuais.

Tabela 2.2:

Ttem D o A r
1 104 3,00 1,50 0,24
2 416 14,20 1,50 024
3 4160 240 1,50 0,24

Solucao
Como d = 0,05, temos que v; = vo(1 —0,05) = 0,95v9. Vamos agora
estudar isoladamente cada item.

Item 1. Verificamos primeiramente que v; = 2,95, e assim

2(1,50)(104)

EOQ. = 2,95(0, 24)

=20,99 < Q = 100.

Calculando

CRT(EOQq) = \/2(1,50)(104)(3, 10)(0, 24) + 104(3,10) = 337, 64,

_1,50(104) 100
CRT(Q) = 1(()0) 9

verificamos que CRT(EOQy) < CRT(Q). Logo, é melhor abrir mao
do desconto e encomendar o lote com tamanho

(2,95)(0,24) + 104(2,95) = 343, 76,

2(1,50)(104)

EOQo =13 7000, 229

= 20,48.

Esse caso ¢é ilustrado na Figura 2.3(a).
Item 2. Verifica-se inicialmente que v; = 13,49 e

2(1,50)(416)

EOQv =173 19(0,21)

=19,14 < Q = 100.
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Em seguida, verificamos que

CRT(EOQy) = /2(1,50)(416)(14, 20)(0, 24)+416(14, 20) = 5.972, 42,

~ 1,50(416 100
CRT(Q) = % + =5 (13,49)(0, 24) + 416(13, 49) = 5.779, 96,
Como CRT(Q) < CRT(EOQy), ¢ melhor encomendar o tamanho
do lote de referéncia ) = 100, garantindo o desconto. Veja a Fi-
gura 2.3(b) que ilustra esse caso.
Item 3. Verificamos primeiramente que v; = 2,28 e

2(1,50)(4160)

E =
O 2,28(0, 24)

=151,02 > Q = 100.

Logo, ao encomendar a quantidade igual a FOQ;, o desconto fica
imediatamente garantindo. Veja a Figura 2.3(c).

Exercicio proposto 2

(Exercicio 5.9 do livro da referéncia [8]) Uma companhia minera-
dora rotineiramente substitui uma peca especifica de um certo equi-
pamento. A taxa de uso é de 40 unidades por semana. O fornecedor
da peca oferece a estrutura de pregos conforme a Tabela 2.3. O

Tabela 2.3:
Quantidade  Prego unitario
0 <@ <300 10,00

300 <@ 9,00

custo de reposigao é estimado em 25$ e a taxa de manter estoque
0,26$/$/ano é usada pela mineradora.

a) Qual a quantidade 6tima a ser encomendada?

b) Se o fornecedor estd interessado em que a mineradora compre no
minimo 500 unidades, qual é o maior prego unitario que o fornecedor
pode cobrar para uma encomenda de 500 unidades? (Considere o
fato de que o fornecedor seja conhecedor dos dados da mineradora.)
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100 149

Figura 2.3: Casos possiveis para desconto por quantidade

Desafio 1

Ache a solugao para o problema do lote econdémico com desconto
incremental no prego unitério de um item a ser encomendado. Aqui
vao duas dicas: (a) analise o caso em que existe uma unica quantidade
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limite para o desconto, pois a extensao para mais de uma quantidade
limite de desconto é simples; (b) inspire-se na solugdo do problema
sem desconto e use a expressao do custo unitdrio médio para um
tamanho do lote @ genérico. A solugdo desse problema pode ser
encontrada em [8].

2.3 Modelo com aumento de prego imi-
nente

Quando se sabe com antecedéncia que o preco de um produto vai
aumentar, pode ser interessante fazer uma encomenda maior que a
usual, de forma a obter uma vantagem no prego. Mesmo supondo
que as premissas que adotamos para o modelo EOQ sejam vélidas
para situacoes antes e depois do aumento (exceto a consideracgao 4
que diz respeito ao preco fixo do item), é claro que a deciséo sobre a
quantidade a ser encomendada dependerd de outros aspectos. Além
dos parametros que vimos para o modelo EOQ, a nova encomenda do
produto dependerd de quanto existird em estoque quando ocorrer o
aumento do prego e do tempo que esperaremos para receber o produto
(lead time).

Assim sendo, queremos determinar a quantidade 6tima do item
Q* que devemos encomendar antes do aumento do preco. Apresenta-
remos a seguir uma solucao aproximada para esse problema que foi
proposta por Naddor (1966). A ideia central dessa abordagem é con-
siderar que a mudanga de preco fara com que o lote econémico fique
em outro patamar. Portanto, o que queremos saber é como fazer a
transigdo de EOQ antigo para o novo, ou seja, como calcular o tama-
nho do lote de transicao. Ainda, para simplificar, vamos considerar
inicialmente que a decisao de encomendar e o recebimento dessa nova
encomenda ocorrem no exato instante em que o estoque se esgota e
que 0 novo prego unitario seja conhecido.

Seja v1 o prego unitario do item vigente, que vem sendo encomen-
dado com tamanho do lote EOQ;. Sabe-se que v; serd aumentado
para vy. Apds a fixacdo do novo preco sabemos que o tamanho do
lote 6timo serd dado por EOQ@s. Como vy < v, verifica-se facilmente
que FOQ2 < EOQ1, ou seja, com o aumento de prego o tamanho do
lote 6timo é menor em relagao ao tamanho do lote sem aumento. O
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custo relevante total com v, é dado por

CRT EOQ2 \V QAD’UQT' + D?)Q

Observe mais uma vez que nesse modelo de variacao de precos é
importante incluir a parcela Dv na expressao do custo relevante total.

A fim de alcangar alguma vantagem com o conhecimento de que
o preco aumentara, suponha que seja encomendada uma quantidade
@ do item com o prego unitario v1, a qual ird suprir a demanda pelo
item por um periodo futuro T. Queremos saber o custo relevante
associado a () referente ao periodo T, especificamente. Para isso,
calculamos o custo relevante total (anual) CRT(Q) e o multiplicamos
por T'=Q/D:

CR(Q) = T(CRT(Q)) = % (AQD + gvlr + Dv1>
= A+Qui+ Q;;))lr

Portanto, o ganho em encomendar Q no periodo T pode ser mo-
delado por

GQ) = (CRT(EOQz)— R(Q))
= \/ 2ADuvyr + Dvs) — T(CRT(Q))

= 5(\/2AD'UQT+D'U2) — <A+Q’U1 + QQUlT) .

2D

Proposigao 2. G € uma funcdo estritamente concava em @ > 0.
De fato, do céalculo da primeira derivada

d

dg \/2ADv2r + Duvg) —v1 — ler
verifica-se que existe um unico ponto critico

dG . CORT(EOQ3) — Duv;

@(Q*)Z()@Q o
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E do célculo da segunda derivada verifica-se que seu valor é negativo

d2G
TQQ(Q) = —% <0.

Assim, o tamanho do lote de méximo ganho com aumento de
preco iminente é

 CRT(EOQ,) — Du,

vr

*

ou, equivalentemente,

Q" = 2E0Q, + 2D,
U1 vmr

Observe que maximizar o ganho no periodo T pode ser entendido
como reduzir a perda em um periodo futuro quando vy estiver em
vigor. Na Figura 2.4, observamos a transi¢ao dos ciclos de estoques a
partir do prego corrente até a aplicacao do aumento. Lembre-se que,
com vy < vg, tem-se FOQ; > FEOQ)> e consequentemente 77 > T5.
Vamos deixar para o leitor verificar que Q* > FOQ);.

Na apresentacao acima supusemos que a encomenda ¢ feita e en-
tregue imediatamente antes do aumento e, que nesse exato instante o
estoque se esgota. Claro que essas suposigdes nao sao realistas. A su-
posicao de que a encomenda chega instantaneamente nao representa
uma dificuldade, desde que o tempo de reposigao (lead time) seja co-
nhecido e a data do aumento seja com antecedéncia maior do que esse
tempo de reposicao. Se assim for, basta antecipar o pedido de forma
que a encomenda chegue imediatamente antes do aumento. Caso
contrario, o problema se torna muito mais complicado e depende de
muitas consideragoes e, por isso, nao serd discutido aqui. A suposigao
de que o aumento de prego coincide com o esgotamento do estoque
foi examinada por vérios autores, entre eles Tersine e Schwarzkopf
(1991), mas, de novo, é uma discuss@o longa demais para este curso.
Uma forma aproximada examinada por Lev e Soyster (1979) é deduzir
de Q* o valor do estoque existente.

Exemplo numérico 3
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Q*

EOQq

EOQ

Figura 2.4: Transicao entre os ciclos de estoques com proveito do
aumento de preco

Calcule o tamanho do lote a ser encomendado, sabendo que ja existe
previsdo de aumento de preco do item desejado. Os valores dos
parametros em suas unidades usuais sao: r = 0,2, v; = 15, vo = 20,
A=3eD=100.

Solugao
Primeiramente calculamos FOQs e depois o tamanho do lote que
maximiza o ganho, assim:

2B3)100) _ 109 & gr = 299 9, 2015500 189 9,

E =
0@ 20(0, 2) 15 15(0,2)

O tempo de ciclo correspondente ao tamanho do lote 6timo serd T* =
Q*/D =182,9/100 = 1,83 ano. Veja que a decisdo de maximo ganho
fard com que a quantidade encomendada permaneca em estoque por
mais de um ano, quando o tempo de ciclo tem sido menos de 2 meses;
a saber

2(3)(100)
15(0,2)

_ EOQ,
D

EOQ, = =14,1= T =0, 141 ano.
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Com isso, o tomador de decisdo deve se certificar ainda que o item
nao ird perder a sua funcionalidade, quanto a aspectos constitutivos
e temporais, nesse periodo tao longo em que ficara estocado.

Exercicio proposto 3

Um novo gerente de producao se deparou com o nivel de estoque dos
tltimos meses de um item, tal como o da Figura 2.5 com o resultado
dos célculos de seu antecessor.

Figura 2.5: Nivel dos estoques nos tltimos meses
I (unids)

2500

1000
900 -

12,8 14,6 164
t (meses)

Sabe-se que 7 = 0,01$/$/mes. No momento, o gerente precisa
saber o percentual de aumento que foi praticado pelo fornecedor a
fim de fazer um planejamento de recursos. Qual é esse percentual?



Capitulo 3

Problema do jornaleiro

Quanta comida comprar para uma festa? Quantos casacos uma loja
deve encomendar no outono para vender no inverno? Quantos jornais
um jornaleiro deve comprar para vender no dia seguinte? Todos es-
ses problemas sao andlogos com respeito a estrutura de seus modelos
quantitativos, estrutura essa, conhecida como “problema do jorna-
leiro” (newsboy or newsvendor problem), que tratam da determinagao
da quantidade a ser encomendada de um item para um periodo parti-
cular com demanda incerta. Esse tipo de problema é, também, muito
frequente em andlise quantitativa de contratos e gestao de rendimen-
tos em companhias de transporte aéreo e hotéis, por exemplo.

O problema do jornaleiro é simples, podendo ser enunciado como
segue: “um jornaleiro quer determinar quanto deve comprar de um
determinado jornal para vender no periodo em que hé interesse pela
compra do jornal, mas nao sabe exatamente qual serd a demanda
pelo jornal. Se comprar menos do que a demanda, sua margem de
lucro fica prejudicada. Se comprar a mais, no dia seguinte, terd que
devolver a sobra a um prego unitario inferior ao que ele pagou, o que
também prejudica sua margem de lucro”. Aqui, estamos supondo
que ninguém vai querer comprar jornal que nao seja do dia, e conse-
quentemente o estoque remanescente perde parte de seu valor.

Talvez esse problema seja satisfatoriamente resolvido de forma
intuitiva pelo jornaleiro, que raramente sabe trabalhar com proba-
bilidades. Supondo que o custo de uma falta seja maior do que o

25
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custo unitario do jornal, que por sua vez é maior que o custo de uma
sobra, uma ideia é inicialmente superestimar a demanda, e ajusta-la
até chegar a um patamar satisfatorio.

Outra alternativa é resolvermos o problema através de um modelo
matematico em que a demanda incerta é expressa por uma variavel
aleatoéria com distribuicao de probabilidade conhecida. Essa aborda-
gem usando estatistica apresenta vantagens sobre o método empirico
utilizado pelos jornaleiros, quando o problema envolve custos eleva-
dos e é resolvido repetitivamente com dados diferentes, como nas
companhias aéreas e em hotéis. Com esse objetivo, vamos estudar o
problema, considerando primeiramente a demanda como uma variavel
aleatéria discreta e depois como continua.

3.1 Modelo para o caso discreto

Vamos supor que estamos tratando da reposicao de um item com de-
manda incerta para um periodo em particular. Queremos determinar
a quantidade a ser encomendada do item de minimo custo total, con-
siderando que a demanda é representada por uma varidvel aleatéria
discreta.

Notagao
Para construir o modelo de custo, vamos considerar a seguinte
notacao:

¢y custo incorrido por cada unidade do item que vier a faltar ($)

¢s  custo incorrido por cada unidade do item que vier a sobrar ($)

Q quantidade do item a ser encomendada, suposta nao negativa,
para um perfodo particular (unidades)

X variavel aleatéria nao negativa que representa a demanda pelo
item no perfodo particular (unidades)

p(z) probabilidade da demanda assumir o valor z, e, como nao faz
sentido demanda negativa, supomos p(z) = 0 para todo z < 0

F(z) fungao de distribuigao de probabilidade acumulada da demanda.

Vale lembrar que no caso de X ser uma variavel aleatéria discreta,
segue que:
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1. o seu espaco amostral 2 pode ser finito ou infinito.

2. A fungao de distribuigdo de probabilidade acumulada de X é
definida para x; € 2 por

3. O seu valor esperado é dado por F[X]| = > x;p(z;), onde z; €
Q.

Podemos também usar as notagoes Pr[X = z] para p(x) e Pr[X < z]
para F(x).

Para o modelo de custo total, vamos considerar que os parametros
cr e ¢, sejam fixos e conhecidos, e que a funcao de distribuicao acu-
mulada de X seja também conhecida.

Antes de apresentar o modelo probabilistico do custo total, vamos
primeiramente introduzir o modelo deterministico do custo total, que
¢é dado por

_ (%(Q__x% ‘IEEQ
)= { crz—Q), ©>Q (3.1)

Agora, de (3.1), desenvolvemos o modelo do custo total esperado,
dado por

BC@Q)] = > c(@-a)p@)+ Y cflz—Q)p()
z<Q z>Q
= > (Q-2)p@)+cp Y (2—Q)p(z). (3.2)
<@ z>Q

Em geral, é dificil provar que F[C(Q)] tem um minimo, uma vez que
os limites dos somatérios dependem de (). Entretanto, é intuitivo
que, na pratica, o custo total esperado seja convexo e unimodal.

Supondo por hipdtese que existe um ponto de minimo para o custo
total esperado, sabemos que a quantidade 6tima a ser encomendada,
Q* > 0, deve satisfazer a condi¢do de otimalidade, i.e.,

E[C(QM)] < E[C(Q)] YQ > 0.
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Vamos, portanto, fazer a andlise marginal do custo total esperado,
cuja primeira diferenca ascendente é dada por

AE[C(Q)] = E[C(Q+1)] - E[CQ)]
= ¢ Y @Q+1-a)p@) t+er Y (2—Q—1)p(x)
z<Q+1 z>Q+1
—cs Y (Q—a)p(x) —c; Y (v —Q)p(x)
z<Q z2Q
= ¢ > (Q+1—2)p(x) —cs > _(Q—x)p(x)
z<Q z<Q
—cr Y@= Q@) +er Y (- Q- 1)p(x)
z>Q+1 r>Q+1
= ¢y plx)—c; Y plx)
z<Q z>Q+1

= F(Q) —cr(1-F(Q))

Da condicao de otimalidade de E[C(Q)] em Q*, segue que Q* é o
menor valor de @ tal que E[AC(Q*)] > 0, ou seja,

CF@)-cs(1-F@)>0 & FQ)> [ (3

Portanto, tem-se que encontrar o menor valor de F(Q*) tal que a
condigao (3.3) seja satisfeita.

Exemplo numérico 4

(Aplicacdo em evento temporario)

Um organizador de evento cientifico tem que decidir sobre quantos
CDs com os trabalhos do evento deve encomendar. Ele nao sabe exa-
tamente quantas pessoas irao se inscrever no evento, porém sabe que
cada CD custa R$1,00. Se encomendar menos do que o nimero de
inscritos, terd que fazer novos CDs e envia-los depois por correio aos
participantes. Isso custard a mais R$1,25 em adigdo ao preco nor-
mal por unidade que faltar. Se ele encomendar em excesso, os CDs
que sobrarem serao descartados sem receber qualquer valor. De sua
experiéncia de véarios anos nesse trabalho, ele consegue boas estima-
tivas para as possiveis demandas e suas probabilidades de ocorréncia,
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organizadas na Tabela 3.1. Quantas unidades do CD o organizador
deve encomendar com vista a obter o custo total esperado minimo?
Qual é o custo total esperado 6timo?

Tabela 3.1:
dem prob prob acum
100 0,15 0,15
150 0,20 0,35
200 0,30 0,65
250 0,20 0,85
300 0,15 1,00

Solucao

Neste exemplo, a dificuldade estd em determinar os custos de faltar
e de sobrar. Suponhamos que o organizador tenha encomendado
@ unidades do CD e que terd que entregar x unidades do CD. Se
sobrar CDs, ele perde R$1,00 por cada unidade que pagou além de
xz. Caso contrario, se faltar, o organizador terd que pagar R$2,25
(R$1,00+R$1,25) por cada unidade de CD faltante. Logo, ¢; = 2,25
e ¢s = 1,00, e assim sabe-se que o valor 6timo Q* é o menor valor
de @ que satisfaz F(Q) > c¢f/(cs +¢f) =2,25/(1,00 4 2,25) = 0,69.
Da Tabela 3.1 verificamos que, para a desigualdade F(Q) > 0,69 ser
satisfeita, segue que F(Q*) = 0,85, ou seja, Q* = 250 CDs. Isso
significa que, se o organizador encomendar 250 CDs para esse evento,
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o seu custo total esperado sera minimo. Vamos ao célculo desse custo:

E[CQM)] = ¢ Y (@ —a)p@)+¢; Y (x—Q")p(x)
r<Q* z>Q*
= 1,00 Y (250 — 2)p(x) +2,25 Y (z—250)p(x)
<250 2>250

= 1,00(250 — 100)p(100) + 1,00(250 — 150)p(150)

1,00(250 — 200)p(200) + 2,25 > (300 — 250)p(300)
>250
150(0, 15) + 100(0, 20) + 50(0, 30) + 2, 25(50)(0, 15)
= 22,5+ 20+ 15+ 16,875 = 74, 375.

Exemplo numérico 5

(Aplicagao em gestao de rendimentos (revenue management))
Um determinado voo de uma pequena companhia aérea tem 10 as-
sentos disponiveis. A tarifa plena de R$500,00 é cobrada para cada
assento. O custo marginal de ocupar um assento é R$100,00, ou seja,
a cada assento ocupado, a empresa gasta adicionalmente R$100,00.
A empresa sabe que a maioria dos seus clientes sdo executivos, que
sao insensiveis a descontos na tarifa. Uma alternativa para vender
todos os assentos é bloquear assentos para uma agéncia de turismo.
A agéncia de turismo garante, com uma semana de antecedéncia, a
compra de qualquer quantidade de assentos no voo com um desconto
de R$150,00 sobre a tarifa plena. Falta uma semana para o voo e a
empresa nao sabe ao certo quantos bilhetes poderda vender & tarifa
plena, mas de dados histéricos do mesmo voo em dias similares pode
estimar a distribuicao da demanda conforme a Tabela 3.2.

Solucao

Vamos pensar em termos de reserva de assentos para venda a tarifa
plena pela companhia aérea. Assim, se reservar mais assentos do
que a demanda de executivos, vai sobrar assentos vazios, ou seja, a
companhia vai deixar de ganhar a tarifa com desconto da agéncia,
deduzido o custo marginal de ocupagao

cs = 350 — 100 = 250.
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Tabela 3.2:
demanda prob prob acum
0 0,06 0,06
1 0,09 0,15
2 0,10 0,25
3 0,15 0,40
4 0,20 0,60
5 0,15 0,75
6 0,10 0,85
7 0,06 0,91
8 0,05 0,96
9 0,03 0,99
10 0,01 1,00

Lembre-se que a agéncia de turismo se dispoe a comprar todos os
assentos oferecidos. Se a demanda pela tarifa cheia for maior que a
reserva de assentos, vai faltar assentos para os executivos, ou seja, a
companhia vai deixar de ganhar a tarifa cheia por assento deduzido
o custo marginal

cy = 500 — 100 = 400.

Repare que o assento nao ocupado nao tem custo relevante, ou seja,
seu custo é zero. Assim, temos que encontrar o menor valor de )
que satisfaca a condigdo F(Q) > 400/650 = 0,61. Logo, chegamos
a conclusao que cinco assentos devem ser reservados para executivos
e os cinco assentos restantes devem ser vendidos para a agéncia de
turismo, para que a companhia tenha custo total esperado minimo.

Exercicio proposto 4

O gerente de suprimentos da Féabrica de Matrizes Leibnitz Ltda. faz
periodicamente encomendas de um item necessario a fabricagao de
diversas matrizes para estampar pegas automotivas. Uma vez feitas
as encomendas, demora um certo tempo (tempo de reposicdo, ou lead
time) até que elas estejam disponiveis para consumo na produgao. O
fornecedor se esforca para entregar dentro de um prazo combinado,
mas devido a dificuldades existentes no transporte ou na fébrica,
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Tabela 3.3:
] = unids. \ 0-14 \ 15-16 \ 17-18 \ 19-20 \ 21-22 \ 23-24 \ 25-26 ‘

Pr[X = x| | 0,0013 | 0,0064 | 0,0248 | 0,0689 | 0,1386 | 0,2039 | 0,2202
Pr[X <z | 0,0013 | 0,0077 | 0,0324 | 0,1013 | 0,2399 | 0,4439 | 0,6641

[ wunids. [ 2728 | 20-30 [ 3132 | 3334 | 35-36 | 37-50 |

Pr[X =] | 0,1748 | 0,1017 | 0,0430 | 0,0131 | 0,0028 | 0,0005
PriX <z | 0,8389 | 0,9405 | 0,9836 | 0,9967 | 0,9995 | 1,0000

nem sempre consegue. Quando hd um atraso o gerente compra de
outro fornecedor que entrega imediatamente quantas unidades quiser
por um preco unitirio fixo mais caro. O gerente estd pensando em
usar um estoque de seguranga (estoque para ser usado no caso de
atraso na entrega), mas se fizer isso terd que justificar a medida ao
diretor financeiro Sr. Newton. O Sr. Newton enfrenta problemas em
conseguir dinheiro nos bancos para financiar o capital de giro!, pois
a empresa ja estd bem endividada devido a reformas recentes e aos
juros que estdo “na estratosfera’”.

O gerente de suprimentos fez um levantamento dos quantitativos,
tendo obtido os seguintes valores e informacoes adicionais.

e A demanda pelo item durante o lead time tem a distribuigao
tal como a Tabela 3.3.

e Custo de manter estoque
Taxa de manutencao de investimento em estoque: 15% a.a.

Valor unitério do item: R$1000,00/unidade.

e Custo de falta estimado

Quando o fornecedor atrasa, o item é comprado de outro for-
necedor a R$1100,00/unidade.

1Dinheiro necessério para produzir, visto que entre o momento em que se fazem
despesas para fabricar uma determinada quantidade de produto e o momento de
se ter o dinheiro de volta, na forma de receita de venda, decorre um tempo
relativamente longo (de dias a meses).
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e Numero de encomendas feitas por ano

Como o consumo do item é relativamente constante e o lote
econdémico de compra é utilizado, sao feitas em média 50 enco-
mendas por ano e isso nao deve mudar se for feito um estoque
de seguranca.

Ajude o gerente a calcular o estoque de seguranga “6timo” para ele
apresentar como justificativa ao diretor financeiro. Podemos supor
que, em média, o estoque de seguranca ficard sempre no valor que
determinarmos. Isso porque, nao sendo a demanda perfeitamente
constante, ao fim de cada ciclo de estoque (veja Figura 2.1) ao invés
de o estoque chegar sempre a zero o ciclo termina com um pouco mais
do que zero, ou ha um pequeno excesso de demanda que é absorvido
pelo estoque de seguranca. Como o custo de faltar é muito maior
do que o de sobrar, raramente haverd falta e entdo as sobras e as
quantidades utilizadas do estoque de seguranca se compensarao.

3.2 Modelo para o caso continuo

Uma formulagdo continua para o problema acima pode ser desejavel
quando o item considerado tem medida continua ou quando uma
aproximagao continua é conveniente, particularmente, devido a possi-
bilidade de usar distribuigoes de probabilidade continuas, mais faceis
de se manipular do que suas correspondentes discretas.

Dessa forma, queremos determinar a quantidade a ser encomen-
dada de um item com demanda incerta para um periodo em parti-
cular, que minimiza o custo total, considerando que a demanda pelo
item é representada por uma varidvel aleatdéria continua.

Vale lembrar que quando X é uma varidvel aleatéria continua,
temos que

1. o seu espaco amostral 2 é infinito.

2. A funcéo de distribuicao de probabilidade acumulada de X é
definida para x € Q por

)= [ " fna,
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onde f(-) é a funcdo densidade de probabilidade de X, com
valores nulos para valores negativos de x.

3. O seu valor esperado é dado por E[X] = [ _,xf(z)dr =

Vamos considerar aqui a notagao e as hipéteses ja apresentadas
no modelo do caso discreto. Repare que os modelos deterministicos
de custo total sao idénticos no caso discreto e no caso continuo. Por-
tanto, analogamente ao caso discreto (3.2), a expressao do custo total
esperado é dada por

Q +o0
BOQ) = [ a@-ni@dt [ ertr Qs
Q +o0
- / (@ - ) f(2)dz + 5 / (- Q)f (x)dz
Q

= SQ/ fx dx—cg/ af (x)dz +
cf/Q af(z )dl«—cfQ/Ho dz

Q
— LQF(Q) e / 2 f(z)da

+o0 -
+C‘f/Q zf(x)dr — c;Q(1 — F(Q)).

Vamos agora destacar os seguintes resultados sobre derivacao:

e Para F(z) = [*_ f(t)dt, segue que F'(z) = f(z),

e Aplicando a regra da cadeia para derivar F(z) = f 9(z) f( )dt
tem-se que F'(z) = h'(x) f(h(x)) — ¢'(2) f(9(x)).
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Logo, podemos calcular a derivada de E[C(Q)] com relagdo a Q:

dE|C
S~ F@+ Q@ - QS

—cQf(Q) —¢p(1 = F(Q)) +¢,Qf(Q)
= F(Q)—cs(1-F(Q))
= (cs+cp)F(Q) —cy.

Portanto, o valor 6timo Q* que minimiza o custo total esperado
deve satisfazer necessariamente a seguinte condigao:

dE[C(Q)]
dQ
E facil verificar que Q* é um ponto de minimo. Para isso, basta

verificar que a segunda derivada de E[C(Q)] é positiva para todo
Q > 0.

. c

Exemplo numérico 6

(Aplicacao em andlise quantitativa de contratos)

Uma empresa quer fazer um contrato de servigo de manutengao do
tipo take-or-pay, ou seja, ela paga antecipadamente por @) horas de
servigo a um prego unitario v. Caso ela utilize menos que @ horas
contratadas, ela nao tera nenhum reembolso, mas se ela utilizar mais
que @ horas, passard a pagar um prec¢o unitario v > v. Sabendo-se
que a demanda pelo servico tem distribuicdo normal com média u e
desvio-padrao o, qual o numero de horas contratadas que minimiza
o custo de manutengao?

Solucao

Suponha que a empresa contratou ) horas ao custo unitario v. Para
cada hora que contratou além da demanda (ou seja, hora contratada
que ird sobrar), a empresa terd perdido ¢; = v por hora contratada.
Para cada hora que tiver contratado a menos da demanda (ou seja,
hora contratada que ird faltar) vai ter um custo por hora contratada
de ¢y = v. Temos entao a seguinte condigao para a funcao distri-
buicao normal padronizada:

Q" —p

g

F(=") = ® = cy/(es +¢f) = /(v + ),
(57
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em que ® é a funcao distribuicdo normal na varidvel ). Portanto,
basta procurar na tabela da distribuigao normal padronizada o valor
de z* = (Q* — p)/o que corresponde a F(z*) = 9/(v + ©) e depois
obter o valor de Q* a partir de z*.

Exercicio proposto 5

(Aplicacao em gestao de rendimentos)

Um hoteleiro estd vendendo um pacote de fim de ano. Como quase
sempre ocorrem desisténcias de ultima hora, ele deseja fazer uma “so-
brevenda” ou overbooking (prética de ofertar acima da capacidade),
ou seja, vender mais hospedagens do que pode acomodar. O nimero
de desisténcias pode ser bem representado por uma variavel normal
com média 5 e desvio padrao igual a 2. O preco de um pacote é
R$1.200,00, mas cada pacote lhe custa em banquete, bebidas e ou-
tros custos, R$400,00. Se por acaso vier a faltar quartos (devido
a um eventual baixo nimero de desisténcias), ele terd que acomo-
dar o hospede num outro hotel de melhor qualidade, o que é sempre
possivel, mas lhe custard R$3.200,00. Quantos pacotes ele deverd
vender além do nimero maximo que pode acomodar no seu préprio
hotel?



Capitulo 4

Problema de
planejamento da
producao

Pense na produgao de algum bem ou servigo. Algumas coisas tor-
nam a producao em escala industrial mais complicada do que quando
tratamos da construcao de nossa casa ou preparamos uma festa de
aniversario da familia, ainda que isso nao seja trivial. Varios aspec-
tos irao determinar as necessidades de planejamento. Alguns desses
aspectos mais importantes sao o produto (ou os produtos), o tipo de
processo de produgao e o mercado alvo. Por exemplo, o planejamento
da produgao de um prédio comercial num terreno no centro da ci-
dade tem muito pouco em comum com o planejamento da producao
de telefones celulares inteligentes, mas pode ter aspectos parecidos
com a construgao de uma plataforma para exploragao de petrdleo, ou
mesmo com o planejamento de um grande show de musica popular
ao ar livre. Tanto a construcao do edificio quanto a preparacao do
show s6 comegam quando ja existe uma demanda. Em contraste,
a produgao de telefones comega antes que a demanda ocorra. Isso
muda quase tudo em termos de planejamento; no primeiro caso, di-
zemos que a produgao é “sob pedido” e no segundo, “para estoque”.
Aqui veremos apenas o caso de producao para estoque que, é claro,

37



38 [CAP. 4: PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA PRODUGCAQ

pressupoe algum conhecimento sobre o que pode ser vendido, ou seja,
alguma previsao de demanda que aqui serd considerada conhecida e
sem incerteza.

Vamos abordar o problema de planejamento da produgao para
estoque, ou seja, vamos tratar de decisoes de encomendar (para ser
produzido ou comprado) e de estocar itens que, numa fabrica, devem
ser tomadas em conjunto. Aqui estamos considerando conhecidas
a capacidade fixa de produgao (i.e., supdem-se que competéncias e
recursos para produgao ja foram providenciados anteriormente, es-
tando prontos para uso) e a demanda prevista para o horizonte de
planejamento (i.e., supde-se que a previsao da demanda j4 tenha sido
realizada). Na realidade, quase sempre hé significativa incerteza nes-
sas previsoes, mas raramente elas sao tratadas de forma explicita no
modelo (o planejamento da produgdo de energia elétrica em siste-
mas cuja capacidade de geracdo depende da natureza sdo excegoes).
Na inddstria (inclusive na de petréleo) as incertezas sao tratadas de
forma ad hoc por meio de andalises do tipo “que tal se”.

As técnicas ou métodos utilizados para encontrar um plano de
producao podem ser intuitivos ou cientificos. Além da experiéncia
dos planejadores, as técnicas intuitivas usam, em geral, planilhas
eletronicas e gréaficos para construir um plano de produgao vidvel
através de tentativas; nao necessariamente o plano encontrado é o
melhor ou perfeitamente coerente com as suposigoes adotadas na for-
mulacdo do problema. As técnicas intuitivas sdo largamente utiliza-
das. J& as técnicas cientificas utilizam resultados de programagao ma-
tematica ou otimizagao para encontrar, quando possivel, um plano de
produgao 6timo sob algum ponto de vista. Curiosamente, na pratica,
a grande vantagem de se utilizar a abordagem cientifica é a facilidade
que se tem para explorar o problema por meio de andlises “que tal
se” e nao propriamente o fato de as solucbes que ela produz serem
otimas.

Aqui, vamos estudar planejamento de sistemas produtivos usando
modelos para encontrar os correspondentes planos 6timos. Em geral,
a construgao de um modelo matematico deve anteceder a aplicagao de
um algoritmo de resolucao. (Vale lembrar que algoritmos heuristicos
podem obter soluges sem uso de modelos.) E claro que um modelo
matematico de um problema real deve ser suficientemente simples e
refinado para que uma solugao seja obtida por um algoritmo de forma
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eficaz e tenha aplicacdo pratica.

Com o objetivo de mostrar o uso de programagao mateméatica
no tratamento de problemas reais de decisao de produgao, vamos
abordar alguns modelos de programacao linear para essa classe de
problemas. Em ordem crescente de complexidade, iniciaremos com
o problema de determinagao das quantidades a serem produzidas de
itens para um unico periodo de planejamento, e progressivamente
incluiremos detalhes como determinagao das quantidades estocadas,
multiplicidade de periodos de planejamento, tempos e custos de pre-
paragao, e finalmente limitagoes de capacidade.

4.1 Modelo multi-item em unico periodo

Vamos comegar pela modelagem de um exemplo simples e especifico,
e depois explorar o modelo geral para o problema de planejamento
da producao multi-item para um tinico periodo. Estamos interessa-
dos em determinar as quantidades a serem encomendadas de itens.
Problemas de determinar as quantidades a produzir de cada item sao
normalmente chamados de problemas de “determinagao do mix de
produgao”.

Exemplo numérico 7

Uma marcenaria produz mesas e cadeiras. Cada mesa é vendida a
1000 reais e cada cadeira a 400 reais. Os recursos principais sao mao-
de-obra e madeira. Para produzir uma mesa sao necessarias 4h de
mao-de-obra e 6 unidades de madeira. Ja para produzir uma cadeira
necessitam-se de 7h de mao-de-obra e 3 unidades de madeira. Ao todo
estao disponiveis 42h de mao-de-obra e 50 unidades de madeira. Tudo
que é produzido pela marcenaria é vendido. A marcenaria deseja
encontrar um plano de produgao que maximize a sua receita.

Solugao

Em primeiro lugar, vamos treinar o processo de modelagem de proble-
mas. Para isso, temos que categorizar conjuntos e indices de entida-
des, dados ou parametros, variaveis de decisao, restrigoes e objetivo,
nesta ordem. Para o problema da marcenaria, temos:
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Conjuntos e indices

I, i €1 conjunto de itens (mesa e cadeira) a serem produzidos pela marcena-
ria, [I| =n=2;

J, j € J conjunto de recursos de produgio (mao-de-obra e madeira) da marce-
naria, |J| =m = 2.

Parametros

c1 = 1000 preco unitario da mesa;
co =400  prego unitario da cadeira;

a1 =4 horas de mao-de-obra necessérias para produzir 1 mesa;
app =17 horas de mao-de-obra necessarias para produzir 1 cadeira;
a1 =6 unidades de madeira necessarias para produzir 1 mesa;
az =3 unidades de madeira necesséarias para produzir 1 cadeira;
by =42 disponibilidade de mao-de-obra em horas;

by =50 disponibilidade de madeira em unidades.

Variaveis de decisao
r1 quantidade a ser produzida de mesas,
r9 quantidade a ser produzida de cadeiras.

Restrigoes

As disponibilidades dos recursos devem ser consideradas como limi-
tantes no uso desses recursos.

As quantidades de mesas e cadeiras a serem produzidas nao podem
ser negativas: 1 > 0, g > 0.

Objetivo
Tem-se que maximizar a receita da marcenaria: z = 10001 4+ 400x5.

Modelo matematico resultante:

maximizar 2z = 1000x; + 400x5
sujeito a 41 + Taxg < 42
6x1 + 32 < 50
z1 > 0,20 > 0.
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Como esse problema tem apenas 2 varidveis, podemos usar o
método gréafico para mostrar que o plano 6timo de produgao deter-
mina a producao de 8,3 mesas e nenhuma cadeiral

O método simplex é um dos métodos mais utilizados para resolver
problemas de programacao linear, como o problema que acabamos de
ver. Apesar de ser facil para quem estd familiarizado com sistemas
de equagoes lineares, nestas notas nao ha espaco para apresentar o
método simplex, (para saber sobre ele, veja, por exemplo, Arenales
et al. 2006).

Por ser um método muito limitado (sé é pratico para problemas
com duas varidveis), mas simples e intuitivo, a seguir, vamos apre-
sentar o passo a passo da aplicacao do método grafico para encontrar
uma solugao 6tima do problema da marcenaria. Primeiramente, va-
mos determinar a regiao vidavel do problema. Denotando por R a
regiao vidvel e sabendo que a mesma ¢é definida pelas restrigcoes do
problema, temos que

R = {(x1,22) € R? : dxy + Txy < 42,621 + 325 < 50,21 > 0,25 > 0}.

Cada restriciao de desigualdade define um semi-espaco no R%. O con-
junto viavel é o conjunto dos pontos que satisfazem simultaneamente
todas as desigualdades, ou seja, que pertencem a interse¢cao de todos
os semi-espagos. A Figura 4.1 ilustra o conjunto viavel do exemplo.
Um ponto 6timo é um ponto da regiao vidvel R que dd o maior valor
a funcdo objetivo, que, por sua vez, ¢ um plano no espaco R3.

Agora, para encontrar uma solugdo 6tima devemos determinar a
diregdo de mdxima subida da funcdo objetivo z(x1,x2) = 1000z; +
400z, isto é, queremos determinar o seu gradiente. Por definigao,
temos que o gradiente é dado por

0z(x1,x2) 0z(x1,22)
61‘1 ’ 6182 '

V(e s) = (

Portanto, a direcdo de mdxima subida de z é dada por Vz(z1,zs) =
(1000, 400). Note que o gradiente é constante para qualquer ponto do
dominio de uma funcao afim linear, em particular z. Como fica dificil
posicionar o vetor gradiente na escala da Figura 4.1, introduzimos um
vetor proporcional a esta diregao, que é dado por (5,2), conforme a
Figura 4.2.
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6X, + 3%, < 50

4x1 + 7x2 =42

8,3\ 10,5~ "X

Figura 4.1: Determinacao da regiao viavel R

Do conhecimento do gradiente, podemos tracar as curvas de nivel
da funcao objetivo z. Uma curva de nivel de uma fungao no R™ é
uma curva que conecta os pontos do dominio que apresentam valores
idénticos da funcdo. No caso de funcdes lineares no R2, as curvas
de nivel sdo retas paralelas, sempre ortogonais ao gradiente. (Esse
resultado sai diretamente da definicdo de derivada direcional.) Na
Figura 4.2, introduzimos as curvas de nivel de z, que sao dadas pelas
retas tracejadas. Desse modo, ao seguir a direcao de maxima subida
de z ou avangar sobre as curvas de nivel com valores maiores para z,
alcancamos o valor maximo de z num ponto da fronteira de regiao
viavel R, o ponto de maximo. Entre todas as solucoes viaveis do pro-
blema da marcenaria, encontramos o ponto de maximo ou a solugao
6tima do problema em (8,3, 0). (Vocé pode verificar que a curva
de nivel sobre o ponto (8,3, 0) é aquela que tem o maior valor de z
quando comparada a outras curvas de nivel que passam sobre pontos
na regido vidavel R.) Assim, fechamos essa digressao sobre método de
solugao grafico para voltar ao exemplo.

Posteriormente, o analista de producao descobriu que o gerente
da marcenaria falhou ao descrever o problema, uma vez que o modelo
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Figura 4.2: Determinacao da solugao 6tima

matematico nao foi suficientemente refinado para relacionar a quan-
tidade de cadeiras a serem produzidas a quantidade de mesas a serem
produzidas. Apéds a exposi¢io do resultado ao gerente, o analista de
producao soube que a marcenaria costumeiramente vende uma mesa
com quatro cadeiras.

Com a introducao dessa nova condicao ao problema da marcena-
ria, apresentamos a nova formulacdo matemaética do problema:

maximizar z = 1000x; + 400x4
sujeito a daq 4+ Taxg < 42
61 4 3z2 < 50
41 — 22 =0
z1 > 0,290 > 0.
Dessa forma, a nova regiao viavel do problema ¢ ilustrada na Fi-

gura 4.3, representada agora pelo segmento de reta R.
Considerando a nova regiao viavel, a solugao 6tima é buscada
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4x1-x2=0

6x1 + 3,x2 =50

Ax, +7x,= 42

1 8,3\ 10,5~ X,

Figura 4.3: Determinacao da nova regiao viavel

de modo andlogo ao procedimento anterior. Lembre-se que o gradi-
ente e as curvas de nivel de z nao foram alterados. Seguindo, entao,
a diregao de méaxima subida do gradiente, encontramos o ponto de
méximo (também na fronteira da regiao vidvel) dado por (1,3, 5,2).
Note que nao ha nada de errado com essa solucao, pois as variaveis
do problema foram definidas como sendo reais. Veja a Figura 4.4.

Observe que, no caso de aplicar o método grafico para resolver
um problema de minimizagao, uma solugao 6tima é alcangada, caso
exista, quando avangamos em direcao oposta ao gradiente, ou seja,
na direcao de maximo declive da fungao objetivo. E possivel que
um problema de otimizagao nao tenha solucao; pense na situacao em
que avangamos na dire¢ao desejada (aquela em que o valor da fungéo
objetivo é melhorado) e ndo encontramos a fronteira da regiao vidvel.
Neste caso, temos um problema ilimitado.

Outra observacao a ser feita é que a produgdo de um nimero fra-
ciondrio de mesas e de cadeiras pode nao fazer sentido pratico; fara
sentido se estivermos tratando de um problema que se repete continu-
amente, caso em que 1,3 mesas por semana faria sentido juntamente
com 5,2 cadeiras. Problemas com exigéncia de valores inteiros para
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AX,

16,>

T, v 183\ 105~ X
voVov oy
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Figura 4.4: Determinagao da nova solugao étima

varidveis sao frequentes e, normalmente, podem ser resolvidos, con-
forme veremos adiante.

De modo geral, problemas de planejamento da produgao multi-
item para um tnico periodo, como o que vimos, podem ser formulados
como problemas de programacado ou otimizacao linear no formato
padrao, tal como

minimizar c1x1 + X9 + ...+ cpTy
sujeito a  a11x1 + a12Ts + ... + a1y = by

a2121 + a22%2 + ... + a2, Ty = by

A1 %1 + Q2% + ...+ QmnTp = b
leOa 1'220,.-., $n207
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ou na forma matricial como

minimizar Tz

sujeitoa Ax =1b
x>0,

em que sdo dados A, uma matriz real de dimensado m por n, b, um
vetor real m-dimensional, e ¢, um vetor real n-dimensional. Por con-
vengao, r é um vetor n-dimensional de varidveis reais, caso contrario
é necessario definir explicitamente o escopo das variaveis. Denota-se
o produto interno de ¢ por x por Lz = 2?:1 c;x;. Chamamos a
atencdo para o significado dos dados: cada coeficiente da matriz A
representa a quantidade de um recurso usada para produzir uma uni-
dade de um item, os coeficientes do vetor b representam as quantida-
des disponiveis dos recursos, e os coeficientes do vetor ¢ representam
os custos unitarios dos itens.

Vamos estudar problemas de otimizagdo (no formato de mini-
mizagdo ou de maximiza¢do) com um unico objetivo, o qual é mo-
delado por uma funcao objetivo. As restricbes de um problema de
otimizagao definem um conjunto de solugoes vidveis ou factiveis, cha-
mado de regiao viavel. Desse modo, uma solugao 6tima, além de ser
necessariamente uma solucao viavel, é um das melhores no conjunto
viavel em termos de valor da funcao objetivo. Para o problema de
planejamento da produgao uma solucao étima é um plano 6timo de
produgao para o horizonte de planejamento considerado.

Problemas de otimizagao linear com varidveis reais sao faceis de
serem resolvidos. A exigéncia de integralidade das varidveis pode
dificultar bastante a resolucao do modelo. Observe que, num modelo
de otimizacao linear, a fung@o objetivo e as fungoes de restricao sao
fungdes afins lineares. Uma propriedade da otimizacao linear é que ela
é capaz de revelar importantes aspectos econoémicos do problema. Um
deles é o chamado “preco interno”, “prego endogeno”, “preco dual”
ou “prego sombra” de um recurso. Conceitualmente, esse preco é a
razao incremental entre o aumento do valor 6timo da funcao objetivo
em relagdo a um aumento infinitesimal na quantidade de um recurso.
Em termos de nosso exemplo da marcenaria, o preco interno da hora
de mao-de-obra é, grosso modo, “quanto aumenta a receita maxima
por hora de mao-de-obra acrescentada a atualmente disponivel”. Essa
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interpretacao pode ser muito 1til para decisoes de investimento, mas
deve ser feita com muito cuidado e conhecimento, pois para ser valida
o aumento tem um limite méximo que, em alguns casos, pode até ser
Zero.

4.2 Modelo de um item sem limitacao de
capacidade e multi-periodo

Frequentemente ha necessidade de se determinar quando e quanto
produzir e estocar de um item para atender a demanda durante
periodos (p.ex. meses) futuros. Isso pode ser importante para se
adquirir os recursos (materiais e mao-de-obra) com a necessaria an-
tecedéncia. Uma consideracao fundamental é que pode nao ser inte-
ressante produzir em cada més (ou outro periodo de tempo) o que é
nele demandado, pois hda um custo de preparar a produgao sempre
que se decide produzir num periodo. Entretanto, por outro lado, ha
um custo de se antecipar a produgao porque hé, como ja vimos, um
custo de se manter estoques e, assim, queremos obter um equilibrio
otimo entre os custos de preparar e o de estocar.

Queremos entao determinar as quantidades a serem produzidas e
estocadas de um item ao longo de um horizonte de planejamento, com
um numero finito de periodos, tendo como objetivo a minimizacao
de custos, de modo a satisfazer a demanda prevista dos clientes pelo
item, considerando que existe preparagao para a produgao de novos
lotes e que a capacidade de producao instalada ¢é ilimitada, ou seja,
a capacidade é suficientemente grande para atender qualquer quanti-
dade que se decida produzir.

Por simplicidade, vamos considerar que os estoques no inicio e
no fim do horizonte de planejamento sejam nulos (essa hipétese pode
ser relaxada, o que complicaria apenas a notagao). Ainda, lembramos
que a demanda pelo item nao pode ser negativa ao longo do horizonte
de planejamento.

Para modelar esse problema, vamos considerar as seguintes nota-
¢oes e definigoes:

Conjunto e indice:
T =1{1,2,...,n}, t € T, o horizonte de planejamento T' é composto
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por n periodos de tempo. Um periodo em T é denotado por ¢.

Dados ou parametros do problema:

p: custo unitario de produgao associado ao perfodo ¢ ($),

¢+ custo fixo de preparagao para produgao associado ao
periodo ¢ ($),

h; custo de manter estoque por unidade do item associado ao
perfodo ¢ ($),

d; demanda prevista pelo item para o periodo ¢ (unidades),

M; numero inteiro positivo suficientemente grande
(que serd melhor esclarecido mais adiante).

Varidveis de decisao:
z¢ quantidade do item a ser produzida no periodo ¢ (unidades),
y: indica se existe produgao do item no perfodo ¢ (y; = 1),
ou nao (y; = 0),
st quantidade do item a ser estocada ao final do periodo ¢ (unids.).

Restricoes:

A demanda prevista a cada periodo deve ser satisfeita.

Estoques no inicio e no fim do horizonte de planejamento sao nulos.
As quantidades produzidas e estocadas devem ser nao negativas.

Objetivo: minimizar custos de produzir, preparar para produgao e
manter estoque.

Modelo matematico

minimizar Y., pixe + @y + ey (4.1)
sujeito a ;1 +xy =d; + s Vi (4.2)
so=25,=0 (4.3)

x < Myy, Vit (4.4)

x>0, 54 >0 WVt (4.5)

e € {0,1} V. (4.6)

A fungao objetivo a ser minimizada é definida em (4.1) como sendo
a soma dos custos de producao fixos e varidveis mais os custos de
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manter estoque. O grupo de restrigdes (4.2) expressa a satisfacdo da
demanda por periodo, também conhecido por restricoes de balango
de estoques. As restri¢coes em (4.3) afirmam que nédo existe estoque
no inicio nem no final do horizonte de planejamento. O grupo de
restrigoes (4.4), chamado de imposigao de setup, associa o valor 1 a
varidvel y; no periodo t caso nele haja producgao do item, e valor 0
quando néo existe produgao. Assim, o custo de preparacao s serd po-
sitivo se houver producao em algum periodo, sendo o total produzido
o suficiente para satisfazer a demanda prevista para o horizonte de
planejamento. De fato, como a fungao objetivo serd minimizada, ha-
vera tendéncia para anular o custo de preparacao a cada periodo. As
restrigoes do grupo (4.5) impdem nao negatividade para as varidveis
reais, enquanto que as restri¢oes do grupo (4.6) definem as varidveis
bindrias, também conhecidas por varidveis do tipo “zero-um”, i.e.,
que assumem valores zero ou um.

Observe que M; expressa um limite superior para a quantidade a
ser produzida do item x; no periodo t. Uma vez que s,, = 0, podemos
definir M; = >"}" d; ou mais precisamente M, = >_;_, dj. Cabe aqui
observar que, na pratica, a solugao do problema se tornard menos
trabalhosa se a constante M, for a menor possivel sem chegar a limi-
tar a producgao. Para acelerar a obtencao da solucao étima, muitos
dos mais sofisticados métodos de solucao de programacao inteira sao
capazes de realizar um pré-processamento do modelo para automa-
ticamente encontrar um valor menor (porém ainda grande) para os
Mt7S.

Esse modelo matematico se refere a um problema de programagao
linear inteira mista, ou seja, o problema de otimizacao apresenta
fungoes objetivo e de restricdes afins lineares e, simultaneamente,
varidveis reais e inteiras. O problema linear resultante da substi-
tuigdo da exigéncia de valor inteiro para algumas varidveis (no caso,
yr € {0,1} Vt) pela exigéncia de pertencer a um intervalo continuo
fechado entre os valores inteiros extremos (no caso, y; € [0, 1] Vt) é
normalmente denominado “problema de relaxacao linear”. Resulta-
dos tedricos de problemas de relaxacao linear sao importantes para o
desenvolvimento de métodos de solugao, por exemplo.

Exemplo numérico 8
Considere o problema de dimensionamento de lotes de um item sem
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limitacao da capacidade de producao. Uma instancia do problema
apresenta um horizonte de planejamento correspondente a 3 periodos
mensais. A demanda pelo item em unidades é (90, 110, 100), o custo
unitario de producao por perfodo é 53, o custo de preparagao é (308,
20%, 10%), o custo unitdrio de estocar por periodo é 2$. Considere
ainda que os estoques s&do nulos no inicio e no fim do horizonte de
planejamento. Monte o modelo matematico dessa instancia e avalie
o numero de varidveis de decisao e de restri¢coes funcionais.

Solugao

Dos dados da instancia, sabemos que o numero total de periodos do
horizonte de planejamento é 3. Vamos adotar M; = Zi:t dy. Entao
o modelo fica:

minimizar 5x1 + bxas + Sz + 30y1 + 20y2 + 10ys + 251 + 259 + 253
sujeito a so+x1 =90+ 351
S1 4+ x2 =110+ 39
So 4+ x3 = 100 + s3
so=0
s3 =20
1 < 300y,
o < 210y
z3 < 100y;3
T1,To,x3 >0
S1,82,83 >0
Y1,y2,y3 € {0,1}.

Para essa instancia, o problema tem 9 variaveis de decisao e 8 res-
trigoes funcionais (aqui ndo sao consideradas as restrigoes que definem
as varidveis).

Exercicio proposto 6

Considere o problema de dimensionamento de lotes de um item sem
limitagao da capacidade de producao num horizonte de planejamento
multi-periodo. Monte o modelo matematico, sabendo que o item nao
pode ser estocado.
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Exercicio proposto 7

No modelo bésico (4.1)-(4.6), visto acima, o que acontece com o re-
sultado do modelo se trocarmos os sinais de igualdade das restrigoes
(4.2) por sinais de desigualdade do tipo > 7

Exercicio proposto 8

Prove que o modelo bésico (4.1)-(4.6), com estoques e sem limitagao
de capacidade de producao, é sempre vidvel, i.e., sempre tem ao me-
nos uma solugao.

Desafio 2

Formulagao com estoque cumulativo. Mostre que uma formulacgao
matematicamente equivalente pode ser obtida substituindo o grupo
de restrigoes (4.2) por outro grupo, digamos (4.2’), que impde que a
cada perfodo tudo o que havia como estoque inicial (zero, de acordo
com a hipdtese aqui feita) mais tudo o que foi produzido até o periodo
tem que ser igual a soma cumulativa da demanda até o periodo mais
o estoque existente no final do periodo.

4.3 Modelo de um item com capacidade
limitada e multi-periodo

Vamos considerar o problema de dimensionamento de lotes seme-
lhante ao problema sem limitagao de capacidade de produgao da
Subsecao 4.2, com as mesmas consideracoes iniciais, exceto que, agora,
vamos considerar que:

e a capacidade de producao seja limitada por periodo,

e quando se faz uma preparagdo para producdo em um periodo,
néo apenas se incorre num custo (p. ex. gastos com solvente
para limpar uma méquina), mas também na impossibilidade de
produzir nesse periodo.

A lista de pardmetros do modelo (4.1)-(4.6) vamos acrescentar:
a; tempo necessario para produzir uma unidade do item no
periodo t
B¢ tempo de preparagao para a produgao no periodo t
C} capacidade de produgao associada ao periodo ¢t em termos do
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tempo em que os recursos de produgao estao disponiveis para
a producao e para a preparacao.

Restrigoes:

A demanda prevista deve ser satisfeita a cada periodo.

Estoques sao nulos no inicio e fim do horizonte de planejamento.
Existe capacidade de produgao limitada a cada periodo.

Ainda, quantidades produzidas e estocadas ndo podem ser negativas.

Entao, um modelo matemaético para o problema de planejamento
da produgao de um item com capacidade de producao limitada é dado
por

minimizar Z:;l D+t + eyt + hesy
sujeito a sp_1 +axp =di +5; Vit
so=5,=0
e < Myyy Vi
oy + By < Oy Vit (4.7)
x>0, 8 >0 Vt
ye € {0,1} Vit.

Exercicio proposto 9

Considere que, além da limitacao méxima de tempo de produgao,
também existe limite maximo de unidades produzidas de itens por
periodo. Adeque o modelo a essa nova condicdo.

Desafio 3

Em alguns casos, a preparagao para a produgao consiste em apenas
preaquecer um forno. A existéncia de produgéo num periodo, significa
que o forno termina o periodo ainda aquecido. Entao, no periodo
seguinte, com o forno ja aquecido, pode haver produgao sem que seja
necessaria uma preparacao. Mantendo a linearidade do modelo com
relaxagao linear, modifique o modelo para incluir esta caracteristica
da realidade.
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4.4 Modelo multi-item multi-periodo sem
limitagao de capacidade

Na industria é comum a produc¢ao nao simultanea de mais de um
tipo de produto numa mesma instalacao, utilizando os mesmos re-
cursos. Vamos desenvolver um modelo para determinar um plano de
producgao para um sistema de producao de diversos itens ao longo de
um horizonte de planejamento. Consideraremos que, no inicio e no
fim do horizonte de planejamento, os estoques dos itens sejam nulos
e, ainda, supor que a capacidade de producgao seja ilimitada para to-
dos os itens em todos os periodos.

Considere as seguintes notacoes e definigoes:

Conjuntos e indices:

T=1{1,2,...,n}, t € T, conjunto de periodos do horizonte de plane-
jamento,

I={1,2,....,m}, ¢ € I, conjunto de itens (distintos) a serem produ-
zidos.

Dados ou parametros do problema:

pit  custo unitdrio de producao do item i associado ao perfodo ¢ ($),

¢;+ custo de preparagao para a produgao do item ¢ associado ao
perfodo t ($),

hit custo de manter estoque por unidade do item % associado ao
periodo t ($),

d;y demanda pelo item ¢ prevista para o perfodo ¢t (unidades),

M;; nuimero inteiro positivo suficientemente grande para nao limitar
a producao do item ¢ no perfodo t.

Variaveis de decisao:

x;; unidades do item i a serem produzidas no periodo t,

yi+ indica se existe producao do item ¢ no perfodo ¢ (y; = 1),
ou nao (y;x = 0),

s;+ unidades do item ¢ a serem estocadas ao final do periodo t.

Restrigoes:
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A cada periodo de tempo a demanda prevista deve ser satisfeita.

Os estoques dos itens no inicio e fim do horizonte de planejamento
devem ser nulos.

As quantidades produzidas e estocadas devem ser ndo negativas.

Objetivo: minimizar custos de produzir, preparar para produgdo e
manter estoque.

Formulagao matematica do problema de planejamento da producao
de mais de um item em mais de um periodo de tempo é

minimizar Y, Y puZi + GieYie + RS
sujeito a  sj 41 + Tt = dir + ¢ VI, VE
Sio=8in=0 Vi
i < My Vi, VT
Ty >0, 84 >0 Vi, Vi
yie € {0,1} Vi, V.

Observe que o problema acima apresenta exatamente um tnico ob-
jetivo, 3mn varidveis de decisao e 2m(n + 1) restrigoes funcionais.

4.5 Modelo multi-item multi-periodo com
limitacao de capacidade

Queremos determinar as quantidades a serem produzidas de itens
acabados, de modo a (i) satisfazer a demanda ao longo de um hori-
zonte de tempo, e (ii) minimizar os custos de produzir e de manter
estoque, sabendo que existe limitacao da capacidade de produgao.
Esse problema é conhecido como problema mestre de programagao
da producao (master production scheduling problem). Para isso, va-
mos comecar pela notagdo a ser usada para conjuntos, parametros e
variaveis.

Conjuntos:
I conjunto dos itens acabados a serem produzidos (i € I),
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T conjunto dos periodos de tempo (t € T).

Parametros:

d;; demanda pelo item acabado i no perfodo ¢ (unidades do item),
hit custo unitério de estocar o item i no perfodo ¢ ($),
pit  custo unitario de produzir o item ¢ no perfodo ¢ ($),
git custo fixo de preparagio para produzir o item 4 no perfodo t ($),
a;;  tempo necessario para produzir uma unidade do item 14
no perfodo ¢ (hora),
C; tempo de produgao disponivel por periodo (hora),
M;; numero inteiro positivo suficientemente grande para nao limitar
a producao do item ¢ no periodo t.

Variaveis de decisao do problema:

x; quantidade do item 7 a ser produzida no periodo ¢ (unidades),
y;¢ indica se existe produgao do item 4 no periodo ¢ (y;r = 1),
ou nao (y; = 0),
syt quantidade do item i a ser estocada ao final do perfodo ¢ (unids.).

Restrigoes:

Satisfacao da demanda.

Limitagao de capacidade em termos do tempo disponivel para produgao.
Nao negatividade das quantidades dos itens a serem produzidos e es-
tocados.

E objetivo do problema minimizar os custos de produgao e de manter
estoque, i.e., minimizar o custo total.
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Entao, o modelo matematico do problema é:

minimizar Y7 Y0 Padie + Gelie + hirsi
sujeito a Sit—1+ T = dig + 550 Vi, Vit
Sio=8in=0 Vi
Ty < My Vi, Vi
Yo oy < Cyp Vit
zie >0, s3>0 Vi, Vt
yie € (0,1} Vi, V.

Observe que esse modelo nao é completamente geral, ele corresponde
a um problema de planejamento da produgao particular, uma vez que
nao sao considerados tempos de preparacgao para a producao.

Exemplo numérico 9

Para o modelo que acabamos de apresentar, considere os valores dos
parametros que se encontram na Tabela 4.1. Ainda, considere co-
nhecida uma solugao vidvel com os seguintes valores para x;; e S
na Tabela 4.2. Calcule o valor do custo total relativo a essa solugao
vidvel.

Tabela 4.1:

dit t=1 t=2 t=3 t=4 hi q; (6% Pi
i=1| 30 25 25 20 1251900 1 |1
i=2 | 10 20 15 20 |10 | 80 | 1 1
C, | 100 100 100 100

Solugao
Para os valores conhecidos dos pardmetros e das varidveis (note que
os valores de y;; podem ser obtidos diretamente dos valores de x;;),
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Tabela 4.2:
Tt t=1 t=2 +t=3 t=4 Sit t=1 t=2 t=3 t=4
i=11| 55 0 45 0 i=1] 25 0 20 0
i=2 | 45 0 0 20 i=2 | 35 15 0 0

o valor do custo total é calculado avaliando a seguinte expressao.

2

4

Cr = D) piwie + Qi + hisie
i=1 t=1
= pi1x11 + @y + hisi +p1wis + qyiz + hisiz +
D2T21 + q2y21 + hasar + +hosge + DaTos + G2Y24
= 554900 + 625 + 45 + 900 + 500 + 45 + 850 + 350 + 150

+20 + 850 = 5290.

Repare que na impossibilidade de achar o plano de produgao étimo
que nos fornecerd um custo minimo, podemos usar o valor do custo
total referente a uma solugao vidavel como um limitante superior do
custo minimo, que neste caso é Cp = 5290.

Exercicio proposto 10

O modelo desenvolvido acima considera o custo, mas nao tempo de
producao perdido com preparagao. Inclua no modelo esse detalhe
adicional.

Existem modelos mais complexos do que estes que aqui apresenta-
mos, como, por exemplo, os que tratam da pratica de backlogging, que
consiste em atender parcialmente o cliente mediante ao compromisso
de entregar a encomenda ap6s a producao de um novo lote. H4 ainda
modelos que tratam de planejar as encomendas simultaneas de itens
acabados, semi-acabados e insumos, considerando um planejamento
em varios niveis ou estagios de producao. Dada a limitagao do tempo
deste curso, priorizamos a apresentacao de modelos introdutérios e,
por isso, mais simples.
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Desafio 4

A partir do modelo proposto acima, faca as alteragoes necessarias
para que possa haver backlogging ou pendéncia. Inclua um custo de
“perda de imagem” constante para cada unidade do item que ficar
em atraso. Note que havera necessidade de se criar uma variavel para
representar a quantidade em atraso em cada periodo e que a equagao
de balango de estoques terd que incluir duas dessas variaveis, que sao
como “estoques negativos”.
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Comentarios adicionais
e conclusao

Neste minicurso, procuramos dar uma ideia de como modelos ma-
tematicos podem ser 1teis para decisoes ligadas a gestao da produgao,
seja em manufatura ou em servigos. Tipos bem diferentes de proble-
mas e de modelos foram vistos. Vimos modelos onde a principal
dificuldade é a incerteza (modelos probabilisticos) e outros onde a
complexidade das relagoes entre as decisdes e custos tornam dificil
tomar decisdes coerentes e boas sob algum aspecto (modelos deter-
ministicos). Em muitos problemas de ordem prética, como o de pla-
nejamento de um sistema elétrico que inclui fontes de energia que
dependem de fatores climaticos, a composigao de incerteza e a com-
plexidade (incluindo restri¢oes nao lineares) fazem com que a mode-
lagem seja dificil, resultando em um porte muito grade (o niimero de
variaveis pode ser da ordem de milhdes e o de restricoes da ordem
de milhares), o que traz dificuldades praticas para a preparacao dos
dados para validagao do modelo e para a obtencgao de solugoes.

Outras questoes importantes na pratica sdo o entendimento pro-
fundo do problema e a obtencao de dados. Hoje, com a disseminagao
de sistemas corporativos (sistemas que reunem de forma integrada
dados de grande parte dos diversos setores da empresa) e bancos
de dados de agentes publicos e privados, a obtencao de dados se

59
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torna muito mais barata e rapida, viabilizando um nimero crescente
de aplicagoes industriais e comerciais. O entendimento profundo do
problema é uma dificuldade menos aparente e frequente motivo de
aplicacoes frustradas. Nao basta entender o que os usuarios e deci-
sores dizem sobre o problema, é importante identificar que objetivos
estratégicos o modelo deve servir e quais as prioridades de desenvol-
vimento. Nao menos importante é saber transmitir ao cliente, na sua
prépria linguagem, o que se pretende com o modelo, quais suas po-
tencialidades e limitagoes. Sem esses cuidados, o fracasso de qualquer
aplicacao é quase certo.

As aplicagoes de matemética na engenharia de producao é ainda
bem timida, mas importantes aplicagoes animam pesquisadores e pro-
fissionais. Entre essas aplicacGes bem consolidadas e de extrema uti-
lidade estao o planejamento e gestao de sistemas elétricos, planeja-
mento de grandes sistemas produtivos integrados, particularmente o
de producao, refino e logistica de petréleo e derivados, planejamento
de grandes produtores de papel e celulose, planejamento urbano, ro-
teamento de veiculos, programacao de voos e de tripulacao de linhas
aéreas, o calculo de tarifas e descontos de passagens aéreas e gestao
financeira.

Propositalmente, em nossa exposicao enfatizamos a interface en-
tre a realidade de sistemas produtivos e a matematica e, também,
mantivemos em primeiro plano o ponto de vista do engenheiro de
produgao. Entretanto, nao queremos deixar a impressao que a maior
contribuicao do matematico nesse métier seja a modelagem. A re-
solugao dos modelos pode ser uma tarefa longe de trivial; problemas
de instabilidade numérica, necessidade de algoritmos especializados,
aceleracao de convergéncia e muitos outros problemas sao estimulan-
tes desafios para matemaéticos aplicados.

Finalmente, esperamos que as horas despendidas nesse minicurso
sirvam para ampliar o horizonte de matematicos em formagao e que os
estimulem a explorar esse campo que, com os avancos da informatica
e telecomunicacoes, estd em franca expansao.
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