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PREFA CIO,

Estas notas sdbre Superficies de Riemann tém por unlco objeti
vo, tornar esta teoria mais accessivel ao publico matematico brasi-
leiro. Apemar da importéncia da teoria, quer por ter side s ponto
de partida de um amplo setor da matemitica contemporanea, quer polo
proprio valor e profundidade dos resultados que alcanga, nao exigfia
até hi pouco, mesmo em lingua estrangeira, um texto moderno gue ex-
pusesse o contendo do clissico livro de H. Weyl "Die Idse der Rie=-
mannschen Flﬁche", cuja primeira edlgao data de 19;} -Jurante 8 pre
paragao destaa notas a publicagao do livro de G. Sﬂringar,_"lntroduc
tion to Rlemannian Surfaces" (Addison-Wesley), vez? suprir essa la-
cuna. Nem por isso, ficou prejudicado o interesse ou a utilidede das
notas que  agora publicamos, pois julgamos que am m >do segure de im~
pulsionar o desenvolv1mento da matemitica no Braail 4 a publigagaoam
lingua portuguesa 8 com caracter diddtico, de textos matematieoa f-
vangados. o

" A énfase destas notas estd na teoria da superfi¢ies de Rie-
mann compactas ou 0 que é a mesma coisa na teoria das fungses ‘algé-
bricas e diferenciais abelianas em uma variivel sdbre © corpo comple
Xo. Deixamos de ladc a teoris que se desenvolven récentemente afbre
as superficies abertas, No capitulo gque trata dos teoremas de exis~
téncia de funqses @ difenanciaié holomorfas contentamo-nos em enun-
clar, sem demonstragao, o principio de Dirichlet expresso na lingud-
gem dos Espagos de Hilbert. A demonstragao pode ser encontrada nos
livros ja citados de H. Weyl e G. Springer que faz uso de  técnigas
que néo intervédm no resto da teoria, podendo assim ser omitida num
primeiro estudo das fungoes automorfas.

0 material para a publ1cagao destas notas foi colhido durante
um gemindrio sfbre Superficies de Riemann, realizado sob minha dire-
¢80 no Departamento de Matemética da Faculdade de Filosofis 3a Uni-
versidade de Sao Paulo em 1857 e 1958. Esse semindrio contou com a
colaboragao dos professores Carlos B. de Lyra, Chaim Hbnig e Nelo
Allan que se encarregaram de expdr o material dos seguintes éapitu—
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los: Prof. Carlos Lyra - Espagos de recobrimento, Prof. Chaim. HO-
nig - Topologia das superficies compsctes, Matrizes de Riemann,
Teorema de Riemann-Roch e Corpo das fungses meromorfas sbbre uma'
superficie de Riemann compascta, Prof. Nelo Allan - Teoria da uni-
formizagao.

A redagao, com excegao do altimo capitule sdbre Uniformiza
¢a0, esteve a carga da Profa. Elza Gomide e ¢ sdmente devido & de
dicagao e competéneia com que a Profa. Gomide se desincumbiu des-
ta espinhosa tarefa é gue estas notss podem ser publiéadas‘,o.ca-
pitulo sbbre Teoria da Uniformiza§50 foi redigido em colaboraqgo

pelos Professores Omar Catunda e Nelo Allan.

Alexandre A. Martins Rodrigues

Pesquisador sssociado do 6onselho Nacional de Pes-
quisas, ‘
Paculdade de Filosofia da Universidade de S.Paulo.
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,aplﬂulo I.
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Saperficies dc Riemann.

Nota histdérica.

4 teoria das superficies de Riemann teve a sua origem nos tra
balhos de Riemann publicados entre 1851 e 1865. & concepgao original
de Riemann consistiu em tomar uma superficie gue recobre uma parte
do planc complexo cem diversas folhas distintas como um possivel cam
pe de deflnlgao de uma fungdo analitica., Essa concepgao foi grande-
mente motivada palo estudo das angoes algétricas, isto &, das fun-
¢oes definidas implicitamente por ura equagao P(x,y) = 0 onde P &
wn polindmic nas duas varidveis x 2 ¥, € pelo estudo das inte=-

L3
grais abtelianas que sao integrais da forma

R(x;y)dx

Y

onde }f' é um caminho no plano complexo, R(x,y) é uma fungao racio-
~nal des varidveis x e y e y é uma fungao algébrica de x. Entre

~essas integrais incluem-se como caso particular, entre outyas que
tambem aparecem na fisica e na mecénica, as integrais das fungoes ra

‘clonals, as integrais eliticas e hiper-eliticas. Devido nac sdmente

d sua importan01a matematica, mas também &s indmeras apllcagoes a £i
szca e 8 mecénica, as integrais abelianas constituiram um dos +temas
centrals nas investlgagoes matematicas do sécula passado.

Apds os trabalhos de Abel, Jacobi e Weierstrass, coube & Ria~
‘mann apresentar pela primeira vez, na csua classice memdria "Theorias
der Abelschen Funktionen" uma exposicac global e sistemdtica da teo~
ria das integrais abelianas. Riemann, abandonendo a idéia de expri-
nir as integrais abelianas, consideradas como fungoes do pento final
. do caminho de 1ntegragao, por meio de transcendentes mais elements-
reg, passou a estudar essag fungoes como novas transcendentes, tao
importantes quanto as proprias transcendentes elementares. Na cons-
trugac das diferenciais abelianas fez uso constante do chamado prin-
cipio de Dirichlet e de métodos de natureza topoldgica em contraste
com os métodos mais algébricos de Weierstrass. Eubora a2 demonstra-
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ggo do prinefipio de Nirichlet proposta por Riemann nao fosse co
reta, os resultados que obteve foram logo a seguir redemonstrados
‘por G. Neumann com o uso de novos nétodos, A demonstraqao do prin-
cipio de Dirichlet resistiu, aos esforgos de grande nimero de mate-
méticos do século passado até que foi firalmente conseguida por Hil
bert em principios d8ste século. Postos sdbre base segura, consti-
tuem og métodos de Riemann, na opiniao de H. Weyl, o melhor modo de
demonstragao dos teoremas de existéncia.

Mais tarde a teoria das superficies de Riemann desenvolveu=-
se em outra 8iregao gragas aos trabalhos de Klein, Poincaré e Kvbé
que a completaram com a teoria da uniformizagzo cujo problema funda
mental é o seguinte: Dada a equaggo algébrica P(x,y) = 0 determi~
ner fungoes x{(z), y(z) definidas e analiticas numa regigc R  do
planc complexo, teis que P(x(z),y(z)) = 0 para todo zER e re~
elprocamente se P(xo,yo) = 0 entao existe z& R tal que x(z) =
=x ¢ y(z) = Yo

. Bm 1913, no seu livro cldssico "Die Ide%s der Riemannschen
Fléehe", H,Weyl introduziu a nogao de superficie de Riemann ccmpsci
abstrata {ou seja & nogao de variedade analitica complexa de dimen-
580 1) em<contrap091gao com as superficies considersdas por Riemann
e ditas concretas, que 880 apresentadas como recobrimento ramifica~
do da esfera complexa.' Dando um fundamento rigoroso aos resultados
de natureza topoldgica H.Weyl, em esséncia, apresentou a teoria das
superficies compactas e & teoria da uniformizaggo como.elas 830 co=
nhecidas hoje.

Recentemente muitos dos resultados de Riemann foram estendi-
dos para variedades enaliticas de dimensio maior do que um.
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1. No que sague, indicaremos respectivamente por R 6 C a reta e o plano com-
prlexo e por D o disco unitario
D= { 2¢GC | \z <1
| Dei‘mig ao 1, Ghama-se variedade topoldgica a tuag dmensoes
um espacoe de Hausdorf? V en que cada ponto tem uma vizinhanga aberte ho-
neomorfa a D,
Observagao: salvo mangao expressa em contréario, por vizinhanga
entenderemos sempra vizinhanga aberta,
Exemplos: 1) Plano resl,
2) Qualquer conjunto sberto do plana.
3) Esfera a duas dimensdes 3 = {(x,y, z)G‘RB
4) Toro,
5) Cilindro,
6) Falxa de MBbius,
7) Plano projetive real,

2+y2+52 = 1}

Definicao 2, Seja V uma variedade topologic& & &uas dimensoos.
V gera dita wma _,_gp_g;‘i_ie de Riemann se para cada ponto p € V for dada .
uma classe Alp) de fungdes com valores complexos, que serso chamadas
;t‘ungoas anal{ticas {ou holomorfas) nesse ponLo, com a8 seguintes proprle-
dades! ,
1) Se £ ¢ Alp), £ & dofinida numa vizinhanga do p.
2) Existe T & A(p) e wme vizinhanga W de p tal que
a) & transformm W homeomorficamente em we sberto do plano,
b %{pr=0
e) S0 g,€ W, entfo £ € Aly,)) se o somonte se oxisto uma Vie
ginhanga W < W na qual vale o desenvolvimento
. n.
f(q‘) = f-_- anﬁ 2(q) - __”G(qo) } qe W
n=0
% chama=so um pa.ramotro uniformizador om p,
2 claro quo se & § parametro uniformisader om Py entso
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T - T(g 0) o parametro unifornizador om g,

Se V & uma superficic. de Riomann diremos tambdm que V poseuc
uma gatrutura de suporficic de Riomann ou wma estrutura conformo, .

Dada wmr suporficie do Ricmamn 8 o um aberto UC 8, uma fune
gao f so dird analftica em U go for ana.ll'blca om cada ponto de U, isto
O, realp), ¥ pe U,

Proposiedo 1, Scja p um ponto de uma suporficic de Riomann 8,
% um paramotro uniformizodor om p 6 ¥ ume fungfio analftica om p. 2’
sord paramotro uniformizador om p s¢ o somento o oxistir ums vizinhane

ge W de p onde valo o desenvalvimento

(1.1) 2(q) = i b % (q)? com by #0, qeV
‘ n=]

Do fato, so %' & paramotyro uniformizador, com T € Alp) dow

vemos tor, numa vizinhange W do p '
[#4]
(1.2) e =) by gl
n=1

(b:) = 0 por sor Tip) = TB'(p) = 0)..

Ora., (1.1) o {1,2) implicam by # 0, by # 0,

Roolprocamonto, vomos provar quo go valc (1.1) com by #0,

gatisfaz a), b) o c) na dofinigdo 1.

Quanto 2 a) § claro pois so pusormos &(q) z, (g} = w,
a corrospondoncm z % w dada por (1,1) e {1.2) ¢ wia homeomorfismo
numa vizinhanga da origem, .

b) & imediata, .

Quante a o), do (1.2) vom que dado q € W, mume vizinhanga
W do q, contida em W, tomos quo & (q) - & (q ) se exprime como sérioc
de potoneios em 2 (g) - ¥ (g ). Como toda f € Aq ) =6 exprimo coms
‘séric de potoncias om Te B (q }s o mosmo vale para ’E' » que satisfaz
portanto ¢),
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Proposiciio 2. 8o © & um parame'bro uniformisador omp o £ &
una fungao analltica. na origem tal gue £(0) = 0, £1(0) # 0, ontdo f
§ tombén um parametro uniformizgador em p, Reclproce..monte, sa T o ¥
sdo parametros uniformizadores om p ontho £= C'e &% § ym fungdo
analftica na origom o tal que £(0) = 0, £1(0) # 0, '

Do fato, a funglo w = £(2) tord wm dasenvolvimen'bo om 3w
ric nas viz::.nhanoas da origom da forma '

®

N - n ) b K
w E D.n 2 con al # O ) i

n=]
Pando £03 =8 o %{g) = z taremog cntio, para q numa vizinhanga cone
veniente do p '

o)

T =) e B

n=1

e pela pfoposig&o 1, &' & tombin parametro uniformizador om Ps
. Rociprocamonte, so & o ' s4o paramctros uniformigadoros,

oxisto uma vizinhanga W do p tel que para q € W

T (q) = i ay rAC) con a; #0

n=J

4 fungdo w = £(2) dada por

§ n
= z
W ma.n

=1
gord uma fungdo nas condigdes oxigidas o toromos

f:—' Z"" faﬁl
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Observacao! Dado p € S, uma fungao analftica om p & necos-
-sariamento analftica numa vizinhanga de p, Isto rosulta da proprioc-
dade ¢} do parametro uniformisador ¢ do fato que.sa T & um paTames
tro unifornizador on p, entio (AR ACY sera parametro uni formipa-
dor om q para g vizinho de p. ‘

Seja agora S uma superf:.c:.e dec Rismann o UC: S um aberto; U |
+ & una variedade topologlca o tom ume ostrutura de superffcio do Riomann
induzida pela de S, deofinida da sugulnte mancira: J

Dado p £ U, uma funcdo F 6 anal{tica em p So considorada c@es”
mo fungio em S ola for analftica em p.

Tenos oqui um caso particular da soguinte situwagdo: suponha-
mos dada uma superficic de Riomann S', uma variodade topoldgica S e
una aplicagao cont{mua h do § on S que scja un homoomorfismo local
(isto &, tal que dado pe S o considerado o ponto p' = h(p) & &,
xiste uma vizinhanga V de p o um vizinhanga ¥ do p' tais que h
tronsforma ¥ cm V' homeomdrficamento) . ' '

% possivel cntfio dofinir do modo natural uma ecstrutura de
superficic do Riemann om S, Dado p € S, soja F uma fungao definida
numa visivhanga W de p. Existo ontfo uma visinhanga VC W con a PTOw
pricdade que h induz un homconorfisme h* de V sobro uma vizinhanga W

1

do p's £ diz-sc analftica amp sc fo h*"™"  for analitica em . p',

Definicao. 3. Dadas duas superficies de Ricmenn S o St, uma
aplicagao hdo S em 8' dir-se-f anslitica nun ponto p€ S se para qual-
quer fungac £ annlitica om h(p), £ o h for analftica om p.

Dofinigao 4. Duas superficics de Riemann S e 8 dizomesc ana-
1iticamente egquivalentes se oxistir uma aplicagio biunfvocs h de 8 on
S tal que h o h! sejan anal{ticas, h diz-so tanbén uma aplicagdo con-
formn de S en S, -

£ ovidente gue h <_§ utz homeomorfisno,
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Exonplos de sunorf{c;gs do Riomann, Co

1) Plano compleoxo. As fungbes anal{ticas mum ponto p sio as
que podem ser desenvolvidas em série de poténcias dé  z-p,
2) Um conjunto aberto do plano, -
3) Esfera, Definimos estrutura de superf{cie de Rismann som
Jbre & esfers usando a projegao estereogréfica, que aplica homeomorfim
' camente uma vizinhanga de um ponto p # Po da esfera nﬁma vizinhanga
da imagem T (p) = p' no plano, As fungoes analiticas em p séo as tome
postes das fungoes analltlcas em p' com a projegao T, Para o polo
norte = P ? l/z o y Que leva uma vizinhanca do polo muma v151nhanu
ga da origem, ¢ parameﬁro uniformizador, As fungoes anallticas no po-
lo norte sao as compostas das fungoes '
que podem ser desenvolvidas em série
de potencias de 1/z com T,
% claro fue a osfera nio &
equivalente aos dois exomplos_prece-
dentes, pois nio & sequer topol&gica-.

mente eguivalente, De falo, & osfora

é compactza, o plano e qualguer aber-
to do plano nao, )

Podemos indagar sobre a equlvaloncla de um aberto do. plano
com o pdano, Tomemos por oxomplo o disco D quo e.topdlogigamonte Qe
duivalcnte a0 plano. § imodiato que enaliticamente nap sao oquivalone
tes: do fato, suponhamos gue existissc cquivalancia h:P—>D, h soria
uma fungfio analitica cm P com valoros om D, logo limitada; entdo so-
ria constanto, ¢ ndc uma aplicaglo biunfvoca do P sobre D, Tomos pois
aqui um oxomplo do varicdado topoldgica quo admitc maid do uma ostrus
ture de suporficie do Ricmann, '

Mais terde demonstraromos que aldm das estruturas j& defini-
das a esfora @ o planoc nao admitem outras estruturas cdnformes.
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4) Toro, Dados dois mimeros complexos w1, w;‘ cotn :% G R, consi~
dzremos para cada par de inteiros (nl,nz) 8 transfomf‘agﬁo do plano T(nl,nz)
que leva o ponto & no ponto = 0wy tnogu,e O conjunto de todas as transfor-
magoes T(nl,nz), quando n,,n, assumem todos o8 valores inteiros forma um
grupe H de transformagoes do plano, B! claro que tadaslemento de H & um
homeomorfismo holomorfo do plane, Diremos que dois mimeros complexos £ e
2’ 830 equivalentes por H se existe Te H tal que T(z) = z*, Evidentemente,
£ e 7' sdo equivalentes se e somente se existenm inteiros nq,0, tais que
B = nppinge,
Construamos no plano uma rede de paralelogramos com lados Wy sWae

E' facil ver que um sistems de representantes
das classes de equivaléncié gegundo & rela.gio
de equivalencia K. definida acima & formedo
pelo interior de um paralelogramo, maig o in-
terior de dois lados que teem um vértice comunm
e o vertice comum, Segue que o espago quocien~
te C/R. & homeomorfo do espago obtido identificando os lados opostos desse
~ paralelogramo, isto e, a um toro T, '
Podemos ainda verificar facilmente que dado um ponto p do plano
existe ume viminhanga de p que nao contéz_z_z pontos eguivalentes digtintos,
De fato, pode-se sempre consbruir uma vede de paralelogramos conijlados

W
e W, de modo que p seja interior a um paralelogramo, Entao gualgquer aberi
to W que contenha p e esteja contido no interior do paralelogramo satisfan
a sssa condigdo,

‘A restrigao a W da projegio T : C—»T & entao um homeomorfismo
de W sobre um aberto W!'<. T, ' |

Os transformados de W pelas tranaformagdes de H séo também apli-
cados homeomorficamente sobre W! por 1T . Logo dado p' & T, existe uma vi-
zinhanga W' de p' tal que cada componente conexa de T7 "1(W') é aplicads
homeomorficamente sobre W' pela projegdo T . Além disso, dadas duas com~
ponentes conexag de 11 "1(W') existe uma transformagso de H que € um ho-
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meomorfismo holomwrfo de wma sobre a outra,

Seja f uma fungao definida muma vizinhanga V! de P'E T Podemos
aupor Wt .V, Seja Q€ 1T (p') ; a componente conexa de T7 ~ (W’) que
contem q e s q ® restrlgao de 17 & W.. f diz~se holomorfa em p' se
£0 T " for holomorfs am wq « 4 definigdo nao depende de q porqus dado g; €
€ TT ™(p!) existe um homeomorfismo holomorfo entre W: e Wzl .
s Essa discussao se generaliza para a seguinte situagao: Seja S
uma superficie de Riemanmn e G o grupo de todos og homeomorfismos holomor-
fos de S, Seja HCG um subgrupo de G, Dizemos que PysPs sao equivalentes
por H ge existe TEH tal qus T(p;) = pye H diz-se totalmente descontimo

ge dado p € S existir sempre uma visinhanga de p que nso contém pontos e-

quivalentes por H e distintos. Neste caso o espage quociente de S pela re-
lagio de equivalencia definida por H gluma variedade topologica S/H a duse
dimensdes e sobre ela pode~sge definir de modo natural, repetindo o argumen=-
to usado no caso do toro, uma estrutura de auperf{cie de Riemann, tal gue
a projegac M : 8 —» S/H seja uma aplicadfo holomorfa, I estabelece uma cor-
respondancia biunfvoca entre as fungdes meromorfas em S e invariantes por H
(isto &, tais que £{p) = f(Tp) para pc S, T(:H) e as fungoes meromorfas em
S/H,

Uma fungdo meromorfs muma superficie de Riemann & uma, fungéo ho-
lomorfa em toda & superfz.cle com excegdo de um congunto de pontos onde e
fungao admite polos,

5) Cilindro, O cilindro & outro exemplo particular da situagio
descrita acima, Dado um mimero complexe & # 0, o grupo das transformagoes
T(m) : T{m){(z}*= 2z + mot , onde mg 2 1), é um grupo totalmente descone
timo de transformagdes holomorfas no planc, |

Dividindo o pland em faixas por retas paralelas que sejam trans-
formadas umas nas outras pelas transformagoes T(m), vemos que um sistama

(1)

Por Z indicaremos sempre o anel dos mmeros inteiros relativos,
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de repraamtantea das classes de equivalencia segunde o grupe huu trans.
formagoas ¢ dado pelo Interior de wma faixa com uma iinha de contom. 0
quociente do plano pela relagac de oquivalen-
¢ia definida pelo grupo & o eilindyo S obtido
identificando dois bordos de umm faixa, Como
o grupo das transformagdes T(m) & totalmente
descont{mo, pelo que foi exposto acims, o gi-
- lindro S admite uma estrutura de mwperfleie
de Riemann tal que a projegao7i: C-» S & uma aplicagio anal{tics,

- Dada uma superficie de Riemann nem sempre existe uma fungao a-
nalftica em toda a superf{cie. Entretanto, no eilindro & £icil ver que e=

xistem fungoes nessas condigoes, Basta considerar uma fungho analltica en
todo o plano, com perfodo af » por exemplo o % . Por projegac els de~
fine uma fungdo em S, que de acordo com nossa definigdo & anal{tice em ca~
da ponto de S, 2l .
| E' fieil demonstrar, usando a fungio o que o cilindro S
e conformalmente eguivalente ao plano mencs um ponta, Résulta dagui que
dois oilindros correspondentes a perfcdos of o of , distintos, sio con=
formalmente equivalentes, .
Construimos assim estruturas de superf:'.cie de Riemann em todos
08 sxemplog dedos de variedade topolégica de duap dipengoes, exceto o plas
no projetivo e a faixa de Mdhius, Aparece a quqatio: 4 gempre possivel de-
 finir uma estrutura de superficie de Riemann sbre uma variedade topoldgi-
ca a duas @imensdes? A resposta & negativa, e o plano projetive e a faixa
de MSbius sdo dois exemplos em contrario, conforme veremos a seguir.

2, Vamos agora introdusir nums superficie de Riemann S conceitos
que podem ser definidos intrinsecamente, isto 6, indspendentemente da es-
golha do parametro uniformizador,

Zaro de ordem k de ums funcso
Seja f uma fungae holomorfaz mum ponto p €S e Z um paramstro




uniformizador em p. Entao numa vizinhangs de

(2,1) £ = 5_ a 5"

=0
Se o primeiro coeficiente nao mulo for 8y diremos que f tem um gero de
ordem k em p,
Esta definigho ndo depende da escolha de 3 ¢ se + & também um

* ] r ]
perametro uniformizedor em p, teremos
o0

(2,2) f = } bntn
0

e devemos mostrar que o primeiro coeficiente nio milo & by« De fato,
@

(2.3) 7= ot e, # 0
s _
e substituindo ¥ em (2,1) por meio de {2,3) obteremos o desenvolvimento
de £ em série de potencias de t, em que o primeiro termo & evidentemente
akcﬁtk, com akcg # 0,
Singularidades de uma funcao
Seja agora f uma fungéo holomorfa numa vizinhanga V de p com exce-

géo do panto p, © seja # um paremetro uniformizador em ps Entdo vale ao

redor de p um desenvolvimento de Laurent
oo

(2.4) £ = 2__ 2 2"

n*- o
- 4 .
Temos tres casos posgsiveis:

a) Existem infinitos térmos nio nulos com expoente negativo,
Dizemoa entdo que f tem uma singularidade essencial em p.
b) Existe somente um mimero finito de t6rmos com expoente nega-

tivo, Seja &4 © primeirb deles: dizemos entao que f tem um polo de ordem

h,em Pe

¢) Nao existem termos com expoente negativo., Entdo £ pode ser ex—
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tendida a wma funcao definida em toda a visinhanga V e analftica inelusi-
"ve em p, p © ontdo singularidade removivel e 8ste ¢aso nao apresents ime
teresse,

Demonstra-se facilmente que essas definigoes sao imvariantes em
relagao a uma mudanca de parametro uniformizador, Verifiquemos por exemplo
a invarianga da ordem de um polo,

Seja entdo t outro parametro unifornmizador. Teremos

0
T = gmbntnzblt-!-bzt?’-i-... combl;fo
=1 :
donde ®
'i 2=l
Z.'zt: bt = 4, 4 (t) sendo 4 (0) # 0
=1
Entao
| @
S SR T 1 - 4 - Z o t3 '
(2f5) =% (’? ry il \}/(t) = % } et com e #0
- =0
Substituindo T e ﬂ%—* em (2,4) vira que o primeiro térmo nao
It

mlo & a _koot"k, 0 que prova & afirmagdo .

Curva diferenciavel de ordem k,

Definicao 5.V Chama-se curva continus mma superficie de Riemann
S uma aplicagao ¥ cont{ma do intervalo EO,JJ em S, T(0) o T(1) se ai-
réo extremos da curva.

Dado p %8, suponhamos que a curva ¥ passe por p, isto 8, que
para 8 € (_0 ]] X (s ) = p e seja & um parametro uniformizador em p. B
transforma uma nzlnhanca de p na superficie em uma viginhanga de 3{p)=

= p' no plano, e transforma a curva ¥ mme curva ¥ no plano, Suponhamos

gue a’ nessa vizinhanga de p' se escreva
x = x(s)
y = y(s)
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onde 8 varia num entorno de 8 @ X & ¥ 830 as coordenadas no plano, Se x(s)
e y(8) foren diferencisveis de clasge CF (iste &, se existir e for conti-
nue & derivada de ordem k dessas fungbes) a curva ¥ diz-se diferencisvel
de_ordem k ou de classe Gk.

Este nogdo nao depende do parametro uniformizador & , pois a
passagem de & a um outro parametro uniformiszador t se faz por composicso
de % com uma fungio amlftica.

Ingulo de duas curvas,
Sejam 751 e \K duas curvas de classe Gl que passam pelo ponto
Py % unm parametro un:.formlzador em pe b 1eVa p em p', 'B' em. '51 e

| 2‘ em 12. 0 angulo de 3"1 e .3’ em p' & definido pele angulo dag tane
gentes. Seja © = medide do angulo (B’ 10 Y o) o Definimos € como medida 'dg
angulode $,e Y, emn

A Geflnigao de angulo nio depende de & , pois se t ¢ outro pa-
rametro, t @ L& s transformagao snalitica, e portento preserva os an=-
gulos. :

£ ogsa medida de angulo derivada de uma métrica Riemannjana na
superficie? A teoria da uniformisagio respondle pela afirmativa.

3. Prolongamento analitico

Seja 5 wms superf{cie de Riemann e £ys £, duas fungoes defini-
das ¢ analiticas em abertos conexos Ry o R, da superficie; dizemos que £,
& prolongahiento analitico imediato de fl 86

By N Ry #
£, = £, em B.l N R,

Seja agora ¥ I«-—-‘)S wna curva de S (gendo I = [0 l] } e seja
£ uma fungao definida numa vizinhanga do ponto inicial ¥ (0). Suponhamos
que a cada t € I se possa agsociar uma fungao £y definida & analitica m~
ma vizinhanga do ponto ¥ (t) e satisfasendo a condigio que, dado t €1,
exista £ tal que para todo t com t - F <t« bt £ , £y ¢ prolongamen-
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to analitico imediato de f'b » Dizemos entao que fl go prolonganento ana-
1ftico de f a0 longo de ! _

Proposicao 3. Se fl e f #ae dois prolongamentos anal{ticos da
fungao f, ao longo do caminho ¥ , entdo £, e £, coincidem numa visinhen~
¢a do ponto final ¥ (1),

Isto &, o prolongamento analitico de uma fungao ao longo de um

caminho, ge existe, é dnico,

Demonstrag&o. Consideremos entao dois prolongamentds analiticos
de £ ac longo de ‘J ’ f{,' que levam respectivamente a £i e f' e soja
Ao con,}unto dos t €1 tais que £, e £1 nao coincidam ymma vizinhanga de

¥ (). Se A nio for vazio, seja 'b o ex'tremo inferior de A, Temoas t #X(O}.
Mag para todo 1 < t, @8 fungoes ft e f;; coincidem, Tomando bt de for-
ma que ft e f% sejam prolongamento anal{tico imediato de i‘ t’ de

,b'"'f't segue fto f{., . Mag entdo existe uma vizinhanga de to tal que pa~
ra todo t nessa viainhanga ft a f' sejam prolongamento analitico imedia-
to de £ = fto’_ donde f‘b e £} co:r.nc:n.dem rma v:Lz:thanga de % o? O que é
absurdo pois 'b & extremo inferior de A, Entdo A & vazio e os prolongamen—-
tos I t © f"b co:an:Ldem para todo t, -

rogosigao L, Se fl é o prolongamento analftico de f ac longo
de ¥ podemog obter f 5, por um mmero finito de prolongamentos anal:ftlcos
imediatos. '

Dado ¥ y ac redor de cada ponto temos uma vizinhanga e uma fun-
gao analftica definida nessa visinhanga. O caminho sendo compacto, podemos
cobr{-lo com um mimero finito dessas vizinhangas. Sejam b’(t ) 9351, ceugny
pontos de ¥ tais que as vikinhangas onde as fungoes Loy estao definidas
cubram ¥ + Podemos no intervalo I empliar o conjunto t de mado a obter
um conjunto finito em gue para cada i, ¢ b4y estd no entorno £ ae b, em
que o prolongamento é imediato,

Propogigio 5, Se S é ume superficie de Riemann compacta e f @
holomorfa em S entio f & constante.
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Ds fato, (f] @ uma fungdo real, cont{ma, definids em tods a
suparfIcie(. Pelo teorema de Welerstrass, a superficie sendo compacta exis-
te um ponto p da superficie onde |f| tem um miximo, Se |f| & mAxima mum
ponto p o £ & definida muma viginhanca de p, £ 6 constante nessa vizinhan-
¢a (prine{pio do miximo mddulo). A funglo constante em toda & superficie
& que coincide com f nessa viginhanga di um prolongamento analitico de f
& toda a superficie, Como o prolongamento 6 vinico, essa fungdo coincide
com £ em toda a superficis, isto &, £ é constante em S,

Como consequencia dessa proposigio pode-ge denonstirar que nio
existen fungmas holomorfas em todo o plano e duplamente pern.odicas, cam
periodos Wiy w2 tais que —E- f‘ R, Com efeito, construindo o toro T cor~
respondente a osses per{odos, a uma tal fungao corresponderis ums fungao
holomorfa no tore T e portanto constante, lLogo a propria mng.ao definide
no plano dave ser constante,

L. Congbrugao do dominio de holomorfismo de ums funcao,

Indicaremos por & a esfera de Riemann,
Seja :
X = { (a,£) \aEE f definida e mnalftics numa vuinhanga}
de &
Identificaremos dois pares (a,f) e a!',f') se a = a* ¢ f e ' coin-
cidem num aberto que contenha a.
Vamos introdugir em X umas topologia da seguinte maneira: dado
wm aberto U C E, para cada fungio f analitica em U consideremos o conw
Junto )
Up = { (a,f) ' a.é,U‘}
£3ses conjuntos Uy constituem por definigao um sistems fundamental de aber-
tos da topologia de X,
‘ Com essa topologia, X 6 um eSpago de Hausdorff, De fato, dados
(a,f), (a',f1) € X, distintos, se a ¥ a', & vizinhangesde & e a' sem pon-
tos comuns correspondem vizinhangas de (a,f) e (a*,f') sem pontos comms,
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Se & = a!, entdio £ e ' ndo coineidem em nenhums viginhanga de e, Resulta
que dada uma vizinhanga conexa V de a, e um ponto bEV, £ e f' nio podenm
coincidir rume. viginhanga WV de b, pois se coincidissem num aberto wCv,
coincidiriam em V pela proposigao 5. Entdo Vo e Vo, B80 abertos contendo
(a,f) efat,fr) respectivamente, e som pontos comins, .

Temos ainda uwa aplicagio A: X =3 E que leva o ponto (a,f) em
&+ Pela definigdo de conjuntos abertos A & um homeomorfismo local, logo
X & uma variedade 'bopol(;gica.

0 homeomorfismo local
_ A X 3 E
de X sobre uma superficie de Riemann induz ume estrutura de superficie de
Riemann em X (§ 1) tal que a projegio A8 holomorfa,

Proposicéo 6. Dois pontos (a,f) e (a!,f') de X pertencem a uma

mesma componente conexa de X se e somente se £! & prolongamento anal{tico
de  ao longo de uma curva ligando a e at,
' E indiferente aqui tomarmos a definigao de componente conexa por

melo de recobrimento por abertos ou por meio de camg.nhos.(l)
Suponhamos que (a,f) e (a',f') pertengam & mesma componente com=

nexa: existe uma curve ¥: I— X tal que ¥ (0) = (a,f) & ¥(1) = (at,f),
3*
Definimos uma curva b/ na esfera complexa projetando a curva 25 por'}\

Y= =2 o=
Um pontoe ¥ (t) é um par (ays£y)« No caminho Bﬂ, consideremon
no ponto &, & fungéo f,. Dada a maneirs como foi definida a topologia em
X, as funges f, satisfazem as condigdes do prolongamento analftico e
i‘o =fe fl =,
Rec-\:‘:procamente, se f definida ruma vizinhanga de &, e £ defini-
. da numa vizinhange de a', sao prolongamento anal{tico uma da outra, existe

. (l)Definig§o de componente conexa por caminhos: dado um espago
topologico T, e um ponto p € T, chamamos componente conexa de P 0 conjun=
to dos p' que podem ser unidos a p por um caminho em T,
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un gaminho 4 ligando a o &' o ao longo desse caminho uma fan{ldn Q,
fungGes ana1fticas sstisfazendo as condigdes do prolongamento amlitico o
talque Y =fe Py=1,

A cada %€ I, associemos o par (5*w, P ,)s teremos um caminho
om X ligando (2,f) e (a¥,f').

Seja agora R um aberto conexo da esfera ¢ f uma fungao anal{ti-
oa en R, Dado af R, seja S a componente conexa do ponto (a,f} em X, Cha=
mamos S o dom:{go de holomorfismo de f. & evidante que nfo depende da o~
eolha de 2 £R,

Em S temos duas fungoes anal{ticas; uma & A , & outrs, a mngao
1‘0 definids da seguinte maneira:

£ ({a,h)) = h(a)
r 4 evidentemente uma fungao anal%tica em S,

A regifio R pode ser identificads a uma parte de S definindo um

homeomorfisme analftico i de R em S
| 1t R~ §
que a 2€R faz corresponder i(a) = (d,f)

i & biunfvoca e anaiftica, Identificando R com 1(R}, resulte que

as fungdes £ e f coincidem em R, Isto 6, £, restrita a R di £,

Exemplos de gégin_a_,'os de holomorfis
1) w= % « Congidersmos um ponto 8 €L, 2 Z 0, so#pm s 08
fungao f definida muma viminhanga de 3, o igual a % nessa vizinhanga, Se~

ja S o domfnio de holomorfia dessa fungdoj entao, pela definigio de donfw
nio de holomorfia
8= {(a,g) a & E, g enal{tica ao redor de &, g prolongamento anali-}
tico de £
Ora, dado a € E, a#O, exiske ao redor deaumaeumao fungao

analitica que é prolongamento anslitico de 3‘; :8a ﬁmg.ao % dofinida a0 ro-
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dor de a, pols esta fungdio pode ser prolongada anal{ticamente ao longo de
guelquer caminho que nio passe pelo ponto O, e os prolongamentoa ao longo
de dois caminhos diferentes com mesmo ponto final conduzem & mesma fungao,
Isto vale inclusive para Peo « Portanto sobre cada ponto da esfera # 0 exig-
te um 8o ponto de S, A projegao

A: 5 —3%
e blunlvnca, bicontimia e analmtica, logo S é anallticamente equivalente
a eafera menos » ponto 0,

2) v = %, Seja z_ € E, 2, ¥ 0, % £ Dy, » A0 redor de zo existen
duas, e somente duas, fungoes wl(z) e wz(z) que satlsfazem 2 equagdo, e te-
mos wl(z) = wz(z) Tomemos uma delas, seja w (z) e congtruamos o dominio
de hojomorfia S de vy (7).

Indiquenos com E a eafera menos o ponto O e o ponto Poy « Mogtre~
mog que se a€ E o ¥ & um caminho que liga s a a, podemos prolongar w (z)
a0 1ongo de ¥ .

Ora, isto & imediato, Para cada ponto do caminho temos dois ele-
mentos de fungdo que satisfazem a equagao;
suponhamos que so tenha feito. o prolonga-
mento de wy(2) ao longo de ¥ desde L,
até o ponto a', exclusive, Numa vizlnhan~

ga de a' caem pontos para os quais o proe
longamento fol feito, e basta considerar, dos dois elementos de fungao am
t, aguele que é prolongamento anali{tico dos jé& conhecidos,

Por outro lado, 68 dols elementos de fungao em & podem ser obil-
dos de wl(z) por prolongamento anal{tico ao redor de um ¢aminho convenich-
te. De fato, sejam fl d £ 88 duns fungoes definidas ao redor de a que
satisfazen a equagio, £ facil ver que f,, pode ser obtida de £y4 POT. pro~
3osgamento analitico: basta que e tome uma caminho fechado passando por a
¢ envolvendo a origem uma vez. Considerando a variagao do argumento de z.
Vemos que Se partirmos de a com o valor f voltaremos com o valor "fla =

f2a’ inversamente, partlndo de fz obteremos fia como valor final, Ora,
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prolongando wy (%) 8o longo de vm caminho ¥ qua.lquer ligando s, a g chega-
remos a uma fungao que satisfaz 2 ‘equagdo, isto o, fla oun £, , Qualquer qus
seja a funcio obtida, para obter a outra basta acrescentar a X uma ourva
fechads como acima, isto 8, envolvendo a origem uma veg, Entao para cada
a € E temos dois pontos de 5, (s,f;) e (a, 2).

Sobre o ponto 0 por outro lado, nao temos nanhum slemento de fun.
gao que seja prolongamento ds w wy(2)s De fato, um tal olemento ¢ , me exis-
tisge, deveria satisfazer a equagao

\Qz(n) =
para todo # nums viginhanga da origem, Para s

£

H

0, venm
0

Mas derivando a equagao acima obtemos
2¢(z) P'(2) =12
que deveria valer inclusive para 8 = 0, o que & absurdo, O mesmo vale para
Poo *
Assim S tem dois pontos que Se projetam sobre cada ponto a € E,
nenhum ponto sabre o ponto O ou sobre Poot Daremos agora & construgao geo-
uétrica de uma superficie de Riemann anahticamente equivalente a S

Congideremos em E um caminho unindo os pontos C e p oo ? POT exel~

plo, a parte positive do eixo real, e chamemos de R a regifo obtida reti-
P

rando de E os pontos desse caminho.
Tomemos soé R e ao redor de LI fune

géo wl(z) + Veremos adiante (Teorema de mo-

nodromia) que sendo R simplesmente conexa,

e wl(s) podendo ser prolongeda ao longo de
qualquer caminho contide &m R, dois prolongamentos ao longo de caminhos
distintos com o mesmo ponto final conduzem & mesma fungho, Em outras pala-
vras, o prolongamento amlfltioo de wy(2) em R define uma fungio holomorfa
en R,

Numa outra esfera, fagamos o mesmo para a funghio w,(s), Obtere~
mos também uma fungao holomorfa em R, |
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~ Suponhamos agora geparados os dois bordos do corte feito ao len-
go do eixo real, Podemos prolonger as fungoes wl(z) e wé(z) por contirmida~
de aos dois bordos do corte.

Nos bordos A e A' as fungoes w,(z) e
wy(z) terdo sinais contréarios, analogamente
nos bordos B e B!, Mas como cada funcéo
troce de sinal quando se passa de um bor-
do a outro do corte, no bordo A w,(z) tem
os mesmos valores que W,(z) no bordo B'; analogamente para B e A!,

Identificaremos entao os bordos & e B!, B e A!, obtendo assin

uma superf{cie T homeomorfa a esfera me-
nog os dois pontos O e IR superfi-.
cie & analiticamente equivalente a0 .doml-
nio de holomorfia S de wy(z). De fato,

vamos definir uma aplicagao
_ ST

gue a cada pérl(a,f) € S faz corresponder um ponto de T, biunivocamente,

Supohhamos que o ponto a pertenga a R; sobre a temos duas fungoes
fl e f,. Suponhamos que f; seja prolongamento de wy em R, f, o prolongamen-
to de w,. Por outro lado, em T temos dois pontos a' e a" correspondentesu a
8, um em cada parte, O par (a,f) sersa levado em a!' ou a", conforme f coine
‘cida com fl ou fé em &, ‘

Consideremos agora b sobre o corte D: b vai em dois pontos, b' e
b, porqug os bordos do corte foram separados; em b' temos uma fungao g!,
em b" uma fungso g", obtidag por‘prolongamento por continuidade, Um par
(b,g) sobre b vai em b* ou b" conforme g coineida com g' ou g".

Pode-se demonstrar que a aplicagao assim definida é um homeomor-
. fismo analftico, Portante S é homeomor£assa esfera menos doisg pontos.,

Podemos dar ainda outra construgao de. superficie anall ticamente
equivalente a S5, na qual a projegﬁo de um ponto de S aparega mals claramen-
te, Nesta construgao congideramos S como recobrimento do plano em lugar da
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esfera,
| No plano, unimos o ponto O com co pelo eixo real positive, e re-
A 9 (2) tiremos essa semi~reta, Nesse plano, consi-
0 5 477 deramos o prolongamento de wl(z). Noutro
plano fazemos o mesmo e conslderamog o pro=-
: i Al _—mégi)longamento de wz(z).
o 2 Em seguida abrimos o talho nos dois

planos e prolongamos ag fungoes aos bordos
pér contimidade, Congideramos agora os dois planos sobrepostos, identifle
cando o8 bordos A e B', e os bordos B e At, Obtemos um recobrimento do pla~
no com duas folhas que 6 analiticamente equivalente a S.

Observagao Usamos repetldamente o termo 1dent1flcaqgo. Podemos
dar-lhe um sentido precisg, observando gque sempre que ele & usa~
do estd em jogo ume relagio de equ1valenc1a, que pode nao ser

enunciada eXpllcltamente. Identlflcagao & gempre passagem a clas-
ges de equivalencia,

3) log %, Dado z ¥ 0, podemos achar w tal que e’ = gz, Chamamos
log z - qualquer valor de w satisfazendo a esta equagao; dois desses valo-
res de W dlferem sempre por um miltiplo inteiro de 2% i,

Congideremos um ponto = £ 0, 2, # Doys © WA determinagao qual~-
quer de log %, definida so redor de z . Fixada essa determinagac determi-
nemos seu dominio de holomorfia,

0 prolongamento analfitico ao longo de um caminho fechado que en-
volva a origem uma vesz condu% a determinagao de partida + 2471, conforme o
sentido do percurso. Repetindo, podemos obter todas as outras determinagoes,
Pode~se mostrar facilmente que nzo se pode fazmer o prolongamento anal{tico
a0 longo de caminhos que passem ou por O ou por Py ® Entao, 8 & um recobri-
mento ﬂerp&anomuramﬁq}coﬁ mimere infinite de folhas, S8bre cada ponto a do
plano(excetuado o ponto O) temos 1nf1n1tos pontos de 3, cada unm deles sen-
do o par formado com o ponto a e ume das determinagoes de log 2z nas vizi-
nhangas de a,
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B faeil ver que S como superficie de Riemann & equivalente ao

plano menos um ponto - hasta considerar a _a.pl:.cagao definida por log ®.

Generalizmacdo do_conceito de domfnio de holomorfia

Na definigao do espago X poderfamos ter considerado & situscdo
mais geral em que £ & uma aplicagao holomorfa de uma vizinhanga de a ruma
su.perf{cie de Riemann M qualquer. Seja XM o conjunto formado pelos pares
(a,f) onde £ & uma aplicagao holomorfa de ume vizinhanga de a em M, identi-
ficando dois pares (a,f) e (af,f') guendo a=a’ e £=f' numa vizinhanga de a.
Pdde-se introduzir em KM ums. topologia analoga 'équela definida en X e defi~
nir em qualquer componente conexa S de X as apl:.cagoes XS e f corres-
pondentes a \ e f « A propos:Lga.o 6 vala para o espago XM' (Note—se que 4
poss{vel definir proloagamento anal{tico, seja imediato » 8eja ao longo de
um caminho, de uma aplicegao de uma vizinhanga de um ponto gz de uma super-
f:tcie de Riemann S em ums outra superficie de Riemarmn $' de maneira intei~
ramente semelhente a dada para o caso de fungoes holomorfas). Consideremos -
em particular o easo em que M & a esfera de Riemann E; indicaremos por SC
o dom{nio de holomorfia de wma fungfo £ em relacfo ao plano, e por 8y o
dom{nio em relagao 2 eafera,

Uma aplicagdo f de uma vizinhanga de um ponto & em E ou leve a
em um ponto finito ou em p_ . Se £(a) é finito, o par (a,f) pertence tanto
a 8; como a Sy, Se f_(a) = P+ £ pode ser considerada como definida mime
vizinhanga do ponto a, excetuado o ponto a, com valores no plano, e terd
um polo no ponto a. Entac o par (a,f) pertence a Sy mas nao a’S,. Isto &,
SE 3e obtém de SG aerescentando wn conjunto discreto D de pontos, que aao
os polos de f; existe uma imersac I: S;—> Sy em que o complementar de S,

é o conjunto dos polos de f. .

Assim -;L- tem como dominic de holomorfia em relagdo ao planc a ee-
fera menos o ponto 0, S serd a esfera toda,

Da mesma forma, X pode ser congiderade como imerso em X, homeow
mc;rfica 8 holom?:rficamente, pois um par (&,f)& X pode também ser congide-
rafdo como pertencente a X,



Capftulo II

ESPAGOS __DE _~ RECOBRINENTO

Exporemos o8 resultados principais sobre espacos de recobrimento, que
B30 necessarios para o estudo das superficies de Riemamn, O assunto tratedo nes—
te cap{tulo encontra-se, por exemplo, no livro de Fontriagin, Topoldgical Groups.

1, Grupo fundamental,
‘ Definicdo 6, Sejam f e g duas aplicagoes contimas de um espago topo-

logice X num espago topoldgico Y; diremos que f 3 homotopica & g,
£f Zg |
ge existir uma aplicagdo cont{mma F:X x LY (onde I represente o intervalo
[0,1]), tal que
‘ 1) F{x,0) = £(x)
2} F(x,1) = g(x)
Exemplo, Seja X = R%, £ seja a aplicagdo identica
. T ('xl,...,xn) —_—> (xl_,...,xn) '
g & splicacio constante '
| g: (xl"‘-"xn) ~—> (0y ove ,0)
Entao .
F{(xy50009%y) s 1) = ((Let)xy 4000, (1=t)x)

gatisfez as condigdes 1) e 2), -

S
Sfge

Propriedades da homotopia
iy r

(1) £ £ gepg = f

(i) £ ¥ gy, g® h—>f ¥ h

‘ " A primeira & 6bvia; para a segunda, se F & a aplicagao tal que F(x,0)=
= £(x), F(z,1) = g(x), entéo a aplicagdo G{x,t) = F(x,1-t) é tal que G(x.0)=g(x),
G(x,l) = £(x), Quanto a (1ii), se Fy(x,t), F,(x,t) so as aplicagoas tais que
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(Fl(x,O) = fx) : Fa(x,O) = g(x)
\Fl(x,l) = g(x) _Fz(x,l) = h{x)

a ﬁmg;.o 1
Fy(x,2t) para 0 ¢ t £ 5
Fo(x,2t-1) para 5 £t €1

é tal que G(x,0) = £(x), G(x,1) = h(x) e é contfma,

A homotopia é pois ume relagio de equivaléncia no conjunto C(X,Y) das
aplicagoes contimas de X em Y,
Seja X um espaco topolégico, I= [0,1] e congideremos o conjunto
0(X,X) dos caminhos, isto &, das aplicagdes contfmuas
o sI—>X
Seja x, € X, fixado, e formemos o conjuhto Fl(X,xo) C ¢(I,X) definido por

Px) = (o0, | o (0) = o) = %)
Oz elementos de Fl(X,xo) chamar-se-0 lacos; sao caminhos fachados, com ponto
iniecial e final em X, A
Dados X ,f € Fl(X,xo) suponhamog que exista uma homotopia F:I x I —»
—>» X tal que F(£,,0) = oL (ty), F(t,1) = f (), e que nessa homotopia os
lados A,B do quadrado I > I, formados dos ponw
tos (O_.tz), (l,tz) sejam levados no ponto X,

A B isto é, para todo %'2 fixado, o caminho F(tl’E2)=
= Ng ('bl) pertenca a Fl(X,xo). Entao o cami-

‘ nho ¢ pode ser deformado no caminho A , mane
tendo o ponto x, fixo, Dizemos neste caso que ({ e /5 830 homotdpicos relatim
vamente a (0,1):
o p (rel(0,1)) |

Temos uma relagao de equival'én_cia entre os lagos, Decompomos Fl(}{,xo) em clasges
de equivaléncia por essa relag'é.o e chamamos o conjunto guociente de Tf 1(X,Xo) .
Se o & Fl(X,xo)-, indicaremos por {og} a classe de o ,

Definiremos em TTl(X,xo) uma composigéio. Sejam of , J Fl(}(,xo) e
formemos o caminho, gue Andicaremos por o . /5 s dado por
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o /2,(1.‘.)" ot {2t) para 0 ¢ t

H N

£(2t-1) para% £t <

Entso definimos

QERRRY.
B imediato verificar que o segundo membro nao depende da escolha dos representane
tes ol e A das classes &o(} ’ (Lﬂ} s lsto &, se
o o' (rel,(0,1})
Y B (rel,(0,1))
entao .
o :‘_"_o(’.ﬁ’ (rel.(0,1))
Propriedades da composico.
1) A composigio & associativa,
(10D (0] = (o (U2 83)
Escolhendo um representante em cada classe, devemos mostrar que
Gape YL o ALY
 Ora
: o (4%)
Lot .0y T 0= { Blae-2)
I (2t-1)
S o {2%)
[ B0 (8 = plase2)
L ¥ (46=3)

ESI

TN AN N A

c ot o o eF ot

n I NN IS N
N = o

(=] (=)
PRV T Al
RS W

Uma transformagac que leva um no outro & & in-
dicada na figura, dada por
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R ]
(= /
o Lt t,+1
s N 2
Z "((ht) 0 <% ¢4~
Z 2 b
t.+1 +2
. 2 bl
; Pty by = 4 PUE IS usT
; L _
' bt ~tom? t,+2 :
3 2..1-,2 3 $H<l

2) Bxiste elemento wnidade ). 5 } , onde £ & a aplicagdo constante
E) = x, para 0 £+t < 1: pare todo {o(}

fal{e} ={e}ix] = {}

De fato, para verificar por exemplc que

~
. = &«
; _/ basta considerar a deformagio indieada na
! figurs
LttJ Al \ m
X )para( %.) na area em
i ; / & l+t2 brancotl’ 2
'/ F(tl,tz) =
/ X, para (%,,t,) ma “res. hachu-
\ riada

3) Todo o{erl(x,x) tem inverso, _
Dado of € FL(Z, x ) seja o '(t) = ¢ (1~%),0 < t < 1, Entdo
() = (et} = 16}
isto §, '] = {o( 1
Para provar que
o D("_"‘L 3

basta construir a deformagio
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xo na area hachuriada
"2 1
2=
' i -2
oL (24 el 5 £ b £ 3

Entao 'lTl(X,xo) tem estrutura de grupo.

Chamamos. 17 (X,x) o grupo fundamental de X com ponto base x, (ou
gmpo de Poinceré), : ‘

E evidente que se ¥ & um espago nio conexo, ']Tl(x,xo) = ﬂl(cxo,xo),
onde Gxo éa componente conexa por caminhos de x o

Seja agora X um espago conexo por caminhos, X se dira simplesmente cow
nexo ge 'TYl(X,xo) for o grupo reduzido ao elemento unidade (que neste cago &
indicado por 0):

Tl'l(x,xo) = (0)

Isto 8, se X & simplesmente conexo, gualquer que seja o lago O , &l S &,

Exemplog :
1) O espago R" & simplesmente conexo, De fato, dado um lago

o T => R, ol () = ({5{tq) 5000, K (1))
a aplicagfio F: IX I+> R" definida por
Pty sto) = (2=t )X {b) g ooey (2by) O ($4))

& uma homotopia entre o o o caminho identico % —> (0,0,4.,,0), t €I,

2} Pode-se demonsirar que a esfera a duas dimensoes ¢ simplesmente
conexa: Trl(Sz,xo) = 0,

3) Pode~ge demonstrar que o grupo fundamental da circunferencia & ine
finito cfclico, isto 6, ﬁl(Sl,xo) é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros Z,
Intuitivamente, dois lagos com ponto inicial em X s&o homotdpicos se e 80 se
ales dio o mesmo mmero de voltas, contadas algebricamente, Q X
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- Se X for conexc por caminhos e ficil ver que dados dois pontos X, ®
Xy 08 grupos fundamentais Tfl{x,xo) e ﬂ'l(x,xl) 20 isomorfos, De fato, se ¥
¢ um caminho indo de %, & %y 2 todo lago { € Fl(X,xl) podemos fazer correspon-
der um lago 1~ le Fl(X,xo) e & ficil verificar qus por meio desss correspon=
dencia biunfvoca se obtém um isomorfisio entre os dois grupos.
Sejam X e Y dois espagos, f uma aplicagio cont{mia de X em Y. Mostre-
mos que f induz uma eplicagdo

f,: Wl(x,xo) — Tfl(Y,yo)-
onde y = f(xo) , que & um homomorfismo,
De fato, dado {d}é ﬂl(X,xo), a aplicagao f leva o caminho & mum ca~
minho fo & em Y que & um lago em Ve Entao definimos a aplicacéo
T . (
-{_D(}G y(E,x) —> £, ({a}) = f oo(}é Tfl(Y,yo)

£ imediato que & um homomorfismo:

ik = (1)) - 5u((2))

fo (o vpp) = (£0u) o (£0p3)

Valem a3 seguintes propriedades evidentes:

pois

1) Se £ & uma aplicagdo contima de X em ¥, g uma aplicagao contimm
de Y em Z, se f(x ) = Yoo g(yo) = 2,y podemos definir as aplicagoes
B M(Xx ) > (Ly ), gt (Ly)—>T,(%,8), (gof): T 1X,x ) —>
m-;»’ﬂ‘l(z,zo’) e vale ‘
(gof)y = gyo £y
2) Se £ & g 820 aplicagbes continnas de X em ¥ e se
£ g (relex )
~entao
fo = &
3) Se 1 & a aplicagio identice de X sobre X, entdo 1, é o automorfig=
mo identico de 7T1(X,x0)
Entao Y 1 (X,x ) é um inveriante topoldgico,
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24 Reccobrimento

Todos o8 espagos que consideraremos a seguir serfo espagos de

Hausdorff, |

Dofinicdo 7. Um espago X digzese localnente conexo por caminhos se pa-
ra cada x € X ¢ cada’ v:.z:l.nhanga U de x, existe uma vizinhanga VU de x conexa
por ‘eaminhos,

Proposicao 7. Gondlgao necessaria e suficiente para que X seja local-~
mente conexo por caminhos 6 que toda componente por taminhos de um aberto se=-
ja aberto, |

A condigio é suficiente, De fato, seja x € X, U uma vizinhanca de x,
¥ contém um aberto A que conten X; & componente por caminhos de x em A sera uma
vizinhanga aberta V de x conexa por ¢aminhos, portanto X é localmente conexo
por caminhos, _

Rec'iprocamente, se X é localmente conexo por caminhos, seja A um aber-
to e B uma componente conexa poi' caminhos de A, Dado x € B, por hipétese existe
uma vizinhange V de x contida em A e conexa por eaminhos, Sendo conexa por cami-
ﬁms, V estd contida na componente por caminhos B de x em A, logo B & um aberto,

Se X & localmente conexo por caminhos, valem as propriedades:

a) X é localmente conexo no sentido usual pois toda vizinhangca de um
ponto contem ume vizinhanca conexa, '

b) Existem vizinbangas conexas por caminhos arbitrariamente pequenas.,
Da fato, pela prépria definigao uma vizinhangs qualquer contém uma vizinhange
localmente eonexa por caminhos,

¢) Toda componente conexa & conexa por caminhos,

De fato, seja A componente conexa de X, B uma componente conexa por
caninhos de A; entdo B & aberta em A, Suponhamos que houvesse outras componentes,
seja C a uniao delas, C seris aberto em A, 8 B C = 4, o que é absurdo. BEntéo
B= A '

De ¢} megue que se X & localmente conexo por caminhos, e é conexo em
sentido global, entdo @ conexo por caminhos em sentido global,
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De_;n;g“_ 8 - Sejam X e X eqpaoo conexos, localmente conexos
por caminhos, Uma apllcagao continua p de X sobre X & dita: um recobrimert-
t0 se para cada x € X sxiste ums v1zmnhanra aberta U de x tal que & res-
trigao de p a cada componente de p (U) seja um homeomorfismo gobre U,

X chama~ge espago de recobrimento, X espago de base e p pro~
Jegao, '

Toda v121nhan§a U de x com a nropriedade acima (isto & e, tal
que se X ¢ p~ (x] e U é a componente de p~ (U) que contém X entao p &=
plica U homeomorficamente om U) chama-se vizinhange admissivel de x,

p 6 um homeomorfismo local: dado X € E, seja x = p(%) e U uma
vizinhanga admissivel aberta de x; a componente de X em p"l(U)'é uma vie

R o A ~ N, -
zinhanga aberta U de X e a restrigao plU e um homeomorfismo de U sobre U,

Lema, & apllcagao p: X—~%>X é aberta.'

Isto &, se A é aberto om K p(A) é aberto am X, De fato, ponha-
mos p(i) = A, tomemos x € A o x e A tal que p( = x; seja i uma vizie
nhanga (aberta) de ¥ tal que plU soja homeomorfismo, Entao Uf1 £ a-
borto om ¥ o sua imagem p(UfNA) sord também um aberto em p(U). Mas
x(-:p(Uﬂ A) < A, donds A & aberto,

;\}i
Observaqao, A condigho sobre X ¢ X} do serenm localmente cone~-
Xos por caminhos egta sompre satisfeita cm uma superflcle de Riemann
pois tode ponto possue uma vizinhanga homeomorfa a D,

Exgmplog

3 da reta real sobre o eirculo S1 dog ni-

1} A aplicagac R—% S
rix

s . > ’ L3
meros complexos de modulo 1, definida por x—> o ¢ unm recobrimento,

De fato, fixemos um ponto o Sl, por oxemplo o ponto 1: cle & imagen dos

— e ey
.rﬂ_T_T4_Tﬁd+wﬁm¢+»w“—- pontos O, + 1, * 2,,., £ ovidontemento POS~
ATIRD ) A ’ ’
"N s{vel determiner uma vizinhanca do ponto

;} 1 €,Sl guficicntomento pequena para que sua
imagen inversa seja composta do vizinhangas
disjuntas dos pontos intcives da reta. Pars cada uma, a restrigao da a-

- : 2Wix + .
plicagao x-—»>e” ™" sera um homeomorfismo,
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2) a apllcagao p'Sl——% gt dada por p(z) = zk onde k & um mime-
8
ro natural Dado w = el € ol, teremos k nimeros z tais que zk = W, is-
to e, k numeros z; € Sl que sdo levados om w por g, cados pelos argumenw

tos GOy=-2 4B o o

k k !
Uma. vizinhanga de w tem por imagem
. 3 E4 inversa a unido das vizinhangas dezsos
\\L+J//) W  pontos %y, @ é semore possivel determie
nar uma vizinhanga suficienteminte pe-
%3 %3 : quena de w para que as componentes Gos

Z; Nessa imagem inversa sojan disjuntas,
Una. tal vizinhanga de w & entio admlSanOl

3) Soja G um grupo topologico satisfazondo As condigoos oxigi-
das para ospagos do reeobrimento, iato e, concxo ¢ localmontc concko por
caminhos, Soja H um subgrupo discroto do G, o considoromos a rolagdo do
equivaléncia en G .

XNy sc xy’l ¢ H
G ontao so. docompoa cin elassos do oqulvalen01a, que 940 classos a osguer-
da Hx rolotivamonte a H, Scjo G/H o quocionte, com a topologia natural,

G & ospago de rocobrimento do G/H, Do fato, a aplicagao

p:G —> G/H
¢ ume aplicagfo continua pola dofinicao da topologia do G/H o aborita;
visto que a relagao "a" & abortoe cu G, Para provar quo existom vizinhane
gas admiss{voig para um ponto gualquer basta mostrar para o elomonto unim’
dade, :

Scja ¢ o olemonto wnidade de G; como H § diseroto, cxisto uma
vizinhanga V do ¢ ﬁuo ndo conton outros olomentos de Hy Tomemos agora
umn vizinhanga aborta o conoxa U do o tal quo U,U™C v, Entdo U p(U)
é vizinhanga admissivol da projegio do clomento unidade o G/H, Do fato,

Loy = () w

heH
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¢ basta vorificar quo WUNW'U = § para b # h', Mas so nio Posso, oxig-
tirian x,x'€ U tais que
hx = h'x!
onteo
b= pple w
com hth™ ;-‘ o3 mas xt ™ € U,Ule V, o que vai contrs a hipdtese do V

xx!

noo econtor olonontos do H aldn de o,
Assim se tomarmos, por exemplo, em R2 o subgrupo H dos elemen-
tos de coordenadas inteifas, sabemos que o espago quociente é o toro a
duas dimensdes T°, Entiio
pt RR—3 17

¢ : . o oas
& um recobrimento, pois H ¢ discreto.

AN
Proposicao 8, Seja p: X—> X um  recobrimento, ¥ um espago 00

‘nexo por caminhos, Sejam f,g duas aplicagoes contlnuas do Y om X tais
que

1) pef =pog

2) 3 y,eY tal que £(y,) = g(y,)
Entao ag apllcagoes £ o g coinecidem em todo o espago Y,

Demonstracao, Soja
asdyer| 2w = etn)}
e provemos que A =Y, A& cartanento fechado pois £ o g sdo (‘:onti'nuas,
e A # @ por 2), Se provarmos que A & também aberto, como Y & conexo of-
tara provade que A = Y,

Tomemos ye A o soja U ums v1z:thanc'a admissivel aberta de
p o £(y) em X, Soja U a componente do p Lv) que contcm £(y) = gly)s %
aborta logo oxistem vizinhangas Wy e W, tais que

f‘(wl) c U

g(wz) U
A vizinhanga W = Wy} W, do y satisfas a essac duas inclusdos,

. p
isto o, fWMe U, gWa v
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Entao, dado 2z € W, touos (z) = (E). Da fato, pof = pog,
logo £(z) e g(z) tom & mosma projogao poftﬂ) po g(z) om U Mas
£(z), glz) € T o om ¥ rostrigio do p & um homeomorfismo do ¥ sobro U,
logo pontos do i quo tom a mesma. pro;gagao coinciden,

Ségue-ge pois que W 4, o A & aberto,

3y Levantamento de homotopias

Teorema 1, Seja p: X-—-P' X um recobrimento, & ¥ um espago tow-
poldgica, Seja f uma aplicagao continua do ¥ em X, G uma splicagao cone
tinua de YX I em X tal que

&(y,0) = po £(y)
Entao existe ume aplicagio continua F de ¥x I em X tal que
P(y,0) = £f(y) e peF=2aC
Isto é, existe uma homotopia F de f gque se projeta na homotopia G.

Demonstracag, Seja y € Y fixado, e consideremos o produto
{y}xI, Para cada ponto (y,t)e {y}xI, podemos determinar uma vizinhane

§a produto de uma vizinhanga Vi de y por uma vizinhangs R, de t, sufi-
cientemente pogquena para que sua imagom pela aplicagé'.o continua G este-
ja contida numa vizinhanga admissivel U do espago X, Como {yfx I & com-
pecto, pode ser .coberto por um mimero finito do tais vizinhangas:
VX B,V X R,s sondo gue a imagem do cada uma osta contida nums Vi
zinhanga admissivol do X
G(V,x Ry ) T Uy

e podomog tomar os R como :anrvalos conscoutivos [ti—l’t:'l] cobrindo
I, Chamemos de G, a 1”03'[31’198.0 de G a V,x Ry

Pado U, s 8C Ul & uma compononte do p (U ) podemos definir um
homeomorfismo . 1 de Ui sobro U, 12 inverso da restr:t.ga.o p\U ' Toma.ndo

,\;i = f—l(U ynv,, l?iOGi sora uma aplicagao continua Fi. do Wix Ri em

i
X cuja projogao & G,
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Egcolhamos agora os ’ﬁi do nodo conveniente, Como (y,O)QVIKRl,
e G(y,0) = pe£(y), £(y) vai en Uy por p. Tomomos entdo para U, & compo-
neate de p:l(Ul) que contém f(y), Bacolhida U., Tica determinada a fun-
a0 F1 = §1°G, e F,(2,0) = £(2) para z €W, pois a projegao de F, (2,0)
& Gy(2,0) = po (), S |

Tomeros agora para ‘U2 a conponente de p"l(Uz) que conténm
Fl(y,tl) + A funcdo Fo= @ 2° G, correspondente coineidird com ¥, nos por-
tos de W, x {:tl} enl que aﬂbas 5&0 definidag, pois Resde conjunto os valo-
res de Fy o F, estdo em U, 0 U, o se projotan em Gl(wzx {tl}) =
= Gl x {ty]). |

Definimos assim sticessivamente as fungdes F, dofinidag om vi-
zinhangas W, X R,, Tomando agora W = 0 W; cada F, sord dofinida om
W, X R‘i © aldn disgo Fi—l a Fi coineidon am W_x {t'..l .

¥ J 1

Tomoros agora a aplicagdo F, da W, X I quo on cada trecho

7, .
Wyx R; coincide com a ¥, corrogpondonto: obtom-so ume splicagao continua
de Wyx I om X tal quo po Fy = G, wyK-I e quo F(z,0) = £(z) para zEWy.

Fazendo isto para deda y€y, & fécil verificar que sc para dois
pontos yl.e Yo 88 vizinhangas wyl o Wyz tom pontos coruns, ontao Fyl Q
Fy2 coincidom om (Uyl:') Wyg) x I, o |
Do fato, ambas coincidom com f om (Wylﬂ Wyz) X [0} s O basta
usar & proposicao 8.

Fiahlnento, dofinimog F: ¥xI—> X por

F(wjt) = Fy(w, ) so W€ Wy

A aplicagéo Fé contima o ten as propriedados exigiclasg

Qbservagdo, Um caminho A: I ~>X pode ser interpretado como
wne homotopia ¥ de uga aplicagao de um conjunte com um unico elemento
{a} em X, pondo

V(a,t) = ) (4) para t € I,
Seja entao p:i —> X um recobrimento, A um caminho de X
I
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e AL a aplicagio
| A:{of - x

tal que pe 3'(0) = X (0); pelo teorema anterior existe um caminho

A I—X
tal que p o F(L) = A(t), O £t < 1, Pela proposigio 8, esse caminho
que se projeta.em } é \nico,
Seja p: Y= x vn reeobrmento, fizemos x € X o x €p l’X )
como base do grupo fundamental em X e X respectivamenbe. A apllcaoao P
induz, como vimos no paragrafo anterior, uma aplicagao

by ¢ I(X’xo) = 1(pr°)
definida por .
) ~ -
pl) = {o&}  pama fems

Proposicao 9, Dy éum igomorfismo do T (X % ) om ‘Tfl(X x )

Demonst 2QB0. Dy § un homomo:eflsmo, o devemos provar que o m-
cleo de p, © {'E } Seja entio IM}EW (X,x ) o suponhamos gue

pi}i}

J..ntao existe uma homotopia ontre pa( 0 E‘x s dsto 5, uma aplicagdo
o}

p*( {&}) = 1, isto e,‘que

Gy T X I->»X .
tal que G(t,0) = pal(t) o G(%,1) = x o» mantondo x  fixo,
Pelo teorema 1, existe entao uma homoxhopia F: IxI-—== X tal
que po F = G o F(4,0) = X {y).
Seja E a parte do contorno de IXI dada por
= (Lojrnuaxah vl x )
Temos
(peF)(E) = &(E) = x
portanto

o)
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| F(E) < p'l(xo)

e bomo p"'l(xo) ¢ discreto e PE) & conexo, F(E} se reduz a um ponto, De
e ’ L - . - ~

¥(0,0) = « {(0) = X9 vem F(2) = X, © a homotopia F leva o em 652 :

O
~

« ﬁafco {rel, (0,1)), donde {ot} =1,

Exemplog \

1) Soja p: &% Sl, onde ST & & circunferencia |z| = 1, dado
por p(z) = zk, k inteiro # O, Temos 'ﬂ'l(Sl) = Z, A un elemento n.de
'!Tl(Sl) (caminho com n voltas) corresponde por p, o elemento kn, Isto
5; Py? 1\(1(51) —> ']TI(SJ‘) 8 o isomorfismo 7 —> k% < Z,

Teo‘rega 24 Sejg H=p, 'TTI(AIEO,J?O) < ’Wl(}{,xo) e A = p"l(xo).
Entao o recobrimento pt X 7™ X induz uma correspondencis biuniveca § en-

tre os elementos de A e as classes a direita de Tl'l(X,xo) modulo H,

- 3 N L] <
-Demonstracao, Tomemos X € A o um caminho X unindo o ponce ba-

» " ‘s
8¢ X, & X, Definimos

. 5(3?) = H-{PGL} N "
Esta definigao nfo depende da escolha de o » Pols se A § outro caminhd

~ ~ - Al o, . 7 A ~ NN -
unindo x, a X, entdo o A 1 € 'Tl(}_{,xo) ) &p(&( e l)}
Y AT .l v A ’
= {pc&} {pﬁ} € H, {p cb(} G,H.[p‘j‘?.}‘ o Portanto
- Pt A ’frl(‘x,xo)/ﬂ

é bem dofinida,

Seja H, {o(} wna elaggo & direita em 'Tfl(X,xo)/H. Dads o ca=-
minhd & em X com o/ (0) = A (1) = X sabemos. que existe um caminho o

]

em ¥ quo se projeta em o ¢ tal que A (0) = :'Eo; Seja x = SZ (1), temos
plx) = {(pol )(1) = & (1) = % % &p-l(xo). Mag
B(X) = B {pod} = H, {x}
isto &, oxiste ¥& A levado om H, {OL} por p: a aplicagio p & sobre
b é biunfvoca, De fato, scjam 5':1, 522 € & tais que f)'(i‘l) = 1'3(3(2).
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NS .Y .
Sejam &4, O , caminhos ligando '.320 a 5':1 e 5':2 regpectivamente, contao

H = {pol}—-l‘l[LpO(

isto 8, existe h& H. tal gue

{p(xl} b {_p °<21 i
Ora H = p,, l(X Xy)» logo dado h€ H existe um lago ¥ em X tal gue

= Pas({.b’}) { I Temos pois -
{p %] = {7 {P o) ip (“‘2)}
Seja entao G. IxI-» X a homotopia entre p 0(1 e pf D} ol ), tal que
G(Yto) = poll(y) Pelo teorema 1, emste uma homotopia F° IAI—X tal
que poF = G o F(y,0) = l(y) Seja ,&- r(y,l) Como po F = G, omos
ph= p(’ffoiz) logo pA &.um lago em Xy © A€ p 1(:: )« Por outro
lado, /3 o{l ) cil(l) = X, Como p (:c ) 6 discreto, /& (.l.) = x ~Tamag

pl); = p( %&:2)

vom, pela dofinigac do p:

A(0) = &, =% d,(0)
logo pela proposigio 8 A o ¥ & , coincidem o
~ N ~J S
f-"(l) = D J{. 2(1) = ' 2(1) = 5E:z

Entéo %) = X5y 0 quo prova gue P é viunfvoca,

Def:.r_gg 9, 0 nimoro de folhas sobre X (ou a multiplkicidade
de X —» X) & dofinido como o mimoro cardeal do p (x )

Como & tambdm o fndice do H.em T (}",x )s egse mimero 6 4in-
depondente de 3{0.

Exemplos
1) p: st
k mimero natural, & um recobrimento com k folhas,

—3r Sl, (onde Sl 5 o ¢ireulo tz] = 1} dado por Z-- zk,

Dado x € X, o escolhido chGA = p"l(xo), definimos pois a apli-
cagio Dy © o grupo H, Escolhamos cgora em A um outro ponto %ys © s0jem
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p,‘.,1 a aplicagao do o l(X,xl) em T I(X X ) induzdida por p o B a imagom
do Nl(xsxl) por P-;ls.'

Propogfhicao 10, H e HE s8o subgrupos conjugados de "’I".l ('}C,xo):

R= {1}, 1t {5

onde ¥ & a projegan de um caminho unindo x 3 xl

Demonstm. Seja a’ un caminho em X unindo f:o & 5{1 e consi-

deremos o isomorfismo.
9 s M5 — T G5

definido por _ .
o {E}Q’T (x,%) — {?ﬁﬁ"i}éfr(}cx)

Pado agora h€ Hy seja & um lago em :n tal quo py H} e
escolhamos um lago A em % tal que ¢ (/Za) = & , Entdo bemos

h=p ] = pu (YT Y= {p< TEIH] =

= fp ). e Bl o } )
Mas j&ETTI(X,xl), portanto pil =he Hl, e temos
o & 3’{‘ ¢ nt
sendo pJ um lago em %, (pois as duas extremidades de ¥ se projetam em
x,)s independonte de h, Fondo p ¥ = ¥ , temos

H= Lé}; 0™, .?f} ~1

-Um recobrimento p: X —» X diz-se regular se H for normal onm
W l(K,xo). Nesta caso a proposigac diz quo H & indepefidenm da oscolhs
do x 6€ A,

Ora, dado um caminho ¥ om X {J} € H 80 o lovantamonto do J
para %, for fochado, Se H for mermal, entio o loventamento de ¥ para
~qualquor outro ponto X;€ A sord também foshedo.

Scy, ac contririo. H ulo for noma], H gord distinto do um dosp
gous conjugados Hzl, o qual corrosponde a un “ox'bo %. €4, Existird ontdo

, .
un lago ¥ em x, euja clasno poricnce o H o noo a HY, isto ¢, cujo levan
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tamento em xo & fechado e em xl nao,
En'hao, um recobrimento & regulaxr sa e somente 86 oS caminhos

de X que recobrem um caminho fechado em X forem sempre ou todos fechados
ou nenhum fechado,

e e i L Mt i 84 s b St o

n Y ”
Sejam p* X —»X g pt: Xt X dois recobrimentos, & facid ver

que a aplicagdo composta nio & necossariamente wm recobrlmento. De fa-
to, se;;a U. adm:.ss:.vel para p e seja Aﬁ uma componente de p ’U), U nio e
necessariamente adm:.ssn.vel para p', Por outro lado, seja V actmssava...
por p', entéo p(Vﬂ Uy é admissivel por p, e a componente T 26 sua
imagem inversa & adm:.s..-ivel por p', Mas se conside rarmos somult tancamen-
te todas as componentoes da p 1\U), 6 possivel que a 1ntcrscogao de 10~
das as projegoes p{VN ?I) ndo do uma vizinhenga em X, Procurcmos pois
condigdes para que po p' soja wm recobrimento,

Lema, Seja p: }né-——)X um recobrimento. Se U & um aberts om X
conexo por caminhos, tal que para todo x€U um lago & de U com-ponto
basc x & homotépico em X & aplicagiio constante £, ontdo U & admissi-~
vel para p.

Domongtracao. Sejag uma componente do p"l(U); baste provar
guec p|U & uma, aplicagao b:Lum_voca sobre U,

Suponhamos xl, Xy A€ U tal.., que p(xl) = p(:a ) = x€U o soja o{
um caminho ligando xl a x pDC & um lago o om X o oxisto uma homo-
topia G: I X I—> X que lova ¢ em E doixando o pon'bo x fixo, Pclo
toorema do 1ovantamcato, existo e, homotopla
_ F: Ix I—> X
tal que pP = G ¢ que F(s,0) = & ().

Seje {ver figura p. 34)

= (fo}x DU U {2fxT)



G levo B cm x, logo F dove levar E em p"l(*c), que 6 discreto, Entdo
F(ﬂ.) go reduz aum ponto, pois F & confinua, Ora F(E) contdm os nontos
o (0) -*c ed (l)—-!’2 'ogoxl-x?_
Cons:.c.eremos s ineclusao:
i: U—= X
ela induz uma aplicagio
iy I(U,x) — Tfl(}{ x)
Diger qu.e a vizinhanga U satisfay as configoes do lema significa d:Lzer
que 1, 6 a aplicagao trlv:.al, que leva T l(U,x) no elemento wuidade £
de T l(X,x).
Um espago ’copolc;gico X diz-se localments simplesmente sonexo

X

no_todo se cada ponto U tal que i, é trivial,
%3
Teorema 3. Sejeam p: £~ X o p* X! — }’ dois recobr:.man‘bo.,.

oottty

Se X6 localmonte ulmpleumcn'be ponexo no todo, entfo a aplicacgao comm

posta pop': X' —» X e mn recobrimento,

Damongtragio. Seja UC X uma vizinhanga nas condigoes do lema,
isto 6, aberta, conexa por camintos, tal que i+ 0, (U, z) —> Ul (X,x) ge~
ja trivial, Pelo loma, U e admissivel, Seja U uina componente de P (U) ’
mostremos que U sabisfaz as rm.snas condligoes.,

De fato, como p IU ¢ wm homeomorfismo, U & aberta o conaxa >
por caminhos, Por outro lado, formemos o seguinte diagrama de aplicae
goes induzidas cntre os grupos

l(U X) "“""'—'—j:ﬁ'""—b- 1(X,X)

P

1t 1y > r
 (0y) 0, (Z,)
Como p] U & um homeomorfismo, (p l U),, & um isomorfismo sobre; quanto a

p¥, tom nlicleo &O} 0 diagrama & connJ.‘La'h:.vo, e a imagem de . (U,y) por
(plU)* & {O} logo tawbém p,o i,,,('f[' (U,:..)) {O}, & pela. obsorva-

”



gao sobre o  micleo de 1*<T(1(U x)) ={ O}
Pelo lema, U é admiss{vel, o que demonsira o teoreme,

5. Levantamento de aplicacoses.

Teorema L, Seja pt ?{JwX um recobrimento, & x €X, 5?.0&/3\(’

‘com p(:'io) = X, pontos de base. Seja Y espago conexo, localmente conexo
por caminhos, e seja

f:. (Y,y )~ (X,x )
ume aplicagéo cont{ma, A condigao necessaria o .aui‘icl{,n'be para quo oxlge
ta uma aplicagao cont{nus

n
3. (Y,yo) — (X,i'co)

‘balquep«sf""feque
(2,1) f*ﬁl(Y,Y ) & py 1(X )

Qﬁeﬂn}__o_n_qjs_z;a_@_g. A condigio é nocossdéria, pois se pe? = £ entdo
pyo Ty = £, o temos |

f*ﬂl(Y,y ) = pye° §¢s<ﬁ1(y:y )) < p,E(’Wl(X,x ))

Reclprocamente, suponhamos (2.1) satisfeita, Se ¥ & localmen~
te conoxo por caminhos e & conexo, ¥ & conexo por caminhos, Entao dado
YE€Y, tomemos um caminho & ligando Vo 8 Ve £2(&) sera um ecaminho com
ponto inicial x ? podenos levancaulo a2 um eaminho 0( com ponto inicial
x s Seja X o ponto final de 0( ’ entao pomos

Hy) =

1) ¥ & independette da escolha de  ,+ Do fato, seja A outro
caminho ligando y, a ¥, ﬁ o caminho de ponto inicial 5& que cobre £(A),
dovenos mostrar que o ponto final de /6 & o mesmo, Mag 0( AT -l & um lago
em ¥, logo £( O(ﬁ = £ )f(/}) ¢ um lago em z e Do (2,1) vom quo
0 cam:.nho om X que recobra f‘(OL )f(ﬂ,}'l o unm lago. Ora, como o caminho
em x que rocobre o) & o{ ’ o880 lago pode ser escrito X ?f s onde 3’
rocobro £( B) o tem ponto inicial % ¢ ponto final xo. Entao 3’ "1 o
cobre £( 4} ¢ tom ponto inicial xo, logo coincide com /3 que portanto
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. VAR
(ou equivalentes) se existir um homeomorfismo h: Xy X, tal que
Pgh = Pqe
, ™~ & -~ .,N » ’
) Froposicao Il. Se py¢ (X1,%) — (¥,x ) 8 polhydin) s (X,x )
a0 recobrimentos tais que Py, T (Kl,i'{l) = Py, T4 (24,%,) entdo existe
A;i - w X P " - i Ve .

um homsonerfismo gl:(Xl,xl) > (X5, %,) tal que PoBy = Pqs

[rverts

Demonstracao, Pelo corocldrio anterior, existe uma aplicando
g tal que pyg; = P, e uma aplicagdo gy° (5{)2”-‘2)‘"’“(“(15"1) tal que
P18, = DPye Entdo ' _
Pyo{gye ;) = (pyogylogy = pyo g = Py
isto &, 830 & © & aplicagho identica de X;3 enalogemente, 8o 8, 6 &
aplicagao identica de X5. Eatdo gy o g, ©30 homeomorfismos inversos um
do outro,

Proposicdo 12, Condigio necessiria o suficiente pare que
H fi~~——> X
Py o1

sejam equivalontes & que dofinam subgrupos conjugados do WI(X,xO) .

Demonstracao, _Su}ﬁonhamos que os recobrimentos sejam eguivae
leiltes e seja h: X.'L".L"” X, um homeomorfifmo talﬂque Py = poh. Sejag i%
& X, pontos baﬁe em X; e ?(/2 tals que piXy = pk,, saja.prl%'TTl(Xl,xl)
o H, = p, 7. (X,,%,)s Temos = p, h, e p.h%, = p.X., Entdo
2 7 Py UgXg)s Pl = Poylts © Dohxy = poX,, )
B, = py, 10y (X, |
¢ conjugedo do H, (proposigdo 10), por outro lado, H; coincide com H,,
donde H, o H, sio conjugados,
Reclpx‘ocamente, seja )
H‘iz{_ﬂt}. H2 . f‘_d}”l
B.{x}= {2}, 8

y A Al . |
com {or. € 'Tfl(x,'xo), Escolhamos 3(’1 om Xl e &:2 en X2 recobrindo, Seja
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%(1) = £ e U (0) = %,. Entdo

T{ - \ - ~ L
. Pya " 1 ps%y) = 2o (X5 %,)
e a egyivalencia segue da proposigdo anterior,

6. Iransformacoes ds recobrimento,

Definicho 11. Seja p: X—>X um recobrimento, Chamames trange
formagdo do recobrimento a um homeomorfismo ¥ de X sobre X 4el que
P¢ = p.

Evidentemente as tranaformagoes de recobrimento formam wm grue
Po, que indicaremos com a Hotagdo G(I}EIX).

Eejam x,€ X o 5206 % com x, = _p(i'co) pontog de base, Seja
H= p*’iTl(X,:"co), N o normaligador de H om ?Tl(X,xo), isto &,

PO ] -l
N= {.gEﬁl(}"xo) % gg . H}
w
Proposicao 13. G(X ‘ X) = N/H

at
Domongtracao. Um elemento 4 € G{X

X} fica completamente doter-
minado por seu valor para SEO., Como plP(io) = p(io), temos (ia) € A=
= p"l(xo). A corrospondoncia f—3 © (%) & uma aplicagio biunivoca 2

de G(ii X) om A, Compondo A com a aplicagho biunfvoca P: Ae ’lTl(X,xo)/H

do tcoroma 2, obtemos uma aplicagao biunivoea
M . -

P A G(:{\:-:) — ﬂ‘l(a,xo)/H,
dofinide da scguinto mancirat se of o um caminho unindo :"co a (io)
tio § ) (9) = B {pA}

Ora, temos : 3
L . Iy Y
Pl 3%, @ (x)) = {pa} , 5 {p]
pela propvsicao 10, e, por ser p ¢ = p,
. - v
| H=p,T, &, §(x)]
Bntao
H:{p :L}. H, {p'&}"l
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9 {_p o E,H logo a imagenm de G(X l X) por p B A estd cont:.dn el N/H &
facil verificar além disso que
DA s G(}{,X) ~ N/H
& um homomorfismo, De fato, se b liga x a Y(x), 9( liga xo 8
lf‘(x )}, entao (Q(e() liga l?(x) a l(il{’(x) e A/, l{’(a{_) ligax a
lf ¢ ('x. ) e temos

FAYY) = BELYE D) = mfp@, ¢ =n {pﬁ’}{pl{f(i)

"Hqipo{} {Pl} '—HOLPS{}uH &P } PAUP)- Pl(lf)
Além disso, D & @ aplicagho sobre N/H, pois dado {p 4(} , S8 X 6 0 pon~-

fl

to final do levantamento de p X em xo, a transformagao if corresponden~
te a X existo se {p ot} € N pela proposigao 11 e temos

BoX (y) = Hip ¥/

Entdo, § A ¢ um isomorfismo sobre N/H,

Coroldrio, Se p! X% & regular, G}(X]X) v . (X,x )/R, Em
particular, se X & simpleoesmente conexo, G(}»\X) =~ 7 (X xo). -

a " 0 3
7.Exigtencia do recobr:.mento.

Deflnigao 12, Se X 3 simplesmontc conexo, o recobrimento
p'x —> X se diz pecobrimento vniversal,
Do corolario do teorema L segue entao que. se X'—-=> X e quai-

quer oubro recobrimento, existe um recobrimento p- X - X'
Da proposigao 1l segue que dois recobrimentos universais sao

equivalentes, 7
Propogicio 14, Condigfio necesséria para que X tenha um reco-
brimento universal & que seja localmente simplesmente conexo no todo.
v
Demonstracao. Seja p: X—> X um recobrimento universal, Seja
U admissivel para p, U uma components do p"l(U) o congidcremos o dia-

grama.
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LONC) QU S Y
-

(P\U)%l Py
!

,(0) e o omx)

sJ e
onde I, o i, séo induzidas pelas inclusdes I: U—>X & i: U.—>X, Como

f : My TP -
X e simplesmente conexo, I, = O, Mas (p[U)* e um isombrfismo, o diagra-
, 4 -
ma & comutbativo, logo iy = 0, o que prova o teorema.
’ . : P4
Se X e conexo e localmente conexo por caminhos, a condigac e

' > 4 1] L] ~ L3
tambem suficiente, precisamente, vale o toorems do existoncia:

Teorema 5, Seja X conaxo, localmento conexo por caminhos ¢ low
cdlmonte simplesmonte conexo no todo, Seja H um subgrupo do ’Hl(li_,xo_)

entao existo um recobrimonto p: ;’}i-"‘r}{ tal que p*'l‘l’1(1(,55:0)‘= H com um
io convaniente,

Em particular, tomando H 2{..0‘}: seguc do teoroma que oxisbe
um recobrimonto univorsal,

Domonstracao. Scja P o conjunto dos caminhos em X comogando
om x., Para &, peP, dofinamos w3 &0 2(1) = /351) e {a{}& "1} € H;
& uma relacgao do equivelencia em P, Indiquomos por X o quocisnto P/R,
por 5'(0 a' classc do caminho constante €. , Para um caminho qualquor
! a classc soras indicada por o] o Como $0d0s os caminhos do uma mos-
ma classc $0m o mosmo ponto final podomos definir wua aplicagao

pi §——>X -

dada por p([al ) = o (1), Em particular, i)’(;té) = :éo. |

1) Vamos introduzir em X wms topologia. Sejam pix] = x e U .
uma vizinhanga de %, Indiquemocs por (¢ ,U) o conjunto dos caminhos o o 3
onde o é um oaminho em U, e por [o(, U] o conjunto das classes de o
quivalencia deterninadas.pelos elementos de { o ,U). Provemos que of w o

implica |o,U] = (&, U], Do fato (a M 2™t o' ™) = %™} do modo
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que o Ao dnplica o, A ouo('./% e os elementos de {«,U) sao equiva-
lentes aos de («',U), : o
Chamaremos os conjuntos [01 ,U] de vizinhangas de |¢] , Temos:
a) (o] € [v( ,U] ¢ é evidente
-b) so Et’l€[_e{ ,U] , existe uma vizinhanga de 'l contida em
f_i s U]'_, De fato, aﬂ"NoL .ﬁ onde £ ¢ um caminho em U, Se /5' & 1w caw
minho em U comegando no ponto final de A , &'A ey //i' € (o, loge
%{‘ ;U] C[o( ,U] s © que prova b), Recﬁ‘.prpcamen‘be temos evidenicmente
w ,U] c‘:[o{',ﬁ] logo [0{’, U] = (_Oi ’ Ul
c) Se |&, Ul o id, U'] gao duas vizinhangas de [_af] ; como
UN U & wma visinhanga de x, (& , UN U1 § visinhanga de [0 « Mas
&, sao) © (&, v] oy, ]
Portanto os Lo( ,Ia formam um sictema fundamental de vizinhan-
gas, 5
2) Mostraremos agora que a topologia dsfinida em X 6 de Haus-
dorff,. Sejam E)Cl‘l, [0( 2] € X, 'dis’c.infqos; Temos dois casog a congiderar:
a) p[ﬁ( 1] # p‘i-_oi 2]; isto &, O(l(l-) # 0(2(1). Bscolhendo vizi-
nhangas Uy o U, do &4(1) o & (1) respectivamente, com U; N\ U, = ¢,
2[»( 2Up| = 8

teromos ovidentemente 0('1',111 N )
b) p{o( J:l = plo 2}‘ , Bscolhemon uma vizinhanga U do ponto fim-
- !

nal desses caminhos tal que ’
| 1,1 M (U) —> T, (0)

& trivial, Afirmamos que Yf)( l,U] N [:0{2,111 = @, De fato; supoithamos por -

absurdo Eo{] = i&lﬁ 1] =\;0L o ﬂ' com foa, ho caminhos om U unindo

A1) = A1) e q (1), B B3 o um caminho fochado em U, logo

P €y s [0y ] = o] tmmrten {2y o p5Mes e

dohde {o{l d;l}é Ho ["L :J = Y_d 2} contra a hipétcsm
3) p: X —>X & continua, pois se U & uma vizinhanga do pld} = .
= o (1), ontio p({a , U] YU,
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4} X & conoxo, Para provar isto, domonstraromos o soguinto

Loma, S¢c ® & um caminho gualquer do X, oxisto um caminho
ot I—>X tal que p& =8 o comegando mum ponto dado de pr{ol(0)),
Para 0 < 7 ¢ 1, definamos um caminho o, em X por 2 (£) =
= &(Z t), Seja A um caminho em X unindo %, a8 (0) e definamos o ()=
(8 oo toma 8.0) = (24,1 =[a1, o 38 (%) = pTpte] =
(poy Y1) = &y (1) = ¢ (%), Entdo se X (%) for cont{ma, é o ca-
minho procurado, Seja U uma vizinhanca de ® (% o)' entio (’ poly ,ﬁ]
é uma vizinhanga de & ( T,)+ Seja V um intervalo aberto contendo ¢, tal
que « (V) C U, Temos, pondo Wy o (8) ={T + (T =T )}«

| () = Upoel= [Plyge Xyg)
“portanto, s¢ TE V, oy é um caminho em U comegande em oy, (L) e

N
52(3)5[,&"){3,:“] logo « & continua, .
Agora provemos que X & conexo por caminhos, Seja [0(.] € %, en-

4t

t80 ® & um caminho em X comegando em X ¢+ No lema, escolhamos para /> o
caminho constante £, e seja X o caminho gue cobre ® e comega em
%, € MK (0)) s Entdo® wne %, 2 0 (1) = [e, o )] =[] =] o
gue prova gue X é conexo por caminhos,

5) Existem vizinhangaswadmissiveia. _

Em primeiro lugar, p: X—>X & aberta, porque se U & uma visie
nhanca de p{o{] , entdo p[o{, U] contém a componente por caminhos de
p{_ot‘} om U e asta & aberta,

Scja entdo UC X, aberta, conexa por caminhos, tal que
i,t 70 I(U)-—ar'ITl(X) 6 trivial, Seja A = p"']'(H) e congidoremos o8 conjun—
tos |, U] onde {«] € A, fstes conjuntos cobram A e dois distintos

sao disjuntos pois se
(""1] e o, U]n ["( 3 U]

2 I L R T A O

entao
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Yota,u]- = [“ 3'U]
Alem disgo, cada [o( ,U} é conexa por caminhog. De fato, seja [o{']
=\‘_0Lf$] Ei‘a{ ,ii] onde £ & um ceminho em U comegando em p} , entao pe-
lo lema podemos cobrir por um caminho % em X comegando em (] e
terminando em [x A] o Como (%) = [O! Az] € {a,v] , B & un caninho
om ED{ ,U] ligando {#] o [o], o [x ,U] & conexa por caminhos,
Entao os [o{ ,U] com [&]€ A dio uma partigao do A em que da~
da [0( ,U]é uma companente, ' .
p![ﬁt ,U} & biunfvoca, De fato, sejam [ﬂ( l] , [9( 2] € [o(,' uj
com p_[oél] ='p[ol2] « Entdo ¢ 1W flﬁl e « 5 /ua(!/f, o con fq, B, ca-
winhos em U unindo & (1) a 0(1(1} = 0{2(1), ) {o(ﬁljjg g'l} =

={0€0l "l} = {1 e H pois. le ,/351 é fechado, logo Nad (1)° En‘b.ao
dlwize{dl.-:[mz‘_]. : ‘

Como p é aberta e cont{nua, sSegue que p

légo

?

[Dt ,U] & um homeo~

morfismo., _

6) I}u{, ¢ localmente conexo por caminhos, Seguo da propriedade
correspoadente para X e da existéncia de vizinhancas para ag quais a
restrigdo de p & um homeomorfismo,

Entao p¢ % —> X & un recobrimento, o

Reta provar que Py Wldé’io) = H, Scje o um caminho fechado
et xowcom {_ot} ¢ H, Seje oL um recobrimento de a comogando em 5'10 ., En-
tao & termina em (o = :'Eo istowé, é um lago em 5&0, donde p*’i'i'l(x,:"co)Q H.
Seja agora & um lago em X, e p & = & , Entdo pela construgio do caminho
de recobrimento em 4), o (1) = i'co = ] donde GLNEx . Logo {0(} € R
e p*'l\(l(_x,xo} < H 2. '

C.Q.D,
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Exemplos

1) p: RP—+ T & un recobrimento universal, 0 grupo fundamen~
tal do toro T sera entfo isomorfo ao g;Lmo dag Grangf formagoes de Tecow
brimento, Se o toro 6 determinado pelos mimorcsa complesos X o A , as
transformagoes que preservam & projegao sac da forna

z—spz*mot*n/s mn & %

Entao o grupo 7fl(T ) & o grupo abeliano livre gerado por dois olemenw~
tog: M (T ) = 2 @ Z,

s . 4 .
8, Grupos oue operam de mansira totalmente descontinua,

Condideremos um espago ¥ & um grupo G de homeomorfismos de Y.
Dizemos que G opera sobre T do maneira totalmente deggont{nua 86 para

todo y € Y existe uma vizinhanga U de y tal que se g,2' € G, g ¥ ', om-

tao g(U)N g (V) = g, |
Entdo, se g # o, seguc imodiatamentc gue g néo tom panto fixo!

g(y) # v para todo y € ¥,
Propogicdo 15, Se G opera om Y do manoira totalmente desconti-
mia entdo a projegio canonica p: Y—> ¥/G & um rocobrimento,
Demonstracdoa, 1) p & contima o aborta, pola doi‘inig?-io da tom

pologia em Y/G, _
LY
2) So U & aborta o conoxa por caminhos em Y, satisfazondo &

condigao .
gu)n (V) =4 scg# g
ontao V = p(U} § adnissfvol em ¥/G, Do fato, V & uma vizinhance o as com

ponentos de p (V) 820 a8 vizinhangas g, g & G que sio disjuntas,
Seja G(Y ] (¥/G)) o grupo das transfornagoes do rocobrimento

de p: ¥—3» ¥/G, Entao, eovidentemente
¢ < &t | (¥0)
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8 por ouiro lado, dado x € ¥/G, se Yy0¥5 € p"l(x) existe g € G tal que
Y, = &ly;) donde resulta G = G(¥| (¥/G)),

Exemplo, Seja ¥ = S.r', G o grupo {a,a} onde e & a transformae
95.0 identica e a 8 transformagao ant{poda a(® = —?{. £ um grupo gue

evidentemente opera de maneira totalmente descontinua e
s%/6 = pt

[ . ~ n
onde P* & o espago projetivo real a n dimensoes, Como & esfera S e sim-
4 s
plesmente conexa segue que (") é o grupo com dois elementos,

Nesta exposigdo seguimos de perto as notas de
Spanier, "Algobraic Topology".



Sapftulo II1

1¢ O teorema fundamental sobre existencia de rocobrmmﬂto nog-
'bra que se T & um espago topologlco que adnite recobrimento universal,
o problema de clagsificar og espacos de recobrimento de T go reduz ao
problema puramente algébrico de estudar ag subgrupos de ,rl(T; .

Como exemplo vamos classificar os recobrimentos do espago D
.cbtido retirando do diseo unitdério D a origems

D=D-{0}

Para cada inteiro n > 1 eonsideremos 0 recobrimento

i ¥
Pnt Dn-«---p D

) .
onde Dn éo préprio egpaco D e Py ¢ definido por
Pylz) =

E facil ver gue se trate de um rocobrimento com n folhas cujas trangs

formegoes de recobrimento gdo
2k
h(z)= o * (5 k=0,1,...,001
isto & . , ‘ '
a(d, [0} 2/,
Podemos agora obter um recobmmmto simplesmente conoxo da
soguinte maneira: consideremos a regiao D do plano definida por:

R .
' f e o aplicagdo
3”}"3‘ i : p_(xtiy) = x,007
. ¥ @
do D_ sobre D, Como os pontos que téom
S g & mesme projegas que x + iy sao og da By
i
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ma x+i(y+2kw), ¢ fhcil ver que p, é um recobrimento, e como D e
gimplesmente conexo, é um recobrlmento universel, As trans:f‘ormagoes
de recobrmento de Pg sho evidentemente

2 DO———-—) k(g) = hk{x-f‘iy) = x + i(y + QkT()
com k&€ 7, Logo
k| l .
o | D)~ 2

ecomo Tl (D) ~ c{f) 113), ' 1(D) & tambén isomorfo a Z,
Sega agora ps D —»D un recobrlmento qualquer de D e Vauos
mostrar que € isomorfo ou a P :D -—~:>D ou a p,: D ——-v-D para um
certo inveiro n,
De fat.o, 8e i l(D) = 0, entao, pela nropos:.oao 11,
p: D—>D & equivalente & p_ + Caso contrario, p, H’l(D) tera {ndice
- finito em T74(D). Seja n esse Indice, sntdo, como p - l(D ) tem

tambem Indice n em 'Tl(D) R 2, segue que
P-;;. Tfl(D) - P ﬂl(D )

logo p: D >'D & 1somorfo & p,s D ——},-D Fortanto, a menos de isomor-
fismos, p  * D o> Do p,t B~ D (n€ Z) sdo todos os rocobrimen—
tog de D,

Seja entao_p D -~> D un gualguer rocobrlmento comn n Yolhag

a

de D, ¢ seja A: D-—>D um homeomorfismo tal que p o & = p, Po=
demos acresscentar a D un ponto & e estender 3 e p de modo & obe
ter aplicagocs ¥ o p* do espago D assim obtido sdbre D e U rospec-
tivamente (onde D e D sdo o disco unitdrio com a orlgem), de modo a
satisfager as sl—.,gulntes condigoes:

1) Z* . ﬁm—ssﬁ ¢ um homeomorfismo e ’g"‘(o;’)

2) p*

Isto porque o recobrimeito Py? Dn—— D pode scr estoendido ao

ponto O por conbinuidade, Pondo entdo Z*(«&) = 0, o compondo 7 * com

LA

)] »--;.D é contlnua o pH(o¢ )



a extenséo p¥, obtemos p* e as condigoes 1) e 2) estarac satisfeitas,
Observemos agora gue se Dr indica o disco de ceniro na origem
»
e raio v, e D o mesmo disco sem a origem, as aplicagoes

: D 5 D onde D = {‘x*-iy 10 <x<r}

pm Iym r ryw
-}
™ .
pn= bﬂﬁ,-ﬁ—;’. DI‘ (ne Z, n?,l)
onde

Pcp (X*i}‘) = Xcely

p,(2) = 2"
[ 4 i * »
gao recobrimentos de Dr’ e todo becobrimento de D r © isoworfa a um
desbos.

- ~ a . L3 -
_ A aplicagao p, pode ser sgtendida a origem por continuidade,
¢ a extensdo sera indicada, como acima, por pf.

2. Seja agora'S uma superficie de Riemann e }:5 —> E uma.
aplicagio holomorfa de S na esfora de Riemann, que ¢ um homeomorfise=
mo local,

Seja zot’:‘ E e Uuma vizinhaﬂga de L homeomorfa a D e tal que
r)\"l(U) # #; seja ainda h: U —> D um homeomorfismo oom h(e ) = O.

Consideremos uma componente conexa i ge }{'l(U) e suponhamos
gue nao exista em % nenhum ponto gue se projete em zé, masg que 80~
bre cada ponto z 0 =0 ~{= 0} existam n pontos de A que se projetem
en # pola aplicagdo A, A restrigio de A a 4, quo denotarcmos tam~
bém com A , da entdo um rocobrimento, com n folhas, de U,

De fato, scja zgl’ e sejam Pl""’Pn os pontos do A que so
projotam om z, Para cada F; tomemos uma vizinhanga U, A do tal for-
ma quo'_a!.s vizinhangas Ui gojam duas a duas disjuntes ¢ quo a rostri-
gao de A a U; soja um homoomorfismo, o consideromos a vizinhanga



WC U de £ dada por

W=\ W(oy)
i .

Dedo um ponto tEW gualquer existe em cada U; un ponte Q; que
se projeta em ‘b, o8 pontos Ql,.,.,Q sendo em mimerc de n dao ‘bodos
og pontos de A que se projetam em t., A imagem de W por 7\ se decom-
poe poz.a em n partes digjuntas, cada uma contida sm uma visinhanga U
o que mostra que ¥ & uma. vm:r.nhanga admiss:.vel, e portanto quo
A: 2=0 4 & wm recobrimento de U com n folhas,

Ent5.o hoA serd um recobrmanto do D com n folhas ’ is;omorfo
portanto ao recobrimento p,: D —= ﬁ Isto &, oxiste um homeomorfis-
mo 7 deﬁsobreﬁ 'balquepo?a he A,

Podemos agora acrescontar & A um ponto & o ostendor § & um
homeomorfismo ¥ de A = A u{x] sotre D :o LU {0} tal quo 2¥(x)=0,
o da mesma forma ostonder A a uma, apllcagao ?\ de 4 gobro U pondo

Ao ) = |

Definimos agora ume ostrutura de suporficic do Riomann om
St= S v {_d} , dando para isto o conjunto das fungdos anal{ticas om
cada ponto, | ‘

Num ponto pertonconto a S, o conjunto de fungoos analiticas
gora mantido som alboragio, As fungdos analiticas om & serdo aguo-
las gue podon scr descnvolvidas om sério do potoncias do %, E fa~
eil vor quo dessc modo as condigSes da dofinigao de Superffeic do
Riomann ficam satisfeitas om S,

 Rosta mestrar quo o conjunte do fungoos analitifias assim do-
finido em « ndo dopondc do partlcular homoomorfismoe ¥ . Do fato, da~

do um outro homcomorfismo t: ﬁ*’rD tal que p, o %' =he X,
gt <%t § ovidentononte wma transformagao do rccohrimen’oo
Py’ D ——>—D, logoodaform . 2k¥i



Isto e, todos o8 homemmorflsmos 'é s20 da forma Tk % , Mag T, pode
ger estendido a origem e a extensa T*I; sera ainda um homeomorfismo
analitico, Entdo T’g o %* gerd um homeomorfismo analitioo da superﬂ-—
cie de Riemann correspondente a2 A, o que mostra que a esirutura
ndo depende de ¢ ,

® chama-ge ponto de ramificagao de ordem nwl des St,

Podemos dar uma representag&o axpl.{cita de N o das fung.aes
analiticas em « , Basta tomar para U um disco de raio r e centro em
Z,s © para h o homeomorfismo da U-~—>D, dado por % - g-z_. Sendo
agora © un homeomorfiamo do & sobre D,,t&-‘,’n tal que p,°o & = he A,
como p, é dado por pn(t) = £% torcmos

A(e) =2 + 78%e)

para todo €A o as fungdes enaliticas em & sordo dadas por dosenw
volvimontos 0
wip)=) & % (e)

=0

Soja agora f_ uma fungao holomorfa numa rogidc R da esfora .
de Ricmann, e soja S sou domfnioc do holomorfia rolative a & (of,Cap.I,
§ 4); soja

At 8 —= B
a proj egao do SemE e f a extensao de f a S8,

Dade z, € E, wponhamos que exista. uma vizinhanga U de z, nes
condigoes a.c:.ma, isto &, tal que A “Lu) £ 8 e que pars uma componen—-
te conexa 4 de - "X'l(ﬁ), onde § = U ~{ 0}, a restrigio de A a A de
um recobrimento de U com n folhas e 2, ?f A (A) Consideremos entao
para io ponto o, _

A fungdo f gera entdo definida o holomorfa muma vizinhanga de
& , logo terd em ¢ ou uma. singularidade removivél, ou wm polo, ou
um ponto singular essencial, Se for uma singularidade removivel ou um
polo, acrescontamos « a S,
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Seja S! a superffcie de Riemann obtida acrescentando a S to~
dos os pontos « definidos para cada z, nessas condigdes o nog quais
£ tem ou uma singularidade removivel ou um polo, S' chama~se a super-~

ficie de Riemann de fo’

3. _Recobrimonto ramificado.

Darcmos agora uma genoralizagdo da nogac de recobrimonto, cone
gidorando apcnas o caso ds recobrimonto de variedades de dimonszao 2,
que nos intorossa particularmonto,

Definicao 13. Scjam S o % auas varicdades topologicas do di-

- mensao 2 o pi § — S uma aplicacdo cont{ma de 8 gobre 8 tal gque, eXxco-
tuado um conjunto discreto T de pontos, todo ponto de S tom uma view
zinhnnes U com a propriedado gue cada componento conexa da p l(U) o
aplicada homcomorflcamento sobro U por p; o se x€ I', pr (x),
axistem vz.zinhangas U ol do % ° X rospestivamento, homoomorfas a D

o tais quo X 3 o unieo ponto do U que 8¢ proj Ob& om %, ad ps.sso guo
para todo outro ponto y €U ozistom k pontos do U cuja imagom o ¥y Sone
do k o mosmo para todo yéU, y # x, Diromos ontfo quo § 6 um rocobri-
manto ramiflcado de S, o % so dird ponto do remificagao do ordom kel,

Soja To conjunto dos pontog que sc projoten om T S =3 . T'
S=g§ .l ; ontéo o rostrigio do p a

pi g 8
§ ovidontomonto wm rocobrimonto no. sontido usual, O mémoro de folbhb
desto rocobrimonto serd por definigdo o mimoro da folbhs do rocobri-
monto ramificado,

Se T for vasmio, rocafmos na dofinigio do rocobrimonto usual,
portanto tomos ofotivamonto ume gonoralizegdo dossa néglo,

~
Propogicdo 16. Scja 8 um rocobrimonto ramifieado do S o supow
~ ns L3
nhamos S compacta, Entao S 3 compacte so o somonto so o mmoero do fo
lhas do recobrimonto & finito,
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Do fato, suponhamos o mimoro do folhas finito, Como S & vario~
dado topolégica, bastd domonstrar que todo conjunto infinito C do pon-
tos do § tom um ponto do acumuilagao. Ora, o eonjunto p(C) om S sord
infinito, logo tom um ponto do acumulaguo x, om S, ¢ como P (x ) o
um con;]u.nto finito do pontos do S un ao moneg dog pontog de p 1(x )
gord ponto do acumul lagao do C,

Reciproocanonto, so S & compacta, o mumore do folhas & finito,
Do fato, so nio fopss, tomado o conjunto infinito dos pontos X que 80
projotan mu: mosno ponto X ndo oxcopeional, osgo conjunto toria un
ponto do acumulagdo % 3 ora % so projotaria tambén on X, @ por outro
lado qualquer vizinhanga de % conteria pontos distintos de £ que se
projetariam em X, 0 que 8 absurdo.

Um recobrimento pt S ~»S & um homeomorfismo local. Se S for
compacta, vale a reclproca:

Proposigdoe 17, Sejam o S duas variedades topologicas cone=
xas do dimensao 2, ¢ seja P uma aplicagao contlnua de S om S que é
um- homeomorfismo local; se S for compacta, p: S~ 8 & un recobrinon~
to,

Do fato, sejam “151“"’%’, os pontos, em mimero finito, quo 8o
projetam num ponto P de 3, sojam Ul""’U vizinhangas disjuntas de
l""’P tals que am U. (L= 1,...,n) 2 restrigao de p soja um homoom
morfismo, Vamos mostrar quo oxisto uma vn.zlnhanga Y de P tal gue todo
o ponto do S quo 8o pro,] ota om U pertoncc a V= U U « Cago contraw
rio oxistiria uma soqucncla do pontos Q te conv::rgexji‘oe para P, tal que
sob‘fo cgda Qj oxiste polo monos um pon’oo Qj quo perbence a S - r'\‘T)» Co~
m S -~V a compacto s 08 pontos Q toriam um ponto de acwnulagao B POT=
tenconte a2 0880 con;;unto. Pola contlnuidado do p S - 8, P £Q Prow-
jota om P, o quo & absurdo pols P # P, (i= Lyenest) e

Seguo-8o gue & v:t.z:.nha.nga

un pl(Ul) N pz(Ua)ﬂ s pn(U )

& agmissivel,



Podomos demonstrar ainda umo proposigio mais garals:

. Eroposicdo 38, Sejamg e S duas variedades topologicas e

p: 5% 5 uma aplicagao contimma que é um homeomorfismo local salvo
nun nimero finito de pontos de g; se "é for compacta, p: S8 & um
recobrinenta ranificado, ' '

bl - e = - .
Eata proposiglo segue facilménte da anterior,

4. Seja npora B a superfu:le de Riemann de uma I‘ngao defln:r.da
mma regiso R < E, Existo entis uma fungao. £ definida em S quoe ¢ o
prolongamento analftico de £ o © do agora om diante, quande dissormos
que S & a auporficic do Rlomann de uma fungéo f, entenderemos quo f
$ido prolongamointo a toda a superficio 8 do elomento. da funcao quo
den origem a S, donde, pela definigao de suporficic do Ricmann, f &
moromorfa om S, Quorcmos cxaminar particularmonte o caso om que 84é
compacta,

Toorema 6. Soja S a suporficio- do Riomann do ums, i‘l:m.gae £,
soja A: S-—+ Ea projegao de S na osfora, o ¥ uma fungfo moromor
fa em 5, Suponhamog ainda que S seja compacta, Entao existe um polie
nomio Q(x,y) irredutfvel tal que Ap(p),Alp)) =0 para todo p € 5.
e a menos de wm fator constante o pollnom::.o A(x,y) é dnico,

Denons tracao. Provaremes em prlmelro lugar que a projegao
) S+ 5 & ur recobriuento ramificado de B, Ora, gseja !" o conjurb-
to formado pelos poutos de ramincagao de £, [, & finito se S &
compacta @ om S - f’ a projegio ) & um homeomori‘:r.smo local, logo,
pela proposigio 18 Eemos um recobrimento ramificado de A(8), e
basta provar gque ) (S) = _

Mas ) (S) 5um. aborto em E, pois A & um homeomorfismo lscal
eS8« [, 0s88p ¢ um ponto de ramificagio de f existe sempro uma
v:.zmha.nga do p quo & lovada muma vizinhanga do A (p). Por outro la-
do :\(S) © compacta, logo fech&da, om E, mntao by (S) = B,
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Pola proposi¢do 16 o rocobiimonto A S -» B fom um ndtiore
finito de folhas, seja n sgse nimero,
_ Séja agora T' o conjunto iformado pslos pontos de Ty ¢ mais
og polos de Y o pelos pontos qué se proj etam pela A em Pﬁd-e seja
z, € E, zo?‘: AL, Tomf}z:_:os uma vizinhanga sdmiss{vel k‘U' de Z, e con~
-8ideramos as fungdes ¢ JGe s+ {?nU definidas em U da geguinte ma-
neira: Dado um pontc %€V, tomemos para cada um dos n pontos Pysesesby
de 5 gue so projetem em z uma vizivhanca em que ¥ 8cja holomorfs,
Compondo )l"ll.ﬁ com a'restrigio de "if a cada uma dossas vizinhangas,
dofinimos am ¥ n funces Yiu"'°"i’nu' '
, Sejam ¢ W Fw_ as n fungées simétricas elomentares dogw
sag fungoes o ponhamos - o '
Et =E - A(I)

7 Dadag duas vizirihanga,a admiss{veis G VTR, on U e V estio
 dofinidas respegfi?amar;_ﬁa '{? weeeo ¥ I- e _LPJ_%, cres ‘f’nvs em UMYV
ovidentemente dada ¥ ;. vai coincidir com uma ¢ jv» donde as fungios
si_métricas Ti;p @ T4y coincidom, para i=l,.,.,n, Entdo temos n
fungoos Tyseoey 7', dofinidas o holomorfas om B! = E = A(T'), Come
os pontos de A{T') sfio om qﬁmerb finito, sfo singularidades isoladas
das fungoes Ty o portanto ou singularidados romoviveis ou polos, As
fungées ¢7; sdo pois moromorfas om oda a osfera, logo sdo fungdos
racionaisg ' '

oo R, (=)
" i Tiizj

gondo R.(z) ¢ T; {2} polinomios, |
- Consideremos agora a seguinte fungao:
(v =000 = ) 0L - ¥
£ um polinduio em w cujos coeficientes s&o.os‘_a'i{z), que sio fungoes
raciopals de z. Seja & (2) o minimo miltiplo comum dos denominadores
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T,(2}; entao :
’ ) P(w,2) = a_(2) (v @ (2)) (u= ¢, (2)) o0 s (um ip, (2))
e um polinomic em w € z e temos evidentemente
P(¢ (p), Alp)) =0 |
para todo p € 8 - [, Ora, a fungio P(If (p) A (p)) senéo mula em S
exceto num conjunto discreto de pontos, ¢ identicamenie mla em S.
Provamos pois que existe um polinomio P(w,z) tal cue
(P (p), Ap)) = 0
Ainda-maig, o grau de P em w é igual ao mimero de folhas do.reccbiie
mento, O polinomio P(w,z) ndo é necessariamente irredutivel, as se
tomos um polinomio P(w,z) ¢ uma fungao analitica ¥ (2) definida vmuma
vizinhanga V de um ponto z da esfora o tal que '

P{(=),z) =0 Veev

ontao oxiste wm fator irredutivel do P quo goza da mesma propricdade.
Do fato, so P = Pl"'Pr 5a docomposicdo do P om fatores primos, pa-
ra cada % € V toramos Pi,(l‘P (2),8) = 0 pare algum i; um dos P, se anhu-
laré ontdo para infinitos pontos de V, logo sc anulara idonticamente
cm V,

Existo pois um polinomio irrcdutfvel, dc grau &n, com a pro-
priedade emunciada no teorema, sendo n o minerc de folhas do recobri-
mento A ¢ S —>EK, Resta provar que esse polinamio é unico a menos

de um fator constante, Demonstraremos entao:

Proposicio 19..Dados dois polinomios Ql(w,z) e Qy(wyz) irre-
dutiveis, se existe uma fungio § (z) analftica muma vizinhanga V de
z, € E tal que

Ql((P(z)'Z) = Qz(l-P (5)’2) =0 para todo B € V
entda Q; e Q, diferem por um fator constante:

Qq = el o # 0
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Em outras palavraz, um elemonto de fungdo nac podo satisfazer
2 quas equagoes algcbricas esscheialmontc distintas,
A domonstragao se baseia no geguinte

Lema 1. Dados dois polinomios P(x,y) e P'(x,y) primos entre
8i existe somente um mimero finrito de valores X, pera os quais
P(x ,y) = 0 0 P! (:co,y) = 0

-
tem uma rais comumm,

Demonstragao, Ordenemos P e P! segundec as potencias de y e

seja
Plry) = 5l " + eyl 7 4 s+ 8 ()
- Pr{x,y) = b (x) g+ by () 7 ere * b (x)

Maltiplicando se necesséivio P por uma potencia de bo(:c) podemos ef-
crever

r -

bo(x) P =g, *+ Ry

onde q © Ry sfo polinomios em X e y, ¢ o grau de R, em.y &  m,
An;a_.logamente podemos escrever

s
e, Pt = iRy TR,

t - .
do Ry = g R, ¥ R3

I

e assim por diante, Como o8 graus dos Ri elit rela.gé'.o 2 ¥y vao docroscen~
do, chogaremos finalmente a

ho(x) Ry o= gy By * By
onde R, 5 um polinomio 86 em X; como P e P' gio primos entre si, Ry
" nfo pode ser idonticamente nulo.
Pols construgao, essa polinomio Rk(x) , dito respltante de P

e P', pode ser ropresentado na forma

(3.1} By (x) = p(x,7) P(x,7) * p*(z,7) P! (x,7)
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égde p e p' s30 polinomios em X e J, Ora, de tivermos para Xyt T
dados
. P(x,,y,) = P'(x,y ) =0
de (3.1) segue
Ry(x,) =

e como isto 86 acontece para um mimero finito de valores %,y 0 lema
esté demonstrado.

Voltemos & proposigio 19; sendo Ql(w,a) e Qz(w,a) irrodut{~
veis, ou eles diferem por um fator constante, ou 880 primos entre si,
Nesta segunda hlpotese, o resultante R{z) nho & identicamente mko,

N ’,
Ora, se tivessemos

Ql(‘{) (5);5) .

I

Qy(fp (2),2) = 0 ypave todo 2 € V

viria :

R(z) =0 para todo 3€ V
o que ¢ absurdo, Entdo & proposigho osts demonstrada, o que compleba
a demonstragdo do tooroma 6,

A fungido P do teorema 6 pode ser em particular a prépria
fungdo f, pois esta & meromorfa em sua superficis de Riemann, Vemos
assim que se a superficie de Riemann de uma fungao f é compacta,'
existe um polindmio irredutiwel Qfx,y) tal que Q(f{p), A(p)) » O
para todo p € S em que £ 8 )\ nao sejam infinitas, o Q & linico &

monos de um fator constants,

5. Demonstraremos agora a reciproca do teorsma 6, isto §,
que seo f satisfaz a uma oquagdo algfbrica, sua suporficie de Riemann
& compacta., Precisamonte, temos:

Teorema 7. Seja P(w,z) um polindmio em w o 2z, irrodutivel,

@ suponhamos quo numa vizinhanga V de um ponto Zg estoja definido

um elemento de fungdo w(z) tal quo
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P(w(z),2) =@ para todo z €V
Entdo:1l) a superficie de Riemann S de W(z) é compacta; d se
w, (z) ¢ um elemento de funcio definido numa vizinhenga Vi
de um outro ponto zi, e tal que

P(Wl(z),z) = 0 para todo z¢eV,

wl(z) pode ser obtido de w(z) por prolongamento analitico.

Demonstrs¢do. Para provar 1) bastard demonstrar gue a &a
aplicag5o A: §—>E é un recobrimento ramificado da esfera
com ntmero finito de folhas. Usaremos na demonut*agao o tee
rema das fungdes implicitad que enunciamos:

Lema 2. Seja F(w,z) uma fungao analitica em w e 2 ao
redor do ponto (wo,zo) e suponhamos '

F(WO,ZO) = 0
F'(w,,2z) # 0
Entdo existe uma e uma s6 fungfo amalitica numa vizinhanga

V de z, tal que
F(w(z),2) = 0 para todo z eV

LA w(zo)
Uma demonstracao déste teorema encontra-se, por exem
plo, no livro @e Ahlfors "Complex Analysis", feita para o
caso em que F & um polindmio, mas valida enm geral,
Dado agora o polindmio irredutivel P(w,z) mostremos
qué s0 existe um numero finito de valores de 3 para 08 quals

Pl{w,z)

P, (w,z)
tém uma raiz w comum. De fato, P, tem grau menor gue P,
logo, como P & irredutivel P e P‘ sdo primos entre si e o
lema 1 se aplica. BEm outras palavras, existe s0 um nimero
finito de valores de z para os quais P(w,z) = O tem raisz
miltipla em w, gue sdo os pontos onde a resultante R(z) de



P e P% se anula,
Ponhamos
P(w,z) = ao(z)wn + al(z)wn"l + aes + an(z)
e consideremos o conjuanto
T' = {pJu{zir(z) = Ojuzla (2) =0} enE
Mostremos em primeiro lugar que w(z) pode ser prolonga
da a0 longo de qualquer caminho em B -T'. Para isto, obger
vemos que para tedo & B - existem n elementos de fungdo
distintos wl(z), vee wn(z) definidos numa vizinhanga de z
¢ satisfazendo

P(w;(2),2) = O (1=1,444,0)
De fato, como % T, P(w,2) serd de grau n em w o tera raizes
distintas Wy, ... , ﬁn. Aplicando o teorema das fungdes im-
plicitas (lema 2) a cada par (ﬁi,E), resulta que existem n
elementos de fungéo wi(z) satisfazendo a equagdo ¢ definidos
numa vigzinhanga de z.

Para mostrar que w(z) pode ser prolongado a gualquer
ponto Z & E-T', tomemos um cawminho ligando Z, & z e contido
em E-T" . Seja ésse caminho dado pela aplicagdo ¥ = (t) de
I em E tal que § (0) = z,, §(1) = 2, ¢ seja t' o extremo
superior dos pontos t & I tais que o prolongamento de w(z).
de 2z, a 5’(t) seja possivel ao longo do caminho Ju piy imedigl
to que o prolongamento esta definido em ¥ (t'), e deve coin
cidir com um dos elementos de fungao definidos numa vizinhap
ga de y (t') e que satisfazem a equagdo. Se t'< 1, nessa vi-
zinhang¢a cairiam pontos K(t) com t> %', para o0s quais pode-
riamos entdo prolongar w, o que esta em contradic¢Zo com a
definicdo de t'. Entdo t' = 1 e podemos prolongar w(z) ao
longo de todo o Camimmag. Fica também demonstrado que ca-
da ponto de E-T possue uma vizinhanga admissivel em relagdo
& aplicagdo A: S—E.
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Vejenos agora o que acontece nos pontos deTq. Conside-
remos em primeiro lugar um ponto z  tal que P(w,zo) = 0 te-
nha raiz ailtipla em w, isto &, tal que R(zo) = 0, mas supo
nhanos ao(zo) £0e Z, # Pue

Coio T' 86 contém um nimero finito de pontos, existe u-
ma vizinhanga V, homeonmorfa a D, de z, que ndo contém ne -
nhum outro ponto de ', Seja entdo 2:€V, zy # 2, e conside-
Temos um caminho fechado a em V partindo de Z) que ndo pas-
8a por z, € que da una volta ao redor de Z,". Em Zy teros n
elementos de fungdo Wisees, W, que satisfazem é_equaqéo
P(w(z),z) = 0, Consideremos um dcles, seja wy, e fagauos o
prolongamento ao longo de «. Ao voltar a 2y obterenos. um @8
elementos Wisees,W, © 5S¢ continuarmos o prolongamento dando
voltas ao longo de o, como nio temos sendo n elementos dis—
tintos,ao fim de no miximo n+l voltas um dos w, ao menos teg
Té aparecido duas vézes,‘Ora ¢ facil ver gue o priueiro .elg
auento gque se repete é o Wy de que partinmos. De fato, supo =
nhenos por absurdo gue fosse um Wy 4 Wy © primeiro a se re-
Petlr, e consideremos os elementos obtidos sucessivanente a
t& W, se repetir: :

WisenosWigeoo Wy }
e por hipétese wy néo comparcce entre as duas.aparigoes de
w,. A sequéncia acima @ostra que o prolongamento de w; de
ot repetido um nbmero suficiente de vézes nfo é lnico o
que & absurdo, '

Suponhaitos entdo que W, se repita pela primeira véz ?o
fim de k voltas. Mostraremos que se V & conexa, na superfi-

* Seja b o disco D menos a origeu. Seja.xb a circunfe
réncia X = rcos2T[4 ., Y = rsen2] 4, O &%t ¢1: Direuos que u-
ag curva § em D da n (n % 0) voltas ao redor da origem se ‘0’
for homotdpica a Erg f0<r<l).
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éie de Riemann de w a componente conexa A de Afl(ﬁ) (onde
V=V~ {z S) que contén (zl,w ) da um recobriuento de'Vcom
k folhas, a proaeﬁac sendo A. Para isto, de acdrdo com o
que provaiaos no inicio do pardgrafo 2 déste capitulo, bast
demonstrar que existem exatamente k pontos dessa colponen-—
te que se projebam en cada ponto de %. Ora, seja T o con -
Junto dos pontos de V sdbre os quais se projetau k pontos:
¢ facil ver que T é aberto pois se sébre um ponto temos k
eleuwentos de funcho dlstlntos que s&o prolongaientos de Wy
existe uma vizinhanga désse ponto onde cada ponto ten a
mesaa propriedade., Se T nio fosse tgda a V considerando a
reunido dos conjuntos de pontos de V sdbte os quais se pro
Jetaa k' pontos, con k’ 4 k variando de 1 a n, terlamos i
outro ,aberto T nao vazio tal gue TvT' = Vo que € absurdo
pois v é conexa. _

Seja t un ?arémetro unifornizador correspondente écog
ponente conexa-A; vimos entdo ainda no parégrafo 2 que se
indicarmos com 2z a projegac segundo A:de ua ponto de A ONm-
de o pardmetro uniformizador tem o valor t entio,

Z =2, % tk
e terenos para w & expansio : i
w(t) =< bt £ED,
w0

onde Dr é uwa vizinhanga circular da origein de raio r con-
venientexent escolhido.
Mostreuos que w(t) é limitada na origew. Ora, se ndo

fosse, existiria uma sucessao t1yvseyby . >0 tal que
lin ——t—— = 0
n-so0 w (% )
on

para todo s30. Mas para todo ¢ Dr tenos

a, (z(£))&d(t) + al(z(t)) Il"'l('b) S an(z(t)) =

d'onde, excluldos os(pgntos @il qup(wgt) = O,
a a. (z
aplz) + ——!L———-'+...+ ~n£%;-— = 0
W W

o
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e fazendo t tender a zero segundo a sucessio tl""’th?"'
viria a, (z )
contra a hlpotese.

Entao w(t) é regular na origem e pela definigdo de su
perficie de Riemann de unma fuagao w, S conténm un ponto o a
derente a A que se projeta en Z, por Ae no qual w é holo-

norfa.
BSeja agora 2, ua ponto tal que a (z ) =0 mas en que

Plw,z ) 0 nao tenha raizes multlplas Seaa U uma vizinhan
ca de 2, que nao contpnha outro ponto de]“e con51der6hos a
restricéo de w a- uma cofnponente conexa A de A. (U); indica
remnos alnda bpor w este elemento de fungao, e vanos provar
que se z & raiz de sultiplicidade m de a (z) entdo w ten
no mAximo -um polo de ordem m ew z_, De fato, seja ’

a (z) ° :
lin ={so0
Lt
Z-¥z, (z-2 )
Swponhamos por absurdo que (znz Y'w(z) fosse ilimitada nes
5a goLponente conexa, entdo exlstlrla wia sucessao Ziseeny

1
'Z,900+ % tal que -
" ° (22, )" w5 (2)

z~p2, segundo essa sucessao, para todo 531. Dividindi a e-

tivesse limite O para

quagao P(w(z),2) = Opor (z-z )“1 L(2) ven
a a
(z : e (z zl)ﬁ1 oot (z-2 )Ewn =0
o 4o/ W %o

¢ fazendo z tender a z, segundo a sucesséo {zn} ven
a
lin 2@ =0
i
Z—z (z-zO)

o que é absurdo. Logo, z, ¢ no mdximo um polo de orden m pa

ra w(z) e entio zE/\(S)
Suponhaiios agora que se tenha ao mesio tempo R(z Y

=0ea (z ) = 0. Entad ua raciocinio andlogo ao feito en
cada caso separadameqtc mostra que: a) existe una vizinhan
¢a V de Z, tal que uma couponente conexa qualquer A de (V)
da recobrlmento reaificado de V cowm nituero finito de fo
thas, que pode ser wniforuizado pelms equacgoes
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Zo + tk .
tE€D
W W(t)

sendo w(t) reﬂular el D b) a origea é no maximo ua polo de

Z

ordewu m’de w(t), sendo m a multiplicidade da raiz Zg de ao(z).

O ultimo caso a considerar & o de P+ Couwo nos casos
anteriores pode-se mostrar que P, possue uing v121nhanqa v
tal que qualquer cdomponente conexz A de,l(v) da unm recobrl
dlente raaificado de V com i ntiaéro finito de folhas, que
pode ser uniformizada por um parBaetro t tal que

I,
Z-—-';;E—
w = w(t)

sendo w(t) regular nuua vizinhanca da origem excluida a ori
geds. Provareimos que w{t) tem quando muito uw polo na origen.
Seja k 0 grau do polinomic a (z) e seja m>— (k -k )
para r > 1; vamos mostrar que tukw(t) ¢ liuitada na orlwea,
Supomhamos que ndo fosse ex1st1r1a entd0 uma sucessdo tl,
seersbosesi—rfe tal que ——jE-um- tivesse liaite O para
t tendendo a O seszundo {t }. " w(t)
Bntao para 1¢rén

. 1
lia =
W(t)rtk(kr"ko)

para t—+0 segundo a sucessfo [t }. Mas se em

ao(z)wn + te. + an(z) =

substituirmos z por t-k, dividindo por wh podemos por na
foriaa

bo + bl + +—-E)-I}--—=O

tkko tkklw et tkknwn
onde b, (t) = £¥K a, (~3k) sdo polonomios ew t. Multiplican

do por tkk e fazendo t btender a O segundo {tn} vem
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ao(z

Zas 2 fe)

isto &,

0 que & absurdo, pois k, é o grau de a (z).

Entéo p,,é no miximo ua polo de w(z) d'onde tembém P&
€ A(8). Mostramos sssin que }: S—E & un recobrimento da
fera toda e que € um recobrimento raaificado com nlwero fi-.
nito de folhas.S &, pois, compacta, o que nos 44 a primeira

Parte do teorema. ,
Para deonstrar a segunda. usauocs a hipotese de ser

P(w,2) irredutivel. O nlGmero de folhas do recobrimento é no
@aximo n, pois todo prolongamento analitico de w{z) deve sa
tisfazer 4 equagio P(z,w(z)) = 0. Por oubro lado, se o nlie
ro de folhas de )\ : S—»E & 1, o teorena 6 4d que uaa fungado
meromorfa sobre S, em particular a propria w(z), deve satig
fazer a uma equagfo irredutivel de griu ¢ m. Couo a eguagfo
irredutivel ¢ dpica, ng¢n, d'onde n = m,

Seja entdo z%¢E e ml(z) un elemento de fungfo definido
numa_vizinhanqa V de z' ¢ tal que P(z,wl(z)) =0 para todo zeW
Sobre wa ponto' zgV, z {[eXisten n pontos,de § .que s& - Projed
tau ew z,logo n elementos distintos wl,;;.,wn satisfazendo
& equagdo e que sfo prolongamentos de w(z);ml(z) necessaria
mente coincide conm um déles,o que termina a denonstragao do

teorena, . -
Observagao 1. Dada a equagdo P(z,w)=0 podemos conside-

rar w como varidvel independente.Em correspondéncia obtemos

. - - " * .

una superficie de Riemann Sw de 2z como fungdo de w que & a-
3

naliticamente equivalente & superficie de Riemann de w como

fungdo de z, _ -
Observagao 2, Vimos que se para un ponto ng a equagao

P(z,,w)=0 tem raizes wiltiplas,existe uma vizinhahga U dez
tal que para cada coaponente conexa A deﬁﬁ(U),\: A—TU é unm
recobrimento ranificado de U com nduero finito de folhas,
Surge naturalmente a questdo de saber que relagio existe en
tre o nlmero de folhas do recobrimento e a maltiplicidade
das raizes de P(zo,w).
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Beja entdo w, uma raiz de P(z_,w) = 0.de multiplicida
de h, U uma vizinhanga conveniente de 2, en E e considere-
mos a componente conexa A de X?(U) que contém (2,y%p)s

Mostremos que se Py(z,,w;) # O, entdc o recobrimento
ramificzdo A: A——U tem exatamente h folhas. De fato,seja
k o nimero de folhas, entdo existe uma representagio para-
métrica do recobeimento dada por

k

Zo= 2, +%
v
Q2

Por outro lado, devPé(zo,wl) # O segue que podemos de
terminar uma fungdo (e uma sd) z = z{w) analitica numa vi~
zinhanga de w,, satisfazendo & equagdo P(z(w),w) = 0 e tal
que z(wl)‘= z+Da hipétese que as derivadas de P com rela-
G800 a w até a ordem h-1 s2o0 nulas no ponto (zo,wl) e que
Pé ndo é nula no mesuo ponto, segue que a primeira deriva-
da ndo nula de z(w) no ponto wy; é também a h-ésima.Logo po
denos por

h ’
(1) z2 =3 + ah(wﬁwl) + eae ay 0
Fazendo agora
2y z -z, = £
podemos determinar os coeficientes b da série
a0
. e

de modo a satisfager (1). (2) e (3) podem ser consideradas
como equagbes de wm recobrimento MA: A-—»U con h folhas,
d'onde k = h. Note-se que em (3) by # 0, portanto o desen~
volvimento (3) é univocsmente deterninado, pois dado (3)
dodemos tirar t como fungdo de w, t = t(w) e substituindo
em (2) obtemos uma fun¢do z = z(w) tal que z_ = 2z (Wl) e
que deve satisfazer a P(z(w),w) = 0. Como s6 exisre uma

fungds nessas condigdes, o desenvolvinento (3) é unico.
0 caso Pé(zo,wl) = 0 exige uma analise mais delicada;

veja-se por exemplo B, Picard; Traité d'Analyse cap. XIIT.
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Topologia das Superf{cies Compactas

*

Introducao. Neste capitulo estudaremos um modo de exprimir al-
g%bricamenté-, po:f meio dos chamados grupos de homotopia e homologia, cer-
tas propriedades topolggicas das superff.cies compactas. Exemplos de tais
propriedades sao a orientabilidade, © numero minimo de cortes que se deve
efetuar sobre uma superf:f_cle compacta necessarios para a transfomagao num
conjunto. simplesmente conexo, eic.. Os métodos gque usaremos gervirao co-

mo introdugéo a topologia. algebrica.

] L) bl ] ] + 4
1. Definicao 14. Simplexo euclidianoc de n dimensoes e o menor

~ . .

COrpo CONvexo que contem n+l pontos A s Sqreees a, tals que os vetores
&, —8 yreey 8 n""a sejam linearmente independentes. Indicamos © gimple~
x0 com & notagao (agssses 2 ) ou & (ao,..., a ), ou aindaG"(ao,.._..,an).

Exemplos: ponto, segmento, t.z_-langulo e tetraedro sao simplexos

de dimensao 0, 1, 2, 3 respectivamente.

n+i

Um simplexe de dimensdo n determina automaticamente . b im--

plexos de dimensao k que chamamos suas faces: de dimensac Xj a face que
nao contem os vértices a1 aJ,... sera indicada por (a sse0y ai,..., aJ,
seay & )-. Os simplexcs de dimensao 0 chamam-ge vertlces , os de dimensao
1 arestas.

Gonvencionaremos congiderar o conjunto. vazio como face de sime

plexo para formular de modo mais simples certas propriedadss.

;  Defipigdo 15. Num espago totpologlico dizemos que & dado um fg;m.-'

Rlexo 'bo;gol'c;gico quando & dado um conjunto homeomorfo aum simplexo eucli-
diano, juntamente com as imagens das faces deste pelo homeomorfismo . As

imagens das faces chamem-se faces do simplexo topologlce.

Exemplos: um arco de curva, um disco com 3 pontos dados sobre

. ™ -
a circunferencia.

Def:Ln:Lcao 16. Decomposicao simpliclal de um espago topologice,

ou tr:.angulagao, 2 um conjunto de simplexos topologlcos do espago com suas
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faces, tal qies 1) todo ponto do espago pértence a.um ao mencs dos sim-
plexosy 2) a intersécgao de dois simplexos e uma face de cada um deles ;
3) tcdo ponto tem uma vizinhanga que encontra apenas um mmero finito de
simplexos. '

Dizemos que dois simplexos de uma decompogigao simplicial sao in—

. v 2 . .
cidentes se sua face comum nao e o conjunto vazio.

Exemplog: a) o perimetro. de um triangulo
b) a coroa circular com a triangulagao
dada na figura 1.
¢) qualquer conjunto. finito de pontos
d) um conjunto qualquer de faces de um simplexo, por

exemplo, o conjunto das arestas de um tetraedro ou

o conjunto de suas faces.
~ Figura 1 - A condigao 2) exclue situagoes comd as representadas

nas figuras seguintes:

b AT

A condigdo 3) exclue por exemplo o caso seguinte:

Definigao 17. Um espago. topoldgico 6 trisngulavel se admite

uma deccmposigao simplicial.

Exemplo de espago gque nao & triangulével e o definido por

y=sen;1—, para O <x <1
£

{(x,y) e R®

-1 y<£1, se x=0

. ’ s _ .
polis um espago triangulavel e necessariamente localmente conexo por caminhos.



-3 -

Un complexo simplicial e um espago topolégico com ums decompo-
sigéo simplicial. Se E e um complexo simplicial, indicaremos seu espago

t.opol_égico por |E|.

s B . - R , . .
Dimensac de um complexo simplicisl e o extremo superior das di-

mensoes de seus simplexos.
A dimensao de um complexo simplicial pode ser infinita.

Chamamos complexo simplicial euclidianoc um complexo. simplicial
contido num eSpago.euclidiano e cujos simplexos sao euclidianos. Exemplo:

_ L
a superficle de um tetraedro.

Dois complexos simpliclais B e E! gao isomorfos se existe um
. A . -~ .
homeomorfismo de B sobre E! que leva todos os simplexos de B sobre sim-
-,
plexos de B! e tal que a imagem inversa de todo simplexo de E' eum sim-

~plexo de &.

- ~ - r . ~
Exemplo: perimetro de um triangulo e circunferencia com tres

pontog dados sobre ela.
Pode-se demonstrar que todo complexo simplicial de dimenséo n &
isomorfo a um complexo simplicial euclidiano contido no R2n+1, que se cha-

ma realizagdo euclidiana do complexo simplicial dado.

Observagao (cf. figura 2). Se "cortarmos" a coroa ao longo da
linha marcada, obtemos o retangulo; reciprocamente, se neste ultimo "co-
larmog®, isto é, identificarmos (mum sentido evidente) aslinhas assinala-—

das por flechas, resulta um espago

2 ) ~ -
topologico isomorfo a coroa circular.

{ * De agora em diante, sempre que numa

 figura dada aparecerem arestas assi-
naladas por flechas, entendemos, coO-
mo neste exemplo, que as duas linhas

Figura 2 _ representam ums mesma aresta.

Outros exemplos:

i

a) cortando a esfera ao longo de um gemi.meridiano, obtemos a
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configuragao a)

b) cortando a faixa de MObius ao loﬁgO-'
de uma transversal vem b)

¢) & bem conhecido que o plano projeti-

- a)
vo e representado por c)
d) se cortarmos a superficie do toro d)
ao longo de um cireulo meridianc ob- N . Y
temos uma secgao de cilindro, d'}; b)

cortando em seguida segundoc ums ge~
ratriz. obtemos dm).

u‘r

<
-
S~
Y

¢) @ ~an dr)

) - ) A I . ~
Observacac 1. Devido a identificagao as curvas abaixo sao cur-
: - . {1 S
vas de Jordan fechadas respectivemente na coroa, na faixa de Mobius e no

toro (figura 3)-.

¥ SRl

A ‘ A M i i
5*///’/f*-ﬁ_‘\\\ﬁ__j‘ P \ ‘_kj//,,,~—f

-

LA

Figura 3

Observacao 2. O plano projetivo do qual retiramos um disco a-

A
berto e homeomorfo a uma faixa de Mbblus, Podemos demornstrar isso corban~

do convenientegpente o plano projetivo menos o disco e identificando tambem

de modo convenlente as arestas 1guals.(f1gura 4).

i__/

——tig-

)L

Figura 4
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7 . \ + . e
Exercicios. 1) Demonstrar que a figura 5) e uma decomposigao

simplicial da esfera. Tdem para faixa de MBbius, figura 5').

A Y

Figura 5 ' : Figura 5!

7 Porque as figuras seguintes rdo representam decomposigoes sim-
pliciais? (figura 6). '

:A A .' Y - | '

2) Demonstrar que as seguintes triangulagSes do planc projeti-

Figura 6

o . - g .
vo nao zao isomorfas (apesar de terem mesmo numerc de vertices, arestas e

fages) (figura 7).

A

3) Demonstrar que os dois complexos simpliciais seguintes sa.0
isomorfos (figura 8).
(o plano projetivo do

qual foi retirado o he-

v .
xagono interno).

Figura 8
4) Seja B um cqmplexo-simplibial. Demonstrar que as seguintes
propriedades sao equivalentes: '
»
a) |E| e comexo ‘ |
b) dados dois pontos x ey quaisquer de IE[, existe uma
sequéngia finita de simplexos /\ 1"'°’>Z3:n tais que x € Z>1 » ¥ G.an
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e Ay e Ai-H sao incidentes.

¢) dados dois vertices 'a., b Qﬁaisquer'de 'E ‘existe uma
sequenc:t.a finita de arestas A‘I"' .y A tais que a & vertice de A1, b
vertice de An e Ai Ai+1
caminho de arestas ligando a e b,

sa0 1ncldentes (dlzemos entao. que ex:l.s‘be um

e ? : \ . s .
d) nao e possivel decompor o complexo simplicial em dois

conjuntos de simplexos sem faces comuns.

5) Seja E um complexo simplicial. Demonstrar que sao equiva-
lentes as seguintes condigoes: . -'
| - a) o espago |E| & compacto
b) E 80 tem um mimero finito de simplexos.

6) Qualguer conjunto aberto do plano, ou mais gera_'lmente do R s

pode ser triangulado.

7) TUm espago de recobrimento de um espago triangulévelétrian-
gulével (1lembrar que a reuniaoc dos simplexos incidentes com um vertice da-

. . -y .
do forma uma vizirhanga simplesmente conexa do vertice).

. 2. GChamamos superf:{cie a uma. variedade topolégica
a duas dimensoes (ef. definigao 1, cap. T). Superficie triangulada sera

X 2 . . . o~ e s
uma. superficie munida de uma decomposigao simplicial.

Definicao 18. Dada uma superficie triangulada K chama-se ci-
cl,o;’ja uma. sequ/éncia A’l A1 A2A2 VAN An+1’ onde os A gao tri-
angulps e o8 Ai arestas, todos os A e os A :anldentes com mesmo ver-—
tice, e tal que A;,, geja aresta de Ny e AN 141+ Diz-se que ociclo
pS fechado se An+‘i = A‘I

Teorema 8 - Seja K uma superflcle trlangulada Temos: 1)ca-—
da aresta o face comum de dois e apenas dois triangulos; 2) o conjunto
das arestas e 'brlangulos incidentes com um vertice dado forma um ciclo fe-
chado.’ Rec:1procamente, um complexo simplicial de dimensao 2.em que estao

satisfeitas as condigges. 1) e 2) & uma superficie triangulada.
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De fato, seja K uma superficie triangulada. Para verificar 1)
basta observar que dada ums aresta, tomando sobre ela um ponto 1nterno,e—
le ters uma vizinhanea homeomorfa ao disco, donde conclufmos que a aresta
e ‘incidente exatamente a dois trlangulos. Por outro lado, dado um vérti-
ce, s Qxisie um nimero finito de simplexos ineidentes com éle; partimos
de uma aresta A, tomemos um trizngulo [§1 incidente a Ay e assim su-

09851vamente, formamos um ciclo A [X,Iﬂz... FARE que sera fechado,

n n+
pois se 4 # A, o vertice nfo terla vizinhanga homeomorfa ao disco.
o+t 1 ¢

Ainda mais, nfo pode haver meis de um ciclo fechado incidente &3mesmoVer—

tlce, como 1o. caso representado na tercelira das figuras abaixo, pois sendo
' i~ - ] - 3 L3 »

tambem nao existiria uma vizinhanga homeomorfa ao disco. Portanto, a con-

digao 2) estd verificada. A~

~ ~ ~ . .
Reciprocamente, se as condigoes 1) e 2) sao satisfeitas, cada
ponto tem uma vizinhanga homeomorfa ao disco, eno complexo simplicial de
. ~ - ~ o 4
dimensao 2 e entao uma superficie triangulada.
‘ s - . ~
E um problema aberto ha muito tempo o de dar uma caracterigagao
+ - o~ . ! > by .
analoga para triangulacao de uma variedade de dimensao 3.
s . . A .
Exercicios: 1) um segmento; o bordo de um triangulo, tres tri-
A ‘ .~ P
angulog incidentes a uma aresta nao sao superficies.

2) Chamamos superficie com bordo a um complexo simplicial de di-

mensho 2 em que estio satisfeitas as condigoes: 1!) cada aresta e face de
um ou dois trizngulos; 2') o conjunto dos simplexos incidentes Com Um ver—
ti@é dado forma um ciclo (fechado ou nao). Exemplos: coroa circular tri-
angulada, faixa de Mobius triangulada.

I - S8eja K um complexd simplicial de dimensdo 2. Sao e-
quivalentes as seguintes condigdes :

r s,
a) K e uma superficie com bordo
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'b) todo ponto de |K| tem uma vizinhanga. homeomorfa & un dis-

co ou a um semi-disco,
TT - Numa superficie com bordo K s2c equivalentes as se-—
guintes condigoes: |
a) |K| & conexo
b) dadds dols pontos guaisquer x,y, existe uma cadeia de tri-
angulos A’I""’An tais que XEA1, y—EAn‘ e Ai’ A:‘LH 820 in-
cidenteﬁ.

3. Simplexo euclidiano orientado

Un segmento (xo,x1) pode ser orientado de dols modos, de x o &

%, ‘ou de X, 8 X_. Do mesmo modo um simplexo euclidianc de dimensac 2,
de vertices x o»%12%, pode ser orientado de dois modos: (xo,x1,x2) ou

(x.l,x 5K, ) ou (xz,x ,x_]) e a orientagao contraria. De modo geral:

~ ’ » Y ‘ -~ .
Definicac 19. Dadeo um simplexo euclidiano de vertices x or v

x, Chamamos de orientagao do simplexo a cada uma das classes de permuta.
gao de seus vertices. Convencionamos indicar com -'(xo, ...,xn) OU eaeo
(-xo, .o .,xn)"1 o simplexo (Xo”"’xn) com a orientagao contraria . Por-
tanto

H(X‘O’XT) = (X.jaxo_)

e . . ? .
A um gimplexo de dimensac O assoclamos dois simbolos .orienta-

- e +x = x .
dog, . X, o o™

Orientag§0 induzida (por um simplexo de dimensao n orientado s§
bre suas faces de dimensao n-1): Dado um simplexo orientado (xo, x, ,xz)
¢le induz em suas 3 faces as orientagoes (Xo,,’x’l)’ (X1’x2) e (xz,Xo) Tes-

pectivamente. | x,

De modo geral, definimos:

Dado um simplexo orientado %o %

PR . ~ R +
(xo,x,!,..o‘.,xn) a sua i-esima face de dimensao n -1 orientado ®

(-1t

F
(X'o’ AERTEIPEY .,xn) .
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‘ E facil ver que a definigao independe das permutagbes numa mes-—
ma classe. As faces orientadas de (x,x,;) por exemplo s80 -X, © Xi.

Definigao 20. Superficie-orientavel. Dizemos que uma superfi-

cie & orientavel se o pos’s’:{#el orientar os trigngulos de uma decomposigao
s:mellclal de tal maneira que os dois trlangu.los adjacentes a cada aresta
induzam nesta aresta crlentagoes contrarias. Dizemos entdo que a orien-
tagao dos triangulos & coerente. A definigao e independente da trié.ngu-
lagao particular considerada. '

Complementos. Uma superflcle com bordo ge diz orientavel se va-
le a ccmdlgao acima para as arestas que sao face comum de do:.s tc-langulos .
Chamamos sequencla desorieéntadora de uma superflcle {com ou sem bordo) a
uma sequéncia A1 AZA.?."‘ A Ay, onde & & face comum de /\ 5
& A e tal que, e:x:ceto para A1, as orlentagoes induzidas por do:Ls
trlangulos com a:cesta comun nesta aresta sejam contrarlas, e sobre A,] s as

orientagoes irduzidas coincidam.

Exercicio: Demonstrar que uma superficie (com ou sem bordo) e
nao orientavel se e somente se existe uma sequgncia. desorientddora. Exem-
plos de super_f':fcie, ‘nao orientavel sao a faixa de Mgbius e 0 plano proje-
tivo, ‘ _ : ’ '

4. Grupos de homologia
De agora em diante consideraremos sempre complexos simpliciais
compactos (isto. 'é, tais que 50 tém um mmero finito. de gimplexos, cf. e~

xercizio 5, § 1).

Chamamos p-cadela de um complexo gimplicial & uma combina@o 1i-

near formal a coeficientes inteiros de gimplexos de dimensao p:

oLp .
<I

onde £ ._ indica o numero dos simplexos de dimensac p, e n, € 4. Con-

vencionamos que 1(~6) = -n6 eque G + («G) =0. Indicamos com -

oP(K,2) ou simplesmente ¢P(K) o conjunto das p-cadeias. cP(K) tem

estrutura de grupo.
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‘ Definigao 21. Operador bordo:  Chamamos bordo. de um simp;lexo
orientado.a scma de suas faces orientadas. TIndicando com /\ o operador

que a um simplexo faz corresponder o respectivo .bordo, temos

P, :
DT (5 enix) = Z (-ntc P _(’xo‘,v,..u,s‘ci_,.....,xp)

. i=0
AG® = o

Para p-cadeias definimos o borde por linearidade, pondo

ZQS :Efi n_, G;CIJ' =. :§Ef QzZCS G;:P
L ole f : ol =l

Teorema 9. AN &= 0

Basta demonstrar para um simplexo & P, oOra:

A AGP =, i (—1)1 A (J—P-‘] (Xo, ql.- -,;{i,-.-.,xp) = .
i=0

T T _ : ' 7
= i (-«1)1 { Z (-1)j Q__p-72 (Xo’-"";{j’""”%i"""xpf) +

L= 0 . j:d
E : Tand-1 - A
+ Z (—1)‘] G’ p (XO__,.'O"‘;Ci,.-‘.,Xj’...’xp) } = O
J=L+i
pois ecada face G p-2 (xo [ ,ﬁn, . ,‘fcm, ves ,xp) aparece duas _vézes com gi—

&
nals contrarios.

Definicio 22. GCiclo & uma p-cadeia cujo bordo ¢ mulo.

Indicamos com Z°(K) o conjunto dos ciclos, isto 4

-1 . 4
P = A (0) =‘{cp|Acp= 0}
£ un sub-grupo do griupo CY(K).

Quando nzo houver possibilidade de confusao s escreveremos 7P em
ves de ZV(K).



Seja a?'.nda . , ‘
BP(X) = { A P }

isto é., o conjunto dos bordos de dimensioc p. Dizemos gque ums p-cadeia.
LI homéloga a 0 (cF ~ 0) se cFe¢BP (K); mais geralmente dizemos
que o ~c¢® ge P - ctPg P ().

Do teorema 1 segue gue BP(K) e ‘um subgrupo de Zp (K) e por-
'bant-o podemos definir o grupo o

B(K) = Z°(K)/ gby,)

chamado p—ésimo grupo de homologia.

_ Pode-se demonstrar que HP(K) 2 um invariante topologico do es-
pago K', isto ’é; de gualquer modo que o triangulemos, obhLemos gsem re.omes—

mo_grupo H-p.

Exemplos

1) Consideremcs a coroa circular com a 'briangulagﬁo da figura
9, e chamemos de u2 a goma dos gimplexos de dimensso 2.

Temos 3

G (4,B) + (B C) +. G(C,4) NG(A',B') + G(B',0') + 8

+ G (CT,A1) C'

pois A\ (W) = (1) + 6(B,G) + 6(C,a) —
| — % (41,8") - 6(B',0') - G(07,A")
Figura 9
.G (A,B) + 6(B,C) + G(C,4) & um_cicio mas 1nao um _boi-do.
De fato, se tivessemos uma cadeia de dimensdo 2, 02, tal que
AN c* = G(4,8) + G(B,0) + G (C,4)

entio em G° deve aparecer o tridngulo & ? (A4,B,B'), assim como

62(B,0,6') &  GR(Gyh,AM).
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Entdo para desaparecer a aresta (4,B') tambem G 2(-A-,B',A' )
deve aparecer enm 0.2, bem como Gz(B,CT,'Bl) ) 62(G,A',A) e o bordo de
0% contera tambdm G (BY,A') + 6(A!,01) + 6 (C?,B!).

2) Consideremos o triangulo ABC com o interior. Temos:

C : .
G (4,B) + G(B,0). ~ G (4,0)
G (4,B) + 6(B,C) — G (4,6) ~ O
4 8 6 (4,B) + 6(B,C) + 6(C,4) ~- 0

‘igto. 8, & (4,B) + 6(B,0) + 6 (C,A) & um bordo, pois

AY (4,8,6) = 6 (4,B) + 6(B,0) + 6(C,4)

3) Consideremos agora §5.0 pér:i'_metro do triangulo . Entao:

s 6 (AB) + G(B,0) + 6(C,A) e um ciclo,
mas nao e um bordo.
4 R Observagido. Se S & uma superficie com—

pPacta orientada, e se indicarmos com u2 a 2-cadela formada pela soma
dos simplexos de dimensao 2 coerentemente orientados, entdo /\ u? =0,
pois pela hipétese de orientagg.o coerente cada lado aparece duas vezes com
orientagoes induzidas opostas; notemos que v ndo & um bordo. pois nao

existem cadeias nao triviais de dimensao maior que 2.
. - i 2

Ainda mals, se ¢ e um R2-ciclo, entao C = nuz, pois se um
dado simplexo de dimensao 2 aparece em 0211 vézes, deduzimos sucessive-
- mente que todos os outros aparecem também n veues » para que o bordo seja
nulo. Portahto 22(-8) =7 e B2(S‘) = (0), logo, H2(S) 7.

£ imediato que se S for wma superffcie (compacta) nao orienta—
vel, entao Z‘z(S') =. (0) e portanto H2(S) = (0). TIsto nos mostra que o
grupo H2 determina se uma superf:fcie compacha & orientavel ou ndo.

Exerciciol Demonstrar que se S ¢ uma superficie com bordo en-
tao #(s) = (0). |

Proposicdo 20. Se K & um complexo simplicial (finito) conexo,
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entdo I 1K) & 2,
Demonstrag'éo. Tpmemés um vértice X, Qqualquer; pelo exercicio
4 do § 1, dado um outro Vertide y qualquer existe uma. {-cedeia C! tal

que N\ CvdI =Y - Xy isto &, ¥y~ ¥, Portanto, qualquer O0- cadela -

(que %. bbviamente O-ciclo) - & equivalente a nx , isto &, 2°(K) = 4.
. &q o

_ Por outro lado, B (K) = (0). De fatos; sejom .x.]‘,...,xr 08 vér—

tices de K, e se

0
C = 111:{,I + ot. + nrxr

. n .

definimos h(¢’) = E n;. % imediato que se C° @ vm borde, isto @,
: . iL=0 '7 .

¢’ = VAN Cj , entao h(C?’_) =.0; basta verifica-lo para 1-cadeias da for-

ma G = G (xyy).

Portanto se nx, = A (¢'), n=0, logo B(X) = (0).

Observagﬁo_., Se K tem “p, componentes conexas entao

HO(K) x Zpo. Tato & consequéncia particular do fato que se K
& soma topqlr;gica dos complexos K1 e K2, entdo HP(K‘) é\-sama direta de
‘HP(.K.F) e HP(K_z). |
_ Resta pois caleular o primeiro grupo de homologia das superf':{;
clee compactas. Comecemos com o ealeulo para a esfera e o toro a duas di-.
mensoes., | ‘

2) GCélculo de H(8%). Consideremos a triangulagao da figura
10 e seja ‘

uy = | G (xo..’x‘i.) + G(x,l,xz) + 6’(::2,3:0). '
> . X, 4’
E imediato que qualquer 1-ciclo
& honiélogo a nu,; por outro lado
u, = Aé(xo,x1,1€2) s Figura 10
logo Z‘]('Sz) =, B1(S.2) ¢ portanto H1 (52) = (0).

: b) Caleulo. de g/ (’Tg). Consideremos a triangulagao da figura
11.
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£ faeil ver que qualquér 1-ciclo & homglogo. a na 4 mb, nn, n € Z: basta

lembrar qué G sendo 1-ciclo, o nimero des arestas de ol que " che-

. ~+ . 7 . , . .
gam®™ a um vertice e igual ao das que "gaemn, e gque podemos gubstituir .

b sucessivamente as arestas internas por a

-

- -~ :
- restas homologas ate termos apenas ares-

tas de a e b. Entao

A A
(1) v 2z ® 7 = 7°.

Por outro lado seja C7 tal que :

Figura 11 A(’G?‘)‘. =.na + mb; entac se um. 2-;'simple.-
x0 & R aparece p vezes em 02, faciodinio,anélogo ao feito num exemplo
anterior, conclufmos que todos o outros 2_simplexos tambem aparecem D
‘v%zes, logo, =e indicarmoz com u2 a. soma de todos oé 2~gimplexos coe-
¢

rentemente orientados, pu « Gomo ./\ u2 = 0, segue gue =n=0

logo. B1(T2) = (0), e entdo H (T2) = 7%,
‘Exercicio. P,] indicando o planc projetivo, demonstrar que

g (P, = 2/ (2).

De modo geral, pode-se demonstrar que o 1-es:.mo grupo de homo-—

log:l.a de un complexo S:mellclal finito X e da forma Z1 (@ F enm que
F &um grupo finito e py & chamado i-esimo ,numero de Bettd de K.

Por exemplo, para o toro temos Py = 1, P = 2, P, = 1. fig-

Ses nimeros 880 invarianteg topologlcos pois os grupos de homologia osao.

5. Dada uma triangulagao de uma superficie K,  ou de modo mais

- 2 . e . - ‘ A
geral uma divisao da superficie em poligonos, seja V o numero dos verti-

pa A »
ceg, 4 o numerp das arestas, F. o numero das faces. 0 mumero
X{E) = V-4&+F
) ra 2,
chama.ge earacterigtica de _}_i;ule'r—Poincaré da superficie.

£ . A oF s
Exerciciog: 1) Verificar, para as superficies de que foram da-
. - : ' Z oy - s -
dag triangulagoes diferentes, gue a caracteristica de Buler-Poincare e a

mesma (este fato ,,ser’a’, demonstrado mais tards).
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2) Verificar, para os coﬁlplexos simpliciais cujos grupos de ho-
mologia foram calculados, que X(K) = Py - Py + P, (seré{ demonstrado
mals tarde). - )

: . 2 .. . b4 . .
6. Consideremos uma superficie orientavel, triangulada eos tri-

~ ’ . Vs ~ :

angulos coerentemente orientados (podemos tambem supo-la decomposta em po-
¢ AL . s - .

ligonos e estes orlentados, isto e, dado um sentido de percurso de seus
e

vertices; =& def:t.n:l.gao de superflcle or:r.entavel ou nao orzl_entavel nao mu-

da qua.ndo se consideram pol:.gonos em lugar de trlangulos)

Tomemos no plano um conjunto de triangulos homeomorfos 80s.da st~

perflcie s © cuja forma mudamos eventualmente para permitir a seguinte tco-
lagem™: Tomamos um vertice da triangulagao na superflcle e consideramos
o ¢lclo formado pelos triﬁ.ngu.lOs incidentes com gle; colamos num ciclo.
semelhante os. triangulos correspondentes do plano (mudando eventualmente
'a gua forma_). Ao ciclo agsim obtido colamos sucessivamente os outros tri-
angulos que ainda temos no.plano. seguindo as incidencias da triangulagio

' Lt : A . 2 .
da. superficie (e facil ds ver que este processoc e possivel ajustando con-

venientemente a. forma dos triangulo.s). Terminando o processo de colagem.

ks » . .
teremog um grande poligono com um numero par, 21, de lados, corresponden~

do a 1 arestas da triangulag§0 da superf:{cie. No grande pol:{gono assim

obtido contamos uma s& vez cada aresta ou v"é:c‘ﬁice, ainda que aparega mais

de ums vez. Com esta contagem ¢ imediato que a caracteristica de Euler-

-Poincaré nso mda nas operagoes que fazemos sucessivamente. Basta ver que

esgas operagoes se reduzem a quatrd operagoes elementares: '
1) Criagao de um vertice: evidentemente /'/\\

X.(E) nao muda pois tambem A aumen-—

ta de uma'unidade'

~ . R ) ~

2) Supressao de um vertice: Nao se al-
A . - .

tera. V - A, pois o vertice suprimi-
~ ~

do nao e igual a nenhum outro, senaoc

. 2 ~ o~ .- _
uma vizinhanga dele nao seria homeo-

morfza ao.disco.
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3) "Corte" ou subdivisao bidimensional:

Ty = T

4) nColagem" ou consolidagac bidimensional:

| :D ::>. j::zj

~ B ~ b ‘ . a4
Essags operagoes tambem nao mudam o carater de orientabllidade cu

- . s s R . L.
nac orientabilidade, que alias ja sabemos ser um invariante topologice.

Vamos demonstrar gque os polfgonos plancs obtidos a partir de su-~

p.erf:f.dies orientaveis podem ser reduzidos aos tipos s aa.'-1 (esfera) e
, o =1, =1 =1, .~1 a;’
a b b L BB S > b : r
191%1 P4 pPpip by Y b
(figura 12), onde ai, bi indicam a_restas“.: a, | s
Para as nao korj.en.tg.veis. ge p@de.:_‘ Figura 12

i - -
demongtrar do mesmo modo qhe se pode reduzir o poligono a forma

. | . |
8484 caeen B8 (figura 12')
Para reduzir uma sequencia qual- a4y _
R LA ar (Z‘z
quer de arestas a eslias formas canonicas
usamos as seguintes operdgoes: = -
: : 4
I) permutagao ciclica das arestas Figura 12!

II) supressao de um par ™ (ou introdugac) - nio muda X (K),

_ COmo se observou pard a ;;operagﬁ.o 2) acima.

TITY PXQRX_1

de arestas); aqui usamos as
operagoes 3) e 4).

Iv) PxQRx'——y_PyﬂyQ—.]:' novamente

usamos as operagoes de sub-

divisao e consolidagao

— PyRQy'_1 (as maitiseulas indicam blocos quaisquer
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Consideremos o caso orientﬁvel: todos os lados gparecem duas
vezes com orientagio contraria.

Dizemos que dois pares =X, =V e Vs y-;! Se separam e apare-
cem na ordem. xlitny—1 '.'1. Podemos, sempre que aparecem pares que se Se—

* I A ~ .
param, coloca-los no inicio da sequencia, usando as operagoes acima:

e 'Px1yRQxf8y"1 _IE,Px1y1x;1SRQy'{1

I ~Tapgo—1 TIT I T A1
ey SREy Py e vy PR, e v PR

4.
Aggim agrupamos og pares separados no iniecio. Chamando 75 0 PO~

2 ’ .
ligono. podemos escrever
’ ~

L = KL

-1 -1 -1y.~1
= P neas b~
K _]b1a..] : apbpap P

onde

s s
e L nao contem pares separados:

L= XMx-1 N

onde M, N nao contem pares geparadoss entdo M = yTy-1 onde T tambem
nao tem pares separados, e assim sucessivamerite; como o numero. de lados
nos blocos L, M, T, etc. val diminuindo, temos certamente afinal um par
'zz'_1 junto; se tivermos por exemplo yz_z-1y’1 podemos suprimir zz.'_'JI;
depois yy_1, e assim sucessivamente, donde afinal

o 1

s b '
= = se0an b
L =E= abay® apbpa‘p p

~1

. _ ,
No caso orientavel temos entao, ou a forma aa °, caso da esfe-

ra, ou esta segunda forma.

~ - )
No caso nao orientdavel, aparece pelo menos um par XX; COMO an—

2
tes, mostremos que pode ser. colocado no inicio:

Iv -1

PxQzR. % Pny"1R = PyyT — 2P 2T :IV> uuPT

Chegamos assim a forma
Z = X1
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-onde‘ K = a1a'1a232 ‘ces apap_

e T naoc contem pares xx. Se L ndo contiver pares que Se Separam, I'e~
petindo argumento- anterior vemos zque I desapareces; suponhamos , entao s

que L contem pares que se separam., Tomemos o Gltimo par em K,

seja K= K'xx. e seja entao :

1 1 -1

o :Ktxx(PszR.)y"'”sZ'_" T =>Kt'x1R'1Z"1(Q'1y” P X-]Y-;]S')Z—'J!TH —

—1 ~1p

=>K':r:,}R"1 "1y(xh1P')sz1z1T =)K'x (R 1)x1y1y1Qz 7, T =

=?'K'x2szSRy1y1Qz1z T = K'x xzyzy PSRQz1z1T —=>

SRR AP AT

e assgim obtemos afinal a terceira forma

Todas as Buperficies compactas deram poils or-igem a po_l:f.gonos de
uma das formas: aa"T (esfera), a b,la,]JI =1 .. aba b Ou a8

PPP P’
...apap. Observemos que, exceto no ¢aso da esfera, todos os vertices do

pol;l.gono plano sao iguals, como ¢ facil verificar. Tndicando com 82, ij
e Mp asg superflcles trianguladas cujo esquema plano seja respectivamente

aa-1, 8‘1b‘l ,]1b =1 .. aba -1, € a2, ... a8, segue imediatamente as

PPPpP P . bp

caracterlstlcas de Fuler-Poincaré sdo respectivamente :
XS = 2-1+1= 2

x(Tp) = 1-2p+1= 2 -2p

1l
L

1 =p+ 1 2 - D

X ()

2 ‘ z . e
0 numero p chama-se genero ou genus da superficie. A superfi-

- . A - !
cie egferica tem genus O.

y ' . »
Exerciciog. 1) Uma esfera com p- asas, isto e, um toro com p bu-

racos, tem gemis pj para demonstrar este resultado basta calcular a mudan-
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2 ’ . ) ' ' N
¢a da caracteristica de Euler-Poincare quando colamos uma asa (um tore) a

F ‘.,
superficie egferica.

L . n, . . '
2. Que superficie obtemos colando p faixas de Mobius a super-
s . s, , + . s 2 ;.
ficie esferica 7 (a colagem e feita retirando um ‘circulo da superficie es—
o, i . . 1T,
ferica -e colando em seguida no bordo resgultante o bordo da faixa de Mobius;

~ ~
observemos que ambos sao circunferencias).

Observagao. Quando tivermos estabelecido a relacdo entre o ge-
nus de ums superficie e 0 geu primeiro mmero de Betti seguir—sé-—é; que ©
genus e um invariante topolégic'o. Entao gegue, COmo reci'proca 208 exXer-
cicios Precedentes que uma supefficie de genus p & uma esfera com p a-
gsas ou p faixas de Mgbius. S_é entao ficaré demonstrado que uma super—

ficie de genus p e una de genus q Zp nao podem ser homeomorfas.

rd .
Calculo dos grupcs de homologia da esfera com p asas:

-, i (o] . . ! .
da calculamos o grupo H  de homologia das superficies conexas,
: . 5
¢ mostremos que se reduz a (0). Tambem mostremos que o H™ de uma su-
rd b I ~ . r ’ '
perficie orientavel e Z, € o de uma nao orientavel e (0). Calculemosa-

gora o 12 grupo de homologia.

.
’

Consideremos em Tp a triangulagg.o da figura 13 (fizemos a da

o~ ’
figura para o caso’ p = 2, mas a demonstragac e para p qualquer).
Consideremos um ciclo 01, e mos-
rd s .
tremos que e homologo a um ciclo da for-

e + n,b, +...+tma_+nb
Tafg T BBy T Bpp T BpPp

ta interna, tomando um vertice interno
de Gys como FAN ¢t = 0, para cada a-

” A
resta que chega aoc vertice ha uma que sai,

e podemos S_ubstituir cada par de arestas
, pelo terceiro lado do triangulo, ge elag
Figura 13 pertencem a um mesmo triangulo y OU mails

. _ N ~ .
geralmente por uma cadeia de arestas homologas que nao contem o vertice

De fato, se G1 contem uma ares-—;
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considerado. (Fig. 14). ~ Com esse processo, podemos substituir todas as a-—

restas por ladags externos, isto e, teremos

1
) : .« . ) + .
G~ m,a. +n1b1 + +mpa.p npbp y

Suporhamos agora G~ 0. Exis-
s % Figura 14
te entaoc uma cadela €~ tal que

2
AN myaq * 111b_]+...+mpap+ nb

Ora, se um trié\'ngulo com lado. a4 apé.;‘e.ee, m'! vézes em 0_2, um adjacente
deve aparecer ta.mb’ém ‘m! vezes para que o bordo interno desaparega, e as-
gim a?l apa_rer:erg também m'! vezes: no bordo de 02, logo m, =.03 ans~
logamente ny =m, = Ny B oose = 0, isto "é', 01 = 0.

Ent3o, se os coeficientes m;, n, de dois ciclos de diimensao 1

forem d:l_ferentes ’ esses ciclos pertencem a classes de hamologia Aistintas.
Logo H(T) = I ®DID ... @z = 7P,

Gonclu'{mos. pois que o 12 nimero de Betti de T 5, Py =.2p.

Quanto 3 esfera S<, ja mostramos que 71(s?) =.(0), portanto o
12 nimero de Betti de s® & 0.

% 2 - T p-1 : .

~J io. D t M) =% + 4/ (2 ortanto

fixercicio emongtrar qug H'( P) Q / ( ‘), jo!
py=p-To

‘ Dos. resultados acima segue que o genus de uma superfi’.cie & um in-

variante topologico. Considerando as expressoes ,]a obtidas para p ,p‘1
P, € para a caracterlstlca de Euler-—Po:anare para superflcles _(cf. PE .

15), vem que tantoc para g* como para T, e M temos

Py ~Py Py = V-a+F= X(s).
e pori';anto a caracteristica de Buler-Polncard @ também um invariante, e,
lportante,a. caracteristica de Euler-Poincarée & tambem um invariante topo-
1égico.
Exercicios. 1) Demonstrar que colando p asas ao plano proje-

tivo ob_t.emos M.] +2p°

U S SO
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2) Demonstrar que colando p faixas de Mgb;us a0 plano projeti-

vo cobiemos M1+p.

7. Talhos

I
No plano e na esfera uma curva de Jordan fechada decompoe sem-
‘o s
pre a superficie em duas partes. O mesmo porem nao aconbece no toro, por

exemplo, onde um meridiano nao decompoe.

. Dada uma superficie, chamamog de talho (retrosection em ingl%s

e frances, riickehrschnitt em alemao) uma curva de Jordan fechada (isto e,

£ ~ ¢ s -
uma. curva homeomorfa a um circulo) sobre a superficie e que nio a decom-

poe.

Obzervando a figura 15 vemos que em TP podemos tirar p poli-.

gonais fechadas sem pontos comuns tais que a figura restante aindaseja co-
nexa, ou podemoé tirar p pares de poligonais fechadas tais que cada par
56 tenha un ponto comum, 2 pares distintos nao tenham ponto comum, e que &
figura restante ainda seja conexa; ou ainda, podemos tirar 2p poligo-
nais que tem apenas um ponto em comum e tais gue o conjunto restante ain-

da seja conexo.

c
~ s . . r &+ . rd
Vamos demonstrar que esse mmero de talhos e maximo, isto e,

Teorems 10. T,. admite p, = 2p, e nao mais, talhos sem ares-
p 1 ?
» - » L3 .
tas comuns e tais que o complementar da reuniaoc desses talhos ainda seja

CONexo.
~ F 4
Demonstracac. Ja vimos que T

o admite Py talhos nas condi-
gaes mencionadas. Para demonstrar que nao pode admitir talhos ‘k1,u.,kr,
gatisfazendo a essas condigSes e com r _>p basta demongtrar que os ta-
Ilhos k1,...,k% sa0 necessariamente hamolbgicamente independentes, isto
» .

e, que
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S
m_lk,] + ...+ mrkr 0
implica My = seo =1, = 0

De fato, se temos m1k1 + . + mrk;,"d O entao existe uma 2-

~cadela 02 tal que
2 -
FANRY --m,]k.I + oae. + mrkr

Em A 02 cada aresta 0, componente de ki aparece m, v’ézes;
como ela e incidente & dois triangulos /A" e /A" cada um contribui em
certo nimero dé vézes, seja, respectivamente, mi e m:.: com m, = m:;_ +
+ m;. Portanto A” comparece m:.:- vezes em C2 e como o complemen -
tar de k1l/ Ukr & conexo, todos os outros triangulos teambém com—
Earecergo m:,: vezes em 02, como ge verifica considerando os triangulos
incidentes com /\' e assim sucessivamente; em particular tambem /\" e
como a superficie & orientavel, AWM induz em &, orientagdo contraria a
induzida por /\' e portanto m; = - m;L, isto e, m; =0 como queriamos
demongtrar.

. rd .
Exercicio

Demonstrar que Mp admite p=p,+ 1, e nao mais, talhos nas

condigoes acima.

- coolooo -~

M,0hne 31-5019



CAPITULO V.

Diferenciais e integrais sdbre uma

superficie de Riemann.

1. Formas diferencimis lineares.

A definigao de formas diferencisais lineares, como depois a de for
mes de 28 grau, sera dads sdbre variedades a duas dimensdes com estrutura
maig geral que a de superficie de Riemann, a estrutura de wvariedade diferen
cidvel gque definimos em seguida.

Definigao 23. Seja R uma variedade topoldgica de dimensao 2; su
ponhamos que exista um recobrimento de R com conjuntos abtertos e pars ca-
da aberto U exista una funggo f que aplica U homeomorficamente num a-—
berto do plano. Ainda mais, se U e V s8o dois abertos quaisquer 4o Teco
brimento, com UNT % ﬁ, f e g as fungses corresﬁondentes, f* e gt
es restrigSes de f e g a UNYT, suponhamog que f*'oé* seje de classe
‘cung digemos entao gue R & ume variedade diferenciévei de classe (O™

Dado o aberto U e a corrsspondente aplicaggo f, por meio de f
podemos introduzir coordenadas em U. 8Seja P um ponto no plano complexo 8

consideremos as fungoes

Xl(P) = abcissa de P e X2(P) = ordenada de P.

Bn U estao definidas eptao as fungoes xjof e x,0f, gue chemaremos
coordenadas relativas & aplicaggo f. Observemos gue dados U e V, com
UAV # §, num ponto de UNV passamos das coordenadas relativas a f &s
coordenadas rolativas 2 g por meio da transformaggo g*'oi*y isto é, a mu
danga de coordenadas & dada por ums funggo de classe ¢%,

Seja o uma funggo com valores complexos definids numa vigi~
nhenga W de um ponto P& R, WCU onde U & um aberto do recobrimen-
to aplicado no plano por f, e identifiquemos W com sua imégem por f. o
pode ser expressa por meio das coordenadas Xy, X, e sera indicada‘ entao
com °<(Il,x2). Diremos que % § diferenciavel de classe G se %(xl,xz)
0 for. Como a mudanga de coordenadas é feita por uma funggo de classs €%
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esta deflnlgao nao depende das coordenadas nsadas para exprimir ™ como
fungao definida num aberto do plano.

Consideremos azgora o conjunto

{

. J i 0(1, X, nimeros complexos quaisquer
(~1 = (‘3‘(1,‘&{2,1’,'(1) ‘ P €
| v

izlnhanga coordenada de P

Meaem g

Dizemos que

(0"-11 NE,P,U) f‘V( @1, @2,:?*!‘0'*.) h

' $ o 19 * ¥ LS
ge, indicando com X%, a8 coordenadas de U, x;, X, coordenadas em U,
tiveremos

1) P = P* .
r bx . bxg
2) %y = ™y gx ¥, 3%y
& ax s,(. b x
1 - 2

sendo as derivadas parciais calculadas em P.

Esteg relaggo é evidentemente reflexiva, simétrica {basta obser-
var que o determinante do sistema linear gue leva (/ l,Cia) em (0’1, 2)
é o jacobiano da transformagao de coordenadas) e transitiva, logo é uma
relagao de equivaléneia em Vi .

Chamaremos govetor a t3da classe de equivaléncia de ) segun-~
do esta relagac. Se P & o ponto pertencente aos elementos da elasse, di
remos que essa classe é um covetor em P.

Congideremos o conjunto, gque indicaremos com DP, dos covetores
em P; introdugiremos em D uma estrutura de espago vetorial. Pars is-
to, obsorvemos prellmxnarmente que fixadas ume vizinhanga coordenade U de
P, em cada covetor em P podemos escolher um zrepresentante na classe de

equivalénecia que define 8sse covetor, em que comparege & vizinhanca TU.

Sejam entao ( Y150 5,P,U), (84, f,sP,U) representantes de
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dois covetores em"P, ﬁ um nimerc complexo. Definimoss
(4, %,,P,U) + (B, Q02 0) = (¥, + @ 1% 5 + [ 00P,U)
'A(txl,txz,P,U) = (’,\a'xl,,txz,P,U)

E* imediato verificar que a classe do segundo membro nas duas igualdades
nao depende dos representantes escolhidos, o temos entao estrutura de es
pago vetorial em DP' _

- Sejam x; e X, coordenadas vdlidas na vizinhanga U de P,
e indiquemor com -dxl,P o covetor cujo representante 'é (1,0,P,U), con
de,P o covetor representado por (0,1,pP,U). Da definiggo da  estrutura
de espago vetorial resulta que sao linearmente independentes, ¢ geram DP’

logo formam uma bases D ¢ pois um espago vetorial de dimenseo 2 e dado

P
un covetor G em P, representado por (4,B,P,U) teremos

(}J = A-dxl’P -+ B.dxz’P -

Definigao 24. Se em cada P& R for dado um covetor dizemos
que em R estd definida uma forma diferenciasl linear.

Suponhamos dada ume forma diferencial (O na variedade R e sg

‘ja P € R; consideremos uma viginhanga coordenada U de P, sejam X1 1%,

coordenadas vAlidas em U. Bntao em P vale

Gy = A dxl,P + B dx2,P .

Ora, uma expressac analogs vale para todo pomtc de - U; indiocan-
do pois com dx, , dx, os covetores de base num ponto genérico de U, te-
remos para 03 a expressgo

K =4 dxl + B dx2

valide em U, com A e B fungoes definidas em U com valores comple-

xo0s8, Observemos que ge tomarmos para P uma outra vizinhenga coordensda
'S

Ve com coordenadas Xy X 2, % tera em V uma representagao
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com outros coaficientes; mas como para todo P € UNV, (4,B,P,U) o
N

(Af,B ,P,V) representam o mesmo covetor, em UNYV vale

-EN ¢ xy

A= A + B

E:Kl _bx

(5-1) 5 x B x* ¢
+
5 %o
) e e

Entao se A 8 B forem diferenciaveis de classe ¢ , A e B tan-

bém serao e neste caso diremos que ) & diferenclivel de classe ¢ . Ain
L M
da, se 4 e B forem reais, & e B também serao, e pedemos dar =a

segpinte definiggos

Definigao 25. Uma forma diferencial G em R diz-se real se
para tode P € R, numa vizinhanga coordsenade U de P, com coordenadas

%y,¥%p ‘tivermos

com A & B reais.

Definigao 26. Se (3 é uma forma diferencial linear sSbre R,
reprosentada localmente por

. .-.Adxl+Bd.x2

chamanos forms conjugade de W a forma 0 dada por

0 = & dax, + B ax,.

Também por (5.1), & nao depende das coordenadss locais x, e

Xps depends 80 de (3 .

Seja agora f uma funqao com valores complexos definida em R
e diferenciavel de classe GOU. Seja U ume vizinhanga coordenada, Xy
X, coordenadas em U. Em cada ponto de U podemos definir o covetor

_ A £ & f

. s e
Se tomarmos outra vizinhanga U , com coordenadas X1y Xy tero-
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-% -
mos também em cada ponto de U® o covebor
[ ¥ df
?;,xl 1 bxz 2

que coincide com o primeiro em Ur\U*; pela definigao da relaggo de egui-
valénoia no conjunto (3 .

A forma diferencial linear df assim definida em R chema-se
diferencial da fungao £, ’

Se f e g B5ao fungges definides em R diferenciéveis, e )\,
H nameros complexos e f indica a fungao conjugeda de £, temos

d(?f+#g)= AL+ pag

(5.2) " d(fg) = g Af + £ dg
' 1
{ aF = TF

2. Formas diferenciais lineares numa superficie de Riemann.

Seja agora 8 uma superficie de Riemanny § & entao uma verie
dade diferencidvel de classe ¢~ e podemos considersr formas diferen~
ciais lineares (o sdbre 8.

Dado P &£ 8, seje 2z um parametro uniformimador definido numa
vizinhange U de P. Se z = x + iy entao =x, y serso cogrdenadas em U
e podemos escrever leccalmente

W esnpdx+ b dy.

2 . ~ R o6
Tambem se f ¢ uma fungao definida em S, de classe C -1
diferencial de f se exprime localmente por

2f 4 Bf
af axdx-paydys

Conaideremos em particular a funggo 2 =X 4+ iy, e sua sonjuza-~
da % = x - iy, Bntao dz = dx + idy e dZ = dx - i.dy donde

dz + dz dz - ds
ax - S5, & - g
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e portantc dz, dZ também formem uma base do espego vetorial gerado por
dx e dy, isto é, se W & uma forma diferencial linear em S, podemos
gscrevar localmente

& = A dz + B 4z,

Seja agore f uma funqgo‘holomorfa definide em § e considerg
mos & diferencial "

af = Ejfcbc-;- ?f
% %4
Usando & idemtidade de Cauchy-Riemann

dy.

3 df _ 3z _2f
ox 5y Bz
podemog escrever
o f df . 1 ¥ af
afr « L1 - =L . 4f
(5.3) _ - ix + i-g—x'd.y bx(dx+ idy) = g7 ds
v

Proposicao 21. Sejam z e 1z pardmetros uniformizadores em B,

W uma forma diferencial linear em S, e sejam
W =Adz +B az
W =4 dg'+ BAE*
ag representagSes de ) relativas 20s parédmetros z eﬂ 2", Eﬁtao de
Ae0 (resp. B =0) segue & =0 (resp. B = 0).‘ '
A demonstracac é trivial; de fato, de (5.3) e (5.2) venm

dz ™ ! - 4z =
- = dz & — dz*
iz dz* 4z az"
donde
az #e EE -
= A == dz B —= dz*
G g + o
isto &,
dz 3 ax
4 A = B = B ~=
T az
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Definiggo 27, A forme (O se diz de tipo (1,0) se o coefieien~
te de dZ em qualquer representagao local for nule, e se diz de tipe
(0,1) se for nulo o coeficiente de dz.

Proposicac 22. Se £ & de classe Cl, £ & holomorfa se o 83
mente se af é de tipe (1,0).

De fato

af,__dx+_‘g_ Lofds+dz  dfdz-aF
> by dx 2 Yy 2i

= =i &1 MRS = jii
i =31 3% Syt E (ax ?’).Y)d
O anulamento do coeficiente de dz d& a condigac de monogeneidade de Cau
chy-Rismann.
Se df ¢ de tipo (0,1) entac ¥ & holomorfa.

Proposicao 23. Seja (& uma forma de tipo (1,0), isto &, se 3
¢ parfmetro unifermizador num ponto P € S, (0 = A.dz numa vizinhanc¢a de
P. S¢e A for uma fungao holomorfa de %, entao sendo z* um outro paré-

- e
metro uniformigador em P, ¢ W = 4°d2™ & nova representageoe de o, A
Berd uma fungao holomorfa de <.
Demonstragao trivial, pois 4« = 4 g;k,
2

Definicao 28. Uma forma diferencial em uma superficie de Rie-
mann S, de tipo (1,0), diz-se holomorfa num ponto P € § =6 em ume re-
preaentagao local em P o coeficiente for uma fungao holomorfa.

3. Zeros e pdles de ums forma holomorfa.

Seja « ums farma definida na'superfioie 8, holomorfa numa
vizinhanga 4o ponte P &€ S, ¢ £ = x + iy um pardmetro uniformizador em
P ¢ W =Adz g representaggo local de (o ; & & portanto uma funggo
holomorfs.

Se A tem um zero de ordem n em P dizemos que (3 tam ze-
ro de ordem n em P. E' claro que isto nao depende do parémetro uwnifor-
mizador 3z, pois se ¥ & outro pardmetro
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PR |- * e
W -.A.'d—.;*dz = A dz

e como gﬁ* £0, L tem também um zero de ordem n em P,

_ Seja agora > uma forma holomorfa em t3da uma vizinhanga V de
um ponto P,. excetnado o préoprio P, 2z um p.u. em P, Entao teremos uma
representagac de ) : O = A(z) dz vAlida ao redor de 'P, mas nao em
P. Ti8s cagos sao possiveis:

1) A pode ser estendida a P por continuidade, Dimemos entao
gque & singularidade em P ¢é removivel; (0 serd regular em P, e éste ca
80 nao apresenta interésse. ‘

2) A tem um polo de ordem n em ©P: digemos entgo_que 3 tem
um polo de ordem n em P.

3) A tem singularidade essencial, ¢ digemos que & forma O tem

em P uma singularidade essencial.
E' clarc que ums mudanga de p.u. nao traz alteraggo,.pois

* dz
A = A
dz*

tem as meamsas propriedades que A.

Definigao,gg. Chama-se forma diferencial meromorfa ou abelisna

em S ume forma diferencial que & holomorfa em t6da § .excetusdo um con
Junto discreto de pontos em que tem polos.

4. Forma diferencial exterior de gram 2.

Seja R wuma variedade diferencidvel @é dimensao 2 e considere~

mes o cenjunto

™  ntmero complexo
(,p,U) PER
"1 U vizinhanga coordenada de P

Q .

\-n-‘-\’-—-t—u,

’—-J\--o-\

i Fad '3
Em C) definimos uma relagao de esquivaléncia: pomos
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(oK l’Pl’Ul) i (:)( 2,P2,U2)
ge

2) sendo X13¥1s TOSPe Xp,¥,, coordenadas vilidas em Uy, resp

d(xg 9.V2)

{* = S
1 2 dixl,yls *

‘Consideremos o gquoeiente de Q por esta relagao de equivalén-
cia. .L uma clesse de equivaléncia em que aparega o0 ponto P chamaremos

“govetor de grau 2 em P.

No conjunto dos covetores de 22 grau num ponto P iremos intro
duzir uma estruturs de espago vetorisl.

Fixéda umng viginhange coordenada U de P, é‘ssmpre possivel
tomar em cada covetor em P um representante em gue aparega essa  vizi-
nhanga U. Definimos entao soma dos covetores representados por ((Xl,P,U),.
(o,,p,U) como sendo & classe (X + ¥ 5yPyU)s

(MI’P’U) + (G/Q,P,U) = (r:r'\l + uegP’U)-.
Ainda, sendo A um nimero complexo definimos .
AN ,p,U) = (A X,P,TU).

Com estasm definigses, damos ao conjuntc dos covetores de 22 grau
em P uma estrutura de espego vetorial. fsse espago tem dimensao 1 de
fato seja U uma vizinhenga de P oom coordenadas x,y, 0 covetor que
indicamos por dxAdy (produto exterior de dx e dy) definido por

ax Ady = (1,P,U)
gera todo o espago dos covetores de 2% grau em P, pois temos

(A ,P,U) = ™ dx Ady.
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Observacao., Se fizermos em U & mudanga de coordenadas

(xn;’f) —_ ,(Y;x) 3

dix -
5 -

temos o jacobiano

donde

De modo geral se X,y e X,Y sao dois sistemas de coordenadas

locais, vale

axAdy = LxF) | axAay.
a(x,7)
Definigao 3Q. Dizemos gue em R estd definida ume forme dife-
rencial de grau 2 se em cads ponto P& R ¢ dado um covetor de grau 2.

Seja 4 ums, forma diferencial de 22 greauw em R, © PE€ R. Em
P temos

’\‘D = R dxhdy

g esta representaggo serd vélida nso s6 em P como em uma vizinhanga co-
ordenada U de P, A sendo entao wna i‘ungg.o das coordenadas x,y em U,
com valores complexos. @ serd dite diferenciavel de classe ¢ se A
0 for: 8ste conceito nao depende das coordenadss x,y pols se passarmos
para coprdenadas Y, *  vird multiplicado pelo jacobiano

sl_(_:s:_v%

a(x,y
cco

que & diferenciével de classe

-

Definig§6 31l. Sejam f-Ol,we formas lineares em R, localmente
representadas por -

1

C.\.} = Aludx.'i' Blody
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Chamemos produto exterior mll\mz a forma de 22 grau dada por

wlf\wz = (‘&132 - 1231) dx Ady.

B' imediato verificar que a definiggo nao depende das coordena-
das x,y e que vale 0$1’\502 = - ﬁ52f\ﬁ51.
Em particular, a forma que anteriormente denotamds com dxAdy
é o prodnto extérior das formas lineares dx, dy e a nossa notagao & co-
erente. '
_ Definiggo 22 Seja (o uma forma linear, representada numa vizi
nhenga coordenada U de um ponto P £ R por GY = a dx + b dy. Chama-
romos diferencial exterior dws cia forma & forma de 22 grau defini-—

da Yocalmente por

dw = (- 22 2+ bb)dxﬂdy

Verifica-se facilmente que a definigao nao depende do  sistema
de coordenadas locais.

Definigg.o 23. Uma forma linear (O diz-se fechada se 4w = 0,
Definig;o 34. Uma forma linear > diz-se exats se existe ums
fungao diferencidvel definida em t3da R e tel que 4f - 3,

Temos sempre 4&(df) = O (como se verifica facilwente), isto &,
t8da forma linear exats é fechada.

5. Formas induzidas.

Sejam R e R!' duas variedades diferenciéveis de dimensgo 26
seja D : R —> R' ume aplicagao diferemciivel de classe C - . Seja PER,
Pt = L(}(P) & R', sejar X,y coordenadas ao redor de P, x', y' coordena
' das av redor de P'. A apllcagao \g) define x',y' como fungoes de X,¥
de classe C°: x!' = 2 (x,y) e y' =y (7).

Suponhamos "agora dada em R' uma forma diferencisl linear I\
que 20 redor de P' se exprime por €O = g dx' + b dy! o consideremos
a forma diferencial em R, indicada por \1)* 5, gue ao redor de P se ex
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prime por
lf W o= &(x (x,5),5' (,7)) (""—'— éx + .é__??_'. dy) +
Sy
~+MxWxJLYW&nya : il_wq*
he's dy

=(‘a’}' +b-b—L)dx+(aax+b-é-L)dy.
o x \ x &y dy
Esta forma, cuga definiggo nao depende das coordenadas loceis mas epenas
de ¢y, como se verifica fécilmente, chama=-gse forma in';iuzida por {0 pela
aplicagao O .
Anslogamente, secja U ume forme diferencial de 22 graun em R,
representada localmente por '

Q = o (x,y') &x' Ady!

o
e -seja Lp N\ & forma de 2% grau em R definida localmente por

OO = o (xr xy)yy (ay)) (D5 Dat  2x Dty g
‘ dx Dy E\y dx
‘P)*Q seré chamada forma induzida por L) pela aplicacgao L? .
Define-se também a nOQEO de variedade diferencidvel de dimenssao
l e de forma diferencial (de grau 1) s8bre uma varicdede de dimensao 1 de
maneirs semelhante a que foi feita para varicdades de dimensao 2.
Se agora R & uma variedade do dimensao 1, e ¢ uma aplica-
gao diferenciédvel de R na variedade R' de dimensao 2, € possivel ain-

da definir a forma indugzida em R por uma forma diferencial linear em R'.
Consideraremos o caso particular da Teta, em éue tdda forma diferencisl
tem g representaggo a(t) dat, Seja \P wna apllcagao diferenciavel de clas
se ¢™® do intervalo aberto (to,tl) nuna variedade R' de dimensac 2,
que a um ponto ¢ € (to,t ) faz corresponder um pontc P! € R'; sejam x,
¥y coordenadas em P', a aplicacao ’? define pois as fungoes de classe
¢ x = x(t), ¥ = y{(t). Dada uma forma diferencial linear (3 em R!
representada localmente em P' por
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W =adx + b dy
consideremog a forma definida ng reta por

o dx a
L?w-(aﬁ-t-ba*‘%} dt.

Esta forma, qus nao depende da sscolha das coordenadas lodais x,y, c_hé-
ma~ge forma indugida da o pela fp .

6. Homologis gingular.

Consideremos no planc o triéngulo PPyP, onde P, = (0,0),
p; = (1,0), p, = (0,1), Ponhamos '

a o = (Posplipz)

&1 = (PO,P]_)
Ao = Py
e oonsideremos as seguintes aplicagSes
o .
1l
€18 Py, 2 D,
egg (po,pi} —— (pl,po), aplicagao linear, levando P, em
‘ Pp & Py em p,
e';: (Po’Pl) e (Po’Pz)' splicagao linear, levando p, om

Pos Pl em pg

2 . . ~ A
eyt (po,pl) —_ (po,pl), aplicagac idéntica.

: Definig‘go 35. Seje R uma variedade diferenciavel de dimensao
2, W uma vizinhanga aberta no plano, contendo [32. Chamemos g-simplexo
singular diferenciédvel (q = O, 1, 2) uma aplicagac ®: &'q ——3 R
que pode ser estendids a uma aplicagg.o diferencidvel de W em R, A i-é=
sima face do simplexo T serd a aplicagao T, _/‘,\i_l —3 R definida

i

por T, =7 oo, (¢ = 1, 2) o & portanto um simplexo singular diferencis
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vel de dimensao 1,

Indicaiemos com SQ(R) o grupo abeliano livre gerado peles sim
plexos de dimensao g, isto é, formado pelas combinagges lineares formais
finitas de g¢~simplexos com coeficientes inteiros (que chamaremos gq-ca~
deias).

Definimos ainda um homomorfismo

aq § SQ(R) 3 Sq_l(R) (@ =1, 2)
de sgguinte maneira: ge T & um g-simplexc, pomos
3\ N i
Cql(T) = / (-1)"m,
" senflo a soma estendida a tOdas as faces dos simplexos T, Dads agora
T
C = &
q .L_‘nmmdcsg_(n) (n, € 2)
A
POmos
5 (c) =y ‘n2.(2)
2980 =) B, (3)

Esse homomorfismo goza da propriedade .

~
0q-1 8¢ =0
(conf. demonatrag.;o da propriedade do operador bordc, cap, IV).

Br S.(R) consideramos agora dois sub-gruposs

a) grupo dos ciclos

¢, (R} = %c € 5, (R) \ Blcno}.

b} grupo dos bordos

B;(R) = %c & 84(R) } 3 d € 5,(R) talove azdnC}-

Temos
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B1(R) € ¢y (R)

pois se ¢ EB)(R), ¢ = l,d e entdo dyc = J, O,d = 0.
0O grupo guociente
) (R) = €;(R)/B;(R)

chama-se 12 grupo de homologia singulsr diferencidvel. 4z cadeias cG_Bl(n)
8ao ditas homdlogas a O (C o 0).

Esgaas definigses foram dadas para uma variedade diferenciavel
gualguer, nao necessarismente compacta. Se a variedade R é trianguldvel,

demonstre-se que Hy(R) coincide com o0 1P grupo de homologia simplicial
de R.
Demonstra~se ainda fdcilmente que um homeomorfismo diferencid-—

vel $: R—3R' induz un isomorfismo de Hy(R) #bbrs H(R').
De fato, mejam R e R' duas variedades diférenciiveis, . )

{P‘ B w3 R' uma aplieagao diferenciavel. lp induz entre os grupos de
homologia um isomorfismo

¢ ¢ E@) —s Ew)
definido da seguinte maneira: dado um simplexo singular em R:
s éq———e R
fagamos corresponder a T o simplexo singular em R' dado por
| © o ékq —— R

Esga correspondéncia entre simplexos podemos estender por liﬁearidade a
uma correspondéncia entre Sq(R) e Sq(R'). Temos trivialmente

(po(am)-'-btpom

loge (P leva C)(m) en 0)(R'), B;(R) em By(R') e por passigen sao
quociente obtemos uma aplicagaoc

¢* s m(R) — E(R')
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que &€ um homomorfismo.,
Se agora 'le.r : R" — R" & por sua vez uma aplicacgao diferen
cigvel de R' numa outra variedade R" de dimensac 2, o

\"f 0 tP i R —— gt
éa aplicagg_o -composta, € fecil ver que vale
* 3 3
(#“ol?) =y o .
* ~ o » . ~ *
Se* & a aplicagao idéntice em R, l? é a aplicagao idénti

oa em IHi(R); .se (& um homeomorfismo diferercidvel de R em R'  tal

que L{} seja também um homeomorfismo diferencidvel, entao
-1 -1
($of) =§*op"s 1dentidade
- ...1
e
(P og)” = 9 00* = 1aentidade

¢ o8 grupos H,(R) e Hy(R') sao portanto isomorfos: duas variedades di
ferenciaveis equivalentes %8m grupecs H, isomorfos.

T Integrageo de formas diferenciais de 12 e 22 graus.

Seja R uma veriedade diferencidvel de dimensao 2, & ume for
me de grau 1 definids em R, e seja dado um complexo singular de dimensso
1

Tye By —>nr
onde ~ﬁl é o intervalo fechado [O,li'i e O) ¢ arestricao de uma a=
plicagac diferenciadvel de uma vizinhanga dSsse intervalo ne reta em R.
A forma induzida ; (0  serd uma forms linear definida em Al’

logo representada por
6; w = a(t) dt

Entao pomos, por d.efinig.go
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Seja agora (v uma forma diferencial de grau 2, e 0"2 um sim
rlexo singular de dimensac 2 em Rs

onde {32 é,0 trifngulo de vértices (0,0), (1,0), {0,1}), 5, sendo
uma aplicagao suscetivel de ser estendida a ums aplicagac diferencisvel de
uma viginhanca de 02 em R. |

’ ¥ . . . -
4 'forms induzida O, & definida em 52 tem a representagac

*
Ty = afx,y) dxAdy

J ) = f a(x,y) dx Ady
oy 32

2 . .
Em ambos os casos, a integral estd associada & eplicagao, nao a
a um conjunto de pontos de R, e, om, geral, a aplicagoes diferentes _sf-

e pomos,por definigao

bre um mesmo conjunto de pontos em* R correspondem integrais diferentes.
Porém num caso importante, aguele em que impomos a condigao de G"l, rog—
pect. 0'2, ser um homeomorfismo, fixado o conjunto imég_em em R de Ql,

resp. &2, a integral fica completamente determinada, a menos do sinal.

De fato, consideremos por exemplo o caso de suas dimensoes. Se-
jem 0'2 e 0'2' restriQSes de dois homeomorfismos d:?.sfintos de umg vi-
zinhanca de &2 em R teis que

(5-4) _ 0‘2(&2) = é(&z)

e mostremos gque
(5.5) W ¥ [ W .
H 1
0'2 VT
Ora, por {5.4) podemos definir uma aplicag&o

-

- ' a __/..\_o ;
G 2 O(yae 2 H &2

gue & um homeomorfismo diferencidvel, isto é, uma mudanga de coordenadas.




Y
..%Q’_

Chamando de X,y as coordenadas antigas, de x',y' as novas e de J o

Jacobiano ~xay) s teremos que, se
d(x’s.‘f')
U’;'Ldz a(x,y) dxAdy
entao
R .
62 0y = a(x(x',yl),y(x! ’yf).J.d_xlAdyl
e como '

[ a(x,y) dxAdy = | a(x(x',y),y(x',¥')) | J| &x'A 4y
\’02 : Jbz

e & afirmagao segue imediatamente: no segundo membro de (5.5) vale o ai-
nal + 8e J 5 0, o 8inal - se J L O,

Teorema 11 (teorema de Stokes). Seja (O uma forma diferencial

de grau 1 definida em R e diferencidvel, <% um simplexo singular de
dimensao 23 '

Entac vale & igualdade
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Este teorema, em vista da definiqao de integral num simplexo, é
a tradugao do teorcma de Stokes clésmico aplicado ao triangulo -ﬂé e seu

bordo.
Se definirmos a integral de uma forma sdbre uma cadeia
L -
C= E n%<ﬁ&
como sendo
n
E™ b)
Joo = Ton e
(¥ UG‘M

segue evidentemente que o teorema de Stokes vale para cadeiams, isto &,

vac Ve

8. Teorema de Cauchy.

Consideremos agora o caso de formas diferenciais s8bre ums su~-

perficie de Riemann; do teorema de Stokes segue entao o

Teorema 12 (te#rema de Cauchy). Seja S uma superficie de Rie
mahn, (5 uma forma diferencial holomorfa definida em 8, e seja & um
berdo de dimensaoc 1, isto &, ¥ ~v O, Entao

\]‘L"_}aoo

4}
De fato, se A é a cadeia 2l qus

G = O

jﬁ} =]d0.).
T A

Mas se G ¢ holomorfa, dLy = 0, pois se localmente tivermos

temos pelo teorems de Stekes

w =4A4{z) dz = 4 dx ¢+ i4 dy
Bague
= [oF Y X
dw "<_%J7+1%) dx Ady = 0.

0 teorsma de Cauchy estd entao demomstrado.
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E' menos forte o enunciado seguinte: a integral de uma forma ho

lomorfa ac longo de um caminho homotdpico & 0 & nuia. De fato, um ca-
minho homotdpice & O & sempre homdlogo a O, mas nao recliproeamente.

9. Teorema da monocdromia.

Faremos uma demonstragao do teorems da monodromia usando proces
sos da teoria dos espagos de recobrimento. Outra demonstx{aggo, bascada
na nogao de homotopia, pode ser vista em Ahlfors, Complex Analysis, L.
218.

Lema. Sejam R e R vericdades de dimensdo 2, pt R —3 R

uma aplicagao continua que & em todo ponto de R um homeomorfismo local,
‘0/1 dois caminhos em R homotdpicos, com origem no ponto A e
extremidade no ponto B, G(x,t) uma homotopia entre Y, e ¥y Su-
ponhamos que fixado L& R tal que p{A) = A, pars qualquer ¢ Ero l] o
caminho b’t s x — &(x,t,) possa ser levantado a um camnho Yt em

R partindo de i; entac os caminhos ‘6’0 e ){1 tém o mesmo ponto f:.nal
e sao homotdpicos. '

Observamos que nao se su.pSe que ps R -~ R seja um recobri-
mento, apenas gque seja um homeomorfismo local pare recobrimentos a afir-
maqao foi proveda no Cap. III.

Pars provar o leme, consideremos & aplicat;ao

G: IXI —_— R
definide da seguinte maneira: fixada t,, levantemes o caminho

Xtos x == G(x,t)

a partir de L. Para todo x €71, seja a(x,t;j o ponto 4o caminho 1le-
vantado que se projeta em G(x,t). Teremos, entao,. para (x,t) € IXI

f';'(x,t) = %Jt(x)

p o B(x,t) = &(x,t).

Do fato de ser p um homeomorfismo local segue sem dificuldade
que se G(1,0) » B entao para todo tE€I
6(1,t) = B.
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De fato seja t1. o extremo superior dos t € I para os guais
Y% elo], «1,6) =5

Se -él A 1, como sempre p{&(1,t)) =B concluiriamos que numa vizinhanga
arbitriria de B existe sempre um ponto distinto de B com mesma imagem
por p, o gue 6 absurdo. ‘

Batao em particular 6(1,1) = B, isto &, Xb. e 2{1 tém
mesmo ponto final, e a aplicaggo G: IXI ~—3 B & evidentemente uma
homotopia entre %o ¢ %1-

Teorema 13 (tgorema da monodromie). Seja S uma superficie de
Riemann ¢ f uma fungao holomorfa ao redor de um ponto P € S que pode
ger prolongada &0 longo de quélquer caminho partindo de P. ¢ prolonga
mento ao longo de caminhos homotdpicos com mesmo ronto final conduz ac
meamo elementc final. )

Demonstracao. Construsmcs o dominio de holomorfia Sf de £

adbre a superficie &

_ 1
onde P8 ¢ fp é uma fungao analitica numa vizinhanga de P gque po~
de ser obtida de f por prolongamento analitico. S, & uma superficie
de Riemann e temos e aplicaggo

A s Sf —3 5

(2,fp) 2 P

qﬁe é ovidentemente um homeomorfismo local. Mas por hipGtese £ pode ser

prolongeda ao longo de gualquer caminho de 8§ partindc de P, o que &

of
0 mesmo que dizer gue qualquer caminho partindo de Po pode ser levanta-
do a Sf. Pelo lema, caminhos homotdpicos em S saoc levantados a cami-
nhos ém Sf com mesmo ponto final, em outras palavras terminendo no mes-

mo prolongamento de f. © teorema Tica entao demonstrado.
Observagges. l. 3¢ S & simplesmente conexa, o tcorems diz

que o prolongamento ao longoe de caminhos quaisguer com mesmo ponto inicial
e final conduz ac mesmo elemento final.

3. 0 teoroma deixa de ser verdadeiro sa em vez de caminhos ho-

motOpicos considerarmos caminhos apenas homdlogos. Exemplo, Consideremos
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a superficie de Riemsnn constituida relc plano do qual se retira o ponto
(1,0) e nela os circulos, gue indicamos por a e b, de raic 1 e cen-
tro nos pontos (1,0) e (-1,0), ambos percorridos em sentide positivo.
Tomemos numa vizinhanga dr origem =a

fungao \ [log L 5 Z , com qualquer

determinagac, fixa. Consideremos o

“ i
\ / seu prolongamento ao longo do caminho
s
§ -

aba"l'b"l, que & homdlogo a 0. B! fi-
¢il verificar gue voltamos a origem

com valor diferente dc inicials aba" vl 3o € pois-heomotdpico & O.

3. Bate ‘teorems tem como corolarioc imediato o teorome de Cauchy
enuneiado sob forma homotdpica. De fato, se @ ¢é holomorfa em 8,3 um
ciclo de dimensao 1, seja P, a origem do ciclo e. @3 = a(z) dz uma
i‘epresentag.go local de (0 a0 redor de P, a{z)dz tem uma primitiva
B{z) que pode ser prolongada ac longo de Q' qualquer gue seja ‘Sl
basta recobrir < por um nimero finito de vizinhangas onde vale um pa-
rémetro uniformizador; em cada uma tomamos uma primitiva, de modo que pri
mitivas correspondentes a viginhanges com pontos eomuns coincidam na in-
tersecgao, o gue & possivel pois primitivas quaisquer chferem por constan
tes. Chamando ainda de B(z) a primitiva prolongada, a integral serd da
da pela. diferenga entre o valor final e o iniecial de B(z) a0 longo  de
d'« Mas segue do teorema que se G~ & homotdpico & 0 voltamos & P, com
0 mesmo valor pare B(z), logo jw = 0.

Podemos ainda provar que a aplmaqao X Sf —% S8 nas condi
goes do teorema de monodromis & um recobrimento. Isto resulta da seguinte
proposu;ao

Progosiggo 24. Se pt R —3% R ¢é um homeomorfismo local tal
gue gqualguer caminho \6 et R pode ser levantado = um caminho 2; om R
com inicio em um qualquer ponto de R que 36 projete no ponto ihicial de
¥y entao p & um recobrimento.

De fato, seja Q € R, U uma vizinhenca de @ homeomorfa ac
diseo D. Seja U uma componente conexs de -%(U), §€U com p(Q)=q.
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(observemos gue nao podem existir dois pontos distintos ﬁ e 5' projes
tando-se s0bre o mesmo ponto @, pois em tal casc um caminho aberto unin-
do Q e Q' se projetaria num caminhe fechadc de U, que serga homotdpi
€0 a zero por ser U homeomorfa ao disco. Ora isto pelo 1em§'ék\absur—
do).

Seja T t U~=>T definida da seguinte mencira: dsdo PeU,
unamos Q a P por um camlnho jg e levantemos 6sse caminho & wm ca-
minho 2( com origem em Q, se P & o ponto final do oaminho, 'G (P) = P,
Pelo lema anterior, P nso depende de 5 (e 4 uma apllcagao con‘t:l.nua e
Z;o p € a identidade em U. A restrlgao de p & U 6 pois um homeo-
morfismo de T sSbre U e U & uma vizinhange admissivel.

Concluimos entao gue sob a hipétese do teorema da monodromia, o
‘dominio de holomorfia S

3.

¢ da fungao f & um recobrimento do espago base




CAPITULO VI,

Orientagao. Integragao sdbre
sinplexos orientados. Residuos.

1. QOrientagao.

Dafiniggo 36. Um espago topoldgico T se diz separdvel se ad~
mite uma base de abertos enumerdvel.

Teorema }4. T84da superficie de Riemann é separdvel.

Demonstragao. of. Nevanlinna, Uniformisierung, pg. 145.

Definiggo 37+ Um recobrimento aberto ;Uu} “de um gspago topo-
logimo T diz~se localmente finito se todo ponto de T possui uma vizi-
nhanga V tal gue VAU, A # sdmente para um nimerc finitc de abertos
Uy o

Definicao 38. Dados dois recobrimentos abertos (v} o {VG}
de T, §‘v6} dig-se um refinamento de qu} se dado um Vﬁ existe um

conjunto um

Teorema lﬁ. Todo recobrimento aberto de uma variedade topolégi
ca separavel de dimensao 2 admite um refinamento localmente finito.

gue contém V% .

Demonstragao. of . Variedades diferencidveis, Notas do Collogui-

un de Pogos de (Caldas, Apéndice.

Proposicao 25. Uma superficie de Riemann § ‘admite um reco~
brimento absrto localmente finito %U“ constituido por abertos onde va-

le um parémetro uniformizador.

De fato, cads ponto de S tem uma vizinhanga abertq onde vale
um parametro uniformizador. Essas vizinhangas formam um reccbrimentc a-
berto que pelo teorema 1% sdmite um refinamento loorlmente finito, pois

gue pele teorema 14 § € separavel.

Definigao 39, Se g & uma fungao com valores reais definida
num espago %topoldgico T, chama-se suporte de g & aderfnecia do conjun-

to dos pontos de T em que g & diferente de mero.
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Teorema 16. Seja R ume veriedade diferencidvel de dimensao
2, separavel, %TJ&} um recobrimento aberto localmente finito. Existem

entao fungoes g8, tais que: 1) o¢ 4 de classe ©°° 3 0¢e ¢1 sobre

3 o suporte de g, estd contido em L 2) ng - 1.
Dizemos que as fungses o formam uma partiqao de unidads su-~
- bordinada so recobrimento 3%("‘ Observe-se que para qualguer PE€ R e=-

xiste admente um nimero finito de fung.oes que nao se anulam em P.

€
Demonstragaoc. of. Variedades Diferencidveis, Notas do Collogui-

um de Pogos de Celdas, Apéndioce.

Definiga 40. Uma variedade diferencidvel R de dimensao 2
diz;-se orientdvel se existe em R uma forma exterior real continua de

L4
grau 2 gue nao se anula em nenhum ponto.

Sendo R uma vericdade orientével, indiquemos por &7) o cone
junto de t8das as formas reais oontinuas de grau 2 que né:o se anulam em
R. Se W,,0, €T teremos certamente 03y ¥ f, oom £ #0 om to-
dos og pontos de R.

Definimos em & ums rela.g.Efo de equivalénecia pondo
Existem evidentemente sb duas classes de equivalenaia em @ gegundo es-

ta relagao .

Definigao 41, Uma superficie orientével R ddz-se orientada
se a ela for associade uma das duse olasses de equivalénecis definidas em
o . '

Definicac 42. Seja R ume superficie diferencidvel orientada.
Uma forma k? de gran 2 em R dig-se positiva num pontc P @R, se para
W pertencendo 2 classe que dd a orlentag.ao R tivermos (? = £Q) com
£ positiva em P.

‘Teoreme 1. Tdda superficie de Riemann & orientével.

Demonstragac, Seja %U(A} um reccbrimentc abertc de &, loeal
mente finito e formado por abertos onde vale um parfmeiro uniformizador
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(proposigao 24), e eonsideremos ums parti¢ac da unidade anbordinada

a0 recobrimento {l{x} .

Seja 50( p-u. em T}'(x e definamos em Utx a forma

mﬁ-dz ’\dﬁ

Como 8y tem Buporte contido em U‘M y» Podemos definir em 8 8 forma

&x

gu_w s nula forma de U(x » Consideremos entzo a forma

A
- i gm L\)o(
4) 6 uma forma diferencial definida em S e vamos provar que W £ 0 em
todo ponto de 8.

De fato, dedo P& S, P pertence a um certo namero, finito,de
abertos de recobrimento; suponhamos qua

PEY QUM «eanNT .

S L Xy
Orsa, temos em P
i dz{xz 2
de, Adz, = dz, A az
Y2 My o jdEy % %1
A g A
dz, dZ, = a dz,
b 1 Sy ,-E 1l oy %
isto &,
(&)i = aib.)l : com a.i> O (icl,....k)o
Entao em P o valor de € & dado por
k k
E 8ty Wy = 6, ( > gxi(P).ai)
i=1

@ gomo (P) 0 e uma a0 menos & estritamente positiva pois
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L €x = 1y
o
o coeficiente de (--31 é certamente nao nulo (estritamente positivo). Co-
mo O € diferente de gero em P, o teorema fica demonsirado.
A forma () que por constru.ggo é tal que, dado P& S, 3 p.u,
em P, numa vizinhanga de P tem-se
(W w f dzAdz=

som £ 5 0, . d_efine una orientag:;o de S. Esta orientag;o nao depende do
recobrimento &Ub(} . Assim t0da superficie de Riemann.tem uma orienta -
gao candnica.

' Pode-se demonsirar inversamente que a separabilidade e orienta-

bilidade sao oondigoes suficientes, isto.é: TOda vaeriedade dJiferencidvel

ge ddmensao 2 que seje separdvel e orientivel admite pelo menos uma  es-

truture de superficie de Riemann.

Completaremos &stes teoremas com resultados sfbre a pogsibilida
de de triangular uma superficie de Riemann, o dar a uina triangulaggo uma,
orientagao coerente (of. Cap. III).

Usaremos ¢ seguinte teorema de Andlise:

Teorema 18. Consideremos no planc complexc o tri@ngulo 7&2 de
vértices A, B, C e um aberto U oontendo 52' @ geja. f: U~V un

homeomorfismo diferencidvel, com jacobiano diferente de- gero: Suponhemos
ainda que f aplice A2 sdbre si mesmo, e leva vértices em  vértices.
Entac a orientagac (f£(4),f(B),£(c)) de &2

coincide com & orientagao
(4,B,C) se e soménte se o jacobiano de f for positivo.

Iridicaremos de agora em diante com ‘Az gempre © éimplexo au-
clidesno de vértices A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1), ocom a oariente-
¢ao (4,B,C). )

Definiremos agora orientaggo positiva de um simplexo topoldgi-
¢o de dimensao 2 sBbre ums superficie orientada R, definido como  imégenm
de 52 por um homeomcrfismo de U em R.

Antes convencionemos gue um sistema de coordensdas locais {x,y)
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em P se dira positivo se dxAdy for ume forms pon’i_%:l.fa em P. O ho-
meomorfismo de uma vizinhenga de P sfbre um abertc do planoc associado a

um sistema de coordenadas positive serd dito positivos

Definicao 43. Seja R uma superficie diferenciavel orientada;
um simplexo topoldgico (of. ocap., III) orientado & = (A';B',C') diz-se o-
rientado positivamente se pars um homeomorfismo diférepdié;el © positi
vo, da vizinhanga U de 62 sObre ums viginhanga de T gque leva &2
sdbre & ‘e vértices em vértices, & oriemtagac (4',B';C') coincidir conm

a"o;-ientag;o (@ (4),9(3),@ (c)).

Note-se que de acbrdo com o teorema 17 esta definigao nao depen

de do particuldr homeomorfismo positive LP.

Teorema 19. Seja R uma variedade diferencidvel triangulével.
Se R for orientivel, dada uma orientagao d¢ R +t8da triangulageo de R
admite uma oz-ientaggo coerente em que todos eos triéngulos sao orientados

positivamente.,

Bste tcorema diz essencimlmente que se R ¢é orientdvel como va
riedade diferencidvel, entao R & também orientével topoldgicemente (is-
t0 &, no sentido de definigaoc 20 do cap. III).

Demons tragao. Observemos em primeiro lugar que. no plano  real
orientado pela forma dxAdy . podemos aplicar a defiﬁigzo 433 um homeomor
fismo positivo serd simplesmente um homeomorfismo com jacobiano positivo,
Dado entao - no plano um simplexo orientado (Al,Az ’A3)’ a éle podemos as-
sooiar univocamente um ntmero n(4;,4, ’A3) pondo

4 +1 Be (11,.&2,.&3). estd orientado positivamente

-1 caso contririo.

»

Vale pois n(Al,kz,A ) = = n(-(.&.l,.é.a,A )); se £ & ur homeomorfismo de
wita viginhanga de (Al,a?_,a } num outro aberto do plano, diferencidvel e

com Jaco‘niano positivo,

n(hys85,45) = n(£(4,),(4,),£(45)).



, éﬂ/
Usanos ainda os seguintes teoremas (da topolegis do plano):
I. Sejam (Al,Az,Ls) e (Al,Az,A) dois simplexos topoldgicos
orientades do plano gque s6 tenham em comum o lado (Al,Az) Entao

n(Al,Az.A ) & - n(Al;A Ai) N
II. Sejam (Al,Az,AB) e (.&l,Az,A4) dois einplexos t6polégicos

e suponhamos que um deles eateja contldo no outro. Entao

n(ﬂls-é-z ,Aj) l n(Al’A'Z !A4) ’

A,

/ " Ay
A ‘ ﬁs

3
A, A,

Podemts agora demonstrar o teorema. Seja R uma variedade di-
ferencidvel orientads, triengulada; suponhamos inicislmente que cada sim-
plexo esteja contido numa vizinhanga coordenada, e que pars cada vizinhan
¢a o sistems de coordenadas seja.positivo para a orientaqgo fixeda ez R.
Seja G"'2 = (PI!PE’Pi) um simpleﬁo da. triangulaggo, contido nume vizi-
nhanga coordenada U, f o0 homeomorfismo de U no plans, (Al,nz,As) &
imdgem de 0"2 por f (onde 4, é a imdgem de P,, ete.). As duas ori-
entagoes poseiveis de C, podem ser representedas por E(Pl,PQ,P5) son
€ =11, Escolheremos para Sp 8 orientagao dada por

(911) 6 - nﬁAl,AZ,A3)i
Asoim cada simplexo da triangulagso fica orieﬁtaclo; devemos provar agora
gue essa orientac;go ¢ coerente. (Consideremos um qualquer l-simplexoc da
triangulecao, seja Gy = (Pv}?z) e seja 0"2’ = (Pl’P2'P4) ec’ sutro 2-
simplexc inecldente a '3"1. "CS'é tem uma orientaggo determinada

(B4R By)s

onde, se (Ai,Aé,A:‘) é a imdgem de Q‘é pelo homeomorfisme f' da visi
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nhanga U' que contém G’é,

guﬂrAuNL

As orientagoes induzidas por cada um dos 2-simplexos em (Pl'Pz) 580 roa-

pectivamente & (}31,1’2) e & (P 2, ) e resta demonstrar que & w =&
Seja U" uma vizn.nhanqa ooordenada contendo V. 1+ Suponhamos

primeiro que 5 & G"E' estejam ambos contidos em U". Entao o homeo-

morfismo f" 'de U" no plano leva G, e G‘; en dois simplexos
(Ai,.&é,&g) e (&Y,48,4 ") com apenss o lado (A%, AE)_em comum, Come a

transformagac das coordenadaa em U para as coordensdas em U" tem jaco

biano positivo, pois ambos os sistemes 380 positivos, vale

n(Al,Az,A ) = n{AY A",Ag)
Analogamente

: n(Ai,Aé,A“l) = B(A'l‘:ﬂ"’ﬂz)-
De I resulta entao n(Al,Aa)A3) - ~ n(li,Aé,A&), isto &, £ = ~£&'.

Se C‘I’z e Q’a nac estao contidos em U™, podemos fazer uma
subdivisao d8sses aimplexos, de modo que (Pl’PE) seja lado comum 5

¥ X *
6'2 = (PI’PQ’P3) e \' = (PlaPEIIP*)y

Ty
com G, e G; contidos em U". Por II, se (Al,.le,ﬂ.3) é a imdgem de
6‘; pelo homeomorfismo f, e (.A.j_, ,A') a imédgem de (3" por f£', te

mos
n(Al,Az,E;) = n(Al,Ag,Aj) = £
n(a},4 AL,d) e n(Al,Aa,A ) =
e a d;amonstraggo acima mostra que n(Al,ﬁa,Aj) = —n(ki,Aé,Af) logo
€=--c"

Temos pois ume orientagg,o coerente dos simplexos da triangula-
gao., Ainda mais, como & imigen de ﬁ(Pl,PQ,PS) & E(Al,Aa,Aj)_ e
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2
[ 3 - =m 1
n(€ (8,4 ,8.)) =gu(4 4 ,8.) = £7 =+
as imAgens dos simplexos (Yé sao crientadas positivemente no plano, lo=-
go 08 simplexos (Yé estac todos orientados positivemente.

Para completar a demonstraggo do teorema basta observar gque da-
da uma triangulagao gqualquer é sempre possivel dividir cads simplexo da
triangulaQQO'em um nimero suficientemente grande de simplexos menores de
modo que cada novo simplexo esteja contido numg vizinhanga coordenada. A4
nova triangulagao ggsim obtide admi-
te uma orienfagag coerente que, como

se pode verificar sem grande dificul
dade, induz uma orientagao ecoerente

na triangulaggo original.

Vale também a reciproca dd8ste teoremas se R & uma  variedade
diferencidvel trianguldvel, e s¢ R & orientével topoldgiceamente, entao
R é orientévél como variedade diferencidvels as definigSea 40 ¢ 20 coin-
¢cidem portanto para as variedesdes diferenciiveis trianguliveis (demonst;g
¢ao cof. )

Teorema 20. Tdda variedade topoldgica de dimensao 2 separdvel
é triengulavel.
A demonstragao d8ste teorems foi dade por Radd (1925).

Coroldrio. Uma superficie de Riemann é trianguldvel.

Bste Gltimo resultedo pode ser tambédm obtido como consequéneia
da teoria da uniformizaqgo.
Pelos teoremas 14, 19 e 20, uma superficie de Riemann é orien-

tavel no gentido topoldgico. Como comsequéneim, resulta que sdbre o pla-

no projetivo ou a faixe de M®bius nmo se pode definir uma estrutura de au
perficie de Riemann. )

2. Integrais sdbre simplexos orientados.

Quando definimos integral de uma forma <> s8bre um  simplexo
gingular ¢ definido por um homeomorfismo )



-3p -
f+ U ~——=1~R

vimos que se f & um homeomorfismo diferenciadvel de uma vizinhanga U no

entao a integral

plano do simplexo suclidiano D  ne variedade R, com jacobiano neo nulo,
(
PR
l

jm i
a YA

8 menos do'sinal, nao depende do particular homeomorfismo £, e sim da i-
mégem f(A)CR, gque é um simplexo topoldgico em R. Observamos agors que
orlentando o simplexo topoldgico f([k) a integral de ume forms estendi-
da 8 8sse simplexo {conjunto de pontos) orientado fica completamente de~
terminada.

Assim, suponhamos dada na superficie diferenciével R wuma for-
me de grau 2, e um simplexo topoldgico diferencidvel orientado g =
= (A',B',C'); consideremos um homeomorfismo diferencidvel f de uma vi-
zinhanga U de ﬂ2 em R gque leve ﬁ'-z em < e tal que

- (F(4),P(B),F(C)) e (4a',B',C')
éefinam a mesma orientag&o. Ponhamos
LS
£ = ©(x,y).4xA dy.

Entao, por definiggo,

Lf. LP(x,y).dx Ndy

A 1ndeterm1nagao do 51na1 desaparece pois se f, é outra apli-

cagao nas mesmas condlgoes, temos
f-l w = tP (x(x]_le) ’y(xl’yl) 'J’dxl'f\ dyl
gom jacobiano J positivo.

Com a orientaggo induzida no bordo, & integral de uma forma li-
near s8bre o bordo de um simplexo topoldgico orientedo fice também comple
tamente determinada.
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3. Residuo de nme formg diferencial annlitica.

Sejn 8 uma superficie de Riemenn, P wum ponto de S, ¢ uma
forme enalitica de tipo (1,0) com polo em U; U seja uma vizinhenga

de P onde vgle 0 pou. z e onde nao caem outros polos de W3 & um

simplexo topoldgico de dimensao 2, contido em U e orientado positivamen
te (de acordo com a orientagac canbnica Ge 8), e de que P & ponto inte
rior. Por &efiniggo, o residuo de (s em P & '

.

1 !
f e —— 3
resid.Pm 2Tii|;()‘

Vag
Do teorema de Cauchy segue que o residuo nao depende do particular simple

xo topoldgicor & escolhido,
Seja r5' & imdgem por 2z do simplexo T . Entao se O =A(z)dz

[ O = [ A=) d=
!
der Dt
a integral no segunde membro sendo tomada sdbre o bordo act  orientado

positivamente no planoc. Mas entao

&

1| A(z) dz = residP A(z)

27Ti
2!
logo residyw = resid, A(z).

Teoremn 21, Se S ¢é uma superficie de Riemann compecta e (4
uma formé meromorfa sdbre S, entao a soma do0s residuos de 0 & igual =2

Zero.

Demonstragao. Towemos uma triangulaggo de & em gque cada tri-

gngulo esteja contido numa vizinhanga coordensds, e em gque nenhum polo
caia s8bre um lado; tomemos uma orientagao coarente da triungulagao om gue
cada trifingulo seja orientado positivamente.

Para cada tridngulo S tomemos a soma dos residucs de @

nos polos gue caem em G'j, ¢ indiquemos por residq_ ) esses soma. BEn-
: J



JQ¢
£80

(O ) =271 E resid . O,
e, i o

YA
J
Mas o prlmelro membro & nulo pois cada lado aparece duas vgzes com orien~

tagoes opostas e 0 tecrema fica demonstrado.

"TPeorema 22, Seja S uma superficie de Riemann compacta, 4)
une fungao meromorfa em S. A soma &as ordens dos zeros de %J é igual

& soma dasg ordens dos polos.

pemonstraggo. Consideremos a forma (0 = dlp/q? que &€ uma

forma meromorfs em S, e uma triangulaggo como no teoremsa snterior. Em
cada CS'j vale, chamando de N & soma das ordens dos gzeros de @ em

T,, de P

j a das ordens dos polos,

5

residcrjaus = NG‘j -P(S‘j
pois numa vizinhanga coordenads podemcs aplicar ¢ teorema dg  indicatriz
de Cauchy. Somando para todos os grs rosulta o teorema.

Se contarmos ceda gero tantas vezes quantas representa sua mul-
tip11c1dade, e figermds o mesme para os polos, dlremos, o numero de zZeros
& igual ao nimero de polos.

Bsta @ a primeira restrigﬁo que aparece para gue um conjunto de
pontos associados a muliiplicidades seja o conjunto de zeros e'polos de
uma fungao meromorfa. Encontraremos nais tarde restrigoes muito mais for
tes. .

Corolario., !0 assume qualquer valor complexo o mesmo nimerc de
vezes (contando as multlpllcldades)

De fato, pars contar guantas raiszes tem f? = ¢ basta contar

o8 gzeros de i? - ¢, logo os polos de Y - ¢  cujo nlmero nao  depende

de e.
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Podemos dar ao teorema 22 outra demonstraggo, encarando~-o s8ob
outro aspecto. (onsideremos a aplicaggo P o QP(P) de S na esfe-
ra complexa EB. Essa aplicagao (Ps § —> E define S5 comc recobri-
mento ramificado de E. Como num recobrimento remificado o nfmero de fo-
lhas, fora dos pontos de ramificagﬁo ¢ o mesmo, cads ponto de E é o cor
respondente de um mesmo nmamerc n de pontos de 5, excluidos os pontos
s8bre 08 quais estao os pontos de ramificagac. Nestes pordm, sabemos que
a soma das ordens dos pontos de ramificaggo, isto &, = soﬁa das multipli-~
cidedes dog pontos, é ainda igual a  n. Resulta assim o teorema com o co

Ll »
r0lario,

4. Integracao sdbre uma variedade orientada.,

Seja R uma variedade diferenciavel de dimensao 2, orientada,

separavel; () uma forma diferencial de grau 2 definida em R, com supor-
te compecto K. Queremos definir

Para isto, consideremos um recobrimento U ? de R por vizinhengas c¢o

o3
ordenadas, localmente finito.
1) Suponhemos k*:_U°<. Tomemos entac um sistema de coordana~
das (x,y) védlido em Uy e positivo, e definimos, se
@ = A(x,y) dxAdy

e K' ¢é a imégem de X no plano

(6.1) [ W = ! Alx,y) dxAdy
- g
2) Se o suporte de (O nao estd contido nums vizinhanga coorde

nada, consideremos uma partigao 8y da unidade subordinada ac recobri-
mento’ Etﬁx} . Entao para cada ™, g 1 tem suporte contido em 'qx,
e pomos '
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,
!

6.2 j W o= : j QW

( ) R Z——Ibi‘R g(X

_ Et fécil ver que a definigao nao depende do recobrimento consi-
derado. . De fato, no caso 1) basta observar que ume mudanga de coordena-
das com jaoobiano positivo naoc altera & integral no segundc membro de
(_6.1); no caso 2), seja J;U(a}- um outro recobrimento, € ”g(3 uma parti

880 da"-unit_iade subordinada s iU@} . Podemos considerar

o2
ch, @ serf também um recobrimente lccelmente finito, e as fungSes
g[}{ ’(’.‘) = g{x‘ gb

formem uma parti¢ac da unidade subordinada a 8le, e vale

. - p
S TN | A
|y v(ﬁw Ll | o !(3“) ' > J{ Ep™
o7 p VR o % VR VR

pois E gd '@ = 8y Da mesma forma

b
[ S e e z
§ ) Ean ™ 7 L A Rg@“"’

J

N
u,(:,un G ‘R

donde a a:firmagé:o.
tr rd . Cr -
Observe-se que a soma ZJ g, & finita pois se o suporte
X

X de () & compacto, X & encontrado sd por niémerc finito de  abertos
U .
A . ~

Se agora considerarmos uma forma (), com suporte nao compacto,
¢ pusermos '

ey

g
R Lot g A

c_"‘"—_“‘\

no segundo membro aparecerd ume soma infinita. Suponhemos que & forma W




4
T

seja positiva: entao, t8das as integrais no segundo membro sac positivas,
e o soma infinita ou converge ou é infinita. Se convergir, dizemos que

{
E}} converge € SsSeu V&lor e e388a som&. Caso contrério oxremog
: ?

}LO=+’OC‘.
YR

Para (O qualquer, definimcs

R UJ\O
, + ’\-\- Se ./‘f
3 = ¢
10 se A0
(- se wgoO
W o= ¢ _
1\0 ge O 20

Y e W™ 830 formas positivas e vale
W =awtow™.,
Definimos entao

. f

P ‘ [ =

IR EFRCIE R

YR YR YR
sa 0 segundo membro for determinedo (isto é, noc méximo uma parcela infini
t&)-




CAPITULO VII,

Diferenciais abelianas nums superficie hiperelitica.

1. Diferenciais abelianas.

Definig£= 44. Seja S uma superficis de Riemann; uma forma dife
rencial (O moromorfz em S se dira diferencial abeliana; se ) for holo-

norfa em todo ponto de S, 43} se diréa abeliana de primeira espécie; se for
meromorfa com polos todos de residuo nulo, abeliana de segunda espécie; fi-
nalmente, se tiver polos com residuo gualquer, de terceira espécie.

Definiggo 45. Se Lol - sz sao duas formas meromorfas em
S, podemos definir o quocieike mlj W, =
ponto P & 8, se édl = Al(z)dz e Ldz = Az(z)dz sao as representagoes lo

iP pondo, numa vizinhanga de um

cais das formas em P,

o 44(02)
P = 2o

' serd uma fungao meromorfa em S.

Se S ¢ a superficie de Riemann de ume funcho algédrica £ e se
A: S —3F & a projecao de S na esfera, pelo teorema £ do capitule IV
existe uma equagao -irredpbivel

(7.1) P(z,w) = O

univocamente determinada, satisfeita por A e f idénticamente em 3,
isto &, tal gue P{(A(p),f{p)) = O para tode p & 3. Designaremos neste

capitulo a proje@go A por =z e alfunggo f por w.

Seja entaoc () uma ferma representada por
(1.2) W = R{z,w)dz

onde R ¢ uma funggo racienal em 2z e Ww. &Y & evidentemente uma dife-

rencial abeliana em S. Inversamente, t0da diferencial abelianm se escre
ve nessa forma. DTe fato, seri provado mais tarde que tdda fungao meromer

fa em S5 se exprime como fungao racional de =z e w; ora, se (1) € uma

diferencial abeliana, (O /dz ¢é uma funggo meromorfa em S e entas

e e e 1 e s m s+ s e et e et e e
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W/dz = R(%,w) com R racienal em z e w.

2. Caso hiperelitico.

Mencionaremos neste paragrafeo, como ne¢ anterior, resultados gerais

que serao provados posteriormente; ncsso objetive agui é simplesmente cons-
truir algebricamente exemplos de diferenciais abelianas das trés espécies.
Estudaremos as diferenciais abelianss no caso particular em que

a equagao (7.1) & da forma
(7.3) | %2 5 q(z)

onde G{z) é um polindmio sem zeros miltiplos. Se {(z) tem grau 3 ou 4,
dizemos que S & elitica; se o grau &e G(z) for > 4, diremos que S 4
hiperelitica. Prova-sec gue se o gwau de g(z) é k, b genus g de S &

g = gég se k for par
g =’E§1 se k for impar

(cf. por exemplo, Springer, Introduction to Riemann Surfaces, 10-6). Ainda

mais, & possivel escolher w ¢ z de modo que o grau de Q(z) seja
2g + 1. De fatc, se @(z) tiver grau k = 2g+2, podemos fazer uma mudanga -
de varidvel em que uma raiz de Q(2z), seja a,, & levada em p . ; basta por

Syl
g = (z-—ak)

e substituir w por
§'g+l'w

{ k-1
\‘/ ;E_:l (aj"ak)

W1=

(al,...,ak sendo as raizes de Qfz)).

A equaggc satisfeita por Wy @ ?5 serz da forma

v = q,(5)

O
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Ql(g ) sendo um polindmio de gram k-1 = 2g+l sem.zeros multiplos. Con-
sideremos pois o0 caso emque z e W satisfazem a uma equa?go da forma

= (2=ey) .0 o(am0p, 1) = &(2)

con 637 ci todds distintos.

) a) Diferenciais de 1if gapécie: provaremos que as diferenciais

zr dz
C\{r#‘"ﬁ";‘:‘"" -rBO’-oo,g"‘l
sao holomorfas em todo pontc de S. Para isto, observemos que em cada pop
to PoEﬁS, que nao se;a:polo de z ou raiz de Q(?;) podenos tomar como
p.o. T = 2=z, com 3z =2z(P,), e entao

- _ z*.dz
w

serad certamente regular numas vizinhanga de . T = 0. Se z{P,) = ¢y, pode-

mos escolher o p.u. T de modo gue z=cj = ?:2. Entao 2% .4T = dz, logo

r 2(32-0.)r-21-d1 2(3?—ci)r.d2;

i - c ~C. ] 2.—.c:'-- -
\!\, (2 )) \‘;:\}(t(qc;’))

que é regular numa viginhanga de € = 0. TFinalmente se z(PO) =

;o= 1/‘\f;" é nm pruo e % = 1/‘::2, dz = "2.6.‘(:/'{-_:5. En'baO

w2 - E-2(2g+l)(1_c132)...(1-c2g+1';:.2)

Lz 2iEtac
w - I

T \;T; (1-e,?)

Como r,é,g;l,- 2r+3:§ 2g+1 e =a diferencial considerada ¢ regular numa



- 133% -~

vizinhanga de P Assim fica provadc que fﬁcg...,fxg_l sao holomocrfas,
isto &, de primeira espécie.

Provaremos mais tarde que numa superficie de genus g existe e~
 xatamente g diferenciais abelianas de 12 espécie linearmente independen-

tes sBbre o corpo complexc (c¢f. cap. VIII e <ap. IX). Como as diferen-
ciais C{o""’:{g-l 820 linearmente independentes elas formam uma base

- para o espago vetorial das diferenciais holomorfas, isto é, tfda diferen-
cial abeliana de 18 espéecie pode ser expressa . na forma

com cceficientes Ai constantes, isto @,

onde ®z) é um polinfmio de grau no méximo g-1l. Ko caso elitico em par
ticular, g = 1 ¢ as formas de 12 espécje s20 apenas as 4o tipo a dz/adw,

a € C {diferencial elitica de 1% espécie).

b) Diferenciais de 2% espécie. Provaremos que dado PO<£ 8, e

possivel construir ums diferencial ghe tenha um polo de ordem 2 em Po com

residuo 0, e seja regular em todos us outros pontos de 3.
Te fato, suponhamos primeiro z(PO) finito e diferente de

CysmresCpyys  S6 z(B ) = Z,s» %~Z, © Um p.u. e

s}

Lo v
w(z) = Lb\;(z-zo)
N =0

ser2 nao nula nume vizinhanga de zsz,. Entao

< - W b+ bl(z~zo)

(z—zo)z.w

& uma diferencial de 28 espécie com um polo de ordem 2 e residuc O em P, e
regular nos outros pontos de S. De fate, nums vizinhanga de -PO em gue
2=, é p.u. temos para o coeficiente de dz um desenvolvimento da forma
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. 0
1 i . y
-—----—-( 2;} 2.+ ) du_(z-—zo}
Z .Zo) i, J =2 -

e num ponto em gque w=0 ou 2z “tenha um pelo, um racioccinic snalogo ao
feito no caso de 1% espdéeie mostra que O & regular.

» o
se porém z(P ) = ¢c;, entao fomamos

()(.“ dz =
Ez-ciiw
Verifica-se.também sem dificuldade que X tem um pole de ordem

2 em P, com residuc O e nenhum cutro,
Se finalmente z(P)) = P, entao
- . bl

o = z8.4z

satisfaz &s condigoes.
¢) Diferenciaiz de 3% espécie. Em visia do teorema 21 do eap.

VI uma diferencial mercmorfa ngo pode ter e S um Unico polo ¢om resi-
faEc&ﬁmOSgpcrem~cpnstru}; uma diferencial cop dcis polos
‘ ‘ ] seja um outre ponte gual

¢ p.u. numa vizinhanga de

duo nao nulo.

ajmples, P_ & Py- Escoihemos P, = Pyl Py

quer. Se z(P;) = a # ey {i=1,...,2g+1) 1z-a

Py3 seja entac w(z) = b, +'b1(z ~.8) + .i.; & diferencial
w +'h0

X o= 2(z-a)w .

tem polos simples em P, € Py residuo -1 en P, e +1 em Pl' Se

Z(Pl) = c;, tomemos

3z

O =

2z - €

§ vale ¢ mesmo.




CAPITULO _ VIII.

Teoremas de existéncia.

. - Vimos no cap. VII como se podem consiruir diferenciais abelianas
numa superficie de Riemann hiperelftica. De um modo gerel pode-se cons-
truir e estudar as diferenciais abelianss sdbre a superficie de Riemann

de uma funggo algékrica qualgquer com metodos puramente algébricos, a par-
tiy da equaggo que define a superficie 1), Agqul partiremos de uma super=
ficie de Piemann qualquer ¢ com métodos analiticos, baseados no principio
de Dirichlet, construiremos as diferenciais abelignas e as fungoes meromor
fas na superficie. 4 matérie d8ste capitulo encontra-se t8da no livro do

H. Weyl - Ideec der Riemannschen Fldche, que seguimos de perto.
Iniciamos o ¢apitulo com um pardgrafo sébre as diferenciais ditas
harmtnicas que servem de base para &ste estudo, resumindo também brevemen—
) ] »~ - M - .
mente as propriedades das fungoes harménicas de que necessitamos.

1. Diferenciais harmlnicas.

Définiggo 46. Seja S una superfiéie de Riemann, U wuma fungao
com valores reais de classe (2 em S, P um ponto de 3, 3z = x+iy um
p.-u. em P, A fungao U 8¢ diz harmbnice em P ge vale

Yar Y% -0
.---é. -i--*—g = -
5 hY

X OY

. R L . o~
& definigao nao depende da escolha do p.u. z pois uma fungao hay
ménica nas ceordenadas X,y permancce harmdnica por uma fransformageo con

forms.
" Como uma fungao harmdnica nac constante nao pode ter ponto de mi
ximo ou minimo -interior ae seu campo de definigav, vale a seguinte propo-

sigao:

1)Cf, por exemplo, Eensel-pandsberg, Theorie der Algebraischen Funktionen
einer Variablen, Leipzig, 1902; Bliss, Algebraic Functions, Amer. Math.
so0c. Collog. Public., vol.XVI, New York; e o livro recente de Chevalley,
Introduction to Algebraic Functions of one variable, Math. Surveys n.6,
Amer. Math. Soc., New York, 1951.




- 136 -

Progoéiggo 26. Se S & compactie, t8da fungzo harmbnica em S
é constante.

A parte real e a parte imaginaria ge “umae fungao analitice em 3
- - -~ . -~ . ~ .
sac fungoes harmdnicas em 8. Neo vale a reciproca se S nac for simples

mente conexa. , , .
Definiggo 47. Seja ¢ uma forme diferencial em 5, com & repre-
"sentagao local

(8.1) () = 4 dx + B dy

%3
aum ponto P 8 com p.u. 2 = X+iy. A forma 6y definide localmente
por -
; D '
{8.2) , (U = =B dx + & dy
diz-se conjugada de 3.

~ *
Verifica~se que a definigaoc de U independe dc p.u. escolhide

em cada ponto. De fato, se
T o= u + iv

‘¢ outro p.u. em P, seguem de (B.1) e (8.2) as novas ropresentagces

_g_l)du . (22X >* X, B %l)dv

ax

UJ = (B %&— + A wr-)du-+ {-B ~*; + jrw) dy

e usandc na segunda as relagoes de Cauchy~Riemann

2x  dy _ ?)Ia_é_{
20 Bv P o ou

. - . > "}.’ » .
segue imediatamente gue tambem nas novas coordenadaa () & a conjugada
de L. '

Vale

ok
(8.3) W o o

Se (O for de tipo (1,0), isto &,
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& = A dz = ¢ dx + 1.4 dy

entac
*
I-'J = "'i.LS.} »

-y . -~ - ' '."
Definigaco' 48. A forma (u diz-s¢ harmOnica se (O e &5 forem
fechadms, isto &, |

e

e

dt) = d ud = 0.

| N .
E' imediatc por (8.3) que se (3 & harmbnica ) tdmbém &,
2 condiggo parz que uma forma ) com representaggo local

(O = A dx = B dy

3sja harmﬁnica'segue imediatamente de definigﬁo. De fato,

- YaOAB
g e 0 L a9 - .
T ¥ T Nx
(8.4) -
x 3 A 2B
L} = L—--A - o e e
d Ll O ‘:""'""7 TJX P\

Se em particular A & B sao fungSes reais, as equagSes (8.4)
significem que A e -B sao0 harmdnicas conjugadas, isto &, o

ProEOSiggo 27 & condiQEO necesséria e suficiente para que uma
forma real (O com representagao lceal -

) =4 dg + B dy

seja harmOnica é que A e ~B sejam harmdnicas conjugedas. A diferen-
cial de uma fungao harmdnica é uma forma harmdnica.

. - bnd - .
Propogigao 28. Se (O & real, entac ) . & harmdnica s¢ e sdmen-

te se {0+ 10 & holomerfa.

De fato,

(04 10" = {aA-iB)dx + (i4a+B)dy = (A—iB)ﬁz

é sempre de tipo (1,0) e as condigoes (8.4) equivalem & afirmacgao dc que
o coeficiente de 8z ¢ uma fungaso holomorfa.
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Proposigao 29. Se &3 & uma forma holomorfa, UL (w) e T (w)
sa0 formas reais conjugadas e harmdnicas.

Imediatoe pois

W = A dz = (X+1¥}(dx+idy) = Xdx - Ydy + i(vdx+Xdy).

2. Bxisténeia de fungoes harmbnices numa superficie de¢ Riemann.

Quercmos construir sObre a superficie de Riemann S funcoes e
formas mercmorfas. Gonstruiremos inicialuwente a parte real de uma fun-
950 meromorfa, isto &, uma fungac U com singularidades em*dados pontos
de S, harmOnica no restc. Tddas as fungces consideradas aqui serap
resis.

Como fundamento para demonstragoes de existénecia de Tungoes hay
mbnicas usa-se fregnentemente o principio de Dirichlet, que diz, em li-
nhas gerais, que o minimo de ume certa integral, a integral de Dirichlet
gue definimos a seguir, numa certa classe de fungaes que também predisa-
remos adiante, existe; 8sse minimo é dado por ume fungao harménica.

Definigao 49. Seja S uma superficie de Riemann, v uma fun-

gao de classe C! gefinida em S: se a integral

(8.5) | D{v) = avAav s
S

for convergente, ela serid chamada integral de Dirichlet da funggo v.

_Observemos que se =z = X + iy & um pP.ut. num pontoc P temos lo-

calmente

3v,2

avAer = | (20

P ¢ (—%;)2] dx A dy

A integral (8.5) é pois um numero naoc negativo ou 400 .
Defihimos agora a classe das fungoes admissiveis. Primeiro al-

gumas notagoes: . seja b > a, » 0, 3, = X, + 1y um p.u. num ponte
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O€$-‘.fixado; seja -

'K‘o ~® "disco" em S dde centro © definido por ‘zol‘@a

o]
Xo 0 contOrne de KO
-K?: o "disco" em S de centro 0 definido por {zol.s b
b & pois tomado suficientemente reguend para gue [zoi esteja conti-

-840 na viginhanga de. 0 coordenada por 2y Em K* temos entao coordena

das locais (xo,y )s podemos considerar as fungoes definidas em K*" har-
monlcas nessas coordenadas, com ou sem singularidades. Seja

4) f fungao definide ¢ harmfnica numa viz inhanga do anel K X,

i\ gom derivada normal nula sébre XD-.'

i

(esta 61tir_i1a ‘condigao por razoes técnicas da demonstrageo).
. ’ . - .~ - | - ¢
‘Definigao 60. Dizemos que uma fungac v ¢é admissivel se

. 1) v 6 de classe O em S- %o
- 2) 3 ¥* de classe* (}‘1 em K tal que
S v=v'x'.em X,
- v=v’r+4) para ao<"zot<b
3) D{¥) ( +00.

Essas fungaes admissiveis apresentem pois ume descontinnidade em
cada ponto de b/o’ sendc o sélto, istc é, a diferenga’ entre o limite por
pontos externos-a 50 e o limite por pontos internos, 1gual a0 valor da
h fungao CP nesse ponto. D(v) ¢é neste caso definida come m soma das in-
tegrals de Dirichlet de v estendidas = S-—K e ao imterior de K

Vegamos como se apresenta o prlnc:lpio de ° Dirichlet com a lln—
guagem de esp&gos de Hilbert.

Seja 3&, o conjunto das fungoes f gque sao

. 1 ' ’
‘a) de classe € em S—P(O, as restrigses de f no interior de

"Ko & a S—-K‘D podendo ser prolongadas diferenciaveimente am
uma ‘vizinhenga de Xo
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b) tais que D{(f) < +oo.

. Provemos que _
- it 7 nl
(8‘6) vl!vzej'&é Vl + 'V2 e %

E' evidente que wvy+v, satisfaz a). Quanto a b), temos lo-

calmente

BV Zv v-‘ ' : o
o v+v /\ v+v = / ) { -———?—\J
REHEIEN [ax S T s

SRS IR

_]_dgo’ se .D(vi) < +00, I}(Vz) { +0, também D(V1+V2) < + 00,

n

g

4

) ] dx}’g’dy

2\(

y

Também vale
N -_ ’ ‘-"
(8.7) ve ¥ =y Ave W ¥ arear

Imediato, _ )
i
40" & pois por (8.6) e (8.7) um espago vetorial s8bre R. In-

troduzimos em A-Q, um produto escalar

o

= 1

| (8.8) {vl,v2> = {'dvlf\dv;.

~ f i
Proposigao 30. Se VisV, € 19 » & integralem {8.8) converge.

be fato, temos , ’ i

(8.9) 2 iv "’2> = Lvprvgevpav,) - vy = (vpvy)

] que prova a proposigao.
‘Bacrevendo dvlf\ dv em coordenadas: logzis, segue imedistamente
que (8.8) define uma forma blllnear smetrlcm Ainga mais,

(8.10) . (vl,v1) = D(vl) ‘.—:

-




- -

¢ portanto

ATy }/O, (vl,vl\; = G ==l V| = cénstante.

’ . L] . A .
Tefinimos em 'JQ, - uma relagao de equivaléncia

Vl'(‘u Vo é:'__'—\‘?» ' vy - v2 = constante.

‘ !
- Chememos de Tfﬁ, 0 espago obtido de #, ;identificando fungoes equlva

lentes., 0O produto escalar induzido em ,76, tem entao a p_roprledade

<’vl,vl> =0 & v; =0

COm relagao & métrica assim deflnlda, 1@, nem sempre ¢ comple~—
to; é a nica condlgao que falta para ser. espago de Hilbert.

n

Chamemos agora de [ 1 © espago das fungoes admissiveis com

2 mesma 1dent1flc gao, 3_-!10 o das fungses sempre diferenciéveéis. Temos
H,e 1, #, < ¥

Ainda mais, se AL G“K’l’ entao V=V, & QQO; inversamente, se
Vi€ ]'Q"l’ entao Y v, & JQ,O, Vi, & 1@,‘. Portanto ,Jﬂ,l "é
0 transladado de }Q,

o DPor uma fungao admissivel qualguer.

_ Principic de Dirichlet. Existe em J{q,l um ponto u chja dig

tineia  d'= YD(u) & origem é ninima . u & harmfnica em 8- Yo
o T Isto é, existe uma funggo admis

sivel u pare & qual a integral de

W Birichlet é minima. Nao é surpreen-

dente que u seja harmbnica em

\ \ ,}e | S- XO; de fato, lembremos a apresen- '

12 q tagac classica: é dada ums reglao R

-

‘no plano (x,y) limitada por uma curva de JOrdan ¢, e uma fungso con
¢

tinva sébre ¢, as fungoes admissiveis sao as fungoes definidas em R,

de classe Cl, que em € coincidem com (*) $ Procuramcs o minimo da in-

tegral

'




1 2 \ o 27 |
_ y f
j [ (-3-—) + (-b-—-) dx Ay
J 1 dx Y2 ,
Suponhamos gue exista unma fungao f doas vezes diferencidvel que di o

minimo. Entac da férmuia de Buler-Lagrange do cilculo das variagoes
resulta imediatamente ' '

isto &, f & harmdnica. .

. Para a demonstracso do principio de Diriechlet, ef.'Herman Weyl,
Die Idee der Riemennschen Fléchen; Springer, Introduction to Riemann
Surfaces.

5. Construcio de diferenciais harmfnicas. .

'Agora\podemOS resolver sem mais a questao da existénecia de fun-—
goes e foruas diferenciais harménicas em t8da S exceto em certos pon-
tos onde apresentam singularidades. A proPQSiQEO 28 nos permitira en-
tao péssar das difersnciais harmdnicas pars as diferenciais abelianas e
 finalmente, por integragao, pare fungdes meromorfas em S. A

a) Assim, provemos que fixado C & S, existe uma fungao, harmé-
nica em. $-0, que em O se comporta como CR,(l/zo): basta aplicar o
principio de Dirichlet tomando '

4) _ *o . %o
- 2T 77
o+ ¥ a,

»

Esta funggo -4}, definida numg vizinhenga de Ko’ tem as propriedades
exigides, e em 0 se comports como G{(l/zo). Pelo principio de Di-
richlet, existe uma fungao .u harménica em S- ¥, com salto q? s8bre
Yo+ A fungdo U definida por

[
i u en S-Ko i

u+4} .em KO

U =

o™

serd entao. harmbnica enm §-0, com a singularidade do tipo desejado em 0.
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4 diferencial 4U en consequéneia, é ume diferencial harmbe

nica em 5-0, que em O se comporta como ’ﬂ;(*dz/zg)
Ainda mais, se (X ¢é um caminho fechado em § (ciclo singuler
dlferen01ave1) que nao passa por P, vale

Icnho

v 4

pois 4V, é uma diferencial exata. _
Podemos provar agora que se S e compacta, as propriedsdes
de dU: i) harmbnica em S-0, com singularidade daca por” \YL( dz/2° )9

ii) ter integral nula em gqualguer ceminho fechade s8bre § gue nao
passe por O, determinam &U - uniyocamente.

‘De fate, se L) é outra diferencial com as mesmas proprieda-
des, y ~dU " é uma diferencizl harmdnica em toda 3, com integral nu-
la s8bre qualquer caninho fechado, portanto adnitindo uma primitiva bem
definida em 8 por

Q
£(Q) ==_f L gy
Q

(v}

£{Q) devendo‘ser.harmﬁnica em t6da S8, 6 comstante, o gue pfqva 8 a-
firmagao: (& = dU. '

' b} Fodemos repetir ¢ raciocinio numa situagao um pouco mais
gerals fixado PES, se 2z & um p.u. em P querecmos construir uma fup
¢ao harmdnica em S-P que em P se comporte como G{(z ). Para isto
tomamos, se "z = x + iy = rei%i

..1'1
) ; . cog
4; - °°3nnL? M n
r ao

sendo a segunda parcela acrescentada para anular a derivada normal de
s8bre |z} =
Apllcando o prircipio de Dirichlet com esta fungao 4} y Tresul
ta ume fungao u com salto 4) sbbre XO’ e




r
ju en S-K,
ST
b ]
{Ku&-¢) em K,
satisfaz &s condigdes, |
A diferencial U, . ¢ uma diferencisl harmnien em  S-P,
gue em’ P se comporta como R (== dz ——
zn+l

Analogamente, tonando

: - n
¢==%nn?'?r %nn@

it nett .
- S _ |
construimos ums fungao vl ,p due em P se comporta como :}(z'n) =
=R (<12™) e cuja dlferen01al ! p & harmbnica em S-P g em P se
: L4
: ' ind .
‘comporta Cono {ﬁt( n+§ -
As ﬁiferen01als v, e du} tém airda & propriedade gue,

se O é um cominho fedhaﬁo que nao passa por P,

‘\
= ' = *
J Wy p Jdﬂn P 0
,o< &
Inversamente, as singularidades de dUn p © dU P © esta iltima pro-

priedade determinem univocamente estas dlferenCLals se S for compac~

ta; demonstragfo como no caso anterior. .

¢) Fixado PQ:S, seja 2z um psu. em P, tel que se possa con
siderar um disco K de centro P correspondente a |z} g 1. Tomemos
em K dois pontos Pl 8 PE; distiptos ée P, suponhamos que Pl cor
responds ao valor Zqs P2 ao valor % do p.u. Queremos construir uma
fungao U12 harmfnice exceto em Pl e P2, que em X se comporte co

mo

2?T {log Ty - log r1]

onde 7 = [z—zi[, T, =_|z—22|;

Consideremos os pontos Pi, Pé correspondentes respectivamen-



. te a0s vélo;es /2y e l/Eg ao peu.y seja 1y = {z—lfﬁﬂ, x) =
= ,z—l/Ezt ¢ tomemos a fungao

g} = E%;{(log ry - Iog>r2)-¥ (log ri - log ré)}

a segunda parcela sendo acrescentada para que _q> tenha derivade nor-
mal nula sObre o contdrno’ 2{ de K. Se tomarmos um disco ¥ um pou

co maior que K, mas de modo a.nao incluir P! e Pé;,entgq 4) serd
'regular.e harmbnica em X% exceto nos pontos By e B, Pelo'princi
" pio de Dirichlet existe entgo a funggo Ul,z satisfazendo éé doﬁdigaes
'desejadas: baste tomar a fupgao u harmdnica em S-‘g} e com salto 4)
a0 longo de }f que d& o minimo da integral de Dirichlet, o tomar

L

u gm S-K s

Mais geralmente, sejam agora F, ¢ dois pontos distintos
quaisquer ds superficie de Riemann, seja é( uma curva sdbre S ligan
do &ssges dois pontos. Podemovs cobrir X por viziphangas coordenadas e
em seguida tomar pontos em nimere finito PoyweesB o sbbre o de modo -
que cada par P, ,,P, (ponto ¥ = P15 Q=P ) pertenga 2 wea viginhen
ga coordenada. A '

Construimos em seguida 2s fungoes Ui (i=2,...,n) cor-
‘regpondentes aos pares de pontos como acima e tomamos

(8012) ) . UP,Q = U1’2 + s + Un-'lr,n

As singularidades nos pontos intermsdidrios PZ""’Ph , Se cancelam na
soma (8.12). De fato, no ponto Py Uj, se comporta como

— ] — ; ——— . legi
29T Cg 72—, 8 U23 cono 2TYﬂlogiZ?“Z§ onde z e . z' designam

08 p.uw. nas vizinhangas correspondentes nos pares Pl,P2 e PE;_P5

respectivamente. Qra

- {z~3, B! -zl a! g ‘ %2 -2
logf - \ + logi 3[ = log;--—»—-—--Z + log 2
oAz -2y ' -zl lz -z, 2" -3}
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A prlmelra parcela é ev1dentemente regular em P2, a segunda também pois
‘ -z2 & z'—zé sendo ambos P.u. em P2 seu guoc1ente é regular e n&o
nnlo, ‘ oo

-Assim construimos ume fungao com singularidades nos pontos P,
- Q:dados arbitrériamente em § e somente nesses pontos.

" A diferencial de Q & uma dlferen01a1 harmrnlca om toda -8
-&Zl
[ TT&J ),

em G como ,Qﬁ*(ETTz ). Neo. depende do caminho ligando esses uOls
n

‘excetuados 68 pontos  P,0 e que em P se comporta cowo (R, (=

byt Pthiuion

rontes, nem dog p.u. escolhidos em P e Q; depende somente de P e
e |

d) Com as mesmas notagoes do casc ¢}, consideremos a fungao

| ‘f Lo . 2-2, : '
- . ‘- ‘ %} = j (log Z"'zl) = ({)2 - (Pl N
onde (Pz = arg(z-z5), (Pl=-arg(z—zl).
nao § univoeca sm K, mas se tirarmos de ¥ uma curva G*

 ligando P, e P2 & contida em K, podenos tomar no resto de K u-
na determlnagao inica. Em particular, kP serd univoca em K\ -K e

* _ harménica. Se tomarmos agora

-, - www;-—w}

onde (?l = arg(z - 1/21), {Pza arg(z - 1/z2), teremos que (i) tem

., derivads normal nula no contdrno de K e podemos determlnar ung vie
. zinhanga do anel K° -X na quel +J & harmdnica. _

Pelo principio de Tirichlet existe uma fungao u  harménica

" execeto no contorno 2{ de X, com salto igual ao valor de q: nesse

contdrno, Nao’ podemos, como ontes, definir uma fungao univoca

i +CP U em X peis 43 nac & bem deflnlda. Mas & diferencial de
: 4’ é univoeca, e & forma dada por -



€ ‘uma forme harmdnica em t83a S excetuados’ Py & Py, gueen Py so

-id
comporta como 6{(5——(?———)—) e em P, como @(.(2 z % ))
-7 - R
1 2

Ainda mais, se Of & um caminho fechado gue nao encontra o ca-

minho &, vale

, od o .
pois em S~G, dUlQ tem uma primitiva bem definida. Por outro lado,
como Cb sofre uma variaggo igual a +1 quando se atrabessa - ' &,

podemos dizer gue se o corta § uma vez, entao

[dUlgr-il. _ .
ey .

_ Podemos ainda como no case anterior, tomar mais geralmente
do:Ls pontos P & § de S llg&.dos por uma curva (¥ e'definir ume,
diferencial com singularidades s& em P e Q, harmdnica no resto de S:
basta davidir O em arcos parciais por meio dos pontos P2""’Pn~1
sendo Pl 1» Py contidos nume vizinhanga coordenacda, e formar as di-
ferencisais dUl 1,3 Fagzendo & soma, desap&recen as smgularldades
nos pontos m’cermecl:n.amos. ;

Precisarcmos mals tarde da seguinte proposigao:

Prdposigr:o 31. Sejam T e @ dois pontos de 8, & um

caminho ligando €sses dois pontos, dUJ[\ a diferencial corréspondente .

a X pelu Qltima construgao, & seja ({ uma diferencial fechads em
S. Entao -

[ne-[e

. o
Demonstragao. Consideremos em pnmen'o lugar o caso em gue

0s dois pontos, que indicaremos com 1 »2, estajam contidos num disco X
dado por ’ ] {£1. Tomemos ainda um diseco K', dadc por {z[,‘ 1
de modo gque 1,2 EK' @ um caminho uninde 1 e 2 ¢ contido em K'.

+

Bm_ 1;'-0" podemos definir univocamente uwema primitive (?12 de dU, .
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Podemos ainda estender {5, & SK', e isto de tal modo que a fungao
o . o . . .

estendida L\) seja nula fora de K. A maneira mais simples de cons-
truir {P'k ¢ tomer um terceiro disco X", de modo que KXK' K" X e

construir uma fungé.'o ?\ de classe cl, igual 2 1 em X', nula fora
de KM . '

_ - Ho N
Basts entac tomar L? = A ({;12. Agora proversmos que

Ora, como a primitiva [{?* de AUy, & nula fora de K, & integral no
primeiro membro se reduz & integral estendida a X. ‘Mas em X, f." =
= 4f pois ¥ & simplesmente conexo logo (3 tem uma primitiva em K
bem definida. Tomemos dois bequenos circulos, Kl .6 Kp, de centros
1,2 resp., raios Ty 17, contraos Xy ‘3'(2 {com & orienj:ag:go irduzi

- ¥,
da pela orientagao canfnica de S). Levendo ainda em conta que U? ]
nula fora de X", vem pelo teoremas de Stokes,

. f
dU12 gy = - J\ {’3 Fat d'Ul2 = - l £ dU12 - {\ f dU'12 } ‘
~ ' J , " ‘
KX, X, K-Ky XK, %1 X2
o de |
r

&U].Q =1, dU12 = -l
% Y,
vem
lim |} £ QU = f 1) 1im f 4y w =2
rl-e’) O[ 12 ( ! r2--’: 0}\ 12 ( ) i

$1

(1) Para construir 9 rodemos p.ex. tomar um recobrimento localmente
finito de S em que os abertos gque congé‘m 08 pontos de K' estejam con~- J

tidos em X", e a correspondente partigac da unicdade \go(} « A fungao

. X o . <t : - ~
} = 2y 8y s onde 2, se estende ds fungoes g correspondentes

ELE abertos gue .recobrem K', satisfaz as condigdes.
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logo
r r
= - {1 l
J, dUlzf\(;s £(2) - £(1) E, &
S &

A extensao ao caso geral é imediata se tomarmos waa divisao do arco ¢
unido P 8 Q -em ercos parciais de modo que cada arco esteja contido
num disco coordenado.

_ Para esta diferencial dU  tem interdsse particular o caso
em que X & uma curva fechada: con o raciocinio usado acima, construi
~ " -
nos entao uma diferencial sem singularidades, harménica em toda 8§,

Pois P coineidindo com ¢ também as singuleridades nesses pontos ge

cancelam. 4 notaggo dqﬂ serad agoras ressrvads para s diferencial hapw
mdnica em t8da S associada a um caninho :X fechado; pars Que nao ha~-
ja ambiguidade no sinal de dqx tomamos os pontos PI’PE""’Pn = Py
ueados para a construcao em tal ordem gque se P, = o((ti), Pj=g{(tj),

ti,tjéi() Il; entdo i< &= t, < tj; provaremos mais tarde

que dUb< 80 depende da classe de homologia de X (ef. neste capitulo
§ 5). -

. Ainda, se @: é um caminho fechado Que 1nao encontra o , va-
le (pelo mesmo motive que para 4uy,), '

[ =0

%
Se fﬁ corta ¢ uma vez, como g primitiva U  sofre uma variagao
igual a %1, vele A
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4. Nimero de intersccgdes de duas ourvas.

Seja V ume variedade topoldgice Ge dimensoe 2 triangulada e
trientada. Consideremos sébre V um simplexo topoldgico {Té de ai -
mensao 2 dado pelo homeomorfismo

Chs A S

de simplexo euclidiano /\ em V. Chamaremos de segmento em (Yé a
imdgem por h de um segmento contido em A,
Observenos que dado um segmento enm V, de extremidades A, B
podemos dar-lhe as orientagoes (4,B) e (B,4). Se agors (4;,B) ¢
un segmento orientado é possgivel introdugir uvma ordem‘en%re seus pon-
tos. De fato, existe um homeomorfismo tP do segmento Ol__-ql da
reta sébre o segmento (4,B) tal que (P(O) = A, q:(l) = B. Se en-
tzo ‘tl,t2 € O‘_—_*l, & % <1, diremos que (?(tl) precede
(P(tg). Essa ordem nac depende do particular homeomorfismo t?.
Definigao 51. Chamaremos linha poligonal um conjunto de seg-
mentog Sl""’sn orientados, tais que a extremidade de Si & origem

de Si+l € que nao se intercopta.

Se a extremidade de S, coincidir com a2 crigem de $4s a po~
" ligonal se Gird fachada. '

Uma linha poligonal tem um sentido de bercurso, isto &, uma _
orientagao natural, que, pela observaggo acima, determina uma ordem
entre seus pontos. Ainda mais, como V & suposta orienteda, podemos
estabelecer tma distingao, auma vizinhanga da poligonal, entre mergem

esquerda e margem direita da poligonal. Para isto, supomos a triangun-

lagao tal que os segmentos da poligonal sejan lados de simplexos,

) Entao, se um tridngulo Cfé'tem
um lade 8§ que & segmento da poli-
gonal, diremos que S pertence
margem esquerda se a orientagao do
trifngulo G, em V induz em §

2 ~
4 mesma orientagao induzida pela o- .

rientaggo natural da poiigonal. Se

GTE pertence 4 mergenm esquérda, di- -
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N

Tremos também que os trlangulos que tém um lado comum com 6“2 e \um
Yade ou ; um vértice enm comum com a poligonal pertencem a essa margem.

contlnuando do mesmo modo, definimos um conjunto de trigngulos guex
constituem & margem esqguerda da poligonal. A deflnlgao de margem di—
reita é andloga. ' '

Note-se que um tridngulo pode ter um vértice e wn lado em co-
hum com a poligonal e assim pertencer as duss nargens:- almult&neamente,
pode-se emiretanto sempre evitar esta s:ttuac;ao modif 1canc’10-se convenien
temente a pol 1gonal. '

Defi nlg_:ﬂ 52., Dadas duzs pollgona:l.s ™ e (5 com um nonto ce-
mum A, diremos que P corte X da direita para a esquérds em A se

existe uma v1z1nhanga de A +tal gque os pontos de (3; nessa vizinhanga
que precedem 4L pertencem 3 margen direita de of, e os pontos de {%
gque seguem ﬁ @ pertencem a essa vizinhhanga est2o na margem esquerda
de X . '

Anélogamcntc se define: & corta X da esguerda para a dl»-
reita. 3e f.) corta (X da direita para a esquerda em A, entao X cor
ta (); da esquerda para a direita em 4.

Sejam f o (:3 duas poligonais fechadas cujos segmentos sao
faces de uma trla.ngulagao de V¥, sem lago comum, 1nd1quemos por 4 o
namero de vezes gque @» corta & da direita para a esquerda, par e

0 nimero de vezes que \% corta X de esquerda parz g direita.
Definigno 53. Chamaremos nimero de intersecgoes s de O o
(3 a diferenca d-e;

s(¥ :(JJ) =4 - @,

Dada uma curva continua X : I—2 8§ o dois pontos P1 =

=0<(1?1), Py = (X(tz), dizemos gque P; oprecede P, se 2t < b,

Beflnlc L Suponhamos dado s8bre a superficie V um reco-
brimento por abertos conexos, tais que a intersecgao de dois deles seja
ainda conexa (g.ex., se ¥ esta trlanguladu, © recobrimento pelag ege
trelas em volta de cads vértice), Duas curvas X e D(* sébre V se
digem vizinhas se existenm pontos Pl””’Pn’ s8bre 1, ‘P;,..;,P:
‘sbbre ¥ tais que
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a) Pl-—-{)((O), Pn={>{(l), P, precede P;,; Para todo

. - ; 3 ’
todo i=l,...,n; P'; = (0), P:==€><-(1), 124

; Precede

He . .
Pi+1 para .todo iml,...,n.

b) Para todo i, 1 \Q"i;{ n-l existe um aberto do recobrimen-

sébre « ,

to gune contém os arcos de extremidades .Pi’Pi+

1,
S M ~ >
e Pi’Pi+ sCbre o .

1
De maneira semelhante define-se poligonais vizinhanas.,
Demonstra-se que duwas curvas vizinhas com mesma origem e ex-

tremidade sao sempre homotopicas,

o ) n
Admitiremos sem demonstragac o seguinte teoremas

Teorema 23, Se & e X' sao poligonais fechadas vizinhas va—
le s(e(\,ﬁ,) - s(;(_,@) qualguer gue seja & poligonal fechads . G.

' Coralirio. Se & & uma curva fechada, orientada, (‘5 uma po-
ligonal, U poligorais fechadas vizinhas de X S(OC',{'B) =
= s(’, @) | ‘

Definiggo 22- Dadas duwas curvas fecheadas, orientadas, X e

seja ot uma poligonal vizinha de o , {f’; uma poligonal vizi-

nha de 1?) s que nao tenham lado comum; diremos que © nuamero de inter—
secgtes de of e @: é

s(x,3) = s, ).

Pelo corclario anterior, s{ ,F",) nao depende das poligo~
neis o(‘_ ' (:3' escolhidas.

Propriedades do ndmero de interseceoes.

1) s(%,B) = -s(3,00)

.2) se { v O, s(c{,@)=o Y (?2 .

3) se &~ o, s(of,3) =s(,p) VW (3 .

4) se ol v o' T, s(o, B) = s(x', ) & s(o(',@). :

A propriedagde 3) sigﬁifica gue © numero de ‘interseches de duas
curvas 86 depende da classe de homologia a ciue pertence cada uma, logo &
uma funggo definida nas classes de homologia, com valores inteiros. De-
monstra-se facilmente que dada uma classe Qe homologia singular existe

Sempre uma curva que pertence a essa classe, portanto o xit'zmero de inter-

secgac define u#iz forma bilinear antisinétrica no gruapo de homelogia sin-
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Seje pois ¥V uma superficie compacta, triangnlada, seja
Xl"l'"X-h uma basé do 12 grupo de homolcgia singular Hl(V). Sejam
o, (% caminhos abertos gquaisquer,

& v my Y F e + % X
P o n-l?fl F e +nh?.(h'

Ponhamos

!

Si5 = s %12 XJ)

E minj Sl.']

i,

Entao

S, @)

t : : '
_ Seja agora Xl""X}; uma outra base de caminhos, "‘\@(13“
& matriz da mudanga de base A
¥ ot
-H‘Xijﬂ : (Xl""’Xh) T (Y e Xy)

gque € uma matrig de inteiros, nao singular, com inversa também de intei
ros, logo
: +

isto &, “0( ij“ ‘& unimodular,
Considercmos a matrig antisimétrica

Em relagao 2 base (25 yree ,X'h) a matriz da forma s(y ,@) serd

S = gl el -t

.
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' é unm inveriante.
Verifica-se f3011mente que, s¢ tomarmos uma base de retrosec-

gges- l’bl""’ap bp (p = B/2 = genus) no sentido dadc no fim do
cap. IV (ver figura 15), isto &, em que cada par 25y b tem um ponto

comun, clementos de pares distintos naoc t8m ponto comum, s matriz 3
toma & forma

0 1 0 0 ... off

!

-1 ¢ 0 0 ... ofl

1 1
s ={10-0 0 1 .. of o
! 0 O "‘1 0 * o 0: :

! !

1 !

L R R I R

e entno
det 3 = 1.
Do fato de ser det 8 = 1 segue gue dada uma base
Xa"""Xh, e numeros inteiros cl,...,ch existe um caminho (X tal

o que

s{(5 ¥;) = cl

X v in 5i

2 , Xk%ki T %

sistema de eguagoes lineares em x

De fato, se

vem

1200 ey, com coeficientes inteiros
determinante 1, que tem una solugao, Gnica, constituida de inteiros.
A classe de homologia de of & pois univocamente determinada pelas

condigges s{of, Xi) =C;y 1=1;...,h. -

5. O espaco vetorial des diferenciais harmdnicas em t8da S.

Podemos agora completar o estudo do caso a) no-§3, em que de~
~7f1n1mos, dado.um caminho fechado X sébre 8, uma.diferencial harm&ni

ra
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ca 4dU associada, sen 331ngular1d.ades en S e tal gque se uma curva
.i‘echada € atravessa  ume vez, entao

j aw =t
& g % _ A
Podemos ‘agora af:x.rmar, maig precisamente, que se @ atravessa ¢f da
direita para a saguerds, a integral vale +1, pois entao U aofre
um acréscimo +1, caso contrério, & integral vale -1. )
Resulta que se ‘\3 2 um caminho fochado, e f},‘ uma'poligonal
vizinha de @ s, entao ‘

h

f‘ | t ’
dU = d g 8
j |, = s(oc,\%) - (04,(5)
[:;
(tomamos esta pollgonal auxiliar para contormar o caso em gque (¢ e
{ tenham infinitos pontos de intersecgao). _
Quanto & dependéneia entrc—: dqv e & , podemos enunciesr: se
S é uma superficie compacta, -
1) sel of e IJ » dUO( = dUﬁ
2} se r~ O, ag, = 0
3) se ol B+ X s dUO{ = dUﬁ.i— dUa.. i
. & primeira propriedade diz que nac sb 4y na¢ depende Jdos
pontos de f usados pa:éa sua cqns’cruggo, como depende apenas da clas~

se-de homologia de of . De fato, se w{i’:,‘

r !‘
= AN |
J ay = s(or ,}{'J =s(f,Y) = ] W
¥ ¥
qualquer que. seja X « 4s integrais sendo iguais para gualquer ciclo,

8 de co p v, = 4y, .
e sende compacta, ~ U{3_ :

~Anélc;gamexite se verifica as demais prop iedades.
Supomoes agora que - S seja compacta e seja X’L""" >‘~2p uma
base do 12 grupo de homologia., "A cada ?(3. corresponde uma diferen—

tial herm@nica que indicamos com au; :

dUi = &l

¥
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Esszg diferenciais dUl”"’duap tén as seguintes rropricdales:
1) s80 linearmente independentes s&bre o c orpo resl.

De fato, suponhamos

Integrando sébre ¥y vem

~

S| e

Ik

a2, de

j Wy o= sy i) = sy

¥x

segue

\

: {Aisik = O (ksl, %) -,Qp) :
logo

‘;\lz...=%2p‘=0

pois det }Sik! A 0.
2) dades os nimeros reais }Ll,...,}izp arbitrériocs existe

uma combinagao linear das dUi .

*

gue tem pefipdo }Lk relativamente a K@C (k=1,---,ép)-
De fato,

jw =z As J\‘mi' ‘*’Z AiSix
¥x 1 ¥ 1
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Romat

& © sistema
1 1k }Lk

determina 21,..., ﬁzp.

Existe pois uma forma harmdnica com; periodos dados. Alem dig—

80, essa forma ¢ Gnica. De fato, se (Y & outra forma harmdnica com
iguais ‘periodos,

W, . 0w

:

“tem RI- B perlodos nulosg, sua primitiva é uma fungao bem deflnlda em 8
8 harmOnlca em tdda 3, logo constante e Qﬂ

 .Results entso finalmente gque t8da forma harmonlca em S é
'comblnagao linear com coeficientes reais de dUl"'“’ﬁUzp‘ De fato,
dada a forma (3 podemos determinar seus periodos:

EL\) ":}l kzl,o--,ZP

k ,
Ore, existe uma combinagao -dos U, , seja E::jxidUi_ com Esses pe-
riodos &'pele unicidade provada,

® = Z A 44U, -

As formas dUl""’dUzp formam pois uma base para o espago ve-

torial das diferenciais harm®nicas em t8da § 88bre .0 corpo real.

~

6. Formas abelianas sobre amz superficie de.Ricmann compacta .-

Dada uma forma dU harménica em § menos num conjunto de
pontos isolados, a forma AU+idT™ ¢ uma forma meromorfa em § (ef.
prop031gao 28). Assim as formas harmonlcas que constrnimos ncs @ao as
formas abelianas gdbre §. A ' .

a) Formas abelianas de 18 ospéeie.” A ums diferencial sen sin-
gularidades, isto €, harménica em 8da S, corresponde uma forms holo-
morfa em todo ponito de S, portanto de 1@ espécia, Im partlcular, se
gs formag dUl,...,dUép formam uma base Para as diferenciais harmonl-
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§ A

. eas em t8da 8, as diferencinis holomorfasf
. \"’" .

J

e e
wk"duk*iduk _ k=1,...,2p

:us;o tamhém linearmente independentes sbbre o corpo reel, e tGda‘dife-.
rencial abeliana de 1& espécie & combinagao linear de ';ol,...;&sz
com coeficientes renis. Resulte peis que &3 diferenciais ebelianad
de 1& espécie aBbre uma superficie de Riemann compacts de genus by
formam um espago vetorial de dimensac 2p " s8bre o corpo real, portan-
to de dimensao p sdbre o corpo complexo, o
~Observemos ainda que do fato de uma forma harmdtica en S ser
univocamente detorminmda pér seus periodos, segus que uma forme de 18
_espécie fica univocamente determinada quando se conhece = parte reel

de seus periodos, pois isto caracteriza ®(w) e

W o= Q) + i®w ).

b) Formas abelianas de 28 espdeiec. Dado P g 8, existe (ca-

805 8), b) do §4) uma diferencial dU, p harmbnica em $-P, que em P
. . - : s ] w

ge comporta como CRH(E~EQ%), n>1l, e una diferencial .dUﬁ,P harmbnj

indz

n+l

ca também'em SeP que em P so comperta como R ¢

). As diferen
-z .

cials abelianaw

R ¥ o
W "rdUﬁ,P + i dUh,P
. e
= ! ]
(1% dUn,P + i dUn,P

580 pois holomorfss enm S-Py e em P so copportam respectivamente CO=
. n+l1 ; - _ o

mo  -ndz/zn+l 2 indz/z ; t8m pois em P um polo de ordem % 2,

com residuo zero, isto é, sdo diferenciais de 2% cspécie. Tém sinda

8 propriedade que se & € um caminho fechado que nao passé por P

t
' %fmn’P = (Rafmn,P = 0
S Yy e( ‘

¢ esta Propriedade, juntamente com & singularidade onp P, carmcterizs
completamente esgas diferenciais. '
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¢) Formas abelianas ¢e 38 espécie. Dados dois pontos quais-
quer, P e @, &@ S pelo casoc c) do §4 existe vma diferencial
dU?’ ‘que € harmdnica exceto em P e @ equeem P se comporta
como (R (-dz/24rz), em § como ®{dz/2% z'), sendo z um p.ti. em
P, ' um p.u. em €. A diferencial

*

(%)) = di + T dUP,Q

7, P,q
& pois holomorfs em t8da 8, excetuados os pontos P e ¢ onde tem
polos simples, com as singularidades —dz/QTIZ, dz'/2rtz' respecti-
vamente, portanto com residuc -1 em Fy +1 em @. B! pois uma
diferencial de 3% espécie,

Estd provado portanto g existéneia de formas abelianas dag
tfes espécies. 4inda mais, as diferenciais de 1% espécie estao tddas
determinadas: t8da diferencial de 18 espécie é combinagao linear com
cceficientes reais de diferenciaig Lul,...,cﬁbp onde cada o)i oor-
responde a uma classe de hemologie de caminhos de §.

Podemos der também resultados sSbre o conjunto das diferen-
ciais de 2% ¢ 3% ospéeiess

Sejam dados em S. os pontos Pl"“’Pr arbitrérios, an ch-
da ponte ' P, uma parte mercmorfs

1
RO
( + 2 + e +"_’é‘i‘") dZ i=l,..-,1‘
Z 4 2

8endo 08 A nimeros complexos quaisquer con

ZA_(_’l') =0
i
Proveremos que existe uma forma abeliana que em cads Pi tem a singu-
laridade dada e & regular nos demais pontos de S. Em cutras palavras,
pode-ge dar arbitrdriamente partes meromocrfas em um namero finito de
pontos, desde qQue a soma dos residucs seja nﬁla, @ construir uma formg
meromorfa que tem singularidades nesses pontos fixados, com a rarte me-
romorfa deda, ¢ sdmente nesses pontos. Aindas meis, essa forme seri ex-

preéssa como combinagao linear dag formas jé construidas,
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De fato, dado P; podemos construir uma forma que em Pl tem
¢ compertamento dado por

1

Aiz A-sy ) a

—-—-u.-+ ere + z
22 2"l

como combinagao linsar de 1 porererld 0 mesmo podemos fa~
: * l .

1~1:P;

zZer com cads Pi, e indicaremos estas formas por Cﬁl""’CXr‘
Tomemos em segnida um ponto O qualquer, diferente dos Pi’
e liguenios 0 g Pl""’Pr por caminhos. Consideremos as diferen—

ciais de 3% espdcie (o

e formemos ?
O,Pi

Q - Z: Agi)mo,Pi
3

que € regular em 0 por ser 'E Agi) =0 e tem em JPl"“’Pr os
T ;
‘residuos desejados.

A diferencial
w =0 +Q v . +Qr

satisfaz &s condiQSes dadas,

' E' imediato por cutro lado que duas diferencinis com ag mes-
mas singularidades diferem Por uma forma de 1% sspdcie. Cbtemos pois
t0das as formas que tém as singularidades dadas scmandc a €O t8das
as diferenciais sbelianag de 19 espécie. Ainda mais, dadas partes me-
romorfas arbitririamente em um nimero finito de pontos de S8 e 2p
nimeros reais existe uma e ums sd diferencial abelians que tem preci-
sanmente €s88as partes meromorfas ¢ dsses nimeros reais como Farte real
dog periodos. Eeaay diferencial pode ser obtida como combinaggo li-

near das diferenciais obtidas enm a), b} e o).
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MATRIZES DE RIEMANN

[ et e A

Estudaremos aqui os perfodos das diferenciais abelianas sobre a-
ma superffcia de Riemann compacta Vp de genus p. Vimos ja gue uma
diferencial de 12 egpecie fica completamente determinada ‘quando se
conhecem os seus perfcdos, mais ate, quando se conhecem as partes
reais de‘seus perfodoso Porem estes perioaos nao podem ser dados sr
-bitr;riaﬁénﬁeo Alem dissoy dada Vp poden~=gea.- construir certas mmtrl-
zes reais ou complexao aqsociadas as baoes de diferenciais holomor-

fas cujas propriedades serao tambem pescuisadaso

N o

1. As diferenciais harmanicas dUig;oo,g 2p associadas aos
?i’coo’ 7ép de uma base de Hy (V ) ja assoclamos & matriz inteira nao

singular antisimetrica

S = | sgg b com  get. s=1
em que S
Tomando agora o '
- E3
PO ) 3 S . TV} ) SO
e T e

”
vira

3 pondo . | o
- g 0037 by



Ao

e _-? o1
formamos a matrig
| = | tij.
Propriedades de T: '

1) T € simétrica.

De fato, da proposicao 31, pé. 137 resulta

| . . | . . : : .
Tey = au, = ¢ du, A a0, -

.* ’ * . .’_.. Lo
e como pAy = yAp, e

. . C= - = t . (R

2) T e deflnida pos:Ltiva.

-

-De fa.to, se o ' . ‘ o

l! s

)J./\,u 'ZA de/\ﬂUL P

>

com Al’ coos Aap reajﬂ quaisqufazf, vem

: . * ) ~. -
L ﬁ.fm}* = Xt A

I*’Ias”‘}l =P dx + Q dy é’ real', 'lb'go' | . S

PAK = (PP2?) axaayso

N g 0 <—>p=0

logo

Y A reals<=sy Ea A5y 20




: i - . = = )t =
tjk ;.\j-ak = (_):s"f:'_'::;\» Al s -~ 0

iétbféaialfbrhé huadrética associada a T é definida positiva.

Flnalmente eonstrulmos ainda mals uma matriz observando que uh

sendo uma forma holomorfa, -

1w, = @
- L e
ﬁambém:éfholomorfa logo )
(-/.'1) - "\ - wj - i U.Jj —_ Z rjkwk . J — l’. ce ey Zp
N . - L 1 o - _
zom coeficientes T g reais. A matriz
| oL R=d jk”
tem g propriedade ‘

jue resulta imediatamente de. (9. 1) por ii u57= - W

Alnda mais

-9 w3 = > Tk Q/‘“k

ogo - -
. big T By T m T sy )
\ tjg = EZ“.?JK Skg
T = RS
Lu aindé



. 44y

w52 s . v

dondefsegue mals ume proprisdade das matrlzss S e To

(Ts“’l)'2 = = B

Finalmenteg vale |
f =5+

2+ No espago vetorial H das diferenciails harvanieas reals soObre

'uupmrrlcie de Rlemann vemnam+a V pcdrmog d?btangu!r o8 segulnteb

entess a)'um endomor? 1 smo- I: ﬂU-—»—dU tal que 12 n‘ml, b) 1

subgrupo dlscreto fﬁ{de rang ap, msto e,1&énf"nv me. imo) das formas

ue tém perfodos inteiros: ¢) uma forma bilinear -
q ! : : -

S @auyav) =/ qupaar. .
. ' .\\\' o i v R
Esta forma, se’ tomarmos uma base au, 5 o},,_dUép de H define uma
watriz § por . | " ~ b
- ‘ . S . o L. ~.
A 8 = | <£3(_an, ?'Uj)ﬂ
» alnda uma mstriz ';5 ) ‘
‘ : : ' e \
T = 'l é’(ﬂu,-. ? "....U-,?x.) "
—_— Joo-
\\ A

N .

Consideremos a a*iu S 'dp um Uﬂnto de- visua purampnt@ algebri00°*

e )

Seja‘E um es naga vet ofial de OJHLDS&O Zp sobre R, f“c:B un subgru

o discreto de rang &aximc ?g I um endomorfismo de b satisfazendo

2 o "‘lo - ‘. \ N ..“'_ oo ' B N
Chamamos forua de Riewamn du B ralatJvavﬁnt a [ wna forma bi-

I8

Inear real ¢  com ag seguintes nropriedadess

1) Alternads,



-4
2) - ¢ (Ix, Ir) -¢>(x,y) o
3) $ (x, Tx)> 0 - se x;&o
4) (I‘(rxf‘)‘:zo o

. Dada ¢ determina.mos a matriz E de 4’, isto e,

—

onde Al,o.., AZp & uma base de [-' sobre A (1ogo de E sobre R) <l7 € o

Soarsdean Tl L

\-‘ . SR DY - E— L - e - -

endomorfismo I definem ainda a matriz ' T -

As propriedades de CP $20 entao equivalentes as seguintes proprig

dades de S e T'

-

N ~, - e
i), S é antisimetrica - e

'*:j:ii) : T;é'simgtrica S A
.7131) T & definida positiva
- lv) S_é, _inteira
: Vél-t_emos ao espago H, considerando tambem 0 -espago HD H das Qdifg
irénciais harmonicas c'omplexaso A forma ¢ esta definida tambem em H,

e goza das propriedades 1), 2), 4) e

i, ;--3' <|’ (2, Iz)>0 se 1z #£0,

_‘Aqui exlste uma base de [Teal gue - emE L R om0

X [ o |ty

5 =

-1 .
al o




R A
‘S’l‘d tomar uma base de retros ecgoes a J,“.sap,blg.”,bp e as corres
| . .
‘Inaen*‘ee di“erenciais dU ysea ,dU';,i. 3 an. $e9a ,dU%\ o
| R S .
. Entao, se xel e so L '
. *1 1 N
o os perfodos de-x, vemr ' '
-w - Z bi - Bi{:lda,i). . ,-“,A":_"_.,-!. _.[ .
ilogamente,:se ye -Ai, Bi $80 08 pezfc—‘{:\s dé v, ,
| - N ' WL
e a s Ly = Z (AidUb - BidUa Do ‘
;80 T e Lo T L g
o $ (xy7) = 57 (4,B; - B,A, )
1=1" :
® . L .
(éU, du, ) = ‘AU, & 1= - & (au.  auv. )
d) - i? ai _ bi bi’ ai
qa'('daa ; 40, ) = $ (dU ,dU ) -\0
S SR A R R
: P (dUaia dqu) = 0 se i N3
n \-:'// -
3. Relagoss bilinesres de Riemnann T I

- - : -, X o - .
Lembrando que uma form we H & holomorfa se e somente-se w¥* =
-ilw vem que se w ¢ w! sio holomortas

‘b (wy wt) = 0

¢clja



_ -a'I?-

v = — ~- . ‘--' : (A.i i"“‘ Bi Ai) - I T —
s e e 1= '

que e a mwg_ie_&;eﬂ_m
De fato, _
¢ (w, ') = ¢(w*,w‘*) = $(~iwy=i! ) = - gt ).

- X

‘ 6§'per£odos de_duas formag holomorfas quaisquer estao pois 1li=-

gadog pela relag&'o;(‘BoZ‘); CL T - _

Se W é holomorfa com periodos Ai ;'(U# 0, de
'_. - --% z \ T e S
o “0<§i2 (w,w*) -4><co,im>-1 $(w,®)
segue = m'\{ - T |
(9.3) N o 1 Z (Aj Bj - B Aj)> 0

que é a se gggda relagao piligea; de Riemann.

Uma consequencia particular de (9 3) & que uma forma holomorfa
180 identicament¢ nula n2o pode ter nulos todos os A-perfodos ou to

dos-os.prerfodoso Tambem nac pode ter perfodos tbdoé resals.

Estas sdo condigdes necéssarias sobre os perfodos. Nao sao su
fi¢ientesé Haupt (Ein\Satz wber Abelsche Integrale 1. Gattung, M&the

Zeit. vol. 6 (1920)). demonstrou que se p>1, isto &, se V nao ¢

-toro, nao pode haver em V. uma_difezenpial holomorfa so com dois pe=-_

frfodos nio nulos; provou ainda que as condigoes (9.2) e (9.3) emais

gesta sao suficientes para que exista uma superficie de Riemann para

a qual 0§ numeros Ai’ Bi a80 perfodos de-uma diferencial holomorfa.
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Lo ¥ o

A v ' »
4, Base canonica‘Qas diferencials de 1% especie.

0 eépago ﬁ das formas holomorfas tendo dlmensao real 2p tem 4j
ensao complexa p. Tomemos entso uma base complexa,vl,.o.,%' de H

consideremos as matrizes

A H‘l_i,j § L%“
-1 il - '/4.%“.

= . ™ N

\

A matriz A tem rang p poxs se, indicando com Ai os vetores de

inha de A, tlvermos

- Z -‘ '__-*‘ _ O .
L L
}tao a forma e . e
Z £, ¥ ]
ra todos 0s A—periodos nulos, 10g0 W= 0 o que 1mplica t ‘\

1
{... = tp = 0 pois as’ Qr formam uma base. Existe pois una trans~‘

>vmagao linear em H que leva a base ¢1,°.°9 ¢ numa, base'

,.o.,(P y dita canonlca, para a qual \

.

to ¢, para a qual a matriz A & a matriz unitaria. Ainda para a ba

- candnica a matriz B ﬁem\as seguintes propriedades: :
1) B ¢ simétrica
De fato, da 1% relagso de Riemann (9.2) segue

b (B B) =B, -By, =
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2) B tem parte imazinaria definida positiva.

De. fato, se a ' . .
20 Ay %
égue de (9.3) |
b (wya*) = 1 JZ;{ (Bak ) Ay Ry > 0

i % (Bjk-B‘jk) AyRy =0 E=>A = . =A =0

que prova a afirmagao.
| BntZo pars uma base complexa qualguer ?Pl,...,gb vale
L, ~ .. .
I) 4 ¢ nao singular

: Sy, - ’ s 2 ‘ : ’ . . . T .
11) 2™l B & simetrica, com parte imaginaria definida positiva.

~

Dadaw as duas matrizes pxp, A & B satisfazendo I) e IT), dize-~-

ou que a matrig p><¢p (A,B) e uma matriz de Riemann. Podenos agora

I .
puntar ses a) tcda matriz de Rienmann e a natriz dos neriodos de ura

f
ase complexa do espage das diferenclais holomorfas de alguma suparii

\ ‘ ~ e A =
le de Rismann Vp; b) se isto nio acontece, quais as matr 1zes de Rio=-
ann que sao matrizes de. perfodos 2
: ‘ . B ~ o~ »
Quanto a primeira questao, a solugao e conheclda: sep=1l, a res-

L ’ » - ; ~
osta e aflrmativa, para p»2 ¢ negativa. Mas entao; no caso p» 2
A

~ ” - ) .. ~ L
_u”ve a segunda questzo, ¢ este e um problema naoc resolvido (cf. Gers

=i

&

2

{

ienhaber, Cn a theorém of Haupt and Wirtinger, Proc. Am. Hath. 350¢

'Olu 4 (JC)S )’ . _))

. Diferancials normaliradas e normalis

. N -~ N - -
Definican 6%. Una diferencial abelisna diz-se normalisads =7 R




J70

hos 0s seus A-perfodps forem nulos.
A tdda diferencial abeliana cu 'podemos associar uma (e uma sO)
‘orma normalizada ku', que tem as meomas singularidades. Basta pa-
8 lsto, se Al,..o,Ap forem os A-perlodos de w, e @1,..., wp una,

ase canoniea das diferenciais holomorfas, tomar
. . R - -

»

i _ f _ .
| Definicao A4, Ilma difere ill 6 Bar especle- diz-se normal se
|

o

3

§ normalizada, tem apenas duas SLngularidadeo, Pl e PZ’ e em Pl

omporta como dz/z, en PZ’ como ~dz/zo_

A diferencial normal com singularidades em Pl e PZ sera ipdicada
om W v L ) _

Proposicgo 42, Toda dlferﬂncial abeliana se decompoe na soma

e uma diferenoial de lw especie, mais uma normalizada de 2« especie,

als uma soma de diferenciais normais de 32 especie.

Demonstracao. Seja.ukuma diferencial abeWianaj l""’P os'seus .

blos, CqpaeeesC, OS residuos correspondentes. SeJa P # P (i =

l,...,r) e consjderemos as diferercilais normals Wp po» Entao,

- o " i
mm>'§: ¢y = C, a diferencial z: Ci(DP P & regular em_ P

. bk e

\ chPP

uma, dlferencial de segunda especle. Se agora Al,...,Ap sS40 03 A~

Jeriodos desta diferencial,

w"'Z ci(.)Po Pi“" ZAi\Pi= o




4
= - -M..,

. ) » e . ' 1y
2 uma.dlferencial de 22 especle normalizada, o que prova a proposi-

e — . mea m e o e m e e s — e — s L e e e e e e e A —— » S ——— =

6. Relacao blllnear para dlferenc1als meromorfas°

- - -7 I —

Pronosi@ao 43 Se w é uma dlferenCIal meromorfa , Pi}.m,pr os

oolos de W, e 2. um camlnho qualquer tal que P, % (v= 130;.,r)

antao

. n -
AUAwW=  [w=- p2ri res_ (U, w).
: - V '27 - Y= ‘ ) P - ~ — . '
- P :_"_-hL_ \ p- . - ."__. - -~ E - —— — . - ~ - R e h— -t - ‘-.._‘.'  ——— ,.,s_

! s, . .
: A . “« S i - . . -
! . s . -

e e o

i : i~ . - . r: - T - = - - . — - - ‘_
‘Demonstraqao. Consideremos a superficie representada pelo seu

Jollgono fundamental T (cf. cape V), indiquemos por 7 o interior de
Fe Tomemos em 7 a) para p- > 0 bastante pequeno, o maior- G0m11i0 T

,al que a distanc1a do contdrno de Tp @ contorno de m seja pj b)

~

~irculos Kl’ K2 con centro nas extremidadesg de @, contornos Cl’ CZ’

raio 'p3 c) circulos K (v= 1,0..,r) com_centro. en Bu, cpntorno

Tonemos em Kl'um§_primitiva qﬁalquer f de w, e prolonguemos ao

ongo de L. Entao (cf. demonstracao da proposiggo 41)

aAw = [ QU Aw = 1in AU Aw =
v, ¢ i p—>0" [my-K ~K,~UKt %

}

P




= 1ﬁn - £.dU " + £.40 + £.,0U0 - T wl]|,
=0 ~/£v E ./C ' jé‘ 73 jél ;
fol 1 2 e

nde V,Q ¢ uma primitiva de 4v definida em '?r -, :.”CBﬁqo na demonstl‘g

g
0 da proposigao 41 vem

ldU/\w =;ﬁ"(P)nf(P);.1i T U w= wu..:..
];T Q\_.\ a” 1 _p/—fo%/cq‘i / '

P _ o R

-
: - 2ri- > resp (U w)
: , N T Y »

Smo querfa:nos demonstrar.

hY

A proposigao 43 va.le, por comblnacao 11nea"~ para formas wq ho

)IﬁOI‘faS (em lugar de dUR) ‘_ Se

LT A
| | | ZZ (A dU - BidUéi) SRR
1tao P R T T CN
f '(g)lf\(_f) = e — - ari % rggpy(flw) )

. T
! que fl é una primitiva de @, no- 1r1terlor do pollvono fundamenta"i
' que e simplesmente conexo. Como i@ € uma i‘ungao meromorfa em 1, |

m | T T - N
T 3 . | N R
| / W, AW = T (4B, _Bi i) j | £y A
o v . L

b \

s (ef. demonstracio da 12 relagao de Riemann)

} : o : /-wlszo
| _ _ . v

' p
EO




€9.4)" ZI (AiBi - Biﬂii) = 2l 2;] resp),(flw) -I £19
T - . >

fogg'e;‘x"fg"ggs. L primitiva Ua, ~de U, ay esta definida em ¥ =V -
ff [Jai'- (Jbi, analogamente para Ubi
:_:_-.T- =7 . e -f~1 = Z (Aiubi - Ban'i)

a) Caso de diferenciaisg de 3% espdoia.

-..8ejay na relagdo (9.1), w uma diferencial de 32 espécie, que
1ndicaremos por W 3, suponhamos que essa diferencial so tepha poLos
simples,\Pl,.eo,Pr, com 0s residuos cl,.oo,cr )
i""’Bp 03 seus perfodoso Tomemos um ponto P no polfgono Ty U~

] =] Se.']&m Algooo’ A

‘ .
namog P_ a0s Pv por caminhos L, De (9.4) vem, visto ' que £, &

regular, : _ . : -
2 (‘”‘1 i-BiAi) = 2ri I resp (£, w3) zrt 3 e fl(p},)

uubtraindo no 2~ membro awi Z: fl(P )cv que $ nula pois 2: ¢~

l- 0, vem i L o o |
| ST a5 - 3] = 2t B o (61(P,) - £(P))
ou seja . - : - P —
(9.6) NS sy - ap = o e, [

| o | R Ly
Dg (9.6) podemos tirar ainda certas felaqaes eti casos particy
lares- Suponhamos por exemplo Wz normalizedas, isto €, A£= 0 (1 =

=ljescsD) @ s0ja @ uma diferencial ¢k de uma base canbénica  das
o 7 ,




A
_agg_
wferenciais holomorfas, para a qual portanto Ak = 1, AJ = 0 para
# k. De (9 2) venm pois

. . B};‘:/\Qs =2ﬁizc;\/(9k

Se ainda mals particularmente tomarmos dols pontos P e Q e para

a diferencial normal ‘”PQ vira

1 e
.('Ju = ZTTi W. = pry W o,
/‘ I -J /‘ W ‘K k
- LJrg JP oF -

? J
; bk ;
: . \‘-. . | . '
é Tomemos agora uma dlferencial de 3- espec1e qualquerm5 Supo-
1mos a superffcie trlangulada de modo- que nenhum polo dew3 cala
v -

e uma aresta, e nenhum trlangulo contenhs, mals ‘de um polo. 8eja

um camlnho de arestas fechado sobre S: podemos-escrever

- -‘ . v | .
Z (k a; + ki+p by) + 0y =0y w o

~

Z .\.\“‘ ~. N

e qb%v O,-istg e;

- . . \ )

. W = t = # . . .
| f 5= 2y f Wy = arl 3 my 80, W3 N
) c)’o . ' ) ao.j - ‘ . - . \\_ -

1quemos com mé (g = l,.,o,r) 0s coeflclentes m'J relativos a0g o?
conuem um polo PQ (RB’ con cQ o] reSLduo nesse polo. Temog

j/‘ 3 = 2ri E: m! CQ
V7 .

o

.outro?lado,



. ,Ef; n ?:;i/;. "}j (k + ki+p i)

l -

onde flnalmente rcsulta a 1ntogral sobre 91 expressa por meio dos

er{odos efclicos Ai, Bi e polares ¢, dec03:

-_.‘,,'__ R " o o
V-§)Lﬁ~2; T-w;;j[,svg (k A + ki+p Qi) + 2ri S mé q
| | ¥y i |

Sé _tomarmos mais geralmentm uma -eurva C fechada,; que nao passe

elos polos de cuB, podemos cercar cada polo por um circulo que nao

\

ncontre C e no complementar destes 01rculos considerar um caminho

L4

|e arestas f}l homotOplco a C. Como neste coqplementar <u3 e regu-

‘ - b) Cagso de dlferen01a15 de 22 @specie.

”Seja‘xn una forma com um 50 polo PO; seja z um p.u. en P e su-~

2
Jonhanos que a parte meroﬁorfa de w, em P seja dz/z" (ny2); sejam
i, Bi 05 perlodos cxcllcos de cuz, seja por outro lado w, uma for—
28 holomorfa com perlodos Ai, B & com a re presentagao

B T e '3 B e

U.Jl —‘ (_c ‘!‘ lz + CZ 7+ ..---)dZ

numa‘vizinhanga de P}; seja como antes fl uma primitiva decul no po-
1igono fundamental w. De (9.1) vem |

’ .
> (A B ByAy) = 2mi respo (5] @,).

Ora




.onde

: - : 1 ' ~ ¢ - T
97 2 (4;By = BjAy) = 2ri =05
Eméparticular, se w, e normalizada e se cul'#'ﬂk vird

9,8 )y B]; = / w > = 2ri _ll':g__,g_ .

fais particularmente, se W, =.d2/22

i . oo ';\_\_ ' ‘ . \-; s ‘pk '. o .M ~_ )
19.9) . . o "= o (r**i) o

: TN | Bk dz ;po-.' k ’ A
0is ka(Poj = cédz.fif-‘ ) e — _

SN
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CAPTTULO X

TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

—

: : > 3 ’ - 3 L] ~
Construimos ja, em certos casos, diferenciais e fungoes com sin-
: » -~ -
gularidades dadas; determinamos tambem a dimensao do espag¢o das di-

. . . I d
ferenciais holomorfas. O teorema de Rilemann-Roch nos dara agora uma

relagao entre a dimensac de um espago de funQSes e a de um espago de

fdiferénciais, fungSes e diférenciais satisfazendo a.condigSes “dadas

A

sobre ordens de polos ou zeros em determinados pontos, relacao esta

A~ . : N .
que tem conseguencias extremamente importantes. Entre estas, figu-

. A A Lad
-ram resultados sobre a existencia de diferenciais.e fungoes com ze=

N

e ) ] ~ . ; A Ce 2 :
"ros e polos dados, que serao enunciados neste capitulo. Em vista da

importancia do teorema de Riemann-Roch damos agqui a demonstracao com
pleta’, embora seja bastante longa e nao essencial para a compreensao

dos résultados._'
-1; Divisores.

Definicio 65. Sejam“Pig“;.., Pr pontos distintos quéisquer‘ de

X » »
uma superficie de Rilemamn S compacta, de genus p, Ilq 3+ s o M, RUMETOS

inteiros quaisquer. O s {mbolo

=p 1 T
D _ Pl LI Pr

' - - L3 N A ’
sars chamado divizor sobre S.

0 conjunto &L de todos os divisores D com uma operaggo defini-

da dé modo evidente'para um par qualguer de divisores (somando os ex

poentes) € um grupo abheliano. A operagio'seré notada aditivamente:



ml mr - -
Dy , ?l see P ' matn,  motn, m,,+n
: ’ -':"-=‘;'»>- D + D = P P LY P L ro
: n - m e A Tt N r
- D - P l P Ir 1
= 1 **° 'r

Definimos ainda uma ordem entre os divisores pondo, com a nota-

an acima,

l?’Da h:.-"‘"‘_“} mi},ni (i =l,¢..,l")

I P
W PeEL LacwLal 3 s o

<

. -~ .
- A B e SR -~ e
s& toddos-os-expoeenves sao ~ » 0.

: - ~ oy ' . : -
Dada uma fung¢ao f meromorfa em S e Pe S, indicaremos com U?(f)
) se f for nula em P, a ordem do zero; b) se P for um polo, a ordem
o polo com sinal ~j c) sé £ & regular e nao nula, UP(f) 0. .Para

e
] fungao identlnamgnte nula, pomos UP(O) =+ o0 VP,

Analogamente definlmos Upﬁv) se w & uma diferencial meromorfa.

Definicao 66 Se fe uma funcao meroqorfa em S, chamamos divi~ .

or (f) de £ em 8 ao dlvisor - R

: (f)‘-“.
o (f) :§:: PP | )

- T -Pe(

o o : » : )
nalogamente, se w e diferencial meromnorfa

? RV S .
o (w) = ZPP .

Peg

Em:outras palaﬁras,us& Pl,..o,P 550 os polos de £ mygeeesm, as

wwrdens respectlvas, e Ql,.,.,Q 08 ze%os, com- ordens Dqyeseyyy €0~

20 )

(£) = T p. T Q" -ee Qg

lo £ & constante, ndo nula: (C) = O.



~ Relagoes triyvials:
A € DR €0 B - N A
T N R O N e N CO N ‘

I - m
g l_Defipicap §7W Daao bing divi or D= Pll... P Pr o numero o

T e T - — o s - e ———

r
'd‘(D) ?_’ i

chama—se grau total do divisor. i

Para o} leiSOT (f) de uma fungaddﬁeromorfa fF#0o0 grau'botal e

‘sempre 0. oL ETTLL I A BT i TE L :_:,":-_:v::':—;" TEPoLTL u_-u.:'._
; é";i.;' o ?‘:?{;“ d((f)) Lo LTer = TIaT ? froarn

- P - . '-_,. —_

(consequenc1a do teorema 25) Segue enuaooque se c»l,‘ua sao diferen

— e A - g

'01ais meromorfas qualsquer

' - ((CED At d((w D
- pols §ul/wé ¢ uma fungécZﬁeromorfa:“"Demostfaremos”adiaﬂterQue
R d(@”)) p - 2..

Os dlv1sores de fungoes (exclulda a fungao nula) serao chamados

_ div1sores prlHClpalS. Formam evidentemente um subgrupo de 49 € PO~

1
'd
“»

: classes de diviscres. Se Di:é;ﬁzmpertencém a. megma ,ﬂl cee. isto e, -
se Dy =D, + (£) eifrevemds
D ND ° P - -
' 1 2 ; L e

Em particular . 7 :
C D~0 <> D = (f)

Dadas duas diferenclais neromorfas ‘”1"92 temos sempre

t
i




{ﬁo .. - w“ “.‘
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Vale

D4V D, === d4(D,} = a(D,)

i ~ - » ’
‘nao reciprocamente, e claro. : _ «

2. Definamos agora para um divisor D qualiquer
L(D) = -{ fungGes f meromorfas em S-l (£) > D} .

fﬁ imeaiato verificar que L(D) ¢ um espago vetorial sobre C. Po-
RN |

dim I(D) = r(D). o : o

Definimog ainda | . |
. .'SZ(Dj = { aiferenciais'meroﬁorfaé w] (@) > D} o

;mbém ;m espago vetoriai'complexo € poremos | | -

. aim Q(D) = 1(D) .

ﬁ'triyial qqe

D.]_} D, &= L(D;)=L(D;), SL(_D:L) C sz(pa).

Proposicac 44. Os_eSpagos L(D) e QD) 55 dependem da classe do

isor, isto é, rIiD I L(D ) . B | o |

D “’D =
. 1 72 N y.
De fato,se ja ‘ | ' 3

=D, + (n)

D1 =D,

onsideremos a aplicacao
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4 s . . - £ ey #
& evidentemente ua isomorfismo sobre pois a) e biunivoca:
e foh =0=>f= 0;

b) e cobre, pois” se ge LG}—?::Q/héaL(D ) e

ﬂnulog amentes, a aplina¢ao

_ - .. Ry S I Q('DZ)- —— -:.h-.QJE'SL(Dl)

~
’ o —

e um isomorfismo entré"os'ddié €3pagosi i’ ‘T

- Prnp051vao do.; Se -w: ; 0, D e :un-divisor qualqucr

(D) = r(D - (w))

A aplicagdo “ , T
Calclie i L me (D) ——>" —
: : T ‘ O e

& unm 1qomorflsmo de . SZCE) $0bFe L(D (&0).; De fatoy, se (w) » D, vals

R _ CIois - () h D >/'6

I ¢ S (?r)w—(w) (1) =D 4D m (9)5D ~ ()

T ~ » : 2 A ,, . .
logo (w/w) E}L(D-Gv))o Que a aplicagac e biunivoca sobre e imediato:

— . -
e = 0 === = 0

éw o P

) T f e LD-(w)) === f weR(D).

Toorema de Riemann-Roch. Se S e uma superficie de Riemann compag ;
. AN : ' . |

: : ’ s ‘ A o g
ta de genus p e se D e um divisor qualquer sobre 3, vale a raslacao

cr(=D) = a(D) + i(D) + 1 - p .

Demonstracao,

.a): Seja primeiro D um divisdr positivo
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szll L3 ] I‘);:}n nj?/o’ j 213 Ola,mi

Dizer;que fsaL(-D) ¢ dizer que a funggo f tem em Pk un polo de ordem
<y s k = l,...,m. A diferencial af ¢ pois uma diferencial exata (pe
riodos Ays By nulos), de 22 espéede, que em P, tem um polo de ordem

no maximo nk+l, isto e, af tem em Pk um desenvolvimento —
o +OO ]
arf = g ' cng,z(q) dz com c(k) Oy k = 1,..0,m. _
=1 0 o T "

.- —— ———— e —as

,Indiquemoéfcom ;ﬁj) a diferencial normaTizada que s6 tem um polo

hY

e Pk,'com a ‘barte 51ngular dz/zj, e seja

. | “\’k _ Z’ c'gk)wk(-iji

i .: L . LR . j.::-nk-l

Pk.comporta—se en 3E como Af e portanto N
, : . S i o
(10.1) S -‘P_-__ d_f,"z,wk
o e SR - k=1 n
¢ uma dlferen01al dp l— especie. | - N
. \\ !
Rec1procamente, dados o numébﬁé ) -
L) K= Do N
, J j = Zjo-e’nk+l ' : \"-..*

dada uma forma ¥ de 1% especie tal que a dlfereﬂcxal '

m Pt
i (k) LD
L L—\ C k

k=1  j=2

eja exata, isto é, w= d4f, entao £ ¢ L{-D). De fato, w tem em Pk um

0lo de ordem ¢ m +1, logo £ tem em P, um polo de ordem <n_(k =



homoﬁorfismo e pois o sub-espag¢o de L(-D), de dimensao 1, consgtitui |

£8.3
~ 255~

= lys0em) e nac tem outros polos.

. ‘lA. .‘
Consideremos a correspondencia

i

l,oon’m

oo — [ ] xzaen

Indi@uemos por V o espago vetorial formado por estas matrizes que

provém de- uma fungdo fe L(-D). A aplicagho de L(-D) sobre v defi-

nida acima & um homomorfismo: de fato, se

g € L(-D)*——rl]dgg)"

entao
£+ ___¢_|| (k) , d(k)"

Por ohtrq lado, se

.~

£ — | ol

K o ~ ’ - rd » . , L
‘entao f nao tem singularidades, isto ey f e constante. O nucleo do

do pelas fungoes constantes, e | o 3 E

r(—D) dim v, + 1.
(k)ﬂ

SeJa agora dada a matriz Hc e consideremos a difersncial

_ | ot +1
o ] _ 5‘ (k) (j)
(10.2) - o= Z “r’
- s , - k=1, =2
Se H (k)" € V, ekiste uma fungao £ que corresponde a l (k)“’ ©

o difere de df por uma forma de 12 espécie, que tem o0s mesmos periO

dos que g . Reclprocamente, se o tenm perlodos iguais aos de uma for

' ma de 12 espécie ¥, entdo o -~ @ & exata, o -9 = df com f e L(~D)



S /8¢
—%u

portarito u c.(_l;) “ € VD. Resumindo

o tem perfodos iguais aos de uma diferen

|- ‘k’ll ¢ v =

f - . . !
cial de 12 especie. .

(i)

" Por 5outro lado, como as diferenciais W) sao normalizadas, is-
C tem os A-periodos todos nulos, o também os tem; e uma dife=-
necial de 12 especie que tenha 0s mesmos perfodos que o sera idén
cament;e nala: P = 0., Mag entdo tambem os B-periodos de o saom

()

?s;-oraf, se B]E:i!?. indica o perfodo soObre by (L = 1,.0.4p) de Wy

mos .
R G0 (D)
N - 3
1 ' - > ) > i °"'J Bk,,l
e b - k=1 j=2 .
P 5 ,; v . Q . - e
das’conslderagdes precedentes segue |
Oy s B K ) (5) U |
e _ i) _ - _ _
“c"'J ]1 V.D g]- j;z' c‘-j 7 k N =0 ‘ (e 1300»913):.

. ‘ :
. Becifprocamente‘, se

IS

diferencial c dacla por (10.2) tem todos os per:’fodos nulos, logo & -
ata: o = af e £el{-D) -logo “ (k)” €.V, e temos

n+1

7l mi ST e e

a(D) 1ncogn:1.tas c(k) To-

)

: | m
Em (10 3) temos o) equagoes em Z I
k:
y como limltagao J.media.ta temos dim Vp »d(P) ~ p e




{85
-.&ys...

(10. 45 . r(-D) > 3(D)=p+1

que e ‘chamada @ egigua;dage de Rimann. (Com esta desigualdade pode=-
mos p.ex. provar a existéncia de funqoes'meromorfas nao constantes:
‘ge tomarmos p+1 pontog e D= Plu..Pp+l, r(~D) sera a dimensao do es-
‘pago das fungoes com polo de ordem £ 1 em PJ, J=1yecesptl ¢ de (10.4)
vem r(-D) 2 2y logo maior do que a dimensao 1 do espago das constan-
tes).g | | -

Consideremos agora a matriz do sistema (10.3):
A .

—

i \ (1)
Ne(2) (3 (nk-'-l) (2) (%) Ty,
Bl l 3131 00 Bl 1 B ’1 Ba l [ N ) Ba’l L 3 I ]
5(2) 5(3) (metl)  (2) - (3) (n+1)
B2 1?2 By,2 292 8252 o0 Ba,z  ees
5(2) o(3) <nk 1> (2) <3> (rye+1)

L

Se P é a caracterfstica desta matriz existem axatamente d(D) =~ p

3solugoes linearmente independentes de (10.3) e
(10.5) ~ »(~D) = d4(D) - p+1,

Tomemos uma bege canShiééf?l,...,%b das diferencisis de 12 ea=

bécie;éSeja

| (k) oK) |
Qi ( ﬂsl B e )q?”.

e —— ~ -y

o deéenvolvimanto de ¢y em Py. De (Q-B)ﬂvem

ik
C ) & ari ~4“§
| % 3=l
o & matriz - )
i .,}.,,f 5(3)
I=l ari) || sl




_ggg;

¢ tambén uma matriz de caracte: {stica 03 logo exis “em p-p vetore

(el,...ge ) linearmenue 1ndependentes tais que

| P ) |
| : . - 2 Y +l
{10.6)5 ST . Equ 0 J = 2500y n

. ; Q=1 2 ? : k = lgo..,m.

fas ex1ste uma correspondencia blunivoca entre os vetores (el,...,e )

.atisfazendo (10, 6) e as diferenolals de 1% especie

ais qﬁé B o | L i
| SCHRN _

fato, (10. 6) acarreta que ¥ tem em Fy unm zero de ordem > Ny (k =

lﬁ...,m), e reelprocamnnte, esta condigdo acarreta (10. 6)

Em outras palavras, 0 nimero de diferenClais 11ne¢rmente indepen
?ntes com diviwor > D &

nde,‘p'dr (1005), . , : ‘
o “p(-D) = a(n) + 1(D) - p + 1

que demonstra o] tﬂorema no-caso de D ser um dlvisor posi tlvo. .

Tiremos Ja uma consequancia deste prlmeirongagqmgg tébrema_de

>mann~Hoch.

Vimés que o afau“totai\do dlvisor assocladc a uma diferenclal

e o mesmo qualquer que seja w. Provaremos agora que

1.7) | d((w)) = 2p - 2,




{FE&

— e &

e e *855'*-
" ";_:Ei;é p = 0, isto €, no caso da esfera, e imediato. De fato a apli
§__cagao; '
S At 8—E
'recobrimento de uma i‘olha, tem um zero e um polo, ambos de 12 ordem,

logo d;\ nao tem zeros e tem un polo de 22 ordem-

d( (d-;\)) = ""2.

Suponhamos entao p>0, e seja tPl,. cay tpp uma base das diferenci-

_;ais de l— espec:J.e. Como estas dlferenciais nao tem polos,

) A (P> .o
”é 'pel'o ca’so demonstrado, |
?clo 8) U n(=(@) = 1((®)) + (@) + 1 - p.
. -Ora, se we ,Q.((‘P 1)y w/‘Pl ¢ uma fungao meromorfa sem polos, lo»—
o -
o w = cpy
.éo_m c “constante , isto & ‘ :
i(g(Pl)) =1

- Provaremos agora gue

) Para 1sto, mostraremos que

? S M @
E '00 . -A ' '—-2" .o -2
.(l,_?) -\ 6, 7 9 peer Gy
formaim uma base de L(-((P')) De fato, estas fungOes pertencem a
: L(- (‘-P )) e sdo linearmente independentes pols as ¢, formam uma base

das diferencials holomorfas. Por outro lado, se feL(=(?q )), faol



: . g5 O .
-’ i i 7‘- \‘

ferenclal holomorfa logo :
£ ?_§:‘°1‘91

5 . _ W3

1tdo esta provado que r(-(9;)) =pe de (10.8) .zgue

a((9))) = 2p - 2.

b)@ Casé de diviso£ qualquer. :

Seaa agora . D un dlvisor_aﬁéiﬁuef. 'ﬁéiéﬁmééfééguintég relagSeS' o
om g):uma glferen01al arbitraria: L | |
| T ~ 1) = 2(D - (w)) (pfoposiggo_45)
0.0 a(-p) =~ d(D) ;

- " a - (@) =a) - d((w)) |

Y
3
[ N

Is duas ultimas sendo imediatas. Entao

10. 11) :  '  Af o #(=D) = d(D) + i(D) + l - p <?===>
| o=y p(WD) + a(-p) = r(D - (@)) + + (D~ 0”))

~ N

0ls por (10 10) e (10 7) - j AN

S T T . N

I‘(d (w)) + d(D-(w)) i(D) + (D) +p- 1

AgOra, a Segunda relagao em (10, ll) e 31metrica em D e- G») -D
Lego . : | _—
.10, 11) ¢==¢> p( ()= Q)) d(@u)éD) + 1((w)=D) 1=0D.

| IStO e, se o teoxema vale para D vale para (&ﬂ —D e re01proca—'

nente,;e o -teorema fica demonstrado para D tal que

(W) =D~ Dy 2 0.
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palo caso al.
| '_Beéta'entio o caso em que
| = | , D4 D

= ' 1
1(10.12) .

A o vnf’o,m
(w) =D 4D,y
Provaremos que (10.12) acarreta em primeiro lugar

(10.13) (D) = r(-D)=0.

De fato

>0

'r(.‘-D) # 0 ===xsb D~Dy

épois %efexiste £ e L(-D), entao D, = (f)-*D.é positivo e equivélente
iambém se i(D} £ 0 de i(ﬁ)==r(D-(@))‘§egue analogamente
| (w)'-nmnz>'o | |

, eﬁ cdntrading com (10.12).

Portanto vale (10.13) & a correspondénte

(10.10) . 4(@)=D) = 5D~ () = 0.

‘Para demonstrar o teorema de'Riemann-Roch no caso (10.12) deve=

mos ﬁostrar que entao
| d(p) = p~-1.
~Primeiro 1o tremos que
_ r(-D) = 0 ==> a(D)<p.
De fato, se | | B
l "'nl wi}

itt m
= p & r 8
D b Pl -ooo Pr 'Ql cae Qs (mi$ nd> 0)




—z}g()—

‘ponhaniog R
. + m m . - n h
D" =Pt L P00 D™ =gt ... Qf >0
jonde D = D+‘; D”. Temos d(D) = d(D") - a(D™) e pela desilgualdade deé
Riemann ' ' - S ;"fjm | ,
(10.15) 2(-D")»d(D™) -~ p + 1 =a®) +a(m™) - p + 1.

‘Suponhamos d(D) > p. De (10.15) vem

N I'("'D-F)'.} d(D“) + l = nl + oiroo -+ 1’15 -+ 10

As fungges fe L(D -D7). devem ser fungoes holumqrfas em Q K¢ i =
1,,.:,5) quo desenvolv1mén;5;$ﬁQi deve ter todos 05 ng primeiros
termos nulos, - Por outro lado se geL{-D" )._J g & regular nos pontos -
Ql,...,Q que ngo pertencem a DT, EmrL(-D+) e%iétem péia desigualda
de acima, pelo menos a(p~ ) + 1 vetores llnearmenﬁe 1ndependenteo, e
podemos impor aT) coqd1goes, podemos impor que em @, 08 ng primejn
ros termos do desenvolv1m@nto se anulem' ootamos assin uma. fungao qhe
pertence a (D™ - D_) = I(-D) o que ¢ absurdo pois r(mD),—
‘ .Enﬁao a(D)< p. Gomo téﬁbém r(ﬁéﬁﬁ)5\= 0, isto-implica pelo meg

mo motivo . RN I N e N

1o Bip PR
e por (10.7), . | e )

2p = 2 = d(lD)‘_(P, BRI N
T )T T '
entao . o |
| N amyEper o L

0 que completa a demonstracio.
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. Ba Consequéncias do teorema de Riemann—Roch.j

1) 4(D)< 0 4= 1(D) = -d(D) + p = 1.

De fato, se d(D)< 0, r(-D) = 0 senao existiria fe L(-D), funcao

: cbm@mais zeros do que polos o que contradiz o teorema 25.

Para um divisor de grau negativo o teorema de Riemann-Roch de-

termiﬁa pois efetivamente a dimensdo do espago de diferencilais com

'divisor > D.

2) a(D) > 2p-2 <===>r(-D) = d(D) + 1 - p.

" De fato, 1(D) = r(D~(w)) = r(~((w) -DI). Mas a((w) ~ D) =
e g((w)) - 4(D) < 0 logo por 1), r{D=~(w))} = i(D) = 0.

% %) Uma diferen¢ial holomorfa ¢ tem 2p~2 zeros.

.

. se anulem enm P. - e

- De fato, nb_caso da esfera nao existem diferenciais de 12 espé-’
cie; |
i'=€i,...5b. rTbﬁéndb D = ?," ﬁl(ﬁS‘seré todo o'espago das diferen-
clals ho}omorfas,\;ogd i(D) = pe r{-D) = 2 e como r(0) = 1 existiri

fﬁng&o com polo simples apenas. em P o qué & absurdo. Com efeito, ta}

- ’ o . . ~ ’ '
Tambem aqui o teorema da a dimensao de um espago, 0 espago das

’ - o~ L L] a2 ’
fungoes cujo divisor e » -D,

E imediatoﬁpois a((e)) = ZpA- 2e Y nao tem polos.

4) Nao existe P tal que tdodas as diferenciais de 12 espdcie.

Se pt>0,‘suponhamos @l(P) = 0 para as diferenciais de uma base

~ ~ » : ;
fungao teria tambem um so zero, e ainda, tomaria cada valor uma VeZ.
: - ’ I

p >0,

- ~ - A ‘
'~ S seria entao recobrimento da esfera com uma folha, o que contradilz !
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' r(~D) < (D) se p>0 ) ) ;*
5) "D>0 —= L e
. r(-D) = a(bD) + 1 se p = O,
De ﬁatp, se p>0, como nao existe ponto em que se anulem todas

diferénciais de 12 espécie, D>0 implica 1(D)< p logo r(-D)<d(D) +

. Se p = 0 entdo 1(D) = 0 logo r(-D) = a(D) + 1.

-, , .
4, _Calculo do genus de uma superficie de Riemann compacta.

: » | ,
Teorema 27. Seja Spuma stiperficie de Riemann compacta de genus

e seja a aplicagao

.

: 85 —E
7 Sp

: ﬁ 7 R :
' recobrimento ramificado com n folhas. Sejan Pl,...,PS os pontos

: i ~r . . r.y l - »

ranificacao, ry © numero de folhas en Pi (isto e, Pi tem ordem de
nificagao riwl); entao

(r,~1) = 2n+p=-1).

g
KN

Mo

0.16)

e
!

1

Dembnstracao. ‘Classifiquemos os Pi em dois tipos:.
. ' .
a) - pontos indicados poxr P;, de ordem rg - 1, tais que z(Pfiipm3

de existe um p.u. b2l que: tri =z = thS)s

b) | pontos indicados-por'Pﬂy"déwordem"rﬁwlfutais;que z{PH) SR
’ ol .
m p.u. t tal que t § = 1/z.

EmfPé,dz tem um zero de ordem fj~l, em Pﬁ Tem um polo de ordem

'+ 1. 0 grau do divisor.(dzj & 2p-2 logo

-_0.17)= ST (plel) - 2. (r£+l)=2p-2.,
- i k,
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Fs o recobrimento tem n folhas portanto
‘ 2! =n
m

‘de (10.17) ven

O (r

j 3-1)+Z(r£-l)=2n+2p-—2
k. _

N e S CLRTEY

i » ’ N ’
mo gueriamos demonstrar.

'O‘féorema 27 pode tambem ser demonstrado de nodo puramente topo-

ﬁgico.f oo o ' ]

BN

5.? Pontos de Weierstrass.

Daad P € S, fagamoém

o | D = peP-l |
or é)'?em o
o (D)= p

th.é,;em L(AD)-egistegp_guﬁ§5és linearmente indeperdentes. Como
(b).C:L(-D),.podemos tomar uma constante e mais p—l.fungges_com polﬁ

?m.P‘(eesé em P) formando uma base de L(-D).

Poaemos tomar e wssas,fun§§es -eon -or dons de.pclcs
ato, seJam fl,...,fp essas fungoes, suponhanos que fl tenha ordem
e polo maxima Pl’ entao se fZ p.ex. tem polo de ordem igual, existe

ma constante ¢, tal que fa c2£1 fz tenha polo de ordem menor. Ag

2
.im podemos sempre que ‘houver duas xungoes com polo de mesma ordemv

reduzir a ordem de uma delas, e esse procésso permite pois determinar

b fung%es fl,oca,fp tais que, se My ¢ a ordem do polo de £, oen P se
| ) :



’ “m““
tenha

Zp“l 2‘ H1> }'l2> 00l> }lp:\{)

-. F "ne \w/ .‘ "

| fl,agefp formando uma base de L(-D}. Tdaa fungao fe L(-D), 1sto &,
toda ifungio com polo em P, de ordem <« 2p-1, e regular no resto,d

| uomblnagao linear dcstas fungoes, logo tem polo de uma destas ordens

Py uxistem entao, entre 0 e 2p-1, outros P numewos, Praeoes Pp

0 < pl<<p < sae X pp < 2pw1

que 1ao sao ordem de polo em P bara nenhuma iungao com_polo so em P,

Em geral, pl,..., Pp S0 - 0s numeros l, 23 eeey Do Os ponfos:em que

‘ . F g
;isto nao acontece chaman~-se antos de ﬁe1or*?rdes. Isto e,

D@fiﬂ¢@d0 68, Ghama-se ponto de Melezstrars ae uma superfféie
_de Rlemunn de genus p a um _ponto P tal que exista uma fungio com po=

flo en - P de ordem menor on 1gua1 a py e sem outros polos,

Numa superficie de qe”ao 1 nao existenm pont05 de Meierutrasb,

‘Se P22, xistem Semyre pontos de WC erur ass e sac em numcvo fjnitOJ

Mals precisamente (cf Behnle u. Somm&r "theorle der Analytls chen
Punktlonen 1ner Komplexen Vérandprllchen"'\pga 549 e seg.) se n in-

ajed 0! numero de pontos de We*erstrass, vale

(10. i8) : S 2p+2 ¢n € (p=1) p{p+1) N
2 m¢1s: ' ' : . ) e - )
(10,123 | B =2p +t2 &= 3§ ¢ niperelftica.

B ngumas observagoes de interssse podenm gor feltas aquis

2)  Numa superficie hipsrelftica os pontos de ‘ramificacao sao

S pontos de Weierstrass.

|



'Tfunqao com polo de ordem £ D nun ponto de WGierstrass, sem outrosg W

\"polos.

15 o
"&5” . Ly »'._

- Uma superflcie hipurel{tlca s um racobrimento de duas folhas
da esfera, por (10 16) o genus € p se exlstem 2p+2 pontor de ramifg
cagao.- Ela pode ser realizada tomando dois exemplares do plano COQ
plexo, sobre cada um tomamos o8 pontos zl,...,zap+2, fazemos talhos
unindo_zl a 259 23 a.z etc. e unimos 08 planos por esses talhos de

S 4
modo que se cruzem.

Os pontos de rdmificagao endo duplos, num ponto z, (1—1,...,

i 2p+2) temos um parametro uniformizador dado por t% = z = zyy 1080 &

fungao tem un polo duplo enm . zi . Como a.sp se a superffcie .

ZZi

_'e hiperelitica, o ponto zi e de Weierstrass (i = l,...,Zp).

com potencias de obtemcs fungoas com polo de ordem par

Z“Zj

"qualquer. As-lacun&s Py 580 03 numerog'l,B,...,prl. '

b) T8da superffcie de Riemann de genus P >1 pode ser dada cOn

“~ i 1
ne reccbrimanto .da esfera com no maximo P rolhas. ‘Basta tomar uma

|

c) Tommge um exemplo de superflecie nio hiperelftica de genus

1:}5 tomande um racobrimentr da esfara com tres folhas g p+2 pontos

- de ramificagao zl""’zp+a de ordem 2. Por (10,16) a superffcie tem

de fato gonus pr ~Nos pontos-de—; amifiaaqéeazj-+em09'um nou % dadc
3 __l“, . |

por Z = zi Ll \lcgo poyap tem polo de ordem 34 D ® zy © ponto de

Weierstrass. As lacunas nao 920 1935000y 1ogo a superffcie nac

hiperalftica; existem outrog pontos de Weieratrass.

6. Ieorems do_Abel -
' |
n

. 0 problema que consideramos agora 8 o de saber quando, dado sO



Ebré S un divisor . L B
- 5

DEmtw, r pl "1 oo Pe® Layy ny>0)

exxste una fungao cujo divibor é exatamente Dy~ em

dado sObre 8 pontos Nigoov,N : Pl,...,P Sabor e ze exlste uma fug.

¢80 com zeros nos pontos N, (1= l,,..r), polecs

cutras palavras,

28 vontos PJ (3=
1,...,3), sendo as ordens dos zeros @ polos também prefixadao, e
sem outros zeros, ou polos,. |

N

Sabamos que uma condlgao necessaria & qqe

== - - "'r- "‘-""“‘ et U =

N N

- r—
S 5: m an = -
55-;:;_3_- it LI PRIGT O p ’ .

- d L)
3 1 ;:v:_,

Sobre a esfera ela e tambem suficiente» maa nae ruma 3“"c::fgme de

genus p'>0 Vala entao o teorema de Abel, qup nos conuentamos\em e

nunclar sem demonstrag,ao° ' ';sj ;;;;{ﬂ B - : .
S Teorema de Abel Dados sobre ama, superficie

S de genuv-p og pontou Nl,...,N g 4lg.¢,,P 2 oo nuneros ﬂo ¢t1vos :_-!

Ja E“Puﬂﬂn eompacta

lgo.e,mr, nlg;..,n ¥ 2 conclgao necesaarih e su“i:“a* ;e par qug ew.

.,. = |
xlsta uma funqao f com ze¢o em Ni de ordem i (1 L,...,%)a polo em |
:j de ordem nj (j ;ul,,,,ss) e que iifJ}' .
= 'l)' AEL §f11 <.

a) Existam caminhos 9’,,.., 9’ convenientes (onde n = ;Z m; =

='§? J) com orfgem num ponto ng extremiaade num Pj, de modo que

ualquer que seja a dife%encial holomorfa ‘? sob“e S se@ tenha ?




~

7o Classificacao A5+ toros.

[

Dy

N ' a ) \ ’
Sa V um tCro, & umnos de wa fator constante existe uma sd ci

: 1
ferencial nolomorfa s3bre V.. Seja entao P essa diferenclal 4 ¢ B
of5 perfcdos de P, 0= valores de uma. primi%iva de ¥ nunm ponto dado
corfasyon&enﬂo & integraggq de ¥ sébre caminhos diversos com extre-
midéde‘nesse ronto diferem entre si por.expressg—a da forma ma +nB,

ms @ € Z.' Como A/B nao pode ser real péla 12 relaggo de Riemémn; QQ

. . . . LY .
ses valores formam no plano complexo uma rede em gue a malha e um pg
: .

ralelograno,

- Dois pontos diferentes, P e {,

~

*,

do tofo‘vl n3o podem corresponder a
um ﬁesmo ponto da rede: dg fato, en
tallhaso, & dntegral de @ ao longo

de uh carto camiﬁho entroe ? 2 Q se~

tla nula, e pelo teorsmz de Abel e

/

bya Vl ¢our wn polo simples ea P eum zero simples em &, sem cutros ze{

‘xlatiria uma fungao £ dofinida  so-

ros ou poles; essa fungao £ considerada como aplicagac

£2 V., —>E

St - ";]_- i R B o
| ' A . . ¢

seria um recobrimento de uaa folha, isto e, un honecmerfismo analiti-
; 3 ’ _

~

| ' . |
co Ao toro (de genus 1) sobrs a esfera (de genus 0) o que € absurdo.

A pontos dlstintos Q¢ toro correspondem pertanto pontos dlstlinte

do planc por essa aplicacdo. Identificando no piano pontos'éli Z5
. ;

v

talsi que
' i G % By v ma + nB msn & 4
Fom -
|
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uobtemos uma superficle de Riemann compacta Vl, com uma apljcagao

g Vl-u—wevvl

ap
i

em que a imagem de Vl devendo ser aberta e fechada em Vl colncide ce

Vi. Vl e Vl sao pois conformemente equivalentes e Vl pode ser repre

sentado por Vl

| Dois tOros-Vl eV, S&0 conformemente equivalentes se e somente
se o0s seus representanbes V_L e VZ ¢ forem. Ora a condigao para istJ

e que Vl e VZ sejam seme lhantes, isto. e, que. g2 A; R sz o3 pcrfaé}
dos dé Vi, A', B! os de VZ’ se tenha o T
. A'= ap+ BB
B = i s
> que équivale,{poﬁdo A/B = ¥ At/Bt = gt a
LN o ’oi : R
el = ——e—— com B = & 1, -
PRER , 1o & S
de faté, se fi e Vé SEO s 9lhantesﬁ 580 evidentemente conformemenmg

se equivalentes, Inversamenbu,_suponhamos‘que ex1sta un homeomorfig
10 analfitico o . , o

| | - . S N

\
I

ConSLderemos dois exemplares do plano complexo, T € 7', tomemos
m o oa rede correspondente a Ay Be ean ! a rede correspondente a AT,
5'. Tomeﬂos uma malha’' qualquer em 7 ¢ fagamosg ccrresbéndef uma ma-
ha qualquer em w': o homeomorfismo Y nos da wna, correspondencﬁa eyl
re os pontos de uma e os de outra. Tomando agora um ponto gz qualque

. R 4 ) »
e v, existe um z0 na malha fixada e um sO se tomarmos a malha so con
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L7 7

. . ‘
iols segmentos consecutivos do contornos tal que

z=.zo+mA+nB mynez.

A 2 corresponde ZS no plano n! pela correspondencia acima, e entao
fazemos corresponder a z o ponto z!' e ! dado por

z' =zl + miA'+ nBl.

Obtemos uma aplicagao ¢ Qe 7 em 7' que tem inverso pols ¥ o tem e

que e evidentemente uma homeornorfismo analltlco que leva uma réde na

outra, logo tem a forma

s z! =gz + Db
e "'fl e VZ S80 semeliuantes.

Podemos entao dizer que a cada ¥ co:nplexo tal qw ‘J'l'ié 0 cor -
responde um toro V com A/B =% se
N . oL'c'+(3
. ' "ct =
. YT+ S

, 8 - PP = I1

v’ toro correspondente a ot ¢ conformemente equivalente aVe recipro

ca.mente. - ) e
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carfruro xxr 00 -

CORPO DAS PUNQOLb NEPOIORFAS SOBRE UMA

SUPERT fCIE DR RITMANN COMPAGTA

fl, No capitulo Vv dcmonstramos gue se S & uma superficie de

Riamann compacta, z uma funrao meromorfa nao constante em S e

oo ,,"v B __521‘ _SMF S

‘.._‘,/

un recobrimento ramificado com n folnas, se W ¢ uma. outra fungao me=
‘ romorfa qualquer, entao existe um pollnonio irredutivel Q(w,z), un¢-

eo a menos de um fator constante e "tal que
L

N Q(w(P), z(P)) 0V Pes

| (teofema 9). No corpo da demonstragao vimos ainda que o grau de Q h

em w e no maximo igual 2 n. -

. : ‘ \

?odemos precisa“ ainda mails ebte resultado, observando que se i
‘existir Zg € E tal que sp Pl,...,P 'sao os pontos que se prOJetam em J
| |

Zg a fhngao w toma valores d¢ferentes nesses pontos, entao o grau do |

:pollnomio irredutlve} Qe exatamente_no 5 imediato pois_entao .. |

tem n: raizes distintas em w. Provaremos agora

Teorema 28. Dado Z,€ S tal que exister n pontos distintos
Pl”'?’Pn que se projetam em 4o POr z; entao existe wuma fungao w

que assume valores distintos em Pl,.oo,Pn.

Qﬁ@gﬂéiﬁﬂgig' Para cada P, (L =1,...yn) existe uma diferencialé
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Ui quo tem polo.em P, 19 150 tgm outros polos,.e em P se comporta co-

mo dz/(z -z ) Entao e e L

Yw_='_(z-zo’)‘2_ z 'ciﬂ

toma o valor c, em Pi’ ¢ basta tomar os e todos distintos.

0 par de fungoes z,w se diz entao par separante.

~

- 2. Corpo'das funcoes meromorfas. - s

Se indicarmos por K o corpd“de todas as fungoes meromorfas sobre
uma superfic1o de Riemann CO“Cacta Sy por Z u.prqgegao zZ: S>>0,

recobrimento remificado com n £olhas, temog evidentemente

0 e s e x

\ oL ) ] .

: i L.
e o teorema 9 ja nos mo=+r3va que esta extensao e finita, isto e, que

! FJ .

K e un corpo de fungoes akgebrlcas numa variavel e gue o grau da ex—~
~ L4 rd

tensao e no maximo ifgual a n, pois todo elemento de K satisfaz a uma

em C(z) de grau < n. Provamos agora que e~

w

eqquao con coefiecie nte
N ) A .
xiste en X um elenento w tal gue o par zsw seja separante, € este e~

lemento v satisfaz a uma sguucao de grau exatamente n. Temos entao

: . ' -~ S »
Teo:ema 29. Q corpe K das fungoes meromorfas sobre S e uma ex-

tensao algébrica de grau n do c(s ), se zZ,W & um par separante, w ge-

[ " -

ra K sobre c(z).

lxsto é; -\ | .
| | K = C(z) (w),  [Kk:c(2)]

LA : . . »’ A ~ A, »
Toda ‘Ye K, isto e, toda fungao meromorfa sobre S possui uma repre-

sentac¢ao da forma
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{P ‘: Rl(Z)Wnbl + RE(Z)WH-Z"" ecas °F RII(Z)

sendo Rl""’ R fungoes raclonals de z.

; 3; Vimos que as superficics de Riemann definidas por meio de
ma equagao algebrica sao sempre compactas. Provaremos agors gue

'ecivrocamﬁntm toda quperflc*e compacta & conformemente eguivalente

sunerflcle deflnlda Dor uma certa equavao. Para isto, demonstre—

08 ainda uima propriedade dos pares separantes.

Segam P! e P" pontos distintos de S ques pela projecao z: S—»E

ao num mesmo onto z Seja r! -1 a orden de ramificagao de P!
1°* J

-1 a_de P'. Entao, se w & uma fuﬁ&uo meromcrfe em S podemos re-

respnta 1a nas vizinhangas de P' por

) £
' L . = | Vrr o
nas v121nhangas de .P" poyp
:. ; N . 'L/l,u _ ‘

—— — -

Pfobosicgo 36, Se z,w 8 um par s&par¢nJo, as Jungoes de z defi-

das ac_ma sao distintau.

Dempnstragao.

Lemé; Se'ﬁum ponto zq s6 progetam n pontos distintos Ql,...,Q
T ze se Z W ¢ um paﬂ_SLparante, entao 0s elementos de fungao def i

dos por W emn Ql,...,Q s80 distintos.

De fato, existe z, tal'que nos n pontos distintos P-L:-aasprl gue

iProjetam e z,y w tem n valores distintos (logo dztermina n germnes

+
Y




3¢ fungao distintos). Unamos z; a z_ por um caminho onde nio se pr
tem oS pontoc de ramificagao, e levantemos a caminhos indo dos Qi

‘pi. Se por exemplo em Ql e QZ tivessemos 0 mesmo germe de fungao,
prolongamentos a Pl e a P2 nac poderiam ser distintos; senao o prol

gamento de Z, a Z nao serisa unico.

ESse lema € a demonstragéo da proposigﬁo nos pontos sSbre 0s qu
e, prOJetam n pontos distintos. '

Resta "pois considerar o ¢aso em que tenhamos nos pontos Pt ¢ Pt

ramificagao projetando=se sobre Zqo

Aqui o problema apresenta uma dificuldade tecnica gue ¢ a de ce

derar as fungoes singulares (multivalentes) ¥1(z) e ¢é(z).

A

Se_r' = rh, e_mais simples pois podémos tomar o meémo parﬁmetrq
a) e ém b). ~ Se entao q& = ?% poderfamos sempre achar nuoma viz¢nhai
arbitrariamente pequena de Zq um ponto z sobre o qual se projetassé
n pontos distlntos, dos quals r! estariam numa v131nhangd de P! ond
vale a), outros tantos numa v1vinhanga de P" onde vale b) e haveri;
forqosamente um ponto vizinho a Pu g um outro vizinho a P", ambos p
Jetando—se em 7 e com ‘mesmo gnrme de fungao definido por w, o que ¢

|
tradiz 0 lema. 5

5 Se Tt # rv & preciso examinar ‘melhor -a definigao de elemento

fungao num ponto s1ngularo Verifica-se alnda que de gualqguer formq
|

‘Gue sefdefina, a\propOSigao e verdadeira.

(Springer da umardefiniggo diferente de superffcie de Riemann e
que deiine o elemento de fungao singular, e faz a analise do elemen

com aséidentificagaes necessarias: ver pag. 69 a 71).
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Dadq uma superflcie compwcta S, podemos determinar um par S5apa-

rante z,w ao cual corresponds um polinomio irredutivel Q(w,z) tal que

1
1

| | Q(w(P), z(P)) =0 .V P e 8.
or ouéro lddo, pelo teorema 10 do cap. V a equagao
E‘ N l. : VQ(W,Z) ‘F 0
lefine;umé_superffcie de Riemann compacta Sy

i - :' S".—‘-(Z,W) '_?"' Q(W,Z) _"“Sl.

~

Tzoréma 30. - S ¢ con¢orncmente equivalente a S

Demonstracao. A P S assoc1amos o seguinte pa; a projegao

v

, = 4(P) e"o germe de fungao analitlca definido por w nesse ponto:

i
|
-

sta € uma apllcagao de S em S1 que e blun1v0ﬁa. Be fdtO, se

1
P, sao diferentes. e z(P )— z(Po), os germes A2 funcao sao dis-

( l) % z(P } os primeiros elementc: dos par:s corresponisntes a P

intos pela proPOSian ;6.

‘ -

: I‘- ~
Alnda mals, unm paramﬁt 0 unaformlz adoxr [}»Z(P)J*/ g2 transfor-
& num parametro uniformizador em Sl‘ Temos pois uma aplicacao biu-

ra I A r3 A . . ~ » N

Jivoca conforme de 8§ em S, que e sobre pois a imagem de S e aberta e
.ompacta logo coincidi‘com Si.

l l’ ) - -. N .
As: superficies de Riemann compactas definidas abgtratamente podem

ols sempre ser de;lnldas por melo de uma e GuUACao algebrlﬂao
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4, Sunerffciesbi-racionalmente eauiyalentes°

Definicio 69. Seja S uma superficie de Riemann compacta,

-

-('11.1) | o Maz.w) =0

a equacao irredutivel de S. Seja Sl uma outra superficie de Rig~
mann compacta,
(11.?) ' - GlzwW) =0

sua equagao irredutivel. Se existir uma transformagao racional

(1103) . ‘ 2 = g(ZgW), ‘:T' = \:}'(Z,W)
cuja inversa
(11.4) oz = a(Ew), w = w(z,w) ‘

seja também racional (transformagao biuracional) e tal que -

Flzyw) = G(z(z,w), w(z,w))

' diremos que S e Sl sao bimragiogalgenge egu;valen as.

Os corpos de fungoes meromorfas dag duaa superficies £80 e-

videntemente isomorfos- - —
Clzyw) &2 C(Z,w),

© Ieorema 31, Duas superflcies de Riemann sao conformemente e

quivalentes quando e somenta u°ndo sao bimracionalmente equiva~-

lentes. = -\
Demonstracao. Suponhamos $ e Sl conformemente equivalentes,
seja ”
' P s 8 = 5

um;homeomorfismo analitico entre S o Sy Sejla z,w um par separante
!




_396;
z¥ = ¢ o 29
w¥ = ¢o Wy S | S

par z*, w* sera também um par separantey por ser ¢> un homeomorfls
- )
'y logo a transformacao ‘

* = R (ZjW) R (Z,W)

K

bi~racional, pois z*¥, w¥ geram tambem 0 corpo de fungoes meromorPau
‘c .

Se MaS_’ se ]
a equagao de Sy7 & equacao '

"ﬁ‘(z,w) F (R 1(z5w), R 2zsw)) =0

£

-\

2 equagao de S, logo S e Sl S0 biuraﬁlonalmexte equivalentes

A reclproca demonstra-se sem dificuldaée.

\ !JJ :
g



| GAPITULO  XII.
1 Tﬁe;ia da unifermizacso,

1. Iatroducdo. Epuncigdo do teorama_g gginciggig_cgngagugnﬂ
gias,

0 primeiro ob;etivo déate eapitulo é demenstray ¢ teorema da
unifernizacac: .

Teorems 1. 1T8da supsrficis gg Rismann simplesmopts conexa §
sonfermemente equivalents ou & eafers de Biemann 8, ou ag plano gom-
Plexo, ou ao igtegio do gircul unitirie.

: ' Este teorema reaalve o prablema da uniformisagas das fungoua
algébricas: "Dads ume equagao nlgébrica P(x.y) = 0, detprminar uma
rapresentagso paramétrica, por meio de fungoes x » x(2) a y = y(s)
definidas ¢ meromerfas em uns regisc @, do plano complexo, tais que

?(xo.yb) = 0, g8, o sdmerte se axistir z, G onde ae tenhsa x;wx(zo)'

& ¥, = y(zo)“. Mostremos ¢omo se resolve dste problema, admitinds o
teorema citado acima.

Seja F a supérficle de Riemann de¢ P(x,y) = 0, & F o sen
recobrimento universal.. Em F astao definidas duas fungoes weromor-
fas x(p} o ¥(p), tais que se P(xo,y } = 0, éxiste b, Fy paxa e
qual x, = x(p )s Vo = ¥(p, ). Mas entao existen em F es fungoes
x(p) e F(P) tais gue se P = ©(P) designa o yecobrimento, temos
x(p) = x(p) e ¥{P) = y(p). Se o teorema ¢ verdadeiro, sendo T &
homeomorfismo analitico 6 =3 F, pondo X wx0%Z @ Y = Yo, obe
temos duas fungoes meromorfas X(2) e Y(3) tais que gquando ¥ 'dog
creve ¢, o ponto (%(2),¥(2)) percorre tddas as solugoes da eQuagho
P(X,Y) = 0.

Do teorema da uniformizagec também se pode dedugir o tooroe=
ma de Riemann sétre 2 representagso conforme (Riemann mapping theorem)
das regioes s:mpleumente congxast “T8da regian R do plano, simpleaw
mente conexa, gue nao ¢ o plano todo, é analiticamente aquivalente a0
interior do circule unitdrio”, *

De fato, R ‘nio pode ser equivalente & esfora, pois R na»
é compacta., Logo, Se provarmos que R nso pode ser egquivalents ao
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plano complexo, o teoreme  de Riemann fica demonmstrado. Come R nao
) plano todo, existenm pelo menps dois pontos do contérno, a e B,

e entdo,a fungao
\ faeu®
- TR
. 2-b ?

escolhlda uma determinagss inicial, pode aer'prolongnda a tida a ra-
gxao Ry o pelo teorema de monocdromia transforma esta, biunivpcamente,
en outra regiao RJ. Se ®™ & ponto interne de Rl. ¢ claro que =&

é ponto externo, ¢ entao a fungao t = /{w+®)} transforms Ry em u--

mg vregiao limitada Rz do plano t., Se R fosse squivalente ao pla
n# cemplexo, existiria uma funqao analitica nesas plano, com vaIOxes
om Rz' 8 qual seris ume fungao inteira nao copstante e limitads, o
que é absurdo. Conclue-se que R € equivalente ao circulo.

2. Representagao de una uggrfieie gde Riemann gimplasmente

conexa na esfera,

Para demonstrar o teorema da unlformlzagao, vamos construir
sdhre = superficie de Riemann simplesmente conexa . Fy ums funqao helo
morfa L = U + iV, que realiza uma representagac conforme biunivocs
entre ¥ e uma regizo da BSfera, que pode ser eu g esfara inteirs,
ok a esfere menos um pontq, ou a esfers menos um arco de ciiaulo. Com
uma ulterior transformagau, obtaremoa a representagao a que s refere
© teorema, '

Tomemos um ponte O €F; sejre % o pardmetro uniformizader
e 0. Pelo principio de Dirichlet, existe. em F unms fungao berméni
ca U, que se comporta como Ra(l/z) numg viginhanga de 0, & Tegy~
lar em F - {0} o goza das seguintes propriedades: :

1) Qualguer que seja o "eireulo X, de centro. o0 (imégem

do circulo {zf ¢ k), a & integral de Dirichlet estendids a F~K & fi-
nita.

l 2) Se W & uma fungho continuemente diferencidvel sdbre
P, nula em uma vizinhanga de 0 ' e com integral de Dirichlet finita,
antao p{U,¥) = 0.




Da existéncia dessa fungac, Segue-se que, sendo =z = X + iy
¢ pardmetro uniformizador num ponto qualquer p A 0 de . P, a2 &ife~
rencial

AU 3y
&Jp = (-.-a-; --i -s-;;)dz

»

é exate e tem resfduo 0 no ponte O3 logo, a sua integral T & u~
me fungao uniforme em ¥ - 40}, ¢ temem © un pole simples com resi
due l. Numa vizinhangs de O, temos, pois, T = 11/% +t? ' aenﬁoip
holomorfa. Note-sg que pondo T = U + iV, a fungao V estd determi
neda a menos de uma copstante aditiva,

- Vamos estudar as linhag" de campo de U, isto é, oa subcone
Juntos d¢ P definides por V =V o Que denetaremos F(V Y. fTal c@g

l'junto nao & vazio, qualquer que seja o nimero real V ot pois aendo
1/?: pardmetro uniformizedor em O, existe um homeouorfismo exitre ue
me vizinhanga X de 0 e unm disco \lft1 La (0<cac< l/V )3 nessa
vizinhanga, F(V ) se roduz a uma curva

Ly
i 0
¥ ¥t y= s
. U= + Vo 7" + Vo
1 ~8, a8
T € ( ¢ TS
u v 2
\)lwazvz \fl—a v,

Lema 13 F(V_ ) separa F em duas regioes, Ry e R,
ende V) V e V<V »? Tespectibamente.

Demansthgao- De fato, sendo V continua, os conauntos Rl'

e Rz 880 aberuos, e na sua frontelra 36 podemos ter V = V . TFnita
demonstrar que sZ0 conexos. Tsto é verdade certamente para es conjun
tos E f\K € Rzr\K, que sao as regloes em gue a curva 5‘ separa ¢
disco i. Se um dos conjuntos, seja Rl, tem duas componentes abere
tes disjuntas A e A', uma delas, A por exemplo, nao intercepta K,
Mas neste caso, podemos, como vamos ver, oenstruir ume fungao W, con
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tinuamente diferenciével em F e nula ex X, com B(W) € o °.
o{v,M) > o, o que contradiz a propriedads 2} da fungao U. Paras sim-
plificar, pedemos supér V, = Os Tomenes duas fungdes ‘reais defini-
das no campe real: P(x) e Y(x), continuas e continuamente dife-
rencidveis, tais que se tenhs ¢ (o) - ‘{"'(O) =0, Y . Y ,‘{)‘ U §4
mitadas em valer abseluto por um nimero ¥ > O e tais ainda que pe-
ra x £0 8e tenha \Pi(x) e  Y(2) > 0 (per exemplo, pedemos 49
mar LP(::) =earetgx e Yi(x) axz/(h-xz)). Seja ainda X (p) a
fungao caractoristica de A (igual a8 L em A, a 0 fors de 4). Po
nhomes |

W(p) = P(u(2)). § (¥(p)) X(p)-

Bsta fungdo & continusmente diferencidvel em F ¢ nuls en
K. TUsando as condigoes de Cauchy-Riemamn para U e V, obtem-se pa
Ta PEA o sendo g = x 4+ iy um parametro unifermizador em Py

+ [‘P(U)‘{?'(Vﬂa [(%)2 * (-%—g)"‘] (1)

IW IV IW I dU.2 ,3U.a
3% 3%t 5y 37 (P'(U)"{“(V)[('g‘;) .+ ("5‘3‘;) (11).
De (I), segue-se D({W) £ 2N4.DA'(Tf) < o0 e de (II), segus~
S€ que ao menos em uma vizinhanga U” de P temes D (W) > 0, e
sendo D(U,¥) > D(W('U,W) , segue-se D(U,W) D 0, como gueriamos demons
trar.

Lema 2. T é parfimetro uniformizador em cada ponto p f 0
de F. (Note-se que em 0, um parlmetro uniformizador d /).

Basta demonstrer que em F - )‘O} temos sempre d7'(p) £ 0,
© que quer dizer que, lecalmente, T ¢ um homeomorfismo analitico en
tre uma vizinhanga de p e wm disco do plano. Com efeito, se em wum
yonto p, fosse d‘clao. entEo, sendo G o paré‘.met;-o uniformizador
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em 'p_, pondo T, - 2:(90), teriamos
xr 41 |
i -T, * 2. ¢+ am_lCS’ + e G’r(ar + arﬂ(\"i- ses)

com T >1 e 8, ﬁ'o, Podemos supdr r = 2, o gue nao prejudicd a
generalidade dem demonstraggo. Uma vizinhanga de p o? homeomorfa a
[q] < &, seria entao separada pela curve V = v en quatro regloes,
com ponto de fronteira comum Py

e onde teriamos, alternadamente,

VoV, e VL V,. Sejan Py»

9s Pps 4y pontos dessas guatro

regices consecutivas. Liguemow

los a P, © eon@ideremos 08 ar-.

cos X]‘ = PP, Pa 32 " P49y

Excluido P, em todo o arco 2{1,

temos V ) Vo, e em todo o arco 2{2, temos VL ¥V . Ora, pelo que vi
mos acima, podemcs ligar Py 2 b, sen sair da reglao onde V ¢ V s
assip eomo 9 & 4 na regiao onde V V» Completando eBsas cur-
¥as pom OS 4rcos 6&_ e 'Ké, teriamos duas gurvas fechadas em P,

. truzando-se num inico ponto Por © que e impossivel, pois ¥ & simples
.mente conexa.

Déste lema se deduz gue rara cada ponto P E;F(VD), exinte
ume vizinhanga X, imigem de um disco |z -~ ¢ ()}l < a, na qual F{v o)

& homeomorfa ao intervalo Eherto iU U(pﬂ £ a. Isto se exprime div
zendO'que F(V,) & uma curva local.

Deflniga : Chamaremcs de curva aberta em ? & imégem homeow
morfa do intervalo aberto (0,1} em 7P. :

Se considerarmes F(V ) como sub-espage de F, pels obser~
gao feita acima, vemos que &ste conJunto € localmente conexc; & também
um conjunto fechado em ¥. Nosso objetive € mostrer que éste conjunto

é conexo, donde deduwiremos que é ou uma curva fechade, ou uma curva
aberta, 1
Lema 33 Qualquer curva aberta anslitica que sejz2 um eonjun~
to fechado em ¥, separa 7.
. Demonstraqao - Seja I uma tal curva. Vamos Provar que se
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L nao separa F, po_demt}s obter um recebrimento de F por uma super-
ficie do duas folhas (andlwga & que foi construida para a fungso w w
= V_? }s © gue esté enm contradigé’o oom a propriedade d¢ P ser sim~
plesmente conexa. To.memos'dois exemplares de F, Fl e Fz, corta-

dos ao longo de L, ¢ chamemos F & sua reuniao, cujos ‘pontos indioa
remos com o {ndice correspondente 20 exemplar a que pertence. Vamos
definir uma base de vizinhangas em ceda ponto de F. Seja pC€F e
'{f(p) uma viginhanca d¢e p em ¥. ©Paras p¢ L, podemos suplr
U{p)N\L vezio, e entao, pars um ponto p; (i =1,2), tomamos comeo
vizinhzu}ga 'U'(pi) = {qi, qé‘U'(p)] - Para p €1, podemos tomar uma
viginhenga U (p) dastante pequena, que seja decomposte por L (qgue
nessa vizinhanga é um arco analitico) em duas regioes Ky & E,e &
viginhanga 'U'(pl) serd constituida dos pontos 9,s onde
a€ KU LnY(p), e 9y com g € K,; de modo andlogo definiremos
'U'(pg). E* fécil ver que &sses conjuntos satisfazem aos exicmes de
um'sistema- fundamental de vizinhangas de uma topologis separads. A~
lem disto, a aplicagao f: § —3» F, definids por f(pi) = p, é um home
omorfismo local € = cada pontc de F possii uma vizinhang¢a bem cober
ta por f. Finelmente, verifica-se também que F & coneica; pois por
hipéte_se F L & conexs, e a eonaxao de Fl com Fz. pode-ge fazer
pelas .vizinhang:'als dos pontos Py € P, que estao sbbre L.

Lems 4: P(V,) & ou uma curva fechada ou uma curva sberta.
Demonstragao: J4 vimos que numa vizimhenga de 0, F(v) ¢

uma curva aberta Y . Semdo U um homeomorfismo local, podemos par
tir do pontec O com o velor U = -f0, e considerar o extremo superi-

or U' dos valores U, tais que todo o intervalo -0o € U ¢ U, coxr
responda & pontos de F(Vo). Dois casos se podem apresentar: &) U'm
.= +00 . Neste caso, gomo o finico polo de T & 0, nds vemos que &
_componente conexa de F(VO) que contém 0 é uma curva fechada, home
ocmorfa ao cireulo V¥ = v, da esfera. b) U'« 0O . Podemos entas
considerar andlogamente um outro arco, partindo de O com 0 veler

U = +00 , obtendo-se assim duas curvas abertas, imdgens dos interva-
los -0 < ULU @ ‘ML u (4-}00,‘. gue reunidos pele arco X s for
marao uma dnica curva sberts, que & a componente conexa de F(V,).
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Tel companente ¢onexa, geja no caso &), por ser curvaffechada. seja
no caso b), palo lema 3, sopara F. Se houvesse outrs componente,
F(V ) separaria I en mais de duas regloes, eontririamente ao que
vimos no lema 1, ZIato completa a demonstragao do loma.

Lems 5. Existe no méximo um valor Vo Dard o qual F(V ) 4
uma curva aberia.

Demonstraces: Notemos inicizlmente que, sendo P simples=~
mente conexa, t8de ourve F(V ) fechada ¢é homotdpica ao ponto 0.
Sendo esta uma propriedade tnpoléglca, segue-8e que na safera T, ye
ma das calotas limitades pelo cireule 7V « ¥V, pertence & imégem de
F, e todos os cireulos V « constante contzdos nessa oalote 820 imde
gens de curvas F(V). Logo se pare vy <V KV, ) e F(V,) - sido
curvas abertag, se-lo-ac também as curvas F(v), para qualguer
v e,(vl,v ), tomemos entao uma curva U w U, que corte F(Vl) e

F(V } nos poutos & e b, e consi-
deremoa uwa vizginhanga K de O, sg
parada do arco &b 88bre essa curva,
Os dois arcos de F(V ) e F(Vz) que
nao contém 0 e Ssase arco &b, forma

T80 uma ¢urva aberta L, que limita
ume regiad A& que ¢ separads de ¥,

Seja W (p} a fungio caracteristica
ds A e pophamos, como no lema 2,

W - cpcv(p)).\lf(vcp)')-mph

: ]
onde 43 ’ﬁf q>' i@ sao limitadas, 4) positiva pars «x ) U, e
posltiva pars v < x < v y © além diste, CP e ’\‘I\f 1nfiniteaimas de
fegunda ordem em L. Podemos pdr, por exemplo (ef, lema 1):

$ - ¢ -v)Ytx - U)o Ve Yix - v) Yv,mx)

Repetdndo o cdlculo feito anteriormente, dadunwimes gue D(W) é finito
e D{W,U)> 0, o que & absurdo. Tsto prova o lema.
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Lema €. A cerrespondincia © = T{p) ¢ viunivoca.

Demonstragg Bste biunzvoc;dade 8 evidente sc e ponto p
estd sdbre uma curva F(V ) fechada. Suponhames que sdbre uma curvs
F(V ) aberta existam dois pontos p' e p" tais que T (pt) -

- t:(p") = Uy, + i¥,. Ora, para |
V£ v, F(V) é fechada, loge
oa pontos que corrasponden a
e U, + iV coincidem, Fazen~
do V-.-;Vo, temos entgq, pela
continuidade, & sende T paré-

metroe 1oeal,' P! » p", come que;
r{ianos demonstrar.

- Resuminde, vemos gue qualquer superfzqza de Riamann simples—

mente oonexa & conformemente squivalente a uma regiao ¢ da esfera S,
podendo~ge distinguir trds Cas28:

1) T83as as ciurvas F(V) eao fochndas, isto €, G & téda
a eaferas S, Diz-se entao que a superficie ¥ € de tipe elitiao,

2) Existe uma curva sberta F(Y,) cem um dnico ponto z,
- oxoluide. Fazendo ainda a trensformagdo t = 1/(z -7 o) 0 ponto ex-
'_cluido vai pars o infinito, e a superficie dada & equlvalente 50 planc'
compdexs. A superficie diz-se de’ tipo parabdlico.

3) Existe uma curva sberta F(V )s que corresponde s um eir
oule V = V_ menos um areco (U',U"), Com uma homotetis, podemos trang
. former @sae arco no intervale (-1 1) do eixe real. Entao, a equacas

TS| |
(9 2(t+t) - i

faz cerresponder 2 eafera menos Ssse intervalo,'duas regizes, uma exte
rioer, outra interior ao eireulo unitério. Escolhendo a segunda deter-
ninecao de + (1t1 < 1), concluimos que neste caso, a superficie de
Riemann ¢ conformemente equivalente ao interior do efrculo unitario,

Diz-se entao que gla ¢ de tipo hlperbolzco.
Isto completa a demonstragao do teorema de unlformzzagao (38

nunciadoe no N. l.
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Da agora em diante, chamaremes ¢ uyma das regiSes - asfers,
plano ou interior do ¢irculo unitéric - e indicaremos com < a fun-
gao que estabelace em cada um dos oasos o hcmaomorfismo annlitics en-
tre a superficie de Riemann F e & regiaoc G. Tal fungao chama~Se

g uniformizanta.

3. Limites de determinacde dn funcdo uniformisante.

Vemos ver agora de quantaa maneiras & possfvel aplicar ¢ s
superficie de Riemsnn gimplesmente conexa F s8bre a regigc Gi note~
Be que polo racioecinio desenvolvido no N.l, na demonatraqgo do teorema
d4¢ Riemann, os trés tipos de regi:es ¢ s8fo essencialmente distintos,
iste &,nenhum pode ser conforpemente equivalente a outre. Sejam entao
T o O duas fungoea uniformigantes que aplicam ¥ em ume mesma rg
giao G; entdo, T o™t & um homeomorfisme analitico de G em si mes
me., Vamos demonstrar o

Teorema 2. Os homeomerfismos analitioos 2' = f(;) de G
ex ai mesma sao Fungoes lineares (fungoes homografieas).

Damenstracac: Casc 1) @ =5 = gafera complexa. Se. f deiw~
xa o infinito fixo {pole simples) e se £{0) = b, entao basta notar

que a funcao (£{2) - b)/z & analitica em t3da a esfers, lago 4 cona-
-tente e f(2) = 2z + b, Se o infinito nao é ponto fixo, pondo o w
= f 1Gf3), fazemos préviamente a transformacao z —5 24 1/(z~c), e
temos 2' = ag" + b = ;ﬁ— + be Verifica-se fdcilments que esta & a
transformagao hemografica mais geral.

Caso 2) 6 =P = plano complsxo. Vamos prdvar gue o infinji-
%0 84 pode ser um polo simples. Com efeito, sendo ¥ uniforme, © in-
finito & certamente ponto smngular isolado; nao pode ser remcwivel,
pois £ nao pode ser analitica e limitade em t6da a esfera, e nao PO
do ser panto singular @ssencial, peis teria que assunir, fora de quale
quer circulo, valeres arbitraricmente prdéximos de gualguer niimsro cam-
pPlexo, o gue & incompativel com o homeomorfismo. Além disto, o polo &
de primeira ordem, do contrério a correspendineia nao seria biunivooa,




.&aaiﬁn, caimos no caso particular do caso 1), iste é, a corresponddn-
cia ¢ dada pela :t‘unga'o linear inteira: z' = az + b, com f[a] # O.
Caso 3) G = C = interior do cfreulc unitério (1=l 2 1).
Neste caso, o raciocinio se baseia no lema de Schwartzs "Se f£(z) é
anali{tica em C, nula na origem e satisfaz em (¢ & condigao
lf(z),l £1, entao pars todo z & C, temos tambeém {f(z)\‘\{: lzl, & se
B igualdade vale num ponto, valera am todos og pontos, - e ]f(z)/z‘\ 8
constante”, ‘ ‘
Demonstragao: De fato, na hiphtese feita, £(2)/z & anali
ea em C, e para [2] £ @ < 1, esta fungao assume o wéximo médulo
ne cirounferdneia, e portanto, |£(a)/z| & 1/¢. sendo £ arbitri-
riamente préximo de 1, deduz-se, para tode &z & C, If(i)/z] < 1

mes se a igusldede vale num ponto interno, pelo prineipio do miximo

médule o primeiro membro & constante, logo igual a um némero complse
xo de mddule 1, ' | ‘

No caso de um hemeomorfismo analitico z —3 %' de C em
mesme, com conservagao da origem, temos pois {zt/2} £ 1, nas peis
mesma T'azao temos {z/z'\ £ 1, lcgo valg a igualdede, ist0 é, z' <«
= £(z) = az, com la] = 1. Se.s origem nao se conserva e se
i"'l(O)'an b {(Iv] € 1), entao fazemos préviamente a trans formagao
g ~> 2% = (3-b)/(bz~1), que leva b & origem e conserva & cireunfe-
réncia [zl = 1. A& correspondéncia z" ~3 2!, serd entao da forma
z' =az", com |[a| =1, Podemos ainda Por A= ~&/R e R = ~&b,
donde se deduz que o homeomorfismo neste .caso &
| X z-b &Xz+0
g -1 fz+3

com IM < |&l, que é B transformagao linear mais geral que conser-
va o interior do eirculo unithrio. Isto completa a demonstragao do
teorems. '

Gohcl‘ug'-se gue em todog os casos, =2 fung&'p uniformizante
T . é determinadas a menos de uma transforme¢ao linear.
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4. classificagio das superficies de Rismann,

Seja ¥ uma superficie de Riamann, F o Sen reccbrimento
universal {simplesments comexo) o | o grapo des transformagoes de
recobriments de ¥, isto &, o grupo das transformagGes que levam cada
pontoe P em outro ponto p‘ que. tem a mesma imagem em F, JA vimos
que cada transformagae de f’ é determinada por um par ( Bsp'), e

que portanto nenhuma transformsgao de I“ tem ponto fixe, salvo a 1~

dentidade. Sebemos também que F & equivalente a #/0.

Ora, sendc F homeomorfa m uma regigo G, ao grupo { cox
responde um grapo [ de transformegCes de G em i mesme, e F &
também»conformemente equivalente a G/ (. Conhecendo as formas pose
siveis de @, podemos entao classificar as, superficies de Riemann egm
tudando tcdes os 5ossive13 grupcs [1. J& vimos que t6das us trange
formagoes d8ste grupo sao lineares, 1816 e, sao da forme

tr 2>z = %§_§u§ com ed -~ be £ 0
Fodemos normalizar'essaa transformagaes, impondo = bbndiqgo

ad - bc = 1, para 0 gue basta multlplicar 08 quatro par@metros a, by
Cy 4 por um ndmerc N tal que ﬁ x (ad—bc) § devemos também j-

dentificar a transformagao t com & que 86 obtem mudando o sinal dos
quatro pargmetros simulténeamente.: Posto isto, introduzimos uma topo
logza no grupo das transformagoea lineares, dizendo que ums trensfor-
magao = (a2 + b )/(c z + d ) tende & transformagso 4, se tiver
mos ao mesmo tempo a, ~+ a, b — b, e, -y e, d =>» d. Deste dg
finicao segue-se imediatamente que .80 t -3t e 8, - 8, entao
t S, - ts e -} - ; e para qualquer ponto z teremos
t z wa tz. X! facil verificar que esta condloao € equivalente & an-
tarlor (basta, alids, que os transfermados de trés pontos distlntpa
da esfera convirjam para _pontos distintos), _

Vamos dar ainda uma ggiggig_gz Diz~se que um grupo [
atue de maneire descontinua em uma variedade V, gquande pars cada pen
to x de V, o conjunto Z:x dos pontos de V equivalentes a x




- 217 -

em relaggo a’ E? nao tem nenhum ponto de acumulagﬁu em V. BE' claro
que © grupc | f# ¢ & portanto também o grupo [ atuam, respectivamen
em F e em G, de maneira totalmente descontinua.

Chamaremes o variedade G/[' de forma normal da "upsuperfi
¢ie do Riemann ¥. Vamos olassificar essas superficies nos dois pri-
neiros casoss '

Casb 1) F= 5 (case elitico). Conmo qualguer transforma-
gao tem 20 menos um ponto fixo, o > grupo [ se reduz 3 identidade, e

F ¢ isomerfa g S.

caso 2) F a P (caso parabélico) Neste ceso, as transfor
magoes lineares sem ponto fixo 880 da forma a2' = :z + b, isto &, sao
translagoes 4o plano complexe. Aqui temos trés tipos de grupos:

2) [ a {e}, a superficie de Riemann § homeomorfa ac plang
cenplexo, . :

b) T8dds as translagGes sio paralelas entre si. Dado entao
um pento gualquer z,) existe um ponto equivalente a disténcia miniua,
z' =%, + &}1; prova-s¢ entao fioilmente que ' ¢é¢o grupo das trang
lagoes 2! = 2 4 noal, com n inteiro. A& superficie de Riemann é s
-morfa a um cilindro (Cap. I, pe. 8, ex. 5), e pela proaegao e Mercaw
tor so vé que & equivalante a esfera menos os dois pelos O e infinito,

¢) Bxistem duas translagdes nao paralelas. Entao exists cax
tamente um subgrupo da forma anterior, mas existem também pontos equi-

valentes & Z, fora da reta gue passa por 2, e 8 paralelsn ac  veter

Lnl; seja z, 4 (), um d8sses pontos que estd a disténeis minima  do
segment o que une 2. a Z, + Lﬁl. Demonstra-ae entao gue f‘ é o are
po das translagoes da forma z' = z + mW, + nbd, {m e n inteiros,
2/Ld imaginario). Nests CABO, a auperflcie de Rismann é homeomor-
fa a um toro (Cap, I, pg. 7, ox. 4), e é uma superf{cia compacta, de

genus 1,

5. Glasszficagao das superficies de Riemann 1nd gaso higerbo-
lico. Geometris nao euclideana. '

Vamos estuder o caso 3), interpretando a reg;ao G =C como
plano nao euclideano, e o grupo 1? como grupo de movzmento rigidos
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d8sse plano. Para classificar as superficies de Riemann bastarg en-
t80 estudar os grupos de movimentos sem ponto fixo, que atuam de ma-
neira totalmente descontinua em C.

Chamaremos de "pontes" ags pontos de €, de “retas", ou aos
difimetros de. ¢ ou 408 arcos de circulos internos a ¢ @ artogonais
i sua fronteira {[z{ = 1), 0 "&ngulo de duay retas que se cortam"
serd o dngulo das tangentes a Bsses arcos, no ponto de encontro. A ne
gao de "ponto situado entre dois pontos de uma reta” se define obwéa~
mente. Das propriedades das transformagoes lineares se deduz gque as

_transformagSes que conservem C, conservam os fngulos, conservam o©
sistema das retas de C e a relagao d¢ ordem acima definida. Por eg
ta razgo, essas transformaQSes se denominam "movimentog rigidos do
plano nao euciideano";

Dados quatro‘pontos 2, zi, Zos 23- da esfers complexa, chs

maremos razao dupla, ou razac anarmdnica désses pontos (nesta ordem)
a0 nfimero '

z—.zzgzl—zz
.2—23 ,.21—23

(z:z ;z )& ) =

Facilmente se verifica que temos '(z,zl,zz,ZB) -
= (21’3'33’22) = (22’23’2’51) = (23’52’z ,ﬁ), donde se deduz que qua
tro pontos quaisquer dao rorigem em geral a 41/4 = 6 razoes duplas.
Consideremos n transfﬁrm&ggo

P z' = (2;51932925)9

‘que é uma transformaggb linear, que leva os pontos zl, Z,s z3, res-
pectivamente, nos pontosg 1, 0, ®; esta condiggo determine univoca-
mente uma tranéformaégo linear; se 8 ¢é outra transformacao linear
1 em 1, 0,00, logo

qualquef, T3™~ 1leva os pontos 5215 Sz,, Sz

3

. N . 5. -1 .
temos idénticamenie T8™(3z) = (Sz,Szl,Szz,SZB) = (z) = (2,21,22’23),

n

© que mostra gue a razao dupla de quatro pontcs & invariante para
qualquer transformacao linear. ‘
Voltemos a considerar € oomo plano nao euclideano (n.e.),
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onde o nimero cemploxe z = x + 1y, 238im como suas componentes reais
sa0 chamadas "coordenadas carteslanas" do ponto =z.. Sejam %ys 2y
dois pontes de C, Z3 .54 05 pontos em gue a "reta® gque passa

por z; e 2z, engontra a fronteira de. C, Existe um movimento ri-

€ido que leva esta Yreta® em um difdmetro qualquer, levando por exem-

plo Z3s Zys T, 1nOs pontos -1, ¢ , 1 (-1 ¢ & <), respectivamen—

te, e 3, em um ponto de coprdenada real @ (-1 ¢ @ <1). Segue-
se que a razao dupla (31,22,23,2 } = (x, B, -1,1) & um némero real
p-31t1vo, logo ¢ seu logarltmo é reel. ' Chamaremos "distédneia™

d(zl,ze) o valor absoluto désse logaritmoy &ste numerc é invariante
para qualquer mOV1mento rigido ¢ pode-se demonstrar gue tem tddes as
proprledades da disténeia na geometria plana (cf. Springer - Intro-
ductlon to Riemann i8urfaces, pg. 254) S8bre cada "retav, podem—se
- distinguir dois sentidos de rercurso, e assinm definir sébre a Mreta"

212,y temando come origem Zgsa aboissa de Z1s come sendo o niimewro

real log(zl,z2,25524)! que & positivo ge 2, estd entre Zy @ 4,
negativo se esta entre 25 e Z,. Qualquer transformagao de C‘ enm
8i mesmo que eonserve as "dlstan01as" é uma representagao conforme di
reta ou inversa, e ndrprlmelro caso, 6 uma transformagao llnear; isto
é, um movimento rigido do plano n.e. Tambén se verifica que a topolo
gia definida por esssa "distlnecia" coincide com a topologis usual da
regiao c. a

| Uma transformagao linear T: z' = f(z) poda também ser in~
terpretada como &eflnlndo uma mudanga de coordenadas cartesianas dos
pontos p de C. Se [1 € 0 grupo de transformagoes de C om ai

mesmo, qize corresponde 8 um grupo de recobrimento, entao o grupo
- I1 = TI’T pode ser interpretado seja ¢omo grupo conjugadc de I‘,
isto é, como grupo de movimentos rigidos congruentes a f’, 8eja como
grupo ' expresso em coordenadas gz!,

Deflnlgao. Chanam-se translacges nao euclideanas os movi-

mentos rigidos de € sem ponto fixo. Podemos entao enunciar o seguin

té tesorema, que resolve © problema que nos ocupa, no caso 3)s
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Teerema 3 - Dada ume superficie de Riemann P, ocujo vecobri-
mento universal & de tipo hiperbblico, e fixada a fungao uniformi-
zante, a essa suaperficie corresponde um bem determinado grupn'de_

translagaes do plano n.e. Duas superficies sao conformements egqui-
valentes se ns ETupos correspondentes sao congruentes., Inversamqg

te, a cada grupo [3 de translagoes que atua em € da maneirs to
talmente descontinua, corresponds uma superficie gde Riemann G/ .

<

6. Fropriedades dos grupos de movimentos rigidos n.e,

———

Seja ' um grupo topoldgico ge transformagoes de uma va-
riedade V em si mesms. Dado um subgrupe {1 ge ¢, vamos con
siderar para cada x‘e_v; & classe _Efx d0s pontos equivalentes
a x por [, Podemos distinguir trés conceitos que tém grande
inporténeia para o que se‘segue (o primeiro Ja foi introduzido ne

n? 4): ‘ _

a}) © grupo I1 etua em V de Baveirs totglmente descon-
iiEEEs Se para cade x €V o conjunto §§x nao tem ponto de a-
cumulagao em 7V, :

b) O grupo [ & descontinuo, se pars cada x €V @ con
Junto E:x é &igcreto, i.e., se cada pontec x de ¥ tem .uma vi
zinhanga que nad contém nenhum outro ponto equivalente g X

c) 0 grupe {* nao contém transfbrmaqges'infinitesimais,
'f:{: .
A

. - » " 1
8¢ a identidade nao é ponto de acumulagao de L' em
Vamos entao demonstrar o seguinte

-

Teorema 4. ~Para 038 grupos de movimentos regidos do plano
Ree. G, as condigoes a), b), ¢) acima sso egquivalentes.

Demonstracnos A implicacao a)._w; b) 8 evidente. b) im-

pliea ¢), pcis se existem transformagdes infinitesimais, existe u-
ma sucessio | s } de transformagGes de (', ndo idénticas, gue
tendem para a identidade. 0 conjunto dos pontos fixos desgas trans
formagoes ¢ certamente enumerével, logo existe em € um ponto 3
que nac ¢ ponto fixo de nenhuma 8 s donde se deduz que 2z, ¢ pone
to de acumulagac dos pontos equivalentes S.2.,s contririamente & hi
pitgse b). Vamos . provar que ¢) implica a). Com efeito, se un

. —‘ - - o .
conjunto ‘2ﬂz tem um ponto de acumulagao Z,+ entao existe nes-
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sSe conjunto uma sucessno {zn} de pontos distintes, que converge a
z Seja s_ =2 transformacao [ que leva m .
Z . b n gao de q &, em 2z .4- Con
sideremos os movimentos rigidos

Z -3

tng z' = = ]::
z, % ~

que evidentemente convergem 4 transformagao
Q

cada tn leva Z, & origem, logo a transformaqﬁ'o Sy =

-1 Id a -
= tn +1sntn A conserva s origem e ¢ porimanto da forma 5- % = a3,

n
ie ~
com # =e R, Ora, da sucessao le } (0 £ 8, < 277) podemos
tirar uma sub-sucessao . que converge a um nimero 9, e gue cor-
responde & uma sub-sucessao .{G’mﬁ que converge a
, ) .
¢ : 2z ——3 e'ez,
logo a sub-sucessao correspondente dasz tranaformaqaés

-1
m+lq_ t

converge a s = t7iGt e portanto smlsm+1 converge & identidade,

© que contraria a hipétese c¢).

7. Dominios fundamentais.

Dado um grupo [ de movimentos rigidos do plano n.e. cha-

maremos de dominio fundamental de { & um conjunto BCC  que
tem as seguintes propriedades: .

1) B é fechado e possai pontos interiores.

2) U s(8) = c.

se

3) Se sz € s{B) M\ t(3B), para s,te P s £ t, entac 2
pertence & Ffronteira de s(B) e do t(B).’

E' claro que se um grupe contém transformaqses infinitesi-
mais, nao podem existir dominios fundamentais, pois neste caso as
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a8 condigaes 1) e 3) 880 incompativeis. Vamos, porém, demonstyrar o
seguinte -

Teorema 5. Se [ 6 um grupo descontinuo de translacoes em
€, cada ponto z, C determina um dominic fundeamental, que o con-
tém internamente.

Demonsiragao: Consideremos o conjunto §:i » Gue como sabe
wos nao tem ponto de smcumulagao em €, e seja & = E:z ~ Az}
Chamemos B o conjunto dos pontos z tais que d(s,io)_g iz, ).
Jendo a fungao d econtinua, € clarec gque os pontos que satisfazem a
esta condigao com ¢ sinel (, como o ponto 3, sao pontos interio
res & B, ao passfo que 0s que satisfagem & igualdede sao pontos da
fronteira. Ponhamos B = s(B) e 3, = 3{2_); como as distincias
580 invariantes, teremos tanbém '

B, ={’z, d(z,2,) € d(z.ﬁzo -iz.%),

donde se deduz que & condigao 3) estd satisfeita. Qualquer ponto
'z € C esta “po conjunto B.» desde que z, ®eja um ponto de
E:; a disténcia n.e. minima de 32; isto demonstra a condigao 2)..
0

Vemos que cada B, & também um dominie fundamentel.

Teorems 6, U dominio fundamental 3B .6 um poligono convexe
(na geometria n.e.), cujos vértices nao tém ponto da acumulaqao en
C, © cujos lados pertencem As mediatrizes de certes segmentos zozs.

IQQMOnstraggoz Com efeito, seja P 0 senj~plano definids

por dfz,z ) dz,z 4)- Sua fronteira ¢ a.med1atrlz g, do seg-
mento 1z gz olg» PaTa cujos pontos vale o sinal de igualdade. Temos,

entao, evidentemente, 3B = {#\ P » & como cada semi-plano & um con

sep ®
Junto convexo, B & convexo. Como E: nao tem ponto de acumula-

gae em C, o conaunto dos seus pontos que satisfazem a condlgao
d(zs,z JER & finito, e como os pontos da mediatrlz 8, estao a
uma distincia.de = ; gd(zo,z ) segue-se que sD um numero fxni

o
to deszas "retas"™ cortam o circuloc de centro z, e raio R/2. Lo~
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80, 08 vértices de B econtidos nesse cirenlo sao também em nimero
finite, ¢.q.d. | ‘

0 dominio fundamental B sora denomipade dagui por diante,
poiigono normal, Este poligono 20za das seguintes propriedades:

a) Nenhuma transformagso de [ pode deixar fixo um lado
do poligono, a nao ser & identidade. Pois se um lado ab fosse
transformado em si mesme por ums translagao s g o, terfamos an
s{a) »ma e 5(b) = b, e a(a) = b e s{b) = a, e neste case, o
ponto médio de ad seria fixe para s. Nos dois casos chegamos a
uwn absurdo, peis s translagao 'S nao ten ponto fixo.

b) 03 lados de B se correspondem dois & dois, ¢ & trans-
lagac gue leva um lado no seu correspondente & dnica. Com efeltb,
um lado abd de B pertence a uma mediatriz Egt lbgo a transfor-
. magEo 3”1. que lava B em B, leva o lado ab de B “em um ou
tro lado Lcd de B. Esta transfcrmagao ¢ Gnica, peis se duas
transformagoes s ‘e t levam ab em ¢d, st congerva o lade
ab, ¢ pela propriedade a) temos st o e, ou t =g,

' ¢} Dois lados correspondentes t&m o mesmo comprimente e
sa0 percorridos em sentido contrario,no perimetyo de B. Pois t8
das as transformagoes de [7 sao isométricas e conformes diretas,
logo, se ab, percorrido de a para b deixa B & esquerds, e
se ¢=s(a) e d=oab), entio cd deixa B i direita, pois i
sua esquerda esta B, : | . .7 ‘ :

d) Cada lado tem um dnico correspendente. Pois se ab
fosge levado em cd pela translagac s e em c'd' pela tra§s-
.,

Maes neste caso, cd e ¢'d' seriam lados correspondentes percox

lagao t, entac cd seria levado em c¢'d' pela translagao s

ridos no mesmo sentido {contrério ao de ab), o que & absurdo.
e} Dois lados cofrespondentes nao podem ser consecutivos.
Pois devendo ser percorridos em sentido contrdrio, o vértice ce—-
mum sexrisa fixo,
' £} Ogrupo [ ¢ gerado pelas transfbrmagSes_que lovam
cade lado d& B no seu correspondente. Com efeito, seja s [

e 2z, = 8z, Podemos ligar Z, & 32z, por um caminho 2{ gue
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nao passa por nenhum vértige, pois Sstes formam um conaunto sem pon
to de acmmulagdo em €. Sejam B = Byr Byy Bysseny B (Bi S T

s = 8) os poligonas normais ancontradod sucessivamente por }(.
Dois poligonos sucessivos B -1
e Bi tém um ledo comum 1 )
A translagao 5111 S5y leva, em
B, ¢ lado si }’\i no lado

85 1 ﬁ. _Seja ainda s a
: translagao que leva o lado ab,
correspondente de ﬂl, em

A, . Teémos entae,

$=38 = so(so sl}...(sn_lsn),
o gue demonstra a proposigap. ,,,/*”f"ED

Observemos que a construgac anterior estd determinada & me-
nos de um movimento rigido; pois se com um tal movimento T leva-
mos z, a 37, ® poligono B?' = TB pode ser.obtido pele mesmo
processo, a partir do grupo Ti?T-l, que & congruento a § .

Outra consequincia dessa construgaoc & que cada pomto z
possii uma vizinhanga cujas imdgens pelo grupo sao disjuntas, pois
cada imdgem estd dentro do poligono xormal constéuido s0bre um pon
to eqﬁivalente a ‘zo. ' _ 7

Das propriedades anteriores, deduz~se & construgao da super

ficie de Riemann no caso hiperbdlico, expressa pelo

Teorema ]. Para obter uma superficie de Riemenn na forma
normal no caso hiperbdlico, basta identificar os-lados eOrTESp On—-
dentes de um pol1gono normal do_grupo de :ecobrxmento dessa super-
ficie. _

Definigdo: Chamaremos de gciclo de vértices de B, a um con

junto méximal de vértices désse poligono, equivalentes entre si
.por ['. Como &sses pontos vao corresponder a um mesmo ponto de
"F e comc a representagao de © enm C/I’ ¢ -conforme, a soma dos
éngulos nos vértices de um mesmo ciclo é sempre 21T. Cada ciclo
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50 possii um nimero finite de vértices, pois a transformagsp que
leva um vértice a em outro, a', 4o mesmo ciclo, leva B em um
dos poligonos gue incidem em ha', e ésses_polignos 840 em nimero
finiso.

8. Triangulacao das superficies de Riemann.

Teorema B. Toda superficie de Riemann poda'ser triangﬁlada.
Qemonstragaos Esta possivilidade jd foi demonstrada para a
esfera e o toro (cf; Cap. IV, pag. 85 e 84). O planv e o cilindro,
que 830 auperflcles nac compacihas, admitem as trlangulagoes indica~
das na figura abaixo, :

vy b L1
/ AR VR Vi 4

/7
£
iAavara 1z
/ /v/ Z/ . . ra /

4
. -
/ ¢

Para as superfidies correspondentes ao caso hiperbdlico, te

mos dois casos a distinguirs
a) O poligono B & limitado. Liguemos fodos os vértices
80 ponto interno z . Esta triangulagac de B nso formece uma tri
angulagao da superficies de
Riemann P, pois dois trifin-
gulos podem ter em comum o vér
tice  z, é o lado oposto, pro
veniente de lados corresponden

tes. Podemos porém decompdr

¢ada trifingulo como indica =
figura, ligando os meios ¢ e
4 dos segmentos z a e &b e ligando ainda Bases pontos aos
pontos e e f, que dividem o lado ab em trés partes iguais. Re
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petindo &sse processc em todos os outros tridngulos, mesmo depois
~da 1dent1fxcagao dos lades porrespondentes, obtemos uma triangula-
gao da superficie de Riemann.

B) © péligone B ‘nao & limitado. kote-se primeiramente
que, em consequéncia do caso anterlor, coOme ©.gTrupo " estende a
tr1angulagao do poligono limitado B a todo o plano n.e. C, vemps
que é8te & trianguldvel, Seja entao I\ uma triangulacac de ¢.-
Dado um tridngule '&i, de O, A, s1YB & um poligono de némero fi
nito de 1&&05, pois lli & limitado ¢ convexo. Seja p, um ponto
interior a &sse poligoeno, lxguemo-lo aos vértices deste. Com &sse
processo pode acontecor que 88bre dois lados correspondentes de R
as 1ntersecgoes com 0s trxangulog £} nao coincidam; neste cago,
superpbmos as divisoes dészes 1ados, llgando sempre cada ponto de
divisao aos pontos interiores p; dos poligonos que incidem nesse
-ponto. Sendeo necessarli, repetlmos nos trifingulos obtidos a decem
poslgao indicada no caso anterior. Asa1m, sbtemos ums tr;angulagao
de B que fornece, pela proaegao | C/f’, wina trxangulagao da su~
perficie de Riemann . ’

9. Suﬁérficies de Rﬁemann‘cbmgactas.

Come a superficie de Riemann F € obtida de um poiigona noxr
mal B identificando os seus lados dois a dois, ¢ clazo que F §
compacta se- B & compacto, e reciprocamente. Ora, B & parte de
um conjonto aberto C, e sd seri compacto se £8r fechado no plano
comblexb, e portanto contido em um ecirculo conedntrico so eirculeo
unitario ¢ de raio menor que 1l. Dal decorre gque o nfmero de vér-
tices de B & finito ¢ iguml ao nfmerc de lzdos. Como §stes sao
agrupados dois a dois, &sse nimero de lados & par: 2L. Seja ¥ o
nimero de ciclos; entao, a soma dos angulos lnternos de B é =
2TK. Vamos demonstrar o .

Teorema 3. Se F ¢ de géﬁua P e se o poligono normal 3B

de B tem 2L 1lados e K cicles, entao temos

2p =2 =2 L -K -1,
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Deponstracao: Consideremos a triangulagac de B feita no
N.8. Como & cada lado correspondem 5 tridngulos, temos em P,

ra

T = 5.2L tridngulos. O nimero de arestas interiores ‘a B §
6.2L, as do .contBrno, 3.2L, mas com a identzfzcagao dos lados cor
respondentea, elas sze¢ reduzen a metade, logo temos ao todo A =

= (12 + 3)L = 15L arestas em F. 0 nimero de vértices interiores
& B é 1+2L; no contSrno temos 2.2 vértices que s2o internos
#0s lados de B, ¢ que na identificagao se reduszem a 2L, ¢ 2L
vértices de B, que na jdentificagao se reduzem a K. 0O namero de
. vértices em ¥ & pois, V=1 +4L + K. A ﬁaraéteristiea de Eu-
ler-Poincafé nos ‘A4 portanto,

2 «2peT~A +V = 10L - 5L + 1 + 4L + X =K - L + 1,

como queriamos demonstrar.

Definigas. Chama-sé conteudo n.e. de um triéngule de Angu-
los internos &, £s Ys o ndmero M-~ @~ ¥- Se um poli-
gone B ¢é decomposto em trlangulos, chamasse conteudo de B aso
ma dos conteudos dos trifngulos componentes. E' facil vér, como

no caso do excesso esférico, que essa definzgao ¢ independente da
decomposiggo: Vemos deduzir duas consequéncias do teorems 93

Corolario 1t O conteudo do poligono hormsl B da supepfi-
cie d # de genus p & = 4T (p-1). V

Basta noter gue tanto ¢ nimero de trifngulos como os valoreu
des &ngulos mse conservam guande se passa de pollgono B 4 superfi~
cie P, e que nesta, a cada vértice da trlangulagao correspondem &n
gulos cuja soma : & 27TF, O conteudo de B & portanto,

J=TW - 20V = 10ML ~ 270(1 -~ 4L - X) =

=27 (L - 1 «K) = 277(2p ~ 2).

Coroldrio 2: Entre os nfmeros L e p subsiste a desigual
dade 21 £ 12p - 6. o

Basta notar que eada ciclo comsta no nfnimo de trés vertices,
logo, 3K £ 2L. Segus-se do teorema 8, 6p -~ 6 = 3L - 3K + 3;3 L-S,
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donde se dedus a desigualdmde.

Notemos ainda gque no caso hiperb8lico o nimero de lades nao
pode ser 4,‘pqis pars um gusdrilétero sé poderia haver um unico ci
clo, e a soma dos angulos internos teria que ser 21?, 0 Que & ab-
sgrdo, pois na geometria n.e. esse-soma & certamente -menor. Tambémn
nao pode ser 6, pois parz L = 3, o teorema 9 daria X = 4 - 2p, o
que & impossivel, pois temos certamente P2 2, jad que a esfera
(p=0)eotoro (p=1) estdo excluidos. S

10, Fungoes meromorfas sdbre uma superficic de Riemann,

Seja F uma superficie de Riemann e G . a regino da esfera
complexa analiticamente homeomorfa ao seu recobrlmentﬁ universal.
Tna fungao iP(p) meroporfa em P, 1nduz em ¢ uma funqao mero-
morfa f(z), que tem ®s mesmés valores em pontos que sé projetam
no mesme ponto p de F. Isto quer diger que a fungao f & in-
variante pslo grupo [1, equivalente 2o grupo de recobrimento, ig
to é, para todo elemento s e,f] e todo z € &, temos f(sz) =
= f{z). |

Inversamente, se ¢ & uma regiac da esfers complexa sdbre
a qual atus o grupo descontinuoe i’ de transformagoes sem ponto
fixo em G, entao tdda funqgo meromorfa em G, invariante relati-
vamente a [', 34 origem a uma fungho meromorfa em G/( . Vamos
provar & existéneia de teis fungoes £(z), que 520 chamadas fun-

goes automorfas relativas a0s grupos de recobrlmentov

¥os casos elltlco & parabdlico, as fungoes automorfag sao
cophecidas: se G ¢é a esfera, 1 = e} ¢ temos apenas as fum-
QSes racionais. Se @ & o plano, temos”fungSeS'meromorfas (cf.
N.4), que no caso b) sao simplesmente periodlcag, e no caso c), da
plamente perlodlcas, isto &, fungoeq elltlcas.

Consideremos o gaso hiperbélieco: ¢ = C. FNo czso de um gru
po I? finito (o que estd excluido no caso hiperbdlico), seria £a
¢il construir uma Aangao automorfa, pois bastaria tomar uma fungao
meromorfa H(z) ¢ considerar a soma £(z) = 2 H(sz), estendide
" a t8das as tFansformagoez s € ['. Mes no caso de grupos infini-
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tos surge o prodblema da convergéneia; contornaremos a dificuldade
intrbduz:‘mdo para ca.da grupo 0 ﬁmgoes que generelizam as fun-
goes teta de Jacobi, por meio das quais, como é sabido, se podem
construir as fungoes eliticas.

Definigao: Chams-se fi ungao teta relativa ao grupo de reco-
brimento {1, uma fungao 8(z), meromorfz em €, que satisfaz &
cond:.f;ao

8(az) = (cz + )22 o(z)

pare cada 8 € (' tal que 83 = (az + h)/(cs ¥ i,)

| Notemos agora que.o grupo I oe descontinuo, & portanto
enumeravel, e-que € ¢&- invariasnte, logo as transfarmqoes de f‘
podem ser escritas sob a forms

8z + bn _
Bn‘ z = 3 Z = . (11=0,71,2,...),
n B Z + 3
n n
com
a.a = bnbn =1
em que supomos s = e, identidade, isto &, a, =1, b = 0. Ex-

cluido &ste caso, temos sempre 'b £ 0, do contrario, a origem sa
ria ponto fixo. Podemos entao enuncxar. o )

Teorema 10: Se H(z) é uma fungao mevomorfs em C & li~
mitada numa cords ? 4 f entsio para tode inteirc m 22,

. pode-se definir uama funcao teta relativa ac grapo C u* n$ pe-

T H(Snz)
0(z) =L (5.2 + 5 )20

n St n

la séris

Para demonstrar 8ste teorema, vamcs estabelecer alguns le-
mas, '

Lema 1. A sucessao {bn}' nao tem ponto limite 0. Do con-
tiario, haveria uma subsucessao {sp}, com b, -3 0, e portanto
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]ap‘ ~» 1, ¢ a sucessao dos pontos s (0) teria a origem como pom
to de acumulagdo, 0 que nao & posszvel.
Lema 2. Dado um conjunto compacto K interno a G, se pa-

ra cada n  pomos

taz |?

dz

T~ \dz o
A = mf B - I = sup
1n 2€X dz Hn 3 &K
entao a sucessao Mufmn & limita&a, ci.e., existe L > 0, tal
que Hﬂ gs Ifmnt ' ' '

Bemonstragao: Do lema anterior, segue-se gue existe um nie
mero T ) 0 tal que para n > 0 temos |b | r. De

deduzinos
2 A .
a
14.5.} P Ep PR
n ibn‘
e por ouiro lado, semndo K wompacta, temos !éaé la{ = 8 C1l, e
% .

notande que
dx,
n - - =2
‘a‘;‘" = ('bnz -+ a,n) ’

obtemes

4 4
. _ : 4 sup ‘z+ ) 2
n_ sup |Fpz + 3nl - __________“_’n__ Z {2 ¥ i_‘_}
By inf |5z + apl j - 3

‘que & independente de =n.
Lema 3. A série (b z + & )'4 converge uniformemente em

qnalquer compacte contido em C. '
Domonstracao: Basta demonsirar essa convergéncia uniforme

em uma vizinhanga fechada de um pontes 2z o arbitrario de (. Pe-
demos escelher essa vizinhanga ) de tal modo que os conjuntos
sn('l)‘) sejam disjuntos dois a deis. Notemos entao gue den/ds'z
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é 0 jacobianc'da tranSformagEo B,+ © que portanto, temos, sendo
Z»x+ iy,- 2, =X, + iyn,

i

, ' | _ “ as 12
Jn = Area de sn(‘U) = | dxndyn BJS\\.&B dxdy
s ) 131

sendo J, & &rea de U, combinande com o lema 2, temos

o

an € In& Mrx‘jo < I Jo & Wiy

éénde se dedusz
(En’ + anl' 3 u‘né%:'yn ¥
oomo Z,J‘n é cortamente sonvergente, pois ¢ ums soma de dreas

do’'dominios disjuntos contidos no dominio limitado ¢, fica demons-
trado o lema 3,

Segue-se dfste resultado que o térmo 'geral dessa sdrie ten-
de & zero uniformemente, e gue portanto, para m 4 2, 8 série

Z(Snz s 572

& também uniformemente convergente.

Mostremos agora que = fungio 6(z) definida scima satisfaz
dscoondigdes que definem a ma fungao teta. Seja K um compacto
contido em C, que nao contenha nenhum polo de E(z) nem pontom
equivalentes & &sses pelos, Podemos conétruir vizinhengas désses
polog de tal maneira que X nao contenha também anhum ponto equi~
valente a um ponto desses vizinhangds, Entdo, parsa z &K, 8,3
eatd sempre no eonjunto €' gque se obtem de Cy retirandc as vizi
nhengas dos polos de H. Ora, como H(z)} & limitada num conjumto
¢ & 13 (1, temos entzo, para 3 C K e para gqualquer = Q P
[H(s z)( ( M, ¢ a série acime é majormda pela série um.formemente
convergante




M z:"ﬁna - Knrem.

Sendo X arbitririe, a série dads representa portanto uma fungao
meromerfa em (¢,

Além disto, temos, pom}o L 2,8, %

' ¢
oa) =y (o (o48) )™ =

n

' 4 d ‘
« 2 G I (SR ()R L (50 4 5% o),
n : .

peis o produto 9.8 Percorre tddas as tranaformag;éa ds grupo
P, bara n = Q,Y,... . ‘ :

O mimero m chama-se pdso de fungao teta. B! evidente que
0 qQuogiente de duas 1.'_fun93es teta do mesmo péso, relativas ac ngs-
mo grupo; é uma fungao automorfa, que di origem a uma fungao merbe

morfa s8bre a superficie de Riemann ¢/,

11. Recordacao dg algumas gfog_rieggdes das transformagocs
lineares. '

Sabamos que na esfera de Riemann, tdaa transformagao line~
ar nas idéntica s: z' = (azad)/(e2+d) (ad - be = 1) tem dois
pontos fixos distintos ou coincidentes, qua sao raizes da equagge

652 + (d-n_)z -bh = 0.

Se existem deis pontos fixos distintos, %) .& z,, pondo
t . (z-zl)/(zu-zz}, e ¢t = (z’—zljf(z'-\-za), e correspondéncia
t ~> %' conserva o merc s o infinito, logo & da forma t! = k%,
donde | ' '

z'-zl a—al (,‘)
s'-—a?_ z-zl :
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que é a forma candnica da transformagac s. O nimero k chama-se
médulo da transformagao, e esta conserva dois sistemas de cireplos:
1) os que passam Por g, € Zy3 2) os eirculos ortogonais aos pri
mettos. Na esfera t, ésses sistemas correspondem a meridianés e
paralelos, respectivamente. HEssas transformagaes se clagsificem 88
gundo o médulo ks |

a) k_reals na esfera i, szo conaervados os meridisnes; na
esfera %, 08 circulos do‘primeiro sistema saoc conservados, enquanto
08 do Begundo sistemi se deslocam, afastando-se de um dos pentos fi
‘%08 ¢ sproximando-se do outre. A transformagao chama-se entho hi<

perbdlica.

e

'®) |k} = 1; neo esferd t, tewmos umn rotagao em torno do

eixe 000; na esfera sz, sao censervados os circulos do_sggundo.axg
tema, enguanto os do primeiro giram em tornoc dos pontos fixos. A
transformegao chama-se elitiea. O é&ngulo © = arg(k) que faz 'um
circule com o seu corresponiente num ponto fiio, chans-ge §ggulodgg
rotagao da transformég;o elitica. .

¢) Vx| #1, k imagindrio; no plano %, temos uma rotagao
acompanhada de uma dilatacao, e evidentemente nenhum circule pode
ger invafiante. A transformagaoc chama-se loxodrdmica.

Note-se que se k= -1, a transformagao & ao mesmo tempo hi~
perbdlica e elitica, e todos os ¢irculos dos dois sistemas sao conw

servados. A cada ponto diferente de 3 e 3z, correspondg a se-~
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gundavinteraecgio dos circulos dos dois sistemas que passanm por &~
le. Segue-se daqui 8% = e, isto é, o8 & uwa involugao; recipro-
caﬁante, se s -é uma involuggo,'diferente da identidade, s €
certamente elitica, com Angule de rotagae 1T,

Quando hé um &6 ponto fixo 3, a transformagao t-l/(ztz )
leva &ste ponto ao infinito; no planc t, temos uma translagao
%" = t + L, ¢ a transformagao pode ser sscrita

+ L
> . [a]

tambén agui se diatingue'um primeiro siatema de cireulos gue sa0 in
variantes, pois correspondem as reatas do plano +t, parslelas ao ve~

tar L, e o segundo sistema, de circulos ortogonaie aos enteriores,
todos &sses circulos passando por zo;
' B' ficil vér que para que uma potencla inteira de uma trans-
fbrmaqao seja 4 identidade, & preciso que essa transfo:magao seja
elltlca, com &ngulo de rotagao comensurivel com 27TT.

Ja vimos que uma transfbrmagzo linear que conserva o circu-~

lo unitario é da forma

3 2 :: : : (a2 - 6 = 1)

£ Se puzermos a = O + iD(',_temés ®? +ot? l-bte = l. Os pon-
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tes fixos de s, raizes 'da equagao 52° + (a-a)z - b = 0, sao dados

por . _
%1 a-E £ \f (a+'5)§ -4 i i‘{b{z -1

w— Lo

Sz | 2b b

Tal transformagao ser# portanto, a) hiperbdlica, para
i > 1, com dois pontos fixos Ty+%, WO circulo unitario; b) eli
tica, para l«\ < 1, com um ponto fixe 3, interior e ocutro, Z
exterior a 8sse circulo; c) parabdlica, para X = ¥, com um pon-
to fixo tnico, a, = ix'/b, ne circulo unitéirio. Nos casoa a) e
b}, ® valor do mdédulo acha-se. notando que a 3 =00, corresponde

z' = a/b. Temos entao,.

a - Szl - Vg -1
a-% o, \foZ-1
. i 2 _ ~
e daqui se deduz k + £ =4 2. ¥o caso ¢), a trensformagae
t = 1/(z-z } leve a reta 0z, & reta que passa pela crigem e por
-1/20, e portanto leva o circulo unitarioc a uma rets normal & esta,

logo L 4 da forma i A/ ot Com ﬁ real; a fgyma candnica da
transformagao & peois, '

'.O [s) o ° . []

Vamos ainda estudar o caso das tranafbrmagﬁes permutédveis.

Teorema 11. Duas transformagces lineares s e ¢ sao per-
mutaveis (st = is) somente nos seguintes casos:
1}) 8 ou t & a identidade. '
2) 8 e % sao nao parabdlicas e tém os mesmos pontos fixos.
'3) 8 e t sho eliticas e hiperbdlicas (de mbédulo -1) e os
seus quairo pontos fixos estao sébre um mesmo circulo.

4) 8 e t sac parabSlicas com o mesmo ponto fixo,



Demonstragao: O caso 1) & evidente, Seja z,- um ponto fi
xo d& 53 s(zl) = zl} De st » ts, seguae~se s-t“lst, e portanto,
temos sucessivamente:

L

zl-i"-)zz-—’?-}zérﬁ—izl
ou zy = t(z)) = a,, ¢ que quer digzer que t leva um ponto fixo
~de¢ s em um ponto fixo de s. Se s tem dois pontos fixos, ou
conperva cada um deles ¢ temos o caso 2), ou s permuta, e nesate
caso z, © 3, sao pontos fixes de tz, além dos pontos fixos de
t, donde t? - é; ns pontos z, ® 2, sa0 equivalentes pela trang

e ~ - . . ) ,
formagas ¢, logo estao no mesmo circulo do primeire sistems desta

transformag&o. Como a relaggo entye 8 e t é reciproca, temos

também 32 = @, 8 portanto vale a condigso 3)., Se s <tem um dnico

‘ponto fixe, &ste & ponto fixo também de ¢, e é &nico, pela recipro
cidade, logo vale o caso 4).

| Voltemos agora & linguégem geométrica no plenc n,es C. As
transformagoes hiperbdlicas que conservam 8ese plano sao transla-
qgéa n.e. Uma tel translagac deixa uma Gnica reta imvariante, . que
no plano complexo é um arco de ecirculec do primeiro sistema, ortogoe
" nel mo cireulo unitdrio, ligando os dois "pontos do infinito % ©
%,» Uma transformagdo elitica é uma "rotagio" do planc n.e. em tor

no do ponto fixo interior a C. Uma transformagao parabdlica chama

56 "rstagﬁc limite", e cérresponde a um dsalocamento de todo o pla-
ne, conservande um tnieco “ponto do 1nf1n1to" z, ({zol- 1). Entao,
do tecrsma anterior deduz-se © . ‘

goroldriv: Se = & uma translaggo do planoc n.e, C o t @
um movimente rigido gualquer désse plano, & e t diferentes da
identidade, sé poderemos ter st = ts nos dois casos seguintes:

A) s e + hiperbdlicas com os mesmos pontos fixos, isto
é, tranglagses n.a. com & mesma reta invariante.

B) & @ % paraﬁélicas com mesmo ponto fixo, isto &, rota~
goes limites com mesmo ponto fixo infinito.

Damonstragao. Basta notar que no caso 2) do teorema, o8 pon '
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tes fixos de s  estdo no circule {2t = 1, que é invarisnte, loge
8 1nao & loxodrSmica; e que o caso 3) emtd sxcluido, porque uma
transformagac elition e hiperbdlica leva o interier do circulo ¢
8¢ exterier. |

2. .Homeomorgisﬁos analiticos sSbre uma superficie de Ris-

mann.

Uma suparficio de Riemann F pode adnitir .homeemorfismos
annliticos sSbre si mesma. Kstes homeomorfismos formam evidentonmen
te um grupo, gue chamaremos X. Vamos porém provar que, excluidos
sete casos, o grupo H ¢ sempre desconbinuo. Os guatro primeiros
oases correspondem as superf{cies de recobrimento de tipo elitico
ou parabdlico, e sac: 1) & esfera; 2) o plano, ou esfers menos um
ponte; 3) o cilindro, #u ssfera menos dois pontos; 4) ¢ toro, gue
¢ a superficie de Riemann compacta de gonus 1. T4das essas super-
ficles admitenm, evider;temante, grupos continuos de homeomorfismos
analiticos sbbre si mesmas. _

21én destas, temos 5) o disco, ou interior do cireulo unita
Tio, cujos homeomorfismos analiticos foimam 0 grupo 4os movimentos
rigidos n.e, Demonstraremos maie adiante que ~a.8aseBc6Rsos dove-
mes acrescentar: 6) o anel circular, ou zona esférica; 7) o disce
menss um ponto. , l |

Censideremos a superficie de Riemamn ¥, ¢om raecobrimento
universal ‘de tipo hiperhdlico representivel sébre o disco .

.georema 12. O grupo H de hemeomorfismos analiticos de P
é isemorfo 2 f"/f‘, onde P‘ é o grupoe dos movimentos rigides de
¢ permutdveis com L . |
‘ gemonstrgcé‘o: Seja \P(z) = p o vacobrimento de ( adbre
F = C/{'; temos entao, L?"l(p)' - Zz gue § o conjunto de pin-
tos de C equivalentes a & por £. 2 todo elemento h &H, po

de~se fazer correspender uma transformaqao t de € em si mesmo,
gue leva um conjunto Zz a um conjunto Z:;” ¢ portanto um pon-
%o equivalente a z a um ponto equivalente a 2'. Segue-se guo

‘se sé_ P, t"'lat congerva cada sistema E:Z, e portanto esté em
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P, isto &, ('t = t [, Raciprocamente, sé t & permutdvel com
f, projetando a tmnsformaggo' t =a C/_[‘ = F, obtemos um homecmox
fismo analitico em F. Tais transformagoes t formanm 'evidente‘m\en-
' te um grupo [, que contém [ como subgrupo invariante; temos
pois, H-P‘/P. ' o , ‘
E'.clazzo que se T‘ é descontinuo, H também o &, e recl-
procamente, pois gualquer vizinhanga suficientemente pesguena de um
ponto 2 € C Bse projeta biunlvocamente sdbre uma vizinhanga de

P = (z).

Suponhamos entao que H, ¢ portanto P y contenha txansfor- .

~ t -~ .
magoes infinitesimais, isto &, que " contenha uma sucessao "‘tn}
gue converge a identidade ~e. BSejs s uma transformaggo qualgquer
de f; sendo t;lstné: [, teremos também s"lt_latne_ U, e por

n
. -1,~1 : ¢ ~ v .
ocutro lado, lg.lm 8 tn stn = e, e ¢omo nzo contém transforma

QEes. infinitesimais, segue-se que a partir de um certo n, temos
s'lt;'lstn =e, ou st, = 1,8, Pelo corolério do teorema 11, ve~
mog que s & ou uma translagac ou uma rotagao limite com o mes-
mos pontos fixos que 1:_“, para n 3 n_. Paya sutra s'¢g ', vale
© mesmo resultado para n ) nl, e tomando n ,},’max(no,na), vemos
que s e g', e portantoe t6das as transformagses de {1, sgo 4o
mesmo tipo e tém os mesmos pontos fixos. Temos pois sdmente dois
cas03 a considerar:

1) [ éum grupo de translagoes n.e. de C, com pontos fi-
xés 5, e z, .s8bre 0 circulo unitédrio. Podemos supSr que sses
pentos sejem *i. Entzo, a transformagho
-i -2
i+2

we leg = 2i.arcig 2

leva o disco C na faixa P's -T/2 £ In(w) < TT/2, s8bre a qual
atua um grupo descontinuo Cl de translagaes paralelas ao eixe
real. Este grupo sé pode constar de transformag:gea do tipo w! =
=W+ ny, com BDDO e n inteiro; o guociente P*/I'l, que é
homeomorfo & superficie de Riemann, se obtem identificando oz law
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dos que passam por 0 e & , de um retdngulo construido sdbre ese
sg faixa. Pondo ainda W = 821T1w/ w, obtemos o anel circular de
centro na origem compreendido entte os circulos de raios

2 R

© gue correspbnde ao caso 6) da relagac acima.

a8

II) Se r é um grapo de rotag’ées limites, com ponto fixoe
L podemos supbr que ésse ponto fixo seja L. A tranafo_rmaggo
w » 1/(z~i) leva o circulo unithrio no semi-planc P" 3 Im(w) >
1/2, sobre o qual atua ¢ grupo - Pl de tranalagses raralelae
a0 eixo real. Os elementos de ["1 580 portanto da forma w! =
=W+ B, com O real, @ a superficie de Riemann P"/,[" s homag
morta 2 C/{', pode-se obter ds semi-faixa definida por . Im(w), z;,
£ Re(w) & ] identificando as semi-retas extremas. Pondo aine
da

essa faixa se transforma no cfrculo umtario menos a origem, o que
corresponde ao ¢caso T), L@ Tucs 0 - iee A g '
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Aspim, fica demonmstrado o _

Tecroma 13, Uma superficie de Riemann nao admite nenhum gru
po eontinuo de.transformaqaea anliticas, conm excegEo dos sete oasos
enumerados acimd. '

Uma consequéneia importante déste teorema é o

,ﬂreorema 4. 0 grupo de homeomorfismos analiticos de uma su-
perficie de Ricmann compacta 'de genus P2 2 & finito,

:_Demonstraggo: Para qual‘quex" ponto p& ¥, o conjunto zp

des pentos equivalentes por H 6 discreto, e portanto finito, pois
F & compacta, Se H fosse infinito, :mo menos um d8sses conjun~
tos soria infinito, e easa contradiqgo demonstra o teorems.
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