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Prefacio

A Teoria de Crivos é um conjunto de técnicas gerais em teoria
dos nimeros, dedicada a contar, ou de forma mais realista, a estimar
o tamanho dos conjuntos de ntimeros inteiros que passarao por um
crivo. O exemplo primordial de um conjunto que passou por um
crivo é o conjunto de nimeros primos, até um certo limite prescrito
X. Do mesmo modo, o exemplo primordial de um crivo é o crivo de
Eratostenes, ou em mais geral o crivo de Legendre. O ataque direto
crivando ntimeros primos usando esses métodos muito rapidamente
chega a obsticulos aparentemente insuperaveis.

Uma abordagem bem sucedida é aproximar um conjunto especifico
de nidmeros que foi crivado (por exemplo, o conjunto de nimeros pri-
mos) por outro conjunto mais simples (por exemplo, o conjunto dos
nimeros quase—primos), que é normalmente um pouco maior do que
o conjunto original, e é mais facil de analisar. Crivos mais sofisti-
cados também nao trabalham diretamente apenas com os conjuntos,
por si s6, mas também de acordo com as fungées peso que sao cuida-
dosamente escolhidas sobre esses conjuntos. Além disso, em algumas
aplicacoes modernas, os crivos nao sao utilizados para estimar o ta-
manho de um conjunto especifico, mas para produzir uma fungao que
é grande no conjunto e pequena fora dele, sendo assim mais facil de
analisar do que a fungao caracteristica do conjunto.

Crivos modernos incluem o crivo de Brun, o crivo de Selberg, o
grande crivo e alguns outros que veremos nestas notas de aula. Um
dos propésitos originais da teoria de crivos era tentar provar famosas
e dificeis conjecturas da teoria dos niimeros, como a conjectura dos
primos gémeos. Enquanto os grandes objetivos iniciais da teoria dos
crivos ainda estao em grande parte inacabados, os crivos também
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conseguiram alguns sucessos parciais, especialmente em combinagao
com outras ferramentas da teoria dos nimeros.

As técnicas da teoria da crivos podem ser muito poderosas, mas
elas parecem ser limitadas por um obstaculo conhecido como o pro-
blema de paridade, que a grosso modo afirma que os métodos de teo-
ria de crivos tem extrema dificuldade em distinguir entre os nimeros
com um numero impar de fatores primos e niimeros com um numero
par de fatores primos. Este problema de paridade ainda nao é muito
bem compreendido.

Comparado com outros métodos na teoria dos nimeros, a teoria
dos crivos é relativamente elementar, no sentido de que tais métodos
nao necessitam necessariamente de conceitos sofisticados da teoria
algébrica dos numeros ou da teoria analitica dos ntimeros. No en-
tanto, os crivos mais avangados ainda podem ficar muito complicados
e delicados (especialmente quando combinado com outras profundas
técnicas em teoria dos nimeros).

Esta notas de aulas®™ foram especialmente escritas para o 29°
Coloquio Brasileiro de Matematica, para alunos de graduagao e de
pos—graduagao no Brasil que irao frequentar as aulas de Teoria de
Crivos. Porém é com tristeza que, apesar da grande importancia da
Teoria dos Ntuimeros para a matematica moderna, ainda muito pouco
em termos de pesquisa e ensino nesta particular drea da matematica
sao realizados no Brasil e os alunos brasileiros interessados em Teoria
dos Numeros ainda carecem de material e pesquisadores especialistas
em Teoria dos Numeros. Estas notas de aulas escritas em portugués
tem como um de seus objetivo aumentar o pequeno e restrito acervo
em Teoria dos Nimeros em lingua portuguesa para alunos de univer-
sidades brasileiras.

*Estas notas de aulas sdo fortemente baseadas nas excelentes e modernas mo-
nografias [6, 9, 11] escritas sobre teoria dos crivos por especialistas no assunto.
Estas notas também fazem parte de um livro [1], ainda em progresso, que em breve
deverd ser publicado aqui no Brasil. Comentérios e sugestoes sdo bem-vindos em:
j.c.andrade.math@gmail.com









Capitulo 1

Funcoes Aritméticas e
Algumas Notacoes
Basicas da Teoria
Analitica dos Nimeros

1.1 A notacao de Bachmann—Landau

Definicao 1.1.1 (notagao grande ‘O’). Seja D um subconjunto dos
numeros compleros C, e f: D — C uma fun¢do que assume valores
complezxos definida em D. FEscrevemos

f(z) = O(y(x))

se g: D — RT e se ewiste uma constante positiva A tal que
|f(@)] < Ag(z)
para todo x € D.

Iremos, com alguma frequéncia, no decorrer destas notas usar D
para denotar o conjunto dos ndmeros naturais ou D = RT. Uma
notagao alternativa para f(z) = O(g(z)) é

3
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flz) <g(z) ou g(z)> f(z).

Definigao 1.1.2 (Ordem de Magnitude). Se f(z) < g(z) e g(z) <
f(x), entdo escrevemos

f(x) = g().

Definigao 1.1.3 (notagao pequeno ‘0’). Se D € ilimitado, escrevemos

se

E claro que se f(z) = o(g(z)), entdo f(z) = O(g(z)).

Definigao 1.1.4. Dizemos que f(x) € assintdtica a fungio g(x) e
escrevemos

f(z) ~g(z)

se

lim @ =1.
Lep 9(@)
Quando escrevemos f(z) = O(z®), isto significa que para todo

e > 0 existe C. > 0 dependendo somente de € tal que |f(z)| <
C.x® para todo x € D. No decorrer destas notas de aula, p,q,!
irao denotar niimeros primos, n, d, k inteiros positivos, z, y, z nimeros
reais positivos. Quaisquer desvios nestes padroes estarao evidentes no
contexto em que eles aparecerem. Também iremos denotar, algumas
vezes, mdc(n, d) como (n,d) e mme(n,d) como [n,d].
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1.2 A Funcao de Mobius

Definigao 1.2.1. A fun¢ao de Mébius v € definida da sequinte ma-
neira:

p(l) =1

Sen > 1, escrevemos n = pi' ---pi*¥. Entdo

(—1)k se ay=as=---=ag =1,

=
S
|

u(n) = 0 caso contrario.

Agora temos um lema bésico:

Lema 1.2.2 (Propriedade Fundamental da fun¢do de Mé&bius).

1 sen=1,
;u(d) o { 0 caso contrdrio.

Demonstracao. Se n = 1, entao a férmula é facilmente verificada.
Se n > 1, denotemos por n = pi* ---p¢ a fatoragdo unica de n em
poténcias de primos distintos. Agora, seja N = p; - - - p, (chamado de
radical de n) e como p(d) = 0 a menos que d seja livre de quadrados,

nds temos

> ould) =Y u(d).
d|n

AN

A tltima soma contém 2" somandos, cada um correspondendo a um
subconjunto de {p1,...,p,}, uma vez que os divisores de N estao
em correspondecia um—a—um com tais subconjuntos. O numero de
subconjuntos com k elementos é

(&)

e para cada divisor d, determinado por tal subconjunto, nés temos
w(d) = (—1)*. Assim
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Sutar =3 ()0 = -1y =o.

d|N k=0

Isto completa a demonstragao. O

O Lema 1.2.2 é fundamental por varias razoes. Primeiro, porque,
em um instante, ele nos permitird derivar uma férmula de inversao
que é 1til em questoes envolvendo combinatéria. E em segundo, ele
é a base do crivo de Eratéstenes e do crivo de Brun que iremos ver
nos capitulos seguintes.

Teorema 1.2.3 (A férmula de inversdo de Mobius). Sejam f e g duas

funcdes a valores complexos e ambas definidas nos nimeros naturais.
Se

n) =7 g(d)
d|n

entao

Zu fn/d),

e reciprocamente.

Demonstracao. Temos que,

Zu fnjdy = > ud)d gle)

d|n e|%

= ) u(d)gle)
des=n

= ) gle)>  p(d)
eln dZ

= g(n)a

uma vez que a soma interna na pénultima linha é zero a menos que
n/e = 1. Para estabelecermos a reciproca usamos as mesmas idéias
apresentadas acima e tal exercicio é deixado para o leitor. O
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Teorema 1.2.4 (A férmula dual de inversdo de Mébius). Seja D um
conjunto fechado de divisores de nimeros naturais (isto é, se d € D e
d' | d, entdo d' € D). Sejam [ e g duas fungdes que assumem valores
complexos ambas definidas nos nimeros naturais. Se

entao

o) =S u () s

n|d
deD

e reciprocamente (assumindo que todas as séries convergem absoluta-
mente).

Demonstra¢ao. Exercicio. O

1.3 A Técnica de Soma Parcial.

Teorema 1.3.1. Sejacy,ca, ... uma sequéncia de nimeros complexos

e defina

S(x) == Z Cn.

n<z

Seja ng um inteiro positivo e fizado. Se c; = 0 para j < ng e seja
f i [no,00) = C uma func¢ao com derivadas continuas em [ng,0),
entao se x € um inteiro tal que x > ng nds temos que

S efu) = 5@)f) — [ S@F Wi

n<x
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Demonstragao.
> {S(n) = Sn—=1)}f(n) = D Sm)fn)— > Sn)f(n+1)
n<x n<x n<r— .

- ﬂ@f@%—}jfww/ £ (bt

= s@iw - [ 05

pois S(t) é uma fungao escada que é constante em intervalos da forma
[n,n+1). O
Proposigao 1.3.2.

Zlogn =zlogz — x4+ O(log x).

n<zx

Demonstragao. Usamos o teorema acima com ¢, = 1 e f(t) =logt e
deduzimos que

Zlogn:[x]logm—/ lmdt,
1 X t

n<lz

onde a notagdo [z] indica o maior inteiro menor ou igual a z. E
usando que [x] = 2 + O(1) concluimos a proposicao. O

Proposigao 1.3.3.

Z 1_ logz + O(1).
n

n<z

Demonstracao. Exercicio. O

1.4 O Teorema de Tchebychef

Uma notagéo padrao em teoria dos nimeros é que p (e algumas vezes
g ou l) denotam ndimeros primos, e somas ou produtos da forma
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2.2 1L 11

p<z P p<z P

indicam que as somas e os produtos sao tomados sobre os nimeros
primos.

Denotemos por 7(z) o nimero de primos até x. Claramente,
m(x) = O(xz). Em 1850, Tchebychef demonstrou, utilizando um
método elementar, que

71'(:1:):0( ° > (1.4.1)

log x
De fato, se definirmos
0(x) == logp,
p<z

entao Tchebychef provou:

Teorema 1.4.1 (Teorema de Tchebychef). Ezxistem constantes po-
sitivas A e B tais que

Az < 0(x) < Bzx.

Através do uso da técnica de soma parcial, este teorema nos dé o
resultado de (1.4.1).

Podemos deduzir do Teorema 1.4.1 que sempre existe um nimero
primo entre x e Bx/A, uma vez que

0 (ifr) > A <i$) = Bz > 0(x).

Obtendo constantes A e B tal que B/A < 2, Tchebychef foi capaz de
deduzir o seguinte teorema:

Teorema 1.4.2 (postualdo de Bertrand). Sempre existe um nimero
primo entre n e 2n, para n > 1.

O teorema de Tchebychef representou o primeiro progresso subs-
tancial na época para uma possivel solucao para a famosa conjectura
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de Gauss sobre o comportamento assintético de 7(z). Com base em
extensos dados numéricos e de heuristicas, Gauss previu que

()

quando x — oo. Isto foi provado independentemente por Hadamard
e de la Vallée Poussin em 1895 e é conhecido como o teorema dos
numeros primos.

X

~ 1.4.2
log x ( )

Demonstracao de Tchebyshev do Teorema 1.4.1. O ponto chave da

demonstracao é notar que
2n
I »1(5)
n

n<p<2n

<2n) <9
n

nos obtemos, depois de tomar logaritmos,

Uma vez que

0(2n) — 6(n) < 2nlog?2.

Escrevendo sucessivamente obtemos,

~—
INA

nlog2

21og 2,

>
—
|
~—
\
>
S
3N S
i
IN
[N}

e somando as desigualdades, obtemos

0(2n) < 4nlog?2.

Em outras palavras,

Logo
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z>0(x) > Z log p
Va<p<z

> %aogx)(w(x) — 7(Va))

(o )x(z) + O(vFlog ),

>
e assim 7(x) = O(z/ log ). O

Usando o mesmo circulo de idéias iremos provar mais um resultado
devido a Tchebychef.

Teorema 1.4.3.

Z logp _ logn + O(1).

p<n

Demonstracdo. Vamos estudar a fatoracdo em primos de n!. Escre-
vemos

nl = Hpep,

p<n

uma vez que apenas primos p < n podem dividir n!. O ndmero de
miiltiplos de p que sdo < n é [n/p]. O nimero de multiplos de p? que
sao < n é [n/ p2] e assim por diante. Logo podemos ver que

o [+ 3]

onde, de fato, a soma ¢ finita uma vez que para alguma poténcia p®
de p nds iremos ter n < p® e assim [n/p®] = 0. Portanto deduzimos

logn! = ({Z] + L;Z] +-~~>10gp.

p<n

E uma vez que

logn! = Z logk =nlogn —n+ O(logn)
k<n
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(3] [g] - ver <oy

p<n
nés temos que

2 ({ZD logp = nlogn + O(n).

p<n

Teorema 1.4.4.

1
Z , = loglogn + O(1).

p<n
Demonstragao. Colocando ¢, := (logp)/p quando n = p e zero caso

contrario, nés aplicamos soma parcial com f(t) := (logt)~! para
deduzir do Teorema 1.4.3 o resultado desejado. O

1.5 Exercicios

1. Se d(n) denota o nimero de divisores de n, mostre que d(n) =

O(v/n).

2. Para todo € > 0, existe uma constante C(e) tal que d(n) <
C(e)n®.

3. Mostre que para todo n >0

d(n) < 2(1+77) logn/ loglogn

para todo n suficientemente grande.
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4. Mostre que

Z d(n) = zlogx + O(z).

n<zx

5. Seja ¢(n) definida como sendo a quantidade de ndmeros inteiros
1 <k < ntal que (n,k) = 1. Prove que

Z @ = %l‘ + O(log ).

n<x

6. Prove que

Z A(d) = logn.
d|

Deduza que

A(n) =— Z u(d)logd.

d|n
Onde

| logp sen=p*,
Aln) = { 0 caso contrario.

A(n) é chamada de fungdo de von Mangoldt.



Capitulo 2

Alguns Crivos
Elementares

2.1 Generalidades

Seja A um conjunto finito de objetos e P um conjunto indexado de
nimeros primos tal que para cada p € P nés temos associado um sub-
conjunto A, de A. O problema de crivo ¢ estimar, superiormente
e inferiormente, o tamanho do conjunto

S(A,P) == A\ Upep A,

Esta é a formulagao do problema no contexto mais geral possivel.
E claro, a resposta ‘explicita’ é dada pelo familiar principio da com-
binatéria de inclusao—exclusao. Mais precisamente, para cada sub-
conjunto I de P, denotamos por

A] = ﬂpE].Ap.

Entao o principio de inclusao—exclusao nos fornece

#HS(A,P) =Y (—1)# 44,

ICP

14
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onde para o conjunto vazio () nés interpretamos Ay como sendo o
proéprio conjunto A. Esta férmula é a base para muitas questoes em
teoria de probabilidades.

Em teoria dos ntimeros nés frequentemente tomamos A para ser
um conjunto finito de inteiros positivos e A, como sendo o subcon-
junto de A consistindo de elementos que estao em certas classes de
congruéncia médulo p. Por exemplo, se A é o conjunto dos niimeros
naturais < z e A, é o conjunto dos nimeros em A divisiveis por p,
entdo o tamanho de S(A,P) ird ser o nimero de inteiros positivos
n < x que sdo coprimos com todos os elementos de P.

No6s podemos também reverter esta perspectiva. Ou seja, pode-
mos pensar de § = S(A,P) como sendo um conjunto dado, cujo
tamanho nés queremos estimar. Procuramos fazer isso olhando a sua
imagem moédulo primos p € P para algum conjunto de primos P.
Este serd o ponto de vista para o grande crivo (Capitulo 8).

Podemos até mesmo aumentar esta perspectiva reversa da se-
guinte maneira: Seja B um conjunto finito de inteiros positivos e
seja 7 um conjunto de poténcias de primos. Nés entao podemos pro-
curar estimar o tamanho do préprio conjunto B. Este tratamento
serd discutido abaixo e é o Crivo de Gallagher.

Em algumas circunstancias fortuitas, nés podemos ter uma familia
F de funcoes a valores complexos

f:B—=C
tal que
1 sene€bhB,
Z fn) = { 0 caso contrario.
fer

Entao

#B=> (D f(n) (2.1.1)

fEF \neB

e a soma interna pode ser investigada por outras técnicas, tais como
métodos analiticos. Iremos ilustrar esta idéia na secao sobre crivos
usando séries de Dirichlet.
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Muitas vezes, é o caso que uma relagdo precisa como (2.1.1) néo
existe e nds s6 podemos ter uma aproximacao para ela. Por exemplo,

Z f(n) = { ia—)o(l) sen € B (2.1.2)

caso contrario,
fer

quando #F — oo. Tal familia de fung¢des pode entao ser usada, com
grande efeito, para estimativas para #B.
Até mesmo o conhecimento de

Zf(n)Zl se neB

fer

é suficiente para nos fornecer boas cotas superiores para #. De fato,
nés podemos considerar

#B<> 1> f(n)

neB |feF

e expandir o quadrado. Depois de inverter as somas, nos deparamos

> f)f(n)
neB
para f, f/ e F.

Nos iremos ilustrar algumas destas idéias, primeiro com o crivo de
Gallagher [10] e entao com o crivo para quadrados perfeitos [12]. E
na ultima secao iremos discutir técnicas analiticas para investigarmos
crivos usando séries de Dirichlet.

2.2 O Crivo de Gallagher ou o Maior Crivo

Seja B um conjunto (ndo—vazio) finito de nimeros inteiros e 7 um
conjunto de poténcias de primos. Suponha que para cada t € T nds
temos

#B  (mod t) < wu(t)

para alguma u(t). Assim B representa no méximo wu(t) classes de
residuo médulo ¢.
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Teorema 2.2.1 (Maior Crivo de Gallagher). Nds mantemos a notagdo
acima e seja

X := max |b].
beB
Se
Z /:((;) —log(2X) > 0,
teT
entao

B < ZteT A(t) — log(2X)
T ey ot —log(2X)
onde A(+) é fungdo de von Mangoldt.

##

Demonstragao. Seja t € T e para cada classe de residuos r(mod t)
definimos

Z(B;t,r) :==#{be B:b=r(mod t)}.
Entao

#B= Y Z(B;rt).

r( mod t)
Usando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos que
1/2

<u®) > Z(Birt)?

r( mod t)

Logo
(#B)?
ORI SN VR
r( mod t) b €B
b,b' =r( mod t)
< #B+ ) > L

b,b B tlb—b
b#b
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Nés multiplicamos esta desigualdade por A(t) e somamos sobre t € T.
Usando

Z A(t) = logn,

tln

nés obtemos

> (flg)z A(t) < (#B) Y A(t) + (log 2X)((#B)* — #B).

teT (t) teT

Cancelando #B e reorganizando, nés estabelecemos a desigualdade
desejada. O

Este crivo deve ser comparado com o Grande Crivo discutido no
Capitulo 8. A vantagem aqui é que nés podemos crivar (ou peneirar)
classes de residuo moédulo poténcias de primos, onde no grande crivo
somente classes de residuo médulo primos sao considerados. Isto
explica, até certo ponto, o nome ‘o maior crivo’.

Seguindo Gallagher, nés aplicamos o maior crivo para provar:

Teorema 2.2.2. Sejam a,b inteiros tendo a propriedade que para
qualquer poténcia de primo t existe um inteiro v; tal que

b= a"*(mod t).

Entao existe wm inteiro v tal que

b=a".

Antes de procedermos com a demonstracao deste teorema, va-
mos revisar algumas propriedades bésicas de polinémios ciclotomicos.
Lembre-se que para um inteiro positivo d, o d—ésimo polinémio ci-
clotémico ®4(z) é o polinémio minimal sobre Q da d-ésima raiz pri-
mitiva da unidade. Assim ele tem grau ¢(d), onde ¢(-) é a fungao
de Euler. Agora seja n um inteiro positivo arbitrario. Como as n-
ésimas raizes da unidade podem ser particionadas de acordo com a
sua ordem, nds temos a férmula,
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"1 =] ®alx)
d|n

Finalmente, para um inteiro a tal que (a,n) = 1 definimos f,(n)
ser a ordem de @ médulo n. Pelo Exercicio 1 nés temos que f,(n) =
se e somente se n | ®4(a).

a
d

Demonstragdo do Teorema 2.2.2. Sejam a,b como no enunciado do
teorema. NOs observamos que para provar o resultado nés podemos
supor que a, b sdo positivos e a > 3 (Exercicio 2). Sejam

B:={n<xz:n= a't! para algum 4,5}

T :={t: t poténcia de primo, f,(t) <y},

onde y = y(x) é algum pardmetro a ser escolhido mais tarde. Pelo
Exercicio 1, 7 é um conjunto finito.

No6s mantemos a notagao do Teorema 2.2.1. Se para cada poténcia
de primo ¢ nés temos que b é uma poténcia de a médulo ¢, entao

u(t) < fa(t).

Assim Teorema 2.2.1 implica que

ZteT (t) — log(2x)
EteT fa(t)) log(2 )

desde que o denominador seja positivo.
No6s temos

(2.2.1)

240 = 3 2 AW

teT d<y fa.(t)=

ZZAt

d<y t|Pq(a)

= Z log ®4(a),

d<y
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pelo Exercicio 1. Claramente,

(a= 1% < |@y(a)] < (a+ 1P,
e assim
STAR) = log|®a(a)] < D o(d) < y*.
teT d<y A<y

Noés também notamos que isto implica

t
Z()

A 1
>=SNTAW) >y
250 v

Agora escolhemos
y := 100log(2z).

De (2.2.1) deduzimos que

#B < logx. (2.2.2)
Para este fim, observemos que se todas as poténcias de a e b forem
distintas, entao o conjunto B tem cardinalidade
= (log z)?
(veja Exercicio 3). Isto contradiz (2.2.2), e assim concluimos que para
algum ig, jo nds temos
a' = plo,

Nés podemos até mesmo supor que (ig, jo) = 1, pois caso contrdrio
nés podemos tomar a (ig, jo)—ésima raiz de ambos os lados da igual-
dade acima.

Denotemos

n = Hp”p(n)
P

para a fatoragao tinica de um inteiro n em poténcias de primos. Nos
deduzimos que
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iOVp(a) = jOVp(b)

para todos os primos p. Como (i, jo) = 1, isto significa que ig | v,(b)
e jo | vp(a) para todos os primos p. Isto implica que a é uma jo-ésima
poténcia e b é uma ig—€sima poténcia de algum inteiro c. As hipéteses
agora implicam que para qualquer primo ¢ existe um v, tal que

o = ¢ (mod q),

que é equivalente a f.(q) | (jovq — i0) se (¢,c) = 1.

Agora tomamos um divisor primo ¢ de ®; +(c) para todo t. Pelo
Exercicio 1 nés deduzimos que f.(q) = 0(mod jp). Assim jo | io, e
portanto b é uma poténcia de a, como desejado. O

2.3 O Crivo para Quadrados Perfeitos

O crivo para quadrados perfeitos tém a sua origem com o trabalho
de Heath-Brown [12] e ¢ usado para estimar o nimero de quadrados
perfeitos em um dado conjunto de nimeros inteiros. O crivo se baseia
no uso de uma familia de simbolos de residuos quadréticos para crivar
os quadrados perfeitos. Consequentemente, ele também é adequado
para o estudo de sequéncias que sao uniformemente distribuidas em
progressoes aritméticas.

Teorema 2.3.1 (O Crivo para Quadrados). Seja A um conjunto
finito de inteiros positivos ndao-nulos e P um conjunto de primos
impares. Definimos

S(A) :=#{a € A: a é um quadrado}.

Entao
& (7:)
S(A) < — + max — ||+ F
( ) — #P q17#q2 Z q1q2
q1,q2€P 1a€A
onde( : ) denota o simbolo de Jacobi e
q192
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acA acA
vp(a) == Z 1.
peEP
ple

Observacgao 2.3.2. Na prdtica, a contribuicao de E € insignificante
e esperamos que as maiores contribuicoes para a estimativa venham
dos dois primeiros termos.

Demonstragao. Comecamos por observar que se a € A é um qua-
drado, entao

> (a> = #P —vp(a).

qeP q

Assim

1 «o

acA qeEP

Apo6s elevarmos ao quadrado e invertermos as somas, nés obtemos
que o lado direito da desigualdade (2.3.1) é

e (5, 2) () o () o

acA q1,92€P

A primeira soma é

# (5)
< 2y
ql,quep( QC;( )< ) #P ql,qz;ep( 2; 014
q1742
#A a

q17#42
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E facil de ver que a contribuicio para (2.3.1) das tltimas somas é

2 1
E<L % Z I/p(a) + W Z Vp(a)z.

acA
Isto completa a demonstracao. O
Corolério 2.3.3. Seja A um conjunto de niimeros inteiros nao—nulos

e P um conjunto de mimeros primos que sao coprimos com os ele-
mentos de A. Entao

S(A) = #{a € A: aé um quadrado} < —+ max — .

(A) = #{ q }< 2P e, > v
a#ge 10€A

Demonstracao. Exercicio. O

Noés iremos aplicar o crivo para quadrados para contar o nimero
de pontos inteiros em uma curva hiper-eliptica

onde f(x) € Z[z] é um polinémio de grau d, com discriminante nao—
nulo, e o qual nao é o quadrado perfeito de um polinémio com co-
eficientes inteiros. Um famoso teorema de Siegel [20] nos diz que o
nimero de pontos inteiros de tal curva é finito. Recentemente, es-
timativas efetivas deste nimero foram dadas por diferentes autores
(veja [13]). Entretanto, estas estimativas envolvem o conhecimento
do grau de Mordell-Weil do Jacobiano da curva hiper—eliptica. Nosso
tratamento é elementar e pode ser adaptado para estudar o quao fre-
quentemente um polindémio f(z1,...,z,) representa um quadrado.
Como ird ser visto abaixo, a generalizagdo ird requerer o profundo
trabalho de Deligne (veja [19]).
Dado f(x) € Z[z] e k € N, e também seja k > 2,

Splk):= ) (fgj)),

a( mod k)

onde (-/k) é o simbolo de Jacobi.



24 [CAP. 2: ALGUNS CRIVOS ELEMENTARES

Lema 2.3.4. Sejam q1, g2 nimeros primos distintos e seja f € Z[x].
Entao

Si(ara2) = Sp(a1)Sr(g2),
onde f1(z) := f(qe7), f2(7) := f(q17).
Demonstracdo. As classes de residuos médulo g1 g podem ser escritas

como

q102 + q201,

com 0 <as <gs—1,0<a; <gq; —1 (veja Exercicio 4). Portanto

Stlqrg2) = (hzlqzzl <1a2+qw1)>

a3—0 a1=0 q192

[ qa+qa) flaras + goay)
_ 142 201 1W2 201
- X5 (! ) (Fee )

az =0 al =0

ER e )

az—O al_O

E assim o resultado segue. O
Agora seja. H um numero real positivo e consideremos o conjunto

A:={f(n):|n| < H}.

Usando o crivo para quadrados, o nimero de quadrados em A é,
para qualquer conjunto de nimeros primos P os quais nao dividem
o discriminante de f,

2H +1
LML mas_ <f(n)) 1 E,
#7’- ;g2 €
qihq;fw In|<H iz

onde

o Hlog H H(logH)2>
E'O( #P T #EPY
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e onde usamos a estimativa elementar vp(a) = O(log o).
Sejam q1, g2 dois primos distintos de P. Nos temos

f) (1) .
|nz<:H (q”? a mg:qlqz) iz n|z<:H
n=a( mod ¢1q2)

A soma interna é

e assim obtemos

5 0)- 2, 5 ()

In|<H q192 111(12a(m0dq1q2) q192

Pelo lema, a soma do lado direito é o produto Sy, (¢1)Sy,(g2) para
apropriados polindémios f1, fa.

Nés invocamos um célebre resultado de Weil (veja [15, p. 99]),
que diz que para qualquer g(z) € Z[x] com discriminante nao—nulo
e o qual nao é quadrado perfeito de um polinémio com coeficientes
inteiros, e para qualquer primo p nao dividindo o discriminante de g.

()

a( mod p)

< (degg — 1)y/p.

Usando isto na estimativa acima nds obtemos

3 () o (g om)

Vamos escolher o conjunto P consistindo dos primos que nao di-
videm o discriminante de f e estdo no intervalo [z,2z] para algum
z = z(H) > 0 a ser escolhido em breve. Assim temos a estimativa
final,

Hlogz H
+ -+ +
z z z

H(log H)(log 2) n H(log H)?(log 2)? '

S(A) <
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Escolhendo

z:= HY3(log H)?/3
provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.5. Seja f um polinomio com discriminante nao—nulo
e coeficientes inteiros, o qual nao € um quadrado perfeito de um po-
linomio com coeficientes inteiros. Seja H > 0. Entao o numero de
quadrados mo conjunto

{f(n) :In| < H}
¢ O(H?/3(log H)*/3), com a constante aparecendo na estimativa para—
O dependendo somente do grau de f e dos coeficientes de f.

2.4 O Crivo usando séries de Dirichlet

Algumas vezes, a sequéncia de nimeros que queremos crivar exibe
uma estrutura multiplicativa e as condigoes de crivo também exibem
tal propriedade. Em tais casos, métodos analiticos usando séries de
Dirichlet sao bastante poderosos e diretos. Em algumas instancias,
a técnica pode até mesmo nos fornecer férmulas assintéticas para o
problema de crivos. Nés iremos ilustrar esta idéia abaixo, para mais
detalhes consulte [18].

Seja P um conjunto de primos e P o complemento no conjunto
de todos os primos. Suponha que queremos contar a quantidade de
nimeros naturais n < x que nao sao divisiveis por nenhum dos primos
em P. Se definirmos a série de Dirichlet

—1
F(s):Zﬁ::H(l—pﬂ) ,
n>1 pEP

nés vemos que a,, = 1 se n nao for divisivel para todop € P e a,, =0
caso contrario. Assim nds queremos estudar

S an

n<x

Pela férmula de Perron (veja [2, pg. 245-246]), temos que
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2+i00 s

1
Z ap = — F(s)x—ds
~ 2m8 Jo_ oo s

O teorema abaixo é 1til neste contexto.

Teorema 2.4.1 (Teorema Tauberiano). Seja F(s) = Y, <, an/n°
uma série de Dirichlet com coeficientes ndao—negativos convergindo
para Re(s) > 1. Suponha que F(s) se estende analiticamente em
todos os pontos em Re(s) = 1 exceto em s =1, e que em s = 1 nds
podemos escrever

H(s)
F(s) = ——t
()= o=
para algum o € R e alguma H(s) holomdrfica na regiao Re(s) > 1 e
nao—nula ld. Entao

com

H(1)
ri-«)’

onde I' € a usual funcao gama.

Nos nao iremos provar este teorema aqui. Vamos agora ilustrar
estas técnicas em um exemplo mais concreto. Consideremos o pro-
blema de contar o niimero de niimeros naturais n < x que podem ser
escritos como a soma de dois quadrados. E bem conhecido (veja [14,
p. 279]) que n pode ser escrito como uma soma de dois quadrados se
e somente se para todo primo p = 3(mod4) dividindo n, a poténcia
de p aparecendo na fatoragao unica de n é par. Assim, a,, = 1 sempre
que n puder ser escrito como uma soma de dois quadrados e é 0 caso
contrario, nés entao vemos que
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n>1

1\ L 1\ ! 1\t
“(-z) I 05 I ()
p=1( mod 4)

Agora nés precisamos invocar algumas propriedades bésicas da
funcao zeta de Riemann ((s) e de fungoes L de Dirichlet L(s, x4)
associado com o caractere quadratico x4, definidas por

¢(s) := Z %, L(s,x4) := Z X%(Sn)

n>1 n>1

para s € C com Re(s) > 1. Aqui, x4(n) é 0 se n é par e (—1)(»=1/2
se n impar. Nés indicamos o leitor para [2] para outras propriedades
destas fungdes. Usando o produto de Euler de ((s) e L(s,x4) nds
escrevemos

F(s) = [¢(s)L(s, xa)]/*Hi(s),

onde Hi(s) é analitica e diferente de zero para Re(s) > 1/2. Como
L(s, x4) se estende para uma fungéo inteira e é nao—nula para Re(s) >
1, nés temos

F(s) = ((s)"/*Ha(s)

para alguma fungdo Hz(s) holomérfica e ndonula em Re(s) > 1.
Assim, usando o fato que a funcao zeta de Riemann tem um pdlo
simples em s = 1 e que é analitica e ndo—nula para Re(s) =1, s # 1
(veja [2]), nés deduzimos que

H(s)
(512’

com H(s) holomérfica e ndo—nula na regiao Re(s) > 1. Pelo teorema
Tauberiano citado acima nds obtemos:

F(s) =

Teorema 2.4.2. O numero de n < x que podem ser escritos como a
soma de dois quadrados €
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cx
Viegz

para algum ¢ > 0, quando x — 0.

~

2.5 Exercicios

1. Se t é uma poténcia de um primo coprimo com k, mostre que
t | ®r(a) se e somente se a(mod t) tém ordem k.

2. Sejam a,b inteiros. Dizemos que a e b estdo relacionados se,
para toda poténcia de primos t,

b= a"*(mod ¢)

para algum inteiro positivo 1. Mostre que se a e b estao rela-
cionados, entao a? estéd relacionado com b?. Também, mostre
que se |a| <2 e |b] <2 com a e b relacionados, entdo |a| = |b].

3. Se a e b sdo niimeros naturais > 2 com {a’:i > 1} N{p/ : j >
1} = 0, mostre que o niimero a'd? < x é

= (log z)?.

4. Sejam tp,ts inteiros positivos coprimos e t := t1to. Mostre que
todas as classes de residuo médulo ¢ podem ser representadas
como

tlag —+ tgaq

para algum 0 < ag <t — 1, 0 < a; <t; — 1. Também, mostre
que as classes de residuo primas entre si médulo ¢t podem ser
representadas como acima com (ag, t2) = (a1,t1) = 1.



30 [CAP. 2: ALGUNS CRIVOS ELEMENTARES

5. Um ntumero n é chamado quadrado completo se se para todo
primo p | n entdo p? | n. Mostre que a quantidade de nimeros
que sao quadrados completos < z é

~ VT

para algum ¢; > 0, quando z — co.



Capitulo 3

Um Teorema de Hardy

e Ramanujam: O
Método da Ordem
Normal

O método da ordem normal tém a sua origem em um artigo de 1916
por G.H. Hardy e S. Ramanujan. Um tratamento mais simples e
transparente deste trabalho foi dado por Paul Turdan em 1934. Fi-
nalmente o método de Turan foi amplificado por P. Erdés e Mark
Kac para criar o que é hoje chamado de teoria probabilistica dos
nimeros. Neste capitulo estudamos como o método de Turan pode
ser usado para estudar a distribui¢cao da quantidade de fatores primos
de diferentes sequéncias de niimeros.

3.1 Um Teorema de Hardy e Ramanujan
Em 1916 Hardy e Ramanujan provaram que quase todos os nimeros

n sao compostos de log log n fatores primos. Para ser mais preciso eles
mostraram que o nimero de n < z que nao satisfazem a desigualdade

31
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(1—¢)loglogn < v(n) < (1+¢)loglogn

¢é o(x) para todo € > 0 onde v(n) denota o numero dos distintos
divisores primos de n. Nés apresentamos a demonstragao de Turan
de tal fato.

Teorema 3.1.1. Nis temos que

Z v(n) = zloglogz + O(x)

n<x

Z v%(n) = z(loglogz)? + O(xloglog ).

n<lx

Demonstracao. Observemos que pelo Teorema 1.4.4

s - [

n<z p<z

1
= 332;—1—0(33)

p<z
= zloglogz + O(z).

Também,
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d v = 3 > )1

n<z n<z pln qln

- Y X

p,q<z n<z
pln,qln

- 2zl

- ¥ ["Cq} +O(zloglog 7)

pgsw
1
= =z Z — + O(zloglog ).
pgsw
Agora,
2 2
1 1 1
Z < < z
DRl O
p<VzT pq<z p<z

Uma vez que

1
Z — =loglog v/ + O(1) = loglogz + O(1),
p<Vz

nds obtemos que

Z v*(n) = z(loglog ) + O(xloglog ).

n<x

Isto completa a demonstracgao.

Teorema 3.1.2 (Turdn).

Z(V(n) —loglog x)* = O(xloglog x).

n<x
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Demonstracao. Consideremos a variancia

>_(v(n) ~loglogx)®
= 3" 1%(n) — 2(loglogz) 3 v(n) + (loglog ) 3" 1,

n<z n<z n<z

e é facil de ver que isto é O(z log log x) pelo o que provamos acima. [

Corolério 3.1.3. Sejad > 0. O numero den < x que ndo satisfazem
a desigualdade

1
lv(n) —loglogz| < (loglogz)2™°

éo(x).
Demonstracdo. Exercicio. O

Relacionado aos resultados acima existe um célebre teorema de
Erdos e Kac (veja [8]), que diz que, se para o < 3,

] . ) v(n) —loglogn
S(:v,mﬁ).—#{ngm.ag\/w gﬁ},

entao

. Sz« ﬁ

A integral é a familiar integral de probablhdade associadada com a
distribuigao normal. Assim, o teorema de Erdos—Kac diz que a fungao

—tz/ 24t.

v(n) —loglogn
Vloglogn
é ‘normalmente distribuida’ num certo sentido probabilistico. Reco-
mendamos o leitor a consultar [8] para mais detalhes.
Nés dizemos que uma fungao f(n) possui ordem normal F(n)
se, para todo € > 0, a desigualdade
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(1—e)F(n)< f(n) < (1+4+¢)F(n)

é satisfeita para quase todos os valores de n. Isto é, o nimero de
n < x que nao satisfazem a desigualdade é o(z).

3.2 O numero normal de divisores primos
de um polinémio

Seja f(x) um polindmio irredutivel com coeficientes inteiros. Nés
iremos considerar aqui o problema de determinar a ordem normal de

v(f(n)).

Primeiro, nés observamos que se v, (n) denota o nimero de primos
dividindo n que sdo < y e se y = 2 para algum 0 < § < 1/2, entdo
para n < x nds temos

v(n) = vy(n) + (v(n) —vy(n)) = vy(n) + O(1),

uma vez que o numero de divisores primos de n maior do que y é
O(1). Nés podemos portanto escrever

Yo vlfm) =Y wy(f(n) + Ola). (3.2.1)

n<z n<lz

Denotemos por py(p) o ndmero de solugdes médulo p da con-
gruéncia f(z) = 0(mod p). Entao

Su(m) =3 31 (322

n<z n<z p|f(n)
p<y

e assim, depois de invertemos as somas, nés devemos contar, para p
fixo, o nimero de inteiros n < x que pertencem a py(p) classes de
reiduo médulo p. Nés obtemos

S vt = X (L o) 4 0) 323

n<z p<y
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e uma vez que p¢(p) < 9(f), onde 9(f) denota o grau de f, nds vemos
que o termo do erro vindo da soma acima é O(y).

Iremos invocar agora a teoria algébrica dos nimeros. Seja K =
Q(0), onde 6 é uma solugao de f(x) = 0. O anel dos inteiros O de
K é um dominio de Dedekind. E um cléssico teorema de Dedekind
que para todo primo p, exceto um ndmero finito, p(p) é o nimero
de ideais primos p de Ok tal que a norma Ny g(p) = p. Se 7k (x)
denota o nimero de ideais primos cuja norma é < x, entao o analogo
do teorema dos nimeros primos para corpos numéricos diz que

xT

i (@) ~ log x

quando z — oco. De fato, para alguma constante ¢ > 0,

7 (z) = li(z) + O(xe~cVIET),

T odt
liz) = / o
o logt

é a famosa integral logaritmica. Uma vez que a norma de qualquer
ideal primo é uma poténcia de primo e o niimero de ideais primos cuja
norma nao é um primo nao pode exceder O(z+/log z), nés deduzimos:

onde

Teorema 3.2.1 (O Teorema de Ideais Primos).

> ps(p) = liz + O(ze™V'E"),

p<z
para algum ¢ > 0.

Corolario 3.2.2.

Z rs(p) =loglogz + O(1).
p<z p

Demonstracdo. Exercicio. O]

No6s podemos agora completar a nossa andlise da ordem normal
de v(f(n)). Pela nossa discuss@o anterior e o coroldrio acima,
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Z v(f(n)) = xloglogz + O(x).

n<z

Também,

(f() +0 | D _vy(f(n))

<
[ )
—
2
—~
—
—

S
=

Il
@tl\’)

= Z v2(f(n)) + O(xzloglog x). (3.2.4)
n<x

Encontramos pelo Teorema Chinés do resto que

Z Vz(f(”)) = Z (W + 0(1)) + O(z loglog ),

p#£q

onde o ultimo termo do erro é obtido dos termos quando p = ¢q. Uma
vez que

Pf

nés temos que

Z pf pf Z pf +0(1).

P,q<y p<y
p#£q

Assim

Z V;(f(’n)) = z(loglogz)? + O(y?) + O(xloglog x).

n<z

Lembramos que y = 2° com 0 < § < 1/2, e assim o termo do erro

O(y?) é dominado por O(z loglog ). Isto prova:
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Teorema 3.2.3.

Z(V(f(n)) —loglogz)? = O(zloglog x).

.

E agora um exercicio elementar deduzir que a ordem normal de

v(f(n)) é loglogn.
O Teorema 3.2.3 da uma estimativa de

x
<< e
loglog x
para o nimero de n < z tal que f(n) é um nitmero primo. Uma
classica conjectura de Buniakowski formulada em 1854 diz que
qualquer polinomio irredutivel f(z) € Z[x], tal que f(Z™) nao possui
divisor comum maior do que 1, representa primos infinitas vezes.
Os unicos casos conhecidos desta conjectura é o celebre teorema de
Dirichlet sobre a distribuigao de primos em progressoes aritméticas,
o qual estabelece o caso linear. Veremos mais tarde (Capitulo 6)
que técnicas de crivos podem ser aplicadas para lancgar algumas luzes
sobre esta conjectura. Em alguns casos, os métodos chegam préximo
de estabelecer a conjectura.

3.3 Estimativas sobre Numeros Primos

Nés podemos investigar de uma maneira similar v(p — 1) quando p
varia sobre os primos. Mais precisamente, seja k um nimero natural
e defina para (a, k) = 1 a quantidade

m(x;k,a) .= #{p <z :p=a(modk)}.
Entao é facil de ver que

dovlp—1) = w(x;1,1),

p<x <z

onde [ denota um nimero primo racional. Como antes, é conveniente
observar que, aplicando o teorema de Chebycheff

Yup-1)= Y +0 (1021«)’

p<z vy(p—1)
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e assim obtemos somas da forma

Zﬂ'(:c;l,l)

<y

para investigar com y = z° para algum ¢ > 0.
Um teorema classico de Bombieri e Vinogradov diz que, para todo
A > 0, existe um B = B(A) > 0 tal que

liy) z

m(y; k,a) — ¢(k)’ <

Z max max -
k<ol 7 leg-B o VST (a,k)=1 log” x
Este teorema sera provado no Capitulo 9 e é um dos pontos altos
deste curso. De fato, a maior parte do desenvolvimento do método
do grande crivo (a ser discutido no Capitulo 8) culminou com esta

demonstracao. Nés invocamos este teorema para deduzir

3 (il 1) = ;i(xijLo( z )

A
1<y 1<y log” @

se § < 1/2. Uma vez que

S-S
<y <y

nés concluimos que

X
—1) = log 1 — .
p}qju(p ) = () log ogx+o(10gx)

De uma maneira similar deduzimos que (veja Exercicio 1)

Z v (p — 1) = n(x)(loglog )* + O(n(z)loglog z).

p<z
Este argumento estabelece o seguinte teorema:
Teorema 3.3.1 (Teorema de Erdos).
log1
> (v(p—1) —loglogp)* = O (mogogx> -

ot log x
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Uma investigagao similar pode ser feita para estudar v(p—a) para
qualquer inteiro a. O caso a = —2 estd relacionado com a conhecida
conjectura dos primos gémeos. Para ser preciso, um primo p é
chamado primo gémeo se p + 2 também é um primo. E conjecturado
que existem infinitos primos gémeos. Um interessante coroldrio do
analogo do Teorema 3.3.1 para v(p + 2) é que o nimero de primos
p < z tal que p + 2 também é primo é

°(eios).

3.4 Aplicacao do método para outras sequéncias

O método da ordem normal pode ser formalizado da seguinte ma-
neira.

Seja A = (ay) uma sequéncia finita de niimeros naturais. Seja
A; := A e para cada d livre de quadrados, defina

Aq:={a, : a, =0(mod d)}.

Para cada d livre de quadrados, nds escrevemos

d
#As = #X + Ry,

ou

#Aqg = 04X + Rq,

onde ndés pensamos X como sendo uma aproximacao para a cardi-
nalidade de A e R; como o erro em tal aproximagdo. A funcao
ds = w(d)/d é para ser pensado como a ‘proporgao’ dos elementos de
A pertencendo a Ay. Em particular, para primos p e ¢ nés escrevemos

#A, = w;p)XjLRp

#qu = MX + Rpq.

pq
Agora suponha que
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an = 0(n%)

para alguma constante positiva C. Como antes, nés podemos mostrar
que

> vlan) =) vylan) +O(x)

n<zx n<z

para algum y = 2° e § > 0. Entdo obtemos

IRICOED %X+ZR,,+O(:E)

n<z p<y p<y

e vemos que, para procedermos adiante, iremos precisar do compor-
tamento assintético de

Z@

p
p<y

e uma estimativa para a soma dos termos do erro

> R,

p<y
Similarmente, o estudo de

Z Vz(an)

n<x

levaria a encontrar uma estimativa para a soma

> Ry,

P,q<y

Iremos desenvolver um crivo geral deste método no préximo capitulo.
No exemplo da Secido 3.1, a, =n, X =z e w(p) = 1. Vocé pode
determinar a,, X e w(p) para o exemplo da Secado 3.27(Exercicio)
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3.5 Exercicios

1. Usando o teorema de Bombieri—Vinogradov prove que

Z V2 (p — 1) = n(x)(loglog x)* + O(n(x) loglog ).

p<z

2. Prove que

Z(V(n) —loglogn)? = O(xloglog z).

n<z

3. Usando Teorema 3.2.1 prove que existe uma constante positiva
c tal que

1
pr;m zloglog:c—i—c—i—O().

= log



Capitulo 4

O Crivo de Turan

Em 1934, Paul Turén (1910-1976) deu uma demonstracao extrema-
mente simples do classico teorema de Hardy e Ramanujan sobre o
nimero normal de fatores primos de um dado nimero natural. Para
isto, Paul Turan desenvolveu um crivo bésico que é agora chamado
de o Crivo de Turdn. Neste capitulo iremos estudar o Crivo de Turdn
e ver como ele pode ser usado para tratar outras questoes sobre cri-
vos. Por exemplo, o crivo de Turdn é mais elementar do que o crivo
de Eratostenes e em alguns casos nos fornece resultados comparaveis
com o anterior.

4.1 A Desigualdade Basica

Seja A um conjunto finito arbitrario e P um conjunto de numeros
primos. Para cada primo p € P nés iremos assumir um dado conjunto
A, € A Seja Ay := A e para todo numero livre de quadrados d
composto de primos de P nés definimos

Ay = ﬂp‘d.Ap.
Fixemos um ntumero real positivo z e definimos

P(z) := H D.

peP
p<z

43
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Iremos estar interessado em estimar

S(A, P, z) = #(A\ Upp) Ap)-

Seguindo o método ilustrado na Secao 3.4, nds escrevemos para
cada primo p € P,

#A, =0, X+ R, (4.1.1)
e para primos distintos p,q € P,

# A,y =0,0,X + Ry, (4.1.2)

onde

X :=#A,

0<9, < 1.

Por conveniéncia, interpretaremos R, , como sendo R,. Heuristica-
mente nés podemos pensar de §,, como a propor¢ao de elementos de A
que pertencem a .Ap, e de R, como o termo do erro nesta estimativa.
A mesma interpretagao pode ser dada para d,dq € Rp q.

Teorema 4.1.1 (O Crivo de Turdn). Nds mantemos a notagdo an-
terior. Seja

= > 6

p|P(z)
FEntao

S(A,P,2) <

pIP(z WZIP(Z)

( )

Demonstragio. Para cada elemento a € A, denotemos por N(a) o
ndmero de primos p | P(z) tal que a € A,. Entao

S(AP,2) = #{a € A: Na) = 0} < —— 5" (N(a) - U(2))*.
U(Z) acA
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Assim o objetivo é derivar um limite superior para

Y (N(a) = U(2))%,

acA

uma expressao que é reminiscente do método da ordem normal. Ele-
vando ao quadrado o somando e expandindo temos

> N(a)? —2U(2) Y N(a) + XU(2)*.

acA acA

Para a primeira soma temos

> N(a)? DI

acA a€A \ p|P(z)
a€A,
= > #ANA
p,q|P(2)
= > #A T+ Z #A,
p,q\P(Z) p|P(z
= X Z Splg+X D 0+ > Ryg
p,q|P(2) p|P(2) p,q|P(2)
PF#q
2
= X| D> 6| -x > 2+x > 4
p|P(z) p|P(2) p|P(2)
+ Y Ry
p,q|P(z)

e, similarmente,
D N@=X > 6+ > Ry
acA p|P(z) p|P(z)

Aqui nés usamos as equagoes (4.1.1) e (4.1.2). Portanto
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Z(N(a)—U(z))2=X Z Jp(1=0p)+ Z Ry q—2U(2) Z Ry

acA p|P(z) p,q|P(2) p|P (=)

Uma vez que (1 —¢,) < 1, nés imediatamante deduzimos a cota
superior enunciada no teorema. O]

4.2 Contando polinémios irredutiveis em
Fy|z]

Denotemos por F, o corpo finito com p elementos. Fixemos um
ndmero natural n > 1 e seja N, o nimero de polinémios moénicos
irredutiveis em Fp[z] de grau n. Iremos obter uma férmula exata
para N,.

Considere a série de poténcias

ZTa(f)’
f

onde a soma é sobre todos os polinémios ménicos f € F,[z]. Uma
vez que o nimero total de polinémios ménicos em F,[z] de grau n é
p", nds temos que a série de poténcias acima é

- npn 1
nz:%pT T

Por outro lado, Fp[z] é um dominio Euclidiano e assim ele possui
fatoragao unica. E assim podemos escrever como um produto de
Euler a expressao para a série de poténcia acima

H(l _ T8(U))—1 _

v n

(1—Tm)~Nn,

2

1

onde v percorre sobre polinémios ménicos irredutiveis em Fp[z]. Por-
tanto obtemos

(1 —T4)=Na, (4.2.1)

8

(1—pT)~' =

d=1
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Usando que

oo

nTTL
—log(1—pT) = Z

e tomando logaritmos em (4.2.1) nds obtemos

= —log(l—pT)=—Y Nylog(l—T¢
> og(1 —pT) = = Nylog( )

I
M8
M8

o

U
o3
Il
I ME% [
—
™

QL
Z

~

Isto prova:

Teorema 4.2.1. Denotemos por Ng o nimero de polinomios monicos
irredutiveis em Fp[z] de grau d. Entao

> dNa=p"
dln

Observe que uma consequéncia imediata é que

n
N, <2
n
o qual pode ser visto como o anédlogo para corpos de fungoes da cota
superior de Chebycheff (1.4.1) para 7(z). De fato, é facil deduzir que
(veja Exercicio 1)

n

p

9

N,, ~
ou mais precisamente,
N =2+ 04 2d(n),
onde d(n) denota o nimero de divisores de n. E podemos ver este

resultado como o andlogo do teorema dos ntmeros primos (1.4.2)
para Fp[z].
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Teorema 4.2.2. Usando a mesma notacao anterior. Temos que

1
Np= =Y p(d)p™".
o p(d)p

Demonstracdo. Exercicio. L]

4.3 Contando polinémios irredutiveis em
Z|z]

Fixemos numeros naturais H e n > 1. Iremos aplicar o crivo de
Turan para contar o nimero de polinémios irredutiveis

2"+ ap_12" V+ -+ aix +ao

com 0 < a; < H, a; € Z. Iremos provar que este nimero é

H" + O(H"'/310g*® H).

Assim, um polinémio aleatério com coeficientes inteiros é irredutivel,
com probabilidade 1.

Notemos que se um polindmio é redutivel em Z[z], entdo ele é
redutivel médulo p para algum primo p. Nossa estratégia serd obter
uma estimativa para o niimero de polinémios redutiveis.

Seja

A= {(an-1,an-2,...,a1,a0) €Z" : 0 < a; < H}.

Iremos pensar das n—iplas (a—1,an—2,...,a01,09) COMO COITESPON-
dendo ao polinémio moénico

2" 4 an_12" 'V + -+ a1z + ao.

Nos queremos contar o nimero de dplas de A que correspondem a
polinémios irredutiveis em Z[z]. Assim, denotemos por P o conjunto
de todos os primos e para cada primo p, denotemos por A, o sub-
conjunto de uplas correspondendo a polinémios irredutiveis médulo
p. Seja z = z(H) um niimero real positivo a ser escolhido mais tarde.
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Entao S(A, P, z) representa uma cota superior para o nimero de po-
linémios redutiveis em Z[x], pois se um polinémio pertence a A, para
algum primo p, entao ele é irredutivel.

Observemos que A tem H™ elementos. Se especificarmos um po-
linémio ménico g(z) € F,[x], entdo o nimero de elementos de A que,
reduzidos médulo p, sdo congruenntes a g(z)(mod p), é

(5+ o<1))”.

Iremos escolher z satisfazendo z? < H assim, para primos p < z,
a expressao acima pode ser escrita como

H" anl
" "

De nossa discussao anterior, o nimero de polinémios moénicos ir-
redutiveis de grau n é

p’ﬂ

N, == +0p"?),
n

onde a constante implicita depende de n. Assim o numero total de

polinémios em A correspondendo a polinémios irredutiveis em F,[z]

(5 20 (5) (500

Isto implica que

1
#A, = —H" + O(H"™'p) + O(H" [p"/?)

e, similarmente, para p # ¢

1
#ApﬂAq: ﬁHn+O(Hn71pq)+O(Hn/pn/2)+O(Hn/qn/2)'
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Podemos agora aplicar o Teorema 4.1.1 com §, = 1/n e
Ryq = O(H" 'pg) + O(H" [p"/*) + O(H" /q"/?).
Usando a cota de Chebycheff nés deduzimos:

Teorema 4.3.1. Para A como acima, n >3 e 22 < H, temos

H"™1
S(AP,2) < % + H" 152,
Escolhendo
Z = Hl/B(logH)l/3
obtemos:

Teorema 4.3.2. Sejan > 3. O numero de polinomios redutiveis

" Fap 12" 4 Faz+ay, 0<a;<H, a;€Z,

é O(H”_l/?’(log H)2/3).

4.4 Valores quadrados de polinémios

Seja f(z) € Z[x] um polindémio com discriminante disc(f) nao—nulo
e o qual nao é o quadrado de outro polindémio em Z[z]. Seja H > 0.
Nos iremos agora considerar a questao de estimar

#{|n| < H : f(n) é um quadrado perfeito}.

Esta questao foi discutida no Capitulo 2 no contexto do crivo para
quadrados. Iremos agora aplicar o crivo de Turdn. Como notado
anteriormente, o teorema de Siegel sobre pontos inteiros em curvas
hiper—elipticas nos fornece uma cota universal (dependendo de f). A
novidade aqui é que, por um lado, nés nao iremos usar o profundo
trabalho de Siegel. Por outro lado, o método ird ter uma ampla
aplicabilidade, tal como o caso de polinémios de vérias variaveis.
Seja
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A:={n:|n| < H}
e para cada primo p f disc(f), denotemos

A, :={|n|] < H: f(n)(mod p) ndo é um quadrado}.

Por um resultado de Weil citado no Capitulo 2,

T (f“) < (O(f) ~ Vv,

a( mod p) p

e assim temos que o ndmero de n(mod p) tal que

y* = f(n)(mod p)

para algum inteiro y é p/2 + O(,/p). Logo, o niimero de n(mod p)
tal que f(n) nao é um quadrado médulo p é p/2 + O(/p). Assim

#Ap

(22 +om) (5 +0wvm)

H+O(5ﬁ+p>.

Similarmente, para primos distintos p, ¢ 1 disc(f),

4 = (224 0m) (B +owm+ma)

Pq

- gro(m+ 7).

Como #A = 2H 4 O(1), vemos que, usando a notagao da Segao 4.1,
dp, = 1/2, os axiomas do crivo de Turédn sao satisfeitos com

a0l
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Rm”(?*ﬁ”)

Aplicando Teorema 4.1.1, obtemos
#{In| < H : f(n) é um quadrado}

Hl H
982 —&—74— —|— (H23/2+z (log 2)?).

temos

<

H2/5

Escolhendo z : = Tlog M5

#{|n| < H: f(n) é um quadrado} = O(H4/5(10g H)Q/s),

que ¢é inferior a estimativa obtida pelo crivo para quadrados. Entre-
tanto, se considerarmos o problema andlogo para o qual f(n) é um
cubo ou uma poténcia impar maior, o crivo para quadrados nao pode
ser utilizado, porém uma estimativa similar pode ser deduzida pela
técnica acima.

4.5 Exercicios

1. Com N,, como definido neste capitulo, mostre que

g2

Na = £ 4 0p"2d(n)).

2. Seja A o conjunto dos nimeros naturais n < z e P o conjunto
dos ntmeros primos p < z. Mostre que

T

m(x) < Toglogz
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3. Sejam A e P como na Secdo 4.1. Para cada a € A, denotemos
por w(a) um ndimero real ndo—negativo (chamado de peso) e
denotemos por

X::Zwa

acA

Suponha que, para p € P,

Z w(a) =0,X + R,

acAp

e, para primos distintos p,q € P,

Z w(a) = 0,0,X + R, 4.

a€Apq

Seja N(a) o nimero de p € P para o qual a € A, e

=Y 0

plP(z)

Prove que



Capitulo 5

O Crivo de Eratostenes

Neste capitulo iremos descrever o famoso crivo de Eratdstenes da
mesma forma que foi apresentada por A. M. Legendre (1752-1833)
em 1808 na segunda edigao de seu livro Théorie des Nombres. Nos
iremos tratar este assunto sob uma perspectiva moderna e vamos
mostrar também que, quando combinamos o crivo de Eratdstenes com
o “truque de Rankin”, o crivo de Eratdstenes se torna tao poderoso
quanto o crivo de Brun, sendo este 1iltimo mais complicado de derivar.

5.1 O crivo de Eratostenes

Nos iremos usar a propriedade fundamental da fungdo de Mobius,
dada no Lema 1.2.2, para estudar o ntimero

O(z,z) := #{n <z : n ndo é divisivel por nenhum primo < z},

onde x, z s40 nuimeros reais positivos. Isto serd usado como um exem-
plo motivador que ird nos levar mais adiante a um desenvolvimento
formal do crivo de Eratoéstenes.

Se denotarmos

P, ::Hpa

p<z

o4
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entao
O@z) = Y Y ud=Y ud ][]
n<z d|(n,P,) d| P,
=z L ==z 1 ).
— leP: 0@ pl:[(l p)+0(2)

Podemos usar ®(z, z) para deduzirmos uma estimativa para m(z) da
seguinte maneira:

(@) = (x(@)—m(2)+7(2)
< Bz, z)+7(z)
< Bz, 2)+ 2. (5.1.1)
Mais ainda, a desigualdade 1 — x < e™", vélida para x positivo,

implica que

()= )

p<z p<z
No Capitulo 1 nés estabelecemos que

Zl > loglog z + O(1).

p<z
Assim obtemos uma cota superior para
1
()
p<z p

e consequentemente para ®(x, z). Escolhendo agora

z:=clogx
para alguma constante positiva ¢ e usando (5.1.1), nés provamos

Proposigao 5.1.1.
x

m(r) <

loglogz”
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5.2 Teorema de Merten

Iremos derivar uma férmula assintética para

oI

p<z

e para isso iremos usar que a fungao zeta de Riemann ((s) se estende
como uma fungao analitica para JR(s) > 0 exceto por um pélo simples
em s = 1 com residuo 1. Nosso principal resultado nesta secao é

(:))

Teorema 5.2.1.

V(z):l‘[(l—;) :12; (1+0

quando z — 0.

Demonstracao. Temos que

—logV(z Z Z

p<z k>2p<z
€ uma vez que

1
DI =2 D
k>2p<z p<chz2 P p<P
nés podemos escrever

1 1
> hao(l

kpk z
k>2p<z

para alguma constante positiva c¢g. Assim deduzimos que

—logV(z Z +co+0( )

p<z

onde, de fato,

1 1
Zlog<1>+.
» p p
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Lembremos que pelo Teorema 1.4.3 do Capitulo 1 nés temos

R(z) := Z logp _ logz 4+ O(1),

p<z

e assim por somas parciais temos que

Z} R(z) N * R(t)dt

P log z o tlog?t

1
= loglogz+cl+0< )
log 2z

para algum c¢; > 0. Assim

<z

1
logV(z)loglogz+co+cl+O< ),
log 2z

—(co+e1)
IT (- D™ ot
P log 2z log =z

p<z

e assim

quando z — oo. Falta mostramos que ¢g + ¢; = 7y, onde v é a famosa
constante de Euler.
Para o > 0 consideremos

(o] 1 1 —1
((L+o0)= Z nlto — H (1 - p1+0> :
n=1 p
Assim
flo): = 10g§(1+0)—2}%

p

1 1
—zp:{log (1 - p1+0> + p1+a'}7

e portanto
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co = lim f(o).

o—0

Pelo Exercicio 1 nés temos que, para o > 0,

log{(1+0) = logé + O(o)
= —log(1—¢e7%)+0(0)

Z e "n"! + O(0).
n=1

Colocando

P(t) := Z%,

p<t

obtemos por somas parciais que

o du=o P(e")e 7dt.
; p1+a 1 ul-i—o’ 0 ( )

Similarmente,

log¢(l1+0) = U/OOO e P H(t)dt + O(o).

Logo

fo)=o /ODO e~ (H(t) — P(e'))dt + O(o).

Uma vez que

H(t) =logt +~+ O (1)
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1
P(e') =logt+c¢; + O (t) ,

nés deduzimos que

flo) = U/OOOe—Ut (7—01+O<2Hr11>)dt+0(0)

= v—c1+O(0).
Tomando o — 0 temos

fO)=co=v—c1.

E isto conclui a demonstragao. O

5.3 O truque Rankin

Consideremos a seguinte fungao

U(x,z) :=#{n<xz: sep|n, entdo p < z}.

Através do crivo de Eratéstenes discutido na Se¢do 5.1 e uma andlise
mais fina temos que

B(a,2)= > uld) [ﬂ =2y @ FO(U(z,2).  (5.3.1)
d|P.d<w j\i’;

Nos iremos usar agora um truque devido a Rankin para estimar
U(z,z). Para todo 6 > 0, temos que

V(z,z) = Z: 1< Z: (z>6<x61:[<1—pl§>1~

pln=p<z pln=p<z

Observemos que
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(-4 <20 3) <)

p<z p<z p<z
1 —1
11 <1 - 25>
p

p

uma vez que o produto

é convergente para § > 1/2. Portanto

U(z,z) <2’ [] (le&).

p<z

Usando que 1+ x < e” obtemos

U(x,z) < exp <§loga¢ + Z pl§> .

p<z

Agora escolhedo § := 1 —1n com n — 0 quando z — o0, escrevendo

p—5 — p—lpn — p—lenlogp

e usando a desigualdade e” < 1+ ze® nds deduzimos que

Z}% > }3(1 + (nlogp)2"),

p<z p<z
uma vez que p < z. Assim, escolhendo

1
~ logz

n:
temos:

Teorema 5.3.1.

1
U(z,2z) < z(log z) exp ( 122“2)

quando x — 0.
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Teorema 5.3.2.

L1 2) oo (2))

d| P, p<z
d<z

Demonstracao. Exercicio. Use Exercicio 2 e o teorema acima.

Teorema 5.3.3.

O(z,2) = H (1 — ;) +0 (ars(log;z)2 exp (‘hﬁj))

p<z

quando x,z — 00.
Demonstragdo. ITmediata a partir de (5.3.1).

Corolario 5.3.4.

m(x) < a

loglog z).
1Ogl,(og og x)

Demonstracao. Exercicio.

5.4 O Crivo de Eratostenes

61

Seja A um conjunto qualquer de nimeros naturais < x e P um con-
junto de primos. Para cada primo p € P denotemos por w(p) o
nimero de classes de residuo (distintas) médulo p. Denotemos por
A, o conjunto de elementos de A pertencendo, no minimo, a uma
destas classes de residuo médulo p e seja A; := A e para qualquer
numero d livre de quadrados e composto de primos em P definimos

Ay = ﬂp‘d/lp

w(d) := Hw(p).

pld

Seja z um numero real positivo e
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P(z):= H D.

pEPP<Lz
Como de costume, denotamos S(A, P, z) o nimero de elementos
de
A\ Up|P(2) .Ap.
Suponhamos também que exista X tal que

H#Ag = #X + Ry (5.4.1)

para algum R,.

Teorema 5.4.1 (O Crivo de Eratdstenes). Com a notagdo acima,
suponha que as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:

1. |Rq| = O(w(d));
2. para algum k > 0,

3 w(p)logp

< klogz+ O(1);
p

p|P:

3. para algum nimero real positivo y, # A5 = 0 para todo d > y.

FEntao

S(A,P,2) = XW(z) + 0 ((X + y) (log =)™ exp (—logy>) :
log z log z

onde

W(z):zH( —”(p)).

peP p
p<z

Para provar este teorema iremos precisar dos seguintes lemas.
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Lema 5.4.2. Com as hipdteses do Teorema 5.4.1, denotemos

F(t,z) =Y w(d).
i

FEntao

Ft,2) = O (t(log ) exp (-ESZ)) .

Demonstracdo. Né6s usamos o truque de Rankin. Para todo 6 > 0,

F(t,z) <Y w(d) <2>6.

d|P,

Uma vez que w é multiplicativa, nés deduzimos que

F(t,z) <exp | dlogt+ Z @
PPz

usando a desigualdade 1 4+ x < e®. Colocando § := 1 — 7 e usando a
desigualdade e* < 1 + ze”, nds obtemos

p)l
F(t,z) <texp | —nlogt + Z +nz’7 Z Jlogp
p|P: plP:

Pela segunda hipotese do Teorema 5.4.1 e por somas parciais temos
que

Z w(p) < kloglogz + O(1).
p|P: b

Assim

F(t,z) < texp(—nlogt + xloglog z + rkn(log z)2").

Escolhendo 7 := 1/log z nos fornece o resultado desejado. O
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Lema 5.4.3. Com as hipdteses do Teorema 5.4.1,

£ om0

d|P.
d>y

Demonstracao. Através de somas parciais, nés temos que

w(d * F(t, z
Z;)«/y %dt.

d|P.
d>y

O resultado segue do Lema anterior. O

Demonstra¢ao do Teorema 5.4.1. Pelo principio de inclusao—exclusao
e a primeira e terceira hipdteses

S(AP,z) = > pld)#A

o

_ Zu(d)X‘fi(d) +O(F(y,2).  (5.4.2)
d[P.
d<y

Entao pelo Lema 5.4.2 e 5.4.3 nés obtemos que

S(A,P,z) = XW(z) + O ((X + y) (log z)"** exp (_10gy>> )
log = log z

O

Um ndmero primo p tal que p+ 2 também é um primo é chamado
de primo gémeo e a famosa conjectura dos primos gémeos,
ainda sem solugao, diz que existem infinitos primos gémeos. FEsta
conjectura é uma das principais motivagoes de pesquisa em teoria
dos crivos. De fato, o nascimento da teoria moderna dos crivos tem
seu inicio com o artigo de Viggo Brun (veja [11]), onde ele provou
que
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1
E — < o0,
D p
p+2 primo

Antes do trabalho de Brun, ninguém sabia como atacar tal questao.
Brun deduziu seu resultado a partir de uma estimativa que ele ob-
teve através de um sofisticado método de crivo, chamado agora de
Crivo de Brun, que iremos discutir no préximo capitulo. O principal
interesse tedrico para ndés no momento é que a cota superior de Brun
pode ser derivada do crivo de Eratdéstenes. A cota superior derivada
abaixa nao é a melhor possivel, mas é suficiente para deduzirmos a
convergéncia da soma acima.

Teorema 5.4.4. O numero de primos p < x tal que p+ 2 também €
primo €

x(loglog x)?
log2 r

Demonstra¢do. Seja A o conjunto de nimeros naturais n < x e P o
conjunto de todos os primos. Seja z = z(x) um nimero real positivo
a ser escolhido em breve. Para cada primo p < z nés distinguimos
as classes de residuo 0 e —2 médulo p. Uma vez que A, é vazio para
p > = + 2, nés aplicamos o Teorema 5.4.1 com k = 2 para deduzir
que

S(A,P,2) = 2W(z) = O (x(log 2)3 exp (-iiij)) :

onde
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Escolhemos z tal que
log z = log z/Aloglog x
para alguma constante positiva A grande e deduzimos que

log1 2
S(.A,P,Z) < w

log? «
Claramente, o nimero de primos gémeos nao pode exceder
m(z) + S(A,P,z) <z+ S(A,P,z2),
com z como acima. O resultado agora é imediato. O
Corolario 5.4.5 (Teorema de Brun). A soma
3 1

) p
p+2 primo

€ convergente.

Demonstracdo. Exercicio. O]

5.5 Exercicios

1. Usando soma parcial, mostre que

1
para o > 0.

2. Seja C(x) =), ., cn € f(t) uma funcao diferencidvel com de-
rivadas continuas. Suponha que

lim C(Y)f(Y) =0

Y —o0

/ h C)f (t)dt < co.
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Prove que

oo

S euf(n) = —Cla) () - / C(0)f (¢)dt.

n>z x

3. Mostre que

1 sen é livre de quadrados,
>t = { “

0 caso contrario.
d?|n

Se Q(x) denota o nimero de nimeros livre de quadrados < z,
deduza que

Q) = o+ O(Va).



Capitulo 6

O Crivo de Brun

Viggo Brun (1885-1978) introduziu o crivo que agora leva o seu nome
em 1915 no artigo [5]. Neste trabalho, Brun provou que existem
infinitos niimeros inteiros n tal que n e n + 2 possuem no maximo
nove fatores primos. Ele também mostrou que se £ um ntmero par
e suficientemente grande entao ele é a soma de de dois inteiros, cada
tendo no maximo nove fatores primos. Isto representa um tremendo
avanco em diregao a conjectura dos primos gémeos e para a conjectura
de Goldbach. Como consequéncia do seu trabalho, ele deduziu que a
soma dos reciprocos da sequéncia de primos gémeos converge.

Como notado anteriormente, alguns dos resultados de Brun po-
dem ser derivados do crivo de Eratéstenes e do truque de Rankin.
Entretanto, o método do crivo de Brun nao pode ser deduzido dos
métodos elementares do capitulo anterior. Assim o estudo do Crivo
de Brun é uma essencial ferramenta na teoria dos crivos e nao pode
ser ignorado.

6.1 O Crivo Puro de Brun

Comegamos com a simples observagao de que para todos inteiros
positivos vertal que 0 <r <v —1,

68
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S (= D)k(w/k) = (_1)r(u ; 1>’

k<r

Esta identidade é obtida quando comparamos os coeficientes de z”
em ambos os lados de

A—-z)'1—-2)=010-2)"

Seja n um inteiro positivo e N o radical de n (isto é, o produto dos
divisores primos de n contados com multiplicidade 1). Nés usamos
a férmula acima com v = v(n) para deduzir que, para todo 0 <
rv(n) —1,

> = 3w =S -0t (") = cor (7).

dn d|N k<r
v(d)<r v(d)<r

(6.1.1)
Vamos definir a fungao truncada de Md&bius de d por

o (d) sev(d) <,
r(d) = { g se v(d) >r,

e denotemos

) = Z Mr(d)
d|n

Entao (6.1.1) pode ser reescrita como

wr(m = -1 (" 71, (6.1.2)

r

que é uma férmula que pode ser vista como uma generalizacao da
propriedade fundamental da fungao de Md&bius.

De (6.1.2) nds deduzimos que ¥,.(n) > 0 se r é par e ¥,.(n) <0
se r é impar. Isto implica que para todos inteiros positivos n e r nés
temos

Garga(n) <Y p(d) < thor(n). (6.1.3)

d|n
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Também vemos que

Yorpi(n) = > pld+ > pd)
d|n d|n
v(d)<2r v(d)=2r+1

V(d)d:|g7'+1

Combinando as duas férmulas nds temos que para quaisquer inteiros
positivos n e r,

doud) =) +0 [ D |u@] |- (6.1.4)
i V(d)dzlngrl

O ponto de partida do Crivo de Brun é usar 4, (n), via (6.1.4),
no crivo de Eratéstenes para reduzir o tamanho dos termos do erro.
Para elucidar a idéia de Brun iremos aplicar suas idéias para obter
um limitante superior para ®(z, z), o nimero de inteiros < x que séo
livres de fatores primos < z. Como de costume, denotemos

P, = Hp.
p<z

Entao por (6.1.3) nés obtemos que, para r um nimero par,

O(z,2) < Z Z pr(d)

n<z d|(n,P;)

= > wd|7]

d|P,

_ xzﬂr(d)+0(zr)7

d
d|P.

uma vez que f,(d) = 0 a menos que v(d) <.
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Agora nés mudamos a nossa atencao para

()
> T

d| P,

Por inversao de Mébius,

) = S () 000,

sld
e assim
Mvsd) _ ZIZM(§)¢T(5)
d|P. d|P. ~ é|d
_ ¥r(9) p(d)
P e
|P- d|%
¥r(6)
= W(z) ;
250
onde

e ¢ denota a funcao de Euler. Em outras palavras,

-(d e
; “T() = W(2) + W(2) (SIXP: ¢((§)). (6.1.7)
6>1

Nosso objetivo agora é estimar

¥r(9)
?Z:Pf ¢(0)

Primeiramente observamos que, de (6.1.2),
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r

wto) < (0 1>,

e assim a soma considerada é limitada por

> (5w = 2 () 2

0| Py r+1<m<n(z) 5| P,
6>1 6>1
v(d)=m
m—1 1\ 1
< - _
< r (")) -
r+1<m<mn(z) p<z
< 5 X oy lostors e
— ———(loglog z + ¢
- ol (m —r)! 508 !
m>r+1
~ (loglogz +c1)"
N r!
X Z #(log logz+c)™™"
(m—r)!
m>r+1
log 1 T
< Mexpaoglogzm)_
7l
Acima nos utilizamos a estimativa elementar
1
Zf <loglog z + 1
p<z
para alguma constante positiva ¢;. Assim
(0 log 1
Z 20 < (loglog = + c1) exp(loglog z + ¢1). (6.1.8)
¢(9) r!
S|P,
6>1

Nés agora utilizamos a estimativa bem conhecida

1 e\’
1= ()
r! r

para obter de (6.1.8) que
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Z Tﬁr(;) < coexp(r — rlogr + rlog A)log z, (6.1.9)
22 00)

6>1

onde

A :=loglogz + 1

e ¢y é uma constante positiva.

Combinando (6.1.5), (6.1.7) e (6.1.9) nds obtemos que

D(x,2) < a2W(z)
+ W (2)O(exp(r — rlogr + rlogA)log z) + O(z"). (6.1.10)
O nosso objetivo agora é fazer com que o termo rlogr domine e

assim nos permitindo obter um termo de erro pequeno da equagao
(6.1.10). N6s escolhemos r a ser o inteiro par mais préximo a

nloglog z
para algum n = n(z, z) a ser especificado em breve. Com esta escolha
de 7, o termo do erro em (6.1.10) é igual a
z exp(—1(log ) (loglog 2)) + 2718182,

verifique. Igualando os dois termos acima nds percebemos que a
escolha étima para 7 é

alogx

n = ( para algum a < 1.

log z)(log log 2)

Em particular, para z satisfazendo
log z = O((log z)*~¢)
para qualquer 0 < € < 1, nés obtemos

B(x,2) < &W(2) + Ofx exp(—(log 2)°)).

Isto nos leva a estimativa
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m(z) =0 ((logi)l—> .

Uma consideracao mais fina e delicada nos mostra que

alogx

1 =
08~ loglog x

e portanto que

(@)= O (xloglogx) )

log

um resultado que nés ja tinhamos pelo crivo de Eratéstenes.
Estamos agora em posicao de formalizar o puro crivo de Brun. O
ponto de partida é:

Lema 6.1.1. Sejam n,r inteiros positivos com r < v(n). FEntdo
existe |0] < 1 tal que

Sud= Y wd+e Y u(d).
d|n

dlnv(d)<r d|nv(d)=r+1
Demonstracao. Exercicio. O

Seja A um conjunto qualquer de ntimeros naturais < x e P um
conjunto de primos. Para cada primo p € P, seja A, o conjunto de
elementos de A os quais s@o divisiveis por p. Seja A; := A e para
qualquer inteiro positivo d composto de primos de P denotemos por

Ag = NpjaAp. Seja z um nimero real positivo e P(z) := [[per p.
p<z
Como nos capitulos anteriores, nds queremos estimar

S(.A,P, Z) = #(A\ Up\P(z) .Ap)

Nés iremos assumir que existe uma fun¢do multiplicativa w(-) tal
que, para todo d como acima,

H#Ag = @X + Ry (6.1.11)

para algum R4, onde
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Denotamos por

W(z) = H)<1—“’;p)>.

p|P(z

Teorema 6.1.2 (O Crivo Puro de Brun). Nds mantemos as mesmas
notacoes de antes e fazemos as sequintes hipoteses adicionais:

1. |R4| < w(d) para todo d livre de quadrados composto de primos
de P;

2. existe uma constante positiva C' tal que w(p) < C para todo
peP;

3. existem constantes positivas C1,Cy tal que

Z % < Cqloglog z + Cs.

p<z
pEP

FEntao

S(A,P,z) = XW(2)(1+ O((log z)‘A)) + O(anoglogz)

com A =nlogn. Em particular, selogz < clogz/loglogx para uma
apropriada constante positiva ¢ suficientemente pequena, nos obtemos

S(A,P,z) = XW(2)(1+o(1)).

Demonstracao. Pelo Lema 6.1.1 nds temos que para todo inteiro po-
sitivo r,
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SAP2) = > >

acAd|(a,P(2))

= > | D m@+e >

a€A \ d|(a,P(2)) d|(a,P(2))
v(d)=r+1

B 7T(Z)T+1
-3 w0 (X T,

d|P(z)

De (6.1.11), da primeira hipétese e da multiplicatividade de w(), ob-
temos

SAPz) = X Y prdwld) | o 3 IR
d|P(z) d|P(z)
v(d)<r

Zr+1
! O(X<r+1>!>
= X Z 7Mr(dc)lw(d) +0 ((1-1— Z w(p)) 1')
d|P(2) p|P(2) "

+ o(x(:m,)

Entao, aplicando a férmula de inversao de Mobius nés deduzimos
Y
que
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SAPz) = X Y M 3 ldeld)

5| P(2)

)
L~

N
&

10 L) Lo(x 2"
ot e ) ) (o 7m):

p|P(z

Denotemos

Qd) = [Jp - wlp))

pld

Assim a primeira soma na expressao acima é

r(0)w(d
XW(z)(;PZ()wE)()(S)().

Invocando agora a primeira e a segunda hipdteses do teorema nos
obtemos a formula assintotica desejada.

6.2 O Principal Teorema de Brun

O crivo puro de Brun nos fornece resultados compardveis com os
do crivo do Eratdstenes. Nés iremos agora tentar melhorar o nosso
resultado usando a funcao

fn) =" u(d)g(d),
com f(1) =1, ao invés de
> u(d),

d|n

para iniciar o processo de crivo.

Mais precisamente, seja A um conjunto finito de inteiros e P um
conjunto de primos. Para cada primo p € P suponha que seja dado
um subconjunto A, C 4. Como antes, seja A; := A e para um inteiro
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positivo d livre de quadrados composto de primos de P denotemos
Ag := NpjaAp. Seja z um niimero real positivo e P(z) o produto dos
primos em P que sdo < z. Usaremos a notacio P para o conjunto
de primos de P com os divisores primos de § removidos. Aplicando
inversao de Mobius para a soma que define f, nés obtemos

()

assim

> wdgras = 3 #a () 6

d|P(z) d|P(z) sld
= Y f6) Y mld)#Asn
3|P(2) dl@
= 3 F(6)S(A5, P, 2)
3| P(2)
= SAP,2)+ Y f(6)S(A;, P, 2).
8| P(z)
i>1

Noé6s podemos interpretar a tltima soma como um termo de erro.
Analisando este termo, Brun descobriu um escolha engenhosa para a
funcao g que permitiu a ele obter uma cota superior e inferior para
S(A, P, z). Nés iremos fazer esta andlise agora.

Primeiramente reescrevemos a soma

> F(0)S(As, PD), 2)

§|P(z)
6>1

em uma forma mais 1til. Seja ¢(§) o menor divisor primo de §, onde
interpretamos ¢(1) como infinito. Escrevemos cada ¢ como pt com
p = q(0). Entao
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Y FE)SAsPDz) = YN (A, PP, 2) f(pt)

5|P(2) p|P(z) , P(z)
5>1 U=
p<q(t)
= > ) S(A, PP 2)
p|P(z) t|P(2)
p<q(t)
x| Y uld)(g(d) — g(pd))

djt

Agora escrevemos t = de e observemos que p < ¢(t) se e somente se
p < q(d) e p < q(e). Entéo

Zf -A(Sa 7)

5P (2)
= > —g(pd)) > S(Apae, PP, 2).

6>1

d|P(z) p|P(z) EIM
peald) p<q%e)

Se denotarmos

S(A,P, Z) = .A\ Up|p(z) .Ap,

entao um momento de reflexdo nos mostra que

S(Apa, PP p) = ] S(Apge, PP, 2),
o 22
d
p<q(e)
uma vez que todo elemento do lado esquerdo deve necessariamente

pertencer a um unico Apqe para algum e com g(e) > p (o lado direito
é uma uniao disjunta). Assim
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> F(0)S(As, PD, 2)
3|P(2)
6>1

= > Y uld)(g(d) - g(pd))S(Apa, PPV, p).
d|P(z) p|P(z)
p<q(d)
Uma vez que p < ¢q(d),
S(Apda P(pd)vp) = S(Apd7 Pvp)

Isto prova:

Teorema 6.2.1. Com as mesmas hipdteses anteriores e para toda
fungao g com g(1) = 1, nds temos

S(A,P,z)
= > udgld)#FA— D D puld)(g(d)—g(pd))S(Apa, P, p).
diP(2) diP(2) 9l P ()

p<q(d)

O caso quando ¢(1) := 1, g(d) := 0 para todo d > 1 nos dd o
famoso resultado:

Lema 6.2.2 (Identidade de Buchstab). Nds temos que
S(A,P,2) =#A— Y S(Ay,P,p).
pIP(2)
No6s também deduzimos que:

Teorema 6.2.3. Nds mantemos a notagao do Teorema 6.2.1 e sejam
gu € g1 duas fungoes tal que gy (1) = g1 (1) = 1, satisfazendo

w(d)(gu(d) — gu(pd)) > 0

w(d)(gr(d) — gr(pd)) <0
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para todo d | P(z), p < q(d). Entao

Y wdgr(d#As < S(AP2) < Y p(d)gu(d)#Aq.

d|P(z) d|P(z)

Demonstracdo. A condigao em gy implica que a segunda soma no
Teorema 6.2.1 é ndo—negativo. A cota superior é agora imediata.
Um argumento similar aplica-se para gr,. O

Nos iremos agora escolher as funcoes gy e gr que satisfazem a
condicao do Teorema 6.2.3. Nos iremos seguir o raciocinio de Brun e
considerar apenas fungoes g tais que g(d) = 0 ou 1. Nés decompomos
o intervalo [1, z] da seguinte maneira

2=z, < zZp1 < <zn<zg=2
e definimos

P, .= H P.

zn <p<z

Seja b um inteiro positivo fixado e denotemos

ou(d) = { 1 sev((d,Ps,.)<2b+2n—2 Yn<r,

0 caso contrario. (6.2.1)

Desta maneira a condigao sobre o limitante superior do Teorema
6.2.3 é satisfeito. Para isto precisamos mostrar que

u(d) =1 implica gy(d) > gu(pd)

para todo d | P(z) e p < q(d). Suponha que u(d) = 1. O tnico caso
a considerar é gy(d) =0 e gy(pd) = 1. Neste caso temos

v((d,P,,, ) >2b+2m —2 paraalgum m<r
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V((pdvpzn,z)) §2b+2n_2 Vmgr

Para n = m a segunda desigualdade contradiz a primeira e assim
esta situagdo nao pode ocorrer. Suponha agora que p(d) = —1. O
unico caso a considerar é gy (pd) = 0 e gy(d) = 1. Em tal caso,

v((d,P,, ) <2b+2n—-2 VYn<r

v((pd, P,,, »)) >2b+2m —2 paraalgum m <r.

Na segunda desigualdade temos

I/((p, sz,z)) + V((d’ PZmJ)) > 2b+2m — 2’

e isto significa que

2 Sp<z

2b+2m—3 <v((d, P, »)) <2b+2m —2.
Portanto
v((d, P, .)) =2b+2m — 2.
Uma vez que p < q(d) e z, < p < 2z, nés deduzimos
v(d) =v((d,P,,, ) =2b+2m — 2.
Logo u(d) = 1, uma contradigao! Observe que em todos os casos,

(gu(d) — gu(pd)) = pu(d)gu (d)(1 — gu(pd)),

um fato que serd crucial na préxima discusséo.
Uma analise similar mostra que
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(6.2.2)

1 sev((d, P, ») <2b+2n—-3 VYn <,
o) :_{ (. P, -))

0 caso contrério.
satisfaz a condigao para gr, no Teorema 6.2.3. Também temos que
(92(d) — gL(pd)) = —p(d)gr(d)(1 — gr(pd)).

Denotemos por p™ o primo de P que sucede p. Escolhendo gy e
g1 como acima, temos que

Lema 6.2.4.

> u(d)w(d)#

d|P(z)

t|P

~—

(1 _ pW Z gr(t)(1 — QL(pt)) (t))

th + .2

Demonstracdo. Iremos estabelecer a identidade para gy e deixaremos
a demonstragao para gr como um exercicio para o leitor. Primeiro
observamos que para d | P(z),

Z(QU((CZ’ Py 2)) —gu((d, Pp2))) = 1= gu(d).

pld
Para ver isto, note que para d = 1 a afirmacao é trivial. Para d > 1,
d=mp1...pr com p; < --- < pr ep; €P. Entao o lado esquerdo
acima é

r—1

> (gu@isr---pe) = gupi..pr) + 1= gulpy)

=1
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e a soma ¢ telescépica, nos dando o resultado. Logo

> wdgr@®s
d|P(2)
= > pd) [ 1= (9u(d, Py .) — gu(d, Py.z)) #
d|P(z) pld
- Z Z/.L d/p gU ,z))_gU(dvpp,z)#.
d|P(z) pld

Escrevemos d = dpt, onde ¢ | P(p) e t | P,+ , para obtermos

> Md)gv(d)@ = W(z)+zw(p> > 11(8)w(5)
A v P sip
X2 U(t)Mw(t).
[P 4

Assim temos que,

w(d
> u(d)gU<d><7)
d|P(2)
(p gu(t)(1 — gU (pt))
— w(t),
HEP 3 0
[P+ .
como desejado. Isto completa a demonstragao. O

Estamos agora em posicao de provar o famoso resultado de Brun:

Teorema 6.2.5 (O Crivo de Brun). Mantemos a notagao da Se¢io
5.1. Suponha que

1. |R4| < w(d) para todo d livre de quadrados de primos de P;
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2. existe uma constante Ay > 1 tal que

W(p)<1_i

0<
- p Ay’

3. existem constantes k >0 e Ay > 1 tal que

1
Z Mgnlogi+A2, se 2<w<z.
w

w<p<z

Sejam b um inteiro positivo e A um numero real que satisfaz
0 < el < 1.

FEntao

)\2b+162>\

<X 1+42————+ 2
S(AP,2) < XW(z) 1+ 1—)\2e2+2)‘eXp<(b+3))\logz

85

)

+o(£”aﬁlg

2b 2\
S(AP.2) > XW(2) 1 ”e

onde

Ay A
=—1+A — .
€= + A (H+log2)

Demonstrag¢ao. Com as escolhas de gy e gz, como em (6.2.1) e
nos aplicamos o Teorema 6.2.3 e obtemos

SAP2) < > uldgu(d)# A

d|P(2)

> wd)gu(d) (Xu;w) + Rd) .

d|P(z)

—r 20+ 2
— \2p2+2x XP (( b+ ))\logz>

2.01
+0 (z2b_1+ e/ —

).

(6.2.2)
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Agora consideremos

S g2,

d|P(z)

Pelo Lema 6.2.4, esta soma € igual a

W(Z) ]_—I—Zw( Z gU ]-_gU(pt)) (t)

p<z tP 4

As somas na expressao acima sao estimadas por

n=1z, <p<zp-1 P4

"Wz,

n=1 2 Sp<zn-—

Z 7p gU 1 — gU<pt)) (t),

uma vez que W(p) < W(z,) se z, < p < z,_1. Mais ainda, para
cada t que contribuiu para a soma interna na direita, necessariamente
temos que gy (t) =1 e gy(pt) = 0, que signifca

v((t, Py, 2)) <2b+2n—2

v((pt, P, 2)) > 2b+2n — 2,

e assim, quando t | P,

V(t) = l/((t,szz)) = 2b+ 2n — 2.
Assim a quantidade que queremos estimar é
- W(Zn) (JJ(d)
<
B ,; W(z) 2 d

[Pz, 2

v(d)=2b+2n—1
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2b+2n—1
"W (z,) 1 w(d)
<> > o
- —1)!
— W(z) (2b+2n —1)! it d
Seja A um nimero real satisfazendo as condigoes do teorema. Ire-
mos mostrar que zi, ..., 2, pode ser escolhido tal que
W (zy,
I/I/((Zz)) <2 para n=1,...,r, (6.2.3)
onde
¢l
c:= .
log =z

Vamos assumir isto como verdade por um momento e continuarmos
com a demonstracao.
Noés obtemos

R

zn <p<z p zn <p<z W(Z)
paran =1,...,r. Entao segue que
2b+2n—1
> e 3 e
— W(z) (2b+2n—1)! R
< XT: p2nA+2e (2n\ + 26)2b+2n71
= (204 2n — 1)!
_ T 2n/6)2n ¢\ 2n
< e[\ 4 )21 (7<1 7> \el+Ay2n
< (Ao ; 2n)! +— (el T2

uma vez que

(20 +2n — 1)! > (2n)!(2n)% 1.

Observemos que
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é decrescente e que

c \2n
1 7) < 20/A7
( + ni =¢

e assim a soma sob consideragao é no maximo

c _ _ c 2)\2b+162)\ c 2b—1 .
FOF TN = Ty (1hy) A
2N oy 1e/ad2e /A
= 1o e
2N opisyera
= T xer ’

uma vez que A < 1. Isto estabelece que

w(d) 9)26+1,2X .
> wd)gu(d) == < W(z) (1 + me(%%) /A
d|P(z)
Uma analise similar nos leva a
w(d) 2320022
> wd)gr(d) == = W(z) (1 - we(%w)m .

d|P(z)

Precisamos agora estimar

> gu(d)Ra < ) gu(d)w(d).
d|P(z) d|P(z)
A soma tém suporte nos numeros d que satisfazem
v((d,P,, .)) <2b+2n—-2 VYn<r.

Nés iremos mostrar que a soma é
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< <1+ZW(1))>% <1+ Zw(p)>2-~ <1+ > w(p)>2-

p<z p<z1 p<zr

Para ver isto, note que d aparece em

Z gu(d)w(d)

d|P(z)

e v(d) < 2b, entdo ele aparece em

<1 + ZMP)) i :

p<=z

Agora suponha que 2b < v(d) < 2b+ 2. Nem todos os fatores primos
de d podem ser maiores do que z; uma vez que v((d, P,, .)) < 2b.
Tal d portanto iria aparecer em

(1 + Zw(p)> K (1 +y w(ﬁ)) 2 :

p<z p<z1

Se 2b+ 2 < v(d) < 2b+ 4, entdo nem todos os fatores primos de
d podem ser maiores do que 2z, uma vez que v((d, P,, .)) < 2b+ 2.
Portanto tal d iria aparecer em

(1 + Zw(p)>2b (1 + cu(p)>2 (1 +y w(p)>2~

p<z p<z1 p<z2

Procedendo desta maneira, a afirmagao é estabelecida.
Pela terceira hipotese e soma parcial, nés deduzimos

> w(p)(2li(z) +3),

p<z

onde A := max(k, A3). Inserindo esta estimativa nos célculos acima
obtemos
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r—1
> gu(dw(d) < (1+ A2 2+ 3))* T (1 + A2l 2, +3))°.
d|P(z) n=1

Nés iremos agora escolher os niimeros z,. Seja a um numero real
positivo e defina z, por
logz, =e "*logz para n=1,...,r

Uma vez que z, = 2, nds temos

log zr—1 = e~ "% og z > log 2

log z, = e "*log z = log 2,

e assim temos

e(r—l)a < IOgZ — T,

log 2

Logo, para alguma constante absoluta B,

> a0 ()11 (22))

d|P(z)

Observemos que, uma vez que z é suficientemente grade,

r—1 l7‘(7“—1)04 r—1
Be™™  Brle2 B l(log z/log2) 2
H logz (log z)r—1 - (log z)r—1 <L
1 log g g
B
<1,
log z
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r—1 r—1 r—1
H 22 = exp (2 Z log zn> = exp (—2 log z Z e”a> < /(1)
n=1 n=1 n=1

Portanto o termo do erro é
O(z2b+2/(ea71))'
Agora temos que garantir que

W(Zn) < eQ(n)\+c)
Wi(z) —

(veja (6.2.3)). Para isto, observe que, por soma parcial,

Ww) < exp <n10g log 2 + A2 (1 + A1k + ?1;;2)>
0

™
\i—/
INA
@
]

ol
~
X
S
Q
_l’_

S
o
]
8
~

9e ( ( 2c1e* " — 1))
= e"exp| k| na—+
log = n

% 2cie” 1
< e““exp|nax |1+ 1 ,
klog?2 log lggg

para todon =1,...,r. Colocando

2\ 1 1
= ) €= —7
K 1+e 200el/#

ndos obtemos

e2Mr 1 201
P G
= 2

b
e —1

e assim
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2.01
Z gu(d)|Rq| = O <z2b+ezx/~1> .

d|P(2)

A andlise de

Z gr(d)|Ral

d|P(z)

é similar. Isto completa a demonstracao do teorema. O
Vamos aplicar o Crivo de Brun no problema sobre primos gémeos:

Teorema 6.2.6. Quando x — o0,

#{n < x:nen+2 possuem no maximo sete fatores primos}
x

> log )t

Demonstracdo. Considere a sequéncia

A=nn+2): n<zx.

Gostariamos de contar o niimero de elementos nesta sequéncia que
sao livres de qualquer fator primo < z para algum numero z fixado.
Assim, na notacao do Teorema 6.2.5, X = z, P é o conjunto dos
primos racionais, w(2) = 1 e w(p) = 2 para p > 2. As hipéteses do
teorema sao satisfeitas com Ag = k = 2, A; = 3, e assim para b =1
obtemos

1 2 2)\2e2) 4eq
S ,2) > = 1-=)1-—_

2.01
+ 0>z Te-T).

Observemos que, para z — 00,

461 -
exp <)\logz) =14+ 0(1/log=2).
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Agora nds queremos escolher A tal que

2)\262)\

1— )\2€2+2>\ <L
Isto é,
1

V24 e

Usando tabela de logaritmos nds encontramos que

et <

A :=log(1.288)

satisfaz a desigualdade acima. Para esta escolha de A, 7 > 2.01/(e* —
1). Portanto

S(A,P,2) > — +0(2")
log” 2z

com 6 < 8.
Finalmente, escolhendo z := x
para no minimo

/v com u < 8, nés deduzimos que

T
~ (loga)?

nimeros n < x, ambos n e n 4+ 2 possuem no maximo sete fatores
primos. O

6.3 Exercicios

1. Seja w(z,2) o ntmero de n < x tais que nao sdo divisiveis por
nenhum primo p < z. Mostre que para r par,

m(x,2) <z Z uTT@ +0(z").
d[P.

2. Usando o Crivo de Brun, deduza que

7(x) <

logz’



Capitulo 7

O Crivo de Selberg

Em 1940s Atle Selberg descobriu um novo método de crivo enquanto
estudava os zeros da fungao zeta de Riemann. No seu estudo da
funcao zeta de Riemann, Selberg desenvolveu o que é chamado hoje
em dia de técnica de molificagao, que foi a percussora do Crivo de
Selberg, e ele usou tais técnicas para mostrar que uma proporcao
positiva dos zeros da fungao zeta de Riemann estdo na linha critica
Re(s) = 1/2.

O Crivo de Selberg em esséncia possui uma estrutura combinato-
rial e pode ser o caso que a sua versatilidade ainda nao foi totalmente
percebida e empregada.

7.1 O Teorema de Chebycheff Revisitado

Lembramos que na Segao 1.3 do Capitulo 1 nds usamos um argu-
mento combinatorial, devido a Chebycheff, para mostrar que w(z) =
O(z/logz). E entao nos capitulos seguintes, o uso do crivo de Turan,
crivo de Eratdstenes e até mesmo do crivo de Brun nos levaram a limi-
tantes superiores mais fracos para 7(z), a saber w(z) = O(z/loglog )
(veja Proposigao 5.1.1 do Capitulo 5) e w(z) = O(zloglogx/log x)
(veja Corolério 5.3.4 do Capitulo 5). A demonstragao deste ultimo
resultado foi baseada no principio de inclusao-exclusao expresso na
forma

94
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O(z,2) = Z w(d) Z 1, (7.1.1)
d| P, n<z
d|n

e, consequentemente, na equacao

O(x,z) = Z Z wu(d), (7.1.2)

n<z d|(n,P.)

onde P, é, como usual, o produto de todos os niimeros primos < z.
Uma anélise refinada de (7.1.2) eventualmente nos leva a férmula

®r,z) =[] (1 - ;) +0 <x(log 2)? exp (-iiij)) (7.1.3)

p<z

(veja Teorema 5.3.3 do Capitulo 5) e entao a estimativa superior para
m(x) apresentada acima.

Em 1947, Selberg teve a brilhante idéia de trocar a fungao de
Mobius que aparece em (7.1.1) por uma forma quadritica, otima-
mente escolhida para que as estimativas resultantes sejam minimas.
Mais precisamente, a sua observacao crucial foi que para qualquer
sequéncia (Ag) de nimeros reais tal que

nos temos

2

Soud) < | Y N (7.1.4)

dlk dlk

para todo k. Usando esta observagdo em (7.1.2) nés temos
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P(x,2) < Z Z Ad

n<z \d|(n,P:)

=2 2

n<z \di,dz|(n,P,)

= Z Ady Ady Z 1.

dl,dQ‘Pz ’nSI
[d1,d2]|n

Observando que

#{n<z:n=0(mod d)} = [ﬂ - g +Oo(1),
nés obtemos a seguinte desigualdade
Ady Ady
O(x,2) <z Z ——=+0 Z [Ady [| A, (7.1.5)

[d1, da]

dy,d2| P dy,d2| P

no qual a primeira soma é para ser vista como o termo principal da
nossa estimativa e a O—soma como o termo do erro.
Agora, por conveniéncia, vamos assumir que

A¢d =0 paratodo d> z.

Isto nos d&

Ady Ay
[d1, do]

D(x,2) <z Z

dy,d2<z

+O0 [ D Paldal].  (7.16)

dy,d2<z

Observamos também que se tivermos |A4| < 1, entao (7.1.6) nos
daria um termo do erro de O(z?), o qual, para z < x, é menor do que
o termo do erro dado pelo crivo de Eratdstenes (veja (7.1.3)). Logo é
razoavel esperar que o método de Selberg nos fornecerd uma melhora
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para as nossas estimativas superiores de <I>(ac7 z), e, consequentemente,
de m(x).

Vamos estimar o termo principal em (7.1.6). A observagao chave
é ver a soma

como uma forma quadratica em (A\g)4<», € entdo buscar minimizar
esta forma. Usando que

[dy1, do](dy, d2) = dids (7.1.7)

e que

> () =d, (7.1.8)

§|d
nés podemos escrever
Ady Adsy Z Ady Adsy
Yo Ahdl 22 (4, dy)
di,da<z [d1, da] di,d2<z dids
Ady Ay Z
> 9(9)
d17d2<z dla? 5‘ d1 dg)
Ad, Ad
= D 00 Y
5<z dy,da<z d1dz
5|(d1,d2)

= Z¢ Zﬂ

<z d<z
éld

Portanto, usando a transformacao

us =y 22 (7.1.9)
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a forma quadratica inicial foi diagonalizada para
> 0d)u;.
<z

Nosso préximo objetivo ird ser minimizar esta nova forma diagonal,
se possivel.

Nés relembramos que a sequéncia (\g) foi escolhida de tal maneira
que A\; = 1 e Ny = 0 para d > z. Equagdo (7.1.9) nos diz que
também devemos ter condigoes sobre (us). Isto pode ser visto usando
a férmula dual de inversdo de Mébius (Capitulo 1). Nés obtemos

% Y (;l) a (7.1.10)

sd

Assim temos as restrigoes

us =0 paratodo >z

> u(S)us = 1. (7.1.11)

0<z

Agora nés usamos (7.1.11) para escrever

, 10 1
Z¢(6)u52¢<5>< 5 ¢(6)V(z)) 7E)

6<z 6<z

onde

Vi)=Y () (7.1.12)

Desta expressdo nés imediatamente vemos que a forma > s ¢(8)u?
tem um valor minimo de 1/V(z), obtido em

w(d)
POV (2)

Com a escolha acima para ug, €, consequentemente, com a escolha

us =
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d<z
s]d
nés obtemos
T
®(z,z) < V) +0 Z | Ad || Ads |

d1,d2<z
noés obtemos

B 1 d/5 w(t)p(dt)
V(z)As = 6) —— A" =6 Z &
d<z
sld
2(t)u(s 1
= 5 Z M:”<5)H(l+>
~ $(6)6(t) -1 7
t<% pld t<%
(t,8)=1 (t,6)=1
Isto implica que
IV (2)[As] < [V(2)],
e assim

[As] <1 paratodo 0.
Combinando todos os resultados acima, temos
Teorema 7.1.1.

D(x, 2)

x

< —— 4+ 022
vt (%)
quando x,z — 00, onde V(z) := ngz 7’;?((;;)-

99

(7.1.13)

Ainda resta analisar o termo do erro O acima. Usando (7.1.13)

Do Teorema 7.1.1 nés podemos deduzir o limitante superior de
Chebycheff para 7(z)

Corolario 7.1.2.

7(x) <

logx”
Demonstragao. Exercicio
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7.2 O Crivo de Selberg

Nesta secdo iremos formalizar o metédo ilustrado acima. Seja A
qualquer conjunto finito de elementos e P um conjunto de primos.
Para cada primo p € P, denotemos por A, um subconjunto de A.
Nés denotamos por d niimeros que sao livres de quadrados composto
de primos de P. Seja A; := A e para d inteiro livre de quadrados
composto de primos de P denotemos por Ag := Ny qA,. Seja z um
numero real positivo e denotemos por

P(z) := H .

peEP
p<z

Denote por S(A, P, z) o nimero de elementos de

.A\ Uplp(z) .Ap.

Teorema 7.2.1 (O Crivo de Selberg, 1947). Mantemos a notagdo
acima e assumimos que existe X > 0 e uma fungao multiplicativa f(-)
satisfazendo f(p) > 1 para todo primo p € P, tal que para qualquer
numero d livre de quadrados composto de primos de P nds temos

H#Ay = + Ry (7.2.1)

X
f(d)
para algum niumero real Ry. Nos escrevemos

fln)=>" fi(d) (7.2.2)
d|n

para alguma fung¢ao multiplicativa fi(-) que é dnicamente determi-
nada por f usando a formula de inversao de Mdébius; isto €,

fim) =Y n@f (5)-
dn

Também, denotemos por
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FEntao

X
S < ——+0 R
(A7P7Z) = V(Z) + dhdzz<z | [d17d2]‘
dy1,d2|P(2)

Para provar este teorema iremos precisar da férmula de inversao
dual de M&bius e a seguine generalizagao:

Lema 7.2.2. Seja f uma fun¢do multiplicativa e dy,dy inteiros po-
sitivos e livre de quadrados. Entdo

fldv, d2]) f((dr,d2)) = f(d) f(d2).

Demonstragcao. Exercicio. O]

Demonstrag¢io do Teorema 7.2.1. Seja (Aq) qualquer sequécia de niimeros
reais tal que

=1

A =0 paratodod > z.
Para a € A, denotemos
D(a):= [] »,
pEP

acA,

com a convencgao de que D(a) := 1 se a ¢ A, para qualquer p € P.
Entao

doouldy= Y )< > = > M

d|P(z) d|(P(z),D(a)) d|(P(z),D(a))Ad d|P(z)
a€Ay acAy

(7.2.3)
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Agora vamos olhar para a cardinalidade de S(A, P, z). Usando (7.2.3),
nés obtemos

S(A,P,z) = o= pud) Y 1

acA d|P(z) a€Aq
ag A, Vp|P(2)

2

:Z Zﬂ(d) SZ de

acA \ d|P(z) a€A | d|P(z)
ac€Ay a€Aq

= Z Z Ay Ady | = Z Adl)“b#‘A[dhdz]'

a€A \ dy,d2|P(2) d1,d2<z
a€A[dy,dy]

Usando (7.2.1) a expressao acima é

Ad; \d
X Z f([dl dQ]) + 0 Z |)‘d1|‘)‘d2||R[d1,d2]|
di da<z B d1,do<zdy,dz| P(2)
d1.d2|P(2)

Aqui, a primeira soma é vista como o termo principal da nossa esti-
mativa, enquanto a soma envolvendo O é vista como o termo do erro.
Como na Segao 7.1, nés também vemos o termo principal como uma
forma quadratica em (Ag)q<», 0 qual nds iremos buscar a trazer em
uma forma diagonal e minimizar. Pelo Lema 7.2.2 e (7.2.1),
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)\dlx\d2 Z Ady Ay
> = o f((d, da))
o 2 T ) e T
Ad /\d Z
= ) A= f(0
dy,da<z ) f(dz) 6|(d ds)
dy d2|P(z)
Ady Ad.
— Z fl((s) Z _ Adidy
= o, T fdy) f(dz2)
6| P(z) di,d2|P(z)
l(d1,d2)
2
Ad
= D> hO| X 55
6<z d<z f(d)
3|P(2) d|P(z)
sld

Assim, usando a transformacao

_ Ad_
us == dg ) (7.2.4)

d|P(2)
5)d

a nossa forma quadréatica é reduzida a seguinte forma diagonal
> fd)us. (7.2.5)
6<z
6| P(2)

A férmula dual de inversao de Mobius nos permite escrever

f/zg) - Y (‘;) ua, (7.2.6)

d|P(z)
8|d

e assim, lembrando que Ay = 0 para d > z e A\; = 1, nds obtemos

us =0 para todo § > z
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Z p(d)us = 1.

6<z
5|P(z)

Entao podemos escrever, como antes,

. w0 N1
Z f1(8)us = Z f1(5)< o fl(é)V(z)) +V(Z)7

6<z 6<z
5P (z) 8| P(z)

do qual nés vemos imediatamente que o valor minimo da forma

quadrética dada em (7.2.5) é ﬁ e é obtido em

()
Nt (7.2.7)

Observe que aqui nés usamos que fi(p) = f(p) — 1 > 0 para todo
p € P, logo, pela multiplicativade de f1(+), vemos que os coeficientes
de f1(d) aparecendo em nossa forma sio positivos.

Nos resta ainda analisar o termo do erro

O > PallraellRa,al

dy,d2<z
dl,dg \P(z)

Mais precisamente, o nosso objetivo é encontrar limitantes superior
para |As| para todo § < z, § | P(z). De (7.2.4) e (7.2.6) nds obtemos
que para tais J, ndés temos
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t<Z
t|P(2)
(£,6)=1
fp) 12 (t)
= M
O\IL5e ) 2 7o
pld tSS
t|P(2)
(t,0)=1
1 1 (t)
= pu(d (1 + >
O\ 75)) 2 7o
plé fﬁg
t|P(2)
(t,8)=1
Portanto
[V (2)[IAs] < [V(2)],
e assim
|As| < 1.
Consequentemente, o termo do erro é
) Z |R[d1,d2]| )
dl,dzgz
d17d2‘P(z)
e isto completa a demonstragao do teorema. O

Para podermos usar o Teorema 7.2.1 nés precisamos de cotas in-
feriores para a quantidade V (z).
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Lema 7.2.3. Mantemos a notagao do Teorema 7.2.1. Denotamos
por f(-) a ser a fungio completamente multiplicativa definida por
f(p) := f(p) para todos os primos p e denotamos

P(2) := H D.

pE¢P
p<z
Entao
1.
V(z) > Z L
T o= for
plo=>p|P(z)
2.
_ _ 1
FP)V(2) = A(P(2) Y
2 70)
Demonstragao. 1. Iremos expressar o quociente 1/ f(d) aparecendo

em V(z) em termos da fungdo f. Para isto, nds observamos que
para d um inteiro livre de quadrados tal que d | P(z) nds temos

f@ 1 fo) 1N\
mm"Hﬁ@‘HQ mQ

pld pld
1 |
> r =2 fay

’
onde a soma ), é realizda sobre inteiros k compostos de divi-
sores primos de d. Entao

1
6<z f((;)

d|P(2) plo=>p|P(z)

<
—~
N
~—
I
=
==
=S
=[]
=
=
Y
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2. Similar a parte 1, nds escrevemos

SPE) oy LN
nee) Q(l ) 2 T = T
p<z dIP(2)

_ 1 u(d)? =" 1
- 1} 2 7o) F=4 f(d) Z 70
1
2 gf(z) (7.2.8)
O

7.3 O Teorema de Brun—Titchmarsh e al-
gumas aplicacoes

Nesta se¢ao iremos utilizar o Crivo de Selberg para estimar o nimero
de primos p < x em uma dada progressao aritmética. Mais preci-
samente, para quaisquer inteiros a e k primos entre si nds iremos
estimar

m(x;k,a) = #{p <z :p=a(mod k)}.

O problema de estudar o comportamento assintético de 7 (x;k, a)
tem seu inicio em Legendre, que conjecturou que dados (a,k) = 1,
existem infinitos primos p tal que p = a(mod k). E também um caso
particular da conjectura de Buniakowski relativa aos valores primos
de polinémios com valores inteiros.

No final da década de 1830, Dirichlet provou a conjectura de Le-
gendre usando propriedades importantes de certas generalizagoes da
fungédo zeta de Riemann (conhecida como L—fungdes de Dirichlet). O
trabalho de Dirichlet neste problema é visto agora como o comego da
teoria analitica dos niimeros. Mais precisamente, Dirichlet mostrou
que a densidade analitica do conjunto de primos p = a(mod k) é
1/o(k), isto é, que
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. sza( mod k) 1/p8 1
lim = .
s—=1  logl/(s—1) (k)
Na veredade, existe uma definicdo mais natural para a densidade

de um conjunto de primos: um conjunto P de primos é dito ter
densidade natural J se o limite

. #{p<z:peP}
A #{p <z}

existe e é igual a §. Pode ser provado que se P tem densidade na-
tural J, entdo ele também possui densidade analitica §, entretanto a
reciproca nao é verdadeira em geral. No caso do conjunto de primos
p = a(mod k), a densidade natural existe e entdo, pelo teorema de
Dirichlet, nés obtemos a férmula assintética

m(x;k,a) ~ —

Férmulas assintéticas efetivas para 7(x; k, a) também sdo conhe-
cidas:

1. Para todo N > 0, existe ¢(N) > 0 tal que, se

k < (log )",
entao

m(w;k,a) = li(z) + O(z exp(—¢(N) (log z)'/?)),

1
o(k)
uniformemente em k (este resultado é conhecido como teorema
de Siegel-Walfisz);

2. Assumindo uma hipdtese de Riemann generalizada (para L-
fungoes de Dirichlet) nés temos que para qualquer k < x,

m(z;k,a) = li(z) + O(z'/? log(kx)).

1
¢ (k)

A constante no termo O nao depende de k.
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Assim, incondicionalmente, os termos do erro sdo conhecidos (so-
mente) em um dominio de k& < (logz)". Finalmente, o teorema de
Bombieri-Vinogradov mencionado na Secao 3.3 do Capitulo 3 nos
permite controlar estes termos do erro, em ‘média’ e incondicional-
mente, em dominios maiores de k. Este importante teorema ird ser
discutito em detalhe no Capitulo 9.

Nosso objetivo nesta se¢ao é mais modesto do que os resultados
mencionados acima. N&s iremos obter um limitante superior para
m(x; k,a). Mais precisamente, nés iremos provar:

Teorema 7.3.1 (O Teorema de Brun-Titchmarsh). Sejam a e k
inteiros positivos e primos entre si e seja x wm numer real positivo
tal que k < 2° para algum @ < 1. Entdo, para todo € > 0, eziste
xo = xo(e) > 0 tal que

m(x;k,a) < (k) log(2x/k)

para todo x > xg.

Demonstracdo. Nés fixamos um ntmero real positivo z < x e obser-
vamos que

m(x;k,a) = w(z;k,a) + #{z <p < x:p=a(mod k)}
< z4+#{n<zx:n=a(mod k), n# 0(mod p)Vp < z,(p, k) = 1}.

Se escolhermos

A:={n<z:n=a(mod k)},

A, ={n<z:n=a(mod k),n =0(mod p)}  para todo p € P,

P(z):= ][ »

p<z
(p,k)=1

entao temos
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S(A,P,z) =#{n <z :n=a(mod k),n £ 0(mod p)Vp | P(2)}.

Logo, uma vez que obtivermos uma cota superior para S(A, P, z) nds
também iremos obter um limitante superior para 7 (z;k, a).
Uma vez que os primos p € P sao coprimos com k, nés podemos

usar o Teorema Chinés do Resto para deduzir que
x
=—+4+0(1
Ad wa t (1)

para todo d livre de quadrados composto de primos de P, onde

Ag = ﬂp‘d/lp.
Assim, na notagio do Teorema 7.2.1, nés temos X = z/k, f(d) = d,

f1(d) = ¢(d) e Rg = O(1), e assim

S(A,P,z) < W) 0(z?),

onde

_ 12 (d)
V(z):= ; R
(d,k)=1

Usando parte 2 do Lema 7.2.3 junto com a férmula (7.1.8), nds ob-
temos

k 1
W;)V(Z) > é 52 log(2) + O(1).

Logo

= $(k)(og = + O(D)

w(x;k,a) <z+ S(A,P,2) + O(2?).

Escolhendo
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para qualquer 0 < £ < 1 fixo, nés obtemos a estimativa superior
desejada para mw(z; k, a). O

Observagao 7.3.2. Montgomery e Vaughan [16] provaram o se-
guinte resultado mais preciso

< 2y

~ (k) log(y/k)

para y > k. Qualquer melhora na constante 2 na estimativa acima
implica a nao—ezisténcia de zeros de Siegel, como notado por diferente
autores.

m(x+y; k,a) — w(z; k,a)

Seguindo Erdés, nds aplicamos o teorema de Brun—Titchmarsh, o
crivo de Brun e o crivo de Eratdstenes ao problema de encontrar uma
férmula assintética para o ndmero de n < x tal que (n, ¢(n)) = 1. Nés
podemos provar, usando teoremas de Sylow, que esta é uma condigao
necessaria e suficiente para todo grupo de ordem n ser ciclico.

Teorema 7.3.3 (Erdds). O nimero de n < x tal que (n,¢(n)) =1 ¢€
e Tz
logloglog z
quando T — 0.

Para provar este teorema, nés iremos precisar dos seguintes resul-
tados preliminares.

Lema 7.3.4. Seja 0 <e <1 ep < (loglogx)'~¢. Entdo

"1 loglo

Z 25 A8 0BT (150 10g x)/?,
a q p

onde o apdstrofo indica que a soma € feita sobre os primos ¢ = 1( mod
p) satisfazendo q < x/(°8log 2)*,
Demonstra¢ao. Exercicio. O
Lema 7.3.5. Seja p um primo qualquer. Entdo

1 <10glogx+logp>
5 Lo, (loslogztlogp)
q p

gz
g=1( mod p)
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Demonstracao. Este segue do Teorema 7.3.1 e somas parciais. O

Lema 7.3.6. Seja 0 < e <1 ez < (loglogz)'*e. Entdo o mimero
de n < x ndo divisiveis por qualquer primo p < z €

(1+0(1)) 2

log 2z

quando x — o0.

Demonstracao. Isto é uma simples aplicacao do crivo de Eratostenes.
O

Lema 7.3.7. Seja 0 < e <1 ez < (loglogx)*e. Entdo o nimero
de n < x possuindo o ultimo divisor primo p é

e Tx

(1 +o(1) 7

quando p — 0.
Demonstragao. Isto é uma simples consequéncia do Lema 7.3.6 [

Demonstra¢do do Teorema 7.3.3. Seja A(x) o nimero de n < x tal
que (n,¢(n)) = 1. Nbs particionamos estes nimeros em conjuntos
A, de acordo com o menor divisor primo p de n, e nés denotamos
por A,(z) o nimero de elementos em A,,. Entao

A@) =) Apa)= D +> +> .

onde em Y, nds temos p < (loglogz)' =, em Y, nés temos (loglog z)! ¢ <
p < (loglogz)'™, e em Y, nds temos p > (loglog z)'* para qual-
quer 0 < € < 1 fixado.
Observe que para cada primo p, os nimeros enumerados por A, (z)
nao possuem qualquer fator primo ¢ = 1( mod p). Pelo crivo de Brun
e Lema 7.3.4,

1
Ay(z) < z | I (1 - ) <2 exp(—(loglog x)*/?).
_ q p
g=1( mod p)

q<z/ (o8 log x)2
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Portanto

Z —of —*
1 logloglogz )

Para ), nds usamos Lema 7.3.7 para deduzir que

x "1
Z:2 < log log log Zp: P

onde o trago na soma indica que (loglogz)'~¢ < p < (loglog x)!T¢.
Nos obtemos

"1
Y <o,
p p
e assim

x
Le—.
Z2 logloglog
Finalmente, pelo crivo de Eratdstenes,

>, <o)
3= (1+¢)logloglogz’

uma vez que todos os divisores primos de n enumerados por ), sdo
maiores do que (loglogx)!¢. Por outro lado,

Z32(1—i_o(l))(lJrs)loglogl()gyc Zi_z Z pq’

>Z/ P>y g=1( mod p)
pglx

onde y := (loglog x)!*=. E fécil de ver que a peniltima soma é
x
Ool—— .
(log log >
A soma final é estimada usando Lema 7.3.5 e é

loglog x + log p T
< Z p? < (loglogz)e’

P>y
por soma parcial. Isto completa a demonstragao. O
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7.4 Exercicios

1. Seja f uma fungdo multiplicativa. Mostre que

f([d,d2]) f((d1,d2)) = f(d1)f(d2).
2. Mostre que

1 loglogz
2 T oW

q<lz
g=1( mod d)

onde a soma é tomada sobre todos os primos ¢ = 1(mod d).
3. Prove que
1 <10g 10gm)
S sy 0 (52,
< plog(x/p) log x
p<y

4. Seja a um inteiro positivo. Mostre que o nimero de primos
p < z tal que p + a também é um primo é

<o 1 (1)



Capitulo 8

O Grande Crivo

Os métodos de crivos apresentados nos capitulos anteriores sao base-
ados no uso da funcao de Mdbius ou de suas variagoes ( como no caso
do Crivo de Selberg). Eles sao classificados como ‘crivos combinato-
riais’. Neste capitulo nés iremos discutir um crivo de uma natureza
completamente diferente, chamado de o grande crivo, o qual foi in-
troduzido por Yuri Linnik em 1941 e foi melhorado por, Rényi (1950),
Roth (1965), Bombieri (1965), Davenport ¢ Halberstam (1966), Gal-
lagher (1967), e outros. Nés indicamos o leitor para [7, pg. 151] para
uma histéria sobre o grande crivo. O crivo pode ser deduzido de uma
bela desigualdade, conhecida como desigualdade do grande crivo,
0 qual, na primeira vista, nao parece possuir o grande potencial que
realmente tem.

A motivacdo original de Linnik foi atacar a hipétese de Vi-
nogradov relativa ao tamanho do menor nao-residuo quadratico
ny(mod p). Vinogradov conjecturou que

ny = 0(p°)

para todo € > 0. A hipétese de Riemann generalizada implica que

np = O((log p)?).

Linnik provou, usando o seu grande crivo, que o nimero de primos
p < « para o qual n, > p° é O(loglogz). O artigo de Linnik in-

115
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troduziu um novo tema em teoria analitica dos nimeros empregando
idéias da teoria de probabilidade.

Como serd visto neste capitulo e no préximo, o grande crivo evo-
luiu para uma poderosa ferramenta, sua aplicagao mais significante
sendo o teorema de Bombieri—Vinogradov. Este teorema tem servido
frequentemente como um substituto para o uso da hipdtese generali-
zada de Riemann em certos contextos, e ird ser discutido em detalhes
no préximo capitulo.

8.1 A desigualdade do grande crivo

Nos comecamos com um lema preliminar.

Lema 8.1.1. Seja F : [0,1] — C uma funcgdo diferencidvel com
derivadas continuas, estendida para todo R por periodicidade com
periodo 1. Seja z um inteiro positivo. Entdo

> 2 ‘F@)’ §z2/01|F(a)|da+/01 IF'(a)|da.  (8.1.1)

d<z 1<a<d
(a,d)=1

Demonstragio. Seja d < z, a € [1,d]NN com (a,d) = 1, and o €
[0,1]. Entio

a «
_F (8) — —F(a) +/ﬁ F (t)dt.
d
Tomando valor absoluto em ambos os lados temos

‘F (%)‘ < |F(a)| + /; \F' ()| dt. (8.1.2)

Agora fixamos 0 > 0 (a ser escolhido mais tarde) para que os

intervalos
((5):= (-65+9

estejam contidos em [0, 1]. Nds integramos (8.1.2) sobre I(a/d), com
respeito a «, e obtemos
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2(5‘F (%)‘ g/ |da+/ / (t)|dtde.  (8.1.3)

Uma vez que o € I(a/d) et € [a/d,al, nés obtemos que t € I(a/d).
Logo o lado direito da desigualdade acima é

< /(a |da+/ / ()| dtda
d

_ /(g) |d04+25/g (t)ldt

= /I(“) |da+2(5/ a)l|da.
d

Em outras palavras,
a !
26 'F (f)\ < / \F(a)\da+26/ IF (a)|da.  (8.1.4)
d (%) a

a
d d

Agora escolhemos

1
5.2
Com esta escolha, o intervalo I(a/d), 1 < a <d, (a,d) =1,d < z
nao se sobrepoem (mddulo 1). De fato, = € I(a/d) N 1(a /d) para
a/d # a /d . Entao

a a
e assim
a a lad —a'd|
== =7 1.
R (! (8.1.5)

uma vez que se ad = a'd, entdo, lembrando que (a,d) = (a’,d ) =
nods obtemos d = d , o que é falso. Assim
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’

‘ S

Lo
dd = 22°

>

(8.1.6)

’

SRS
ISH

Combinando (8.1.5) e (8.1.6) nds somos levados a uma contradigao.
Nés efetuamos a soma (8.1.4) sobre todos os intervalos I(a/d) e
obtemos

S T = 2 rom

d<z 1<a<d a7 1(q)
- (1a7,d)7=1 I(d) d
1
+ Z/I(a) |F' (o)|da
()" e
1 1
< / F(a)lda+ = [ |F (a)|da
0
Isto completa a demonstragao do lema. O

Agora vamos escolher

F(a) = Z ane(na) |

n<z

onde (an)n>1 ¢ uma sequéncia arbitrdria de nimeros complexos, x é
um inteiro positivo e para um nimero racional ¢, e(t) := exp(2mit).
Para simplificarmos a notacao, denotemos

S(a) = Z ane(na),

n<z

logo

F(a) =S(a)?, F (a)=2S(a)S (a).

Pelo Lema 8.1.1 nés obtemos
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ZZ] 9 <z/|S |2da+2/|5

d<z 1<a<d
(a,d)=1

Agora invocamos a identidade de Parseval, i.e.,

/ Zan e(n«) da:Z|an|2,

n<z n<lz

e assim

/ S(@)2da = 3 Janf.

n<x

Isto implica que

S ILOIEES EEIAEE

d<z 1<a<d n<x
(a,d)=1

119

a)lda.

a)|da.

Para o segundo termo no lado direito da desigualdade acima nés usa-
mos a desigualdade de Cauchy—Schwarz e, novamente, a identidade

de Parseval. No final obtemos

/ 15(a)S (a)lda <
1/2
< D e > arn®|an|?
n<z n<x
< 2ﬂx2|an\2.
n<z

Temos entao o seguinte resultado:

(/ 1 |s<a>2da>l/2 (f 1 /(@) o

1/2

1/2
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Teorema 8.1.2 (A desigualdade do grande crivo). Seja (an)n>1 uma
sequéncia de nimeros compleros e x, z inteiros positivos. Entao

2

> X Zane(%) < (22 +4m) Y anl?, (8.1.7)

d<z1<a<d(a,d)=1|n<z n<x

onde, para um ndmero racional «, e(a) := exp(2mia).

8.2 O grande crivo

Queremos deduzir um método de crivo obtido da desigualdade des-
crita no Teorema 8.1.2. Seja A um conjunto de inteiros positivos
n < x e P um conjunto de primos. Para cada p € P, suponha que
seja dado um conjunto wy p, ..., Wy(p),p de w(p) classes de residuo
médulo p. Seja z um ndmero real positivo e denote por P(z) o pro-
duto dos primos p € P, p < z. Denotemos

S(A,P,z):={neA:n#w,,(mod p)Vl < i <w(p), Vp| P(2)}
(8.2.1)
e denotamos por S(A, P, z) a cardinalidade deste conjunto.

Teorema 8.2.1 (O grande crivo). Com a notagdo acima, nds temos

22 + Anx

S(A,P,z) < W,

onde

L(z) = S () ] 22

= a P e

A idéia para a demonstragdo do Teorema 8.2.1 é usar somas do
tipo

can):= Y e (%) , (8.2.2)
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onde n,d € N e as somas acima sao chamadas de somas de Rama-
nujan. Estas somas tem as seguintes propriedades:

Proposicao 8.2.2. Sejam d, d inteiros positivos. Entdo
1. se (d,d) =1, nds temos que cqar(n) = ca(n)cy (n);

2.

1<a<d
(a,d)=1

Demonstracdo. A Parte 1 é deixada como exercicio para o leitor. A
Parte 3 é uma consequéncia direta da Parte 2. Provamos entao a
parte 2.

Seja

1<a<d
Por um lado nés podemos escrever
ca(n) =e€ (= E el—
d d/’
0<a<d-1

e podemos ver que isto é e(n/d)% sedtnee(n/d)dsed|n.
Em outras palavras,

- 0 sedfn,
cd(n):{ d sedJ|[n. (8.2.3)

Por outro lado, nés podemos escrever
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w0 = X ¥ ()

Dld 1<a<d
(a,d)=D
nDa1
=2 > e =2 caln)
D|d d Dl|d
1<ai <D

(al,%):l

Usando a férmula de inversao de Mébius nés deduzimos que

=3 u(D)eu (n Dzldu<) (n),

D|d

o qual, por (8.2.3), é

O

Demonstracao do Teorema 8.2.1. Vamos primeiro estabelecer algu-
mas notagoes. Seja d = pj ...p; um inteiro positivo e livre de qua-
drados composto de primos que dividem P(z). Pelo Teorema Chinés
do Resto, para todo i = (i1,...,4;) com 1 <43 <w(p1),...,1 <ip <
w(py), existe um tnico inteiro w; 4 tal que

wi,4 = wj; p,(mod p;) V1 < j <.

Nés denotamos por w(d) o nimero de todos os possiveis wjq apa-
recendo desta maneira (isto é, quando variamos i, mas mantemos d
fixado). Claramente, w(d) é o produto dos w(p;)’s

Agora seja n € S(A, P, z). Isto implica que

(n — Wj,d, d) =1

para todo d e i como acima, e assim pela parte 3 da Proposicao 8.2.2
noés obtemos
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wld) = caln —wia) = Y e (W) . (8.2.4)

1<a<d
(a,d)=1

Nés efetuamos a soma (8.2.4) sobre todos os indices i correspon-
dendo a d e sobre todos os inteiros n € S(A, P, z) e obtemos

He@S AP = Y Ye(TH) S o).

1<a<d wi,q neS(A,P,z)
(a,d)=1

(8.2.5)

Elevando ao quadrado (8.2.5) e aplicando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz nos da

2

(d)w(d)SAP. )P < | Ze(ugda>

1§a§d Wi, d
(a,d)=1

na
<| 2 > 6(7)
1<a<d |neS(A,P,z)
(a,d)=1

Nos escrevemos o primeiro fator da expressao acima como

Z Z ( Wid — d)u) _ Z caling -y )

1<a<d wi,q,w i/ Wi,d, W,

(a,d)=1 o

,d

e usando parte 2 da Proposicao 8.2.2, nés temos
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Ok

Wi, d, Wy o D|(d,wiyd7wi/

d
>y w(p)p
D|d ’LU,d,’LU/
wi,a=wy (mod D)

- pr () (3

K

iy M)
E|d

- _wip)

-4 (d)g<1 p )

= w(d) [[(0 - w(p)).

pld

Isto nos fornece que
[u(d)w(d)S(A, P, 2)[?

<w@d [[eo-w@)| Y > e(%) ’

pld 1<a<d |n€S(A,P,z)
(a,d)=1

ou, equivalentemente, que

2

APZQH < Z Z e(%)

p\d 1<a<d |n€S(A,P,z)
(a,d)=1

(8.2.6)

Agora nés efetuamos a soma (8.2.6) sobre d < z e usamos o Teo-

rema 8.1.2 com a sequéncia (a,)n>1 escolhida de tal maneira que a,
é1seneS(A,P,z) e caso contrario. Nés obtemos

Zu APzQH (2% 4 472)S(A, P, 2),

d<z p|d
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a qual, depois dos cancelamentos 6bvios, completa a demonstragao
do teorema.

O

8.3 Exercicios

1. (Identidade de Parseval) Seja (ay)n,>1 nimeros complexos e
um inteiro positivo. Mostre que

1 Z ane(na) 2doz = Z lan|?,
/

0 n<z n<z

onde e(na) := exp(2mina).

/

2. Sejam d,d ,n inteiros positivos. Mostre que , se d,d) =1,
entao

Caq' (n) = ca(n)cy (n),
onde ¢4(n) é definido em (8.2.2).
3. (A Desigualdade de Pdlya—Vinogradov) Seja x um caractere

nao—trivial médulo d e sejam M, N inteiros positivos. Mostre
que

Z x(n) < d*/?logd.
M+1<n<M+N



Capitulo 9

O Teorema de
Bombieri—Vinogradov

O teorema de Bombieri—Vinogradov é considerado um dos resulta-
dos mais elegantes derivado do método do grande crivo. A principal
razao estd no fato de que nas muitas questoes que requerem o uso
da hipdtese generalizada de Riemann para L—fungoes de Dirichlet,
nos podemos substitui-la pelo teorema de Bombieri—Vinogradov. As-
sim, em situagoes envolvendo ‘suficientemente varias’ L—fungoes, o
teorema pode ser reconhecido como um substituto para a hipdtese
generalizada de Riemann. Como veremos abaixo, uma aplicacao é no
problema do divisor de Titchmarsh.

Em 1976, Motohashi [17] descobriu um principio de indugao que
generaliza o teorema de Bombieri—Vinogradov e faz com que ele seja
aplicdvel em um contexto mais amplo para funcoes aritméticas mais
gerais. Esta perspectiva foi 1til no trabalho de Bombieri et al. [3,
4], onde o intervalo da somatdéria no cldssico teorema de Bombieri—
Vinogradov é estendido além da barreira /x.

Neste capitulo nés iremos derivar o cldssico teorema de Bombieri—
Vinogradov usando um método de Vaughan, como descrito em [7].
No6s mostraremos que o método tem um amplo dominio de aplicabi-
lidade colocando ele em um contexto mais geral. Nés entao aplica-
remos o resultado para abordamos o problema de Titchmarsh sobre

126
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divisores.

9.1 Um Teorema Geral

O principal resultado desta secao é derivado como uma generalizacao
de um método de Vaughan, o qual estd no cerne de uma das demons-
tragoes do teorema de Bombieri-Vinogradov. Antes de enunciarmos
o resultado geral, vamos introduzir primeiro a classe de funcoes

D:=<{D:N—=C: Z |D(n)|? = O(x(log x)*) para algum a > 0
n<z
(9.1.1)
Nos temos as seguintes propriedades bésicas:

Proposicao 9.1.1. 1. Se DeDef>0, entao
D(n _
Z | 750)‘ < 3?1 H(IOgm)a
n<x
para algum o > 0.

2. Se D1,Dsy € D, entao

Y IDi(e)D2(f)Pd(ef) < e(logz)”

ef<x

para algum v > 0, onde para um inteiro positivo e, d(e) denota
o numero de divisores de e.

Demonstra¢ao. Exercicio. O

Teorema 9.1.2. Seja x, z inteiros positivos e denotemos

Al =3 gy = 3 M

ns ’ ns
n>1 n>1

as séries de Dirichlet (isto é, a(l) = b(1) = 1) para o qual nds escre-
vemos
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para algum c(n),b(n) € C. Nds assumimos que todas estas séries sao
convergentes para Re(s) > oo, para algum oy, e que elas satisfazem
as sequintes hipdteses:

(H1) (a(n))n>1 € uma sequéncia crescente de nimeros reais positivos;
(H2) b(),b(-),c() € D;

(H3) existe 0 < 0 <1 e0 <~ <1 tal que, para todo caractere de
Dirichlet nao—trivial x maodulo d,

Z b(n)x(n) < zVdlogd+ z”.

n<lz

Entao

para algum o > 0,
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1—
2. sez>x3-0

5

Z o Z max | > e(n)x(n)

d<z n<ly

9—46 20
<<< 22 + o+ 52020 5530 () log )

3-46+3y 2-20+~ ”
4z 320 gy 3-20 (logz))(loga) (9.1.3)

para algum o >0.

Aqui, a soma Z; € sobre caracteres primitivos de Dirichlet x mddulo
d.

Demonstracao. Nés denotamos

n<U n<V

para algum parametro U = U(z,z) e V = V(x,z) a ser escolhido
mais tarde. Nés podemos pensar F' como uma aproximagao para
A(s)/B(s) e G(s) como uma aproximacao para 1/G(s), e observamos
que podemos escrever

Na literatura, isto é conhecido como identidade de Vaughan e tem
seus primordios devido a idéias de Linnik. Comparando os coeficien-
tes de n™° em ambos os lados de (9.1.4), nés deduzimos que

e(n) = a1(n) + as(n) + as(n) + as(n),
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onde

Jen) sen<U
ay(n) = {0 en ol (9.1.5)
az(n) = — Y b(e)b(f)e(g), (9.1.6)
e]]:%gn

asz(n) := Z a(e)b(f), (9.1.7)
as(n) ==~ Y _ c(e) b(g)b(h). (9.1.8)

Portanto, para qualquer caractere de Dirichlet x médulo d nés pode-
mos escrever

demxm) = > D ain)x(n) = Y Si(y,x).  (9.1.9)

n<y 1<i<4 n<y 1<i<4
Nés provaremos o teorema estimando cada uma das somas

Z¢ Z max|Si(y, )|, 1< <4,

d<z

A estimativa para S1(y, x): Usando (9.1.5) e hipdtese (H2) junto com
a parte 1 da Proposicao 9.1.1, nés obtemos

151(y, x)| = ch n) <<Z| )| < U(logU)>°
n<y n<U
n<U

para algum ag > 0. O limitante acima é independente de y, x e d,
logo, relembrando que existem ¢(d) caracteres de Dirichlet médulo
d, nés obtemos
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)

d *
> e > max 1S1(y, x)| < 22U (log U)°e. (9.1.10)
d<z X -

A estimativa para S2(y,x): Usando (9.1.6) nds escrevemos

Sa(y,x) == D b(e)b(f)elg)x(ef9),
efg<y
F<v
g<U
o qual dividimos em duas partes de acordo com fg < U ou U <
fg < UV. A primeira soma obtida desta maneira ira ser denotada
por S5(y, x) e a segunda soma por Sy (y, X)-
Para S,(y, x) nés escrevemos

152001 < D lelo)l D0 BN D ble)x(e)

gsv fgmin(V,%) e<o

assim podemos usar a hipdtese (H3) para estimar a soma mais in-
terna. Nés obtemos

Saly.x) < y"x/&(logd)z|‘3(g)| > b(f)]

0
g<sU g f<m1n(V,%) f
lc(9)] b(S)]
Y
+ g<ZU g’Y Z U f’Y
= f<min V,E)

< y*Vi(ogd) Y |C§g>l s b
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Entao, usando (H2) e parte 1 da Proposi¢ao 9.1.1, nds obtemos

1-6
’ C
So(y,x) < y’Vd(logd) Zl i ( ) (log )™

g<U
72' ( ) (log U)*>
g<U
< yexf(logd)Ul’a(logU)%+y7U1*7(logU)"‘4

para alguns a1, as, ag, g > 0. Isto implica que

Z o Z max Sy, )|

d<z

< x9z§(log U (log U)* + 27 2% (log 2)U 7 (log U)*+.  (9.1.11)

" »,
Para S, (y, x) nés escrevemos

Z¢ Z r;lgglsé/(y,x)l

d<z

Zd,i max| Y be) | D b(f)elg) | x(eh)|,

eh<y f<V,g<U
U<h<UV fg=h

o qual sugere usarmos a segunda desigualdade modificada do grande
crivo que foi discutida no Capitulo 8. Entretanto, nds observamos
que aplicando esta desigualdade diretamente ao par das sequéncias
de nimeros complexos

(b(e))%<€< = S (b(f)e(9)) fg=h,u<n<vv,

nds iremos superestimar nossa expressao. Ao invés, nés devemos divi-
dir o intervalo (U, UV em intervalos diddicos (2¥, 28+1] com [log, U] <
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k < [logy UV] e aplicar a desigualdade modificada do grande crivo
para cada par de sequéncias

(b)) 2 cocz € B9 pomnoecnersr.

Para cada [log, U] < k < [log, UV] nds obtemos que

y<z
d<z eh< F<V,g<U
2k <p<obtl fg=
5\ 1/2 N 1/2 N 1/2
<<(22+2—k) (2% + 2k)1/2 Z Z (log x)
e h
(9.1.12)
onde
do= > bl (9.1.13)
€ GSQ%

Z, = > b(f)elg)| - (9.1.14)

h 2k <h<2k+1 | f<V,g<U
fg=h

Por (H2) nés temos
Z Ib(e) |2<< z <log ) ’ (9.1.15)

xz

7k

para algum as > 0, e pela desigualdade de Cauchy—Schwarz junta-
mente com (H2) e parte 2 da Proposi¢ao 9.1.1, nds obtemos

2

> Yo bhelg) < D dr) D Ib(S)

2k <h<2k+1 fgfv,g%U 2k < B <2k+1 flh
g:

2

"I+ (7)

< 2F(log 2F)*  (9.1.16)
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para algum ag > 0. Entdo nds inserimos (9.1.15) e (9.1.16) em
(9.1.13), (9.1.14), (9.1.12), para obtermos

S jd Tmax| S b | XD bAeg) | xien)

y<z
d<z eh<y f<V,g<U
2k <h<oktt fg=h

1/ 1 a (o753
(z + o2 + 2282 4 g1/2 >m2(1ogm)25+1(log2k)26.

Nos efetuamos a soma sobre todos os k para finalmente obtermos

Z¢ Z maXISz (. X)|

d<z

o zat/? 1/2 1/2) ,.1/2 254 254
< Z+W 2OV + o x/“(logz)2 " (logUV)2 ™.

(9.1.17)

Para estimar S3(y, x): Nos definimos uma funcio escada A4 : R —
R por A(t) =a(l)set <1, A(t) =a(2) —a(l)se 1 <t <2, eem
geral, A( )= (n) —a(n—1)sen—1 <t < n. Entdo nés observamos
que a(n fo t)dt e que A(-) é positiva, uma vez que a sequéncia
(a(n))nzl é crescente. Usando (9.1.7) (e assumindo, sem perda de
generalidade, que y é um inteiro) nds escrevemos
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S5y, )| = | D B(Hx(f) D ale)x(e)

< /Oy|A<t>|ZB<f)| S (o) dt.

Observamos que podemos usar a desigualdade de Pdlya—Vinogradov
dada no ultimo Exercicio do Capitulo 8 para estimar a soma interna.
No6s obtemos

Sa(yon) < Vlllogd) [ 1Al Y ()| < Villog )V (log V)" a(y)

f<v

para algum a7 > 0. Portanto, observando que |A(t)| = A(t) e usando
(H1), nés obtemos

5003 maxlSaty0l < 2 log2)V (08 )" maxa(y)

<z
d<z X ys

= z% (log 2)V(log V)*"a(x).(9.1.18)

Para estimar S4(y, x): Usando (9.1.8) nés escrevemos
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d *
%‘: Wd) Z r;lggl&x(y,x)l

X

Ele max| D" e(e) | D b@)b(h) | x(eh)],

QS y<x
d<z ef<y gh=f
e>U h<V
>v

o qual nos sugere usar a segunda desigualdade modificada do grande
crivo ao par de sequéncias de ntimeros complexos

(c(@))ycecs e (b<9)5(h))gh:f,hsvﬁ‘/<f<%'

Entretanto, para obtermos resultados 6timos, nés procedemos da
mesma maneira em que lidamos com o caso para a soma Sy (1, x).
Para ser preciso, nés dividimos o intervalo (U, y/V] e intervalos diddicos
(2%, 2+1] com [log, U] < k < [log, y/V] e aplicamos a desigualdade
modificada do grande crivo para cada uma das sequéncias abaixo

(C(e))2k<e§2k+1 € (b(g)g(h))gh:f,hSV,max(V,Qk%)<f<%'

Para cada [log, U] < k < [log, 7] nés obtemos

d<z X - ef<y gh=f
e>U h<V
f>v
2k ce<obtl
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onde

Yo=Y ele) (9.1.20)

e 2k <e<2k+1

Z Z > blg)b(h)| - (9.1.21)
i |l
Nés observamos que por (H2) nds temos
Z le(e)|? < 2% (log 2F)s (9.1.22)
2k <e<L2k+1

para algum ag > 0, e pela desigualdade de Cauchy—Schwarz junta-
mente com (H2) e parte 2 da Proposicao 9.1.1, nds obtemos

M
0“1
A
=
=
7
S
=z
o

Z

?-‘H
Il
<
<
AN
<
IA
|
>
=

2k

/\

<
N}
|

X T\ ¥
< o (1og 7) (9.1.23)

para algum ag > 0. Nés inserimos (9.1.22) e (9.1.23) em (9.1.20),
(9.1.21), (9.1.19), e obtemos

S LS max| S ) | 3 bob) | xien)

d <
d<z (b( ) x U= ef<y gh=f
e>U h<V
>v
2k ce<obt?

e + 2282 1/2) xl/Q(logac)%H(long)%.

2 za'/?
<L | z7+
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Finalmente nés efetuamos a some sobre todos os k e deduzimos que

Z¢ Z max S (y, )|

d<z

1/2 1/2 as+ag

= +x/)x1/2(log33) 2 T2 (9.1.24)

Ul/2

A
V1/2

< <z2—|— +

Nés acabamos de estimar as quatro somas S;(y, x), 1 < ¢ < 4 (veja
(9.1.10), (9.1.11), (9.1.17), (9.1.18) e (9.1.24)). Colocando todas estas
estimativas juntas nds obtemos

Z o Z max > e(n)x(n)

d<z Y
< 2°U(log U)“O
2925/2(log 2) U~ (log U)** + 27 2% (log 2) U~ (log U )+

U1/2
252 (log 2)V (log V)" a(x)

+

zz'/? 1/2 12) .3 9 964
+ 22+ +z(UV)/= 4+ z2(logz)2 " (logUV) 2
_|_
_|_

1/2 ZII/Z 1 ag+ag
<z + Tz + Viz + z1/? )z2(logz) z 12 (9.1.25)

Ainda nos resta escolher apropriadamente os parametros U e V.
Nés queremos U e V tal que /220U % = 25/2V | isto é, tal que

VvV =2U'"".

Agora nés analisamos a expressao

E(z,z,U): = UZ1/2+25/2 22U 6—|—zm2(UV)1/2
1+6

0
= U1/2—|—2U<z2xU +x 2 U_2).

Se



[SEC. 9.1: UM TEOREMA GERAL 139

3 140 6
22200 % <272 U2,
isto €, se
1-60_ 0
z<x 3 U3, (9.1.26)
entao
ZT 1+6  2—
E(z,z,U) < W—i—zx 2 U 2
Escolhemos U tal que
zZT 1+60 2-0
m =zx 2 U 2 5
isto é,
1-6
U:=z3-9.

Voltando na equagéo (9.1.26), nds observamos que nossa escolha
de U implica que

Noés obtemos

para algum o >0.
Se

3 ., 1+0 0
z2z’U""" >x 2 U™ 2,

entao procedendo como fizemos acima e escolhendo U tal que
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;11;2 — ,5/2,0171-0
Assim
2(1-6)
3-20
U .= x 3
»3-20

Com esta escolha de U nds obtemos que

1-6
z > x3-0

e que

1"

1 9—40 2—6 3—460+3y 2—20+~
< <22m2 +x+ 22620 23-20q(x)(logz) + 2 3-20 z 3-20 (log z)) (log x)*

para algum o >0.
Isto completa a demonstracao do teorema. O

9.2 O teorema de Bombieri—Vinogradov

Nesta secao nés voltamos ao estudo do termo do erro que ocorre
na férmula assintética para 7(z;d, a), onde a,d sdo primos entre si
e d < x. Nés ja mencionamos no Capitulo 7 que se assumirmos a
hipo6tese generalizada de Riemann, entao

li(z)
o(d)
Nos iremos agora provar que, em ‘média’ e sem usar nenhuma hipétese,

o termo do erro de fato tem o tamanho Oy(z/?logz). Mais precisa-
mente, nés iremos provar:

m(z;d,a) = + O(z'/*(log dz)).
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Teorema 9.2.1 (O teorema de Bombieri-Vinogradov). Para todo
A >0 existe B= B(A) > 0 tal que

li(y) x
max max |7w(x;d,a)— < . 9.2.1
2, e g, |m(widha) = S| < fggya (021
9= Tlog2)”

O teorema de Bombieri—Vinogradov foi primeiramente obtido, in-
dependentemente, por E. Bombieri e A.I. Vinogradov em 1965. A
demonstracao deles é baseada em uma aplicagao do grande crivo para
estimar o ntimero de zeros de certas L—fungoes em varios retangulos.
Uma diferente demonstracao do teorema foi obtida por Gallagher em
1968. E ainda outra demonstracao foi obtida por Vaughan em 1975,
e é o seu tratamento que iremos seguir abaixo (veja [7, pg. 16]).

Existem dois ingredientes principais necessarios da demonstragao
de Vaughan do teorema de Bombieri-Vinogradov. O primeiro é um
caso particular do teorema geral discutido na Sec¢ao 9.1. Nés enun-
ciamos abaixo. O segundo é um resultado devido a Siegel e Walfisz,
enunciado na Secao 7.3 do Capitulo 7, o qual nos fornece estimati-
vas incondicionais para 7(x;d,a) — li(z)/¢(d) desde que d esteja em
intervalos pequenos com respeito a x.

Teorema 9.2.2 (Vaughan). Sejam x e z inteiros positivos arbitrdrios.
Entao

d *
> o) > max| > An)x(n)

d<z X n<y

< (22?4 2 + 22%/%) (log 2) (log 2)*  (9.2.2)

para algum o > 0, onde a soma Z; € sobre caracteres primitivos de
Dirichlet x mddulo d e onde A(-) denota a fungao de von Mangoldt.

Demonstracdo. Nés usamos a notagao introduzida no Teorema 9.1.2
e denotamos

A(s)i==C(s) =D lofsn, B(s)i=¢(s) = 3 ni
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Assim, paran > 1,

a(n) = logn, b(n) =1, e(n) = A(n), b(n) = u(n),
e as hipdteses (H1) e (H2) do Teorema 9.1.2 estao satisfeitas. Usando

a desigualdade de Pélya—Vinogradov nés vemos que, para todo d e
qualquer caractere de Dirichlet nao—trivial x moédulo d,

Z b(n)x(n) = Z x(n) < Vdlogd.

n<zx n<z

Logo a hipdtese (H3) é também satisfeita, com § = 0 = . Nés
obtemos que se z < m1/3, entao

Z o Z max | > A(n)x(n)

d<z - n<y

’

< (22?4 2 + 2250 + 25/221/3) (log 2) (log )@

para algum o > 0, e se z > x'/3, entdo

> 2 g A

1"

< (22?4 x + 23/%22/3) (log 2) (log )@

para algum o > 0. Combinando as duas estimativas nés obtemos a
desigualdade desejada. O

Corolario 9.2.3. Sejam x,z, D inteiros positivos tal que z > D.
Entao

Z¢ Z max ZA

d<z

< (zx1/2 + . + % + 2°/%log z) (log z)(log x)*  (9.2.3)
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para algum o > 0.
Demonstragao. Exercicio. O]

Demonstracao do Teorema de Bombieri—Vinogradov. Primeiro obser-
varmos que (9.2.1) é equivalente a provar que para todo A > 0 existe
B = B(A) > 0 tal que

. y v
Vwidia) = ¢<d>’ < logn)A

E max max
z1/2 ysw (a,d)=1

< (log z)B

onde

U(y;d,a) = Z A(n

n<y
(a,n)=1

Sejam A, y,x nimeros reais positivos tal que y < x, e seja d < y.
Observamos que

e oy 1 ¥y, x0) — ¥y
g, ) - | < o b 2, Mo T

XFXo0
(9.2.4)
Seja o caractere x # xo modulo d induzido por algum caractere
primitivo y; médulo dy. Assim

Y(y, x1) — ¥(y, x) < (logy)(log d)

(prove isto!). Usando isto em (9.2.4) nds temos

Y 1
id,a) — —2— - §
((Etlgil ¢(ya 704) ¢( ) ‘ (b( ) e |w(y7X1)‘
XFX0

#3057 1 1900 ol + Qo) o)

e, mais ainda, que
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y
;dv YN ,
2 Y(y:d, a) ¢(d)‘ <<d§¢(d) ) ;Od d)r;lglw(y X))
X#X0
1
22 g max () — yl + 2(log ) (loga),

onde z = z(x) é um nimero real positivo, que depende de z, a ser
especificado em breve. Para o segundo termo acima nés usamos o
teorema dos nimeros primos dado pela seguinte forma

P(x) = v+ O(z exp(—cy/log x)),
obtendo que

1 zlogz
d§<:z () max l(y) —yl < (logz)At1" (9.2.5)

Ainda resta estimar o primeiro termo.
No6s escrevemos todos os médulos d como d = dik para algum
inteiro positivo k e observamos que

1 1
d<z x( rr;éod d) " d1<z kgdi 1 x1(moddy) "~
XFX0 1

= old) o (ilz) > l;

onde nds usamos a estimativa

Zi<< 1 .2
cdk S G(d) td
k<3

Para completarmos a demonstracao do teorema noés precisamos esco-
lher z apropriadamente (i.e. da forma z = 2'/2/(log 2)” para alguma
constante positiva B = B(A)) e mostrar que
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1 * T
> 5@ > max [ (y, 0| < o (9.2.6)

d<z X

Lembramos que pelo teorema de Siegel-Walfisz que diz que,

¥(z,x) < zexp(—cy/logz),

existe B = B(A) > 0 tal que, se d < (logz)? e x # xo é um caractere
moédulo d, entao

V0 < oy
Assim
1 * T
dggg:w)s P XX: max [Y(y, )| < o7 (9.2.7)
Agora escolhemos
21/2
~ (log)?

e aplicamos Corolario 9.2.3 e somas parciais para obter

1 * .
S s e g 029

(logz)B<d<z

Combinando (9.2.5), (9.2.7) e (9.2.8), a demonstragio do teorema
esta completa.
O

O teorema de Bombieri—Vinogradov foi estendido por Bombieri
et al. [4] da seguinte maneira. Seja a # 0 e x > y > 3. Entao

b

11
d<z2y?2
(d,a)=1

) 2
Y(x;d,a) — Qfd)’ <L (l(c))ioyc) (loglog z)5.




146 [CAP. 9: O TEOREMA DE BOMBIERI-VINOGRADOV

Aqui B é uma constante absoluta e a constante implicita pelo simbolo
< depende somente de a.

Isto significa que na maioria das aplicagoes envolvendo o teorema
de Bombieri—Vinogradov, nés podemos tomar

1 log z
d<z2 [ =
<shos (i)

ao invés de d < z'/?(logz)~". Em particular, isto se aplica ao pro-
blema do divisor de Titchmarsh (a ser discutido na préxima segio)
e n6s podemos deduzir a existéncia de constantes positivas c e ¢; tal
que

log 1 B
Zd(p—i—a):cm—&—q ’ +O<x(0g ng) )
= log x (log x)

O problema de provar resultados da forma

w(% dv a) -

x ‘ «_Z

p(d)| — (logz)”

para todo A > 0 e § > 1/2 é extremamente dificil. Uma famosa
conjectura de Elliott e Halberstam prevé que a desigualdade acima é
verdadeira para todo 6 < 1.

Se descartarmos o valor absoluto e fixarmos a, entao alguns re-
sultados significantes foram obtidos. Sem entrar em muitos detalhes,
nds mencionamos a conhecida ‘fungdes bem-fatordvel A(d) de nivel

4

2’. N6s temos que para todoe >0e z:=x7 °,

2 (vt~ 55) <
d<z

para todo A > 0.

Este resultado possui numerosas aplicagoes. Por exemplo, no caso
do problema do divisor de Titchmarh nés podemos mostrar que para
todo A > 0,

> d(p+a) = cx +ali(z) + O (@)

p<z
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para constantes positivas ¢, ¢;. Outra aplicagao é vista na conjectura
da raiz primitiva de Artin e também na teoria de curvas elipticas. A
demonstracao desta melhora na estimativa é dificil e nao serd vista
neste curso. (veja [])

9.3 O Problema do Divisor de Titchmarsh

Seja a um inteiro fixado. Lembramos que no Capitulo 3 nds con-
sideramos a questao de determinar o comportamento assintético da
funcao

> vip+a)

p<z

para a = —1. Agora vamos considerar a questao mais complexa de
determinar o comportamento assintético de

> d(p+a),

p<xz

onde d(-) é a fungao divisor. Este problema é conhecido na literatura
como o problema do divisor de Titchmarsh. Foi primeiramente
estudado por Titchmarsh em 1930 e estd relacionado com uma famosa
conjectura de Hardy e Littlewood, formulada em 1922 enunciando
que todo inteiro suficientemente grande pode ser representado como
a soma de um primo e dois quadrados. J& em 1930, Titchmarsh
mostrou que

S d(p+a) = O(a),

p<z

e que, usando a hipotese generalizada de Riemann, uma férmula as-
sintética explicita para »_ . d(p + a) (veja (9.3.1) abaixo) também
é valida.

Em 1923, Hardy and Littlewood sugeriram que a sua prépria
conjectura era verdadeira para quase todos inteiros se assumirmos
a hipétese generalizada de Riemann, e em 1928 Stanley mostrou que
isto era de fato verdade. E mais tarde a hipdtese do resultado de
Stanley foi enfraquecida por S. Chowla (1935), A. Walfisz (1935), T.



148 [CAP. 9: O TEOREMA DE BOMBIERI-VINOGRADOV

Estermann (1936), H. Halberstam (1951), e C. Hooley (1957), sem
ser completamente removida. Somente em 1960 Linnik obteve uma
demonstracao incondicional da conjectura de Hardy—Littlewood. Seu
método, agora conhecido como ‘método da dispersao’, pode também
ser usado para fornecer uma demonstracao incondicional do problema
do divisor de Titchmarsh.

Nosso objetivo nesta segao é descrever uma simples demosntragao
do problema do divisor de Titchmarsh. Mais precisamente, nés mos-
tramos que:

Teorema 9.3.1. Seja a um numero inteiro firado. Entdo existe uma
constante positiva c tal que

log1
Zd(p+a) =cx+0 <W> . (9.3.1)
= log

Demonstragao. Primeiro observamos que para todo inteiro positivo
n’

dn)=2 Y 1-4(n),
i

onde §(n) =1 se n é um quadrado e 0 caso contrario. Assim

Zd(p—i—a) = 22 Z 1—25(p+a)

p<z p<z d|p+a p<z
d<yz
= 2 ) w(z,d-a)+0(\z). (932)
A<V

Nés agora lembramos que o teorema de Bombieri—Vinogradov
nos permite controlar o termo do erro na férmula assintética para
7(z;d, —a), desde que d < \/z(logz)~P para alguma constante po-
sitiva B (a ser especificada mais tarde). Isto nos sugere a separar a
soma no lado direito de (9.3.2) em duas partes:
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Z m(x,d,—a) = Z m(x,d,—a) + Z 7(x,d, —a).
VT

9= Tlog 2)

’ Ty <0SV5
(9.3.3)

Para a primeira soma em (9.3.3) nds escrevemos

Y or@d-a)= 3 (m; 0 —a)— h(ac))+ v liw
¢(d) o(d)
S 5 T 1< (ogaym

e usamos o teorema de Bombieri-Vinogradov para obter um limitante
superior de

. 1 x
LD D <<1oga:>A> ’
d< \/E

= (logz)®

para qualquer A > 0 e algum B = B(A) > 0. Agora nds sabemos
que existe uma constante positiva cqg tal que, para todo x,

1

—— =cologx + O(1). 9.34
> = (1) (9:3.4)

(prove isto!)

Portanto

e xloglogx
x
a< (logz)B

Para a segunda soma em (9.3.3) nds usamos o teorema de Brun—
Titchmarsh e, novamente, (9.3.4). N6s obtemos

T 1 z loglog x
;d, — .
Z m(@;d, —a) < log x Z o(d) < log x

€T

sy <A<V (oga)? <4<V

(9.3.6)
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A demonstragdo do teorema estd completa combinando (9.3.2),
(9.3.3), (9.3.5) e (9.3.6), e colocando ¢ := ¢g/2. O

9.4 Exercicios

1. Use somas parciais e a desigualdade de Cauchy—Schwarz para
provar a Proposicao 9.1.1.

2. Prove a identidade de Vaughan (9.1.4) e (9.1.5)—(9.1.8).

3. Mostre que para a fixo e §(-) definidco como na segdo anterior
nods temos que

Y dp+a)=0Wa).

p<z
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