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Prefacio

O estudo de operadores lineares é de importancia transcendente
para a Anélise e a Matematica como um todo. Nao apenas porque
a derivada de uma funcao avaliada em um ponto é uma aplicagao
linear, mas também porque é linear o operador que a cada fungao
derivavel associa a sua fungao derivada. Desse modo, j4 em uma boa
graduacao em Matematica, teoremas de decomposicao de operadores
em dimenséo finita sdo abordados, procurando entender algebrica e
geometricamente como se da a acao de tais operadores no Espaco.

Ao mesmo tempo, embora temas de Fungoes Analiticas e Algebra
lteis ao estudo de operadores sejam também lecionados na graduacao,
s@o apresentados de forma desconexa deste estudo (por vezes, até do
resto da Andlise real). Estes temas j& provém ferramentas proficuas
para o entendimento do espectro e a descricao do comportamento
geométrico de operadores lineares atuando em espacos de dimensao
qualquer.

Infelizmente, a introdugao a Teoria Espectral ocorre para a mai-
oria de nés muito mais tarde, em um doutorado em Matematica; ti-
picamente, um tanto dissociada da visao por demais elementar dada
na graduagao em cursos de Algebra Linear. Ademais, este estudo
avancado costuma fixar-se especialmente nos operadores auto-adjuntos,
sem se prolongar acerca do espectro de operadores gerais. Resulta-
dos sobre a semicontinuidade do espectro, muitas vezes nao sao sequer
mencionados.

O presente escrito objetiva preencher esta lacuna, relacionando co-
nhecimentos vistos de forma estanque em varios cursos de graduacao,
de modo a oferecer um panorama dos teoremas de decomposicao de
operadores tanto em espacgos de dimensao finita quanto infinita.
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iv PREFACIO

Dedicamos o primeiro capitulo a uma revisao da Algebra Linear
e o estudo de operadores em dimensao finita, motivando com exem-
plos o uso da avaliacdo de polindmios em matrizes para calculo de
autoespagos e autovalores. Tais homomorfismos de avaliagao e sua
utilidade motivam a questao de estendé-los a uma classe maior de
fungoes, digamos, analiticas. Para tal, os argumentos algébricos sao
insuficientes.

Iniciamos o segundo capitulo com a Analise real e Complexa ne-
cessaria ao estudo do Espectro e funcées de Operadores. De fato,
adaptamos facilmente tais teorias para fungoes holomorfas tomando
valores em espagos de operadores, em vez de em C, como se vé em
disciplinas finais de graduacao.

Munidos dessa Teoria de Cauchy-Goursat adaptada a espagos de
operadores, desenvolvemos no terceiro e principal capitulo do livro a
teoria de fungoes de Operadores e provamos o que costumamos cha-
mar de proto-versoes dos teoremas de Decomposigao do Espectro, os
teoremas de Célculo Funcional e Mapeamento Espectral. As con-
sequéncias sdo profundas. Por um lado, o raio espectral nos permite
obter cotas para a norma de iterados grandes do operador. Sao defini-
das as componentes espectrais, e demonstrada a existéncia de espagos
invariantes associados as mesmas. Isso nos permite, por exemplo,
definir isomorfismos hiperbdlicos (e consequentemente, pontos fixos
hiperbdlicos de aplicagoes diferencidveis) de uma maneira intrinseca,
independente da norma (completa) que se coloca no espago em que
estd definido o operador.

Feito isso, enunciamos e provamos os resultados de semicontinui-
dade de componentes espectrais e do espectro. Explicamos também o
que vem a ser a continuidade dos espagos associados as componentes
espectrais, demonstrando resultados nessa linha, alguns dos quais ale-
gre consequéncia do teorema de Variedade Estével para isomorfismos
hiperbdlicos.

Na penultima secao do capitulo, apresentamos um programa em
linguagem C que é uma aplicacao surpreendente da teoria vista: per-
mite calcular um autoespaco generalizado de um autovalor, sem que
conhecamos com precisao este autovalor. Um legado longinquo do
Teorema Fundamental do Céalculo de Newton...

No capitulo seguinte, estudamos o adjunto de um operador e as
informacoes que traz para o estudo do operador primal. O celebrado
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Teorema Ergddico de Von Neumann é provado aqui em uma versao
bem mais geral que a original.

No tdltimo capitulo, brindamos o leitor com uma aplicagao simples
da teoria vista, o estudo de zeros (ou pontos periédicos) isolados de
funcoes de operadores. Interessantemente, tal estudo tem ligagoes
com o problema de Centralizador de Hilbert, ou melhor, com critérios
de quando um operador comuta com outro.

Finalizamos com um apéndice onde apresentamos uma prova sim-
ples do Teorema Espectral para operadores compactos auto-adjuntos.
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Introducao

O Espectro: Uma das mais simples
e profundas idéias Matematicas

Comecemos com E a ser um espaco vetorial complexo de dimensao
finita e A : F — E um operador linear continuo. Nesse contexto ini-
cial, o espectro de A (denotado por sp(A)) é simplesmente o conjunto
dos A € C tais que (A — A) ndo possui inversa, onde I : E — E de-
signa a identidade. Ou seja, nesse caso de dimensao finita o espectro
é apenas o conjunto dos autovalores de A. Dos cursos de Algebra
linear, sabemos que tais autovalores possuem associados a si, espagos
invariantes por A, os quais permitem descrever de modo simplificado
a geometria da acao do operador no espago. A exigéncia do espago
ser complexo, é primordialmente para garantir que o operador possua
autovalores.

Consideremos assim o seguinte exemplo em que a matriz e todos
os autovalores sdo reais. Seja A : R? — R? o operador linear dado

=3 1))

E claro que sp(A) = {3,1/2} Note que associados aos elementos de
sp(A), sabemos do curso de Algebra linear que temos dois espagos
invariantes por A. Nestes espagos, A age respectivamente como o

produto pelos escalares 3 e 1/2. Como isolar, por exemplo o espago
(z—3)

1/2=5 ¢ avaliado em

associado a 1/2? Ora, considerando o polindémio
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A, obtemos (usando do isomorfismo que hé entre aplicagoes lineares
e matrizes na base candnica):

(8 21/5) x (g 1}2) = (8 11//25>‘
(2-3)
1/2-3

0 —-2/5
1_11/2 = (0 1/ ) >

chamada projecao espectral. Ela de fato é uma projecao sobre o
espaco associado ao autovalor 1/2 (pode-se ver facilmente que (—2/5,1)
é autovetor associado a 1/2 - escrevemos o vetor como linha por co-
modidade de edigdo). Para vermos que ela é uma projecao basta
observar que

=3 )< 1) 1)

Como II; s, ¢ obtida via avaliagdo de um polinémio em A (a iden-
tidade é o mesmo que A°), ela comuta com A. Desta comutatividade,
segue-se que

Note que o polinéomio
em A nos dd a matriz

zeraem x = 3 e é1em 1/2. Sua avaliacio

Iy /5(R?) D I o (A(R?)) = A(IL; 5(R?)),

ou seja, que A(II;2(R?)) C II(R?), que é o mesmo que dizer que
a imagem II; 5(R?) := E(1/2) é um espago invariante por A. Em
capitulos mais adiante (e de modo muito geral), veremos como con-
sequéncia que sp(A|g(1/2)) é realmente igual a {1/2}.

Em resumo: se o espectro puder ser particionado em componen-
tes abertas e fechadas nele mesmo (as chamadas componentes es-
pectrais), cada uma dessas componentes possui associada a si um
subespaco invariante pelo operador. Veremos ainda que a restrigao
do operador a um desses subespacos tem seu comportamento as-
sintético grandemente governado pelo supremos dos valores absolutos
dos nimeros constantes na componente associada.

Quando se considera um operador linear A atuando em espagos
de dimensdo infinita, o espectro (cuja definigdo difere da anterior
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sé por exigir a continuidade das inversas envolvidas, condigao au-
tomatica quando a dimensdo é finita) ndo consiste geralmente em um
nimero finito de pontos. Assim precisamos considerar a avaliagdao
de A em fungoes mais complicadas que polindmios, que zerem em
todas as componentes espectrais menos naquela que estejamos in-
teressados. Para tal, precisamos avaliar A em funcgdes holomorfas
cujo dominio seja desconexo. O que é possivel adaptando a teoria
de Anélise Complexa de Cauchy para o contexto de aplicagdes com
dominio em um aberto em C e tomando valores em espacos de Ba-
nach. Essa adaptacao tem aplicagoes muito interessantes, mesmo se
retornarmos nosso foco para a dimensao finita. Tomando de uma
funcéo holomorfa, mas com dominio desconexo, que seja 1 em uma
vizinhanga de um certo autovalor A;, e 0 em uma vizinhanga dos
demais, a avaliacao dessa fungdo na matriz A, da mesma forma
como no exemplo acima, nos da a projecao associada ao autoespago
(a bem da verdade, o autoespago generalizado!) de A;. Ora, ndo é
necessario conhecer precisamente um autovalor, basta conhecer uma
vizinhanga que o isole dos demais, para definir tal funcao. Entao
conseguimos calcular com precisao seu autoespaco conhecendo com
uma tosca aproximagao o autovalor! Isso também permite uma outra
aplicacao interessante, um método de achar raizes de polinémios em
C, pois uma vez calculado o autoespaco, é imediato calcular o au-
tovalor, e sabemos que autovalores sao raizes do chamado polinémio
caracteristico associado a matriz. Dessa forma, dado um polnémio,
este possui associado a si uma matriz companheira, da qual ele é o
polinémio caracteristico, suas raizes sao os autovalores desta matriz,
0s quais calculamos de maneira facil apds calcularmos seus corres-
pondentes autoespagos.

Sao aplicagbes que unem de uma forma bastante original duas
areas distintas da Matematica, a Algebra Linear e a Anélise Com-
plexa, e trazem em si o sabor que convidamos o leitor a conhecer nas
préximas paginas.






Capitulo 1

A Forma de Jordan

Neste capitulo relembramos muitos dos resultados sobre as repre-
sentagoes matriciais mais simples que podemos obter para operado-
res lineares em dimensao finita. Como sabemos, tais resultados sao o
objetivo principal dos bons cursos de Algebra Linear. Mais precisa-
mente, dado um operador linear A : E — E definido em um espaco
vetorial de dimensao finita, gostariamos que fosse sempre possivel en-
contrar uma base no Espaco F na qual A tivesse uma representagao
matricial como matriz diagonal. Ora, escrever um operador A como
uma matriz diagonal aplicada aos vetores de E, quer dizer simples-
mente que existe uma decomposicao F := F1®---@® FE, de E, em que
a restricao de A a cada Ej,j =1,...,s é um multiplo da identidade.
Isso, em geral, nao é verdade, como mostram os préximos exemplos
em E = R?:

Exemplo 1.1. Seja A : R? — R? dada por

- (3)

Um célculo simples nos dé que se A(z,y) = A (z,y), entdo neces-
sariamente A = 2 e (x,y) é um multiplo de (1,0). Ou seja, o tinico
espago restrito ao qual A se comporta como miultiplo é a reta gerada
por (1,0), o que é insuficiente para termos uma decomposiciao de R?
do tipo que falamos no parédgrafo anterior.
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Exemplo 1.2. Seja A : R? — R? dada por

w3 3) )

Essa aplicagao corresponde a composicao de uma rotagao (de angulo
maior que zero e menor que 7/2) com um multiplo da identidade.
Logo, com célculos andlogos ao do exemplo anterior, é facil provar
A nao é um multiplo da identidade, se restrita a qualquer subespago
ndo trivial de R2.

Lembramos aqui o elementar Teorema da dimensao do Nucleo e
da Imagem:

Teorema 1.3. (Dimensdo do Nicleo e da Imagem.) Seja F
um espaco vetorial qualquer e A : E — V wuma aplicacdao linear en-
tre espacgos vetoriais quaisquer E, V. Entdo a dimensao do Nucleo
ker(A) de A, somada d dimensdo da Imagem A(E) de A, € igual a
dimensao de E.

Prova: Seja E Cc E um espago complementar a ker(A) em E,
isto é, um espaco tal que ker(4) N E = {0} e ker(A) + E = E. Dali,
ker(A|;) = {0} e portanto A|; é um isomorfismo sobre sua imagem.
Dado w € A(FE), existe v = vg+ ¥ tal que A(v) = w, com vy € ker(A)
e v € E. Logo, A(v) = A(vg) + A(0) = A(d), o que implica que a
imagem de A é igual a de A|j, e portanto, ambas possuem a mesma
dimensao de E’, o qual é complementar a ker(A). Donde se segue o
teorema.

U

Agora, suponha que A; seja um autovalor de A : £ — E, E um
espaco vetorial de dimensao finita e que ker(A— 1) N(A—X\I)(E) =
{0}. Entéo pelo teorema acima, temos que E = ker(A — A1) & (A —
MI)(E). Como E(\;) :=ker(A — A1) é deixado invariante tanto por
(A—X1I) como por A1, ele é deixado invariante por A = (A—A\1 1)+ 1.
O mesmo raciocinio se aplica a Ey := (A — MI)(E), que também
é invariante por A. Se ker(A — \;I)N (A — NI)(E) = {0}, j =
1,...,s, podemos aplicar recursivamente o mesmo argumento a A|g,
, obtendo uma decomposigdo invariante E = E(\1) @ E(\;), onde
{A1,- ., As} s@0 os autovalores de A, e Alg(y,) = A\jl|g(,), ou seja
A é diagonalizdvel.



Mas como vimos nos exemplos mais acima, nem sempre ker(A —
NI)N (A= MNI)(E) = {0}. Desse modo, o resultado que temos em
geral é o seguinte

Teorema 1.4. (Teorema da decomposicdo em autoespacgos
generalizados). Sejam A : C" — C™ um operador linear complexo
e Sp(A) o conjunto dos autovalores de A. Entdo existe decomposi¢do
C" = EB)\ESp(A)E(A) onde:

e A-E(\) C E(N).

o (A — A)|gwy € nilpotente, isto ¢, (A — )\I)k|E(A) = 0, para
algum k < dim(E(X)).

Para a prova desse teorema, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.5. Seja E um espago vetorial, dim(E) = n < 4+o00. Seja
T : E — E um operador linear. Entdo, existe uma decomposicao em
soma direta E = Eq ® E1 tal que

o T -FEyC Ey eT|g, €nilpotente, com nulidade menor ou igual
a dimensao de Ey.

«T-E =F,.

Prova: Note que se T fosse tal que T - E N Ker(T) = {0}, nada
mais terfamos a mostrar (bastaria tomar Ey = Ker(T) ¢ B4 =T -
E). Isso ndo ocorre em geral. Entretanto, podemos mostrar que
ocorre para algum 7™, 1 < m < n. De fato, as sequéncias abaixo se
estabilizam (em certo m < n):

Ker(T) C Ker(T?) C --- C Ker(T") C E,

E>T-ED>T?> E>---D>T"-E.

A estabilizacao de tais sequéncias ocorre porque a dimensao de E é
finita.
Note que se Ker(T?) = Ker(T%*1), entao Ker(T?*2?) = Ker(T"*+1),
pois se
veKer(TH?) =T v=0=
T T -v) =TT -v)=0=

T-veKer(T*+1)=Ker(T?)
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v € Ker(T™1).

Logo, por indugdo, temos nesse caso Ker(T7) = Ker(T"),Vj > i.
De um modo andlogo, se T*(E) = T**1(E) entio

T -TYE)=T-T""YE)= T"YE)=T"*E)

Logo, TH(E) = T (E), Vj > i.

Tal implica que as sequéncias acima realmente se estabilizam
até, no maximo seu n-ésimo termo. Além disso, sdo estritamente
monotonas (respectivamente, crescente e decrescente) até um indice
a partir dos quais elas se tornam constante.

Mostremos que esse indice é o mesmo para ambas as sequéncias.
Suponha que a sequéncia de imagens de FE estabiliza para m < n.
Isso implica que

TV -T"™(E) = Ey :=T"(E),Vj > 0= T(E,) = E;.

Dai, pondo Ey := Ker(T™), temos que dado v € Ker(T™*!),
como T™*! .y =0 se por absurdo v ¢ Ker(T™), entdo

™ - v#0€ Ey = T-(T™-v)#£0

T|g, ¢é isomorfismo

(absurdo, pois v € Ker(T™"1)). Observamos ademais que se m é
o primeiro indice em que a sequéncia de nticleos se estabiliza, entao
se supomos T™ - E D# T+ . F = T(T™ . E), segue-se que existe
0#v e T"(E) tal que T -v = 0. Seja portanto w tal que T -
w = v. Entdo w € Ker(T™*+1) \ Ker(T™), absurdo. Concluimos
dos paragrafos acima que m = m, isto é, ambas as sequéncias se
estabilizam exatamente para um mesmo indice. Até o indice m, as
inclusoes dos espagos dessas sequéncias sao estritas. Em particular,
concluimos que a dimensao de Ey = Ker(T™) é maior ou igual a m,
ou por outra, que a nulidade (menor nimero de iteragoes que anula
um operador nilpotente) de T'|g, ¢ menor ou igual a dim(Ep).

Pelo teorema do nicleo e da imagem, temos que dim(Ey)+
dim(E;) = n. Para mostrar que E = Ey & E; basta ver entao
que Fy + E; gera o espaco E. De fato, seja x € E. Tomando
T (x) € By = T™(E) = T?™(E) = Jy € E;T™(z) = T*(y) =



T™(x —T™(y)) = 0. Logo

= (z—-T"(y) +T"(y),
————
eKer(T™)

o que implica que Fy + E; geram FE e dadas as dimensoes desses
espagos, Fy e E7 estao em soma direta. L]

Podemos agora proceder a prova do teorema de decomposicao em
autoespagos generalizados:

Prova: Seja A; € Sp(A4). A existéncia de um tal Ay é devida ao
teorema fundamental da dlgebra aplicado ao polinomio caracteristico
de A dado por p(\) := det(A—\-I) (os autovalores de A séo as raizes
desse polinémio). Aplicando o lema a T':= A — A; - I, obtemos que
C™ se escreve como C" = E(\;) ® E1, com T|g(y,) nilpotente e T'|g,
isomorfismo. Como sabemos que dado um autovalor (por exemplo,
A1), existe pelo menos um autovetor v; que lhe corresponde, temos
que v; € Ker(A—A;-T) C Ker((A— Ay -1)™) = E(A1), o que implica
que E();) é nao trivial. Como ja dissemos, (A—A1)|g(x,) é nilpotente,
com nulidade £k = m < dim(E(A1)). Como (A — A\ - I)(E(\1)) C
E(\1), vale ainda que

A(E(M)) = (A=A - I)(E(M)) + A1 - I(E(M)) C E(A).
Note ainda que T(E;) = Ei, portanto, (A — A1 - I)(F1) = Ej, e se

tomamos v € Eq, entdo A-v— A -v € By = A-v € Ey. Donde
obtemos que A(E;) C E;. Observamos ainda que:

e Alg, : Ey — Ey ndo contém autovetor de A que nao seja do
autovalor \1. De fato, se A # A1 é um autovalor de A, se por ab-
surdo existisse um autovetor v de A contido em Ej, obteriamos:

(A=) v=A4A-v=X - v=A—-\) v=

TV v=MAN-\) -v#0,Yj €N

o que é uma contradi¢do com o fato de que T'|g, é nilpotente.
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e Todos 0s outros possiveis autovetores de A, referentes aos au-
tovalores distintos de A1 estdo contidos em FE;. Realmente,
suponha por absurdo que existe um autovetor v € E de um
autovalor A € Cmasv ¢ Fy ev ¢ Ey = E(A\1). Entdo podemos
escrever v = vg+w1, com vy € Fg e v1 € E; nao nulos. Supondo
que k; seja a nulidade de (A — A\1)|g,, obterfamos:

By Z (A=) 0 = (A=) o = (A=) vp+- (A=) oy =
((A = A1)|E, ¢ nilpotente)

(A- )\;L)k1 -v1 € B,
absurdo.

Logo, Alg, : E1 — Ei, e podemos reaplicar o lema, dessa vez
tomando um autovalor Ay de A|g,. Af obtemos C" = E(\) @
E(\2) @ E5; continuando nesse procedimento até que E; = {0} (e

E

1
por conseguinte, sejam exauridos todos os autovalores de A, que sao
em ndmero finito pois o espaco tem dimenséao finita) segue-se o teo-
rema. O

Corolario 1.6. Todo operador linear A : C* — C" se escreve como
A=D+N, com D-N = N-D, onde D € um operador diagonalizavel
e N € nilpotente. Além disso, tal decomposicao € unica.

Prova: Definamos o operador linear D em C™ definindo-o em
cada E();) da decomposicao em soma direta C" = @ cgpa)E(A) =
@i_1E(\;j). De fato, definimos D|g(y;) := A;j - I|p(x;), 0 que implica
definirmos N|g(x,) := (A = Xj - I)|B(x,)-

Seja

B = U115 Vldys s Vrls ooy Urd, }

onde
dj = dlm(E()\])) € {Ujlv N ,'Ujd].}

constitui uma base de E(\;). Como os E();) estao em soma direta,
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temos que 3 é base de C™. Dal,

A1 0 0
0
D'U1=>\1"U1, VvleE()\l)
. 0 A1 O
: :>D5:
D-v.=\--v,, Yv. € E(\) 0 0 A
0 0
0 0 A

Portanto, D é diagonalizavel. Que NN é nilpotente, ja mostramos
(imediato do teorema de decomposicdo em autoespagos generaliza-
dos). Note que

A‘E()\j) = D|E()\j) +N|E()\j) = A=D+ N.

Vejamos que vale D-N = N - D. Para tal, basta mostrarmos que,
dado v € E()), para E(\) qualquer, vale D-N-v=N-D-v. E de
fato, neste caso temos:

D~N~1}:D~N|E(>\)”L)ZD'(A*)\I”E(/\)'U:
——————

CEXN)

Dlgiy - (A= AM)|gpy -v=(A)|pn) - (A= AM)|pny v =
(A=AD[pn) - (M)|By -v=Nlgn) - Dlppy - v=N-D-v.

S6 nos resta agora mostrar que a decomposicao acima (A = D+ N,
com D diagonalizdvel, N nilpotente e D - N = N - D) é tnica.

De fato, se D+ N = A= N’ + D', como sempre, basta que nos
restrinjamos a mostrar que N = N’ e D = D’ se restritos a um E())
fixado arbitrério.

Restritos a tal E()), temos:

M+(A-X)=N+D' = A —-D =N — (A= ).

Note que todos os operadores comutam com A, e, do acima, vemos
que comutam entre si. Lembramos que se dois operadores diagona-
lizaveis comutam, existe uma base de autovetores comum a ambos,
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isto é, eles sdo simultaneamente diagonalizdveis (a reciproca também
é obviamente valida). Um esbogo de prova desse fato é o seguinte:
fixado um autoespaco E()\;) de D, com v; € E(};), temos:

D-DI-’UJ‘:D/'D-’UJ‘:DI'A]‘-’UJ‘:)\j-D/-’Uj:>D/~UjEE()\J‘)7

ou seja, os autoespacos de D sdo invariantes por D’ (e vice-versa).
Tal também implica (permutando os papéis de D e D’) que cada
autoespago de D é soma de autoespagos de D’ ou vice-versa (estd
contido em um autoespago de D’). Desse modo, é possivel decompor
0 espaco F em uma soma direta de autoespacos de D ou D’ com a
propriedade de que cada subespago dessa soma nao contém propri-
amente nenhum outro autoespaco de D ou D’. Em qualquer base
obtida reunindo bases dos autoespacos dessa soma direta, ambos os
operadores D, D’ sao diagonais. Em particular, temos que D — D’ é
diagonalizavel, e diagonal naquela base.

Seja k a nulidade de N e k' a nulidade de N’. Considerando
que D — D' = N’ — N, elevando ambos os membros desta equacao a
(k + k), temos, usando o bindémio de Newton (veja que N’ comuta
com N|g(x)) que o segundo membro é zero. Isto implica que (D —
D’ )’H‘k/ = 0, o que para um operador diagonalizavel implica que
(D—D')=0,isto é, D =D, e dal, N = N". O
Corolario 1.7. (Teorema de Cayley-Hamilton). Eziste um polindmio
p de grau menor ou igual a n tal que p(A) =0 € L(C™).

Prova: Tome como polinémio p(x) = (z — Ay)*r ... .. (— N\ )Fr.
Considere entdo a matriz Z = p(4) = (A — \I)k o (A —
ArI)¥r (lembramos que k; é a nulidade do operador (A — X;)[g(r;))-
Para mostrar que Z = 0, basta mostrar que Z|g) = 0, com \ =
A,..y Ar. Seja v € E(N\). Dai, como A comuta consigo mesma e
com A;I, temos que

Z-v=(A= ) (A= NN AN =
(A=X)k ... (A—)\T)’“'f-(A—)\)’“(’\) -v =0,
pois (A — A\ .4 = 0, para todo v € E()). O

Lema 1.8. (A ser usado no Teorema da forma de Jordan). Seja
E um espago vetorial, dim(E) < +oo e seja T : E — E um ope-
rador linear nilpotente, isto €, existe um primeiro k € N tal que
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Tk = 0. Entdo existe uma base de E formada por um nidmero
finito de sequéncias (também finitas) linearmente independentes
{vi, v b {vgn, 50,4, } tais que T - v, 5, = vsj,—1... T -

vs,1 =0, coms=1...q.
Prova: Vimos do lema anterior que
{0} = Ker(T°) C.. Ker(T) C. - -+ C. Ker(T") = E.

Comecemos nosso algoritmo por E*~1 um espago complementar
de Ker(T*~1) dentro de Ker(T*) = E. Note que

TS(E* Y NKer(TV) = {0},V1<s<k—-1eV0<j<k—s5—1.

Em particular, T°(E*~!) é imagem isomorfa de E*~!.  Fixe
V1,k—1---Vg k—1 uma base de EF=1 e considere seus iterados
TF5(vpk—1) == Vps, com k > s> 1el <r < ¢, o que jd nos
dé se nao todas, algumas das sequéncias do enunciado. De fato, para
Ver que 0s espacos

Ekfl T'Ek71 Tkrfl .Ekrfl

estao em soma direta, observamos inicialmente que todo vetor nao
nulo em E¥~1 precisa ser iterado exatamente (no minimo) k vezes
por T para ser levado no zero. Isso implica que cada vetor nao nulo
de T - E*1 precisa ser iterado k — 1 vezes por T para ser levado
no zero, e assim por diante. Vemos deste raciocinio que os espagos
considerados tém inteseccao dois a dois igual a {0}. Para vermos que
estao em soma direta (embora esta soma ndo perfaca necessariamente
o espago E), seja vgs # 0 pertencente a um dos espagos acima, digamos
vy € TF= . EF1 Dai, T* - vy, = 0, e T?(vs) # 0,0 < j < s.
Mostremos que vy nao pode ser expresso como combinagao linear de
vetores nos demais espagos, do tipo:

Vg = E v, v; € Tk_]Ek_17aj nao todos nulos.
s
Realmente, se pudesse, terfamos, podemos mostrar que todos os «;
sao nulos. Procedamos pelo principio da Boa Ordenagao. Seja B =
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{j > s;; # 0}. Mostremos que B é vazio. De fato, suponha que
nado. Seja r o méximo de B. Dai,

0="T""1o, = ZajTT_lvj =a,T" v, = a, =0; (absurdo).
J#s
Assim, todos os a; com j > s sao nulos. Por outro lado, dai obtemos
que
0T vg=> ;T "o, =0,
i<s
o que implica que vs nao pode ser expresso segundo uma tal com-
binagao de vetores.

Agora, tome E¥=2 O T(E*') um espaco complementar de
Ker(T%~2) dentro de Ker(T*~1). Repetimos o mesmo raciocinio de
antes, a E*~2, descartando as sequéncias de vetores ja contidas nas
sequéncias de E*~!. Como o espaco tem dimensdo finita, em um
numero finito de passos o lema esta provado. [

Teorema 1.9. (Forma de Jordan- caso complexo). Seja A :
C™ — C™ um operador linear com autovalores complexos distintos
Al A1 < r < n. Entao, existe uma base § de C" na qual o
operador ¢ representado pela matriz

AM Ooul 0 ... 0 0
0
0 A0

As=10 0 X Ooul
0 . 0
0 0 A Ooul
0 0 Ar

Prova: Aplicamos o tltimo lema a (A — g, - I)|g(»,). Pelo lema,
existe uma base f, de E()\) em que (A— Xy -I)|p(»,) ¢ representada
pela matriz

Ooul 0 ...0
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Note que nessa base, como em qualquer outra base, (Ax - I)|g(x,) se
escreve como:

A 0., 0
0 . 0
0 ...0 X

Como Alg(r,) = (Ae-I)|p(r,) F(A=Ae-I)|g(r,) segue-se que Alg(x,)
se escreve na base (3, como:

A Ooul O ... 0
0 Ak .0,
0 . “. Ooul
0 e Ak
Tomando a base ordenada 3 formada pelos vetores em /4, ..., 3, da

invariancia de cada E()\g) obtemos que o operador A na base (3 se
escreve como:

A Ooul O ... 0 0

0 XN o 0... ;

0 Ooul

0 A1 0

Ag=10 0 0

A Ooul O 0
0 Ar 0.
0 Ooul

0 0 Ar

O

Defini¢ao 1.10. (Complexificado de um operador real). Con-
sidere um operador linear A : R — R", C" = R" §R" = (R"); &
(R™)3, onde (R™); := (R™,0) e (R™) := (0,R™). Se v = (v1,v2) €
R™ & R", entao definimos o complezificado A:C" — C" o operador
estendendo A dado por

/~1~v::(A~v1,A~v2):A'vl—|—iA-v2.
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Definicao 1.11. (A aplicacao conjugagao — : C* — C™). Dado
v e C"=R"®R", v = (v1,v2), a aplicagao conjuga¢io — : C* — C"
é o isomorfismo linear dado por

v = (’Ul,’UQ) = (’01, —1)2).

Proposicao 1.12. Seja A : R™ — R™ um operador linear real. Entao
o complexificado A de A comuta com a aplicagao de conjugacdo, isto

é, A-v=A-1, VueCn.

Prova: A prova é direta:

Av=(Av,-A-v)=(A-v,A —vy)=A-T.
O

Teorema 1.13. (Forma de Jordan- caso real). Seja A : R" —
R™ um operador linear com autovalores reais \1 ...\, e autovalores
complexos nao reais ay + iby,...as +ibs . Entdo, existe uma base (3
de R™ na qual o operador é representado pela matriz em blocos na
diagonal

50 0
0
0o J
Ag = - )
7 0 i 0
Js

onde cada Ji,1 < k <r € da forma:

A Ooul O ... 0

o O o
(an)
o)
IS
—
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e cada jl,l <1< s éda forma:

a; by e 0 O0... O
71)[ aj 0 C1 - 0
0 . Cq 0 ,
. . 0 Cq
0 a; b
0 . 0 —b

onde cada cc =1 ouce =0,e=1...d.

Prova: Note que identificamos A com A|gny,. Dividiremos a
prova em vérios passos, por razoes didaticas:

1. Como A provem de um operador real, se A é autovalor de A, o
mesmo vale para \, e se v é autovetor correspondente a \, T é
autovetor associado a A. De fato, como A é o complexificado
de um operador real, a decomposicdo C" = (R"); @ (R"), é
invariante por A, isto é, A|gn), - (R"); C (R"); e A|(]Rn)2
(R™)2 C (R™)3. Dal,

Av=XNv=\-T=A-T=X\-T.
2. Como A é operador real, se A é um autovalor qualquer de A,
entdo E(\) D A-E(\) = A- E()\), o que implica que E()\) é
deixado invariante por A. Ademais,

(A= N (EX) =04 (A=A (EN)

— 0 (A= DM (EW) =

E(X
Isso significa que (A — Mleny) e (A -

)\E(A sdo operado-
res nilpotentes de mesma nulidade. Dai, A é o tnico autova-
lor de A em E()). Além do mais, lembramos que E(\) =
Ker((A — A)% > Ker((A — X)*), conforme o lema 1.5. Em
particular, F(A\) C E(X). Trocando A com )\, obtemos que

E()\) C E()), donde tiramos, ji que a conjugagao ¢ um iso-

morfismo (sesquilinear), que dim(E()\)) = dim(E())) e que
E(\) = E(N).
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3. Como j& observamos, A‘(Rn)l é (identificado com) nosso A ori-

ginal. Note que se A; é um autovalor real, do item anterior

temos E(\;) = E()\;) = E()\;). Tal implica que tomando
wy, ..., wq; uma base de E()\;) e a base formada pelos conju-
gados wy, ..., Wq, entdo as partes reais (w1 +w1)/2, ..., (wq, +
Wa,)/2 e imagindrias (wy — w1)/2i,. .., (wa; — Wa,)/2i perten-
cem a E();). Ademais, tais vetores (que sao reais) geram
E()\;) enquanto espago complexo, j& que por exemplo, geram
wi,...,wq,. Em particular, do conjunto dessas partes reais
e imaginarias, podemos extrair uma base de vetores reais de
E(Xj). Os vetores desta base sdo linearmente independentes
sobre C, o que quer dizer que sao linearmente independentes
enquanto vetores reais, sobre R. Isso significa que esses vetores
sdo uma base do espago real E(\;) N (R™)q, j4 que tal espago
tem como dimensao real maxima igual a dimensao complexa
de E();). Pelo teorema da decomposicdo em autoespagos ge-
neralizados, A|E(>\j) =X 1Ilpn,) + (A — ) I)|g(n,)- Note
que tais parcelas deixam invariante (R™);, pois A; € R. Como
(A— ) “I)|g(»,) € nilpotente, e deixa F(A;) N (R™); invariante,
podemos aplicar & mesma o lema 1.8, obtendo uma base de
vetores (reais) na qual (A — \; - I)|E(x)n@®n), se escreve como

Ooul O ... 0

Ooul

oo o o

Definindo E := @®}_; E(\;), e justapondo as bases de vetores
reais encontradas acima para diferentes valores de j, em uma
base v de do espago EN(R™);, seguindo a prova do teorema da
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forma de Jordan, versao complexa, temos que:

A Ooul 0 0
0 Ooul O
0 A 0

(Alen®n); )~

A Ooul 0

0 .0 . Ooul
0 0 Ar

. No caso dos autoespagos generalizados de autovalores comple-
x0s com parte imagindria nao nula, a situagao é uma pouco
diversa. Comecemos por fixar um autovalor A complexo (e com
parte imagindria nio nula) de A. Observamos que nesse caso,
dim(E(\) N (R,,)1) = 0. De fato, nesse caso A # A, e como
vimos E()\) = E()). Logo

E\NEQ) = {0} = E(\) NEQ) = {0},

o que significa que F()) (assim como E())) ndo possui vetores
reais.

. Por outro lado, o espaco E = E(\) & E(X) possui uma inter-
secgao nao trivial com (R™)!. De fato, dado um vetor v =
(v1,v2) = v1 +i-v9 € E(\) sua parte real vy pertence a E, bem
como sua parte imagindaria vs:

=(w+1)/2; vo=(v—"1)/(21),

0 que em outras palavras quer dizer que (v1,0) € EN (R™); e
que também (vg,0) € EN (R™);.

. Observe que se wi,...,wq, constituem uma base que deixa
A|g(x) na forma de Jordan (complexa), o mesmo pode ser dito

de Wy, ...,Ww,, com respeito a A——. Dado v € E, designemos

EON
sua parte real por v/ e sua parte imaginéria por v” que, como

vimos acima, pertencem também a F N (R™);.
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Portanto, dada a base n de E dada por wy, ..., wq,, W1, ..., Wq,
/ " / " : r;
os vetores wy,wy,...,wy, ,wy constituem uma base v\ de E

como espago complexo, bem como de En (R™)1, como espago
sobre R. De fato, para ver isso, basta observar que o conjunto
{wi,wi, ..., wy, ,wj } gera a base n acima, e tem a cardinali-
dade da dimensao (complexa) de E, logo tais vetores siio linear-
mente independentes (olhando-os como vetores complexos). Ou
seja, tais vetores constituem uma base do espago complexo E.
Mas se sao linearmente independentes sobre o corpo dos comple-
x0s, (sendo também vetores reais), também o sao sobre o corpo
dos reais. Como a dimensdo real de ENR™ é (no méximo) 2-dy,
isso implica a afirmagao de que {w},wy, ..., wy ,wj } sdo uma

base de £ N (R™)1, como espaco real.

. Agora s6 falta mostrar que na base v, fl| Br(rm), tema forma de

Jx do enunciado. Isto é obtido por calculo direto, pois sabemos
qual a representacao de A na base n de E' e como ela se relaciona
com a base (como espago sobre R) v,. Realmente, temos que

A C1 0 e 0
0
(A| Sy = oA ~ 0
B A C1 0 ’
0 ... 0 A
onde ci, ..., cq,—1 sao constantes que podem ser igual a zero ou

1. A j—ésima coluna (1 < j < dy) acima é a representagao de
Al - wj na base 7. Do mesmo modo, a (dy + j)- ésima coluna
(1 <j <d,) acima ¢ a representacao de Al - @; na base 7).
Temos, por exemplo, que:
Aw +Awg  Nowi+Nwy

2 - 2 -

(escrevendo A = a + bi)

(a+bi) - (wy +i-wf) + (a—bi) - (wy —i-wy)
2

= a-w)—b-w.
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Similarmente, calculamos que A - w{ =b-w} +a-wy. Sé6 com
essas contas, ja obtivemos que

a b 7

-b a ?

(A‘EQ(R")I )’YA 0 0 7
?

A-wy+A-W5 1w+ N wy + 1 - WT + AWz

A-wl, = = —
2 2 2
c1-wy +a-wy—b-wh;

i w,,_A~w2—A~uTQ_cl-w1+A-w2—cl-W—AW2_

wl = - =

2i 21
e wl +b-why+a-wh.

Tais computagoes ja nos dao a forma:

a b ¢ 0 7

b a 0 ¢ 7

< ?
Algngn,)n=| 2 0 @
b a ?

o
o
o
o

~

Prosseguindo nessas mesmas contas, obtemos a forma desejada,
justapondo as (sub)bases v e as diversas 7, de modo a obter
uma base de (R™);.

Observagao 1.14. Quando tratarmos de operadores reais, designa-
remos por E()\) o autoespago generalizado real associado a A, se A
for real. Caso contrario, abusando um pouco da notagao, designa-
remos por F()) a soma dos espagos complexos associados a A e A,
intersectada com (R™); ~ R™. O
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1.1 Avaliando polinéomios em matrizes

Considere uma matriz quadrada Jy de dimensao dy - d\ da forma

A1 0 ... 0
0

Jy = 0
0 0o X 1
0 0 A

. . ok n
Considere um polinémio qualquer da forma f(z) = > " _,ana™.

Que matriz obtemos se avaliarmos esse polindmio na matriz J)?
Afirmamos que obtemos a matriz

2 3 d—1
O o e I =

0 f() Df) 2

f(JIn) =

De fato, denotando por N a parte nilpotente da matriz Jy, do
binémio de Newton temos que

Como a matriz

= | SRR
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com a p—ésima diagonal acima da diagonal principal formada de 1’s,
e o restante das entradas da matriz zerada, temos que

-1 D*f(n) D3 DITLF(N)
A" onA" 5 ey e G

n— D2f(\
0 fN) a2

: nA" !
0 0 A"

Como f(Jy) = 3F_, > p—0 On (Z) (A\""PINP), segue-se a interes-
sante afirmacao.

Agora, suponha que temos uma matriz na forma de Jordan, di-
gamos

Jn 0 ... 0
J = 0 J>‘2 )
o 0
0 0 J,\S

onde cada Jy; ¢ uma submatriz quadrada da forma A;I + N;, com
N; uma matriz nilpotente, com 1’s ou 0’s na diagonal imediatamente
acima da principal.

Claro estda que a projecao sobre o autoespago generalizado asso-
ciado ao autovalor \; é simplesmente

I; 0
H*lz((c)h 0)’

onde I4, é uma submatriz tipo identidade de mesma dimensao dy x d;
que Jy,.

Supondo que sejamos masoquistas, como podemos obter IIy, a
partir de um polinémio f avaliado em J? Ora, basta encontrarmos
um polinémio que se anule em Ao, ..., s, que seja 1 em A e cujas
derivadas de ordem, digamos, até max{d;,j = 1,...,s}, se anulem
em \i,...,\s. Do que vimos mais acima, tal implicard que

o-(5 1)
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E se A fosse uma matriz qualquer? Ah, agora vem a parte em que
deixamos de ser masoquistas, pois a projecao sobre um determinado
autoespago generalizado nao é trivialmente dada. Ora, sabemos que
a matriz A é equivalente a uma matriz de Jordan, ou seja, existe uma
matriz invertivel P tal que A = PJP~!. Mas ai, f(A) = Pf(J)P~*
é tal que

F2(4) = P(F(J))2P~" = P(J)P~!
o que implica que f(A) é uma projegao. Ademais, da conjugagio
vemos ainda que f(A) zera exatamente nos autoespagos generaliza-
dos néo associados a A1, e é a identidade em E(A;). Para ver isso,
observe primeiro que da comutatividade entre A e f(A) segue-se que
f(A)(E) := E; é um espago A—invariante:

A(Ey) = A(f(A)(E)) = F(A)(A(E)) C f(A)(E) = Er.
Ademais, vé-se que E; = f(A)E estd contido no ker((A — A\ 1)%):
(A=M)"fA)E) = (Af(A) -\ f(A ))dl(E) =

(PJPT'Pf(J)P~! = MPf(I)PH)H(E) =
(P(J(]) = Alf( NPT (E) =
P(Jf(J) = M f(]) P~ H(E) =
P(Jf(J )—Alf( )M (E) =0

Usando de estimativa andloga para a soma dos demais subespagos
de A, concluimos por argumento de dimensao que E; = ker((4 —
MDY = E(\).

A/_\

1.2 Exercicios

1. Sejap(z) = agt+arz+-- +ap_12" ' +2" um polinémio ménico
de grau n Seja A a matriz companheira de p, isto é, a matriz

0 ce 0 —ag
1 —aq
A= 0
1 0 —an2

0 ... 0 1 —ap_



[SEC. 1.2: EXERCICIOS 25

cujo polinémio caracteristico (fagam as contas!) é p.
Se n > 2 e p possui uma unica raiz A; com multiplicidade n,
qual é a forma de Jordan de A?

2. Sejam A1 e Ay dois niimeros complexos. Encontre um polinémio
que seja 1 em Aq, seja 0 em Az, e sua primeira derivada se anule
em A; e A\a. E se pedirmos que todas as suas derivadas até uma
certa ordem k£ > 1 se anulassem em A\ e A\y?

3. Seja A a matriz dada por
3 1 1
A=(0 3 1
0 0 1

Encontre um polinémio que, avaliado em A, retorne a projegao
com respeito ao autoespago associado ao autovalor 3.



Capitulo 2

Pré-requisitos de
Analise

A Anélise conta com vérias ferramentas para resolver equagoes ma-
temdticas e prover argumentos para seus Teoremas. Duas das mais
gerais e poderosas sao o Teorema do Ponto Fixo para Contracoes e a
Teoria de Cauchy-Goursat.

O primeiro responde pela maior parte das provas de Existéncia
e Unicidade da Anélise. Basicamente, ele diz que uma equagao da
forma F(z) = x, com F : X — X uma contragdo de um espago
métrico completo nele mesmo, possui uma nica solugdo. Ademais, o
teorema dd o método para achd-la de maneira super eficiente
(exponencialmente rapida).

A Teoria de Cauchy-Goursat de fungoes holomorfas traz técnicas
completamente diversas. Tipicamente, seu contexto nao é mais de
espacos completos quaisquer, mas o corpo dos Complexos. Em sua
base, encontra-se a seguinte questdo: quando uma aplicagdo (holo-
morfa em um aberto, de fato analitica) é a derivada de alguém? Essa
é uma pergunta classica, que segue o sabor do Teorema Fundamental
do Célculo e de fato o traz no dmago de sua solugdo. Claro, uma vez
que uma aplicagao seja a derivada de uma outra, é facil recuperar
esta ultima (a partir de sua derivada) aplicando o Teorema Funda-
mental do Calculo a sua restricao a caminhos. Veremos que ainda

26
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mais interessante, é o que ocorre quando a aplicacao falha em ser
derivada de outra.

Na préxima secao, enunciaremos e provaremos o Teorema do
Ponto Fixo para Contragoes. Concomitantemente, definiremos espacos
métricos completos e seu exemplo mais relevante para nosso texto, os
espagos vetoriais normados completos (espagos de Banach).

Depois, apresentaremos o espaco de Banach das Aplicacoes line-
ares Continuas e suas propriedades, alvo principal do nosso curso.
Nas duas tltimas se¢oes do capitulo Introduziremos a nogao de In-
tegracao de caminhos tomando valores em espagos de Banach, além
de generalizarmos a teoria de Cauchy-Goursat para o contexto destes
espagos.

2.1 Espacos Métricos e Teorema do Ponto
Fixo

Defini¢ao 2.1. (Métrica e espago métrico.) Uma métrica em
um conjunto X é uma funcdo d : X x X — [0,400) tal que, dados
quaisquer z,y, z € X, valem:

dl) d(z,y) =0z =y.
d2) d(z,y) = d(y, ).
d3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) (desigualdade triangular).

O par ordenado (X,d) é chamado de espaco métrico. Em ge-
ral, por um abuso de linguagem, diz-se que X é um espago métrico,
subentendendo-se uma métrica d a ele associada.

Definicao 2.2. (Bola aberta e conjunto aberto de um espaco
métrico.) Seja (X,d) um espago métrico. Dado z € X e r € R
quaisquer definimos a bola aberta centrada em x e de raio r como o
conjunto

B(z,r) :={y € X;d(z,y) <r}.

Dizemos que A C X é um conjunto aberto de X se A pode ser es-
crito como uniao qualquer de bolas abertas de X. Dizemos que um
conjunto F' C X é fechado em X se F¢:= X \ F é aberto.
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Observagao 2.3. Lembramos que a colecdo 7 acima definida dos
abertos de um espago métrico (X, d) possui as seguintes propriedades:

1. X e () pertencem a 7.

2. T é fechada para unibes arbitrdrias (possivelmente ndo enu-
meraveis) de seus elementos.

3. T é fechada para intersecgoes finitas de seus elementos.

As trés propriedades acima fazem de 7 uma topologia, e do par
(X,7) um exemplo de espago topoldgico. Embora ndo nos alongue-
mos sobre isso no presente texto, em algumas proposicoes lancaremos
mao destas propriedades da colegao dos abertos de X.

Definigao 2.4. (Norma.) Seja (F,+,.,R) um espaco vetorial real.
Uma norma em E é uma aplicagao || - || : E — [0, 4+00) tal que:

nl) |lv|| =0« v =0;
n2) |[Av|| = [A] - |lv]l; VA € R, Vv € E.
n3) |lv +w|| < ||v|| + ||lw]; Yv,w € E (desigualdade triangular).

O exemplo mais comum de espaco métrico é dado pelos espagos
vetoriais normados. Se E é um tal espago, dotado de uma norma || ||,
entdo a aplicagdo d : E x E — [0, +o0) dada por

d(v,w) :== |lv —wl|,Yv € E,w € E

define uma métrica em F.

Outra classe importante de exemplos de espacos métricos é dada
quando tomamos um subconjunto ¥ C X de um espaco métrico
(X,d). Nesse caso, a restrigdo d|y xy define uma métrica em Y.

Definicao 2.5. (Sequéncia e subsequéncia.) Seja X um conjunto
qualquer. Uma sequéncia em X é uma aplicagao = : N — X. Denota-
se ¢; := z(j) e (z;) := z. Dada uma sequéncia (z;) : N — X,
uma subsequéncia (xj, ) de (z;) é qualquer restricdo de (z;) a um
subconjunto infinito N ¢ N, N = {j1,72,-.., com ji < jo < ...}
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Definicao 2.6. (Sequéncia convergente.) Uma sequéncia (z;)
em um espago métrico (Y, d) é dita convergente para y € Y se para
toda bola aberta B tal que y € B, tem-se um nimero finito de indices
J tais que x; ¢ B. Escrevemos x; — y para denotar que a sequéncia
(x;) converge a y € Y. Dizemos que uma subsequéncia (z;,) é
convergente se a sequéncia (yx) : N — Y definida por yi, = z;,,Vk €
N for convergente.

Note que provarmos via definicdo que uma sequéncia (z;) é con-
vergente a y € Y envolve varias dificuldades: a primeira, é que pre-
cisamos exibir o candidato a limite, isto é o ponto y € Y para o qual
a sequéncia converge. Mesmo que uma deidade nos apresente esse
candidato a limite, comparar os termos x; com y pode nao ser facil,
vez que frequentemente os z; sao dados por meio de alguma férmula
indutiva. Essa dificuldade nos leva a fazer uma defini¢ao, digamos, a
meio caminho.

Definicao 2.7. (Sequéncia de Cauchy.) Seja (Y,d) um espago
métrico. Uma sequéncia (y,), com y, € Y,Vn € N é dita sequéncia
de Cauchy se dado um real ¢ > 0, existe ng € N tal que para todos
m,j €N, com m > ng e j > ng temos d(ym,y;) < €.

Toda sequéncia convergente a um ponto é de Cauchy. Por outro
lado, toda sequéncia de Cauchy com subsequéncia convergente a um
ponto converge a esse mesmo ponto. Tais fatos sdo deixados ao leitor
como exercicios (ex. 1 e 2). Note que provar que uma sequéncia
é de Cauchy é muito mais facil que prové-la convergente, pois nao
precisamos conhecer a priori o limite, e precisamos para tal comparar
os termos da sequéncia entre si, e estes sao dados, muitas vezes, por
férmulas indutivas que favorecem sua comparagao.

Definigao 2.8. (Aplicagado continua.) Sejam (X,d) e (X, d) dois
espagos métricos. Uma aplicagao f : X — X é dita continua no
ponto x € X se dado € > 0 existe § > 0 tal que

y € X, d(w,y) <5 =d(f(z), f(y) <e
A aplicagdo f: X — X ¢ dita continua se é continua Vz € X.

Observagao 2.9. E imediato da definigao acima que uma aplicagao
J X — X é continua, se e s6 se, a pré-imagem de qualquer aberto
de X é sempre um subconjunto aberto de X.
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Observagao 2.10. Ainda em contextos métricos, é possivel provar
que uma aplicacdo f : X — X é continua em z € X se e s6 se
f é sequencialmente continua em r € X. Por definicao, f é dita
sequencialmente continua em z € X se dada uma sequéncia (),
xn, € X tal que x,, — = quando n — +0o entdo a sequéncia (f(z,))
converge a f(x).

Definicao 2.11. (Espago métrico completo.) Um espago métrico
(X, d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy (x,,), com z,, € X,
converge para um ponto z € X.

Definicao 2.12. (Espago de Banach.) Um espago vetorial nor-
mado cuja métrica oriunda da norma é completa é chamado de espago
de Banach.

Exemplo 2.13. Seja X = R¥ e | -| : R¥ — [0,00) uma norma
qualquer. Prova-se que X com a métrica dada por d(v,w) := ||v —
w||, Yv,w € R¥ é um espaco métrico completo, e portanto, um espaco
de Banach. Tal fato segue-se de que toda sequéncia limitada em R*
possui uma subsequéncia convergente (teorema de Bolzano-Weierstrass).

Exemplo 2.14. Sejap > 1 eseja fP := {(z,) : N — R; 31 |2, [P <

+o0}.  Pode-se provar que ||[(x,)]l, = {/3.5% |z,|P define uma
norma em (P (exercicios 4 e 5). Pode-se ainda demonstrar que ¢?
¢ Banach (exercicio 7).

Definigdo 2.15. (Aplicagéo lipschitziana.) Sejam (X,d) e (X, d)
espagos métricos. Uma aplicagao F': X — X é dita ser lipschitziana
ou simplesmente Lipschitz se existe 0 < X tal que

Dizemos que A é uma constante de Lipschitz de F'. Denotamos o
infimo das constantes de Lipschitz de F por Lip(F), o qual é, ele
mesmo, uma constante de Lipschitz.

Observagao 2.16. Notamos que as aplicagoes lipschitzianas sao
continuas: Se F' é uma tal aplicacdo, supondo sem perda A > 0,
dados z € X, € > 0, tomando d = ¢/, temos

d(z,y) < 6= d(F(z),F(y)) < A-d(z,y) <X e/A =«
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Observagao 2.17. Se X, Y e Z sdo espagos métricos, com f: X —
Y e g:Y — Z ambas lipschitzianas, entdo a composta h = go f :
X — Z também é Lipschitz com

Lip(g o f) < Lip(g) - Lip(f)-

Uma subclasse relevante de aplicagoes Lipschitz é constituida pe-
las contracoes de um espaco métrico nele mesmo:

Defini¢ao 2.18. (Contracao.) Seja (X,d) espaco métrico. Uma
aplicacao F' : X — X ¢ dita uma contragao se existe 0 < A < 1 tal
que

d(F(z), F(y)) < X-d(z,y),Vo,y € X.

O préximo resultado corresponde a principal ferramenta para
construir objetos em dimensao infinita, onde, ao contrario do que
ocorre no R™, argumentos de compacidade sao quase sempre invidveis.

Teorema 2.19. (Ponto fixo para contragées.) Sejam (X, d) um
espagco métrico completo e F' : X — X uma contracao. Entao existe
um tdnico ponto p € X tal que F(p) = p. Ademais, tal ponto fizo
p € um atrator de F, isto €, firado qualquer x € X, F™(x) — p
quando n — +oo. (F™(x) € definido indutivamente por F™(x) :=

F(F"Y(x)).)

Prova: Sejam z € X e x,, = F"(z),n € N. Provaremos que z,, é
uma sequéncia de Cauchy. Para tal, primeiro mostremos por indugao
que existe 0 < A < 1 tal que

d(‘rn-‘rlaxn) < A" d(a:l,:vo),Vn eN.
De fato, como F' é contracao, temos que existe A < 1 tal que:
d(xn+l7xn) = d(F(.’IJn%F(Z‘n,l)) < A d(-rnaxnfl)v

o que j& implica a férmula de indugdo para n = 1 (o cason = 0 é

trivial). Supondo a férmula valida para um certo n € N, para n + 1,

da tdltima desigualdade, temos:

d(Tpy2, Tni1) < ANd(Tpy1, Tn) < ANYd(wy,wo) = AT d(2, 20),
~—

hip. indugao
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o que prova a inducgao desejada.
Dados m > n, temos portanto:

d(@m,Tp) < (A" 44+ A™) - d(x1, 20)

“+o0
< Q) - d(wr,w0) = T d(F(2), ),

0 que prova que x, € uma sequéncia de Cauchy, e como X é completo,
tal sequéncia converge, digamos, para p € X. Afirmamos que p é
ponto fixo de F'. Realmente,

Fp)=F( lim z,)= lim F(z,)= lm z,41 =p.
n—-+4oo n—-+4oo n—-+o0o
Notamos que a segunda igualdade acima se dé porque toda contragao
é continua, e a ultima desigualdade se d4 porque em uma sequéncia
convergente toda subsequéncia converge para o mesmo limite.
E facil ver que p é o unico ponto fixo de F. De fato, se p,g € X
sdo pontos fixos de F', temos:

d(p,q) = d(F(p), F(q)) < A-d(p,q) =
(L=X)-d(p.q) <0=d(p,q) =0&p=gq,
findando a prova do teorema. O]

Observagao 2.20. Assinalamos que se p é o tinico ponto fixo de um
iterado F™,m > 1 de uma aplicacao F' : X — X qualquer, entao p é
o tnico ponto fixo de F'. De fato:

F™(p)=p= F"(F(p)) = F(F"(p)) = F(p),

ou seja, se p e F(p) s@o pontos fixos de F™(p), logo F(p) = p. Isso
é muito util, pois nem sempre F é uma contracao, mas muitas vezes
um seu iterado é. Assim, a existéncia e unicidade preconizadas no
teorema do ponto fixo para contragoes continuam vélidas para F' se
apenas um iterado positivo de F' for contracao.

Observacgao 2.21. (Continuidade do ponto fixo.) Seja X um espago
métrico. Suponha que X seja limitado, e seja doo(F, G) a distancia
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uniforme entre duas aplicacoes F,G : X — X. Se F e G sao con-
tragoes em X, com p e ¢ seus respectivos pontos fixos, vale que

d(p,q) = d(F(p),G(q)) < d(F(p), F(q)) + d(F(q),G(q))
< M(p,q) + dwo(F,G) =

1
< —_

ou seja, os pontos fixos variam Lipschitz com a contracao, em parti-
cular, continuamente.

2.2 O Espaco Normado das Aplicagoes Li-
neares Continuas

Uma aplicagao A : E — E entre espagos vetoriais F e E sobre um
corpo K é dita continua se A(c-v+w) = ¢- v+ w, para todo escalar
c € K e quaisquer vetores v,w € FE.

Um exemplo importante de aplicagoes Lipschitz é dado pelas
aplicacoes lineares continuas entre espacos vetoriais, como veremos
na préxima proposicao.

Proposigao 2.22. Sejam FE, E espacos vetoriais normados. As se-
guintes assertivas sao equivalentes no que tange uma aplicagao linear

L:F—FE:
1. L € continua;
2. L € continua em algum ponto xg € E;

3. L é continua em 0 € E;

4. Eziste um nidmero real ¢ > 0 tal que | L(z)|| < ¢,Vz € E com
]| = 1.

5. L € aplicagao Lipschitz, ou seja, existe um numero real ¢ > 0

tal que ||[L(z) = L(y)|| < c- [z =y, Vz,y € E.
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Prova:
As implicacgoes 5 = 1 = 2 sdo claras. Resta-nos mostrar portanto
2=3=4=05.
(2 = 3) Seja € > 0 dado. Como L é continua em xq, existe § > 0
tal que
o — woll < 6 = IL(z) — L(zo)]| < .

Dado qualquer y € E tal que ||y — 0| = |ly|| < J, podemos escrever:
lyll <6 < [y +z0) — 2oll <0 = [[L{y +z0) — L(zo)|| < €

I1L(y) = L(zo — mo)|| = [[L(y) — L(O)[| <e,

ou seja, L é continua em 0 € F.
(3 = 4) Provemos essa sentenga por absurdo. Suponha que para
cada j € N, exista z; € E com ||z;|| =1 tal que

|1 L(z;)ll = 5,Vj € N.

Considere a sequéncia y; = (1/5) - ;. Como
1 1 .
ly;ll = rh ;] = 7 0, quando j —0,

da continuidade de L em 0 € E temos que L(y;) — L(0) = 0 € E.
Contudo, da linearidade de L e das propriedades de norma segue-se
1 1 .
IL(y)ll = = - I L(z)]| = = -5 =1,
J J
o que implica que L(y;) # 0, absurdo.
(4 = 5) Sejam z,y € E. Sex =y, L(z) — L(y) = 0 e a desi-
gualdade é 6bvia, para qualquer ¢ > 0. Assim, vamos supor z # y.
Dali,

B 100 R 70 RO G W
I2) - 2] = = oyl = LG - e =l
Como @), |lz—yl
z—y|
o= = =yl =



[SEC. 2.2: O ESPACO NORMADO DAS APLICACOES LINEARES CONTINUAS 35

a assertiva 4 implica que

( )

[1L(z) = L)l = 17—

ou seja, L é Lipschitz. O

Proposicao 2.23. (Espago L(E,E)/Norma do operador). Se-
jam E e E dois espagos vetoriais normados. Entao

L(E,E):={T: E — E;T ¢ operador linear limitado }

¢ um espaco vetorial. Ademais a aplicacdo || - || : L(E, E) — [0, 400)
dada por
T = sup{[|T - 2| : @ € B, [|2][e = 1}

define uma norma (chamada de norma do operador) em L(E, E).

Prova: Seja b € R (ou C) um escalar e T} : E — E, Ty : E —
E dois operadores lineares. Entao claramente T := Tj + b - Ty é
um operador linear de E em E. Além disso T é limitado, pois se
c1 e co sdo as constantes de Lipschitz (vide proposicao 2.22 acima)
respectivamente de T; e T, temos

IT(x) =Tz < ITy(z) = Ta(y)ll g + bl T2(z) = Ta(y)ll g <
alle —ylle + [blezllz -yl Vo, y € E,

o que implica que T é Lipschitz com constante ¢ := ¢; + |blce, €
portanto limitado. Tal implica que L(FE, E‘) é um espaco vetorial.

S6 resta vermos que a aplicagao || - || do enunciado é mesmo uma
norma em L(E, E’) A proposicao 2.22 nos garante que tal aplicagao
est4d bem definida em ,C(E,E), com imagem em [0, +00). Se T =0,
claramente ||T|| = 0. Por outro lado, ||T'|| = 0 implica que T -z =
0,Vz € FE com |z||g = 1. Se v € E, entao

I -vllg =T - o lle - lolle < T - flvle =0,

donde concluimos que T' = 0.
Dado um escalar b € R (ou C), temos que

[6T|| = sup{[[bT" - z[|z : @ € E, ||z]|m = 1} =
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sup{[b|[[T"- z[| g - = € E, [|x||z = 1} = [o[[| -

Finalmente, dados T1,7T> € L(E, E), a desigualdade triangular vem
de

I+l = sup{|[(Ty +T3)z g : @ € B, ol = 1} <
(pela desigualdade triangular em E)
sup{||Th - 2|z + T2 2| : x € B, ||z]|p = 1} <

sup{[|T1 [z : @ € B, [lz]z = 13 +sup{[| T2yl 5 : v € B, [lylle = 1} =
T[] + 1T
O

Proposigao 2.24. Sejam E e E dois espagos vetoriais normados,
sendo E de Banach. Entao o espago vetorial L(E,E), dotado da
norma do operador, € um espaco de Banach.

Prova: Seja T,, € L(E, E’) uma sequéncia de Cauchy. Em parti-
cular, como |[(T, —Tn) (v)[| g < [|T5 — T ||||v]| £, concluimos que para
cada v € B, (T,,(v)) é uma sequéncia de Cauchy em E.

Portanto, definamos T': F — E por

T(v)= lim T,(v),Vv € E.

n—-+oo

Claramente T é linear:

Tw+w)= lim T,(c-v+w)= lim ¢ - T,(v)+T"(w)=

n—-+oo n—-+o0o

¢ lim T,(v)+ lim T,(w)=cT(v)+T(w),¥c e R(ouC),Vv,w € E.

n—-+o0o n—-+o0o

Dai, é facil ver que T € L(E, E) De fato, seja € > 0, e tome ng € N
tal que ||T, — Tl < €, Vn,m > ng. Dai, dado v € E com |jv| = 1,
temos:

1T ()l g < NTull < 1T |+ 1T = Tong | < 1T | + €, V1 = .
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A continuidade da norma e a desigualdade acima implicam que
1Tz < [ Tn,ll + € Vo € E, [Jv]p = 1, donde

sup {||T(v)|| 5} < [|Tholl + € = T € limitado.
llvl=1

S6 falta vermos que T, — T na norma do operador. Dado v € E
tal que ||v]| = 1, vimos acima que Vn,m > ng, vale:

ITn(v) = T (W)l g < I T0 = Tl <e.

Novamente, fazendo m — +oo, fixando n > ng, a continuidade da
norma e a ultima inequacdo implicam que Vv € E, com |jv||g = 1
vale que ||T5,(v) = T(v)|| 5 < e.

Donde concluimos que Vn > ny,

sup {[| T, (v) = T()l| g} = [T = Tl < e

lvlle

O

Estamos agora aptos a enunciar e provar importantes corolarios

do Teorema do Ponto Fixo conhecidos como versoes nao diferenciaveis
do teorema da Fungao Inversa:

Teorema 2.25. (Perturbagao da Identidade.) Sejam E um
espaco de Banach, I : E — FE a identidade em FE e seja ® : E — F
uma contra¢do em E. Entdao I + ® é um homeomorfismo sobre E.

Prova: Sejam z,y € Fe h=1+ ®. Seja 0 < A <1 a constante
de Lipschitz de ®. Entao

() + @(x) = I(y) — (y)||
2 [lz =yl + 12(z) = 2()[| = [z =yl = A-llz —yll =

(L= N)-Jlz =yl = h(z) = bl = (1 =) - [le = yll £ 0 se = # y;

donde obtemos a injetividade de h, e também a continuidade de h~".
Mostremos agora a sobrejetividade de h. Seja z € E. Queremos ver
que existe p € E tal que h(p) =z < p+P(p) =2z < p=2z— D(p).
Por conseguinte definamos f, : E — E por f,(x) = z — ®(z). Basta
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Os gréaficos de y = ® e y = 2% — 622 nos mostram que somando uma contracdo a um

homeomorfismo com inversa nao lipschitziana, o resultado pode nao ser um
homeomorfismo. Mostram ademais que a soma de homeomorfismos pode nao ser um
homeomorfismo.

entdo acharmos um ponto fixo p para f,, que teremos h(p) = z. De
fato, f, : E — E é contracao:

[f2(2) = L) = [z = ®(2) =2+ 2(y)[| = |2(y) = 2(2)]| < A-[lz—yll.

Como FE é espago normado completo, segue-se do teorema do ponto
fixo para contracgoes que existe um unico p € E tal que h(p) = z,
como queriamos. Isso nos dd ao mesmo tempo a sobrejetividade e
uma nova prova da injetividade. O

Lema 2.26. Seja E um espago de Banach, L € L(E, E) satisfazendo
IL|| <a<1eG e L(E,E) isomorfismo com |G™Y|| < a < 1. Entdo:

a) (I + L) éisomorfismo e ||(I + L)~ < 1/(1 —a);
b) (I + Q) é isomorfismo e ||(I +G)7|| <a/(1—a).
Prova:

a) Seja y € E qualquer fixado. Defina u : E — E por

u(z) =y — L(x).
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Logo
lu(zy) —u(w2)| = [L(z2 — 21)| < @ |zg — 21,

o que implica que u : E — E é uma contragao. Pelo teorema
do ponto fixo para contragoes,

NzeE/uz)=z2&3zeE/z=y—L(2)

e 3ze E/y=z2+ L(z),
o que implica que (I + L) é isomorfismo.

Seja y € E com |y| =1 e seja x € E tal que (L + 1)~ (y) = x.
Como z+L(z) =y, temos que |z|—a-|z| <1=|z| <1/(1—a)
donde se conclui que |[(I 4+ L)~ < 1/(1 — a).

b) [+ G)=G-(I+G1). Como

G <a<1 = (I4+G™')éinversivel.

item a)
Daf, [+ G)"' =T +GH)~1.-G71, o que implica que

a

1
-1 < “L=1y 1 a-l < Lo _
I+G) =<+ )G < g ra= 17—

O

Coroldrio 2.27. (Perturbacdo de uma aplicagao bilipschitz.)

Sejam E, E espacgos de Banach e ¥V : E — E uma aplicacao bilips-
chitz (sobre]etwa), isto €, f € invertivel e lipschitziana com inversa
também lipschitziana. Seja ® : £ — E Lipschitz tal que sua cons-
tante de Lipschitz Lip(®) < Lip(¢~1)~'. Entio W4+ & : E — F ¢
um homeomorfismo (sobrejetivo).

Prova: Considere h: E — E dado por
h=(T+®) 0 ' =T4+Pov !
Dados z,9 € E7

[2(2~(2)) — 2(T~(9))]| < Lip(®) - [¥'(z) - ¥~ (@)l <
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Lip(®) - Lip(¢™)[|Z - gl = |® 0 ¥71(&) = 2o ¥ (@)l < Mz — ll,

ou seja, ® o U~ é uma A—contracdo. Logo, pelo teorema da per-
turbagdo da identidade, h = (¥ + @) o U1l =]+ ®T~! é§ um home-

omorfismo (injetivo e sobre E'). Portanto a composic¢ao
(V+0) 0 ol =04
é um homeomorfismo, como queriamos mostrar. O

Coroldrio 2.28. (Perturbagao do Isomorfismo.) Sejam E, E espacos
de Banach e T : E — E um isomorfismo linear (sobrejetivo). Seja
® : E — E Lipschitz tal que sua constante de Lipschitz Lip(®) <
|T-|~t. Entio T +® : E — E é um homeomorfismo (sobrejetivo).

Prova: Imediata do corolario anterior.
O

2.3 Integracao de Caminhos em Espacos
Vetoriais

Definicao 2.29. (Particdo de um intervalo.) Uma particio P
de um intervalo [a,b] C R é uma colegdo finita P = {I,...,I;}
de intervalos dois a dois disjuntos tais que Iy = [z, 21),...,I; =
[zj_1,2;], com zg = a,x; = be xg < --- < x;. Note que uma
partigdo P de um intervalo [a, b] fica inteiramente determinada pelo
conjunto dos pontos Ap := {a = o, ..., z; = b}, o qual designaremos
por conjunto dos pontos associados a P.

Definicao 2.30. (Diametro de uma particao de um intervalo.)
O diametro de uma particio P de um intervalo I é o maximo dos
didmetros (comprimentos) dos elementos de P.

Definicao 2.31. (Integral de Riemann.) Seja I = [a,b]e f:] —
FE um caminho limitado, tomando valores em um espago de Banach
E. A integral de Riemann [, f(x)dx € E, se existir, é o limite

diam(P)—0

#P
/If(x)da: = lim Zf(xj) -wvol(1),
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onde z; € I; e P ={I;,j =1,...,#P}, e vol é o volume (compri-
mento) do intervalo.

Se existir a integral de Riemann de uma aplicagao f, entao dize-
mos que f é integrdvel a Riemann, ou simplesmente, integrdvel. Uma
soma do tipo Z;ﬂi f(z;)-vol(I;), comz; € Pje P ={Ci,...,Iup}
é chamada de soma de Riemann de f em relagdo a P, e denotada
por s(f,P), ou apenas, por s(P) nos contextos em que f puder ser
subentendida sem ambiguidades.

Defini¢ao 2.32. (Refinamento de uma partigao.) Seja P uma
particao de um intervalo I C R™. Uma particao P de I é dita um
refinamento de P se todo elemento de P estiver contido em algum
elemento de P. Também escrevemos que P refina P.

Proposigao 2.33. Sejam I um intervalo compacto, E um espaco de
Banach e f : I — E uma aplicagao continua. Entao ElfI f(z)dz € E.

Prova: Como f é continua em I compacto, é uniformemente
continua. Seja € > 0 e tome ¢ > 0 tal que

1f(x) = F)ll < e/(2vol(I)),Va,y € I,d(x,y) <.

Sejam P e P particdes quaisquer, com diam(P) < d e diam(P) <
8. Seja P uma particao que refina tanto P como P. Dai, comparando
somas de Riemann em P e P, obtemos:

Is(P) — I—IIZf% -vol(I Zf% ~vol(I)].

Para cada I; € P, tomemos ijl, e I] r(j) € P tais que I; = Ur(j)I
Por conseguinte, reenumerando a soma de Riemann em P, chegamos a

#P r(j) R
Is(P) = s(P)|| = HZf ;) - vol(I;) — Z(Zf(i'j,i)'VOI(Ij,i))H <
#P (5) 5
Z £ (5) - vol(I;) = > (&) - vol(;.4))l| =

i=1
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#P  r(j) .
- Z I3 ) = £ vl )
#P r(5) i 4P r(
< DX ) = f@ vl < 5o szl ) =2

j =1
Trocando P por P acima, temos que ||s(P) — s(P)|| < €/2, logo
Is(P) = s(P)|| < [Is(P) = s(P)|| + [Is(P) — s(P)]| < e,
implicando que f é integravel. O

Definicao 2.34. (Integral de Linha.) Sejam E E espacos de
Banach, U C E um aberto, g : U — L(E, E) uma aplicagio C° e
v C U uma curva C! por partes, parametrizada por ¢ : [a,b] — v. A
integral de linha de g em v é definida por:

/ﬂ = /abg(sﬁ(t)) -/ (t)dt.

Temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.35. A integral de linha fwg estd bem definida, a me-
nos de sinal.

Prova: De fato, tomando ¢ : [a,b] — v, ¢ : [¢,d] — 7 parame-
trizacoes de v, obtemos que

b b
/9¢=/ 9(@(t))-s0’(t)dt=/ g(hoyp ™ op(t))-(hoytop) (t)dt =

b
/ S o () - (N (t)) - (6~ 0 ) ()t =

b
/ (9" 0 pt)) -9 (" (0(1))) - (6~ 0 o) (t)dt =

(pela férmula de mudanga de varidveis na reta)

d
/ (B(®) - (B)dt. O
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Quando E=Ce¢Eéum espaco complexo, entao E(E, E)~F.
Usando desta tltima identificacdo, a integral de linha apresenta a
forma particular de:

Definicao 2.36. (Integral por caminhos complexa.) Sejay C C
uma curva C! por partes parametrizada por ¢ : [a,b] — 7. Seja
U C C um aberto e f : U — E uma funcao continua. Designando
por * o sinal de produto por escalar, a integral por caminhos compleza
de f em ~ é definida por:

b
/ f(2)dz = / F(o () */ (t)dt.

Note que a integral por caminhos complexa é simplesmente um
caso particular da integral de linha, e o destaque como defini¢ao a
parte se deve apenas pelo seu uso frequente em nosso texto.

Lema 2.37. Sejam E, FE espacos de Banach, U C E um aberto,
g:U — L(E,E) uma fung¢io continua e ¢ : [a,b] — U, um caminho
C*! tendo por imagem uma curva y. Dado € > 0, existe uma poligonal
¥ : [a,b] = U, cuja integral de linha e—aproxima a integral de linha

/ﬂ = /abg(cp(t)) -/ (t)dt.

Prova: Como ¢ é continua e [a, b] é compacto temos, em primeiro
lugar, que v = ¢([a,b]) é compacto e que sup,¢(, 5 {l¢’(t)|} < +oo.
Seja M := (supye(q p{l¢’ (D[} - (b —a) + 1) e seja € > 0 dado. Para
cada x € v, seja B(z,r,) C V tal que g(B(z,r;)) C B(g(z),e/3M).
Extraimos entdo uma subcobertura finita da cobertura {B(z,r,/3)}
obtendo B := {Bl = B(Z‘h T$1/3), e, X, Twl/B)}'

Seja 6o = min{r,, /3,5 = 1,...,1}. Note que se y,z € U;B; sdo
tais que ||y — z|| < do, entdo se y € By, z € B, temos

zq — 2l < llzg —yll + ly — 2]l < 72,/3+ 60 < 72,
ou seja z € B(xg, 7y, ). Isto implica que

19(z) = 9@l < llg(2) = g(za)ll + [{g(zq) — 9(W)I| < €/M.
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Note ainda que se z,y € B(xq,7,,) para algum ¢ = 1...1, da con-
vexidade das bolas em um espaco vetorial normado, temos que o
segmento [z,y] := {tz + (1 — t)y,¢t € [0,1] C R} estd contido em
B(zg, rxq) e portanto em V. Em particular, se dois pontos =, & em -y
distam menos que &y, entao o segmento que os une estd contido em
V, e diam(g([z, Z]) < ¢/M.

Seja agora o > 0 tal que

(1) — ¢(s)] < do
[t—s|<a= {W(t) —¢'(s)| < €/(2(b — a) sup,c(q,p{9(p(?)})

Seja k € N tal que (b —a)/k < a, e sejam ty = a,...,t; = b tais
que t; = a+ %(b—a),j = 0,...,k. Definimos entao a poligonal
¥ :[a,b) = T CV por

k

D) = (t3) + (pltj1) — 9(t) (6 — 1) - T,

parat € [t;,t;41]),0 < j <k.

Temos entao:

[[o [l > [ sterewa- [ o)

IN

Al tj+1 | ) |

jz_(:)/tj g(e(t)) - (p’(t) —g((t)) - WHdt S
il tjt+1 | ) |
Jz_:o/t l9(e(®)) - ¢'(t) — g(0(2)) - W”*

oo - S =20 gy Al =)

Analisando cada parcela acima, temos:

/t " g (o (1)~ ) = 2l)

’ ti+1 =1
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Norma do operador

laet) — g((eyy) - (Pl =iy 7

tip1 —t;
tj+1 . _ .
Pt Pt
[ Iatetnlig! @) - 2= gy,
t; J+1 T 45

[ st - e Ok AU P
t +1

i tj

pltyo) ~ ()
sup {llg(e ()]} / 72 =2
tela,b] Jj+1

/t lg(e(t)) — g @)l sup [l¢'(t)]ldt~ <

J te(a,b]

e (9O} 55— /

€ /tj+1 € /tj+1
. . dt.
My, —a Jy

Somando em j, concluimos que

k—1 ts
€ J+1
| [o- o] <5 [Ta-e
vy r j:Ob_a tj

O

Lema 2.38. Sejam E, E espagos de Banach, g, g : U — E(E7E)
aplicagoes continuas em um aberto U C Fe ¢ :la,b] = U, um cami-
nho C1 por partes tendo por imagem uma curva y. Se g, converge a
g uniformemente em partes compactas, entdo

/ g = / gn(0(t)) - &/ (D)t — / 9= / g0t - @ (at

quando n — o0.
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Prova: Sem perda, podemos supor £(y) > 0. Seja € > 0, e tome
ng tal que ||gn () — g(x)|| < €/4(7), Yz € v,¥n > ng. Dal,

[ [oo= [oll =1 [ ntoten- s ["ototcn- ]

H / (g (00)) — 9 (1))) - &' ()| <

= Hgn(w(t)) —g(e@)I - ¢ (lldt <

i [ e ona=e
O

O lema acima tem como consequéncia um resultado anilogo para
integrais por caminhos complexas. Todavia, tais resultados também
podem ser facilmente provados com o auxilio do utilissimo:

Lema 2.39. Dada f : U C C — E e uma parametrizacio C* ¢
[a,b] — v de uma curva v C U. Entdo, temos:

| /f (2)dz]] < sup{L1 ()1} -£0).

H / s = [ e+ 010t -

lim S flp(t) (1) - L

n—-+00 4

Prova:

onde t; =a+ (b—a) - j/n. Dai,

- 4 4.<b—a>H
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< lim Z 1£ (ot (25)

n—-+oo

/ £ (o)l (8)ldt <

b
Silég{lf(Z)ll}'/ Iw’(t)ldtzilelg{llf(Z)ll}'4(7)-
O

Corolario 2.40. Sejam f,,f : U — E aplica¢ées continuas em um
aberto U C C e ¢ : [a,b] — U, um caminho C por partes tendo por
imagem uma curva 7y. Se f, converge a f uniformemente em partes
compactas, entao

/ fu(z)dz = / Fulp(6)) 5 (Bt — / F(2)dz = / " Flot)we (tat

quando n — o0.

Prova: Pelo lema 2.39,
| / fn(2) = f(2)dz| < sup{[|fu(z) = f(2)[|} - £(7)-
v zey

Se ¢(v) = 0, nada hé a provar. Assim, suponhamos que £(y) > 0.
Tome ng tal que sup,c.{l|fn(2) — f(2)II} < €/l(7), ¥n > ng. Por
conseguinte,

H / Fal2) = 1) < sup{lLAaz) = S} €0) < 9 2 o,

O

Corolario 2.41. Sejam f,,f : U — E aplicagoes continuas em um
aberto U C C e ¢ : [a,b] — U, um caminho C por partes tendo
por imagem uma curva y. Se Yy fn, converge a f uniformemente em
partes compactas, entao

Lgfn(z)dz:é/abfn(@(t))*Qp/(t)dtﬁ/vf(,z)dz

- / Fp(t)) * & (D),

quando n — oo.
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2.4 A Teoria de Cauchy-Goursat

Nesta secao adaptamos a teoria de Analise Complexa para aplicages
holomorfas tomando valores em espacos de Banach. Muitos dos teo-
remas daqui sao adaptagoes de teoremas vistos em cursos basicos de
Fungoes Analiticas de C. Em tal nivel elementar, uma boa referéncia
é o livro do prof. Mércio Soares [18].

Definicao 2.42. (Aplicagao Holomorfa.) Seja U C C um con-
junto aberto e f: U — FE, onde E é um espago de Banach. Dizemos
que f é holomorfa em zy € U se existe o limite

lim f(Z) — f(ZO) — f/(ZO)-

2=z 2 — 2
Neste caso, f'(z9) é chamada de derivada holomorfa de f em zy. Se
f ¢é holomorfa em cada ponto de U, dizemos que f é holomorfa em
U ou, simplesmente, que f é holomorfa.

Lembramos aqui a prova do Teorema de Cauchy-Goursat para
regides triangulares, adaptando-o ao contexto de espacos de Banach.

Teorema 2.43. (Teorema de Cauchy-Goursat para regides
triangulares.) Sejam U C C um aberto, E um espa¢o de Banach,
f:U — E uma aplicagdo holomorfa e seja A um tridingulo compacto
contido em U. Entao
f(z)dz =0.
A

Prova: Realizemos uma construgao indutiva para a prova do teo-
rema. Escrevamos A = Ag e subdividamos este triangulo em quatro
triangulos (A}, A2, A3, A}) a ele semelhantes, cujos lados tém me-
tade do comprimento de seus correspondentes no triangulo original.
Ademais, orientamos os bordos de cada um dos triangulos no sentido
horario.

Dai,

f(z)dz = / f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz.
Ao Al A2 Al Al
Vejamos como se da o passo de inducao: supondo que temos cons-

trufido um tridngulo A,, para um certo n € N (por exemplo, j& de-
finimos, para n = 0, Ap := A). Dali, dividimos A,, em 4 tridngulos
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O triangulo A subdividido em quatro tridngulos semelhantes, com metade do lado e
1/4 de sua érea.

A,l?, A2 A3 A} semelhantes como explicado acima. Definimos A, 41 :=
A7, onde

)

’ N f(z)dz‘ :maux{‘/Al f(z)alz’7 /A2 f(2)dz

/A i F(z)dz])

‘/An f(z)dz‘ < 4~‘/An+l f(z)dz‘

Ademais, se d,, é o comprimento do maior lado do triangulo A, é
claro que

f(2)dz

)

"

Dai,

5n+1 = 5n/2 - 50/(2n),
U(Ant1) = €(ABn)/2 = (Do) /(27).
Como os triangulos A,,,n € N formam uma familia encaixante de
compactos ndo vazios, podemos tomar zy € NyenA,. Como f é
holomorfa, dado € > 0, 37 > 0 tal que

2= 20l <7 = 1f(2) = f(20) = ['(20) (2 — 20)| < |2 =zl

5o - L(A)
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Dai,
/ f(2) = f(z0) = f'(20) * (2 — 20)dz =
Ag,

:/“fmef/‘fm»+f@w*w—¢@w
A, A,

(pois o Teorema de Cauchy-Goursat claramente vale para aplicagoes

holomorfas afins)
/ f(z)dz.
An

/An f(z)dz‘ =

/ F(2)  Fle0) — (o) # (2 — z0)de]
Ay

Por conseguinte,

)/Af(z)dz < 4n

— 47),

(supondo n suficientemente grande de modo a que 6, < T)

¢ S0 L(A)

€
n,___ - _ . <yr. - 20
4 sup{|z — 20|} - £(A,) <4 50 IA) 20 om

3o - L(A)

Como € > 0 é arbitrario, segue-se que

/A F(2)dz = 0.
O

A partir da versao acima, é bastante ficil de provar uma versao
similar para circulos (e curvas convexas) no lugar de tridngulo.

Usando a definigao de integral curvilinea complexa, sabemos que
fv 2_120 dz = 2mi, para qualquer curva fechada simples v contendo z
na regiao aberta limitada de C que possui v como fronteira. O resul-
tado mais importante na teoria de aplicacao analiticas é o seguinte:

Teorema 2.44. (Férmula Integral de Cauchy.) Seja E um
espaco de Banach sobre C, U C C wm aberto simplesmente conezxo
e f: U — E uma aplicagao holomorfa. Seja v9 C U uma regido
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Y

Justapondo as curvas I', 75, —I', v, e aplicando o Teorema de Cauchy-Goursat,
obtemos que a integral do circulo de raio delta em torno de zg é zero.

compacta cuja fronteira € uma curva de Jordan 7. Entdo, dado

zo € int(7o), vale:
1 f(z)
= ———dz.
f(z0) L z

211 Z— 2y

Prova: Dado € > 0, seja § > 0 da continuidade uniforme de f
em g tal que
€

Iz = zoll < 8 = [1£(2) = f(20)ll < 5

Obviamente, podemos supor § > 0 suficientemente pequeno de modo
a que B(0,6) C int(yp). Chamemos de s a curva que é o circulo de
centro zp e raio 6.

Ligando = a s por meio de uma curva auxiliar I" difeomorfa a um

intervalo compacto, conforme mostra a figura, usando a propriedade
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de que uma integral de linha muda de sinal se trocamos a orientagao
e aplicando o teorema de Cauchy-Goursat, obtemos que

JECTy Y
N 2= 20 vs 2 20
Mas

| [ e stonmi] =] [ s [ ] =

1) = ),

zZ— 20

s

Como para z sobre a curva vs, temos ||f(2) — f(z0)|| < €/27 e ||z —
20|| = J, obtemos

H /% f(zi : iO(ZO)dZH < 27;'(5 l(vys) = €.

Concluimos que

H/z—z dz —2mif(z0 H/ fz_izzodzH<€Ve>0
0 0

logo
/ S = 2mif(zp).

zZ— 20
O

Corolario 2.45. (Estimativas de Cauchy). Seja f uma func¢do
holomorfa limitada em um disco D(z,r), digamos |f(z)| < K,Vz €
D(z,7). Entdo |f™(z)| < K.

Prova: Seja vs = 0B(20,5),s < r. Do teorema acima, obtemos:

. f
0o =55 | G gn] <

n! K (7s) = n! K _ n!K
D B e T
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Como s < r é arbitrério, concluimos que

K
110 ()] < 2=

rn
O

Teorema 2.46. (Teorema de Liouville). Seja E um espago de
Banach complexo. Se f: C — E € holomorfa e limitada, entdo f €
constante.

Prova: Pelas estimativas de Cauchy, dado zy € C e um disco
qualquer D(zg,r), temos

r

I1f(20)ll <

Tomando r > 0 suficientemente grande, concluimos que f'(zp) = 0.
Como zy € C é arbitrario e C é conexo, temos que f é constante.
O

Teorema 2.47. (Teorema Fundamental da Algebra). Todo po-
linémio p : C — C nao constante possui raiz em C.

Prova: Primeiro veremos que lim,_, ., [p(z)| = 400, onde p :
C — C é um polinémio nao constante, digamos, p(z) = ag + a1 * z +
<o+ 4 ap x 2", com a, # 0. Como estamos analisando o que ocorre
quando |z| — +oo, podemos supor z # 0; assim, fazendo uso da
desigualdade triangular, obtemos:

|an—1| |a0|)
> 2™ - —
p)] 2 |1 (Janl = P
Seja M > 0 qualquer. Tome K := max{2(M+1),2(M+1)-n-|a;|,j =
0,...n}. Temos entdo que |z| > K = [p(z)| > M, o que por defini¢ao
significa que
lim [p(z)| = +oc.

z——+00

Agora, suponha por absurdo que p nao possua raizes, ou seja,
p(z) # 0,Vz € C. Logo, f(z) := 1/p(z) define uma fungdo inteira,
isto é, uma funcao holomorfa com dominio igual a C. Ademais, f é
limitada:
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e Como f é continua, existe M > 0 tal que | f(z)| < M para todo

z na bola compacta B(0, K), onde K ¢é a mesma constante do
paragrafo anterior.

e Para z,|z| > K, temos que |f(z)| = 1/|p(2)| < 1/M.

Por conseguinte, tomando M := max{M,1/M?}, temos que |f(z) <
M, Vz € C. Sendo f funcao inteira e limitada, segue-se por Liouville
que f é constante. Mas nesse caso, p(z) = 1/f(z) seria constante,
absurdo. O

Dizemos que N/ C C é um anel centrado em a € C, se N é da
forma

N =N(a,r,7m3) :={2€C,r; <|2—a|] <ry, com ry,r3 > 0,a € C}.

A férmula integral de Cauchy nos permite ainda demonstrar o
seguinte teorema sobre aplicacoes holomorfas em um anel:

Teorema 2.48. (Séries de Laurent em Espacos de Banach.)
Sejam N C C um anel centrado em a € C, V C C uma vizinhanca
de N, e f: V — E uma aplicagio holomorfa tomando valores em
um espaco de Banach E. Entdo existem tunicos A, € E,n € 7Z tais
que

+oo
f(z)= Z Ap(z —a)",Vz e N,

n=—oo

a convergéncia do limite acima sendo absoluta e uniforme em N

Prova: Sendo N um anel centradoema € Ce f : V — E, e
orientando a fronteira de N conforme a figura, dado z € N\ N,
pela férmula integral de Cauchy, temos:

J

¥ ¥
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2;(/ %dw/% z_ﬂﬁ_@dw) =

1 f(w) f(w)
= § B e rer— L R e = LD

a a

(note que para w € 5 vale |w —a| > |z —a|, Vz € N; j4 paraw € 71
vale lw —a| < |z —al)

oo

1 z—a f = w—a.
2m(/w2 w— a) *Zw—ajd +/ *Z z—a)]dw>'

7=0

As somas geométricas dentro das integrais convergem absolutamente
e uniformemente em partes compactas de int(N'), logo podemos per-
mutar seus limites com as integrais, e usando a linearidade das inte-
grais, obtemos:

flz)= l[i/ f(z)))jﬂdw*(z—a)j—k

2mi = (w—

oo

Z f(w)(w—a)j_ldw*(z—a)_j],
j=1‘m
também chamada de Série de Laurent de f no anel N.
Para vermos a unicidade dos coeficientes de Laurent, basta no-
tarmos que se f(z) = :f_oo A, (z —a)™, entdo dado k € Z, e para

qualquer circulo com centro em a e contido em N, temos

k:+1d _ A o n+k+1d —A
27T’L/f = 2772/ Z * o

uma vez que fﬂ/(z —a)"htldy =0, se n+k+1# —1, e éigual a
2mi,sen+k+1=—
L]



56

[CAP. 2: PRE-REQUISITOS DE ANALISE

2.5 Exercicios

1.

Mostre que toda sequéncia convergente a um ponto em um
espaco métrico X é de Cauchy.

. Seja X um espago métrico, e z € X. Mostre que toda sequéncia

de Cauchy (z,),z, € X com subsequéncia convergente a z
converge ela mesma a .

. Mostre que £, ¢ um espaco vetorial, para todo p > 1.

. (Desigualdade de Holder.) Sejam (x,) € P, (y,) € £9, 1/p +

1/q = 1. Mostre que | > znyn| < [|2allplynllq-
(Sugestao: Sem perda de generalidade (por que?), suponha
(), (yn) # 0 € que x, > 0,y, > 0, ¥n € N. Para cada m
tal que z,, > 0 e y,, > 0, ponha respectivamente s,, e t,, tais
que

Tm = /P _Ym__ =: elm/4,

()l 1(yn)llq

Use a convexidade da exponencial para concluir a questio.)

. (Desigualdade de Minkowski.) Sejam (z,) € P, (y,) € (P,

p = 1. Mostre que ||z, + ynllp < [|znllp + [[ynllp- Conclua que

os espagos £P, p > 1 sdo espacgos vetoriais normados.

. Seja X um espago métrico. Uma sequéncia (zy),zr € X é dita

ser exponencialmente de Cauchy, se existem ¢ > 0 e a > 0 tais
que para todos k,l > kg vale

d(xy,z;) < ce” ko,

Mostre que toda sequéncia exponencialmente de Cauchy (v), vg
P ¥k € N converge pontualmente, isto é, vale que para cada
n, existe o limite limg_, 4o vg(n) =: w,. Mostre ainda que o
limite (wy,) € ¢P.

. Mostre que /P é um espago de Banach, Vp > 1.

. Seja E' um espago de Banach e seja C C L(E) a colegao das

aplicagoes lineares invertiveis de £ em E. Mostre que C é um
aberto e que a aplicagao Inv : C — C dada por Inv(A) := A1
¢ continua.



[SEC. 2.5: EXERCICIOS 57

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Seja f : C\ {0} — C dada por f(z) :=1/z. Seja v o circulo de
raio 7 > 0 e centro na origem. Calcule fv f(z)dz.

Seja f : C\ {0} — C dada por f(z) := %,n > 1. Sejav o
circulo de raio r > 0 e centro na origem. Calcule f,y f(z)dz.

Seja U C R? um aberto e seja f : U — R uma funcio de
classe (pelo menos) C?, tal que g : U — R?, dada por g(x,y) =
Vf(x,y) ndo seja afim. Mostre que g nao é holomorfa.

Mostre que se u : U — R é a parte real de uma funcao holomorfa
f:U — C,onde U C C é um aberto, entao a aplicacao g : U —
C dada por

g(a?, y) = (61/u(37> y)’ aﬂﬂu(xa y))
é holomorfa.

Seja v C C uma curva homeomorfa a um circulo e p: C —» C
um polindémio tal que sem raizes em ~. Mostre que

1
21

[ Gpes = 2(0,7),

~

onde Z(p,~) é o ntimero de raizes de p na regido interior a =,
contadas as suas multiplicidades.

Use o exercicio anterior para concluir que a aplicagao que atri-
bui a um polinémio complexo de grau n, suas n raizes, é continua.
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Sugestoes para a resolugao de alguns exercicios do capitulo:

exerc. 3: Mostre e use que (a + b)? < 2P~1(aP + bP),Va,b > 0.

exerc. 4: Sem perda de generalidade (por que?), suponha (x,,), (yn) #
0 e que z, >0,y, >0, Vn € N. Para cada m tal que x,, >0 e
Ym > 0, ponha respectivamente s,, e t,, tais que

L —E S ———
(@)l [[(yn)llq

Use a convexidade da exponencial para concluir a questao.

exerc. 5: Use o exercicio 4, e arelagdo 1/p+1/¢ =1, se p > 1. Note
que o caso p = 1 é especial e possui uma prova simples.

exerc. 6: Considere a sequéncia em P dada por (tj), onde ti(n) :=
[vi|(n) + 2?21 |vj+1 — vj|, e mostre que para cada n tal série
converge e majora vg(n).

exerc. 7: Mostre que toda sequéncia de Cauchy em P possui uma
subsequéncia exponencialmente de Cauchy, use o exercicio ante-
rior, e mostre que o limite pontual encontrado, e também limite
em /(P da subsequéncia.

exerc. 13: Comece resolvendo o exercicio supondo na regiao uma
Unica raiz com multiplicidade m. Caso haja mais raizes, note
que a integral sobre a curva iguala a soma de integrais sobre
pequenos circulos, cada um em torno de uma raiz distinta.



Capitulo 3

Funcoes de Operador

3.1 Funcoes analiticas de operadores

Neste capitulo, nés nos aprofundaremos no estudo de operadores line-
ares em dimensao qualquer. Aplicaremos este estudo a caracterizacao
espectral dos chamados isomorfismos lineares hiperbdlicos, que sao
operadores que aparecem no enunciado do Teorema de Grobman-
Hartman e em outros importantes teoremas da drea de Sistemas
Dinamicos.

Defini¢ao 3.1. (Espectro de um operador linear continuo.)
Seja E' um espaco vetorial normado complexo e seja A : F — E um
operador linear continuo. O espectro de A é o conjunto

sp(A) :={X € C, (M — A) ndo possui inversa continua}.

Observagao 3.2. Devido ao Teorema da Aplicagao Aberta de Anélise
Funcional, se E é um espago de Banach e A € L(FE), entéo se A for
invertivel, sua inversa é automaticamente continua. Dessa forma, se
E é um espaco de Banach e A : E — FE é linear continua, seu espectro
consiste do conjunto dos pontos A € C tal que (A — AI) néo é injetiva
ou nao é sobrejetiva (a inversa de (A — AI) ndo existe). Em dimenao
finita, todo operador linear é automaticamente continuo, e nesse caso
particular todas as mengoes a continuidade na definicao de espectro
sao redundantes.

59
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Estudaremos uma caracterizacdo do espectro de A : E — FE
quando A € L(FE), com E um espago de Banach complexo e L(E)
sendo o espago de aplicacgoes lineares continuas de E em FE.

A idéia para isso serd estudarmos res(A4) := sp(A)°, também
conhecido como o conjunto resolvente de A. Ora, para z € res(4),
sabemos que é um isomorfismo linear (continuo) o operador (zI — A).
Lembramos que se E é um espago de Banach, £(F) também é um
espago de Banach com a conhecida norma do Operador. Para T €
L(E), sua norma é:

ITllop = sup  {||T(v)][} = Lip(T).

vEE;||v||=1

Antes de tudo, observemos que se A é continuo, o conjunto re-
solvente de A é nao vazio, e que o espectro é limitado. De fato, se
|A] > || Allop, pelo Teorema da perturbagio da Identidade (A — A) =
A-(I—A/X) é isomorfismo . Pelo Teorema da Perturbagao do Isomor-
fismo, também temos que res(A) é aberto - logo sp(A) é compacto,
visto que é um subconjunto fechado e limitado de C.

Consideraremos entao a aplicagdo resolvente p : res(A) — (E)
dada por p(z) := (2 — A)~'. J4 vimos acima que que res(A4) é
aberto.

Mostraremos que esta aplicagao é analitica, e adaptaremos o que
conhecemos sobre raio de convergéncia de série de poténcias.

Para provarmos que p é holomorfa (possui derivada holomorfa)
usaremos a muito simples

Proposicao 3.3. (Equagao do resolvente.) E vdlida a sequinte
identidade:

p(A) = p(p) = (1= N)p(N)p(k).
Prova: De fato,
p(A) = p() = p(N)p(p) (ud — AY(AL — A)(p(A) — p(p)) =
)

pN)p()(pd — A) (I — Ap(p) + Ap(p)) =
pN)p()(ul — A= X+ A) =

(1= A)p(N)p(p).
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Corolario 3.4. Dada uma aplicagao linear A € L(E), a aplicagdo
resolvente associada p : res(A) — L(E) € holomorfa em res(A), com
derivada holomorfa em X igual a —p(\)?.

Prova:

Como a inversao de operadores é uma aplicagao continua em um
aberto L(FE), segue -se que p é continua como composta de aplicagoes
continuas.

Temos portanto que

Nosso préximo passo é demonstrar que o espectro de um operador
continuo é nao vazio.

Teorema 3.5. Dada uma aplicagdo linear A € L(E), o espectro
de A € ndo vazio, e o raio espectral r(A) = sup|sp(A)| € igual a

limy 400 3/JA7].

Prova:

Do que vimos acima, esta claro que para z # 0 para que (2 — A)
seja invertivel é necessério e suficiente que (I — A/z) seja invertivel.
Inspirados na série geométrica, para z,|z| > 0, estudemos a con-
vergéncia absoluta da série ), - (A/2)", a qual esperamos que con-
virja a (I — A/z)~!. Ora, tal série converge absolutamente se, e
s6 se, a série > oo [|A"|lop/[2|" converge na reta. Chamando de
a, = ||A™||op do critério de comparacdo (com a série geométrica)
que esta ultima série converge para z tal que

limsup {/a,/|z| < 1= |z| > limsup {/a, = limsup /|| A"|.

Notamos que a composicao de aplicacoes lineares com A é continua
em L(E). Por exemplo, para a composi¢iao com A & esquerda, temos:

[AoB—AoC||op = [[Ao(B=C)llop < [|Allop[|B—=Clllop, VB, C € L(E),
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mostrando que tal aplicagao de composicao é Lipschitz. Temos assim
da continuidade da composicao que para |z| > limsup {/||A"||, vale

(I —A/2) lim Z A/2)" = lim (I — A/z) Z A/2)"
7=0 7=0

n—oo TLHOO

n n+1
lim > (A)2)" =) (A)2)" = lim [ —(A/2)" =
Jj=0 Jj=1

Efetuando contas similares, s6 que com a composicao a direita com
(I — A/z), concluimos que para |z| > limsup {/||A"||, existe (2] —
A7t = (1/2) - 3207 (A/2)™. Isso nos d4 uma cota mais fina para o
raio da bola fechada onde se encontra sp(A).

Para mostrarmos que sup{|z|;z € sp(A)} = limsup /|| A",
basta que adaptemos a teoria de fungbes holomorfas de C em C,
para curvas holomorfas em espagos de Banach, o que jé foi feito na
secao 1.4.

Note que a série de Laurent de p em torno de zero é

+oo

p(2) = 2 > (A/2)"

J=0

Concluimos entao que a série de Laurent de p converge para todo
z € C tal que |z| > sup|sp(4)| e, é claro, ndo converge para |z| <
sup |sp(A)|, pois se convergisse, como vimos acima, existiriam pontos
do espectro A tais que a inversa [\ — A]~! estaria definida, absurdo

. Logo, sup |sp(A)| = limsup ¥/||A™|.

Podemos melhorar o acima, mostrando que existe lim,, o /|| A™].

De fato, note que A € sp(A) = A" € sp(A™). Para ver isso, basta
observar que

(A" = A") = (A= A) o (A" L4 A" g Al =
(An—l+)\An—1+...+/\”_1)o()\—A)

implica que se A" € res(A™), entdo A — A também §é invertivel.
Temos portanto que se A € sp(A),

AT < r(A") < [lA™],
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elogo [A| < ¥/||A"], ¥n € N, e dal, || < liminf, . ¥/||A"|| donde

concluimos
limsup /|| A"|| = r(A4) < liminf /|| A™.
n—-+oo n—+o00

Falta vermos que sp(A) # 0. Para tal, basta usarmos do Teorema
de Liouville (Teorema 2.46, da pagina 53). Se por absurdo, o espectro
de A fosse vazio, p seria uma aplicacdo inteira. Nesse caso, é facil ver
que p seria globalmente limitada: Se A € B(0,2]|4])), entao p(\) é
uniformemente acotada por p ser continua e B(0, 2||A|| ser compacta
em C. Por outro lado,

Il = 1A = A)~H = nf [[Av— A7 <

i
o]
A= AN < [A/2)75, 9 A > 2] 4],

concluindo que se p fosse inteira, seria globalmente limitada e por-
tanto constante pelo Teorema de Liouville, o que é absurdo. O

Uma consequéncia imediata, e bastante importante disso, é que
se 0 espectro de A estd contido na bola unitdria aberta B(0,1), au-
tomaticamente todo iterado suficientemente grande de A serd uma
contracao.

Uma tltima observagao, é que outra prova de que existe lim {/|| A" ||
pode ser obtida usando-se da subaditividade da sequéncia a, :=
log(||A™]). Tal se deve ao seguinte resultado elementar:

Proposigao 3.6. Seja (a,) uma sequéncia de reais tais que Qpmipn <
Gp + Q. Entao, sempre vale limy,— 1 o %an = infa,/n. Em particu-
lar, se inf a,/n > —oo, o limite acima existe em R.

Prova: E imediato que a, < n - ai, logo, (an/n) é limitada

superiormente. Por outro lado, vale ainda que se kK = n-m + s, com
0<s<n,ar<m-a,+5s-a;

ntr/(n+k) < (antar)/(n+k) < (an(m+1))/(n+k)+sar/(n+k) <

(nan + ank)/(n+ k)n+sar/(n+ k) <
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an/n + sar/(n+ k). (3.1)

Fazendo k — +o00, temos que

limsupa;/j = limsup apir/(n+ k) < an/n,
j——+oo k—-+o0

para todo n € N fixado. Ora, mas entao

limsupa;/j < infa,/n <liminfa;/j,

Jj—-+o0 J—+oo

e portanto lim,,_, 1 a,/n = inf a, /n, podendo talvez este limite ser
o, O

Coroldrio 3.7. Eziste lim,_, o /| A"

Prova: Sem perda de generalidade, suponha A # 0. Note que
A" < ||A||™ implica em que a, := log(||A™]|) é subaditiva. Se
inf a,,/n = —o0, tal implica que lim,,_,1+ o ¥/||A"|| = 0, e nada temos
a provar. Caso infa,/n > ¢ > —oo, entdo = log(|[A™|) — ¢ implica
que dado € > 0, existe ng € N tal que Vn > ng vale

en(c—e) < HAnH < en(c—i—e)7

ou seja, lim, 1o V/||A™| = e“.

3.2 Nocoes Basicas de Teoria Espectral

Na secao 2.1.2, adaptamos a Teoria classica de Andlise Complexa
com a finalidade de estudar a aplicacao resolvente p de um operador
linear A : E — F fixado, onde E é um espago de Banach. Usamos o
fato de que p é uma aplicagao holomorfa de um aberto de C em L(E).
A idéia desta nova segao é estudar o espectro sob um foco diferente,
cuja motivagdo é a seguinte. Dado um polinomio p(z) = > ¢, 2",
com ¢, € C,Vn € {0,...,m}, podemos avalid-lo em L(E) (no lugar
de avalid-lo em C) pela férmula:

L(E) 3 p(A) =) cnA™.
n=0
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Dizemos que p(A) é uma fungao polinomial do operador A. Como
as fungoes holomorfas sdo localmente limite uniforme de polinomiais,
claro estd que dada uma funcao f : U C C — C deve ser possivel
estender o conceito de fungao de operador para fungoes analiticas
quaisquer, obtendo-se f(A).

A definigao precisa de f(A), das relagoes entre seu espectro e o
espectro de A e suas consequéncias sao o objetivo da presente secao.

Defini¢ao 3.8. (Funcao de operador.) Seja A € £(E) um ope-
rador linear em um espaco de Banach E e f : U — C uma funcio
holomorfa definida uma vizinhanga (fechada) U nao necessariamente
conexa de sp(A). Suponha que U = C' é composta de curvas fecha-
das, C! por partes, orientadas com a orientacdo induzida no bordo.
Definimos a func¢do do operador A dada por f como

[ fovpan
c

1
T o

f(A):

Denotamos por F(A) & colegao de todas as fungdes holomorfas em
alguma vizinhanca com fronteira C'! por partes de sp(A).

Teorema 3.9. (Célculo Funcional.) Dadas f,g € F(A4), c € C,
valem:

LecfrgesA)elc-f+g)(d)=c-f
2. [-9€8(A) e(f-9)(A) = f(A)-g(A).

3. Se f possui expansao em série de Taylor f(X) = Y 7 anA™,
absolutamente convergente em uma vizinhanca de sp(A), entdo

F(A) = S5 g anAn.

Prova: Para o item 1, devemos esclarecer que por h =c- f+g
entendemos a funcao obtida somando-se na interseccdo dos dominios
de f e g. O resultado é consequéncia ébvia da linearidade da integral.

Para mostrarmos o item 2, usamos a equagao do resolvente:

FA) - 9(4) = 5 [ SO0 | gludoturan =

(A) +g(A).

c

o /C ([ s amentein)ar =
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+# /C2g(u)(/31 M(_Az\dA)p(u)dMZ

(pois tomamos Cs exterior a C)

1
27i

f( )gN)p(N)dA = (f - g)(A).

Quanto ao item 3, sabemos do curso elementar de Analise Com-
plexa que qualquer série de poténcias converge absolutamente em bo-
las abertas em torno de um centro, logo, se a série . a, A" converge
em uma vizinhanca de sp(A), estao existe ¢y tal que existe o limite
(uniforme) "> o anA™, VA;|A| < sup sp(A) + €o = r. Em particular,
denotando por S} a esfera unitéria de centro 0 e raio r, obtemos:

n 1 - n _
F(4) = 5 / z:;))\ =5 go /S P =

27722 /)\”ZO A :T;anA".

O

Observagao 3.10. Podemos fazer melhor: em verdade o item 3
ainda vale se f possuir expansdo em série de Taylor f(\) =
Y oreoan(A— Xo)", absolutamente convergente em uma vizinhanca
de sp(A). Neste caso, temos f(A) =Y 0" jan(A — XoI)". De fato,

o0

FA) = — /51( (O an(h = X0)" )AL = AT + NI — A)"1dA =

2mi LX) n—o

1
27722 /SI(AO (A= 20)" (N — AO)—(A—)\OI)d)\_
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2mi ';) S1(R0) NN 1 — AA)AOI
! / pr (A )\0
— ) ay, (A= Xo) I —
2 ; S1(n0) ; g+1
)‘ )‘0 (A - )\0[)‘7
d\ =
271'2 ZZ /S1 (Mo) )\ A )g+1

(A= XoI)"d)\ =
27TZZ /51()\0) A= )\0 0 )

n(A — ol d\ = n(A—A .
Za 0 27TZ Sl(A)A AO Za 0)

O préximo teorema (junto com o anterior) pode ser considerado o
proto-teorema Espectral, isto é, uma verséo nao lapidada (e portanto,
mais geral) do teorema Espectral.

Teorema 3.11. (Mapeamento espectral.) Se f € §(A4), entdo
sp(f(A)) = f(sp(A)). Em particular, se A é invertivel, entdo sp(A~1) =
(sp(A) =t = {p " p € sp(A)}.

Prova:

(f(sp(A)) C sp(f(A)))

Seja A € sp(A). A idéia é tentar escrever

FOOI = f(A) = (M = A) - g(A), (%)

com g € F(A). Dali, como os operadores de A comutam, fica claro que
se f()\) ndo estivesse em sp(f(A)), entdao g(A)- (f(\) — f(A))~! seria
inversa de (A — A), absurdo. A prépria férmula acima nos indica
como definir g em uma vizinhanga de sp(A):

)= (LD s
(M), caso z = A.

Como g é holomorfa em um disco furado com centro em A e é continua
em \ (pois f é holomorfa em )), segue-se que g é holomorfa inclusive
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em A, possuindo assim o mesmo dominio que f. Do Teorema do
Calculo Funcional, segue-se que g(A) satisfaz (*).

(sp(f(4)) © f(sp(A)))

Agoraseja € sp(f(A)) e suponha por absurdo que u ¢ f(sp(A)).
Neste caso, f(\) — u # 0,V € sp(A) e portanto h(z) = (f(z) — pu)~*
estd definida (e é holomorfa) em uma vizinhanca de sp(A). Ora, do
Teorema do Calculo Funcional, segue-se que

h(A) - (f(A) = pl) = I,

o que implica que pu ¢ sp(f(A)), absurdo.

Se A é invertivel, entao 0 ¢ sp(A), logo f(z) = 1/z é uma fungao
holomorfa definida na vizinhanca C\ {0} de sp(A). Ora, do teorema
do Célculo Funcional, de f(z) -z = z - f(z) = 1, concluimos que
fl(A)-A=A.f(A) =1, ou seja7 que f(A) = A~!. Da parte
provada acima do Mapeamento Espectral, concluimos que sp(A~1) =

sp(f(A)) = f(sp(A)) = (sp(A))~". O

Definigao 3.12. (Componente espectral.) Seja A: F — E um
operador linear definido em um espaco de Banach E. Um conjunto
X C sp(A) é dito uma componente espectral se ele é aberto e fechado
em sp(A).

Note que como sp(A) é compacto, toda componente espectral
também o é. Note ainda que se X é uma componente espectral, o
mesmo vale para X¢ (o complementar de X em sp(A)).

Definigao 3.13. (Projecao espectral.) Seja X uma componente
espectral do espectro de um operador linear A. Seja Px : V — C
definida em uma vizinhanga nao conexa V = Vx U Vxc de sp(4),
onde Vx D X (respectivamente, Vx. D X¢), tal que

Px(z) =1,Vz € Vx; Px(z) =0,Vz € Vxe.

A aplicagao ITx := Px(A) € L(F) é dita projecdo espectral associada
aX.

Teorema 3.14. Seja A € L(E) um operador linear em um espago
de Banach, e seja X C sp(A) um conjunto espectral. Entdo existe
uma decomposicio A—invariante E @& E = E tal que sp(Alp) =X e
sp(A|p) = X°.
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Prova: Pelo teorema do Calculo Funcional, vale que IIx e Ilxc
comutam com A e entre si (todos os operadores de A comutam entre
si), que I = IIx + Mxc, e 0 = Ix - xe (pois Px(z) - Pxe(z) = 0.
Ademais, notamos que Px(z) = Px(z) - Px(z) (resp. Pxe(z) =
Pxc(2) - Pxc(z)) vale que lIx =y - IIx (resp. Ixc = IIxe - I xe.

Em particular, vale ainda que A = IIx - A + IIxc - A. Definindo
E :=lx(E) e E := IIx:(E), temos que £+ E = I(E) = E e se
veEN E’, entao

Hx(U) =0 = HXc(’U) :>HX 'HXC(U) =V =0 = O,

o que implica que E e E estao em soma direta.
Finalmente, da comutatividade existente entre A e as projegoes
espectrais, concluimos abaixo a A—invariancia dos espacgos F e E:

A(E) = A(Tix (E)) = TIx (A(E)) C Tix (E) = E;
A(E) = A(Tlx«(E)) = IIx-(A(E)) C Ilx(E) = E.
Agora, mostremos que sp(A|;) = XAe que sp(A|;) = X©.

Primeiramente, observe que como FE e E sdo invariantes por A,
também o sao por A — AI. Desse modo,

A — M\ é invertivel &

(A — AI)|z é invertivel e (A — AI)|; é invertivel.

Em outras palavras, res(A) = res(A|z) Nres(A|z), o que equivale a
dizer que
sp(A) = sp(Alp) Usp(Alg)-

Seja r ¢ sp(A), e defina g : Vx U Vxe — C por g(z) = Px(z) *
z 4+ r x Pxe. Isso implica que g(4) = Ix - A + rlIx.. Ou seja,
9(A) = (Al I|g)

Ora, o mapeamento espectral, junto com o mesmo raciocinio acima
(baseado na invaridncia dos espagos E, E) aplicado a g no lugar de
A nos dao:

X U{r} =sp(g(A)) = sp(Alg) U{r};

e analogamente, poderiamos concluir que

XU{r} =sp(Alz) U{r}.
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Como r néo pertence a sp(A4), ndo pertence a nenhum dos subconjun-
tos sp(Alz), sp(Alz), X e X¢, donde concluimos que sp(A[z) = X e
sp(Alp) = X°.

O

Definic¢ao 3.15. (Automorfismo linear hiperbdlico.) Seja E um
espaco de Banach. Um operador (ou automorfismo) linear A € L(E)
é dito hiperbélico se o espectro de A nao intersecta a esfera S'. Se E
tem dimensao finita, isso é o mesmo que dizer que nenhum autovalor
de A tem norma 1.

Corolario 3.16. Seja E um espago de Banach (complexo), e A €

L(E) um automorfismo linear hiperbdlico. FEntdo existem C > 1,
0 < A <1 ewuma decomposicio E = E° ® E" tal que

o A decomposicio é A—invariante, isto €, A(E®) C E®* e A(E") C

Ev.

o [|A"

gl < OX* e ||[A%ge] 7] < CA", Vn € N.

O espago E® é chamado de Espago Estdvel de A e o espago E* € o
Espaco Instavel de A.

Prova:

Sejam X = sp(A)NB(0,1), X¢ := sp(A)\ X, e Px, Pxc : C\S! —
C definidas respectivamente por Px := xp(o,1) € Pxec 1= XBo1°

Defina E® := IIx(E) e E* := IIxc(E). Pelo teorema 3.14, e

usando do mapeamento espectral aplicado a fungao f : B(0, 1)c —

complex dada por f(z) = 1/z avaliada no operador A|g. — E,
obtemos:
a) sp(A|gs) = X;

b) sp(Alp) = X e sp([Alg«]™") = sp(f(Algw)) = {p ™ €
sp(A|lg«)} € B(0,1).
Da férmula do raio espectral, concluimos que

lim % ||An Es
n

— 400

=X < 1; lirf VA=)~ =: A < 1.

o0

Tomando A := (1 + max{A;, \,})/2 e e := (1 — ) dos limites acima,
temos que existe ng € N tal que para todo n > ng valem

1A Bl < (s +€)" < A" (l[Alpe] 7 < (u + )™ <A™
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Agora, basta tomar
C := max{||A7| g /N, |[Alg«] /N, =1,...,n0 — 1}.

O

3.3 Semicontinuidade das Componentes Es-
pectrais

Durante essa se¢ao, M denotard um espaco métrico completo ( em
nosso contexto, tipicamente C ou um subconjunto compacto de C), e
k(M) denotard a colegdo dos subconjuntos compactos nao vazios de
M. Dado um compacto ndo vazio K € k(M) e € > 0, denotaremos
por K. C M a e— vizinhanga de K em M, isto é,

Kc={z € M,d(z,K) < ¢},

onde d(z, K) = inf{d(z,y),y € K}.

Interessantemente, a colegdo dos compactos ndo vazios x(M) pos-
sui, ela mesma, uma métrica prépria (a distancia de Hausdorff), cuja
definigao faz uso de e—vizinhangas. Grosso modo, dois conjuntos
compactos nao vazios K e K estarao e—préximos se K. contiver Ke
K, contiver K. Mais precisamente:

3.3.1 Distancia de Hausdorff entre compactos

Definicao 3.17. (Distancia de Hausdorff em «(M).) A distancia
de Hausdorff em (M) é a funcao dp : (M) x k(M) — [0, +00) dada
por

dp(K,K):=inf{e > 0; K. D K e K. D K}.

Proposicao 3.18. (k(M),dy) um espago métrico.

Prova: Claramente, dg > 0, é simétrica, e dy(K,K) = 0,VK
compacto nao vazio. Sejam K, K , K trés compactos nao vazios
contidos em M Se K # k, entao existe, digamos sem perda, xg €
K\ K. Se ¢y = d(mo,f() > 0, concluimos que K ¢ K., Ve>0e
portanto dg (K, f() > ¢y > 0.
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Falta-nos verificar somente a desigualdade triangular. Sem perda
de generalidade, podemos supo-los dois a dois disjuntos e nao vazios,
caso contrario a desigualdade é de verificagao imediata.

Seja d,, > 0 tal que 0, \, d(X, k) Temos entao duas possibilida-
des:

1. Como as d,—vizinhangas sao encaixantes, uma possibilidade
é que_exista ng tal que Vn > ng, K5, 2 K. Nesse caso,
d(K,K) > 6p, > d(K,K), e a desigualdade triangular é ime-
diata. Raciocinio andlogo vale se existir ng tal que Vn > ny,
Ks, 2 K.

2. A outra possibilidade que resta, portanto, ¢ quef? C Ks, ﬂf(};“,
Vin. Dado ¢ > 0, temos K, x gy1o/2 2 K Ky (g gy+s/2 2
K, donde concluimos que

Ko (& Ry vdn (k.5 45 2 Kag(iy4o2 2 K

e analogamente

Ky (R &)t (5, 5) 5 2 5
como § > 0 é qualquer, obtemos por conseguinte que

dy(K,K) < dp(K,K) +dy (K, K).

O

Teorema 3.19. Se (M,d) é completo, entio (k(M),d) também €
um espaco métrico completo.

Prova: Sejam K, C M compactos, tal que (K,) seja uma
sequéncia de Cauchy com respeito a métrica de Hausdorff. Como
antes, a menos de passar a uma subsequéncia podemos supor que
(K,) é tal que

1

dH(KnaKn—i-l) < W

Seja K := {x;3x, € K, tal que x,, — z}. Dado € > 0, comegamos
por mostrar que dng € N tal que Vn > ng, temos K. O K, e
K C (K,).. Como K, é Cauchy, existe ng tal que para todo n > ng,
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Ky C (Kp)ej2 € K O (K)o Em particular, da definigao de K,
temos que K C (K,)e, ¥n > ng.

Por outro lado, dado um ponto y,, de K,,, existe outro ponto 4,41
de K11 que dista de y,, a menos de 1/2"“‘2. Dado € > 0, sejang € N
tal que 1/2™ < €/2 e m > ny.

Dado € > 0 Seja {z1,1,...,21,,} um conjunto ¢/4—denso em K,,.
Definamos sequéncias (¥, ;),j = 1,...,t da seguinte forma:

e Para n <m, y,,; é algum elemento de K,;
e Paran=m, yp; = 21

e Para n > m, tomamos y,,; € K, tal que d(yn,j,yn,l,j) <
1/(2n+1)

E facil ver que cada sequéncia (Yn.j)nen € de Cauchy, e como o
espaco é completo, converge, seu limite, por definicao pertencendo a
K. Chamando de z; = lim,,— 1 o Yn j, temos que

d@r g yin) € D dYs g ysrng) <YM 2 dl@rg.z) <e/2

s=m n—-4o0o

Em particular, K, estd contido na e—vizinhanca do conjunto {z;,j =
1,...,t} C K, a qual estd contida em K..

Para completar a prova, sé nos resta verificar que K é compacto.
Mas isso é simples, basta vermos que K é totalmente limitado e com-
pleto.

Para a completude, como M é completo, basta vermos que K é
fechado em M. Seja (wy),w, € K,w, — w quando n — +oc. Ora,
vimos que cada w,, possui um ponto xz,, de K, que dista de si a menos
de QL Logo w = lim,,—, 4 o, 5, 0 que implica que w € K.

Chequemos agora a limitagao total de K. Tome K, tal que K,,
estd na e/3—vizinhanca de K e vice-versa. Dai, K. /3 = Uzex B(,€¢/3) D
K,,. Como K,, é compacto, temos que podemos extrair uma sub-
cobertura U3_; B(z;,¢/3) D Kp, com z; € K,Vj = 1,...,s. Seja
A = Uj_B(zj,¢) e v € (Kpn)es. Dai, existe y,, € Ky, tal que
d(Ym,x) < €/3. Seja z; tal que y,, € B(x;,¢/3). Temos portanto
que

d(z,2;) < d(@, Ym) + d(Ym, ;) <,
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logo z € A. Em particular, K ¢é totalmente limitado, pois K C
(Km)s/3 CA= U§:13($j7 6). O

Uma proposicao simples que deixamos como exercicio 1 é que se
M é métrico compacto, entdao (k(M),dy) é ele mesmo um espago
métrico compacto.

Definicao 3.20. Dado um espaco topoldgico X e um espago métrico
compacto M, uma aplicagdo ® : X — (M) é

e semicontinua inferior em © € X se para todo aberto V. C M
com VN®(x) # (), existir uma vizinhanga U de x em X tal que
VN®(z') # 0 para todo 2’ € U;

e semicontinua superior em r € X se para todo aberto V. .C M
contendo ®(x), existir uma vizinhanca U de z em X tal que V
contém ®(z') para todo z’ € U;

o semicontinua inferior (resp., superior) se for semicontinua in-
ferior (resp., superior) em cada = € X.

Teorema 3.21. (Semicontinuidade superior das componentes
espectrais.) Seja A € L(F) dada, onde E é um espago de Banach.
Seja C' C sp(A) uma componente espectral e considere C C 'V C C
um aberto limitado tal que Vﬂsp(A) C. Dada uma vizinhanga C-,
€ > 0, existe & > 0 tal que ||[A — A| < & implica que V N sp(A) =
C.nN sp(A), Em outras palavras, a aplicagio ® : L(E) — k(V), dada
por ®(A) =V N sp(A) é semicontinua superior em A.

Prova: Seja € > 0 dado. Tudo que precisamos mostrar é que
existe d > 0 tal quese A € B(4,6) C L(E), entdo sp(A)N(V\C.) =
Note que W = V' \ C, é um compacto contido no conjunto resolvente
de A. Pelo teorema da perturbacao do isomorfismo, para cada A € W,
existe ry > 0 tal que A € B(0,r\) = 3[(A — AI) + A]"'. Em
particular, para cada A € W, existe uma bola By = B(\,ry/2) tal
que se A € B(0,7,/2), A € By, entéo existe [(A — X) + A]~*

Tomando uma subcobertura finita Bj,, ..., By, de W por bolas
By, considere § = min{ry, /2,...,7r\./2} A € B(A, ). Entao, dado
A € W, existe B(Aj,7y,/2) 2 /\ e portanto para A € B(A,d) escre-
vendo A = A + A, temos que existe

[A— M '=[A- A+ A
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Isso mostra que W C res(/l), para todo A € B(A,d). Logo, sp(fl) N
V =sp(A)NC..
O

Coroldrio 3.22. O Espectro varia semicontinua superiormente.

Corolario 3.23. Se {p} € um subconjunto isolado do espectro de A,
este varia continuamente na Distancia de Hausdorff.

Exemplo 3.24. (Semi-descontinuidade inferior do espectro.) Seja
E =1,(Z) e seja ej o elemento em E que sé ndo zera na posicao j, na
qualela é1. definaT € L(E) por T(ej) =ej_1,sej #0eT(eg) :=0.
Entao o espectro de T é o disco fechado unitdrio. De fato, claramente
a norma de T é menor ou igual a 1, e dado z € B(0,1) C C, temos
que o vetor

v, = (...,0,2,2%,23,..)

é autovetor do autovalor z € C.

Agora tome A € L(F) o operador que leva eg em e_; e zera em
ej, Vj #0. Dai, T}, :=T + %A é claramente invertivel, possui norma
menor ou igual a 1 e o raio espectral de sua inversa é 1 (vide exercicio
2). Ora, pelo teorema do mapeamento espectral isso significa que o
espectro de T), estd contido em S, mostrando que o espectro dege-
nerou.

3.4 Continuidade de Espacos Invariantes

Vimos na sec¢ao anterior que componentes espectrais sao semicontinuas
superiores. Além disso, pela teoria de Cauchy-Goursat, elas podem
degenerar, mas nao desaparecer, se perturbamos um operador (isto
é, se o substituimos por outro suficientemente préximo). Claro, isso
ocorre porque se o resolvente de um operador A estd definido so-
bre uma curva compacta C, existe uma vizinhanga V € L(FE) de
A, em que o mesmo ocorre (exercicio 3) para todo operador em V.
Ademais tal resolvente varia continuamente (analiticamente) com res-
peito ao operador e portanto sua integral curvilinea, o que implica
que a projecao calculada por esta, a qual é nao nula, permanece
nao nula em uma vizinhanga de A. Isso nos diz que a componente
X 4 espectral existente na regiao interior a curva C se prolonga a uma
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componente espectral X ; contida nessa mesma regiao, para qualquer
AevV.

Analisamos aqui a interessante questao da continuidade dos espagos
invariantes relativos a componentes espectrais e seus prolongamentos.

O primeiro problema que se coloca, é como definir a continuidade
de um subespago vetorial (que é um conjunto!) de um espago de
Banach. Para esta finalidade, dado um subespaco Ey C E, tome um
subespaco complementar fechado Fq, isto é, tal que Fy @ Ey = F.
Escrevendo para cada vetor v de E de maneira tinica como v = vg +
vy = (vg,v1), com vy € Ep e v1 € Ey, note que Ey é o gréifico da
aplicacao o : By — E7 identicamente nula. De fato, é imediato que se
um subespago fechado se escreve como um grafico de uma aplicagao
de Ey em FE; esta é tnica, linear e continua. (exercicio 5.) Considere
entao a colegao de subespacos

& :={E;E C E é grafico de alguma & € L(E, E1)}
Tal conjunto é um espaco métrico completo com a métrica
d(E, E) := Lip(3,9)-
(exercicio 6)

Teorema 3.25. Seja A um autovalor isolado de A. Entdo seu auto-
espago generalizado E(A, \) varia continuamente.

Prova: Como A é isolado, d§ := d(A, sp(A4) \ {A\}) > 0.

Devido ao teorema 3.21, existe uma vizinhanga B = B(A,r), r <
§/9, tal que todo operador linear AeB possui uma lacuna espectral
em que sp(A) = A+ C, onde A € B(\,6/9) e C C B(\,85/9)°.

Note que trocando cada A € B(A,r) por (A — X +6/91)/(5/3),
podemos supor sem perda de generalidade que A é invertivel com
inversa continua e que sp(A) = A + C, |A] < 1/3, |C] > 8/3. Nesse
caso, da lacuna espectral de A, temos que existe um iterado ng tal
que [[A™ gl < (2/5)™ e [[[A™ 54, spean ] 7T > (5/2)".
Em particular, existe uma vizinhanga B(A,r’),0 < r’ < r de A e uma
métrica adaptada ||v||" = max{||vs||’, [lve|'}, com vy € E(A,A),ve €
E(A, sp(A)\ {\} tal que na norma adaptada de A4, ||A|E(A7)\) I <1/2

e I[Alseaspeanpop) I~ > 2.
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Fixemos entdo um tal A. Tudo que precisamos ver é que existe
uma decomposigao do espago E' = E®FE em subespagos A—invariantes
com dim(E) = dim(E(A, \) < +oc e tal que

[Alg) M7t < 1/2.

Mas tal é imediato do teorema da variedade estavel linear, que pro-
varemos na préxima secao.

O

3.5 Isomorfismos Hiperbdlicos

Conforme dito na segao anterior, nessa se¢cao nao apenas mostraremos
que se A é um autovalor isolado de um operador A entao seu auto-
espacgo generalizado varia continuamente. Mostraremos que se temos
um isomorfismo hiperbdlico, de fato seus espagos invariantes E* e E",
associados respectivamente com as componentes espectrais contrativa
e expansora do espectro, variam continuamente com o operador.

Tal é consequéncia do:

Teorema 3.26. (Variedade Estdvel- versdo Linear.) Sejo F
um espaco de Banach e T um isomorfismo hiperbdlico, e seja 0 <
a < 1 tal que os raios espectrais de T|gs e [T|g.]”! sejam ambos
menores que . Entdao para toda aplicagao f : E — E linear tal que
Lip(f—T) < min{(1—a)/2, (1—a)/2max{Lip(T~1)?, Lip(T~1)} =: r
valem:

1. f € isomorfismo linear hiperbdlico.

2. Eziste uma unica aplicagdo linear g : E* — EY, com Lip(g) <
1, cujo grdfico € invariante por f, tal que o espago estdvel de

[, E*(f) = graf(g).

3. Em particular, a restri¢ao de f ao grdfico de g € uma contra¢ao.

4. g varia continuamente com f.

Dotemos o espago E = E*® E" da norma |[v|| = max{||vs]|, |vul }
com v = vg + vy, vs € E® e v, € E*. Denotemos por Ly (E*®, E*) a
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bola aberta de raio um no espago das aplicagoes lineares continuas de
de E° em E". Ouseja, L1(E®, E*) é a colegao das aplicagoes lineares
de E° em E™ com constante de Lipschitz menor do que 1.

Boa parte do trabalho inicial para a prova desse teorema consiste
em mostrar que a transformagdo de grdfico I'y—1 : Li(E®, E*) —
L,(FEs, Ev) dada por

P-1(0)(xs) = [(mu 0 1) 0 (id, 0)] o [y o f 7' (id, o)) 7" ().

estd bem definida. Serd extremamente conveniente termos dotado F
com a norma do maximo dada por:

[lv|| :== max{||vs]|, |vul|}, onde v =wvs & vy, com v, € E° e v, € E*.

A conveniéncia desta norma é que dada qualquer o € Lip, (E®, E"),
a projecao natural 7wy : F — FE? restrita ao grafico de o, é uma
isometria entre o grafico de o e E°. De fato, tomando dois pontos
q= (zs,0(xs)) e § = (&s,0(&s)) quaisquer no gréfico de o temos:

d(q,q) = (w5, 0(x5)) = (s, 0(25))|| = max{||zs—Zs|, [lo(zs)—0(Zs) }

(como o tem 1 como constante de Lipschitz)
max{||zs — &sl|, 25 = Zsll} = llos — 5] = d(ms(q), 7s(9))-

Note que 7s|graf(0) ¢ a inversa da aplicacao gréfico de o dada
por z; — (xs,0(xs)), a qual parametriza o grafico de o. Devido
ao paragrafo anterior, isto quer dizer que na norma que fixamos em
B, para toda o € Lip,(E®, E*), a aplicagdo de gréifico de o é uma
isometria entre E° e graf(o).

Uma vez demonstrado que a aplicagao de grafico estd bem definida
, usaremos da hiperbolicidade para mostrar que ela é uma contragao
em Li(E*, E%), e seu unico ponto fixo nos dard a aplicacdo cujo
grafico é a variedade estével local.

Lembramos que se Lip(f —T) < [|[T7~" = infy, =1 |[T(v)|,
ainda pelo Teorema da perturbacao do Isomorfismo, vale que f =
T+ (f —T) é um isomorfismo linear sobre E.

Os proximos dois lemas nos dao conta de que a transformacao de
grafico estd bem definida, se Lip(f — T') for suficientemente pequena:

<
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Lema 3.27. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbolico em um
espago de Banach E = E* @ E*, com ||T|gs||, |[T]|g«]7 < a < 1.
Entdo dado 0 < € < o™ !, existe § = §(T,¢) > 0 tal que se Lip(f —
T) < § entdo existe f~': E — E, e temos que Lip(f ! =T 1) <ee
que s 0 f71(id, o) : B — E° é um homeomorfismo bilipschitz, cuja
inversa possui constante de Lipschitz

Lip([ms o f~'(id,0)] ") < PR

Em particular, tomando € < a=! — 1, [7s0 f~1(id,0)]~! é uma con-

tracao de E° em si proprio.

Prova: Ainda sem fixar 6 = §(T'), vamos supd-lo menor ou
igual a ||T71||7!. Isso j& implica a existéncia de f~!, como vimos
no paragrafo que antecede este lema.

Como T deixa E* invariante, podemos considerar a aplicacao
T° :=T|gs : E®* — E*. Como T ¢ invertivel, o0 mesmo ocorre com
T%. Pelo teorema da perturbacao da aplicagao bilipschitz (coroldrio
2.27 da pagina 39), para que 7o f~1(id, o) seja invertivel, basta que
tenhamos

Lip(7s o f 71 (id, o) — [T*]™1) < Lip(T*)~*.
Ora, como a~! < Lip(T*)~!, é suficiente mostrarmos que
Lip(ms o f 71 (id,0) — [T°]71) < ™ *
Observe que como T deixa E° invariante, de fato vale
s 0 [T @s,0(ws))) = [T°] 7 (@) =

(ms 0 [ (@s,0(24))) = T pe (ws) = 5 0 (f 71 = T71) 0 (s, 0(w4));

logo
Lip(ms o f 71 (id,0) — T} gs) <

< Lip(m,) - Lip(f =" = T7") - Lip(id, o) = Lip(f ™" = T71).

Portanto, dado 0 < € < a~!, tudo que temos de fazer é obter uma
cota para Lip(f — T) de modo a que Lip(f~* —T71) < e
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Ora,
JTT = (T (f=T) =T = (T-(I+T 7 (f=T) =T =
L4+T (f =D o7 =T = (4T (f~T)] " —I)oT " =

[ [I+T (=D oI +T(f~T) " oT " =
(TN ~T) ol +TM(f -~ T)] " oT

Por conseguinte,

IA

Lip(f 7' =T~") <Lip(T~")?-Lip(f = T)-Lip(I+ T~ (f = T)] ")
1
1 — Lip(T—1) Lip((f — 7))

Fazendo § := ¢/(2Lip(T1)?), e Lip(f — T) < 4, segue-se a primeira
parte do enunciado.
No caso em que € < a~! — 1, entdo

Lip(T™)? - Lip(f — T) -

1

-1

Lip([ms o f~'(id,0)] ") <

(% — €

o que implica que 74 o f~!(id,o) expande uniformemente em todas
as diregOes (mais precisamente, sua inversa é uma contragao; sendo
linear, tal inversa leva a bola unitaria fechada de E* estritamente
nela mesma). O

Lema 3.28. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbolico em um
espaco de Banach E = E*® E*, com ||T|gs|| < a < 1, ||[T|g«] ]| <
a < 1. Suponha € < 1 — « e considere o correspondente § = §(T,¢)
dado no lema anterior. Se Lip(f —T) < min{d,1 — a}, a trans-
formagdo de grdfico I'y-1 : L1(E%, E*) — Li(E®, E*) estd bem defi-
nida.

Prova: Note que se 0 < a < 1, entdo (1 —a) < ot -1,
logo estamos sob as hipdteses dos 1ltimos lemas. Pelo lema anterior,
jé obtivemos que a férmula abaixo (que define a transformacao de
grafico avaliada em )

Pp-i(0)(@s) = [(mu o f71) o (id, 0)] o [ms 0 f 7' (id, 0)] 7 (xs),
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Figura 3.5: Transformagao de grafico.

faz sentido para z; € E° se ¢ € Ly(E?®, E*), nos dando um valor
em E*. Para provarmos que I'y-1(0) estd bem definida, resta-nos

verificar que I'y -1 (o) € Lip, (E°, E"), se o € L1(E*, E*). De fato,

Lip(T'f-1(0)) < Lip((my 0 f~1) o (id, o)) - Lip((ms o f ' (id,0)) ™) <

Liv(m o £~ o (id,0)) - = < Lin((meo 1) o (id, ) <

Lip((my o (f 1) - Lip((id, 0)) < Lip(m, o f7') <
Lip(ﬂ'uT*1 + (7|'uf*1 — Wqul)) <
Lip([T*]~") + Lip(f ' = T7)

IN

a+e<l1.
O]

De ora em diante, consideraremo-nos sob as hip6teses nas quais
I';-1 estd bem definida, fixando 0 < e <1—aed > 0, de modo a que
se Lip(f — T) < 0, entéo as teses dos lemas anteriores sejam todas
satisfeitas.
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Nosso préximo passo é mostrar que I'y—1 : Ly (E*, E%) — Li(E%, Ev)
é uma contragcao.

Lema 3.29. Para toda o € Li(E*, E%) vale a sequinte desigualdade:

||7Tuf_1($87xu) - (Ff—la)(ﬂ's(f_l(xmxu))u < (a+26)[|zy — o(zs)].

Prova: A demonstragdo é bastante direta. O primeiro membro
da inequacgao do enunciado é o mesmo que:

17 f ™ (s, a) = [(muof ~H)o(id, o)]o(mso f ~ (id, o)) ™ (s (f ~H (s, 2u)))| <

(somando e subtraindo (I'j-10) (7, (f~! (x5, 0(z5)))) e aplicando a de-
sigualdade triangular)

17 f ™ (@s, ) = (7 0 f71) 0 (id, )] () |+
[T p-10)(ms(f~H@s, 0(25)) = (Lp-10) (ms(f 7 (@s, )| <
Lip(my o f7H) (x5, 20) — (25, 0(25)) [+
Lip(y-10)[|ms (f (s, 0(x5)) — s (f 7 (s, ) || <
%)ois vimos no lema anterior que Lip(m,0f 1) < a+c e que Lip(T'j-10) <
(o)l (s, zu) (s, o (@) [Fl|ms (f 7 (s, 0 () =5 (f 7 (s, 20) | =

(observando que 7,7~ (zs,2,) = 7T (zs,0(2s)) e com mais um
argumento de soma e subtracao)

(@ + (25, 20) = (x5, 0(25)) |1+

||773(f71(x37 U(xS))_WsTil(xSv U(mS))_WS(f71($Sa xu)—|—7TsT71(1‘s, z)|| <
(ate)llzu—o(zs)[[HLip(ms f ' —m T ™) |zu—0 (2s)]| < (a2€)||zu—0(zs)]-
O
Lema 3.30. Tome ¢ < (1 — «)/2 arbitrdrio e § = 6(e,T) > 0 cor-
respondente (nos lemas anteriores) de modo a que Lip(f —T) < ¢
implique em que I'y—1 : L1(E$, E*) — Ly(E*%, Ev) esteja bem defi-

nida e que Lip(f~' — T71) < €. Considere ainda Li(E*,E") do-
tada da norma do operador. Entdo I'j-1 é uma o + 2e-contragdo em

Ly(Es, E%). Em particular, T' ;-1 possui wm inico ponto fizo.
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Prova: Sejam 0,6 € L1(E*,E*). Dado zs € E® com |zs| = 1,
pela segunda parte do enunciado do lema 3.27, existe y; € E° com
norma menor ou igual a 1 tal que xs = 75 o f~1(id, o) (ys)

[(Ty-10)(zs) = (Lp-16) ()] =

(7 0 f7H)(id, 0) © (w5 0 f7H(id, @)™ (ms(F (s, 0 (ys))) —
(Cp-160)(ms (f " (ys, o (wa))) | =

l| (7 © fﬁl)(ySa o(ys)) — (Fffuﬁ')(ﬂs(f*l(y&a'(ys)))H <

(pelo lema anterior)

(a+2€) - [lo(ys) —o(ys)|| < (a+2€¢)- sup |[lo(z) —o(z)].
z€B*(0,1)

Tomando o supremo em x5 na expressao acima, concluimos que
ICy-10 = Tpo1] < (a+2) - o =61

ou seja, I'y-1 é uma contracdo para a norma em L;(E®, Ev).

Como Ly (E#, E*) é um subconjunto fechado do espago de Banach
L(E?®, E"), segue-se que é um espago métrico completo. Desse modo,
o Teorema do Ponto Fixo para Contragdes (teorema 2.19) implica
que I'y—1 possui um tnico ponto fixo g € L, (E*, E¥). O

Podemos agora arrematar a prova do Teorema da Variedade Estavel
(linear).

Mostremos que o grafico de g é f~!'—invariante (e também f in-
variante, pois f é isomorfismo). Dado z = (zs,g(xs)), considere
F71@) = (gar ). Oras, g, = s 0 £~)(id, g) (), 0 que implica que

9(ys) = [(7u Of_l) o (id, g)]o[ms of_l(id, 9)}_1[71'5 of_l](id, 9)(zs) =

[(mu 0 f71) o (id, 9)](ws) = Yu-

Mostremos agora que flgrar(g) ¢ Uma contragdo. . Lembramos
que pelo item 2, f(graf(g)) C graf(g). Ora, vimos em nossa di-
gressao anterior aos lemas que a norma adotada faz da projegao
Ts|grat(g) * graf(g) — E° uma isometria, cuja inversa é simplesmente
a aplicagdo gréfico x5 — (xs, g(xs)). Esta dltima aplicacdo é a nossa
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parametrizacao canonica de graf(g), daf temos (pelo fato de msgrat(q)
e sua inversa serem isometrias) que tanto f|sa¢(g) COMO sua expressao
em carta bilipschitz 7s|graf(g) © flgrat(g) © (id,g) : E® — E® possuem
a mesma constante de Lipschitz.

Ora, mas como o grafico de g é f—invariante,

Tslgrat(g)0fo(id, g) = (id, g) o[ f 1] 7 o[Mslgrar(g)) " = [ms0f 7 (id, 9)) .

Portanto, segue-se que

Lip(f|graf(g)) = Lip(rs o fo (id,g)) =
(pelo lema 3.27)

. 1. _ 1
Lip([rs o f~1(id, )] ") < o <b

Concluimos que nesse caso Lipschitz global, fgraf(s) ¢ uma con-
tragao, concluindo o item 3. Isto nos da que graf(g) estd contido no
espago estdvel de f. Para concluir que coincidem, seja © = (x4, x,,) €
E*(f), entdo x = f~"(yn), com (y,) limitada (y, = f(x) — 0,
quando n — +00), digamos, por um certo r,. Aplicando indutiva-
mente o lema 3.29 para y,, € E*(f) e 0 = g. Dali, obtemos que

2w = g(@s) | = llmuf ™" (yn) = g(ms ™" (yn))I| <
(@ +26)"[yny, = 9(yns)ll < (a +2€)"2ry,

o que implica que (x4, z,) = (s, g(xs)) e portanto E*(f) = graf(f).
O item 4 se deve ao fato de a transformacao de grafico depender
continuamente de f e do ponto fixo depender continuamente da con-
tragdo (vide obs. 2.21, na pédgina 32). Deixamos os detalhes como

exercicio para o leitor (Exercicios 7 e 8).
O

3.6 Programa de Calculo de projecoes es-
pectrais
Nessa secao, apresentamos um programa em linguagem C por nés

escrito que permite entrar uma matriz e uma regiao quadrada con-
tendo um possivel autovalor A de um operador A, com a finalidade de
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calcular, usando da teoria vista de Anélise complexa a projecao es-
pectral associada A. Note que a mesma regido funciona para calcular
a projecao espectral associada ao prolongamento de A com respeito
a operadores suficientemente préximos de A.

Para compilar o programa, deve-se digitar e salvar em uma mesma
pasta os quatro arquivos listados abaixo, e digitar em um terminal
(preferencialmente, linux):

gcc -o proj proj.c -1lm

Apés a listagem, temos uma figura com a tela de execucdo do
exemplo que demos na introdugao. Para quem preferir copiar e colar,
a listagem abaixo também se encontra no link:

https://groups.google.com/
forum/?fromgroups#!forum/funcoesdeoperador29cbm

/* Programa de Calculo de Projecoes Espectrais */
/* Arquivo principal: proj.c

*/

/* Autor: Augusto Armando de Castro Junior %/
/* Data: 15 de abril de 20183.

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

#ifndef real
#define real double

#endif
#ifndef PI
#define PI 3.1415926535897932384626433832795
#endif
struct complex{
real re;
real im;

char err=0;
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static struct complex zerc= {0.0, 0.0};
static struct complex umc= {1.0, 0.0};

struct complex somc(struct complex, struct complex);
struct complex subc(struct complex, struct complex);
struct complex mulc(struct complex, struct complex);
struct complex mulr(struct complex, real);

struct complex divc(struct complex, struct complex);
int igualc(struct complex zl, struct complex z2)
{return((zl.re= 2z2.re)&& (zl.im=— 2z2.im));}
#define atricl( z) (z)

struct complex atric2(real, real);

long curvaresolvente (struct complex *, int,int,struct complex *,long);
long geracurvafec (struct complex,struct complex,struct complex *,long);

#define TIPOCOMPLEX
#define TIPO struct complex
#include ”tipo.h”

#include "eqlin.c”

#include ”integra.c”

/* Numero de divisoes na integracao: x/

#define ITERA 640

/* dimensao (ao quadrado) mazrima das matrizes: x/
#define DIMAX2 36

int main (int argc, char xargv|[])

{

char xstr;

real pl, ql, p2, q2;

struct complex rl, zl, z2;

static struct complex mat| (2% ITERA+ 1)x DIMAX2],
matsai|[ ITERAx DIMAX2],

z[ ITERAx 2], s, s#sum;

int n, col, i, j, dimat;

long p;

if (arge < 6)
printf(

? Programa .%s \n” ,
argv[ 0]);
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printf(
"Uso: Jscozl . reczl . imoz2.re.z2.imodimomat [0]. re_mat [0].im ...\ n”,
argv [0]);
puts (”Onde:” );
puts(”zl.re,_zl.im:._coordenadas._do_centro._da_regiao”);
puts(”z2.re,.z2.im:_coordenadas.de_um_ponto._fora._da_regiao.”);
puts (”dim:_dimensao_do_espaco._em_que_a_matriz_atua”);

exit (0);

}
zl.re = atof(argv| 1]);
z1.im = atof(argv|[ 2]);
z2.re = atof(argv| 3]);
z2.im = atof(argv|[ 4]);
dimat = atoi(argv| 5]);

s= atric2 (0.0, 1.0/(2x PI));

if ((dimatx dimat)x 2 >= (argc— 5))
{
printf(
”? Numero._de_entradas.eh_menor_que._a._.dimensao %dx%d._.da_matriz” ,
dimat, dimat);
exit (—1);

for (i= 0, j= 6; i< (dimatx dimat); i++, j4+= 2)

mat|[ i].re= atof( argv[ j]);
mat|[ i].im= atof( argv|[ j+1]);

}

p= geracurvafec( zl, z2, z, ITERA);

curvaresolvente (mat, dimat, dimat, z, p);
integrc(&mat|[ (ITERA+ 1)% dimat* dimat], matsai,
&mat [dimat* dimat], z, dimatx dimat, p);

sum= &matsai| dimatx dimatx (p— 1)];
for (i= 0; i< dimatxdimat; i++)

{

sum|[ i]= mulc(sum| i], s);

}

printf(?”A_matriz_de_projecao.eh:._\n");
mostramatriz (sum, dimat, 0, O,
dimat, dimat, "%17 .4 {+_i%17.4f.");
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puts (”\nQue_as_forcas._cegas._se._domem, _da_luz._que_a_alma_tem!\n”);

struct complex atric2(real re, real im)

{

struct complex z;
Z.re= re;
z .im= im;

return(z);

}

struct complex mulc(struct complex zl, struct complex 2z2)

{

struct complex z;
z.re= zl.re*x z2.re — zl.im* z2.im;

z.im= zl.rex z2.im 4+ zl.im*x 2z2.re;

return(z);

}

struct complex mulr(struct complex zl, real r)

{

zl.rex= r;
zl.imx= r;

return(zl);

}

struct complex somc(struct complex zl, struct complex z2)
{

struct complex z;

z.re= zl.re + z2.re;

z.im= zl.im + z2.im;

return(z);

}

struct complex divc(struct complex zl, struct complex 2z2)
{

struct complex z;

real m= z2.rex z2.re+ z2.imx* z2.im;

if (m!= 0.0)

z2.re/= m,;
z2 .im/= —m;
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z.re= zl.rex z2.re — zl.imx*x 2z2.im;
z.im= zl.rex z2.im 4+ zl.imx z2.re;
return(z);

err= 1;
return (z2);

}

struct complex subc(struct complex zl, struct complex z2)

{
zl.re—= z2.re;
zl .im—= z2.im;
return(z1);

}

long geracurvafec (struct complex zl, struct complex z2,
struct complex *z, long p)
{

real rl1, r2, x, y;
int j, k, 1, m;

p—= p%4;

if (p<= 0)
return( 0);

rl= fabs(zl.re— z2.re);
r2= fabs(zl.im— z2.im);

rl= (rl>=r2)?r1/4.0:1r2/4.0;
r2= (8.0% rl)/(real)(p);

pt= 4;

for (j= 0, 1= p/4, k= (3xp)/4— 1, m= p— 1,
x= zl.re— rl, y= zl.im— rl;
x<= (zl.re+ rl);
xt+=r2, y+= r2, j++, l4+4+, k——, m——)

{

z[ j].re= z[ k].re= x;
z[ j].im= zl.im— rl;
z[ k].im= zl.im+ rl;

z[ 1].im= z[ m].im= y;
z[ 1].re= zl.re+ rl;
z[ m].re= zl.re— rl;
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for (;j<= (p/4); j++)

z[ j].re= zl.re+ rl;
z[ j].im= zl.im— rl;

}
for (;k>=p/2; k—)

z[ k].re= zl.re4 rl;
z[ k].im= zl.im+ rl;

}
for (;m>= (3*p)/4; m——)

z[ m].im= zl.im+ rl;
z[ m].re= zl.re— rl;

z[ p+ 1= z[ p]= z[ 0];
return( p);

}

long curvaresolvente (struct complex xmat, int col, int n,
struct complex xz, long p)
{

long i, j;
struct complex mataux|[ 256];

for (i= 1; i<= p; i++)
for (j= 0; j< n; j++)

memcpy(&mataux| j* 2% col],
&mat| j*x col], col* sizeof(struct complex));
mataux| j* 2% col+ j]= subc( mataux|[ jx 2x col+ j], z[ i— 1]);

}

invmatudo (mataux, col, &mat[i* nx col] );
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/*—— Arquivo tipo.h */
#ifdef TIPOREAL

#define SM(x, y) ((x)+ (v))
#define SB(x, y) ((x)— (v))
#define ML(x, y) ((x)x (v))
#define DV(x, y) ((x)/ (y))
#define AT(x, y) ((x)= (y))
#define ATR(x, y)  ((x)= (v))
#define IGUAL(x y) ((x)==(y))
#define MEN(x, y)  ((x)< (v))
#define MENI(x, y) ((x)<= (y))
#define TAM sizeof(real)
#define ZERO ((real)(0.))

#define UM ((re )(1.))

#define STR ”%8.31f.”

#define TIP(x) (x)

#endif

#ifdef TIPORACIONAL

#define SM(x, y) soma((x), (y))
#define SB(x, y) suba ((x), (y))
#define ML(x, y) mula((x), (y))
#define MIR(x, y) mula((x), aproxreal(y))
#define DV(x, y) divi ((x), (y))
#define AT(x, y) ((x)= (v))
#define ATR(x, y) (x)= atribl (y)
#define IGUAL(x, y) igual ((x), (y))
#define MEN(x, y) menor ((x), (yg)

#define MENI(x, y) menorigual (( (y))
#define TAM sizeof (struct racional)
#define STR ?%61d /%61d .7

#define TIP(x) aproxreal (x)

#define ZERO zera

#define UM  uma

#endif

#ifdef TIPOCOMPLEX

91
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#define SM(x, y) somc ((x), (v))
#define SB(x, y) subc ((x), (y))
#define ML(x, y) mulc ((x), (y))
#define MIR(x, y) mulr((x), (y))
#define DV(x, y) dive ((x), (v))
#define AT(x, y) ()= (v))

#define ATR(x, y) (x)= atricl(y)
#define IGUAL(x, y) igualc((x), (y))
#define TAM sizeof (struct complex)
#define STR  "%lf+.1i %1f”

#define TIP(x) atric2((x), 0.0)

#define ZERO zerc

#define UM umec

#endif
/¥ Arquivo eqlin.c ————x/
#define SIST (i, j) s[(i) = ((col)+1) + j]

int escalatudo (TIPO *s, TIPO *x, int imax, int col)
{

int jaux, iaux, indx;
int ct=0, i, j, k, kant, n, tm;
TIPO sii, m;

n= (imax< col)?imax: col;

for (i= k= kant= 0; i< n; i++)

{

indx= i;
ATR(sii , ZERO);
do{

for (iaux= i; laux< imax; iaux++)
if ( !'(IGUAL(s[ iauxx* col+ i+ k], ZERO ) ))

ATR(sii, s[ iauxx* col4+ i+ k]);
indx= iaux;

break;

}
if (IGUAL(sii, ZERO))
k-t
}while ((IGUAL(sii, ZERO)) && ((i+ k)< col));
if (k != kant)
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ct++;
kant= k;

}

if ( !IGUAL(sii, ZERO) )

{
if ( indx != 1 )

tm=(col — (i+k))=* TAM;
memcpy ((char x)x,

(char x)&s[indx* col+ i+ k], tm);
memcpy ((char *)&s[indx* col+ i+ k],

(char *)&s[ i*x col4+ i+ k],tm);
memcpy ((char *)&s[ix (col+ 1)+ k],

(char x)x, tm);
}

for (iaux= i+ 1;iaux< imax; iaux++)

m= DV(s [ iauxx* col+ i+ k],sii);
for (jaux= i; jaux< col; jaux++)
ATR(s[iaux* col+ jaux],
SB(s[iaux* col4+ jaux],
ML(s[i* col+ jaux],m)));

return( ct);

TIPO detudo (TIPO x*s, int col)
{

int jaux, iaux, indx;
int ct=0, i, j, tm;
TIPO sii, m, muda, x[ 2048];

ATR(muda, UM);

for (i= 0; i< col; i++)
{
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ATR(sii, ZERO);
for (iaux= i; iaux< col; iaux++)
if ( !'IGUAL(s[ iaux* col+ i], ZERO ) )
{

ATR(sii, s[ iaux* col4+ i]);
indx= iaux;
break;

}

if ( IGUAL(sii, ZERO) )
ct++;

else
{
if (indx != 1 )

ATR(muda, SB(ZERO, muda));
tm=(col — i)x TAM;
memcpy ((char x)x,

(char #*)&s[indxx* col+ i], tm);
memcpy ((char #)&s[indx* col+ i],

(char *)&s[ i* col+ i], tm);
memcpy ((char *)&s[ix (col+ 1)],

(char *)x, tm);
}

for (iaux= i+ 1;iaux< col; iaux++)
m= DV(s[ iauxx* col4+ 1], sii);
for (jaux= i; jaux< col; jaux++)
ATR(s[iaux* col+ jaux],

SB(s[iaux#* col+ jaux],
ML(s[i* col+ jaux], m)));

}
for (i= 0; i< col; i++)

ATR(muda, ML(muda, s[ i*x (col+ 1)]));
}

return( muda);
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int eqlinudo (TIPO xs, int col, TIPO x*x)

{
int imax= col— 1, ct= 0, i, j;
TIPO aux ;
ct= escalatudo (s, x, imax, col+ 1);
if ( IGUAL(SIST (imax, imax), ZERO))
return(++ct );
for (i= imax; i >= 0; i—)
ATR(aux, ZERO);
for (j= i+ 1; j <= imax; j++)
ATR(aux, SB(aux, ML(SIST(i, j) , x[ j])));
ATR(x| i], DV(SM( aux, SIST(i, col) ),SIST(i, i)));
return (0);
}
/ */
/* funcao int invmatudo () */
/4 */
/% Objetivo: Inverter uma matriz. */
2 v/

int invmatudo (TIPO *s, int col, TIPO xsinv)

{

int i, j, k, imax= col;
TIPO aux, dl, d2;

if (col= 2)

{
aux= sinv|[ 0]= s[ 0];
sinv| 1]= s[ 1];
sinv [ 2]= s[ 4];
sinv| 3]= s[ 5];

dl= ML(aux, sinv][ 3]);

d2= ML(sinv|[ 1], sinv][ 2]);
dl= SB(d1l, d2);

if (IGUAL(d1, ZERO))

puts (”matriz_nao_inversivel”);
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return( 1);

sinv [ 0]= DV(sinv][ 3],
sinv [ 3]= DV(aux, dl);
dl= SB(ZERO, dl);
sinv [ 1]= DV(sinv[ 1], dl1);
sinv|[ 2]= DV(sinv][ 2], dl)
return( 0);

}

for (i= 0; i< col; i++)
{
for (j= 0; j< i; j++)
s[ (i*x 2 4+ 1)x col+ j]= s[ (j* 2 + 1)x col+ i]= ZERO;

for (i= 0; i< col; i++)
s[ (i*x 2+ 1) * col + i]= UM;

if (escalatudo(s, sinv, imax, 2% col) )
return( 0);

for (i= imax— 1; i >= 0; i—)
{
aux= s[i*x 2% col+ i];
for (j= i; j< 2% col; j++)
sinv [ix (col—=1)+ j]= s[ i* 2% col+ j]= DV(s[ i*x 2% col+ j], aux);
for (k= i— 1; k>= 0; k—)

aux= s [kx 2% col+ i];
for (j= col; j< 2% col; j++)

s[k* 2% col4+ jl= SB(s[kx 2% col+ j], ML(aux, s[i% 2x col4+ j]));
}

nao escalona duas vezes s, ja sai com sinv ——x/

/o
}

}

for (i= 0; i< col; i++4)
r (j= 0; j< col; j++)
{

sinv [ix col+ j]=

s[ ix 2% col+ col + j];
s[i*x 2% col4+ j]= (i=

i) 7UM: ZERO;
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return( 1);

int mostramatriz (TIPO s, int col, int lini,

int colini ,

int nl, int ncol, char xstr)

{

int i, j;

int Ifim= lini+ nl, colfim= colini+ ncol;

for (i= lini; i< Ilfim; i++)

putchar(’]’);

for (j= colini; j< colfim; j++)
printf(str, s[ix col+ j]);

puts (7 [”);

return(nlx ncol);

}

/+—— Arquivo integra.c ————x/

#define GAUX(i, j) gaux[(i)* (n) + (j)]
#ifdef GRAFICO

#define G(i, j) g[(i)*x (n+ 1) + (j+ 1)]
#define GX( i) g[(i)*x (nt+ 1)]

#else

#define G(i, j) g[(i)* (n) + (j)]
#endif

#ifndef TIPO
#define TIPO real
#endif

/* Integracao por Trapezio */

TIPO integr(real xa,real x,TIPO xya,TIPO xg,
TIPO xgaux,int n,long p)

{
long k, 1;
TIPO sum;

real r= (x— xa)/(real)(p), rr= fabs( r)/2.0;

97



98 [CAP. 3: FUNGCOES DE OPERADOR

for (k= 0; k< n; k++)

GAUX(p+1, k)= ZERO;
for (G(0, k)= sum= ya[ k], l= 0; 1< p; 1++4)

sum= SM(sum, MLR(SM(GAUX(1, k) , GAUX(1+ 1, k)), rr));
G(14+ 1, k)= sum;

}
}

return( sum);

}

/% Integracao Curvilinea (real ou complezxa) tipo Trapezio x/

TIPO integrc( TIPO xya, TIPO xg,
TIPO xgaux, TIPO *curv,int n,long p)
{

long k, 1;
TIPO sum;
for (k= 0; k< n; k++)
{
GAUX(p+ 1, k)= GAUX(p, k)= GAUX(p— 1, k);

for (G(0, k)= sum= ya[ k], l= 0; 1< p; 1+4)

sum= SM(sum, ML(MLR(SM(GAUX(1, k) , GAUX(1+ 1, k)), 0.5)
SB(curv|[ 1+1], curv| 1]))

G(14+ 1, k)= sum;
}
}

return( sum);
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800 Terminal — bash — 58x18

99

macbook-pro-de-armando-castro-3:mat armando$ ./proj
Programa ./proj
Uso: ./proj <centro.re centro.im> <periferia.re periferia
.im> <dimmats> mat[ @].re mat[ @].im
macbook-pro-de-armando-castro-3:mat armando$ ./proj 0.40 @
3.50.023.00.01.62.00.00.0 0.5 0.0
A matriz de projecao eh:
| ©.9000+ 1-0.0000 -0.4000+ 1 0.0000 |
| 0.0000+ 1 0.0000 1.0000+ 1 0.0000 |

Que as forgas cegas se domem, da luz que a alma tem!

macbook-pro-de-armando-castro-3:mat armando$ l

Exemplos de uso do programa proj, entre o quais se vé o da Introdugao deste livro.

Vide: https://groups.google.com/forum/?fromgroups#!forum/funcoesdeoperador29cbm
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3.7 Exercicios

1. Prove que se M é espago métrico compacto, entdo (k(M),dg)
é ele mesmo um espago métrico compacto.

2. Mostre que o operador T, := T + %A definido em 3.24, na
pagina 75, é invertivel, possui norma menor ou igual a 1 e o
raio espectral de sua inversa ¢é 1

3. Mostre que se o resolvente de um operador A estd definido sobre
uma curva compacta C, entdo existe uma vizinhanca V' € L(E)
de A, em que o mesmo ocorre para todo operador em V.

4. Seja p(x) = ag + a1 + -+ + ap_12" "1 + 2" um polinémio
moénico de grau n e seja U um aberto com fronteira regular
tal exista uma tnica raiz Ay de p contida em U, e esta possua
multiplicidade 1. (Vide o exercicio 13 da pagina 57, para ver
um método factivel de como saber se uma regiao U contém uma
tal raiz em seu interior ). Seja A a matriz companheira de p,
isto é, a matriz

0 0 —ao

1 —aq
A= 0 5

. “ee 1 0 —Qp—2

0 ... 1 —Anp—1

cujo polinémio caracteristico é justamente p(x). Considere a

matriz )
Iy, .= — 2l — A)7Ldz.
MU om aU( )
Mostre que qualquer coluna v nao nula de II;, é um autovetor
de A. Seja entdo w := A -v. Se v; é alguma entrada nao nula

de v conclua que A\ = w;/v;.
Isso nos dd uma maneira efetiva, embora onerosa do ponto de

vista computacional, de calcular raizes de polinémios.

5. Mostre que um subespago fechado se escreve como um gréfico
de uma aplicacao de Fy em F; esta € unica, linear e continua.
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6. Mostre que a colecao de subespacos
& :={E;F C E é grafico de alguma 6 € L(E, 1)}
é um espago métrico completo com a métrica
d(E, E) := Lip(3,9)-

7. Mostre que a aplicacdo I' : B(T,r) C L(E) — C°(L1(E*, E%);
Ly (E*, E*)) dada por

L)) =Tp-1()
é continua.

8. Mostre que a aplicacdo que a f € B(T,r) atribui o ponto fixo
de I'y—1 é continua.



Capitulo 4

O Operador Adjunto e
seu Espectro

Seja E um espaco vetorial normado. O espa¢o dual de E, denotado
por E*, é o espago vetorial dado por

R, . . .
E* :={1: E — ¢;1 é funcional linear continuo.}

E claro que devido as completudes de R e C, E* é sempre um espago
de Banach com a norma do operador:

[ellop == sup  {la()[}
2€E, ||z =1

Se FE ¢ um outro espaco normado, e A € [Z(E,E), entao dado
7 € E*, podemos definir um funcional linear A*(j) € E* por:

A*(9)(x) = g0 A(z),Vz € E.

Note que a aplicacao A* : E* — E* dada por 7 +— A*(y) é, ela mesma,
linear, denominada a adjunta de A.

Proposigao 4.1. (Propriedades do Operador Adjunto) A apli-
cagdo * : L(E,F) — L(E*, E*) que a cada A € L(E, F) atribui seu
adjunto A* € um isomorfismo isométrico linear tal que valem
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a) (TA)* = A*T*, YA € L(E,E),T € L(E, E);

b) se A possui uma inversa limitada, A* também o possui e (A*) ™! =
(A=Y)*; em particular, se E = E, temos sp(A) D sp(A*).

¢) x € continua na topologia uniforme (da norma do operador). Se E
for reflexivo, x também é continua na topologia fraca no espago
de aplicacdes lineares, mas o € na topologia forte se e s6 se, E
possui dimensdo finita.

Prova: x é claramente linear, e isometria:

1Al zg,5) = sup [A(@)]| = sup — sup [I(A(z)| =
Izl <1 lzll<1 1B JlUjI<1

sup  sup [(A")(z)| = sup [|A*()]| = [|A7.
lI<1zel,|)<1 <1
A segunda igualdade acima deve-se, claro, ao Teorema de Hahn-
Banach.
Agora, seja | € E*; temos portanto que

(TA)* () (z) = T A(x)) = (A*(loT))(x) = (AT (1)) (2)-

Da defini¢ao de x*, é facil ver que (Ig)* = Ig-.
Da propriedade a), temos
Ip. = (Ip)x = (Ao A7) = (A7) 0 A),
analogamente para Ig- no lugar de /., concluimos b).
Por ser isometria, é claro que * é continuaA na norma do operador.
Dados A,, — A na topologia fraca de L(E, E), temos fixado | € E*
que

(An" (D) (@) = I(An(2)) — 1(A(2)) = (A" (D) (=),

implicando que (A4,)*(1) converge a A*(I) na topologia fraca-* de E*,
a qual é igual a topologia fraca de E*, por E ser reflexivo. Temos
portanto que A,* — A* na topologia fraca de L(E, E)

Para vermos que em dimensao infinita, seja T, atuando em ¢;(N)
dado por

Tn((ala az, ... )) = (a7L+17a7L+27 .- )
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Note que T,, tem como adjunto o deslocamento de n a direita em
¢~ (N), dado por

(Tn)*((al,(lg,...)) = (0,...07(11,(12,...)

De fato, dadas sequéncias (a;) e (b;) respectivamente em ¢;(N) e
?5(N) temos

“+o0 “+o0 “+oo “+o0
S Ta(a)libs =D ajenbj = > ajbjn =Y a;[(Tn)*((b;))];
j=1 j=1 j=n+1 j=1

Claramente, T,, — 0 na topologia forte de ¢;(N), mas tal nao
ocorre com (T},)*. Sabemos que todo espaco de Banach separdvel é
isomorfo a algum espago quociente de ¢1(N), e daf é facil construir
exemplo andlogo em qualquer espago de Banach separavel. Dado
um espago de Banach E de dimensao infinita qualquer, tomando um
conjunto enumerdvel linearmente independente e o fecho de seu su-
bespago gerado, obtemos um subespagco E C E fechado e separével,
no qual podemos definir aplicagoes como acima, que depois estende-
mos ao espaco inteiro. O que demonstra que quando a dimensao é
infinita, * nao é continua na topologia forte.

O

Embora a definicao acima seja bastante geral, nos restringiremos
nessa secao a estudar operadores definidos em espagos vetoriais nor-
mados cuja norma || - | provém de um produto interno < -,- >, via
a férmula usual |jv|| = /< v,v >,Vv € E. Veremos que nesse caso,
a definicao do operador adjunto é ligeiramente diferente, pois faz uso
do isomorfismo sesquilinear existente entre o espago E e seu dual
dado pelo Lema de Riesz. Para explicarmos melhor como isso se da,
comecamos por lembrar a seguir algumas definigoes e fatos referentes
a tais espacos:

Definicao 4.2. (Espaco de Hilbert.) Um espago vetorial normado
FE é dito um espaco de Hilbert se sua norma provém de um produto
interno e se ele é completo.

Definicao 4.3. (Espago AOrtogonal.) Seja EF um espago dotado
de um produto interno e E um subespaco vetorial de E. O espaco
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ortogonal a E, denotado por E+ ¢ definido como:
Et ={veE;<iv>=0,VieE}

Claramente EL ¢ um subespaco vetorial fechado de E e temos
E=E® Lt

Definicao 4.4. (Base Ortonormal.) Seja E um espago vetorial
dotado de produto interno. Uma base ortonormal é um conjunto
8 C E tal que valem [jv] = 1,Yv € 3, < v,w >= 0,Yo,w € [,
com v # w e finalmente, dado = € F existem escalares nao nulos
Q1yeeeyQpyee. €U],...,0p, - € F satisfazendo

0o
Tr = E Oéj’l)j.
Jj=1

Outra definicao util em espagos dotados de produto interno:

Definicao 4.5. (Subespago ortogonall) Seja E um espaco ve-
torial munido de um produto interno e 2 C E um seu subespaco
vetorial. O espaco ortogonal de E é o conjunto:

Et ={z e E,<z,0>=0V0c E},
o qual claramente é um subespaco vetorial de E.

O préximo exemplo mostra que em um espaco vetorial dotado com
um produto interno, mas nao completo, podemos ter um subespaco
fechado cujo espago ortogonal é trivial.

Exemplo 4.6. Seja E = (C°([0,1];R), < -,- >) o espago das fungdes
continuas com dominio no intervalo [0, 1], dotado do produto interno
< f,g >= fol f(t) - g(t)dt. Seja (gn),gn € E uma sequéncia de
Cauchy em E sem limite em E. Por exemplo, tome

0, parat €[0,1/2—1/(n+ 1)];
o )124(t—1/2)-(n+1)/2, set € (1/2—1/(n+1),
Gn = 1/241/(n+1));
1, parat € [1/2+1/(n+1),1].
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Dal, defina o funcional linear g : F — R por:
g(f) == lim < f,g, >Vf €E.
n—oo

E facil de verificar que g é continuo. De fato, se f; € E, f; — 0,
temos:

Jim [(/,) < lim_ T 19| < lim 155 =0,

sendo a primeira desigualdade devido a Cauchy-Schwarz, e a seguinte
porque a sequéncia (g, ) é limitada (com norma menor do que 1, em
nosso caso especifico). Considere £ = ker(§). Como § é continuo,
segue-se que E ¢ fechado em E. Note que qualquer fungao continua
f:[0,1] — R que se anule em [1/2,1] pertence a E, o que mostra
que esse espago nao ¢ trivial. Por outro lado, E # E, uma vez que
qualquer funcdo continua f : [0,1] — R tal que f(¢) > 0,Vt € (1/2,1)
nao est4 contida em E. Contudo, B+ = {0}. Tal ¢ demonstrado, em
grande generalidade, na préxima proposicao.

Proposigao 4.7. Seja E um espaco vetorial dotado de um produto
interno, (gn), gn € E uma sequéncia de Cauchy ndo convergente em
E e g: E— R o funcional linear dado por

g(x) = lim <z, g, >.

n—oo

FEntao:

e § € continuo;
o £ = ker(g) € um subespago fechado (em E) préprio de E;
o Bt ={0}.

Prova: A prova dos dois primeiros itens é andloga aos argumentos
ja vistos no exemplo acima. Para o ultimo item, procedamos por
absurdo.

De fato, se um vetor w # 0 pertencesse a EL, poderiamos escrever
qualquer vetor v em E como v = v— < v,w > w/|w|*+ < v,w >
w/||wl|?. Ora,

<v,w > <v,w >

<V— —/—— W, w >=<v,w > ———— < w,w >= 0,
[lw]|? < w,w >
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o que implica que v— < v,w > w/|w|?® € (EX)t = E, pois E ¢
fechado em E. Nao héd perda em normalizar w, isto é, supor que
[lw] = 1. Afirmamos que w realiza a norma de §. De fato, se v € E
é outro vetor de norma 1, nao colinear a w, vimos acima que v =
v— 0+ < v,w > w, com ¥ € ker(§). Dai,

9(0)] = 19(0)+ < v,w > g(w)| = | <v,w > [[|g(w)] <

(aplicando Cauchy-Schwarz em sua forma estrita, e supondo sem

perda g # 0)

[olllwlllg(w)ll = llg(w)ll,
o que implica que ||g|| = ||§(w)]|, como afirmamos. Observe ainda
que ||g]| = lim,— oo ||gn|l- De fato,

< s > .
hm lgn|l = lim SGmdn 2 _ lim < gin,gn >>

n—00 /< Gn, gn > n—0oo V<9n,Gn > -

(novamente, por Cauchy-Schwarz)
lim < w, g, >=g(w)| = [|g]].
n—oo

Para a outra desigualdade, comegamos por observar que para cada
J € N, vale §(g;/llg;1) = limp—oo < g;/1l9jll, 9n >< ||g]]. Por outro
lado, como g, é de Cauchy, ela é limitada, digamos, com norma
acotada por M > 0 e ainda como g,, /4 0, dado € > 0, existe ng € N
tal que

s | < /M. ¥j.n > no.
gl Hgn\l
Isso implica que
9j In
| < ygn > — < g > | < || |M < €,¥j,n > ng,
llg;ll gl HgJH Hgn\l

e por conseguinte, lim, . /< gn, gn > = lim;_. §(g;) < ||4]|-
Desse modo,

< Ggn,Ww > < gn,w >
s W, gy — W > =

lim < g, — e

n—oo [[wl|?

= lim < gn— < gn,w > w, g, > =

n—oo
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= lim < gn,gn > — << gn,w > w, gy > =
n—oo
= lim <gn,gn > = <gn,w>* =l3]* = g(w)|* =0.

Dai, concluimos que existe lim, ..o gn, € este seria um multiplo
nao nulo de w, o que contradiz a hipdtese de que a sequéncia g, nao
converge em FE. O

E bastante facil ver que dado um espaco vetorial £ munido com
um produto interno e um seu subespaco vetorial de dimensao finita
EC E, temos E = E @ E+. Para tal, basta ver que dado v € F,
existe um ponto oE que minimiza a distancia entre v e E, e que
v—1b e EL (vide exercicio 1)..

Usaremos isto no préximo

Lema 4.8. (Identidade de Parseval Fraca, ou Teorema de

Pitdgoras.) Seja E um espago vetorial com produto interno e seja

ECEFE um subespago vetorial de dimensao finita, o qual dotamos do

produto interno oriundo de E. Suponha que [? = {01,...,0,} seja

uma base ortonormal de E. Entao, dado v € F, este se escreve de

maneira inica como v = o101+ - - + apOp + 05, onde 61 =< v, 01 >
LGy =< v, 0, > e 0t € EL, valendo

n

vl = Zlagl + ot

Em particular, vale ||v]|? > Zj’;l lovj|2.

Prova: Como E tem dimensao finita, em particular é fechado
em E, implicando que £ = E & EtL Assim, dado v € E, podemos
escrever v = 0+0+, com 0 € E e ot € E+. Ademais, ¥ = Z;;l oy,
com

j =< 9,0 >=< 0+ 0T, 0; >=< v,0; >,

devido a ortogonalidade existente entre 91 e v;.

Finalmente, temos

n n
<v,v >=< Zajf}j + @J‘,ZO{]‘@]’ + ot >=
Jj=1 Jj=1
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(devido as relagoes de ortogonalidade existentes entre os diversos ve-
tores 0y, ... 0, e 1)

n n
Dol < 05,85 >+ <00t >= (O lay?) + [0t
j=1 j=1

O

Observagao 4.9. Note que a prova acima pode ser facilmente adap-
tada para o caso em que F seja somente completo, ndo necessaria-
mente de dimensao finita (exercicio 2).

Lema 4.10. Seja E um espago de Hilbert e seja E:’ C E um subespago
fechado préprio. Entdo, dado v ¢ E, existe v € F tal que

inf {[jo — 2|} = [lv — o]
TelR

Ademais, v — 0 = w € E+, o que implica que B+ # {0}.

Prova: Seja § = inf,_g{l[v — Z[|}. Seja (&;),2; € E uma
sequéncia que minimiza a distancia entre v e E. Nao ha perda em
supor que ||z; — v|| < 2§ + 1 para uma tal sequéncia minimizante.
Comecemos mostrando que < x; — v, > converge uniformemente a
zero, para & € E € B(0, ||v]| + 26 + 1).

De fato, para o € R (ou C, se o espago for complexo), temos:

62 << (v—1j) +a, (v—1z;) + ai >&
<< (v—1;),(v—1zj) >+ < (v—1j), a8 >+
+ < ag, (v—x;) > +|d? < &,4 >&
(Fazendo o = r < (v — x;), & >, onde r € R é qualquer, obtemos:)
82 << (v—1m;), (v —zj) > +2r| <v—1;,3 > *+
+r?| < v —x;,% > *||2]%,Vr eR, &
<< (v—1;),(v—x;) > +r2+7|2)|?)] <v—z42 > 2 VreR.
Tomando r < 0, |7|(||v]] + 20 + 1) < 1 temos que

<< (v—xj),(v—1m;) > +r| <v—wx;,5 > |% (4.1)
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Seja € > 0 dado. Tome |r| < €2 e seja jo tal que
| < (v =), (v—1zj) > =62 < r*,Vj > jo.

Tal implica que
| <v—x;,2>]<e,

ou a desigualdade 4.1 nao seria satisfeita.
Mostremos que (z;) é de Cauchy. De fato,

0 < |lzj—2m|® =< Tj =T, Tj—Tn, >=< T —V+V =Ty, Tj — Ty >=

<ZTj —0,T5 =T > — < Ty — UV, Tj — Ty >
N—_——
=2€k

converge a zero quando j, m — +oo, pela parte inicialmente provada
neste lema.

Conclufmos que (z;) é de Cauchy, e como a sequéncia minimizante
tomada é arbitréria, concluimos (por argumento canénico de Anélise)
que toda sequéncia minimizante possui o mesmo limite, digamos 0 €

E. Como v ¢ E, segue-se que w = v — % # 0. Como limj 40 <

v—u1z;,& > 0, V& € E, concluimos da continuidade do produto
interno que w € E+. O

Observagao 4.11. Note que é imediato do lema acima que se E é um
espago de Hilbert e F é um seu subespago fechado, entao E = EaoFE+.
A mesma prova serve para mostrar que se E é um espago vetorial
dotado de produto interno (ndo necessariamente completo) e E éum
subespaco vetorial completo de E, entao também vale £ = Eao Bt

Teorema 4.12. (Representacao de Riesz.) Seja E um espago de
Hilbert. Entao, dado um funcional linear continuo f € E*, existe um
dnico w € E tal que f(x) =< z,w >, Vax € E.

~ Prova: Suponha que f # 0, pois este caso é imediato. Seja
E = ker(f). Como f é continuo, E é fechado em E. Pelo lema
anterior, ker(f)+ # {0}. Seja @ # 0 um vetor em ker(f)+ tal que

fw) =1, e seja w := w/ < w,w >. Dai, dado v € E, escrevendo
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v=(v- <v,W >w <ww >+ < v,w > W, éclaro que v =
(v—<v,0 >/ <, >) € ker(f), temos:

. - . - <v,W > ,, .
v)=JfW)Hf(<v,w>w/ <ww >)=——Ff(w) =<<v,w >.
F0) = FO)+H(< 0,0 > 0 <6, >) = S22 f(i) =< v
Finalmente, para vermos a unicidade, basta aplicarmos mais uma
vez 0 lema: w e z sdo tais que f(v) =< v,w >=< v,z >,Yv € E|

entao vale:
<v,w>=<v,z2>Yw e FE&S<v,z—w>=

=0,YweE & z—we EL={0},

implicando que z = w. O

Corolario 4.13. Seja E um espaco de Hilbert. Entdo a aplica¢do
F: FE — E* dada por

Fw) =< -,w >,

é um isomorfismo (sesqui)linear isométrico de E em E*. O

Observagao 4.14. (Representacao dos funcionais lineares em E*,
quando F é espago vetorial com produto interno, nao necessaria-
mente completo.) Seja E um espago vetorial dotado de um produto

. R . . , .
interno, e f : E — ¢ um funcional linear continuo. Entao, pelo
teorema de extensdo de operadores lineares (o conhecido B.L.T.), o

. . . . ~ , ;7 R
funcional linear f possui uma tnica extensao continua f : £ — ¢,

o ;. & R
onde E é o completamento de E. Analogamente, dado f : F — ¢ um
funcional linear continuo, sua restrigao a E determina um tnico fun-

cional continuo f: F — %. Em ambos os casos, como F é denso em
E, obtemos que ||f|| = ||f]|. Isso implica que E* é isometricamente
isomorfo a E*, via aplicacao F : E* — E* dada por F(f) = f, em
que f é a tunica extensao continua de um funcional f com dominio
em E ao completamento E. Ora, do Teorema de Representacio de
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Riesz, temos que qualquer funcional linear continuo f (definido no
espago de Hilbert E, completamento de F) é da forma:

f(z) =< &,w >,Vi € E,

onde w € E ¢ um vetor constante, unicamente determinado por f.
Ora, se f = F~1(f), entdo f = f|g. Em particular, tomando-se uma
sequéncia w, — w, onde w, € E, é claro que para = € E vale
f(z) = f(w) =< 2,0 >= lim < z,w, >,
n—oo

o que nos fornece uma representagio (nao unica) para os funcionais
lineares em F, simplesmente em termos de sequéncias em F.

A mais importante conclusdo a que chegamos a partir da ob-
servagao acima é que embora nem todo funcional linear em E* (quando
E nao é completo) possa ter uma representagio do tipo f(x) =<
z,w >, Vo € E, com w € E, vetor constante, mesmo assim, os funci-
onais desse tipo podem ser usados para aproximar qualquer funcional
em E*, pois formam um subconjunto denso de E*. Desse modo, es-
tamos aptos a fazer a seguinte:

Definigao 4.15. (Operador Adjunto em Espagos vetoriais com
produto interno.) Seja A : E — E um operador linear continuo,
definido no espaco vetorial E, dotado de produto interno < -,- >. O
adjunto, se existir, de A é o unico operador linear A* : E — E dado
por:

<A-z,y>=<uz,A"-y>Vr,yeE.

Exemplo 4.16. Seja F = (C°([-1,1];C),< -,- >) o espaco das
fungoes continuas com dominio no intervalo [0, 1], dotado do pro-
duto interno < f,g >:= fol f(@t) - gt)dt. Seja (gn),gn € E uma
sequéncia de Cauchy em FE, normalizada, sem limite em F. Vamos
definir uma aplicagcgdo A : E — E tal que A* nao esteja definido.
Seja p1,p2,... a base ortonormal de E dada pela normalizagdo dos
polinémios de Legendre. Seja y € E vetor nao nulo fixado. Defina
A(p;) == lim, <5;’z”> y Dal,

pjvgn
< A >= lim ————— Vp,,
(pi),y niee <y y > pj
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e portanto, A*(y)(-) = lim,,—o < -, gn >, OU seja, ndo existe w € F
tal que < A(z),y >=<z,A*(y) >.

Compare a defini¢ao acima com a de operador adjunto em espagos
normados. No caso de espagos vetoriais dotados com produto interno,
identificamos F com seu mergulho em E*. Com isso, temos que
em espacos dotados de produto interno, tanto o operador como seu
adjunto atuam no mesmo dominio, F.

Propriedades importantes acerca do espectro de operadores auto-
adjuntos sao assinaladas na proxima proposi¢ao:

Proposicao 4.17. (Propriedades do Operador Adjunto) Dado
um operador A : E — E em um espaco de Hilbert complexo E, temos
que

sp(A) = sp(A*)

Prova: Note que o adjunto Hilbertiano é definido de maneira um
pouco diferente do de Banach. De fato, temos que

<zy>=< (A-A)A-A) " (2),y >=< Qz—A(x)) ,y >=

<z,(\e—A@) "V Oy — A (y) >, Va,y € E,

implicando (Mutatis Mutandis) que (Az — A(z))~'" = Ay — A*).
Permutando os papéis de A e seu adjunto, obtemos que o conjunto
resolvente de um é o conjugado do outro, o mesmo valendo para seus
espectros. L]

A despeito de toda a teoria abstrata vista até agora, a grande
motivagao e utilidade de se considerar operadores adjuntos reside na
préxima importante

Proposicao 4.18. Seja A : H — H um operador linear limitado
com dominio em um espago de Hilbert H. Entdo ker(A) = ran(A*)+
e ran(A) = ker(A*)*.

Prova: Dado v € ker(A) e w € H qualquer, temos:

< v, A% (w) >=< A(v),w >=0,
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e portanto a imagem de A* é perpendicular ao ker(A), e reciproca-
mente, dado v € ran(A*)1, temos que

0=<v,A"(w) >=< A(v),w >,Vw € H,

e portanto A(v) = 0, isto é, v € ker(A).
Por outro lado, como A** = A, do que recém provamos temos que
ker(A*) = ran(A*)* e portanto ker(A*)+ = ran(A*)J-L = ran(A*).
O

Pensando no contexto de dimensao finita, lembramos que parte
da dificuldade em obtermos uma forma de Jordan diagonal em geral
consiste em que ker(A — AI) e ran(A — A\I) ndo sdo em geral espagos
complementares podendo ter intersec cao nao trivial. Tais espagos
sdo invariantes para A, tém dimensdo complementar, mas podem
néo estar em soma direta. A proposicao anterior no permite obter um
espago complementar a ker(A — AI'), embora em geral nao invariante
por A, se A # A*. Mesmo assim, o fato do aplicagao de passar ao
adjunto ser um isomorfismo, nos permite até em dimensao infinita
levar e trazer calculos funcionais de um operador para o seu adjunto
e vice-versa. Tal sera explorado de maneira muito esperta na préxima
secao, na prova de uma versao aprimorada do Teorema Ergddico de
Von Neumann. Por outro lado, quando A = A*, e a dimensao for
finita, a proposi¢ao anterior nos da que ker(A — AI) e ran(A — AI)
estdo em soma direta, e a mesma prova da Forma de Jordan nos
dd que A é diagonalizdvel. Tal é provado, em maior generalidade
inclusive, no Apéndice do livro.

Um operador A tal que A = A* é dito auto-adjunto.

Proposicao 4.19. Seja E um espago dotado de produto interno e
seja A : E — E um operador auto-adjunto. Entdo qualquer (possivel)
autovalor de A pertence a R. Ademais, se v1 e va sdo autovetores
correspondentes a autovalores A1 # Ao, entdo sao ortogonais.

Prova: Suponha que X € C seja um autovalor de A.
Temos, portanto:

A< 0,0 >=<D,\0 >=< 0, AD >=
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(pois A é auto-adjunta)
<AD T >=< A0, 0 >=A< 0,0 > .

Como 7 # 0, segue-se que A\ = \, ou seja, A € R.
Finalmente,

A1 < 01,09 >=< Avy, v >=< vy, Avg >= o < 1,02 > =
A1# A2

< vy,v9 >=0,

ou seja, v1 e vy sao ortogonais se sao autovetores associados a auto-
valores distintos.
O

Observagao 4.20. E fato que se A é um operador linear auto ad-
junto, entao seu espectro esta contido em R.

4.1 Aplicagao: generalizando o Teorema
de von Neumann

Vimos no capitulo anterior que se o raio espectral de um operador
A € L(E) é estritamente menor que 1, entdo a norma de A™ converge
exponencialmente rdpido para zero. Em particular, A™(v) converge a
zero para qualquer vetor v € E. Nessa secao, pretendemos estudar o
que podemos dizer sobre a sequéncia (A™(v)),v # 0 quando n — +o0
no caso em que o raio espectral é menor ou igual a 1. Serd que tal
sequéncia possui limite em algum sentido? Os préximos exemplos nos
indicam que hipéteses adicionais sdo necessarias para que o limite de
tal sequéncia exista & Césaro, o que tende em geral a ser o maximo
que podemos esperar.

Exemplo 4.21. Seja A € £(R?) a aplicagdo linear cuja matriz na
base canonica é dada por
1 1
am (1)
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n._ (1 mn
A ._<O 1)

Desse modo, vemos que para v = (0,1), A"(v) = (n,1), a qual con-
verge a infinito com velocidade polinomial.

Do capitulo 1 temos que

Exemplo 4.22. Seja A € L(R?) a aplicagdo linear cuja matriz na
base canonica é dada por

que corresponde a rotagdo de 7/3. Ora, tal implica que todo ponto
nao nulo é periédico de periodo minimo igual a 6. Portanto, a
sequéncia (A™(v)),v # 0 é periddica, ndo convergindo quando n —
+00.

Note no segundo exemplo que, embora a sequéncia nao convirja
sua média converge a Cesaro, ou seja, as médias,

| N1
¥ AW
n=0
convergem, quando N — 4o00. (No exemplo em questdo, convergem

para zero).

Exemplo 4.23. Seja £? o espaco de Hilbert das sequéncias quadrado
somaveis de nimeros complexos, e considere A : {2 — ¢? dada por

A((x1,22,...)) == (x2,...)

Dado N € N, observe que I, A, A%, ..., AN sdo isometrias (sobre sua
imagem) quando restritos ao subespago

Enx:={Zcz=(0,...,0m,...)}.
~——
N vezes

Claramente, a norma de A, e portanto a de A™ é menor ou igual a
1, para todo n > 0 e o acima mostra que de fato sua norma é igual
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N— 1 .

a 1. Mais ainda, ¢ ficil de verificar que Z A" também uma

isometria sobre sua imagem quando restrita a EN Logo, essa soma

a Cesaro nao converge em norma a zero. Entretanto, na topologia

forte (pontual) é facil ver que tal soma converge a zero (exercicio 3).

Teorema 4.24. (Ergédico de Von Neumann, generalizado.)
Seja V' um operador em um espago de Hilbert H satisfazendo |[V"]| <
C para todo n. Entao

N-1

VM) = P(f),VfEH,

n=0

1
N

onde P € uma projecao (nao necessariamente ortogonal) sobre
{fV() =fr=F(V).

Prova:

Note que F(V) é claramente um subespago fechado de H, j& que
é o nucleo de V — I, onde I é a identidade, logo, é o nicleo de uma
aplicagao continua. Observamos também que

ZHV” )| < @y wis < e,

n=0

E que se f € F(V) = ker(I —V), entao Py(f) = f,VN. Portanto,
~ ZN ' Vi(f) — P(f),Vf € F(V). Vejamos agora o que 0corre no
espago ran(I V)=:E(V). Se f € E(V), entdo existe g € H tal que
f=9—V(g), logo temos:

1 N—-1 1 N—-1
I¥ X2 vl =z X ve-vin| -
n=0 n=0

1 1
~lo=v¥ @ < S Ugl+Clgl) — 0 quando N — +oc.

Notamos que converge também para zero para toda f € E(V).
Neste caso, existem E(V) 3 f; — f e dai,

N—-1
52 -5 X vl - 3 S v -] =



118 [CAP. 4: O OPERADOR ADJUNTO E SEU ESPECTRO

N—-1
1
<% S ClIf - fI<Clfs = fll =0,
n=0

implicando a afirmagao que fizemos.

Note que devido aos limites acima serem distintos em F(V) e
E(V) temos que F(V)N E(V) = {0}. Se mostrarmos que F(V) @
E(V) =H, entdo teremos concluido a prova.

Para ver isso, devemos considerar F(V*): = ker(I-V*)e E(V*) =
ran(/ — V*). Como ||[V"| < C,Vn € N, vale também que [|(V*)"|| <
C,V¥n € N. De fato, para qualquer operador linear continuo A : H —
H vale que (A*)™ = (A™)* e além do mais

[All = sup [[A(v)|l = sup sup < A(v),w>=
lvoli=1 lolI=1 flw]=1

sup - sup < v, A%(w) >= sup [|A"(w)]| = [|A".
lwll=1jv]=1 =1

Logo, obtemos pelas mesmas contas que ja fizemos para V que
F(V*) e E(V*) tém intersecgdo trivial. Mas

F(V)t =ker(I = V)t =ran(I — V*) = E(V*),

E(WV)* =ran(I — V)t = ker(I — V*) = F(V*).

Donde concluimos que

(E(V)+E(V))" =F(V*)nE(V*) = {0},
ou seja, H = F(V) + E(V), como querfamos demonstrar.
O

Observagao 4.25. Note que se V fosse autoadjunto, a projecao seria
ortogonal. Uma versao ainda mais elaborada do Teorema Ergdédico
Von Neumann foi apresentada por Thiago Bomfim em sua monografia
de curso e trabalho de iniciagao cientifica. Tal trabalho foi medalha
de prata no V Simpdsio Nacional / Jornadas de Iniciagao Cientifica,
em 2011, e encontra-se disponivel no link:

http://www.colmat.ufba.br/monografias?page=1
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Note o que o Teorema acima nos diz em particular: se um opera-
dor de norma menor ou igual a 1 possuir autovalor 1, ele nos dd um
modo de calcular seu autoespago (note que nesse caso, o autoespago
generalizado de 1 é um autoespago ) Se por outro lado, tal espago for
trivial, entao qualquer média de Birkhoff como do Teorema converge
a zero.

Para os préximos exemplos aplicando o teorema anterior, falare-
mos um pouco de transformagoes que preservam medidas. Dado um
conjunto X, uma medida finita p: A — [0,+00), A C P(X) é uma
fungao de conjunto tal que

1. p(@) =o0.

2. p é o—aditiva:

P01 4n) = D nlAy),

para toda uniao de conjuntos dois a dois disjuntos A,, da colegao

A.

Em geral, pede-se que a colecdo A seja uma o—dlgebra, isto é, que
seja fechada para unides enumeraveis, intersecgoes enumeraveis e pas-
sagem ao complemento de seus membros.

Dizemos que uma aplicacdo f : X — X preserva a medida pu se
para todo A € A, entdo f~1(A) € A e vale que

Dado um intervalo limitado I C R um exemplo bem conhecido de
medida finita é a que atribui a cada subintervalo de I o seu compri-
mento. Claramente, a menor o—algebra que contém tais intervalos
contém todos os abertos (e fechados) em I e de fato coincide com a
menor o—dlgebra que contém os abertos de I, também chamada de
o—dlgebra de Borel de I.

Pensemos na seguinte situagao-exemplo:

Seja f : S' — S! a aplicagdo dada por f(z) :== a* z,a = € €
S1,7/6 é irracional, onde o produto em questdo é a multiplicagao
usual em C. Ou seja, f é dita uma rotacdo irracional do circulo S*.
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Dado um segmento de arco em S!, via coordenadas polares, pode-
mos identificd-lo com um intervalo da reta de mesmo comprimento, e
dessa forma transportar a medida do intervalo I = [0, 27) para S! de
maneira natural. Também uma funcao ¢ : S — % é dita integravel
se

27
/ pldm = / ol (") dt < +oo,
St 0

e nesse caso, sua integral é

2
/ wdm ::/ p(e)dt < +oo.
51 0

Dado p > 1, a exemplo dos espacos P, podemos considerar
LP(S',m) como o espaco das fun¢oes continuas dotado da norma

Ielh = { / plpdm
Sl

e definir £P(S1,m) como o completamento de LP(S*,m). Note que
a integral também se estende de maneira natural ao completamento.

Em particular para p = 2, é possivel provar que tal completamento
é um espaco de Hilbert.

Interessantemente, U(yp) := o f é uma isometria em cada um dos
espacos LP(S1,m), se estendendo continuamente de maneira tinica
ao completamento. Note que ¢ = 1 é autovetor do autovalor 1 desse
operador.

Concluimos do Teorema 4.24 que dado ¢ € £2(S*, m) que existe
@ € L3S, m) tal que

N-1
1
HN Z po fr —géHz — 0 quando N — +o0.
=0
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4.2 Exercicios

1. Mostre que se £ é um espago dotado de produto interno e
E C E é um subespaco de dimensdo finita, entdo £ = F @ E+.

2. Mostre que se E' é um espago dotado de produto interno e
FCEéum subespago completo, entao F = F @ EL. Enuncie
e prove com tal hipdtese uma versao mais geral do teorema de
Pitdgoras (lema 4.8 da pagina 108).

3. Prove que na topologia forte no espago dos operadores a soma
de Birkhoff do exemplo 4.23 da pagina 116 converge a zero.



Capitulo 5

Pontos Periddicos de
Funcao de Operador

Dada uma fungao holomorfa f, estudaremos neste capitulo a dinamica
da aplicagao f por ela induzida no espago L(F) dos operadores line-
ares continuos num espago de Banach real E. Provaremos que todos
os pontos periddicos isolados da aplicagao A — f(A), A € L(E) estao
necessariamente contidos no subespago unidimensional R:= {M[, X €
R}, em que I : E — E é a identidade. Ademais, todos os (possiveis)
pontos hiperbdlicos sao atratores ou repulsores.

Lembramos que um ponto periédico A = fk(A) é dito isolado
se houver um aberto B em L(E) contendo a 6rbita {fi(A),j =
0,...,k—1} tal que nenhuma 6rbita periddica com o mesmo periodo
k intersecta B. Em outras palavras, nao hé sequéncia (A,,) de pontos
k-periédicos convergindo para A.

Também definimos ponto periddico fortemente isolado:

Defini¢ao 5.1. (Ponto periédico fortemente isolado.) Um
ponto periédico A = f¥(A) é dito fortemente isolado se ¥n € N exis-
tir um aberto B em L(E) contendo a érbita {f7(A4),j =0,...,k—1}
tal que nenhuma Orbita periédica com periodo menor ou igual a s
intersecta B. Em outras palavras, ndo hé sequéncia (A,,) de pontos
periédicos de periodos uniformemente limitados convergindo para A.

122
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Note que qualquer ponto periddico fortemente isolado é isolado.

Sabemos do Teorema da Aplicagdo Inversa que se A = f”“ (A)eo
espectro de D f* (A) néo contiver 1, entdo A é isolado. Em particular,
pontos periédicos hiperbélicos (cujos espectros ndo intersectam S*)
sao isolados.

Como muitos aspectos relevantes da dinamica sao refletidos no
conjunto periédico de um sistema (veja [3], por exemplo), e em par-
ticular, nos pontos periddicos hiperbdlicos, neste capitulo daremos
uma caracterizagao deste conjunto.

Exemplo 5.2. Seja E = R%. Neste caso £(FE) é identificado com
o espaco das matrizes 2 x 2. Em tal espago podemos considerar o

conjunto
C .= { (Z _ab> ;a,b € R}.

Tal conjunto é isomorfo ao corpo C. Dada uma fungao de operador
f: LR?) — L(R?), a restricdo f|c pode ser considerada como uma
fungdo analitica ordindria em C. Isto significa que qualquer ponto
periédico (ou zero) de flo : C — C é um ponto isolado em C.
Note que tal ponto periédico pode ser qualquer ponto em C = C.
Entretanto, nossos resultados implicam que a situagao ¢ bem diferente
para f. Mesmo se o ponto periddico pertencer a C'\ {\I, A € R}, ele
serd acumulado por pontos periédicos em L£(R?).

5.1 O caso geral em Espacos de Banach

Lema 5.3. Seja E um espago normado sobre um corpo K, em que K €
igual a R ou C. Seja L(E) o espago dos operadores lineares continuos
em E munido da norma do operador. Se um operador A € L(E)
comuta com todo elemento num aberto nao-vazio B C L(E), entdo A
€ um maltiplo escalar da identidade.

Prova: Nao héd perda em supor que B é uma bola, digamos,
B = B(Xy,r), para algum X, € L(E) e r > 0. Dali, como AX =
XA VX € B(Xy,r), concluimos que A(X — Xy) = (X — Xo)A4, o
que implica que A comuta com todo operador em B(0,r). Qual-
quer operador L € L(F) é um multiplo escalar de um operador em
B(0,r), isto significa que A comuta com todo operador em L(E). Em
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particular, dado qualquer v € E nao-nulo, A comuta com qualquer
projegao II, tal que IT,(v) = v e II,(w) = 0 em algum espago omple-
mentar de span(v) (tal projegao existe como uma consequéncia direta
do teorema de Hahn-Banach). Portanto, temos

I, A(v) = AIl,(v) = A(v).

Isto quer dizer que o espago gerado por A(v) é invariante por II,.
Temos duas possibilidades. Se A(v) # 0, entdao A(v) é autovetor de
IT, associado ao autovalor 1. A segunda alternativa é que A(v) = 0.
Em ambos casos, concluimos que para qualquer v € E existe \, € K
tal que A(v) = A, - v. Provemos que A, independe de v. De fato,
dados dois vetores linearmente independentes v, w € E, se A\, # Ay
entao
Mtw - (VFHw) =Av+w) = v+ Ay w &

()\v+w—)\v)'v+()\v+w—)\w)~w =0& (>\'U+u)_)\v) = (Av+w_Aw) =0.
Dai, A\, = A\, 0 que implica que A tem a forma A = \-1, para algum

escalar \ € K.
O

Teorema 5.4. Sejam K = R or K = C, U C K um aberto e
f U — K uma funcdo analitica, e considere a funcdo de ope-
rador (denotada por f) por ela induzida no espago L(FE) de ope-
radores lineares continuos num espago de Banach E sobre o corpo

K. Entdo todo ponto periddico isolado de f estd contido na cdpia
{AN-I; e K, I = identidade} de K em L(E).

Prova: Como o iterado f7 := fo---of é também analitico,

—
j><

nao hd perda de generalidade em considerar A um ponto fixo de
f Suponha que A ¢ K. Pelo tltimo lema, para qualquer bola
B(I,1/n),n € N, existe um isomorfismo linear P, que nao comuta
com A. E claro que P, — I implica que P,AP; ' — A. Ademais,
é facil ver que como f(A) = A entdo f(P,AP;!) = P,AP;'. Por-

tanto, obtivemos uma sequéncia de pontos fixos de f convergindo
para A. O

Observagao 5.5. As mesmas técnicas funcionam para fungoes de
operador nao analiticas (a exemplo das médias de Birkhoff: f,, =
limy, oo £ Z” ! A7). Na verdade vale o seguinte
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Lema 5.6. Se X comuta com A € L(E) e F,, € sequéncia de fungoes
analiticas em A convergindo fortemente para P (i.é., Fp,(v) — P(x)Vx €
A), entao P comuta com X.

Prova: Seja f € E. Temos ||F,(A) — Pf|| — 0. Ademais,
lim X Fy, (A) = lim F,, (AX).

Portanto, |[(X Fn(A) =X P)(f)Il = [|X(Fn—P)(H)Il < [IX[[(Fn -
P)(HII- O

Definicao 5.7. (Ponto periédico simples.) Seja F um espago
normado, e U C E um aberto. Dada uma aplicacio C g : U — E,
dizemos que o ponto periédico p = g’ (p) é simples se spec(Dg’ (p)) %
1.

Devido ao Teorema da Aplicacdo Inversa, pontos peridédicos sim-
ples sdo isolados, ja que spec(Dg’ (p)) # 1 significa dizer que Dg(p)—1I
é invertivel, o que por sua vez implica que f—1I é localmente invertivel
em torno do p. R

Em particular, o dltimo teorema implica que se f exibir pontos
periddicos simples, eles estarao contidos em K. Outra observagao
interessante: como qualquer ponto x - I € K comuta com todo X €
L(E), a derivada Df(z-I) = Df(x) - I. Isto significa que se x
¢ um ponto periddico simples (resp. hiperbdlico) para a dindmica
dada por f, entao xg - I é também um ponto periédico simples (resp.
hiperbélico) para. f.

Isto nos permite enunciar o seguinte

Corolario 5.8. Sejam K = R ou K = C, U C K um aberto e
f U — K uma funcao analitica, e considere a fun¢do de opera-
dor (denotada por f) por ela induzida no espago L(E) de operado-
res lineares continuos num espaco de Banach E sobre o corpo K.
Entao todo ponto periodico hiperbolico de f estd contido ma copia
K = {M,\ € K} C L(E) de K. Ademais, todo ponto periddico
hiperbolico de uma funcdo de operador € também um atrator ou um
repulsor.

Prova: Imediata, do teorema e discussao acima.
O
O préximo teorema afirma que os pontos peridédicos isolados de f
sao exatamente os simples.
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Teorema 5.9. Sejam K = R ou K = C, U C K um aberto, f :
U — K uma fung¢do analitica, e considere a fungdo de operador (de-
notada por f) por ela induzida no espago L(E) dos operadores line-
ares continuos num espago normado E sobre o corpo K. Entdo todo
ponto periddico isolado f € simples. Reciprocamente, se A € um ponto
periodico simples, ele € isolado.

Prova: Como ja vimos, a reciproca é consequéncia direta do
Teorema da Aplicagdo Inversa. Provemos, entéo, a outra implicagao
enunciada. Suponha por absurdo que A é um ponto periédico isolado
de f que nao é simples. Apenas trocando f por um seu iterado,
podemos supor que A é um ponto fixo de f . Como A é um ponto
fixo isolado, ele tem a forma AI, A € K, e como A nao é simples,
isto implica que a derivada f’(A) =1-1. Como a dimensdo de F
é maior 1 (caso contrario ndo ha nada o que fazer), é f4cil construir
uma sequéncia de pontos fixos de f convergindo para A. Para isto,
note que um ponto periédico A de f com periodo p é simples se, e s6
se, ele for uma raiz simples para §(X) := f(X) — X. Dai, se A= \I
é um ponto fixo isolado de f que nao é simples, entao g tem uma
expressao como g(z) = (z — A\)? - h(z), para alguma fun¢io analitica
h numa vizinhanca de A\. Tome um espago bidimensional W C FE
com base {wi, w2} e um espago complementar W de W em E. O
operador linear A, € L(E), k € N definido por

A (ws) := % wy + Awy
Ak(wl) = )\wl
Ak|W = )\I|V"V

é uma raiz de g(z) (pois é raiz de (z — \)?), entdao (Ax)reny é uma
sequéncia de zeros de g (e de pontos fixos de f) convergindo na norma
do operador para A quando k — +oo. Isto contradiz o fato de termos
tomado A como um zero isolado de g.

O

Corolario 5.10. Sejam K = R ou K = C, U C K wum aberto,
g : U — K uma funcdo analitica, e considere a func¢dao de operador
(denotada por §) por ela induzida no espago L(E) dos operadores
lineares continuos num espaco normado E sobre o corpo K. Entao
toda raiz isolada de § estd contida na cdpia K := {\,\ € K} C L(E)
de IC, e € uma raiz simples de g.
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Prova: Imediata da prova do teorema anterior. O

Quando K = R, todo ponto periédico fortemente isolado de uma
funcao de operador f é hiperbdlico e entao, atrator ou repulsor:

Proposigao 5.11. Sejam U C R um aberto, f : U — R uma fun¢ao
analitica, e considere a fun¢do de operador (denotada por f) por
ela induzida no espago L(E) dos operadores lineares continuos num
espago normado E. FEntao todo ponto periddico fortemente isolado
de f € hiperbdlico. Ademais, todo ponto periddico hiperbdlico de uma
funcao de operador é também um atrator ou um repulsor.

Prova: Lembre que provamos que todo ponto periédico isolado
é simples. No caso real, se A é um ponto periédico snnples (com
perlodo p) de f que ndo é hiperbélico, entdo como A € R, temos que
(fp) (A) = DfP(A) = —1- 1. Isto implica que A € R ¢ um ponto
periddico para f2 que nao é simples. Pelo teorema 5.9, A ndo é um
ponto periédico isolado para f?, nem para f. Portanto, devemos
ter que A é hiperbdlico. Pelo corolério 5.8, ele também deve ser um
atrator ou um repulsor contido em R := {AI, A € R} C L(E). O

O préximo corolario generaliza a proposi¢do acima para o caso
complexo:

Corolario 5.12. Sejam K = R ou K = C, U C K um aberto,
f U — K uma fingao analitica, e considere a funcdo de operador
(denotada por f) por ela induzida no espago L(E) dos operadores
lineares continuos num espa¢o normado E sobre o corpo K. Um
ponto periddico A de f € fortemente isolado se, e s6 se, A = A\ para
algum A\ € C e Df(p) = c¢- I, em que ¢ € C nao é uma raiz de
q(z):=2"—1,Vn eN.

Prova: A reciproca é imediata, ja que um ponto periédico que
é simples é isolado. Agora, suponha que A é um ponto periédico
isolado de f. J4 vimos (teorema 5.4) que A = I para algum \ € C.
Ademais, também observamos que Df(A) =Df(A)-I=c-1I, para
algum ¢ € C. Se supusermos por absurdo que ¢ é uma raiz da unidade,
digamos, ¢” = 1, entao A seria um ponto periédico nao-simples de f".
Neste caso, devido ao teorema 5.9, A ndo seria um ponto periédico
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isolado para f™. Isto implicaria que A nao é um ponto periédico
isolado para f, contradigao.

O

5.2 Um caso particular em dimensao fi-
nita

Nesta se¢ao, consideramos zeros/pontos periédicos de fungoes de ope-
rador em L£(E), onde E = K", K =R ou K = C, n € N. Neste caso,
identificamos os operadores em L£(E) com suas respectivas matrizes
na base canonica.

Analisemos o caso E'= C". Seja f : U — C uma fungao analitica
e suponha que f seja sua respectiva fungao de operador. Como antes,
nao ha perda de generalidade em considerar pontos fixos. Dado um
ponto fixo f(A) = A, seja P € L(FE) o operador invertivel tal que
PAP~! = J, onde J é uma matriz de Jordan. Note que Pf(A)P~1 =
f(PAP_l) = f(J) Isto significa que P é uma autoconjugacio de f
entre vizinhangas de A e J em £(E). Em particular, obtemos também
do acima que J = Pf(A)P~' = f(J), ou seja, J é também um ponto
fixo para f . Observe que isto implica certa rigidez para f e A. De
fato, temos o seguinte resultado:

Proposigao 5.13. Suponha que \ é um autovalor de A = f(A)
Entio f(\) = X\. Ademais, se o expoente k do fator (z — \)¥ no
polinémio minimo de A for diferente de 1 entao também obtemos que

Df()) = 1.

Prova: Seja J uma matriz na forma de Jordan conjugada a A. Se
A é um autovalor de A, entao existe pelo menos um bloco de Jordan
unidimensional Jy = (A). Quando aplicamos f a J, tal bloco se
torna (f())). Como J é também um ponto fixo para f, concluimos
que f(A) = A. Isto encerra a primeira assercao no enunciado da
proposigao. Agora, suponha que Jy é um bloco de Jordan de J com
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dimensao maior que 1 dado por

A1 0 0

0 X 1 0 0
Jy =

: 1

O ... ... ... 0 X

Como visto na secao 1.1, aplicando f a Jy, obtemos

2 3! (d=1)!
0 f(\) Df 2 '

2

o 0

Como f(J) = J, obtemos também que Df()\) = 1.

FOO Df(n) P DY) DIl
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O

Corolario 5.14. Suponha que A € um autovalor de A = f(A) Entao
FfA) = \. Ademais, se d € o grau de nulidade da parte nilpotente da

forma de Jordan, entio D7 f(\) =0,Vj € {2,...,d —1}.

O



Apéndice A
Operadores Compactos

Vimos nos capitulos introdutérios (vide proposi¢ao 2.22, na pégina
33) que um operador linear, ou é Lipschitz, ou é descontinuo em todos
os pontos de seu dominio. De maneira intuitiva, isso quer dizer que
em qualquer vizinhanca de qualquer ponto de seu dominio, existem
pontos que sao levados em pontos distantes na imagem. Ora, se um
operador linear A descontinuo e invertivel leva pontos préximos em
pontos distantes, é de se esperar que sua inversa precise ser super-
continua, para tomar tais pontos distantes e aproxima-los novamente.

Essa é mais ou menos a idéia desta segao: em geral, operado-
res que envolvem a derivacao em dimensao infinita sdo descontinuos.
Contudo, em muitos casos tais operadores possuem como inversa
operadores lineares supercontinuos (tecnicamente conhecidos como
operadores compactos). Desse modo, podemos resolver problemas
associados a operadores de Derivagao simplesmente estudando suas
inversas.

Definigao A.1. (Operador Compacto.) Seja E um espago veto-
rial normado. Um operador linear A : E — E é dito compacto se
dada z,, € E limitada, entdo A(x, ) possui subsequéncia convergente.

Claramente todo operador compacto é continuo. De fato, se (z),
Jara | = 1 ¢ tal que [ ACea)| — supp— (| AG) [} quando n — +oo,
entdo |A(x,)| 4 +oo, j& que da compacidade de A, tal sequéncia
possui subsequéncia convergente. Também é facil ver que o conjunto

130
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dos operadores compactos forma um subespago vetorial fechado de
L(E) que também é um ideal em relagdo a esse espaco: o produto
(composi¢ao) de um operador compacto qualquer por um operador
continuo é um operador compacto.

Para operadores compactos auto-adjuntos em espacos dotados
com produto interno, valem os seguintes resultados:

Lema A.2. Seja E um espaco dotado de produto interno e seja
A : E — E um operador compacto auto-adjunto. Entdo existe um
autovalor X € R tal que || = || 4]|.

Prova: Vimos que para um operador auto-adjunto qualquer vale

[A[l = sup {| < Av,v > [}.
llvll=1
Tomemos entao uma sequéncia (v, ), v, € E, tal que ||v,|| =1,¥n € N
e lim, 400 | < Avp, vy, > | = ||A]|. Como A é compacto, e (vy,) é
limitada, existe (vp,) tal que Flimg_, o0 Av,, = y, e sem perda,
ainda podemos supor que limg_ 1~ < Avy, , vy, >= A. Dal,

|Av,, — )\vnkH2 =< Avy, , Avy, > —2X < Avy,,vp, > +A2 =0,

donde concluimos que y = limy_, 4 oo Avy,, . Supondo sem perda A # 0
(pois se A =0, temos A = 0), isso implica que existe limy_, 4 oo V), =
y/X. Veja que y # 0, pois limg_, 400 < Avp,,Upn, >=< y,y/\ >=
A # 0. Temos portanto que y = A(y/la), ou seja, y é autovetor do
autovalor \. O

Lema A.3. Seja E um espago vetorial dotado de produto interno e
seja A : E — E um operador compacto auto-adjunto. Se A £ 0 € um
autovalor de A, entdo dim(ker(A — AI)) < 4o0.

Prova: A prova é decorrente do fato de que nenhum muiltiplo da
identidade em dimensao infinita é compacto. De fato,

A|ker(A—)\I) = )‘I|ker(A—)\I)'

Se dim(ker(A — AI)) fosse infinita, tomando-se um conjunto orto-
normal enumerdvel (portanto, limitado) {ej,ea,...} de ker(A — AI)
terfamos que Ae; = Ae;,Vj € N. Contudo, para j # k valeria:

[Aej—Aexl|* = A% < ej,ej > —20% < ej e > +A% < ep, e >= 227 > 0,
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o que em particular implica que a sequéncia (Ae;) nao possui sub-
sequéncia convergente, o que contradiz o fato de A ser um operador
compacto. O

Lema A.4. Seja E um espaco vetorial dotado de produto interno
e seja A : E — E um operador compacto auto-adjunto. Entdo os
autovalores de A ou sao em numero finito ou formam uma sequéncia
que tem zero como unico ponto de acumulacao.

Prova: Suponha por absurdo que exista ¢ > 0 e uma sequéncia
(A;j) de autovalores distintos de A tal que |A;| > ¢,Vj € N. Tomando
(ej) a sequéncia ortonormal de autovetores associados, temos:

1A(e;) — Aler)|I* = Mles|1> — 200k < ej,ex > +A7]lexl|” =

AN >2¢>0,

o que, a exemplo do lema anterior, é absurdo, pois contradiz o fato
de que A é compacto. Note que isso implica que o conjunto for-
mado pelos autovalores ndo nulos é portanto enumeravel (se fosse
nao enumeravel, possuiria alguma sequéncia com termos distintos
convergindo a um valor diferente de zero). O

A.1 O Teorema Espectral para Operado-
res Compactos

Teorema A.5. Seja E um espaco vetorial dotado de produto in-
terno e seja A : E — E um operador compacto auto-adjunto, e se-
jam A1, Ag, ..., Ak, ... 08 autovalores nao nulos dois a dois distintos
de A. Seja E o subespaco fechado de E gerado pelos espacos dois
a dois ortogonais ker(A — A\I),... ker(A — \;I),.... Entdo temos
EL =ker(A) e E = A(E). Em particular, A(E) admite wma base
ortonormal formada por autovetores de A correspondentes a autova-
lores nao nulos.

Prova: Suponha sem perda A # 0, caso em que a proposicao estd
trivialmente demonstrada. Assim, pelo lema A.2, E' é um subespaco
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nao trivial de E. Observe que E é invariante por A; o mesmo entao
valendo para E+, pois A é auto-adjunto:

< A(D),wt >=0=< 9, A(wr) >=0,V0 € E,Ywt € B+,

T SR EJ-, como este é também compacto,
segue-se novamente pelo lema A.2 que se este operador fosse néo
nulo, entdo possuiria autovalor A # 0 tal que |A\| = [[A[z.]]. O
que é absurdo, pois A seria também autovalor ndo nulo de A, e seu
autoespaco, por definicdo de E‘, estd contido neste ultimo. Con-
clufmos que Alz, = 0, o que implica que E+ c ker(A). Como
ker(A) L ker(A — \,;I),Vj € N, temos que ker(A) € E+.

Mostremos agora que E = A(FE). Claramente, como ker(A —
NI) € A(E),Yj € N, o que implica que £ C A(E). Seja {es}
uma base ortonormal de vetores de E, obtida a partir da uniao de
bases ortonormais dos subespacos ker(A — A\;I). Seja A(x) € A(E) e

considere
m
= g <zx,ep > €.
k=0

Temos entdo que ||z,,[|? < ||z]|?,Vm € Ne

A Z<$€k>A6k Z<$)\j(k)€k>€k—
k=0 k=0

Z <z, Alexr) > e = Z < Ax),er > eg.

Visto que A é um operador compacto, existe uma subsequéncia z,,,
tal que A(x,,,) é convergente a y € E. Todavia,

< A(z) —y, e >=< A(x), e > -, hin < A(xm,),er >=
my
< A(x), e, > —lliin < < Ax),eq > eq, e, >=0.
— 400 =0

€ Et = ker(A) = A(E
(E). Portanto, A(E) =

; mas isso é
, e concluimos

Isto implica que A(z) —y € I
absurdo, pois A(x) —y € A(E
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que A(FE) possui uma base ortonormal formada por autovetores de A
correspondentes aos autovalores nao nulos de A. O

Corolario A.6. Seja E um espaco vetorial dotado de produto in-
terno, e A : E — E um operador compacto auto-adjunto. Se dim(FE) =
+o00 e A(F) = E entao os autovalores de A constituem uma sequéncia
Aly..o5Aj, ... de Teais ndo nulos, existe uma base ortonormal de F
formada por autovetores de E.

Prova: Como ker(4) = A(E):, e A(E) = E, segue-se que
ker(A) = {0}, e logo 0 ndo é autovalor de A. Como a dimensao
de cada autoespaco correspondente a cada autovalor nao nulo é finita
e dim(E) = 400, segue-se que a sequéncia dos autovalores é infinita.

O

Outro arremate importante do ultimo teorema é:

Corolario A.7. (Teorema espectral para operadores compac-
tos.) Seja E um espago de Hilbert, ¢ A : E — E um operador
compacto auto-adjunto. Entio E = A(E) @ ker(A), e A(E) admite
uma base enumerdvel formada de autovetores de A correspondentes
a autovalores nao nulos.

Prova: Imediato, do fato de que, sendo E completo, temos E =
ker(A) ® A(FE), e do tltimo coroldrio, aplicado a A(E). O
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