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Prefacio

Essas notas foram baseadas nos cursos de Introdugao aos Méto-
dos Matemaéticos em Economia para o alunos da pés-graduacao em
Economia da PUC-Rio, e do curso de Introdugao & Otimizagao e
o Controle o Otimo para os alunos da pos-graduacdo em matema-
tica aplicada da PUC-Rio. Os alunos eram responséveis por tarefas
semanais consistindo de exercicios propostos durante as aulas, e pro-
blemas de aprofundamento. A maioria das solu¢oes abaixo foram
propostas pelos alunos quase na integra. Somente em algumas oca-
sides, eu intervi na construgao e na redagao das solugoes. Dentre
os colaboradores, os mais diligentes e prolificos foram Pedro Millet,
Paulo Orenstein e André Zaccur. Murilo Ramos contribuiu ativa-
mente nas questoes de fundamentos de céalculo e algebra linear. Com
a sua curiosidade genuina ele me auxiliou bastante na reformulagao
e esclarecimento de varios pontos obscuros no texto.
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Objetivo dessas notas

Essas notas tem o proposito de servirem como panfleto turistico
para o leitor interessado em visitar alguns marcos importantes da oti-
mizagao classica e moderna. Na bibliografia forneceremos indicagoes
de guias de exploragao mais detalhados, visando os visitantes mais
aventureiros e curiosos.

Introduzimos alguns conceitos de anélise moderna, otimizagao e
algoritmos para célculo aproximado de solugoes 6timas na forma de
problemas e solugoes. A mensagem mais importante desse mini-curso
é que a interpretagao de um problema matemético como um problema
de otimizacao pode ser muito frutifera, tanto para o problema tanto
quanto para quem o resolve.
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Capitulo 1

Algumas i1déias centrais
em otimizacao

1.1 Quando é que o minimo é inico?

Problema 1.1.1. Seja f € C?*([a,b]). Mostre que se f'(a) < 0,
f'() >0 e f'(x) > 0 para todo = € (a,b), entdo f tem um unico
minimo global em [a,b].

Solugao. Como f’ & continua (de fato, ¢ C*), temos pelo Teorema
do Valor Intermediario que existe & € (a,b) que satisfaz f/(z) = 0.
Afirmamos o seguinte:

Afirmagao. Para todo z, a <z < &= fl(2) <0ei <z <b=
f(x) > 0.

Para ver a afirmagao, note que
xr
fle) = 1'@) = @)= [ fla)da
xT
e como f”(z) > 0 para todo x, segue que essa integral é maior que
zero se x > &, e menor que zero caso contrario.
Agora suponha que existe T # & com f(Z) < f(Z). Entao pelo

Teorema do Valor Médio, existe x € (Z,%) (podendo o intervalo ser

11
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1.2 Funcao de barreira logaritmica

Problema 1.2.1. A) Dado ¢ > 0, calcule a solugdo . do problema
x—clnz — min , A: x>0, onde A € o conjunto de pontos admissi-
veis.

B) Verifique que lim,_ g+ . = 0.

Solugdo. Se f(x) =z —clnz, calculamos f'(z) =1—c/x e f'(z) =
c/x?.

Notamos que f”(x) > 0 para todo x > 0. Além disso, tomando
0 <e<1l/ce N > ¢ temos, pelo exercicio anterior, que existe um
tnico minimo global em [e, N]. Fazendo ¢ — 0" e N — oo, temos
que existe um tnico minimo global Z. maior que zero.

Observando a prova do exercicio anterior (ou usando o Teorema
de Fermat), vemos que este minimo satisfaz f’(#.) = 0. Resolvendo,
1- S =0 d.=c

Le
o que completa a letra (A).
Para (B),

lim Z.= lim ¢=0
c—0t c—0t

1.3 Diagonalizacao de matrizes simétricas.

Preludio para o método de Jacobi para a aproximacao de autovalores
de uma matriz simétrica.

Problema 1.3.1. Dada A = < Zl 22 ) matriz 2 X 2, encontre
2 a3

matriz de rotagio P e o dngulo de rotagdo tais que PAPT € diagonal.
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Solugao. Podemos supor as # 0 (caso contrario ndo ha nada a ser

feito). Se P = Z _CS , em que ¢ = cos(f) e s = sin(f), temos

que

pAPT — c?ay — 2csas + s2as cs(a; — ag) + az(c? — s?)
T\ es(ar —az) + ag(c® — s?) ctas — 2csas + s%aq ’

que é diagonal se e somente se cs(a; — az) + az(c? — s?) = 0, ou
sin(20) (a1 — a3) + 2 cos(20)az = 0, que ocorre se e somente se

2
tan(20) = £7 se a1 # as,
a3 — ap
e se a; = ag, cos(20) = 0.
Assim,

9 — %arctan (affzal) se a1 # ag

se a; = as

INH

em que arctan(z) € (—n/2,7/2), e

e () )

O método iterativo de Jacobi usa matrizes desse tipo para di-
agonalizar uma matrix simétrica, removendo um elemento fora da
diagonal por vez. Mostra-se que, numa norma apropriada, a norma
da energia, a energia mantém-se constante em cada iteragdo. A ener-
gia concentra-se na diagonal incrementalmente, o que garante que
para um nimero grande de iteracoes a matriz é aproximadamente
diagonal j& que os elementos fora da diagonal contribuem com zero
energia.



Capitulo 2

O volume maximal de um
paralelepipedo?

Problema 2.0.2. Calcule df (X) e d*f(X) da seguinte fungdo:

F(X) = —log det(X),

onde X € uma matriz positiva definida. Mostre antes que o con-
junto das matrizes positivas definidas € aberto no conjunto de todas
as matrizes simétricas.

Solugao. Seja X = (2;;)1<i,j<n matriz positiva definida. Para cal-
cular o gradiente de f precisamos calcular 9, f.

Seja D;;(X) o determinante da matriz obtida removendo-se a i-
ésima linha e a j-ésima coluna de X. Entao, se calcularmos o deter-
minante pela j-ésima coluna, temos:

n

det(X) = Z(—l)i-"—jxijDij (X)
i=1

Uma vez que 0y, D;j(X) = Os,, Dij(X) = 0 para todos i, j, k, temos
que
(=1 Di;(X)

Oy f(X) = — det(X)

14
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e o gradiente df (X) pode ser visto como o vetor de n? coordenadas
que tem como entradas os valores acima.

Outra maneira de encarar o gradiente seria montar uma matriz
A cuja entrada (i,7) seja 0, f(X). Nesse caso, nota-se que A =
—#(X)C(X), em que C(X) é a matriz de cofatores de X. Como
X1 = ﬁ(x)C(X)T (X ¢ inversivel pois é positiva definida), temos
que

df(X) =—(Xx"H)" =—-(x71)

(assumindo que X é simétrica).

Para a segunda derivada de f, dada X simétrica, precisamos es-
timar o termo AX da série

—(X+AX) ' = (XTI +Xx'AaXx))!
= (I+x'Ax)tx—!

~( (DR TAX) )X

k
O termo AX é o termo k£ = 1, X 'AXX™!, que é, portanto, a
segunda derivada de f no espaco das matrizes simétricas positivas
definidas (aqui usamos o fato de que este conjunto é aberto, provado
a seguir).

Finalmente, para ver que o conjunto das matrizes positivas defi-
nidas é aberto no espago das matrizes simétricas de ordem n, basta
lembrar que, dada uma matriz X simétrica, ela é positiva definida
se e somente se as submatrizes k X k Xi = (24)1<i,j<k satisfazem
det(Xy) > 0 para k = 1,2,...,n. Como foi observado nas contas
acima, o determinante é C' com respeito as suas coordenadas; tome,
entdo, € > 0 e considere o fecho B da bola de raio € ao redor de X.
Essa bola é compacta, logo podemos tomar

M= glgg{ldg(Y)l, ldg(Yn—1)l,---,1dg(Y1)l},

em que dg(Yy) é o gradiente (com k coordenadas) da fungao g(Yy) =
det(Yk).

Pelo teorema do valor médio, se tomarmos

m — min (67 det(Xy)  det(X,_1) det(X)) |

2M 7 2M 7 2M
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temos que se ||[Y — X|| < m (e consequentemente ||Y; — Xi|| <
det(Xy)/2M) temos que

X
det(¥e) — det(X,)] < M|JYi - X3 < 0K

para todo k, donde

det(Xk) o d/(:’t(Xk)
2 2
Como isto vale para todo k, temos, pelo critério de Sylvester, que

toda Y simétrica na bola de raio m é positiva definida. Assim, este
conjunto é aberto.

det(Yk) > det(Xk) — > 0,

Problema 2.0.3. Demonstre a sequinte desigualdade de J. Hada-
mard:
det(A) < [[Ar][|[Az]]-- - [|As]],

onde A; é a i-ésima coluna da matrix A. Em outras palavras, fixados
0s tamanhos das arestas, o paralelepipedo de mator volume com essas
arestas € o solido com arestas mutuamente perpendiculares.

Solugao. Para provar essa desigualdade, é suficiente mostrar o valor
6timo do problema

fo(X) =det(x1,x9,...,2,) — max,

com restrigoes

£i(X) = llgllP =1 =0,

onde X é uma matriz n X n e x; a j-ésima coluna de X. A existéncia
de uma solugao global para esse problema é consequéncia do teorema
de Weiertrass.

Considere agora a fun¢ao Lagrangiana,

L=2f(X) - Z)\jfj(X)'

O teorema de Lagrange vai afirmar que num ponto de méximo global
X, Lx(X) = 0. Como consequéncia da tltima equagao, nos vamos
concluir a partir da dltima equacao que

XTX =1.
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Para ver isso, multiplicando a equagdo (¢,j) por z;; e somando
sobre 7, resolvendo o sistema linear para A nés concluimos que

e o lado direito é igual a — det(X) pela forma dos cofatores. Fica
a cargo do leitor demonstrar que X7 X = I num ponto de maximo
global. Isso pode ser feito com auxilio da formula de cofatores para
a matriz inversa. Portanto, o valor maximo de det(X) no ponto de
maximo é +1. Para concluir a desigualdade de Hadamard, use a mul-
tilinearidade do determinante com respeito a dilatagoes e contragoes
com respeito as colunas.



Capitulo 3

Lagrange, KKT, e analise
convexa

Problema 3.0.4. Sejam (e;) os wvetores da base canénica de R™.
Determine o ponto x com a menor distancia média dos vetores (e;).

Seja f: R" — R,
f@) =zl + llz — e[ + [|z —eal |+ ... + |[x —enl].

Primeiro, f tem um minimo, pois é coerciva: se ||z|| > K + 1 temos
que f(z) > K+14nK = (n+1)K + 1, o que mostra facilmente que
f é coerciva. Além disso,

Lema 3.0.5. O ponto de minimo tem todas as coordenadas mao-
negativas.

Demonstracao. Se o ponto de minimo satisfizesse ; < 0, tomando
= Zk# Zrer (isto é, apenas zerando a i-ésima coordenada de x),

temos f(§) < f(&), o que é uma contradigao. O
Lema 3.0.6. O ponto de minimo (1,22, ...,%n) Satisfaz &1 = &g =
.= Iy

Demonstracao. Lembremos que a desigualdade triangular em R™ afir-
ma que ||z + y|| < ||z|| + ||y||, e que a igualdade s6 vale se = e y sdo
paralelos (considerando que 0 é paralelo & qualquer vetor).

18
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Assim, suponha, por absurdo, que o ponto de minimo & satisfaca
Z; # ;. Defina entao

g = E Trer + :%iej + ijei,
k#i,j
isto é, y € & com as coordenadas ¢ e j trocadas. Entao claramente

f@)=f(@) e f(t+(1-1)g) =

= [[t& + (1 = 8)gl| + Y [lt2 + (1 = )5 —ei|

= [[t& + (1 —t)g]| +Z||t(56—€i) + (1 =1)G —e)ll

<tf(@)+ 1 =0 f(@) = f(2),
a igualdade valendo somente se & é paralelo a 3 e, para cada 1,

T—e
é paralelo a § — e;. E facil ver que isso, aliado ao fato de que & > 0,
ocorre se e somente se 1 = To = ... = Tn,. O

O Lema acima mostra que basta tomarmos (t) = (¢,t,...,t)
g(t) = f(y(t)) e calcularmos min, g(t). Calculando,

g(t) =tvn+ny/({t —1)2+ (n— 1)t2 =ty/n+nvnt2 — 2t + 1

Derivando,

3

t—1

) =Vntn—me— =0

g =vn Vnt? —2t+1

V2 =2t + 1

1—nt:nt7\ft+ (3.1)
n

nt? — 2t +1
n

=0 —n)t+2-2n)t+n—-1=0

=m-Dnn+D)t* =2 —-1)n+)t+n—-1=0

=1-—2nt+n’t? =
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Dividindo a equagao acima por n — 1, obtemos

nn+1)t2 =2(n+1)t+1=0
2(n+1) £ /4(n+1)2 —4n(n + 1)

2n(n+1)
n+ltvn+1
nn+1)

Para identificarmos o sinal certo, note que a equagao 3.1 é satisfeita
se 1 —nt > 0, ou seja

=t=

n+l+tyn+1 —1Fvyn+1

0<1—
- n+1 n+1 ’
ou seja, o sinal correto é menos. O minimo é, portanto, obtido em
t* = ntl—vindl "o 5 valor minimo é
n(n+1)
5/2 3/2
) —n—14+Vn+1-—n2 [0 32 [0
g =-

Vn(n+1)
(Foi necessaria uma forte ajuda computacional do Maple neste tltimo
calculo.)

3.1 A existéncia de um autovalor real para
matrizes simétricas

Problema 3.1.1. Use o teorema de Lagrange para determinar a so-
lugdo do problema:

(Az,z) — max,
onde o conjunto de pontos admissiveis € a esfera unitdria em R™.
Como coroldrio demonstre que toda matriz simétrica pode ser diago-
nalizdvel numa base ortonormal.

Um pequeno lema vai ajudar:

Lema 3.1.2. Sejam F,G : R" — R™ fungées C* com derivadas (ma-
trizes jacobianas) DF e DG, respectivamente. Seja h(x) = (F(x), G(x)).
Entao o gradiente

dh(z) = (DF(z))TG(z) + (DG (x))T F(z).
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Em particular, se h(x) = (Az, z), temos
dh(z) = (AT + A)z

Demonstragao. Podemos escrever h(x) = ), F;(x)G;(x). Assim,
=> 0., Fi(2)G +ZF )0y, Gi(x)

= (DF(2));;Gi(x) + (DG(2))j; Fi(w).

Escrevendo o resultado matricialmente, obtemos
dh(z) = (DF(2))" G(z) + (DG())" F(z),
como pedido. O
Solugao. Seja A simétrica e considere o problema
(Az,z) — max,z : ||z|| = 1.
O Lagrangiano do problema acima é
L(z,\) = M(Az,z) — M ({z,2) — 1)

Pelo Lema, D, L(z,\) = 2 \gAz — 2A\;z. Como uma funcdo continua
num compacto tem maximo, temos que existe um ponto de maximo z.
Pelo Teorema de Lagrange, este maximo satisfaz 2A\g Az — 2\ = 0.

Se Ao = 0, A1 =0, o que nao pode ocorrer (pelo menos um A é nao-
nulo). Assim, podemos sem perda supor que A\g = 1, e a igualdade fica
Az — M2 =0, ou seja, A; é autovalor de A com autovetor associado
Z. Em particular, A tem autovalor.

Vamos usar este fato para provar:

Teorema 1. Toda matriz simétrica A pode ser diagonalizada numa
base ortonormal.

Demonstragdo. Basta mostrar que existe uma matriz ortogonal P tal
que PAPT ¢ diagonal.

E claro que toda matriz simétrica 1 x 1, um escalar, é diagonal.
Suponha, por indugédo, que toda matriz simétrica (n — 1) x (n —1) é
diagonalizavel, e seja A simétrica nxn. Pelo fato, A tem um autovalor
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A associado a um autovetor v. Considere uma base v1 = v, va,..., U,
de R™ contendo v. Tomando a matriz ortogonal

U1
QT =
Un
temos que
Q" AQ = :

onde os zeros na primeira linha sido consequéncia do fato que QT AQ
também é simétrica e que QT AQe; = QT Avy, = )\QTvl = e, em
que e; = (1,0,...,0)7eQT = Q7'. Além disso A é uma matriz
simétrica (n — 1) x (n — 1).

Pela hipotese de indugao, existe uma matriz ortogonal R, (n—1)x
(n — 1), tal que RART = D é diagonal. Assim, tomando a matriz
também ortogonal

temos que

RQAQTRT =

E diagonal. Como RQ & ortogonal e QT RT = (RQ)”, temos o resul-
tado. O
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3.2 Fato 1: a intersecao de figuras conve-
xas é também convexa.

Solucgao. Seja (C;);cr uma familia de conjuntos convexos. Queremos
mostrar que C' = (,.; C; é convexo. Tome z,y € C,t € [0,1].
Por hipotese, =,y € C;Vi, logo tx + (1 — t)y € C;Vi, e portanto
tr+(1—tyyeC.

3.3 Fato 2: todo poligono convexo é in-
tersecao de um numero finito de semi-
planos.

Um poligono convexo é o fecho convexo de um conjunto finito de
pontos, nem todos colineares. Provaremos primeiro o seguinte:

Lema 3.3.1. Seja S um conjunto de n pontos no plano, nem todos
colineares, V := {p € S,p ¢ conv(S \ {p})}, isto &, V é o conjunto
de pontos que nao estd no fecho convexo dos outros (intuitivamente,
V' € o conjunto de vértices do poligono). Entao V tem ao menos trés
pontos, e conv(V) = conv(S).

Demonstragao. Provaremos isto por indugao em n. Paran = 3 o
resultado é claro (trata-se de um triangulo, e nesse caso V = 9).
Suponha que provamos o resultado para n — 1 pontos no plano, e
considere n > 4 pontos.

Se V = S, acabou. Se V # S, existe a € S,a € conv(S \ {a}).
Seja S’ = S\ {a}, um conjunto de n — 1 pontos no plano, e V' =
{p € §,p ¢ conv(S"\ {p})}. Por inducdo, V' tem ao menos trés
pontos, e conv(V') = conv(S’) 3 a. Assim, conv(V') C conv(S) e
conv(V') & um conjunto convexo contendo S’ U {a} = S, ou seja,
conv(V') = conv(S).

Falta apenas mostrar que V/ = V. Claramente V' C V', pois
a ¢ V e para cada p € V,conv(S"\ {p}) C conv(S \ {p}) # p. Para
vermos que V' C V' temos que mostrar que para cadap € S’ \V,p €
conu(S'\ {p}).

Para isso, note que se p ¢ V,p # a, p = ers\{p} ATy Ap >

0,> >, Az = 1. Mas sabemos que a = Zyes, oyy (note que A, < 1le
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op < 1 pois a # p. Assim,

pP= Z )\x$+/\a20yy

T#a,p y#a
p(l — Ngop) = Z Az + Aa0z)x
TF#a,p
Az + Aa0g
P= Z 1= Aoy .
z#a,p

Claramente % > 0 para cada x, e

Z >\I+)\a0'1; - 1—)\a—|—)\a(1—ap) -1

Bl NaOp 1— X0y ’
ou seja, p € conv(S"'\ {p} =p ¢ V'

Assim, V =V’ V tem ao menos trés pontos e conv(V) = conuv(S).

O

Preciso apenas provar o seguinte Lema, geometricamente intuitivo
e que deixamos como ezercicio para o leitor:

Lema 3.3.2. Sejam S,V como acima, P = conv(S) = conv(V).
Eziste entao uma ordenagao ciclica de V,

V1,02, ... avNavN+1 = 1,
tal que

N
U[vifuﬂ*l} = 8P

i=1

Para ver como o Lema implica o resultado, considere a reta r; que
contém [v;,v;y1]. Afirmamos que P esta contido em um dos semi-
planos definidos por ela. Para ver isto, suponha que a,b sdo pontos
de P que estdo em lados opostos de r;. Tome ¢ € (v;,v;+1) de modo
que a, b, ¢ nao sejam pontos colineares. Claramente existe um ponto d
de (v;,v;+1) que é ponto interior do tridngulo Aabc, que esta contido
em P por convexidade, logo d ¢ 9P, o que é uma contradicao.
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Assim, P esté contido na interse¢ao dos semi-planos x-n; > 0, em
que n; é anormal de r; escolhida com o sinal correto (de acordo com a
discussao acima). Por outro lado, os tridngulos Avyv;v;41 claramente
estao contidos na intersecao (por convexidade), e sua unido é igual a
esta intersegao. Como também estao contidos em P, segue que P é
igual a esta intersegao.

3.3.1 Discussao sobre pontos (interiores) P, de
uma figura convexa: quando temos PQ C
int(C)?

Seja C uma figura convexa contida em R". Temos que demonstrar
trés coisas:

1. P,Q € int(C) = PQ C int(C)
2. Peint(C),Q € 0C = PQ\ Q € int(C)
3. P,QedC = PQcCaC ouPQ\{P,Q}Cint(C)

Solugao. Note que basta provar o seguinte:

Afirmagao. Dados P € int(C),Q € C, tome R € (P,Q) = PQ \
{P,Q}. Entao R € int(Q).

Demonstragao. Como P € int(C'), existe € > 0 tal que B(P,¢e) C C.
Considere entao o conjunto

x= |J @2zcc

ZEB(P,e)

Afirmamos que X é uma vizinhanca de R (isto é, contém uma bola
aberta centrada em R).

Para ver isso, tome 6 = %6. Seja S ponto tal que dist(R, S) <

d, e seja S’ tal que S € [@, 5] e os tridngulos AQRS e AQPS’ sejam
semelhantes (ver figura em anexo). Por semelhanca,
_ dist(P, Q)dist(R, S)

dist(P, ") = Tt R, Q) <,
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logo
S"e€ B(P,e)=Se€ X =B(R,0)CXCC,

ou seja, R € int(C). O

Claramente a Proposi¢ao 3.3.1 implica (1) e (2). Para ver que
também implica (3), sejam P,Q € JC e suponha que o segmento
PQ nao esta completamente contido na fronteira. Entdo existe R €
(P,Q), R € int(C). Agora use a Proposicio 3.3.1 nos segmentos RP e
R() para mostrar que (R, P) C int(C) e (R, Q) C int(C) = (P, Q) C
int(C).

3.4 Fato 3: toda reta passando por um
ponto interior de uma figura convexa
corta a fronteira da figura em no ma-
ximo 2 pontos

Solugao. Este fato é um corolario da Proposicao 3.3.1. Considere
uma reta passando por um ponto interior P da figura, e suponha
que a reta corte ao menos trés pontos distintos da fronteira, (Q1, Q2
e Q3. Independentemente de como os quatro pontos Q1, @2, Qs, P
estdo ordenados na reta, necessariamente existem 1 < 4,5 < 3,4 # j,
tais que Q; € (P, Q;). Porém, pela Proposicao 3.3.1, segue que Q; €
int(C), o que é uma contradigao.

Portanto, toda reta passando por um ponto interior de uma figura
convexa corta a fronteira em no méaximo dois pontos.

3.5 A reciproca da dltima afirmacao é ver-
dadeira?

Falso. Tome X = {z € R? : ||z|| > 1} (o exterior do circulo unité-
rio). Claramente X ndo ¢ convexo, mas toda reta corta o circulo em
no maximo dois pontos.
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3.6 Para uma fungao convexa, minimo lo-
cal implica minimo global.

Solugao. Seja f funcao convexa definida em um aberto convexo U,
e 7 tal que existe uma bola B(z,€) C U tal que y € B(z,¢€) = f(y) >
f(z) (i.e., x & minimo local).

Tome z € U,t € (0,1) suficientemente pequeno para que (1—t)&+
tz € B(x,¢€). Por convexidade de f,

f(A =tz +tz) < (1 =) f(x) +1f(2).

Como (1 —t)x + tz € B(z,¢), segue que f((1 —t)z +tz) > f(x),
portanto

flx) < (1 —=t)f(x) +tf(2)
tf(z) <tf(z)

Como t > 0, segue que f(z) < f(z), isto é,  é minimo global.

3.7 Se f é convexa e diferenciavel, o teo-
rema de Fermat é condigao suficiente.

Solugao. Vamos demonstrar o seguinte:

Afirmagdo. Seja f : U — R uma fungdo convexa e diferenciéavel, e
c € U. Entéo, para cada z € U, f(z) > f(c)+ Df(c) - (x — ¢).

Demonstragao. Assuma x # ¢, e considere a reta (1 — t)c + tx =
¢+ t(x — ¢). Por hipotese,

flett(z—c)) <A —=1)f(c) +tf(x) = f(e) + t(f(z) — f(c)).
Assim,
t(f(x) = fle)) = fle+t(z —c) = fle),VE € [0,1] (3.2
Entretanto,

o Fe 1o = ) — £(e)

=0 tllx — ¢l

(z —¢)

|z —ell

= Df(c)
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Substituindo na Equagao 3.2, temos
f(x) = fle) =

fl@) = f(e) = ||z — | lim

(fle+t(z—c)) = f(c)), vt € (0,1]
flett(z —c)) = f(e)

o~ | =

t|lz — |l
@) = $(6) 2 llo = elD(Q) - 7= = D) o o)
0 que completa a prova. O

O resultado implica que Fermat é condigdo suficiente segue da
proposicao, fazendo D f(c) = 0.

3.8 Uma funcao convexa é coerciva se a
restricao da funcao a qualquer semi-
reta é coerciva.

Solugao. Vamos aqui usar o resultado que provaremos na préxima
secao: que todo convexo ilimitado contém uma semi-reta.

Lema 3.8.1. Seja f uma fungao convexa cuja restri¢ao a cada semi-
reta € coerciva, e tome uma sequéncia x, — 0o. Entao

limsup f(z,) = co.

Demonstragao. Considere o fecho convexo C dos pontos {z, }nen. C
é ilimitado, logo contém uma semi-reta r. Por hipétese, f é coerciva
nessa semi-reta, ou seja, dado M > 0, existe K tal que z € r,||z|| >
K= f(z) > M.

Seja x € r,||z|]| > K. Como z € C, z = Zgzl Mg, A > 0 e
> x A = 1. Como f é convexa,

M < f(z) < Z/\kf(xnk) < m]?Xf(xnk)~

k

Assim, para todo M > 0 existe z,, tal que f(z,) > M. Isto implica
claramente que limsup f(z,) = co. O
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Lema 3.8.2. Seja f uma fungio convexa cuja restricdo a cada semi-
reta € coerciva. Entao f € coerciva.

Demonstra¢do. Seja x,, uma sequéncia, z, — oo. Pelo Lema,
limsup f(x,) = oo. Suponha, por contradigdo, que liminf f(z,) <
0o. Nesse caso, existe uma subsequéncia y, de z, tal que f({yn})
¢ um conjunto limitado. Aplicando o Lema para y,, obtemos que
limsup y,, = o0, 0 que é uma contradigao. O

3.9 Uma figura convexa é limitada se nao
houver nenhuma semi-reta contida na
figura

Solugao. Vamos provar o resultado por indugao em n. O resultado é
claro para n = 1, e suponha, por indugao, que provamos o resultado
para convexos C' C R""!. Seja C convexo, C C R", e suponha,
por contradi¢ao que C é ilimitado e ndo contém nenhuma semi-reta.
Consideremos dois casos:

Caso 1: C tem interior nao vazio. Em outras palavras, C' contem
uma bola aberta.

Nesse caso, seja xg € int(C) e seja {z;}_; uma sequéncia nao-
nula cujo moédulo tende ao infinito. A sequéncia (x; — xg)/||z; — zol|
é uma sequéncia em um compacto (a esfera S"‘l), portanto tem
uma subsequéncia convergente. Seja y; — y esta sequéncia (podemos
descartar os outros termos e considerar que a sequéncia original era
z; = ||z; — zollys + o).

Como zy € int(C), seja € tal que a bola de raio € ao redor de xg
esteja contida em C. Além disso, seja t* tal que z¢ + t*y =: z* ¢ C.
Note que este t* existe, pois estamos assumindo que C nao contém
semi-reta alguma. Também, por convexidade temos que para cada
t > t* vale zg +ty ¢ C.

Por outro lado, como ||z; — || — oo, segue que existe N tal que
1> N = xo+ 2t*y; =: z; € C. Considere agora a semi-reta partindo
de z; que contém z* (chamemos de L.,). Como z; — xo+2t*y =: zea
semi-reta partindo de z que contém z* contém também z(, segue que
existe 2; suficientemente proximo de z tal que a semi-reta Lz, contém
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algum ponto Z de B(zg,€) C C. Absurdo! Os pontos Z;,Z € C, mas
[2:,%] 3 z* ¢ C, contradizendo convexidade de C.

Caso 2: C tem interior vazio.

Neste caso, afirmo que C esta contido em um hiperplano de di-
mensao n — 1. Se assim nao fosse, haveria n+ 1 pontos que nao estao
contidos em nenhum hiperplano de dimensao n — 1, e o fecho convexo
F destes n + 1 pontos é, portanto, um n-simplexo, que tem interior
nao vazio em R”. Mas F' C C, o que é uma contradigao.

Assim, C C H ~ R""! (mais precisamente, existe uma transfor-
magcao ortogonal afim levando H em R"~1), e, por inducdo, C' contém
uma semi-reta.

Assim, provamos que se C é ilimitado, tem que conter uma semi-
reta, o que completa a prova.

3.10 Extensao de Weierstrass para fungao
descontinuas

Afirmagdo. Seja f semi-continua inferior, A compacto. Entao f ad-
mite minimo global.

Demonstragao. Seja y, = f(x,) uma sequéncia em f(A) que con-
verga para inf f(A), quer seja esse infimo —oo ou ndo. Como A é
compacto, existe uma subsequéncia convergente x,, — x. Semicon-
tinuidade inferior implica que liminf f(z,,) > f(x), mas por outro
lado

f(z) > inf f(A) = lim f(x,, ) = liminf f(z,,) > f(x),

portanto temos f(z) = inf f(A), ou seja, x é ponto de minimo global.
O

Esboce o grafico de uma funcdo semi-continua inferiormente (s.c.i.)!
Serd que uma fungao pode ser s.c.i. e convexa (resp. convexa) ao
mesmo tempo?
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3.11 Convexidade e o epigrafo de uma fun-
cao convexa.

Problema 3.11.1. Mostre que [ € convera se e somente se

flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y),

para todo x,y em Dom(f) e a € [0,1].

Solugao. Seja f : U — R definida no aberto convexo U C R™.
Queremos mostrar que o conjunto Epi(f) = {(a,d’) € U x R;a’ >
f(a)} € R* & convexo se, e somente se, f é convexa (ie. para
quaisquer a,b € U e t € [0,1] vale f((1 —t)a+tb) < (1 —t)f(a) +
t/(b)).

Suponha Epi(f) convexo, e tome a,b € U, t € [0,1]. Como
(a, f(a)), (b, f(b)) pertencem a Epi(f) e Epi(f) é convexo, vale ((1—
t)a+tb, (1 —1t)f(a) +tf(b)) € Epi(f). Mas entdo pela defini¢gdo de
Epi(f) vem que f((1 —t)a+tb) < (1—t)f(a)+tf(b), de modo que
f é convexa.

Reciprocamente, suponha que f seja convexa e tome dois pontos
arbitrarios em Epi(f), (a,a’), (b,b'). Entdo o’ > f(a) e b/ > f(b),
de maneira que, com ¢ € [0,1], (1 —¢t)a’ +¢b' > (1 —1t)f(a) +tf(b) >
f(1=t)a+tf(b)). Assim, ((1 —t)a+tb, (1 —t)a’ +tb') € Epi(f) e
Epi(f) € um conjunto convexo.

3.12 Convexidade e diferenciabilidade

Problema 3.12.1. Seja f : U — R de classe C%. Mostre que f
€ convera se, e somente se, sua forma quadrdtica hessiana € nao-
negativa (i.e. f"(x) > 0,vx e U).

Solugao. De fato, suponha f”(x) > 0,¥x € U. Entdo usando o
Teorema de Taylor (com formula de valor médio para o resto) temos
que, para qualquer a,b € R",t € [0, 1], existem c;,co € R™ tais que

fla)=f((1-t)a+tb)+ Vf((1-t)a+tb)(t(a—Db))

b3 " (e1)(tHa— b)), (ta — b))
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> f((L—=t)a+tb)+ Vf((1—t)a+tb)(t(a—Db))

e, da mesma maneira,

fd)=f((1-t)a+tb)+ Vf((1-t)a+tb)((1—t)(b—a))

1
+5 (" (e2)((1 = )(b —a)), (1~ 1)(b —a)))
> f((1 —t)a+tb) + Vf((1—t)a+tb)((1 —t)(b—a)).

Multiplicando a primeira equagao por (1 — t), a segunda por ¢ e

somando as duas equagoes alcangamos a desigualdade desejada:

(1—t)f(a)+tf(b) > f((1 —t)a+tb).

Vamos provar a reciproca por absurdo. Note primeiramente que
se f é convexa, entdo para todo a,b € U,t € (0, 1], vale

f(tb+ (1 —t)a) <tf(b) + (1 —-1)f(a))

fla+t(b—a)) — f(a
o Jat b2l 2 J@  pp) - fa)
Dai fazendo ¢t — 0 temos Vf(a)(b —a) < f(b) — f(a).

Agora, suponha que a segunda derivada de f (ou “matriz Hessi-
ana”) nao seja positiva semi-definida em algum ponto a € U. Entao,
pela continuidade da segunda derivada, existe b € U tal que, para
t€[0,1],

(f"(a+t(b—a))(b—a),(b—a))<0.

Ora, mas entao pela expansao em Taylor temos que f(b) < f(a) +
Vf(a)(b —a) < f(b) — f(a), absurdo. Logo, a matriz da segunda
derivada de f precisa ser positiva semi-definida.

3.13 Construindo funcoes de suporte com-
pacto.

Problema 3.13.1. Seja [to,t1] C R, ¢ € (to,t1). Tome € tal que
(c—e,c+¢€) C (to,t1) e defina

n(t) = {[(CJFE)—t]3 t—(c—¢)®, setelc—ectel

0, setédlc—e,c+el
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Mostre que

(i) neCt,

(i) n(to) =n(t1) =0, e

(i1i) n(t) >0, t € (c—e,c+e).
Solugao. E facil ver da defini¢do acima que 7(-) é diferenciavel em
[c—e,c+e]eem [to,t1]\ [c— e, c+¢]. Resta mostrar que a fungao é
diferenciavel nos pontos ¢ — ¢ e ¢ + . Como os dois casos sao anélo-

gos, vamos considerar apenas o primeiro e mostrar que as derivadas
laterais sao iguais. Comecemos pela derivada pela direita:

nlc—e+h)—n(c—ce)

hlgtr)l+ h
. [c+e—ct+e—hPc—e+h—(c—¢)?
" h—0+ h
1133
g 2SR
h—0+ h

que é trivialmente igual & derivada lateral pela esquerda.

O segundo item segue diretamente da definicao acima, ja que,
como to,t1 & [c —g,c+ €], vale n(to) = 0 = n(t1).

O terceiro item também é consequéncia da definigdo de 7(-), ja
queset € [c—e,c+e] entdo [(c+¢e)—t]> > 0e [t—(c—¢)]?, de modo
que 7)(+) é positiva.

3.14 Usando as condicoes KKTJ para a
demonstracao de um problema de ana-
lise

As condigoes de KKTJ (Karush-Kuhn-Tucker-John) sido condigoes
necessarias para a existéncia de solucoes 6timas num problema de
programacao nao-linear. O método de Lagrange, do curso de calculo
vetorial tratava de problemas de otimizacao sujeitos a restrigoes do
tipo igualdade. KKTJ generalizam essas condi¢oes para lidar com
restrigoes do tipo desigualdade e é amplamente aplicada em proble-
mas de otimizagao convexos.
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Problema 3.14.1. Usando as condi¢coes KKT determine
1. 22 + 23 — extr, ot + 25 <1 ;
2.z} + 23 — extr, 2? + 23 < 1.

Solugao. Esse problema vai ilustrar como varias desigualdades de
analise podem ser re-formuladas como problemas de otimizagao. Isso
nos leva ao conceito de constantes finas. Por exemplo, n6s sabemos do
curso de algebra linear que quaisquer duas normas num espaco veto-
rial sdo equivalentes. Como comparar duas normas da maneira mais
econOmica possivel? Queremos determinar as melhores constantes de
comparacao.

(a) Vamos primeiro considerar o problema de minimizacao. Es-
crevendo £ = 22 + 22 + A\(z} + 23 — 1), as condigoes de KKT
passam a ser:

22, 4+ 4 xh =0 (3.3)

229 +4\xh =0 (3.4)
A>0 (3.5)

Mzt +a25—1)=0. (3.6)

Se A = 0, entdo z7 = z5 = 0 (para que as equagdes (3.3) e
(3.4) sejam satisfeitas), e é facil ver que este é o tnico ponto de
minimo. De fato,se A >0ex; #0, i = 1,2 vale A\ = —ﬁ, 0 que
contradiz A > 0 (também nao pode ocorrer A > 0 e 21 = ’1‘2 =0,
que contradiz (3.6)).

O problema de maximizacao é mais sutil. Temos
L=—a}— a3+ \Nai+a5—1),
com as condigoes:
—21}1 + 4)\3)? = O
—2xy +4\x3 =0
A>0
Mzl +z3—1)=0.



[SEC. 3.14: USANDO AS CONDIGOES KKTJ PARA A DEMONSTRAGAO 35

Como antes, se A = 0, entdao 1 = x9 = 0. Contudo, se A > 0,

temos que
1 1

222 222
donde 2% = 3. Dai
1
2t 1=t = o =4+ —
xTq Zq 9 1 wa

de modo que os pontos de méximo sao, necessariamente:

i 1
=t
i} 1
n =ty

(isto é, temos 4 pontos de maximo).

(b) Novamente, consideramos primeiro o problema de minimi-
zagdo. Escrevendo £ = z7 + 23 + A(2? + 23 — 1), as condicdes de
KKT passam a ser:

423 4+ 2 11 =0 (3.7)
43 4+ 2 15 = 0 (3.8)
A>0 (3.9)

M2 +23—-1)=0. (3.10)

Se A = 0, entdo ] = x5 = 0 (para que as equagoes (3.7) e (3.8)
sejam satisfeitas), e este é o tnico ponto de minimo. Com efeito,
seA>0ex; #0, i=1,2 vale A\ = —222, 0 que contradiz A\ > 0
(também nao pode ocorrer A > 0 e x1 = x2 = 0, que contradiz
(3.10)).

Para o problema de maximizagio, temos £ = —x] — 23 + \(23 +

x5 — 1), com as condigdes:

—423 +2\r1 =0
—4x3 + 2 29 =0
A>0

Mz? 25 —-1)=0.
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Se A = 0, entdo x7; = x5 = 0, que ja ndo é ponto de 6timo. Se
A > 0, entao
A\ =227 =222,
donde 2?2 = 3. Usando (3.10), temos
1 1

2

= - = =4+
1 D) x1 \/53

de modo que os pontos de méximo sao, necessariamente:

208 =1 =2

x5 ==+

isto é, temos 4 pontos de maximo).

3.15 O método de relaxamento para pro-
blemas de otimizacao

Relazamento em otimizagao matematica consiste em aproximar a so-
lugdo de um problema dificil por um problema mais simples, cuja
solugao relaxada fornece informacoes sobre a solucdo do problema
original.

Problema 3.15.1. Seja fy : R® — R de classe C? e eliptica, i.e.,
existe o > 0 tal que

(/)/(U}) (U, ’U) 2 Ck(’l), ’l)),

Yo, w € R™.

(1) Serd que fy sempre admite um minimo global? Esse minimo é
dnico? Justifique a sua resposta.

(2) Seja & uma solugdo do problema

fo(x) — min,x € R".

Denote por (e;) a base candnica de R™. Construa uma sequéncia de
aproximagoes para I usando o sequinte algoritmo (método do relaxa-
mento):
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Passo 1. Seja z(©) o chute inicial e considere a sequinte famdlia de
subproblemas,

fo(l’ifl + tei) —min,t e R;i=1,2,...,n (Pz)>

ex; = 9. Chame a solu¢io de (Piy1), xit1. A tltimo dessas

solugoes (se ela existir) serd £ a nova aprozimacio do problema:
1) —

2\ =ux,.

Passo 2. Repita o passo 1 até a precisao desejada:
lz®+D 2] < e =107,

onde d € um inteiro escolhido pelo usudrio. FEle, o inteiro, nos diz
aproximadamente quantos digitos corretos da solugao estiao corretos.

(i) Mostre que para cada subproblema (P;y1), xiy1 existe e € inico.
(ii) Mostre que lim [z(F+1) — z(0)] = .
(iii) Mostre que lim{ fo(x®) — fo(x*+D)} = 0.
(iv) Mostre que lim |z — 2(®)| = 0.
(v) Determine se o algoritimo acima funciona funciona para a fun-
¢ao
fo(zy, ) = 22 + 22 +2(21 + 22) — |21 — 22|

O que pode dar errado?

Sugerimos o leitor que teste o algoritmo acima com a sua fun-
¢ao usando a sua fungao favorita de duas variaveis. Considere uma
forma quadratica positiva definida, e esboce os primeiros passos do
algoritmo acima.

Solugdo. (1) Seja f : R* — R € (2, eliptica. Vamos primeiro
mostrar que f é coerciva (para minimizagao), de modo a garantir a
existéncia de um minimo global. Como

(f"(x))v,v) = allv|*, vx,v €R",
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usando o Teorema de Taylor (com formula de valor médio para o
resto), temos que, para qualquer x,y € R", existe z € R™ tal que

£ = 3) + T x =) + 5 )~ ), (<= ¥)

> f(y) + VI)x —y) + galx — vl

Tome y fixo. E facil ver que ||x|| — oo = ||x — y|| — oo (pois
[l =yl = [[[x[| = lly[l])- Logo, se [[x|| — oo,

fx) = f(y)+ Vi) x—y)+alx—yl?
=|x—y||(||f” Vi) X )+a||x—y||)

| [Ix =¥l
Como a expressao Y) ¢ limitada (basta usar

e + VW) e
Cauchy-Schwarz), segue que [[x|| — 00 = f(x) — oco. Assim, f ¢é
coerciva (para a minimizagdo) e, por conseguinte, possui um ponto
de minimo global.

Para mostrar a unicidade do ponto de minimo, observe que como

£ > F¥) + V- y) + yallx—yl% (311)

1
Fy) 2 fx) + VIE)(y — %) + Sallx - yll%,
vale, para todo x,y € R",

(Vi) = V), (x—¥)) = alx -yl (3.12)

Dai segue de (3.12) que existe apenas um tnico x* € R"™ tal que
f(x*) é minimo global. De fato, como todo ponto no dominio de f é
interior, se x* é ponto de extremo entdo V f(x*) = 0. Dai, se y* € R"
também ¢é tal que V f(y*) = 0, entéo:

0= (Vf(x") = VIy), (x" = ¥")) > allx" -y,

ou seja, x* =y*.
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(2) (i) Em primeiro lugar, mostraremos que toda funcao C?, elip-
tica, € estritamente convexa. Em segundo lugar, veremos que se f é
estritamente convexa entao qualquer restricao sua a uma reta é con-
vexa. Dali, cada subproblema (P, ;) admite solugdo tinica (sabemos
do item anterior que existe x* tal que Vf(x*) = 0, logo em cada
direcao e; a derivada direcional se anula e para fungoes estritamente
convexas qualquer ponto de extremo local é minimo global e tnico).

Para estabelecer convexidade estrita, note que, usando (3.11) duas
vezes, obtemos:

f(x) > fltx+ (1 =t)y) + Vftx+ (1 -t)y)(t - 1)(x—y),
f(y) > fltx+ (1 =t)y) + VI(tx+ (1 - t)y)(t)(x —y),

donde multiplicando a primeira equagao acima por t e a segunda
por 1 —t e somando, obtemos que

tf(x) + (1 =) f(y) > fltx+ (1 = 1)y).

Para mostrar que a restricao de f a uma reta também estritamente
convexa, note que fazendo ¢(t) = f(x+tv) temos, para s,t,« € [0,1]:

(1= a)s+at) = f(x+ (1 — a)s +at)v)

= F((1 - a)(x+ sv) + alx + tv))
(1— ) f(x+ sv) + af(x+tv)
— (1— a)p(s) + ap(t).

N

(ii) Seja X’(“l )= = (x1,a,...,T,) 0 (i-1)-ésimo passo da k-ésima ite-
ragao (que esta fixada). Chamando a funcao objetivo por f, simples-
mente, temos que o problema de otimizagao no i-ésimo passo é:

min F;(z;) = rralcln flr,@a, . i1, @, T, - -, Tn), (3.13)

Zi

onde todas as entradas que ndo a i-ésima estdo fixas (e a iteragao
estd implicita na formula acima).
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Seja xj = argmin, Fi(z;), i.e. 27 é a solugao do problema (3.13)
acima. Entao, mais uma vez pelo Teorema de Lagrange, existe z tal
que

* / * * 1 " *\2
Fi(xi) — Fi(xy) = Fi(a7)(zi — 27) + 35 (2) (i — =7)".

Como z; é ponto de méaximo interior, necessariamente temos

F'(x¥) = 0, e chamando a = F, (z) obtemos

Fi(x;) — Fi(z}) > = (2 — x7)?,

K2

oo

isto &,
@
FxGoy) = F(xF) = §HX?71 - x{[[*.

Dai, usando a notacéo sugerida pelo enunciado, como x*+1) =
xF | temos que a diferenca f (x’(“ifl)) — f(x¥) ¢ uma soma telescopica,
de modo que

FOM) = FHD) = F(x) — FD) + F(xT) = F(x5) + o+ f(xy)

n
@ k k
2 BY Z [y — x|,
i=1

Como |[xF — xk+D|12 < 3™ ||xF_ | — xF||?, obtemos, finalmente,
que
FOF) = D) = Dt — x| 2

Logo, teremos que limyg_, o, |[x* — x*+D|| = 0 se mostrarmos que
limy oo f(x*) — f(x**+D) = 0. Ora, mas isso & justamente o que
pede o item seguinte. Vamos a ele.

(iii) J& vimos no item (b) que f admite minimo global, de maneira
que f(x*) é limitada inferiormente. Logo, teremos a convergéncia se
provarmos que a sequéncia f(x*) é decrescente. De fato, pelo modo
como definimos x¥, vale que f(xF) > f(x¥, ), 0 <i<n—1, pois

F) = Fi(al) = min Fi(y) = f(xk,)
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(se i = n, entdo o mesmo argumento continua valendo, ja que f(x*) =
(k+1)
fxo )
Como a sequéncia f(x*) é limitada e decrescente, ela é conver-
gente e, assim, é uma sequéncia de Cauchy. Isso estabelece este item
e o item anterior.

(iv) Ora, ja provamos em (3.12) que

(Vf(x) = V() (x—y)) > alx—y|

Aplicando Cauchy-Schwarz, vem que
IVF(x) = V)| > allx -yl
Considerando a sequéncia {x*} e o 6timo %, temos
IVf(x")]| > a|x* —%||, VE=1,2....

Logo, basta provar que V f(x*) — 0 quando k — oco. Ora, suponha
por absurdo que isso nao valha. Entao existe ao menos uma coorde-
nada j de Vf(x™) maior do que uma constante (tome, sem perda,
c>0), Ym = 1,2.... Mas entdo f(x*) ndao pode convergir. De
fato, seria possivel tomar um passo a tornar f estritamente menor:
basta minimizar a j-ésima coordenada, igualando a derivada parcial
a zero (como f é coerciva e estritamente convexa em cada diregao,
a derivada parcial na dire¢do j pode ser tornada zero). Como ¢ > 0
esta fixo, terfamos que |f(x*) — f(x*+1)| - 0, o que contradiz a
convergéncia do item (ii). Logo, é preciso que V f(x*) — 0.

(v) Com a funcdo
flay,x2) = x% —|—x§ +2(x1 + ®2) — |11 — 22,

o método deixa de funcionar. As figuras 1 e 2 abaixo mostram a
presenca de dois pontos de minimo, o que viola a convexidade estrita.
Com efeito, é possivel que o método oscile entre as duas bacias de
atracao indefinidamente e nao convirja para nenhum dos pontos de
minimo.
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Figura 1

Figura 2



[SEC. 3.16: OTIMIZAGAO COM SUBGRADIENTES 43

3.16 Otimizagao com subgradientes

Calculo com subgradiente é uma ferramente bastante ttil no calculo
aproximado de solugoes 6timas de problemas de otimizagao convexos
(ue nao sao suaves.

Problema 3.16.1. Seja f : G C R® — R wma fungao convexa, nao
necessdriamente suave. Assuma que f € Lipshitz continua.
(1) A projecio mg(x) de um ponto x num conjunto G convero em R™
€ definida como

|r —y| — min, y € G, (P,).

Mostre que o problema tem solugao e € unico.
(2) Seja x € R™ e seja G uma um conjunto fechado e convexo. Entdo,

Ime(@) —uf® < |z —uf? — o — 7 ().

(8) Considere a seguinte sequéncia de pontos em G:
Trp41 =7 (Tp — YESk), k=0,1,2...

onde xg € G, s € Of(x) € v > 0 € o tamanho do passo. Quando
Sin = f(Z) € conhecido, uma escolha tipica de passo é v, = Ay f/|skl,
Ak == f(l‘k) — Smin'

Hipoteses: seja X # () o conjunto solucao do problema de otimizacao
convexo, e assuma que

f(x) = Spin = alr — 75 (z)],

para alguma constante o que s6 depende da norma e da dimensao n.
Essa condigao forca que o grafico da funcdo seja pontudo, mas talvez
com a ponta larga.

(4) Mostre que

g1 — 2| <oy — 2| =7
(5) Mostre que |si| < C,Vk.
(6) Conclua que

dist(xy, )?) < ¢"dist(xo, )?), vk,
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onde ¢ = /1 —a2/C2.

(7) Aplique o método do subgradiente ao sequinte problema,

f(z) = |Az — b]; — min,

10
r€R2b=(6,0,0,A= | 1 1 |. E discuta a sua solugdo.

1 2
(8) Dados os pontos (—1/2,0),(1/2,0),(1,0), encontre o ponto que
minimizam a soma das distdncias aos trés pontos dados usando o
método do subgradiente.

Solugao. (1) Definimos primeiro a distdncia do ponto x € R"™ ao
conjunto G como d(x,G) = inf{|x — y|,y € G}. Pela propria defini-
¢ao como um infimo, é possivel encontrar uma sequéncia {yx} € G tal
que d(x,G) < |x — yi| < d(x,G) 4+ +. Como {yj} é uma sequéncia
limitada (yx € Bg,c)+1(X), Vk = 1,2,...), ela possui subsequén-
cia convergente, e denote por y., o limite da subsequéncia. Assim,
d(x,G) = |Xx — Yoo| € Yoo € G, pois G é convexo fechado.

A unicidade é consequéncia da convexidade de GG. Com efeito,
sejam y;i e y3 tais que d(x,G) = |x — yi| = |x — y3|. Chame esta
distancia de ! e suponha que yi # y3. Entao

0 < [6x—yi) = (= y3)II* < 2l — yill? + 2llx — y3]
1 *\2 *\2 2
—4|[5lc - ¥D)? + (x - y3)|

Y1ty 2
= 2ljx - yiI? + 2llx - w3l? - 4| VS22 - x|

* * 2
:2124—212—4”¥—XH .

Dai,

* *
A - <

e como ¥1¥¥2 € @, isso contradiz a minimalidade de I, absurdo.
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(2) Seja x € R" fixado, u € G qualquer e p = 7g(x) a projecao de x
em G.
Note que
Ip —ul|* < [[x —ul]® - []x - p||*

eS<p—-uy,p-u><<xXxX—u,Xx—u>-—<X—p,Xx—p>

S<p,p>—-2<p,u>< 2<x,u>+2<x,p>—<p,p>
S<—x,p—-u>+<p,p—u><0
S<x—p,u—p>< 0.

Vamos provar esta ultima desigualdade. Para o > 0, defina u, =

(1 — a)p + au, de modo que
[lx = wal* = /(1 = a)(x = p) + a(x — w)|]?

— (1—a)?|Jx— pl[2+ a?[lx —ul +2(1 - a)a < (u—p), (x—p) >

Considere a fungio g(a) = ||x — ua||?, e da tltima desigualdade
nos temos que g—i =
a=0

=-2x-p[*+2<(x-p),(x—u)>=-2<(u-p),(x—p) >.
Suponha por absurdo que < u — p,x — p > > 0 para algum

u € GG, de maneira que

0
Sllx -] <o,

a=0

e para «a suficientemente pequeno vale ||x — u,|| < ||x — p||. Obvi-
amente isso contradiz o fato de p ser a projecao de x em G. Logo,
devemos ter < (u—p), (x—p) ><0, Yu e G.

(3) Basta usar o item anterior para notar que
141 = %I[* < [ — yisp — %]
= |lxr — %||* — 2wk (xx — %) + 7z Iskl[?
< Ik = %7 = 29 (f (xi) = f(X)) +7i¢lIsel*

= Il — %[ — il
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(4) Vamos usar o fato de que f(x) — f(%X) > a||xr — %x||. Dai,

< o=l (1- 720 (3.14)

|lsk?
Seja C' a constante de Lipschitz de f. Entao temos
sk((sk +xk) — %) < f(xk +xx) — f(xx) < Cllsie +x — x|,

ou seja, ,
[Isk[l” < Cllsll,

e fica estabelecido que
|Isk|| < C. (3.15)

(5) Usando (3.14) e (3.15), vem que

Logo, vale para todo k que

2 k
N R . o 2
o, ) = [~ %1 < [ = 51| (1~ 5 )

=0 ) (1= 5 ) =, )

o2
onde g = /1 —a2/C2.

(6) Queremos minimizar a fungao
f(xy) = lo = 6]+ |z +y| + [z + 2y|.

Na figura abaixo, é possivel estimar que z = (z,y) = (6, —3) é ponto
de minimo, e que f(6,—3) = 3. O leitor atento vai verificar essa
afirmagao pessoalmente. Ainda assim, o método do subgradiente é
pouco eficiente neste caso, ji que as curvas de niveis sao por demais
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alongadas, o que gera um comportamento em zigue-zague no processo
iterativo (veja figura 4 abaixo). Note que isto é consequéncia nao s
da estrutura da fungao como do ponto inicial — de fato, este com-
portamento é significativamente alterado se escolhermos outro ponto
inicial (por exemplo, (8, —5)).

Figura 4
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(7) Queremos minimizar a fungao

g(agy):\/(x+;>2+y2+\/<x—;>2+y2+ (x —1)° + 2.

Comecemos pela origem: g = (0,0). Como a menor distancia
entre os pontos é dada por 3/2, temos

9(0,0) - 2

Yo =
[Isol[?

Para encontrar sy olhamos para o gradiente de g. Fazendo a =

V@+ )2+ b= /(z—3)2+y2e c=/(x—1)2+y2 obte
mos

r+i -1 -1
Vg(suy)-( 22y y+y+y),

a b c 'a b ¢
donde sy = (—1,0) e ||sg]|*> = 1.
Com isso, v = % e
1 1
r1 = xo — Y050 = (0,1) — 5(_1v0) = (570)-

Dai v = Vg(%,()) = 0 e encontramos ponto critico. Logo, (%, 0)

é o ponto que minimiza a soma das distancias aos trés pontos dados.

3.17 O método do elipsoéide.

Em otimizagao matematica, o método elipsdide ¢ um método iterativo
para minimizar fungoes convexas. Em problemas de programagao
linear, com dados racionais, o método também é conhecido como
algoritmo do elipsoide, que encontra uma solugao étima num niimero
finito de passos.

O método do elipsoide gera uma sequéncia de elipsoides cujo vo-
lume diminui a uma taxa uniforme em todas as etapas, e convergindo
para o minimizador da fungao objetivo.
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(1) Prove que se G é um conjunto convexo e compacto, entao existe
um elipsoide contendo G e dentre esses elipsoides existem um elips6ide
de volume minimal.
(2) Prove que se G é um conjunto convexo e compacto, entao existe
um elipsbide contido G e dentre esses elipséides existem um elipsoide
de volume maximal.

Solugao. (a) Sejax = (21, %2,...,2,) € R" ec € (—31,0). Considere
a seguinte familia de elips6ides, indexada por c:

(c+1)72 ((xl — )’ +(2c+1) iﬁ) <1
=2

Queremos mostrar que o disco unitario estda contido na familia
acima. Para tanto, tome z € D = {(z1,22,...,2,) ER": 3" 27 <
1,21 > 0}. Entao:

(C + 1)*2 <($1 - 0)2 + (20 + 1) Zx?) =

2
2
1

NE

=(c+1)7? (:17% +2cxy + 2 4 (2¢+ 1)

N

M=

=(c+1)72 <2cx1 + % + QCZ{E? +

=2 i

< (e +1)72(|[x] + ¢ + 2¢][x|[3
= (c+ 1)72(|x[22c + 1) + 2)
<(e+ 1) (e+1)?
=1.

(b) Para calcular o volume do elipsbide, note que A é uma matriz
diagonal positiva dada por

1
(G 0 0 - 0
A 0 (c+1)Z(2c+1) 1 0 - 0
0 0 0o ... 1

D2 2cr )1
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e obtemos o volume da elipse calculando

/ dx :/ |det A~ dx
A=1(B1(0)) B1(0)

=detA™! / dx = Vol(By(0))det A1,

B1(0)
(¢) Note que ,
c+1)="
Vol(c) = (2(011))71—1 K
= Vol'(c) =
_ e+ D)2+ )" = (R 1)(e+ 1) (2e+ 1) K
(2¢ + 1)2n—2

para alguma constante K.
O ponto critico que buscamos deve satisfazer Vol'(c) = 0, isto é:

2n(c+ 1) 12+ 1) = (n—1)(c+1)*"(2c+ 1)" 2

2
nf1(2c+ )=c+1

4n 1 2n
n—1 n—1

=4

4n
Para ver que c € (—%,0), note que ﬁ € (0, i),n =2,3,.... Entao
£ +1€(0,3) edai

14+n 1 1 1
" —‘(4+4> € (‘2"’)'




Capitulo 4

Calculo Variacional

4.1 Um problema sobre bolhas de sabao

Que forma toma uma pelicula de sabdo (superficie minimal) que se
apoia em dois arames circulares paralelos?

Problema 4.1.1. Sejaa >0 e Q = {f € C?[0,1],f > 0: f(0) =
7(1) = a}.

(1) Para f € Q seja E(f) a drea da superficie de revolugao gerada
pela fungao f, i.e. girando o grifico de f em torno do eizo x.

(2) Mostre que para toda funcio ¢ : [0,1] — R de classe C?[0,1] e
tal que ¢(0) = ¢(1) =0, a funcao F : t — E(f +t¢) € diferencidvel
numa vizinnhaga de t = 0. Encontre uma expressio para F'(0) que
nao involva as derivadas de ¢.

(3) Suponha que E(f) = mingeq E(g). Determine f.

Solugao. (1) Pela descrigdo do enunciado, temos que o funcional E
toma a forma

[f] = 2n /O F)VIT (7 (0)2da

de modo que

F(t):Zw/O(f( +to(@) /1 + (f (x) + t¢! (x))2da.

o1
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Para provar a diferenciabilidade de F' numa vizinhangca de ¢t = 0,
vamos invocar o Teorema de Derivagao Dominada:

Teorema 2 (Teorema de Derivagdo Dominada). Seja J um intervalo
em R e seja g: Q2 x J— R tal que:

(i) para todo t € J, fizada a func¢ao x — g(x,t), definida em Q, é
integrdvel;

(ii) em todo ponto de Q x J existe a derivada parcml 9(x,t);

(i1) existe uma fungdo integravel h : Q — [0, 0] tal que h(z) >

%(I,t) , Ve € Q, Vt € J. Entao a fungdo

tr—>/g(;1:,t)dx
Q

€ diferencidvel em J.

A dnica condi¢do acima que ndo é imediata é a condigdo (iii).
Mas considerando um intervalo da forma J = [—¢,¢|, onde ¢ > 0,
basta tomar o maximo de F' no intervalo J (que existe, pois F &
funcao continua de t). Fazendo h(z) = maxyc|_. ) F'(x), YV € [0,1],
é facil ver que a condigdo (iii) passa a ser satisfeita, e a fungdo F é
diferenciavel em [—c, c].

Vamos agora encontrar uma expressiao para F’(0). Temos:

Jimy, o 2o @) the mmdr o [ @)/ TH( ()2 dw _
= limp_.g (27r fOl (@) <\/1+(f/(3:)+g0'(x})L)2—\/1+(f/(x))2)
27 [ p(x)/T+ ([ (@) + he! (z))2dx) =

— o [0 () i <\/1+(f @ @) /T ) )dw

T2 [} pla)/TH (F/(2))de.
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Mas:
lm<¢1uﬂm+¢wv~w+uww>:
h—0 h
@ @y =
=0
L W) @)
21+ (f'(2) + 19/ (2))2 o 1+ (f'(x))?
Logo, F'(0) =
=27 1 f(x)f'(x)&dx + 27 /1 o)1+ (f'(x))%dz.
0 1+ (f'(x))? 0

Como queremos uma expressao para F’(0) que ndo contenha de-
rivadas de ¢(+), faremos uma integragdo por partes,

J L
0 VIT (@)

1 1 ’
B f(@)f'(x) o
A( HU@W)”)’

0

f@ e
TR

donde, finalmente,

F'(0) = 277/0 o(x) < L+ (f'(2))? - <"W> ) da.

(2) O funcional que queremos minimizar é

1
Bl =2 [ o)/ T+ (@)

L

Por Euler-Lagrange, temos como condi¢ao necessaria para mini-
mizagao que
o d »
Li(x) — —L;(x)=0,
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onde Ly(x) = /T (F@)P e Lp(x) = L Dai, temos que

VIH( (@)
S - ( ff)&(&)))z) -

isto é,
LE@R -
L+ (232
Multiplicando por f’,

f,(1+(f’)2—ff”> a5
L+ (222 ) de /1 ()2
donde
s Y e
1+(f/)2—c(:)f— p @/mdf /dm
Portanto,

cln (‘H 'Cchz> =z +d= f =ccosh (xid)

As condigdes de fronteira f(0) = f(1) = a permitem determinar
as constantes c e d.



Capitulo 5

Condicoes de
transversalidade para
problemas variacionais.

5.1 Um problema com tempo livre.

Problema 5.1.1.
To
/ (@2 + 2?)dt + a(2(Ty))? — extr.
0

Solugao. Por Euler-Lagrange, escrevendo L(t,z,1) = (2% + 2),
temos

d ..
La,—%Lg-c:O(:)a::a:,

logo o 6timo deve ser da forma z(t) = Ciet + Coe™t. Condigoes de
transversalidade:
L;(0) = 22(0) =0 (5.1)
Li(Ty) = 2i(Ty) = —20(Ty) (5.2)
Da primeira linha tiramos que C; = Cy = C, e da segunda obtemos

C(eTo —e7T0) = —aC(eTo 4 ¢ T0),

95
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ou seja, x : [0,Tp] — R, 2 = 0 é candidato para cada Ty. Além disso,

se C' # 0 temos

To To

e —e”
=

Assumindo Ty > 0, a equagdo acima tem solugdo para —1 < a < 0

(de fato, se @ > 0 claramente as fung¢des = 0 s@o os minimos do

funcional). Neste caso, avaliando o funcional temos

To
02/ [(et o eft)Z + (et +67t)2]dt+ aC’Q(eTD +67Tg)2
0

To To

— e

To
02/ 2(e? + e ) dt — c C?(eo 4 e~ T0)?
0

eTo 4+ e=To

02(62TO _ 672T0) _ 02(62T0 _ 672T0) — 0

Assim, se —1 < a < 0 candidatos sdao C(e! — e~ ), C # 0, Ty tal que

To To

et —e

~ eTo e To’

ou x = 0. Vamos agora analisar os resultados. Primeiramente vamos
avaliar os funcionais em algumas func¢des. Por exemplo, se © = M
(constante) temos,

To
/ (@2 + 2?)dt + a(2(Ty))? = M?*Ty + aM? = M?*(a + Tp)
0

Também vale a pena calcular o valor em z(t) = M cos(t):
To
| et + ata()? =
0

To
_ / (sin(t)? + cos(t)2)dt + aM?(cos(Th))?
0
= M*(Ty + acos(Ty))

Assim, se o > 0 claramente o valor do funcional & > fOTO mgdt, por-
tanto igual a zero se e somente se x = 0. Logo, funcoes identicamente
zero sao os Unicos pontos de minimos do funcional acima. Por ou-
tro lado, pelas avaliagés acima, fica claro que o funcional pode ser
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tdo grande quanto se queira. Se o < 0, as avaliagbes citadas acima
mostram que o funcional pode ser tdo negativo ou positivo quanto se
queira (por exemplo, quando x(t) = M cos(t), cos(Tp) = 0, M — o0
o funcional tende a +o00; no caso * = M — oo, Ty > —a o funcional
tende a —00). Assim, nesse caso o problema nao esta bem-posto.

5.2 Um problema com extremidades mo-
veis.

Problema 5.2.1.
T
/ v+ hv1+ & — inf
0

z(0) =0,z(T) =¢

Solugao. Tratamos como um problema com extremidades moveis.
Calculamos primeiramente

I v+
w_2\/9c+h

_ Vath
Yoo/t

Note que L, L; = i, logo por Euler-Lagrange,

d. - 1
ale e =g
Fazendo f(t) = L,
1
/—7
=5
/ff’dt— +C
t
f2:§+01
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Rebatizando Cy = C, temos

vr+h 1
A N,
2V1+ 1 2

h
TER _oic
1+

P2t +C)=a+h—2t—C

Resolvendo a equagao homogénea associada, @(2t + C') = z, temos
que

1
2w+ C
1
In(z) = §ln(2t+0) +D
x=DV2t+C

Conjecturamos que existe uma solugdo particular da forma z(t) =
At + B. De fato,

T
T

A2t +C)=At+B+h—2t—C
24t + AC = At —2t+ B+ h—C
2A=A-2¢ AC=B+h—-C
A=-2B=-h—-C

Assim, a solugéo geral da equagao é z(t) = —2t—h—C+D+/2t + C.z(0) =
0 implica que h — C' 4+ Dv/C = 0, e x(T) = £ implica que —2T — h —
C+DV2T+C=¢.

5.3 Um problema isoperimétrico: o pro-
blema da rainha Dido

Apocrifa ou nao, a lenda de Dido é a seguinte. A guerreira Dido
chegou na costa da Tunisia em 814 A.C. e 14 ela pediu um pedago
de terra ao monarca local. Seu pedido foi satisfeito, porém o pedago
de terra concedido deveria ser limitado pelo couro de um tnico boi.
Com uma notével intuicao matematica, ela cortou couro do boi em
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uma longa tira fina (ou vérias tiras finas que foram costuradas) e usou
esse lago de couro de boi para cercar o terreno. Esta terra tornou-se
Cartago, e Dido e tornou-se sua rainha. Dido percebeu que a curva
que captaria a maior quantidade de terra seria um arco de circulo.
Por qué?

Problema 5.3.1.
To
/ xdt — extr,

—Ty
S VIF 2t =1, 2(—Tp) = =(Tp) = 0.

Solugao. Trata-se de um problema isoperimétrico. Formamos entao
a Lagrangiana:

L(t,l‘,.’i‘,)\) = Nz + N V1+ 22

Observamos que L, = \g, ¢ Ly = A\ —~2— Euler-Lagrange implica

V142
que
d ~ o
*Lz = L:L’ =A ;
dt 0
ou
Lgb = /\0t + Cl
A1 J? = Mot + C1

V142
Mi? = (1+3%) (Nt + C1)?
i*(A] — (Aot + C1)?) = (Aot + C1)?
o )\0t + Cl

VAE = (Mot + C1)?
Note que se Ay = 0, isto significaria que @ = C, logo z seria linear.
Como x(—Tp) = z(Tp) = 0, segue que z = 0, que claramente nao é
maximo nem minimo do problema. Assim, considerando Ay # 0,

T

1
(t) = iA—O\/)\f — (ot + C1)2 + O

Substituindo, x(+7p) = 0,

1 1
)\70\/)\% — ()\OTO — 01)2 +Cy=0= )\70\/)@ — ()\QTO +01)2 + Cy
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Em particular,

(AoTO — 01)2 = (AoTO + 01)2 =4\TyC1=0=C1 =0

e
AT = NT5 = C3NG
/\2
022 =5 - TO27
A
ou seja,

1 A2
xwzi%wﬁ—ﬁﬂiué—m

A2 A2
t)=4,[ % 12| S -T2
=) \/Ag xno o

Mais uma vez usando o fato de que z(Tp) = 0, aprendemos que 0s
sinais dos termos acima devem ser opostos, isto é,

A2 2?2
x(t):t<\/)\%t2\/)\%T02>

que é essencialmente uma familia de semi-circulos de raio r =

A1

Ao
/33 .
centrados em (0,:|: Svi T02>. Geometricamente (como mostra a
0

figura em anexo), é claro que o comprimento do arco ligando (—7p, 0)
a (Tp,0) com o centro citado acima ¢ 2r arcsin (Tf’), de modo que

l
To = rsin (27‘) .

T,
, temos que LOTO xdt =

Assim, mantendo a notagéo r = ‘i—;

To
=+ \/2t2,/2T2>dt.
/TO< r r ki
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A integral acima pode ser resolvida fazendo a substitui¢do ¢t = r sin u.
No entanto, acho interessante mais uma vez pensar geometricamente
(ver figura em anexo) e notar que isto é (no caso positivo) a area
acima do eixo-z. Em outras palavras, estamos lidando com a érea de
uma secgao circular menos a area de um triangulo isésceles. A area da
segao circular cujo arco tem comprimento [ é %, e a area do tridngulo
isosceles é %(QTO)\/TQ — T2, de modo que o valor da integral acima
deve ser

To Ir
/ xdtzi(Q—Toq/rz—T(?)

—T,

Note que se a = I/r, podemos escrever

o) = g(a) = 5 (1- ),

2c0 «
em que 0 < a < 7. A fungdo g atinge seu méaximo em o = 7, portanto
f+(r) atinge seu méaximo quando r = [/ = Tj, ou seja, um semi-
circulo centrado na origem (o mesmo se pode dizer sobre o minimo

de f_(r)). O fato de que esses candidatos encontrados sdo de fato o
méximo e o minimo é consequéncia da desigualdade isoperimétrica.

5.4 Um problema com vinculos dinadmico
Problema 5.4.1.

1
/ (2 +9°) — extr
0

gy —gr =1, (0) =0, 2(1) = sin(1), y(0) = 1, y(1) = cos(1).
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Vamos passar a coordenadas polares r,6. Fazendo z = rsin(0)
e y = rcos(f) temos que & = 7sin(f) + rfcos(f) e y = 7 cos(0) —
rfsin(f). Assim, a equacao diferencial se torna

(7-sin(0) + 76 cos())r cos(0) — (i cos(0) — 6 sin(f))rsin(h) = 1

20 =1,

e o integrando do funcional se torna (na primeira igualdade abaixo,
os termos do meio cortam)

(7 sin(0) + 76 cos(0))? + (7 cos() — rfsin())? =
= 2 sin?(0) + 1262 cos?(0) + 72 cos?(0) + 262 sin?(0)
=72 4+ r26?

=2 4+ (r20)0 = r2+0

Euler-Lagrange em 6 nao d4 nenhuma informagcao nova (0 = 0),

mas Euler-Lagrange em r diz que, %LT- = L,, ou seja,

2 = 0= #(t) = At + B

Do fato de que #(0) = #(1) = 1, temos que # = 1. Como 720 =
1,6(t) =t + C. Do fato de que 6(0) = 0, temos que 6(t) =t, e este é
o Gnico candidato a extremo. Vamos mostrar que é minimo.

Seja r(t) = 14+ n(t),0(t) =t + v(t). Como as condi¢oes iniciais
devem ser respeitadas, n(0) = n(1) = v(0) = (1) = 0. Assim,
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avaliando o funcional em (r,6) temos

1
/ 72+ 0dt =
0

1
:/ 0+ 1+ Adt

0
1 1
:1+/ q'/dt—k/ 02 dt
0 0

— 14 4(1) —(0) + / it

1
:1+/ nidt > 1,
0

que é o valor do funcional em 7, 6.
Assim, o valor minimo do funcional é 1, sendo realizado por = =
sin(t),y = cos(t). Nao ha candidatos a méaximo.

5.5 Um problema de controle 6timo (forma
Lagrangiana): o problema de I. New-
ton para o projétil com resisténcia mi-
nima.

Newton estudou o problema de um corpo movendo-se através de um
fluido invicido e imcompressivel. Seu objetivo era determinar um
design que oferecesse a menor resisténcia possivel enquanto o corpo
move-se pelo fluido. O modelo de resisténcia de Newton supoe que em
qualquer ponto do corpo, a resisténcia imposta pelo meio é propor-
cional ao quadrado do moédulo da componente normal da velocidade.
Qual a forma desse solido?

Apesar de bastante simplificado, o modelo funciona bem se o
fluido for um gas rarefeito e o sélido move-se em baixas velocida-
des, ou para avides/projéteis movendo-se com ntimero de Mach alto.
Ver o livro do V. Tikhomirov, Stories about Maxima and Minima,
também mencionado na bibliografia.
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Problema 5.5.1.

To t
/ —dt — inf
0o 14+d2
z>0,2(0)=0,2(Ty) =&

Transformamos o problema acima num problema de controle es-
crevendo u = &, e o lagrangiano

T
E:/ L(t,z,u)dt + pox(0) + p1 (z(T) — £),
0

em que L(t,x,u) = 11052 + p(z — w). Vamos agora fazer Euler-

Lagrange: L, =0, L; = p, logo %p = 0= p(t) = P, constante.
Condigoes de transversalidade: montamos primeiro a fungao ter-
minal [ = poz(0) + g1 (2(T) — £). Assim,

Li(0) = lo() & Po = po
Li(T) = —lyr) & Py = —m
Condigao de minimalidade:
S\ot 5\0t ~
—_— — > ——— — Pyt
1+a2 = T a2 bi(t)

Se Py > 0, escrevendo a equagao como

Po(a(t)—u)zﬁ\ot< ! ! )

T+a(t)?  1+u?

fica claro que o lado esquerdo tende a —oo se u — oo, mas o lado

direito é > 5\015 (ﬁ — 1). Se Py = 0, o lado esquerdo da mesma

desigualdade é zero independente do valor de u, mas o lado direito

vale Aot (ﬁ — 1) quando u = 0 e tende a Aot (W) quando

u — 00, e as duas expressoes tém sinais opostos se 4(t) > 0. Assim,
se Py = 0, forcosamente temos @ = 0, que nao é minimo do funcional
(de fato, é maximo).

O caso que nos interessa é Py < 0. Agora Ao =0 implicaria que
@ = 0, portanto podemos escalonar \g = 1 (de fato, A\g > 0 pelo
principio do minimo). Vamos agora precisar de um Lema:
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Lema 5.5.2. Para todo t € [0,T],t # —2P,
W(t)=0=0<t< —2PF

Observagao 5.5.3. Isto implica que |, _2p,) = 0, e que 4 nao se
anula em (—2P, T.

Note que o valor em —2F) nao estd determinado. Como 4 é
continua por partes, ela é continua ou a direita ou a esquerda em
—2P,, mas nao os dois. Este tltimo comentario pode ser obtido
examinando a demonstragdo abaixo: um escolio é que se 4u(t) > 0,
entdo 4(t) > =2 (ou seja, lim,_,_yp+ a(t) > 1/2 > 0). Isto é claro,
nao faz diferenga, pois o valor da fungao neste tinico ponto nao altera
o valor do funcional.

Demonstracao. Considere a desigualdade original,

t

t .
T P2 g Pl)

Primeiramente, considere a desigualdade fazendo u = 0:

Note que desigualdade acima, em particular, implica que %(0) = 0
(sendo — Py < 0, absurdo). Seja entdo ¢ > 0, e suponha que 4(t) > 0.

Nesse caso,
; u(At) > P,
1+ a(t)?

Como 0 < Tz < % para todo z > 0 (o méximo da fungédo é atingido

em z = 1), segue que

> —Pyet>-2F

N | o+
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Em outras palavras, mostramos aqui que 4(t) > 0=t > —2F,.
Vamos agora olhar para a desigualdade original fazendo u = 1:
t t
- — Py > ——— — Pyu(t
2 T 1xa@e? ° ®)

Seja t € [0,T], e suponha que 4(t) = 0. Entao

t
5 Po2t=t< 2P,

Resumindo, provamos que @(t) > 0=¢> —2Pyeu(t) =0=1t <
—2P,. Isto prova o Lema. [

A condigao de estacionaridade com respeito a u implica que para
t > —2Py, L, =0, ou seja (ja substituindo Ay = 1),

—2t0 2t
Y  _p=0& —Py= ——
(1+ a2)2 0 0 (1+a2)2

Para t > —2P,,

2t = —Py(1 + 202 + a*)

—P, 1 )
t_0<—A+2a+iﬁ>
u

2
dr dxdt =B /1 .9
_— = —— = — —_ 2

du  dtdu 2 (a? i +3“)

Mas & = u, logo

dx —PQ 1 ~ ~3
- __T (= 2
du 2 (u + “+3“>
—P, 3
i(t) = TO <1n(a) + 4% + 4a2> +C,t > —2P,

Vale a pena também observar que, como

dt  —Py (1 ,
AT oy 0
du 2 (a2+ +“>>’
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d’z _ du _ 1
temos que ‘zr = 3 = F7gy

Vamos agora argumentar a minimalidade. Seja z(e) qualquer fun-
¢ao admissivel. A condigdo de minimalidade de & implica que

> 0, ou seja, & é uma funcao convexa.

t . t :
m — Pox(t) 2 TW — P()(E(t).

Integrando,

T ¢ Ty
' dt-Pe> | — P,
/O 1+ #(0)2 0¢ /0 1+ 2()2 8

o que completa a prova. Restaria agora determinar o valor de —Fj,
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Apéndice: condicoes de
transversalidade

6.1 Funcionais mais comuns em calculo de
variagoes

Assuma que o intervalo de integracdo A = [to, t1] é fixo.

6.1.1 Funcionais integrais

t1
Ta@) = [ Lit.a 0. a(o)de
to
6.1.2 Funcionais terminais

Tla(e)] = 1(z(to), x(t1))

Funcionais mixtos
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Os ultimos funcionais sdo chamados de funcionais de Bolza (ou Boltz).

6.2 Restrigoes
6.2.1 Restricoes diferenciais ou dinamicas

M(t, 2(t), #(t)) = 0;

Por exemplo, #(t) = ¢(x(t),t), i.e. a restricdo diferencial ¢ uma
equagao diferencial ordinaria.

6.2.2 Restrigcoes terminais

6.2.3 Restricoes na forma de desigualdades

P(x(to), z(t1)) <0

Restricoes na forma de igualdades

P(x(to), z(t1)) = 0

As fungoes (o) podem ser campos vetoriais.

6.3 Exemplos de problemas tipicos do cal-
culo das variacoes

Vou assumir por enquanto que o intervalo de tempo é fixo, e que as
condigoes de fronteira sao fixas também.

6.3.1 O problema classico mais simples: intervalo
de tempo fixo, e condicoes de fronteira fixas

Jle(e)] = [ f(t.x(t),#(t)dt — min,

Jto
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l’(to) = X,

a:(tl) =T
6.3.2 O problema de Bolza

Bla(e)] = J[z(e)] + T[z(e)]

No problema de Bolza as condigoes de fronteira pra as as varidveis
de estado nao sao fixas.

6.3.3 O problema de Lagrange (otimizacao dina-
mica)
J[z(e)] — inf,
M(t,z, &) =0,

P(x(to), #(t1)) = 0

6.3.4 O problema de Meyer (otimizagao dinamica)

B[z(e)] — inf,
M(t,x, &),

P(x(to), #(t1)) = 0

6.4 Métodos de resolugao

Daqui em diante n6és podemos assumir que um intervalo de tempo
A = [a, (] suficientemente longo foi fixado a priori e que a solugéo
o intervalo de tempo o6timo [tg,t1], quando esta existir, esta contido
em A.
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6.4.1 Problemas do tipo Bolza

1.

2.

Escrever a fungdo de Bolza do problema (veja Bz (e)] acima).

Escrever as condigbes necessérias:
(a) Equagao de Euler:

(b) Condigoes de transversalidade:

Ew(tk) = (_1)klwo(i‘<t0)’i‘(tl))7k =0,1

Obter os extremais admissiveis.

Mostrar que pelo menos um dos extremais admissiveis fornecem
uma solugao do problema, ou argumente porque o problema nao
admite solugao.

6.4.2 Problema com extremidades moveis

Tia(o),to,ta) = [ Lt (0) (0)de + volto,alto) t1.2(t1)) — extr

1.

to
Y (to, z(to), t1,z(t1)) =0,i=1,...,m.
Formar a funcao de Lagrange:
Llz(e),t0,t1,\]

“ / LG 2 (1), #(t))dt

+ Z Aii(to, x(to), t1, z(t1)),

=0

A € R™*! s3o multiplicadores de Lagrange.
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. Escrever as condicgoes necessarias:

(a) Equagoes de Euler-Lagrange:

do(— S Lalt) + Lalt) = 0

(b) Condigoes de transversalidade com respeito & x:

)\Ozdc(ik) = (_1)klzlv

U(to, z(to), tr, z(t1)) = Ditg Nitbi(to, xo, t1, 21)

. Condigoes de estacionaridade com respeito a ty, k =0, 1:

AoL(Er) = (1> Xi(@igy + Pimei(fo)) k=0, 1
1=0

. Obter os extremais admissiveis.

. Mostrar que pelo menos um dos extremais admissiveis fornecem

uma solugao do problema, ou argumente porque o problema nao
admite solugao.

6.4.3 Problemas isoperimétricos

Rle(e)) = [ fot.ale). #(0)de — extr:
Jilz(e)] = t 1 filt,z(t),2(t))dt = i =1,...,m;
z(to) = o,

ZL’(tl) =1

1. Formar a Lagrangiana,

L=L(t,z,&,N\) Z/\fztxx

A= (Ao, A\, A, Am)
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2. Escrever as condigoes necessérias:
Equagoes de Euler-Lagrange:

3. Obter os extremais admissiveis.

4. Mostrar que pelo menos um dos extremais admissiveis fornecem
uma solugao do problema, ou argumente porque o problema nao
admite solugao.

6.4.4 O Problema de Lagrange

By[z(e),u(e),to,t1] — inf;
Dlz(e), u(e), to,t1] = &(t) — ¢(t, x(t), u(t)) = 0,
Bi[x(e),u(e),to,t1] <0,i=1,...,m’
Bilz(e),u(e),to,t1] =0,i=m' +1,...,m,

onde

ty

Bi[z(e),u(e),to,t1] = fi(t, x,w)dt4;(to, x(to), tr, x(t1)),i = 0,1,...

to

1. Formar a fungao de Lagrange:

’C[‘T(.)v u(e),to,t1;p(e),\) =

- / S it ) + p(t) ( — (b, w))dt
to ;=0

—+ Z)\ﬂl)i(to,x(to)atla I(tl))7

=0

A= (Ao, A1s- -5 Am), p(e) € CH([to, 11], RY).
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2. Escrever as condigoes necessarias:

(a) Equagédo de Euler:

d ~ ~
—La(t)+ La(t) =0,
SLa0)+ Lo(t) = 0

Liz(e),u(e),to, t1;p(e), \] =

i=0
(b) Condigoes de transversalidade com respeito a x:
Li(f) = (=¥, k=0,1
com funcao terminal I = 3> o At (to, z(to), t1, 2(t1));

(c) Condigoes de estacionaridade com respeito & u:

Lu(t) =0

(d) Condigao de estacionaridade com respeito a tg, k = 0, 1:

(—1)* Z Ao fi(tr) + Z Xi (Wi + Wi a(y2(Er)), k = 0,1
=0

i=1
(e) Condicao de folga complementares:

AlBl(g) = O,Z = 1,2,... ,m’;

é (‘%(.)’ﬁ(.)7£07£1)'
(f) Condigdes de nao negatividade:

N>0,i=1,2,...,m.

. Obter os extremais admissiveis.

. Mostrar que pelo menos um dos extremais admissiveis fornecem

uma solugao do problema, ou argumente porque o problema nao
admite solugao.
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