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Prefacio

Este texto nasceu, como idéia, por volta do ano de 2008 quando o
segundo autor iniciou o seu doutorado em Matemédtica Aplicada na
Unicamp sob a orientacao do primeiro. O tema de pesquisa proposto
abordava um estudo sistemético de sistemas conhecidos como Bi-
lhares, sistemas estes de grande interesse e que tém atraido a atengao
de muitos pesquisadores em Fisica e em Matematica.

Ha um vasto material sobre bilhares em lingua estrangeira, porém
ainda pouco material em lingua portuguesa. Desta forma, este texto
preparado para o 29° Coléquio Brasileiro de Matematica procura
preencher, pelos menos inicialmente, essa lacuna. O texto, em nivel
introdutorio, tem como principal objetivo convidar o leitor ao estudo
de bilhares, priorizando a exploragao de suas propriedades fisicas e
matematica de forma intuitiva e elementar. Um segundo objetivo é
apresentar ao leitor uma linha de investigacao atual que tem propici-
ado inimeras possibilidades de abordagens cientificas. Sendo assim,
sugere-se fortemente ao leitor consultar o material fornecido nas re-
feréncias, caso seja de seu interesse fazer um estudo mais aprofundado
e detalhado sobre os assuntos que serao tratados. As referéncias, nas
quais este trabalho esta fortemente baseado, compoe uma das partes
principais deste texto.

Iniciamos com uma pequena introducao sobre Bilhares e com os
requisitos matematicos. As partes principais do texto sao os capitulos
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3, 4 e 5, que tratam, respectivamente, dos sistemas Bilhares, dos Re-
cursos Computacionais usados para simulagoes de sua dindmica e de
suas Aplicacoes. Nos Apéndices, sdo apresentados alguns resultados
necessarios para o entendimento de vérios pontos discutidos ao longo
do texto. Sugestoes, criticas e possiveis erros que eventualmente se-
jam encontrados podem ser encaminhados para desateles@gmail.com.
Seremos gratos por isso.

Finalizamos agradecendo a comissao organizadora do 29° Col6équio
Brasileiro de Matematica pela aceitagao do curso proposto.

Sao Paulo, maio de 2013.
ALBERTO SAA
IMECC - UNICAMP

RENATO DE SA TELES
UNIFESP
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Capitulo 1

Introducao

Os sistemas dindmicos conhecidos como sistemas bilhares tém atrai-
do, desde o século passado, grande atengao de varios pesquisadores,
principalmente fisicos e matematicos. Como disse A. B. Katok “bi-
lhares podem ser vistos como sendo sistemas playground para fisicos
e matemdticos” [1]. Os primeiros estudos relevantes sobre bilhares
foram de G.D. Birkhoff em 1927 [2]. Vdrios de seus importantes re-
sultados serao discutidos neste livro.

Um fato curioso é que, apesar de toda simplicidade que esses sis-
temas podem em algumas situacGes apresentar, eles tém fornecido
uma grande quantidade de resultados e, muitas vezes, com grande
profundidade. O grande desenvolvimento e interesse experimentado
pela Teoria de Bilhares se deve, principalmente, aos seguintes fatores:
sao considerados, por muitos pesquisadores, como os melhores exem-
plos para a andlise do caos deterministico; muitos sistemas dindmicos
de origem fisica que envolvem choques podem, de certa maneira,
serem reduzidos ao estudo de bilhares; estudos recentes na drea de
caos quantico envolvem estudos detalhados de bilhares classicos e,
além disso, eles tém fornecido (desde o comego de seus estudos) um
grande nimero de problemas em teorias matemdticas (como geome-
tria, probabilidade e teoria ergddica) [3]. Neste sentido, bilhares sdo
paradigmas na area de caos classico. Mas afinal, o que sao bilhares?

Grosso modo, bilhares sao modelos matematicos para muitas situa-
¢oes fisicas onde uma ou mais particulas se movem livremente em uma
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regiao delimitada, sofrendo colisdes em sua fronteira e/ou com as ou-
tras particulas. De uma maneira mais formal, considere o caso de ape-
nas uma particula puntual em movimento uniforme (com velocidade
constante) no interior de uma regiao plana ) (um conjunto compacto
e conexo de IR? ou no toroT?) e delimitada por sua fronteira dQ (uma
curva regular ou unido de curvas regulares) onde a particula puntual
sofre reflexdes (ou colisoes) eldsticas, isto é, os angulos de entrada e
saida de sua trajetdria sdo iguais na fronteira. Quando se descreve
o comportamento dindmico desta particula, dd-se o nome de Pro-
blema do bilhar para a mesa (. Ao sistema dinamico, gerado por
esta situacdo, dd-se o nome de Bilhar [3].

Como motivacao inicial, os Bilhares tém propriedades dinamicas
bastante interessantes, a forma (geometria) do bilhar é essencial para
caracterizar a sua dindmica (isto é, 0 modo como um sistema dinadmico
evolui no tempo) que pode variar de completamente regular (também
chamada de integrével), para completamente cadtica (também chama-
da de nao integrdvel ou de irregular) e ainda temos a dindmica mista
(onde dinamicas regular e cadtica coexistem em um mesmo sistema).
Exemplificando, o movimento de apenas uma bola em uma mesa de
bilhar circular pode ser classificado como regular [4], intuitivamente,
podemos dizer que pequenas alteragoes na posigao inicial da bola nao
provocarao grandes distanciamentos de suas trajetorias. Por outro
lado, o movimento de uma bola no bilhar de Sinai [5] (que é um bi-
lhar retangular com um refletor circular em seu centro) ou no bilhar
estddio de Bunimovich [6, 7] (que é um bilhar retangular que tem dois
lados opostos substituidos por contornos circulares) podem ser clas-
sificados como completamente cadticos. Intuitivamente, nesses casos
pequenas alteragoes nas condicoes inicias da bola podem provocar,
com o passar do tempo, grandes distanciamentos de suas trajetérias.

Observamos que, no caso dos bilhares cadticos, a teoria matemati-
ca conhecida nasceu no artigo de Sinai em 1970 [5] e daf em diante
houve muita pesquisa e grandes avancos, em particular na moderna
teoria de sistemas dindmicos e da mecénica estatistica (uma bela re-
feréncia sobre os bilhares caéticos é o livro de N. Chernov e R. Marka-
rian [8]). Finalmente, para os sistemas com dindmica mista, podem
ocorrer as duas situagoes descritas acima (dependendo das condigoes
iniciais que sdo fornecidas para a bola). O bilhar cogumelo “mush-
room billiard” (cuja sua forma genérica é uma semi-elipse justaposta



a uma base retangular), proposto recentemente por Bunimovich em
2001 [9], tem sido um 6timo exemplo para o estudo dessa dindmica,
por varios motivos, o que tem proporcionado muitas pesquisas re-
centes. Os detalhes desses assuntos serao vistos no capitulo 3.






Capitulo 2

Preliminares

Grosso modo, um sistema dindmico é a descricao matemaética de-
terministica para a evolugao temporal de um sistema, sendo que a
varidvel tempo pode ter variagido continua ou discreta [10]. O que se
deseja usualmente como um primeiro objetivo é o estudo e a carac-
terizagao da dinamica destes sistemas, ou seja, procura-se descrever
a evolucao do sistema durante longos periodos de tempo e analisar o
seu comportamento assintético para t — oo (t é a varidvel tempo).

Sistemas dinamicos é uma area da Matematica de grande inte-
resse, nao sé para os matematicos, como também para outros varios
cientistas e pesquisadores, cujos estudos possibilitam a compreensao
de diversos fenomenos de outras areas como a Biologia, as Ciéncias
Sociais, a Economia, as Engenharias, a Fisica, a Quimica, entre ou-
tras. Em particular, faremos estudos de sistemas denominados sis-
temas bilhares que tém grande interesse, tanto na Fisica, como na
Matematica, mas antes disso forneceremos uma sucinta revisao de
conceitos e resultados que serao de grande importancia para os nos-
sos fins.

2.1 Definicoes, Resultados e Notacoes

Primeiramente, vamos discutir sobre as equagoes diferenciais e as
equagoes discretas que, como veremos, fornecem os principais modelos
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de sistemas dindmicos. Em seguida, nas proximas segoes, vamos tratar
dos sistemas dinamicos e de suas peculiaridades que serao primordiais
no estudo dos sistemas bilhares.

Equacoes Diferenciais

Definigao 2.1.1. Seja f: U ¢ R"™ — R™™! uma funcio continua
com U aberto. A equagdo diferencial ordindria (e.d.o.) de 1* ordem
definida por f escreve-se como:

&= f(t,z), (2.1)

. dz
sendo & = Tf.
Definigao 2.1.2. Uma solugio de (2.1) também chamada de curva
integral da e.d.o. € um funcao diferenciqvel ¢ : J C IR — IR", sendo
J um intervalo aberto, tal que:
(i) ¥ teJ, tem-se (t,¢(t)) € U;
(i) p(t) = f(t,(t)),Vt € J.

Definigao 2.1.3. Seja a e.d.o (2.1) e considere (tog,xg) € U fizado.
O problema

z = f(t,x)
{ z(to) = o, (22)

chama-se Problema de Cauchy.

Exercicio 2.1.1. Mostre que o Problema de Cauchy (2.2) é equiva-
lente a equacao

t
o) =0+ [ Flo.alu)dy (23
to
chamada equagao integral.

Observagao 2.1.1. A existéncia de solugdes de e.d.o. em IR"™ é
garantida supondo a continuidade de f em (2.1). Para garantir a
unicidade de um Problema de Cauchy, a continuidade de f apenas
ndo € suficiente (veja o exercicio (2.1.3)) € necessdrio exigir, por e-
xemplo, a continuidade da derivada parcial % em U (veja o teorema
2.1.1).
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Exercicio 2.1.2. Considere & = f(t)g(x) e x(tg) = xg com f e g
de classe C'. Mostre a unicidade local se g(xo) # 0. Forneca uma
formula implicita para a solugdo. (Obs.: Este tipo de equagao recebe
o nome de Equacdo Separdvel)

Exercicio 2.1.3. Mostre que o problema de Cauchy

i = 3z%3
x(0) =0,

em IR, possui mais de uma solugao.
Um resultado fundamental é o seguinte:

Teorema 2.1.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Sejam f(t,x)
e %(t,m) funcoes continuas em (t,x) € U C IR"™, sendo U aberto.
Entao para qualquer (to,zo) € U, existe uma unica solugdo do Pro-
blema de Cauchy (2.2), definida num intervalo aberto (to — d,to + 0)

para algum § = 0(tg, zg) > 0.
Demonstragao: Ver o capitulo 1 da referéncia [11]. O

Definigao 2.1.4. Uma e.d.o. & = f(t,x) € dita auténoma se f(t,x) =
f (@), ou seja, f nao depende explicitamente do tempo t.

Prova-se que a existéncia e unicidade de solugoes de e.d.o. depen-
dentes do tempo € equivalente a existéncia e unicidade de solugoes de
e.d.o. autonomas. Para isso, considere f : U — IR", escreve-se X :=
(t,x) € Ue F: U — R"™ tal que F(X) = F(t,z) := (1, f(t,))
e verifica-se que a e.d.o. £ = f(¢t,z) em IR"™ é equivalente & e.d.o.
X = F(X) em R"™ em relagio as suas solugdes.

Definig¢ao 2.1.5. Uma aplica¢do X : U C IR™ — IR", com U aberto,
define um campo de vetores. Tal campo define uma e.d.o. auténoma
naturalmente da forma & = X (x).

Definicao 2.1.6. Uma e.d.o. de ordem n € uma equacdo da forma
™ = f(t,x, AN ,m(”*l)) (2.5)

sendo f: U C IR x (R™)™ — IR"™ uma fungdo continua com U aberto
ca) = Lx.
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De forma analoga como fizemos antes pode-se definir solugao de
uma e.d.o. de ordem n. Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1. A e.d.o. de ordem n definida em (2.5) estd em
correspondéncia natural com a e.d.o. de 1% ordem

X =F(t,X(t), X(t):=(z1(t),...,zn(t)) (2.6)
em relagdo as suas solugées, sendo F(t, X) := (xa,...,zpn, f(t,21,...,
x,)) e introduzindo as varidveis ¥, = x, 9 =z, .z, = 2D,

Desta forma, pode-se estender naturalmente para as e.d.o.’s de
ordem n os principais resultados (de existéncia, unicidade e outros)
que sao validos para as e.d.o.’s de 1* ordem.

Observagao 2.1.2. (i) Um outra maneira alternativa de abordar o
problema de Cauchy (2.2) é a sequinte: a funcao f define em U um
campo de diregdes (vetores), todavia tem-se o problema de se achar
(se existirem) as curvas solugdes passando por (to,xo), cujas retas
tangentes (com inclinagdao f(to,x0)), em cada ponto fizrado, coinci-
dem com as dadas por esse campo de diregoes.

(i) No estudo de sistemas dinamicos também consideramos equagoes
diferenciais do tipo & = f(t,x,\) onde f depende de t e x e de um
parametro . Tais equagoes a um parametro, também, podem ser re-
duzidas as equagoes diferenciais sem pardmetros (exercicio 2.1.4).
(#ii) Um outro tipo importante de equagies diferenciais sao as chama-
das equagies diferenciais parciais (e.d.p). Grosso modo, uma e.d.p. é
uma equagao que envolve uma fungdo incégnita (que depende de mais
de uma varidvel independente) e suas derivadas parciais de primeira
ordem e/ou de ordem superior. Veremos alguns exemplos de e.d.p.’s
neste livro, porém sem matores detalhes.

Outro assunto que tem grande importancia no estudo das equagoes
diferenciais ordindrias é a andlise da dependéncia das solucoes em
relacao as condigoes iniciais em termos de continuidade e diferen-
ciabilidade das solucgoes. Tal assunto pode ser visto em detalhes na
referéncia [11].

Exercicio 2.1.4. Mostre que z(t) satisfaz

{ T = f(t,éL‘7 )\0) (27)

x(to) = Xo
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se, e somente se, X (t) = (t,z(t), \o) satisfaz

{ X = F(X) (2.8)

X(to) = Xo
sendo X = (t,x,\), Xo = (to,z0, o) e F(X) = (1, f(t,z,A),0).

Exercicio 2.1.5. Seja ¢ : J — IR"™ uma solugao do problema

{ i = f(x) (2.9)

x(to) = X0

considere y(t) := x(t + tg) e mostre que y também é uma solugao de
z = f(z), porém com condi¢do inicial y(0) = xo.

Equacoes Discretas

Outro tipo relevante de equagbes que podem gerar importantes sis-
temas dinamicos, sao as equacgoes discretas. Grosso modo, sao equagoes
que do ponto de vista fisico tém a variagao discreta do tempo, [10, 11].

Definicao 2.1.7. Seja f : IR — IR wma aplicacao continua, a equacao
dada por
z(n+1)= f(z(n)), neN (2.10)

chama-se equagao discreta.

Dado um z(0) = xo € IR a solugao da equagao (2.10) com condigao
inicial zg é a seqliéncia (f™(xg)) sendo f™ a n-ésima iterada da fungao

f.

Definicao 2.1.8. (f™(x¢)) chama-se drbita de xy.

Observagao 2.1.3. (i) As equagdes discretas sao importantes em
vdrias situagoes uma delas € a possibilidade e a conveniéncia de re-
duzir o estudo de sistemas dindmicos continuos (dado por equagies
diferenciais) de dimensdo N ao estudo discreto dado por equagies
discretas (também chamadas de mapas ou transformagao) de ordem
N-1 por meio da técnica da Se¢ao de Superficie de Poincaré.

(i) Pode-se provar que se a solu¢ao da e.d.o. for lisa, isto €, k-vezes
continuamente diferencidvel, entdo o mapa gerado € um difeomor-
fismo.
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2.2 Sistemas Dinamicos

A partir dos teoremas cldssicos de continuidade e de diferenciabil-
idade das solugoes de uma e.d.o. com relagao as condigoes iniciais,
podemos obter os conceitos de fluzo e de sistemas dindmicos. O re-
sultado abaixo, que decorre desses teoremas mencionados (veja por
exemplo [11]) define estes conceitos. A discussdo que se segue tem
como referéncias principais [11, 12, 13].

Teorema 2.2.1. Sejam X : A C R" — IR" um campo vetorial de
classe C",r > 1, num aberto A C IR" e xg € A. Entdo existem € > 0,
uma vizinhang¢a V de xog e uma aplicagao ¢ : (—¢,e) X V.— A de
classe C" tais que V' y € V,p(t,y) = pi(y) € a solugao do problema
de Cauchy

z=X(x)
{ 2(0) =y (2.11)

em (—e¢,¢€).
Demonstragao: Ver [11]. O

Definigao 2.2.1. A aplicacdo ¢ dada acima recebe o nome de fluxo
local de X em xg € A.

Observagao 2.2.1. (i) Quando o campo de vetores X (dado acima)
é completo, isto €, suas solugdes (de (2.11)) sao globais, fica assim
definido o fluxo global de classe C™, ¢ : R x A — A onde ¢(t,y)
€ a solugdo de (2.11)V t € R,x € A e verifica-se as sequintes pro-
priedades:

(a) (0,2) =x,¥ x € A, isto €, po = Ida;

(b) p(t+s,2) = p(t, p(s,7)), isto € Pris = P10 s, em A;

(c) o € um difeomorfismo de classe C" de A sobre A com inversa
(pe) ' =t

A reciproca, deste resultado, também é verdadeira, ou seja, dada uma
familia a um pardémetrot € R, ¢ : R x A — A de classe C",r > 1
com A CTR" aberto tal que as condigdes (a-c) sdo vdlidas, fica assim
definido um campo de vetores C"=1, X (z), tal que ¢(t,x) € a solucdo
do problema de Cauchy

= X(x)
{ 2(0) = o (2.12)
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VteR,z € A.

(ii) Um difeomorfismo C",r > 1,f : A — A gera um fluxo ¢ :
ZxA— A comd(n,r)=f*(x) e fr =fofo---of sen>0,f0=1
e fr=(f"1)"" sen <0, que verifica:

(a) $(0,z) = z;

(b) (b(m +n, '7;) = ¢(ma¢(n7x))7

(¢) &n € um difeomorfismo com inversa ¢_,,.
Do teorema 2.2 e das as observagoes acima temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.2.2. Um sistema dindmico, em um aberto A C IR",
€ a agdo de um grupo G em A, isto é, existe uma aplica¢io

p:GxA — A (2.13)
(9:2) =  o4(x)
tal que
(i) do = 1a
(ii) $gon = g © b1, Vg, h € G

(i11) ¢g € um difeomorfismo com inversa ¢_,.

Exemplo 2.2.1. (Sistemas Dindmicos Discretos) O exemplo
protdtipo de um sistema dindmico discreto é um mapa iterado (ob-
servagdo 2.2.1(ii)). Sejam f : I — I uma aplicagio, com I C R e
considere ¢, = f* = fof* 1 =fo...0f, com G = Z. Claramente,
—
n vezes
a defini¢cdo acima € satisfeita. Uma excelente referéncia para o estudo
detalhado desse tipo de sistema € [14].

Exemplo 2.2.2. (Sistemas Dindmicos Continuos) Neste caso o
exemplo prototipo € o fluzo de uma e.d.o. auténoma. Considere G =
R e ¢(t,z) = ¢u(x) dada pelos teoremas cldssicos de continuidade e
diferenciabilidade de solugdes de uma e.d.o., com relagdo as condi¢des
iniciais. Desta forma, podemos conceituar fluzos e conseqiientemente
sistemas dindmicos. Boas referéncias para isso sao [11, 15].

2.2.1 Algumas Ferramentas de Analise Dinamica

Vamos discutir duas das mais importantes ferramentas que sdo uti-
lizadas em estudos e na analise dos mais diversos sistemas dinamicos,
sejam eles continuos ou discretos.
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Para um estudo mais completo, de tais ferramentas e também de
outras ferramentas, sugerimos consultar as referéncias fornecidas.

Transformacao (ou Mapa) de Poincaré

As vezes é til reduzir o estudo de sistemas dindmicos continuos (ou
fluxos) ao estudo de sistemas dindmicos discretos (ou mapas) pelo
uso da técnica, desenvolvida por Poincaré (1881), chamada Método
da Sec¢ao de Poincaré.

A partir desse método determina-se um mapa, chamado mapa de
Poincaré (ou também chamado mapa de retorno), que fornece impor-
tantes informagoes sobre o sistema estudado. O mapa de Poincaré,
associado a uma 6rbita fechada I' de um campo vetorial X é um
difeomorfismo P (a prova deste resultado pode ser encontrada, por
exemplo, em [11]). Este mapa descreve o comportamento do campo
X em uma vizinhanga de T'.

Para definir o mapa de Poincaré, seja ¢; o fluxo associado a
equacao diferencial © = X (z), e suponha que S C IR" é uma sub-
variedade! (n — 1)-dimensional. Se p € S e (p,X(p)) ¢ T,S (isto
significa que esse par ndo pertence ao espago tangente a S passando
por p), entdo dizemos que o vetor (p, X(p)) é transverso a S em p.
Se (p, X(p)) é transverso a S em cada ponto p € S, dizemos que S é
uma se¢ao para o fluxo ¢;. Se p € S, entéo a curva t — ¢;(p) (érbita
o(t,p)) passa por S, pelo menos, quando ¢ passa por ¢ = 0. Talvez
possa existir algum T' = T'(p) > 0 tal que ¢p(,) € S. Neste caso,
dizemos que o ponto p retorna a S no tempo 7. Assim, se existir
um subconjunto aberto ¥ C S tal que cada ponto de X retorna a .S,
entao X é chamada se¢ao de Poincaré. Desta forma, podemos definir
P ¥ — S por P(p) := ¢ (p) com T(p) > 0 sendo o tempo do
primeiro retorno a S. O mapa P é chamado mapa de Poincaré em %
eT :¥ — IR é chamado o mapa de tempo de retorno, veja a figura
2.1 para uma ilustragao.

Muitas das caracteristicas do campo X, em uma vizinhanga de
I', se refletem no mapa P, por exemplo, as érbitas periédicas de X
vizinhas de I' correspondem aos pontos periédicos de P, que sao os
pontos ¢ € ¥ para os quais P"(q) = ¢ para algum inteiro n > 1. O
comportamento assintético das orbitas de X proximo de I' também

1Que pode ser vista como uma hipersuperficie.



[SEC. 2.2: SISTEMAS DINAMICOS 13

Figura 2.1: Uma secdo de Poincaré ¥ e o correspondente mapa de
Poincaré.

pode ser obtido por meio de P. De fato, lim P"(q) = p implica que
Jim d(6(t,q).T) =0, 11, 16].

Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao de suma importancia na caracterizagao
do comportamento dos sistemas dindmicos, em particular dos sis-
temas com comportamento caético. Eles servem para medir a taxa
de divergéncia de trajetérias e, portanto, o quanto da dependéncia
sensitiva as condigoes iniciais ha no sistema dinamico.
Intuitivamente, pode-se escolher uma trajetéria com inicio num
ponto arbitrario xg, envolvemos este ponto por uma esfera n-dimensio-
nal (hiperesfera) com volume infinitesimal de condigoes iniciais dado
por um raio I'g. A evolucao temporal do fluxo fornecerd um compor-
tamento assintético da taxa de expansao/contragdo local dos eixos
desta hiperesfera infinitesimal deformando-a num elipséide cujos eixos
principais sao dados por I';, ¢ = 1,--- ,n. Desta forma, os expoentes
de Lyapunov sao definidos em relagdo ao crescimento/decrescimento
exponencial dos eixos principais I';(t) do elipséide. Os expoentes de
Lyapunov, num certo sentido, estao relacionados com a idéia de con-
tragao ou expansao de diferentes diregoes no espaco de fases, veja-se
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[17].
Resumidamente, considere o campo de vetores, C"(r > 1),

&= f(z), x € R™. (2.14)

Seja x¢(x0) a trajetéria de (2.14) satisfazendo xo(zg) = x¢. Queremos
descrever o comportamento das 6rbitas de (2.14) préximas de x¢(xg).
Em particular, temos interesse em conhecer a geometria associada as
6rbitas de (2.14) no que se refere a atragao e/ou repulsao, em relagao
a oOrbita de referéncia xi(zg). Para isto é natural, primeiramente,
considerar o comportamento das 6rbitas da linearizagdo de (2.14)
préxima de x¢(zo) dada por

£=Df(x(t))E, €eR™ (2.15)

Sejam X;(x¢(x0)) a matriz solu¢do fundamental [11] de (2.15) e e #
0 um vetor em IR". Entao o coeficiente de expansdo/contracao na
direcdo do vetor e ao longo da trajetdria x¢(xo) através de xg é
definido por
_ I Xe(@e(0))
)\t((E(], e) = . (216)
llell

A préxima definigao estabelece, precisamente, os expoentes de Lya-
punov.

Definicao 2.2.3. Suponhamos o € R" e que a solugdo t — x4(x0)
de (2.14) estd definida ¥V t > 0. Seja e € R™ um vetor ndao-nulo.
O expoente caracteristico de Lyapunov ou apenas expoente de
Lyapunov na dire¢ao de e ao longo da trajetoria através de xq, para
o fluxo xy € definido por

—1
X(Xi(xe(20)), x0, €) = tgn;oglog/\t(xo, e). (2.17)

Observacgao 2.2.2. (1) A equagio (2.17) é uma quantidade assintdti-
ca;
(2) Para o vetor nulo definimos

X(Xt(xt(xo))ax07 0) = — 095

(8) A matriz solu¢ao fundamental Xy(x¢(x0)) de (2.15) depende da
solugao particular x,(xo) de (2.14);
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(4) O expoente de Lyapunov ndo depende da variagdio da condigdo
inicial.

(5) Sobre uma trajetoria fechada, o expoente de Lyapunov associ-
ado a essa direcao € nulo. Nas direcoes perpendiculares a um atrator
periodico, hd contra¢do do volume mno espaco de fases. Portanto, os
expoentes de Lyapunov associados a essas dire¢oes sao negativos.
(6) A defini¢ao de expoentes de Lyapunov para mapas € bastante si-

milar, (10, 17].

Comportamento cadtico é caracterizado pela divergéncia exponen-
cial de trajetorias vizinhas. Neste caso, ha pelo menos um expoente
de Lyapunov positivo, o que implica dependéncia sensivel em relagao
as condigoes iniciais [10, 11, 17, 18].

Observagao 2.2.3. Recorre-se, em geral, ao cdlculo numérico com-
putacional para a obtencao dos expoentes de Lyapunov, o procedi-
mento para a computacdo dos expoentes de Lyapunov foi desenvolvido
por Benettin et al (1980), [19, 20]. Outros procedimentos computa-
ctonais que resultam no cdlculo dos expoentes de Lyapunov podem ser
encontrados em [18].

2.2.2 Principais Exemplos

Dois dos sistemas dindmicos mais conhecidos e mais estudados sao os
famosos: Mapa Logistico e o Sistema de Lorenz, dados abaixo.

Outros vérios sistemas dinamicos importantes podem ser encon-
trados nas referéncias fornecidas e também na literatura cientifica
disponivel. Salientamos que tais sistemas sao importantes fontes de
estudo e ainda de pesquisa atual.

Exemplo 2.2.3 (Mapa Logistico (Sistema Discreto)). Considere o
mapa unidimensional

Tp1 = daxg (1 — zy) (2.18)

sendo 0 <z <1 e0 < a < 1. Para a = 0.50, a orbita do mapa
gerada com ponto inicial xog = 0.25 €

{0.25,0.375,0.46875, ...} (2.19)
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Esse mapa € o famoso mapa logistico que estd presente em diversos
estudos como, por exemplo, nos trabalhos de May (1976) [21], veja
mais detalhes em [14].

Exemplo 2.2.4 (Sistema de Lorenz (Sistema Continuo)). Modelo
dinamico meteoroldgico proposto por Lorenz (1963) [22], que diz res-
peito a instabilidade de Rayleigh-Bérnard de um fluido localizado en-
tre duas placas horizontais

i = —o(@—y)
Yy = rx—y—zxz (2.20)
z = zy-—bz

sendo x proporcional a intensidade de movimento de convecgdo do
fluido, y proporcional a diferenca de temperatura entre as correntes
de fluido ascendente e descendente e z representa o gradiente vertical
de temperatura entre placas. Os parametros o, b e r sGo constantes no
modelo e para o caso que o = 10, b = % er = 28 o sistema apresenta
comportamento cadtico, veja mais detalhes em [23].

Exercicio 2.2.1. Convidamos o leitor a fazer um estudo mais de-
talhado dos exemplos dados anteriormente.

2.3 Sistemas Hamiltonianos

Vamos discutir agora uma classe especial de sistemas dinamicos que
aparece em uma grande variedade de circunstancias seja na Fisica ou
na Matematica. Sao os chamados Sistemas Hamiltonianos, que sao
regidos pelas famosas Fquagoes de Hamilton (2.23), as referéncias
que seguiremos sao [23, 24, 25, 26].

As propriedades especiais das equagoes de Hamilton fornecem a
estes sistemas varios elementos que os diferenciam, tanto qualitati-
vamente, como estruturalmente de outros sistemas dinamicos. Além
da sua grande importancia em dindmica cldssica (mecanica cléssica)
como se sabe, sua estrutura também tem grande importancia na
mecanica quantica.

Sabe-se que uma forma alternativa de formular a Mecanica Cldssi-
ca é utilizar a funcao hamiltoniana no lugar da fungao lagrangiana,
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onde o ponto de partida ainda continua sendo o Principio de Hamil-
ton. A evolucdo temporal do sistema dinamico serd descrita pelas
equagoes de Hamilton em vez das equacoes de Lagrange. As equacdes
de Lagrange para um sistema com n graus de liberdade sao dadas

por
d [ OL oL
dt(%) "o " (221)

que formam um conjunto de n equagoes diferenciais de segunda or-
dem dependentes do tempo (1 < i < n). O Formalismo Hamiltoni-
ano transforma essas equagoes em um novo conjunto de 2n equagoes
diferenciais dependentes do tempo, s6 que todas de primeira ordem.
Essas equagoes diferenciais de primeira ordem, quando combinadas,
levam as mesmas equagoes diferenciais obtidas pelo Formalismo La-
grangiano que, por sua vez, eram as mesmas obtidas pelo Formalismo
Newtoniano. Observamos que estas formulagoes, em certos contextos,
sao todas equivalentes, veja por exemplo [25].

Operacionalmente, a formulacao Hamiltoniana apresenta varias
vantagens técnicas em relagao a de Lagrange como, por exemplo:
a unicidade das solucoes no espago de fases; a obtencao das trans-
formagoes canodnicas; o estudo da teoria de perturbacao e uma certa
semelhanca entre a descrigao Hamiltoniana da mecanica classica e da
mecanica quantica. A forma mais imediata de se obter as equagoes
de Hamilton, a partir das equagoes de Lagrange, é por meio de uma
transformagao conhecida como Transformacdo de Legendre.

Definicao 2.3.1. Sejam V C R" x R™ x IR um aberto e

H:V —- R (2.22)
(¢.p,t) — H(gpt)

de classe C?.
O sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

dg; _ OH
dt N 8pi
dpi 0H

% = 7a (2.23)
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com 1 < i < n é chamado Sistema Hamiltoniano (ou Sistema de
Hamilton ou ainda de Equagoes de Hamilton), e a fungdo H ¢é dita
Hamiltoniana do sistema.

Observagao 2.3.1. (i) Vale a pena ressaltar ainda, que o espago de
fases dos sistemas hamiltonianos apresenta uma estrutura geométrica
mais simples do que a dos outros sistemas dindmicos, chamada es-
trutura simplética, veja detalhes em [10, 24];

(i) Da estrutura destas equagdes resulta que para o caso em que
a funcao hamiltoniana H ndo depende do tempo, o valor de H per-
manece constante durante a evolug¢ao temporal de q e p (isto €, dH/dt
= 0). Identificando o hamiltoniano H como a energia E do sistema,
temos que ela se conserva para sistemas que ndao dependam do tempo,
ou seja, E = H(q, p) =constante.

Lembramos que, no estudo da Dinamica Hamiltoniana, um sis-
tema Hamiltoniano é chamado Sistema Conservativo se, durante a
evolugao temporal, existe a preservacao do volume no espago de fases,
ou seja, se tivermos inicialmente uma superficie fechada S; e dada
a evolugdo temporal de cada ponto desta superficie (por meio das
equacoes de Hamilton). Temos que, a nova superficie Sy formada
(num instante futuro qualquer) serd fechada e cobrird um volume
no espago de fases igual ao volume coberto pela superficie S;, de
acordo com o Teorema de Liouville ver 2.3.1 (o teorema vale para o
caso autéonomo ou nao, sendo que para o caso autonomo a prova é
imediata veja a observacao 2.3.1(ii)). Temos assim, que os sistemas
hamiltonianos auténomos sao conservativos. Sistemas que nao sao
conservativos sao chamados Sistemas Dissipativos.

Destacamos ainda que em vérios sistemas dinamicos podemos
encontrar quantidades que sdo conservadas ou que sao invariantes
por certas transformacoes, quando isso ocorre, essas quantidades sao
chamadas de constantes de movimento. Sabemos que um dos fatores
que influenciam diretamente esta invariancia, é a simetria do sistema,
por exemplo, temos a conservagao do momento linear em sistemas
invariantes por translagao e a conservagao do momento angular em
sistemas invariantes por rotacoes. No nosso caso, quando um sistema
dindmico é classificado como conservativo, temos que a energia do
sistema é conservada, ou seja, ela se mantém constante durante toda
evolucao temporal do sistema.
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Um resultado importante que segue do teorema de Liouville é o
Teorema de Recorréncia de Poincaré (ver o teorema 2.3.2). Grosso
modo, ele afirma que as trajetérias de sistemas Hamiltonianos retor-
nam arbitrariamente préximas de sua condigao inicial, sendo que essa
afirmagao vale para quase toda condigao inicial.

Teorema 2.3.1 (Liouville). O volume no espaco de fases é preser-
vado sob fluxos Hamiltonianos (associados as equagoes de Hamilton

(2.23)).

Demonstragao: Ver [25]. O

Teorema 2.3.2 (Poincaré). Suponhamos que ® € uma bije¢do que
preserva o volume de uma regiao limitada D C IR™. Entao para qual-
quer vizinhangca U C D existe um ponto que retorna (por meio de @)
a U depois de um nimero finito de iteragoes de ®, ou seja, ™ (x) € U
para algum n € IN.

Demonstracao: Ver [25]. O

Observagao 2.3.2. Para os sistemas hamiltonianos, entdao vale o
teorema de Liouville, isto significa que dado um conjunto de condi¢oes
iniciais (uma hiperesfera por exemplo) o hipervolume deste conjunto
no espacgo de fases € conservado no decorre da evolucdo temporal do
fluzo. Salientamos que isso nao vale em geral, por exemplo, para sis-
temas dissipativos temos a contracao do volume. Ambas propriedades
(conservacao e dissipag¢do) podem ser caracterizadas usando 0s ex-
poentes de Lyapunov, veja-se [17].

Exemplo 2.3.1 (Campos Hamiltonianos Planares). Neste caso temos
0 sequinte sistema:

o' = Gl(x,y)
{ y' = fyﬂ"(aﬂ y) 224)
- BI b) b

sendo H(z,y) a fun¢do Hamiltoniana real de classe C? definida num
conjunto aberto U C R?. O campo vetorial

T

XGe) = (S-S ) (229
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define as equagoes (2.24).

Como ilustracao a e.d.o. de 2% ordem
"+ f(z)=0 (2.26)

pode ser reescrita como

{92

sendo f: IR — IR, cuja funcao Hamiltoniana € dada por

Hw) = [ 7@+ Y (2.27)

Exercicio 2.3.1. Considere a equacdo do oscilador harmoénico sim-
ples " +x = 0. Obtenha o sistema de 1% ordem equivalente junta-
mente com a sua solugdo. Além disso, obtenha a funcdo Hamiltoniana
para esse sistema.

2.3.1 O Teorema KAM

Nesta subsegio, pretende-se brevemente discutir o teorema KAM
(Kolmogorov-Arnold-Moser), que garante sob certas condigoes, a exis-
téncia de uma dinamica “quase-regular” para sistemas Hamiltonianos
quando esses sofrem “pequenas pertubagoes”. Antes dessa discussao
fornecemos alguns conceitos e resultados importantes, para o seu me-
lhor entendimento, as referéncias utilizadas foram [24, 25, 26].

Lembramos que uma transformacao de varidveis (isto é, uma mu-
danga de varidveis) no espago de fases de um sistema dinamico (regido
pelas equagdes de Hamilton) serd de interesse, se ela preservar a forma
candnica (ou padrao) das equagdes de movimento. De forma mais pre-
cisa, dadas as varidveis candnicas (g, p), a hamiltoniana H(q, p,t)
e as equagoes de Hamilton (2.23), estamos interessados na trans-
formacao invertivel

Qi:Qi(q7pat)v Pi:Pi(vaat)a it=1,---,n (228)

desde que seja possivel encontrar uma fungdo K(Q,P,t) tal que as
equagoOes de movimento nas novas variaveis tenham a forma padrao
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das equagoes de Hamilton, ou seja,

dQ; 0K
dt 9P
P, 0K
@ = a0 (2.29)

Uma condi¢ao suficiente para a validade de (2.28) e (2.29) é que
a equagao (obtida usando o principio variacional):

> (pida; — PidQi) + (K — H)dt = d@, (2.30)

i=1

seja verdadeira, para alguma fungdo ®(q,p,t). Esta equacdo serve
para caracterizar uma transformacao canonica, temos a seguinte defi-
nigao [26].

Definicao 2.3.2. A transformagao invertivel (2.28) é chamada cand-
nica se existem fungoes K(Q, P,t) e ®(q,p,t) tais que a equagdo
(2.30) seja satisfeita.

Observagao 2.3.3. Ressaltamos que na formulagdo hamiltoniana
as coordenadas generalizadas (q=q(t)) e os momentos generalizados
(p=p(t)) sao varidveis independentes entre si, tornando possivel con-
siderar mudanc¢as de varidveis no espaco de fases que preservam a
forma das equagoes de Hamilton, isso possibilita escolher varidveis
canonicas que simplifiquem a hamiltoniana e, de certa forma, fa-
cilitem a resolugcao das equacdes de movimento.

Recordamos que, para qualquer fungao das varidveis canonicas
F(q,p) no espago de fases, é vélido:

— ={FH 2.31
=R ) (231)
sendo H(q,p) a hamiltoniana do sistema e para quaisquer fungoes F'
e G o colchete ou paréntese de Poisson {F,G} é definido como:

OF 0G  OF 0G
F = — 2.32
th.G} Z(%‘ Opi  Opi 3%’) (2:32)

i
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Observagao 2.3.4. Uma das principais vantagens de se escrever
as equacoes de movimento de uma funcdo, no espaco de fases, na
forma (2.31) reside no fato que o colchete de Poisson € invariante sob
transformacdes candnicas. Além disso, também € possivel estabelecer
uma caracterizacdo bdasica de canonicidade, para transformagdes no
espago de fases, em termos de colchetes de Poisson [26].

Um outro conceito fundamental, é o que se refere a integrabilidade
de sistemas Hamiltonianos conservativos (veja a defini¢ao 2.3.3). Nor-
malmente, é muito dificil encontrar sistemas dinamicos cujas equagoes
(2.23) sejam resolvidas analiticamente. Sendo assim, o problema de
integrabilidade de sistemas Hamiltonianos é muito complexo. Con-
tudo, existe uma maneira geral onde as solugoes explicitas podem
ser obtidas através da resolucao de um numero finito de equagoes
algébricas e calculando um numero finito de integrais, ou seja, a
solucdo é obtida por meio de quadraturas (isto significa exprimir
a solugao do problema em termos de integrais de fungoes conheci-
das). Tais sistemas Hamiltonianos sao chamados sistemas integrdveis
sequndo Liouville ou apenas sistemas integrdveis, como exemplo, sis-
temas com apenas um grau de liberdade sao sempre integraveis, pois
sua funcdo Hamiltoniana H(q,p) = E é uma integral de movimento
o que ja basta para termos a integrabilidade do sistema.

Definigao 2.3.3. Um sistema hamiltoniano conservativo com N graus
de liberdade e hamiltoniana H(gq,p) com (q,p) € U C RN (U
aberto) € dito um sistema integrdvel se existe N funcgées (também

chamadas integrais) F1 = H,--- | F satisfazendo as sequintes condi-
coes:
(i) As fungdes F;, i =1,--- | N sdo independentes em U exceto, pos-

swelmente, em conjuntos de medida nula;
(i) {F;,F;} =0, i,j = 1,--- ,N, isto é, as N fungées estio em
involucao.

Desta forma, sistemas Hamiltonianos integraveis podem ser “re-
solvidos” em algum sentido. Essa discussao pode ser resumida pelo
seguinte resultado obtido por Liouville.

Teorema 2.3.3 (Liouville). A solugdo das equagdes de movimento
(2.23) de um sistema integrdvel é obtida por “quadratura”.
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Demonstracao: Ver [27]. O

A exigéncia de que um sistema integravel tenha N constantes de
movimento independentes implica que as trajetérias do sistema no
espago de fases estdo restritas a uma variedade N-dimensional (isto
é, uma superficie N-dimensional)

F(ap) =k i=1,-- N (2.33)

onde os k; sdo as N constantes. Além disso, pode-se provar que
a exigéncia das N constantes F; estarem em involugao restringe a
topologia da variedade (2.33) a de um toro N-dimensional, [25].

Observamos que nem sempre as variaveis “mais naturais” sao as
mais adequadas para efetuar determinados célculos. Desta forma, al-
guma mudanga de varidveis pode ser conveniente. No nosso caso,
para resolver as equacoes de Hamilton associadas, a escolha ideal de
varidveis € aquela que torna trivial a integracao das equacoes de movi-
mento. Assim, a introdugao de um conjunto de novas variaveis para
certos campos hamiltonianos, denominadas wvaridveis ag¢do-angulo,
tem grande importancia. Salientamos também que podemos dizer que
um sistema Hamiltoniano é integravel, se existe uma transformagao
candnica para as varidveis agao-angulo [10, 26].

Podemos resumir, mais precisamente, a discussao acima por um
resultado que foi provado por Arnold [25]. Defina o conjunto:

My ={(q,p) € R*|Fi(q,p) = ki, i=1,--- ,N}. (2.34)

Teorema 2.3.4 (Liouville-Arnold). (1) My € uma variedade dife-
rencidvel, invariante sob a dindmica gerada por (2.23);
(2) Se My for compacta e coneza, entdo ela é difeomorfa ao toro
N-dimensional

TV = {(61,--- ,0n) mod 27}

(3) O fluzo gerado por (2.23) define em TV um movimento quase-
periddico, isto é, nas coordenadas angulares 8 = (61,--- ,0n) temos

a7
dt

=,
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=
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(4) As equagoes de Hamilton (2.23) podem ser resolvidas por quadra-
turas, mais precisamente, numa vizinhanca em M), podemos construir
uma transformacdo de coordenadas

— — —

(1,0) — (q(1,0), p(L,9)),

sendo I € B ¢ RN (B aberto) e § € TV. Nestas coordenadas a
Hamiltoniana se escreve como

— —

H(q(L,0),p(L,0)) = K(I),

com equacoes de movimento dadas por:

a, 0K
& = a5 D=0 (2.35)
o, 9K,
i = ar(D=w). (2.36)

Essas equagoes podem ser resolvidas trivialmente por integragao, obten-
do-se:

I = constante, (2.37)
0= 0o+ S(It. (2.38)

onde J(I) é um vetor N-dimensional das componentes da velocidade
angular.

Demonstragao: Todos os detalhes podem ser encontrados em [25].
O

Observagao 2.3.5. (i) De acordo com as equagies (2.37) e (2.38) é
possivel verificar que pequenos desvios nas condi¢oes iniciais de um
sistema integrdvel crescem linearmente com o tempo e assim dizemos
que o movimento em sistemas integraveis é chamado movimento
regular. Para os sistemas nao-integrdveis podem, em certas regioes
do espaco de fases, apresentar uma alta dependéncia sensitiva as
condig¢des iniciais, ou Seja, pequenos desvios nas condi¢des iniciais
podem crescer exponencialmente com o tempo tornando o comporta-
mento do sistema imprevisivel; este tipo de movimento é chamado
movimento irregular ou cadtico [26]. Um exemplo importante de
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nao-integrabilidade € o caso geral do famoso problema dos trés corpos
estudado em cursos de mecanica celeste ou de mecanica cldssica. Por-
tanto, caos € uma caracteristica peculiar dos sistemas nao integrdveis.
(ii) Salientamos ainda, que uma forma de representar as solugdes de
(2.37) e (2.38) é por meio de um toro N-dimensional, onde a varidvel
acao fornece os raios constantes do toro e a varidvel angulo fornece
uma varidvel ciclica que evolui no tempo [10].

Uma questao famosa e de grande importancia é saber se a inte-
grabilidade de um sistema resiste a pequenas perturbacoes em sua
dindmica. Sabe-se que a existéncia de sistemas (Hamiltonianos) in-
tegraveis é rara [28]. No entanto, com o auxilio desses sistemas in-
tegraveis pode-se obter uma informagao ampla sobre o movimento de
muitos sistemas nao integraveis importantes, neste caso, considera-se
a solugao do problema integravel como uma primeira aproximagcao
para esses sistemas. George Birkhoff e Enrico Fermi, assim como out-
ros matematicos e fisicos, acreditavam que pequenas perturbacoes de
um sistema integravel destruiriam a integrabilidade por completo,
mas o que ocorre é que em sua maioria os toros do sistema integravel
sobrevivem a uma perturbagao, porém, de forma distorcida, enquanto
outros sao destruidos. O teorema proposto por A. N. Kolmogorov em
1954 [29] e provado por Jiirgen Moser [30] e V. I. Arnold [31, 32] em
1962-63, conhecido como teorema KAM, responde espetacularmente
quais sao os toros destruidos e quais sao os toros preservados e como
isso influéncia a dinamica de um sistema integravel quando ele sofre
pequenas perturbagoes [26].

Em muitas situagoes é conveniente, quando isso for possivel, repre-
sentar um sistema hamiltoniano qualquer, como a soma de sua parte
integravel (ndo-perturbada) mais a sua parte nao-integravel (pertur-
bada) com o objetivo de encontrar solugdes aproximadas que sao so-
mas de sua solugdo exata (parte integravel) com as corregoes devidas
(parte ndo-integravel). Desta forma, para este estudo consideramos
os sistemas gerados pela hamiltoniana

H.(q,p) = Ho(q,p) +cH1(q,p), (2.39)

sendo Hj integravel e ¢ suficientemente pequeno. Como Hj € in-
tegravel podemos escolher varidveis acao-angulo (I,6) e assim con-
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siderar o sistema gerado por
H.(1,0) = Ho(I) 4+ cHy (L 6), (2.40)
sendo I € B c RY, (B aberto) e § e TV,

A solugao do movimento nao perturbado (¢ = 0) é dado, de acordo
com o teorema 2.3.4, por

|

t) = I, (2.41)
0(t) = 6o+ 3Tt (2.42)

onde &(Iy) = 85{0 é a freqiiéncia nao perturbada.

Portanto, a curva solucao é uma curva ao redor do toro invari-
ante I't, = {Ip} x TVN. As trajetérias sobre o toro podem, de certa
maneira, serem analisadas em relagao a sua periodicidade ou quase-
periodicidade por meio do vetor velocidade (). Dois casos podem
ocorrer:

Se as freqiiéncias W(Ip) sdo freqiéncias nao-ressonantes ou racional-
mente independentes, isto €,

kd(Ip) #0, ¥V k € ZM\{0}, (2.43)

entao cada érbita é densa.
Por outro lado, se as freqiiéncias (Iy) sdo freqiéncias resso-
nantes, isto é,

kd(Ip) =0, para algum k € ZN\{0}, (2.44)

entao o toro pode ser decomposto em outros “menores” com as mes-
mas propriedades anteriores a decomposicao.

As solugbes correspondentes sao chamadas quase-periddicas. E
elas serdo periddicas se, e somente se, todas as freqiiéncias em @J(Ip)
sao freqiiéncias racionalmente dependentes, isto é,

S(Io) = K¢, para algum k € ZN\{0} e ¢ € RR. (2.45)

Como exemplo, no estudo da dinamica do sistema solar as solugoes
quase-periédicas correspondem ao movimento estavel dos planetas
(isso significa que os planetas nao se colidem e nem escapam para o
infinito); a questdo que surge é se elas persistem para perturbagoes
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suficientemente pequenas ou nao? Esta questdao também é conhecida
como o “problema da estabilidade” para o sistema solar.

Kolmogorov observou que, a maioria dos toros onde as freqiiéncias
sao nao-ressonantes sobrevive sob pequenas perturbacoes. Entao, o
préximo teorema enunciado por Kolmogorov e provado por Arnold
(para fluxos) e Moser (para mapas), que ficou conhecido como o
teorema KAM, (mas as vezes também é chamado teorema de Kol-
mogorov) se verifica, ou seja,

Teorema 2.3.5 (KAM). Se as freqiéncias de um sistema Hamilto-
niano integrdvel Hy sdo racionalmente independentes® e suficiente-
mente irracionais®, entdo para € suficientemente pequeno a grande
maioria das solugies do sistema perturbado (2.40) é quase-periddica
e so diferem ligeiramente das solucoes do sistema ndo-perturbado.
Nesta situagdo, temos que todos os toros ressonantes e parte dos toros
nao ressonantes desaparecem, mas esse conjunto € pequeno (isto é,
tem medida nula) quando comparado com o conjunto de toros nao
ressonantes, que sao preservados sob tais perturbagoes.

Demonstragao: A demonstracao é nao trivial e nao costuma ser
dada em livros textos sobre o assunto. Na maioria desses livros encon-
tra-se esbogos ou apenas comentarios sobre essa prova. Recomen-
damos consultar os artigos originais de Kolmogorov [29], Moser [30]
e Arnold [31, 32]. O

2.4 Caos

A drea de Caos Cldssico nasceu no final do século X1X, decorrente
dos trabalhos pioneiros de Poincaré (1854-1912) sobre Mecénica Ce-
leste [33]. Uma das caracteristicas marcantes dos sistemas cadticos,
“a sensibilidade aos dados iniciais fornecidos”, ja era verificada nos
sistemas dinamicos* por ele analisados; nascia assim o fenémeno da
imprevisibilidade em estudos de sistemas dinamicos deterministicos.

2Isto equivale a dizer que o sistema Hp é ndo degenerado, isto é,
det(92Hy /OI?) # 0 veja-se [25].
3Isto significa que esses niimeros irracionais sdo mais irracionais do que outros,
isso ocorre quando eles satisfazem uma certa condigao Diofantina [25].
4Intuitivamente, podemos pensar um sistema dindmico como todo fenémeno

que evolui no tempo.
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Para o estudo do caos cléssico, o advento do computador forneceu
uma ferramenta muito poderosa na verificacao de aspectos genéricos
da andlise de sistemas cadticos. O exemplo pioneiro nesta linha foi o
trabalho de Lorenz [22] relacionado & sua pesquisa sobre a questao
meteorologica da Terra.

Trés principais propriedades que gozam os sistemas dinamicos
cadticos sao discutidas a seguir.

A moderna abordagem da dindmica hiperbdlica, ndo apenas para
bilhares, é baseada no uso do teorema ergddico multiplicativo de Ose-
ledec e no célculo dos expoentes de Lyapunov [8]. Um outro critério
mais geométrico que também tem sido muito usado para abordar a
hiperbolicidade, principalmente em bilhares sao os chamados Campo
de Cones Invariantes [8, 34, 35]. Neste caso, a existéncia de um campo
de cone invariante no espago de fases do bilhar é equivalente a exis-
téncia de hiperbolicidade para o bilhar, com o uso dessa ferramenta,
Wojtkowski construiu varios campos de cones invariantes para varias
classes de mesas de bilhares [36].

Temos assim as seguintes propriedades, que podem ser observadas
e/ou verificadas, para um sistema bilhar caético:

(1) A Hiperbolicidade que estd diretamente relacionada a sensibili-
dade as condigoes iniciais e que pode ser medida calculando os ex-
poentes de Lyapunov, veja-se [8];

(2) A Entropia positiva, intuitivamente, a entropia é uma medida que
pode ser associada a informagao de eventos aleatérios do sistema, ou
seja, entropia pode ser associada a uma quantidade que mede a im-
previsibilidade de um dado sistema dindmico, veja-se [37];

(3) A Ergodicidade que, intuitivamente, significa que qualquer regiao
do espago de fases serd visitada pela trajetoria para quase todo ponto
(veja o apéndice B).

Cada uma destas propriedades pode indicar a existéncia de caos
em um determinado sistema. Como se sabe ainda nao existe uma
defini¢ao de caos amplamente aceita por toda comunidade cientifica.
Assim em algum sentido, cada uma destas propriedades anteriores
pode ser vista como uma possivel defini¢ao de caos [37].

Estas propriedades nao sao equivalentes em geral e nao tém im-
plicagoes 1égicas de uma em relagao as outras. Elas caracterizam dife-
rentes aspectos do comportamento cadtico de um sistema dinamico.
Sendo que a entropia positiva e a hiperbolicidade sao caracteristicas
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mais locais, enquanto a ergodicidade é uma caracteristica mais global.

Observagao 2.4.1. Como registro, uma das defini¢oes de caos pro-
posta € dada por Devaney [14], sequndo a qual um sistema dindmico
€ dito ser cadtico se goza das trés propriedades segquintes:

(i) Apresenta um conjunto denso de orbitas periddicas, ou seja, ele
possui um elemento de regularidade;

(i) E topologicamente transitivo, isto significa que ele possui uma
orbita densa ou de outra maneira o seu espaco de fases nao pode ser
decomposto em dois subconjuntos abertos invariantes;

(iii) Tem dependéncia sensitiva ds condigdes iniciais, ou seja, ele a-
presenta imprevisibilidade aos dados iniciais fornecidos.

Jd outros autores, definem os sistemas cadticos como sendo o0s Sis-
temas que apresentam algum expoente de Lyapunov positivo veja, por
exemplo, Ott [10].






Capitulo 3

Bilhares

Bilhares sao os sistemas dinamicos mais simples e mais utilizados para
o estudo do Caos Cléassico, tanto na Fisica, como na Matemaética e,
recentemente, também do Caos Quantico.

A dinamica classica destes sistemas é bastante simples de ser
obtida e também de ser visualizada, especificamente no caso do bi-
lhar plano, como veremos adiante!. Em seu interior o movimento é
ao longo de retas, com reflexdes especulares na fronteira, de tal forma
que o tipo de dinamica dependerd (exclusivamente) da geometria de
sua fronteira.

Neste sentido, bilhares tém sido empregados como sistemas mode-
los para o estudo da dinamica classica e mais recentemente da dinami-
ca quantica (quando conhecida, a priori, a dindmica cldssica), pois
sao sistemas que possuem uma grande variedade de comportamento
dindmico: podendo ter a dindmica integravel (regular) ou a dindmica
cadtica ou ainda a dinamica mista.

Apesar de todo o estudo ja feito, disponivel na literatura cientifica,
a dinamica clédssica de certos bilhares continua a fornecer uma grande

1TAlém disso, como também pode ser observado, a obtencdo de resultados
analiticos rigorosos vem sendo conquistado em casos especiais de bilhares, que
tem enriquecido o nosso conhecimento sobre A Teoria de Bilhares. Sendo assim, a
descoberta e o estudo de casos particulares de bilhares tem fornecido importantes
ferramentas e muito conhecimento para estudos e aplicagbes & outros sistemas
dinamicos mais gerais.

31
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riqueza de desafios tedricos. Neste capitulo, estudamos detalhada-
mente esses sistemas, revisando conceitos e ilustrando os principais
exemplos, procurando destacar e caracterizar suas peculiaridades dina-
micas.

3.1 Definicoes e Exemplos

Em nosso estudo vamos tratar especicamente do bilhar plano, porém
pode-se estender, com certas adaptagoes, esse estudo para o caso
de bilhares em dimensées maiores do que dois. Salientamos que a
maioria dos artigos cientificos sobre bilhares se restringe ao bilhar
plano e a partir de seu estudo sao feitas eventuais generalizagoes
para dimensoes mais altas veja, por exemplo, [9] entre outros.

As principais vantagens de trabalhar com o bilhar plano sdo: as
simplificagtes de calculos; a nao necessidade de muitos preliminares;
a existéncia de importantes modelos fisicos que correspondem ao bi-
lhar plano; visualizagoes geométricas de sua variada dinamica e além
do mais para o bilhar plano ja ocorrem interessantes questoes de
pesquisas que ainda se encontram em aberto, veja por exemplo as
referéncia citadas. Estes motivos tornam os bilhares um dos sistemas
dindmicos mais interessantes e conseqiientemente um dos mais estu-
dados por varios pesquisadores.

Para a discussao que se segue utilizamos como referéncias [3, 4, 8,
9]. Um bilhar plano é o sistema dinamico que descreve o movimento?
(dindmica) de uma particula pontual de massa m (s vezes também
chamada de bola de bilhar) isto ocorre no interior de um conjunto
compacto e conexo @ C IR? (mas também poderia ser visto contido
no toro T2), cuja fronteira denotada por 9@, é uma curva regular
ou uma reunido finita de curvas regulares (pelo menos de classe C®
para que a curvatura, dessas curvas, seja de classe C'!). No interior
de @ o movimento é uniforme (velocidade constante) e a reflexdo na

2Fisicamente, temos uma particula pontual de massa m e momento pn =
mvn movendo-se livremente no interior do bilhar ao longo de linhas retas até ela
encontrar a fronteira do bilhar. Reflete-se especularmente sem mudanga na sua
componente tangencial do momento e com trocas instantaneas de sua componente
normal do momento na fronteira. Observamos que um bilhar plano é um sistema
hamiltoniano com espago de fases de quatro dimensdes x = (q,p) e potencial
V(g =0seqeQouV(q)=c0seq¢Q.
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fronteira 0Q) é elastica, ou seja, é obedecida a seguinte regra da éptica
geométrica: o angulo de incidéncia € igual ao angulo refletido veja a
figura 3.1.

Configuration Space =3.6503

t=5.8864

t=10.5988

-2 . .

Figura 3.1: Ilustragdo do movimento de uma particula pontual em uma
mesa de bilhar arbitraria para algumas iteragées com ponto inicial em
(1,-1).

Mais precisamente temos as seguinte consideracoes:

Definicao 3.1.1. Seja Q C IR? wm dominio com fronteira suave ou
suave por partes, um bilhar plano corresponde ao movimento livre de
uma particula no interior de QQ, com reflexdes elasticas na fronteira

Q.

(i) A fronteira 0Q = U;I';, ¢ = 1,...7, sendo I'; o fecho de curvas
suaves. Chamam-se () uma mesa de bilhar e I'; parede ou compo-
nente de 9Q. Cada T'; é de classe C*, k > 3 definida por uma funcio
fi : I ¢ R — IR? de classe C* sendo I um intervalo que esté para-
metrizado pelo comprimento de arco;

(ii) As componentes da fronteira I'; tém partes comuns apenas em
seus extremos, isto é, I'; N 1'; C O'; UOL'; com @ # j.
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Além disso, considere I'y := U;0L'; e = \L.. :
Assim, x € T', chama-se um ponto de canto de Q e x € I" um ponto
reqular de fronteira.

Exercicio 3.1.1. Mostre que todo ponto regular de fronteira x tem
uma vizinhanga aberta U(x) que intersecta apenas uma parede T'; e €
dividida por T'; em duas partes conexas, uma pertencente ao interior
de Q e a outra pertencente ao complementar de Q [8].

(iii) Em cada I'; a segunda derivada da curva, f/’, ou nunca se anula
ou ¢é identicamente nula.

Definigao 3.1.2. Uma mesa de bilhar Q) € o fecho de um dominio
aberto e conexo Q C R? tal que dQ satisfaz as hipdteses (i-iit) dadas
acitma.

Abaixo lembramos a definicado de curvatura e de raio de curvatura
de uma curva.

Defini¢ao 3.1.3. Seja 8: I C IR — R"™ uma curva regular de classe
C* k > 2 parametrizada pela func¢io comprimento de arco s, entdo
k(s) = ||8"(s)|| define a curvatura da curva em s. Se ||5”(s)|| # 0
o inverso da curvatura define o raio de curvatura.

Podemos agora distinguir trés tipos de paredes na mesa de bilhar
@, a saber, (1) parede plana se f/’ = 0; (2) parede focalizadora ou
convexa (vista do interior) e (3) parede dispersiva ou concava (vista
do exterior), para (2) e (3) tem-se f!” # 0. Esses nomes tém mo-
tivacoes fisicas e sao padroes na literatura. Em termos de curvatura
temos: k = 0 se I'; for plana; k = —||f/'|| se I'; for focalizadora e
k= ||f!'|| se T'; for dispersiva.

Definigao 3.1.4. Seja 0Q = UT;, definimos |T';| como sendo o com-
primento de I'; que claramente € finito e |0Q| =, |T';| como sendo
o perimetro de Q.

Vamos supor que ¢ = ¢(t) € Q C IR? denota a posicio da
particula e v = v(t) € R? o seu vetor velocidade, com t € R. O
movimento da particula é dado pelo seguinte sistema

{ gzg (3.1)
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Suponha agora que a particula esteja em movimento no interior
da mesa de bilhar, se ela colide com a parte regular da fronteira num
ponto ¢ € T' o seu vetor velocidade seré refletido em relacio a reta
tangente a I' em ¢, onde é obedecida a regra “o angulo de incidéncia
é igual ao angulo de reflexao” e ele pode ser obtido por

Upos = Upre — 2<”(Q)a Upre>n(Q) (32)

sendo Vpes € Vpre 0s Vetores pés-colisao e pré-colisao, respectivamente
e n(q) o vetor normal a I" em q.

Exercicio 3.1.2. Verifique (3.2) nas condigées acima.

Observagao 3.1.1. (i) Se a particula atinge um ponto q¢ € T (ou
seja, ponto em um canto) seu movimento cessard e nao estard mais
definido além desse ponto;

(i) As equagdes de movimento dadas acima preservam a norma ||v||
e assim pode-se tomar ||v|| = 1.

Definicao 3.1.5. Dizemos que uma colisao é reqular se ¢ € I' e o
vetor vpre ndo € tangente a I', neste caso tem-se Vpre 7 Vpos. Quando
Vpre for tangente a I' num ponto de colisdo tem-se Vpre = Upos € eSta
colisao serd chamada tangencial.

Exercicio 3.1.3. Mostre que colisoes tangenciais sGo possiveis so-
mente em paredes dispersivas [8].

Exercicio 3.1.4. Considere o movimento de uma particula colidindo
com a parte reqular da fronteira num tempo t. Mostre que ela se
moverd dentro da mesa de bilhar Q sem colisoes durante algum in-
tervalo de tempo (t,t +¢€) come >0 [8].

Podemos dizer que o estado de uma particula em movimento para
qualquer tempo t fica determinado por sua posicao g € @ e por seu
vetor velocidade unitdrio v € S'. Desta forma, o espaco de fase do
fluxo do Bilhar sera

Q={(g0)}=Qx (3.3)

que é uma superficie tridimensional com fronteira 92 = I' x S*.
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Consideremos as aplicacoes projegoes naturais 7, : 2 — @ tal que
me(q,v) =qem, : @ — S! tal que m,(q,v) = v. Considere também o
conjunto € C Q como sendo o conjunto de todos os estados (¢, v) nos
quais a dinamica do movimento da particula estd definida V¢t € IR.
Assim, o fluxo do bilhar

Pt — 0 (3.4)

fica determinado com ¢ € IR (varia¢do continua para t).

Temos que toda trajetéria do fluxo {®'z},z = (¢,v) € Q é uma
curva continua em € e a sua projegao m,(®'z) na mesa de bilhar Q
chama-se, usualmente, de trajetéria do bilhar.

Observacgao 3.1.2. Pode-se provar que o fluzo ®¢ é suave de classe
CF=1 em todos os pontos de colisées regulares (veja [8] pag. 29).
Também ¢é possivel mostrar que o conjunto Q éum conjunto G denso
de medida de Lebesque total em Q. Usando essa densidade de 0 em Q
estende-se, por continuidade, o fluro ® a todo espaco 2, sob certas
consideragoes [8].

Com dissemos antes, ¢ comum no estudo de sistemas dinamicos
reduzir um fluxo a um mapa por meio de uma secdo de Poincaré
(ou secdo transversal). Para os sistemas bilhares, em particular, uma
secao transversal que costuma-se usar € a sua prépria fronteira, isto
é, 0Q =T x S'. Desta forma, pode-se descrever a secio transversal
como sendo o conjunto de todos os vetores de velocidade pés-colisao:

M=UM;, M;={(q,v) € Q| qeT;{v,n) >0}, (3.5)

sendo n o vetor normal unitario a I'; apontando para o interior de
Q. O conjunto M é uma superficie bidimensional em € chamada de
espaco de colisdo.

Exercicio 3.1.5. Considere x = (q,v) € M,. Sob quais condi¢ées
estard a trajetéria ®'z definida durante algum intervalo de tempo
0<t<e ([8))?

Nos casos em que a trajetéria ®lz,x € M estd definida durante
algum intervalo de tempo (0,¢), temos que a intersecgdo com a su-
perficie I' x S deve ocorrer num tempo futuro 7(z) > 0 chamado
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tempo de retorno. Definindo M = M N . Fica estabelecido o mapa
de retorno

T:M— M (3.6)

dado por
T(z) = d7@+0y, (3.7)

sendo que 7(z) + 0 significa que estamos considerando tempos que
se aproximam de 7(x) pela direita. O mapa T é chamado mapa do
bilhar ou mapa de colisao e em relacao a isso M também é chamado
espaco de fase do mapa do bilhar T.

Introduz-se agora uma parametrizagao em M. Fixa-se um parame-
tro de comprimento de arco r ao longo de T';,r € [a;, b;] tal que os
(@i, b;) sao disjuntos em IR e para cada x € M seja ¢ € [—7/2,7/2] o
angulo entre o vetor velocidade v e a normal n, n apontando para o
interior de @ e na fronteira toma-se o sentido anti-horério veja figura
3.2

=0

~T1/2 /2

Figura 3.2: Orientagdo de r e ¢.

Denotamos
S = IM = {—1/2,7/2} UU({r = ai} Ufr = b)), (3.8)

sendo que os conjuntos {r = a;} U{r = b;} estardo incluidos somente
para as curvas ['; que nao sao curvas fechadas suaves. Considera-se
também o conjunto

S =S U{xre M| T(x)¢intM} (3.9)

formado pelos pontos que fazem uma colisdo tangencial com uma
parede dispersiva neste caso T'(z) € Sp ou os pontos onde T néo estd
definida (os pontos de canto).
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Observagao 3.1.3. Estudo andlogo ao que foi feito para mapa T
também pode ser feito para o mapa inverso T e assim definir o
congunto S_1. Conclui-se a partir dai que o mapa T : M\ S —
M\ 8_1 é um homeomorfismo, mais detalhes em [8].

Em outras palavras, como o movimento é uniforme no interior
de @Q o sistema bilhar fica determinado por suas sucessivas colisoes
com a fronteira 0Q). Desta forma, é conveniente utilizar a fronteira
do bilhar para construir uma secdo de Poincaré e no lugar do fluxo?,
podemos considerar a transformacdo (ou mapa) que a cada ponto
da fronteira e a cada vetor velocidade (tomado apds a colisdo) faz
corresponder as colisdes seguintes (se elas estiverem bem definidas),
ou seja, guardando a direcao e a posicao de incidéncia (da colisao) de
cada trajetdria constréi-se o mapa do bilhar a tempo discreto. Temos
desta maneira o seguinte processo: a cada ponto (g;,v;) € 9Q x St
corresponde um ponto (g;11,vi+1) € 9Q x S, por exemplo, para o
ponto (qo,vp) fazemos corresponder o ponto (gi,v1) e para (g1, v1)
fazemos corresponder o ponto (gz,v2) e assim por diante.

Vamos agora, fixar um ponto origem na fronteira Q) que podemos
utilizd-lo para medir o comprimento desta fronteira. Sejam 0Q); as
componentes da fronteira dQ) = UJQ); (reunido finita) e n(q) o vetor
normal unitario tomado no interior a 9Q; em ¢ € 9Q; (supondo que
¢ seja um ponto regular). Desta forma, define-se o espago de fases
M como em (3.5), onde estard determinado o sistema dindmico que
pode ser parametrizado pelo comprimento de arco r e pelo angulo
© entre os vetores n(q) e o vetor v apés a colisdo (vetor de saida),
ou seja, introduz-se um sistema de coordenadas em M definido pelo
parametro de comprimento de arco r ao longo de 9Q e pelo angulo ¢
entre os vetores v e n(q). Entao podemos considerar —7/2 < ¢ < 7/2
e (n(q),v) = cos .

Agora, estabelece-se a transformacao do bilhar que denotaremos
por T tal que T'(rg, po) = (1, ¢1) onde 7 e 1 séo as coordenadas dos
pontos qo, ¢1 € Q) de saida e chegada, respectivamente e g, @1 s20 0s
angulos de saida das trajetorias em qq e g1, respectivamente. De outra
forma, seja g1 € 9Q o lugar onde a reta orientada por (qo,vo) atinge

3Geometricamente pode ser descrito pela reuniio de segmentos retos, no
espaco de configuragao @, cujas ligagoes sao feitas apds cada colisdo com a fron-
teira 0Q
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primeiro a fronteira 0Q e v; dado por (3.2) é o vetor velocidade da
trajetéria apds ser refletida em ¢; € 0Q; o mapa do bilhar, também
fica determinado desta maneira: T'(z) = T(qo,v0) = (¢1,v1) = Z1.

Figura 3.3: Esquema das colisdes no espago das configuragdes.

Salientamos que a transformacao (ou o mapa) T' (ou a sua inversa
T~1) nao estd definida se ¢; ou qo estd num vértice da fronteira e sera
descontinua nos pontos em que a trajetéria tangéncia a fronteira.

Com efeito, isso pode ser verificado analisando a derivada de T
Suponha que Z; = (q1,71) = T(Zo) estd definido para o = (Jo, ¥o),
entdo para todo xg = (qo, vo) numa vizinhanga V' 3 Z a matriz 2 x 2
nas coordenadas (r,¢) (dada por, ver [8],

1 Toko + COS ©q To

cos 1 | Tokok1 + K1COSQ1 + K1COSWYo Tk + COS Y1
(3.10)

sendo k; = k(z;), ¢ € IN a curvatura de 0Q em ¢; e 7o a distancia
entre go e ¢1), tem os seus coeficientes tendendo a infinito quando
a imagem de (qo,v9) por T tende a tangenciar 9Q, isto é, quando
1 — £7m/2. Portanto, a derivada de T néo é limitada nestes pontos
de tangéncia.

Doravante, os vértices da fronteira, os pontos de tangéncia e as

DT (zo) = —
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imagens e pré-imagens por T’ de todos esses pontos denominam-se
as singularidades de T e denotaremos esse conjunto, por &1 como
m (3.9). Analogamente, S_; é o conjunto das singularidades para o
mapa T 1.
Analisando a matriz derivada de T resulta o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1. O mapa T : M\ S — M\S_1 é um difeomorfismo
de classe C*1.

Demonstragao: [8] pag. 35. O

Indutivamente, definimos os seguintes conjuntos
Spi1 =S UT™HS,), €S_(ni1) = S—n UT(S-n), (3.11)

que sio os conjuntos de singularidades para 7"t e 7=+t regpec-
tivamente. Portanto, no conjunto

M= M\UZ__S, (3.12)

todas as iteragoes do mapa T estao definidas e sao diferenciaveis de
classe CF— 1

Observagao 3.1.4. Segue como resultado, andlogo ao que foi feito
para o fluxo do bilhar, que o mapa T estd bem definido num subcon-
junto G denso M C M de medida de Lebesque total. Além disso, o
mapa T pode ser estendido, por continuidade, ao espaco inteiro M.

Um outro fato, relacionado a transformacao 7', que destacamos
é que ela preserva a medida cospdrdp em M, essa medida recebe o
nome de medida de Liouville, drdp é a medida de Lebesgue em M
(dr em 0Q e dp em S*1). E com relagao a esta medida que fazemos
os calculos de todas as médias e de outras quantidades relacionadas
aos sistemas bilhares [3]. Mais formalmente temos:

Proposigao 3.1.1. O mapa T preserva a medida cos pdrdyp em M.

Demonstragao: Pelo uso da férmula da derivada de T' (3.10) obtém-
se que o detDT(x) = cosp/cosp; e agora por uma mudanga de
variaveis resulta

// coswldrldgplz// cos pdrdp (3.13)
T(A) A
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que vale para todo conjunto de Borel A C M. O

Observa-se facilmente que / / cos pdrdy = 2|T|. Temos assim
a seguinte definigao: M
Definicao 3.1.6. A medida normalizada em M,
dp = (2|T|)~* cos pdrdye

€ a medida de probabilidade padrao que € preservada pelo mapa T .

Observagao 3.1.5. (1) As coordenadas q e v dadas acima sao as
vezes chamadas de coordenadas de Birkhoff [2] e caracterizam a dind-
mica do bilhar;

(2) As consideragoes acima, com os devidos ajustes e adaptagies,
podem ser generalizadas para dimensoes mais altas em R comd > 2.

Exemplos de Bilhares

Destacamos os principais exemplos de bilhares planos que, usual-
mente, sao utilizados para ilustrar e estudar o comportamento dinami-
co desses sistemas (outros exemplos de bilhares podem ser encontra-
dos na literatura cientifica com enfoque mais tedrico ou mais aplicado
dos mais diversos). Para os nossos propdsitos os bilhares, que serdo
apresentados, nos fornecem um rico material de varias situacoes, de
grande relevancia, que nos interessam.

Podemos dizer que, em particular, o comportamento cadtico em
sistemas dinamicos cldssicos ja é um fenéomeno bem estudado, espe-
cialmente em bilhares, mas ainda desperta muito interesse em novas
pesquisas, principalmente por ainda nao termos uma Teoria do Caos
completa. Neste sentido, o estudo de modelos particulares tem tido
grande importancia para a compreensao e desenvolvimento dessa teo-
ria. No caso dos bilhares, por exemplo, a geometria de sua fronteira
é o que determina suas propriedades dinamicas.

(1) O bilhar num circulo e o bilhar numa cardiéide

Vamos ilustrar a tltima observacao usando dois bilhares que ja sao
bem conhecidos: o bilhar circular e o bilhar cardidide, que podem ser
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obtidos de uma mesma equagao parametrizada dada em coordenadas
polares, a saber,

plp) = 1+ cos(p), ¢ € [0,2], (3.14)

sendo que para € = 0 obtém-se o bilhar circular e para e = 1 obtém-se
o bilhar cardiéide. Dada uma condigao inicial arbitraria, podemos, a
partir dela, obter as iteragdes (colisdes com a fronteira) e visualizar
geometricamente a dindmica destes bilhares, vejam as figuras 3.4 e
3.5.

0.8

0.6

0.4

0.2

Phase Space: tvs incident angle
T T T T T T

0.5

incident angle
o

Figura 3.4: (Acima) Uma trajetéria tipica em um bilhar circular
(dinamica regular).(Abaixo) Exemplo de espago de fase para este bil-
har.
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Phase Space: t vs incident angle
157 T T T T T —

o5t . . . .

incident angle
=)
T
.

-15¢ . . . . . -

Figura 3.5: (Acima) Uma trajetéria tipica em um bilhar cardidide

(dindmica cadética).(Abaixo) Exemplo de espago de fase para este bil-
har.

Sabe-se que o bilhar circular apresenta dindmica regular (sis-
tema integravel), veja [4] e sabe-se que o bilhar cardidide apresenta
dindmica completamente cadtica [38] o que significa que as trajetérias
vizinhas sao separadas exponencialmente como uma fungao do tempo
(propriedade chamada hiperbolicidade) e uma trajetéria tipica preen-
cherd o espago de configuracao disponivel uniformemente (propriedade
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chamada ergodicidade) [38, 39, 40].

Mais especificamente para o caso do bilhar circular temos que os
segmentos de retas que aparecem no seu espago de fases sdo ocasio-
nados pelo fato que se uma particula, apds o impacto com a fronteira,
sair com um angulo g, todos os demais choques posteriores desta
particula ocorrerao sempre com o mesmo angulo g, sendo assim a
representacao dos choques desta trajetéria no espago de fases estard
restrita a um segmento de reta horizontal. Em relacao ao espago de
configuracao as ligacoes da trajetéria entre dois choques terao sempre
o mesmo comprimento, e além disso, serao tangentes a uma mesma

circunferéncia (que recebe o nome de curva cdustica veja a definigdo
3.2.3, [3]).

O bilhar de Sinai e o bilhar estddio de Bunimovich

Os melhores exemplos conhecidos de bilhares cadticos sao: o bilhar
dispersivo de Sinai (a mesa de bilhar tem a forma quadrada com
um refletor circular em seu centro) e o bilhar estddio de Bunimovich
(a mesa de bilhar tem uma forma retangular com dois contornos
opostos circulares e focalizadoras), vejam as figuras 3.6 e 3.7 para
uma ilustragdo destes dois casos juntamente com suas respectivas
dinamicas.

A principal caracteristica comum, a estes dois bilhares, é o fato
de possuirem dindmica hiperbdlica. Grosso modo, eles tém diregoes
em que o mapa do bilhar se expande e se contrai (dire¢oes estaveis e
instdveis). Na verdade, eles possuem as propriedades que sdo usual-
mente associadas a existéncia de comportamento cadtico: dependéncia
sensivel as condicoes iniciais, densidade de 6rbitas periddicas, etc.

Observacao 3.1.6. (1) Os bilhares dispersivos de Sinai foram os
primeiros casos apresentados de bilhares com dinamica hiperbdlica.
Sinai deu uma prova rigorosa que esses bilhares sio ergédicos (isto
significa que apenas subconjuntos do espaco de fases que sao invari-
antes em rela¢io ao mapa do bilhar possuem medida nula ou total)
[5];

(2) Bunimovich, Chernov e Sinai foram os pioneiros a estudar e a
fornecer importantes resultados estocasticos para os bilhares disper-
siwos. Podemos dizer, com certeza, que a escola Russa teve e ainda
tem um grande destaque no desenvolvimento da Teoria de Bilhares;
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Figura 3.6: Uma trajetéria tipica em um bilhar de Sinai (dindmica
cadtica) com seu respectivo espagos de fase.

(8) Bunimovich, assim como Sinai, também fornecew uma prova ri-
gorosa que o bilhar estddio € ergddico [6, 7];

(4) Na verdade, tanto o bilhar de Sinai como o bilhar estddio possuem
propriedades mais fortes do que apenas a ergodicidade*, ou seja, eles
também sdo Sistemas mizing, K-Sistemas e Sistemas de Bernoulli

4Tém sistemas que apresentam graus de ergodicidade mais fortes do que out-
ros.
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Phase Space:

t vs incident angle

Figura 3.7: Uma trajetéria tipica em um bilhar em um bilhar estddio
de Bunimovich (dindmica cadtica) com seu respectivo espacos de fase.

(temos que Sistemas de Bernoulli = K-sistemas = Sistemas mizing
= Sistemas ergddicos), comentdrios sobre esses conceitos podem ser
encontrados no apéndice B.
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3.2 Bilhares Regulares

Um fato, j4 bem conhecido, na literatura de bilhares é o seguinte: o
espacgo de configuracoes Q@ de um bilhar num circulo é continuamente
folheado por circulos concéntricos em relagao a sua fronteira 0Q), o
que 1mplica que esse bilhar é completamente integrdvel.

De outra forma, se o espago de fases M (que pode ser visto como
uma superficie ou uma variedade diferencidvel) estd folheado por cur-
vas invariantes ¢ = constante, entao o mapa 1" nao pode ser ergédico.
Um outro fato é que qualquer conjunto mensuravel que é a uniao de
curvas T-invariantes também serd T-invariante.

Uma outra maneira para verificar a nao ergodicidade de T é en-
contrar uma fungdo nao constante que seja invariante, ou seja, en-
contrar funcao F : M — IR definida por F(r,¢) = ¢ suave tal que
F(Tz) = F(x), Yx € M [37].

Definicao 3.2.1. [37] Se um sistema dindmico suave T : M —
M em uma variedade M (dim M = 2) admite uma fungéo F' ndo
constante suave e invariante sob T (ou T-invariante), entao F &
chamada uwma integral primeira e T € dito ser integrdvel.

Supondo T : M — M integravel, entao toda superficie de nivel
S. = {F(z) = ¢} é T-invariante, isto é, M pode ser folheada por
hipersuperficies invariantes. No caso, que tivermos dimM = d e
se T : M — M admitir d — 1 integrais primeiras independentes
Fy -+ Fy_1, entao M pode ser folheada por subvariedades T-invari-
antes de dimensdo um (curvas) {Fy(x) = ¢1,-+- , Fq_1(x) = cq-1},
sendo cq, -+ ,cq—1 € IR (veja a definicao dada no capitulo 2 ou em
[37]). A definigao seguinte é a que mais nos interessa.

Defini¢ao 3.2.2. [37] Se M pode ser folheado por subvariedades T'-
invariantes de dimensao um (curvas), entdo o mapa T € dito ser
completamente integrdvel.

Outra defini¢do pertinente é a seguinte:

Definicao 3.2.3. Seja I' € Q wma curva em um bilhar Q C R?.
Dizemos que T' € uma cdustica® do bilhar em Q se ela satisfaz o

5Este termo é emprestado da Optica Geométrica.
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sequinte: se qualquer ligacao de alguma orbita do bilhar for tangente
a T, entdo todas as outras ligagoes desta mesma orbita também serdo
tangentes a T'.

De acordo com os fatos acima, prova-se que o bilhar em um circulo
é completamente integrdvel. Uma outra maneira de verificar, no caso
do bilhar circular, que o mapa T é nao ergddico é pelo calculo direto
dos expoentes de Lyapunov usando, para isso, a matriz derivada de T'
(observarmos que neste caso tanto o mapa T’ como a matriz derivada
T sao facilmente obtidas) detalhes podem ser visto em [37].

Existe uma afirmacao mais geral, dada para bilhares em elipse,
que fornecemos abaixo, cuja demonstragao foi dada primeiramente
por Birkhoff, veja a figura 3.8 para uma ilustragdo da dindmica (in-
tegravel) deste sistema por meio do seu espago de fases e do seu
espago de configuragao.

Espago de Fase: tvs angulo incidente Configuration Space

angulo incidente

Figura 3.8: Ilustragdo da dindmica regular da elipse.

Teorema 3.2.1. O bilhar em uma elipse € completamente integrdvel.

Demonstragao: Ver [41, 42]. O

O préprio Birkhoff também conjecturou (e ainda continua uma
questdao em aberto) que: “somente os bilhares em elipses sdo com-
pletamente integrdveis entre todos os bilhares delimitados por curvas
planas convexas e suaves”.
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Mais especificamente, o teorema anterior nos diz que o mapa do
bilhar T em uma elipse é integravel, isto significa que existe uma
funcéo suave no seu espago de fases, chamada integral que é invariante
sob T'. Esta afirmacao pode ser verificada por meio de dois caminhos:
um geométrico e outro analitico. Primeiramente considere uma elipse

4+ =1 (3.15)

no plano, com pontos focais em F; e F,. Vamos comentar apenas
o caminho geométrico o analitico assim como outros detalhes, sobre
este assunto, podem ser vistos na referéncia [41].

Teorema 3.2.2. Uma trajetoria do bilhar dentro da elipse sempre
permanece tangente a uma cénica fixrada (elipse ou hipérbole) confo-
cal . Na verdade, tem-se no bilhar eliptico uma familia de cdusticas,
que consiste de elipses e hipérboles confocais, veja a figura 3.8. Mais
precisamente, se uma ligacdo da trajetoria do bilhar ndo intercepta o
segmento que liga os pontos Fy e Fs, entdo todas as outras ligagoes
desta trajetoria também nao interceptarao o segmento F1F5 e assim
todas essas ligagoes serao tangentes a uma mesma elipse com focos
em Fy e Fy; e se uma ligagdo de uma trajetoria intercepta Fy Fy, entdao
todas as outras ligacdes desta trajetoria interceptarao FyFy e todas
essas ligagoes serdo tangentes a uma mesma hipérbole com focos em
F1 (& FQ.

Demonstragao: A prova, usa basicamente geometria elementar veja,
por exemplo, [8, 41]. O

Podemos descrever o espaco de fases do bilhar eliptico da seguinte
maneira: ele é folheado por curvas invariantes do mapa do bilhar T
Temos que, cada curva representa uma familia de ligacoes tangentes a
uma conica confocal fixada, estas curvas T-invariantes correspondem
as cdusticas do bilhar eliptico. Temos ainda uma curva em forma
de oo que corresponde a familia de ligagdes passando pelos focos
(ela também é chamada de “separatriz” das duas familias de curvas
invariantes principais) e cujos seus pontos de intersecgao representam
0 eixo maior com duas orientagoes opostas que na verdade é uma
trajetoria de periodo 2. Outras trajetorias de periodo 2 é o eixo menor
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representado pelos dois pontos centrais da regiao dentro da curva em
forma de oco.

3.3 Bilhares Cadticos

Como ja mencionamos os exemplos classicos de bilhares cadticos sao
os Bilhares de Sinai (introduzido por Sinai) e o Estddio de Buni-
movich (introduzido por Bunimovich), para esses casos foram dadas
provas rigorosas desse tipo de dinamica, como podem ser verificadas
nas referéncias [5] para o bilhar de Sinai e [6, 7] para o bilhar estddio.

Esses bilhares ainda sao fontes de constantes investigagoes o que
tem proporcionado intimeros artigos de pesquisa. O estudo e a prova
da dinadmica cadtica em bilhares é mais sutil e delicado.

A idéia da prova da ergodicidade (caoticidade) em bilhares se da
pela prova de algum tipo de hiperbolicidade (que intuitivamente sig-
nifica e existéncia de uma sensibilidade em relagao aos dados iniciais
fornecidos para as trajetdrias), cujo procedimento padrao para isso
é o estudo dos expoentes de Lyapunov da transformacao e o uso da
chamada Teoria de Pesin [3].

O célculo numérico dos expoentes de Lyapunov de um sistema bi-
lhar, quando for possivel de ser realizado, nos d4 uma maneira menos
complicada de se obter a prova da caoticidade para o sistema em
estudos, para essa situagao citamos, por exemplo, o trabalho realizado
no artigo [40].

Boas referéncias que podem ser usadas, como guias, nesse tipo de
estudo sdo [3] (para um estudo mais simplificado) e o excelente livro
de N. Chernov e R. Markarian [8] (para um estudo mais completo e
detalhado).

3.4 Bilhar Cogumelo

Um outro resultado, ja conhecido e de grande importancia, afirma
que um sistema Hamiltoniano (ndo apenas bilhares) genérico® ndo é

6Genérico, neste caso, significa que o conjunto em questéo é formado por uma
intersecgao contavel de conjuntos abertos e densos e de acordo com o teorema de
Bajire [43], o conjunto em questdo também é um conjunto denso.
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nem cadtico e nem integravel mas ambos [28], ou seja, sistemas com-
pletamente cadticos e sistemas completamente integraveis sao raros.

A grande maioria dos sistemas Hamiltonianos tem dindmica mista,
isto é, ilhas de estabilidade (também conhecidas como ilhas KAM)
encontram-se situadas em um “mar cadtico” formado por uma ou
vérias componentes ergddicas (cadticas) cada uma ocupando um sub-
conjunto de medida positiva (volume) no espago de fases, como por
exemplo, no famoso mapa padrao (ou mapa de Chirikov-Taylor) [44].

Este fato tem sido observado em véarios experimentos computa-
cionais (simulagdes computacionais), mas ainda nao tinhamos provas
rigorosas em sistemas dindmicos “naturais” (por exemplo, os origina-
dos por equagoes diferenciais). No trabalho de Bunimovich [9] isto é
observado e provado para uma das classes mais representativas de sis-
temas Hamiltonianos, a saber, os bilhares. Bunimovich introduz uma
nova classe de bilhares chamada Bilhar Cogumelo (Mushroom Bil-
liard) que tem a forma, no seu caso geral, de uma elipse justaposta
a uma base retangular, veja a figura 3.9 para uma ilustragao deste
bilhar juntamente com a sua dinamica. Ele também fornece neste tra-
balho, resultados e provas rigorosas que caracterizam a sua dinamica.
Apesar desta nova classe ser nao-genérica ela é de grande relevancia
para a andlise e para o estudo de tais dindmicas coexistentes [9, 45, 46]
e levanta a possibilidade de se provar rigorosamente para outros
sistemas mais sofisticados, mas de mesma natureza, a coexisténcia
dessas dinamicas.

Na literatura disponivel, sabe-se que, sistemas Hamiltonianos com
dindmica mista sao famosos por apresentar grandes dificuldades de
ser analisados rigorosamente, pois as ferramentas desenvolvidas para
os sistemas integraveis e para os sistemas caéticos falham para os
sistemas com dinamica mista (essas falhas sdo observadas nas fron-
teiras entre essas duas regides). Dificuldades também surgem nas in-
vestigagbes numéricas [47]. Desta forma, a nova classe de bilhares
introduzida por Bunimovich é digna de grande mérito por elucidar e
proporcionar um melhor entendimento dessa dinamica mista, além de
fornecer oportunidades para novas pesquisas, por exemplo, o estudo
do bilhar cogumelo quantico.

Mais especificamente, em 2001, Leonid Bunimovich [9] apresentou
uma nova classe de bilhares cuja sua forma é a idealizacao de um
cogumelo (mushroom) como o conhecemos tridimensiolnamente, mas
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Configuration Space

Figura 3.9: Uma representacdo genérica de um bilhar cogumelo de
Bunimovich, juntamente com as suas trajetérias tipicas: regulares (azul
e vermelha) e cadtica (preta) que ilustram sua dindmica mista.

visto de perfil (em um plano).

Esses bilhares ficaram conhecidos como “Bilhares Cogumelos”
(Mushroom Billiards) ou também chamados de “Bilhares de Buni-
movich”. Do ponto de vista classico, sao objetos muito simples como
todo bilhar, suas trajetérias correspondem a linhas retas que sofrem
reflexdo perfeita em sua fronteira. Uma de suas principais carac-
teristicas (verificada para uma classe especial desses bilhares) é que
seu espago de fases é dividido em apenas duas regides, uma com-
pletamente regular e a outra completamente cadtica, sem nenhuma
das hierarquias KAM, que estdo presentes na grande maioria dos sis-
temas Hamiltonianos. Desta forma, essa nova classe de bilhares nos
fornece exemplos de sistemas com dindmica mista (dindmicas regular
e cadtica coexistindo num mesmo espago de fases), cuja geometria
relativamente simples, tem proporcionado um estudo analitico mais
rigoroso de sua dinamica. Essa descoberta, tem tornado possivel re-
solver questoes delicadas sobre os sistemas dinamicos que apresentam
as ilhas de integrabilidade e o “mar de caos” coexistentes num mesmo
espago de fases [9, 46].

Sistemas Hamiltonianos como se sabe, podem exibir comporta-



[SEC. 3.4: BILHAR COGUMELO 53

mento regular ou cadtico (veja o capitulo 2). Embora existam muitos
exemplos de sistemas desses tipos, geralmente o espaco de fases de um
sistema Hamiltoniano genérico é dividido em regides com comporta-
mento regular (as chamadas regides de estabilidade ou ilhas KAM) e
as regides com comportamento cadtico (os chamados “mar de caos”).

Esses sistemas ficaram conhecidos no meio cientifico, como Sis-
temas Hamiltonianos com FEspaco de Fases Dividido. Tais compor-
tamentos tém sido observados ja algum tempo, tanto experimental-
mente, como numericamente em uma grande variedade de sistemas,
mas nao existiam ainda exemplos claros e representativos, com provas
rigorosas, de tais situagoes. O trabalho desenvolvido por Bunimovich
fornece tais exemplos e as provas rigorosas [9]. Nesses exemplos (que
na verdade formam uma nova classe), a coexisténcia de comporta-
mentos diferentes é analisada completamente, isto é de grande im-
portancia, pois o estudo da Teoria do Caos necessita, devido em parte
por sua complexidade, de exemplos ilustrativos e intuitivos para uma
melhor compreensao dos diferentes comportamentos que um sistema,
dinamico pode apresentar, e a partir dai tenta-se aplicar o conheci-
mento adquirido nestes casos particulares, em situacoes mais gerais
e complexas e também na construgdo de uma Teoria do Caos mais
sélida.

A dinamica cldssica dos bilhares de Bunimovich ja é bem conhe-
cida, mas continua sendo uma area muito ativa de estudos e inves-
tigagGes. Vamos fazer adiante uma revisao do estudo de sua dinamica,
para isso usamos como referéncias principais, os artigos: de L. A.
Bunimovich [9] e o de M.A. Porter e S. Lansel [47].

Os bilhares de Bunimovich sao construidos usando a “desfoca-
lizagao”, que acreditamos (de acordo com Bunimovich) ser um mecan-
ismo de geracdo de comportamento cadtico (ou de hiperbolicidade),
o exemplo padrao deste mecanismo, a saber, o estadio de Buni-
movich é um caso particular destes bilhares. De fato, verifica-se para
a familia de bilhar cogumelo mais simples (neste caso a semi-elipse é
substituida por um semi-circulo e admite-se uma simetria axial nos
cogumelos), uma transicao continua entre o caso integrével (tendo o
circulo como um caso extremo desta familia de cogumelos) e o caso
cadtico (tendo o estddio como o outro caso extremo desta mesma
familia de cogumelos), uma ilustragdo desta transigdo pode ser visu-
alizada na figura 3.10 (efetivamente estes casos extremos sao dados
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pelo semi-circulo e pelo semi-estadio, mas como veremos na préxima,
subsegao pode-se, de certa maneira, considerar o circulo e o estadio
nesta anélise).

Configuration Space

T
<] //'@e“;- 5

Figura 3.10: Ilustragio da transicio de um semi-estddio (dindmica
cadtica) em um semi-circulo (dindmica regular) por meio de uma
seqiiéncia (quando fazemos r — 0, 0 < r < R) de cogumelos (dindmica
mista) com o suporte retangular medindo 2r (sua base) variando de 2R
(semi-estddio) para 0 (semi-circulo).

Observa-se ainda que o mecanismo da desfocalizagao tem sido
considerado como o mecanismo béasico para a geragao de caos nos sis-
temas com dindmica mista, em vez de mecanismos dispersivos (encon-
trado, por exemplo, no bilhar de Sinai), isso talvez seja natural, pois o
mecanismo de desfocalizacao ocupa uma posi¢ao intermedidria entre
os sistemas com mecanismos dispersivos (cadticos) e os sistemas com
mecanismos neutros (integréveis) [9]. Para os sistemas dispersivos as
orbitas vizinhas divergem, para os sistemas integraveis a divergéncia
e a convergéncia de suas orbitas sao equilibradas e para os sistemas
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com desfocalizagao a divergéncia das érbitas prevalecem (em média)
sobre a convergéncia das mesmas [9].

Para o que segue usamos as defini¢bes, notacoes e resultados dados
anteriormente.

Como dito antes os bilhares cogumelos podem ser construidos
facilmente; pela justaposicdo de uma semi-elipse (que denotaremos
por) S cuja regido delimitada por ela serd chamada chapéu do cogume-
lo denotado por H, com um retangulo (que denotaremos por) P cuja
regiao delimitada por ele serd chamada pé ou suporte do cogumelo e
suprimimos a fronteira comum. O diametro de S serd chamado base
do chapéu H (observamos que a nomenclatura é a mesma adotada
por Bunimovich).

Podemos inicialmente, por simplificacao, considerar um semi-circu-
lo em vez de uma semi-elipse e supor que esse cogumelo é axial-
mente simétrico, quando isso ocorrer, tais cogumelos serao chamados
cogumelos perfeitos, veja a figura 3.11. Salientamos que tais simpli-
ficagbes ainda conservam toda a riqueza da dindmica mista verificada
no caso de um bilhar cogumelo genérico como pode ser visualizado
na figura 3.10.

2r

Figura 3.11: Ilustracdo de um cogumelo perfeito, o dominio @ é for-
mado combinando o semi-circulo de raio R com um retangulo de altura
h e largura 2r.

Feito isso, vamos agora ao estudo da dinamica do bilhar cogumelo.
Seja A, C M o conjunto de todos os pontos do espago de fases tais
que as érbitas do bilhar nunca deixam o chapéu do cogumelo. Verifica-
se facilmente, que A, é um subconjunto invariante em M (em relagao
ao fluxo do bilhar {S*}) de fato em A, temos curvas invariantes do
mesmo tipo das curvas invariantes de um bilhar num circulo.
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O resultado principal provado por Bunimovich descreve a dinamica
do bilhar cogumelo e nos diz que o conjunto A, possui medida posi-
tiva (volume) se r satisfaz a desigualdade 0 < r < R e a sua dinamica
é integravel, enquanto o seu conjunto complementar M \ A, (isto é,
o conjunto de todos os pontos do espago de fases onde pelo menos
uma Orbita penetra no pé do cogumelo) também possui medida po-
sitiva para r em 0 < r < R, mas neste caso a sua dinamica ¢é cadtica,
veja a figura 3.12 para uma visualizacao dessa dindmica, formalmente
temos:

Configuration Space Phase Space: tvs incident angle

15 B
.. - Initial Conditions 1
R N +_Initial Conditions 2

incident angle
o

Figura 3.12: Ilustragio da dindmica de um bilhar cogumelo perfeito
(espago de configuragao e espago de fases, respectivamente).

Teorema 3.4.1. Seja o fluzo no bilhar cogumelo perfeito e seja r tal
que 0 < r < R. Entao:

(1) 1(Ar) > 0 e p(M\ A,) > 0;

(2) A projecio natural de A, em @Q € continuamente folheada por
cdusticas que sao semi-circulos concéntricos a S no chapéu do cogume-
lo com raios ', r <r' < R;

(8) A restricio do fluro a M\ A, é ergddica, hiperbdlica, mizing e
forma um sistema de Bernoulli.

Demonstracao: Ver [9]. O

Ressaltamos uma ferramenta muito ttil, da 6ptica geométrica, que
¢ usada fortemente na demonstragéo do teorema acima (nos itens (1)
e (2)) como também em outras demonstracoes da teoria de bilhares
[8]. Além disso, com o seu uso é possivel verificar que a dindmica do
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bilhar em um semi-circulo é equivalente a dindmica do bilhar em um
circulo e, de forma andloga, para o bilhar em um semi-estadio em
relagao ao bilhar em um estadio.

Essa ferramenta chama-se Truque de Construgao de Imagem (Ima-
ge Construction Trick (ICT)) cuja idéia é utilizar uma componente
0Q; da fronteira 9@ dada por um segmento de reta, afim de cons-
truir uma imagem refletida como em um espelho, em relagdo a 9Q);.
Por exemplo, em um semi-circulo usamos o seu diametro para a re-
flexdo, assim as 6rbitas em um bilhar no semi-circulo podem ser vistas
como sendo as érbitas de um bilhar em um circulo, ou seja, tornar-se
possivel estender as érbitas do semi-circulo, o que nos possibilita uma,
maneira de estudar e analisar a dinamica do bilhar num semi-circulo
como se fosse o bilhar num circulo, veja a figura 3.13.

Figura 3.13: Técnica de construcdo de imagem.

Para o item (3) do teorema, em artigos anteriores [6, 7, 48] Buni-
movich ja tinha provado que, sob condigoes bem gerais, os bilhares
limitados por arcos de circulos e segmentos de retas sao hiperbdlicos,
ergddicos, sistemas mixing e K-sistemas, como as componentes de um
bilhar cogumelo perfeito sao segmentos retos e arcos de circulos, entao
o resultado segue. E devido a outros resultados gerais, que também
ja foram provados, resulta que esses sistemas, em particular o bilhar
cogumelo perfeito, sdo de Bernoulli [49, 50]. Como os detalhes dessas
provas, nao sao tao simples, isso nos levaria a ter que acrescentar
muitos mais preliminares, resolvemos deste modo omiti-los para nao
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estender demasiadamente o nosso texto e por entender que tais de-
talhes fugiriam do espirito proposto para este texto, aos interessados
sugerimos consultar as referéncias citadas.

Em seu trabalho Bunimovich também teve o mérito de fornecer e
sugerir varias generalizagoes para o estudo do bilhar cogumelo, além
de possiveis linhas de pesquisas entre as quais o estudo do bilhar
cogumelo quantico, o que de fato aconteceu com o trabalho de Bar-
nett e Betcke [51] em 2007. Faremos no capitulo (5) uma discussao
sobre o estudo do Bilhar Quantico em geral, os detalhes especificos
sobre o bilhar cogumelo quantico podem ser consultados na referéncia
fornecida.



Capitulo 4

Recursos
Computacionais

4.1 Simulacgao

Com o advento do computador e posteriormente com os constantes
avancos de hardwares e softwares as simulacGes computacionais tém
sido de grande auxilio no estudo e na investigagao da dinamica classica
dos sistemas bilhares.

Desta forma, as simulagoes computacionais de bilhares tém desem-
penhado um papel de destaque, tanto no processo ensino-aprendiza-
gem, como no processo investigativo, o que tornado ambos processos
interessantes e atrativos. Portanto, nossa meta neste capitulo é ex-
plorar esses recursos computacionais.

Essas simulagoes podem ser feitas de diversas maneiras, por exem-
plo, pelo uso de softwares matematicos como o MATLAB ou MAPLE
entre outros, mas também podem ser feitas por meio de programas
desenvolvidos usando linguagens de programacao como FORTRAN
ou C entre outras.

Por simplicidade, e por atender os nossos objetivos, faremos uma
sucinta discussdo (na préoxima segdo) de um software desenvolvido

59
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em MATLAB que se encontra disponibilizado (para fins educacionais
e de pesquisa), juntamente com uma documentacdo de seu uso [52].
Salientamos que outros recursos computacionais também se encon-
tram disponibilizados para esses fins, aos interessados sugerimos con-
sultar, por exemplo, a referéncia [53].

4.2 Software

Nesta se¢ao, temos como objetivo principal destacar o funcionamento
do Software Billiards desenvolvido por Steven Lansel e por Mason
A. Porter [52], enfatizando os seus recursos e as algumas de suas
caracteristicas que foram empregados neste texto.

Todavia nao temos a pretensao de fazer um estudo completo so-
bre ele, pois nem todos os seus recursos foram usados neste texto e
também, devido a existéncia de uma documentagao ja pronta para
esse fim, que estd disponivel (juntamente com o software) em [52].
O Software Billiards é um Graphical User Interface (GUI) criado em
MATLAB que simula eficientemente a dinamica de um bilhar classico,
nos fornecendo uma importante e poderosa ferramenta computacional
que pode ser utilizada para fins educacionais ou de pesquisa cientifica
em diversas dreas do conhecimento (como Computagao, Fisica e Mate-
matica, etc).

O software tem sido utilizado e testado por varios pesquisadores,
em diversas situagoes, que envolvem o estudo e a andlise da dinamica
cldssica de bilhares que possuam formas (geometria) das mais diver-
sas, sendo que, o seu funcionamento é muito confidvel para as “mesas
de bilhares” com contornos formados por segmentos de reta e arcos
elipticos. Em outras situagoes mais complexas esse funcionamento
ainda nao é tao confiavel, mas pode ser aplicado desde que sejam
tomados certos cuidados [52]. O uso desse software em nosso texto
deve-se, essencialmente: a sua confiabilidade como ferramenta de en-
sino e de pesquisa; a sua facilidade de uso; por atender eficientemente
nossos objetivos e ainda por sua generalidade em considerar varios
tipos de mesas de bilhares, o que proporcionou uma boa economia de
tempo, principalmente, em relacao ao trabalho de programacao.
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4.2.1 Funcionamento do Programa

Resumidamente, o programa é uma ferramenta de simulagdo do bilhar
classico (um médulo) desenvolvido em MATLAB com uma GUI, ele
inicia-se executando a palavra “billiard” na janela de comando do
MATLAB' que faz abrir uma janela inicial.

Feito isso, pode-se fazer simulacoes com as diversas mesas de bil-
hares pré-programadas, como por exemplo: o bilhar em um circulo
ou o bilhar em um estadio ou ainda o bilhar de Sinai ou entre as out-
ras opgoes disponiveis. Pode-se também criar, para simulagao, mesas
de bilhares com outras configuragoes diferentes das pré-programadas.
Ambas maneiras de se usar o programa sao ilustradas em detalhes na
referéncia [52], porém o funcionamento do programa é muito simples
e nao necessita, necessariamente, a consulta a essa referéncia.

Em ambos os casos acima, a simulagao de fato serd iniciada de-
pois que o usuario fornecer os dados iniciais da particula, ou seja,
a posicao inicial e a velocidade (dngulo) necessédrios para iniciar a
trajetéria da particula ou de outra maneira especifica-se um ponto
no espago de fases da mesa de bilhar que foi escolhida. O programa
permite essas duas formas de entradas de dados iniciais na janela que
se abre. Inicialmente, também é fornecido a quantidade de iteragoes
que se deseja executar na mesa de bilhar. Depois que finalizar todas
iteragoes, uma nova janela ird aparecer em substituicao a inicialmente
aberta. Nessa nova janela, tem-se varias opg¢oes de consulta aos dados
e as informacoes sobre a mesa de bilhar previamente escolhida, como
por exemplo: o espago de configuragdo da mesa com ou sem as tra-
jetorias iteradas; algumas opgoes de espagos de fases; a possibilidade
de salvar e exportar os dados gerados nessa simulagao; a opcao de
gerar e gravar um filme (animagdo) do espaco de configuragio e do
espaco de fases, para uma dada condicgao inicial; a opcao de fornecer
mais iteragoes para serem executadas; a opcao de fornecer uma nova
condicao inicial para a mesma mesa de bilhar, o que faz o programa
retornar a janela inicialmente aberta; entre outras opcoes disponiveis
[52].

Em relagao a simulacao em si, temos que, a cada colisao com a
fronteira a posicao e a direcao sao calculadas, sendo que a posicao é

1Salientamos que o software MATLAB é um software que requer uma licenca.
para o seu uso.
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descrita por uma parametrizagao do comprimento do arco da mesa
e a diregdo é descrita por uma angulo (em radianos) medido com
relagao ao angulo horizontal.

Neste texto, escolhida uma mesa de bilhar para andlise, fizemos
uso (no capitulo 3) de dois espagos em especial o espago de con-
figuragoes (que sao as mesas de bilhares no plano) com e sem as
trajetérias e do espaco de fases para essas mesas, vejam as préximas
figuras a titulo de exemplos.

Phase Space: tvs incident angle

incident angle

Configuration Space

angulo incidente

Figura 4.1: Simulacées geradas (espaco de configuracio com trajetdrias
e espago de fases) por meio do software Billiards para o caso de bilhares
regulares conhecidos: bilhar circular (parte superior) e bilhar eliptico
(parte inferior), respectivamente.

No espago de configuragao (a mesa de bilhar com a sua fronteira),
sdo registrados os segmentos de reta, cuja reuniao de todos fornece a
trajetéria da particula, ou seja, o fluxo do bilhar. O espago de fases é
obtido usando o comprimento da fronteira do bilhar que foi fornecido.
As linhas verticais que ocasionalmente aparecem, sao os registros das
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Configuration Space =3 Phase Space: tvs incident angle
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Figura 4.2: Simulagdo para o caso de bilhares caédticos conhecidos:
bilhar de Sinai e bilhar Estiddio de Bunimovich, respectivamente.
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Figura 4.3: Tlustracdo da dindmica mista de um bilhar cogumelo
(espago de configuragido e espago de fases, respectivamente) usando
o software Billiards.

justaposigoes dos segmentos retos ou dos arcos elipticos, ou quando
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essas partes diferentes estao presentes na mesa de bilhar. Para mais
detalhes sobre o software, como também outras informacoes sobre
a sua fundamentagao de funcionamento podem ser consultados na
documentacao em [52].



Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo temos como objetivo exemplificar uma das principais
aplicagoes recentes de bilhares numa area de grande interesse em
pesquisa atual. Salientamos que existem intmeras aplicacoes dos sis-
temas bilhares, porém daremos um destaque especial ao chamado
Bilhar Quantico que é o sistema correspondente do Bilhar Cldssico
na Mecanica Quantica.

Durante a década de 1970, surgiram estudos pioneiros que interli-
garam as areas de Caos Cldssico e Mecanica Quantica, veja por exem-
plo [54] que é uma das referéncias cldssicas sobre o assunto. Posteri-
ormente, o estudo quantico de sistemas cujos andlogos classicos sao
caéticos, também chamado de Caos Qudntico', proporcionou uma
subarea comum muito rica em problemas fisicos e matematicos de
grande relevancia, tanto tedérica, como experimental.

Assim como no estudo do caos classico, o uso do computador tem
tido grande importancia no estudo do caos quéantico, por exemplo,
na resolucao numérica de equagoes diferenciais parciais e também
na analise, por meio de estudos estatisticos e de simulagoes com-
putacionais dos resultados obtidos. Efetivamente, o uso de recursos
computacionais tornou-se quase obrigatério para o estudo e o desen-
volvimento da pesquisa atual na drea de caos quantico.

1Existe uma certa controvérsia em usar esta terminologia entre alguns
pesquisadores; alguns preferem a terminologia “caologia quantica” nao discutire-
mos sobre essa questdo, veja por exemplo [55, 56].
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Como dissemos podemos encontrar intimeras aplicagoes, sejam
elas tedricas ou experimentais, envolvendo os sistemas bilhares. Por
exemplo, o estudo das dinamicas desordenadas em um bilhar esta
diretamente relacionado com a Hipdtese Ergddica (formulada pelo
fisico alemao Boltzmann), veja-se a referéncia [3]. Por outro lado os
bilhares, inicialmente, tiveram grande importancia teérica como mo-
delos em problemas de Mecanica Cldssica. Essas diversas aplicagoes,
tanto tedricas, como experimentais, podem ser encontradas em vérias
situagoes veja, por exemplo, as referéncias fornecidas.

No caso dos bilhares quanticos, também estao surgindo impor-
tantes aplicagoes. Por exemplo, eles tém sido implementados experi-
mentalmente usando cavidades reflexivas de microondas, atomos frios,
pontos quanticos, nos sistemas fisicos conhecidos como sistemas mesos-
cbpicos entre outras situagdes (uma boa referéncia sobre tais aplicagoes
é [57]).

5.1 Bilhar Quantico

O Bilhar Qudantico, ou seja, o problema do bilhar cldssico do ponto de
vista quantico é mais sutil e complexo. Ele tem sido um paradigma
para area de caos quantico e seus estudos sao ainda recentes, sendo
que, para certos bilhares, a dindmica quantica nao é tao conhecida
como a dinamica classica, isto se deve principalmente & complexidade
matematica necessaria para tratar o problema quantico associado.
Desta forma, faremos um estudo mais ilustrativo e intuitivo procu-
rando explorar as propriedades fisicas e as relagbes com a dinamica
cldssica sem nos preocupar com maiores detalhes formais, pois do
contrério seria necessario fornecer mais tépicos preliminares o que es-
tenderia muito o nosso texto, os detalhes mais aprofundados de tais
estudos podem se consultados nas referéncias que serao citadas.
Muito do que tem sido feito nessa area de pesquisa se resume: a
estudos numéricos, simulagoes computacionais e analises estatisticas.
Esse campo de pesquisa ainda carece de uma teoria matemética com-
pleta, sendo assim, temos ainda muitas questoes em aberto, o que pro-
porciona um ambiente fértil para novas pesquisas. Muitos dos cres-
centes avangos estao sendo possiveis gracas aos intimeros experimen-
tos fisicos (pois os bilhares também podem ser abordados experimen-
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talmente veja-se, por exemplo, as referéncias [45, 46]); como também
pelas diversas simulagoes numéricas computacionais que estao sendo
feitas por diversos grupos de pesquisa entre os quais destacamos, os
da referéncia [58].

Desta forma, podemos dizer, com certeza, que, tanto para o caso
classico como para o caso quantico de bilhares, os estudos computa-
cionais e numéricos sao essenciais.

Para tratar o problema do bilhar quantico, procuram-se as solugoes
estaciondrias (independentes do tempo) da equacdo de Schridinger?,
que € equivalente ao estudo do problema de determinagao dos auto-
valores e dos autovetores da equacdo Helmholtz no interior do dominio
do bilhar e com certas condicoes de fronteira, como por exemplo
as condigoes de Dirichlet [57]. Adiantamos que a resolugao analitica
dessa equagao s6 é possivel para dominios muito simples, por exem-
plo, para o bilhar retangular (veja o exemplo 5.1.1) [59]. Em geral,
nao se obtém as solugoes analiticas, conseqiientemente os métodos
numéricos tém sido usados extensivamente para os calculos dos auto-
valores e das auto-fungdes por meios computacionais [51], o que con-
tinua sendo uma tarefa dificil de ser feita, pois isso dependerd muito
da complexidade da forma do bilhar quando se faz a implementagao
computacional.

Salientamos que os comportamentos dinamicos dos bilhares classi-
cos sao diretamente refletidos nas propriedades dos sistemas quanticos
correspondentes, por meio de FEstatisticas de Autovalores ou nas Es-
truturas das Autofuncdes obtidas a partir dos dados provenientes da
resolucao da equagdo de Helmholtz (5.21), que consiste no andlogo
quantico para o bilhar classico.

Na verdade, uma questao fundamental da area de caos quantico é
verificar a influéncia das propriedades dinamicas classicas subjacentes
a partir do comportamento estatistico dos autovalores de (5.21) e
também dos valores obtidos pelas autofungoes associadas.

Tem sido conjecturado e verificado numericamente que sistemas
completamente cadticos podem ter suas caracteristicas descritas por
meio de estatisticas de Matrizes Aleatdrias, quando sdo obedecidas
simetrias convenientes [60], enquanto as suas autofungées podem ser

2A equacdo que descreve a dindmica quantica de uma ou varias particulas,
veja o apéndice C.
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descritas usando o modelo de sobreposi¢ao de ondas aleatérias dado
por Berry [61]. Para sistemas integrdveis, espera-se que os niveis
de energia estatisticos possam ser descritos por meio de processos
aleatérios de Poisson [62], enquanto as autofungoes sdo bem descritas
pela quantizagao de toros [61]. E para os sistemas de dindmica mista
a situagdo ¢ mais complicada, mas Berry e Robnik [63] baseado na
conjectura de Percival [64] propuseram uma expressao para uma dis-
tribuigao (conhecida como distribui¢do de Berry-Robnik) em termos
de fragoes das regides regulares classicas presentes no espago de fases
(supondo que apenas uma regido cadtica predomina no espago de
fases).

Portanto, a investigagao das estatisticas espectrais (ou estatisticas
de autovalores) juntamente com a investigagao da estrutura das auto-
fungoes, na area de caos quantico, tém tido uma grande relevancia e
tém sido uma de suas principais linhas de pesquisa.

5.1.1 Teoria de Matrizes Aleatorias

Faremos uma curta discussao sobre a Teoria de Matrizes Aleatdrias
(Random Matrices Theory), que teve inicio por volta dos anos 1950
com o fisico E. Wigner em seus estudos estatisticos dos niveis de ener-
gia de nucleos de dtomos pesados. Seguiremos de perto as seguintes
referéncias [57, 65, 66, 67].

Em seus estudos, Wigner descobriu que as estatisticas das flu-
tuagoes dos niveis de energia desses atomos pesados concordavam
com as estatisticas das flutuacoes da densidade de autovalores de
certas matrizes, cujos seus elementos eram gerados aleatoriamente de
acordo com uma distribuicao gaussiana. Temos assim, os chamados
Ensemble Gaussiano de Matrizes Aleatdrias. Dyson (outro fisico que
também é considerado um dos criadores dessa teoria) demonstrou a
existéncia de trés classes universais de matrizes aleatérias obtidas a
partir da equagao de Schrodinger padrao, sendo que, para classificar
um sistema em uma dessas classes se faz necessario conhecer as suas
propriedades fundamentais de simetria.

Uma das quantidades estatisticas mais importantes nesse estudo é
a distribuigao dos espagamentos entre os niveis vizinhos, pois acredita-
se ter um carater universal. Temos que os espacamentos entre os niveis
vizinhos de certos espectros (como, por exemplo, os obtidos dos bil-
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hares integrdveis) seguem a distribuicao de Poisson, ou seja,
P(s)=e7%, (5.1)

que estd normalizada e renormalizada para um espagamento médio
unitario. Neste caso, nao temos repulsao entre os niveis. Por outro
lado, outros espectros (como, por exemplo, os obtidos dos bilhares
cadticos) estao sujeitos & distribuigdo de Wigner, ou seja,

P(s) = CsPe ", (5.2)

sendo # > 0, C' uma constante de normalizagao, « fixado supondo que
o espacamento médio seja unitdrio e 3 caracterizando os trés ensem-
bles gaussianos existentes (a saber, Ensemble Ortogonal Gaussiano
(GOE), Ensemble Unitdrio Gaussiano (GUE) e Ensemble Simplético
Gaussiano (GSE)). Os valores de 3 estao relacionados com o tipo de
simetria presente no sistema, por exemplo, para o GOE temos § = 1,
para o GUE temos 3 = 2 e para o GSE temos § = 4. Nestes casos,
temos repulsao dos niveis energia.

Como se sabe, as distribuigdes dos espacamentos nas situagoes dos
ensembles GOE, GUE e GSE tém grande importancia no estudo do
caos quantico. Detalhes sobre a construgao desse ensembles podem
ser encontrados em [66, 67] onde sao feitas construgoes para o caso
de matrizes 2 X 2 de uma forma didatica. Daremos a seguir uma visao
mais geral, porém resumida de uma dessas construcgoes.

Simetrias

Podemos dizer que Simetrias é um dos conceitos de grande serventia
em Fisica. Se todas as simetrias de um dado sistema forem conhecidas,
entao o sistema pode ser qualitativamente compreendido, no seguinte
sentido, a sua solugao explicita pode nao ser conhecida, mas mesmo
assim caracteristicas fundamentais do sistema serao conhecidas. Em
mecanica classica, as simetrias estao associadas com as constantes
de movimento. Na mecéanica quantica toda simetria dard origem a
um novo nimero quantico. Se o operador Hamiltoniano H nao de-
pende explicitamente do tempo t, entao a equagao de Schrodinger
dependente do tempo escreve-se,

oY

ihg - = Hy (5.3)
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que pode ser separada (por meio do método de separagao de varidveis
[68]) com o uso do “ansatz”

Un(x,t) = Py (x) exp (;Ent) , (5.4)
tal que 9, (x) satisfaz a equagdo de Schrodinger estacionéria

Se simetrias forem conhecidas, o sistema pode ser simplificado.
Para isso, expandimos as autofungdes 1, (z) em um conjunto de
fungoes base ¢, (z), ou seja,

tal que
(s o) = /qs:;(x)%(x)dx —d, . (5.7)

Substituindo (5.6) na equagao (5.5) e usando (5.7), obtemos a repre-
sentacao matricial

Z H,na, = E,a,, (5.8)

sendo H,., os elementos da matriz de H na base ¢,, dados por:

Hom = (s Hoom) = / 07 (2)Hby () da. (5.9)

Portanto, o problema de resolver a equacao de Schrodinger pode ser
reduzido ao problema de diagonalizagao da matriz H = (Hy, ). As-
sim, pode-se fazer o estudo das simetrias do sistema.
Resumidamente, em relagao as matrizes hamiltonianas desses sis-
temas, temos que as matrizes do GOE possuem invariancias por re-
versao temporal e rotacional, verificadas experimentalmente. Neste
caso, as matrizes sdo simétricas (sob a agdo de grupos de trans-
formagoes ortogonais) e seus elementos sdo ntmeros reais. As ma-
trizes do GSE possuem invaridncia por reversao temporal, mas nao
por invariancia rotacional, verificadas experimentalmente. Neste caso,
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as matrizes (que sao invariantes sob acao de grupos de transformagoes
simpléticas) tém como elementos quatérnios reais. As matrizes do
GUE nao possuem invariancia por reversao temporal, verificada ex-
perimentalmente e ainda nao foi verificado se ha ou nao invariancia
rotacional. Neste caso, as matrizes (que s&o invariantes sob a agao de
grupos de transformagoes unitdrias) sdo hermitianas complexas.

Ensembles Gaussianos

Como a distribui¢do de Wigner para espacamentos vizinhos préximos
é observada em uma grande variedade de sistemas, temos que na teo-
ria de matrizes aleatdrias os detalhes das interacoes de um sistema
nao sao relevantes para o estudo das propriedades de flutuagoes de
seu espectro, bastando para isso conhecer a suas propriedades de
simetria. Por este motivo substituimos o Hamiltoniano por uma ma-
triz cujo seus elementos sao escolhidos aleatoriamente, mas nao com
completa liberdade. Eles devem obedecer a classe de universalidade
do Hamiltoniano que queremos representar.

Exemplificando, para a classe ortogonal o Hamiltoniano pode ser
representado por uma matriz real simétrica, portanto para uma ma-
triz de dimensdo N temos N(N + 1)/2 elementos que sado indepen-
dentes. Num sistema completamente cadtico qualquer conjunto de
funcoes base deve ser, a priori, tao bom como qualquer outro. Vamos
entao obter a distribuicao de probabilidade dos elementos da matriz,
que nos permitird saber como gerar uma dessas matrizes.

A fungao de probabilidade dos elementos da matriz, ou seja, p(Hi1,
.-+, Hy ) nao pode depender das fungoes base usada. Isto nos fornece
a propriedade de invariancia

p(Hllv"'7HNN):p(H{17"'7H§VN) (510)

sendo H’ obtida de H por uma transformacao ortogonal H' = OHO™
tal que OOT = I;. Isso reduz consideravelmente o nimero de pos-
sibilidades para a forma de p(Hii, -+, Hyn). As fungdes de Hyp,
invariantes sob transformagoes ortogonais s6 podem depender dos
tragos de poténcias de H, ou seja,

p(Hyy, - Hyn) = f[Tr(H), Tr(H?),---]. (5.11)
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Exigimos também que os elementos da matriz nao estao correlaciona-
dos, ou seja,

p(Hix, -+ Hyn) = p(Hi1)p(Hiz) - p(HNN)- (5.12)

Desta forma, a unica maneira funcional para p(Hii,- -, Hyy) que
satisfaz as duas condicoes anteriores é dada por

p(Hyy, -, Hyn) = Cexp|-BTr(H) — ATr(H?)]. (5.13)

Considerando B = 0, sem perda de generalidade (pois sempre podemos
deslocar a energia média, T'r(H)/N, para zero). Pode-se encontrar as
constantes usando a condicao de normalizacao

/p(H11,~~~ ,HNN)dHH ~~-dHNN =1. (514)

Para o caso ortogonal temos,

ANN/2 f9 4\ NN-1)/2
p(Hi, -+, Hyn) = <> (> exp[—AZHfLm}
g n,m

™

(5.15)
A constante A pode ser expressa em termos da variagao dos elementos

diagonais da matriz,
1

H?2 V= — 1
e para os elementos nao diagonais temos
1
H? )= —. 5.17

Podemos concluir que o conjunto de todas as matrizes aleatérias,

com elementos matriciais satisfazendo a distribuigéo (5.15) definem

o GOE. Analogamente, obtemos as distribuigoes que definem o GUE

e GSE, para isso exigimos que essas sejam invariantes sob trans-

formagoes unitarias e transformagoes simpléticas, respectivamente.
As expressoes sdo:

ANN/2 79 g\ N(V=1)
p(Hi1,--- ,HyN) = (W) () X

™

exp[—A S ((HR)2 + (Haim]] L 6as)

n,m
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para o GUE, sendo (HR)nm € (Hy)nm as partes real e imaginéria de
H,,.,, respectivamente.

E para o GSE,

p(Hyy, -+, Hyn) = (f)N/Q <2;T4)2N(N1) X
exp | <A S (H 2 (H 2+ (2 (2| 619)

n,m

sendo (Ho)nm, (Hz)nms (Hy)nm € (Hz)nm as componentes quartenio-
nicas de Hym, [57].

Distribuicao de Autovalores

As fungées de distribuigdo dos elementos da matriz dos Ensembles
Gaussianos, dadas acima, nao permitem uma comparacao direta com
os dados experimentais, uma vez que sé conhecemos os autovalores
e conseqiientemente o espectro de energia. Todavia, tem-se a dis-
tribuicao dos autovalores que possui um interesse mais pratico e o
seu calculo pode ser feito a partir das fungoes obtidas acima e essas
expressoes resultantes para cada uma dos trés ensembles podem ser
agrupadas numa Unica férmula, a saber,

1.N

P(Ela T aEN) = cte H ‘En - 7rL|ﬁeXp(_AZE72z)7 (520)

n>m

sendo # um indice da classe de universalidade. Temos § = 1 para
GOE, 8 = 2 para GUE e 8 = 4 para GSE. Para 8 = 0 os autoval-
ores nao estao correlacionados e tem-se o Ensemble de Poisson. Além
disso, nesta expressao pode-se observar o comportamento conhecido
como repulsdo dos niveis de energia [57].

Para mais detalhes, sobre esta teoria e suas aplicagoes, sugerimos
o excelente livro de Stéckmann [57].

5.1.2 Formulacao Matematica

O problema do bilhar, correspondente, na Mecanica Quéantica é dado
matematicamente pelo problema espectral do Laplaciano em um domi-
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nio compacto e conexo © C IR?, com condicdes de fronteira ho-
mogéneas de Dirichlet, ou seja, para tratar o bilhar quantico é necessé-
rio encontrar as solucoes estacionérias da equacao de Schrodinger, que
se reduz a determinagao dos autovalores e autovetores da equacao de
Helmholtz ([10, 38, 39, 51, 54, 57] entre outras referéncias). Assim,
tomando condigoes de Dirichlet e unidades tais que A = 2m = 1
resulta

—A¢n(a) = Endn(a), € (5.21)
¢n(q) = 0, €00 (5.22)

sendo A = 3‘9—; + 88722 o operador de Laplace em duas dimensoes.

Lembramos (veja o apéndice C) que na representacao de Schrodin-
ger o estado de uma particula é descrita no espago de configuragoes
Q) por uma funcio de onda ¢ € L2?(Q2), onde L?(2) é um espaco
de Hilbert das fungoes com quadrado integraveis em  ([69]) e a
interpretagao de ¢ é dada por

/D 6(a) Pd%q (5.23)

que é a probabilidade de se achar a particula no interior de um
dominio D C Q [70, 71].

Apenas para alguns dominios muito simples é possivel resolver
analiticamente a equacao (5.21) com (5.22); em geral, encontrar as
solugoes analiticas para esse problema ou é muito complicado ou
praticamente impossivel.

Exemplo 5.1.1. Para uma regido retangular,
Q:{(m,y)EIR2|O§:U§a,O§y§b} (5.24)

usando o Método de Separacao de Varidveis [68] temos que as auto-
fungdes (ndo normalizadas) sio dadas por

U, (T, Y) = sin<m;m> Sm(m;y) (5.25)

com o0s autovalores associados dados por

2 2
 o(m? n
A =T <a2 + 1)2>’ (5.26)
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com m,n € IN.
Exercicio 5.1.1. Preencha os detalhes do exemplo anterior.

Exemplo 5.1.2. Para uma regiao circular de raio a, temos que as
autofungoes em coordenadas polares, sdo dadas por

Um,n(1,0) = T, (]mnT) [A cosmb + Bsinmb), (5.27)
a

sendo Jmn 0 n-ésimo zero da funcao de Bessel J,, de ordem m. Com
autovalores associados dados por

. 2

comm=0,1,--- en=1,2,---.

Desta forma, é necessario recorrer aos métodos de aproximacao
(por exemplo o Método de Galerkin) ou aos métodos numéricos (por
exemplo o Método de Elementos Finitos), a fim de lidar com tais pro-
blemas que nao podem ser resolvidos analiticamente, em particular,
os métodos numéricos tém sido usados extensivamente neste processo
de calculo dos autovalores e das autofuncoes e a partir dai simulagoes
numéricas tém sido realizadas e usadas para a andlise desses pro-
blemas e também para a verificagao e testes de conjecturas como as
citadas anteriormente.

Na literatura cientifica disponivel, por exemplo [38, 51], existe
alguns métodos numéricos que vem se destacando na resolugao do
problema do bilhar quantico, como o Método de Solug¢ao Particular
que foi empregado recentemente para tratar o problema do bilhar
cogumelo quéntico [51].

Observagao 5.1.1. (1) Gostariamos de registrar que vdrios exper-
imentos tém se mostrado de grande utilidade nesse tipo de estudo,
como por exemplo, os experimentos sonoros realizados inicialmente
por Chladni no século XVIII [57] ou por meio dos recentes experi-
mentos que faz uso de cavidades de microondas [72];

(2) Salientamos de novo que no caso do bilhar quantico, aborda-se e
tenta-se responder as seguintes questoes: (i) A Conjectura de Perci-
val que propoem o sequinte, no limite semicldssico, correspondente as
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autofuncoes ¢, com n > 1, o espectro de energias de sistemas, com
0s seus andlogos cldssicos misturados, sempre apresentam duas partes
qualitativamente distintas: uma reqular e a outra irreqular [64]; (ii) A
Distribuicdo de Berry-Robnik que faz predi¢oes sobre a distribuicdo do
espacamento do niveis de energia (de acordo com a conjectura de Per-
ciwal) [63] e (iii) A Relagao com a Teoria de Matrizes Aleatdrias que
sao usadas para descrever, estatisticamente, propriedades dinamicas
de sistemas fisicos como, por exemplo, os bilhares qudnticos [54].

Vamos enunciar o teorema de Schnirelman [73, 74] que é conside-
rado um resultado matematico bésico na teoria de caos quantico.

Teorema 5.1.1 (Schnirelman). Suponha que o fluzo do bilhar em um
dominio limitado Q com fronteira O seja ergddico. Seja {¢p,} uma
seqliéncia de autofuncoes normalizadas do Laplaciano com condigdes
de fronteira de Dirichlet (ou Neumann), tais que

Dby =X bupy, =0, /Q u(@)Pdz =1 (5.29)

Entdo erxiste uma seqiéncia {n;}32, C IN de densidade igual a I,

n
i.e., lim - =1, tal que para todo subconjunto aberto V C Q tem-se

Jj—00 J
V)
- (o) Pde = VoY) .
Jim [ o, @) = S (5.30)
Demonstragao: Ver [73] ]

Este teorema afirma que quase todas as autofungoes nao podem,
de maneira alguma, admitir qualquer concentracao, ou seja, elas tém
) ) )
que ser uniformemente distribuidas sobre a mesa de bilhar (.

5.1.3 Estatisticas Espectrais

Na anélise do espectro uma quantidade de grande relevancia é a den-
sidade de estados d(E) definida por

/ " d(E)dE (5.31)

E,
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que fornece o nimero de estados com niveis de energias entre F, e Ej
[10]. Feito isso, obtemos uma média espectral chamada de densidade
espectral média (d(E)) que provém de

d(E) =Y 6(E - Ey) (5.32)

sendo ¢ o delta de Dirac, e é dada semiclassicamente pela regra de
Weyl [10],
d=(FE)/dE
d(E)) = ——2—— .
() = ks (53)

sendo = o volume do espaco de fases classico correspondente as ener-
gias do sistema menores ou iguais a um certo valor E dado por

(E) = / dVqd"p,
(H<E)

(1]

ou seja,
d2/dE = /5(E — H(q,p))d"qd"p, (5.34)

sendo H a Hamiltoniana classica do sistema.

Pode-se dizer que a regra de Weyl equivale a idéia de um estado
qudntico por volume (27h)~ do espago de fases. Apesar de (5.33) nio
dizer nada sobre a caoticidade quantica do sistema, pode-se obter
duas informagoes importantes dela. A primeira nos diz sobre o nivel
de espacamento médio que é da ordem: (d(E))~! ~ (2mh)V; e a se-
gunda é uma regra de quantizagao aproximada que pode ser obtida
integrando d(F) que é chamada escadaria espectral (spectral stair-
case) ou densidade cumulativa (as vezes também chamada funcao de
contagem de autovalores) e é dada por

E
N(E):=) O(E-E,) = / d(E)dE (5.35)
n — 00
que fornece o niimero de estados com energias menores do que um
valor E, sendo © a fungao degrau unitdria [10, 75]. Temos entao (veja
[75]) a regra que expressa a idéia que a curva suave da escadaria média
deve interceptar as metades dos degraus em média, dada por:

N(E) =Z(E)/(2rxh)N. (5.36)
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Para bilhares bidimensionais, N(FE) pode ser dado pela equagio
de Weyl

_A
T Ar

sendo A a drea do bilhar, L o seu perimetro e C uma constante que
depende do tipo de bilhar, esta equagao pode ser usada para nor-
malizar as energias e entao aplicar isso para calcular as distribuigoes
P(s) (veja a discussdao abaixo sobre P(s)) de modo independente
do sistema considerado. Além disso, um outro fato ttil que merece
registro é que tanto N(FE) como d(E) podem ser decompostas em
duas partes: uma suave que é N(E) e d(F) (ou (d(E))), respectiva-
mente e uma outra oscilante dada por N,s.(E) := N(E) — N(E) e
dosc(E) := d(E) — d(E), respectivamente [38].

Para os sistemas quanticos limitados com N graus de liberdade, o
ntimero de niveis de energia em qualquer pequeno intervalo [E, E +
AE] diverge como AE/AYN no limite semicldssico quando A — 0.
Uma outra quantidade estatistica particularmente util, que pode ser
definida, é a distribuicao de probabilidades P(s) dos espagamentos
de niveis de energia (obtido do histograma dos espagamentos) s, :=
E,.1—E,, sendo E, 1 e E, dois niveis de energias adjacentes (os E,
sao rescalonados de modo que seu espagamento médio seja unitdrio).
Assim, podemos considerar P(s) como uma quantidade que carac-
teriza estatisticamente o espectro semiclassico na energia E. Uma
questao natural que surge é como P(s) estd relacionado com o movi-
mento classico na superficie de energia E [63]?

Com o calculo das estatisticas espectrais para as seqiiéncias de
niveis de energia, do sistemas Hamiltonianos com limites classicos,
obtém-se experimentalmente fatos interessantes.

Para o caso de sistemas quanticos, no regime semiclédssico, onde
a Hamiltoniana produz um sistema clédssico integravel Berry e Tabor
[62] verificou que P(s) é universalmente a mesma ¢ é dada por uma
distribuicao de Poisson, ou seja,

P(s) = exp(—s). (5.38)

N(E) E— %\/E +C, (5.37)

Visto que P(s) — 1 quando s — 0 este comportamento é chamado
de atracdo de nivel. Por outro lado, quando a Hamiltoniana pro-
duz um sistema classico cadtico, o resultado para a distribuicao de
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espacamento de nivel provém do uso de Matrizes Aleatérias (Ensem-
ble Ortogonal Gaussiano (GOE)), que fornece uma boa aproximagao,
isso foi conjecturado® por Bohigas, Giannoni e Schmidt [60] e deve
ser dada por uma distribuicao de Wigner, por exemplo, temos

P(s) ~ gs : exp(—ZsQ) (5.39)

Agora, neste caso, P(s) — 0 quando s — 0 este comportamento é
chamado de repulsdo de nivel, veja a figura 3 do artigo [39] onde
é feito tais estudos para P(s) no caso do bilhar em um circulo e
em uma cardidide, respectivamente. Pode-se observar, neste trabalho
realizado, boas concordancias entre os resultados obtidos e as dis-
tribuigoes esperadas.

Um estudo mais detalhado de toda a discussao apresentada acima,
referente as propriedades estatisticas do espectro, pode ser encon-
trado em [10, 57, 75] ou ainda no livro de Ozorio de Almeida [76].

Para os sistemas com dindmica mista (caso intermedidrio), ou
seja, quando o espago de fases é misturado no sentido que algumas
orbitas com energia F envolvem-se regularmente em torno de um
toro N-dimensional e outras exploram regides (2N — 1)-dimensional
caoticamente, os casos acima nao se aplicam.

Contudo, Berry e Robnik [63] propuseram (baseado na conjec-
tura de Percival) uma expressao P(s), correspondente para esses sis-
temas. Ela nos diz que na quantizacdo de sistemas com dinamica
mista (por exemplo, o bilhar cogumelo) as contribui¢des das regides
integrdveis e cadticas para P(s) devem sobrepor em uma forma ndo
correlacionada no limite semicldssico, isto é, uma sobreposicao das
distribuicoes de Poisson (integrével) e de Wigner (cadtica) com as
suas contribuigoes relativas determinadas pelos ntimeros de volumes
relativos do espaco de fases das regioes regulares e cadticas existentes.
Por exemplo, suponha que o espaco de fases cldssico possua apenas
uma regiao regular e uma regiao cadtica com densidades p; e po,
respectivamente. Neste caso,

P(s) = {pferfc(\é%pgs>—|—<2p1p2+gpgs) exp <—Zp§32)] exp(—p18).
(5.40)

30utras situagdes sdo analisadas em [60].
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(oo}

sendo er fe(x) = % e dta funcao erro complementar. Observa-

se facilmente que no limite p1 =1, po = 0 recuperamos a distribuicao
de Poisson e no limite p; = 0, po = 1 recuperamos a distribuicao de
Wigner para o ensemble GOE, veja mais detalhes e ilustragoes em H.
J. Stéckmann [57].

5.1.4 Estruturas das Autofuncgoes

Em relagao as autofungoes da equacgao (5.21), espera-se que a dindmica
classica seja refletida na sua estrutura. De acordo com a Hipdtese
das Autofungoes Semicldssicas [61] os autoestados devem se concen-
trar nas regioes que uma O6rbita arbitraria explora ao longo do seu
tempo limite [77]. Esse fenémeno de concentragdo recebe o nome de
“cicatrizes” (que foi verificado primeiramente por Heller, [57]) onde
localiza-se altas densidades de probabilidade.

Temos que, para sistemas integraveis o movimento estd restrito a
um toro n-dimensional invariante enquanto que, para sistemas ergddi-
cos a superficie de energia é inteiramente e uniformemente atingida.
Para o caso de sistemas ergddicos, isso é assegurado pelo Teorema de
Ergodicidade Quantica [78] (veja também o teorema (5.1.1)), que nos
garante que quase todas as autofungoes tornam-se equidistribuidas
no espaco de configuragoes no limite semiclassico, por exemplo, re-
stringindo ao espago de posicoes temos

) _ wol(D)
Jin [ fon Py = S (5.41)

para uma subseqiiéncia {¢,,} C {¢,} de densidade um.

Portanto, para quase todas autofungoes a probabilidade de se
achar uma particula numa certa regiao D do espago de posigoes {2,
no limite semiclassico, é exatamente a mesma dos sistemas classicos
(lembramos que dada uma trajetéria (q(t),p(t)) de uma particula
iniciando em (go,po), a probabilidade de se aché-la numa certa regiao
D no espaco de posigoes {2 é dada por

1

T
i [ xoa)i =220

vol(§2)

Jim (5.42)
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para quase todas as condigoes iniciais (qgo,po), sendo xp a fungao
caracteristica de D. Desta forma, em sistemas ergddicos a proba-
bilidade de encontrar a particula no interior de D é exatamente o
volume relativo desta regiao. Logo, uma trajetéria tipica preenchera
assintoticamente o espago acessivel de maneira uniforme).

Novamente, no artigo [39] (figura 4). Pode-se observar boas con-
cordancias entre o caso cldssico e o caso quantico, para os bilhares
num circulo e numa cardiéide.

Agora, em relagao aos sistemas com espago de fases misto a analise
de sua dindmica é mais complicada, pois ambos movimentos regular
e cadtico coexistem. Porém, de forma andloga aos casos anteriores,
essa dinamica também é refletida na estrutura das autofuncoes da
equagao (5.21).

Como dissemos, sistemas com dindmica completamente integravel
ou com dinamica completamente cadtica sao casos raros, generica-
mente temos os sistemas com dinamica mista. Sabemos que a transigao
da dinamica integravel para o caso de dinamica mista, quando esta
sofre pequenas perturbacoes, é descrita pelo teorema KAM. O que
nos leva a uma estrutura complicada do espaco de fases onde as “i-
lhas de estabilidade” estarao cercadas por um “mar de caos”. Para
essa situagdo veja a figura 6 da referéncia [77], onde é ilustrado o
espago de fases do bilhar chamado limacon, este bilhar pode ser visto
como deformacoes do bilhar circular, que foi introduzido inicialmente
por Robnik [79]. Sua equagao é dada por

plp) =1+ecos(p), @€ [-mmn], €€]0,1] (5.43)

e como ja tinhamos visto antes, quando o parametro vale ¢ = 0 temos
o bilhar em um circulo (integrével), quando € = 1 temos o bilhar em
uma cardidide (cadtico), estes sao os casos extremos, e para 0 < e < 1
temos os bilhares com espago de fases misturados. Verificou-se que
as ilhas KAM persistem até ¢ = 0.5 [79], mas mesmo quando & é
tomado arbitrariamente préximo de € = 1 pode-se ainda encontrar
“mintdsculas” ilhas KAM [80]. Este caso nos ilustra o quanto é compli-
cado a andlise e o estudo de sistemas com espago de fases misturados

Sendo assim, para os sistemas com espago de fases misturados,
novamente a hipotese das autofuncgoes semiclassicas vai implicar que
os autoestados poderao ser classificados no limite semicldssico, como
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regular ou como caédtico, isso vai depender da regiao do espago de
fases que eles vierem a se concentrar [77]. A figura 7 da referéncia
[77] nos dé uma ilustragdo desta situagao.

Finalizamos esta secao salientando que existem outras quanti-
dades estatisticas que também podem ser muito titeis neste estudo das
dindmicas quanticas, como por exemplo: a rigidez espectral (spectral
rigidity) [57, 75]; a fungdo de autocorrelagao de autoestados (autocor-
relation function of eigenstates) [57, 81], entre outras. Convidamos o
leitor interessado a investigar as referéncias citadas.



Apéndice A

Teoria da Medida

Grosso modo, uma medida num conjunto €2 é uma funcao que associa
um nimero real ndo-negativo a subconjuntos de €2. Uma medida pode
ser interpretada como medida de comprimento, ou de area, ou de
volume, ou de massa e etc. Como exemplo importante de medida,
temos a medida de Lebesgue em IR"™ que associa a subconjuntos de
R"™ o seu comprimento quando n = 1, a sua area quando n = 2 e o
seu volume quando n = 3.

Vamos enunciar algumas definigoes e resultados béasicos da teo-
ria da medida que foram utilizados neste texto para mais detalhes
sugerimos consultar, por exemplo, [82, 83, 84].

Definigao A.0.1. Seja Q um conjunto. Uma o-dlgebra A em 0 é
uma cole¢c@o nao vazia de subconjuntos de ) com as seguintes pro-
priedades:

(i) Se Xj € A,V j > 1, entdao U2, X; € A;

(i1) Se X € A, entio Q\ X € A.

Exercicio A.0.2. Verifique que a intersec¢do arbitrdria de o-dlgebras
€ uma o-dlgebra.
Definicao A.0.2. O par (2, A) é chamado de espa¢o mensurdvel e

0s elementos de A sao chamados de mensurdveis.

Proposigao A.0.1. Dada uma colecao de C de subconjuntos de €2,
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entdo existe uma menor (ou minimal) o-dlgebra denotada por M(C)
que contém C.

Demonstragao: Ver [84]. O

Definicao A.0.3. Dizemos que M(C) é uma o-dlgebra gerada por
C.

Definigao A.0.4. A cole¢io B de conjuntos de Borel ou borelianos
(associada a um espago topoldgico 1) é a menor o-dlgebra que contém
todos os abertos de ). Em particular, a o-dlgebra de Borel em IR (ou
IR") € a o-dlgebra minimal que possui todos os abertos de IR (ou de

R").

Definigao A.0.5. Uma medida pn num espago mensurdvel (2, A) é
uma fungdo p: A — IRU {400} satisfazendo as sequintes condigies:
(i) p(X) >0,V X € A;

(ii) (@) = 0;

(ii1) Se {X;}52, € A com X;NX; = 0 para j # 1, entdo p(U3, X;) =
Z;;N(Xj)-

Exercicio A.0.3. Considere um espagco mensurdvel (2, A). Sejam

1y .-y b medidas definidas em A. Se ay,...,a, sao nimeros reais
~ . ~ n z .

nao-negativos, entao mostre que [ := Ej:l ajp; € uma medida.

Definigao A.0.6. A tripla (2, A, 1) é chamada de espago de medida.

Exercicio A.0.4. Seja (Q, A, n) um espago de medida. Verifique que
Ny = {X[p(X) =0V u(Q\ X) =0} é uma o-dlgebra.

Exercicio A.0.5. Considere um conjunto Q e para A C Q defina
#(A) como sendo o nimero de elementos de A, se A for finito ou
#(A) = +oo, se A nao for finito. Verifique que (2, P(Q),#) € um
espago de medida (P() € formado pelas partes de Q). Essa medida
€ chamada medida de contagem.

Para definimos a medida de Lebesgue algumas consideracoes adi-
cionais sao necessarias.
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Definicao A.0.7. Uma semi-dlgebra S é uma cole¢do de subconjun-
tos de ) que obedece as sequintes condicoes:

(i) Se X, Y € S, entao XNY € S;

(i) E se o complementar Q\ X de qualquer conjunto X que estd em
S for igual a unido finita de conjuntos em S dois a dois disjuntos.

Exercicio A.0.6. Sejam S1 e So semi-dlgebras de conjuntos 2y e s,
respectivamente. Mostre que Sy X Sz é uma semi-dlgebra do conjunto

Ql X QQ.

Teorema A.0.2. Suponha que S € um semi-dlgebra e seja p: S —
R U {400} uma fun¢do nao negativa tal que:

(i) = U532, X; para X; €S com pu(X;) < oo;

(1) Se {X;}52, € S com X;NX; = 0 para j #1 e U2, X; €S,
entao ,U(U?ilXj) = Zjoil (X))

Nestas condigdes existe uma unica medida na o-dlgebra M(S) que
coincide com a fungdo jp em S.

Prova-se facilmente que a colecao de todos os intervalos abertos,
fechados e semi-abertos em IR formam uma semi-algebra S. A fungao
que associa o comprimento do intervalo a cada intervalo é uma fungao
nao negativa em S que satisfaz as condigoes (i) e (ii) do teorema
anterior. Desta forma, existe uma tinica medida denotada usualmente
por m na o-algebra de Borel B em IR que coincide com a fungao
comprimento de intervalo.

Definicao A.0.8. A medida m chama-se medida de Lebesgue.

Definicao A.0.9. Uma medida p € dita finita em (2, A) se u(9) <
00.

Definicao A.0.10. Dizemos que p € uma medida de probabilidade
em (Q,A) se u(Q2) = 1.

Definicao A.0.11. Seja (2, A, n) um espago de medida. Um con-
Junto mensurdvel X C Q é chamado conjunto nulo se p(X) =0 e é
chamado de medida total se u(Q\ X) = 0.

Exercicio A.0.7. Seja (Q, A, 1) um espago de medida qualquer. Ve-
rifique:

(a) Se X CY com u(Y) < oo, entio pu(Y \ X) = p(Y) — u(X).

() u(XUY)+u(XNY)=pu(X)+uly), VX,Y € A.
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Outras definicoes e resultados importantes sobre a teoria de me-
dida podem ser consultados nas referéncias que foram citadas no
inicio.



Apéndice B
Teoria Ergodica

Fornecemos algumas definigoes e observacoes, de forma sucinta, so-
bre a Teoria Ergddica, outros detalhes (como exemplos, exercicios e
outros complementos) podem ser consultados nas referéncias [8, 85].
Podemos dizer, resumidamente, que teoria ergddica é a teoria onde
se estuda as transformagoes que preservam medida.

Defini¢ao B.0.12. Seja (2, A) um espago mensurdvel. Dizemos que
uma transformacao T : Q — Q € mensurdvel se T~*(X) € A, VX €
A. Dizemos que T : Q — Q € um automorfismo se T é uma bijecdo
e ambas T e T~ sdo mensurdveis.

Definigao B.0.13. Seja T : Q — Q uma transformagdo mensurdvel.
Dizemos que uma medida p é T-invariante se Tu = u, neste caso,
podemos dizer que T preserva a medida .

Definigao B.0.14. Dizemos que um conjunto Y C Q é T-invariante
se THY) =Y.

Definicao B.0.15. Uma medida p T-invariante, é dita ser ergodica
se para qualquer conjunto T-invariante Y C Q tem-se u(Y) = 0 ou

wY)=1.

87
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Uma das definigoes de ergodicidade para sistemas bilhares mais
utilizada nos diz que um sistema (Q,7T, ) é ergédico se para toda
fe Li(ﬂ) a média temporal for igual a média espacial, ou seja,

S—o0

N O L _
lim g/o f(® :U)dt—/ﬂf(x)d,u (B.1)

para quase todo x € €, sendo {®'z} o fluxo do bilhar.

Definigcao B.0.16. Uma transformacao T : Q — Q que preserva
uma medida | € dita ser mizring se para todo par de subcomjuntos
mensurdveis X,Y C ) tem-se

lim p(T7"XNY) = u(X)u(Y) (B.2)

ou (como u(X) =p(T"X))

lim (7" X NY) — p(T"X)u(Y)| =0, (B.3)

n—oo

isto significa que os eventos T~"X e Y tornam-se independentes as-
sintoticamente quando n — 00.

Definicao B.0.17. Dizemos que uma fungdo f: U — IR, U C IR"
aberto, € chamada fungao continua de Holder com expoente v € (0,1],
se existir uma constate real C tal que:

lf(@) = f(y)| < C- |l —y||",Vz,y € U.

Sejam f, g € Li(Q) duas fungdes continuas de Holder. Correlagoes
sdo definidas por

Cn(f,g,T,u)=/Q(f0T")gdu—/Qfdu/ﬂgdﬂ (B.4)

sendo assim temos uma outra maneira equivalente de caracterizar
mixing, ou seja, o mapa T :  — € é mizing se, e somente se,
lim C,(f,9,T, 1) =0, Vf,g € Li(Q) A taxa de mixing de T" é carac-
n—oo

terizada pela velocidade de convergéncia de (B.4), esta propriedade
é conhecida como decaimento de correlagoes.



89

Definicao B.0.18. Um automorfismo T : Q) — Q que preserva uma
medida p € dito ser de Kolmogorov (ou tem a K-propriedade) se para
quaisquer subconjuntos mensurdveis B, Ay, -+, A, C Q temos

lim sup (AN B) — p(Ayu(B)] =0, (B.5)
n—00 AcB(n)

sendo B(n) = B (Aq, -+, Ar) a subo-dlgebra gerada pelos conjuntos
T"A;, YVm > n ei = 1,---,1; ou seja, podemos dizer que isto
significa uma independéncia assintética entre o evento presente B e
todos os distantes eventos futuros em B(n).

Definigao B.0.19. Um automorfismo T :  — Q que preserva uma
medida 1 € dito ser de Bernoulli (ou tem a propriedade de Bernoulli)
se ele for equivalente ao shift (deslocamento) de Bernoullit.

Intuitivamente, podemos dizer que os sistemas de Bernoulli sao
tao aleatérios quanto qualquer seqiiéncia obtida por sorteios de cara
ou coroa de um moeda.

Observagao B.0.2. (1) K-propriedade também é chamada K-mizing.
(2) Pode-se provar o que tem sido chamado de hierarquia ergddica
para sistemas dindmico, ou seja, a existéncia de graus mais fortes de
ergodicidade em determinados sistemas que possuem uma determi-
nada propriedade em relacdo a outros sistemas que a ndo possuem.
Temos que sistemas de Bernoulli = sistemas de Kolmogorov = sis-
temas mizring = sistemas ergodicos, ou seja, podemos dizer que Sis-
temas de Bernoulli apresentam maior ergodicidade que os sistemas de
Kolmogorov que por sua vez apresentam uma mator ergodicidade que
0s sistemas mizing e que por vez apresentam uma maior ergodicidade
que os sistemas ergodicos.

Para um estudo mais detalhado, sugerimos consultar o excelente
livro de N. Chernov e R. Markarian [8] para o caso de bilhares ou o
livro de R. Mané [85] para os casos mais gerais.

1Seja (,.A,v) um espago de probabilidade. Consideremos o espago produto
¥~ = QN munido da o-lgebra produto B = AN e da medida produto p = vIN.
O deslocamento de Bernoulli é a dupla (o, ) onde o : ¥ — X é a aplicagdo dada
por o((zn)n) := (Tn+1)n, veja mais detalhes em [85].






Apéndice C
Mecanica Quantica

Pretende-se discutir, brevemente, as principais conexdes (interpreta-
¢oes) entre duas dreas fundamentais tanto para os fisicos como para
os mateméticos, a saber, Andlise Funcional (em particular os espagos
de Hilbert) e Mecdnica Quantica.

Essas duas dreas nasceram de formas independentes, praticamente
na mesma época (inicio do sec. XX), mas com o desenvolvimento
de ambas, tivermos importantes interagoes entre elas o que contribui
decisivamente para o progresso dessas duas areas, algumas referéncias
sobre esses assuntos e que fornecem dados histéricos sao [43, 71, 86,
87, 88, 89].

De acordo com [86], a Andlise Funcional é uma rica fusdo de
conceitos de Algebra Linear, Analise e Topologia, com destaque para
espagos vetoriais de dimensao infinita. Os espacos de Hilbert, uma
parte fundamental da Andlise Funcional, estabelecer a teoria matema-
tica para o formalismo da Mecénica Quéantica.

Grosso modo, Mecdnica Quantica é a teoria fisica dos fenomenos
microscépicos. Pela Formulagao Matemdatica da Mecanica Quantica,
todo sistema é associado a um espago de Hilbert complexo e separavel,
tal que cada estado do sistema € descrito por um vetor unitario nesse
espaco. Este vetor de estados guarda as probabilidades para os resul-
tados de todas as possiveis medigoes aplicadas ao sistema. Em geral,
o estado de um sistema varia no tempo e o vetor de estados é uma
funcao do tempo. A equagao de Schrodinger fornece uma descrigao
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quantitativa da taxa de variagao deste vetor.
Usando a notagao de Dirac, o vetor de estados é dado, num tempo ¢
por |1(t)). A equacdo de Schrédinger é dada por:

S (0)) = H(OW() (1)

sendo, ¢ 0o niimero imaginario, i a constante de Planck dividida por 27
e H(t) é o operador Hamiltoniano (auto-adjunto) atuando no vetor
de estados. O Hamiltoniano representa a energia total do sistema.
Assim como a forga na segunda Lei de Newton, ele ndo é definido
pela equacao e deve ser determinado pelas propriedades fisicas do
sistema.

Sabemos ainda que a Mecdnica Cldssica descreve corretamente o
movimento de objetos no mundo macroscépico [24], mas no mundo
microscépico a descricdo necessita da Mecdnica Quantica [70, 71].
Também sabemos, por meio do Principio da Incerteza de Heisenbery,
que nao é possivel medir simultaneamente a posi¢ao e o momento (ve-
locidade) de uma particula. Desta forma, na Mecanica Quantica nao
tem mais sentido em considerar-se as trajetérias usuais da Mecanica
Cléssica. Efetivamente o que temos é que o estado da particula é es-
pecificado por uma fungao de onda, cujo valor absoluto ao quadrado
é interpretado como uma densidade de probabilidade [70, 71].

C.1 Espaco de Hilbert

Os espagos de Hilbert, num certo sentido, sao boas generalizagoes
dos espagos Euclideanos IR", pois além da norma (que nos fornece a
nocao de “proximidade” e convergéncia) temos o importante conceito
de produto interno uma generalizacio de produto escalar do IR> (que
nos fornece as defini¢oes de angulo e ortogonalidade).

Como nos IR" eles também sao completos. Discutiremos, sucinta-
mente, alguns conceitos e resultados importantes relacionados com os
espacos de Hilbert, para isso suporemos conhecidos algumas defini¢es
e resultados de Algebra Linear e de Anélise, para uma revisao destes
fatos sugerimos consultar [43].
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C.1.1 Produto Interno

Definigao C.1.1. Sejam IF o corpo R dos nimeros reais ou € dos
numeros complexos e X um espacgo vetorial sobre IF. Um produto
interno em X € uma funcdo

(L) XxX =T (C.2)

que possut as sequintes propriedades:

(i) (& X+ u¢) = Mg, m) + A€, ¢);

(ii) (§&;m) = (n,€);
(iii) (£,€) >0 e (£,€) =0& =0,
VéEn,CeX eV uelr.

Observagao C.1.1. Se IF = 1R as condigoes (i) e (i) ficam sem as
barras da conjugacdo compleza.

Fornecemos alguns exemplos de espagos vetoriais com produto
interno, cujas verificagoes serao deixadas como exercicios.

Exemplo C.1.1. Espac¢os Euclideanos R" (n € IN)
Os espacos R"™ com a funcdo dada por:

<£7 77> = T1Y1 + ...+ TnYn (C3)
sendo & = (z;) = (x1,...,2n) en=(y;) = (Y1,...,Yn) elementos do
R".

Exemplo C.1.2. Espac¢os Unitdrios C" (n € IN)
Os espacos C" com a funcgdo dada por:

<£v 77> =T+ -+ Toln (04)
sendo € = (z;) = (z1,...,2n) en=(Y;) = (Y1,-..,Yn) elementos do

C". Também é um espago com produto interno.

Exemplo C.1.3. Espaco de Segqiiéncias I>
Seja I um conjunto contdvel. Definem-se

P(ILTF) = {& = (2)je1] Y |2;]” < o0}

Jjel
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=y @ (C.5)
Jjel
sendo & = (z;)jer e n = (yj)jer elementos do I?. Este espago teve
grande importancia historica tanto para o desenvolvimento da teoria
de FEspacos de Hilbert como para a fundamentacdo matemdtica da
Mecanica Quantica.

Exemplo C.1.4. Espaco de Funcgées C([0,1],C)
Seja C([0,1],€) = {f : [0,1] — C|f € continua }. Para f,g €
C([0,1],C) definimos

/ fgdx (C.6)

que € um produto interno em C([0,1],

Exercicio C.1.1. Verifique que os exemplos dados acima sao de fato
espacos com produto interno.

Um conceito fundamental que se relaciona, como veremos, com
o produto interno num espago vetorial X é o de norma (uma abs-
tracdo do conceito de “comprimento” estudado no IR? e no ]R?’) cuja
definigao é dada por.

Definigao C.1.2. Seja X um espago vetorial sobre o corpo IF (=R
ouC). Um norma em X € uma funcao

11+ X = RT = [0, 00]

que satisfaz:

(1) [legll = laf - [[<]];

(1) |1€ +nll < [IS1] + lnll;

(1) [|€]] = 0 e |[¢]| = 0 < £ = 0.
VéE,ne X eVaeTF.

O proximo resultado estabelece duas desigualdades de grande im-
portancia, tanto tedrica, como pratica. Uma é a desigualdade de
Cauchy-Schwarz-Bunyakowski (CSB) e a outra é a desigualdade tri-
angular, respectivamente.
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Teorema C.1.1. Seja X um espaco vetorial com produto interno.
Entao V¢, n € X, valem:

(& mI < M€l - MInll; (C.7)

a igualdade ocorre se, somente se, £ en sao linearmente dependentes.

& +nll < Il + lll; (C.8)

a igualdade ocorre se, somente se, & = 0 ou quando n = k& para
algum k > 0.

Demonstragao. ver [43]. O
Uma conseqiiéncia imediata da definigao de produto interno e da
segunda desigualdade acima é dada pelo seguinte corolario:

Corolario C.1.2. Seja X um espago vetorial com produto interno.
Entdo a funcao

VAR (C.9)

¢ uma norma em X. Chamada de norma induzida pelo produto in-
terno de X.

Exercicio C.1.2. Demonstre o coroldrio acima.

Observagao C.1.2. Também podemos definir uma métrica em X,
. ) Co 2

que abstrai o conceito de distancia dado no IR? e no IR®, usando para

isso o conceito de norma, a saber,

di&n) =1 —nll=V(E—n&—m), VEneX (C.10)

para maiores detalhes consultar [43].

Dos fatos acima podemos concluir facilmente que todo espago com
produto interno X também é um espago normado (com a norma
induzida pelo produto interno) e todo espago normado é um espago
métrico (com a métrica associada a norma). Desta forma, dizemos
que um espaco normado X é completo, também chamado espaco de
Banach se ele for um espago métrico completo (isto significa que
toda seqliéncia de Cauchy em X é convergente em X) com respeito
a métrica associada. Temos assim a seguinte defini¢ao.
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Definigao C.1.3. Um espaco de Hilbert X € um espagco com produto
interno que € completo com a norma induzida pelo produto interno.

Exemplo C.1.5. Os principais exemplos de espago de Hilbert, do
ponto de vista historico e teorico, sao:
(i) Os espagos Euclideanos IR™ com o produto interno dado em (C.3);
(ii) Os espagos Unitdrios €" com o produto interno dado em (C.4);
(iii) O espago de seqiiéncias [?> com o produto internos dado em (C.5);
e
(iv) O espago L? que envolve conceitos da Teoria de Medida e Inte-
gracao.

Os espagos de Hilbert aparecem mais freqiientemente como espago
L?. Temos as sequintes afirmacdes:
(a) Li(X) é um espaco vetorial com respeitos as operacoes pontuais
definidas por:

[0+ v)(w) = o(w)+(w),
(w) = Ad(w).
para ¢, € Li elelF.
(b) A fungao
(00) = [ otwilutduo) (C1n)

é um produto interno em L2 (X).

A werificacdo, que eles sdo espagos de Hilbert, seque basicamente
a mesma idéia e serd deixada como exercicio. Mostra-se que eles
na verdade sao espagos de Banach (com a norma induzida pelo pro-
duto interno), para isso, tome uma seqiéncia de Cauchy arbitrdria
no espaco; usando o fato que IR (ouT) é completo na métrica usual
construimos um elemento candidato a ser o limite da seqiiéncia de
Cauchy considerada. E para finalizar, deve-se mostrar que este ele-
mento pertence ao espaco e que a sequéncia de Cauchy, de fato, con-
virja para ele.

Em algumas situacoes que podem surgir esta demonstracdo pode
ser simplificada, quando € para mostrar, por exemplo, que um sub-
espaco € completo num espago de Banach (conhecido), neste caso,
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basta mostrar que o subespago € fechado (o que implica ser completo),

ver [43].

Exercicio C.1.3. Verifique que os espagos dado acima sao comple-
tos.

Exemplo C.1.6. Como exemplo de um espago que ndo € espago de
Hilbert, podemos citar o espago das fungoes C([0,1],€) com o produto
interno dado em (C.6). Mostra-se, na verdade, que ele ndo € espago
de Banach, podemos verificar isso trabalhando com a norma induzida
pelo produto interno e construindo uma seqiiéncia de Cauchy que nao
converge neste espago, ver [43].

C.1.2 Operadores Limitados

Usando o conceito de operador linear, dado em Algebra Linear, podemos
definir operador linear limitado a seguir.

Definicao C.1.4. Sejam X e Y espagos normados e T : dom(T') C
X — Y um operador linear. Dizemos que T é limitado se existe um
nidmero real ¢ tal que V& € dom(T) wale,

ITE]] < cll€]]- (C.12)

Exemplo C.1.7. Ezxemplos tipicos de operadores lineares limitados
sao: O operador Identidade; O operador Nulo e O operador Integral
estes operadores como outros operadores lineares limitados podem ser
encontrados em [43].

Um resultado que fornece uma 1til caracterizacao e ao mesmo
tempo relaciona dois conceitos fundamentais é dado por

Teorema C.1.3. Seja T : dom(T) C X — Y um operador linear
entre espacos normados X eY. Entdo:

(i) T é continuo se, e somente se, T ¢ limitado.

(i) Se T é continuo num ponto, entdo T é continuo.

Demonstragao. Ver [43]. O
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Observagao C.1.3. Operadores lineares limitados, isto €, continuos
tem grande importancia, tanto tedrica, como prdtica, mas também
vale destacar os operadores lineares ilimitados (um exemplo tipico é O
operador Diferencia¢do) eles tém grande importincia, principalmente
em Mecanica Quantica.

C.1.3 Operadores Auto-Adjuntos

Estabeleceremos, sem muitos detalhes, uma importante classe de ope-
radores lineares, os chamados operadores lineares auto-adjuntos.

Antes daremos algumas definig¢oes e resultados que estao sao rela-
cionados com eles. A motivacao para o estudo desses operadores sao
problemas que envolvem matrizes, equagoes integrais, equagoes dife-
renciais lineares e a Mecanica Quéantica.

Definigao C.1.5. Sejam T : X1 — Xo um operador linear limitado
entre espacos de Hilbert. O operador T* : Xo — Xy de T tal que
VE&e X; ene Xy tem-se

(T, m) = (& T"n), (C.13)
chama-se operador adjunto de Hilbert.

O préximo resultado garante que a definicao acima estd bem es-
tabelecida.

Teorema C.1.4. O operador adjunto Hilbert T* de T, acima, existe,
€ unico e € limitado com norma

T[] = 11T (C.14)
Demonstragao. ver [43] 0

Definigao C.1.6. Um operador linear limitado T : X — X num
espaco de Hilbert X € auto-adjunto ou Hermetiano se T* = T. Neste
caso, (C.13) fica

(T¢,m) = (& Tn), (C.15)

O conceito acima pode ser generalizado para os operadores li-
neares ilimitados, para isso é necessario alguns conceitos adicionais
para o desenvolvimento dessa teoria em detalhes. Resumiremos isso
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fornecendo uma definicao que se aplica a ambas situagoes. Primeira-
mente, diremos que um operador linear T' definido num espaco de
Hilbert complexo X é densamente definido em X se dom(T') for denso
em X, neste caso, T : dom(T') C X — X é um operador linear auto-
adjunto se T'=T*.

Exemplo C.1.8. O exemplo de operador linear auto-adjunto e ilimi-
tado, que tem grande importancia em Mecanica Quantica € o ope-
rador de multiplicacdo dado por:

T :dom(T) c L*(R) — L*(R)
£ — g, (tel). (C.16)

O estudo deste exemplo, em detalhes, pode ser visto em [43].

C.2 Postulados da Mecanica Quantica

Nesta segao discutiremos, sucintamente, as principais idéias e con-
ceitos que relacionam a Mecanica Quantica nao relativista com os
Espacos de Hilbert. Adotaremos neste capitulo a notacao usual da
Fisica.

C.2.1 Comentarios Iniciais

A titulo de motivacao e por simplicidade, discutiremos as idéias béasicas
e os conceitos da Mecanica Quantica para uma particula simples res-
tringida num espago unidimensional, a saber, IR. Fixemos um instante
arbitrario para a anélise deste sistema.

Lembramos que em Mecanica Cldssica o estado do sistema, em
algum instante, é descrito pela posicao e velocidade da particula.
Portanto, neste caso, o estado do sistema é instantaneamente deter-
minado por um par de niimeros.

Ja em Mecanica Quantica o estado do sistema é descrito por uma
funcao

¥ € L*(R),

sendo L?(IR) um espago de Hilbert.
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A fungao ¥ estd, num certo sentido, relacionada a probabilidade
de se achar a particula num dado conjunto J C IR, isto é dado por
uma medida de probabilidade na forma

[]|¢(Q)|2d4~ (C.17)

Para o espaco todo temos

—+oo

liP = [ @ Pdg =1 (C18)
—0o0

o que implica uma condi¢ao normalizadora. Esta condigao é tnico

requisito que a fungao ¥ tem de satisfazer, podendo ser singular e até

mesmo torna-se infinita [89].

Observagao C.2.1. Ressaltamos que o vetor de estado ¥ nao tem
significado fisico, embora o produto interno de dois vetores de estado,
o e, (¢,1), seja interpretado como a amplitude de probabilidade de
o sistema passar do estado Y para o estado @.

Desta forma, temos uma mudanca importante na maneira como
descrevemos o estado do sistema. Na Mecéanica Classica a descrigao é
deterministica enquanto na Mecanica Quantica a descricdo é proba-
bilistica. Além disto, definimos um estado do nosso sistema fisico em
algum instante como sendo o elemento

v e LX(R), W] =1 (C.19)

ou como podemos verificar, facilmente, por sua classe de equivaléncia
tal que

Py~ P &P = Mg, A = 1. (C.20)
Estes elementos formam um subespago unidimensional

Y = {p|lp = ay,a €C} C L*(R). (C.21)

Da Teoria de Probabilidade temos que [¢(q)|* é uma densidade de
probabilidade. O correspondente valor médio ou valor esperado é

“+oo
Mw:/ qlv(q)[*dg, (C.22)

— 00
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a varianca da distribuicdo é

+oo
vary = / (g — 102l g) Pdg. (C.23)

— 0o

e o desvio padrao é
dpy, = \/vary. (C.24)
Grosso modo, i, mede o valor médio e vary o espalhamento da
distribuicao. Portanto, p,, caracteriza a posicdo média da particula
para um dado estado .
Um fato importante é que (C.22) pode ser escrito como,

+oo 7

pyp(Q) = (QY, ) = QY (q)Y(q)dq (C.25)

sendo () um operador tal que

Q : dom(Q) — L*(R), Qv(q) = q¥(a), (C.26)

chamado operador posi¢ao. Definimos o

dom(Q) = {v € L*(R)| Qv € L*(R)}.

Sabe-se que @ é um operador linear ilimitado auto-adjunto (é o ope-
rador de multiplicacdo, veja o exemplo (C.1.8)) e seu dominio é denso
em L2(IR), ver [43].

Podemos reescrever (C.23) como

+oo

vary(Q) = (Q — uI), ) = / (Q — uD)*6(q)@)dq, (C.27)

— 00

sendo p = iy (Q).
Um estado v de um sistema fisico contém todo o conhecimento so-

bre o sistema, mas isso implicitamente. O problema que surge é como
obter de ¢ informagoes sobre as quantidades expressas no sistema
que podem ser verificadas experimentalmente? Uma tal quantidade
é chamada observdvel.

Um observavel é uma varidvel dindmica de um sistema fisico que,
em principio, pode ser medida. Na teoria quantica, um observavel
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é um operador. Assim, haverd um operador para a energia do sis-
tema, outro, para o momento linear, etc. Observaveis importantes
sSao posicao, momento e energia.

Em Mecanica Cléassica, perguntamos qual é o valor que um ob-
servavel assume em um dado instante. Em Mecanica Quéntica, per-
guntamos qual é a probabilidade que uma medida (experimental)
produzird um valor do observavel que pertenca a um certo intervalo.

Desta forma, os observéaveis devem ser operadores lineares auto-
adjuntos (para que tenham significado fisico) e densamente definidos
(por serem ilimitado) T : dom(T) C L?*(IR) — L?(IR) que satisfagam
(C.25) e (C.27) com T no lugar de Q.

C.2.2 Postulados da Mecanica Quantica

Enunciaremos os postulados fundamentais da Mecéanica Quantica, sao
eles:

1. Num dado instante, o estado de um sistema (isolado) é definido
por um elemento de um espaco de Hilbert complexo e separéavel
(separdvel significa que o espago contém um subconjunto enu-
merdvel e denso) H, chamado o espago dos estados Y = {¢|p =
ap,a € €} C H. Cada elemento de Y corresponde a um
possivel estado puro do sistema. Na representacao de Schrédinger,
o vetor de estado estd associado a uma funcao de onda.

2. Qualquer grandeza fisica, T', que em principio possa ser me-
dida (chamada observavel), é descrita por um operador linear
hermitiano (ou auto-adjunto), T', que atua no espago Y.

3. O tnico resultado possivel de uma medigao de um dado ob-
servavel, T', é um dos autovalores de T'. Imediatamente a seguir
a medigao, o estado do sistema é um autovetor de T, com o
valor medido. Se o estado imediatamente anterior & medigao
for 1, entdo o resultado da medigao, p;, serd obtido com a
probabilidade

Prob(p;) = [{¢:, ¥)[?

sendo os ¢; os autovetores de T'.
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4. Na representacao de Schrodinger, a fungao de onda do sistema
evolui de acordo com a equagao

d
i (t) = H(1). (C.28)

sendo H o operador Hamiltoniano. Esta equagao pode escrever-
se em termos de um operador de evolugao U, que, se H for
independente do tempo, assume a forma

U = etH/n, (C.29)

ficando ¥(t) = U¥(0) e sendo ¥(0) a funcao de onda no ins-
tante t = 0.

Este é um conjunto possivel de postulados, necessarios para um for-
malismo da teoria quantica.

Em resumo, a descrigao de uma particula tanto na Mecanica
Cléssica como na Mecéanica Quantica tem os mesmos elementos béasicos,
que podemos separa-los em:

1. Estados da particula;

II. Observaveis; e

ITI. Dinamica ou evolugao no tempo;

porém o significado dos termos é bem diferente, mais detalhes sobre
essas diferengas podem ser encontradas em [69].

Sendo assim, o estado fisico quantico de uma particula (no espago
IR?) é descrito por sua funcdo de onda W(r,t), que satisfaz & equacio
de Schrédinger. Temos que a probabilidade de encontrar a particula
na posicdo ¥ = (x,y,z) no interior do elemento de volume dV =

dxdydz é dado por
///|\I/\ dxdydz (C.30)

(uma medida de probabilidade), conseqiientemente para o espago

todo temos: o s o
/ / / |U|?dadydz = 1. (C.31)

Se conhecermos a funcao de onda de um sistema nés podemos calcular
“praticamente” quase tudo a respeito dele.

Schrodinger foi o primeiro a tratar (j& no seu primeiro artigo no
total de quatro) O Atomo de Hidrogénio por meio de sua equagao,
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onde pode comprovar matematicamente varios resultados experimen-
tais ja conhecidos e também previstos pelo fisico dinamarqués Niels
Bohr.

Resolver a equagao de Schrodinger significa achar uma férmula
analitica ou numérica para a funcao de onda. Em geral, a resolugao
da equacao de Schrodinger é bastante dificil. Para poucos casos é que
conhecemos solugdes analiticas para esta equacdo. Apesar disto, a
equacao de Schrodinger tem grande importancia na Mecénica Quantica.

Observagao C.2.2. Em 1926, o fisico austriaco Erwin Schridinger
publicou quatro artigos, nos quais desenvolveu a sua versao tedrica da
Mecanica Quantica, um anos antes o fisico alemao Werner Heisen-
berg publicou a sua. O préprio Schrodinger, entre outros, provou, logo
em sequida, que ambas versoes eram equivalentes.

Um resultado central na teoria de Schrodinger é a equagao de onda
que € usada para o estudo quantico de um sistema, como por exemplo
o Atomo de Hidrogénio. Assim, em Mecanica Quantica a primeira
coisa a ser preparada para modelarmos um sistema € a equacdo de
Schrddinger. A equacdo de Schrdodinger nada mais € que uma equagao
diferencial de sequnda ordem e com ela podemos obter informacdes
importantes de uma sistema, como por exemplo, os niveis de ener-
gias do Atomo de Hidrogénio. O estudo, em detalhes, do Atomo de
Hidrogénio por meio da equacdo de Schrédinger por ser encontrado
em [90].



Apéndice D

Mecanica Classica e
Semiclassica

Grosso modo, Mecdanica Semicldssica (MS) é uma maneira de usar a
Mecdnica Cldssica (MC) para resolver problemas da Mecdnica Quanti-
ca (MQ), cujo objetivo é substituir a resolucao da equagao de Schrodin-
ger na MQ pela resolucao da equacoes de Hamilton na MC.

Esta idéia comegou com a chamada velha MQ), ela foi revisada e
melhorada a partir da segunda metade do século XX e tem sido usada,
principalmente, em caos quantico onde os resultados apresentados sao
altamente precisos [91].

Sabemos que o termo caos em MC designa, a partir da segunda
metade do século XX, um novo tipo de dindmica complicada (movi-
mento irregular) com caracteristicas bem peculiares para determi-
nados sistemas, como por exemplo, a separacao exponencial de tra-
jetorias vizinhas ao longo do tempo. Em oposto, temos o termo in-
tegravel (movimento regular) com caracteristicas bem mais simples e
distintas da anterior.

A partir do nascimento da MQ e com o desenvolvimento da dina-
mica classica surge a pergunta natural. “Existe na MQ algum tipo
de dinamica analoga tal como na MC”? O termo caos quantico surge
em alusao ao termo caos classico, mas com uma perspectiva de ser
contextualizada na MQ, porém como sabemos existem varias difi-

105
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culdades que nao permitem definir caos mediante propriedades in-
trisecamente quanticas, em MQ perde-se por completo o conceito de
trajetoria que é essencial em MC (para definir e estudar a dindmica
cldssica), o que nao permite, desta maneira, estabelecer uma conexao
direta com o conceito de caos classico. Desta forma, os conceitos, as
definigoes e critérios utilizados em MC nao possuem equivalentes em
MQ), destaca-se também que a existéncia do caos classico que esta
ligada ao fendémeno da nao-linearidade dos sistemas nao tem contra-
partida no caos quantico (a equagdo de Schrodinger como sabemos é
linear). Todavia, na MQ temos sistemas que, vistos classicamente, sdo
integraveis e outros que sao cadticos. Além disso, pelo Principio da
Correspondéncia a MC deve ser vista como o limite da MQ quando
h — 0, assim é razoavel que se trate, de algum modo, esses tipos de
dindmicas cldssica no contexto da MQ, [54, 57, 91, 92].

Atualmente, quando se faz o estudo quéantico comparativo de sis-
temas que classicamente sao cadticos ou integraveis ele nos leva a
conclusao de que o espectro quantico de energia dos sistemas classi-
camente cadtico e dos sistemas classicamente integraveis distingue-se
em relacdo as flutuacbes espectrais. De fato, as flutuacoes dos es-
pectros de sistemas classicamente integraveis seguem a estatistica de
Poisson, enquanto as flutuagoes do espectro de sistemas classicamente
cadticos coincidem com as predigoes dadas pela teoria de matrizes
aleatérias, [54, 57]. Desta forma, pode-se também dizer que estas
dindmicas (regular ou irregular) estdo, num certo sentido, presentes
e tém suas peculiaridades na MQ.

Mais detalhes sobre esses assuntos podem ser consultados nas re-
feréncias citadas acima.

D.1 O Limite Semiclassico

Temos dois pontos de vistas para efeitos de comparagao de resul-
tados classicos e quanticos: o limite da MQ para escalas grandes e a
quantizacao dos sistemas classicos. Para sistemas classicos integraveis
obteve inicialmente uma regra de quantizacao que permitia decidir
quais energias classicas continuas eram quanticamente possiveis, ob-
tendo assim um espectro de energia discreto.

A partir do conhecimento da equagao de Schrodinger, o calculo
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semicldssico que produz este resultado é a aproximacao WKB (Wentzel,
Kramers e Brillouin) em uma dimensio e a sua generalizagdo para
dimensoes altas EBK (Einstein, Brillouin e Keller).

Para sistemas nao integraveis tal quantizagao nao se aplica. Esse
problema sé foi resolvido por Gutzwiller [54], mediante o célculo
semiclassico de sua féormula para um observavel puramente quantico,
como por exemplo, a densidade de estados a partir de grandezas pu-
ramente classicas como as érbitas periddicas de sistemas andlogos
classicos. Como ja mencionamos a densidade de estados para um es-
pectro de energia discreto {F;} define-se como

d(E)=> §(E - E)) (D.1)

sendo d(E)dE o ntmero de estados no intervalo [E, E + dE].

A férmula de Gutzwiller para a densidade de estados valida tanto
para os sistemas integraveis como para os sistemas caodticos é dada
por

d(E) = % Z;AT cos(;Sr(E) - “;”) (D.2)

cuja soma é realizada sobre todas as drbitas periédicas do sistema,
incluindo as de medida nula, as amplitudes A, dependem do periodo
e da estabilidade da érbita em relagao a pequenas pertubagoes, S, é
a agao cldssica e por fim u, é o conhecido indice de Maslov, [54, 57,
91, 92].

D.2 Funcao de Husimi

Vimos que, classicamente, a segao de Poincaré é uma ferramenta de
grande utilidade na analise e no estudo das caracteristicas de um
dado sistema dindmico, apesar de ser um recurso geométrico (que
pode ser visualizado em baixas dimensoes) ela é de grande auxilio
e quando associada a outras ferramentas pode, de fato, servir como
uma “prova” da existéncia ou nao de comportamento cadtico em um
sistema dindmico, como por exemplos os bilhares.

Por outro lado, versoes quanticas de bilhares tém espectro de ener-
gia discreta e as manifestagoes das diferentes dindmicas (regular ou
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cadtica) tém caminhos diferentes como ja vimos. A fun¢do de Husimi
de um autoestado quantico, quando utilizada, pode nos fornecer um
padrao similar ao da secao de Poincaré classica, o que seria, assim
como a versdo classica, uma ferramenta de grande auxilio em nossas
analises e estudos dessas versdes quanticas de bilhares.

Grosso modo, a fungao de Husimi é uma projegao da autofuncao
no estado coerente em um espago de fases. Desta forma, a funcgao
de Husimi fornece um método de extrair uma secao de superficie de
Poincaré quantica de um estado quantico. Sendo assim, a secao de
Poincaré quantica é o analogo quantico da secao de Poincaré classica.
Uma discussao como mais detalhes sobre tais assuntos, podem ser
consultadas nas referéncias [93, 94] (para os sistemas bilhares) e [54]
(para sistemas mais gerais).

Para finalizar, sabe-se que uma funcao de onda abstrata i) é um
vetor no espago de configuragdes (que é um espaco de Hilbert), sendo
assim este vetor pode ser expresso em termos de uma infinidade de
representacoes ortonormais continuas ou discretas [95], onde a in-
terpretacao probabilistica se faz presente. Apesar do principio de in-
certeza de Heisenberg, Wigner [54] conseguiu definir fungoes de (q, p),
que denotaremos por W,,(q, p) associadas as autofungoes 1,,(q) dada
por

Walap) = g [ davita+ pinta - ew(-22). (03)

A fungao de Wigner é as vezes usada em andlises semicldssicas em
fungoes de onda, sob certas condigoes, veja [57].

Observagao D.2.1. Tem-se um formalismo sobre a fun¢do de Wigner,
onde ela € obtida por meio de um processo analitico usando a trans-
formada de Weyl, [95].

A funcdo de Wigner associada ao estado ¢ é uma funcao de (q, p),
que quando projetada sobre q ou p fornece a distribuigdo correta
de probabilidades nas representacoes de posi¢ado ou momento, mas
W (q, p) nao pode ser interpretada como uma distribuigao de proba-
bilidades no espaco de fases, por ser negativa na maioria das vezes em
algumas regides do espago de fases [95]. Remediamos isto definindo
uma nova funcdo conhecida como funcao de Husimi (que pode ser
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vista como uma versao suavizada da fungdo de Wigner [94]), mais
detalhes em [95].

Desta forma, usando os fatos conhecidos para os bilhares classicos
(como vimos no capitulo 3 a se¢do de Poincaré classica é construida
usando a fronteira do bilhar) pode-se obter vantagens na obtengao
da fungao de Husimi para os bilhares quanticos o que nos facilita a
construgao das secoes de Poincaré quanticas e com isso tem-se uma
conexao entre as dinamicas classicas e quanticas desses sistemas, per-
mitindo assim anélises e estudos comparativos dos respectivos com-
portamentos dinamicos, tais estudos ja foram feitos e podem ser con-
sultados em detalhes, por exemplo, em [94, 96] entre outros.
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