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Introducao

Ao longo dos dltimos anos, a teoria de grafos tem se tornado uma
adrea da matematica extremamente ativa, principalmente por causa
da globalizacao. A ideia é que a grande interconetividade das rela-
¢Oes interpessoais faz com que a modelagem de diversos fenémenos
requera o estudo de equacoes definidas em objetos mais complexos
do que dominios em R? ou subconjuntos de Z?. No que diz respeito
dita complexidade, o exemplo mais simples de conjunto com propri-
edades radicalmente diferentes ao espaco Euclidiano é o tridngulo de
Sierpinski, desenhado na Figura 1. De fato, o tridngulo de Sierpinski
é um dos exemplos mais simples de fractal. Se bem o triangulo de
Sierpinski também nao é um bom modelo da interconetividade do
mundo globalizado, é um bom ponto de partida para tentar ver qué
tipo de conceitos cléssicos no espago Euclidiano podem ser genera-
lizados a conjuntos mais complexos, como por exemplos os mencio-
nados fractais. O objetivo desta monografia é dar uma exposicao o
mais elementar e auto-contida possivel da construgao duma teoria de
equagoes diferenciais parciais no tridngulo de Sierpinski.

Ao nosso conhecimento, o estudo matematico de equacoes dife-
renciais parciais no tridngulo de Sierpinski comegou com o trabalho
[1], onde os autores constroem um processo estocéstico que chamam
de movimento Browniano no tridngulo de Sierpinski, como limite de
escala de passeios aleatérios em grafos discretos, definidos de ma-
neira adequada. A relacdo entre o movimento Browniano e as equa-
¢oes diferenciais parciais vem do fato que as solugoes fundamentais
da equacgao do calor dyu = %Au correspondem as probabilidades de
transicao do movimento Browniano. Portanto, se for possivel definir
um processo estocastico no tridngulo de Sierpinski que possa ser le-
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iv INTRODUCAO

Figura 1: O tridngulo de Sierpinski K.

gitimamente chamado de movimento Browniano, entao seré possivel
definir solugoes da equagao do calor no triangulo de Sierpinski.

A abordagem deste texto se baseia no artigo [3], que por sua vez
simplifica a abordagem do livro " Analysis on Fractals"de Jun Kigami
[4] para o caso particular do triangulo de Sierpinski. A ideia é utilizar
a teoria de potencial em grafos, ver a monografia “Cadenas de Markov
y Teoria de Potencial” do 28° Coloquio Brasileiro de Matematica
[2], para construir aproximagoes discretas do operador Laplaciano no
tridngulo de Sierpinski K. Uma vez construido o operador Laplaciano
A em K e obtidas algumas das suas propriedades, podemos pelo
menos definir o qué entendemos por equacao de Poisson Af = g e
por equagao do calor dyu = Au em K.

O triangulo de Sierpinski K possui a propriedade seguinte. Se
tirarmos os pontos médios dos trés lados externos dele, cortamos o
tridngulo em trés pedagos desconexos. Esta propriedade se conhece
como ramificacao finita, e ela nao é uma propriedade geral de todo
fractal. A construcao do operador A apresentada nesta monografia
usa de maneira fundamental esta propriedade. Por uma parte, isto é
uma desvantagem, posto que nao seria possivel em principio adapté-la
para outros fractais que nao paresentem esta propriedade de ramifi-
cagao finita. Por outra parte, ha sim notérios exemplos de fractais
finitamente ramificados; em particular drvores sao finitamente rami-



Figura 2: Uma arvore aleatoria de alta interconetividade (imagem
cortesia de Igor Kortchemski).

ficados. Na Figura 2, vemos um exemplo nao trivial de arvore, que de
fato é sim um modelo razoével de interconetividade. Esta arvore cor-
responde a uma arvore aleatoria na qual com enorme probabilidade
existe um ponto especial (a raiz da arvore) que esta conectado a uma
fragao significativa dos outros pontos da arvore, enquanto os outros
pontos estao tipicamente conectado s6 a uns poucos outros pontos.
Esta propriedade é tipicamente encontrada em grafos que modelam
interconetividade.

Ao custo duma certa perda de generalidade, a exposi¢ao nesta
monografia tenta ser o mais elementar e auto-contida possivel. Em
particular, os pré-requisitos sao um curso bésico de equagoes dife-
renciais ordinarias e um curso de teoria da medida. Em particular,
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ndo é necessario um conhecimento prévio de analise funcional ou de
equagoes diferenciais parciais para seguir a exposi¢do, mas o leitor
atento notara que grande parte das defini¢oes e demonstragoes desta
monografia seguem muito de perto ideias cléssicas de anélise fun-
cional e equagoes diferenciais parciais. De forma mais precisa, os
pré-requisitos sao os seguintes:

e O teorema de unicidade de equagoes diferenciais de Picard-
Lindeloft,

e o fato que todo espago métrico é completavel,

e a completitude do espago de medidas com respeito & topologia
fraca,

e 0s teoremas de Tonelli e da convergéncia mondtona.

Varias das demonstragoes poderiam ser simplificadas e generali-
zadas usando em pontos chave elementos de analise funcional, como o
lema de Riesz, mas visando manter os pré-requisitos no minimo pos-
sivel, ditas provas foram adaptadas para nao usar analise funcional.
Este fato faz com que os enunciados dos teoremas nesta monografia
sejam essencialmente diferentes dos encontrados nas referéncias [3]
e [4]. Como ndo ha resultados novos nesta monografia, mas muitas
das demonstracoes sao originais, decidimos chamar de ‘Proposicao’ a
todos os teoremas, lemas ou corolarios enunciados na monografia.

A maijor parte desta monografia foi preparada durante a visita do
autor ao “Laboratoire d’Analyse, Topologie et Probabilité"da Univer-
sité Aix-Marseille. O autor agradece a hospitalidade e a cordialidade
de todos durante a minha estada.
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Capitulo 1

O Triangulo de Sierpinski

1.1 Construcao do Triangulo de Sierpinski

Sejam ag = (0,0), a1 = (3, ?), az = (1,0) os vértices de um tridn-
gulo equilatero Ty € R2. O triangulo T4 esta formado pelos pon-
tos da forma poag + pirai + paaz, onde pg, p1, po € Ry ! satisfazem
po + p1 + p2 = 1. Definiremos as transformacdes afins ¢; : R2 — R?,

Figura 1.1: O triangulo 7

1=0,1,2 como
(z + a;) (1.1)

N | =

pi(z) =

1Usaremos as convengdes No = {0,1,...}, N={1,2,...} e R}y = [0, 0).

1
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Figura 1.2: As primeiras etapas da construcao de K

para x € R? e i = 0,1,2. Definamos os conjuntos {K,;n € Ng}
em R? de maneira indutiva. Comecamos definindo Ky = Ty e para
n > 0, definimos
i=0,1,2

Notemos que K; C Ky. Um argumento indutivo mostra que entao
K,+1 € K, para todo n € Nyg. Como o conjunto Ky é compacto
e as fungbes ; sdo continuas, vemos que K, é compacto para todo
n € Ny. Pelo teorema dos compactos encaixados, o conjunto

K= () Kx (1.3)
neNp

é compacto e nao vazio. Chamaremos ao conjunto K de tridngulo de
Sierpinski. Pelo momento s6 sabemos que o conjunto K é nao vazio,
mas a figura 1.2 sugere uma estrutura especial para K: o conjunto
K é um fractal.

Agora apresentaremos uma outra construcao do conjunto K que
mostra que K tem muitos pontos. Seja Vo = {ag, a1,as} e definamos
a sequéncia {V;,;;n € Ny} de pontos em R? de forma indutiva como

1=0,1,2

para todo n € Ny. Notemos que Vo C Vi e de forma indutiva, V,, C
Vint+1 para todo n € Ny, Além disso, como Vy C Kj, vemos que
V. C K,, para todo n € Ny. Definamos

Voo = [ Vo (1.5)

neN
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Olhando com atengdo para a Figura 1.2, vemos que o conjunto
K,, esta composto por 3" tridngulos de lado 2% Cada un destes tri-
angulos é a imagem de 7Tz sob uma sequéncia de transformagoes afins
escolhidas dentre {p;;7 = 0,1,2}. Nao é dificil se convencer de que
dita sequéncia ¢é tnica para cada tridngulo. Uma forma eficiente de
identificar estes tridngulos é a seguinte. Dizemos que uma sequéncia
finita i = (i1,...,%¢) € uma sequéncia terndria se i, € {0,1,2} para
todo k € {1,...,¢}. Diremos que £ é o tamanho da sequéncia i. Para
cada sequéncia ternaria i de tamanho /¢, definiremos ¢; : R? — R2
como

pi(z) = pi,0- - -opi(x) (1.6)

para todo z € R%. Para cada sequéncia ternaria i, definiremos 7; =
i(Tz). Notemos que esta notacdo é consistente com a notagio Ty =
Ky, se interpretarmos @ como a sequéncia ternéria de tamanho zero
e ¢z como a identidade. Temos as propriedades seguintes:

Proposigao 1. Seja n € N, e seja I, o conjunto de sequéncias
terndrias de tamanho n. Entao,

i)
K,=|J T (1.7)

icZ,

it) Parai#j € I, a intersecdo de Ty e Tj € vazia ou tem exata-
mente um ponto.

ii1) O conjunto V,, é formado pelos vértices dos triangulos {Ti;i €
Z,}. Em particular, a cardinalidade de V,, € igual a 3(3" +1).

1

iv) Para todo i € I,,, o tridngulo T; tem lado .

A prova desta proposigao é muito simples, e portanto sera omitida.
Chamaremos aos elementos do conjunto {7;;i € Z,,} de tridngulos de
K,,. Esta proposi¢ao tem a consequéncia seguinte:

Proposigao 2. O conjunto K € igual ao fecho do conjunto V.

Demonstra¢go. O item iii) da Proposi¢do 1 implica que Vo, C K e
como K é compacto, concluimos que o fecho de V,, esté contido em

K. Sejam z € K e e > 0. SejanENtalquez%gs. Sejaie 7,
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tal que = € Ti; note-se que hé pelo menos uma e no méximo duas
sequéncias ternarias i € Z,, com essa propriedade. Seja y um dos
vértices de 7;. Entéo, y € V, e |y — z| < % <e2 Comoz e Ke
€ > 0 sao arbitrarios, concluimos que K esta contido no fecho de V,

0 que prova a proposicao. O

1.2 Dimensao de Hausdorff

Uma das propriedades mais surpreendentes do tridngulo de Sierpinski
K e de fractais em geral, é que a dimensao do conjunto K é fracio-
ndria. E claro que neste momento, esta afirmacao é totalmente vazia
do ponto de vista matematico, visto que nao contamos nem com uma
defini¢ao de fractal, nem com uma defini¢do de dimensao que admita
valores fracionarios. No entanto, olhando para a Figura 1.2 o tri-
angulo de Sierpinski K parece ser um justo candidato (poderfamos
dizer exemplo?) de fractal. Logo, se definirmos alguma nogao de
dimensao, entao poderemos testa-la no conjunto K.

Denotaremos por B(R?) a o-algebra de Borel® associada a topo-
logia usual de R¢.

Sejam x € R% e 7 > 0. A bola aberta de centro x e raio r (ou
simplesmente a bola) é definida como

B(z;r) ={y eRd;|y—:1c| <r}. (1.8)

Seja B € B(RY) um conjunto de Borel dado. Uma cobertura de B
por bolas é uma familia A = {A;;¢ € Z} finita ou enumerével de
bolas, tal que

BC A (1.9)

i€l

Notemos que é possivel parametrizar a cobertura A por {(z;;7;);i €
T}, onde {z;;i € T} é uma sequéncia de pontos (diferentes!) em R?
e {r;;i € Z} é uma sequéncia de nameros positivos: basta escolher

2Denotaremos por |z| a norma Euclidiana de z: para z € R?, |z| = (22 +--- +
211/2
x2)t /2.
3Nestas notas, néo precisaremos do conceito de conjunto de Borel; as definigbes
serao feitas para conjuntos de Borel por completitude. O leitor nao familiarizado
com o conceito de conjunto de Borel pode trocar a frase “conjunto de Borel” por
“compacto” sem perda de generalidade.
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x; igual ao centro e r; igual ao raio da bola A;. Definimos o raio da
cobertura A (e o denotamos por |.A|) como o supremo dos raios das
bolas que a constituem:

| A = supr;. (1.10)
ieT
A medida exterior de Hausdorff de ordem X € [0, d] do conjunto B se
define como

Uy = lim inf . (1.11)
r—00 | A|<r £
i€l

Notemos que o infimo nesta definigao é sob coberturas por bolas de
B de raio menor ou igual a . Observemos que o limite em 7 esta bem
definido, mas pode ser igual a co. De fato, ao diminuir r, o infimo
passa a ser calculado sob um conjunto de coberturas menor, pelo que
o infimo cresce quando r | 0. Notemos que para r < 1, >, r? é
decrescente em A, pelo que a aplicagdo A — 7, (B) é decrescente em
A. Este fato sera utilizado repetidamente durante esta segao, sem
mencioné-lo explicitamente. Definimos a dimensao de Hausdorff do
conjunto B como

dimy (B) = inf {\ € [0,d]; 7»(B) = 0}. (1.12)

Se o conjunto acima for vazio, definimos dimg(B) = d. Notemos que
7A(B) > 0 para todo A < dimg(B), e que 74 coincide com a medida
de Lebesgue em R%, pelo que se a medida de Lebesgue de B for nao
nula, entdo dimy(B) = d.

Proposi¢ado 3. Para todo A < dimpy(B), Ux(B) = co.
Demonstracdo. E suficiente mostrar que para todo A < )¢ tal que
A(B) > 0, 7x(B) = co. Se UA(B) > 0, entdo existem 6 > 0e rg > 0

tais que ), r7° > ¢ para toda cobertura por bolas de B de raio menor
ou igual a rg. Portanto, se o raio da cobertura for menor ou igual a

7, entao
)
ZT? > ZF)\—/\OT;‘O > oo (1.13)
i i

Como m% — oo quando 7 — 0, a proposigao esta provada. O
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Para calcular a dimensao de Hausdorff do tridngulo de Sierpinski,
usaremos a proposicao seguinte:

Proposicao 4. Suponhamos que existe A € [0,d] tal que v)(B) €
(0,00). Entao, dimpg(B) = A.

Demonstracao. Segue imediatamente da proposigao anterior. O

Proposigcao 5. A dimensao de Hausdorff do conjunto K € igual a
log 3

log2*
Demonstracao. Seja By a bola fechada de centro zg = (%, %) e raio
ry = ‘ég Em outras palavras, By é o circulo (solido!) circunscrito

ao tridngulo 75. Para cada sequéncia ternaria i, definimos B; =
vi(Bgz). Do mesmo jeito, definimos x; = pj(zg), e 13 = g—’f, onde ¢
é o comprimento da sequéncia i. Desta forma, B; é a bola fechada
de centro z; e raio r;. O conjunto {B;j;i € Z,,} é uma cobertura de
K, e portanto de K, por bolas fechadas. Logo, para todo ¢ > 0, a
familia A, = {(zi, (1 + €)ri);i € Z,,} ¢ uma cobertura por 3" bolas

(1+e)re
2"’1.

abertas de K, cada uma delas de raio . Concluimos que para

todo A € [0,d],

Ty
o
Portanto, para todo A > %ggg, o lado direito desta desigualdade con-
verge a 0 quando n — oo e portanto 7y (K) = 0.

Seja agora A uma cobertura por bolas de K. Como K é com-
pacto, A possui uma subcobertura finita, pelo que ao calcular Dy,
podemos restringir o infimo a coberturas finitas. Logo, sem perda de
generalidade, seja A uma cobertura finita. Podemos supor também
que o raio de A é menor a rg. Seja e € (0, %) Multiplicando o raio
de cada bola por um nimero em [1,2), obtemos uma nova cobertura

7 (K) §3“( )/\:rgexp{n(logi%f)\log@}. (1.14)

A = {(x;7);i = 1,...,£} tal que todos os raios das bolas nela sao
da forma 7; = (1;2””, com n; € Ng. Temos que
¢ 1L
dord> 272173. (1.15)

. 1— . L. N
Temos que uma bola de raio < 22% interseta no maximo 4 trian-

gulos de K,,,. Além disso, para todo m > n,; cada tridngulo de K,
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contém exatamente 3™~ ™ tridngulos de K,,. Portanto, para todo
m > maxi<;<¢n;, cada bola A; = B(z;,(1 — ¢)7;) interseta no méa-
ximo 4 - 3™~ triangulos de K,,. Como A é uma cobertura de K e
o conjunto K contém os lados de todos os tridngulos 7;, concluimos
que

¢

¢
24 -3m7" > 3" de onde ; 371“ >

i=1

(1.16)

e~ =

Por outra parte,

3}% N (;)A - ((1 —r;)rg)A = ((1 EZ)TZ)A’ (1.17)

de onde concluimos que

(1—e) )

4
Dot iy (1.18)

e portanto 7y (K) > 2:% > (0. Usando a Proposigao 4, a proposigao
esta provada. O

1.3 Medida de Hausdorff

Na se¢ao anterior, definimos a medida exterior de Hausdorff 7, (B) de
ordem ) para conjuntos de Borel B € B(R?). Se bem a definicio de
x(B) faz sentido para todo conjunto B C R¢, é um fato conhecido
da teoria da medida que uma medida exterior definida num certo
espago mensuravel E pode ser estendida a uma medida, somente se
restringirmos a definicao a conjuntos mensurdveis. A definigao de
conjunto mensuravel depende da medida exterior em questao, mas é
possivel provar que no caso das medidas de Hausdorff, conjuntos de
Borel sao sempre mensuraveis, pelo que é possivel falar da medida
de Hausdorff v5(B) de um conjunto de Borel B € B(R?). Se bem ¢
possivel usar a teoria da medida abstrata para construir ditas medidas
de Hausdorff, nos s6 estaremos interessados no exemplo do tridngulo
de Sierpinski. Nesse caso, veremos que hé a nossa disposicao um
método construtivo para definir a medida de Hausdorff em K.
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Denotaremos por M(K) o conjunto de medidas finitas definidas
em K. Para cada n € Ny, seja u™ € M(K) a medida definida como

J™(dx) = 3% S 6. (dn), (1.19)

zeVy,

onde d,, é a delta de Dirac no ponto € K. Em outras palavras, para
toda funcao f: K — R,

[ @ =52 3 s, (1.20

zeVy

Proposigao 6. Eziste uma medida p em K tal que ™ — p quando
n — 00, com respeita a topologia fraca no espago de medidas finitas
M(K) em K.

Demonstragio. Pela Proposi¢io 1, V,, tem 2(3" + 1) pontos. Seja 7
um dos tridngulos de K,,. Entao, existe i € Z,, tal que 7 = ¢;(Tz).
Portanto, para todo m > n temos que V,, N7 = ¢;(Vi—pn) € em
particular o conjunto V,,, N7 tem 2(3™~"+1) pontos. Logo, u™ (1) =
3(3x — 37). Para f: K - Re A C K, definamos a oscilagdo de F
em A como

osc(f; A) = sup |f(y) — f(=)]- (1.21)

z,y€A

Lembremos que para mostrar convergéncia com respeito a topologia
fraca em M(K), devemos provar convergéncia das integrais de fun-
¢oes continuas. Denotaremos por C(K) o espago de fungoes continuas
f: K = R. Afirmamos que para toda f € C(K), o limite (que cha-
maremos por enquanto de) f fdp = lim,_ f fdu™ existe. De fato,
sejam m,n, ¢ € N tais que m > n > {. Para cada i € Zy, seja y; um
dos vértices do tridngulo 7;. Temos que

[ [ ] < ezzj\ /T fdum /T fdur

< O[5 () — (T
_é|f(y)||u (i) — u™(T5)| 12

+ Z ose(f; T) (b () + " (Th)|

i€z,
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Como o conjunto K é compacto, a fun¢do f é limitada e unifor-
memente continua. Em particular, sup;cz, osc(f;7;) converge a 0
quando ¢ — co. A soma acima esté limitada superiormente por

%Hflloo(gn%z—W%)+%§;§080(f;ﬁ)(2—;w%z—y%)~ (1.23)
i€z,

Tomando o limite quando m, n — oo e depois o limite quando £ — oo,
concluimos que a sequéncia { f fdu™;n € Ny} é de Cauchy, e portanto
convergente.

Pela lineariedade do limite e da integracao com respeito as medi-
das {u™;n € Ny}, a aplicacdo f +— [ fdu é um funcional linear de
C(K) em R. Para provar que efetivamente existe uma medida y tal
que u” — p quando n — oo, é suficiente provar que este funcional
linear é continuo, e utilizar o Lema de Riesz. Mas para quaisquer

frg9 € C(K),

| [ tdn= [ odu| = i | [~ gpanr

< Tim || = glleop™(K) < 311 = gl
n—oo

(1.24)

o que prova a continuidade do funcional linear f +— f fdu, e finaliza
a prova da proposicao. O

Fora um fator multiplicativo nao relevante, a medida p coincide
com a medida de Hausdorff definida em K. Esta medida tem proprie-
dades interessantes, como por exemplo auto-similariedade no sentido
seguinte: para quaisquer conjunto de Borel A C K e i € {0, 1,2},

1

p(pi(A)) = gM(%‘(A))- (1.25)

Notemos que ¢; é uma %—contra(;éo. Uma forma de entender a di-

mensdo de Hausdorff de K ¢ notar que dimpy (K) = log(3)/log(3).

1.4 A métrica de Hausdorff e conjuntos in-
variantes

Na Secao 1.1 descrevemos duas construgoes equivalentes do tridngulo
de Sierpinski K. Ambas construc¢oes foram baseadas num método
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iterativo; a diferenca provém da escolha do conjunto inicial. A inde-
pendéncia do resultado final ndo é uma coincidéncia, como veremos
a continuacao.

Sejam A, B C R? dois conjuntos compactos. Definimos a distancia
(se bem ainda ndo sabemos se é uma distancia ou nao!) entre A e B
como

di(A, B) = sup inf |z — y| + sup inf |y — x|. (1.26)
rzcAyeB zeByeA

A interpretacdo geométrica da distancia dg (A, B) é a seguinte. O
namero infye p |[£—y| representa a distancia do ponto x ao conjunto B,
pelo que dy (A, B) é simplesmente a distancia do ponto mais afastado
de A ao conjunto B, mais a distancia do ponto mais afastado de B
ao conjunto A.

Em principio, o nimero dg (A, B) esta bem definido para quais-
quer conjuntos A, B € R? (ainda que possa ser igual a co), mas a
restricao a conjuntos compactos possui propriedades especiais.

Proposicao 7. Seja K a familia de conjuntos compactos de R%. A
funcao dg : K x K — Ry € uma distincia.

Demonstrag¢ao. Lembremos que para provar que a funcdo dg(-,-),
temos que provar que ela é simétrica, positiva a menos que os ar-
gumentos sejam iguais, e que ela satisfaz a desigualdade triangular.
Sejam A, B € K. Se dy(A,B) = 0, entdo inf,cp |z — y| = 0 para
todo x € A. Como B é compacto e a norma Euclidiana é uma fungao
continua, o infimo é alcangado em algum ponto, pelo que z € B.
Logo, A C B. De forma reciproca, B C A e concluimos que A = B.
A defini¢ao de dy é claramente simétrica nas suas variaveis, pelo que
s6 falta provar a desigualdade triangular. Sejam A, B, C € K. Entao,

sup inf |z — 2| < sup inf inf {|z —y|+ |y — 2|}

z€A zeC r€AyeB zeC (1 27)
< sup inf | — y| + sup inf |y — 2, '
r€AyeB yeEB z€C
e trocando os papéis de C' e A,
sup inf |z — z| < sup inf |y — z| + sup inf |y — x|. (1.28)

z€C x€A zeC yeB yEB €A
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Somando ambas desigualdades, obtemos a desigualdade triangular
para dg, 0 que prova a proposicao. O

Proposicao 8. O espago (K,dy) € um espago métrico completo.

Demonstragao. Na proposigdo anterior, provamos que (K, dy) (cha-
mado simplesmente de K daqui em diante) é um espago métrico.
Falta provar a completitude dele. Seja {C,;n € N} uma sequéncia
de Cauchy em K. Para A € K e r € Ry, definamos a bola fechada
de raio r em torno de A como

] — d. ; _
BlA;r)={yeR ,;2£|x yl <r}. (1.29)

Notemos que dp (A, B[A;r]) = r e notemos também que para quais-
quer conjuntos A,B € K, se dg(A,B) < r entdo A C B[B;r] e
B C B[A;r].* Suponhamos por agora que dg(Cpi1,Cp) < 3%

Nesse caso,

1
dp(Cnm,Cy) < 5 " 3n Para todo m > n. (1.30)
Definamos F,, = B[C},; ?%] Pela desigualdade triangular,

dH(Fn+17 Cn) < dH(Fn—H; On+1) + dH(Cn—i-h Cn)
o1 21 (1.31)
—3ntl T gn 3 30t

Portanto, Fj, 41 C F,, para todo n € N. Em particular, a sequéncia
{F,;n € N} & uma sequéncia de compactos encaixados, pelo que o
conjunto

C=)Fn (1.32)

neN

é um conjunto compacto e ndo vazio. Afirmamos que C é o li-
mite da sequéncia {C,;n € N}. De fato, pela Proposigdo 9 a se-
guir, dg(F,,C) = 0 converge a 0 quando n — oo. Além disso,
pela construcao de F, temos que dg (C, Fy,) = 3,7% e em particular
dy (Cy, F,,) também converge a 0 quando n — oo. Isto prova a propo-
si¢do no caso em que dg (Cpy1,Cp) < 3% para todo n € N. No caso

4De fato, alguns autores definem a distancia dg (A, B) como o minimo dos
nameros r com esta propriedade.
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geral, é possivel escolher uma subsequéncia {ns; ¢ € N} de modo que
dy(Cny+1,Ch,) < 32% para todo ¢ € N. Esta subsequéncia converge

a um limite C'. Pela desigualdade triangular,
dH(C[,C) S dH(OK)Onz) + dH(Cne)O)7 (133)

0 que prova a convergéncia da sequéncia completa ao conjunto C €

K. O

Proposicao 9. Seja {F,;n € N} uma sequéncia de compactos en-
caizados, isto €, F,11 C F, para todo n € N. Seja F = N, F,.
FEntao,

lim dy(F,,F)=0 (1.34)

n—oo

Demonstra¢ao. Como F, 11 C F,, para todo n € N, temos que
dH(F7L+17F) S dH(F7L7F) (135)

para todo n € N. Portanto, a sequéncia {dg(F,, F);n € N} tem um
limite finito e néo negativo a. Entdo existe uma sequéncia {z,;n € N}
tal que z,, € F,, e d(F,z,) > a para todo n € N. Como z, € F;
para todo n € N, existe uma subsequéncia n’ tal que z,  converge a
um ponto x. Mais ainda, para todo n € N a sequéncia {z,/}, esta
eventualmente em F,,. Logo, x € F,, para todo n e em particular
x € F. Por outra parte, dy(z,F) > dy(zn, F) — du(z,z,), que
converge a a. Logo, a = 0 e a proposigao esta provada. O

A distancia dg € conhecida como a métrica de Hausdorffno espago
K. Consideremos agora a fungao ¢ : K — K definida como

D(A) = U vi(A) para todo A € K. (1.36)
i=0,1,2

Como as fungoes {p;;i = 0,1,2} sdo %-contra(;ées (em R2!), vemos

que di (®(A), ®(B)) < 1dy (A, B) para quaisquer compactos A, B €
K. Em outras palavras, ® é uma %—contra(;éo (em K!). A proposicao
seguinte se conhece como o teorema de ponto fixo de Banach:

Proposicao 10. Seja (E,d) um espago métrico completo e seja y €
[0,1). Seja ® : E — E uma ~y-contragao, isto é, d(®(z),®(y)) <
~vd(z,y) para quaisquer x,y € E. FEntdo, a equagio ®(x) = = tem
uma unica solucao.
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Esta proposigao é classica, pelo que omitiremos a prova dela.
Usando esta proposi¢ao para a funcao ® definida acima, vemos que
existe um tnico conjunto compacto K C R? tal que

K= ] »i(K). (1.37)
i=0,1,2

Mais ainda, para qualquer compacto K’ C R2, a sequéncia de com-
pactos {®"(K');n € N} converge a K com respeito & métrica de
Hausdorff. O conjunto K é um velho conhecido nosso: corresponde
ao triangulo de Sierpinski. De fato, esta proposicao pode ser usada

para obter uma nova prova da Proposigao 2.

1.5 Exemplos de fractais

A Proposicao 10 nos permite construir exemplos de fractais de ma-
neira simples.
Para i,j = 0,1, 2, definamos 1; ; : R? — R? como

Vi j(z) = 3 (z + (i,4)) para qualquer = € R”. (1.38)

O carpete de Sierpinski se define como o tinico compacto Kcg tal que

Kes = | ij(Kes). (1.39)
(4,5)#(1,1)

E possivel provar que a dimensao de Hausdorff do carpete de Si-
erpinski Kcg é igual a Bég. Ao olhar a Figura 1.3, o triangulo de
Sierpinski e o carpete de Sierpinski parecem similares; um deles é
obtido retirando o tridngulo central de um tridngulo equilatero e re-
petindo o procedimento nos trés tridngulos resultantes, e o outro é
obtido retirando o quadrado central de un quadrado e repetindo o
procedimento nos oito quadrados resultantes. No entanto, do ponto
de vista da ané&lise nesses fractais, eles possuem uma diferenca essen-
cial. O tridngulo de Sierpinski é um exemplo de fractal finitamente
ramificado, isto é, é possivel separar ele em pedagos desconexos ti-
rando um ndmero finito (neste caso dois) de pontos dele. O carpete
de Sierpinski ndo € finitamente ramificado. A teoria de anélise que
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Figura 1.3: O carpete de Sierpinski

apresentaremos nestas notas em principio pode ser generalizada para
fractais finitamente ramificados, mas para fractais como o carpete de
Sierpinski, é necesséario desenvolver uma teoria completamente dife-
rente.

Um outro exemplo de fractal finitamente ramificado que pode ser
construido de forma similar ao carpete de Sierpinski é o fractal de
Vicsek, que se define como o tnico compacto Ky tal que

Kv= |J vi(Ey). (1.40)
1+j par
Neste caso, retirando o ponto (%, %), separamos o conjunto Ky em

quatro partes desconexas. A dimensdo de Hausdorff de Kv é igual a
log 5
log 3" . . .

Um exemplo muito popular de fractal finitamente ramificado é a
drvore de Hata. Consideremos as fungoes

fi(z) = g2, fo(z) = 5(z +(1,0)). (1.41)

Sejam v € (0, %) e T : R?2 — R? uma rotacdo. Consideremos além
de fi e fy a funcao

fo(z) =~Tx+(0,1). (1.42)
A arvore de Hata se define entdo como o tnico compacto Ky tal que
Ku= |J fi(Ku). (1.43)

i=0,1,2
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Figura 1.4: A arvore de Hata com v = é e rotagao de 60°.

Variando os pardmetros v e T' podemos obter fractais que se pa-
recem com “arvores” ou “folhas”. A restrigio v < % provém da
proposicao seguinte, que enunciaremos sem demonstragao:

Proposicao 11. Seja ¢ = {1;;i € T} uma familia finita de fungdes
continuas em R?. Seja

[¥i(z) = ¥i(y)|

(1.44)
Ty |z -y

e suponhamos que v; < 1 para todo i € Z. Entao, existe um unico
compacto Ky tal que

Ky = J¢i(Ky). (1.45)

i€l

Além disso, seja B > 0 tal que Ziel%ﬁ = 1. Entao, dimpy(Ky) <
B Ad.



Capitulo 2

O Laplaciano em K

2.1 O Laplaciano discreto em R?

O nosso objetivo é construir o operador Laplaciano em K. Para
comegar, nesta se¢ao recordaremos brevemente a definigao e algumas
das propriedades do Laplaciano em R?. Dizemos que uma funcio

2
f:R? = R ¢ de classe C? se as derivadas parciais e af - existem
.7

e sdo continuas para todo par ordenado (i,j) € {1,...,d}2. Seja
f:R? — R uma funcio de classe C?. O Laplaciano Af : R? — R se
define como

L

) para todo = € RY. (2.1)

=3 5

Seja n € N um parametro de escala. Uma aproximagao discreta
classica do Laplaciano A f é dada por

D) =Y (flo+2) - @), (2.2)

onde a soma é sobre vetores z da forma +e;, onde {e;;i =1,...,d} é
a base canonica de R%. Esta formula reflete a intuicdo geométrica que
nos disse que Af(z) representa a diferenca entre o valor de f em x e
o valor médio de f numa vizinhanca em torno de x. Porém, ha um

Q)
sw

16
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elemento que nao é explicado pela intuigdo geométrica: a constante
de escala n? em frente 4 soma definindo A,, f(z). Este fato que parece
completamente trivial em R? sera de importancia capital na definicao
do Laplaciano no tridngulo de Sierpinski K.

2.2 O Laplaciano discreto num grafo finito

Para compreender melhor o Laplaciano discreto num contexto geral,
precisaremos de introduzir a nocao de grafo. Um grafo é um par
G = (V,E) constituido por um conjunto de wvértices V', finito ou
enumeravel, e por um conjunto de elos E CV x V. Oselose € E
representam unioes ou conexoes entre vértices de V. Se o conjunto
V for finito (e portanto E também sera finito), dizemos que G é
finito. Dizemos que um grafo G nao tem lagos se para todo = € V,
(z,2) ¢ E. Em outras palavras, se ndo ha auto-conexdes no grafo G.
O grafo G se diz nao orientado se E for um conjunto simétrico, isto
é, se (z,y) € E = (y,x) € E para todo par (z,y) € Vx V. Seja G =
(V, E) um grafo nao orientado. Dizemos que z,y € V sdo vizinhos se
(z,y) € E (e portanto (y,x) € E também). Nesse caso, usaremos a
notagao x ~ y. O grafo G se diz conexo se para quaisquer z,y € V
existir uma sequéncia finita de vértices v = {zg,x1,...,2¢} tal que
To=2x,xp =Yy e T;—1 ~ x; para todo ¢ € {1,...,¢}. Dita sequéncia
se diz um caminho de x a y, e o nimero ¢ se diz o comprimento do
caminho 7. Chamaremos de passos do caminho v a cada um dos
pares (z;—1,2;), 1 =1,... L.

A partir de agora, suporemos que G = (V, E) é um grafo finito,
sem lacos, nao orientado e conexo. Para nao ter que lidar com ca-
sos triviais, suporemos que G tem mais de um vértice. A distancia
de(x,y) entre dois pontos z,y € V se define como o menor nimero ¢
tal que existe um caminho de x a y de comprimento ¢£. Como o grafo
é conexo, dg estd bem definida. Concatenando um caminho de = a y
de comprimento minimo com um caminho de y a z de comprimento
minimo, vemos que dg satisfaz a desigualdade triangular. A sime-
tria de dg vem do fato que o grafo G é nao orientado. Por defini¢ao
dg(z,y) =0 < z =y. Logo, dg é efetivamente uma distancia em
V.

O grau de um vértice z € V se define como o ntmero de vizinhos



18 [CAP. 2: O LAPLACIANO EM K

de z: gr(z) = #{y € V;y ~ z}. Notemos que em qualquer grafo
conexo com mais de um ponto, gr(z) > 1 para todo z € V.
Seja f : V — R. Definimos Lf : V — R como'

Lf(x)= Z (f(y) — f(=)) para todo x € V. (2.3)

y~z

O operador L definido desta forma é conhecido como o Laplaciano no
grafo G. O operador £ tem a seguinte interpretacao probabilistica.
Um passeio aleatorio {z(t);t > 0} se movimenta em V de acordo a
dindmica seguinte. Quando o passeio esta no sitio x € V, ele aguarda
um tempo exponencial de pardmetro gr(z), no fim do qual o passeio
salta a um dos vizinhos de z, escolhido uniformemente ao acaso. O
operador £ resulta ser o gerador da cadeia {z(¢);t > 0}.

2.3 Os grafos associados a K

Na Secao 1.4 vimos que o processo iterativo que leva a definicao do
tridngulo de Sierpinski define o mesmo conjunto para qualquer con-
junto compacto inicial. Na Figura 2.1 vemos as primeiras etapas da
construgao iterativa de K, usando como conjunto inicial os lados do
tridngulo Ty. En vista da discussao da segao anterior sobre grafos,
vértices e elos, é muito tentador usar estas figuras para definir uma
sequéncia de grafos associados ao triangulo de Sierpinski K. Os vér-
tices do grafo G,, seriam os vértices dos 3™ tridngulos de lado 2" que
formam a n-ésima etapa da construcao, e os elos seriam os 3"+ lados
destes triangulos.

Definamos estes grafos {G,, = (V,,, E,);n € N} de forma mais
rigorosa. A sequéncia de vértices {V;,;n € Ng} dos grafos {G,;n € N}
ja foi definida na Segdo 1.1. Definimos a sequéncia de elos {E,;n €
No} de forma recursiva. Tomamos Ey = {(a;,a;);i # j € {0,1,2}} e
para n € Ny,

Eni1 = {(‘Pi(m)’@i(iy)); (z,y) € En,i =0, LQ}' (2.4)

1Usaremos a convencdo seguinte. Cada vez que aparega o simbolo y ~ x no
indice de uma soma, a soma sera feita sobre todas as variaveis mudas, isto é,
sobre todas as variaveis que nao aparecam fora da soma. Por exemplo, a soma
acima é feita sobre todos os vizinhos y de z. De forma sistematica, se a soma
percorre s6 uma das variaveis ,y, a mesma serd escrita & esquerda do simbolo
~, cOmMo na soma acima.
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AN
JANJA
VAN JAN
AAVAA AAVAA
AAVxVA AVxVAA
AAVAA AAVAA
LA (NN
A JAN A JAN
JAVAVAVAY AVxVA AVxVA AVXVA

Figura 2.1: Os grafos associados ao tridngulo de Sierpinski

Nao é dificil se convencer de que esta defini¢ao rigorosa coincide coma
definicdo formal dada acima. Algumas propriedades elementares do
grafo G,, sdo as seguintes. O grafo G,, tem %(3” + 1) vértices e 371
elos. Para todo z € V,, \ Vo, gr(z) = 4, enquanto gr(a;) = 2 para
i =0,1,2. Para todo z € V, \ V; e para todo n € N suficientemente
grande, a vizinhanca de x é como na figura 2.2:

VANIAN
AVAVAVAN

X

Figura 2.2: A vizinhanca do ponto x

Para f :V, — R, definimos o Laplaciano discreto A, f : V,, = R
como

Anf(z)=5"Y"(f(y) - f(x). (2.5)

Yy~

Exceto pela constante 5", misteriosa neste ponto, A,, € simplesmente
o Laplaciano no grafo G,,. E dificil justificar a escolha da constante
5" em uma frase so; de fato passaremos grande parte das proximas
duas sec¢oes justificando esta escolha.
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2.4 O principio de Dirichlet em R?

Seja D C R? um dominio regular. Por simplicidade, podemos tomar
D = {y € R% |y| < 1}. Seja dD a fronteira de D e seja g : 0D — R.
Suponhamos que g é suave, e consideremos a solucao da equagao de
Laplace

{Af:OemD (2.6)

f=gem 0D

A funcao f satisfaz o seguinte principio variacional: para toda fungao
h: D — R suave tal que h = g em 0D,

/|Vf|2d:z:§/ Vh|*dz. (2.7)
D D

Além disso, hé igualdade se e somente se h = f. Em outras palavras,
a solucao do problema de Laplace coincide com o minimizante da
forma da energia

/ \Vh|*de (2.8)

sob as fungdes que satisfazem h = g em 0D. A integral acima é
chamada de forma da energia por analogia com o seguinte problema
eletrostatico. Imaginemos que D é uma esfera de metal oca. Imagine-
mos que a esfera esta dividida em dois hemisférios separados por uma
banda de material isolante. Agora impomos uma densidade de carga
elétrica num hemisfério, e uma densidade diferente noutro hemisfério.
O potencial elétrico V' produzido pela configuracao de carga especi-
ficada é a solugao da equagao de Laplace, onde g é a densidade de
carga especificada. O campo elétrico associado é dado por £ = VV,
e a energia eletrostatica acumulada no interior da esfera é dada por
[|E|?dx.

2.5 A forma da energia

Para justificar a escolha da constante 5" na definicao de A, te-
mos que compreender a inter-relagdo entre os diferentes grafos G,,.
Frequentemente, varios dos grafos {G,;n € Ny} serdo considerados
simultaneamente, pelo que adotaremos algumas convengoes. Seja



[SEC. 2.5: A FORMA DA ENERGIA 21

Voo = U, V,,. Para z,y € Vi, escreveremos = ~, y se (z,y) € Ey,,
isto é, se x e y sao vizinhos no grafo G,,. Em particular, z,y € V.
Paran € Ng, W DV, e f: W — R, definimos m, f : V, = R como
o f(x) = f(x) para qualquer = € V,,. Em outras palavras, 7, f ¢ a
restri¢gdo de f a V,,. Usaremos a notagao simplificada A,, f para a fun-
¢ao A, (7 f) : Vi, = R. Se nao houver risco de confusdo, usaremos a
notagao f em vez de m, f.

Seja f: Voo — R dada, e definamos para cada n € Ny a forma da

energia
2

Efi ) =(3)" D (fl@) = fy)~.

r~nY

(2.9)

Uma mudanga de varidveis esperta nesta soma mostra que &,(f, f) =
— f fALfdu™, o que em vista da discussdo na secdo anterior justi-
fica 0o nome de forma da energia para &,(f, f) (exceto pela ainda
misteriosa constante 5"!). Esta identidade é tdo importante que a
enunciaremos como uma proposicao:

Proposicao 12 (Formula de Integracao por Partes). Para toda fun-
cao f: Ve — R,

S f) = - / F(@) A f ()" (dr). (2.10)

O seguinte par de proposigoes explicam por qué a escolha da cons-
tante 5" é especial.

Proposigao 13. Sejam ag,ay,as € R. Entao,

a) i%fRZ {(ai = 8" + 3B = 8)*} = £)_ $(cs — a;)*, onde
i i#j
ambas somas sao sobre i,j € {0,1,2},

b) o infimo ¢ atingido se e somente se B; = 23T% onde s =

5
a0+a1+a2.

Demonstragao. Usando multiplicadores de Lagrange, a prova desta
proposicao nao passa dum exercicio um pouco longo de célculo em
varias varidveis, pelo que a omitiremos. O leitor é fortemente con-
vidado a fazer a prova, pois esta proposicao é chave no curso destas
notas. O
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Proposigao 14. Para quaisquer f: Voo — R en € Ny,

Demonstragao. Notemos que &,41(f, f) pode ser decomposta em 3"
somas da forma

(%)RHZ{(% —B;)* + 5B — 8))*}, (2.12)
i#]

onde os nameros «; sdo os valores de f nos vértices de um dos tri-
angulos de V,, e os niimeros [3; sdo os valores da fun¢ao f nos pontos
médios de dito triangulo. Usando a Proposicao 13 em cada um destes
tridngulos, obtemos que &,4+1(f, f) > En(f, f), o que prova a propo-
si¢ao. [

Proposigao 15. Para toda f : V, — R existe uma tunica func¢do
g:Vas1 = R tal que f=mpg e

Demonstragao. Seja T um dos tridngulos de V,, e sejam {xg, z1, 22}
os vértices de 7. Sejam

Yo = %(361 +x2), Y1 = %(1‘2 +20), Yo = %(900 + 1) (2.14)

os pontos de V41 \ V,, contidos em 7. Notemos que todo ponto em
Vo1 \ Vi, € desta forma para algum tridngulo 7 de V,,. E suficiente
definir g(z;) = f(z;) e

258 — f(=s )
o) = 2 para i = 0,12, onde s = (o) + fm) + £(22)
(2.15)
e notar que pela Proposigdo 13 a igualdade (2.13) vale, e para qual-
quer outra escolha de g a igualdade nao vale. O

Em vista desta proposi¢ao, podemos definir, para qualquer fungao
f Ve —R
E(f,1) = lim En(f, ). (2.16)
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Como o limite € mondtono, ele sempre existe; no entanto ele pode ser
igual a co. Chamaremos a £(f, f) a energia de f. Para funcdes cons-
tantes, £, (f, f) = 0 para qualquer n € Ny. Fora este exemplo trivial,
pelo momento nao podemos exibir nenhuma funcao f com energia
finita. Nas proximas se¢des veremos que por uma parte E(f, f) < oo
para uma familia razoavelmente grande de fungbes f : Voo — R e
por outra parte a condigdo £(f, f) < co implica varias propriedades
desejaveis para a fungao f.

Sera util estender a defini¢ao da forma da energia mais um pouco:
para f,g: Ve — R e n € Ny, definamos

Elf9)=1(3)" > (fw) — f(@)) (9(y) — g(x)). (2.17)

r~nY

A aplicagéo (f, g) — En(f, g) se diz a forma bilinear associada a forma
da energia &,(-,-). Notemos que &,(f,g) pode também ser definida
usando a identidade de polarizacao

A identidade de polarizagdo permite estender a formula de integracao
por partes da Proposicao 12: para quaisquer f,g:V, — R,

Ealfog) = / F(2) Ang(a)p" (de) = — / 0(2) A f (@)™ ().
(2.19)

2.6 Resisténcias e métricas em K

Por enquanto nao conhecemos nenhuma funcao f nao trivial com
energia finita. Posporemos a construcao de fungdes nao triviais f :
Voo — R tais que E(f, f) < oo para a proxima segdo; nesta se¢ao
comecaremos supondo que E(f, f) < oo e deduziremos a partir desta
suposi¢ao algumas propriedades de f. Se bem pode parecer estranho
pospor a construcao de fungoes de energia finita, por uma parte pre-
cisaremos na construcao de alguns dos resultados desta secao, e por
outra parte serd util construir ditas fungoes ja sabendo algumas das
propriedades que terao.
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As defini¢Ges a seguir podem parecer pouco naturais & primeira
vista, mas elas sao motivadas pela teoria de potencial discreta, que
por sua vez estd motivada pela teoria de circuitos elétricos. Uma
excelente introdugao ao assunto pode ser encontrada na monografia
"Cadenas de Markov y Teoria de Potencial", do 282 Coloquio Brasi-
leiro de Matematica [2].

Ja mencionamos acima que se f for constante, entao &,(f, f) =0
para qualquer n € Ny. A reciproca vale também: se &,(f, f) = 0,
entdo f é constante em V,. De fato, como &,(f, f) é igual a soma
de termos nao negativos, &,(f, f) = 0 implica que todos esses termos
sao nulos, o que por sua vez implica que f(z) = f(y) para quaisquer
xz,y € V, tais que z ~ y. Como o grafo G,, é conexo, isto implica que
f é constante em V,,. Para cada z,y € V,, definamos

@ -
Ruley)= sw e TG (2.20)
En(f,f)#0

Notemos que para qualquer z € V,,, R(z,z) = 0. Notemos também
que para quaisquer a,b € Ren € Ny, E,(af +b,af +b) = a?’E,(f, f)
para toda f : V;, — R. Escolhendo a e b de forma adequada, podemos
reescrever R, (x,y) como

Rn(z,y) = sup En(f, f)~" (2.21)
f(z)=0
fly)=1

Tomando a = &,(f, f)"*/2eb=a}, f(2), podemos obter mais uma
formula para R, (z,y):

Ro(a.y) = sup |f(2) = ()", (2.22)

onde o supremo é sobre as fungoes f : V,, — R tais que E,(f, f) =1e
>, f(z) = 0. Notemos que o conjunto de funcdes que satisfazem estas
duas propriedades é compacto: a primeira condi¢ao define um cilindro
em R#V» e a segunda condicdo define um hiperplano de codimensio
1, ortogonal ao cilindro anterior. Em particular, qualquer um dos
supremos na defini¢ao de R, (z,y) é atingido em alguma funcao f.
A funcdo R, (z,y) é conhecida como a resisténcia entre os pontos
z e y, e corresponde ao inverso da corrente gerada entre x e y ao
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aplicar um potencial elétrico unitario entre = e y. Se nada disto faz
sentido para o leitor, nao importa, pois nao usaremos mais nada da
teoria de potencial nestas notas. A fungao R, : V,, x V,, — R é 1util
devido a proposicao seguinte:

Proposicao 16. A funcio (z,y) — /Rn(z,y) é uma distincia em
Vi

Demonstragiao. Como f(xz) =0e f(y) =1, ha pelo menos um par de
vértices xo ~ yo em V;, tais que f(zo) # f(vo), pelo que Ry (z,y) =0
se e somente se z = y. Considerando f = 1— f, vemos que R, (z,y) =
R (y,z). Notemos que

R 7y)—#clt>e_ NAR (2.23)
A desigualdade
Fe) — @l _ 11— fwl |, 1)~ 1) (2.24)

Valr. ) = VELD Velf. f) '

valida para toda fungao f : V;, — R nao constante, implica a desi-
gualdade triangular. O

Esta defini¢ao parece simples, mas veremos que tem consequén-
cias importantes. A ideia é que, por uma parte, é possivel provar
que a distancia /R, (-, ) é Holder-continua com respeito a distancia
Euclidiana em V,,, uniformemente em n, e por outra parte é possivel
provar que toda funcao f : V,, — R é Hélder-continua com respeito a
distancia /R (-, ). Esta ideia sera desenvolvida na seguinte sequén-
cia de proposicoes:

Proposigao 17. Para quaisquer m > n € Ny e quaisquer x,y € V,,
da,, (:L‘7 y) =2"""dg, (l‘, y)

Demonstra¢do. Sejam x,y € V, e consideremos um caminho v =
{.’IJ(), e 7:L‘z} em G117 entre x e y de comprimento minimo. Notemos
que o conjunto V,, é totalmente desconexo como subconjunto do grafo
Gp+1, isto €, nao ha elos em E,, 1 unindo vértices de V,,. O conjunto
Vit1 \ Vi € quase desconexo, no sentido que as partes conexas dele sao
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formadas por trés pontos formando tridngulos no interior dos trian-
gulos de V,,, vide Figura 2.3. Sejam yo = Tpny, Y1 = Tnys-- - Yk = Tn,,
os pontos pertencentes a V,, do caminho =y, ordenados de forma cres-
cente. Em particular, yo = x e yr = y. Afirmamos que n; = 2i para
todo ¢. De fato, para ir de z = yy a y; precisamos pelo menos de
2 passos, pois V,, é totalmente desconexo em G,11. Como V,,_; é
totalmente desconexo em G, vemos que y; tem que ser vizinho de
x em V,. Portanto, ha efetivamente um caminho de comprimento 2
entre x e y1, 0 que prova que n; = 2. O mesmo argumento prova que
n;—n;_1 = 2 para todo i, o que prova a afirmacao. Uma consequéncia
do argumento que acabamos de usar, é que a um caminho de compri-
mento minimo entre x e y em G, 11 podemos associar um caminho
entre x e y em G,, de comprimento igual & metade do comprimento do
caminho original. Ou seja, dg,, ., (z,y) > 2dg, (z,y). Dado um cami-
nho de comprimento minimo {yo, ...,y } entre x e y em G, é muito
facil construir um caminho em G,; entre z e y de comprimento
igual ao dobro do caminho original: basta adicionar ao caminho os
pontos da forma %(yl + y;—1) para ¢ = 1,...,k. Isto mostra que
dg,.. (x,y) < 2dg, (x,y), o que prova que da,_ (%, y) = 2dg, (z,y).
De forma recursiva, concluimos que dg, ., (2,y) = 2Pdg, (x,y) para
todo p € N, o que prova a proposicao. O

Em vista da Proposi¢ao 17, é natural definir a fungao dy : Vo X
Voo — Ry como dy(z,y) = sdg, (z,y) para quaisquer n € Ny,
z,y € V, (note-se que para quaisquer =,y € V., existe n € Ny tal
que x,y € V,). A fungdo dy é uma distancia em V., pois ela herda as
propriedades de distancia das distancias d¢, . A proposicao seguinte
nos d4 uma primeira estimativa para a distancia /R, (-, -):

Proposicao 18. Para quaisquer x ~p, y € V,, /Ru(x,y) < (%)%

Demonstracdo. E suficiente observar que se z ~,, y, entdo &,(f, f) >

(5/3)"(f(y) = f(2))*. O

Observemos que esta estimativa é exata a menos de constantes:
usando a fungéo teste f : V,, — R definida como

1 sez==x
f(z) = {0 st (2.25)
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/ / \

/ \\ / \
/ \ 7 \
L MV__ 4 N __ N

Figura 2.3: O conjunto V,, 41 \ V,, como subgrafo de V,,;1. Os pontos
de V,, estdo marcados em azul, os elos entre pontos de V;,11\V,, estéo
desenhados em preto solido e os elos restantes estao desenhados em
azul pontilhado.

vemos que /Ry (z,y) > 1(2)%.
Proposicao 19. Para quaisquer x,y € Vy, Rut1(x,y) = Ra(z,y).

Demonstragao. Seja f : V, — R uma fungao tal que R, (z,y) =
Ef, )7L f(x) =0e f(y) = 1. Usando a fungdo g construida na
Proposi¢ao 15 como fun¢ao teste para o supremo em (2.21), vemos

que Roi1(2,y) > Enta1(9,9)™" = Eulf, f) = Rulz,y). Por outra
parte, seja f: V41 — R tal que

f(m) =0, f(y) =1, Rn+1($(}, y) = gnJrl(f’ f)_l' (2'26)

Se En(f, f) < Enx1(f, f), entdo existe g : V11 — R tal que g(x) =
f(z) para z € V, e em particular tal que g(x) =0, g(y) = 1, e tal que

5n+1(gag)71 :gn(fa f)71 >gn+1(f7f)717 (227)
o que contradiz o fato que Rp41(z,y) = Eny1(f, f). Concluimos que
Roi1(x,y) = Enlf, ) < Rz, y), (2.28)

0 (ue prova a proposicao. O
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Da mesma forma que a Proposi¢do 17 nos leva a defini¢do da
distancia dy, esta proposicdo nos leva a definir a resisténcia R :
Voo X Voo = R4 como

R(z,y) = Rn(x,y) para quaisquer n € Ng, z,y € V,,. (2.29)

Da mesma forma que dy é uma distancia em V., a funcdo /R(-, )

log(5/3)
2log2

para x ~, y, temos que (%)% = dy(x,y)”. A relevancia da constante
B é explicada pela proposicao seguinte:

também é uma distdncia em V. Seja = Notemos que

Proposicao 20. Eziste ¢ < oo tal que para quaisquer x,y € Vi,
VR(z,y) < cdy(z,y)°.

Demonstracdo. E suficiente provar a proposicdo para x,y € V,, com
uma constante ¢ que nao dependa de n. Sejam x,y € V,. Pela
Proposigao 19, podemos supor que um destes pontos nao estd em
Vn—1. Por simetria, podemos supor que dito ponto é x. Seja v =
{z0,...,2¢} um caminho de comprimento minimo entre x e y. Seja
x1 o primeiro ponto de V,,_; visitado pelo caminho . Afirmamos
que r1=2; para i = 1 ou 2. De fato, como visto no decorrer da
prova da Proposi¢ao 17, como z € V,, \ V,,_1, se o caminho 7 nao
passa por V,,_1, ele fica num subgrafo com 3 pontos. Portanto, nao
pode dar mais de dois passos neste subgrafo. Ao sair do subgrafo,
o caminho chega em V,,_1, o que prova que i = 1,2 ou 3. Se o
caminho v d& 3 passos antes de entrar em V,,_1, ou ele chega num
vértice de V,,_1 que é vizinho de x, em cujo caso ha um caminho dois
passos mais curto, ou ele chega num vértice de V,,_1 que é vizinho
de z1, em cujo caso h4 um caminho de x a y um passo mais curto.
Concluimos que 7 = 1 ou 2. Seja também y; o ultimo ponto de V,,_;
visitado pelo caminho v. Temos que y; = zy_; para ¢ = 0,1 ou 2.
Note-se que o pedago do caminho v que leva de x1 a y; deve ser um
caminho de comprimento minimo entre x; e y1, pois se nao fosse este
0 caso, poderiamos usar dito caminho de comprimento minimo para
encurtar . Recapitulando, todo caminho de comprimento minimo
entre x e y pode ser decomposto em trés pedagos: um primeiro pedaco
com no maximo 2 passos, um segundo pedaco que é um caminho de
comprimento minimo (em G,!) entre pontos de V,,_; e um pedago
com no maximo 2 passos.



[SEC. 2.6: RESISTENCIAS E METRICAS EM K 29

No decorrer da demonstragdo da Proposigdo 17, provamos a afir-
magao seguinte:

e Para todo caminho v de comprimento minimo em G, entre
pontos x,y € V,,_1 existe um tnico caminho 7’ de comprimento
minimo em GG,,_1 entre x e y que esta contido em ~. Mais ainda,
o comprimento de v é igual ao dobro do comprimento de +'.

Utilizemos de forma recursiva esta afirmagéo e vejamos o qué po-
demos dizer sobre o caminho 7. O caminho de comprimento minimo
em (G,_1 entre x e y pode ser decomposto em trés pedagos: um pri-
meiro pedago com no maximo 2 passos, um segundo pedago que é um
caminho de comprimento minimo entre pontos xs,ys € V,,_2 € um
terceiro pedago com no maximo dois passos. Repetimos este racioci-
nio até que x4, = Yy, OU Ty, ~pn_s, Yo, Para algum £y € Ny. Desta
forma obtemos uma sequéncia de pontos {z;,y;;4 =0,...,€y} com as
propriedades seguintes:

a) To =1 e yo =1y,

b) parai=1,...,n — 1, o caminho v vai de z;_1 a x; e de y; a
9;—1 €m no maximo 2° passos,

¢) o caminho v vai de zy, a ys, em exatamente 0 ou 2% passos.

O leitor motivado pode tentar mostrar que o niimero de passos 2°
entre as diferentes etapas da construgao pode ser melhorado, mas no
argumento a seguir, uma constante multiplicativa nao fara diferenca.
Se wy, # Yo,, 0 caminho v tem no minimo 2% passos e no maximo
Lo
200423 2" =5.2% — 4 (2.30)
i=1
Em particular, 2% < dy (z,y) < 5-2%. Se 2, = ys,, entdo xy,_1 #
Xy, OU Yro—1 7 Ye,- Logo, o caminho v tem no minimo 2f0—1 passos
€ no maximo

Lo
2y 2 =4.20 -2 (2.31)
=1

Concluimos que para quaisquer x,y € V,,,

19% <dg, (x,y) <5-2%, (2.32)
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0 que em termos de dy escreve-se como
tdy(z,y) < (z,9)- (2.33)

Afirmamos que /R, (z,y) satisfaz uma desigualdade similar. Com-
binando as Proposigoes 18 e 19, vemos que

VRa(wiwin) <2(2)° '7 (2.34)

(yz;yz+1) 2( ) (235)
VR @ ye0) < <%>"° (2.36)

Lembremos que para todo k € R, (2)F = (1)%*. Usando a desigual-
dade triangular para /R, (-, ), concluimos que existe uma constante
cg tal que

Lo
1 i c
VRu(z,y) < 2‘T"(4 E 2% 4+ 2660) < 25("7% < 2ﬁcﬁdV(xay)57

i=1
(2.37)
0 que prova a proposicao. O

Agora provaremos que a distancia dy é equivalente & distancia
Euclidiana:

Proposicao 21. Existe constante ¢ > 0 tal que dv(z,y) < clz — y|
para quaisquer T,y € Voo

Demonstragio. Comecaremos provando a afirmacao seguinte:
e Para qualquer x € V,, dy(z,a0) < 1.

Procederemos por inducao em V,,. Para x € Vj, a afirmacao é ob-
via. Suponhamos que a afirmagao vale para qualquer x € V,, e seja
2z € Vyui1. Suponhamos que z € Ty = po(Tz), € seja v o caminho
de comprimento minimo entre ¢, Y(z) e ag em V,,. Notemos que a
imagem de v via ¢y € um caminho em V,,; de comprimento? me-
nor ou igual a % Se x € 71, o argumento acima nao funciona, pois

2Na prova desta proposicdo, usaremos como definicio de comprimento de um
caminho v = {xo,...,z¢} em V, o nimero g—n, de modo que o comprimento dum
caminho de comprimento minimo entre x e y, z,y € Vy, seja igual a dy (z,y). Es-
tendendo o caminho v a Vi, m > n da forma natural, vemos que o comprimento

dele nao depende de m.
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nos d4 um caminho de comprimento menor ou igual a % entre x e
¢1(ag). Mas & claro que dy (¢1(ao), ap) = 3, pelo que a desigualdade
triangular prova a afirmagao nesse caso. Se x € T3, o argumento é o
mesmo.

Sejam agora x,y € V. Seja {y € Ny o menor ¢ € Ny tal que
{z,y} € Ti para algum i € Z,. O conjunto 7° = T, N K411 ¢ a
uniao de trés triangulos de Ky, 41, que portanto tém lado 21,0% Ha
dois deles, que chamaremos de 7! e 72, tais que {x,y} pertence a sua
uniao. Seja z o vértice em comum destes dois tridngulos. Escolhamos
os indices de 7', 72 de modo que € T' e y € T?; x e y ndo podem
estar no mesmo 7°¢, i = 1,2, porque 7; é o menor tridngulo com
essa propriedade. Seja ¢; ({2 respetivamente) o menor ¢ € Ny tal
que existe um triangulo 73 (7* respetivamente) em K, (em Ky,
respetivamente), contido em 7! (72 respetivamente) que contém z
mas nao contém x (y respetivamente). Suponhamos que ¢1 > fs;
sendo, simplesmente trocamos o papel de x e y. Notemos que |x—y| >
@2%1 (ver Figura 2.4). Por outra parte, notemos que para qualquer
tridngulo 7 em Ky, qualquer xp € T NV e qualquer vértice 2o de T,
temos que dy (9, 20) < 57. Isto segue do fato que 7 N Vi = ¢i(To)

para algum i € Z; em conjungao com a afirmagao. Concluimos que

1 1 4
dy(z,y) < dv(x,2) +dv(y.2) < 577 + 57,71 < 577
8 (2.38)
< —=ly—x|,
< \/g\y |
0 que prova a proposicao. O

Finalmente, temos todos os ingredientes para provar a principal
proposicao desta secao:

Proposicao 22. Seja f : Voo — R tal que E(f, f) < oc0. Seja f =

102g1(05g/§>)' Entao, existe k > 0 independente de f tal que

F(y) = f(2)| < KE(S, V2] =y (2.39)
para quaisquer x,y € V.

Demonstragao. Se E(f, f) = 0, entdo f é constante e ndo ha nada
que provar. Suponhamos que E(f, f) > 0, Pela defini¢ao de R(,),
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Figura 2.4: Os triangulos 7. Os triangulos 72 e 7% aparecem em
cinza; a fronteira do triangulo 7! est4 marcada em azul e no caso de-
senhado o triangulo 72 é igual ao triangulo 7% . A minima distancia
possivel entre x e y é atingida na linha pontilhada.

vemos que
[f(y) — ()]
s SVR(z,y) < 2Pcgdy (z,y)°
E(f, [)/? (=.9) pdv (@) (2.40)
<nly—af’
para Kk = 2%50, 0 que prova a proposicgao. L]

2.7 Funcgoes harmonicas

Os resultados da sec¢@o anterior ndo sdo muito tuteis a menos que
possamos mostrar a existéncia de fungoes f : Vo — R tais que
E(f,f) < oo. Acontece que a Proposi¢ao 15 nos fornece uma re-
ceita para construir exemplos de tais fungoes. Seja f :V,, — R dada.
Dizemos que uma funcgao g : Voo — R é uma ezxtensdo harmoénica de

f se:

i) g(z) = f(x) para qualquer x € V,, (isto é, f = m,g),
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i) £(g,9) = Enlf. f).

Proposigao 23. Para quaisquer n € Ng, f : V,, — R existe uma
unica extensao harmoénica de f.

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 15, existe uma tnica funcao g,41 :
Vot1 — R tal que

i) gos1(x) = f(z) para qualquer @ € V,, (isto &, f = mugns1),

i) Ent1(gns1, gnt1) = Enlf, f)-

De forma recursiva, existe uma sequéncia de fungoes {g,,;m > n} de
Vi em R tais que

i) para quaisquer m > ¢ >n ez € Vy, gn(z) = go(x),
ii) para quaisquer = € V,, e m > n, g, (x) = f(x),

iii) para qualquer m > n, £, (gm, gm) = En(f, f)-

A fungdo g : Voo — R definida como g(x) = g,n(z) para quaisquer
m >mneax €V, éa extensdo harmoénica procurada. Como g,11 é
unica, as fungoes ,,, m > n sao Unicas e g também resulta ser tnica,
0 que prova a proposicao. O

Observemos que uma outra demonstra¢ao da unicidade da exten-
sao harmonica duma funcao f : V,, — R é a seguinte. Se g, ¢’ forem
duas extensoes harmonicas de f, entdo a diferenca g — ¢’ ¢ uma ex-
tensao harmoénica da fungao nula em V,,. Mas nesse caso teriamos
E(g—4¢g',9—4¢') =0, de onde g = ¢’. Este tipo de argumento sera
explorado mais & frente.

Para f : V,, — R dada, denotaremos por Hf a sua extensao
harmonica, que em virtude da Proposi¢ao 23 estd bem definida. O
caso particular de uma extensao harmonica duma fungao f : Vo — R
é importante: nesse caso diremos que a fungao h = H f é harmonica.

Proposigao 24. O espago de fungoes harmonicas é um espago veto-
rial de dimensao 3.
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Demonstra¢ao. Olhando a expressdo da fungao g obtida na prova
da Proposicao 15, vemos que a extensao harmoénica é uma operagao
linear, pelo que o espago de fung¢oes harmoénicas é um espago vetorial.
Como o espago de fungoes f : Vj — R tem dimensao 3, e toda fungao
harménica é a extensao harménica da sua restricao ao conjunto Vj,
pela unicidade da extensao harmoénica concluimos que o espaco de
fungbes harmonicas também tem dimensao 3. O

A proposigao seguinte justifica a denominagao funcao harmonica.

Proposigao 25. Seja h : Voo — R uma func¢ao harmonica. Entao,
para quaisquer n € Ng e z € V, \ Vo,

Ayh(z) = 0. (2.41)

Demonstragdo. Como h é harmonica, para qualquer £ € Ny h é a
extensao harmonica da sua restrigao m¢h ao conjunto V;. Seja x €
Voo \ Vo e seja £ € Ny tal que © € Vyq \ Voo Sejam y; € Viyq,
i =1,2,3,4 os quatro vizinhos de x no grafo Gy41. O minimo da soma
> (A — R(y;))?* & atingido em Ao = 1 3. h(y;). Portanto, se h(z) #
Ao, poderiamos diminuir £p41(h, h) trocando o valor de h(x) para
Ao, contradizendo o fato que Epy1(h, h) = E(h,h). Logo, Aph(x) =
0. O

Seja h; : Voo — R, 4 = 0,1,2 a funcao harménica que satisfaz
hi(a;) = 84, 7 = 0,1,2. E possivel calcular os valores de h;(z),
z €V, de forma recursiva. Definamos os pontos {bg, b1,b2} como

bo = %(al + (12), bl = %(02 + ao), b2 = %(aO + al)' (242)

Isto é, os pontos {bg,b1,b2} sdo os pontos médios dos lados do tri-
angulo Tz. Resolvendo um pequeno sistema de equagoes lineares ou
lembrando da férmula obtida na prova da Proposicao 15, podemos
provar que

1 j=1i
hi(bj) =435 " . (2.43)
5 Vi 1.
Para calcular h; em V5, podemos usar novamente a féormula obtida
na prova da Proposicao 15, ou podemos usar a observagao seguinte:

pensando cada tridngulo de K; como uma pequena copia do grafo

N
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(1, a extensdo harmoénica em questdo é uma combinagdo linear de
copias das fungdes hg, h1, ha. Seja x € Vo \ V5. Suponhamos que x
estd no tridngulo de vértices ag, b1, ba. Neste caso, x = ¢o(y) para
algum y € Vi \ Vo. As copias de hg, h1, ho mencionadas acima sao
simplesmente as fungoes h; o @51, 1 =20,1,2. Temos que

hi(x) = hi(ao)ho(g ' (x)) + hi(b1)ha(@™ () + hi(b2)ha (™ (z)).
(2.44)
para i = 0,1,2. Depois de examinar as formulas similares no caso em
que x estd em algum dos outros dois tridngulos de K7, vemos que as
fungoes {h;;i = 0,1, 2} satisfazem as relagoes

hiogj= Z hi(e;(ar))hr (2.45)
k=0,1,2

para i,j € {0,1,2}. Em principio, s6 mostramos que estas formu-
las valem para x € V, \ Vi, mas uma vez enunciadas, nao ¢ dificil
provar que elas valem para qualquer x € V. Notemos que as cons-
tantes h;(¢;(ar)) sao os valores das fun¢oes harmonicas nos pontos
bo, b1, b2. Notemos também que a fungao A = 1 é harmoénica. Por-
tanto, Y, hi(x) = 1 para qualquer x € V.. Usando estas observa-
¢oes, podemos simplificar as férmulas para h; o ¢; e obter que

hio i = £(2+3h;)

o= B0+ 1y~ 1), >
Esta formula é muito ttil para calcular valores das fungdes {h;;i =
0,1,2} de forma iterativa. De fato, para qualquer z € V., para
calcular os valores de {h;(¢;(x));i =0,1,2} s6 é necesséario conhecer
os valores de {h;(z);i =0,1,2}.

Neste ponto, o leitor ja deve estar convencido de que os pontos
{ag, a1, a2} sdo especiais. Chamaremos a Vi = {ag,a1,as} de fron-
teira do tridngulo de Sierpinski K. Usando as férmulas de acima
podemos calcular A, hg(a;). Comegaremos com ag. Seja A, o valor
de ho(z) para x ~, ag. Por simetria, este valor é o mesmo para os
dois vizinhos de ag. Vemos que a sequéncia {\,;n € N} satisfaz a
recorréncia
2+ 3\,

: (2.47)

)\n+1 -
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Esta recorréncia pode ser resolvida usando o método de variacao de

parametros. Pondo A, = ¢, ()", vemos que

Cnt+l = Cn + % : (%)"""1’ (248)

de onde )
cn=co+23 (3) =co+ (3" -1 (2.49)

i=1

Concluimos que \,, = 1—|—(%)"(co—1). Como \g = 0, temos que ¢cg = 0
e\, = 1—(2)". Portanto, A,ho(ag) = —2-3". Lembremos que para

5
toda fungao f:V,, > R, > A, f(z) = 0. Em particular,

acEVn

> Anho(ai) = 0. (2.50)
i=0,1,2

Por simetria, Aphg(a1) = Ayho(az), pelo que Ayhg(a;) = 3™ e em
geral,
-2-3", i=y,
3, i
Isto motiva a defini¢ao seguinte. Para f : Vo — Re i = 0,1,2,
definiremos

Anhilag) = { (2.51)

07 f = gwlnf(ai). (2.52)

- 3n
Chamaremos a {97 f;i = 0,1,2} de derivadas direcionais de f em
Vo. Como sugerido pela notacao, o limite 0, f = lim,, 0] f, se existir,
serd o analogo da derivada normal de f na fronteira dum dominio
D C R4

Proposicao 26. Seja f : Vy; = R e seja Hf : Voo — R a extensao

harmoénica de f. Entao, para todo n > ¢,

AtN@ = guen gy s EV e

Demonstragao. Seja i € Z,. Para i = 0,1,2, seja x; = pi(a;). Em
particular, os pontos xg, z1, T2 sao os vértices do tridngulo 7;. Para
y € Voo N Ti, temos que (compare com (2.45)):

Hf(y)= Y fahi(er ), (2.54)

i=0,1,2
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Isto mostra que A, H f(y) = 0 se y ¢ Vi. Seja C'Z"f a derivada dire-
cional da fungao H f o ¢; no ponto a;. Em outras palavras, 57 féa
derivada direcional da fungao f restrita ao triAngulo 7;, avaliada no
vértice x; = pi(a;). Vemos que

or= D, J@)d "hole; ' (x;)
J=0,1,2 (2.55)

= 3" (f(z1) + f(2z2) — 2f(%0)),

e vemos que férmulas similares valem para 0" f, i = 1,2. Somando
as duas derivadas direcionais em x;, a proposicao esta provada. [

2.8 A funcao de Green

Consideremos o problema seguinte. Seja n € Ny e seja A C V,,. Seja
f:A— R e consideremos a equacao de Laplace

{ Aph(z) =0, x €V, \ A, (2.56)

h(z) = f(x), x € A

Proposicao 27. A equagao (2.56) admite uma tnica solugao. Mais
ainda, a solugdo hy desta equacdo € o inico ponto minimo de £,(g, g)
no conjunto

{9: Vi = R;g(x) = f(x) para qualquer x € A}. (2.57)

Demonstragao. A equagdo (2.56) é simplesmente um sistema néo ho-
mogéneo de #V,, equagOes lineares em #V,, incognitas. Portanto,
é suficiente provar existéncia e unicidade da solugao do sistema ho-
mogéneo associado, isto é, considerar o caso f = 0. Efetuando uma
mudanga de variaveis e usando o fato que h(z) = 0 para qualquer
x € A, nao é dificil provar as igualdades

0=- > @A) = > (h(y) - h(z))’, (2.58)

eV, TRy

0 que mostra que h é constante. Como h(z) = 0 em A, concluimos
que h = 0. Vejamos agora que h minimiza &,(g,g). Seja x € V,, \ A
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e seja h) : V,, — R dada por

_ J (), y #
hy(y) = {h(x) i yen (2.59)

Seja 1.(\) = E.(h),h)). Esta fungio é quadrética e positiva em
A, pelo que tem exatamente um ponto minimo. Como A,h(z) = 0,
vemos que 1. (0) = 0, pelo que o minimo de ¥, é atingido em A = 0.
Logo, a fungao h é um minimo local de &, (g, g). De forma reciproca,
se h fosse um outro minimo de En(g,g) sujeito a restrigdo g = f em
A, h também satisfaria (2.56), pelo que terfamos que h=h,o que
prova que h é um minimo global de &,(g, g) sujeito a restri¢ao g = f
em A. O

A proposigao seguinte se conhece como o principio do mdzimo.

Proposicao 28. Seja h a solugio de (2.56). Entao,

i < mi < < . .
min f(x) < min h(y) < max h(y) < max f(z) (2.60)

Demonstragao. Seja M = max,ca f(2). Notemos que para qualquer
funcdo g : V;, = R tal que ¢ = f em A, a funcdo § = min{g, M}
satisfaz &,(g, ) < &.(g,g). Pela proposigao anterior, se § # g, entao
g néo é solugdo de (2.56). Concluimos que h < M. De forma anéloga,
pode-se provar que h > m = mingc4 f(x). O

Seja x € Vi, \ Vy e seja G, (z,-) : Vi, = R a solucdo da equagao

Angn(xvy) :Oa y#x7a07a17a27
Angn(x7x) = _Snv y=ux, (261)
g’n(x7a'i) :Oa 2207172

Esta equacao é de fato muito similar & equagao (2.56). Vemos que
esta equacao é também um sistema nao homogéneo de equagoes
#V,, equagOes lineares em #V,, incognitas. O sistema homogéneo
é idéentico ao sistema homogéneo associado a equagao (2.56), pelo
que existéncia e unicidade de G, (z,-) estdo garantidas pela Proposi-
gao 27. Notemos que a posteriori, a funcao G, (x,-) satisfaz a equa-
gdo (2.56) para o conjunto A = Vp U {z} e a fungdo f dada por
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f=0em Vy e f(z) = Gu(z,x). O principio do méximo nos per-
mite provar que G,, é ndo negativa. De fato, se G, (x,z) for negativo,
Gn(x,2) < Gp(z,y) < 0 para qualquer y € V,,, e em particular para
Yy ~n x. Logo, terfamos que A, G,(z,z) > 0,3 o que contradiz o
fato que ApGn(x,2) = —3". O caso G,(z,z) = 0 também nao é
possivel, pois nesse caso teriamos G, (x,-) = 0. Logo, G,(z,z) >0 e
pelo principio do méaximo, G, (z,y) > 0 para qualquer y € V,,. Para
x € Vg, definimos G, (z,-) = 0. A fungdo G, : V,, x V;, — R obtida
deste modo é chamada de func¢do de Green. Na proposigao seguinte,
enunciamos algumas propriedades bésicas da funcao de Green G,:

Proposicao 29. Para quaisquer z,y € V,,, Go1(z,y) = Go(z,y) €
Gn(z,y) = Gnly,x). Além disso,

sué) En(Gn(z,+),Gn(z,")) < . (2.62)
xeVy
n€Ng

Demonstragdao. A identidade G,41(x,y) = Gn(x,y) segue do fato que
Gni1(x,-) € a continuagdo harmonica de G, (z,-) em V1. Isto nao
é totalmente 6bvio, pois temos que justificar a identidade

A1 HGy(z,2) = 3"+ (2.63)

Mas isto é justamente o contetdo da Proposicao 26. Seja d, : V,, X
V,, — R definida como

3" sex =y,
o, y) = 2.64
(@9) { N (2.64)

Em outras palavras, d,, é a fungao delta de Dirac em V,, (com respeito
a medida py). A simetria da fungdo G, é consequéncia da simetria
da fungéo d,,. De fato, (2.61) é equivalente a dizer que A, G, (z,-) =
—On(z,-) em V,\Vp e G, (x,-) = 0 em Vp. Definamos H : V,, xV,, = R
como

H(z,y) =5" Y (Gu(2',y) = Gu(x,y)) (2.65)

x/~px

3Notemos que aqui o Laplaciano é calculado na segunda varidvel. Sera este
o caso em toda expressdo envolvendo Gn(z,-) e Ay, a menos que seja advertido
explicitamente o contrario.
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sex € Vpu\Vo e H(z,y) = 0se z € Vy. Em outras palavras, H(z,y) =
A,Gn(z,y), onde agora o Laplaciano é calculado na primeira varidvel.
A funcao H satisfaz a equacao

H(aiay) :07 1= 071727 (266)

onde o Laplaciano age na sequnda varidvel em ambas fungoes. Por
outra parte, a funcao H : V,, x V,, = R definida como

fi(a.y) = { Benley) v e\l (2.67)

é solugao da equacao

{ Anfl(x,y) = _An(sn(xay)v T e Vn \ Vb’

2.
H(as,y) =0, i=0,1,2, (2:68)

onde os Laplacianos voltaram a ser calculados na primeira varidvel.
Como §,, é simétrica, vemos que A, H(y,z) = A,H(x,y) para y €
Vi \ Vo; os Laplacianos sendo calculados na variavel y. Pela Proposi-
¢do 27, concluimos que H(y, ) = H(z,y), ou seja, que A, G, (y, ) =
A,G,(z,y), onde os dois Laplacianos sao calculados na variavel y.
Usando mais uma vez a Proposi¢ao 27, concluimos que G, (y,x) =
Gn(z,y), 0 que prova a simetria de G,,.

A ultima afirmacao segue do principio do maximo e da férmula
de integracao por partes. De fato, pela dita férmula de integragao
por partes,

£ (Gn(, ), Ga(w,)) = 5 3 Gule,1) BuGary)

YEVa (2.69)
= Gn(z, x).
Portanto, é suficiente provar que
sup sup Gn(z,x) < 0. (2.70)

neNzeV,
Como G, (x,0) =0, usando a Proposi¢ao 22 vemos que
Gn(z,2) < "Egn(xax)l/2|x|ﬁa (2.71)

de onde G, (x,z) < K%|z|*#, o que somado ao fato que Vi, é um
subconjunto de K, que é limitado, prova a proposicao. O
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Notemos que pela proposi¢ao anterior, podemos definir a fungao
de Green G : Vo x V, como

G(z,y) = Gulz,y) (2.72)

para quaisquer n € N e x,y € V,,.



Capitulo 3

Analise funcional em K

Lembremos a Proposigao 22: para quaisquer funcao f : Vo, — R tal
que E(f, f) < oo e pontos z,y € Voo,

|f(z) = F)| < KE(S, )|y — z|”. (3.1)

Em outras palavras, se E(f, f) < oo, entdo f é Holder-continua de
indice 8. Em particular, f possui uma tnica extensao continua (que
também chamaremos de) f : K — R. Portanto, faz sentido s6 consi-
derar funcoes continuas no que diz respeito a forma da energia. Seja
f+ K — R uma fungao continua. Lembremos que 7, f é a projecao
de f no conjunto V,,. Definamos E(f, f) = lim,— o0 En(mn f, mnf).
Por continuidade, a relacao 3.1 vale para quaisquer z,y € K.

A partir de agora, sempre identificaremos fungoes f : Voo — R de
energia finita com as suas extensoes continuas em K. Em particular,
consideraremos as extensdes harmonicas definidas na segdo 2.7 como
sendo fungdes continuas definidas em K.

3.1 Os espacgos de Sobolev H; e H!

Definamos o espago de Sobolev Hy1 = H1(K) como
Hyi = {f: K — R continua ; £(f, f) < oo}. (3.2)

42
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Definamos também o espago H{ como
HY = {f € Hi; f(a1) = 0,i =0,1,2}. (3.3)

Notemos que pela Proposicao 22, se f € H; entao f é continua,
pelo que faz sentido se perguntar o valor de f em pontos especificos.
Este nao é o caso para fungoes f que sdo meramente integraveis com
respeito & medida p.

Proposigao 30. Sejam Hi, H) os espacos definidos acima. Entdo,
i) os espacos Hi, HY sdo espacos vetoriais,
ii) a aplicagio f— E(f, f)*/? é uma norma em HY,
i) o espago HY é completo com respeito a norma E(-,-)'/2,

iv) para quaisquer f,g € Hi, o limite

existe e € finito. Mais ainda, a aplicagao (f,g) — E(f,g) € um
produto interno em HY.

Demonstragao. Notemos que por defini¢ao, H; C C(K). Como C(K)
é um espaco vetorial, para provar que H; é um espago vetorial é
suficiente provar que H; é fechado sob multiplicacao por escalares e
sob soma de fun¢oes em H;. Notemos que para quaisquer f : K — R,
A ER, E,NFNf) = N2E.(f, f). Logo, se f € Hi, entdo \f € Hy e
ENF,ANf) = N2E(f, f). Sejam f,g € Hy. Entdo,

Enlf+a.f+9)=03)"D (f) +9) - fx) - g(x))

T~vnY

<2(3)" {7 - 1@)* + (Fw) - 1)}

revnlY

<2{E(f, f) +Enlg,9)}-

2

(3.5)

Concluimos que f + g € Hi, o que prova que o conjunto H; é um
espaco vetorial. Por definicio, H? é o niicleo da aplicacao linear f +—
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(f(ao), f(ay), f(az)). Como H; & um espago vetorial, HY também &
um espago vetorial, o que prova 1i).

Sejam f, g € H; e consideremos a fungao A — &,(f + Ag, f + Ag).
Vemos que esta fungao é nao negativa e que o seu minimo é igual a

gn(fv f)gn(g7g) - 5n(fvg)2
€n(9,9) '

Concluimos que &,(f,9)? < E.(f, f)€n(g,g). Portanto,

< gn(fa f) + gn(gyg) + 2\/5n(f: f)\/gn(gag) (3'7)
< (Ve N + VEalg.9)"

Tomando o limite quando n — co, concluimos que

Ef+a. f+9 2 <ES Y2 +E(g,9)"? (3.8)

para quaisquer f,g € H;. Acima ja mostramos que E(Af,Af) =
INE(S, f). Se E(f, f) = 0, entao &E,(f, f) = 0 para todo n € Ny, o
que implica que f é constante em V. Como f é continua e V, é
denso em K, concluimos que f é constante. Notemos que em H;,
esta constante é arbitraria, pelo que E(f, f )1/ 2 ¢ 86 uma seminorma e
nao uma norma em H;. Por outra parte, como f(ag) = 0 para toda
f € MY, se f for constante entdo f = 0, o que prova que E(-,-)Y/? é
uma norma em HJ.

Provaremos agora que o espago H{ é completo com respeito a
norma &(-,-)*/2. Seja {fn;n € N} uma sequéncia de Cauchy em .
Suponhamos primeiro que E(fy, — fat1, fn — for1) < 2% para todo
n € N. Pela Proposi¢ao 22 mais o fato que fn4+1(ao) — fn(ao) =0,

(3.6)

| fas1(@) = ful2)] < 2% para quaisquer z € K,n € N. (3.9)
Portanto, a soma
F=FH+D (farr—fa) (3.10)
neN

é uniformemente convergente, pelo que a fungao f : K — R esta bem
definida e é continua. Provemos que f € HY. Seja ¢ € Ny. Como
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E(f, f) € uma soma finita,

Logo, & (f, f) é uniformemente limitada em ¢ e em particular f € H;.
Como f, = 0 em Vp, também temos que f = 0 em Vj e em particular
f € HY. De forma semelhante,

g(f_fnaf_fn) :Zli{gogé(f_fnaf_fn)
= lim lim gf(fm_fnvfm_fn) (312)

£— 00 m—00

= e 21

o que prova a convergéncia de {f,;n € N} a f em HY e com respeito
a norma &£(-,-)'/2. Seja agora {f,;n € N} uma sequéncia de Cauchy
arbitraria. Existe uma subsequéncia n’ = {n;;i € N} tal que (fy,, —
Jnis frooi— fni) < % para todo ¢ € N. Esta subsequéncia converge a
um limite f € H}. Considerando as fungdes f, = f, — f, podemos
supor que f = 0. Observando que

g(fi7fi)1/2 < g(fnzvfnb)1/2 +5<fm - fi7fni - fi)l/z

3.13
Sg(fn77fnz)1/2+ 21‘1—17 ( )

vemos que f é o limite em HY da sequéncia completa {f,;n € N}.
Para provar que £(f,g) estd bem definido, é suficiente notar que

e ver que o lado direito desta igualdade é convergente quando n — oo.
As propriedades de produto interno decorrem do fato que &,(f, g) é
um produto interno no espaco {f : V,, = R; f(a;) = 0,4 =10,1,2}. O

Em vista da Proposicao 30, para f € H; definimos a norma H;
de f como

£l = ECF )2 (3.15)

H4 um pouco de abuso de notagao nesta definigao, porque || - ||; é s
uma seminorma em #Hj, mas como | - ||; é efetivamente uma norma
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no espacgo HY, isto nio sera relevante. Esta observacio justifica pelo
menos parcialmente a introdugao do espago H{. No entanto, o con-
junto HY aparece ao considerar equagdes diferenciais com condigoes
de fronteira de Dirichlet, como veremos mais adiante.

A Proposigao 22 implica a chamada desigualdade de Poincaré no
espago HY. Para f : K — R, definamos as normas L?(u), L™ de f
como

Ifllo = (f£2dm)" "%, 1f oo = supuex | £(2)]. (3.16)

Proposigao 31. Para qualquer f € HY,

1flloe < &[LfIl1- (3.17)

Em particular, existe constante finita co tal que || f|lo < col|fll1 para
qualquer f € HY.

Demonstracao. Pela Proposicao 22, para quaisquer f € Hy , x € K,
|f(x) = flao)| < wE(S, )], (3.18)

Como |z| < 1 para x € K e como f(ag) = 0 para f € HY, a pri-
meira afirmagao da Proposicao estd provada. Como f fu(dr)
I fII2.p(K), a segunda afirmacdo segue imediatamente para cg

(K2,

O espago H; nao é um espago normado com respeito a seminorma
Il - I, mas nao é dificil construir uma outra norma ||| - ||| em #; tal
que a restrigao dela ao conjunto HY seja equivalente & norma || - ||;.
E suficiente definir

VA

2
171 = v/ £dw)? + £(5.5) (319)
Proposicao 32. No espago Hi, a norma ||| - || definida em (3.19)é
equivalente a norma /|| - |2+ |- [|3. Em particular, || - || € equiva-

lente a || - |1 em HY.

Demonstragio. Lembremos que ([ fdu)? < u(K) [ f*du. Entéo,

I < (B (IAIIG + ECF, ) (3.20)
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ja que u(K) = % > 1. Por outra parte,
2 2 1 2
[ = ( [ rin) + 5tz [ () = 1) ()t

< ([ an)' + Setr )

2 .
pelo que [|£3 + E(f. f) < (1 + 55)E(F. ), 0 que prova a equiva-
léncia entre as normas. A Proposi¢ao 31 mostra que para qualquer

(3.21)

feny,
VG + IS < Va2 + 11, (3.22)
o0 que prova a equivaléncia de || - ||; e ||| - ||| em #HY. O

A desigualdade de Poincaré enunciada na Proposigao 31 pode ser
estendida ao espago (Hi, || - [I):

Proposigao 33. Euwiste ¢y € Ry tal que

[flloe < colll £l (3.23)

para qualquer f € Hy.

Demonstracao. Como f € Hi, f é continua. Pelo teorema do valor
médio, existe xg € K tal que [ fdu = f(zo). Pela Proposigao 22,
vemos que para qualquer z € K,

|f(@)| < |f(@) = f(@o)| + | [ fdp| < max{1, s} (| [ fdu|+ E(S, f 1/22)
o que prova a Proposigao. 0

3.2 O Laplaciano para extensoes harmoni-
cas

Sejam £ € Ne f:Vy = R, e seja hy : K — R a extensao harmonica
de f. Recordemos a férmula para A,hy, n > £:

0 ¢V

A, hf( ) { gn— ZAEf( ) reV, (325)
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Notemos em particular que 5 LALh ¢ nao depende de n (exceto pelo
fato que x € V). O fator 3" nos sugere pensar em A,hs nao como
uma fungao, mas como uma medida. Clarifiquemos esta afirmagao.
Seja 1 : K — R continua. Lembremos que a definigao da medida de
Hausdorff i foi feita atribuindo massa 3% a cada ponto de V,,. Isto
nos leva a definir, para f,g: V, — R o produto interno

= O Flgle). (3.26)

zeV,

Esta definicao estende-se de forma natural a func¢ées continuas f, g
K — R; a continuidade sendo necessaria para evitar modificar f no
conjunto Vy que tem medida 0 com respeito a u. Vemos que para
qualquer n € Ny,

(W, Anhs)n = o Z (x)Aof (2 (3.27)

zeVy

Esta tdltima expressao é igual a [ (z)v(dz), onde v = v(f) é a
medida finita com sinal em K dada por

dz) = % S Avf(2)d,(dz). (3.28)

x€Vy

Portanto, tomando em conta que convergéncia de medidas é determi-
nada por convergéncia de integrais com respeito a fungoes continuas,
definimos Ahy € M(K) como Ahy = v.

Uma pergunta relevante é quao geral é esta defini¢do do operador
Laplaciano. A proposi¢ao seguinte mostra que o operador A definido
desta forma é densamente definido.

Proposigao 34. O conjunto de extensoes harmonicas é um espago
vetorial denso em Hy.

Demonstra¢do. Sejam n € Ny, f:V,, > Re A € R. Entao, a fungao
AH f € a extensdao harménica de Af, pelo que o espago de extensoes
harmonicas é fechado sob multiplicagdo por escalares. Sejam m >€
Noef:Vm - R g:V, - R Entao, Hf + Hg ¢ a extensdo

harmonica da fun¢ao f : V,,, — R dada por f(z) = f(z) + Hg(z)



[SEC. 3.3: O LAPLACIANO EM #;4 49

para todo x € V,;,. Logo, o conjunto de extensdes harmonicas é um
espaco vetorial. Seja agora f € HY, e definamos {f,;n € Ng} como
fn = Hm, f para todo n € Ny. Afirmamos que f, — f com respeito
a norma H;. De fato, a féormula de integragao por partes mais a
Proposigao 26 nos diz que para n,p € Ny,

5n+p(fa fn) = _3n1+p Z f(x)An-i-pfn(x)

z€Vntp

= Y F@Af)

xEVn

Portanto, vemos que gn+p(f = fo, f = fn) = n+l7(fv f) - gn(fv f)
Tomando o limite quando p — oo, concluimos que ||f — f,||3 =

E(f, f) = En(f, f), e como f € HY, esta tltima quantidade converge
a 0 quando n — oo. O

(3.29)

Proposigao 35. O conjunto de extensoes harmonicas é um espago
vetorial denso em C(K).

Demonstragao. Notemos que este resultado é consequéncia da Pro-
posicao 34 e do fato que a norma H; domina uniformemente & norma
do supremo. No entanto, daremos uma prova alternativa que é de
interesse por sim mesma. Sejam f: K — R continua e € > 0. Como
K é compacto, a funcdo f é uniformemente continua. Seja n € N tal
que |f(z) — f(y)| < & se |z —y| < 5. Seja hy, = Hm, f, isto &, hy,
é a extensao harmonica da restri¢do de f a V. Seja 7 um tridngulo
de V,, de vértices zq, x1, 2. Para qualquer y € 7N K, temos que
max; |f(y) — f(x;)| < §. Por outra parte,

min f(z;) < hn(y) < max f(z;), (3.30)
K3 K3
pelo que concluimos que para qualquer y € 7, |f(y) — ho(y)|] < €, 0
que prova a proposicao. O
3.3 O Laplaciano em H;

Na secao anterior vimos como definir o Laplaciano duma extensao
harménica h = Hm, f, onde n € Ny e f € C(K) sao arbitrarios. O
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resultado desta operagdao nao é uma fun¢ao, sendo uma medida com
sinal, atébmica e suportada em K. Gostariamos de achar uma forma
de estender a defini¢ao do Laplaciano A a um espago maior. Seja H o
espago de extensoes harménicas. Uma alternativa muito logica seria
aproveitar que H é denso em H; para estender a defini¢do de A f para
f € Hi arbitraria. Infelizmente, a aplicacdo A : H C H; — M(K)
nao é continua. Uma linha de raciocinio que podemos adotar é utilizar
o conceito de fecho de um operador linear. Sejam W7, W5 espacgos
vetoriais completos, e seja D C W7 um subespago vetorial denso em
Wi. Seja L : D — W5 um operador linear. Dizemos que L é fechado
se o grafo do operador dado por L {(z,Lx);x € D} C Wy x Wy é
fechado. Dizemos que L é fechavel se o fecho do seu grafo é o grafo
de algum operador linear de W7 em W5.

Os espagos H1 e M(K) sdo espagos métricos completos (de fato
Hi & um espago de Banach). Temos a proposigao seguinte:

Proposigao 36. O operador linear A : H C Hy — M(K) € fechdvel.

Demonstragao. Basta provar que para qualquer sequéncia {f,;n €
N} de extensdes harmonicas tal que f, — 0 em H} e Af, — v em
M(K), temos que v = 0. Seja {f,;n € N} uma dessas sequéncias.
Como f, € H, existe £ = E(n) € Ny tal que

Af,(dz) 3 Z Apfn(2)8,(d). (3.31)

zeVy
Seja h € H1. Em particular, h € C(K) e

/h(x)u(dac) = lim [ h(z)Af,(dx). (3.32)

n— oo

Por outra parte,

/()Afn () 0@ S (faly) — )

zeVy Yy~ox (333)
= gf(ha f’n)7

e portanto | [ h(x)Af,(dz)| < Ex(h,h)/2E(fu, f2)Y/?. Vemos que
J h(z)Af,(dz) — 0 quando n — co. Notemos que se f, — 0 em Hy,
entao E(fn, fn) — 0. Logo, [ hdv = 0 para toda h € H1, e como H; &
denso em C(K), concluimos que v = 0, o que prova a proposigao. [
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Esta proposi¢ao nos leva & nossa primeira definicdo do operador
Laplaciano em K. Dizemos que o fecho do operador A : H C H; —
M(K) & o operador Laplaciano em K. Denotaremos este operador
pelo mesmo simbolo A, o que ndo dara lugar a confusoes, pois o
mesmo ¢é a unica extensao fechada do Laplaciano definido anterior-
mente para fung¢oes em H. Denotaremos por D o dominio de A.

A principal desvantagem desta definicdo é que o dominio dele é
dificil de descrever. De fato, neste ponto nao somos capazes de provar
que o dominio é estritamente maior do que H. Uma forma de superar
este problema é dada pela cadeia de proposi¢oes seguinte:

Proposigao 37. Para quaisquer h € Hy, f € D,

| [ @t < bl £l (331

Demonstragdo. No decorrer da prova da Proposicao 36, provamos
que (3.34) vale para h € H; e f € H. Seja f € D. Entéo, existe uma
sequéncia {f,;n € N} em H tal que f,, — f em H; e Af, > Af em
M(K). Além disso, podemos supor que [ f,du = 0 para qualquer
n € Neque [ fdu =0, pois A(f + A) = Af para qualquer A € R.
Seja h € Hy. Em particular, h € C(K) e portanto

| [roasan] = i | fr@an@e]
< T E(h,h)"?E(fu, f)-

Por conta da média zero das fungdes {f,;n € N} e f, temos que
E(fus fn) = fall*> = IFI* = E(f, f), 0 que prova a proposicio. [

Agora definiremos uma norma em M (K) da seguinte forma: seja
v € M(K). Entao, a norma H_1 de v é dada por

fdv

ollor = sup LI (330
= ([Fal
I#

Notemos que pelo momento nao sabemos se || - ||—; é uma norma ou

nao. Esta questao é respondida pela proposi¢ao seguinte:

Proposicao 38. A norma H_1 € uma norma em M(K).
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Demonstracao. Pela Proposicao 33, vemos que para qualquer f € Hq,
Ifllsc < collfll- Logo, para qualquer v € M(K), [ fdv < col| f] - V|

e em particular ||v||—1 < ¢olv| é finita para qualquer v € M(K).

Notemos que é imediato da defini¢do que ||Av||_1 = |A|||v||-1 e que
lv +v'||-1 < ||[¥||-1 + ||¥||-1 para quaisquer A € R, v,/ € M(K).
Logo, || - ||-1 é uma seminorma em M(K). Se |v|-1 = 0, entao

J hdv < 0 para qualquer h € H;. Considerando h e —h, vemos
que [ hdv = 0 para qualquer h € Hy. Como H; é denso em C(K),
concluimos que v = 0, 0 que prova a proposicao. O

Definimos o espago de Sobolev H_1 como o fecho de M(K) com
respeito a norma || - ||—;. Consideremos a forma bilinear (-, ) : Hy x
M(K) — R definida como (h,v) = [ hdv para quaisquer h € H;,
v € M(K). Observemos que a forma bilinear (-,-) é continua em
Hi x H_1. Em particular, ela possui uma tnica extensao continua
(ainda denotada por) (-,-) : Hy x H_1 — R. De fato, é suficiente
notar que

|(h,v)| = | [hdv| < [[v]|—1[|R]. (3.37)

O espaco H_1 é extremamente abstrato, pois além do fato que
M(K) é denso em H_1, ndo podemos dizer mais nada sobre ele. Por
outra parte, a forma bilinear (-, -) nos permite identificar H_; como
um subconjunto do dual topologico do conjunto Hi: seja v € H_;.
Entao, a aplicagdo h — (h,v) é linear e continua.

Seja f : K — R limitada. Podemos identificar f com a medida
f(@)p(dx), o que nos d4 uma imerséo canodnica do espaco de fungoes
limitadas no espago M(K) de medidas finitas. Com esta identifica-
¢ao, vemos que para f,g € L?(u) podemos definir o prosuto interno
(f,9) = [ fgdu, de forma que ele coincida com o produto definido
anteriormente no caso em que f € Hy e gdu € M(K). Este é sempre
o caso, pois g € L' (i) e u(K) < oo.

Vejamos agora qual é a utilidade do espago H_1. Temos que:

Proposigao 39. O operador A : D C Hy — H_1 € continuo. Em
particular, existe uma tunica extensao continua (que ainda denotare-
mos por) A : Hy — H_q do Laplaciano em K.

Demonstracao. Pela Proposicao 37, para quaisquer h € Hq, f € D
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com h # 0,
JhAf(dz) ‘
< [If [l (3.38)
‘ Al
Maximizando sobre h € H1, obtemos a prova da proposigao. O

Desta forma, temos construido mais uma extensao da definigao
do operador Laplaciano em K. A vantagem desta construcao é que
agora o Laplaciano de uma funcao f estd bem definido para qualquer
f € Hi.' A desvantagem é que o espaco H_1 é bem abstrato; nem
sequer sabemos se ele ¢ diferente de M(K). No proximo capitulo
veremos que o fato mais relevante desta construgao é que é possi-
vel identificar H_; com um subconjunto do dual topoldgico de Hj,
0 que permitird introduzir o conceito de solucdo fraca de equagoes
diferenciais envolvendo o Laplaciano A.

Como o Laplaciano A é continuo como fungao de H; em H_1, a
formula de integragao por partes (2.19) é imediatamente generalizada

Proposigao 40. Para quaisquer f,g € Hq,

E(f,9) = (f,—Ag) = (9, -Af). (3.39)

LQutra vantagem é que esta extensio pode ser definida sem fazer mencéo ao
conceito de fecho dum operador linear



Capitulo 4

Equacoes diferenciais
parciais em K

Agora que temos definido o Laplaciano A para fungoes no espaco de
Sobolev H1, podemos comecar a definir equagoes diferenciais parciais
no conjunto K. Possivelmente os exemplos mais simples de equagoes
diferenciais parciais envolvendo o operador Laplaciano sao a equac¢do
de Poisson Au = g e a equagdo do calor O;u = Au. Lembremos que
os pontos {ag, ai,as} do conjunto Vo podem ser interpretados como
a fronteira do conjunto K. Portanto, é razoavel impor algum tipo de
condicao de fronteira no conjunto V. A condicdo de fronteira mais
simples é a dita condigao de fronteira de Dirichlet, que corresponde
a fixar o valor da fungao uw no conjunto V4. Por simplicidade, consi-
deraremos o caso em que impomos que u = 0 em Vj, o caso geral nao
difere muito deste caso particular.

4.1 A equacao de Poisson em K

Seja g : K — R uma fungao dada. Dizemos que uma funcao u : K —
R é uma solu¢ao forte da equagao de Poisson

Au=g (4.1)

em K com condicao de fronteira de Dirichlet identicamente nula se:

o4
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i) ueHy,

i) Au € M(K) e existem constantes by, ba, bs tais que

Af(dz) = g(x)p(dr) + > bida, (dx). (4.2)

i=0,1,2

Lembremos que na Secao 3.3 o Laplaciano duma funcao u € H; foi
descrito como um elemento do espago abstrato H_;. Na pratica, nao
é facil decidir se Au é ou ndo uma medida, pelo que introduziremos
uma outra nogao de solugdo da equacdo (4.1). Dizemos que uma
funcdo u : K — R & uma solugdo fraca da equagao (4.1) se:

i) ueH,

ii) para qualquer f € H?,
(u, Af) = / o(e) f()(d). (4.3)

Acontece que, apesar da notacgao, solugoes fracas nao sdo mais
fracas do que solugoes fortes de (4.1). De fato, temos a proposigao
seguinte:

Proposicao 41. Toda solugdo fraca de (4.1) é uma solugao forte.

Demonstragdo. Seja u uma solugao fraca de (4.1). Seja f € HS.
Para cada n € N, sejam u"™ = Hmrpu e f* = Hm, f. Lembremos que
u® = ue f* — fem H). Temos que (u,Af) = lim, (u", Af") =
lim,, (Au", f*) = (Au, f). Concluimos que para qualquer f € HY,

(Au, f) = / o(a) f (2)ldz). (4.4)

Da definicao de H_; pode-se ver que se vy, € H_; satisfazem
(v1,f) = (va, f) para qualquer f € HY, entdo existem constantes
{bi;i=0,1,2} tais que v; —vo =), bida,. De fato, esta propriedade
é consequéncia da propriedade analoga no espago M(K). Portanto,
como M(K) C H_1, concluimos que Au € M(K) e que Au(dz) =
g(x)p(dx) + 3, bida, (dx), como querfamos provar. O
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A ideia por tras desta proposicio é que a condicio u € H{ é na
verdade uma condi¢do muito forte. Em geral, a nogao de solugao
fraca poderia nao exigir que u € HY, mas é exatamente esta condigao
a que nos permite usar o fato que Awu existe para provar a proposigao.

A unicidade das solugoes fracas de (4.1) ndo é muito dificil de
provar, como veremos na proposicao seguinte:

Proposigao 42. Eziste no mdximo uma solucdo fraca da equagao
(4.1).

Demonstragao. Sejam uq, ug duas solugoes de (4.1) e seja v = uy —
us. Entdo, v € HY e (v,Af) = 0 para qualquer f € H?. Como
v € HY v € C(K) e além disso v = 0 em Vy. Consideremos o
espago ‘H de extensoes harmonicas definido na Segao 3.3. Resolvendo
o anélogo discreto de (4.1), para quaisquer n € Ne h : V,, — R tal que
> . h(z) = 0 é possivel achar f € H tal que A, f = h. Lembremos
que nesse €aso,

AF =20 3 Auf(@) ). (4.5)
zeV,

Concluimos que o espago {Af;f € H} é denso no espago {v €
M(K);v(K) = 0}. Da mesma forma, o espago {Af; f € HNHL} &
denso no espaco {v € M(K);v(K) = 0,v(a;) = 0,i = 0,1,2}. Em
particular, os valores de (v, Af) para f € HN HY determinam v a
menos duma fungao harmoénica. Como ja sabemos que v = 0 em Vj,
concluimos que v = 0, o que prova a unicidade requerida. O

Notemos que podemos generalizar a definicao de solugao forte de
(4.1) para o caso em que g € M(K). No caso de solugdes fracas,
podemos generalizar a definicdo para o caso em que g € H_1. Nao
é dificil verificar que tanto a Proposicao 41 quanto a Proposigao 42
podem ser generalizadas para estas situagoes mais gerais.

A existéncia de solugoes de (4.1) obtém-se construindo de forma
explicita uma solugao de (4.1). Para isso usaremos a func¢ao de Green
introduzida na segao 2.8. Comecaremos estendendo a fungao G(-,-) a
K x K:

Proposigao 43. A funcao de Green G : Voo X Vo € Hélder-continua.
Em particular, G estende-se continuamente a uma fungdao (ainda de-
notada por) G : K x K — R que satisfaz as propriedades enunciadas
na Proposicao 29.
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Demonstrag¢ao. Pelas Proposigoes 22 e 29, a funcdo G é uniforme-
mente Holder-continua na segunda variavel. Pela simetria de G, G é
também uniformemente Holder-continua na primeira variavel, o que
prova a Holder-continuidade de G. As outras propriedades sao pre-
servadas por dita extensao, o que prova a proposicao. O

Uma observagao importante, é que para qualquer x € V,, a fun-
¢ao G(z,-) : K — R é uma solucao forte de (4.1) com g = —d,(dx).
Se x € K \ Vi, entdo ndo é 6bvio mostrar que G(z, -) é solugao forte
de (4.1) com g = —d,(dz). A proposicdo seguinte ¢ uma aplicacdo
nao trivial do conceito de solugao fraca:

Proposicao 44. Para qualquer © € K, G(x,) € a solu¢io de (4.1)
com g = —6,(dx).

Demonstra¢ao. Como solugbes fracas e fortes sdo equivalentes, é su-
ficiente provar que G(z,-) é uma solu¢do fraca de (4.1) com g =
—64(dz). Para f € H) e £ € N, seja f* = mf. Suponhamos que
Af € M(K). Lembremos que o conjunto de fungbes f tais que
Af € M(K) é denso em H}. Seja {x,;n € N} tal que z,, € V,, para
qualquer n € N e tal que lim,, z,, = . Temos que G(z,, ) — G(z,")
quando n — oo com respeito a topologia uniforme. Portanto,

(G, ), AF) = lim (G(an,-), Af) = lim_ lim (G, ), AFY)

n— o0 n—00 f—00

ERT . ) O . Y

= Jim, tim (AG(on, ), f°) = lim Jim { = f5(zn)}

— —f(a).

(4.6)

Como G(z,-) € HY, pela densidade mencionada acima concluimos
que (G(x,-),Af) = —f(x) para qualquer f € HY, o que prova a
proposicao. O

A prova acima é uma aplicagao classica do conceito de solugao
fraca duma equacao diferencial. Como a formulagao fraca s6 envolve
integrais, ela é estavel via aproximagoes uniformes, como no caso
acima.

Notemos que a proposi¢ao acima responde a pergunta sobre a
existéncia de solugoes de (4.1) no caso g = —d,(dx). Para fungoes
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g : K — R arbitrarias, a proposi¢ao seguinte explica como construir
uma solucao de (4.1):

Proposigao 45. Seja g : K — R limitada. Defina u : K — R como

u(z) = - / 9(9)G (. y)uldy) (4.7)

para qualquer x € K. Entdo, u € uma solugdo de (4.1).

Demonstra¢ao. Suponhamos para comegar que g é continua. Para
n € Neax eV, segau(z) = [g(y)G(z,y)u"(dy). Notemos que
como G = G, em V,, x V,,, para qualquer z € V,, \ Vj temos que

Anu"(z) = _% Z 9(Y)AnGn(z,y) = g(x), (4.8)

YyEVL

onde o Laplaciano é calculado na primeira coordenada. Pela conti-
nuidade das fungoes g e G,

lim sup [u"(z) — u(z)| = 0. (4.9)
n—00 zcv,

Notemos que para g limitada, s6 temos convergéncia pontual de u™ a
u. Seja agora f € HNHY. Para n suficientemente grande, temos que

(", Af) = (W, Anf)n = (Anu™, f)n = (g, [)n (4.10)

Pela convergéncia uniforme de u"™ a u, concluimos que (u,Af) =
(g, f). Logo, s6 falta mostrar que u € H} para provar a propo-
sicao. Pela Proposicao 43, existe uma constante ¢ finita tal que
E(G(,y),G(-,y)) < ¢ para qualquer z € K. Interpretando a inte-
gral [ g(y)G(z,y)u(dy) como uma combinagao linear de elementos
G(-,y) de HY, concluimos que &(u,u) < co. Por definigdo, u(a;) = 0
para i = 0,1,2, o que prova que u € HY. O

4.2 Solugoes de energia da equacao do ca-
lor

Seja T > 0 fixo e seja u = {u(z,t);x € K, t € [0,T]} uma fungao real.
Denotaremos por u; : K — R a fungdo = — u(x,t). Dizemos que u
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tem energia finita se

T
/ E(ug,uy)dt < oo. (4.11)
0

Notemos que esta condigdo nao garante que &(uy, uy) seja finita para
todo t € [0, T]. Por outra parte para toda funcdo u de energia finita,
E(ug,u) € finita para quase todo t € [0,7] (com respeito & medida
de Lebesgue em [0,7]). Em particular, u; é uma fun¢do continua
para quase todo t € [0,T] e logo us(z) esta bem definido para quase
todo t € [0,T]. Seja H%T o espaco de fungoes de energia finita que
satisfazem wuy(a;) = 0 para quase todo t € [0,T] e para qualquer
i=20,1,2. O espago ’H%T é uma versao espaco-temporal do espago
HY. Assim como o espago H é completo con respeito 4 norma || - ||y,
0 espago 7—[(1)7T é um espago completo com respeito & norma

a7 =: (/OTE(ut,ut)dt>1/2. (4.12)

A fungao
T
(u,v)H/ E(ug,vy)dt (4.13)
0

define um produto interno em H?7T.

Seja 1 : K — R dada. Dizemos que uma fungao u = {u(z,t);x €
K,t € [0,T]} é uma solugio de energia da equagao do calor com
condicao de fronteira de Dirichlet identicamente nula

Owu(z,t) = Au(z,t), x€ K\Vy,tel0,T]
u(z,t) = 0, zeVy,tel0,T) (4.14)
uw(0,z2) = ¢Y(zr), ze€K
se:
l) (RS H(I),T7

ii) para qualquer trajetoria f : [0,7] — H{ de classe C!,

T
(rrur) = (fo, ) + / (s 00fs) — E(fu f)}dt.  (4.15)
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Em outras palavras, u é uma solugdo de energia de (4.14) se ela
for uma solugao fraca de (4.14) e além disso u tiver energia finita.
Chamaremos a esta condigao adicional de condi¢cdo de energia. Neste
ponto é importante notar que se u for s6 uma solucao fraca de (4.14),
nao podemos deduzir que u tem energia finita. De forma logica,
quanto mais fraca uma nocao de solucao de uma equacao diferencial,
mais facil é provar existéncia de solugoes e mais dificil é provar unici-
dade das solugoes. De forma reciproca, quanto mais forte uma nogao
de solugao, mais facil é provar unicidade de ditas solugoes, e mais di-
ficil é provar a existéncia de ditas solugdes. Se uma nogao de solucao
for muito fraca, entao ha o risco da equacao em questao ter multi-
plas solugbes. Se uma nogao de solugao for muito forte, hé o risco
da equagao em questao nao ter solucdes. Veremos que a condigao de
energia finita estd no meio do caminho, no sentido que existéncia e
unicidade das solugoes de (4.14) podem ser provadas com ideias nas
quais a condicao de energia finita entra de forma decisiva.

4.3 Unicidade de solugoes de energia

Nesta secao provaremos que para qualquer @ : K — R existe no
maximo uma solugao de energia da equagao (4.14). Sejam ul, u?
duas solucoes de (4.14) e definamos v = u? — u!. Entdo, como a
equagcao (4.14) é linear e o conjunto ’H?)T é um espaco vetorial, temos
que v é uma solugdo de energia de (4.14) com ¢ = 0. Dizemos que
uma funcdo f : [0,7] — HY de classe C! é uma funcdo teste. Como v
tem energia finita, podemos supor que t — v; é um caminho em 9.

Definamos f : [0,7] — HY como

T
Je= / vsds (4.16)
t

para t € [0,7]. Notemos que como v tem energia finita, f é um
caminho continuo em HY. De fato, pela desigualdade triangular,
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para quaisquer s < t € [0, T,

! 1/2 q41 ' ’ 1/2
\|ft—f5||1:/ E vy, vp )/ 2dt S\/t—s</ €(vtz,vt/)dt)
S \/t—SHU”LT.
(4.17)

No entanto, estamos longe de poder provar que f é de classe C! e
portanto uma funcdo teste. De fato, se f fosse de classe C!, entdo
v seria continua, exigéncia que nao faz parte da defini¢ao de solu-
¢ao de energia. Suponhamos por um momento que f é uma fungao
teste, e que certas mudancas na ordem de algumas integrais estao
bem justificadas. Entao, substituindo f em (4.15) e fazendo algumas
manipulagoes algébricas, vemos que

T
oz/ (e, o)t + E(fo, fo). (4.18)
0

Como ambos termos no lado direito desta expressao sao nao negati-
vos, concluimos que v = 0, o que provaria a unicidade buscada. Mas,
como mencionado anteriormente, nao sabemos se f é uma funcao
teste ou nao. Neste tipo de situagoes, a estratégia natural consiste
em aproximar f por fungoes teste, para as quais as manipulagoes al-
gébricas estejam bem justificadas, e depois mostrar que o resultado
final é estavel sob o passo ao limite correspondente. Seja d € (0,7T) e
definamos v° = {v)(z);2 € K,t € [0,T]} como

H(1-2)+
vd =5 / vsds. (4.19)

(1-9)

A defini¢do de v® pode parecer estranha a primeira vista, mas v é

simplesmente a média de v num intervalo de comprimento § ao redor
de t. Como dito intervalo deve estar a direita de t se t = 0 e deve estar
a esquerda de ¢t se t = T, os indices da integral em (4.19) interpolam
linearmente entre estes dois requerimentos.

Definamos agora f° = {f°(z,t);z € K,t € [0,T]} como

T
fo = / vds. (4.20)
t
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Um célculo similar ao efetuado para provar que f é uma trajetoria
continua em 7—[(1) prova que v® & uma trajetoria continua em 7—[(1) e
logo f? ¢ de classe C'. Em consequéncia f° pode ser utilizada como
funcao teste, de onde obtemos que

_ ! ) _ 5
0_/{ (00, 00) — E(F2,v,) b, (4.21)
0

Na sequéncia de proposicoes seguintes, provaremos que esta relagao
continua sendo valida ao tomar o limite § — 0.

Proposicao 46. Para toda v € H(l),T temos que
lim [v° — |17 = 0. (4.22)
Demonstragdo. Definamos K? : [0,T] x [0,T] — R como
Ké(s,t):%]l(ogs—t(l—%) <6). (4.23)
Notemos que v = fOT KCo(s,t)vsds. A fungdo K° é o que se conhece

como niicleo de integragdo, e a sequéncia {K%; 6 € (0,T)} é o que se
conhece como aprozimagao da identidade. Temos que

112 = 1L/ K5 (s, )oads|2
r ) r ) 2
§/0 K (s,t)ds/o K% (s, t)||vs||7ds (4.24)
T
< / K (s, 1) [ 2ds.
0

Usando o lema de Tonelli, vemos que

T T T
[ wetiar< [ ([ ks ode) s
0 0 0
5y~ 1 ! 2
<=7/ uliar

Portanto, a familia de aplicagdes lineares {v — v°;6 € (0, Z)} é uni-
formemente continua. Afirmamos que é suficiente provar a proposicao

(4.25)
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para uma familia de caminhos v densa em H? ;.. De fato, se este for

0 caso, é possivel achar uma sequéncia {v™;n € N} de fungées em
0 : .

Hi 7 Tais que:

i) |Jlv — v™||1,r converge a 0 quando n — oo,

ii) para qualquer n € N, |[(v")° — v™||;7 converge a 0 quando
n — oo.

Neste caso,

lo =i < flo = vz + 0" = @) iz + [1(0")° = oz

_1
< (14 @+ 2) 7)o = vl + 0" = @l
(4.26)

Quando 6 — 0, o primeiro termo do lado direito desta desigualdade
converge a 2|[v—v"||1, 7, ¢ o segundo termo converge a 0 por hipdtese.
Agora n é arbitrario pelo que mandando n — oo, concluimos que
lv — U6||1,T converge a 0 quando § — 0, o que prova a afirmagao.

Portanto, s6 precisamos achar um conjunto denso de fungées v
para as quais possamos provar a proposi¢ao. Mas, se o caminho
t + v for uniformemente continuo como fungao de [0,7] em HY,

T
||vf —ully < / IC5(s,t)||vs —vg|l1dt < ws(v), (4.27)
0
onde
= inf s — 4.28
as() = it s = ul; (1.28)

é o moédulo de continuidade do caminho t — v;. Portanto, a propo-
sigdo vale para trajetorias t — v; uniformemente continuas. Como
ditas trajetorias sdo densas em H? 1, a proposicao segue. O

Proposicao 47.
T

T
lim [ (of,v,)dt = / (vr, vy ). (4.29)
=0 Jq 0
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Demonstracao. Pela Proposicao 31,

‘/ vt,vt vt,vt dt‘ / — Vg, Vg ‘dt

T
s/’w4—vmwwwmﬂtsﬁ{/ 07 — el el
0 0

) T s 1/2 T ) 1/2
<t ([ e = ulae) ([ i)
0 0

(4.30)
que converge a 0 quando d — 0 pela Proposigao 46. [
Proposigao 48.

lim 5 ft ,Ut) / E(fe,v)d (4.31)
6—0 Jo
Demonstracao. O limite acima pode ser rescrito como
T
lim [ E(f° — fi,v)dt = 0. (4.32)
=0 Jo

Esta integral é o produto interno em 'H%T entre fJ — f e v;. Logo, é
suficiente provar que f° converge a f em H?’T, isto é, provar que

T
tiw 157~ fllide = o (4.33)
6—0 0
Mas

12 = RI2 = 17 (0f — v)ds]?
T
<(@-0) [ 0f - vulfds (434)
0
< T —of?,

que pela Proposicao 46 converge a 0 quando & — oo. O
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Combinando as Proposigoes 47 e 48 e a identidade (4.21), con-
cluimos que

T
/ {00 00) + E(forv0) Yt = 0. (4.35)
0
Agora precisaremos de uma ultima proposicao:

Proposigao 49. Seja v € H(l)’T e seja f € ’H?’T definida como

T
Je= /t vsds. (4.36)

Entao,
fo (fe.ve)dt = 3E(fo, fo)- (4.37)

Demonstra¢do. Como v tem energia finita, temos que f; € HY para
todo t € [0,T] e v; € HY para quase todo t € [0, 7). Para estes valores
de t, temos que

S(ftvvt) = nli)Hologn(ft’Ut)‘ (438)

Mais ainda, o limite é mono6tono (ndo decrescente, para ser mais
precisos). Pelo teorema da convergéncia monotona,

T T
/ g(ft, Ut)dt = hm gn(fty Ut). (439)
0 n—oo [q

Por outra parte, &, (f:, v¢) é simplesmente uma soma finita, pelo que
podemos trocar a ordem da soma e da integral para provar que

/ En(forve)dt = LE0(for fo)- (4.40)

Tomando o limite n — oo, a proposigao esta provada. O

Uma vez provadas todas estas proposigoes, a unicidade das solu-
¢oes de energia de (4.14) pode ser provada em duas linhas. De fato,

se u', u? sdo solucdes de energia, entdo v = u' — u? satisfaz

T
/ (v, 00)dt + LE(for fo) = 0, (4.41)
0
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onde fy = fOT vidt. Como ambos termos sao nao negativos, conclui-
mos que fOT<vt, v)dt = 0, o que implica que v; = 0 para quase todo
t € [0,7]. Logo, v = 0 como elemento de H?7T, 0 que prova que
Uy = ug.

4.4 Existéncia de solucoes

Para provar a existéncia de solugdes de energia de (4.14), usaremos
uma ideia vinda de analise numérica: consideraremos as solugoes de
uma sequéncia de equacoes semidiscretas e mostraremos que dito con-
junto de solugbes possui pelo menos um ponto limite, que provaremos
que é uma solugdo de energia de (4.14).

Sejam n € N e ¢, : V;, = R dados. Seja {u}(z);t >0,z € V,,} a
solucao do sistema de equagoes diferenciais ordinarias

4y (z) = Apuy(z) paraz € V, \ Vo e t >0,
uy(x) =0parax € Vyet >0, (4.42)
ug(x) = () para x € Vi, \ V.

A funcao 9, é dita a condi¢do inicial deste sistema. Pelo teorema
de Picard-Lindel6f, para qualquer condigao inicial 1, este sistema
tem uma tnica solugdo. Logo, a fungao u™ = {u}(z);t > 0,z € V,,}
estd bem definida. A fungao u™ é dita a solugao da equagao do calor
em V,, com condigao inicial v,, e condi¢oes de fronteira nulas. Para
t > 0, denotemos por 4y a extensao harménica de u} ao conjunto
K. Na sequéncia de proposicoes seguinte, mostraremos que sob con-
di¢bes adequadas nas fungdes {i,;n € N}, a sequéncia {a";n € N}
é relativamente compacta com respeito a uma topologia adequada, e
que todo ponto limite dela é uma solugdo de energia de (4.42). An-
tes de comegar com a demonstragao desta afirmagao, provaremos um
par de proposicoes que sao fundamentais na teoria de equagoes dife-
renciais parciais: o principio do méximo e a estimativa da energia.
Estas duas proposi¢oes nos darao informacgao a priori das solugoes de
(4.42), que nao dependera muito da condigao inicial v, ou do indice
n. Por completitude, provaremos o principio do méximo para uma
generalizagdo da equagdo (4.42). Sejam n € N, T € [0,00] fixos e
sejam ¢, : Vi, = R, g% :[0,7] — R, i =0, 1,2 dadas. Suporemos que
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as funcdes {g’;i = 0, 1,2} sdo continuas. Notemos que pode ser que
T = co. Dizemos que u™ = {u}(z);t € [0,T],z € V,,} é uma solugdo
da equagao do calor em V,, com condigao inicial 1, e condi¢Ges de
fronteira {g’;i =0, 1,2} se

Ly (z) = Apuy(z) paraz € V, \ Vo e t >0,
ul(a;) = g (t) paraxz € Vo e t >0, (4.43)
ug () = p(z) para € V, \ V.

O teorema de Picard-Lindelof prova que esta equagdao tem uma
tnica solugdo, que é diferenciavel em ¢ se « ¢ Vj.

O chamado principio do mdximo corresponde & proposicao se-
guinte:

Proposicao 50 (Principio do méximo). Seja u"™ uma solugdo de
(4.43). Entao,

sup uy(z) = sup up(x), (4.44)
t€[0,T] (z,t)eCr
zeV,

onde Cp = {(z,t);t € [0,T],x € Vo} U{(x,0);2 € V,, }.

Demonstragao. Suponhamos que nao. Seja S o supremo a direita de
(4.44). Entao existem ¢ € (0,7] e M € R tais que

Px) > M > 8. 4.45
AT -

Seja to = inf{t > 0;max, uf'(x) > M} e seja A = {x € Vy;uj (z) =
M}. Pela continuidade de u™, A é nao vazio e por hipotese, A N
Vo = 9. seja xg € A tal que y ~, xo para algum y ¢ A. Entao
up (z) < M = uj (zo) para todo z ~, 7o e a desigualdade ¢ estrita
pelo menos no caso z = y. Logo, Apup (v9) < 0. Por outra parte,
para qualquer 0 < s < to, u?(zo) < ull (20), pelo que Luf (z9) > 0,
0 que é uma contradicao. O

Agora provaremos a chamada estimativa da energia:

Proposicao 51 (Estimativa da energia). Seja {u}(x);t € [0,T],z €
Vi.} uma solugdo da equagao (4.42) com condigao inicial ¥,,. Entao,
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para qualquer t € 0,7,

1 ¢ 1
3 ul(z)? +/ 2E, (ul, ul)ds = 3 Z Un(x)?,  (4.46)
zeVy, 0 zeV,
t
1
e )+ [ 5o 3 (Al @) ds = ). (447)

eV,
Demonstracao. E suficiente notar que

% (@)’ = Y (@) Anup(x) = =28 (up,up)  (4.48)

eV, €V

e integrar esta rela¢do no intervalo [0,¢]. Na primeira igualdade usa-
mos o fato que uf = 0 em Vj para trocar S-ul(a;) por A,uf(a;),
e na segunda igualdade usamos a féormula de integragao por partes
(2.19) O

O principio do méaximo e a estimativa da energia é todo o que
precisamos para provar a compacidade relativa mencionada acima.

Proposigao 52. Seja {¢,;n € N} uma sequéncia de fungoes de V,,
em R. Suponhamos que existe uma constante r finita tal que

1
sup — Z wn(z)2 < kK, sup sup |An1/)”(m)| < k. (4.49)
neN 3" ocv neENzeV,

Seja v = {up(z);t € [0,T),z € V,,} a solugao de (4.42) com con-
di¢ao inicial v, e seja U a extensao harmonica de u™. FEntdo a
sequéncia {G";n € N} € equicontinua.

Demonstragao. Pela estimativa da energia, vemos que &, (u}, u}') é
decrescente em ¢. Como a condigao (4.49) implica que &, (¢n, n) <
K, concluimos que

sup sup &,(ui,uy) < k. (4.50)
n€eNte(0,T)

Em particular, pela Proposigao 22 as fungdes {u};¢ € [0,T],n € N}
sao uniformemente equicontinuas na variavel espacial x. Definamos



[SEC. 4.4: EXISTENCIA DE SOLUGOES 69

agora v" = {v}'(z);t € [0,T],z € V,,} como

n Apul(x), x eV, \ VW,
vt(x)={ Ot(> xEVO\ 0 (4.51)

para x € V,, e t € [0,T]. Vemos que v™ é uma solugdo de (4.42) com
condicgao inicial A, 1,. Pelo principio do méximo,

sup |vf'(z)| < sup ’Anwn z)| < k. (4.52)
tgé?OVT]

Como 4uf(z) = Apul(z) para t € [0,T], z € Vi, \ Vo, concluimos
que
sup sup |%u?(x)| < k. (4.53)
neN zeV,
t€[0,T]
Em particular, as fungdes {u}(z);z € V,,,n € N} sdo uniformemente
Lipschitz (e em particular equicontinuas) na variavel temporal, o que
prova a proposicao. O

Agora provaremos que todo ponto limite das solugbes aproximadas
da equagdo (4.14) é uma solugao de energia:

Proposigao 53. Sob as hipdteses da Proposi¢ao 52, todo ponto limite
de {i"™;n € N} € uma solugdo de energia da equagio (4.14).

Demonstragao. Seja u = {u,(z);t € [0,T],z € K} um ponto limite
de {i4™;n € N}. Por simplicidade, denotaremos por n a subsequéncia
ao longo da qual u™ converge a u. Para quaisquer £ € N e t € [0, 7],

Eolug,ug) = lim E(a,ay) < lim E(a},a})
nee nee (4.54)
< lim &, (u,uy) < k.

n— oo

Concluimos que &(uy, u;) < k para qualquer ¢ € [0, 7], e em particular
fOTg(ut7ut)dt < o0o. Por defini¢ao, uf'(a;) = 0 para i = 0,1, 2. Logo,
u € ’H?’T. Seja agora f : [0,T] — H{ uma trajetéria de classe C!.
Como u™ & solugao de (4.42), vemos que

Fratyn = (o, 6" /{ut,atf Ea(fi f)}dt.  (4.55)
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Notemos que todos os términos desta igualdade sao convergentes
quando n — oo, e o limite é justamente a relagdo (4.15), o que prova
que u é solugao de (4.14). O

Observemos que a convergéncia de ™ a uma condi¢ao inicial li-
mite ¢ é parte da convergéncia de 4" a u. Pelo momento, a propo-
sicao acima nao é o resultado de existéncia que a gente gostaria de
ter. De fato, as condigbes (4.49) impostas na sequéncia {";n € N}
sao bem restritivas, e nem sequer sabemos se existem sequéncias nao
triviais de fungdes {¢)"; n € N} satisfazendo estas condigoes. Por este
motivo, provaremos a proposi¢ao seguinte:

Proposigao 54. Seja g : K — R limitada. Entao existe sequéncia
{y™;n € N} satisfazendo (4.49) tal que

lim sup [¢"(z) — w(x)‘ =0, (4.56)

n—o0 eV,
onde 1 € a solugdo de Ay = g.

Demonstra¢ao. Suponhamos por um momento que g é continua. No-
temos que

0@)| =| [ 99wt < ol GlantF). (457

Portanto, ¢ é limitada. Como G,, é simplesmente a restrigao de G ao
conjunto V,, x V,,, vemos que ¢™ : V,, — R definida como

V@) =20 D 9w)9(wy) (4.58)

yeEV,

satisfaz as propriedades requeridas. Para ¢ limitada, fazemos o se-
guinte. Para n € N e x € V,,, escolhemos um tridngulo 7 em V,, que
contenha x, e definimos

g (@) = ﬁ / g(y)n(dy), (4.59)
V@) = 5 Y 9 )G y). (4.60)
YyEVR

As propriedades requeridas sdo agora consequéncia da continuidade
da funcao G. O
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Esta proposi¢ao tem como consequéncia imediata o resultado de
existéncia de solugoes de (4.14) seguinte:

Proposigao 55. Para qualquer 1 € HY tal que Ay é uma fungdo
limitada, existe uma solugdo de energia de (4.14) com condigao inicial

.

A estimativa da energia permite estender este resultado de exis-
téncia de forma substancial:

Proposigao 56. Para qualquer ¢ € L?(u), existe uma solucio de
energia de (4.14) com condi¢ao inicial .

Demonstragao. Passando ao limite na estimativa da energia (4.46),
vemos que as solucoes de (4.14) construidas acima satisfazem

ul27 < / () u(de). (4.61)

Pela linearidade da equagdo (4.14), vemos que se {1*;¢ € N} é uma
sequéncia de Cauchy em L?(u), entdo as correspondentes solucdes
de energia {u’;¢ € N} formam uma sequéncia de Cauchy em HY p
O mesmo argumento usado para provar que os limites obtidos na
Proposicao 53 sdo solugoes de energia de (4.14) servem para provar
que limites em ’H?’T de solugoes de energia de (4.14) sdo também
solugoes de energia de (4.14). Portanto, s resta provar que o conjunto
de funcgoes 1) € HY tais que Ay é uma funcao limitada, é denso em
L?(p). Seja x € K e para cada £ € N seja 7° um triangulo em V; que
contém z. Definamos ¢¢ : K — R como

1

¢ ¢

gly) = Iy eT). 4.62
) = ol e ) (162
A sequéncia {g*;¢ € N} ¢ uma aproximacao de d,(dx). Seja ¢’ a
solucdo de Ay = —g*. Como G é continua, vemos que 1) converge

uniformemente a G(x,-). Este argumento é facilmente modificavel
para construir uma sequéncia {¢% ¢ € N} de fungdes en H{ tais
que Ay’ é uma fungdo limitada, e tais que {¢%;¢ € N} converge
uniformemente a uma extensao harmonica qualquer f € H{. Como as
extensdes harmonicas sio densas em H!, a proposicao estd provada.

O
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