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Abertura

O texto que vocé esta lendo agora é o resultado de uma pequena
aventura ou uma grande ambicdo: falar de mecanica quantica para
matematicos em formacao. Da nossa experéncia, matematicos se for-
mam sem qualquer conhecimento de mecanica quantica. Quando,
por interesse proprio, vao procurar tal formagao, por razoes histori-
cas ou disponibilidade de textos', acabam esbarrando com textos que
ou assumem, ou iniciam a discussao por andlise funcional. Mas as 1l-
timas décadas permitiram o crescimento da chamada teoria quantica
da informacgdo, ou, como é mais comum, informagdo qudintica. Um
dos maiores méritos desta foi levar a uma revisao dos conceitos fun-
damentais da mecanica quantica e, em especial, permitir uma maior
valorizagao dos espagos de estado de dimensao finita. Dessa forma,
sai a andlise funcional (como pré-requisito ou ponto de partida) e
entra a algebra linear, com a qual os estudantes tém contato desde o
inicio de seus cursos. Esse é o espirito do texto: discutir a matematica
da mecanica quantica, principalmente em dimensao finita.

Por escolha, o texto foi divido em trés partes, usando uma me-
tafora musical. O prelidio apenas prepara a obra. Nao falamos de
mecanica quantica nele, embora, naturalmente, tudo que l4 se encon-
tra ou tem aplicagdo na ou sustenta a nossa solista. O interlidio é a
esséncia do texto. E nele que a mecanica quantica é introduzida. A
abordagem escolhida vai do particular para o geral, em busca da me-
lhor compreensao. O poslidio trata de alguns temas que gostariamos
de aprofundar mais, embora nem o formato nem os prazos tornem
isso adequado.

1O que nao sdo, de modo algum, razdes independentes.



X Abertura

Ao escrever este livro, tinhamos em mente nosso publico alvo: es-
tudantes com o ciclo béasico completo, e com gosto pela matematica.
Nao ha necessidade de passar por todo o prelidio, caso vocé queira
“ir direto ao assunto”. Ele foi escrito com varios objetivos comple-
mentares: tornar o texto razoavelmente autocontido?, introduzir no-
tagdo (caso especial da notagdo de Dirac, intensamente utilizada no
capitulo 2) e discutir alguns conceitos (ou estratégias de apresentar
os conceitos) que normalmente ndo encontram lugar no ciclo basico
pressuposto. Uma sugestao razoavel é que vocé corra os olhos pelo in-
dice e escolha como se servir. Por outro lado, pensando nesse mesmo
publico, o texto é repleto de exercicios. Ha dois tipos deles, os que
se encontram em meio ao texto e os de final de capitulo. Isso nao
acontece por acaso. Ao encontrar um exercicio no meio do texto,
resolva-o; ou, ao menos, tente. Quase certamente ele serd utilizado
logo em seguida.

Cabe salientar que, normalmente, em um bacharelado em Fisica
os estudantes tomam cerca de trés disciplinas de Mecanica Quéan-
tica, enquanto este livro é originalmente destinado a um minicurso.
Portanto, embora as defini¢oes basicas e suas consequéncias sejam a-
presentadas, hd muito mais que nao podera ser discutido. Para isso, o
estudante pode adotar textos que capricham na intuigéo, como [FLS],
ou textos mais tradicionais, como [CDL], mais profundos [Per95], ou
mais relacionados & informacao quéntica [Pre, NCJ.

Quando resolvemos encarar essa empreitada, ja tinhamos experi-
éncias (razoavelmente) recentes complementares: uma dissertagao de
mestrado, [Amal], um livro sobre informacio quantica, [Ter07al, e um
livro mais introdutério sobre mecanica quantica, [Bar]. Néao foi possi-
vel resistir a uma pequena dose de autoplagia e um leitor mais atento
vai encontrar trechos previamente publicados. Em algumas outras
partes, ja temos dificuldade de lembrar quem fez a primeira redagao
de tal pardgrafo. Assim, a responsabilidade pelos erros®
no texto é compartilhada pelos trés autores.

Entretanto, é um prazer agradecer a algumas pessoas que ajuda-
ram a diminuir a quantidade destes erros e ainda contribuiram com
sugestoes. Nessa funcao, ainda que atropelados pela sobreposicao

encontrados

2Também se buscou usar a nova ortografia, mas nido podemos garantir que
tenhamos tido sucesso.
3E eventuais acertos.
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Preludio

Antes de realmente focarmos na mecénica quantica, vamos discutir
alguns conceitos matematicos que permeiam o restante do texto. Na-
turalmente, nao nos cabe aprofundamento em cada um desses temas.
Assim, esse preludio é visto como um momento para fixar notacdo e
colecionar os contetidos de maneira adequada a referéncias rapidas.

Comegamos por nimeros complexos, apenas colecionando suas
principais propriedades e pedindo ao estudante que as relembre (ou
eventualmente aprenda algumas) através dos exercicios.

Algebra linear ¢ a base da mecénica quintica. Por isso ganha
papel de destaque nesse preludio.

Equacoes diferenciais e grupos também merecem aten¢dao. E nao
resistimos a tentacdo de apresentar as algebras C*, que acreditamos
desconhecidas da maioria de nossos leitores, mas que podem ser muito
lteis na discussao da mecédnica quantica, além de possuirem beleza
intrinseca que nos atrai.






Capitulo 1

Numeros Complexos

O conjunto dos nimeros complexos tem um universo infinito de apli-
cagoes. Em muitos casos eles podem facilitar os calculos e abreviar a
notacao. A Mecanica Quéntica faz uso dos nimeros complexos, mas
aqui eles ndo sdo s6 um atalho para simplificar a teoria. A impor-
tancia deles é tamanha que alguns fisicos afirmam que é impossivel
formulé-la utilizando apenas os nimeros reais. Faremos aqui apenas
um resumo das principais propriedades que serdao necessarias ao longo
do texto e para mais detalhes o leitor pode consultar [Soa].

1.1 Soma e Multiplicagao

Definigao 1.1. Um corpo é um conjunto C' em que podemos definir
duas operagoes

+:0xC—C
(a,b) —a+1b
CxC—C
(a,b) — a-b=ab
tais que para todos a,b,c € C valem
1) (Associatividade) a+ (b+c¢) = (a+b)+cea-(b-c)=(a-b) ¢
2) (Comutatividade) a +b=b+a ea-b="b-q;

3
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3) (Ezisténcia de elemento neutro) existem elementos distintos 0 €
CeleC taisquea+0=aceca-1=a;

4) (Ezisténcia de inversos) Para todo a € C existe —a € C tal que
a+(—a)=0esea+#0 evistea™ € C tal quea-a=! =1;

5) (Distributividade) a - (b+c¢) =a-b+a-c.

Exemplo 1.1. O conjunto dos numeros racionais Q e o conjunto
dos numeros reais R sdao corpos com as operagoes usuais de soma e
multiplicagdo.

O corpo que vai aparecer com mais frequéncia ao longo do texto
é o corpo dos nimeros complexos e por isso vamos fazer uma breve
revisao de suas principais propriedades.

Definicao 1.2. Um nidmero complexo é uma expressao do tipo:
z=x 4+ 1y,

em que x ey sao numeros reais e i, chamado unidade imagindria,
satisfaz a propriedade i = —1. O nimero x = Re(z) € a parte real
de z e y =1Im(z) € a parte imagindria de z.

Para definir a soma e a multiplicacao de niimeros complexos va-
mos usar as operacoes de soma e multiplicagdo de ntimeros reais e
considerar cada niimero complexo como um polinémio em %, de modo
que a soma de dois niimeros complexos z; = x1 + iy1 € 22 = To + 1Yo
é dada por

21+ 22 = (21 + x2) +i(y1 + ¥2),

e o produto de z; e 22 é dado por

2122 = T1X2 +iT1Y2 +iT2y1 + Y12 = (2122 — Y1y2) +i(T1Y2 + T2y1 ).

(1.1)

Exercicio 1.1. Mostre que as operagoes definidas acima sao comuta-
tivas e que a multiplicacao se distribui sobre a adicao. Mostre também
que o elemento neutro para a adicao é 0 = 0410, que o elemento neu-
tro para a multiplicacdo, também chamado de identidade, é 1 = 1+10
e que o inverso de z para a soma é —z = —x — 1y.
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Para mostrar que C é um corpo, resta mostrar que existem os
inversos multiplicativos.

Defini¢ao 1.3. O conjugado de um nimero complexo z = x + 1y
é o nimero complexo Z = x —iy. A norma de z é |z| = Vz-Z =
Va2 +y2. Um nidmero complezo z é chamado unitdrio se |z| = 1.

Exercicio 1.2. Mostre que a norma de um nimero complexo é sem-
pre wm ndmero real nao negativo e temos que |z| = 0 se, e somente
se, z = 0.

1 z

Exercicio 1.3. Mostre que z7+ = B € o inverso multiplicativo de

z e que se z € unitdrio, 271 = Z.

1.2 Representacao Geométrica

Podemos representar os ntimeros complexos geometricamente usando
o plano cartesiano. O nimero complexo z = x+1y é representado pelo
ponto (z,y) no plano cartesiano e |z| representa a distancia euclidiana
entre o ponto (0,0) e (z,y).

A partir da representacao geométrica podemos ver que se r = |z|
e ¢ é o angulo formado entre a reta que liga os pontos (z,y) e (0,0)
e o eixo x entao

z = r(cos(9) +isen()).

Desse modo, se z é um complexo unitério entdo z = cos(¢) + isen(o)
para algum ¢ € R.

1.3 A Exponencial Complexa

Algumas fungdes definidas para ntimeros reais podem ser facilmente
generalizadas para C. Entre elas esta a fungao exponencial.

Definigao 1.4. A exponencial de um nimero complexo z € definida

por
X _n

e = g Z—.
n!

n=0
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A exponencial estd bem definida para todo niimero complexo. Isso
segue do fato de que

0 n e n
2" _ 2" _ 2|
1 n! =¢
n! !
n=0 n=0
e do seguinte resultado:

Proposigao 1.1. Se uma série de nimeros complezos

oo

ZZn

n=0
€ absolutamente convergente, ou seja, se

o0

>l

n=0
converge, entao ela é convergente.

Para ntmeros complexos sem parte real, chamados de imagina-
rios puros, é possivel mostrar, utilizando a definicdo acima, que a
exponencial assume a forma

e¥' = cos(y) + isen(y),

de modo que a exponencial de um imaginario puro é sempre um
nimero complexo unitario.

Voltando a representacao geométrica dos niimeros complexos, ob-
temos a representacao polar de um niimero complexo:

z = r(cos(¢p) + isen(¢)) = re'®.
Também ¢é possivel mostrar que valem as seguintes propriedades
1. e*tW = e? . e¥, para todos z,w € C;
2. 7% ==
3.e9=1
4. (e*)™ = e™*, para todo z € C e n € Z.
5. ¢* #£0.

Exercicio 1.4. Prove que e* = e”(cos(y) + isen(y)).
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1.4 Limites e Derivadas

Outros conceitos do calculo também podem ser generalizados para o
caso complexo.

Definigao 1.5. Dado um nimero complexo zy dizemos que o numero
wo € o limite de uma funcio f : C — C quando z tende a zy e
escrevemos

lim f(z) = wo

Z—2z0
se para todo € > 0 € possivel encontrar § > 0 tal que se 0 < |z—zg| < ¢
entio |f(z) — wol| < e.

Exercicio 1.5. Prove que se fi : C — C e fy: C — C sdo fungoes
tais que lim,_, ., f1(2) = w1 e lim,_,,, fo(2) = wa e se ¢ € C entio

1. lim, ., (f1(2) + f2(2)) = w1 + wy;
2. lim,,, (cf1(2)) = cw;

3. 1imz—>z0 (fl(Z)fQ(Z)) = W1Wz2;

1

1U1'

4. Sewp #0, lim,_, fl;(z) =

Definigao 1.6. Dizemos que uma fungio f : C — C é continua no
ponto zg se

Tim f(2) = £(z0)
Definic¢ao 1.7. Seja f: C — C e 29 € C. Se existir o limite
o) — i £V
zZ—20 zZ— 20

dizemos que ele € a derivada de f em zy. Usamos também a notagdo

7/z0) = 2 ).

Exercicio 1.6. Prove que se f1 : C — C e fy: C — C sdo fungoes
que possuem derivada em zy entdo

L (f1+ f2)'(20) = fi(20) + f3(20);
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2. (cf1)'(20) = cfi(20);
3. (f1f2)"(z0) = fi(20) f2(20) + f1(20)f5(20);

/ -
4. Sew; #0, (f_ll) (20) = 7]{11(200))2'

Exercicio 1.7. Mostre que se f: C — C possui derivada em zg e se
g : C — C possui derivada em f(z9) entdo go f possui derivada em
Zp €

(g0 f) (20) = g'(f(20))f"(20)-

Para que uma fun¢ao complexa f(x +iy) = f(x,y) = u(z,y) +
iv(x,y) possua derivada em um ponto, é necessério que as fungoes
u e v satisfagam condi¢bes chamadas condi¢oes de Cauchy-Riemann.
Essa é uma maneira pratica de mostrar que uma fungdo complexa
nao possui derivada: basta mostrar que essas condi¢oes nao sao sa-
tisfeitas, o que em geral nao ¢ dificil. Infelizmente essas condigoes
nao sao suficientes para a existéncia da derivada. No entanto, no
caso especial em que as derivadas parciais de v e v sao continuas,
essas condigoes sao suficientes e podemos usa-las tanto para mostrar
a existéncia da derivada, quanto para calcula-la.

Proposicao 1.2 (Condigoes de Cauchy-Riemann). Seja z = x + iy
e f(z) = f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y). Se [ tem derivada no ponto
zo = To + 1yo entdo valem as condicoes de Cauchy-Riemann:

ou ov
%(ﬂﬂo,yo) = a—y(fcovyo)

0 0
8_Z($an0) = _8_2($an0)3

e além disso 5 5
n Ou
f'(z0) = %(xo,yo) + Za_y('r()vyo)'

Por outro lado, se as derivadas parciais

0 0 0 0
a_z(z()a yO)v G_Z(:C()vyo)a a_z(z()a yO)v G_Z(:C()vyo)

sdo continuas em zy e se as condi¢oes de Cauchy-Riemann sdo satis-
feitas, entdo f possui derivada em zg.



[SEC. 1.5: EXERCICIOS 9

Exercicio 1.8. Mostre que

Terminamos aqui nosso breve resumo sobre ntimeros complexos.
H&4 bem mais o que se estudar e o leitor interessado no calculo em
uma variavel complexa pode procurar as referéncias.

1.5 Exercicios

Exercicio 1.9. Coloque na forma x + iy.

1. (3—51)(2+1);

2. (1- i)2 — 61;
(1—2i)2
3. 2427

Exercicio 1.10. Esboce no plano cartesiano os subconjuntos de C
que satisfazem as sequines propriedades

1. |z| =2;

2. |z| = |z +1];

3. Re(z) = Im(z + 1).
Exercicio 1.11. Calcule

1. 3.

3—mi

2. ez,

Exercicio 1.12. Verifique que a as condigoes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas para a funcao

wy(1—1)
f(.’L' + ’Ly) — z2+y2 ’ z 7é 05
0 z=0.

em z = 0 mas que ela ndo possui derivada nesse ponto.
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Exercicio 1.13. Mostre se as fungoes abaizo possuem derivada em
todos os pontos

1. f(x+iy) = e Y(cos(z) + i sen(y));

2. f(xz+iy) = e *(cos(y) — i sen(x)).



Capitulo 2

Algebra Linear

Neste capitulo pretendemos relembrar ao leitor algumas nogoes basi-
cas sobre espagos vetoriais e produtos internos que serdo muito utili-
zadas no decorrer do texto [NC, Lim, Vai|. Falaremos principalmente
de espagos vetoriais complexos, que aparecem naturalmente em me-
canica quantica.

2.1 Espacos Vetoriais

Um espago vetorial V' sobre um corpo C' é um conjunto, cujos ele-
mentos chamaremos vetores e denotaremos por |u), munido de uma
soma vetorial

+:VxV — V
(lu),[v)) +— |u) + |v)

e de um produto por escalar

S CxV — V
(A fu)) — A

tais que para todos |u), [v), |w) € V e A\,v € C temos

1) (Associatividade) |u) 4 (|v) + |w)) = (Ju) + |v)) + |w);

11
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2) (Comutatividade) |u) + |v) = |v) + |u);
3) (Existéncia de zero) Existe vetor 0 € V tal que |u) + 0 = |u);

4) (Existéncia do vetor oposto) Dado |u) € V existe vetor —|u) €
V tal que |u) 4+ (—|u)) = 0;

5) (Associatividade) A(v|u)) = (Av)|u);

)
6) (Distributividade) A(Ju) + |v)) = Au) + A|v);
7) (Distributividade) (A 4+ v)|u) = A|u) + v|u);

8) 1ju) = |u) quando 1 é a unidade da multiplica¢do no corpo C.

A notacao utilizada acima, a notagao de Dirac, é bastante empre-
gada, sobretudo pelos fisicos que trabalham com a mecéanica quantica.
O simbolo |u) é chamado ket wu. é importante ressaltar que o u que
aparece na notagao é apenas um rétulo arbitrario. Outra observacao
importante é que o simbolo |0) serd usado com frequéncia e néo re-
presenta o vetor nulo do espago vetorial em questao e sim um vetor
com o rotulo zero. Denotaremos o vetor nulo apenas pelo simbolo 0.

Exemplo 2.1 (R™ é um espago vetorial sobre R). R™ ¢ o conjunto
das n-uplas ordenadas (z1,...,x,), x; € R. Podemos definir a soma
e produto por escalar, respectivamente, por

(1, xn) + Wiy yn) = (@1 + Y1y T+ Yn)

Mz, . oymn) = (A1, .., Axp).

Exemplo 2.2 (O conjunto das fungoes continuas é um espaco vetorial
sobre R). Seja Cg[0,1] o conjunto formado pelas fungoes continuas
do intervalo [0,1] com valores em R. A soma e o produto podem ser
definidos como sendo

(f +9)(x) = f(x) +g()
(Af)(x) = Af(x).
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Exemplo 2.3 (C" é um espago vetorial sobre C). C™ ¢ o conjunto
das n-uplas ordenadas (x1,...,x,), x; € C. Podemos definir a soma
e produto por escalar, respectivamente, por

(@1, Tn) + (W1, s Yn) = (@1 + Y1, T+ Yn)

M2ty ooymn) = Az, .0, Axy).

Exercicio 2.1. Mostre que os exemplos acima sdo de fato espacos
vetoriais com as operagoes indicadas.

No tltimo exemplo o corpo usado foi C. No restante deste texto o
corpo sempre serda o dos numeros complexos, salvo mengao explicita
em contrario. Em boa parte do texto o leitor também pode imaginar
que o espaco vetorial em questao é C™.

2.2 Base e Dimensao
Definicao 2.1. Dizemos que uma expressao do tipo
arlvr) + ..+ aglok), @, € C

é uma combinagdo linear dos vetores |v1), ..., |vk). Dado um conjunto
de vetores dizemos que ele gera V' se todo elemento de V pode ser
escrito como combinacgdo linear dos elementos desse conjunto.

Queremos encontrar conjuntos que gerem o espago com 0 NUIMmMero
minimo de elementos.

Definigao 2.2. Dizemos que um conjunto de vetores {|vi), ..., |vg)} C
V' € linearmente independente (LI) se a equagio

ag|vr) + -+ aglog) =0
$6 admite a solugdo trivial (o, ..., ax) = (0,...,0).

Caso contrdrio, dizemos que os vetores sao linearmente dependen-

tes (LD).
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Exercicio 2.2. Mostre que um conjunto de vetores € LD se e somente
se podemos expressar ao menos um dos vetores como combina¢io
linear dos outros.

Podemos nos perguntar se existe um conjunto de vetores LI de
forma que todo elemento do espago V' possa ser escrito como com-
binagao linear dos elementos desse conjunto. é possivel mostrar que
todo espago vetorial possui um conjunto LI com essa propriedade.

Definicao 2.3. Uma base para um espago vetorial V' é um conjunto
LI

B = {|’U1>, ceey |Uk>}
tal que todo vetor de V' é combinagdo linear de |v1),...,|vg). A di-
mensdo de V é o nimero de vetores em uma base.*

é possivel mostrar que duas bases de V' devem ter necessariamente
o mesmo numero de elementos, de modo que a dimensao estd bem
definida, ou seja, nao depende da base que escolhemos para V.

Da existéncia de uma base B = {|v1),...,|v,)} do espaco V surge
a notagdo para vetores mais utilizada: dado um vetor |v) podemos
escrevé-lo como |v) = aj|vy) + -+ -+ an|v,) e de forma tnica. De fato,
se temos |v) = by|v1) + ...+ by|v,) entdo

(a1 = b1)|v1) + ...+ (an — bp)|vn) =0

e da condicao LI temos a; = b;. Assim podemos representar o ve-

tor por meio de seus coeficientes na base dada: |v) = (a1,...,a,)5.
Quando nao houver confusao a respeito da base que esta sendo utili-
zada denotaremos apenas por |v) = [v]g = (a1,...,an).

2.3 Subespacos Vetoriais

Um subespacgo vetorial S do espaco vetorial V' é um subconjunto de
V' que é, ele mesmo, um espago vetorial com as operagoes de soma e
multiplicacao por escalar definidas em V. Para isso, precisamos que
as seguintes propriedades sejam satisfeitas

LA definicdo de dimensdo acima vale para espacos vetoriais que podem ser
gerados por um numero finito de vetores, como é o caso dos exemplos 2.1 e 2.3.
Em outros casos, como no exemplo 2.2, o espaco vetorial ndo pode ser gerado por
nenhum conjunto finito e dizemos que a dimenséao ¢é infinita.
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e 0c S,

e |z) + |y) € S para todo par |z) e |y) € S

e \|z) € S para todo A € C e todo |x) € S
Exercicio 2.3. Considere o subconjunto

S ={(t0,...,0) e R";t € R}.
Mostre que S € um subespago vetorial de R™.
Exercicio 2.4. Considere o subconjunto
S ={f € Crl0,1]; f(0) = f(1) = 0}.

Mostre que S é um subespago vetorial de Cg[0,1].

2.4 Transformacgoes Lineares

Sejam U e V espacos vetoriais. Uma aplicacao T': U — V é dita uma
transformacao linear se dados |uy), juz) € U e A € C (que é o corpo
que usaremos ao longo do texto) temos

o T(Aur)) = AT (Ju1))
o T(jur) + luz)) = T(|jur)) + T(luz))

Fixemos uma base B = {|e1),...,|lem)}de Ve F ={|f1),...,|fn)}
de U. Podemos escrever um vetor |v) € V na forma [v) = > 1" | v;le;),
que também podemos representar na forma matricial

U1
(%] .
|’U>: . :[’UlaUQa"'avm]B'

T(lo)) = T(_Z vz—|ei>> = 3wl (les) szmn

i=1
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em que os niimeros T}; sao tais que T(|e;)) = -7, Tj| f;). Portanto
podemos representar a transformacao linear 7' por meio de uma ma-
triz T, 7 com entradas 7T;; de forma que

[T (|o))7 = TR[v]s.

De forma similar, dada uma matriz n x m temos, desde que fixadas as
bases, uma transformacao linear associada. Essa identificacao é tao
forte que frequentemente nos referiremos a uma transformacao linear
apenas pela matriz que a representa, desde que nao haja confusao
acerca de quais sdo as bases usadas em cada caso.

Quando U =V = C", as matrizes em questao sdo matrizes n x n.
O conjunto das matrizes n x n com coeficientes em C sera denotado
por M, (C).

Um caso particular de destaque sao os funcionais lineares.

Defini¢ao 2.4. Um funcional linear (x| é uma transformagcaio line-

s

ar {x|: V. — C. O espago de todos os funcionais lineares de V ¢é
conhecido com o espaco dual de V' e denotado por V*.

Os elementos de V* serdao denotados na notagao de Dirac pelo
simbolo (x|, que é chamado de bra.

2.5 Produto Interno
Dado um espaco vetorial V', um produto interno é uma aplicagcao
(Iy:VxV — C
(lu),[0))  — (ufv)

satisfazendo as seguintes propriedades?: para todo |u), [v), |w) € V e
ApeC

L+ pv|w) = Mulw) + fi{vjw);
2. (ulv) = (vfu);

3. (ulu) > 0;

2Utilizaremos a notacio (\u -+ pv|w) para denotar o produto interno entre os
vetores A|lu) + pl|v) e |w)
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4. Se (u|u) = 0 entédo |u) = 0.

Observagao 1. Em 2 a barra denota a operacao de tomar o complexo
conjugado do niumero; em 3, note que o lado esquerdo da expressao
de fato € real como consequéncia de 2. Por ultimo, note que

(ulxv) = (Aofu) = Aolu) =
Molu) = Mulv).
Por isso uma maneira usual de reescrever a condi¢cao 1 acima €
(uldv + pw) = Mulv) + pfulw).

Exercicio 2.5. Considere o espago vetorial C™ (sobre o corpo C).
Mostre que a aplicacao

n
(@1, ) (s oun)) = > Bt
i=1
é um produto interno, conhecido como produto interno canonico de
c.

Exercicio 2.6. Mostre que Cc0, 1], o conjunto de fungdes continuas
do intervalo [0,1] com wvalores em C, é um espago vetorial sobre C
com soma e produto, respectivamente, definidos como sendo

(f +9)(x) = f(z) + g(2),

(Af)(@) = Af ().
Mostre que

(flg) = /[  TEgteia

é um produto interno em Cc[0,1].

O produto interno nos permite introduzir uma nogao que genera-
liza a um espaco vetorial qualquer a ideia de perpendicularidade no
espago, com a qual ja estamos familiarizados:
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Definicdo 2.5. Dizemos que dois vetores |u) e |v) sdo ortogonais
se (ulv) = 0. Dizemos que um conjunto E = {|v1),...,|vk)} é or-
togonal se seus elementos sao dois a dois ortogonais. Dizemos que
um conjunto E = {|v1),...,|vk)} ¢é ortonormal se é ortogonal e
(vilv;) =1 para todo i.

No caso do espaco ser R? com o produto interno canénico, ou seja,

((z1, 72, 23)[(y1, Y2, ¥3) ) = T1y1 + T2y2 + T3Y3

a ortogonalidade significa exatamente perpendicularidade no sentido
geométrico usual.

Com um espago vetorial V' munido de um produto interno pode-
mos definir uma aplicagdo || - ||: V' — R escrevendo ||v]| = /(v|v).
De fato podemos provar que essa fungao é uma norma sobre V', mas
para isso precisamos de alguns resultados preliminares.?

Teorema 2.1. Se u e v sdo ortogonais, entao
lu+ ol = [Jull® +||v]|*.
Demonstra¢do. Temos

lu+v]? = (u+vlu+v) = (ulu) + (ulv) + (vlu) + (v|v) =

lull® + (ulv) + (ulv) + [lol* = ull* + [lv]%,
pois (ulv) = 0. O

Observagao 2. Durante a prova obtivemos uma identidade conhe-
citda como identidade polar:

lu+v]* = [[ul® + 2Re((ulv)) + lv]|*.

Corolario 2.2. Usando o teorema acima o leitor pode provar, in-
dutivamente, o sequinte resultado: se {|v1),...,|vk)} sdo dois a dois
ortogonais, entao

lor =+ -+ ol = [loa [ + -+ loe]|*.

3Evitamos o uso da notacio |||u)|| e optamos por denotar a norma de um vetor
|u) por ||u|| por simplicidade.
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Teorema 2.3. Seja E = {|v1),...,|vr)} subconjunto ortonormal de
V. Entdo, para todo |v) € V

k k 2
[oll> =D i) + |lo =Y (wilo)vs
i=1 i=1
Demonstragio. Podemos escrever
k k
lv) = Z<U1|U |vi) +[v) — Z (vilv)|vi)
1=1 =1
|a) [b)

Os vetores |a) e |b) sdo ortogonais: de fato

k k
(alb) = <Z<vi|v>vi v — Z<vi|v>vi> -

i=1 i=1j=1
k k
D i) (wilo) =~ (wilv)(vilv) =0
i=1 i=1
Mas entao [|v]|* = [|a + b||> = [|al|* + [|b]|*

k k k
lall* = <Z<vi|v>vi > (wilv) > ZI vilv)[?

i=1 j=1
donde segue o resultado. O
Exercicio 2.7. Se E = {|v1),...,|vk)} € subconjunto ortonormal de

V', mostre que para todo vetor |v) € V wale a desigualdade de Bessel:

k

2

loll® = " [Colos)|*.
i=1
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Corolario 2.4. Dados u e v em V entao vale a desigualdade de
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz:

[{wlv)] < {lullllo]l-

Demonstragiao. Se [v) = 0 a desigualdade é claramente verdadeira;
vamos entao assumir que |v) é nao nulo. Sendo assim, podemos consi-

derar o vetor % que é unitdrio (por qué?) e o conjunto F = {%}
v v
é subconjunto ortonormal de V. Portanto, pela desigualdade de Bes-
sel,
v 2 1 9
fulP > |(uf 75| = ettt
[[] [[o]?

e assim [(ulv)| < [lul/[|v]|. O

Agora estamos em condigoes de verificar que a fungéo || -||: V —

R, é de fato uma norma, isto é, uma aplicacdo de um espago vetorial
nos reais nao negativos que satisfaz as condigoes abaixo:

L [Aull = [AlfJull;
2. |Ju+ ol < flull + [Jv]l;
3. Jlull = 0= |u) =0.

Deixamos para o leitor as provas de 1 e 3 e passamos a prova de 2:
temos

lu+v]* = [Jul® + 2Re((ulv)) + [[v]* < fJul® + 2/ ulo)] + [[o]* <
lull® + 2lfulll[oll + [[v]* = (lull + [lv])?

e entao o resultado segue.

Uma norma nos permite definir uma nog¢ao natural de distancia
no espaco V, isto é, uma métrica, que é uma funcdo d: V x V — R,
tal que

1. d(u,v) = d(v,u);
2. d(u,w) < d(u,v) +d(v, w);
3. d(u,v) =0 = |u) = |v).

Podemos definir d como sendo d(u,v) = ||lu — v||.



[SEC. 2.5: PRODUTO INTERNO 21

2.5.1 Produto Interno e Funcionais Lineares

Quando um espago vetorial é munido de um produto interno, é pos-
sivel associar vetores a funcionais lineares.

Exercicio 2.8. Consideremos fizos um certo |vg) € V', e um produto
interno (| ) em V. Mostre que L: V. — C definido como sendo
Ly vy = (vglv) € um funcional linear.

Em alguns casos, o exemplo acima é absolutamente geral: todo
elemento de V* pode ser escrito na forma de L,,, para algum |vg) em
V. Esse é o caso quando V' tem dimensao finita.

Teorema 2.5. Dado L € V* entio existe um dnico |vg) € V tal que
Llv) = (vo|v).

Demonstragigo. Considere uma base ortonormal {|e;)}i—=1,. 1, de V.

Entao
k

0) = wviles)

=1

k k
Llv) =Y viLle)) =Y viLles)(eile:) =
=1 =1

. . kT
onde [vg) fica unicamente determinado como sendo > :_; L(e;)le;),
o que conclui a demonstracao. |

Observagao 3. Este resultado simples € a versao em dimensao finita
de um resultado bem mais geral da andlise funcional conhecido como
teorema de Riesz.
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O teorema acima mostra que o produto interno fornece uma iden-
tificagao natural entre elementos de um espago vetorial V' e elementos
do seu espaco dual V* dada por

|v) «— L.

A notacgao de Dirac se aproveita desse fato para denotar o funcional
L, pelo bra (v| de modo que

Lyfw) = ((v])|w) = (v]w).

2.6 Bases Ortonormais

Definicao 2.6. Dado um espaco vetorial V. munido de um produto
interno (-|-), dizemos que uma base é ortogonal se ela é um subcon-
junto ortogonal de V. De forma andloga, uma base serd chamada de
base ortonormal se € um subconjunto ortonormal do espaco vetorial

\%4

Exercicio 2.9. Mostre que o conjunto formado pelos vetores |ey) =
(1,0,...,0), |e2) = (0,1,0,...,0), ..., |en) = (0,0,...,0,1) é uma
base ortonormal com o produto interno canonico

((v1y . o) (U1, .oy up)) = V1us + ..o+ Upliy.

2.6.1 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Se assumimos a existéncia de uma base qualquer para o espaco V
entao podemos nos perguntar se ha uma base ortonormal de V e a
resposta é afirmativa. Dada uma base qualquer {|v1),|va),...,|vn)}
de V entdo podemos obter uma base ortonormal {|u1), [uz2), ..., |us)}
por meio de um procedimento conhecido como ortogonalizacio de
Gram-Schmidt que passamos a descrever. Para construir o vetor |uq)
basta tomarmos

|v1)

[oall”

lur) =

Para construir |ug) devemos ter em mente duas coisas: queremos que
|ug) tenha norma unitéria e que seja ortogonal ao vetor j& construido
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|u1). Para verificar essa segunda condi¢do procuramos um vetor na
forma |wa) = |va) + a1|u1) (que estd no subespago gerado por |v1) e
[v2)) de forma que (wz|ui) = 0. Entao

v
<w2|u1> = <’L)2 —1> + 041<U1|’LL1> = 0
[[oa
ou seja,
o] = 7—<’02|’U1>
[[oa]
O vetor |ug) é entdo definido como sendo |ug) = % Para obter

|us) procederemos de forma similar: primeiro procuramos |ws) =
[vs) + aq]ur) + az|uz) que deve ser ortogonal a |u1) e a |uz), o que
determina o1 e as como sendo

oy = —(vs|uy) e as = —(vzluz)

Seguindo dessa maneira nao é dificil ver que o vetor auxiliar |wy) serd
dado pela expressao

|wi) = |vk) — (Vklur )ur) — - — (Velug—1)|ur—1)

e que |ug) = HL’j—’;”, com k = 2,3,...,n. Dessa forma podemos exibir
todos os vetores |ui), ..., |u,); por construgio eles geram o mesmo
espago que |v1),...,|v,). S&o também ortonormais, sendo assim a
base ortonormal procurada do espago V.

2.7 Mudanca de Base

Vamos agora abordar a questao de como escrever um certo vetor em
bases distintas. Consideremos duas bases, U = {|u1),...,|un)} e
V = {|v1),...,|vn)}. Dado um vetor |p) podemos escrevé-lo como

|p) = arlur) + - - + anfun)

que denotamos como |p) = (ay,...,an)y, onde os a; 40 entdo as
coordenadas de |¢) na base Y. Por outro lado, também podemos
escrever |¢) = b1|v1) + -+ + by |vn), denotado por (by, ..., b,)y, que
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sao as coordenadas de |¢) na base V, e queremos obter a relagdo entre
a; e b;.
Se
|u1) = Ti1lvr) + Tor|vz) + - + T vn)

e, analogamente,
lui) = Thilvr) + -+« + Tilvn)

para todo ¢ > 2, entao
b="Ta

onde b = (by,...,b,) e a = (a1,...,a,). De fato, note que

lp) = arfur) + -+ 4 anlun) =

(S () o ($00)
k=1 k=1

k=1
(Thiar+Teas+- - +Tinan)|vi)+- -+ (Thiar+Thoas+ - -+ Tpnan)|vn)

e portanto as coordenadas na base V sdao as componentes do vetor
Ta. Esta matriz T é a matriz de mudancga de base, que troca as
coordenadas na base U pelas coordenadas na base V.

2.8 Operadores Lineares

Vamos voltar a estudar as transformacdes lineares entre dois espagos
vetoriais U e V sobre C. Seja L(U, V) ={T: U — V ;T é linear}; se
T e S sao elementos de L(U,V) entdo podemos definir as transfor-
macgoes T+ S e \T tais que

(T + S)|u) = T|u) + Slu) e (AT |u) = \T'|u)

Exercicio 2.10. Mostre que as operagcoes T + S e XT definidas as-
sim sdo lineares. Mostre também que com essas operag¢oes o espago
L(U,V) é um espago vetorial sobre C.
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Podemos definir uma norma no espago L(U,V) da seguinte ma-
neira:
1Tl = sup 1T}y
u||U:1
onde ||-||;; é uma norma em U e ||-||;, ¢ uma norma em V.

Estamos interessados no espago L(V) = L(V,V), ou seja, nas
transformagoes lineares de um espago vetorial nele mesmo. Uma
transformagao T € L(V') é chamada de operador linear. Nesse caso
particular podemos também usar a norma | - | como anteriormente
definida e podemos mostrar que ela satisfaz uma propriedade adicio-
nal (nesse contexto esta norma é geralmente conhecida como norma
de operador).

Lema 2.6. Dados A e B em L(V) entio ||AB| < || All||B].

Demonstragio. Em primeiro lugar, note que se |v) # 0,

v
(AJu)] = \AH ol < ANl

pois 12 ¢ um vetor unitério. Agora
[l

IAB|| = sup [AB|v)| < sup [|A[|[Blv)| < [|A]l[|BI|

lofl=1 loll=1

O

Com essa norma podemos definir uma distancia em L(V) da se-
guinte forma: d(A, B) = ||A — B||.

Se dim(V) = n, fixada uma base em V, cada elemento de L(V)
pode ser representado por uma matriz quadrada nxn com coeficientes
complexos.* O conjunto dessas matrizes sera denotado por M (V).

2.9 Adjunta de uma Transformacao Li-
near

Quando temos uma transformacao linear 7: V' — V podemos procu-
rar uma nova transformacao 77%: V — V de tal forma que

(Twlu) = (v|T*u) para todo |u) e |v) em V.

4No caso em que V é um espaco vetorial sobre C.
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Essa transformacgao é conhecida como a adjunta de T e de fato esté
unicamente determinada.

Teorema 2.7. Dada uma transformacao linear T:V — V entdo
existe uma unica transformagio linear T*: V. — V tal que (Tv|u) =
(v|T*u) para todo |u) e |v) em V.

Demonstragao. Considere |u) € V fixo. Vamos definir a aplicagio
L,:V — C como sendo

L, (v) = (u|Tw).

Da linearidade de T segue que L, é um funcional linear e portanto
existe um dnico |ug) (que, naturalmente, depende de u) tal que

Ly (v) = {uolv)

Como |ug) depende de |u), escreveremos |ug) = f|u).

Se agora trocamos |u) por |w) entdo podemos definir L,, e teremos,
de forma similar, um tnico |wp) tal que Ly |v) = (wolv), |we) = flw).
Considere entao

Lutw|v) = @[T (u+w)) = (v|Tu+Tw)) = Lu|v) + Ly|v) =

(olfu) + (vl fw) = ([fu+ fw).
Por outro lado, podemos escrever Ly, 4,|v) = (v|f(u 4+ w)) e portanto
f(u) + |w)) = flu) + flw); o leitor pode, sem dificuldade, verificar
que f(Alu)) = Af|u), logo f é uma transformacao linear, que deno-
taremos por 71'*. O

Definicao 2.7. Um operador linear tal que T = T* ¢é chamado de
auto-adjunto.

Quando estamos trabalhando com operadores auto-adjuntos, muito
comuns em mecénica quantica, utilizamos o fato de que (Tulv) =
(u|Tv) para denotarmos

(Tulo) = (u[Tv) = (u|T] v).

Como é comum usarmos matrizes para representarmos os opera-
dores lineares, queremos saber como é a matriz A associada a uma
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transformagao linear auto-adjunta 7. Fixemos de inicio uma base
ortonormal . Entao sabemos que o elemento de matriz a;; é dado por

ai; = (ei|Te;)
Entao temos
aij = (Teilej) = (Teile;) = (ej|Te;) = aj;

Ou seja, a matriz A é igual a conjugacao de sua transposta: A =
AT, As matrizes associadas a operadores auto-adjuntos sdo chamadas
auto-adjuntas ou também hermitianas.

2.10 Projecao sobre um Subespaco

Dado |v) € V podemos definir a projecao (ou o projetor) sobre o
subespago vetorial W gerado por |v) como sendo

PV — W (2.1)

) — <|”U|ﬁ2> |v). (2.2)

Podemos procurar a adjunta de P,, isto é, a transformagao P, tal
que
(Pyx|y) = (x| P)y) para todo |z) e |y) em V.

Temos que

(Parly) = oz (ol oly) = oozl ely) =

W@lvﬂvlw — Hv1||2 (x| (w]y ) = (2| P,(y)).

Logo P; = P, e portanto a proje¢do ¢ uma transformacao auto-
adjunta.

A projecao tem uma outra propriedade interessante: se aplicamos
esta transformacao duas vezes entao temos

PR () = P, (o) = TP -

Rl
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(vlu) el
H,U||4 <’U|’U>|’U> - H,U||2| > PU( )

Normalmente isto é denotado simplesmente por P? = P, (e quando
ndo ha confusdo omite-se o subindice v).

Podemos definir a projecao sobre subespacgos de dimensao maior.
Se W é um subespago de V' com uma base ortonormal {|v1),...Ju,)},
a projecao sobre W é dada por

Py:V — W (2.3)

lu) — Z P,.|v). (2.4)

Exercicio 2.11. Mostre que Py também é um operador auto-adjunto
tal que P3, = Py .

2.11 Autovetores e Autovalores

Se T: V — V é uma transformacao linear, entdo podemos procurar
vetores ndo nulos satisfazendo a equacao

T|v) = Av) para algum A € C.

As solugdes |v) sdo conhecidas como autovetores e o respectivo A
como autovalor de 7.

Observagao 4. F se o vetor nulo fosse admitido? Bem, nesse caso,
temos 0 = T(0) = A0 para todo e qualquer A complexo; assim os
autovalores seriam todo o conjunto C para qualquer transformacdo
linear, o que ndo parece muito interessante...

Exemplo 2.4. Consideremos o caso de uma transformacao linear P
tal que PP = P (o leitor consegue imaginar um exemplo?). Entdo a
equagdo de autovalores é

Plv) = o)

Mas
Av) = Plv) = PP|v) = P(AJv)) = A\?|v)



[SEC. 2.11: AUTOVETORES E AUTOVALORES 29

e assim os autovalores desta transformacdao satisfazem a relagio \ =
A2, equacdio que tem solugdes 0 e 1. Portanto podemos concluir que
uma projecio (que satisfaz a relagio acima) sé admite como autova-
lores 0 e 1.

2.11.1 Autovalores e Autovetores de Transforma-
coes Hermitianas

Se uma transformacao linear é hermitiana, isto é, se T = T, en-
tao os autovalores e autovetores adquirem propriedades interessantes
que investigaremos aqui. Acerca dos autovalores temos o seguinte
resultado:

Teorema 2.8. Se T é hermitiana entdo seus autovalores sdo reais.
Demonstragiao. Considere T'|v) = Alv). Entao
(Tv|v) = Qwlv) = Av|v).
Por outro lado,
(Tolv) = (OT*v) = (UTv) = (]3v) = Alv]o)
e portanto, A(v|v) = A(v|v), mostrando que A = \, donde A € R. [
Ja para os autovetores, podemos verificar ortogonalidade.

Teorema 2.9. Seja T hermitiana e |v) e |u) dois autovetores asso-
ciados, respectivamente, aos autovalores distintos A e . Entdo |u) e
|v) sdo ortogonais.

Demonstragcio. Note que
(Tolu) = (Ml|u) = Mv|u).
Por outro lado,
(Tolu) = (v|Tu) = (v]pu) = plvlu) = plvfu).

Portanto A(vju) = p(vju). Como X e p sdo distintos entdo temos
necessariamente (v|u) = 0, ou seja, |u) e |v) sdo ortogonais. O
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O resultado a seguir, conhecido como Teorema Espectral, mostra
como podemos utilizar autovetores e autovalores de uma transforma-
¢ao hermitiana para reescreveé-la.

Teorema 2.10. Dada uma transformacio hermitiana T € possivel
encontrar uma base ortonormal B = {|v1), ..., |v,)} para o espago ve-
torial formada por autovetores de T. Além disso, se A\; € o autovalor
associado ao autovetor |v;) entdo

Definicao 2.8. Dizemos que uma transformagdo linear T € diago-
nalizavel se existe uma base para o espaco vetorial em que a matriz
que representa T' é diagonal.

Exercicio 2.12. Mostre que quando podemos encontrar uma base
B = {|v1),...,|vn)} para o espago vetorial formada por autovetores
de uma aplicacio T entao ela € diagonalizavel. Em particular, mostre
que todo operador hermitiano é diagonalizavel.

2.12 Operadores Positivos

Definicao 2.9. Dizemos que um operador T em um espago vetorial
V' com produto interno é positivo definido se, para todo |v) em V ndo
nulo, vale

(Twlv) > 0.

Dizemos que T é um operador positivo semi-definido se para todo |v)
em V' nao nulo, vale
(Twlv) > 0.

Quando T é positivo definido, escrevemos 7" > 0 e quando T" é
positivo semi-definido, escrevemos 1" > 0.

Exercicio 2.13. Mostre que os autovalores de um operador positivo
sao todos positivos.

Teorema 2.11. Sdo equivalentes:
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1. T € auto-adjunto e todos os seus autovalores sao numeros reais
positivos;
2. T € um operador positivo.
Demonstracao. Se valer 1, existe uma base ortonormal
B ={|v1), ..., |un)}

tal que a matriz A = [T]|p é diagonal e cada A;; = a; > 0. Dado |v)
em V, escrevemos |[v) = x1|v1) + ... + 2, |v,). Podemos calcular

(Tvlv) = (x1Tvy + ... + & ToplT101 + oo + Ty ) =
= (r1a101 + ... + Tpapvy TV + o TRV, ) =
=a1|z1)* + ... + an)zal® > 0.
Para a reciproca, mostremos que T' = T*. Devemos mostrar que
(Twlw) = (v|Tw)

para todo |v),|w) em V. O truque é primeiro notar que (Tw|v) =
(v|Tv), uma vez que o conjugado de um nimero real é ele mesmo.
Depois, expandimos

(T(u+v)lutv) = (u+o|T(utv)) =

(Tulu) + (Tulv) + (Tv|u) + (Tv|v) =

= (u|Tu) + (u|Tv) + (v|Tu) + (v|Tv).
Cancelando termos correspondentes, concluimos que

(Tulv) 4+ (Twlu) = (u|Tv) 4+ (v|Tu).

Agora trocamos |v) por i|v) na expressdao acima, o que resulta em

i(Tulv) —i(Tolu) = i(u|/Tv) — i{v|Tu).
Multiplicando por 7 e somando membro a membro obtemos

(Tulv) = (u|Tv)

para quaisquer |u), [v) em V.
Juntando o resultado acima ao exercicio 2.13 provamos que a pro-
priedade 2 implica a propriedade 1. O

Exercicio 2.14. Mostre que a projecao é um operador positivo semi-

definido.
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2.13 Traco e Determinante

Vamos agora definir dois ntimeros que podem ser naturalmente as-
sociados a uma dada matriz quadrada e relembrar algumas de suas
propriedades.

2.13.1 Traco

O trago de uma matriz quadrada A de elementos a;; é definido como
sendo a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja,

TrA = Z Qg -
i=1

Isso entdo definiu uma fungéo Tr: M, (C) — C; algumas de suas
propriedades basicas estao condensadas no préximo
Lema 2.12. Para todo A, B € M,(C) e A€ C

1. Tr(A+ B) = TrA+ TrB;

2. Tr(AA) = \TrA;

3. Tr(AB) = Tr(BA).

Demonstracio. A prova dos dois primeiros é bastante simples e é
deixada ao leitor. Para verificarmos 3 notemos que

TI‘(AB) = Z(AB)” = Z ZAikBki

i=1 k=1

> Bridi = ZBkz ik = Z(BA)kk = Tr(BA).

i=1 k=1 k=11i=1 k=1

O

Os dois primeiros itens do lema mostram que de fato o trago é um
exemplo de funcional linear no espago das matrizes quadradas.
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2.13.2 Determinante

O determinante é uma fun¢ao polinomial det : M, (C) — C. No caso
de matrizes 2 x 2, por exemplo, o determinante é definido como

det{a b ] = ad — be.

c d

O leitor pode encontrar uma discussao bastante completa do caso
geral, por exemplo, no livro de Elon Lima [Lim]. Podemos resumir
suas principais propriedades no lema abaixo:

Lema 2.13. det ¢ uma funcao tal que:
o det AT =det A;
e det \A = \"det A;
e det AB = det Adet B.

Uma outra propriedade importante é a seguinte: uma matriz A
admite inversa (ou seja, existe A~! tal que AA™! = A=1A = Id) se,
e somente se, det A # 0.

Isso permite caracterizar autovalores de maneira razoavelmente
simples: dizemos que A é um autovalor se existe |v) # 0 tal que AJv) =
Av). Esta expressdo pode ser reescrita como sendo (A — AI)|v) =0
e estamos procurando uma solugdo |v) ndo nula para a mesma. J&
sabemos que a transformacao linear A— I, quando aplicada em zero,
também resulta no vetor nulo. Portanto, se temos |v) ndao nulo sa-
tisfazendo a equagao isso significa que a transformacao A — A\l nao é
injetiva e portanto ndo admite inversa. Mas nao ter inversa significa
que det (A — AI) = 0, sendo esta uma equagdo polinomial em A cu-
jas raizes sao exatamente os autovalores associados a transformacao
linear representada pela matriz A.

2.14 Produto Tensorial

Dados dois espacos vetoriais V4 e Vg sobre C de dimensoes na e np
respectivamente, podemos construir um espago vetorial de dimensao
nanp através do produto tensorial.’

5 A mesma construcio pode ser feita para espacos vetoriais sobre outros corpos.
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6

Para construirmos® esse novo espago, que denotaremos por V4 ®

Vg, tomamos bases |i4) para V4 e |jp) para Vi e declaramos que os
nanp elementos da forma

lia) ®|jB), ia=0,1,....,n4, jp=0,1,...,np
formam uma base para V4 ® V. As seguintes condi¢oes sao impostas

1. Para um escalar arbitrario a € C e elementos |v4) de V4 e |up)
de VB,

a(lva) @ |vg)) = (alva)) @ [vp) = |va) ® (alvp));
2. Para |v4) e |ua) arbitrdrios em Vy e |vp) em Vp,

(lva) + |ua)) @ [vp) = [va) @ [vB) + |ua) @ [vB);
3. Para |vy) arbitrario em V4 e |up) e [vg) em Vg,

[va) © (ug) +[vB)) = |va) © [up) + [va) © [vB).

A construgdo é independente das escolhas de base para V4 e Vp.

Definigao 2.10. Dizemos que um vetor |v) € VAQVp € decomponivel
se é da forma |va) ® |vg).

é comum usarmos a notagao |va) ® |vg) = [vavg).

Se V4 e Vi sao espagos vetoriais com produto interno, podemos
definir um produto interno em V4 ® Vp da seguinte maneira: para
vetores decomponiveis fazemos

(vavsluaup) = (valua)(vslug),
e em seguida estendemos aos outros vetores:
((vavp| + (wawp|)|uaup) = (vavpluaup) + (Wawpluaup)

(vavp|(Jlwawg) + luaup)) = (vavplwawp ) + (Vavp|luaup ).

6Para uma definigio mais precisa, veja [Vai, NC].
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Os conjuntos M (V) e M (Vp) sdo também espagos vetoriais sobre
C e por isso também podemos definir o produto tensorial M (V4) ®
M(Vg). Podemos entdo definir uma agdo de M(V4) @ M(Vp) em
V4 ® Vg da seguinte forma: para vetores decomponiveis fazemos

Ma® Mp(Jva) @ |vg)) = Malva) ® Mplvg),

e em seguida estendemos por linearidade aos outros vetores. Essa
agao define um mapa de M(Va) @ M(Vp) em M (V4 ® Vp), que é um
isomorfismo de espacos vetoriais.

Definigao 2.11. Definimos o trago parcial em relacio a V4 de uma
matriz My @ Mp em M(Va) @ M(Vg) por

TI‘A(MA ® MB) = Tr(MA)MB,

e estendemos por linearidade as matrizes nao decomponiveis. De
maneira andloga definimos o trago parcial em relacio a Vg.

Definigao 2.12. Definimos a transposta parcial em relacao a V4 de
uma matriz My @ Mp em M(Va) @ M(Vg) por

(Ms @ Mp)™ = (Ma)" ® Mg,

e estendemos por linearidade as matrizes ndao decomponiveis. De
maneira andloga definimos a transposta parcial em relacio a Vg.

Proposicao 2.14. Se uma matriz M € positiva, entdo Tra(M) e
Trg(M) também o sdo.

Demonstragdo. Suponhamos que M = >, M4 @ M}. Seja {|j)},j =
1,...,dim Vg uma base ortonormal para Vp. Entao

Tep(M) =) M4(j|Mplj)
i

(| Trp(M)lo) = Y (0| Malo){jIMpli) = Y (o] (j1M4 & Mplj)lv) =

] .3

> (oll] ZMZ © Mplj)lv) =Y _(vl(jIM]|j)]v) = 0

J J
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sendo que a tltima desigualdade é valida pelo fato de que M é positiva
e portanto cada termo na ultima soma é positivo. Segue entao que
Trp(M) também é uma matriz positiva.

De maneira andloga provamos que Tr4 (M) é positiva. O

Um resultado extremamente 1util é a decomposicao de Schmidt
para espacos vetoriais com estrutura de produto tensorial.

Proposicdo 2.15 (Decomposicao de Schmidt). Dado um vetor |¥) €
Va @ Vi, € possivel encontrar bases ortonormais {|4)} para Vi e
{|¢%)} para Vg tais que

d

U) =D ailglh)|dls), (2.5)

i=1

em que d = min(dim Vy,dim Vg), e a1 > ag > ... > «ag. Os coefici-
entes a; sao chamados coeficientes de Schmidt.

Demonstragigo. Suponhamos d = dim V4. Seja pa = Trp(|¥)(¥]). A
matriz | ) (¥] é o projetor na direcdo de |¥) e portanto é uma matriz
positiva. Assim, p4 também é uma matriz positiva, e portanto po-
demos encontrar uma base {|¢})} para V4 formada por autovetores
de pa . Desse modo, dada uma base ortonormal qualquer |mp) para
VB, podemos escrever

T) = comlVh)ma),

uma vez que o conjunto {|¢’})|mp)} forma uma base para Vj ®
Vp. Podemos supor que os nimeros sao reais, englobando a parte
complexa em 1% ) ou |¢h).

Seja a2 o autovalor de p, associado ao autovetor [¢%). Definimos

entao .
n\ __ nm
|¢B> - ; an |mB>a

de modo que
d

0) =D i) |-

i=1
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. m .

Resta mostrar que o conjunto {|¢%)} pode ser estendido a uma
base ortonormal. Para isso, devemos verificar que esse é um conjunto
ortonormal. De fato

(OBlo%) = k 1k ”’“C”” kslls)

" Cm 1
- cé:fji,f S Wl W ksl )

(6%
k nEme g

O Onm

Z Y| palph) = ————— = Onm-
& (@7

n m nam

O ordenamento nao-crescente dos coeficientes pode ser feito reorde-
nando os vetores da base. |

Os coeficientes de Schmidt sdao os autovalores das matrizes re-
duzidas pa = Trp(JU)(¥]) e pp = Tra(J¥)(¥]). Por esse motivo
o numero de coeficientes nao nulos (chamado nimero de Schmidt)
e também os seus valores sdo os mesmos para toda decomposigao.

Além disso, se
)= Zai“)A“)B

@) = Z aili’) 4li')

i

sao duas decomposicoes distintas, as aplicagdes lineares Uy e Up
definidas nas bases por

a1 g 1i)p
sao aplicacoes unitarias tais que
Ua @ Up(|¥)) = [¥).

Desse modo, duas decomposi¢oes de Schmidt distintas estao relacio-
nadas por unitdrias locais que fixam |U).
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2.15 Exponencial de uma Matriz

Considere uma transformagao linear 7: V. — V. Nosso objetivo é
definir a transformacdo linear e”: V — V. A motivacdo para isso
é a representacdo da exponencial (real ou complexa) como série de
poténcias,

e’ = g —.
k!
k=0
Podemos entéo tentar definir e7 como sendo
© ik
I
k!
k=0

A expressao envolve soma de operadores lineares, composicoes de ope-
radores lineares e o produto por niimeros reais, todas essas operagoes
que estao bem definidas para elementos de L(V'). Mas hd uma passa-
gem ao limite quando utilizamos a série e por isso devemos investigar
com algum cuidado a questao da convergéncia.

Nosso primeiro passo na dire¢ao de definir e
critério de convergéncia em L(V).

T & a procura de um

Teorema 2.16. L(V) com a norma de operador || - || é um espago
completo, isto €, sequéncias de Cauchy sdo convergentes.

Demonstragao. Uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia { Sy, fnen C
L(V) tal que para todo € > 0 existe N € N tal que

[1Sm — Snll <€ para todo m e n maiores ou iguais a N.

Fixemos agora um certo elemento |v) € V. Podemos entdo con-
siderar a sequéncia {S,|v)}nen C V; da definicdo de || - || sabemos
que

[Sm[0) = Snlv)] = [(Sm = Sn)[0)| < [1Sm — Snll[|v]l

o que mostra que {S,(v)}nen C V é uma sequéncia de Cauchy em
V para a norma | - |. Como V é um espaco completo” essa sequéncia
converge para um ponto de V' que denotaremos por S|v). Repetindo

"Essa é uma consequéncia do fato de que V é um espaco vetorial de dimensio
finita sobre C.
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a ideia para cada ponto do espaco V' conseguimos entao definir uma
fungdo S: V — V, |v) — S|v). Devemos agora verificar que essa é de
fato uma funcao linear. Para isso, note que

S(|v) 4+ |u)) =lm S, (Jo) + |u)) = lim (S, |v) + Sp|u)) =

lim S, [v) 4+ lim Sy, [u) = S|v) + S|u)

e o leitor nédo tera dificuldade em provar que S(A|v)) = AS|v), mos-
trando que temos S € L(V). O

Agora consideraremos a sequéncia {Sy}nen C L(V, V) definida

pelas somas parciais
S, = —.

" k!

k=0
Segundo o teorema 2.16 devemos apenas verificar que esta é uma
sequéncia de Cauchy para saber que a mesma tem limite. Mas se
consideramos m e n, por exemplo, com m > n, entao

I T
1Sm — Sall = Z T < Z %l
k=n+1 k=n-+1

Por que este niimero é pequeno? Vejamos: considere agora a série da
fungdo exponencial real

k

i) 5 ITIE

€ _Z k!
k>0

que é uma série convergente; séries convergentes tem a bela propri-
edade de que suas caudas ficam pequenas, ou, para ser mais claro,
dado € > 0 existe N € N tal que

[eeals
> <
k! —
k>N
Portanto, agora sabemos que se tomamos m > n > N temos

7 I7|*
> oS Tgose
k=n-+1

k>N
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e assim a sequéncia {5, }, é uma sequéncia de Cauchy; sendo assim
ela converge para uma transformacao linear S € L(V, V), que é de-
finida como sendo a exponencial da transformacao linear T, ou seja,
el := 8 =1msS,.

Lema 2.17. Propriedades bdsicas da exponencial de T':

1. se
A O ...00 e 0 ... 0
0 X ... O 0 e* ... 0
D = . . . entdo e~ = . . .
0 0 ... M 0 0 ... e
2.

WP = QePQ7

3. SeT e S comutam, isto é, se TS = ST, entdo eT1t5 = ¢Te”;
4. dete? = T4,

Demonstracao. 1. Segue do fato de que se

M 0 .00
0 A ... 0
D=1{ . . :
| 0 0 An
entao ~

A0 0
0 Mk 0

DF = _
L 0 0 AE

2. Segue do fato de que
(QDQ™)" =QD"Q ™.

Para as provas de 3 e 4 sugerimos ao leitor o texto de Sotomayor
[Sot]. O



[SEC. 2.16: COMUTADOR DE MATRIZES 41

Corolario 2.18. Decorre facilmente de 1 que < = I (onde Opxnp
é a matriz nula).

2.16 Comutador de Matrizes

Uma caracteristica interessante de transformacdes lineares e das ma-
trizes que as representam (que é o que usaremos no que segue) é a
ndo comutatividade: em geral, dadas duas matrizes A e B (corres-
pondendo a duas transformacoes lineares no mesmo espago vetorial)
nao é verdade que AB = BA.

Exercicio 2.15. Faca o teste com

=los] eomefo ]

e demonstre as afirmacgoes acima.

Para quantificar-se o quanto um certo par de matrizes deixa de
ser comutativo ha o conceito de comutador, definido como segue:

[A,B] := AB — BA.

O comutador, sendo uma diferenca de produtos de matrizes é, ele
mesmo, uma matriz. Obviamente, duas matrizes comutam se, e so-
mente se, seu comutador é a matriz nula.

Desta definicao decorre de maneira simples que

Tr[A, B] = 0.
De fato
Tr[A, B] = Te(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0.
Também ¢é claro que [A, B] = —[B, A].

Se as matrizes A e B sdo simétricas entao podemos mostrar que
a matriz [A, B] é anti-simétrica: efetivamente,

[4,Blij = (AB)ij — (BA)ij = ) AuBij — Y _ Buy =
k l
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ZAkiBjk - ZBliAjl = Z Bji A — ZAleli =
% ] % 1

(BA)ji — (AB)ji = (BA— AB);; = [B, Alj; = —[A, Bli;

como desejado.

2.17 Exercicios

Exercicio 2.16. Seja S, o subespago vetorial de M, (C) formado
pelas matrizes n X n simétricas, isto €, tais que a;; = aj;. Obtenha
uma base para S, e a sua dimensdo.

Exercicio 2.17. Considere o espago vetorial Pp[—1,1] dos poliné-
mios de grau n reais definidos em [—1,1] munido do produto interno

(flg) = [1 f()g(t)dt.

Verifique que o conjunto {1,x,...,2"} é uma base para este espago.
¢é ortogonal? Se ndo é, procure construir uma base ortogonal usando
a técnica da secdo 2.6.1.

Exercicio 2.18. Mostre que o conjunto de matrizes 2 X 2 da forma

a 0
[ 0 b } com a e b complexos

é um subespago vetorial do espago Mz(C); exiba uma base para este
subespaco.

Exercicio 2.19. Mostre que [4,[B,C]]+[C,[A, B]]+ B, [C, A]] =0

(que é conhecida como identidade de Jacobi).

Exercicio 2.20. Ezistem matrizes A e B satisfazendo a equagdo
AB - BA =17

Exercicio 2.21. Usando as propriedades do trago e da adjunta, mos-
tre que (A|B) := TrA*B é um produto interno no espago de matrizes

M,(C).
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Exercicio 2.22. Mostre que se A e B sao matrizes anti-simétricas
entdo o comutador [A, B] também é anti-simétrico.

Exercicio 2.23. Dado um espaco vetorial V', verificar que V* € tam-
bém um espaco vetorial.

Exercicio 2.24. Considere o espago M, (C) de matrizes de ordem
n e coeficientes complexos. Verifique que uma base para este espago
¢ dada pelas matrizes E;; para (i,7) € {1,2,...,n} x {1,2,...,n},
onde cada uma das Fy; € definida como seque: fizrados i e j, todos
os elementos eq, da matriz E;; sdo nulos, exceto o elemento e;; = 1.
Desta forma os primeiros vetores da base sao

1 00 --- 0 0O 1 0 0
O 0 0 --- 0 O 0 0 --- 0
En=| . C B2 = N EEE
0O 0 O 0 0O 0 O 0
0 0 O 0
0 0 0 0
Enn:



Capitulo 3

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

Uma equagao diferencial é uma equagao envolvendo uma funcgao des-
conhecida e suas derivadas. As equagodes diferenciais tém intimeras
aplicagoes praticas em medicina, engenharia, quimica, biologia e ou-
tras diversas areas do conhecimento pois podem ser usadas para mo-
delar problemas relacionados com taxas de variacdo. Equagoes dife-
renciais também aparecem naturalmente no estudo da dindmica dos
sistemas fisicos, uma vez que a fun¢do matemadtica que representa
um sistema em um dado instante de tempo deve em geral satisfazer
uma equacao diferencial. Neste capitulo fazemos um breve estudo
de equagoes diferenciais ordindrias. Nossa atencao serd voltada para
equacgoes diferenciais lineares, que sdo as mais usadas em mecanica
quantica. Para um tratamento bastante completo do assunto o leitor
pode consultar [Sot, DLJ.

3.1 Equacgoes Diferenciais Ordinarias
Primeiramente vamos definir precisamente uma equacao diferencial
em C" e comentar a respeito de alguns aspectos gerais de suas solu-

coes.

44
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Defini¢ao 3.1. Uma equagdo diferencial ordindria é uma equacao
na forma

d
Salt) = f(t,2(t) (31)

onde x: R—C" e f: R x C" — C" (eventualmente € necessdrio se
restringir a um subconjunto de R para o dominio da func¢do x, mas
nesse texto essa preocupagio ndio se faz necessdria).

Uma solugdo para a equagao diferencial acima é uma curva z(t)
cuja velocidade em qualquer instante de tempo é igual a f (¢, z(t)).

Exercicio 3.1. Considere a equagdo

d

Em(t) = az(t)
coma € C ex: R — C. Entdo nao é dificil ver que z(t) = ce® ¢
uma solucao, para qualquer constante ¢ escolhida.

Em geral, ao resolver problemas envolvendo equagoes diferenciais
conhecemos qual valor a fungdo x assume em um dado tg € R. Que-
remos encontrar solugoes de (3.1) que satisfagam essa propriedade
adicional.

Definigao 3.2. Um problema de valor inicial (PVI) é dado por uma
equacao diferencial
d

e uma condicao inicial, que € um ponto em R x C™
(th ’U()) .

Uma solugdo para o PVI acima é uma funcao z(t) : R — C que
satisfaz a equagao diferencial 3.1 e tal que z(to) = vo.

Dada uma funcao f, queremos saber se o PVI 3.2 possui alguma
solucdo e, em caso afirmativo, se essa solugdo é unica. Muitos ma-
teméaticos puros e aplicados se dedicam a questoes desse tipo e um
importante teorema da area é o teorema de existéncia e unicidade
abaixo.
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Teorema 3.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard—Lindelof).
Seja f: R x C" — C"™ uma funcgdo tal que

1t y1) = [t y2)ll < Mllys — w2

para algum M real e positivo. Entdo existe h real positivo tal que o
problema de valor inicial 3.2 admite uma unica solugdo no intervalo
[to — h,to + h].

E importante ressaltar que o teorema acima garante apenas exis-
téncia local, ou seja, em torno de alguma vizinhanca de t3. Além
disso, mesmo sabendo da existéncia de uma solugao, pode nao ser
trivial encontra-la. No entanto, se tivermos um funcao candidata a
solucao basta substitui-la na equacao e verificar se ela é satisfeita.
Em caso afirmativo, saberemos que essa ¢é a solugdo que procuramos,
uma vez que a solugao é tnica.

3.2 Equacoes Diferenciais Lineares

Nossa atenc¢ao serd para equagoes diferenciais em que a funcao f
possui uma forma mais simples. Primeiro vamos exigir que f nao
dependa da varidvel t explicitamente.

Definicao 3.3. Um campo vetorial em C™ € uma aplica¢io X : C™* —
C™; Uma equagdo diferencial ordindria autonoma é uma equag¢do na
forma

d
Za(t) = X (x(t)) (3.2)

onde z: R — C™.
A segunda exigéncia que fazemos é que X seja linear.

Definicao 3.4. Uma equacio diferencial

d
Z2(t) = X(z(1)

¢ chamada linear se o campo X : C™ — C™ € linear, ou seja, se
X()\l’Ul + )\2’[)2) = )\1X(’Ul) + )\QX('UQ)

para todos A1, Ao € C e vy,v9 € C™.
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Uma vez escolhida uma base, uma aplicagao linear em C" sempre
pode ser escrita como multiplicagdo por uma matriz n x n com ele-
mentos complexos. Dessa forma, se X é um campo linear existe uma
matriz A tal que X (x) = Az, de modo que toda equagdo diferencial
linear pode ser escrita na forma

d
Ex(t) = Az(t). (3.3)

Sabemos pelo teorema de existéncia e unicidade que um problema
de valor inicial

d

—x

dt
possui uma Unica solugdo em uma vizinhanga de ¢t = 0. Equagoes di-

ferenciais lineares possuem a propriedade adicional de que as solugbes
estao definidas para todo ¢t € R.

(t) = Az(t), z(0) = x0 (3.4)

Teorema 3.2. A aplicacio

r: R— C"

t—> eAtxo,

em que a exponencial é definida como na segdo 2.15, é solugdo do

PVI 3.4.

Para provar esse teorema basta verificar que a funcdo x(t) acima
satisfaz o PVI 3.4. A primeira coisa a notar é que

x(0) = ez = 2 = 0,

ou seja, a solugao satisfaz a condicao inicial. Precisamos entao veri-
ficar que x(t) satisfaz a equagdo diferencial ordinaria 3.3.
Note que

1 — 1
At _ 2 42 _ k gk
e —I+tA—|—2!tA —|—...—§ k!tA.
k=0
Portanto, se derivamos obtemos

d At 1 2 1 2 43
LAt = A b S oA 4 — 3243 4 =
i T METR
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1
:A(I+tA+5t2A2+---)=AeAt:eAtA

(onde a ultima igualdade segue do fato simples de que a matriz A
comuta com I e com qualquer outra poténcia de A, de forma que
podemos colocar A em evidéncia a direita ou a esquerda).
Logo,
%x(t) = %emzo = AefMzy = Az(t)
e a equagao é satisfeita; logo, z(t) = ez é a solugdo do PVI enun-
ciado acima.

A derivacio termo a termo na série que define e/ deve ser justi-
ficada.

Proposigao 3.3. Seja
FX) =) e X"
i=0

uma funcao definida através de uma série de poténcias absolutamente
convergente. Entdo a série

g(X) = Z ne, X"
=0

também € absolutamente convergente e

f(X) = g(X).

3.3 Exercicios

Exercicio 3.2. Obtenha as exponenciais das sequintes matrizes:
30 2 1
a=[5s] =[]
(para B note que podemos escrever

20 0 1
B—{O 2]4—{0 0]—.D+N

onde N é tal que N2 =0 e N e D comutam; aproveite-se disso para
obter eB como sendo ePTN = ePelN).
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Exercicio 3.3. Resolva os sequintes problemas de valor inicial:

a)
4y = 3z
{%y _ 3y (2(0),4(0)) = (1,7)
b)
g = 2x + 3y B
{2 %5 wowo)=-es)



Capitulo 4

Grupos

Neste capitulo recordamos o importante conceito de grupo e apre-
sentamos exemplos de grupos especiais de transformacoes lineares,
alguns dos quais serao usados mais tarde.

4.1 Grupos

Um conjunto G munido de uma operagao -: G x G — G, -(a,b) =
a-b=ab, é dito um grupo se
1. (ab)e = a(be) (associatividade);
2. Existe e € G tal que ea = ae = a para todo a € G (existéncia
do elemento neutro);
1 -1

3. Para todo a € G existe a™ € G tal que aa™ = a"'a = e
(existéncia do elemento inverso).

1

Se o grupo satisfaz a propriedade adicional
4. ab = ba (comutatividade)

entao dizemos que G é comutativo ou abeliano.

50
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Exemplo 4.1. O conjunto Z munido da operacdo +, isto €, a adi¢iao
usual, ¢ um grupo comutativo.

Exemplo 4.2. O conjunto RY, = {x € R,z > 0} munido da operagio
produto - (ou seja, o produto usual da reta) é um grupo abeliano.

Exemplo 4.3. O conjunto BL(V,V) das transformagoes lineares bi-
jetivas de V- munido da opera¢io de composicao é um grupo. A apli-
cagao identidade idy: V. — V' faz o papel de elemento neutro (ou
unidade) deste grupo.

Um subconjunto nao vazio H de G, munido da mesma operagao
produto do grupo G, é dito um subgrupo se:

i Para todo hi e hy de H, temos hi1hs € H;
ii Para todo h em H temos h~! € H.

Exemplo 4.4. O conjunto P = {2k, k€ Z} ={...,-2,0,2,4,...} C
Z, dotado da adi¢io usual, é subgrupo do grupo aditivo Z.

4.2 Grupos de Matrizes

Como transformagoes lineares podem ser naturalmente associadas
a matrizes, torna-se interessante encontrar grupos de matrizes, que
obviamente representarao determinados grupos de transformacoes li-
neares com alguma caracteristica especial.

No que segue todas as matrizes serdo elementos de M,(C) e a
operagdo de grupo é o produto de matrizes usual (o leitor pode ve-
rificar que este mesmo conjunto munido da adigao usual de matrizes
também é um grupo, mas nesse caso comutativo).

4.2.1 DMatrizes Invertiveis

Uma matriz tem inversa se, e somente se, seu determinante é diferente
de zero. Definimos

GL(n,C) ={A € M,(C) tal quedet A # 0}

e afirmamos que este conjunto, com a operacao usual de produto
matricial, ¢ um grupo. Com efeito, os elementos de GL(n,C) tém
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inversa, pelo que foi comentado na se¢do 2.13.2; se A e B sdo ele-
mentos de GL(n,C) entdo det AB = det Adet B # 0, e portanto
AB € GL(n,C). O leitor ndo tera dificuldade em verificar que a
matriz identidade I também é um elemento de GL(n,C) (sendo que
associatividade é uma propriedade do produto matricial em geral).
Desta forma esse conjunto é de fato um grupo, como desejado.

Um subgrupo interessante de GL(n,C) é o que é constituido por
matrizes cujo determinante é exatamente 1:

SL(n,C) ={A € GL(n,C) tal que det A =1}
De fato, se A e B estdo em SL(n,C) entdo
det AB =det Adet B=1

e assim AB € SL(n,C), mostrando que SL(n,C) é fechado com
relacdo ao produto; por outro lado, se A € SL(n,C) entao também
tem uma inversa A~! (pois esta em GL(n,C)) e

L 1
det A

mostrando que a inversa de A estd realmente em SL(n,C).

det A~ =

4.2.2 Matrizes Unitarias

Uma matriz U € GL(n,C) é dita unitaria se U*U = UU* = I.
Naturalmente, I é unitaria; a inversa de uma matriz unitaria é
U*, que também ¢ unitaria. E se U e V sao unitarias, entao

V'OV =vuov=vIV=V'V=I

mostrando que UV é de fato unitaria. Desta forma definimos um
grupo, o grupo de matrizes unitarias U(n) C GL(n,C).

Uma propriedade interessante da transformagao linear associada
a unitaria U é a seguinte: dado [v) € C,

[T I* = (Uv|Uv) = (U Vvlv) = (v]v) = |[v]*

ou seja, a transformacao é uma isometria: ela preserva a norma de
um vetor. Por essa razao nao é dificil ver que a norma de operador
de U é exatamente 1.
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4.2.3 Matrizes Ortogonais

Uma matriz real O C GL(n,R) é dita ortogonal se OTO = 00T =
Id. Esta condicdo pode ser vista de maneira mais geométrica se
notamos que

(0"0)i; =Y (0")irOx; = ZOMOM

k

¢é de fato o produto interno candnico das colunas ¢ e j da matriz
O; logo, a condigao de O ser ortogonal é o mesmo que dizer que as
colunas sdao duas a duas ortogonais e cada coluna é normalizada.

O leitor pode verificar que o produto de matrizes ortogonais con-
tinua sendo ortogonal; a identidade também é ortogonal e a inversa
de uma matriz ortogonal é ortogonal. Dessa forma definimos o grupo
de matrizes ortogonais reais O(n,R) C GL(n,R).

4.3 Matrizes Especiais

Podemos agora estudar subgrupos dos grupos de matrizes ortogonais
e unitarias que incluem uma condi¢ao a mais: a de que o determinante
seja 1. Vamos olhar com calma o caso em dimensao 2 e depois ver o
que se passa em geral.

4.3.1 SU(2)

Denotamos por SU(2) o conjunto de matrizes de M»(C) unitarias com
determinante 1. Da condi¢ao de ser unitria segue que as colunas (e
linhas) devem ser ortogonais; além disso temos a condi¢do a mais
a respeito do determinante. Desta forma o grupo pode ser descrito
como segue:

SU(2) = {M € My(C)|M = [ g _&B ] ela?+ |82 =1 }

S&o matrizes cujo determinante é exatamente |a|? 4 |3]? = 1. Com o
produto de matrizes esse conjunto se torna um grupo.
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Observagao 5. Hd uma forte ligacdo entre este grupo e a esfera

S% = {(z1,...,2a)| Y 2} =1}

que tentaremos deixar clara. Em primeiro lugar, podemos represen-
tar S3 como um subconjunto de C? (e nio do R*, como fizemos),
escrevendo v = x1 + ixo e 0 = x3 + ix4. Entdo fica claro que a con-
dicio > x? = 1 é equivalente a |y|> +|6|> = 1. Mas entdo podemos
considerar uwma matriz
w135
o 7

que € exatamente um elemento de SU(2). Desta forma, podemos
induzir na esfera S* um produto: dados dois pontos p e q de S®,

p = (v1,22,73,24) e q=(y1,y2,93, Y1)

que também podem ser vistos como pontos de C2

p=(71,01) e q=(72,02)

(com y1 = x1 +ix2, 61 = T3 +iT4, Y2 = Y1 + Y2 € 02 = Y3 + iys)
podemos naturalmente associar as matrizes

! —51 | 2 —52
Mp[51 71} ¢ Mq{(sz Y2 }

O produto pq entdo pode ser definido como sendo o ponto pq = (7, 9)
onde v e § sdo tais que

-6
{ g - } = M,M,.

Desta forma temos certeza de que pq estd na esfera S>.
Este exemplo mostra que certos objetos geométricos, como é o caso
de S3, também podem ser observados de um ponto de vista algébrico,

e isso € um caso particular de uma estrutura conhecida como grupo
de Lie.
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4.3.2 SU(n)

O grupo SU(n), como é de se esperar, é formado pelas matrizes de
M,,(C) unitarias com determinante 1. Novamente temos linhas (e
colunas) ortogonais e mais uma restri¢io que é dada pelo valor do
determinante. Uma maneira de se obter matrizes em SU(n) consiste
em tomar H € M, (C) com tracgo zero e tal que H = H*. Entao
afirmamos que U = e estd em SU(n). Primeiro, vamos verificar
que U ¢ unitaria:

U* = (eiH)* — e—iH* — e—iH

e assim
UU =e Hell =
Agora basta verificar que o determinante de U é 1; para isso usaremos

a seguinte propriedade que relaciona o traco e o determinante de uma
dada matriz A (ver [Sot]):

dete? = T4,

Entao _ _ _
detU = det e = ¢TH = ¢TrH — 0 =1

como desejado.

4.4 Representacao de Grupos

Uma forma concreta de estudar um grupo abstrato é por meio de uma
representacao, isto é, de uma “cépia’do grupo formada por matrizes;
de forma mais precisa, dizemos que uma representacao do grupo G é
uma fungao 7: G — GL(n,C) que satisfaz

m(a.b) = w(a)w(b)

para todo par a e b em G a operacao entre a e b é a operagao do
grupo e a operacao entre 7(a) e 7(b) é o produto de matrizes.

Desta propriedade deduzimos algumas coisas interessantes. Por
exemplo, m(a) = 7(a.e) = w(a)w(e), e assim notamos que 7(e) é
a matriz identidade em GL(n,C). Outra propriedade que pode ser
facilmente deduzida é 7(a=!) = (w(a))~!.
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Quando a func¢do m: G — GL(n,C) é injetiva dizemos que a re-
presentacao é fiel.

Abaixo daremos quatro exemplos de representacoes do mesmo
grupo G = {a,e} com o produto definido por a? = e (quais sdo os
outros possiveis produtos?):

Exemplo 4.5. Tome 7: G — GL(n,C) dada por mw(a) = w(e) = I;
esta representacdo obviamente nao € fiel.

Exemplo 4.6. Consideremos w: G — GL(1,C) dada por w(e) =1 e
m(a) = —1. Esta representagio € fiel.

Exemplo 4.7. Tome

ﬁ(e)[é H ¢ ﬂ(a)[(l)

Exemplo 4.8. Tome

w(e)“) (1)] ¢ w(a)“) _01}

Os trés tultimos exemplos sao representagoes fiéis. Mas o leitor
pode notar que o ultimo tem um carater um pouco distinto dos ou-
tros: ha um subespago de C? (o subespaco gerado pelo vetor (1,0))
que ¢é invariante pelas duas matrizes da representagao; portanto esta
componente pode ser ignorada e assim ficarfamos com uma represen-
tagdo mais simples, num espago vetorial com uma dimensao a menos,
que seria exatamente a segunda representacao apresentada. Neste 1l-
timo caso dizemos entao que se pode reduzir a representagao a uma
mais simples. Nos dois casos intermedidrios isso nao é possivel (ou
seja, nao podemos eliminar dimensoes do espaco vetorial) e as repre-
sentagoes sao ditas irredutiveis.

4.5 Acao de Grupos

Considere uma fungio ¢: G x X — X satisfazendo as condigbes se-
guintes:

1. Para cada g € G, ¢(g,-) é uma bijecao de X;
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2. ¢(e,z) = x (ou seja, P(e, ) é a aplicagdo identidade);
3. ¢(g,6(h,x)) = d(gh, x).

Nesse caso dizemos que ¢ é uma acao do grupo G sobre o conjunto
X.

Exemplo 4.9. Seja G = (R,+) e X =R. Tome ¢(g,x) = g+ z;
entdo nao € dificil verificar que isso define uma acdo do grupo aditivo
R sobre o conjunto R.

Exemplo 4.10. Seja G = (R, +) e X =R"; se A é uma matriznxn
(que podemos pensar como sendo a que esta associada a wma trans-
formacgdo linear) entdo definindo ¢(g,x) = e94x temos uma acdo de
R sobre o conjunto R™.

Note que esta ultima acao corresponde a solugao do problema de
valor inicial para uma EDO linear quando o campo em R" ¢é definido
por X (z) = Ax.

Exercicio 4.1. Mostre que o conjunto dos nimeros complexos uni-
tarios U com a multiplicacao usual é um grupo e que

o:UxC" — C"
(€, ) — o)

€ uma acao de U em C™.

4.6 Orbitas e Classes de Equivaléncia

Definig¢ao 4.1. Uma relag¢io bindria em um conjunto X € um sub-
conjunto R de X x X. Se (z,y) € R usaremos a notag¢io x ~y. Uma
relagdo bindria em um conjunto X é chamada relacao de equivaléncia
se satisfaz as sequintes propriedades

1. © ~x (reflexividade);
2. Se x ~y entdo y ~ x (simetria);

3. Sex~y ey~ z entio x ~ z (transitividade).
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A classe de equivaléncia do elemento x € o subconjunto de X definido
por

] ={ycx; z~y}.

Exercicio 4.2. Mostre que duas classes de equivaléncia distintas sGo
conjuntos disjuntos e que a uniao de todas as classes de equivaléncia
é o conjunto X.

Dada uma acdo ¢ de um grupo G em um conjunto X podemos
definir uma relagao de equivaléncia em X dizendo que x ~ y se existe

g € G tal que ¢(g,2) =y.

Exercicio 4.3. Mostre que a relacao definida acima é de fato uma
relagdo de equivaléncia.

A classe de equivaléncia de um elemento x € X
(2] ={y € X ; ¢y(x) =y,9 € G}

é também chamada orbita de x pela agao de G.

4.7 A Fibracao de Hopf

Uma bela construcao matematica, a fibracio de Hopf, aparece natu-
ralmente na descricdo dos estados de um gbit. Esta se¢ao é dedicada
a explica-la.

Definicao 4.2. Uma fibra¢io € definida por um mapa h que leva
um espaco E em um espaco B, chamado espago base. Um conjunto
F C E é chamado fibra se corresponde a h=(p) para algum p € B.

Exemplo 4.11. Um ezemplo trivial é a projecao
h:R* — R?
( a b c ) — ( a b )
As fibras sdo retas paralelas ao eixo z.

No caso da fibracdo de Hopf, £ = S3 B = S? ¢ F = S'.
Para definir o mapa h vamos identificar S® ao conjunto V de vetores
(z,w) € C2 tais que |z|> + |w|> = 1 como fizemos anteriormente

(abcd) < (a+ibc+id)
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e R2 ao conjunto dos niimeros complexos da maneira usual

(a b) <> a+ib.

O mapa h é a composicao de dois mapas h; e ho definidos da
seguinte forma

hi: 82V — C+ {oc}
( a f )»—>C:aﬂll,
hy: CU{oc} 2 R?U {c0} — S?
Cr—T51(C),
em que Iz : S? — R? U {oo} denota a projecio estereografica
Op(a b c)=(1% %)

Geometricamente, a projecao estereografica tem um significado
bem interessante. Tomamos um ponto ¢ = ( a b c ) na esfera S? e

construimos a reta que liga esse ponto ao polo norte p = ( 0 0 1 )
(ta th tlc—=1)4+1), teR.

A projecao estereogréfica leva ¢ na interse¢ido dessa reta com o
plano z = 0. O polo norte é levado ao ponto no infinito.

Exercicio 4.4. Mostre que a construcao geométrica mencionada acima
leva justamente ao mapa

He(a b c)=(1% lic )-

Calcule a inversa de Ilg e mostre que

ha(z y)=(on =2 )

Observagao 6. Um exercicio mais sofisticado € mostrar que os ma-
pas hy e ha sao continuos com respeito das topologias adequadas. Tam-
bém ¢é possivel mostrar que o mapa he € uma realizacdo do famoso
homeomorfismo entre o plano e a esfera menos um ponto. Assim,
ao passar do plano complexo para o plano mais um ponto, onde cada
ponto é da forma C = af~', dizemos que foi feita a compactifica-
¢ao do plano complexo, acrescentando o chamado ponto de infinito,
correspondente a B = 0. Esta compactificagio é normalmente cha-
mada esfera de Riemann.
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Podemos escrever o mapa h em uma forma simpatica se usarmos
as representacoes polares o = r1e'?t e 3 = rqe'?2.

Exercicio 4.5. Verifique que
C=m(a §)=""(cos(62=b1) sen(dn—1) ).

Exercicio 4.6. Usando a expressao para C encontrada no exercicio
anterior verifique que

ha(C) :( 2riracos(¢2—¢1)  2rirs sen(dz—g1)  ritrs )

3,2 3.2 3,2
ritTs ritTy ritT;

Para a aplicacao da Fibracao de Hopf em mecéanica quantica, é
util relacionar a construcao que acabamos de fazer aos operadores
auto-adjuntos

Jo 1 o i 1 o0
o1 = 1 0 , 02 = i 0 , 03 = 0o —11

chamados operadores de Pauli. Definindo
(o) = (v |oi| v)

em que [v) = (@ f ), temos

ha(C) = ( 2Re(af) 2m(af) |af — 812 ) = ({on) (2) {ov) )

As fibras do mapa h sao as fibras do mapa hy pois hs é um mapa
bijetivo. Essas fibras sdo as classes de equivaléncia {e*?|v)} da agdo
de U em C? mostrada no exemplo 4.1.

4.8 Exercicios

Exercicio 4.7. Verifique que o conjunto G = {a,b} munido do pro-
duto aa = a,ab = ba = b,bb = a ¢ um grupo.

Exercicio 4.8. Considere o conjunto {0, 1} munido da multiplica¢io
usual, ou seja, 00 = 0, 01 = 10 =0 e 11 = 1. Verifique as propri-
edades de grupo neste caso; o grupo em questdo € conhecido como o
grupo multiplicativo Zs; compare-o com o grupo da primeira questdo.
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Exercicio 4.9. Verifique que o grupo GL(n,C) ndo é comutativo
(sugestao: procure exemplos adequados).

Exercicio 4.10. Considere G o espaco de matrizes na forma

1t
0 1
com t € C; verifique que este conjunto, munido do produto usual de

matrizes, é um grupo abeliano (comutativo).

Exercicio 4.11. Considerando o grupo do exercicio anterior verifi-
que que a aplicagcdo

¢: GxR—>R

¢([(1) H,x)xﬂ

€ uma acdo de G sobre R.

Exercicio 4.12. Mostre que o conjunto

1
0
0

o = 8
— N <

é um grupo para a operag¢do do produto de matrizes (conhecido como
grupo de Heisenberg). E comutativo?



Capitulo 5

Algebras C*

Neste capitulo formalizaremos um conceito que ja estava latente nas
paginas anteriores, o de algebra C*, e mostraremos mais alguns e-
xemplos. O leitor que se interessar pelo assunto deve consultar o
texto introdutério de Ruy Exel [Exe].

5.1 Algebras C*

Um espago vetorial A munido de uma operagao de produto é o que
se chama de uma algebra. Quando temos uma norma no espaco e ele
é completo com relagdo a mesma (ou seja, é um espago de Banach)
entao o chamamos de algebra de Banach. Se, além disso, temos uma
involugao *: A — A satisfazendo

1. (a+b)* =a* + b
2. (\a)* = \a*;

3. (ab)* = b*a*;

4. (a*)* = q;

ot

- Nla”lf = llall;

62
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6. [la*al = llal/?
entao temos uma algebra C*.

Exemplo 5.1. C com a norma usual ||z|| = |z| e com a involugio
z* =z sendo a operagao de tomar o complexo conjugado € uma dlge-
bra C*.

Exemplo 5.2. Seja Cyh(R) o conjunto das fungoes f: R — C conti-
nuas e que se anulam no infinito, isto €, tais que para todo € > 0 o
conjunto {x : |f(x)| > €} € compacto. A norma

[fIl = sup [f ()|
zeR

torna esse espago vetorial completo. Para termos uma dlgebra pre-
cisamos introduzir um produto e o faremos da forma mais simples:
(fg)(x) = f(x)g(z), o que nos dd uma dlgebra comutativa. Podemos
definir uma involugdo como sendo

fH(x) = [f().

Com todos esses ingredientes temos entdo uma dlgebra C* comuta-
tiva.

Uma questao interessante é a de se saber se essa dlgebra tem ou
ndo unidade, isto €, uma fung¢io que denotaremos por 1(x) tal que
1f = f1 = f para toda f € Co(R). O leitor ndo terd dificuldade
em verificar que nossa fungdo sé pode ser 1(x) = 1 para todo x € R,
mas esse ndo é um elemento de Co(R) pois nao se anula no infinito.
Desta forma essa € uma dlgebra sem unidade.

O leitor € convidado a repensar o exemplo acima, mas trocando R
por [0,1] para concluir que C[0,1] (norma, produto e involugdo como
acima) é uma dlgebra C* com unidade.

O exemplo acima pode ser repetido trocando R por um espago
X mais geral. E interessante notar que esse modelo basico de uma
algebra C* comutativa na verdade é, num certo sentido, o iinico mo-
delo pois uma algebra desse tipo sempre acaba sendo isomorfa a uma
algebra C'(X) para um certo X (este é um resultado muito importante
na area, conhecido como Teorema de Gelfand. O leitor curioso é
remetido a [Exe] para uma discussio mais completa).
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Exemplo 5.3. Seja M, (C) o conjunto de matrizes n X n com coe-
ficientes complexos. Este espaco vetorial tem um produto natural, o
produto de matrizes, que o torna uma dlgebra. Podemos definir uma
norma como sendo a norma usual de operadores

[All = sup [A(v)].

vi|v|=1

M,,(C) é completo nessa norma. A involugio pode ser definida como
sendo o
A* = At ou seja, (aij)" =aji,

onde (a;;) sao as entradas da matriz A. Entdo temos uma dlgebra
c*.

A werificacio dos detalhes é deixada ao leitor; vamos aqui nos
limitar a mostrar a propriedade ||A*A| = ||Al|?: Seja v € C* um
vetor unitdrio, isto é, |v| = 1. Entao

|Av|2 = (Av|Av) = (A" Av|v) <
|A* Av|v] = [A* Av| < [|[A*All[v] = [[AA]|.

Tomando o supremo sobre v em ambos os lados podemos concluir que
|A||? < [|[A*A|; como jd haviamos visto antes, nas propriedades da

norma de operador, || A*A| < || A*||| Al = ||Al|||All = ||A||?. Portanto
|AAll < [|A]* < [ A A]
e assim ||A*Al| = || A||* como desejado.

E interessante notar que se a norma é modificada entao a algebra
pode deixar de ser uma algebra C*. No exemplo acima, podemos nos
perguntar o que ocorre se trocamos a norma por outra equivalente,

definida como sendo
IMll2i= [3 M2
ij

Entao ||Id||2 = v/n # 1; porém, uma unidade deve satisfazer ||1*1]| =
I1]]?, o que implica em |[1| sendo 1 ou 0. Desta forma vemos que
M,,(C) munido de || - [|2 ndo é uma algebra C*.
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5.2 Estados de uma Algebra

Algebras sdo espacos vetoriais, logo é interessante perguntar o que
ocorre com seus funcionais lineares. No caso de algebras C* com
unidade uma classe especial de funcionais lineares merece bastante
atencgao, os chamados estados; na 9.6 veremos a ligacao deste conceito
de estado com os que ainda serao apresentados nesse texto.

Definig¢ao 5.1. Seja A uma dlgebra C* com unidade; um funcional
linear f: A — C é chamado de estado se

(a) f(a*a) >0 para todo a € A;

(b) f(1) =
Exemplo 5.4. Considere a dlgebra A = C; os funcionais lineares
f: A— C sio da forma f(z) = Az com X\ sendo um elemento de C.
Para que f seja entido um estado € preciso que f(1) = A1 =X =1
e assim o unico posstvel estado € f(z) = z; para concluirmos que de
fato é um estado basta verificar que f(2*2) = 2*2 = |2|> > 0, 0 que é
verdade por ser uma propriedade da norma de um nimero complezo.
Portanto concluimos que para essa dlgebra existe um tunico estado

1) = 2.

Exemplo 5.5. Seja A = C[0,1] = {f:[0,1] — C ; f continua}.
Considere agora uma fungio p: [0,1] — R, isto é, que assume valo-
res mao negativos e tal que

/ p(x)dex = 1.
[0.1]

Entao, nao é dificil verificar que
fola) = | alalpla)da
[0,1]

é um estado para A; a linearidade € clara. Também € facil provar
que fp(1) =1 e fy(a*a) > 0. Mas o leitor pode notar que agora
temos uma ampla possibilidade de escolhas para a fungdo p, cada uma
delas resultando em um funcional e assim, ao contrdrio do primeiro
exemplo, temos uma situacdo com uma infinidade de estados para a
dlgebra (comutativa) A.
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5.2.1 Estados da Algebra M, (C)

Como a dlgebra que mais aparece nessas paginas é M, (C), vamos
descrever precisamente seus estados. O primeiro passo é a defini¢do
de um produto interno: se a e b sdo elementos de M, (C) entao

(alb) = Tr(a™d)

é um produto interno. De fato a verificacdo da linearidade nao é
dificil e deixamos a tarefa para o leitor.

Usando uma base qualquer de C™, por exemplo a base candnica,
podemos agora ver que

n n

(bla) = Tr(b"a) = Z(ei|b*aei) = Z(a*bei|ei> =

i=1 i=1

= Z (eila*be;) = Z(ei|a*bei> = Tr(a*b) = (a|b).
i=1 i=1
Além disso,

n n

(ala) = Tr(a*a) = Z(ei|a*aei) = Z(aei|aei) =

i=1 i=1

n
=" Jlac|* > 0.
i=1

Portanto, se (ala) = 0 temos obrigatoriamente que ||ae;|| = 0, donde
ae; = 0 para todo i, o que implica que a é a matriz nula, a = 0.
Desta forma concluimos que (-|-) é de fato um produto interno para
o espago vetorial M, (C).

Consideremos agora um funcional linear f: A — C. Pelo teorema
2.5 sabemos que f pode ser escrito como

f(@) = (Vlz) = Tx(Vfa)

para um udnico elemento Vy € A, ou seja, para uma matriz Vy que é
n X n e cujos elementos sado complexos.
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Para que f seja um estado devemos ter f(1) = 1, logo
f() =Te(Vil) = Te(Vy) =1,

que é a primeira condicdo que obtemos sobre V.

Sendo f um estado, temos também que f(a*a) > 0 para todo
a € A; esta expressao contém na verdade duas informagoes: a pri-
meira é que f(a*a) é real (lembre-se de que f assume valores em C).
A segunda é que, sendo real, é um ntimero nao-negativo. Desta pro-
priedade podemos deduzir que Vi = Vy e Vy > 0. De fato, para todo
acA

0 < f(a*a) = Tr(Via"a) = Tr(aVja") = Z<ei|an*a*ei> =
i=1

1

n
= Z<a*ei’Vf*a*ei>.
-

Mas dado um vetor v €
linear a* tal que

, podemos escrever uma transformagao

* *

a“(er) =wv e a =0.
(e1) ot
Desta forma, temos que

0< f(a*a) = (v|Viv) para qualquer v € C"

e, assim, V¢ > 0. Também verificamos que <v

Vf*v> é real (de fato

nao-negativo) e portanto
(v|Viv) = (Vivlo) = (w[Viv) = (v Vo).

Como esta igualdade vale para todo v € C™ entao concluimos que
Vi= Vf* , como desejado: de fato

(o|(V; = Vf)v) =0

para todo vetor v; podemos entao trocar v por v + w e por v + iw.
De

(v+w|(Vy = Vi) (v +w)) =0e (v+iw|(Vy — Vi) (v+iw)) =0
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obtemos, respectivamente,
(w|(Vy = Vi)v) = =(o| (Vs = V{)w) e
(w|(Vy = Vi)v) = (o|(V; = V)w).

Logo <v‘(Vf—V;)w> = <w‘(Vf—V;)v> = —<U‘(Vf—V;)w> e

assim <v

(Vy — Vf* )w> = 0 para qualquer escolha de vetores v e w,

o que implica que devemos ter Vy = V', como afirmamos.

Portanto o espago de estados da élgebra C* definida por M, (C)
corresponde ao espago de elementos de M, (C) hermitianos, positivos
e de traco unitério. Voltaremos a encontrar estes estados no capitulo
9.

5.3 Espectro de Elementos da Algebra

Considere uma algebra C*, A. que tem uma unidade, denotada por
1. Para cada elemento a de A podemos definir um conjunto bastante
importante que é chamado de espectro de a. Para defini-lo vamos de
inicio introduzir um outro conjunto, o resolvente de a, denotado por
p(a) e definido como sendo

pla) = {\ € C : existe (a — \1)"'}

(em geral escrevemos apenas a — A e ndo a — A1). O espectro de a,
denotado por o(a), entdao é definido como sendo o conjunto comple-
mentar de p(a) em C, isto é, o(a) = C\ p(a). Ele é entdo o conjunto
de ndmeros complexos A tais que (a—\) ndo tem um elemento inverso
na algebra.

Exemplo 5.6. Seja A a dlgebra (com unidade)

A=C[0,1] ={f:1[0,1] = C, f continua}
ea € A o elemento que é a func¢io a(x) = x*. Para obtermos o
espectro de a devemos procurar os nimeros complexos A tais que (a—
A) ndo tem inverso; mas entdo devemos saber quando ndo se pode
inverter (no sentido da dlgebra) um elemento do tipo x?> — X (onde x
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varia entre 0 e 1). Se X é algum elemento de [0,1] entdo a fungio
22 — X\ se anula em algum ponto e assim ndo pode ser invertida; caso
contrdrio, se A nao é um elemento de [0, 1], entdo a fungio nunca se
anula e sempre admite inversa. Portanto concluimos que o espectro
de a ¢ [0,1]. O leitor pode pensar um pouco mais no assunto para
concluir que o espectro de a € A é de fato a imagem da funcgio a(x)
no intervalo.

Voltemos agora a algebra que mais aparece nessas paginas

Exemplo 5.7. Considere A = M,(C). Dada uma matriz a € A
seu espectro o(a) € composto pelos A € C tais que a — A1 ndo admite
inverso. Mas jd sabemos que para matrizes a existéncia de um inverso
estd intimamente ligada ao determinante: de fato (a — A1) ndo tem
inverso se, e somente se,

det (a — A1) =0,

0 que é uma equagdo algébrica de grau n em A cujas solugoes sao o
espectro de a; jd encontramos esse objeto antes e as solugoes, nesse
caso, também ja ganharam o nome de autovalores da matriz a. Por-
tanto acabamos de concluir que o espectro de a € formado pelos seus
autovalores.

5.4 Exercicios

Exercicio 5.1. Considere uma dlgebra C* A com unidade 1, isto €,
com um elemento 1 tal que la = al = a para todo a € A. Mostre que
1* = 1; mostre que ||1]| = 1.

Exercicio 5.2. Considere a dlgebra C* A = M(C). Sep: A—C ¢
um funcional linear e que satisfaz a igualdade p(a)p(b) = ¢(ab) para
todo par a e b em A entao mostre que ¢ € o funcional nulo, ou seja,

w(a) = 0 para todo a € A (obs.: o resultado continua verdadeiro se
trocamos Mz(C) por M, (C)).






Interludio

Agora sim comegaremos com a mecanica quantica.

Nesta parte do texto, a menos que o leitor ja conhega boa parte
do assunto, saltos nao sao recomendados. A parte principal de cada
capitulo trabalha com os conceitos e ferramentas da mecanica quan-
tica, mas sem nunca descer aos detalhes de como implementar estas
discussoes em laboratorios. Por nao conseguir resistir a tentagao de
falar de fisica, o final de cada capitulo tem esse enfoque’.

Como sempre, tao ou mais dificil do que escrever foi escolher
sobre o que nao escrever. Se vocé discordar das nossas escolhas, pode
nos contactar e comentar. Mas antes, tente seguir a misica desse
interludio...

1Para assim permitir que o leitor com o gosto complementar pule tais seccdes,
passando ao capitulo seguinte.






Capitulo 6

Um Bit de Mecanica
Quantica

Vamos comecar a tratar a mecénica quantica por seu exemplo mais
simples: sistemas de dois niveis, também chamados bits quanticos, ou
simplesmente q¢bits. Deliberadamente, vamos fugir da estratégia de
apresentar uma definicao geral e depois descrever exemplos especiais.
Vamos, ao longo do texto, redefinindo alguns conceitos de modo a
torna-los mais e mais gerais. Assim, as defini¢des apresentadas neste
capitulo sao precisas apenas quando restritas a este capitulo. Ainda
que pareca inconsistente, acreditamos ser didaticamente acertado.

6.1 Mecanica Quéantica em Dimensao
Dois

Vamos introduzir a Mecanica Quéantica partindo de seu exemplo nao-
trivial mais simples: o bit quantico. Um bit classico é uma variavel
aleatéria que pode assumir dois valores, por exemplo 0 ou 1. O
bit quantico, porém, declara os estados extremais 0 e 1 uma base
ortogonal para o espaco de estados do sistema. Essa frase simples
inclui varias afirmagoes nas entrelinhas. Vamos detalhé-las.

73
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6.1.1 Estados e Medicoes

Todo sistema quantico possui um espago de estados, E, que é um es-
pago vetorial complexo com produto escalar. Neste capitulo, dim(E) =
2. Na descricdio mais simples! de mecanica quéntica, o estado de um
sistema é definido por um vetor unitario em seu espaco de estados.
Toda e qualquer predicao sobre o sistema pode ser feita a partir do
conhecimento de seu estado. Para uso nesse capitulo, adotemos:

Definicao 6.1. O estado de um sistema é um vetor normalizado em
seu espago de estados.

O leitor nao deve se esquecer que o espago de estados ¢ um espago
vetorial sobre os complexos. Assim, o espaco de estados de um gbit é
isomorfo a C2. Uma base para o espaco de estados serd dada por dois
vetores linearmente independentes, {|e1), |e2)}. Como as alternativas
classicas de um bit costumam ser denotadas 0 e 1 e a notacao de Di-
rac prescinde de uma letra para designar o vetor (a prépria figura do
ket j& nos indica sua presencga), é comum utilizarmos a base {|0), |1)}.
O leitor deve ter muito cuidado para ndo confundir |0) com a origem
do espago vetorial. Claramente este ndo é o caso, pois |0) e |1) sdo
linearmente independentes. Como tais vetores correspondem a alter-
nativas classicas? distintas, temos ainda que esta base é ortonormal.
Chegamos assim a importante nocao de teste, apresentada aqui para
qbits:

Definigao 6.2. Um teste com alternativas classicas a e b € associado
a uma base ortonormal, denotada {|a),|b)}. Aplicar um teste pode
ser wvisto como decompor o vetor com relagio a esta base, para em
sequida selecionar apenas uma das alternativas.

Definida uma base, todo vetor do espaco de estados pode ser es-
crito como combinacao linear destes elementos. Para um qgbit, entao,
seu estado sera descrito por

) = al0) + B1), (6.1)

1 Consequentemente, mais restrita. Mas, como descrito acima, usaremos essa
estratégia diddtica, com a promessa que, ao final, o leitor terd uma axiomatizagao
bastante geral.

2Ao longo do texto, usaremos o termo alternativas cldssicas com o sentido
ainda mais restritivo de alternativas cldssicas e exclusivas, ou seja, uma e apenas
uma acontece.
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< L . 2
onde « e f sdo nimeros complexos, e a normalizagio exige |a|” +

18)* =1.

Exercicio 6.1. Lembrando que |||[1))||* = (¢]v)), obtenha a condigio
de normalizagdo apresentada acima.

Uma das grandes novidades da mecanica quantica aparece na sua
regra sobre como relacionar o estado [¢)) & medigdo das alternativas
classicas. Em beneficio da clareza, vamos continuar com sistemas
de dimensao 2, mas o leitor j& pode tentar generalizar esta definicao
para dimensdes arbitrarias3.

Postulado 6.1. Se um sistema quantico no estado |¢) da eq. (6.1) €
sujeitado a um teste com alternativas classicas 0 e 1, a probabilidade
de obter o resultado correspondente a 0 é dada por |a|2, enquanto a

de obter 1 é dada por |B8]>.

Os coeficientes « e 8 da expansdo do estado [1) com respeito a
base {|0),|1)} sdo ntimeros complexos que permitem calcular proba-
bilidades. Feynman batizou tais coeficientes amplitudes de probabi-
lidades, ou simplesmente amplitudes. Uma vasta gama de efeitos da
mecanica quantica estd ligada ao fato de podermos somar amplitu-
des nao-nulas e obter um resultado nulo (ou muito pequeno). Este
é o chamado fenémeno de interferéncia destrutiva, ja conhecido nos
fendmenos ondulatérios, mas impossivel para probabilidades, que sao
numeros reais nao-negativos. E o caso, por exemplo, no experimento
de dupla fenda, onde regioes “escuras” aparecem quando as duas fen-
das estao abertas, onde haveria contagens para cada uma das fendas
abertas isoladamente.

Mesmo sem querer desviar para discussoes sobre fundamentos de
mecanica quantica, é necessario dizer que esta foi a primeira vez que
uma teoria cientifica se assumiu probabilistica a priori. Mesmo que
conhegamos o estado |1} de uma particula, o resultado de observagoes
sera, em geral, probabilistico. O leitor pode comparar esta situacao
com a da mecanica estatistica. Nesta, o conceito de probabilidades foi
introduzido com a justificativa que, na prdtica, nao podemos dar uma
descrigao precisa para um sistema macroscopico. De certa forma,
é uma concessao que mentes deterministicas fizeram a dificuldade

3 Assunto do préximo capitulo.
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de trabalhar com 1023 coordenadas, ou mais. Mas mantinha-se a
convicgao que em principio poderia se descrever microscopicamente
um gés, por exemplo. Na mecanica quantica ndo; exceto se a ou 3
for zero, a mais completa descricdo microscopica é incapaz de prever,
sendo probabilisticamente, o resultado do teste 0 ou 1.

Esta descrigao probabilistica da mecanica quantica tem uma con-
sequéncia fundamental: embora gostemos muito de tratar de um sis-
tema quantico especifico, as previsoes desta teoria s6 podem ser tes-
tadas quando preparamos igualmente um grande ntimero de cépias
do sistema, e agimos igualmente sobre todas elas (e assim poderemos
comparar as frequéncias obtidas com as probabilidades previstas).
Neste sentido, é comum pensar que o estado de um sistema é a des-
cricdo de um ensemble? e que um sistema isolado deve ser pensado
como um elemento aleatério deste ensemble.

6.1.2 Depois das Medicgoes

Como relacionamos as alternativas classicas 0 e 1 com a base orto-
normal {]0),|1)}, é natural introduzir o seguinte

Postulado 6.2. Apds a realizacio de um teste para discriminar entre
as alternativas cldssicas 0 e 1, se o resultado obtido foi 0, o sistema
passa a ser descrito pelo estado |0); se o resultado obtido foi 1, o
sistema passa a ser descrito pelo estado |1).

Este postulado estda naturalmente associado a nogao de reprodu-
tibilidade de testes. Ou seja, se um teste é realizado e se obtém um
resultado, repetigoes deste mesmo teste no mesmo sistema corrobo-
rardo o resultado obtido®. E importante distinguir aqui entre “agir
novamente no mesmo sistema” e “realizar o teste em outro elemento
do ensemble”. Por construcao da ideia de ensemble, seus elementos
sao independentes. Assim, embora sigam a mesma distribuicdo de

4Ensemble é a palavra francesa para conjunto. Ganhou destaque e uso préprio
na mecanica estatistica e na mecanica quantica correspondendo a esta nogao de
conjunto infinito de realiza¢bes de um certo estado.

5Ainda ndo falamos sobre evolucdo temporal de estados. Neste momento,
adotamos tacitamente uma lei de inércia: se nada for feito, o sistema continua no
mesmo estado.
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probabilidade, seus resultados sdo independentes®. Agir novamente

no mesmo sistema é repetir o mesmo teste duas vezes, no mesmo re-
presentante do ensemble. O que a defini¢ao 6.2 diz é que se fizermos
esta repeticdo do teste, o ensemble original serd dividido em apenas
dois subensembles: aquele onde as duas aplicagoes do teste resulta-
ram 0 e aquele onde ambas resultaram 1. E se repetirmos N vezes,
ainda assim s6 obteremos dois subensembles: aquele onde as N repe-
ticoes do teste resultaram 0 e aquele em que os N resultados foram
1.

Vale notar que submeter um sistema a um certo teste e selecionar
apenas os resultados “favoraveis” pode ser entendido como uma pre-
paragio: se queremos preparar o estado |0), submetemos o sistema
a um teste que discrimina 0 e 1 e descartamos todos os sistemas em
que o resultado 1 for obtido.

Exercicio 6.2. Redescreva o pardgrafo acima usando a ideia de sub-
ensemble.

E ainda importante insistir que esta distingao entre agir nova-
mente no mesmo sistema e realizar o mesmo experimento em um
elemento independente do ensemble nao é uma das peculiaridades
da mecanica quantica. Vamos entao discutir um exemplo cléssico: o
sorteio da mega-sena. A melhor maneira que temos para descrever
o resultado do sorteio do concurso N da mega-sena é uma distri-
buicao uniforme sobre todas as combinag¢des de niimeros permitida
nesta modalidade de loteria”. Porém, uma vez escolhido N, a situ-
acao muda um pouco de figura. Se N corresponde a um sorteio ja
realizado, mas nao dispomos do resultado, nossa melhor descri¢ao
continua sendo dada pela distribuicao uniforme. Porém, uma vez
conhecido o resultado, passamos a descrevé-lo, probabilisticamente,
por uma distribuicdo concentrada no resultado conhecido. Em par-
ticular, se estamos preocupados com o concurso 1000 da mega-sena
(N = 1000), as dezenas sorteadas foram 29, 38, 39,49, 53 e 58. Assim,
se repetirmos o teste (cldssico) de “sortear” o concurso 1000 da mega-
sena, devemos obter o mesmo resultado, diferentemente do caso de

6Correspondendo & situacdo tipica de textos de probabilidade e estatistica das
varidveis . i. d., ou seja, varidveis independentes e identicamente distribuidas.

7 Acreditamos, a priori, que cada dezena é equiprovavel - o que leva a equipro-
babilidade das combinagoes - , e que os diferentes concursos sdo independentes.
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realizar um sorteio de um outro “concurso”. Insistindo uma ultima
vez: se denotamos por My a varidvel aleatoria que dé o resultado do
concurso N da mega-sena, My é independente de My’ se, e somente
se, N #= N'.

6.1.3 O que os bits classicos nao tém

A nocao de teste ndao é exclusiva da mecénica quantica. A ideia de
reprodutibilidade também néo (sempre ignorada a evolugdo temporal
do sistema). O que realmente distingue a mecénica quantica da sua
contrapartida classica é a existéncia de testes incompativeis.

Definicao 6.3. Um teste B € dito compativel com um teste A se a
realizagio de B entre duas repeticoes de A nao afeta a reprodutibili-

dade do teste A.

Classicamente, o tinico teste (ndo-trivial) que podemos fazer com
um bit é verificar se ele vale 0 ou 1. Lembremos que sua versao
quéantica estd associada a uma base ortonormal {|0),|1)} do espaco
de estados F. Mas podemos escolher livremente outra base para E.
A exigéncia de serem alternativas classicamente distinguiveis impoe
ortonormalidade.

Como um exemplo, podemos definir os vetores:

) = =10+ [1)): (6.2)
V2 ’ '
1

- = —=(0)—11)).

=) ﬁ(l )—11)

Exercicio 6.3. Mostre que {|+),|—)} é uma base ortonormal.

Podemos aplicar o teste + ou —, que corresponde a esta base.
Devemos aplicar a este teste as mesmas regras que antes usavamos
para 0 e 1, com sua correspondente base. Chamemos o teste 0 ou 1
de Z e o teste + ou — de X, devido a uma convencao que ficara clara
na 6.1.5.

Exercicio 6.4. Relagdo entre os testes X e Z.

1. Considere o estado inicial |0). Quais as probabilidades de cada
alternativa para o teste Z? E para o teste X ?



[SEC. 6.1: MECANICA QUANTICA EM DIMENSAO DOIS 79

2. Suponha que foi realizado o teste X e obtido o resultado +.
Qual a probabilidade de obter 0 em uma realizagdo subsequente
do teste Z?

O que o exercicio acima mostra é que os testes X e Z nao sao com-
pativeis! Se fizermos sequencialmente os testes Z, X e Z, é possivel
obter, respectivamente, as respostas 0, + e 1. Se nao fosse realizado
o teste X entre as duas realizacoes de Z, jamais poderiamos obter 0
e 1 como respostas, devido a reprodutibilidade dos testes.

Vamos discutir essa situagao em mais detalhe. Feito o primeiro
teste Z, se obtido o resultado 0, sabemos que devemos passar a des-
crever o sistema pelo estado |0). Neste estado, o teste X terd o resul-
tado 4+ ou — de maneira equiprovavel. Com isso, a melhor descri¢ao
do sistema serd dada por |+) no primeiro caso e |—) no segundo.
Em ambas as alternativas, o novo teste Z também terd os resulta-
dos 0 ou 1 de maneira equiprovavel. Como |0) = %(H—) +1|-)), o

que percebemos aqui é que ndo podemos pensar em |0) como uma
simples mistura equiprovavel das alternativas + e —. Se um teste Z
é aplicado ao |0) a resposta ¢ 0, sempre. Essa é uma manifestagiao
do fenémeno de interferéncia: as alternativas classicas + e — nao se
misturam de maneira equiprovavel, mas se combinam coerentemente.
Ja nesse caso temos a manifestacdo do que chamamos interferéncia
construtiva, para o caso do resultado 0 (pois a “soma classica”) das
alternativas levaria ao resultado 0 com probabilidade %, e quantica-
mente o resultado é maior (nesse caso, 1), bem como da interferéncia
destrutiva, para o caso do resultado 1.

Exercicio 6.5. Bases mutuamente neutras.

1. Descreva um teste com resultados a e b, onde o estado |0) dd
probabilidades p e 1 — p.

2. Seja |a) o estado correspondente d alternativa a do teste ante-
rior. Qual a probabilidade de obter 0 se um teste Z for aplicado
a este estado?

3. Duas bases B = {|bg), |b1)} € C = {|co),|c1)} sdo ditas mutua-
mente neutras se |(bilc;)| € independente de i e j. Mostre que
as bases Z ={]0),]1)} e X = {|+),|—)} sdo bases ortonormais
mutuamente neutras.
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4. Obtenha uma nova base, Y, mutuamente neutra tanto com X
quanto com Z.

5. Mostre que ndo existe outra base mutuamente neutra com X,

YelZ.

6.1.4 Quando perder é ganhar

Algumas tarefas muito simples do ponto de vista abstrato podem ser
muito dificeis na pratica®. Por exemplo, gerar ntimeros aleatérios.
Um pensamento inocente diz que lancar uma moeda para cada bit
(cara ou coroa) seria o suficiente. Mas ndo! Como garantir que a
moeda é realmente honesta? Ou ainda, que seu lancamento é hones-
to?

Novamente atingimos o paradigma tedrico onde aleatoriedade nao
surge a priori, mas da dificuldade de definir as condigoes iniciais com
precisao, e de uma dindmica muito sensivel a tais condi¢oes. Os
geradores de nimeros “aleatérios” mais utilizados sao sofisticagoes
deste lancamento da moeda. Computadores calculam fungoes deter-
ministicas mas extremamente sensiveis as condigoes iniciais, e estas
condigdes iniciais envolvem dados razoavelmente aleatorios, como os
altimos digitos do relégio interno do computador, ou bits escolhidos
dentro de um arquivo do qual nada se sabe... O que se obtém dai sdao
nimeros “suficientemente aleatérios” para a imensa maioria das apli-
cagoes: jogos de computador, simulagoes de Monte Carlo, geracao de
nimeros primos muito grandes...

Mas a nocao de “suficientemente aleatérios” é sutil. O que é
suficientemente aleatério para quem s quer gerar niimeros primos
para criar uma chave RSA [Cou, Sin] e usar na sua correspondéncia
eletronica privada pode nao ser suficientemente aleatério para um
banco que opera pela internet. O que ¢ suficientemente aleatério para
quem s6 quer se divertir com um jogo pode nao ser suficientemente
aleatorio para uma empresa de jogos de azar on line! Pode parecer
estranho, mas uma interessante aplicacio da mecénica quéntica® é
aproveitar a existéncia de testes incompativeis para produzir niimeros
“suficientemente aleatdrios”.

8E vice-versa.
9J4 com algum sucesso comercial[.com].
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Exercicio 6.6. Usando o que vocé ja aprendeu até o presente mo-
10

mento, proponha uma mdquina quantica de gerar bits aleatorios .

De fato, ja hé trabalhos na linha de considerar aleatoriedade como
um recurso, tao valioso quanto outros que ainda discutiremos nesse
texto.

6.1.5 Estados Fisicos e Esfera de Bloch

Um primeiro ponto a ser levantado é que, em mecanica quantica, o
vetor de estado (correspondente a uma preparagio) permite calcular
todas as probabilidades dos possiveis resultados de testes realizados
naquele sistema. Cada teste é associado a uma base ortonormal e as
probabilidades sao dadas pelos mdédulos ao quadrado das amplitudes
de probabilidade, ou seja, dos coeficientes da expansao do vetor com
respeito aquela base ortonormal especifica.

Exercicio 6.7. Dois vetores |1)) e e'®1)), com ¢ € R, representam
estados equivalentes, no sentido que as mesmas probabilidades sao
previstas para todos os testes realizados.

Vamos, a seguir, explorar as consequéncias desta identificacao
apontada pelo exercicio 6.7, no caso de um gbit. Antes, um pouco
de nomenclatura: tanto um ndimero complexo unitdrio ¢ quanto o
numero real ¢ sdo comumente chamados de fase. O exercicio acima
é normalmente fraseado como “uma fase global é irrelevante”.

Como discutido na 4.7, vetores unitarios de C? formam uma es-
fera S3, mas a identificacdo do exercicio 6.7 faz com que cada ponto
possua uma fibra S! (as possiveis fases globais) e o espaco topolégico
formado pelos estados fisicamente distintos corresponde a uma esfera
S2. Ainda que esta construcdo corresponda a fibracdo de Hopf, em
mecénica quantica costumamos associar outro nome a esfera S? que
corresponde aos estados fisicamente distintos: trata-se da FEsfera de
Bloch.

Cada classe de equivaléncia pode ser representada por um vetor
de estado

|¥) = al0) +b[1).

10Mais precisamente, gerar bits independentes, identicamente distribuidos, com
distribuic¢do equiprovavel.
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E comum utilizar a seguinte parametrizacao
0 i 0
[1) = cos §|O> +e'¥ sen§|1>, (6.3)

com 6 € [0,7] e ¢ € [0,27]. Naturalmente!'!, esta parametrizacio
possui singularidades. Neste caso, correspondendo aos valores 6 =
0, m, aos quais estao associados os vetores da base Z. O exercicio 6.8
mostra a conveniéncia de tal convencao.

Exercicio 6.8. Esfera de Bloch

1. Verifique que a parametriza¢io (6.3) cobre todas as classes de
vetores de estado fisicamente distintos.

2. Interprete os angulos 6 e ¢ de um ponto arbitrdrio e verifique
que todos os pontos da esfera foram utilizados na parametriza-
¢ao.

3. Calcule o produto escalar (0l1) e discuta a diferenga entre os
vetores da esfera de Bloch serem ortogonais e a posi¢io de ve-
tores de estado ortogonais na esfera de Bloch.

Aproveitemos esta discussdo para introduzir outras ferramentas
bastante tuteis na discussao de um qbit, as chamadas matrizes de
Pauli. Estas sdo matrizes de automorfismos de C2, que escritas com
respeito a base Z tomam a forma

(1 0
= Z= |y ] (6.4a)
[0 1
o, = X = 10 }, (6.4b)
oy= Y= (z) BZ } (6.4c)

Note que as bases X', ) e Z sao as respectivas bases de autovetores dos
operadores descritos acima. E comum (pelo menos como artificio de
notagao) considerar que estas matrizes formam um vetor de matrizes
& = (04,04,0,), de modo que, para um vetor ¥ = (v*,v¥,v%) € R?, o

11 Qual resultado matemaético estd por tras deste “naturalmente”?
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produto ¥ & representa a matriz y_, v'o;. A dupla notagao utilizada
(e.g.: 0, e X) se deve a uma ser a notagdo padrdao em textos de
mecanica quantica, a outra a notagao padrao em textos de informagao
quantica. Vamos utilizar ambas.

Exercicio 6.9. 1. Obtenha autovalores e autovetores para X, Y
e .

2. Para um vetor unitdrio i € S?, diagonalize i - &. Represente
seus autovetores na esfera de Bloch.

—

8. Qual a relacao entre os autovetores de i -d e de —u - 0%

O exercicio acima mostra uma maneira candnica de relacionar
um operador a cada base ortonormal de C?. Sendo mais preciso,
relacionamos um operador a cada decomposicio de C? em dois subes-
pacos unidimensionais ortogonais. Por sua vez, nos ajuda a entender
melhor todos os possiveis testes a serem realizados com um gbit e
a visualiza-los na esfera de Bloch: cada teste corresponde a escolha
de um eixo, com seus pontos antipodas sendo os vetores da base
correspondente. A nomenclatura para as bases X, ) e Z também
deve estar mais clara agora.

6.1.6 Evolucao Temporal

Até agora tratamos de estados e medi¢oes e até ja arriscamos uma
visualizagdo geométrica para ambos. Mas entre uma preparacao e
uma medicdo o estado do sistema pode variar. No mesmo espirito
desse capitulo, vamos tratar agora do caso mais simples de evolugao
temporal em mecéanica quantica.

Para um sistema isolado, a evolugao temporal de um estado inicial
serd ditada pela equacao de Schrodinger:

d H
EW) = EW% (6.5)

onde H : E — E é um operador linear, chamado hamiltoniano do
sistema, ¢ a unidade imaginaria e i a famosa constante de Planck
(dividida por 2).



84 [CAP. 6: UM BIT DE MECANICA QUANTICA

No capitulo 3 ja vimos que

o(0) = exp( =5 ) o) (6.

¢ a solugdo da equacdo (6.5) com a condigao inicial [)(0)) = |1)o).
De fato, como queremos manter a norma do vetor |¢(t)), segue que
devemos trabalhar com H = H™, ou seja, o hamiltoniano deve ser
autoadjunto.

Vale notar uma importante propriedade:

Exercicio 6.10. Mostre que os operadores autoadjuntos em C? for-
mam um espaco vetorial real'®. Mostre ainda que, fizada wma base
para C?, a matriz identidade e as matrizes de Pauli (6.4) formam
uma base para este espaco.

Explicitamente, isso significa que todo operador autoadjunto A
é descrito por quatro nimeros reais (ar, az, ay,a.), de modo que a
matriz que representa A seja dada por

ar+a; az —iay
az +iay, ay—a.

Se estamos dispostos a identificar vetores que descrevem estados
equivalentes (ou seja, se queremos descrever a evolugdo temporal na
esfera de Bloch, e ndo em C?), a componente H; nio terd qualquer
efeito:

Exercicio 6.11. Mostre que se H = hil, a evolu¢io temporal de
qualquer estado € dada pelo actumulo de fase global, deizando seu
vetor de Bloch fizo.

Assim, sabendo também que a identidade comuta com qualquer
operador!3, podemos nos concentrar em hamiltonianos da forma H =
heX + hyY + h,Z. Comecemos pelo mais facil. Seja H = h,Z.

Queremos calcular
—iHt —th, Zt
ex =exp| — |.
PATh PUTn

120u seja, sobre o corpo R.
13Por que isso é importante?
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Mas conhecemos um operador quando sabemos como ele atua em
uma base. E, para a base Z = {|0),|1)} temos

_hzZt —ihy
(52 )0y = )
h
—ih, Zt ihst
G [ !
h
de onde, se definirmos w = 222 , teremos para

0 ; 0
l1ho) = cos =|0) + €' sen—|1)
2 2
a solucao dada por
[Y(t) = e "2'cos §|O> + el3tei? sen§|1>
0 ; 0
= cos §|0> + eil@tet) sen§|1>,

o que nos permite interpretar a evolucao temporal dada por este
hamiltoniano como a rotacao da esfera de Bloch em torno de seu eixo
z, com velocidade angular w.

O exercicio seguinte generaliza esta discussdo:

Exercicio 6.12. Obtenha os autovalores e autovetores de H = h, X+
hyY + h.Z, redefina w como a diferenca entre os autovalores e es-
creva a evolugio temporal de um estado arbitrdrio (sugestio: use a
base de autovetores). Por fim, interprete tal evolugao temporal em
termos do vetor de Bloch.

Com isso, interpretamos, em termos do vetor de Bloch, todas as
possiveis evolugoes temporais de um sistema de dois niveis: os autove-
tores de seu hamiltoniano definem um eixo, enquanto os autovalores
definem a velocidade angular com que a esfera de Bloch rotaciona em
torno deste eixo. Naturalmente, ha dois, e exatamente dois, pontos
fixos ao longo de tal evolucao.

6.2 Um pouco de Fisica

Ao longo deste capitulo descrevemos a mecanica quantica de um gbit,
sujeito as chamadas medi¢oes projetivas e a evolugdo hamiltoniana.
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Se, por um lado, sdo vérias restri¢oes (dimensédo do espago de estados,
tipo de medigdo e tipo de evolu¢ao temporal), por outro se trata de
algo bastante geral, com uma grande cole¢ao de exemplos.

Um olhar mais atento pode ter reparado na discussao anterior
que h tem dimensao de energia vezes tempo'4. A grandeza mecéanica
que possui tal dimensao é o momentum angular. Um exemplo na-
tural e importante de sistema de dois niveis é o momentum angular
intrinseco de algumas particulas; o chamado spin das particulas de
spin % (particulas com spins maiores terdo espagos de estado com
dimensdo maior). Para fixar ideias, pensemos que tal particula é
um elétron, portanto, uma particula com carga elétrica. Uma carga
elétrica com momentum angular tem certa similaridade com uma cor-
rente elétrica, gerando momentum de dipolo magnético. Um dipolo
magnético interage com campos magnéticos e uma maneira de muitos
fisicos tratarem a discussao da evolugao temporal de um gbit é usan-
do o chamado modelo de “pseudo-spin”. O sistema de dois niveis, seja
ele qual for, pode ser pensado como um spin % E o hamiltoniano
que vai ditar sua evolucdo temporal (auténoma) pode sempre ser as-
sociado a um campo magnético constante. Assim, a dire¢do do spin
vai precessionar em torno do campo e a velocidade de tal precessao
serd ditada pela intensidade do campo.

Tal imagem gera uma linguagem interessante, tipica do contexto
de ressonéncia nuclear magnética'®, mas que ganhou espaco também
em outras comunidades. Em especial, se um campo magnético é
aplicado em direcao perpendicular & do vetor de spin, a trajetéria
descrita na evolucgao temporal serd dada por grandes circulos. Se o
tempo de interagao for ajustado de forma a metade desse circulo ser
percorrido, chamaremos essa evolugao de um pulso 7. Note que um
pulso 7 essencialmente inverte a direcdo em que aponta o vetor de
spin'®. Da mesma forma, se a interacdo se der por um quarto de

14Para sermos justos, atencdo nio seria suficiente. O leitor teria que saber, por
outras fontes, que um hamiltoniano tem unidades de energia, ou tirar a mesma
conclusao da equacdo de Einstein F = hw, que ndo discutimos aqui.

15Sim, a mesma presente em exames clinicos. RNM, para sua sigla em portu-
gués, NMR em inglés.

16Um resultado interessante, mas que sé trataremos mais adiante, é que nio
existe uma evolugdo quantica capaz de inverter o vetor de spin, qualquer que
seja ele. Vocé consegue conciliar essa ultima afirmagdo com a discussdo desse
paragrafo?
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volta, diremos que foi aplicado um pulso 7. Caso se buscasse um

linguajar mais preciso, deveria-se dizer em que direcao foi feito tal
pulso 7, mas normalmente isso fica subentendido no contexto. Vale
notar que um pulso 3 ¢ uma excelente forma de passar de um estado
da base Z para um estado da base X', por exemplo.

Um outro sistema quantico que pode ser bem entendido nesta
discussao de gbits é o tradicional experimento de fenda dupla, repor-
tado pela primeira vez por Young, em 1800, utilizando luz. De fato, o
experimento de Young foi a maior evidéncia experimental a favor do
carater ondulatorio da luz. Pouco mais de cem anos depois, passou-
se a entender que, com relacao ao experimento de fenda dupla, luz e
matéria se comportam da mesma forma.

Nessa descricao, pode-se entender os estados da base Z como os
“estados de fenda”, ou seja, como seria descrito o sistema caso apenas
uma das fendas estivesse aberta. J4 o sistema com as duas fendas
abertas serd descrito pelo estado |4), de superposicao das duas fen-
das. Conforme o ponto de observacdao em uma tela!” adequadamente
afastada do anteparo com as fendas, cada componente (]0) ou 1))
acumula diferentes fases, correspondendo a uma evoluc¢ao temporal
onde o pseudospin precessaria devido a um campo aplicado na dire¢ao
Z.

Para ser mais exato, o caso da fenda dupla nao corresponde tao
precisamente assim a uma evolugao de pseudospin, visto que conforme
nos deslocamos na tela, estaremos mais proximos a uma das duas fen-
das, aumentando sua participacao no estado correspondente. Outro
sistema fisico segue esta descricdo mais de perto: o interferémetro de
Ramsey.

Apresentado em 1949, o interferémetro de Ramsey lhe rendeu
o Prémio Nobel de Fisica em 1989, sendo uma generalizagdo (em
termos de sistema) e um aperfeicoamento (em termos da ideia central
de separar os pulsos) da ressonincia magnética, criada por Rabi em
1939, também lhe rendendo o Prémio Nobel de Fisica em 1947.

A ideia de Rabi é aproveitar a existéncia de niveis de energia
distintos e interagir com uma transicao entre dois deles, utilizando
para isso a nocao classica de ressonancia. No caso de Rabi, o sistema
era um nicleo e a “forca externa” um campo magnético, dai ser uma

170Qu detector, dependendo do regime em que o experimento é realizado [Ter05].
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ressonancia nuclear magnética. No caso de Ramsey, o sistema é um
atomo e a forga externa um campo eletromagnético. Esta é a origem
do relogio atomico, que nos fez inclusive rever a definicdo de um
segundo utilizando para isso a frequéncia da radiagdo emitida por
uma transicao especifica do atomo de Césio.



Capitulo 7

Sistemas de d niveis

Devidamente explorado o caso mais simples, vamos passar ao caso
“um pouco menos simples”. Este capitulo é dedicado aos sistemas
quanticos de d niveis, ou seja, & mecanica quantica em espaco de
estados com dimensao finita.

7.1 Mecéanica Quantica em Dimensao d

Agora precisamos refazer a discussao da sec¢do 6.1. A principal dife-
renca advém do fato que, agora, um teste pode distinguir entre menos
alternativas que a dimensao do espago.

7.1.1 Estados e Medicoes

Como ja afirmamos, todo sistema quéantico possui um espaco de es-
tados que é um espaco vetorial complexo com produto escalar, E.
Neste capitulo, a tnica exigéncia é que dim(F) = d < co. Ainda na
descrigao mais simples e restrita da mecanica quantica, o estado de
um sistema é definido por um vetor unitario em seu espago de estados.
Toda e qualquer predigao sobre o sistema pode ser feita a partir do
conhecimento de seu estado. Para uso nesse capitulo, essencialmente
repetimos a defini¢ao 6.1:

89
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Definigao 7.1. O estado de um sistema € um vetor normalizado em
seu espaco de estados.

Assim como o espaco de estados de um gbit é isomorfo a C2, o
espago de estados para um sistema de dimenséo d (por analogia, um
qdit) serd E = C.

Agora devemos generalizar a definicao 6.2, que é onde as diferen-
gas aparecem.

Definicao 7.2. Seja E um espago de estados. Um teste com al-

ternativas distintas indexadas por i corresponde a uma decomposicao
ortogonal £ = €, E;.

Que é complementada pelo

Postulado 7.1. Sejam E um espago de estados, [1)) € E um estado
e E = @, E; um teste. Sejam ainda P; : E — E os projetores
ortogonais sobre cada FE;. A probabilidade de obter o resultado i €
dada por p; = (Y| P;|).

Exercicio 7.1. Projetores ortogonais e notagdo de Dirac

1. Seja |¢) um vetor normalizado. O que faz o operador |p){(¢|?

2. Seja {|vi>}f:1 uma base ortonormal. Defina P; = |v;)(v;|. Mos-
tre que' PiP; = 0;;P;.

8. Para J C{1,...,d} defina Py =3, ; P;. Mostre que P;Pg =
Pjnk. Em particular, P? = Pjy.

4. Qual a forma diagonal de Py ? Interprete TPy, o trago de Py.

Exercicio 7.2. Mostre que a defini¢cio 6.2 é um caso particular da

7.2.

A definicao 7.2 e o exercicio 7.1 podem ser unidos para chegar
a forma mais comum de se descrever tais medigoes. Para cada Fj,
escolha uma base ortonormal {|vf>}, onde o indice k corre de 1 até
d; = dim F;. Temos entao uma base ortonormal para F, {|vf>}
Se escrevemos o vetor de estado [1)) com respeito a essa base, temos

W’) = Zl Zz;1 aﬂvf>

16, =1,8ei=j;8;; =0,sei+#j.
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Exercicio 7.3. 1. Mostre que p;, a probabilidade de obter a al-
ternativa i, é dada por Zi;l‘aff.

2. Refaca esta discussio para o caso ndo-degenerado (i.e.: d; =
1,V i) e compare com a defini¢io 6.2.

Deve ficar claro porque esse tipo de medi¢ao é normalmente cha-
mada uma medicio projetiva. MedicOes mais gerais que estas serao
discutidas no capitulo 9, juntamente com uma nogao mais geral de
estado.

Uma base para o espacgo de estados sera dada por d vetores linear-
mente independentes, {|e1),|e2),...,|eq)}. Justamente pela associa-
¢ao de testes a bases ortonormais, é bastante comum que no contexto
de mecanica quantica, salvo menc¢ao em contrario, bases sejam sem-
pre ortonormais.

O Teorema Espectral permite associar esta nocao de teste a uma
outra noc¢ao, muito presente nos textos de mecanica quantica do sé-
culo XX: a de observdvel?. Seja A um operador auto-adjunto. O
teorema espectral nos diz que ele pode ser escrito como

A:ZaiPi,

onde a; sdo seus autovalores (reais) e P; projetores sobre os respec-
tivos auto-espacos. Assim, é comum, no chamado processo de quan-
tizagdo candnica, associar a cada grandeza da mecanica classica um
observdvel A, que é um operador auto-adjunto. A definigdo 7.2 passa
a ser lida como: os resultados possiveis para cada medicdo sao dados
pelos autovalores de A, com as probabilidades previamente associa-
das. Podemos entdo calcular a esperanga de A (também chamada
valor médio, ou valor esperado), em um estado |¢), dada por

(A) =3 aips = 3 ailbIPIY) = (@I 3 aiPlw) = (W]Alw).
7.1.2 Depois das Medigoes

Aqui também teremos mudangas significativas em relagio a situagao
de um gbit. E facil entender a razao. Se submetiamos um qbit a

2Na seccdo 9.6 voltaremos ao conceito de observaveis, mas, naturalmente, em
outro contexto.
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um teste com duas alternativas classicas, a decomposi¢ao imposta ao
espago de estados era “completa”, no sentido que cada subespaco da
soma direta tinha dimensao 1. Em um subespaco de dimensao 1,
todos os vetores representam o mesmo estado fisico, assim o estado
ap6s a medigao nao dependia do estado pré-medicao e podiamos (ar-
bitrariamente) escolher um vetor de estado p6s-medigao dependendo
apenas do resultado de tal processo.

Postulado 7.2. Considere um teste com alternativas cldssicas i,
dado pela decomposicio E = @, E;, com respectivos projetores orto-
gonais P;. Se o teste foi aplicado ao estado V) e a alternativa i foi ob-

Pilv)

tida, apds o teste o sistema serd descrito pelo estado |;) = ————.
1 Bi |}
O postulado 7.2 retém a principal propriedade do postulado 6.2:
a reprodutibilidade dos testes.

Exercicio 7.4. Demonstre a afirmacao acima.

Por outro lado, traz a diferenga marcante (natural e j& comen-
tada): o estado apds a medicao, |¢;), depende do estado antes da
medicao, [1)).

Exercicio 7.5. Mostre que o postulado 6.2 pode ser visto como caso
particular do postulado 7.2 se acrescentarmos a nogdo de equivaléncia
de estados do exercicio 6.7.

A nocéao de compatibilidade continua presente aqui. De fato, toda
a drea de pesquisa associada & ldgica qudantica [Pit, Coh] nasce aqui.
Dois testes serao compativeis se, e somente se, existir uma decompo-
sicdo ortogonal que é um refinamento® comum a ambos. Neste caso,
estes dois testes podem ser realizados de maneira simultdnea (ou, em
outras palavras, a ordem em que sdo realizados nao é importante)
e tal realizacao simultanea é descrita pelo refinamento comum dado
pelas intersecgoes dos subespacos associados a cada teste.

Exercicio 7.6. Considere dois testes ' = P, E; e E = D, F e
sejam A e B observdveis associados a estes. Mostre que os teste sdo
compativeis se, e somente se, [A, B] = 0.

3Uma decomposicdo ortogonal E = @]. F; é um refinamento de E = 692 E;
se para todo j, I é subespago de algum E;.
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Dessa forma, um conjunto de testes serd mutuamente compativel
quando existir um refinamento comum a todos e um teste serd com-
pleto quando nao pode mais ser refinado, ou seja, todos os subespacos
envolvidos na decomposi¢ao sdo unidimensionais.

7.1.3 Geometria

Da mesma forma que para os gbits, a fase global é irrelevante quando
tratamos das probabilidades dos resultados de testes. E isso traz
riqueza para a geometria do problema.

Para qualquer sistema quantico com espaco de estados de dimen-
sao finita d, os possiveis vetores de estado sao vetores de norma 1 em
E =~ C% um conjunto naturalmente identificado com a esfera $2¢—1
(lembrando que neste caso, a dimenséo indicada é com respeito aos
reais). O conjunto das classes de equivaléncia [[¢))] pode ser visto
como o conjunto de todos os subespagos unidimensionais (complexos)
de E = C?. Mas esta é exatamente a definicdo do espaco projetivo
complezo CP"!. Em particular, o conjunto dos vetores de estado
fisicamente distintos para um gbit é homeomorfo a CP', a chamada
linha projetiva compleza. E bem entendido, e nossa discussio sobre a
fibracio de Hopf deve ter deixado claro, que CP' pode ser visto como
a esfera de Riemann (ou de Bloch, dependendo do contexto). Assim,
sua dimensdo complexa ¢é 1, por isso linha?, enquanto sua dimenséo
real é 2, condizente com esfera.

O conjunto dos estados fisicamente distintos pode ser visto como

SQd*l/Sl o~ (Cd/(c* o~ (C]P)dfl-

No préximo capitulo teremos consquéncias interessantes desta ge-
ometria.

7.1.4 Evolucao Temporal

Na secgao 6.1.6 ja apresentamos a equacao de Schrodinger

d H
%Wﬁ:EW)%

4Interessante notar que linhas projetivas sdo compactas.
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resposavel pela evolucao temporal de um sistema quéantico isolado.
No capitulo 4 vimos o conceito de agao de grupo. Na evolugao
temporal ditada pela equagao de Schrodinger, temos um exemplo
onde o grupo R age sobre F, como no exemplo 4.10.
Vamos aproveitar para ver essa mesma discussao com outros olhos.
Ja concluimos que temos uma ag¢ao de grupo:

RxFE — FE
(t|vo)) —> [¥(1))

e que sua restricao para cada tempo t serda dada por

U(t) = exp ( _’;H) :

que é um operador unitario, chamado operador de evolucdo temporal
(por um tempo t). Devemos notar que

U(t1)U(tz2) = U(ty + t2),

para todo t1,to € R. Assim, esta familia de operadores unitarios
forma um subgrupo a um parametro do grupo U (d) correspondente (d
a dimensdo complexa de E). Ainda com outros olhos, este subgrupo
a um parametro pode ser visto como uma curva (diferencidvel) em
U(d), assim como

t—s U(1)|9)

pode ser vista como uma curva em E (ou mesmo, nos vetores unitérios
de E) para cada |¢) (unitério), ou ainda, se passarmos ao quociente,

d—1
uma curva em CPY .

7.2 Um exemplo: o Laplaciano discreto

Um sistema de d niveis pode, fisicamente, ser interpretado de muitas
formas. Uma delas é imaginar uma particula quintica (por exemplo,
um elétron) que se move em um material composto de exatamente d
atomos e no qual admitimos que essa particula s6 pode estar proxi-
ma destes atomos e ndo em um lugar qualquer. Sendo assim estamos
idealizando a situacao e admitindo que a posicao da particula é exa-
tamente um sistema de d niveis, que correspondem as d posigoes
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dos dtomos do material. Esse modelo, com toda a ingenuidade que
aparenta, é um ponto de partida razoavel para entender, por exemplo,
as propriedades de transporte de eletricidade e de calor em um cristal
[AM].

Considere os operadores lineares em C? definidos por

010 0 .. 00 0 ... 1
001 0 10 0 0
Ny= [0 00 1T | ¢ y 2|01 0 0
100 ... 0 00 ... 1 0

Neste caso, ¢ facil verificar que N} = N_ e N* = N, logo estes
operadores nao correspondem a observaveis. Mas nao é dificil obter
seus autovetores e autovalores. Note que

ag ay ao Ap—1
N ay ag N a1 aq
+ . = . e — . =
Gp—1 Qg Ap—1 Ap—2

Podemos entdo definir by, = ¢*F% paral =1,2,...,dek =0,1,...,d—
1. Definimos assim os vetores (j4 normalizados)

bo,1
1 b1,
B = —
|B1) 7
bnfl,l

27w

Néo é dificil verificar que Ny |B;) = ei%ﬂl|Bl) e N_|B) = e 0! B).
Vamos agora definir o operador A = N, + N_ — 2I; este de fato

¢ hermitiano e, portanto, um observavel. Seus autovetores sao os

mesmos |B;) ja definidos, e os autovalores sdo obtidos como segue:

AlBi) = Ny|Bi)+N-|B)) —2I|By)

e - 2
- (el%l +em i 2)|Bl> = 2(cos 7”1 —1)|B)
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Exercicio 7.7. Para a e b reais, obtenha os autovalores e os auto-
vetores do operador a(Ny + N_) + bl.

Os vetores |B;) sio uma base de C¢ e portanto um estado ini-
cial |¢) qualquer pode ser expresso como combinacao linear |¢) =
27:1 ¢1(0)|B;). Para obter a evolugdo temporal deste estado inicial,
se considerarmos A como hamiltoniano do sistema, devemos resolver
a equacao de Schrodinger

d .
() = —iA(D).

Supondo que cada ¢; é uma fun¢ao do tempo, obtemos uma familia
de equagoes
d
—ci(t) = —iNe(t
) ii(t)
cuja solucgao é

a(t) = e= ™t (0).

7.2.1 Operador Posicao

Podemos definir um outro operador como sendo

000 0
10 0
x_]00 2 0

o

000 ... n—1

Nesse caso, é claro que os autovalores sao 0,1,...,d — 1 e correspon-
dem aos autovetores

[vg) == ert1 para k=0,1,...,d—1,
onde os e; sdo os vetores da base candnica de CY.

Agora considere os autovetores |B;) da se¢do anterior. Se temos
um estado [¢) = |B;) (para algum [ fixo) entdo podemos perguntar
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qual é a probabilidade de se obter o valor k (k entre 0 e d — 1) numa
medicao do observavel X. Mas

[v) = |Bi) = ijzh)]

Portanto, a probabilidade de se obter a posicao k, que é o médulo
ao quadrado do coeficiente de |vg), é dada por 1/d, de maneira inde-
pendente de k. Logo todas as posi¢oes sao equiprovaveis num estado
descrito por |1)) = |B;). Porém, agora note que esta probabilidade
também nao depende do [ escolhido! Assim, qualquer que seja o auto-
estado de A temos que a posi¢ao tem uma distribuicao equiprovavel.
O operador A pode ser interpretado como sendo associado & ener-
gia de uma particula num cristal, sendo que X esta relacionado a sua
posicao nessa rede cristalina. Os autovalores de A sao os possiveis
valores da energia e os de X, os possiveis valores da posi¢ao. O que
constatamos acima é que quando uma particula estd num estado que
é auto-estado de A, e portanto tem uma energia bem definida, en-
tdo temos enorme desconhecimento sobre sua posi¢ao, pois ha igual
probabilidade de encontra-la em todas as posi¢oes possiveis.

Exercicio 7.8. Considerando-se um estado |¢) que € auto-estado
de X, qual é a probabilidade de que tenha um determinado valor de
energia (isto é, um determinado autovalor do operador A)?

O que encontramos aqui é mais um exemplo das chamadas Bases
Mutuamente Neutras®, que tanto aparecem naturalmente, como na
discussao aqui apresentada, como podem ser utilizadas, por exemplo,
para aplicagdes em criptografia. De fato, é um problema interes-
sante, e apenas parcialmente resolvido, encontrar, para dimensao d,
o nimero maximo de bases mutuamente neutras para aquele espago.

7.3 A Relacao de Incerteza

Considere um estado |¥) (normalizado); vamos assumir que temos
dois observaveis A e B, ambos com média zero para este estado (isto

5Do inglés, Mutually Unbiased Basis.



98 [CAP. 7: SISTEMAS DE D NIVEIS

nao é tao restritivo quanto parece: sempre se pode redefinir um ob-
servavel como sendo

A=A— (U|AD)

que tem média zero no estado dado). Para uma varidvel aleatéria
qualquer, X, definimos sua varidncia como

Var(X) = (X?) — (X)%

Para observaveis quanticos, os valores esperados serao calculados se-
gundo sua prescrigdo. Ao consideramos apenas observaveis com mé-
dia nula, Var(A) = (A?). Veremos que

[A,B]=AB—-BA#0
tem consequéncias bastante interessantes.

Teorema 7.1 (Relagdo de Incerteza de Heisenberg). Sejam A e B
dois observdveis de média zero e tais que [A, B] # 0. Entdo

1
Var(A) Var(B) > Z|<x1/|[A,B]qf>|2.
Demonstracdo. Sabemos que
Var(A4) Var(B) = (V|A*V)(¥|B*V)
= (AU|AV)(BU|BT)
= ||Av|*|BY|?
> [(AT|BY)?

onde, na ultima passagem, foi utilizada a desigualdade de Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz. Note que
(AU|BY) = (VU|ABU)
U|([A, B] + BA)¥)
U|[A, B|¥) + (V|BAT)
U|[A, B]V) + (BAU|T)
U[A, B]|¥) + (A¥|BY).

o~ o~~~

Portanto temos

(U|[A, B]U) = (AU|BY) — (AV[BY) = 2i Im((AV|BV)).
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Logo,

L (w4, BJw).

Im((A¥|BY)) =

Assim,

Var(A) Var(B) > [(A¥|BY)[* > [Im((A¥|BY))[* = %|(\II|[A,B]\II>|2.

O

A consequéncia deste resultado matematico é profunda: significa
que ao se medir duas quantidades distintas, associadas a observaveis
que nao comutam, entao o produto de suas respectivas dispersdes nao
pode ser feito menor do que uma certa quantidade (assumindo que o
valor esperado do comutador de A e B naquele estado é ndo nulo); se
o estado tem a dispersao de A pequena, por exemplo, entao a de B
deve ser suficientemente grande, o que torna grande a incerteza sobre
o valor desse observavel no estado em questao. Isso justifica o nome
pelo qual esse resultado é conhecido.

Por outro lado, estamos falando de dispersao e isso implica em
uma quantidade que s6 pode ser obtida com muitas medi¢oes efetua-
das em diversos sistemas identicamente preparados. Em principio nao
estd proibido conhecer com precisao arbitraria os valores dos obser-
vaveis A ou B num determinado estado |1)). Muito menos as relagoes
de incerteza exigem que as medigdes de A e B sejam realizadas no
mesmo sistema.

Exercicio 7.9. Escolha um par de observdveis, A e B, satisfazendo
as condigoes do teorema 7.1 e um estado |¢) tais que a varidn-

cia de um deles seja nula. Verifique explicitamente que messe caso
(W|[4, B]¥) = 0.

7.4 Mais um pouco de Fisica

Se o capitulo anterior tratou das particulas de spin %, este trata das

particulas com qualquer spin, assim como problemas envolvendo mo-
mentum angular orbital (aquele que classicamente é dado por 7 x p).
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Se um gbit permitia entender uma transicao entre dois niveis atomi-
cos, agora podemos trabalhar com processos onde varios niveis desem-
penham papel relevante. Se o gbit bem representava o experimento
de fenda dupla, agora podemos trabalhar com fendas multiplas.

Todos os exemplos citados acima sao importantes e interessan-
tes, mas o que acontece se tratarmos de um experimento de fendas
multiplas com particulas de spin %, por exemplo? KEsse é um pri-
meiro exemplo onde queremos tratar um sistema quantico composto,
o assunto do capitulo 8.



Capitulo 8

Sistemas Quanticos
Compostos

Agora poderemos discutir um dos aspectos mais interessantes da me-
canica quantica. Assim como um par de varidveis aleatdrias podem
ser considerado uma nova variavel aleatéria em um espaco produto,
um par de sistemas quanticos também pode ser visto como um novo
sistema quantico, em um espaco de estados produto. Mas as coisas
sdo um pouquinho diferentes...

8.1 Dois Qbits

8.1.1 Estados e Medicoes

Dois bits classicos podem assumir quatro valores: 00, 01, 10 e 11.
Deve ser claro da prépria maneira de escrever que os dois bits traba-
lhados sao distintos: existem o primeiro bit e o segundo bit, ou ainda
o bit A e o bit B. Portanto, dois bits cldssicos correspondem a uma
variavel aleatéria com quatro possiveis valores. Dois bits quanticos
corresponderao a um sistema quantico de 4 niveis, com uma base
para seu espago de estados dada por {]00), |01),]10),|11)}. Conforme
apresentado na 2.14, podemos ver esta base como a base produto
Z ® Z, o que permite reconhecermos um isomorfismo C* = C? @ C2.

101
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Explicitamente, isso significa que, dentro da descrigao que estamos
trabalhando até o momento, qualquer estado de dois gbits se escreve

|1/)> = 0400|00> + 0401|01> + 0410|10> + 0411|11>.

Se submetermos o sistema a um teste que distingue entre essas quatro
alternativas cléssicas, a probabilidade de obter o par ij é |a; |2. Note
que este teste pode ser entendido como medi¢des na base Z em cada
gbit. Alguns outros testes relacionados vém a seguir:

Exercicio 8.1. Considere ainda |1)) = agp|00) + ao1|01) + a10]10) +
0411|11>.

1. Quais as probabilidades dos possiveis resultados de um teste que
apenas distingue 0 de 1 no primeiro qbit? E no seqgundo? Em
cada caso, qual serd o estado apds a medi¢io?

2. E para um teste que verifica se os dois resultados sdo iguais ou
diferentes?

H&a um fato bastante sutil no exercicio 8.1. Os testes envolvidos
podem todos ser refinados pela decomposicao E = @ij E;;, onde
E;; = Im(|ij)(ij|) (onde Im() denota a imagem da transformacao
linear em questdo), ¢,j € {0, 1}, sendo portanto compativeis. Esta
ultima corresponde a um teste completo, onde o nimero de possi-
veis respostas coincide com a dimensao do espago de estados, sendo
0 Unico refinamento comum aos dois testes do item 1. Ja o teste do
item 2, com apenas duas respostas possiveis, corresponde & decompo-
sicdo ¥ = F_ @ /4, onde cada subespaco envolvido é bidimensional.
E facil verificar que E— = Eoo @ E11 ¢ E, = Ey1 @ Eyp. Assim, cada
resultado das duas medi¢des compativeis do item 1 sé é consistente
com um resultado do item 2. Porém, um resultado do item 2 nao
determina o resultado do teste mais fino. Esta distin¢ao serd essen-
cial no argumento apresentado na 14.3.3. Vamos explora-la em mais
detalhes no préximo exercicio.

Exercicio 8.2. Os quatro vetores abaizo sdo chamados estados de
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Bell!:

@) = —=(00) & 1), (5.10)
1
v

W) (01) + [10)). (8.1b)

N

1. Calcule a probabilidade de cada possivel resultado em um teste
E = E_ © E4 aplicado a cada estado de Bell, bem como os
respectivos estados apos a medicdo.

2. Agora para o estado inicial |01), quais os possiveis resultados
e qual o estado apds a obtencao de cada um, para o mesmo
teste? E se, apos a realizacao deste, fizermos um teste 0 ou
1 no primeiro bit, qual a probabilidade de obter cada resposta?
Os dois testes envolvidos neste item sao compativeis?

3. Sendo |[+—) o correspondente elemento da base produto X @ X
(ver capitulo 6), responda as mesmas perguntas do item ante-
rioT.

A partir da ideia que os dois gbits em questdo podem? estar es-
pacialmente afastados, testes como do item 1 do exercicio 8.1 sao
chamados locais, em um caso agindo apenas na parte A, no outro na
parte B. A discussao anterior pode ser resumida dizendo que existe
uma maneira local de obter a resposta do teste associado a decompo-
sicdo I/ = F_@ F., mas esta ndo ¢ a forma mais geral de implementar
tal teste. De fato, existe um refinamento local para tal teste, mas o
teste propriamente dito nao é local.

Adotando agora esta interpretagio que cada parte do sistema com-
posto pode estar em um laboratoério diferente, vemos que os estados
quanticos se dividem naturalmente em duas classes:

e Aqueles estados que podem ser preparados apenas com a utili-
zacao de operagdes locais e comunicagao entre os laboratérios
(utilizaremos a sigla em inglés: LOCC para Local Operations
and Classical Communication);

LA notagdo utilizada também é razoavelmente padrao.
2E uma possibilidade, ndo uma exigéncia. Ainda assim, o linguajar se mantém.
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e Aqueles que nao podem ser preparados de tal forma, ou seja,
exigem operacdes conjuntas que nao podem ser decompostas
em operagoes locais e comunicagao classica.

Esta discussao serd aprofundada no capitulo 10, quando ja teremos
em maos uma nocao mais geral de estado, a ser apresentada no ca-
pitulo 9. Com o cendrio que temos no momento, os estados que
podem ser preparados por LOCC sao da forma |a) ® |5), ou seja,
representado por vetores decomponiveis® de C? ® C2. J4 vetores nao
decomponiveis corresponderao ao segundo caso, sendo chamados es-
tados emaranhados. Sendo mais explicito:

Definicdo 8.1. Um estado representado por um vetor de C* @ C?
serd dito:

1. Fatoravel, quando representado por um vetor decomponivel;
2. Emaranhado, caso contrdrio.

Exercicio 8.3. 1. Mostre que para um estado |a) ® |) as proba-
bilidades de um teste local em A e de outro teste local em B sdo
independentes. Obtenha ainda, para cada resultado destes tes-
tes, uma forma para o estado do sistema apos tal intervencgao.

2. Mostre que isso ndao ocorre, necessariamente, se o estado inicial
do sistema for emaranhado.

3. Em especial, considere um teste local completo na parte A (ou
seja, uma decomposicio ortonormal ndo trivial do C? corres-
pondente a parte A) e mostre que o estado apds a medigcao é
sempre decomponivel, mas que o vetor correspondente d parte
B depende do resultado do teste realizado em A.

A discussao do exercicio 8.3 deve se tornar mais natural se vocé
utilizar a decomposigdo de Schmidt (2.5).

Exercicio 8.4. Considere o estado |¥_), da eq. (8.1b).

1. Obtenha as probabilidades dos possiveis resultados do teste as-
sociado a base Z ® Z.

3No contexto de mecéanica quantica é comum chamé-los de vetores produto.
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2. Faca o mesmo para os testes associados a X @ X ea Y ® Y.

Cada um dos resultados que vocé obteve acima mostra que os
bits gerados pelas respostas de cada teste aplicado aos gbits estao
correlacionados. Cada um destes resultados sozinho nao é surpreen-
dente. Exemplos assim acontecem em nosso “mundo classico” fre-
quentemente. Considere que uma moeda foi cortada ao meio, de
modo que uma semi-moeda s6 tem cara e a outra coroa. Vocé poe
cada uma em um envelope e manda cada envelope para um amigo,
mas sem saber qual semi-moeda foi colocada em cada um. Os bits
gerados por este teste classico tém o mesmo tipo de correlagao que
os bits obtidos por cada um dos testes do exercicio 8.2. Porém, os
dois gbits preparados em |¥_) possuem algo que as semi-moedas nao
possuem: a possibilidade de realizacdo de testes diferentes (medir
com respeito a outras bases). Para realcar ainda mais esta situacao,
lembremos que um dado padronizado possui seis faces numeradas de
1 a 6 e que faces opostas sempre somam 7. Inspirados no exemplo
da moeda, podemos considerar a possibilidade de cortar um dado
destes paralelamente a um par de faces, colocar cada metade em um
envelope aleatorio e mandar para dois amigos. Conhecendo a regra
da brincadeira, apds abrir seu envelope, cada amigo sabe o que o
outro recebeu. Mas note que se o corte foi realizado paralelamente
as faces 2 e 5, nenhum amigo pode receber a face 4 completa. O que
os gbits nos permitem, de certo modo, é enviar os semi-dados para
cada amigo antes de fazer o corte! De posse dos seus envelopes, eles
podem decidir sobre qual corte fazer. E, se fizerem os mesmos cortes,
obterao bits complementares, da mesma forma que no exemplo da
moeda.

Exercicio 8.5. Ainda com o estado |V_), quais as probabilidades se
for feita uma medi¢io na base X @ Z?

Exercicio 8.6. Adapte a situacao da moeda cortada para obter outro
sistema cldssico que pode replicar as correlacoes aqui representadas
pelo corte do “dado quantico”.

O que o exercicio 8.6 nos diz € que, ainda que a historinha do dado
pareca convincente, suas correlacoes podem ser obtidas com sistemas
cléssicos (portanto, nao deve figurar entre as surpresas quanticas). No
capitulo 14 voltaremos a esse tema, apresentando 14 sim, resultados
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quanticos surpreendentes, no sentido que nenhum sistema classico
serd capaz de imité-los.

8.1.2 Estados Fisicamente Distintos

Na 7.1.3 apontamos que o conjunto dos estados fisicamente distintos
de um qdit é identificado com CP?~! e que hé consequéncias interes-
santes da geometria do espago de estados para sistemas compostos.
Vamos comegar a explora-la neste caso de dois gbits.

Uma boa maneira de trabalhar em CP™ é usar as chamadas coor-
denadas homogéneas. Assim, uma classe é definida por coordenadas
[0 : 21 : ... @), entendido que [Axg : Az :...: Axy,] representa a
mesma classe, para todo A # 0. As componentes de um vetor de
estado podem entao ser vistas como coordenadas homogéneas que
definem um ponto em CP™, mesmo que isso ndo seja normalmente
dito em livros de mecanica quantica.

Entendido que os estados fisicamente distintos de dois gbits for-
mam um CP?, enquanto os estados de um gbit formam um CP* cada,
uma pergunta natural é: onde se encontram os estados fatordveis
neste CP*? Esta pergunta pode ser respondida de maneira constru-
tiva. Em termos de kets, considere os estados |a) = agl0) + aq|1)
para o gbit A e |B) = 5o]0) + P1|1) para B. Temos entdo o estado
produto |a) ® |5) = apB0|00) + o B1|01) + a1 Bo|10) + a1 f1]|11). Todo
vetor de estado produto (de dois gbits) é desta forma. Em termos de
coordenadas homogénas, aproveitando a mesma notacao, temos

CP' x CP' — CP?
([ao : 1], [Bo: B1]) = [aoBo:aofr:a1fo:arfi]  (8.2)

que é conhecido como mergulho de Segre. Do ponto de vista da
geometria algébrica, o mergulho de Segre é uma maneira de tornar
um produto cartesiano de espagos projetivos em uma subvariedade de
um espago projetivo maior, usando para isso uma aplicacao algébrica
(expressada por polindmios homogéneos).

Exercicio 8.7. Calcule a dimensao sobre os reais do conjunto dos
estados fatordveis de dois qbits e do conjunto dos estados emaranha-
dos de dois gbits. Com isso, responda a pergunta: se vocé sortear
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aleatoriamente (com distribuicio uniforme) um estado em CP?, qual
a probabilidade de ele representar um estado emaranhado?

Exercicio 8.8. Se vocé conhece o Teorema de Bézout/Har/, deve
consequir demonstrar o sequinte resultado®: em todo subespaco bidi-
mensional de C* @ C? hd vetor decomponivel.

Sugestio: Passe o problema para CP?, descreva o subespaco bidimen-
sional e a subvariedade dos estados produto (a imagem do mergulho
de Segre) e obtenha a intersec¢io destas.

8.1.3 Dois spins %

Ja apresentamos os sistemas de spin % como importante exemplo de
gbit, utilizado inclusive para melhor entender as possiveis evolugoes
temporais destes. Agora vamos explorar mais uma propriedade, pre-
sente quando mais de um spin é considerado. Por enquanto, mais de
um significa dois.

As matrizes de Pauli (6.4) estdo intimamente relacionadas aos
observaveis de spin. De fato, cada uma dessas trés matrizes representa
o observavel associado a medi¢ao da respectiva componente do spin.
Em particular,

S, = SLJI, Sy = goy, S, = goz, (8.3a)
onde S, é a componente u do spin. Cabe notar que tais observaveis
nao sao compativeis, ndo havendo um estado com as trés componentes
de spin definidas.

De maneira mais geral, se @ = (u®,u¥,u*) é um vetor unitério,
usamos a notacao

U-0d=u"0, +u¥oy +uo,

para representar o operador acima definido. Com ela, temos

Sy = ~ii-& (8.3b)

| S

que representa a componente do spin na dire¢ao do vetor u.

4Nada intuitivo, sem essa caracterizacio geométrica.
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Exercicio 8.9. Quais os autovalores e autovetores dos observdveis
de spin (8.3a)? E para Sz, da eq. (8.3b)? Mostre que se @ € vetor da
base canonica, nao hd inconsisténcia na notagdo.

Quando consideramos dois spins %, faz sentido pensarmos em ob-
servaveis relacionados a uma componente do spin de uma das parti-
culas. Estes serao dados por

Sz ®1 oul® Sz,

respectivamente para a componente # do primeiro spin ou para com-
ponente ¥ do segundo.

Como @ e ¥ sdo vetores de R?, sem qualquer vinculacdo com a
dimensédo do espaco de estados, é natural definir®

Sz =5SzI+1® Sz, (8.4)

e estudarmos seus autovalores e autovetores. O mais simples é come-
gar por @ = (0,0, 1).

Exercicio 8.10. Com respeito a base Z & Z, obtenha as matrizes
que representam os operadores S, @ I, I ® S, e S,.

Com o exercicio 8.10 vocé deve ter obtido trés autovalores para
a componente z do spin do sistema composto: i, 0 e —h e deve ter
notado que o autovalor 0 é degenerado.

Exercicio 8.11. Com respeito ¢ mesma base, obtenha matrizes que
representam Sy = Sp @I +1® S, e Sy =S, @I +1® S,.

Agora vocé pode verificar que o estado de Bell |¥_) é autovetor
comum a todo Sz do sistema composto (note que, também para o
sistema composto, Sz = U - 7).

Exercicio 8.12. Ezplique, tanto com a linguagem de decomposicoes
ortogonais, quanto com a liguagem de operadores, por que ndo hd
contradicdo entre os fatos dos observdveis Sy, Sy e S, ndo comutarem
e terem um autovetor comum.

5Esperamos que o contexto deixe sempre claro onde age cada operador. A
mesma notacdo Sz estd sendo usada para o observavel associado & componente
4 do spin de cada particula e do sistema composto. Caso o leitor prefira uma
notagdo mais clara, porém carregada, sugerimos: Sg =5z®1, Sf =1®S;e
Sq’?B = Sq’? + Sg, que também utilizaremos eventualmente.
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O que acabamos de obter é uma decomposicao bastante interes-
sante, razoavelmente 6bvia em termos de dimensoes, mas com con-
sequéncias profundas na mecanica quantica:

C?eC?=CaocCs, (8.5)

onde C se refere ao espaco vetorial gerado por |[¥_) e C3 seu comple-
mento ortogonal. Em especial, vocé deve reexaminar os resultados
do exercicio 8.4 para buscar compreendé-los mais profundamente.

Exercicio 8.13. Considere a agio de grupo U(2) x C* — C*, defi-
nida em vetores decomponiveis por (U, |a) @ |5)) — Ula) ®@ U|B) e
estendida por linearidade.

1. Descreva geometricamente as orbitas de cada estado de Bell
obtidas por esta agcdo. Em particular, quantas sdo e qual a
dimensao de cada uma?

2. Mostre que esta acdo “passa ao quociente”, isto €, induz uma
agio de U(2) sobre CP3. Como sdo as érbitas dos estados de
Bell nessa descrigio?

3. Como isso se relaciona com a decomposi¢io (8.5)7

8.1.4 Evolugao Temporal

A evolugdo temporal continua sendo ditada pela Equagdo de Schro-
dinger (6.5). O ponto de discussdo agora serdo os diferentes hamilto-
nianos que determinam tal evolugao.

Se HAB = HA + HB, onde H* denota algum operador auto-
adjunto da forma H4 ® I, enquanto HZ é da forma I ® Hpg, teremos
[HA,HP] = 0 e, consequentemente®,

UAB(t) = exp(—iH*Pt) = exp(—iH™*t) exp(—iHPt) = Ua(t)@Up(t).

Isso significa que cada base produto seré levada por U4B(t) em uma
outra base produto. Portanto, uma evolugao temporal assim propaga
as correlagoes, sem crid-las nem destrui-las.

6 A partir daqui adotamos o hébito de escolher unidades de forma que h = 1.
Pode ser um interessante exercicio o leitor identificar onde estao estes i escondi-
dos.
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Exercicio 8.14. Mostre que os coeficientes de Schmidt de |) e de
UAB()|4), para UAB como acima, sio os mesmos.

Podemos entender este resultado sob a 6ptica das agoes de grupo.
Ja vimos que a evolugao temporal pode ser entendida como a acao do
subgrupo a um parametro {U45(t);t € R} do grupo U(4) de todas
as unitarias 4 x 4. Este subgrupo age em C* = C? @ C2 e tal acdo
“passa ao projetivo” (exercicio 8.13). O ponto central é que, neste
caso de UAB = Uy ® Up, a acdo dinamica “respeita” o mergulho
de Segre, ou seja, a orbita de cada ponto da imagem do mergulho
(correspondente aos estados produto) estd inteiramente contida nesta
mesma subvariedade”.

De forma mais resumida, um hamiltoniano da forma

HAP —H,@I+1®Hp (8.6)

gera dindmicas independentes nas partes A e B que estdo sendo con-
sideradas conjuntamente, como um sistema composto.

A coisa muda de figura quando a forma (8.6) ndo pode ser al-
cancada, ou seja, quando nao temos geradores independentes para as
dindmicas de cada parte.

Exercicio 8.15. Tome como exemplo o hamiltoniano HA? = wo, ®
0.

1. Mostre que existe estado produto que se mantém produto pela
evolugcao temporal;

2. Mostre que também existe estado produto que se torna emara-
nhado pela evolugdo temporal;

3. Podemos escrever este HAP na forma (8.6)?

Neste caso, é comum escrever-se o hamiltoniano do sistema com-
posto na forma (ndo tnica)

HAP = H,® I+ 1® Hp + Hiy, (8.7)

"Pode-se dizer mais: os elementos de U(4) que respeitam o mergulho de Segre
ou sao da forma Uy ® Up, ou seu produto com Uswap : |a) @ [B) — [B) ® |a),
fato este demonstrado na ref. [Dru].
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onde Hiyt é chamado hamiltoniano de interacdo, sendo o responséavel
por criar (ou destruir) correlagoes entre as partes. Dizemos assim que
os dois qubits interagem.

Em geral, os autovetores de um sistema interagente sdo emaranha-
dos (veja exercicio 8.7) e os autovalores sdo incomensuraveis. Com
isso, genericamente um estado inicial produto é levado a um estado
emaranhado, para todo ¢ > 0. Neste sentido é correto dizer que, em
geral, interacdo cria emaranhamento em sistemas quanticos®.
Exercicio 8.16. Obtenha as condi¢coes para que um hamiltoniano
com termo de interagio permita que U(t) leve algum estado produto
em estado produto, para algum t > 0. Justifique por que, generica-
mente, 1sso nao acontece.

Exercicio 8.17. FEscreva um hamiltoniano para dois qbits tal que o
autovetor associado ao menor autovalor seja produto, mas os demais
autovetores nao.

8.2 Sistemas de Duas Partes

Sistematizando e generalizando a discussao anterior, podemos enun-
ciar o seguinte:

Postulado 8.1. Se tratamos conjuntamente dois sistemas, aos quais
estGo associados, respectivamente, os espacos de estados E e I, o
espago de estados do sistema composto ¢ E ® F.

Conceitos como base produto, medi¢ao local, LOCC e emara-
nhamento passam imediatamente para o cendrio bipartido £ ® F.
A decomposi¢ao de Schmidt nos indica que, no que diz respeito ao
emaranhamento de estados puros, o espaco de menor dimensao é o
mais importante.

Um resultado central para a teoria do emaranhamento em estados
puros é devido a Nielsen [Nie|: para determinar se um estado puro
|1y de um sistema bipartido pode ser levado por operacoes locais e
comunicacio cldssica a outro estado |¢), basta comparar seus vetores
de Schmidt.

8E, pelo mesmo motivo, é interessante entender como se pode obter estados
emaranhados sem langar mao da interacdo direta entre as partes.
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Se a decomposicao de Schmidt de [¢0) é [¢) = >~ 1i]|u)|B;), com
a convencgao que os coeficientes sdo reais, nao-negativos e escritos em
ordem decrescente, chamamos 1; = (1/112)1 de vetor de Schmidt do
estado |1). Note que a normalizagdo de |¢) implica que o vetor de
Schmidt é um vetor de probabilidades, ordenado.

Para dois vetores de probabilidade, p'= (p;); e ¢ = (¢i),, escritos
em ordem decrescente, dizemos que p majora ¢, e denotamos p > ¢,
quando

k k
Spizd a4 Vk (8.8)
=1 =1

O resultado de Nielsen [Nie] é que se 1; - 5, entdo existe uma estra-
tégia de LOCC capaz de converter |¢) em [¢)). Se ndo é permitida a
utilizacdo de outros sistemas quéantico auxiliares®, o critério é ainda
mais restritivo: se a majoracao for estrita (quer dizer, para algum
k a desigualdade em (8.8) é estrita), ndo apenas existe estratégia
de LOCC para converter |¢) em |i), como nao existe estratégia de
LOCC capaz de converter [¢)) em |¢).

Interessante entender que a relagdo de majoracao impode uma or-
dem parcial nos vetores de probabilidades e que o resultado discutido
acima mostra que essa ordem parcial é levada ao emaranhamento dos
estados quanticos de duas parte. A melhor forma de entender por que
o ordenamento é parcial (e quando ele é total) parece ser resolver o
seguinte:

Exercicio 8.18. Mantendo a notagio p’ e ¢ para vetores de probabi-
lidade, v e ¢ para vetores de Schmidt dos estados 1)) e |p), respecti-
vamente:

1. Obtenha p e ¢ de forma que nem p = ¢, nem q > pj;

2. Mostre que se P = (p1,p2) e ¢ = (q1,42), necessariamente ou
P = 4, ou ¢ = p; Este item pode ser enunciado como: dis-
tribuicoes de probabilidade de Bernoullit® sdo completamente
ordenadas pela rela¢io de majoracao;

9E a proépria definicio de LOCC os descarta; aqui estamos apenas sendo
enfaticos e o leitor curioso pode encontrar na ref. [JP] o motivo.
10 Aquelas onde o espaco amostral tem apenas dois elementos.
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3. Use 1/_; =pe 5 = ¢ do item 1 para exibir estados quanticos
de sistemas de duas partes que nao podem ser conectados por
LOCC em nenhum sentido;

4. Mostre que os estados puros de dois qubits sdo completamente
ordenados com respeito ao emaranhamento.

Com relagao a geometria dos estados fisicamente distintos de sis-
temas bipartidos, sugerimos o exercicio a seguir.

Exercicio 8.19. Considere agora dois espacos projetivos complezos,
CP™ e CP". Construa o mergulho de Segre destes dois espagos, ou
seja, construa uma aplicagio semelhante & (8.2) no espago projetivo
com a dimensao adequada e faca a relagdo deste com os estados pro-
duto de um sistema quantico de duas partes.

Exercicio 8.20. Releia a subsec¢io sobre evolugdo temporal de dois
qbits, 8.1.4, fazendo sua generalizacao para sistemas bipartidos quais-
quer.

E claro que, ao especificar como considerar dois sistemas conjun-
tamente, estamos também dando a receita para considerar qualquer
quantidade de sistemas como partes de um sistema maior.

8.3 Mais Qbits

Seguindo com a estratégia de fixar conceitos com os exemplos mais
simples, podemos passar ao caso onde juntamos mais gbits.

Se tivéssemos trés bits classicos, terfamos 2% = 8 configuracdes
possiveis:

000, 001,010,011, 100,101,110, 111.

Aqueles acostumados com a notacdao binaria'! perceberam que estas
configuragoes correspondem a “contar” de 0 a 7, sempre usando trés
algarismos binarios.

Quanticamente, estas configuracoes se tornam uma base orto-
normal para o espaco de estados, que pode ser identificado com

I1E h4 10 tipo de pessoas no mundo: as que entendem bindrios e as outras.
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C?® =2 C?2®C?®C?, para o qual também usamos a seguinte notacao'2:
(CQ) ®3.
A generalizacao é imediata e o espago de estados para n gbits sera

isomorfo a ((C2)®n ~ 2",

8.3.1 Emaranhamento: W vs GHZ

Em varios sentidos, ha varios emaranhamentos quando temos mais
que dois gbits. Comegando pelo caso de trés gbits, onde chama-
mos as partes de A, B e C, podemos reconhecer trés biparti¢oes:
{{4, B}, {C}}, {{A,C} {B}} e {{B,C},{A}}, além da triparticao
{{A},{B},{C}}. E justo perguntar a cada estado se ele é emara-
nhado ou fatoravel com respeito a cada uma dessas possiveis parti-
¢oes. E claro que se um estado for fatordvel com respeito a “particao
completa”, {{A},{B},{C}}, também serd com respeito a todas as
demais partigdes, mas a reciproca s6 é verdeira se entendida com
cuidado (veja exercicio 8.22).

Mas também ha mais de um emaranhamento de uma forma mais
sutil. Para dois gbits, os estados de Bell e seus equivalentes locais'®
sao maximamente emaranhados. Em particular, se tivermos uma
fonte de estados de Bell, é possivel gerar qualquer outro estado uti-
lizando esta fonte e LOCC. Isso muda completamente quando mais
partes sao envolvidas. H4 dois estados (além de seus equivalentes
locais) que podem, com bastante justiga, ser chamados de maxima-
mente emaranhados. Apesar de tal justica, nenhum deles retém a
propriedade que basta uma fonte deles para podermos gerar qual-
quer estado de trés gbits aplicando LOCC [DVC]. Em particular,
tendo uma fonte de um deles, nao é possivel obter o outro. Seus
exemplos tipicos sao:

\GHZ)

%(|ooo> L1, (8.92)
1
V3

cujos nomes sao homenagens a Greenberger, Horne e Zeilinger [GHZ)]
e a Wootters [CKW].

W) = (|001) 4 |010) + [100)), (8.9b)

12Uma espécie de poténcia tensorial.
130u seja, aqueles que podem ser obtidos aplicando unitarias locais a eles.
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Exercicio 8.21. Diferenca entre |GHZ) e |W)

1. Mostre que cada qbit de |GHZ) estd emaranhado com os de-
mais.

2. Qual o estado dos qbits A e B apds cada possivel resultado de
um teste Z no gbit C'? Hd emaranhamento nestes estados?

3. Mostre que cada gbit de |W) estd emaranhado com os demais.

4. Qual o estado dos gbits A e B apds cada possivel resultado de
um teste Z no gbit C'? Hd emaranhamento nestes estados?

Para um ntmero maior de gbits teremos ainda mais parti¢oes
possiveis e pode-se falar de emaranhamento com respeito a cada uma
delas. Naturalmente, se uma particio R é um refinamento'* de uma
particao P, um estado R-fatoravel serda também P-fatoravel; usando a
contrapositiva, um estado P-emaranhado é também R-emaranhado.
Além disso, os estados (8.9) sdo imediatamente generalizados, além
de ganharem companhia de outras familias também interessantes.

8.3.2 Geometria

Aumentando o nimero de partes, aumenta a riqueza das construgoes
geométricas encontradas. Comegando por trés gbits, deve ser claro
que os estados fisicamente distintos formam um CP’. Para ganhar
intuicao, vale se concentrar no seguinte:

Exercicio 8.22. 1. Mostre que os estados {{A, B},{C}}-fatord-
veis correspondem d imagem do mergulho de Segre CP3 x CP' —
CP'.

2. Mostre que todo estado simultaneamente fatordvel com respeito
as partigoes {{A, B}, {C}} e {{A4,C},{B}} € também fatordvel
com respeito as particoes {{A},{B,C}} e {{A},{B},{C}}

3. Interprete o item anterior em termos das posi¢oes relativas das
imagens dos diferentes mergulhos de Segre envolvidos.

MCada conjunto da partigdo P é unido de conjuntos da partigio R.
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4. Obtenha a dimensdo de cada conjunto envolvido mos itens an-
teriores.

Exercicio 8.23. Pense um pouco nos diversos merqulhos de Segre
envolvidos no caso de quatro qubits.

8.3.3 Varios spins %

Vamos agora retomar a discussao da subsecgao 8.1.3. Para entender
melhor o processo, vamos passar a discussao para trés particulas de
spin % E importante destacar que estamos sempre considerando
particulas distinguiveis'®.

Nosso problema é entender como o sistema se comporta perante a
acao de operadores coletivos. Se nossos trés spins sao rotulados A, B

e C, queremos generalizar a equagio (8.4), ou seja, vamos considerar
Sz =S& +SZ + 5%, (8.10)

onde S = S; ®I®I, SE =10 S;@1eS§ =101®S; e
procederiamos de maneira aniloga'® para mais spins.

O que pretendemos mostrar é que a decomposi¢ao dada pela ex-
pressdo (8.5) para dois spins %, terd a forma

CPeC’eC*2C?aoC’oCt (8.11)

A melhor maneira de entender tal decomposicao (e a formacao dos
chamados multipletos) é definir os operadores de levantamento e a-
baixamento. Para cada spin % eles sao dados por o = o, +i0y €
o_ = o, — i0y. Matricialmente, temos

0

L

0 1 0

FT=loo| 771

Os operadores coletivos serdao dados por
J+:af+af+af e J_=o0r+08+0%.

15Qutras questdes, também interessantes, aparecem quando consideramos par-
ticulas indistinguiveis em mecanica quantica, mas ndo vamos abordar estas ques-
toes aqui.

16 Chamamos Sf; de extensdo trivial de Sy, agindo na parte P.
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Exercicio 8.24. Mostre que J* = J,.

Agora vamos explorar os operadores de levantamento e abaixa-
mento para verificar explicitamente a decomposigao (8.11):

Exercicio 8.25. Nao vamos nos preocupar com normalizagdo neste
exercicio. Sejam |¢1) = |111), |12) = |[011) — [101), |¢p3) = |011) +
[101) — 2|110).

1. Mostre que J_|1;) = 0,1 =1,2,3;
2. Calcule J*|1;);

3. Verifique que todos os vetores obtidos neste exercicio sdo or-
togonais e explique a relagdo dos cdlculos que vocé fez com a
decomposicio (8.11).

Ou ainda, de uma maneira mais simétricas:

Exercicio 8.26. Sejam |¢1) = [111), |¢4) = |011)+~|101) +~2|110),
|p_) = |011) 4+ ~?]101) + ~[110), onde v* = 1.

1. Mostre que J_|¢;) =0, 1=1,2,3;
2. Calcule J*|¢;);

3. Verifique que todos os vetores obtidos neste exercicio sdo or-
togonais e explique a relagdo dos cdlculos que vocé fez com a
decomposicio (8.11) e com o exercicio 8.25.

Vocé pode agora tentar generalizar o que foi apresentado nos e-
xercicios 8.25 e 8.26 e, em especial, mostrar que

) xcoCcoCaCaCoC. (8.12)

8.4 Compondo ou Decompondo?

Até agora usamos uma abordagem “de baixo para cima”, ou seja,
comegamos com dois sistemas e resolvemos a questao de como trata-
los conjuntamente. Mas também cabe encarar a situagao “de cima
para baixo”, comegando por um unico sistema e perguntando como
poderemos dividi-lo em subsistemas.
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Para responder essa questao fazemos uma exigéncia de consistén-
cia: se tratarmos as partes conjuntamente, devemos reobter o todo. E
assim, como a dimensao do produto tensorial de dois espagos vetori-
ais é o produto de suas dimensoes, as possiveis decomposigoes devem
respeitar a decomposicao em fatores primos da dimensao do espaco
de estados do sistema “grande”. Dessa forma, para alguns casos ha,
nesse sentido, uma tnica decomposicao:

C* ~ C?eC?
Ct = C?ecC3,

Crt =~ CP®CY,

para primos (ndo necessariamente distintos) p e g. Mas para inteiros
“mais compostos”, j& temos algo mais rico, como

(312%@2@)@6g(c2®(32®(c3g(c4®(c3’

enquanto sistemas com espacos de estado de dimensao prima sao, a
esse respeito, atdmicos!”.

E interessante notar que essa condicao relacionada as dimensdes
restringe as possiveis “fatoragoes tensoriais”, mas apenas as deter-
mina a menos de isomorfismos. E comum chamarmos duas fatoracoes
distintas (mesmo que em espagos de mesmas dimensoes) de diferentes
estruturas de produto tensorial (do inglés tensor product structures,
TPS), como definido na referéncia [ZLL]. Primeiro devemos entender
melhor o que consideramos duas estruturas distintas e com isso po-
demos apresentar uma receita de como obter estruturas de produto
tensorial em um espago vetorial de dimensao composta.

Em mecanica quantica, podemos restringir nossa discussao a bases
ortonormais. Vamos fazer a discussao nesses termos, em beneficio do
leitor acostumado. Se é dada uma estrutura de produto tensorial da
forma

cmm=CmeCn, (8.13)

18

onde nao necessariamente m e n sdao primos'®, podemos escolher

17No sentido original da palavra: indivisiveis.
180u seja, estamos preocupados em como fazer uma separagio; se m ou 1 nio
for primo, o processo pode ainda ser continuado.
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bases ortonormais para cada fator e teremos a base produto, tam-
bém ortonormal, para C™". Podemos inverter este processo e assim
obter diferentes TPS: escolhidos uma base ortonormal para C™" e
um ordenamento para essa base, seus vetores poderao ser numerados
{leij)}, com i =1,...,me j =1,...,n. Podemos entdo declarar
que le;;) = |oy) ® |5;), com {|ay)} uma base ortonormal para um
fator C™ e {|3;)} uma base ortonormal para o outro fator C". Duas
escolhas assim feitas gerarao estruturas de produto tensorial equi-
valentes se a unitaria, U, de C™"™, que leva uma base ordenada em
outra, for decomponivel, i.e.: U = Us ® Up, com respeito a uma das
estruturas'?.

E interessante notar que as propriedades de emaranhamento sé
sao definidas quando uma estrutura de produto tensorial é apresen-
tada. Assim, estados produto em uma TPS podem ser emaranhados
em outra e vice-versa. De fato, a construcao acima mostra que para
todo vetor de estado existe uma TPS com respeito a qual ele é pro-
duto. Se, além disso, reinterpretarmos o fato de um vetor genérico ser
emaranhado (exercicios 8.7 e 8.19), como com respeito a uma TPS
genérica aquele vetor é emaranhado, somos levados a concluir que
emaranhamento nao é uma propriedade intrinseca de estados quan-
ticos, mas dependem da TPS subentendida [TDV].

Exercicio 8.27. Defina uma TPS a partir da base de Bell, eq. (8.1).
Mostre que, com respeito a essa TPS, os vetores |ij) sdo mazima-
mente emaranhados.

8.5 Um pouquinho mais de Fisica

Vamos seguir Einstein e Feynman. Feynman afirma que o experi-
mento de fenda dupla contém o unico mistério da mecanica quantica
[FLS], enquanto Einstein tem uma citagao famosa: “vocé sempre deve
fazer as coisas da maneira mais simples possivel”20.

Assim, vamos voltar ao interferémetro de fenda dupla, mas agora
considerando experimentos com um sistema auxiliar. Este sistema
auxiliar tem como objetivo registrar “por qual fenda” passa a parti-

9Por que é suficiente ser decomponivel com respeito a uma das estruturas?
20 A citacdo continua: “Nunca mais simples que isso”.
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cula interferométrica. Para ser o mais simples possivel, considerare-
mos os dois “estados de fenda”, |d) e |e), enquanto o “ponteiro” que
registra por qual fenda a particula passou terd seu espaco de estados
gerado por |) e \). A dindmica deste sistema serd considerada de
forma ideal: o estado inicial do “ponteiro” serd

1
V2

com a evolugao temporal sendo condicionada ao estado de fenda:

1) (79 + 1N\,

[dy@|t) — [d) o)), (8.14a)
ey @[ — le)®N)- (8.14b)

Ao considerar que a particula em superposicao de igual peso dos dois
estados de fenda interagiu com o “discriminador de alternativas”,
teremos a evolugao:

S B
V2 V2

onde o estado final é emaranhado e ji usamos uma notagdo mais
compactada.

Ja interpretamos anteriormente que o padrao de inferferéncia é
visto quando consideramos uma medicdo que depende de algum pa-
rametro. Por exemplo, uma medi¢ao projetiva com

(ld) +le)) @ [1) — —=(Id, /) + |e;\)), (8.14¢)

M(g) = |¢){el, onde mzigw+me

realizada no estado \%ﬂd} + |e)) terd sucesso com probabilidade

p(9) = 5 ({d] + {eDTI) () + [e)) = 5(1+ cosg) = cos® £, (8.15)

tipica de um padrao de interferéncia.
Se agora consideramos o projetor II(¢) ® I e o estado final de
(8.14), obtemos

p(o) = 501+ (e D) © T(d, 2 +le ) = 3. (8.16)
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e o padrao de interferéncia se foi.

Uma boa maneira de interpretar esse resultado é que o padrao
de interferéncia presente em (8.15) é fruto da impossibilidade de
se distinguir entre as alternativas interferométricas (nas palavras de
Feynman, somam-se amplitudes, para depois obter probabilidades),
enquanto (8.14) permite esta discriminacao e com isso perde-se o pa-
drao de interferéncia, restando uma soma de alternativas classicas
(8.16).

Alguns resultados interessantes como a teleportacdo de estados
quanticos, a distribui¢do quantica de chaves e os algoritmos de Deutsch,
Shor e Grover podem ser entendidos com o tanto de mecanica quan-
tica j& estudado até aqui [Ter07a).

Outro assunto que permeou este capitulo foi a adigdo de momen-
tum angular. Vimos como considerar operagoes conjuntas sobre va-
rias particulas de spin % faz com que o espago de estados se decompo-
nha naturalmente em varios multipletos. Em especial, a interpretagao
normalmente dada & decomposigdo (8.5) é que a soma de dois spins %
d4 origem a um spin 0 (o singleto) e um spin 1 (o tripleto, associado
ao C3 na férmula). Da mesma forma, (8.11) serd lida como a soma
de trés spins % dé origem a dois spins % coletivos, e mais um spin
%, associado ao C* presente na decomposicdo. Por fim, a expressdo
(8.12) se 1é como na soma de quatro spins 3 gera dois singletos (spins
0) distintos, mais trés sistemas de trés niveis (spins 1) e um sistema
de cinco niveis (spin 2).

De maneira mais geral, ao somar um spin j a um spin [, obtemos
os possiveis spins entre |j — 1| e j + [, respeitando a paridade dos
multipletos (ou seja, ou sdo todos sistemas com um ndmero par de
niveis, ou todos com um ntimero impar). E essa soma é associativa, ou
seja, podemos reobter o resultado de (8.12) somando os multipletos
obtidos na (8.5).



Capitulo 9

Operador Densidade

Formulamos a Mecanica Quéantica usando a linguagem de vetores de
estado. Uma formulacao alternativa e mais geral é possivel usando
uma ferramenta conhecida como operador densidade ou matriz den-
sidade [CDL].

O operador densidade é em geral usado para indicar que nosso
conhecimento é incompleto devido as imperfei¢bes na preparacao dos
estados, ou devido & impossibilidade de conhecimento completo do
estado quantico do sistema, o que acontece quando o estado de um
sistema composto é emaranhado.

9.1 Operador Densidade como Ponto de
Partida

Nessa se¢ao vamos generalizar um pouco mais a definicao de estado
de um sistema fisico.

Postulado 9.1 (Estados do sistema). A cada sistema qudntico estd
associado um espago vetorial sobre C, que denotaremos por E. Os
estados do sistema sdo representados por operadores positivos semi-
definidos de traco um em E, que chamaremos de operadores densi-
dade.

Novamente, nos preocuparemos apenas com os casos de dimensao

122
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finita. O conjunto de todos os operadores densidade de um sistema
fisico serd denotado por D(F). Veremos em breve que a defini¢ao de
estado dada em 7.1 é um caso particular da defini¢cao 9.1 acima.

Uma caracteristica importante do conjunto de operadores densi-
dade que o torna adequado para ser o conjunto de estados de um
sistema é a convexidade.

Definigao 9.1. Um conjunto C em um espago vetorial real V é cha-
mado convezro se dados dois vetores v,u € C 0s pontos

w=M+(1-XNu, Ie]0,1],

também pertencem a C. O ponto w € chamado combinagio conveza
de u ev.

Geometricamente, um conjunto C' é convexo se dados dois pontos
em C' o segmento de reta que os liga estd contido em C.

Exemplo 9.1. Um triangulo e um quadrado sao conjuntos convexos,
assim como uwma piramide e um cubo. Cada elemento pode ser escrito
como soma covexa dos vértices.

Exemplo 9.2. O intervalo aberto (a,b) e o intervalo fechado [a,b]
em R sdo conjuntos converos. Também sdo conjuntos converos os
discos abertos e fechados em R?. Mais geralmente, a bola fechada e
a bola aberta de raio r em R™ sdo conjuntos convexos.

Exemplo 9.3. O quadrante em R™ formado por todos os pontos cujas
coordenadas sao positivas é um conjunto convexo.

Exemplo 9.4. Uma estrela é um exemplo de um conjunto que nao
é convexo: os segmentos de reta que ligam as pontas da estrela estdo
fora dela.

Teorema 9.1. O conjunto de operadores densidade de um sistema
fisico € um conjunto convexo.

Demonstragio. Dados p1,p2 € D(E) e p € [0,1] temos que

p=rpp1+ (1 —p)p2
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é um operador positivo pois

(@ lpl ) = p( p1| ) + (L =p) (¥ |p2| ¥) = 0.

Além disso, p possui traco um, uma vez que
Trp = pTrpr + (1 — p)Trpe = 1.

Logo p também é um operador densidade, o que mostra que D(E) é
convexo. O

Alguns conjuntos convexos possuem pontos especiais que nao po-
dem ser escritos como soma convexa de outros pontos.

Definicao 9.2. Um elemento de um conjunto convero é chamado
extremal se ndo pode ser escrito como soma convexa de outros ele-
mentos de C.

Exemplo 9.5. Os vértices sao pontos extremais do quadrado, do
cubo e do triangulo, e 0s pontos na esfera de raio r sdo os pontos
extremais da bola fechada de raio r. A bola aberta de raio v e o
quadrante em R™ formado por todos os pontos cujas coordenadas sdo
positivas sao exemplos de conjuntos converos sem pontos extremais.

Teorema 9.2. Os pontos extremais de D(E) sdo os projetores sobre
subespacos unidimensionais.

Demonstracao. Todo operador p positivo de trago um pode ser escrito
em decomposicao espectral

p:ZpiPi, pi >0, sz:l,

em que cada P; é um projetor sobre um subespago de dimensao um.
Desse modo, todo operador densidade pode ser escrito como soma
convexa de projetores. Por outro lado, um projetor em um subespaco
unidimensional nunca pode ser escrito como soma convexa de outros.
Logo os pontos extremais de D(E) sdo os projetores P;. O

Definic¢ao 9.3. Os pontos extremais do conjunto D(E) sdo chamados
estados puros do sistema quantico.
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Os estados que nao sao puros sao chamados mistos e sempre po-
dem ser escritos como soma convexa de estados puros. Essa decompo-
sicao, no entanto, ndo é Unica, e existem muitas maneiras diferentes
de escrever um estado misto como soma convexa de estados puros.

Para recuperarmos a defini¢ao 7.1, observamos que a cada projetor
unidimensional estd associado de maneira tinica uma direcao em F.
Desse modo, podemos identificar os estados puros de um sistema
quantico com as classes de equivaléncia de vetores unitarios em F
pela relacao

[¥) ~ elY), ¢ ER,
uma vez que [1)) e €'®|1)) geram o mesmo subespaco e portanto o pro-
jetor associado a eles é o mesmo. Assim, um estado puro do sistema é
caracterizado por uma reta complexa passando pela origem em E que
como j4 vimos, sdo os pontos do espaco projetivo CP4~!. Essa é uma
das vantagens de se representar estados usando operadores densidade,
pois a cada estado fisico corresponde apenas um operador.

Os estados puros, pontos extremais de D(E), sdo os estados que
foram considerados nos capitulos anteriores. Existem muitos opera-
dores densidade em D(E) que ndo sao puros. Em breve veremos por
que precisamos deles.

9.1.1 Testes e Operadores Densidade

Por enquanto ainda nao vamos alterar a defini¢do de teste 7.2, mas
devemos modificar o postulado 7.1 para ajusta-lo a nova definicao de
estado.

Postulado 9.2. Sejam D(E) o conjunto de operadores densidade
de um sistema fisico, p € D(E) um estado e E = @, E; um teste.
Sejam ainda P; : E — FE; os projetores ortogonais sobre cada Fj.
A probabilidade de obter o resultado i é dada por p; = Tr(pP;) e se
a alternativa i for obtida, apds o teste o sistema serd descrito pelo

estado p; = _Lipli
P PP
O postulado acima concorda com o postulado 7.1: quando p re-
presenta um estado puro, ou seja, quando p = [¢)(¢)| temos que

pi = Tr(pP;) = (Y |Pi| ), e
pi = |Pi) (il
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em que

L Bl
i) = TEmT

Exercicio 9.1. Demonstre as afirmagoes acima.

Exercicio 9.2. Mostre que a reprodutibilidade dos testes também
vale com o postulado 9.2.

Como vimos no capitulo 7, testes estao associados a decomposi-
cao espectral de operadores auto-adjuntos. Dado um operador auto-
adjunto A, os resultados possiveis para cada medicao sao dados pelos
autovalores de A, que serao denotados por a;. As probabilidades con-
tinuam iguais: p; = Tr(pP;). O valor esperado de A em um estado p
é

(A) = Zpiai = ZaiTr(pPi) =Tr <p (Z ai]%)) = Tr(pA).
' ' ' (9.1)

Exercicio 9.3. Mostre que se p representa um estado puro, (A) dado
pela equacdo acima concorda com o que foi provado no capitulo 7 para
um estado ) :

(4) = (¢[AlY).

9.1.2 Estados Mistos de um Qbit

Um estado geral de um gbit é representado por um operador den-
sidade agindo em C2. O conjunto dos operadores hermitianos é um
espaco vetorial real e uma base para esse espaco é formado pelos
operadores de Pauli juntamente com o operador identidade I. Desse
modo, um operador densidade de um gbit pode ser sempre escrito na
forma

1
p= 5([ + aoy + bog + co3). (9.2a)

O coeficiente de I deve ser 1/2 porque ela é a tinica matriz da base que
tem trago nao nulo, igual a dois, e Tr(p) = 1. Agora devemos impor
condigoes ao vetor ( a b c ) para que o operador seja positivo.
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Em forma matricial temos

1[ 1+e¢ a—ib]

P=5 a+ib 1-c (9.2b)

Para que p seja uma matriz positiva é necessario e suficiente que
det(p) > 0, uma vez que Tr(p) > 0. Essa condigdo é equivalente a

a®+b*+c < 1. (9.2¢)

Logo podemos fazer uma associacao bijetiva entre operadores den-
sidade de um gbit e pontos na bola de raio um em R?, comumente
chamada bola de Bloch. Os pontos na esfera S? correspondem aos
operadores que possuem determinante igual a zero, que nesse caso
sao exatamente os estados puros. Essa associa¢ao coincide com a que
fizemos utilizando a fibracao de Hopf na sec¢ao 6.1.5.

9.2 Operador Densidade como fruto da
Ignorancia Classica

Vamos entender agora porque ¢ necessario aumentarmos o espaco
de estados para incluir estados mistos. Suponhamos que um aparato
prepara varios exemplares de um sistema fisico cujo espaco de estados
é E. Suponhamos também que a preparacao pode ser feita em dois
estados puros distintos: com probabilidade p o sistema é preparado no
estado p; = |11) (11| e com probabilidade 1 —p o sistema é preparado
no estado py = |[t2)(h2|. Quando um dos exemplares é liberado pelo
aparato nao sabemos em qual estado ele foi preparado. Nesse cenério,
a descrigao do estado liberado pelo aparato é feita de acordo com o
seguinte postulado

Postulado 9.3. Se um sistema fisico foi preparado no estado p1 com
probabilidade p ou no estado pa com probabilidade 1—p entdo a matriz
densidade que o descreve €

p=pp1+(1—p)pa.

Se realizarmos um teste com alternativas classicas 7 no sistema
considerado acima devemos obter a resposta i com probabilidade p; =
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pp}+ (1 — p)p? em que pg é a probabilidade de obtermos i no estado
pj, j =1,2. De fato

pi = Tr(pP;) = pTr(p1 ;) + (1 — p)Tr(p2 ;) = ppi + (1 — p)p;.

9.3 Operador Densidade como fruto da
Ignorancia Quantica

A secao anterior mostra que nos casos em que nao possuimos infor-
macao completa sobre o sistema ele serd representado por um estado
misto. Existe outra situagdo em que, mesmo comecando com um es-
tado puro, somos levados a considerar estados mistos: quando temos
acesso a apenas um dos subsistemas de um sistema composto.

Se o espaco de estados do sistema A é E4 e o espago de estados
do sistema B é Ep entdo os estados do sistema composto AB sao
representados por operadores densidade em F4 ® Eg. Podemos usar
o isomorfismo

U:L(EA)® L(Eg) — L(EA ® ER)
definido para vetores decomponiveis da forma
V(04 ®0B)|va) ® |vg) = Oalva) @ Oplvg)

e estendido por linearidade para os outros vetores. Esse é um isomor-
fismo que preserva traco e positividade, de modo que os operadores
densidade em E4 ® Ep podem ser vistos como operadores positivos
de tragco um em L(E4) ® L(Epg).

Seria adequado associar um estado, e portanto um operador den-
sidade, a cada sistema simples, especialmente em um cenario onde
as partes A e B estejam separadas espacialmente. Para isso vamos
precisar da definicdo de trago parcial 2.11.

Postulado 9.4 (Operadores densidade reduzidos). Dado o operador
densidade p que descreve um sistema qudntico composto AB, o ope-
rador densidade pa que descreve o sistema A é dado por

pa = Tra(p),
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e o operador pp que descreve o sistema B é dado por

pp = Tra(p).

O operador pa € chamado operador densidade reduzido do sistema A
e pp € chamado operador densidade reduzido do sistema B.

Exercicio 9.4. Seja p o operador densidade associado a um sistema
composto AB e pa o operador densidade reduzido associado da parte
A. Mostre que as probabilidades para o teste local associado ao ope-
rador O ® I realizado em p sao iguais ds probabilidades para o teste
associado ao operador O realizado em pa.

Exercicio 9.5. Encontre os operadores densidade reduzidos pa e pp
de um sistema de dois qbits que se encontra em um dos estados de
Bell. Verifique que o estado do sistema composto ndo é o produto
tensorial pa ® pp.

O exercicio acima mostra que, apesar de podermos associar opera-
dores densidade p4 e pp a um sistema composto descrito pelo estado
p, nao é sempre verdade que p = pa ® pp. Além disso, mesmo que p
represente um estado puro, pa e pp podem nao o ser! De acordo com
Schrodinger [Sch], uma outra maneira de expressarmos essa situagao
peculiar da mecanica quantica é: “The best possible knowledge of a
whole does not necessarily include the best possible knowledge of all
its parts”. Essa é mais uma surpresa que aparece como consequéncia
do emaranhamento: para estados emaranhados, mesmo puros, os
operadores densidade reduzidos sao sempre mistos.

Teorema 9.3. Um estado puro é fatordvel se e somente se os ope-
radores densidade reduzidas pa e pp correspondem a estados puros.

Demonstracao. Basta utilizarmos a decomposi¢do de Schmidt
lv) = Z a;|ii).
i
Se |1) é fatordvel entdo apenas um coeficiente de Schmidt a; pode

ser nao nulo de modo que pa = [j){j| e ps = |j){j| sdo estados puros.
Por outro lado, se dois ou mais coeficientes de Schmidt sdo nao nulos

entao temos que
pa=Yy_a;li)il
i
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¢ um estado misto. O

Corolario 9.4. (da demonstragio) Para um estado puro dos sistema
de duas partes, os autovalores ndao nulos de ps e pp sdo 0s mesmos,
com as mesmas multiplicidades.

9.4 Medigoes Generalizadas

Agora que ja generalizamos a noc¢ao de estado, podemos também
propor medicoes generalizadas [NC].

Definicao 9.4. Uma medicio generalizada serd dada por um con-
junto {M;} de operadores de medigdo no espago de estados tais que
> MZ-TMZ- =1, onde I denota o operador identidade. Se o estado do
sistema antes da medicao € p, a probabilidade de obter o resultado i é

dada por p; = Tr(MipMZ-T), e caso o resultado i seja obtido, o estado

. ) - ) MpM]

do sistema apds a medi¢ao serd p; = —————.
TrM;pM;

Os operadores MZ-TMZ- sao positivos semi-definidos. Desta forma,
uma medicao generalizada estd associada a uma particao do operador
identidade em soma de operadores positivos semi-definidos. Por este
motivo, esta definicdo estd ligada ao conceito de medida a wvalores
em operadores positivos, com a sigla em inglés POVM - medida aqui
tendo seu sentido matematico usual (e ndo o sentido fisico de uma me-
digéo). De fato, a defini¢do 9.4 pede um pouco mais que uma POVM,
uma vez que os operadores M; sao dados. O conhecimento da POVM
permite obter as probabilidades dos possiveis resultados posteriores,
mas nao permite definir o estado do sistema apds a medigao.

Exercicio 9.6. Mostre que as medigcoes generalizadas incluem as me-
digoes projetivas da definicao 7.2.

Exemplo 9.6 (Processo de medicao para gbits). Sejam {v;} um
conjunto de vetores unitdrios em R> e «; constantes tais que 0 <

a<1,>.a?=1e
Za?v’%zo.
i
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Entao os operadores
ay

V2

definem um processo de medigio para o sistema de um qbit [LBe].

M; (I+v;-0)

Exemplo 9.7. Particularizando o exemplo anterior,

vi = (0,0,1),
’U_é = <£7051)5
2 2
’U_é = (ﬁaoa_l)
2 2

e =y = Q3 = % satisfazem as condigoes acima e portanto os
operadores associados
1

M1 = %(14*0';;),
My = —

H(1- g5

I ——o0,
1 3 1
M= (14 Lo - 1)

definem um processo de medicao para um qbit.

Exercicio 9.7. Encontre o POVM relacionado ao processo de medi-
¢cao descrito no exemplo 9.7.

Exercicio 9.8. 1. Encontre a probabilidade de encontrarmos o
valor 1 se realizarmos a medi¢io descrita mo exemplo 9.7 no
estado |+) e o estado do sistema apds a medicio caso esse re-
sultado seja obtido.

2. Seja p1 o operador densidade obtido no item anterior. Mostre
que se repetirmos o processo de medi¢ao nesse estado a probabi-
lidade de obtermos os resultados 2 e 3 € ndo nula. A condi¢io de
reprodutibilidade continua valendo para medicoes generalizadas?
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9.5 Evolugcao Temporal

Nos capitulos anteriores abordamos a evolugao temporal de um sis-
tema isolado, dada pela equacdo de Schrodinger. Agora vamos con-
siderar o caso mais geral de evolugio temporal [BZ].

Vamos estudar os mapas quanticos, que sao mapas que levam o
conjunto de matrizes densidade nele préprio, de uma maneira que
faga sentido do ponto de vista fisico, o que explicaremos melhor mais
a frente.

Dado um sistema fisico com espago de estados F de dimensao
d, vamos fixar uma base ortonormal em F e representar um opera-
dor densidade em D(FE) por sua matriz em relacio a essa base, que
chamaremos matriz densidade.! Vamos comecar com mapas

®:D(E) — M(E)
p o 0,

tais que ®(D(E)) C D(E).

A primeira condi¢ido que exigimos de um mapa desse tipo é que
ele seja linear. A justificativa para tal restricao é que nao queremos
que o resultado da operacao dependa de como escrevemos uma matriz
densidade como soma convexa de outras. Desse modo temos:

D (p1p1 + p2p2) = p1P(p1) + p2P(p2).

O mapa ® pode ser representado por uma matriz que age em
um espaco vetorial de dimensdo d?, ou seja, uma matriz d? x dZ.
Usaremos dois indices para indicar as componentes de uma matriz
densidade (d x d) e quatro indices para indicar as componentes de
um mapa agindo no espago de matrizes densidade (d? x d?). Assim

temos:
/
Pmp = § Pmpppy.
nv
nv

O mapa @ deve levar matrizes densidade em matrizes densidade,
ou seja, p’ deve ser uma matriz positiva de traco um. Isso implica
que

ITambém utilizaremos a notacio p para uma matriz densidade e D(F) para
o conjunto de todas as matrizes densidade do sistema.
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1. ®(p) deve ser autoadjunta:

/

o = () o = o =
2 Prone = 3 Byin = > Pzpny = Py = Dy
nv nv nv

A ltima implicagdo é 6bvia quando consideramos ¢ como um
mapa do espago M (E) em M(FE). No entanto, se consideramos
® como um mapa de D(E) em D(E), ela continua valida. Para
vermos isso, basta usarmos matrizes com apenas um elemento
nao nulo, igual a um, na diagonal, e matrizes com apenas um
bloco 2 x 2 nao nulo na diagonal, dos tipos

1711 11 i
201 1] 2] —i 1]

S = Y o =1
m m nv

Como essa equagao deve valer para todo p, podemos usar p =

) (i], caso em que py,, = 8y 0ni, para concluir que Z DOmm =1,

nv
m

se n = v. Para concluir que E dmm = 0, se n # v, utilizamos
nv
m

novamente as matrizes com os blocos mostrados acima.

3. A matriz p’ deve ser positiva, ou seja, ® deve levar matrizes
positivas em matrizes positivas.

Defini¢ao 9.5. Um mapa ® : M(E) — M(E) é chamado positivo
se ®(p) € positiva para toda matriz positiva p.

Para estudarmos melhor que restrigoes essas propriedades im-
poem ao mapa @, vamos definir a matriz dindmica associada a P:

Dmn = ®dmy.
Qv nv

Em termos da matriz dindmica as condigoes acima podem ser dadas
por:



134 [CAP. 9: OPERADOR DENSIDADE

1. p/=(p) & D= D"

2. Tr(p/) =1 Dmg = 57“,.
m
Resta estudar qual é a condicao imposta a D pela positividade de
®. Vejamos inicialmente o que acontece para estados puros p =
|2)(z|, pnv = 2nZy. Se @ for positivo entdo p’ é positiva, o que implica
que:

0< <gc|p/|gc> = Zmp;n#zu = Zﬂ(Z anrlr}LzZ> Ty, =
miL mis

nv

(w[(z| D) |w),

em que |w) é o vetor cuja cordenada wy, é igual a Z,,, |z)|w) = |z)®@|w)
e (w|{x| é o elemento de (F ® E)* associado a |x)|w). Logo, se ® é
um mapa positivo, D deve satisfazer a condigdo (w|(x|D|z)|w) > 0
para todos |w), |z) € E. Essa propriedade é chamada positividade
por blocos.

Para ver que essa condi¢ao além de necessaria é também suficiente,
devemos mostrar que ela implica que p’ é positiva também quando
p é um estado misto, o que segue por convexidade. Tomamos p =

> pilzi) (zil, prw = Z pi(2i)n(2i),. Nesse caso,

|p |1' szpmux,u = me ZDm” <sz Zz n ) Ty

= sz me <Z Dmn(zT> 2, > 0.

Isso prova o seguinte teoremas:

Teorema 9.5 (Jamiotkowski). Um mapa linear ® : M(E) — M(E)
€ positivo se e somente se a matriz dindmica € positiva por blocos.

No entanto, a positividade do mapa ® nao é suficiente para que
ele represente uma operacao fisicamente permitida. Suponhamos que
nosso sistema seja apenas um subsistema de um sistema maior cujo
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espaco de estados é £ ® E’, em que E é o espago de estados associ-
ado ao nosso sistema de interesse e E’ é o espacgo de estados de um
sistema adicional. Gostariamos que um mapa fisicamente permitido
nao so levasse a matriz densidade do nosso sistema em uma matriz
densidade, mas que também o fizesse se considerarmos a operagao
agindo em E ® E’. Isso quer dizer que niao sé ® deve ser um mapa
positivo, mas também deve ser positiva toda extensao da forma ®® 1,
em que I é o operador identidade em M (E").

Defini¢ao 9.6. Se 0o mapa ® ® I agindo em M(E ® E') é positivo,
em que E' é um espaco vetorial de dimensdo k, dizemos que ® é um
mapa k-positivo. Se ® € wm mapa k-positivo para todo k € N entdo
® é chamado uwm mapa completamente positivo.

A exigéncia que impomos agora em ¢ é que ele seja um mapa
completamente positivo. Vejamos que implicacdo essa propriedade
tem sobre a matriz dindmica correspondente. Como ela é uma matriz
d? x d2, podemos visualizé-la como uma matriz agindo em um espaco
vetorial de dimensao d?, que pode ser identificado com E ® E. Como
ela é hermitiana, podemos escrevé-la em decomposicio espectral:?

D=3 dl) ] D=3 dixiun X

Tomamos um estado puro em um espaco de estados estendido,

pe M(E ® E/)a pmm'uu' = me’zuul'

e aplicamos o mapa estendido ® ® I a p:

p;”m//‘// = Z (@ ® I)mm',u,u' pnn/l/y/

/ ! nn/ul/
nn vv

- q)mf ’ot roor
§ n# m/,upnnw/

’ ’ n l//
nn' vy

== E @77711#67”/”/ 6!‘/1’/ Znn/ ZVV/

’ ’
nn'vv
:E(me/Z/:EEd'iZ/iZ’.
n# nm “vu iX'mnZnm' Xpv Vi
nv nv 7

2Escrevemos |x*) com dois indices pois estamos usando a estrutura tensorial
de E® E.
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Agora tomamos um outro vetor |z) € E'® F e testamos se (z|p’|z) >
0:

/ _ /
(.T|p |'T> = E : Tonm/ P/ pup’ T’

mm/ pp/

= E 'rmm E E dixmn nm'X#VZV,u z,u,u’
mm/ pp’ i

_ . i —_— i

= E d; E XmnZnm/Tmm’ E XbvZyp X!

i mm’n up'v

2

mmn

Essa quantidade deve ser ndo-negativa para todo |z) e todo |z) que
escolhermos. Isso sé acontece se cada um dos d; for um nimero nao-
negativo, ou seja, se D for uma matriz positiva semi-definida.
7 . oy _ . J J
Por outro lado, se D é uma matriz positiva e p = 3, p;[27) (27|,
entao vale:

§ : ‘T mm/ mm,uu‘r##

mm’
= Z Z dng Z an nm’ Lonm/ Z Xi“’axmﬂ
mm'n pu'v
2
= szng Z an nm’ Lnm/ 2 0.
mm’n

Com isso, acabamos de provar o seguinte teorema:

Teorema 9.6 (Choi). Um mapa linear ® é completamente positivo
se e somente se a matriz dindmica correspondente € positiva semi-

definida.

Uma forma muito 1til de caracterizar os mapas completamente
positivos é através da representagao de Kraus [Kra].
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Teorema 9.7 (Representagao de Kraus). Um mapa linear ® é com-
pletamente positivo se, e somente se, € da forma

pr—p =) AipAl,

i
em que cada A; € uma matriz quadrada da mesma dimensdo de p.
Além disso, ® preserva o traco se, e somente se, as matrizes A;

satisfazem
S AlA; =1

Demonstra¢io. Suponhamos que ® seja completamente positivo e
seja D a matriz dindmica associada. Como D é positiva, pode ser
escrita em decomposicao espectral

D= "dlx')(X'|, di>0.
Definindo |A%) = v/d;|x*), temos que

D= Z |AT) (A7), Drmn = ZAmn e

Cada vetor |A%) € EQFE possui d? coordenadas que indexamos usando
dois indices para deixar evidente a estrutura de produto tensorial.
Assim podemos identificar cada |A?) com um operador A; agindo em
E da forma (A;)mn = AL,,,. Dai temos:

p{mu = Z (I)",:;#pnu = Z D'r;};zpm, =
Z ZA ,prnl/ = Z Z mnpny z)i,u = Z(Alij)m#

= =) AipAl.

Se @ preservar o traco, temos também:

X R
ZZ = Z(Ain)Vna
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ou seja,

> AlA =1

%

Por outro lado, se ®(p) =5, A;pAl, entdo

eRI(0)=) AeI0)Al®I,

que é claramente um mapa positivo. O

Na demonstragio acima, usamos o fato de que L(E,F) = E*Q F,
em que E* denota o espaco dual de E. Como estamos trabalhando
em dimensdo finita, vale E* = E de modo que L(E,F) = E® F.
Assim temos L(E) = E ® E e podemos identificar cada vetor |A?)
com um operador A;.

9.6 Uma Axiomatizacao Alternativa

Seguindo o caminho de Walter Thirring [Thi], vamos apresentar uma
outra axiomatizacao para a mecanica quantica, onde os conceitos cen-
trais sd@o os observaveis, enquanto estados sao apenas as ferramentas
que levam estes objetos a seus valores esperados. Para bem apre-
ciar este capitulo, assumimos que o leitor ja tem uma familiaridade
minima com algebras C*, como aqui apresentado no capitulo 5.

9.6.1 Mecanica Quantica e Algebras de Operado-
res

Até este momento a mecénica quantica foi apresentada com énfase no
conceito de estado, visto inicialmente como um vetor de um espaco
vetorial complexo, e depois considerado como um operador densidade.
Esta passagem de vetor para operador di origem a uma visdo da
mecéanica quantica baseada fundamentalmente em operadores e nao
mais em vetores.

Nessa visao, os observaveis sao os elementos hermitianos de uma
algebra C* com unidade, denotada por A; os estados (no sentido da
mecénica quintica) sdo os estados da dlgebra A, ou seja, funcionais
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lineares f tais que f(a*a) > 0e f(1) = 1. Uma medi¢do do observavel
a tem seus resultados contidos no espectro do elemento a, denotado
por o(a).

Para deixar o paragrafo acima menos misterioso, vamos identifi-
car esses elementos no caso de um gbit. A dlgebra A em questdo é
a dlgebra Mo (C) das matrizes 2 X 2 com coeficientes complexos. Os
observaveis, que sao os elementos hermitianos de A, correspondem a
matrizes tais que (@) = a, ou seja, tais que as entradas satisfazem
a;; = @;,;. Os estados sdo funcionais positivos e tais que f(1) = 1.
Como visto no final do capitulo sobre algebras, esses funcionais po-
dem ser escritos como f(r) = Tr (VJZ" z) onde Vy ¢ uma matriz de

traco unitario e positiva, ou seja, os estados correspondem exata-
mente a matrizes densidade. Um observavel como o, ao ser medido,
produz resultados que estao no espectro do elemento o,, que cor-
respondem ao seus autovalores (que, nesse caso, sabemos ser —1 e

1).

9.6.2 Mas nem é tao novo assim...

Porém nos cabe lembrar que a visdo acima, embora o conceito de al-
gebra de operadores tenha sido efetivamente criado apds o surgimento
da mecanica quantica, ndo é exclusividade do mundo quantico: na
verdade podemos representar a mecéanica classica da mesma forma.
Por exemplo, considere uma particula que se move na reta, descrita
pela hamiltoniana

Os observéveis tipicos nesse caso sdo posicao (¢) e momento (p, que
estd ligado a velocidade), mas podemos pensar em qualquer fungéo
dessas varidveis como sendo também um observavel. A energia ciné-

tica, K = % é um exemplo. Portanto o conjunto de observaveis é na
verdade o conjunto de fungdes continuas reais C(R?) = {f: R? — R};
este conjunto é uma &lgebra C* com produto definido por (f.g)(z) =
f(z)g(x). Mas note entdo que essa algebra é comutativa, ao contrario
da algebra de matrizes que estd associada a descrigdo quantica. Por-

tanto podemos dizer que a novidade de fato na passagem do mundo
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classico para o quantico é a troca de uma algebra de observaveis co-
mutativa por uma nao-comutativa.

9.7 Mais um bocadinho de Fisica

Naturalmente, toda essa discussao encontra aplicacoes diversas. Ope-
radores densidade sao usados, por exemplo, para descrever os estados
de equilibrio térmico, fazendo a fronteira da mecanica quantica com
a mecanica estatistica e também com a termodinamica.

Mas também podemos encontrar aplica¢oes do postulado 9.3 em
areas como a criptografia. Para ser mais preciso, podemos utiliza-lo
para interpretar o protocolo de distribuicao quantica de chaves crip-
tograficas BB84 [BB84]. Nesse protocolo Ana prepara estados, que
sdo enviados para Bernardo, que faz um teste. Até ai, nada demais.
O interessante é que Ana prepara sempre um de quatro estados de
um qbit: {|0), |1), |[4+),|—)}, de maneira equiprovavel. J& Bernardo
faz sempre um de dois testes: X ou Z. Se considerarmos que o sorteio
de Ana corresponde a um par de bits classicos: o primeiro definindo
qual base ela ird usar: X ou Z, e o segundo dizendo qual dos dois
estados dessa base ela deve preparar, a mecanica quantica estudada
no capitulo 6 é suficiente para dizer que quando o primeiro bit de
Ana coincide com o bit que Bernardo sorteia para definir o teste que
ird usar, o segundo bit de Ana estard completamente correlacionado
com o bit que Bernardo ird extrair deste teste. Por outro lado, se o
primeiro bit de Ana for distinto, o resultado da medicao é indepen-
dente da preparagao. O protocolo segue com Bernardo divulgando,
ja de posse do resultado, qual dos dois testes ele realizou e Ana, apés
comparar com sua preparacao, decide pela aceitagao ou descarte do
bit obtido. Outras estratégias classicas de amplificacdo de privaci-
dade e reconciliacdo de informacgao sdo adotadas de forma a gerar
uma chave privada, utilizando um canal quantico publico.

O ponto central, ndo para a criptografia, mas para a fisica que
queremos discutir aqui, estd em considerar todo o processo de Ana
como uma preparagao de estado. De maneira bem geral (depois va-
mos incluir a equiprobabilidade), o gbit enviado por Ana pode ser
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descrito por

p = p(X, H)[+)(+] + p(X, =) [=) (=] +p(Z,0)[0)(0] + p(Z, DI1){1],

(9.3)
que pode ser reescrito como
p = p(X) (p(+HX)+)(+]+ p(=|X)|=)(-]) +
+ p(Z) (p(0]2)[0)(0] + p(1]2)[1)(1]) (9.4a)
= p(X)px +p(2)pz. (9.4b)

Usando a imagem da bola do Bloch, py é um ponto no segmento que
une |+)(+] e |=)(—|, ambos no equador da esfera, enquanto pz é um
ponto no eixo que une os polos [0)(0] e |1)(1|.

Se usassemos py ou pz, exclusivamente, no protocolo descrito
anteriormente, nao haveria segredo algum, pois conhecedor da estra-
tégia utilizada, qualquer espidao poderia fazer o teste correspondente,
para depois enviar o estado que ele tivesse apds a medi¢ao para Ber-
nardo. O interessante é que, ao exigirmos também equiprobabilidade,
estaremos na interseccao dos dois segmentos, ou seja

Px = Pz,
e consequentemente
1

Moral da histoéria, do ponto de vista de descrigao de estado, ou
ainda, se alguém fosse usar os bits que Ana prepara, sem nunca mais
voltar a se comunicar com ela, teria o estado maximamente misto
em maos. Ainda mais interessante: a discussdo acima mostra trés
maneiras distintas de Ana “preparar o estado maximamente misto”:
px, pz e p. Existem ainda véarias outras. O interessante é que a
preparacao (9.3), aliada ao conhecimento que Bernardo tem dela e &
possibilidade dele se comunicar com Ana, permite o estabelecimento
da chave.

Aqui fizemos toda essa discussao em termos de ignorancia classica
(sec. 9.2), mas vocé pode refrased-lo em termos de ignorancia quan-
tica (sec. 9.3) e ver que, nesse caso, o emaranhamento entre Ana e
Bernardo (antes que ele fizesse a medigdo) desempenharia um papel
interessante.



Capitulo 10

Sistemas Quanticos
Compostos - bis

Agora que ji temos uma defini¢io mais geral de estados e medi¢oes
quanticos, podemos examinar com outros olhos as correlagoes pre-
sentes em sistemas compostos. Mantendo o espirito do texto, vamos
abordar varios assuntos, alguns deles sob intensa investigacao atual,
comecando pelo caso mais simples e introduzindo generalidade e com-
plexidade posteriormente. Nao poderemos! nos aprofundar em todos
esses assuntos. Vemos isso como um convite ao leitor para cuidar de
seu préprio aprofundamento, tornando-se assim um pesquisador do
assunto?.

10.1 Dois Qbits

Ja sabemos que o espaco de estados para dois gbits é isomorfo a
C* =2 C? ® C2, com cada C? correspondendo ao espaco de estados
de um gbit. Da mesma forma, sabemos os estados, propriamente
ditos, sao dados por D((C2 ®(C2), um conjunto convexo, fechado,
de dimensao real 15, contido no espaco vetorial real dos operadores
auto-adjuntos em C*.

1Por limitacdo de espaco, de tempo e mesmo de conhecimento.
2Seja para saciar sua curiosidade, seja como atividade profissional.

142
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Exercicio 10.1. Prove as afirmacoes acima.

Da mesma forma que no capitulo 8 se mostrava importante enten-
der os estados de sistemas compostos que os tornavam independentes,
ou seja, aqueles onde os resultados de qualquer medi¢cao em uma parte
eram (estatisticamente) independentes de qualquer medicao na outra,
queremos entender, com a visdo mais geral de estados, aqueles que
retém esta propriedade.

Exercicio 10.2. Mostre que um estado p*B de um sistema de dois
gbits gera resultados independentes para medigoes locais se, e somente
se, for decomponivel, i.e.: pAB = a4 @ 7B, (Sugestio: os resultados
de qualquer medicio local na parte A sio descritos por p* = Trpp?B.
Pense no estado reduzido de uma das partes condicionado ao resul-
tado de wma medi¢io na outra.)

Agora a convexidade de D(E) desempenha um papel importante:

Exercicio 10.3. Mostre que p = $(|01)(01| +[10)(10]) ndo € de-
componivel. (Sugestdo: novamente, pense no estado de uma parte
condicionado ao resultado de wma medi¢io na outra.)

O estado descrito no exercicio 10.3 é um estado quéntico, mas
as correlagoes que ele descreve nao. Podemos pensar varios sistema
classicos com correlagoes equivalentes. Se nos restringirmos a medi-
¢Oes projetivas na base Z, temos dois bits com a condi¢cao de soma
1, distribuidos de maneira equiprovavel. Podemos considerar que o
segundo bit é o resultado de aplicar a operacio NOT ao primeiro®.
Se fizermos medi¢oes em outras bases, ou mesmo medigoes generali-
zadas, o resultado serd ainda menos correlacionado.

Geometricamente, o exercicio 10.3 mostra que o conjunto dos es-
tados produto (aqueles descritos por operadores densidade decom-
poniveis) nao é convexo. O Postulado 9.3 implica que um operador

3Uma forma ludica de descrever essas correlacdes é pensar no “mundo das
figuras de baralho”, onde os habitantes ndo tém pés, mas sim cabecas simétricas.
Se um cara ou coroa é disputado, com a moeda caindo sobre o tampo de vidro
de uma mesa, situada no plano “equatorial” (aquele que corta a “cintura” das
figuras), teremos uma das cabegas vendo o resultado cara, a outra coroa, de
forma equiprovavel. Claro que outra historinha que pode ser recordada é a das
semi-moedas e das faces do semi-dado, apresentada no capitulo 8.
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densidade da forma

PP = "pipf @ pf (10.1)

gera probabilidades conjuntas para medi¢oes em A e B que podem
ser descritas classicamente. Sendo mais explicito: se {M;} sdo opera-
dores de medi¢ao no sistema A, { Ny} sdo operadores de medigao no
sistema B, entdo {M; ® Ni} sdo operadores de medicdo no sistema
composto (verifique!). Se tal processo de medigao é aplicado ao estado
(10.1), teremos:

oG k) = Tr(Mj®Nk pAB M;@N;)
= Tr(Mj ® Nk pipt ® pP M] ®N;>

- ZpiTr(Mj ® Ni pf* @ pP M| ®N,j)

= ZpiTr(MijAMJT ® Nkpf;N,I)

> piTe (Mol M) ) Tr (NP NT) = 37 pip(3li) p(kl).

que é uma maneira clissica? de descrever probabilidades conjuntas
correlacionadas.
Esta discussao sugere a seguinte:

Definicao 10.1. Estados de dois qubits sdo classificados em.:
1. Fatordvel, se p*B for decomponivel;
2. Separdvel, se p“B pode ser escrito como na equagio (10.1);

3. Emaranhado, se p*P ndo pode ser escrito como na equagdio
(10.1).

4J4 antecipando que poderemos encontrar estados quénticos e processos de
medicgado tais que nossa descri¢do cldssica cai por terra.
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E claro que todo estado fatordvel é também separdvel. Também
é verdade que todo estado puro emaranhado pela definicao 8.1 tam-
bém é emaranhado pela definigao 10.1, mas isso nao é tao evidente. O
ponto central é que a definigdo de emaranhamento é tao boa quanto
a de convergéncia: se conseguimos mostrar que vale certa coisa, sabe-
mos que o estado é separavel. Mas mostrar explicitamente que pode
ser obtida uma decomposi¢do como na equagao (10.1) ndo é simples.
Isso justifica a procura de critérios de separabilidade, que permitam
garantir separabilidade (ou emaranhamento — nem sempre um crité-
rio é conclusivo em ambas as diregdes) sem precisar explicitar a forma
(10.1) (assim como um critério de convergéncia garante a convergén-
cia, sem necessariamente calcular o limite, muito menos provar sua
existéncia).

Antes, porém, umas palavrinhas sobre o termo separdvel, sem ne-
nhuma relagao com seu significado em analise funcional, por exemplo.
Aqui o termo é obtido da teoria quantica da informacao, onde as par-
tes A e B normalmente sdo associadas a laboratérios distantes, onde
personagens como Ana e Bernardo® atuam. Se considerarmos que nao
ha restri¢ao para a preparacao de um estado p qualquer em um labo-
ratério, a equagao (10.1) pode ser interpretada como um algoritmo:
por algum processo, a varidavel aleatoria i é realizada, com distribui-
¢do p;. Obtido o resultado i, Ana e Bernardo sdo comunicados e
devem preparar, respectivamente, pf‘ e pP. Sem o conhecimento da
i, a equagao (10.1) é a melhor descrigao possivel para o estado do sis-
tema composto. Como os laboratérios sao espacialmente separados,
justifica-se a nomenclatura.

10.1.1 Critérios de Separabilidade

H& muitos critérios e ndo nos cabe ser completos aqui. Vamos apre-
sentar alguns, seja por importancia historica, seja por facilidade de
aplicacao, ou ainda por nos ensinar algo sobre o conjunto dos estados
quanticos.

5Em textos de lingua inglesa tais personagens sio sempre Alice e Bob.
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Transposicao Parcial

Uma propriedade simples e importante dos estados separaveis foi per-
cebida por Asher Peres [Per96]. O ponto de partida é que, definida
uma base®, a operacdo de transpor uma matriz leva um operador
densidade em outro. Em simbolos:

T: L(E) — L(E) (10.2a)
A — A

é tal que T(D(E)) C D(E).
Exercicio 10.4. Prove essa afirmagao.

Com isso, caso se faca a transposicdo apenas em uma das par-
tes de um sistema composto, teremos uma operacao definida em
L(F4 ® Ep) da maneira usual: define-se nos operadores decomponi-
veis, estendendo por linearidade (veja defini¢do 2.12). Em simbolos:

Ty : L(EA®EB) HL(EA®EB) (10.2b)
A®B — A'® B

TB : L(EA®EB) —>L(EA®EB) (1026)

A®B — A® B,
que sao chamadas transposicao parcial, respectivamente com respeito
a primeira ou a segunda parte. Segue da observagao anterior que se

aplicarmos a transposi¢ao parcial a um estado separavel, obteremos
um novo estado (separdvel) igualmente valido. Com efeito:

Ta mef‘ ®pf | = sz‘(pf‘)t ® p?.
[ 7

6E importante ser explicito com relagdo a um fato: nédo existe uma operacao
de transposigdo canénica para operadores. A transposicdo é feita com respeito a
uma base, visto que o que é naturalmente definido é a transposi¢io de matrizes.
Ainda assim, as propriedades que usaremos nao dependem da escolha da base,
por isso em virios pontos vamos nos referir & transposi¢do sem nos preocupar
com a base escolhida para identificar operadores e matrizes.
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O ponto importante é que ndo é verdade que Ty(D(Es ® Ep)) C
D(E4 ® E). Para perceber isso, vamos recorrer ao nosso velho co-
nhecido |¥_). Note que

AW )| = 5 Ta(01)(01] — [10){01] ~01){10] + [10)(10])

(101)¢01] =00} (11] — [11){00[ + [10)(10]).

N | —

Exercicio 10.5. Agora mostre que Ta|V_){¥_| ndo é um operador
densidade.

Essa é uma demonstragio, por contradigdo, que |¥_)(W_| é ema-
ranhado. Acabamos de deduzir e aplicar o chamado critério de Peres:

Critério 10.1. Um estado p?B tal que Ta p*B ndo ¢ positivo semi-
definido ¢, necessariamente, um estado emaranhado.

Exercicio 10.6. Use o critério de Peres e a decomposicio de Schmidt
para mostrar que todo estado emaranhado pela definicao 8.1 é também
emaranhado pela definicao 10.1.

Exercicio 10.7. Mostre que T4 p*B tem 0s mesmos autovalores que
Tg pAB. Enuncie a propriedade que decorre dai com respeito ao cri-
tério de Peres.

Mapas Positivos

De fato, Peres conjecturou que seu critério fosse nao apenas necessa-
rio, mas também suficiente para detectar emaranhamento. Veremos
adiante que, em geral, esse ndo é o caso. Mas para dois gbits é!
E quem entendeu isso foi a familia Horodecki [H®396], colocando a
discussao em termos mais gerais.

Os termos mais gerais em questio sdo os chamados mapas positi-
VOos:

A:L(FE) — L(E)

tais que para todo m € L(E) positivo (semi-definido), A 7 também é
positivo (semi-definido). A transposi¢ao (com respeito a alguma base
escolhida) é um exemplo de mapa positivo. O fato interessante, talvez
nao intuitivo, é que extensoes triviais de mapas positivos podem nao
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ser positivos. Ou seja, A® I, que atua em L(E)Q@ L(F) 2 L(E ® F),
pode nao ser positivo, ainda que A o seja. A transposi¢ao é novamente
o exemplo. Um mapa tal que toda extensao trivial é positiva chama-
se completamente positivo. A familia Horodecki generalizou o critério
de Peres da seguinte forma:

Critério 10.2. Um estado p*B ¢é emaranhado se, e somente se, e-
ziste um mapa positivo, mas ndo completamente positivo, A, tal que
A ® I pAB ndo é positivo semi-definido.

O ponto interessante é que ja era um resultado conhecido que, se
nos restringirmos a extensoes triviais de mapas positivos A : L ((CQ) —
L(C?) da forma” A®I : L(C? ® C*) — L(C? @ C?), a transposicdo ¢
essencialmente o inico mapa positivo e ndo completamente positivo.
Para ser mais preciso, todo mapa positivo A : L(C?) — L(C?) pode
ser escrito na forma:

A:A1+AQOT,

onde A; e Ay sdo mapas 2-positivos, ou seja, tais que A; ® I :
L((C2 ® (CQ) — L((C2 ® (CQ) sao positivos. Assim, A ® I p s6 pode
nao ser positivo se T ® I p nao for positivo.

Testemunhas de Emaranhamento

Outro fato importante é geométrico. Por construgao, o conjunto dos
estados separaveis é convexo e fechado. Vamos denoté-lo, em geral,
S(FE). Assim, qualquer ponto exterior a S ((C2 ® (CQ) pode ser sepa-
rado dele por um hiperplano. Aproveitando ainda que D(C? @ C?)
estd contido no hiperplano afim definido por Trp = 1, o hiperplano
separador referido acima pode ser dado na forma w(o) = 0, onde

w:L(C*®C* —R (10.3a)

é um funcional linear no espago dos operadores auto-adjuntos de
C? ® C?. Agora dualidade e o teorema de representacdo de Riesz
entram em cena, para dizer que tal funcional w pode ser representado

"Este resultado também é valido para extensdes A ® I : L((C2 ®C3) —

L((C2 ® (C?’)7 mas apenas. Para qualquer dimensdo maior sdo conhecidos contra-
exemplos.
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utilizando o produto escalar do espaco em questao e um elemento do
mesmo espaco. Ou seja

w(p) = Tr(Wp), (10.3b)

para algum W € L(C? ® C?) auto-adjunto.
Com isso, usando D = D((C2 ® (CQ) eS= S((C2 ® (CQ), podemos

enunciar o critério das testemunhas de emaranhamento:

Critério 10.3. Um estado p*® € D é emaranhado se, e somente se,
existe um operador auto-adjunto W tal que Tr(Wp) < 0, enquanto
Tr(Wo) > 0 para todo o € S.

Uma vantagem adicional do critério 10.3 é que, pela equagao (9.1),
W pode ser visto como uma grandeza mensuravel, tornando a detec-
¢ao do emaranhamento uma tarefa realizdvel em laboratério [CT].

10.1.2 Quantificadores de Emaranhamento

A quantificagdo de emaranhamento também é um problema interes-
sante, para o qual ha apenas solucoes parciais®.

Entre as abordagens possiveis, algumas dependem da otimiza-
¢do entre protocolos LOCC [BDSW], outras impdem condigoes que
devem ser obedecidas por quantificadores [VPRK, Vid], outras trans-
formam critérios de separabilidade como os vistos em quantificadores,
casos que vamos apresentar com algum detalhe. Por fim, mas nao me-
nos importantes, ha aquelas que buscam inspiragao em propriedades
geométricas [VT] ou informacionais [VP]. As referéncias séo citadas
apenas como um ponto de partida, ndo sendo adequado tentar ser
completo neste tema, aqui.

Negatividade

A ideia de transposicdo parcial levou a um quantificador chamado
negatividade [LK, VW]. Para dois gbits, foi mostrado que um es-
tado pode ter, no méximo, um autovalor negativo [VADM, Amal. O
modulo deste autovalor pode ser tomado como definicao desse quan-
tificador.

8E muitas solugdes parciais, pelo qual ndo nos cabe discuti-las aqui.
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Concorréncia

Um outro quantificador nasceu da intencdo de tornar o emaranha-
mento de formagao [BDSW] uma quantidade diretamente computd-
vel. Acabou ganhando “vida prépria” e hoje em dia é considerado
como um outro quantificador [Woo.

Emaranhamento Testemunhado

Uma grande familia de quantificadores nasce quando passamos a oti-
mizar as testemunhas do emaranhamento de um estado, sujeitas a
certas restri¢oes [EBA]. Neste caso, o mdédulo do valor obtido pelo
funcional calculado no estado também serve como quantificador. E
interessante que varios outros quantificadores previamente definidos
por outros caminhos, podem ser incluidos nesta familia de quanti-
ficadores, dependendo apenas do tipo de restricao que se impoe as
possiveis testemunhas.

10.1.3 Geometria

Uma boa forma de ganhar intuicao sobre a geometria do conjunto de
estados D((C2 ® (C2) é generalizar a nocao de vetor de Bloch. Utili-
zando as matrizes de Pauli (6.4), podemos escrever

1
p=7 [@I+7-G@I+1®5-F+ Y tipo;®or|,  (10.4)
ik

onde os 15 parametros necessarios ganham a forma de dois vetores, 7
e §, e uma matriz t = [t;], com os indices j, k assumindo os valores
x,1, z. Para melhor interpreta-los, devemos lembrar que as trés ma-
trizes de Pauli tém traco nulo, que a identidade tem traco 2, e com
isso obter

pr =Trgp =-(I+7-5), (10.5a)

pB =Trap =-(I+5-5), (10.5b)

que permite reconhecer que 7 é o vetor de Bloch do sistema A, assim
como § do sistema B. Se os sistemas forem independentes, ou seja,
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se p = p? ® pB, teremos tjr = rjsk. Qualquer desvio disso indica
correlagoes do sistema.

Ha algumas formas canonicas para estes parametros. Caso esteja-
mos interessados em entender o emaranhamento do estado, é natural
considerar que a agao de unitarias locais nao trara efeitos. Mais pre-
cisamente, as érbitas da acao

: (SU(2) x SU(2)) x D(C?®C?) — D(C*®C?)
((Ua,Ug),p) — Ua@UppUL @ UL

sdo compostas por estados equivalentes, com respeito ao emaranha-
mento. Podemos usar esta liberdade para diagonalizar a matriz ¢ e
com isso passar a trabalhar com um estado p caracterizado por trés
“vetores™ 7, § e t, este ultimo definido pelos elementos da diagonal
da matriz t correspondente a um elemento da orbita de p que tem a
matriz t diagonal.

Exercicio 10.8. Obtenha o efeito da acdo ® sobre os coeficientes 7,
5 e [tjr], de modo a justificar o pardgrafo anterior.

E facil notar que I, o, e o, sdo matrizes simétricas, enquanto
oy é anti-simétrica. Dessa forma, a transposi¢do troca o sinal da
componente y do vetor de Bloch. Da mesma forma, a transposi¢ao
parcial, digamos no sistema A, troca o sinal da componente y de
7 e de t. Isso pode ser usado para visualizar algumas propriedades
[H®2]. Um caso particularmente bonito e importante envolve estados
com 7 = § = 0. Por motivos razoavelmente claros, tais estados sio
conhecidos como estados T. Pelo que ja foi discutido, um estado T
serd um estado produto se, e s6 se, t = 0, caso em que p corresponde
ao estado maximamente misturado, a o6rbita de ® é completamente
degenerada e o estado é invariante por qualquer transposicao parcial.
Mas e para t #* 0, o que podemos afirmar? E o que o exercicio a
seguir vai trabalhar.

Exercicio 10.9. Esse exercicio vai trabalhar com estados da forma
1
:Z(I®I+tzoz®agg+tyay®oy+tzaz®az). (10.6)

1. Mostre que combinagdes convexas de estados da forma (10.6)
também sao da mesma forma e descreva o que acontece com o
vetor t;
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2. Mostre que os quatro estados de Bell (8.1) sdo estados T, cor-
respondendo a diferentes vetores t;

3. Que regido em R? corresponde a todas as combinagdes convezas
dos estados de Bell? Vamos denotd-la por T ;

4. Mostre que T corresponde a todos os estados T}

5. O que acontece com T quando fazemos a transposicio parcial
na primeira parte? Vamos denotd-la TAT ;

6. Qual o significado de TN TAT ? E qual regido de R? ela repre-
senta?

Para mais detalhes o leitor pode consultar [Ama]. Para uma abor-
dagem distinta & mesma questao, pode consultar o capitulo 4 de [Ara].

Exercicio 10.10. Use os estados T do exercicio 10.9 para mostrar
que a transformagao A : %(I +b- 5) — %(I —b- 5) ndo € uma evo-
lugio qudntica permitida. (Sugestio: reveja a discussao sobre evolu-
¢oes quanticas do capitulo 9.)

Voltando ao conjunto D((C2 ® (CQ) de todos os estados de dois
gbits, ha um outro resultado bastante importante, por nos permi-
tir formar uma imagem mais adequada deste. Na referéncia [ZHLS] é
mostrado que existe uma bola fechada centrada no estado mais mistu-
rado toda formada de estados separaveis. A consequéncia importante
disso é que o conjunto os separaveis, S ((C2 ® (CQ) possui a mesma di-
mensao que D ((C2 ® (CQ), e tem um volume que é uma fragao positiva
do volume de D(C? ® C?). Este resultado sobre o volume dos estados
separaveis, aliado a visdo geométrica do conjunto de estados, permite
entender como natural e esperado um fenémeno tido algumas vezes
como surpreendente: a morte do emaranhamento em tempo finito.
Nos casos em que a dinamica possui um atrator no interior do con-
junto dos estados separaveis, o destino de qualquer emaranhamento
é morrer em tempo finito. A historia pode ser diferente se o atrator
tocar a fronteira do conjunto dos separaveis e serd diferente se tal
atrator for composto apenas de estados emaranhados [Ter07b].

Por outro lado, ainda que caiba a descrigdo de um conjunto con-
vexo, S, contido em outro conjunto convexo?, D, sabemos que suas

9Como a gema dentro de um ovo.
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fronteiras nao sao completamente regulares. Nao hé, todavia, uma
descricao completa delas. Sabemos dizer que sao subvariedades dife-
renciaveis por partes, ou seja, que tais fronteiras sdo unioes de subva-
riedades diferenciaveis com bordo, coladas de maneira menos regular.
Um efeito interessante desta irregularidade foi descrito e observado
na referéncia [CSC+].

10.2 Sistemas Bipartites

A maior parte do que falamos para dois gbits vale para dois sistemas
de dimensao finita. Para um espaco de estados C"™®@C", D(C™ @ C™)
serd um conjunto convexo, compacto de dimensao real m?n? — 1. As
defini¢oes de separabilidade e emaranhamento sdo rigorosamente as
mesmas ja apresentadas.

Exercicio 10.11. Releia a seccgo 10.1 com a preocupagdao de identi-
ficar quais resultados dependem de serem dois qbits e quais se gene-
ralizam diretamente, fazendo a generalizacdo onde adequado.

O critério da transposicao parcial, conforme enunciado, continua
valido; o que nao vale, exceto se m = 2,n = 3, é sua reciproca, e essa
¢é a grande novidade quando passamos a sistemas bipartidos em di-
mensao maior. Ja sao conhecidos exemplos, tanto para m = 2,n = 4,
quanto para dois qtrits, i.e.. m = n = 3, de estados emaranhados
cuja transposta parcial também é um estado possivel [H®398]. Estes
estados sdo chamados PPT-emaranhados, da sigla, em inglés, para
Transposta Parcial Positiva. Isso d4 origem a um interessante pro-
blema em aberto na drea. Autovetores associados a autovalores nega-
tivos da transposta parcial dao origem tanto a testemunhas de ema-
ranhamento, quanto a estratégias para destilar tal emaranhamento:
ou seja, uma maneira de atuar conjuntamente (mas de maneira local:
LOCC é o paradigma adotado) sobre varios representantes deste es-
tado e obter alguma outra quantidade de pares de Bell (pelo menos
de maneira aproximada - a defini¢do precisa envolve o limite assinté-
tico). Na sua auséncia, ndo ha receita para destilar emaranhamento
e a conjectura é a equivaléncia entre emaranhamento PPT e ema-
ranhamento que nao pode ser destilado (o chamado emaranhamento
preso, do inglés bound entanglement).
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Quantificadores

A discussao geral de quantificadores fica mais rica, mas a maioria das
ideias usadas para dois gbits encontra contra-partida em sistemas
bipartites de dimensao finita.

Em especial, dos quantificadores citados na 10.1.2, somente o ema-
ranhamento testemunhado ja foi feito de maneira bastante geral.

A negatividade pode ser redefinida!® como a soma dos médulos
dos autovalores negativos da transposta parcial de p. Pela discussao
anterior, fica claro que existem estados emaranhados com negativi-
dade zero, violando uma das exigéncias para ser um (bom) quantifi-
cador de emaranhamento (ser zero para todo estado separédvel, e ape-
nas para eles). Ainda assim, a negatividade quantifica alguma coisa,
relacionada ao emaranhamento (possivelmente associada ao emara-
nhamento destildvel).

Ja a concorréncia, depois de ganhar status de quantificador por
si 86, também ganhou generalizacoes para sistemas maiores.

Geometria

A geometria dos conjuntos D(C™ @ C™) e S(C™ & C™), literalmente,
ganha mais espago. Nao ha uma visao pictorica tao agradavel quanto
os vetores de Bloch ou os estados T', mas continua véalida a nogao que,
se estamos preocupados em entender o emaranhamento, devemos nos
concentrar nas érbitas da agdo (veja, por exemplo, [SHK])

®: (SU(m) x SU(n)) x D(C™"@C") — D(C™@C")
(Ua,Us).p) — Ua @ Up pUlL @ UL,

Com relagdo ao volume dos estados separaveis, também segue
verdadeiro o resultado que existe uma bola de separaveis centrada no
estado maximamente misto [Z] Por sua vez, a razao entre o volume
de tal esfera e o volume de todos os estados decresce fortemente com
a dimensao.

Para muito mais sobre geometria de estados quanticos, recomen-
damos a referéncia [BZ)].

10H4 alguma discordancia, bem justificada, sobre um fator de escala na defini-
¢ao da negatividade. Portanto, ao utilizd-la ou encontra-la em um texto, é bom
verificar a defini¢do adotada.
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TPS

A discussao sobre diferentes estruturas de produto tensorial, iniciada
na seccao 8.4, também encontra eco aqui. J4 vimos que, para vetores
de estado (i.e.: estados puros), sempre existem TPS tais que um dado
estado é fatoravel e outras em que ele é emaranhado. Sera que isso
se repete para operadores densidade?

E facil concluir que a resposta é nio. Basta considerarmos o es-
tado maximamente misturado, que sera separavel para qualquer TPS.
Em seguida, podemos usar o resultado que para qualquer TPS existe
uma bola de estados separaveis centrada na maxima mistura, para um
argumento de continuidade e compacidade!! permitir concluir que ha
um raio minimo. Ou seja: existe um conjunto com medida positiva
de estados que sao separaveis com respeito a qualquer estrutura de
produto tensorial. Podemos chamé-los de absolutamente separdveis.

10.3 Sistemas Multipartites

Quando o nimero de partes aumenta temos ainda mais espacgo para
encontrar estruturas interessantes. Consequentemente, temos mais
problemas e menos se conhece sobre suas respostas. Vamos explorar
apenas a ponta de um iceberg, para dar o gosto do problema.

Deixando de lado a discusséo (interessante) sobre diferentes estru-
turas de produto tensorial, vamos considerar um espaco de estados
j& decomposto em N fatores (i.e.: partes):

N
E= ®Ei, (10.7)
i=1

onde cada F; é um espago de estados de dimensao finita. Com res-
peito a esta N-particao, é natural definirmos como estados produto
aqueles da forma

p= ® P (10.8)

onde p' € D(E;). Para estes estados, medicoes em partes distintas
serdo estatisticamente independentes. O passo seguinte é definir os

HUDimenséio finita é importante aqui.
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estados separaveis como combinagoes convexas de estados produto e
chamarmos de emaranhados aqueles que estao no complemento deste
conjunto.

Embora faga sentido, tal estratégia tem um grande inconveniente.
Por exemplo, se temos trés partes, usualmente denominadas A, B e
C, somos levados a dizer que um estado da forma p4 @ pB¢, onde pB¢
é um estado emaranhado de duas partes, é também um estado ema-
ranhado (visto que nédo é separavel). Claramente o ponto é que ainda
temos varias parti¢oes para o conjunto {1,2,..., N}, correspondendo
a “desfazer” separagoes entre certas partes, ou seja, considera-las con-
juntamente. O exemplo especifico trata de um estado separavel (até
fatoravel) quando consideramos a particao {{A}, {B,C}}.

Para contornar esse inconveniente basta lembrarmos que separa-
bilidade (consequentemente emaranhamento) é sempre definida com
respeito a uma particio dadal?. Dessa forma, a equacdo (10.7) de-
termina a particdo mais fina que estamos dispostos a considerar, ou
seja,

N
{1,2,...,N}:U{i},

mas outras particdes mais grossas que esta sdo permitidas. Dada
uma partigdo P de {1,2,..., N}, com P; denotando os conjuntos da
partigdo e ¢ = ¢(P) a quantidade de conjuntos da partigdo (natural-
mente 1 < ¢ < N), vamos definir estados P-produto como aqueles da
forma

q
p=@Q)r", (10.9)
i=1

onde pI € D ® E; |, ouseja, pP é um estado conjunto das partes
JEP;

relacionadas em P;. Da mesma forma que antes, as combinagoes

convexas dos estados P-produto serao ditas P-separaveis, enquanto

estados que nao sao P-separaveis sao chamados P-emaranhados.

12De maneira mais geral, com respeito a estrutura de produto tensorial consi-
derada, mas deixemos isso de lado.
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)3

Exercicio 10.12. Mostre que se R € um refinamento de P, todo
estado R-separdvel é também P-separdvel. Enuncie e compreenda a
contrapositiva dessa afirmagdo.

Exercicio 10.13. Se Py e Ps sdo duas partigoes de {1,2,...,N}, o
que podemos afirmar sobre um estado que é P1- e Po-produto? E P-
e Pa-separdvel? E Py- e Pa-emaranhado?

O exercicio 10.12 define uma hierarquia (ndo-completa) de ema-
ranhamentos, a partir das possiveis partigoes. Podemos ainda definir
uma nova estratificacdo a partir do nimero ¢ de conjuntos da parti-
¢do. Seja T4 o conjunto de todas as particoes de {1,2,...,N} em ¢
conjuntos. Um estado sera dito g-separavel se puder ser escrito como

p=> ppp’, (10.10)
PeYT,

onde p” € S(®je7> Ej), ou seja p¥ é um estado P-separavel e (pp)
é um vetor de probabilidades.

Exercicio 10.14. Mostre que para todo p € (0,1) o estado
pl0){0] @ [W_W(W_| + (1 = p)|¥_)(¥_| @ |0)(0]

€ 2-separdvel, sem ser P-separdvel para nenhuma 2-particao do con-

junto {A, B,C'}.

Exercicio 10.15. Mostre que se r > q, todo estado r-separdvel é
também q-separdvel. Em particular, verifigue que todo estado € 1-
separdvel e que o primeiro conceito de separabilidade apresentada
corresponde a N -separabilidade.

Nesta direcdo que estamos indo, poderfamos discutir varios té6-
picos interessantes, mas que serao deixados para uma outra oportu-
nidade. Poderiamos usar o conceito de didgmetro de uma particao,
correspondendo a cardinalidade do maior conjunto, e definir separa-
bilidade com respeito a partigoes de didmetro maximo dado. Além
disso, poderiamos investir em dois conceitos interessantes: estados
reduzidos (aqueles que obtemos quando ignoramos alguma parte) e
estados condicionais (aqueles que consideramos depois de realizar al-
gum teste, neste caso em uma das partes, e obter algum resultado).
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Também ha bastante interesse em considerar uma situacao do tipo
grafo em estrela, onde uma parte especial tem contato com varias
partes “similares” e descrever como essas partes similares restringem
propriedades do estado da parte especial...

10.4 Um tantinho mais de Fisica

Os conceitos apresentados até aqui também trazem consequéncias e
interpretagoes muito interessantes. Uma compreensao erronea das
correlacoes de um par EPR'3, por exemplo, faz com que se pense que
é possivel “mandar mensagens” diretamente por essas correlagoes,
afinal “quando Ana mede na base Z e obtém 1, ela sabe que Bernardo
obterd 0 caso meca na mesma base Z.” Vamos explicar por que,
embora nao haja nada de errado nessa frase, ela ndo permite concluir
pela utilidade para comunicacdo deste “conhecimento” de Ana.

A afirmacdo em questdao é condicional: “quando Ana mede na
base Z e obtém 1... Ana ndo tem como escolher o resultado de
sua medicao. Vocé pode fazer a objecao: “mas mecanica quéntica
nao trata do conceito de preparacao de estado, em geral fazendo um
teste e descartando as alternativas indesejaveis?” Sim, novamente
uma frase correta. Mas que supde que quem atua sobre o sistema e
descarta os casos indesejaveis tem acesso ao sistema todo. Para ser
aplicada a este caso, Ana deveria dizer a Bernardo se deve manter a
sua parte do par, ou descartd-la. E, para isso, ela precisou usar co-
municacdo. Mais precisamente, precisou enviar um bit de informacao
(descartar ou manter), para que o par seja capaz de “comunicar” um
bit: o resultado da possivel medi¢ado de Bernardo na base Z.

Esta discussao pode ser refraseada em termos de estados reduzidos
e estados condicionais. Para um estado de Bell (8.1), os estados redu-
zidos sao sempre maximamente misturados. Ou seja, qualquer teste
que Ana ou Bernardo decidam fazer possui resultados equiprovaveis.
O ponto interessante e importante é que, ainda que localmente equi-
provaveis, esses resultados estao muito longe de serem independentes,
ja que os estados condicionais sao sempre puros: feito um teste local,
digamos por Ana, o estado condicional do sistema é puro e fatoravel;

13Se preferir, chame de par de Bell. Mas aqui é justo fazer uma homenagem a
quem mais se incomodou com o que parecia spooky action at a distance.
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existe um teste local de Bernardo com resultado certo. Ela, de fato,
sabe o resultado que Bernardo obtera, caso faca o referido teste. Mas
isso nao é mais que a discussao da semi-moeda feita no capitulo 8.






Posludio

Passado o principal e ja nos aproximando do fim do curso, nos pro-
pomos agora a dar um rapido passeio por temas, em algum sentido,
mais avangados.

A mecanica quantica na reta é mais avangada por exigir espagos
vetoriais de dimensao infinita. Por outro lado, ndo conseguiriamos re-
agir a um critico que reclamasse de um livro sobre mecanica quantica
que nao tratasse do problema fisicamente mais basico: quantizagao
de uma particula sujeita a um potencial, incluido ai o onipresente
oscilador harmonico.

A versao quantica dos sistemas de func¢oes iteradas é avancado por
ser assunto de pesquisa recente, com o mérito adicional de ter tornado
dois dos autores deste livro co-autores'*. Também nio poderiamos
evitar as criticas e acusagoes de ingratidao se nao incluissemos tal
assunto na nova etapa desta parceria.

A questao de bem entender em que a mecénica quantica difere do
pensamento classico é avancada em varios sentidos. Aqui, mais uma
vez, s6 conseguiremos tocar a ponta de um iceberg. Ainda assim, sera
possivel apresentar algumas demonstragoes de como falham algumas
hipéteses aparentemente naturais.

A sensacgao é que o curso e o livro ja estao perto do fim, mas as
notas finais devem convidar o estudante a seguir buscando conheci-
mento.

14E de certa forma, serem parte da origem deste livro.






Capitulo 11

Um Pouco de Mecanica
Quantica na Reta

Neste capitulo falaremos sobre a mecanica quantica num intervalo
da reta, ou na propria reta. Usaremos agora um espaco de estados
que é mais sofisticado que os ja descritos até aqui, por isso pedimos
licenga para uma certa informalidade e ainda alguma confianga do
leitor pois a justificativa de algumas passagens é mais sofisticada e
serd omitida. Acreditamos, no entanto, que a intuicao obtida com os
exemplos estudados até agora serad suficiente para tornar ao menos
palataveis os resultados que serao expostos.

11.1 Particula Classica na Reta

A melhor descrigao classica feita pela mecénica de uma particula na
reta envolve basicamente o conhecimento, em cada instante, de duas
coisas: sua posi¢ao, representada por um ponto na reta, e sua veloci-
dade. A posicao serd representada pela varidavel x e o momentum da
particula (que, também nos casos mais simples, vem a ser o produto
de sua massa pela velocidade) é representado por p.

Quando a particula esta sujeita a acado de um campo de forgas,
F: R — R, podemos descrever seu movimento por meio da lei de

163
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Newton: )
dp d
= — =m—=x = ma, 11.1
dt dt? ( )
com condigdes iniciais 2(0) = o e v(0) = 4 z(0) = vy.
Um campo de forcas pode ser convenientemente representado por
um potencial, uma funcdo V: R — R tal que

d
—EV(JU) = F(x).

Nao é dificil ver que podemos obter uma funcao V satisfazendo essa
propriedade se definirmos

Viz) = — /O F(s)ds.

O leitor pode entao se perguntar o porque da escolha do ponto 0
como extremo inferior da integral e a resposta é que isso é apenas
uma convencao; se 0 for trocado por qualquer outro ponto sera obtida
uma nova fungao V' que continua satisfazendo a condicao acima. De
fato a diferenca entre essas fungoes serd uma constante (pois ambas
tém a mesma derivada).

Com essa func¢ao potencial podemos reescrever a equacao de New-
ton numa versao conhecida como mecéanica hamiltoniana, que consiste
essencialmente em se definir uma funcéo (a funcdo de Hamilton)

H(p,z) = % +V(x) (11.2)

e tomar como equacodes de movimento as equagoes de Hamilton

G- o

P (11.3)
a _ 9y
dt B ox

O leitor nao tera dificuldades em ver que o sistema acima equiva-
le & lei de Newton. A mudanca essencial é de interpretacdo. En-
quanto na versao newtoniana buscamos a funcao z(t) utilizando uma
EDO de segunda ordem, na mecanica hamiltoniana queremos enten-
der o par (z(t), p(t)), governado por uma equagao de primeira ordem;

%—g, —%—f) é um campo vetorial no chamado espaco de fase do sis-

tema.
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11.2 Particula Quantica

Devemos agora procurar descrever uma versao quantica do problema.
Para isso a primeira coisa a se fazer é identificar qual o espago de
estados adequado para isso.

Precisamos descrever uma particula na reta e temos um espaco ve-
torial naturalmente associado a ela que é o espaco L?(R). O produto
interno é definido como sendo

(flg) = /}ng(:c)dx.

Este parece ser um espago bastante conveniente para representar a
posicao da particula.

Precisamos entao compreender como representar os operadores
de posi¢do e momentum, pois essas sdo as quantidades béasicas que
desejamos obter em medigoes na mecanica. Seguindo o procedimento
usado até aqui, esses devem ser operadores auto-adjuntos em LZ2.
Para a posigao, o operador natural é considerar

Ti=u, (11.4)

cuja agdo sobre uma fungdo é a seguinte: &f := xf(z).
O operador momentum, por sua vez, é dado por

b= i, (11.5)

. Ap  .df
ou seja, pf = —ig-(x).

Podemos verificar a comutatividade (ou ndo) dos operadores & e
p; para isso usaremos uma fungio auxiliar ¢ (que assumimos diferen-
cidvel):

[2,pl¢ = (&p — pT)p =
d d d d

ou seja,
2,5] = é; (11.6)

sendo assim os operadores de posicdo e momentum ndo comutam e
para esse par vale também a relagdo de incerteza do teorema 7.1
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(é bom lembrar, no contexto de espacos de dimensdo finita; mas a
generalizagdo pode ser feita sem problemas com o uso de algumas
ferramentas mais avancadas):

Var(@) Var(s) > 1|(wlfe gl = Tlwle)f = 5. (L)

A~ =

pois assumimos que 1 é um vetor normalizado. Essa é a conhe-
cida relagdo de incerteza momentum-posicdo que foi originalmente
encontrada por Heisenberg. Em particular, como o comutador é pro-
porcional a identidade, a relacao de incerteza é a mesma para todo
estado , o que significa que, ndao podemos ter a dispersao das medidas
de posicao e a dispersao das medidas de momentum arbitrariamente
pequenas.

11.3 O Operador Hamiltoniano e a Equa-
cao de Schrodinger

O operador hamiltoniano é uma versao operatorial da funcao ha-
miltoniana que foi mostrada no inicio. Usando a notacdo H vamos
defini-lo como

- 1, .5 . 1 d?
H=—@p) +VE) =—-—-—+V() (11.8)
2m
ou seja, temos um operador diferencial.
A equacdo de Schrodinger, que descreve a evolugdo temporal de
um estado, é dada por p
HY = dt\p’
onde ¥ é visto como vetor no espaco de estados apropriado. Ao
lembrarmos que este é um espaco de funcoes na variavel x, teremos
de fato uma equacao diferencial parcial

(11.9)

1 92 0
~ V=i (11.10)

Para resolvermos equagoes como esta (note que o operador H é
linear) um método bastante empregado é o da separagao de varidveis,
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que é usado para se obter um candidato a solugdo (e depois é preciso
usar algumas técnicas um pouco mais cuidadosas para verificar que o
candidato a solugdo é de fato uma solucdo da equagdo em questao).
A separacao de varidveis consiste em se procurar solugoes da equa-
¢ao na forma de produto de fungdes de apenas uma variavel, ou seja,
U(x,t) = ()T (t). Depois, usando-se a linearidade, pode-se combi-
nar estas solugoes para entao tentar produzir a solugao do problema
original, que inclui condigoes adicionais.

Usando a hipoétese de que ¥ = ¢T na equagao de Schrodinger,
temos

,Ld_2¢T+V( YT = 'wiT
2m dax? . W

Dividindo ambos os lados por ¥T obtemos

—omde H V@)Y _igT

v T

Note que o lado esquerdo depende apenas da variavel x e o lado direito
apenas da varidvel t. A tnica situacdo em que estas duas funcoes
de variaveis distintas podem ser iguais é se ambas sdo constantes
e a constante, obviamente, é a mesma; esta costuma ser chamada
de constante de separacao e serd denotada por E. Desta maneira
obtemos duas equagoes diferenciais ordinérias lineares:

1 d?
d .
— 1 = —1 . .
T = —iET (11.11b)

A primeira equagdo é conhecida como equagdo de Schrédinger in-
dependente do tempo, e sua solu¢ao pode ser mais ou menos dificil
dependendo do potencial V(z) que se utiliza. A segunda equagio tem
uma solucao simples, a funcao

T(t) = e Pt

Isso mostra que para potenciais independentes do tempo, a di-
ficuldade de se encontrar solugoes estd concentrada na obtencao de
¥ (x) pois a parte temporal tem uma solucao simples. No que segue
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abordaremos alguns casos simples onde é possivel obter ¢ de maneira
explicita.

A constante de separagdo F também merece algumas palavras.
De fato ela corresponde aos autovalores do operador H, pois satisfaz

Hy = Ev. (11.12)

A fungao de Hamilton na mecanica classica é uma constante de mo-
vimento associada a energia mecanica do sistema; os autovalores de
H na mecanica quantica correspondem a energia do sistema quéantico
em questdo. Muitas vezes (como no exemplo que daremos a seguir),
esses autovalores formam um conjunto discreto e portanto a ener-
gia ndo pode assumir um continuo de valores, como habitualmente
acontece no caso classico, mas apenas um conjunto discreto, sendo
entdo quantizada. Esse é um dos aspectos chave da teoria quéantical.
Quanto a fungdo ¢ (que é um vetor, um elemento de um espago de
estados conveniente), sua interpretacdo é a seguinte: a probabilidade
de encontrar uma particula descrita pelo estado v (atengdo, esta-
mos usando a palavra estado novamente no sentido de vetor!) num
intervalo I da reta é dada por

Plxel)= /[ [v(s)|*ds.

11.4 A Particula em uma Caixa Unidi-
mensional

11.4.1 Caso Cléassico

Queremos obter o comportamento de uma particula livre que se mo-
vimenta dentro de uma caixa unidimensional; ou seja, sua posicao é
representada como sendo um ntimero real no intervalo [0, L], onde L
é o comprimento da caixa. Se a particula é livre entao ela se move
sem a influéncia de uma forca exterior dentro da caixa e assim sua
velocidade é constante pois pela lei de Newton

ma = F = 0.

IE origem do seu nome.
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Logo a aceleragdo (que é a variagdo de velocidade) é nula. Porém,
quando a particula colide com as paredes da caixa (situadas em 2z = 0
e x = L), ela sofre a agdo de uma forca que tende a fazé-la continuar
dentro da caixa. Estamos assumindo que essa colisao é perfeitamente
elastica e que a parede é um objeto sélido com massa infinitamente
maior que a da particula: nesse caso o efeito da colisao é o de simples-
mente trocar o sentido do movimento, fazendo com que a velocidade
da particula troque de v para —v logo apods a colisdo. Em resumo,
temos um movimento no qual a particula tem velocidade com médulo
constante, mas com o sinal (isto é, o sentido do movimento) que troca
a cada colisdo, o que nao deve surpreender o leitor.

Podemos agora fazer uma pergunta mais divertida: se fixamos um
intervalo qualquer [a, b] dentro da caixa, qual é a fragdo de tempo, em
média, gasta pela nossa particula dentro desse intervalo? Formulando
a questao de maneira mais precisa: fixando um instante 7 > 0, qual
a parcela de tempo entre 0 e T na qual a particula esteve em [a, b],
ou seja, qual o comprimento do conjunto

{t€0,T): x(t) € [a,b]}?

Como a velocidade é constante (em intensidade), esse tempo de
fato é proporcional ao comprimento do intervalo e serd entéo [b—a|/L
(pois dessa forma a fragao de tempo de ficar em [0, L] serd exatamente
1, como poderiamos esperar). Podemos interpretar essa razao de
forma probabilista: esse nimero é a probabilidade de se observar
esse sistema cldssico e encontrar a particula no intervalo [a, b].

11.4.2 Caso Quantico

Agora devemos fazer uma descricao quantica do sistema e, dada a
sua relativa simplicidade, investigar se ha alguma relagao facilmente
visivel entre o classico e o quantico.

Comecgamos por encontrar o espaco de estados adequado; como o
nome do capitulo indica, pensamos inicialmente na reta. Mas o que
significa o fato da particula estar na caixa? Como comparamos com
as paredes classicas discutidas anteriormente? Significa que queremos
probabilidade zero de encontrar a particula fora da caixa e isso é
consistente com pensar que, no intervalo [0, L] temos um potencial
constante, enquanto fora desse intervalo temos um outro valor, muito
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maior, com a diferenga entre esses valores bem maior que qualquer
parametro? de interesse no problema. E o que os fisicos resumem por
“infinito”. Com isso, vamos trabalhar com fungdes de L?(R — C) que
se anulam fora de [0, L]. Mais ainda, é natural pedirmos que essas
fungoes tenham certas regularidades (se V fosse C*° exigirfamos ¥ de
classe C%, mas como V nio é sequer continua, exigimos apenas ¥ €
CY). Com isso, é razoavel considerarmos como espaco de estados para
o problema da particula na caixa o subespaco de L?([0, L]) composto
pelas fungoes duas vezes diferencidveis em (0, L) e que se anulam na
fronteira. Como a particula é livre, o potencial é nulo e estamos
usando a equagao de Schrodinger independente do tempo

d2
da?

P(z) = Ey(x)

(onde, por simplicidade, assumimos que a massa m = 1/2) com con-
digdes de fronteira ¥ (0) = (L) = 0. Devemos entdo resolver esse
problema de autovalores.

Nesse caso a solucao nao é dificil: as fungoes ¥ = COS(\/E,T) e
o = sen(\/ﬁx) claramente satisfazem a equacao acima; como esta é
linear entao as combinagoes lineares de 11 e ¥y também sao solugoes,
o que nos da a forma geral de uma solu¢ao como sendo

1/1(.’1]) = Alwl + AQwQa

com constantes A; e Ay que devem ser encontradas de forma que a
condigao de fronteira seja satisfeita (e também a condigdo de norma-
lizagdo, uma vez que o significado dessa funcao é expresso em termo
de probabilidades):

0=1¢(0)= A

0=1t(L) = Ay senVEL.

Desta forma notamos que os valores possiveis para F, ou seja, os au-
tovalores, obedecem sen(\/ EL) = 0; rotulando-os por n = 1,2,.. .,

temos
E, =n*(r/L)%.

2Comparével.



[SEC. 11.4: A PARTICULA EM UMA CAIXA UNIDIMENSIONAL 171

Observagao 7. O leitor conseque imaginar uma boa razao para nao
incluirmos n = 0 nas solucoes acima? Afinal, se E =0 a equagdo é
claramente satisfeita... Bem, note que para E =0 a autofuncao cor-
respondente é ¥(x) = 0, a fung¢io nula. E esta fungdo, multiplicada
por uma constante, continua sendo nula. Desta maneira temos um
vetor nulo, que ndo vai nos ajudar a gerar nenhuma solugdo interes-
sante e por isso nao o incluimos na lista de solugoes.

Estes s@o os autovalores do operador (e hd uma infinidade deles, ao
contrario do que se passava até aqui, quando consideravamos apenas
espagos vetoriais de dimensao finita); as autofungoes correspondentes
(j& normalizadas) sdo, respectivamente,

2
wn(x)zwzsen?, n=12,...

Um estado em geral é, entdo, dado por uma série (que é uma espécie
de combinagdo linear, mas com infinitas parcelas) que envolve as
autofungoes encontradas acima:

¢ = Z ann-
n=1

(Naturalmente deve-se pensar no problema da convergéncia num caso
deste tipo, mas preferimos deixar esta questao de lado neste texto).

11.4.3 Um Exemplo de Limite Classico

Vamos usar o exemplo da particula na caixa para tentar entender
como a mecanica quantica se relaciona com a mecanica classica. Mais
uma vez, ficaremos apenas com um exemplo bastante simples, que é
o seguinte: queremos compreender como a probabilidade de se en-
contrar uma particula num certo intervalo [a, b] varia quando consi-
deramos as autofungoes da subsecao anterior para energias cada vez
maiores, ou seja, no limite quando o nimero n tende a infinito. Se
temos uma particula no estado 1, a probabilidade de encontra-la no
intervalo [a, b] é dada por

9 NS

Pr(z € [a,b]) = / [ (5)[*ds = %/[ ’ sen Tds =

[a,b]
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2/ LECOS(QE) ge lo—al 1 (2172
Ll Juy\2 2 L T 2w ML

Quando tomamos o limite de n — oo o segundo termo tende a zero
(pois o seno é uma fun¢ao limitada) e portanto

b

a

P, (x € [a,b]) — |bL—a|7

ou seja, para os estados descritos por ntumeros n elevados (que corres-
pondem fisicamente a situagoes de energias bem elevadas) obtem-se
que a probabilidade de encontrar uma particula no intervalo [a, b] estd
cada vez mais proxima da probabilidade que ja haviamos calculado
no caso classico.

Exercicio 11.1. Refaca a discussdo acima com n fizo e L — 0.

11.5 O Oscilador Harmonico

Vamos agora considerar um exemplo bastante interessante de sistema
quantico, o oscilador harménico. Trata-se de uma particula que se
move na reta e estd ligada a origem por uma forca do tipo F' = —kzx.
Ou seja, quando a particula esta na regiao de x positivo a forca é ne-
gativa e quando a posigao é negativa temos uma forca positiva. Dessa
forma a forca sempre tende a levar a particula de volta a origem. O
exemplo tipico da mecanica é uma mola, que sempre tende a restaurar
o equilibrio®.

Para descrevermos essa situagao no contexto de uma particula
quantica devemos comecar por encontrar o potencial que corresponde
a forga acimas:

3Importante entender a onipresenca de osciladores harménicos em fisica: se
descrevermos qualquer sistema mecanico por um potencial, da mesma forma que
estamos fazendo aqui em dimensdo 1, seus minimos (classicamente) serdo pon-
tos de equilibrio estaveis. Genericamente, podemos aproximar tais minimos por
fungoes quadréticas a partir deste ponto, a chamada aprozimagdo harmonica.
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Seguindo a prescricao ja usada neste capitulo agora temos de con-
siderar o operador hamiltoniano

N 1
H=—p* 7
om? +V(@),

~ . ~ .9 AN\ 2
onde p é o operador momentum, p = —iz- e V(&) é o operador que

multiplica uma fungdo ¥ (z) por V(x).
A equagao de Schrodinger independente do tempo, (11.12), agora
fica sendo?*

(9* + ) p(x) = Ey(x).

Nosso objetivo é encontrar as fungoes 1 e os respectivos valores de E
que satisfazem a equacao acima.

Esta é uma equagao diferencial ordindria que pode ser resolvida
pelo método das séries de poténcias: essa técnica consiste em se supor
que ¥ (x) pode ser escrita na forma

’L/J(.Z') = Z anx",
n=0

substituir na equacao diferencial e obter uma relagao de recorréncia
envolvendo os coeficientes a,. O leitor pode encontrar essa aborda-
gem em diversos livros, por isso nao prosseguiremos nessa direc¢ao.
Vamos usar uma outra técnica, mais algébrica, que consiste em
definir o operador
a =1+ 1ip; (11.13)
note que
a* ="+ (ip)" =1 —ip # a.
Dessa forma, esse operador nao é auto-adjunto e portanto nao repre-
senta um observavel. No entanto, note que
Ak A ~ RN N ~2 A2 TA A S
a*a= (& —ip)(&+1ip) =2°+p° +i[2,p)=H — L.
Ou seja, H = a*a+ 1.

*

Exercicio 11.2. Mostre que o operador a*a € auto-adjunto.

1

4Por simplicidade, adotamos m = 3

e k = 2. Veja o exercicio 11.10.
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Denotaremos por No operador auto-adjunto a*a. Entao podemos
verificar que N é um operador positivo: de fato

Wlaray) = (aylay) = |lay|”* > 0,

para qualquer vetor 1. Podemos nos perguntar se existe algum vetor
1o tal que @y = 0 (e portanto, Nipy = 0). A resposta é sim, e nao
é dificil obter tal vetor: a equacdo awy = 0 corresponde & equagao
diferencial

.T’L/Jo($) + %’l/b(l‘) =0. (11.14)

Esta é uma equagao diferencial separavel e o leitor nao tera dificul-
dade em verificar que a solugao geral é dada por

22

o(z) = Ae™ 7,

onde o médulo da constante A pode ser determinado usando-se a
normalizacao de 1)g:

1 = (Yol ) = / AP dz = | AP V7

e, com a fase escolhida real positiva,

tolx) = #e‘zz. (11.15)

Agora podemos ver que
Hipo = (a*a+ 1)gho = a*agho + 14h = 1y,

ou seja, Yy é autofuncao de H correspondente ao autovalor 1. E de
fato 1 é o menor autovalor possivel para H, pois se temos H¢ = \¢
para algum ¢ # 0 entao

Hp=Nop+1p=Xp= Nop=(\—1)¢.

Mas N ¢é positivo, ou seja

0< (6|80) = (0l - 1)o) = (1 - D){glo)



[SEC. 11.5: O OSCILADOR HARMONICO 175

e assim A > 1, ou seja, o menor autovalor possivel para H é 1. Desta
forma ja encontramos, com 1)y, a autofuncao associada ao estado
de menor energia do oscilador harménico, muitas vezes chamado de
estado fundamental.

O leitor pode perguntar nesse momento sobre a possibilidade de
existéncia de outras autofungoes linearmente independentes associa-
das ao autovalor 1; a preocupacao é legitima.

Exercicio 11.3. Use o Teorema de FExisténcia e Unicidade para a
equagio (11.14) para concluir que o auto-espago associado ao auto-
valor 1 de H é unidimensional.

Queremos agora encontrar outros autovalores e suas respectivas
autofuncoes. Para isso note que

aa* = H+1.

Agora considere 1 = a*i (vocé consegue obter explicitamente a
fungdo v (z)?). Para este vetor,

Hy = Ha*oo = (6% a + 1)a*o = a*aa*vo + 1 =
a* (ﬁ + 1)% + 4y = a* (o + o) + 1 = 3.
Ou seja, 1&1 é autovetor de H com autovalor 3. Mas note que

[1]| = (@wolago) = (volaa*wo) = 2|lwol” = (11.16)

Assim, podemos escolher o autovetor normalizado como sendo

o = %J}l.

De forma andloga, podemos definir wg = a* 1y = (a ) g e o leitor
pode verificar que teremos H gy = 51ba, e repetindo o procedimento
de normalizagdo, eq. (11.16), podemos definir

de maneira geral,

(@) o (11.17)
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serd autofungao normalizada de H, com o autovalor associado (2n +
1).

Exercicio 11.4. Use o fato de H ser positivo e o exercicio 11.3
para mostrar que com o procedimento descrito geramos todos os auto-
espacos de H. (Sugestdao: suponha uma outra autofuncio, ¢, e apli-
que o operador @ a ela.)

Podemos usar agora essas solugoes para obter o valor esperado
de determinados observaveis. Como exemplo, vamos calcular o valor
esperado de 22 no estado 1,. J4 sabemos que esse valor esperado
é dado pela expressao <1/)n‘:%21/1n > Agora note que, em fungdo dos
operadores @ e a* podemos escrever

ptta (11.18)
2
e entao
~2 1 PN YA Ak 1 A2 A Ak Ak oA Ak 2
= Z(aJra )a+a*) = Z(a +aa* +a*a+ (a") )
Logo
(Yn|#0n) =

3 (0l + (nlad” g Y wnlaava) + (vn](@)20n )).
Analisemos cada termo da expressao acima com calma:
(6] @00 ) o (Wnltns2) = 0

visto que os vetores v, sao autovetores associados a autovalores dis-
tintos de H. De forma similar podemos ver que <1/1n’d21/1n> tam-

bém ¢ igual a zero. Para os outros termos note que a*ta=H—1e
aa* = H + 1. Desta forma

Wala*avn) = (| (f = 1)n ) = (¥

2n+1)—1=2n

(f[—i— 1)wn> = <wn

<wn|AA* >:<"/Jn ﬁwn>+<wn|wn>:
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Cn+1)+1=2n+2.

Portanto temos

($n]890) = (@0 +2) +20] =n + %

1
4
Exercicio 11.5. Calcule <1/)n |ﬁ21/)n> e verifique o que acontece com
a relagdo de incerteza de Heisenberg nesses estados.

Note que mesmo para o estado de mais baixa energia, n = 0, temos
incerteza associada ao observavel x. Este fato gera bastante discus-
sao, alguma confusdo e uma nomenclatura interessante: tratam-se
das flutuagoes de ponto zero, ou ainda flutuagoes quanticas.

11.6 Exercicios

Exercicio 11.6. Reflita um pouco sobre a influéncia do tamanho da
caixa nos niveis de energia da particula no caso da se¢io 11.4.

Exercicio 11.7. Para as autofuncgoes da particula na caixa obtenha
0s valores esperados da posicdo. Lembre que

(#) = (play) = /0 ol ()2

Procedendo de forma similar, obtenha os valores esperados do mo-
mentum.

Exercicio 11.8. O leitor deve tentar resolver o problema da particula
em uma caiza considerando agora que esta estd entre —L/2 e L/2.
Como sdo os autovalores? E os autovetores?

Exercicio 11.9. Obtenha expressoes fechadas para a*i, e a,.

Exercicio 11.10. Refaca a discussdo do oscilador harménico man-
tendo as constantes m, k e h. Lembre-se que para definir operadores a
e a* é necessdrio somar objetos de mesma dimensio®. Provavelmente

k
vocé gostard de definir w =/ —.
m

5No sentido fisico da palavra: comprimentos sé podem ser somados a compri-
mentos, ndo a velocidades ou grandezas de outras dimensoes.



Capitulo 12

Sistema de Funcoes
Iteradas Quantico

Neste capitulo desejamos introduzir o interessante conceito de sistema
de fungoes iteradas quantico, alvo de estudos recentes na literatura.
Para entender esse objeto devemos rapidamente ver o que é um sis-
tema dindmico, um sistema iterado de fungoes e por fim ver como
esse aparece de forma natural no contexto da mecanica quantica.

12.1 Sistemas Dinamicos

Por sistema dindmico entendemos o seguinte: um conjunto X (em
geral um espago métrico) e uma aplicagdo f: X — X, que pode ou
nao ter uma inversa f~! e com algum grau de regularidade (continui-
dade, diferenciabilidade). Um dos objetivos é tentar entender o que
ocorre quando se aplica a fun¢ao f a um ponto x € X por diversas
vezes: em suma, caracterizar o conjunto

{z, f(), f(f (), F(f( (), -}

(conhecido como 6rbita do ponto x) seus pontos de acumulagéo, como
esse conjunto varia quando variamos o ponto inicial z, dentre ou-

178
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tras perguntas. Nesse contexto é comum denotar f(f(x)) por f?(x),
para dizer que a funcao f foi iterada duas vezes; de forma similar
f(f(f(z))) é denotada simplesmente por f3(x) e assim sucessiva-
mente. Portanto f™(z) representa a composicao de f n vezes, e nao
a n-ésima poténcia de x (que pode nem mesmo estar definida pois x
nao precisa estar em um conjunto numérico).

Exemplo 12.1. Considere X = [0,1] e f(z) = /z, que é uma fungio
continua e invertivel nesse intervalo. Se comecamos com x = 0,
entdo é claro que f(0) = 0 = f2(0) = --- = f*(0) para todo n
natural; o mesmo ocorre se comegamos com x = 1: temos f(1) =
1= f2(1) = ... = f(1). Estes dois pontos, por razdes ébvias, sio
pontos fizos para f e nesses casos a descricao da orbita e dos pontos
de acumulagio da mesma € imediata. E para um x € (0,1)% Note
que f(x) > x para pontos nesse intervalo e o que de fato ocorre é que,
nesse caso, f™(x) — 1 quando n cresce.

Observagao 8. O leitor pode ilustrar o que ¢ descrito no ultimo
exemplo usando uma calculadora e apertando diversas vezes a tecla
de raiz quadrada.

Exemplo 12.2. Seja X =7Z e f(x) = x4 1. Nesse caso temos uma
dinamica que claramente vai para +0o qualquer que seja o ponto x
inicial.

12.2 Sistema de Funcoes Iteradas

Sem tentar ser o mais geral possivel, podemos ver um sistema de
fungoes iteradas como sendo formado pelos seguintes elementos: um
conjunto X, aplicagoes f;: X — X, ¢ = 1,2,...,k, e numeros reais
nao negativos p;,i = 1,...,k tais que p1 + po +---+pr = 1, 0
que permite interpreta-los como sendo uma probabilidade sobre o
conjunto {1,2,...,k}.

Nesse caso, no lugar de iterar apenas uma funcao f, devemos es-
colher um indice em {1,2,..., k}, digamos j, com probabilidade p, e
entdo iterar f;. Dessa forma, a evolugdo de um ponto z sob a dina-
mica é de fato uma evolugao aleatéria. Podemos entao perguntar o
que ocorre com a evolugao de um certo ponto para diferentes sorteios.
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Exemplo 12.3. Seja X = [0,1], fi(z) = x/3 e fa(z) = (2+ 2)/3,
com p1 = pa = 1/2. Onde estd contida a dinamica limite nesse caso?
Vejamos: apos o primeiro iterado a imagem estard contida na ima-
gem de f1 ou na imagem de fo, respectivamente, os conjuntos [0,1/3]
e [2/3,1]. Apds o sequndo iterado, a imagem estard contida na ima-
gem, por f1 ou f2, dos dois intervalos anteriores, que sao os conjuntos
[0,1/9], [2/9,3/9], [6/9,7/9] e [8/9,1]. Na prézima etapa ficaremos
com oito conjuntos, com comprimentos iguais a 1/27 e assim suces-
sivamente. FEsta construcdo, como o leitor ja deve ter percebido, €
exatamente a do conjunto de Cantor: de inicio € retirado o intervalo
(1/3,2/3); depois, nos intervalos fechados restantes, retira-se o ter¢o
central. Desta forma, a dindmica desse Sistema tem como conjunto
limite exatamente o conjunto de Cantor K.

Exemplo 12.4. Seja X =Z, f1(x) = xz+1 e fo(z) =x—1, comp; =
p2 = 1/2. Nesse caso podemos interpretar a dindmica da sequinte
forma: temos probabilidade 1/2 de iterar fi, que representa dar um
passo de comprimento 1 para a direita e probabilidade 1/2 de iterar
f2, ou seja, dar um passo de comprimento 1 para a esquerda. Fsse
¢ um modelo bastante conhecido e estudado, conhecido como passeio
aleatorio. Supondo que comecamos em x = 0 e fazemos N iteragoes,
¢ fdcil obter a probabilidade de estar em um certo n € Z.

12.3 Sistema de Funcgoes Iteradas Quan-
tico

Imaginemos agora a seguinte situagdo: temos um sistema quéntico
cuja evolucao estd sujeita a algum tipo de ruido ou flutuacdo que
é aleatoria. Uma forma de modelar este caso é pensar que temos
nao uma evolugdo temporal (descrita por um operador unitério U)
mas sim um conjunto de operadores unitarios U;,j € {1,2,...,k} e
probabilidades p;.

O estado do sistema quantico pode ser descrito, como previa-
mente, por uma matriz densidade p. A evolugao temporal do sistema
entao é dada por

k
O(p) =Y p;U;pU;. (12.1a)
j=1
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Néo é dificil verificar que se p é uma matriz densidade entdo ®(p)
também é matriz densidade, ou seja, ® é uma aplicagao no espaco de
matrizes densidade. Este é um espago interessante porém nao é um
espago vetorial (lembre-se, as matrizes densidade tem trago um, mas
a soma de matrizes de traco um tem trago igual a dois, e portanto nao
estd no espago), o que nos impede de usar as técnicas bem conhecidas
da algebra linear. Para contornar este problema lidaremos com uma
extensao de ® para matrizes d X d quaisquer, que continuaremos
denotando por ®:

k
(X) =Y pU;XU;. (12.1b)
j=1
Desta forma note que
k
(X +)Y) ij (X +AY)U ZpJUXU*—I—)\ZpJUYU*
j=1 Jj=1

e portanto ® é uma aplicagao linear de M4(C) que entdo pode ser
representada por uma matriz (qual a dimensdo dessa matriz?).
Nesse contexto torna-se totalmente natural procurar solucées em
X e )\ da equacao
D(X) = AX,

que nada mais é do que uma equagao para autovalores e autoveto-
res. Dessa maneira a existéncia de solugoes é algo ja garantido por
resultados bésicos de algebra linear.

O espago My(C) admite um produto interno bastante natural que
é definido como sendo

(A|B) := Tr(A"B).
Este produto interno induz uma norma que é simplesmente
1Al = V{AIB) = /Tx(A*A).

Para transformacoes U unitarias podemos verificar que

|UAU*|| = \/Te(UA*U* UAU*) = \/Tr(UA* AU*) =

VI(ATATT) = Te(AA) = /AP = ||4].
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Sendo assim, temos

k k
IO < > plU XUl =D pill X[ = X

j=1 j=1

e portanto os autovalores da aplicacao linear ® sdo tais que |A| < 1,
ou seja, estao todos no disco unitario. Por outro lado, nao é dificil
verificar que ®(I) = I, e assim A\ = 1 estd de fato no espectro do
operador.

Uma pergunta interessante que pode ser feita nesse contexto é a
de como caracterizar um estado limite, ou seja, dado um estado inicial
po saber como sera, apos longo tempo, o estado descrito pela evolugao
temporal @ definida acima. Em outras palavras, caracterizar

lim ®"(po). (12.2)

Considerando a extensao de ® para o espaco de todas as matrizes
e a equagao de autovalores ®(X) = AX, vamos aceitar, por hipdtese,
que temos a seguinte situacgao: o subespago associado ao autovalor 1
tem dimensao 1, e portanto € gerado por apenas uma matriz (que jd
sabemos ser I ); os demais autovalores sio todos estritamente menores
(em norma) do que A\g € (0,1). Nesse caso, como a dindmica de @
é linear, podemos decompor o estado inicial py em uma combinagao
de autovetores do tipo

D
po=aol + Y a;X;,
i—1

onde os X; sdo autovetores associados aos autovalores de norma me-
nor do que 1. Desta forma, é facil ver que

D
(I)n(po) =aol + Z ai)\?Xi

i=1

e assim o vetor limite é a;l; porém este vetor nao corresponde a
um estado, pois nao tem trago unitario, mas obviamente podemos
normalizd-lo para que isso ocorra e assim temos a dindmica assintética
nessa situacao particular.
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Exemplo 12.5. Temos um exemplo da situacdo acima quando a
dinamica é dada por

1 1

onde
po L[t -3
2 { V31 ] '

O leitor interessado em uma descricio mais precisa de estados
limite deve consultar [LP, NAJ]. O problema também pode ser gene-
ralizado pela consideracao de uma transformacao ® que nao é linear
em p (e para a qual o raciocinio acima nao pode ser aplicado), como
por exemplo

k
D(p) = ij(p)Uij;‘, (12.3)

onde > ;p;j(p) = 1 para todo p; nesse caso as probabilidades de
ocorréncia de cada uma das dindmicas U; dependem do estado em
consideracdo. Um problema dessa natureza pode ser abordado com
ferramentas um pouco mais sofisticadas do que as usadas aqui e o
leitor curioso pode consultar, por exemplo, [BLLT] para uma abor-
dagem deste caso.



Capitulo 13

Desigualdades de Bell

A mecénica quantica é uma teoria muito diferente da mecéanica clas-
sica em varios aspectos e um deles é o fato de que tudo que podemos
saber sobre uma medicao sao as probabilidades dos resultados possi-
veis. Probabilidades também aparecem na fisica cldssica, mas como
fruto do conhecimento parcial a respeito do sistema em questao. Em
mecanica quantica, as probabilidades parecem ser intrinsecas a teo-
ria e isso causa um certo desconforto. Serd que o mundo é realmente
probabilistico ou falta alguma coisa na teoria?

13.1 EPR e os Elementos de Realidade

Uma bola de ténis viajando em sua trajetéria entre as raquetes de
dois jogadores tem posicao e velocidade definidos em cada instante de
tempo. Se nao podemos determind-los é por ndo possuirmos instru-
mentos adequados para realizar cada teste com precisao. Em 1935,
Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) publicaram o famoso artigo “Can
Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered
Complete?’ em que eles argumentam que uma teoria completa nao
deveria ser intrinsecamente probabilistica como a mecénica quéantica
[EPR]. A ideia central é que um elétron deve ser parecido com a bola
de ténis: possui velocidade e posi¢cao bem definidos e como a mecanica
quantica nao é capaz de prevé-los deve ser uma teoria incompleta.

184
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EPR comecam definindo o que sao elementos de realidade: existe
um elemento de realidade associado a um observavel fisico se esse
observavel pode ser determinado com precisao sem que o sistema
seja perturbado. Eles afirmam que em uma teoria completa todo
elemento de realidade deve ter valor bem definido. A realizacdo de
um teste apenas revela esse valor. Vamos ver o que acontece nos
exemplos que tratamos nesse texto.

Suponhamos que um sistema esteja associado a um espago de es-
tados E de dimensdo d. Sabemos que, se os operadores A; e Ay nao
comutam, os testes associados a eles nao sdo compativeis e existem
estados puros do sistema nos quais nao podemos prever o resultado
de ambos, com precisao arbitraria. Com esse argumento, EPR con-
cluem que ou a mecénica quantica nao é completa ou que operadores
que nao comutam nao podem estar ambos associados a elementos de
realidade.

Para eliminar a segunda opcao eles propoe uma situagao parecida
com a seguinte: consideremos dois gbits no estado emaranhado
_ 01— [10) _ J+=) —|-+) s)

V2 V2 '

e que estejam distantes um do outro. Se realizarmos o teste associado
ao observavel o, no primeiro gbit, podemos obter 0 ou 1 com probabi-
lidade 0.5. Suponhamos que 0 seja o resultado. Entao o estado apds
a medigdo é |01), o estado do segundo gbit é |1) e se testarmos o, no
segundo gbit obteremos 1. Se realizarmos a medicao do observavel
0 no primeiro gbit, podemos obter + ou —, também com probabili-
dade 0.5. Suponhamos que + seja o resultado. Entdo o estado apds
a medigao é [+—), o estado do segundo gbit é |—) e se testarmos o,
no segundo gbit obteremos — como resposta. Agora entra o ponto
central do argumento de EPR: se os gbits estao distantes entao uma
medi¢do no primeiro nao pode afetar o segundo. Assim, escolhendo
medir o, ou ¢, no primeiro gbit, podemos determinar o valor de o,
ou o, no segundo gbit, sem perturba-lo. Logo ambos os observaveis
podem ser associados a elementos de realidade.

O argumento acima elimina a possibilidade de que dois observaveis
que nao comutam nao podem estar ambos associados a elementos de
realidade. Desse modo, segundo EPR, a mecanica quantica deve ser
uma teoria incompleta.

v-)
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O artigo de EPR iniciou uma longa discussao. Seria possivel en-
contrar uma teoria em que os elementos de realidade de EPR possuis-
sem valores definidos? Teorias desse tipo ficaram conhecidas como
Teorias de Varidveis Ocultas' (TVO).

13.2 Bell

Em 1964, John Bell propés uma maneira de testar a existéncia de
varidveis ocultas [Bel64]. Ele mostrou que, em uma teoria de va-
ridveis ocultas obedecendo hipéteses razoaveis?, os valores esperados
de alguns observaveis deveriam satisfazer uma inequagao. Esta é a
primeira desigualdade de Bell da histéria. Se em algum experimento
essa desigualdade fosse violada, poderiamos concluir que tais teorias
nao poderiam ser verdadeiras.

Bell derivou sua desigualdade no contexto de um teste em um
par de particulas de spin % no estado |¥_). Vamos supor que o
estado do sistema seja descrito por uma variavel A\, que faz o papel
de variavel oculta e que determina qual serda o valor obtido quando
realizamos uma medi¢cdo da componente de spin em uma dire¢ao u.
A variavel A pode ser continua ou discreta, pode ter uma componente
ou varias. Em geral, temos apenas que A € A, com A um certo espaco
de parametros para varidveis ocultas.

Vamos supor que um teste é realizado em cada parte do par:
na parte A vamos medir a componte de spin na direcdo do vetor
d e na parte B vamos medir a componente de spin na direcao b.
O valor obtido em A, v(d, A), depende da dire¢do d escolhida e de
A. Analogamente o valor obtido em B, U(é, M), depende da diregéo
b escolhida e de A. Sabemos apenas que os valores possiveis para
ambos os resultados sao £1.

Suponhamos que p(\) seja a distribui¢ao de probabilidade de A.
Entdo o valor esperado de v(@, A)v(b, \) é

E(a, z‘;) - /A p(\)o(@, \o(B, \)dA.

Do inglés, hidden-variable theories.
2 Antecipando a concluséo, aparentemente razodveis.
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_ Depois de alguns célculos, Bell mostra que dadas trés diregoes @,
b e ¢ vale a desigualdade

1+ E(E, 5) > ‘E(d’, b) — E(@,)|. (13.2)

Para que nao haja contradicdo com a mecanica quantica, (6, b)

—

deve concordar com o valor esperado de @-7 ® b- 7.

Exercicio 13.1. Mostre que

—

(U_|@g-&®b-FW_)=—ad-b.

Qu

Exercicio 13.2. Use o exercicio 13.1 e a escolha @ = (1,0,0), b=

(%,0, %) e @=(0,0,1), para obter uma violagio da desigualdade

de Bell (13.2).

Desde entao varias outras desigualdades foram demonstradas, to-
das elas com o mesmo espirito: provar que restrigoes validas para
teorias de variaveis ocultas nao sao satisfeitas por todos os estados
da mecanica quantica. Essas desigualdades também ficaram conheci-
das como desigualdades de Bell. Algumas delas sdo de demonstragao
simples, e uma das mais famosas é a desigualdade CHSH.

13.3 A Desigualdade CHSH

A desigualdade CHSH, das iniciais de Clauser, Horne, Shimony e
Holt, que a provaram em [CHSH], é uma desigualdade de Bell sim-
ples e operacional. Essa desigualdade é obtida quando consideramos
a situacao em que dois laboratérios compartilham um sitema com-
posto AB. Em cada laboratério é possivel realizar dois testes®: na
parte A podem ser realizados os testes correspondentes aos observa-
veis A; e As, enquanto na parte B podem ser realizados os testes

3Estamos mantendo a linguagem de testes e observéveis, pois este é um livro
de mecéanica quantica; mas para entender a derivagdo da desigualdade CHSH, e
de desigualdades de Bell em geral, é importante lembrar justamente que elas ndo
tratam de mecanica quantica. A mecanica quantica sé entra nessa histéria por ser
a Unica teoria com algum respaldo experimental que permite violar desigualdades
de Bell.
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correspondentes aos observaveis By e Bs. As respostas possiveis para
todos os testes envolvidos sao 1 e —1. Vamos supor que a escolha de
qual teste é realizado em uma das partes é independente da escolha
na outra parte4.

Em uma TVO, cada observavel O deve possuir valor bem definido,
que denotaremos por v(0). Queremos verificar quais sdo os valores
possiveis de

CHSH = wv(A))v(By)+ v(A2)v(B1) + v(A2)v(Bs) — v(A41)v(B2)
= (v(A1) +0(A2))v(B1) + (v(A2) — v(Ar))v(Bz). (13.3)

Os resultados possiveis para todos os testes sao £1, de modo que ou
v(A1) +v(A42) = 0, ou v(A41) — v(A2) = 0. Em todo caso, temos
CHSH = +2.

Podemos calcular a esperanca dessa quantidade, que por ser uma
combinacao convexa de seus possiveis valores, obedecera

HCHSH)| <2, (13.4)

a famosa desigualdade CHSH.
Para verificagoes experimentais, é importante usarmos a lineari-
dade da esperanca, para escrever

(CHSH) = (v(A1)v(B1) +v(A2)v(B1) + v(Az)v(Bz) — v(A1)v(B))

= (v(A1)v(B1)) + (v(A2)v(B1))
+(v(A2)v(B2)) — (v(A1)v(B2)),

o que permite que o valor esperado de CHSH seja obtido fazendo
medigoes independentes de A; em uma parte, B; em outra, para de-
pois colecionar os resultados e saber para qual dos quatro valores
esperados ele contribui (de acordo com o par (i,7)). Feito esse tra-
balho de pés-processamento, obtém-se |(CHSH)| e pode-se verificar
se (13.4) é satisfeita.

Até agora a mecanica quantica nao entrou na brincadeira. A
dedugao foi feita supondo que os resultados dos testes sao governados
por uma teoria de variaveis ocultas.

40 que pode ser interpretado como a hipétese que nido hé comunicacdo entre
as partes, até que as medigoes sejam realizadas.
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Exercicio 13.3. Use novamente o exercicio 13.1 e os observdveis
Al =0z, AQ = Og,

—O0g — 0z B . *O—x“i’o—z
vz oo V2

para obter uma violaggo de (13.4).

B =

Desse modo, ou a mecanica quantica nao esta correta, ou a natu-
reza nao pode ser descrita através de uma teoria de varidveis ocultas.
O fato da desigualdade CHSH nao ser satisfeita para todos os
estados de dois gbits e escolhas de observaveis locais significa que
alguma das exigéncias que foram feitas na demonstracao da desigual-
dade nao pode ser satisfeita. Duas suposigoes cruciais que aparecem
nos calculos sdo®:
e Realismo: os observaveis fisicos Ay, Ao, By, Ba possuem valores
definidos, independentes da realiza¢ao ou nao de suas medigoes;

e Localidade: os testes realizados na parte A nao alteram os re-
sultados dos testes realizados na parte B.

A violagdo da desigualdade CHSH mostra que nao vale o realismo
local, ou seja, as duas suposi¢coes anteriores nao podem ser feitas
ao mesmo tempo. Tanto realimo quanto localidade sao propriedades
aparentemente validas no nosso dia a dia, mas na descricao do mundo
microscopico, pelo menos uma delas deve ser descartada.

HA varios experimentos de violagdes de desigualdades de Bell, mas
também ha varias discussoes sobre porque cada experimento ja reali-
zado ainda nao cumpre todas as exigéncias necessarias para eliminar
a possibilidade das variaveis ocultas descreverem uma realidade mi-
croscopica consistente com nossos preconceitos classicos.

Dois dos loopholes mais famososos sao os de detec¢ao e de locali-
dade, ou sinalizagcdo. O loophole de detecgao se origina no fato de nao
haver detector com eficiéncia total: sempre hd uma parcela dos sis-
temas preparados que nao sao detectados, seja por uma ou por outra

5Por vezes também se considera como outra suposi¢io o livre arbitrio, no
sentido de cada experimentador poder escolher livremente qual dos observiveis
ird medir em cada rodada do experimento.
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parte. Mas, mentes criativas alegam, esse efeito, supostamente ale-
atorio, de deteccao ou nao deteccao deve ser deterministico em uma
TVO. E podem ser justamente esses dados “faltantes” os responsa-
veis pela violacao das desigualdades, ou seja, se eles também fossem
detectados e incluidos na estatistica das contagens, nao haveria vio-
lacdo. Ja o loophole de localidade se refere a necessidade de garantir
que as escolhas independentes de A; e B; realmente o sejam. A pri-
meira vez que um outro principio fisico pode ser experimentalmente
invocado para fechar este loophole foi quando Alain Aspect e colabo-
radores [Asp] fizeram um experimento onde as escolhas dependiam de
circuitos eletrénicos independentes, localizados em laboratoérios sufi-
cientemente afastados para que um sinal enviado por um laboratério
nao fosse capaz de atingir o outro se viajasse a velocidade da luz,
antes que a outra decisao fosse tomada; em linguajar de teoria da
relatividade, esses eram eventos com separagao tipo espago, portanto
fora dos cones de causalidade.

Para mais aprofundamento em lingua portuguesa, sugerimos as

referéncias [QA] e [Rab].



Capitulo 14

Contextualidade

No capitulo anterior mostramos que nao é possivel encontrar uma
teoria realista local que concorde com a mecanica quantica, uma vez
que a primeira deve satisfazer a desigualdade CHSH, que é violada
para alguns estados quanticos. Podemos nos perguntar se existe uma
maneira de demonstrar essa impossibilidade encontrando alguma con-
tradicao que seja independente do estado do sistema. Como nenhum
experimento até hoje mostrou alguma contradigdo com as previsoes
da mecanica quantica, incluindo os experimentos que testam a desi-
gualdade CHSH, assumimos que essas teorias devem ser compativeis
com ela. Teorias de varidveis ocultas com essa propriedade serao
chamadas Teorias de Varidveis Ocultas Compativeis (TOVC). Um
estudo bem completo sobre o assunto pode ser encontrado em [Cab].

14.1 von Neumann

Um dos primeiros a tentar mostrar a impossibilidade de varidveis
ocultas compativeis foi von Neumann em [vNe]. A ideia é mais ou
menos a seguinte: sejam A e B as matrizes que representam dois
observaveis em um sistema quantico. Sabemos que, se p é a matriz
densidade que representa um estado desse sistema, entao

(4) = Tr(pA), (B) = Tx(pB),

191



192 [CAP. 14: CONTEXTUALIDADE

(A+ B) = Tr(p(A + B)) = Tr(pA) + Tr(pB) = (4) + (B).

Em uma teoria de varidveis ocultas, um observavel A tem valor
definido em cada estado do sistema'. Denotaremos esse valor por
v(A). Para que essa teoria seja compativel com a mecanica quantica,
v(A) deve ser um dos autovalores de A. Em sua tentativa de refutar
a existéncia de tais teorias, von Neumann assumiu que a expressao

(A+ B) = (A) + (B) (14.1)

também deveria ser valida para uma TVOC. Pelo fato de que A possui
valor definido temos v(A) = (A) e portanto

v(A+ B) =v(A) +v(B). (14.2)

Com a restri¢do (14.2), nao é dificil mostrar que nao existe uma
TVOC.

Exemplo 14.1. Em verdade, um contra-exemplo. Vamos considerar
um sistema de um gbit e os observdaveis A = o, e B = o,. Em
mecanica quantica os resultados possiveis para uma medicao desses
observdveis sio +£1 e portanto v(A) = +1 e v(B) = +1. Assim
temos que para uma TVOC satisfazendo a equagio (14.2)

v(A+ B) = -2, 0 ou 2.

No entanto A+ B = o0, + oy possui autovalores +v/2 e por isso
v(A + B) = £V/2 0 que ¢ uma contradicio.

14.1.1 A Falha na Demonstracao de von Neumann

A critica feita ao argumento mostrado acima se deve ao fato de que
assumimos a relagao (14.2) entre valores de observéveis ndo compa-
tiveis, que nao podem ser medidos simultaneamente em mecanica
quéantica [Mer]. O fato de valer a relagdo (14.1) para os valores espe-
rados em mecéanica quantica nao é suficiente para exigirmos que isso
seja valido em teorias de variaveis ocultas, ou seja, o fato de nao va-
ler (14.2) para observdveis ndo compativeis ndo contradiz a mecénica

IEm uma TVOC o estado do sistema é determinado pelo vetor de estado da
mecéanica quantica mais uma outra varidvel que pode ser um nimero real, um
vetor real, etc...
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quantica em ponto algum. Por outro lado, se os observaveis sao com-
pativeis, (14.2) deve ser satisfeita. Mais geralmente, se Ay,..., A, é
um conjunto de observaveis compativeis em mecanica quantica que
obedecem uma relagao do tipo

f(A1,...,A,) =0

em que f é uma aplicacdo qualquer, entdao a mesma relagao deve ser
satisfeita pelos valores assumidos pelos observaveis correspondentes
em uma TVOC:

fw(Ar),...,v(A,)) =0.

Se os observaveis sao incompativeis, ndo podemos assumir que uma
relagdo valida em mecanica quantica também seja valida em uma
TVOC. A contradicao que aparece no exemplo 14.1 veio justamente
ao fazermos uma restrigao desse tipo e por isso o argumento de von
Neumann ¢ falho.

14.1.2 Um Modelo de Variaveis Ocultas Compa-
tivel em Dimensao Dois

Podemos construir um modelo de variaveis ocultas bem simples para
um gbit [Bel66]. Seja A um operador no espaco de estados corres-
pondente E. Sabemos que A pode ser escrito na forma

A =aol + a10, + agoy + aszo,

em que cada a; € um numero real.
Fazendo @ = (a1, a2, a3) temos que os autovalores de A, e portanto
os possiveis valores de v(A), sdo

v(A) = ag + ||a]|.

Seja |¢) um vetor em E e 7 0 ponto na esfera de Bloch correspondente
a |¢). Entao
(A) = (¢ |A] ¢) = ao+ a1

Além do vetor de estado |¢), vamos supor que o estado do sistema
também seja descrito por um vetor m € S2. O vetor 1 faz o papel de
variavel oculta de maneira que o estado completo do sistema é dado
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pelo par (|¢), 7). Esse par determina o valor a ser obtido no teste de
acordo com a regra:

{ v(A,m) =ap+|dl| se(m+n)-a
a

v(A, ) = ag — ||@]|  se (7 +7) -

em que v(A, m) denota o valor atribuido ao teste A no estado (|¢), m).
Esse modelo é compativel com mecénica quantica, uma vez que

/U(A,ﬁz)dm:(A), v6).
SQ

14.2 Gleason

Gleason nao estava preocupado com teorias de varidves ocultas. Ele
estava interessado em estudar medidas no conjunto de subespacos
fechados de um espaco vetorial [Gle].

Definicao 14.1. Seja E um espago vetorial e F o conjunto dos subes-
pagos fechados de E. Uma medida em F é uma fung¢do p: F — Ry
tal que se {E;} € uma colecio enumerdvel de subespagos de E mutu-
amente ortogonais que geram o subespaco Er entdo

p(Er) = u(E:). (14.3)
Uma medida desse tipo é chamada uma medida de probabilidade se
p: F = [0,1], p({0}) =0 e u(E) = 1.

Teorema 14.1 (Gleason). Seja E um espaco de Hilbert separdvel?
de dimensao maior ou igual a trés, sobre R ou C. Entdo toda medida
de probabilidade em F € da forma

em que P; é o projetor sobre o subespaco E;, para algum p que €
operador positivo semi-definido de trago um.

2Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial com produto interno completo
com a norma gerada por ele. Um espago é dito separdvel se possui um subconjunto
denso enumerdvel. Os espagos C™ sdo espagos de Hilbert separaveis, e como sao
os exemplos considerados nesse texto, ndo precisamos nos preocupar muito com
essas exigéncias.
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Apesar de ndo estar interessado em TVOQO’s, na demonstragao de
seu famoso teorema Gleason prova o seguinte resultado:

Lema 14.2 (Lema de Gleason). Seja {|1),|2),|¥3)} LI em um
espago de Hilbert e

Rz = {c1|1) + calba) + c3lp3) 5 ¢ € R}

Entdo qualquer medida  em Rs deve ser uma fun¢iao continua de
C1,C2,C3.

Suponhamos que o espago de estados de um sistema fisico seja um
espaco vetorial £ de dimensao finita maior ou igual a trés. Em uma
teoria de varidveis ocultas, o resultado do teste correspondente a um
projetor unidimensional Py = |¢)(¢| em um dado estado deve ter um
valor definido. Se essa teoria é compativel com a mecanica quéantica
os valores possiveis sdo 0 e 1 (que sdo os autovalores de Py).

Suponhamos que {|¢1),|¢2),...,|¢dn)} seja uma base ortonormal
para H. Entao

Py +...+ Py, =1 (14.5)

e portanto
V(Py,) 4+ ...+ v(Py,) =v() =1 (14.6)

uma vez que os observaveis Pj, sdo compativeis para vetores |¢;)
ortogonais.

Como v(Py,) vale 0 ou 1, a equagao (14.6) implica que v(P, ) =1
para algum iy e v(Py,) = 0 se ¢ # ip. Fixemos |¢) e suponhamos que
v(P,) = 1. Para qualquer |¢) ortogonal a |¢) temos que v(Py) = 0
uma vez que o conjunto {|¢),|t))} pode ser estendido a uma base
para a qual vale a equacdo (14.6). Agora vamos mostrar que isso nao
pode acontecer pelo lema de Gleason.

Podemos criar uma medida no conjunto de subespacos de E defi-
nindo para os subespacos unidimensionais

w(Es) =0, se Py possui o valor 0 para aquele estado,
uw(Eg) =1, se Pg possui o valor 1 para aquele estado,

em que Ey é o subespago gerado por |¢). Estendemos a outros su-
bespagos utilizando a propriedade (14.3).
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Criamos entdo uma medida ;1 que vale 1 em E, e vale 0 para
todo subespago ortogonal a Ey. Se considerarmos a restrigdo dessa
medida a um subconjunto como o conjunto R3 que aparece no lema
de Gleason, ela deve ser continua, mas é impossivel construir uma
medida continua com tais propriedades.

Um maneira geométrica de vizualizarmos a impossibilidade dessa
construgao é atribuindo cores aos vetores de Rs C F de acordo com
o valor da medida no subespaco gerado por esse vetor. Atribuiremos
a cor vermelha se v(P;) = 1 e verde se v(Py) = 0. O problema
de construir uma medida continua com as propiedades desejadas é
equivalente ao problema de colorir a esfera continuamente com as
cores vermelha e verde de maneira que se um ponto é vermelho o
circulo no plano ortogonal a ele deve ser todo verde.

Exercicio 14.1. Mostre que tal coloracao da esfera é impossivel.

14.2.1 A Critica de Bell

No argumento acima, assumimos que se v(Py) = 1 entdo v(Py) =0
para todo |¢) ortogonal a |¢). Essa é a hipitese de ndo-contextua-
lidade: o valor que um observavel assume nao depende do conjunto
de observaveis compativeis® que é testado com ele. A principio, nada
garante que podemos assumir nao-contextualidade, mas é mais uma
exigéncia que parece natural para uma teoria realista.

Em algumas situgoes podemos usar a hipétese de localidade para
garantir ndo-contextualidade. Suponhamos que {4, By, ..., B,} seja
um conjunto de observaveis compativeis e que {4, C1,...,C,} tam-
bém seja um conjunto de observaveis compativeis (os observéveis B;
ndo sio necessariamente compativeis com os observiveis C;). Su-
ponhamos também que o teste A seja realizado por uma parte do
aparato, enquanto outra parte pode escolher entre realizar os testes
relacionados a By, ..., B, ou os testes relacionados a C1,...,C),.

Nesse cenario, e com a hipétese de localidade, ou seja, que nao ha
acao a distancia, esperamos que as mudancas na parte do aparato que
mede By,...,B, ou C4,...,C, nao afetem o resultado do teste A.
Logo v(A) nao deve depender do conjunto de observaveis que vamos

3Cuidado para ndo confundir compatibilidade de observaveis com compatibi-
lidade de TVO com a mecanica quéntica.
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testar na outra parte do aparato e a hipétese de nao-contextualidade
pode ser justificada.

14.3 Bell, Kochen e Specker

A ideia de Kochen e Specker é em alguns aspectos parecida com a
da segdo anterior. O argumento mostrado por eles em [KS] também
descarta TVOC nao-contextuais. A grande diferenca entre a demons-
tracao deles e a que aparece como consequéncia do lema de Gleason é
que na segunda precisamos de todas as combinagdes lineares reais de
trés vetores LI no espaco de estados do sistema. Na demonstragao de
Kochen e Specker eles usam um conjunto finito de vetores. Mais pre-
cisamente, 117 vetores. Outros trabalhos apresentam demonstragoes
semelhantes com um niimero menor de vetores.

A prova de Kochen-Specker é feita em um espaco de estados de
dimenséo trés. Novamente vamos assumir que se v(Ps) = 1 entéo
v(Py) = 0 para todo |1)) ortogonal a |¢). A ideia é encontrar um
conjunto finito de vetores {|¢1),...,|¢n)} tal que ndo seja possivel
atribuir valores 0 ou 1 a v(Pp,) de maneira que essa restricio seja
satisfeita.

Podemos representar um conjunto de vetores utilizando um dia-
grama de Kochen-Specker: cada vetor |¢;) no conjunto corresponde
a um vértice em um grafo e dois vértices estarao ligados por uma
aresta se os vetores correspondentes forem ortogonais. Vamos colorir
os vértices do grafo de acordo com os valores associados a v(Py,). Se
v(Py,) = 1 o vértice correspondente a |¢;) sera colorido de vermelho;
se v(Py,) = 0 o vértice correspondente a |@;) serd colorido de verde.

Pelo fato de estarmos em um espaco de dimensao trés e pela con-
dicao de exclusividade, (14.6), se colorirmos um vértice de vermelho,
entao os vértices ligados a ele devem ser coloridos de verde e se em
um triangulo dois vértices sao coloridos de verde entdo o terceiro deve
ser colorido de vermelho.

Agora o que devemos fazer é encontrar um diagrama de Kochen-
Specker que nao possa ser colorido dessa maneira. Isso prova o resul-
tado que ficou conhecido como Teorema de Bell-Kochen-Specker?.

4A demonstragio do teorema foi feita por Kochen e Specker em [KS], mas a
hipétese de ndo-contextualidade foi apontada por Bell em [Bel66] e por isso o



198 [CAP. 14: CONTEXTUALIDADE

Teorema 14.3 (Teorema de Bell-Kochen-Specker). Ndo existe uma
teoria de varidveis ocultas nao-contextual compativel com a mecanica
quantica.

Nao vamos entrar em detalhes da prova original, devido a sua
complexidade. Exibiremos uma prova mais econémica em dimensao
trés e duas provas bem simples, uma em dimensao quatro e uma em
dimensao oito com um numero bem menor de vetores.

14.3.1 Uma Demonstracao Econdmica em Dimen-
sao Trés

Uma das provas mais simples do teorema de Bell-Kochen-Specker em

dimensdo trés utiliza trinta e trés vetores [Per91]. Para simplificar

a notacio, sejam m = —1 e s = /2. As trinta e trés dire¢oes®

desejadas, sao definidas pelos seguinte vetores:

(1,0,0), (0,1,1), (0,1,s), (s,1,1),

(0,m,1), (0,m,s), (s,m,1), (s,m,m),
bem como as permutacoes das suas coordenadas.

Exercicio 14.2. Mostre que sao definidas trinta e trés diregoes no
processo que acabamos de descrever.

O conjunto acima possui duas propriedades importantes: ¢é invari-
ante por permutacoes dos eixos e por troca de sentido dos eixos. Isso
permite que associemos o valor 1 a algumas diregoes arbitrariamente,
sem perda de generalidade, uma vez que uma escolha diferente seria
equivalente a uma troca de eixos ou de sentido em um dos eixos.

A tabela a seguir resume a demonstracdo do teorema BKS utili-
zando os trinta e trés vetores. Para simplificar a notagao, um vetor
(a,b, c) serd representado apenas por abc. Os vetores em cada linha
da tabela sao ortogonais. Aos vetores da primeira coluna é atribuido
o valor 1 e, por consequéncia, aos vetores que aparecem nas outras

teorema ganha o nome dos trés.

50 importante é o projetor sobre o subespaco gerado pelo vetor. Se dois
vetores sdo multiplos, eles geram o mesmo subespacgo e por isso o projetor é o
mesmo.
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colunas deve ser atribuido o valor 0. A justificativa para a atribui¢ao
do valor 1 ao vetor da primeira coluna aparece na ultima coluna.

Trio Vetores 1 ao 1° Justificativa

001 100 010 110 1m0 Escolha do eixo z

101 moO1 010 Escolha de sentido em x
011 Oml 100 Escolha de sentido em y
Ims mls 110 sOm 0s1 Troca entre x e y

10s  sOm 010 smm O 2° e 0 3° valem zero
s11  0lm smm mO0s O 2° e 0 3° valem zero
s01 010 10s mms O 2° e 0 3° valem zero
11s 1m0 11s Osm O 2° e 0 3° valem zero
Ols 100 Osm 1s1 O 2° e 0 3° valem zero
1s1  10m Osm msm O 2° e 0 3° valem zero
100 0s1 0ls CONTRADICAO

Na tabela acima ndo sdo usados os trinta e trés vetores. No entanto
nao podemos descartar os vetores que nao apareceram. Eles sdo necessarios
porque devemos ter um conjunto invariante por troca de eixos e de sentido
nos eixos para que as escolhas nos quatro primeiros passos possam ser feitas
sem perda de generalidade.

14.3.2 Propriedades das Matrizes de Pauli

As duas préoximas demonstragdes vao depender fortemente de propriedades
das matrizes de Pauli, (6.4). Vamos indicé-las a seguir:

b

Exercicio 14.3. 1. Mostre que o4 0p = i€ 0., onde a,b,c = x,y,z €
abc

€% =1, se abc é uma permutagio par de xyz, e**° = —1, se abc é

~ . abe __ . . ..
uma permutagdo impar de xyz e €*’° =0, se a,b, c ndo sdo distintos
dois a dois;

Conclua que |04, 0] = 2ie%q.;
Mostre que [04 ® 04,0, & 03] = 0;
Da mesma forma, [04 ® oy, 0, @ 04] = 0;

E, se a,b,c sio dois a dois distintos, [0a ® 04,0 Q@ 0c] = 0;

S v o e

Mostre ainda que, se [A1, As] =0 e [Bi, B2] =0, entdo

[A1 ® B1, A2 ® Bz] = 0.
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14.3.3 Uma Demonstracao Simples em Dimensao
Quatro

Seja E o espago de estados de um sistema de dois gbits. Vamos considerar
os testes em F correspondentes aos nove operadores abaixo

Al =0, Q1 Ar=1R®R o, A3 =0 Qo
A4:[®O'y A5:0'y®l AGIO'y ®0’y (147)
Ar =0, R0y As=0y,®0, Ag=0.R0;

Vamos mostrar que ndo é possivel atribuir valores definidos v(A;) que
sejam independentes do conjunto de operadores compativeis que sdo tes-
tados juntamente com A;. Os operadores acima satisfazem as seguintes
propriedades

1. Os trés operadores em cada linha e em cada coluna comutam;

2. O produto dos operadores na coluna da direita é —1. O produto dos
operadores nas outras duas colunas é I. O produto dos operadores
em cada linha é I.

Como os valores atribuidos por uma TVOC a operadores que comutam
devem satisfazer as mesmas identidades que os operadores satisfazem, a
propriedade 2 requer que

P = v(A)v(A2)v(43) =1 (14.8a)
P, = v(As)v(As)v(4s) =1 (14.8b)
Ps = v(A7)v(As)v(Ag) =1 (14.8¢)
Py= v(A)v(Ad)v(A7) =1 (14.8d)
Ps = v(A2)v(As)v(4s) =1 (14.8¢)
Ps = v(As)v(Ae)v(Ag) = -1 (14.8f)

Assim temos que
1=PiPoPs = PyPsPs = —1

o que é uma contradi¢do. Logo, ndo pode haver uma teoria de variaveis
ocultas nao-contextual compativel com a mecéanica quantica.

Vale lembrar que nessa demonstragdo a nao-contextualidade aparece
ao assumirmos que v(A;) ndo muda se testamos A; com os operadores que
aparecem na mesma linha ou na mesma coluna.
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14.3.4 Uma Demonstracao Simples em Dimensao
Oito

Dessa vez vamos trabalhar com o espago de estados E de um sistemas
de trés gbits. Vamos considerar os testes em E correspondentes aos dez
operadores abaixo

A1:0'y®l®]

A220x®0'x®0'x A3:Uy®0'y®0'x A4:Uy®0'x®0'y A5:Ux®0y®0y

A =1R1Q o0, A7:I®I®O'y

As =0, IR 1

Ag=IRoy, @1 An=1I®c.®1

Os operadores estdo dispostos em cinco linhas de quatro operadores:
A1A3AGA9, A1A4A7A10, AQA;3A4AA57 A2A6A8A10 e A5A7A8A9. ESS&S li—
nhas formam uma estrela de cinco pontas. Valem as seguintes propriedades:

1. Os observaveis em cada linha da estrela comutam;

2. O produto dos observaveis em cada linha da estrela é I, exceto para
a linha horizontal A2 A3A4As em que o produto vale —1.

As propriedades acima implicam que

Py = v(A)v(As)v(As)v(Ag) =1,
P, = v(A1)v(As
P3 = U(AQ)U(AG
Py = v
Ps = v

Como consequéncia, temos a contradigao

-1 = P1P2P3P4P5 = 1_[1}(147,)2 =1.

i
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14.4 Um Modelo de Variaveis Ocultas Con-
textual

Para construir um modelo de varidveis ocultas basta definir uma regra
para encontrar os valores v(P,) atribuidos aos testes que correspondem a
projetores Py. Isso ocorre porque todo operador auto-adjunto pode ser
escrito como combinacdo de projetores que comutam:

A:Z)‘ip¢w

em que \; é o autovalor de A correspondente ao autovetor |¢;). Como
podemos escolher os |¢;) ortogonais, podemos supor [Py,, Ps;] = 0 e por

v(A) =Y Nv(Py,).

Em [Bel66], é apresentado um modelo de varidveis ocultas contextual.
Suponhamos que um aparato em questao testa os projetores Py, ..., Py,
cujos valores esperados sejam a1,a2 —ai,a3 —az,...,a, —ap—1. Como va-
ridvel oculta tomamos um nimero real A entre zero e um. O valor v(Py,, A)

serd dado pela regra

v(Pp,, A) =1 seai—1 <X <a;,
v(Pp,,A) =0  caso contrério.

Observe que os valores atribuidos a cada a; dependem do conjunto de
projetores em questdo e ndo apenas de A. B por essa razio que esse modelo
é contextual.

Para mostrar que esse modelo é compativel com a mecanica quantica
basta ver que

1
<P¢i>:/ U(P¢>w>‘)d)\:ai_ai—1-
0

Apesar de artificial, o modelo acima mostra que é possivel criarmos te-
orias de varidveis ocultas, desde que sejam contextuais. A discussdo sobre
varidveis ocultas surgiu quando algumas pessoas se sentiram incomoda-
das com o fato de que a mecanica quantica se comportava de maneira
contra-intuitiva. O objetivo era recuperar a nogdo que temos em meca-
nica classica de que todo observavel fisico possui um valor pré-definido,
que existe independente do processo de medicdo e que é apenas revelado
por ele. No entanto, para recuperar essa propriedade, devemos aceitar a
contextualidade: o valor que um observavel assume depende do conjunto
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de observéaveis que é testado com ele. Ficamos com um cobertor curto: se
puxamos de um lado, perdemos do outro. Isso mostra que é impossivel
recuperar para a mecanica quantica as propriedades intuitivas do mundo
classico em que vivemos. Se a mecanica quantica estiver correta, e até
agora ndo hd nenhum indicio que aponte o contrario, o comportamento do
mundo microscépico é bem estranho®, e ndo hd nada que possamos fazer.

60u estranhos somos nés, que generalizamos uma série de preconcepcdes a
partir de uma intuicdo moldada pela experiéncia classica e tentamos aplici-las a
um dominio alheio.
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