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Prefácio

Este livro tem como objetivo apresentar o Método de Elementos Fini-
tos (MEF) a alunos de graduação em matemática ou áreas afins. Este
método é uma importante ferramenta para a aproximação numérica
de equações diferenciais parciais, que por sua vez aparecem na mode-
lagem de problemas oriundos de diversas áreas do conhecimento, tais
como: f́ısca e engenharias (dinâmica de fluidos, eletromagnetismo,
elasticidade, elasticidade e ciência dos materiais, ...), biologia (mo-
delos para população de espécies, reações bioqúımicas, ...), finanças,
etc. O texto foi escrito para ser acesśıvel a alunos com conhecimentos
de cálculo e álgebra linear.

Começaremos o livro apresentando a formulação variacional para
a equação de Laplace, introduzindo assim o conceito de solução fraca
para este problema. Usaremos esta equação simples como modelo
para introduzir o método de elementos finitos. Apresentaremos ainda,
o problema de condução de calor em uma dimensão espacial e intro-
duziremos o MEF neste caso. Posteriormente, faremos um breve es-
tudo da análise do erro de aproximação numérica para o problema de
Laplace. Finalmente, apresentaremos de forma muito breve, alguns
tópicos mais avançados relacionados ao MEF, tais como: métodos
mistos, problemas de sela, método de Taylor-Hood aplicado a equação
de Stokes, e um exemplo de problema não linear.

Os autores deixam aqui o seu agradecimento a Fernanda Coelho
e Martha Miranda pela ajuda com a revisão do texto.
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2 O método de elementos finitos 16
2.1 O espaço de funções lineares por partes . . . . . . . . 18

2.1.1 Caso unidimensional . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.1.2 Caso bidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Caṕıtulo 1

A equação de Laplace

Neste caṕıtulo introduziremos a formulação fraca da equação de
Laplace. Primeiramente, apresentaremos exemplos de formulações
fracas em uma e duas dimensões, para diferentes tipos de condição
de contorno. Posteriormente, apresentaremos a equação de Laplace
como um sistema de equações de primeira ordem, e discutiremos bre-
vemente a equação do Laplace como um modelo para a condução
do calor. Observamos, que estudaremos com mais detalhes, usando
ferramentas da Análise Funcional, as formulações fracas na seção 4.2.

1.1 Formulações e soluções fracas: pri-
meiros exemplos

Nesta seção descreveremos a construção de formulações fracas para
alguns exemplos envolvendo a equação de Laplace.

7
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8 [CAP. 1: A EQUAÇÃO DE LAPLACE

1.1.1 A equação de Laplace com condição de Di-
richlet em dimensão um

No caso unidimensional, a equação de Laplace com condição de Di-
richlet é dada por

Achar u : (a, b) → R tal que:{ −u′′(x) = f(x), para x ∈ (a, b)
u(x) = g(x), para x = a, x = b.

(1.1)

Onde f : (a, b) → R, e g : {a, b} → R são funções dadas.
Para obter a formulação fraca de (1.1), primeiro multiplicamos os

dois lados da primeira igualdade em (1.1) por v ∈ C∞0 (a, b), depois
integramos os dois lados da equação e obtemos

Achar u : (a, b) → R tal que:


−

∫ b

a

u′′(x)v(x)dx =
∫ b

a

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (a, b)

u(x) = g(x), para x = a, x = b,
(1.2)

em seguida, usando a fórmula de integração por partes e o fato v(a) =
v(b) = 0 para toda v ∈ C∞0 (a, b) obtemos

−
∫ b

a

u′′(x)v(x)dx =
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx− [u′(b)v(b)− u′(a)v(a)]

=
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx− [u′(b)0− u′(a)0]

=
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx.

A equação (1.2) pode ser escrita então como

Achar u : (0, 1) → R tal que:



∫ b

a

u′(x)v′(x)dx =
∫ b

a

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (a, b)

u(x) = g(x), para x = a, x = b.

(1.3)

O problema acima representa uma versão preliminar de uma for-
mulação fraca da equação de Laplace em dimensão um. De fato, a
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[SEC. 1.1: PRIMEIROS EXEMPLOS 9

formulação (1.3) pode ser usada para construir métodos numéricos
para aproximar a solução de (1.1), tais como discretizações de elemen-
tos finitos. No entanto, do ponto de vista matemático1 a formulação
(1.3) não esta bem posta. O problema com esta formulação vem do
fato de não termos definido o espaço de funções em que estamos bus-
cando a função u, bem como não termos definido qual a regularidade
das funções f e g. O estudo matemático relativo a existência e unici-
dade de soluções fracas para a equação de Laplace, usa ferramentas
da análise funcional, tais ferramentas serão descritas de forma breve
no caṕıtulo 4.

1.1.2 A equação de Laplace com condição de Di-
richlet em dimensão dois

Repetiremos o procedimento da seção anterior para construir a for-
mulação fraca da equação de Laplace em um domı́nio Ω ⊂ R2. Para
tanto vamos:

1. Supor que existe uma solução u de nossa equação diferencial,
multiplicar os dois lados da equação por uma função teste v ∈
C∞0 (Ω) e integrar os dois lados da igualdade.

2. Usar a fórmula de integração por partes em R2 (primeira iden-
tidade de Green) e a condição de contorno para ficar com ex-
pressões que envolvam apenas derivadas de primeira ordem.

Considere a equação de Laplace juntamente com a condição de
contorno de Dirichlet

Achar u : Ω ⊂ R2 → R tal que:{ −∆u(x) = f(x), para x = (x1, x2) ∈ Ω
u(x) = g(x), para x = (x1, x2) ∈ ∂Ω.

(1.4)

Para obter a formulação fraca de (1.4) multiplicamos os dois lados
da primeira igualdade por uma função arbitrária v ∈ C∞0 (Ω), depois

1Existência e unicidade de soluções. Dependência da solução dos dados do
problema (e.g, dados de fronteira, coeficiente, domı́nio, ...), análise de erro de
aproximações numéricas.
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10 [CAP. 1: A EQUAÇÃO DE LAPLACE

integramos os dois lados da equação e obtemos

Achar u : Ω ⊂ R2 → R tal que:


−

∫

Ω

∆u(x)v(x)dx =
∫

Ω

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (Ω)

u(x) = g(x), para x ∈ ∂Ω.
(1.5)

Usamos a fórmula de integração por partes (primeira identidade
de Green, Teorema da Divergência) e o fato v(x) = 0 para todo
x ∈ ∂Ω e obtemos

−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx =
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫

∂Ω

v(x)(∇u(x) · ~η(x))dS

=
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx− 0 =
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx.

(1.6)

Lembramos que o ~η(x), na formula de integração por partes, denota
a normal exterior ao domı́nio Ω em x ∈ ∂Ω. O problema (1.5) pode
ser escrito então como

Achar u : Ω ⊂ R2 → R tal que:



∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx =
∫

Ω

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (Ω)

u(x) = g(x), para x ∈ ∂Ω.

(1.7)

Assim como no caso unidimensional a formulação acima não esta
matematicamente bem posta, pois não definimos os espaços de funções
apropriados, abordaremos este problema no caṕıtulo 4. A formulação
(1.7) pode ser usada para construir métodos numéricos para aproxi-
mar a solução de (1.4).

Observação 1.1.1. Note que por construção se u ∈ C2(Ω) satisfaz
(1.4), então u também satisfaz (1.7). Já o problema (1.7) não envolve
derivadas de segunda ordem da solução u, portanto faz sentido buscar
a solução em uma classe maior de funções. De fato, precisamos
apenas que elas tenham a primeira derivada.

É muito importante observar que se u satisfaz (1.7), e é uma
função suficientemente regular (por exemplo u ∈ C2(Ω)) e f é cont́ınua
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[SEC. 1.1: PRIMEIROS EXEMPLOS 11

podemos aplicar o procedimento inverso ao que apresentamos e obter
que ∫

Ω

(∆u + f)v dx = 0

para toda v ∈ C∞0 (Ω), o que implica que

−∆u = f,

e portanto u é solução do problema original. Isto é, a formulação
fraca nos permite generalizar o conceito de solução para a equação
(1.4) para uma classe maior de funções.

1.1.3 A equação de Laplace com condição de Neu-
mann em dimensão dois

Nesta subseção consideraremos a equação de Laplace com condição
de contorno de Neumann:

Achar u : Ω ⊂ R2 → R tal que:



−∆u(x) = f(x), para x = (x1, x2) ∈ Ω
−∇u(x) · ~η(x) = h(x), para x = (x1, x2) ∈ ∂Ω,∫

Ω
u(x)dx = 0, (Condição de solvabilidade)∫

∂Ω
h(x)dS =

∫
Ω

f(x)dx (Condição de compatibilidade).

(1.8)

Neste caso temos duas condições adicionais. A condição de solva-
bilidade

∫
Ω

u(x) = 0 é usada para obter unicidade de solução u para
o problema. Note que as duas primeiras equações envolvem somente
derivadas da u, o que implica que a solução é definida módulo uma
constante. Observamos que a condição de média zero pode ser subs-
titúıda por outras condições que determinem unicidade. A condição
de compatibilidade envolve somente dados do problema h e f e vem
do seguinte fato: se integrarmos a primeira equação e aplicarmos o
teorema da divergência e a condição no bordo, obteremos

∫

Ω

f(x)dx =
∫

Ω

∆u(x)dx =
∫

∂Ω

∇u(x) · ~η(x)dS =
∫

∂Ω

h(x)dS.

Para obter a formulação fraca de (1.8) multiplicamos os dois lados
da primeira igualdade por v ∈ C∞(Ω), depois integramos os dois
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12 [CAP. 1: A EQUAÇÃO DE LAPLACE

lados da equação. Note que desta vez estamos usando v ∈ C∞(Ω) no
lugar de v ∈ C∞0 (Ω). O motivo é que o valor da u não é prescrito no
bordo ∂Ω. Obtemos

Achar u : Ω ⊂ R2 → R tal que:



−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx =
∫

Ω

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ C∞0 (Ω)

∇u(x) · ~η(x) = h(x), para x ∈ ∂Ω,∫
Ω

u(x)dx = 0,
(1.9)

Da fórmula de integração por partes e usando a condição no bordo
−∇u(x) · ~η(x) = h(x), obtemos

−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx =
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫

∂Ω

v(x)
(
∇u(x) · ~η(x)

)
dS

=
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫

∂Ω

v(x)
(
h(x)

)
dS

=
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫

∂Ω

v(x)h(x)dS.

A equação (1.9) pode ser escrita como

Achar u : Ω ⊂ R2 → R tal que:



∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx =
∫

Ω

f(x)v(x)dx +
∫

∂Ω

v(x)h(x)dS,

∀v ∈ C∞0 (Ω).∫
Ω

u(x)dx = 0.

(1.10)

No caṕıtulo 4 escreveremos a versão final desta formulação fraca.

1.2 Formulação de primeira ordem

É importante observar que toda equação de segunda ordem pode ser
escrita como um sistema de equações de primeira ordem. Mais ainda,
em muitos casos os modelos matemáticos são introduzidos usando for-
mulações de primeira ordem, isto é, usando sistemas de equações de
primeira ordem. Nesta seção discutiremos como escrever a equação
de Laplace como um sistema de equações de primeira ordem. Den-
tro desta perspectiva, poderemos construir formulações fracas para
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[SEC. 1.2: FORMULAÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM 13

a equação de Laplace distintas das até aqui apresentadas; aborda-
remos este assunto na Seção 4.2. A formulações de primeira ordem
são flex́ıveis para a elaboração de formulações fracas para equações
diferenciais parciais, e são muito úteis para elaboração de métodos
numéricos.

1.2.1 Formulação de primeira ordem da equação
de Laplace

A equação de Laplace, −∆u = f , é uma equação de segunda ordem.
Esta equação pode ser formulada como um sistema de equações de
primeira ordem. De fato, vamos introduzir a variável vetorial

~p = −∇u, ( ~p = (p1, p2) se Ω ⊂ R2, ou ~p = (p1, p2, p3) se Ω ⊂ R3).

Lembrando que ∆u = div(∇u), obtemos que se u é tal que ∆u = f ,
então, u e ~p satisfazem o sistema de equações

div~p = f em Ω, (1.11)
~p = −κ∇u em Ω. (1.12)

O sistema de equações diferenciais acima envolve somente primeiras
derivadas. Em contraste, a formulação de segunda ordem −∆u = f
envolve derivadas de segunda ordem.

Para a construção de formulações fracas, algumas vezes, pode ser
útil considerar formulações de primeira ordem. Observe que obtemos
de volta a formulação de segunda ordem substituindo ~p por −κ∇u
em (1.11).

1.2.2 Formulação de primeira ordem em aplicações
f́ısicas: introdução à modelagem matemática

Considere um domı́nio Ω que representa um corpo sólido em duas ou
três dimensões, veja a Figura 1.1 para uma ilustração em dimensão
dois.

Seja x ∈ Ω (x = (x1, x2) ou x = (x1, x2, x3)). A temperatura do
corpo é determinada pela quantidade de energia térmica do corpo
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14 [CAP. 1: A EQUAÇÃO DE LAPLACE

Figura 1.1: Domı́nio Ω ⊂ R2 e regiões Dirichlet and Neumann na
fronteira.

sólido e suas propriedades termodinâmicas. Se u(t, x) denota a tem-
peratura do sólido no ponto x no tempo t, temos que u satisfaz,

∂

∂t
u + div~p = f em Ω, (1.13)

q = −κ∇u em Ω, (1.14)
u = g em ΓD, (1.15)

−~p · ~η = h em ΓN . (1.16)

O fluxo de calor é ~p = (p1, p2) em dimensão dois ou ~p = (p1, p2, p3)
em dimensão três.

A primeira igualdade é a equação ou lei de balanço do calor. Esta
equação corresponde ao seguinte fato: dado um subdomı́nio Ω0 ⊂ Ω,
a mudança temporal da temperatura u é obtida somente por causa
do fluxo de calor em Ω0 e da fonte de calor representada por f . No
caso f = 0, o fluxo do calor é conservado, assim a equação acima cor-
responde a uma lei de conservação do fluxo do calor. Chamaremos de
caso estacionário, quando pudermos ignorar as mudanças no tempo
i.e. ∂

∂tu = 0. Observe que a equação simplifica-se para −div~p = f .
A segunda equação (1.14) corresponde à lei constitutiva do mo-

delo, ela relaciona o fluxo de calor ~p com a temperatura u. A equação
(1.14) é conhecida como Lei de Fourier. A relação entre a temperatura
e o fluxo de calor depende das propriedades do material em questão
e é, em geral, não linear. A relação linear acima é uma simplificação
obtida ao se linearizar o modelo com respeito de uma temperatura
de referência.

Supondo que a equação (1.14) vale para todo x ∈ Ω podemos
substituir ~p por κ∇u na equação (1.13) obtendo a seguinte equação
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de segunda ordem ∂u
∂t − div(κ∇u) = f. Veja a Seção 1.2.1.

A equação (1.15) corresponde à condição de fronteira de Dirichlet
onde a temperatura (em cada instante do tempo) é conhecida em
ΓD. A última equação (1.16) é referente à condição de fronteira
de Neumann, que corresponde ao caso onde o fluxo de calor entre
o domı́nio e seu exterior é conhecido ao longo da parte do bordo
denotada por ΓN .

No caso estacionário temos o seguinte sistema de equações dife-
renciais:

div~p = f em Ω, (1.17)
~p = −κ∇u em Ω, (1.18)
u = g em ΓD, (1.19)

−~p · ~η = h em ΓN . (1.20)

Lembramos que quando ΓN = ∂Ω (ou seja ΓD = ∅), impomos a
condição

∫
Ω

u(x) = 0 para obter unicidade de solução, e precisamos
da condição de compatibilidade

∫
∂Ω

h(x)dS =
∫
Ω

f(x)dx. Veja a
Seção 1.1.3.
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Caṕıtulo 2

O método de elementos
finitos

Neste caṕıtulo introduziremos o método de elementos finitos para a
equação de Laplace

−∆u = f,

com diferentes tipos de condição de contorno. Ao longo deste caṕıtulo,
entenderemos como solução da equação acima uma função satisfa-
zendo uma das formulações fracas discutidas no caṕıtulo anterior.

Começaremos introduzindo o conceito de espaço de funções com
dimensão finita, e a aproximação de Ritz-Galerkin. Na seção 2.1,
descreveremos o espaço de funções lineares por partes, sendo este
um exemplo básico de espaço de funções bastante utilizado no MEF.
Finalmente, discutiremos o método de elementos finitos aplicado à
equação de Laplace, e apresentaremos algumas considerações sobre
sua implementação numérica.

Começaremos este caṕıtulo introduzindo o conceito de espaço de
funções com dimensão finita.

Definição 2.0.1. Diremos que um espaço de funções V tem di-
mensão finita, se existe n ∈ N, e um conjunto de funções φi : Ω → R,
i ∈ {1, . . . , n}, tal que qualquer função ϕ ∈ V pode ser escrita como
uma combinação linear das funções φi. Isto é, existem n constantes
αi tal que, ϕ =

∑n
i=1 αiφi.

16
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O método de elementos finitos se baseia na aproximação de Ritz-
Galerkin, que consiste em buscar uma aproximação para a solução
do problema (1.4) em um espaço de funções (reais com domı́nio Ω)
que tenha dimensão finita. Desta forma, uma vez definido o espaço
de dimensão finita V h, que usaremos para aproximar a solução u de
(1.4), vamos buscar a aproximação uh ∈ V h de u, satisfazendo a
seguinte relação:

∫

Ω

∇uh · ∇v dx =
∫

Ω

fvdx ∀v ∈ V h.

Como o espaço V h tem dimensão finita, este espaço pode ser gerado
por uma base {φi}Nh

i . Assim podemos representar a solução aproxi-
mada uh da seguinte forma

uh(x) =
Nh∑

i=1

αiφi(x).

Fazendo esta substituição na formulação acima, e usando o fato que
qualquer função em V h pode ser escrita como um combinação linear
das funções base φi, obtemos

∫

Ω

∇(
Nh∑

i=1

αiφi(x)) · ∇φj dx =
∫

Ω

fφj dx ∀j ∈ {1, . . . , Nh}

ou ainda

Nh∑

i=1

αi

∫

Ω

∇φi · ∇φj dx =
∫

Ω

fφj dx ∀j ∈ {1, . . . , Nh}.

Definindo a matriz de rigidez A = (aij)

aij =
∫

Ω

∇φi · ∇φj dx

e os vetores α = (α1, α2, . . . , αNh)t e b = (bi)

bi =
∫

Ω

fφi dx.
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18 [CAP. 2: O MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

O problema original fica reduzido ao seguinte sistema linear

Aα = b.

Note que aqui não tratamos a condição de contorno da equação de
Laplace, abordaremos este problema na seção 2.3.

2.1 O espaço de funções lineares por par-
tes

Nesta seção introduziremos o espaço de funções lineares por partes,
que consiste em um dos exemplos mais simples de espaço de elementos
finitos. Primeiramente, consideraremos o caso unidimensional (Ω ⊂
R) e depois o caso bidimensional. Quando Ω ⊂ R2 vamos fazer a
hipótese simplificadora que Ω é um domı́nio poligonal.

2.1.1 Caso unidimensional

Nesta subseção vamos supor que Ω = (a, b). Entenderemos como uma
partição de Ω, uma divisão deste domı́nio em subintervalos dada da
seguinte forma [a, b] = ∪N

i=1[zi−1, zi], onde z0 = a, zN = b e zi < zi+1.
As contantes zi são chamadas vértices da partição.

Dada uma partição de Ω, vamos definir o espaço das funçoes
cont́ınuas lineares por partes da seguinte forma1

V = {f ∈ C(Ω); f |(zi,zi+1) é linear} (2.1)

isto é, f |[zi,zi+1](x) = aix + bi, sendo ai, e bi constantes apropriadas.
Observe que o conjunto de funções φi ∈ V , i ∈ {0, 1, . . . , N}, onde

φi(zj) =
{

1 if i = j
0 if i 6= j

forma uma base para o espaço V . Mais especificamente, qualquer
função v ∈ V pode ser escrita como

v(x) = c0φ0(x) + c1φ1(x) + · · ·+ cNφN (x) =
N∑

i=0

ciφi(x).

1Aqui usamos a notações C(Ω) para designar o conjunto das funções reais
cont́ınuas com domı́nio Ω, e f |A para designar a restrição de f ao conjunto A
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Exerćıcio 2.1.1. Verifique que as constantes ci na fórmula acima
satisfazem a seguinte relação

ci = v(zi).

Definição 2.1.2. Seja T h uma famı́lia de partições de Ω = (a, b).
Isto é, para cada h > 0 temos uma particação a = αh

0 < αh
i < αh

i+1 <
αh

Nh = b. Dizemos que a famı́lia T h é quase uniforme se existem
constantes c1 e c2 tal que

max
i

(αh
i+1 − αh

i ) ≤ c1h

e
min

i
(αh

i+1 − αh
i ) ≥ c2h.

Exemplo 2.1.3. Um exemplo de famiĺıa de partições é dado por:
para cada n ∈ N definimos h = (b− a)/n, e

αh
i = a +

i

h
, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Observamos que neste caso a partição é quase uniforme. Mais ainda,
para i ∈ {0, 1, . . . , n} temos que αh

i+1−αh
i = h, desta forma, dizemos

que esta partição é uniforme.

Exerćıcio 2.1.4. Construa uma famı́lia de partições do intervalo
(−1, 1) que seja quase uniforme e não seja uniforme.

2.1.2 Caso bidimensional

Começaremos introduzindo o conceito de triangulação.

Definição 2.1.5. Uma triangulação de um dominio poligonal Ω ⊂
R2 é uma subdivisão de Ω em um conjunto finito de triângulos sa-
tisfazendo a seguinte propriedade: qualquer vértice da partição não
pertence ao interior de qualquer aresta da partição 2. Veja Figura
2.1.

2A restrição sobre vértices e arestas citada acima não é usada em alguns
métodos numéricos sofisticados, como por exemplo, os que usam ferramentas
de decomposição de domı́nios ou refinamento de malha
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20 [CAP. 2: O MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

a) b)

Figura 2.1: a) Partição não regular. b) Partição regular (trian-
gulação).

Seja T uma triangulação de Ω. Definimos o espaço de funções
lineares por partes sobre T , como o espaço formado pelas funções v
tais que v restrita a cada triângulo de T é linear nas variáveis x e y.
Isto é, para todo triângulo T ∈ T , temos que

v|T (x, y) = ax + by + c,

onde a, b, c são constantes apropriadas, e dependem do triângulo T .
Estas constantes correspondem aos três graus de liberdade que temos
para cada função linear por partes restrita ao triangulo T . Assim
como no caso unidimensional, vamos usar V para denotar o espaço
das funções lineares por partes sobre T .

Observamos que, no caso bidimensional, uma base para o espaço
V é dada pelo conjunto de funções φi ∈ V , i ∈ {0, 1, . . . , N}, onde N
representa a quantidade de vértices de T e

φi(zj) =
{

1 if i = j
0 if i 6= j.

(2.2)

Veja o gráfico de uma função base na Figura 2.2.

Exerćıcio 2.1.6. Suponha que a partição de Ω contém um triângulo
T com vértices z1 = (0, 0), z2 = (1, 0), e z3 = (1, 1). Encontre as
restrições das funções base φ1, φ2 e φ3 ao triângulo com vértices,
z1, z2 e z3.

Definição 2.1.7. Seja T h uma famı́lia de triangulações de Ω ⊂ R2,
0 < h ≤ 1. Dizemos que a a famı́lia T h é quase uniforme se existem
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Figura 2.2: Função base.

constantes c1 e c2 tal que

max
T∈T h

{ diâmetro de BT } ≤ c1h

e
min

T∈T h
{ diâmetro de bT } ≥ c2h

onde BT é o menor ćırculo contendo T , e bT é o maior ćırculo contido
em T .

Dada uma famı́lia de triangulações T h de Ω vamos denotar V h(Ω)
ou simplesmente V h o espaço de funções lineares por partes aqui
definido.

Figura 2.3: Exemplo de uma função linear por partes.

2.1.3 Espaços de funções e condições de contorno

Vale observar que a escolha do espaço de funções lineares a ser uti-
lizado no problema depende da condição de contorno imposta ao
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22 [CAP. 2: O MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

mesmo. Ao trabalharmos com condição de Dirichelet zero temos que,
u|∂Ω = 0, assim convém introduzir o seguinte subespaço de V h

V h
0 (Ω) = {v ∈ V h(Ω); v|∂Ω = 0}. (2.3)

Observe que como as funções em V h são lineares por partes, para
que uma função v pertença ao espaço V h

0 ⊂ V h basta que v ∈ V h, e
v(z) = 0 para todo vértice z da partição T h situado na fronteira de
Ω.

No problema com condição de Neumann, precisamos da condição∫
Ω

u dx = 0 para que tenhamos unicidade de solução. Assim, para
tratar deste tipo de condição de fronteira, introduzimos o seguinte
subespaço de V h

V̂ h = {v ∈ V h;
∫

Ω

v dx = 0}. (2.4)

Exerćıcio 2.1.8. Verifique que uma função u =
∑N

i=1 αiφi pertence
ao espaço V̂ h se e somente se

∑N
i=1 αimi = 0 onde mi =

∫
Ω

φi.

Exerćıcio 2.1.9. Encontre o espaço de funções lineares por partes
apropriado para tratar o problema com condição de fronteira mista.
Isto é, o caso em que ∂Ω = ΓD ∪ ΓN e u|ΓD

= 0 e ∂ηu|ΓN
= 0.

2.2 Outros espaços de funções

No restante deste texto nos concentraremos quase que exclusivamente
nos espaços de funções lineares por partes. Entretanto, é importante
ressaltar que existem vários outros exemplos de espaços de funções
de dimensão finita usados em métodos de elementos finitos. A seguir,
descreveremos brevemente alguns destes espaços. Para mais detalhes
veja [4, 5, 8].

2.2.1 Funções bilineares

Até o momento consideramos apenas partições triangulares do domı́nio
Ω. No entando, em algum casos é conveniente considerar uma partição
de Ω em retângulos. Neste caso, o espaço de funções bilineares por
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partes aparece como um espaço natural para se trabalhar. Mais es-
pecificamente, uma função v pertence a este espaço se é continua em
Ω, e se para todo retângulo T da partição T temos que

v|T (x, y) = axy + by + cx + d

onde a, b, c, d são constantes apropriadas dependentes de T . Estas
constantes correspondem aos quatro graus de liberdade que temos
para cada função bilinear restrita aos retângulos da partição T .

Exerćıcio 2.2.1. Suponha Ω = [0, 1] × [0, 1], encontre uma famı́lia
de partições de Ω em retângulos e uma base para o espaço de funções
bilineares.

2.2.2 Espaços com funções polinomiais de ordem
superior

Em alguns problemas se faz necessário o uso de espaços de funções
mais regulares que o das funções lineares por partes. Uma forma de
obter tais espaços é considerar funções que, restritas aos triângulos
da malha, são polinômios de ordem 2, ou superior. Vamos apresentar
um exemplo de tal tipo de espaço.

O espaço dos elementos triangulares de Bell é construido da se-
guinte forma. As funções neste espaço pertencem a C1(Ω), e são
polinômios de grau cinco, quando restritas a cada triângulo da ma-
lha. Isto é, para todo triângulo T da partição T , e v neste espaço
temos que

v|T (x, y) = a1x
5 + a2y

5 + a3x
4y + a4xy4 + a5x

3y2 + a6y
2 + . . .

+ a16y + a17x + a18

onde as constantes ai, i = 1, . . . , 18 correspondem aos dezoito graus
de liberdade desta função. Supondo que o triângulo T tem vértices
z1, z2 e z3 estes dezoito graus de liberdade são determinados pelos
valores da função v e de suas derivadas de primeira e segunda ordem
nos vértices z1, z2 e z3.
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24 [CAP. 2: O MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

2.3 A aproximação via elementos finitos

2.3.1 O problema de Laplace com condição de Di-
richlet

Nesta seção obteremos a aproximação de u, solução de (1.4) com
condição de Dirichlet zero, através do método de elementos finitos.
Como foi dito anteriormente, a principal idéia do método de elemen-
tos finitos é buscar uma aproximação para a solução da formulação
fraca da equação de Laplace em um espaço de dimensão finita V . No
caso do problema com condição de Dirichlet zero, tomaremos V = V h

0

definido no fim da seção 2.1. Nossa aproximação de elementos finitos
é dada por uh ∈ V h

0 tal que
∫

Ω

∇uh · ∇vdx =
∫

Ω

fvdx ∀v ∈ V h
0 . (2.5)

Observe que h é um parâmetro que representa o tamanho da ma-
lha. Mais especificamente, suponha que a famı́lia de partição T h é
quase uniforme, quanto menor for o valor h, menor serão os triângulos
da malha, e teremos uma maior quantidade de vértices em T h. Ou
seja, a dimensão do espaço V h

0 aumenta quando h → 0. Veremos mais
adiante que quanto menor for o valor de h melhor uh aproximará u.

Veremos agora como transformar o problema acima em um sis-
tema linear. Seja φi, i ∈ {1, . . . , Nh

0 }, uma base para o espaço V h
0 .

Primeiramente, observamos o seguinte resultado.

Exerćıcio 2.3.1. Verifique que uh é solução de (2.5) se e somente
se ∫

Ω

∇uh · ∇φidx =
∫

Ω

fφi dx ∀i ∈ {1, 2, . . . , Nh
0 }. (2.6)

Note também que podemos representar a função uh da seguinte
forma

uh(x) =
Nh

0∑

i=1

αiφi(x),

onde αi são constantes a serem determinadas. Assim, por (2.6) temos
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que

∫

Ω

∇
Nh

0∑

k=1

αkφk · ∇φidx =
∫

Ω

fφidx ∀i ∈ {1, 2, . . . , Nh
0 }. (2.7)

Explorando a lineridade do gradiente e da integral temos:

Nh
0∑

k=1

αk

∫

Ω

∇φk · ∇φidx =
∫

Ω

fφidx ∀i ∈ {1, 2, . . . , Nh
0 }. (2.8)

Definimos a matriz de rigidez A ∈ RNh
0 ×Nh

0 , A = (aij) da seguinte
forma

aij =
∫

Ω

∇φj · ∇φi dx (2.9)

e os vetores coluna α, b ∈ RNh
0

α = (α1, α2, . . . , αNh
0
)t

e b = (b1, b2, . . . , bNh
0
)t onde

bi =
∫

Ω

fφi dx. (2.10)

Assim, obtemos que o problema (2.7) é equivalente á resolução do
seguinte sistema linear

Aα = b. (2.11)

A matriz de rigidez A é simétrica positiva definida, e o método
numérico iterativo do tipo gradiente conjugado, pode ser usado para
resolver o sistema linear de forma eficiente. Observamos que quanto
menor for h, melhor será a aproximação da solução u, porém o ta-
manho da matriz A aumentará (pois Nh

0 aumenta), e portanto mais
trabalho computacional será realizado para resolver o sistema linear.

Neste caso mais simples, as entradas (aij) da matriz de rigidez A,
podem ser calculadas de forma exata usando a definição das funções
base e a fórmula (2.9). Já para calcularmos o vetor b, na maioria dos
casos, faz-se necessário o uso de um método de integração numérica
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para calcular (2.10). O método da quadratura Gaussiana, por exem-
plo, pode ser usado para este fim. Veja a subseção 2.3.3 para uma
discussão mais detalhada sobre o cálculo da matriz de rigidez e do
vetor b.

Exerćıcio 2.3.2. Suponha que g : ∂Ω → Ω seja uma função cont́ınua.
Descreva como aproximar a solução da equação de Laplace com condição
de contorno u = g em ∂Ω, usando o MEF com funções base lineares
por partes.

2.3.2 O problema de Laplace com condição de Neu-
mann

Abordaremos primeiramente o problema de Laplace com condição de
Neumann nula, e depois discutiremos o caso não homogêneo.

A aproximação para o problema de Laplace com condição de Neu-
mann zero, é bem similar ao problema de Dirichlet zero. Neste caso,
podemos aplicar o mesmo racioćınio apresentado para a condição
de Dirichlet zero, substituindo o espaço V h

0 pelo espaço V̂ h. Lem-
bremos que o problema de Neumann, sem a imposição da condição∫
Ω

u dx = 0, não possui unicidade, ou seja suas soluções são defini-
das a menos de uma constante. Numericamente, isto se reflete da
seguinte maneira: seja φi, i : 1, . . . , Nh uma base para o espaço V h

definido em (2.2), defina a matriz de rigidez A = (aij) como

aij =
∫

Ω

∇φi · ∇φj dx, i, j ∈ {1, 2, . . . , Nh}.

A matriz A assim definida não é inverśıvel, tendo um núcleo com
dimensão um. Este fato pode ser verificado tomando o produto A
por um vetor múltiplo de (1, 1, . . . , 1)t. Neste caso, temos que a i-
ésima componente do vetor A(1, 1, . . . , 1)t é dada por

(A(1, 1, . . . , 1)t)i =
Nh∑

j=1

aij =
∫

Ω

∇φi · ∇
Nh∑

j=1

φj dx.

Observamos então, que por definição das funções φi, temos que

Nh∑

j=1

φj(x) = 1, ∀x ∈ Ω,
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logo

∇
Nh∑

j=1

φj(x) = 0,

e A(1, 1, . . . , 1)t é o vetor nulo. Para resolver o problema no espaço
V̂ h, podemos encontrar uma solução qualquer para o sistema inde-
terminado Ax = b e depois definir

α = x−
Nh∑

i=1

xi

Nh
.

Desta forma, o vetor α satisfaz Aα = b e
∑Nh

i=1 αi = 0 e portanto

uh =
∑Nh

i=1 αiφi é a solução desejada em V̂ h; veja o Exerćıcio 2.1.8.
Agora apresentaremos uma forma de aproximar a solução do pro-

blema de Neumann não nulo. Mais especificamente, estamos interes-
sados em aproximar a solução da equação de Laplace com a seguinte
condição de fronteira

∆u = f em Ω, e ∂ηu = g em ∂Ω.

Suponha que seja dada uma função g̃ : Ω → R tal que ∂η g̃ = g onde
∂ηv(x) = ∇v(x) · ~η(x) denota a derivada na direção normal ~η(x).
Observamos que a função ũ = u− g é solução do seguinte problema

∆ũ = f + ∆g̃ em Ω, e ∂ηũ = 0 em ∂Ω.

Isto é, ũ é solução do problema de Neumann com condição nula, e
consequentemente, podemos encontrar sua aproximação de elementos
finitos seguindo os passos descritos no ińıcio desta subseção. Desta
forma, sendo conhecida a aproximação ũh de ũ, podemos obter a
aproximação de u tomando uh = ũh + g̃.

É importante observar que, dada a função g, não é fácil encontrar
g̃ que satisfaça exatamente ∂η g̃ = g. Desta forma, é necessario apro-
ximar g̃ numericamente. Estratégias distintas podem ser usadas para
este fim. Vamos agora descrever uma das mais simples. Definimos a
função g̃h ∈ V h da seguinte forma

g̃h(z) = 0,



“texto9”
2011/5/10
page 28

i

i

i

i

i

i

i

i
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para todo vértice z da malha T h, pertencente ao interior de Ω. Os
valores de g̃h(z) para os vértices pertencentes à ∂Ω são então esco-
lhidos de forma que ∂η g̃h(z) = g(z). Note que a função g̃h é linear
por partes e portanto não podemos calcular ∆g̃h. Assim, temos que
fazer uso da formulação fraca do problema. Mais especificamente, a
função ũh deve satisfazer

∫

Ω

∇ũh · ∇φi dx =
∫

Ω

fφi dx +
∫

Ω

∇g̃h · ∇φi dx

para toda φi na base de V h.

2.3.3 Considerações sobre a implementação numérica

Começamos esta seção descrevendo melhor as funções base do espaço
de funções lineares por partes.

Lema 2.3.3. Seja K̂ o triângulo de referência com vértices z1 =
(0, 0), z2 = (1, 0) e z3 = (0, 1) e φ̂1, φ̂2 e φ̂3 as respectivas funções
bases. As três funções bases de V h retritas a K̂ são

φ̂1(x̂) = 1− x̂1 − x̂2, φ̂2(x̂) = x̂1, φ̂3(x̂) = x̂2,

para todo x̂ = (x̂1, x̂2) ∈ K̂.

Deiaxamos a demonstração do lema anterior a cargo do leitor; veja
o exerćıcio 2.1.6. O lema seguinte nos permite construir funções base
restritas a qualquer triângulo da partição T h, a partir das funções
base restritas ao triângulo de referência K̂ do lema anterior.

Lema 2.3.4. Seja Ki um elemento da triangulação T h com vértices
u = (u1, u2), v = (v1, v2) e z = (z1, z2) (ordenados no sentido anti-
horário) e φ1 = φu, φ2 = φv e φ3 = φz as respectivas funções base.
Seja K̂ o triângulo de referência e FKi : K̂ → K a função afim tal
que FKi(K̂) = Ki e FKi(0) = u. Então

FKi(x̂) =
[

v1 − u1 z1 − u2

v2 − u1 z2 − u2

]
x̂ +

[
u1

u2

]
, x̂ ∈ K̂

e para cada x ∈ Ki, as três funções bases com suporte no elemento
Ki são

φj(x) = φ̂j(x̂), para todo x̂ = F−1
Ki

(x), j = 1, 2, 3.



“texto9”
2011/5/10
page 29

i

i

i

i

i

i

i

i
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Também temos que

∇xφj = ∇x̂φ̂j(x̂)B−1
Ki

onde BKi
=

[
v1 − u1 z1 − u2

v2 − u1 z2 − u2

]
.

Exerćıcio 2.3.5. Demonstre o lema acima.

Na implementação do método de elementos finitos é necessário
o cálculo de integrais, como por exemplo

∫
Ω

f(x)φi(x)dx. Normal-
mente, tais integrais são aproximadas numericamente. Descrevere-
mos agora uma forma útil de calcular a integral de uma função defi-
nida em um subconjunto de R2. No triângulo de referência K̂, vale
a seguinte fórmula de quadratura.

Lema 2.3.6 (Quadratura de sete pontos no triângulo). Dada uma
função g : K̂ → R, temos que a seguinte aproximação é válida

∫

K̂

g(x̂)dx̂ ≈
7∑

i=1

g(ζi)ωi.

Onde os pontos de quadratura e pesos ζi, ωi são definidos na Ta-
bela 2.1. A fórmula acima se torna uma igualdade quando g é um
polinômio de grau menor ou igual a cinco.

A fim de aplicar a fórmula de quadratura do lema anterior para
calcular a integral de uma dada função g no domı́nio Ω, usamos o
seguinte fato ∫

Ω

g(x) dx =
∑

T∈T h

∫

T

g(x) dx

e aplicamos a fórmula de mudança de variáveis dada pelo seguinte
lema.

Lema 2.3.7. Seja Ki um elemento da triangulação T h com vértices
u = (u1, u2), v = (v1, v2) e z = (z1, z2) (ordenados no sentido anti-
horário). Para toda função integrável f : Ki = FKi(K̂) → R temos

∫

Ki

g(x)dx =
∫

K̂

g(FKi(x̂))|det
[

v1 − u1 z1 − u2

v2 − u1 z2 − u2

]
|dx̂.
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Ponto ζi Peso ωi

( 1
3 , 1

3 ) 9
90

( 6+
√

15
21 , 6+

√
15

21 ) 155+
√

15
2400

( 9−2
√

15
21 , 6+

√
15

21 ) 155+
√

15
2400

( 6+
√

15
21 , 9−2

√
15

21 ) 155+
√

15
2400

( 6−√15
21 , 6−√15

21 ) 155−√15
2400

( 9+2
√

15
21 , 6−√15

21 ) 155−√15
2400

( 6−√15
21 , 9+2

√
15

21 ) 155−√15
2400

Tabela 2.1: Pontos e pesos da fórmula de quadratura com sete pontos
no triângulo de referência (esquerda) e mapa dos pontos de quadra-
tura no triângulo de referência (direita)

Observamos que no caso de funções lineares por partes, o cálculo
das entradas da matriz de rigidez A pode ser feito de forma direta no
caso da equação de Laplace. Entretanto, em vários outros problemas
este cálculo não pode ser feito de forma simples, como no exemplo da
equação

−div · (κ(x)∇u) = f em Ω e u = 0 em ∂Ω (2.12)

onde 0 < m < k(x) < M , para constantes positivas m e M apro-
priadas. Esta é uma equação eĺıptica de segunda ordem obtida das
equações (1.17) e (1.18). Observe que, quando κ(x) = 1 obtemos o
Laplaciano.

Exerćıcio 2.3.8. Aplique racioćınio similar ao da Subseção 1.1.2 e
obtenha uma formulação fraca para a equação (2.12).

Se fizermos um procedimento análogo ao apresentado para o La-
placiano na subseção 2.3.1, podemos aplicar o MEF para a equação
(2.12), e obteremos a seguinte fórmula para as entradas da matriz de
rigidez referente a este problema

aij =
∫

Ω

κ(x)∇φi · ∇φj . (2.13)
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Sendo que, o vetor b correspondente ao problema Aα = b permanece
como no caso do Laplaciano sendo dado por (2.10).

Exerćıcio 2.3.9. Verifique as afirmações acima referentes ao MEF
aplicado á equação (2.12).

Neste caso, a integral acima precisa ser aproximada numerica-
mente. Discutiremos agora como aproximar tal integral. Primeira-
mente observamos que podemos calcular a integral acima somando
as contribuições locais relativas á cada elemento T ∈ T h . Note que
em cada elemento triangular temos três graus de liberdade, isto é,
somente três funções bases têm suporte em cada elemento T 3.

Lema 2.3.10. Considere a matriz de rigidez A = (aij) definida por
(2.13). Sejam Ti, i = 1, . . . , Nh

e os elementos de uma triangulação
T h, onde Nh

e e Nh representam o número de triângulos e vértices
desta partição, respectivamente. Definamos Ri ∈ R3×Nh

como a ma-
triz de restrição ao elemento Ti, ou seja, a matriz RT

i tem todas as
entradas nulas com excessão das posições (1, i1), (2, i2), e (3, i3) (cor-
respondentes aos vértices xij ∈ Ti, j ∈ {1, 2, 3}), onde tem o valor
um. Seja ATi

a matriz local definida por

ATi =



ATi(φi1 , φi1) ATi(φi1 , φi2) ATi(φi1 , φi3)
ATi(φi2 , φi1) ATi(φi2 , φi2) ATi(φi2 , φi3)
ATi(φi3 , φi1) ATi(φi3 , φi2) ATi(φi3 , φi3)


 (2.14)

onde
ATi(v, w) =

∫

Ti

κ(x)∇v(x) · ∇w(x)dx. (2.15)

Finalmente seja bTi o lado direito local do vetor b dado por (2.10),

bTi =



FTi(φi1)
FTi(φi2)
FTi(φi3)




onde FTi

FTi(v) =
∫

Ti

f(x)v(x)dx.

3Isto é, apenas três funções da base são diferentes de zero em T .
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Temos então que

A =
Nh

e∑

i=1

RT
i ATi

Ri (2.16)

e

b =
Nh

e∑

i=1

RT
i bTi . (2.17)

O lema anterior permite calcular a matriz A usando as contribui-
ções locais de cada elemento. Isto representa uma grande vanta-
gem para a implementação numérica. Na igualdade (2.16) o papel
das matrizes Ri é fazer com que a contribuição calculada localmente
corresponda ao seu devido lugar na matriz global A. As matrizes
de extensão Ri, i = 1, . . . , Nh

e , podem ser substitúıdas por funções
que transformem os ı́ndices locais [1, 2, 3] do elemento Ti, nos ı́ndices
globais [i1, i2, i3] (a mesma consideração se aplica às matrizes RT

i

i = 1, . . . , Nh
e ).

Note também que as matrizes locais são calculadas em cada ele-
mento Ti separadamente.
Para resolver o sistema linear Ax = b com a matriz A em (2.16)
usando um método iterativo, somente precisamos de uma rotina que
faça a operação de multiplicação matriz vezes vetor. Isto é, necessi-
tamos calcular Ax dado x ∈ RNh

. O resultado de aplicar a matriz A
ao vetor x pode ser calculado usando (2.16) diretamente. A fórmulas
(2.16) e (2.17) são fundamentais para a construção de muitos algo-
ritmos de decomposição de domı́nios na aproximação numérica de
equações diferenciais parciais eĺıpticas.

Exemplo: a equação de Laplace

Queremos aproximar a solução da equação de Laplace (1.1) usando
elementos finitos.

Achar u : [0, 1] → R tal que{ −u′′(x) = −1, 0 < x < 1
u(0) = 1, u(1) = 1.

(2.18)

Agora introduziremos ideias básicas e úteis para a implementação
computacional do método dos elementos finitos.
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Formulação fraca

A formulação fraca de (2.18) foi constrúıda na Seção 1.1.1.

Triangulação

Neste exemplo queremos usar a triangulação uniforme com quatro
vértices

T h = {x1 = 0, x2 =
1
3
, x3 =

2
3
, x4 = 1}.

Nesta triangulação temos três elementos, T1 = (0, 1
3 ), T2 = ( 1

3 , 2
3 ) e

T3 = ( 2
3 , 1).

Montagem da matriz

Depois de definir a triangulação, montamos a matriz A usando o lema
2.3.10, tomando κ(x) = 1. Para isto, precisamos construir, elemento
por elemento, as matrizes locais ATi

em (2.14) e as matrizes de res-
trição RTi , i = 1, 2, 3.

O primeiro elemento é T1 = (x1, x2) = (0, 1
3 ). As funções base em

T1 são φ1(x) = x2−x
x2−x1

= 3( 1
3 − x) e φ2 = x−x1

x2−x1
= 3x, x ∈ (x1, x2).

Com estas duas funções base calculamos as entradas da matriz local
AT1 em (2.14) da seguinte forma

AT1(φ1, φ1) =
∫

T1

φ′1φ
′
1 =

∫ x2

x1

|φ′1|2 = (−3)2
1
3

= 3,

AT1(φ1, φ2) = AT1(φ2, φ1) =
∫

T1

φ′0φ
′
1 =

∫ x2

x1

(−3)(3) = −3,

AT1(φ2, φ2) =
∫

T1

φ′2φ
′
2 =

∫ x2

x1

|φ′2|2 = 32 1
3

= 3.

Portanto AT1 = 3
[

1 −1
−1 1

]
. Note que R1 =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
e

RT
1 AT1R1 = 3




1 −1 0 0
−1 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0


 .
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Analogamente pode-se calcular as matrizes locais ATi
e de restrição

Ri para i = 2 e i = 3. Obtemos

ATi
= 3

[
1 −1
−1 1

]
, i = 1, 2, 3.

Temos finalmente que a matriz (Neumann) global é dada por

A =
3∑

i=1

RT
i AKiRi = 3




(1) −1 0 0
−1 (1 + 1) −1 0
0 −1 (1 + 1) −1
0 0 −1 (1)


 ,

ou seja,

A = 3




1 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 1


 .

Observamos que computacionalmente não é necessário criar as ma-
trizes Ri e RT

i , mas sim adicionar a matriz ATi
nas posições corretas

na matriz global A.

Montagem do lado direito

Agora montamos o lado direito b usando (2.17). Novamente va-
mos calcular, elemento por elemento, os lados direitos locais bTi ,
i = 1, 2, 3. Neste exemplo, a função do lado direito é f(x) = −1
para todo x ∈ (0, 1). No elemento T1 = (x1, x2) temos

FT1(φ1) =
∫

T1

−1φ1(x)dx = −
∫ x2

x1

x− x1

x2 − x1
dx = −1

6

FT1(φ2) =
∫

T1

−1φ2(x)dx = −
∫ x2

x1

x2 − x

x2 − x1
dx = −1

6

e então bT1 = −[ 16 , 1
6 ]T . Analogamente bT2 = bT3 = −[ 16 , 1

6 ]T . Temos
finalmente que

b =
3∑

i=1

RT
i bTi =




− 1
6

− 1
6 − 1

6
− 1

6 − 1
6

− 1
6


 = −




1/6
1/3
1/3
1/6


 .



“texto9”
2011/5/10
page 35

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 2.4: OPERADOR DE INTERPOLAÇÃO 35

Veja [2] para mais detalhes sobre implementação do MEF.

2.4 Operador de interpolação

Introduziremos agora o operador de interpolação Ih : C(Ω) → V h.
Note que este operador associa a cada função cont́ınua f uma nova
função Ihf ∈ V h. Este operador será usado com frequência na te-
oria de elementos finitos. Ele é definido da seguinte forma: seja
vi, i ∈ {1, 2, . . . , Nh} o conjunto dos vértices da triangulação T h.
Dada uma função cont́ınua f , Ihf ∈ V h e T hf(vi) = f(vi) para
i ∈ {1, 2, . . . , Nh}. Note que Ihf é uma função cont́ınua e está bem
definido. Observe que a definição acima se aplica em uma ou duas
dimensões.

Exerćıcio 2.4.1. Verifique que, dada uma função f ∈ C(Ω), existe
uma única função v ∈ V h tal que Ihf = v.

Exerćıcio 2.4.2. Mostre que o operador Ih não é injetivo. Isto é,
construa um exemplo com duas funções f1, f2 ∈ C(Ω), f1 6= f2 tal
que Ihf1 = Ihf2 (Considere Ω = (0, 1)).



“texto9”
2011/5/10
page 36

i

i

i

i

i

i

i

i

Caṕıtulo 3

Método de elementos
finitos aplicado à
equação do calor

3.1 A equação do calor

A equação do calor modela a evolução da temperatura em um dado
material ao longo do tempo. Faremos a seguinte hipótese simplifi-
cadora: o material em questão se trata de uma barra homogênea
representada pelo segmento de reta (a, b). Neste caso temos a EDP

∂u

∂t
= κ∆u = κ(∂x)2u em Ω = (a, b) (3.1)

u(0, x) = u0(x),

onde u0 representa a distribuição de temperatura inicial da barra, e κ
é uma constante positiva representando o coeficiente de difusão de ca-
lor. Observamos que no caso unidimensional temos que ∆u = ∂2

xu =
uxx e ∇u = ux. Diferentes tipos de condição de contorno podem ser
associadas a esta equação. Como, por exemplo, fluxo de calor nas
extremidades, ∂ηu(t, a) = f(t), ∂ηu(t, b) = g(t)), temperatura fixa na
extremidades, ou então condições mistas. Nestas notas vamos con-

36
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siderar apenas o caso mais simples dado pela seguinte condição de
Dirichlet, u(t, a) = u(t, b) = 0 e vamos supor κ = 1.

É posśıvel mostrar que, dada uma função u0 cont́ınua no intervalo
(a, b), a equação do calor possui uma única solução infinitamente
diferenciável definida para todo t > 0. Mais ainda, esta equação
satisfaz o prinćıpio do máximo, que diz que o máximo e o mı́nimo de
u(t, x) são limitados pelo máximo e mı́nimo de u0(x). Observe que
tal propriedade condiz com o comportamente f́ısico que esperamos
do sistema. Um estudo mais profundo sobre esta equação pode ser
encontrado em [12].

Diferentemente da equação de Laplace, a equação do calor de-
pende do tempo. Desta forma, para aproximar numericamente a
solução desta equação, vamos precisar discretizar também o tempo.
O método que vamos apresentar aqui usa elementos finitos na variável
espacial e uma discretização baseada na série de Taylor na variável
temporal.

Multiplicando a equação (3.1) por uma função teste v ∈ C∞0 (Ω),
integrando com relação a x e usando a identidade (1.6), obtemos a
seguinte formulação fraca para a equação do calor

∫

Ω

∂u

∂t
v dx = −

∫

Ω

∇u · ∇v dx ∀v ∈ C1
0 (Ω) (3.2)

u(0, x) = u0(x).

3.2 Discretização espacial

Nesta seção vamos introduzir a discretização espacial para a equação
do calor (3.1). Seja T h uma famı́lia quase uniforme de partições de
Ω, e V h

0 o espaço de funções lineares por partes associadas à famı́lia
T h. Baseado na formulação fraca (3.2), definimos a aproximação
semi-discreta da equação do calor da seguinte forma

∫

Ω

uh
t (t, x)v(x) dx = −

∫

Ω

∇uh(t, x) · ∇v(x) dx ∀v ∈ V h
0 (3.3)

com uh(0, x) = Ihu0(x). Note que no problema acima discretizamos
a variável espacial, mas continuamos com o tempo cont́ınuo. Assim,
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como no caso de Laplace, a formulação acima é equivalente a
∫

Ω

uh
t (t, x)φi(x) dx =

∫

Ω

∇uh(t, x) · ∇φi(x) dx (3.4)

∀i ∈ {1, . . . , Nh
0 } com uh(0, x) = Ihu0(x), onde {φi}i∈{1,...,Nh

0 } forma
uma base para V h

0 .

3.3 Discretização temporal

Vamos agora explicar como é feita a discretização da variável tem-
poral do problema. Supondo que a função u ∈ C2((0, T ) × (a, b)),
obtemos da série de Taylor de u

u(t + τ, x) = u(t, x) + τ∂tu(t, x) + τ2r(x, t)

onde o resto r(x, t) é uniformemente limitado em t e x. Logo

∂tu(t, x) =
u(t + τ, x)− u(t, x)

τ
+ τr(x, t).

Assim, podemos aproximar ∂tu da seguinte forma

∂tu(t, x) ≈ u(t + τ, x)− u(t, x)
τ

e como r(x, t) é limitado, temos um erro de aproximação da ordem de
τ . Assim, vamos aplicar a aproximação acima na formulação (3.4).

3.3.1 Método reverso de Euler Galerkin

Vamos denotar un,h ∈ V h a aproximação para a solução da equação
do calor no instante t = nτ , ou seja u(nτ, ·). Partindo da formulação
fraca da equação do calor (3.4) e usando a aproximação para ∂tu
obtida acima, temos que

∫

Ω

un,h − un−1,h

τ
v dx = −

∫

Ω

∇un,h · ∇v dx ∀v ∈ V h
0 (3.5)

ou equivalentemente ∀i ∈ {1, . . . , Nh
0 }

∫

Ω

un,h − un−1,h

τ
φi dx = −

∫

Ω

∇un,h · ∇φi dx (3.6)
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e u0,h(x) = Ihu0(x). Observe que no lado direito da equação acima
aperece un,h (podeŕıamos ter optado por un−1,h), por isto chamamos
esta aproximação de reversa. Finalmente, nós definimos a nossa apro-
ximação discreta uτ,h(x, t) como uma interpolação linear por partes
na variável t

uτ (t, x) = un−1(x) +
t− (n− 1)τ

τ

(
un(x)− un−1(x)

)
(3.7)

para t ∈ [(n − 1)τ, nτ). O método reverso de Euler Galerkin é um
exemplo de método impĺıcito e de passo simples.

Definição 3.3.1. Um método numérico para a equação do calor é
dito de passo simples, se a formulação que permite calcular a apro-
ximação da solução no instante t = nτ depende apenas da apro-
ximação no instante t = (n−1)τ . Caso contrário, o esquema numérico
é dito de passo múltiplo.

Definição 3.3.2. Um esquema numérico de passo simples para a
equação do calor1 (3.1) é dito estável se ∃ c > 0 tal que

‖un,h‖0 ≤ c‖u0,h‖0. (3.8)

Onde ‖f‖0 =
∫
Ω

f(x)2 dx

A estabilidade é fundamental para o bom desempenho de métodos
numéricos para equações de evolução (ou seja equações que envolvam
o tempo como variável). A desigualdade (3.8) nos garante que, se
cometermos um pequeno erro em um determinado instante t0 (que
pode ser oriundo de erro de truncamento nos calculos numéricos),
este pequeno erro pode até se propagar ao longo do tempo, mas ele
não será amplificado quando avançamos no tempo.

Um esquema numérico para a equação do calor é dito condicional-
mente estável, quando existe alguma relação entre τ e h que precisa
ser respeitada para que o método seja estável. Por exemplo, alguns
métodos numéricos para a equação do calor necessitam da condição
τ/h2 ≤ c para que sejam estáveis, onde c é uma constante apropriada.

1A definição de estabilidade aqui apresentada é apenas para o problema ho-
mogêneo, e não se aplica para o problema ut = ∆u + f(t, x), f 6= 0.
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Teorema 3.3.3. O esquema de Euler Galerkin reverso é incondici-
onalmente estável.

Prova. Tomando v = un,h em (3.5), obtemos ∀i ∈ {1, . . . , Nh}
∫

Ω

un,h(x)− un−1,h(x)
τ

un,h(x) dx =

−
∫

Ω

∇un,h(x) · ∇un,h(x) dx (3.9)

e como o lado direito da igualdade acima é negativo, conclúımos que
∫

Ω

(un,h(x))2 dx ≤
∫

Ω

un−1,h(x)un,h(x) dx

≤ ‖un−1,h‖0‖un,h‖0.

Aqui aplicamos a desigualdade de Cauchy para obter a última esti-
mativa. Assim, dividindo ambos os lados por ‖un,h‖0 obtemos

‖un,h‖0 ≤ ‖un−1,h‖0
e obtemos o resultado desejado usando, sucessivamente, a última de-
sigualdade. ¤

Veja [19, 25] para mais detalhes sobre a aproximação de equações
de evolução.

3.3.2 Formulação matricial do problema

Como un,h ∈ V h
0 , sabemos que existem constantes αi, tal que

un,h(x) =
Nh

0∑

i=1

αn
i φi(x) (3.10)

substituindo em (3.4) temos para i ∈ {1, . . . , Nh
0 }

Nh
0∑

j=1

αn
j (x)− αn

j

τ

∫

Ω

φj(x)φi(x) dx = −
Nh

0∑

j=1

αn
j

∫

Ω

∇φj(x) · ∇φi(x) dx.

(3.11)
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Definindo a matriz de massa K ∈ RNh
0 ×Nh

0 com entradas

kij =
∫

Ω

φj(x)φi(x) dx, (3.12)

podemos reescrever o problema (3.11) da seguinte forma

K
αn − αn−1

τ
= −Aαn (3.13)

onde A é a matriz de rigidez definida em (2.9), e αn ∈ RNh
0 é o vetor

com coordenadas αn
i . Logo, de (3.13) obtemos

(K + τA)αn = Kαn−1.

Assim, dada a solução no instante (n − 1)τ (isto é αn−1), podemos
resolver o sistema linear acima e calcular a solução no instante nτ .

Exerćıcio 3.3.4. Encontre a formulação matricial para um método
numérico similar ao aqui apresentado, para resolver a equação do
calor não homogênea

ut = ∆u + f(t).
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Caṕıtulo 4

Ferramentas da análise
funcional

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns aspectos da teoria matemática
por trás do conceito de solução fraca. Começaremos introduzindo
os espaços de função apropriados para a definição da solução fraca.
Depois apresentaremos a definição precisa de solução fraca e anunci-
aremos os teoremas da Análise funcional que garantirão a existência
e unicidade de solução para o problema fraco.

4.1 Alguns espaços de funções

Nesta seção introduziremos, alguns espaços de funções que nos per-
mitirão definir de forma precisa a formulação fraca do problema de
Laplace, e também serão importantes na análise de erro do MEF.

Dado uma espaço vetorial V , uma função ‖ · ‖ : V → R+ ∪ {0}
define uma norma se as seguintes propriedades são satisfeitas:

1. dado v ∈ V , ‖v‖ = 0 se e somente se v = 0.

2. ∀α ∈ R e v ∈ V vale ‖αv‖ = |α|‖v‖
3. Dados quaisquer u, v ∈ V

‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖. (4.1)

42
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Diremos que o par (V, ‖ · ‖) forma um espaço vetorial normado. Ob-
servamos que a métrica introduz uma noção de distância entre dois
elementos do espaço V . De fato, dados u, v ∈ V podemos definir a
distância de u a v como ‖u− v‖.
Exerćıcio 4.1.1. Seja V = C([0, 1]), isto é, espaço das funções reais
cont́ınuas com domı́nio dado pelo intervalo [0, 1]. Verifique que

‖f‖ =
∫ 1

0

f(x)2 dx

define uma norma.

Dada uma sequência de elementos {vn}∞n=1 ⊂ V , diremos que
esta é uma sequência de Cauchy se ∀ ε > 0, existe k0 ∈ N tal que
∀n,m > k0

‖vm − vn‖ ≤ ε.

Dizemos que uma sequência {vn}∞n=1 ⊂ V tem limite v ∈ V com
relação à norma ‖ · ‖ se

lim
n→∞

‖vn − v‖ = 0.

Exerćıcio 4.1.2. Suponha que {vn}∞n=1 ⊂ V é uma sequência con-
vergente com limite v ∈ V . Mostre que vn é sequência de Cauchy.

Exerćıcio 4.1.3. Suponha que V = R, munido da norma ‖a‖ = |a|
(modulo de a, para todo a ∈ R). Mostre que se an é uma sequência
de Cauchy, então existe α ∈ R tal que limn→∞ an = α.

4.1.1 Construção de espaços por completamento

Veremos nesta seção uma ferramenta que nos possibilitará definir os
espaços de funções que usaremos para tratar o problema fraco de
Laplace. Começaremos introduzindo o conceito de espaço vetorial
normado e completo.

Definição 4.1.4. Dizemos que um espaço vetorial normado V é com-
pleto se para qualquer sequência de Cauchy {vn}∞n=1 ⊂ V , existe
v ∈ V tal que o limite de vn quando n →∞ é igual a v.
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Exemplo 4.1.5. O espaço das funções C([0, 1]) munido da norma
‖f‖ = supx∈[0,1] é completo. Para um demonstração deste fato ver
[11].

Exerćıcio 4.1.6. Motre que o espaço C([0, 1]) munido da norma L2

introduzida no exerćıcio 4.1.1 não é completo. Dica: Construa uma
sequência de funções fn convergindo na norma L2 para a função
f(x) = 1 se x > 1/2 e f(x) = 0 se x ≤ 1/2.

Um resultado importante sobre espaços métricos, nos diz que é
posśıvel completar de forma única um espaço vetorial normado. Para
uma demonstração deste fato veja [11].

Teorema 4.1.7. Seja (V, ‖ · ‖) um espaço vetorial normado, então
existe um único espaço vetorial completo (H, ‖ · ‖) tal que1

• V ⊂ H,

• Dado qualquer elemento v ∈ H, existe uma sequência {vn}∞n=1 ⊂
V , tal que

lim
n→∞

vn = v

Neste caso dizemos que V é denso em H; ou ainda que H é o
fecho de (ou completamento) V .

Espaço L2

A norma L2 de uma função f : Ω → R é dada por

‖f‖0 =
(∫

Ω

f(x)2 dx

)1/2

.

O espaço L2(Ω) é dado pelo fecho do espaço C(Ω) com relação à
norma L2

Exerćıcio 4.1.8. Suponha que Ω = (0, 1). Verifique que a função

f(x) =
{

1, se x ≤ 1/2
0, se x > 1/2

pertence ao espaço L2(Ω).
1Repare que V e H têm a mesma norma.
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Espaços H1, H1
0 e H-div

Definimos a norma H1 da seguinte forma

‖f‖1 =
(∫

Ω

f(x)2 + |∇f(x)|2 dx

)1/2

. (4.2)

Os espaços H1(Ω) e H1
0 (Ω) são definidos, respectivamente, como

o completamento dos espaços C∞(Ω) e C∞0 (Ω) com relação à norma
‖ · ‖1.

Definimos ainda a seminorma H1 como

|f |1 =
(∫

Ω

|∇f(x)|2 dx

)1/2

. (4.3)

Observe que a seminorma satisfaz a segunda e a terceira propriedade
de norma; ver seção 4.1. No entanto, qualquer função f constante
em Ω e distinta de zero, satisfaz |f |1 = 0, mas não é nula.

Denotamos por ∂Ω o bordo do Ω. Note que, se v ∈ H1
0 (Ω) temos

que v = 0 em ∂Ω. Seja Γ ⊂ ∂Ω um subconjunto (relativamente
aberto) do bordo de Ω, definimos o espaço H1

0 (Ω, Γ) ⊂ H1(Ω) como
sendo o completamento do conjunto

C∞0 (Ω, Γ) = {v ∈ C∞(Ω) : v = 0 on Γ}.
O espaço H1

0 (Ω, Γ) consiste das funções v ∈ H1(Ω) tais que v = 0 em
Γ.

Introduzimos também a norma H−div, definida da seguinte forma:
dada uma função vetorial ~v : Ω → R2,

~v(x1, x2) =
(
v1(x1, x2), v2(x1, x2)

)

definimos

‖~v‖H(div,Ω) =
∫

Ω

|~v|2 dx +
∫

Ω

|div~v|2 dx

=
∫

Ω

(v2
1(x) + v2

2(x)) dx +
∫

Ω

(
∂v1

∂x1
(x)

)2

+
(

∂v2

∂x2
(x)

)2

dx.

O espaço H(div, Ω) é o completamento do espaço

~C∞(Ω) := {~v = (v1, v2) : v1, v2 ∈ C∞(Ω)}
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com respeito da norma ‖ · ‖H(div,Ω).

Dado x ∈ ∂Ω, seja ~η(x) o vetor normal exterior à ∂Ω em x, para
Γ ⊂ ∂Ω, definimos o espaço

H0(div, Ω, Γ) : {~v ∈ H(div, Ω) : ~v · ~η = 0 on Γ}.

Quando Γ = ∂Ω usamos a notação H0(div, Ω) = H0(div, Ω, Γ).

4.2 Formulações fracas revisadas

Apresentaremos nesta seção a formulação fraca dos problemas estu-
dados no Caṕıtulo 1, usando os espaços de funções introduzidos na
seção anterior. Começaremos esta seção introduzindo o conceito de
funcional linear e forma bilinear.

Seja V um espaço de funções dotado de uma norma ‖ · ‖. Dize-
mos que uma aplicação f : V → R é um funcional linear limitado
se (introduzimos aqui a notação 〈f, v〉 para denotar a aplicação do
funcional f a uma função v ∈ V ):

• para toda v1, v2 ∈ V and c1, c2 ∈ R, 〈f, c1v1 + c2v2〉 =
c1〈f, v1〉+ c2〈f, c2v2〉

• existe uma constante c ∈ R tal que |〈f, v〉| ≤ c‖v‖.

Dizemos que uma aplicação A : V × V :→ R é uma forma bilinear se

A(c1v1 + c2v2, d1w1 + d2w2) = c1d1A(v1, w1) + c1d2A(v1, w2)
c2d1A(v2, w1) + c2d2A(v2, w2)

para todo ci, di ∈ R e wi, vi ∈ V , i ∈ {1, 2}.

4.2.1 Solução fraca para Laplace: 1D

O espaço adequado para estudar a formulação fraca da equação de La-
place unidimensional é H1(a, b). Vamos também substituir o espaço
das funções teste C∞0 (a, b) pelo espaço H1

0 (a, b) em (1.3).
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Introduzimos a notação

A(u, v) =
∫ b

a

u′(x)v′(x)dx para toda u, v ∈ H1(a, b) (4.4)

e

F(v) =
∫ b

a

f(x)v(x)dx para toda v ∈ H1(a, b). (4.5)

Note que A : H1(a, b) × H1(a, b) → R define uma forma bilinear e
F : H1(a, b) → R um funcional linear.

Assim, partindo da formulação (1.3) e usando os espaços apropri-
ados, definimos a formulação fraca da equação de Laplace unidimen-
sional com condição de Dirichlet como

Achar u ∈ H1(a, b) tal que:{
A(u, v) = F(v), ∀v ∈ H1

0 (a, b)
u(x) = g(x) para x = a, x = b.

(4.6)

Observamos que, quando g(a) = g(b) = 0, o problema se reduz à

Achar u ∈ H1
0 (a, b) tal que:{

A(u, v) = F(v) ∀v ∈ H1
0 (a, b). (4.7)

4.2.2 Solução fraca para Laplace: 2D

Defina

A(u, v) =
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx para toda u, v ∈ H1(Ω) (4.8)

e

F(v) =
∫

Ω

f(x)v(x)dx para toda v ∈ H1(Ω). (4.9)

Note que A : H1(Ω) × H1(Ω) → R é uma forma bilinear e F :
H1(Ω) → R é um funcional linear. Seguindo as mesmas ideias da
seção 4.2.1, definimos a formulação fraca de (1.4) como

Achar u ∈ H1(Ω) tal que:{
A(u, v) = F(v) ∀v ∈ H1

0 (Ω)
u = g, em ∂Ω.

(4.10)
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Laplace com condição de Neumann

Defina

A(u, v) =
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx para toda u, v ∈ H1(Ω) (4.11)

e

F(v) =
∫

Ω

f(x)v(x)dx +
∫

∂Ω

v(x)h(x)dS ∀v ∈ H1(Ω). (4.12)

Note que A : H1(Ω) × H1(Ω) → R é uma forma bilinear e F :
H1(Ω) → R é um funcional linear. Seguindo as mesmas ideias da
seção 1.1.1 conclúımos que a formulação fraca do problema introdu-
zido na Seção 1.1.3 é

Achar u ∈ H1(Ω) tal que:{
A(u, v) = F(v) ∀v ∈ H1(Ω)∫
Ω

u dx = 0.

(4.13)

4.2.3 Formulações de primeira ordem e construção
de formulações fracas

Em problemas oriundos de aplicações, podemos estar interessados não
apenas em obter uma boa aproximação para a solução u da equação
resultante do sistema (1.17)–(1.20). Em alguns casos, podemos estar
interessados em obter a aproximação de alguma função de u ou do
gradiente de u, como por exemplo:

• Quantidades relacionadas à u tais como média de u, integrais
de u em subdomı́nios, ou valores de u em subdomı́nios, etc.

• O fluxo ~p(x) = κ(x)∇u em (1.18) ou quantidades relacionadas
com ~p, ou ainda o fluxo médio, o fluxo do calor através da região
da fronteira ΓD, etc.

Observamos que podemos calcular tais grandezas relacionadas à u
usando procedimentos posteriores, por exemplo, depois de calcular a
temperatura u, o fluxo ~p pode ser calculado como sendo ~p = κ∇u.
Mas este calculo em geral é complicado e pode não ser a forma mais
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eficiente de atacar o problema. Ou ainda, se o interesse é o calculo
da temperatura média no domı́nio Ω, calcular o fluxo ~p não é muito
relevante. As formulações de primeira ordem são úteis na construção
de métodos numéricos apropriados para a obtenção de aproximações
de grandezas relacionadas à u. As considerações que acabamos de
mencionar têm um papel importante na escolha das ferramentas ma-
temáticas e numéricas adequadas para a resolução de problemas apli-
cados.

Vamos agora introduzir o conceito de formulação fraca para o
sistema de equações (1.17)-(1.20). Sendo as formulações fracas apre-
sentadas nas seções 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.3, nossos exemplos principais.
Do ponto de vista da análise matemática, este tipo de formulação é
importante pois ele nos permite estender o conceito de soluções de
uma equação diferencial para uma classe maior de funções. Do ponto
de vista da análise numérica, formulações fracas permitem uma maior
flexibilidade na construção de métodos numéricos.

De uma forma abstrata podemos ver uma equação diferencial
como sendo uma igualdade entre duas funções da forma

Lu = f (4.14)

onde L representa um operador diferencial (por exemplo, Lu = −∆u,
Lu = −div(a(x)∇u), etc). Note que a igualdade acima significa que,
para todo ponto x ∈ Ω, estamos impondo Lu(x) = f(x). Existem
várias formas de “enfraquecer” esta igualdade. Por exemplo, poderi-
amos substitúı-la por uma média

∫

Ω

Lu dx =
∫

Ω

f dx

ou ainda proceder como fizemos nos exemplos das Seções 1.1.1, 1.1.2 e
1.1.3, que consiste em multiplicar a igualdade (4.14) por uma função
teste e integrar por partes.

Vamos agora explorar as idéias apresentadas no último parágrafo
para a construção de formulações fracas para o sistema (1.17)-(1.20).
Observamos que podemos tratar equações distintas de nosso sistema
de forma diferente, isto é podemos tratar uma ou mais das equações
do sistema de forma forte e as demais de forma fraca. Dependendo
desta escolha podemos obter formulações fracas distintas. Veja a
Tabela 4.1 para dois exemplos.
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A escolha correspondente à primeira coluna da Tabela 4.1, con-
siste em impor a primeira equação no sentido fraco e todas as outras
equações no sentido forte, resultando na formulação fraca da Seção
1.1.2. De uma forma geral, a escolha de quais equações serão tra-
tadas de forma forte ou fraca, depende do problema em questão.
Por exemplo, provar existência de soluções pode ser mais fácil para
uma determinada formulação fraca do que para outras. Ou ainda, a
aplicação em mente (i.e. função de u ou ∇u que estamos interessados
em aproximar) influencia na construção da formulação fraca.

Equação Opção 1 Opção 2 A sua opção
div~p = f em Ω Fraco Fraco
~p = −κ∇u em Ω Forte Fraco
u = f em ΓD Forte Forte
~p · ~η = g em ΓN Forte Forte

Tabela 4.1: Equações e duas opções para construir a formulação fraca.

Opção 1: equação de balanço no sentido fraco

Queremos achar a função u tal que u = g em ΓD. Para impor equação
de balanço no sentido fraco, multiplicamos esta equação por uma
função v ∈ C∞0 (Ω) tal que v = 0 em ΓD. Integramos a equação
resultante para obter

∫

Ω

div~p vdx =
∫

Ω

fvdx. (4.15)

Aplicando a fórmula de integração por partes e as condições no bordo
(v = 0 em ΓD e ~p · ~η = h em ΓN ), obtemos

∫

Ω

div~p vx =
∫

∂Ω

v~p · ~ηdS −
∫

Ω

~p · ∇vdx

=
∫

ΓD

v~p · ~ηdS +
∫

ΓN

v~p · ~ηdS −
∫

Ω

~p · ∇vdx

= 0−
∫

ΓN

vhdS −
∫

Ω

~p · ∇vdx.
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Chegamos assim à forma fraca da equação div~q = f ,

−
∫

Ω

~p · ∇vdx =
∫

Ω

fvdx +
∫

ΓN

hvdS. (4.16)

Substituindo a equação ~p = −k∇u (que é imposta no sentido
forte) no resultado acima, obtemos

Achar u : Ω ⊂ R2 → R com u = g em ΓD e tal que para
toda v ∈ C∞(Ω) com v = 0 em ΓD, vale{ ∫

Ω

(κ∇u) · ∇vdx =
∫

Ω

fvdx +
∫

ΓN

vhdS.
(4.17)

O procedimento acima é o mesmo que foi usado nas Seções 1.1.1,
1.1.2 e 1.1.3. Tomando os espaços de Hilbert apropriados, obtemos

Achar u ∈ H1(Ω) com u = g em ΓD e tal que para toda
v ∈ H1

0 (Ω, ΓD){ ∫

Ω

(κ∇u) · ∇vdx =
∫

Ω

fvdx +
∫

ΓN

vhdS.
(4.18)

Opção 2: equações de balanço e de lei constitutiva no sentido
fraco

A equação de balanço no sentido fraco foi obtida na seção anterior.
Ela é dada por (4.15) antes da integração por partes ou (4.16) se
usarmos integração por partes.

Para obter a formulação fraca de

~p = −κ∇u (4.19)

observamos que esta é uma equação vetorial. Usamos então, funções
teste vetoriais ~q ∈ C∞(Ω)d, onde d = 2 ou d = 3 é a dimensão espacial
(e.g., ~q = (q1, q2, q3) com q1, q2, q3 ∈ C∞(Ω) no caso d = 3). Por
conveniência (para aplicações posteriores) escreveremos κ−1~p+∇u =
~0. Multiplicamos (4.19) por funções teste vetoriais e integramos para
obter, ∫

Ω

κ−1~p · ~qdx +
∫

Ω

∇u · ~qdx =
∫

Ω

~0 · ~qdx = 0. (4.20)

Temos duas posśıveis formulações fracas conforme aplicamos in-
tegração por partes ou não:
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• Se não usamos integração por partes, obtemos de (4.16) e (4.20)
multiplicada por −1, a seguinte formulação

Achar u e ~p tais que, para toda ~q ∈ C∞(Ω), e v ∈ C∞(Ω)
com v = 0 em ΓD, vale



∫
Ω

κ−1~p · ~qdx +
∫
Ω
∇u · ~qdx = 0∫

Ω
~p · ∇vdx = − ∫

Ω
fvdx− ∫

ΓN
hvdS.

~q · ~η = h em ΓN .
(4.21)

Finalmente, para obter a formulação fraca, precisamos introdu-
zir os espaços de Hilbert adequados. Neste caso buscamos uma
solução tal que ~p ∈ L2(Ω)2 e u ∈ H1(Ω). Para os espaços das
funções teste, usamos ~q ∈ L2(Ω)2 e v ∈ H1(Ω). Obtemos assim

Achar u ∈ H1(Ω) e ~p ∈ L2(Ω)2 tais que para toda
~q ∈ L2(Ω)2, e v ∈ H2

0 (Ω,ΓD), vale



∫
Ω

κ−1~p · ~qdx +
∫
Ω
∇u · ~qdx = 0∫

Ω
~p · ∇vdx = − ∫

Ω
fvdx− ∫

ΓN
hvdS.

~q · ~η = h em ΓN .
(4.22)

• Se aplicamos integração por partes em (4.20), requereremos ~q =
~0 em ΓN , onde o fluxo ~p é dado. Aplicando a fórmula de
integração por partes e os dados do problema no bordo (u = g
em ΓD e ~q = 0 em ΓN ) obtemos

∫

Ω

∇u · ~qdx =
∫

∂Ω

u~q · ~ηdS −
∫

Ω

udiv~qdx

=
∫

ΓN

u~q · ~ηdS +
∫

ΓD

u~q · ~ηdS −
∫

Ω

udiv~qdx

= 0 +
∫

ΓD

g~q · ~ηdS −
∫

Ω

udiv~qdx

e, substituindo em (4.20), obtemos

∫

Ω

κ−1~p · ~qdx−
∫

Ω

udiv~qdx =
∫

ΓD

g~q · ~ηdS. (4.23)
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De (4.15) e (4.23), temos a seguinte formulação

Achar u e ~p tal que para toda ~q ∈ C∞(Ω) com ~q = 0 em
ΓN e v ∈ C∞(Ω) vale




∫
Ω

κ−1~p · ~qdx− ∫
∂Ω

udiv~qdx =
∫
ΓD

g~q · ~ηdS.

− ∫
Ω

div~pvdx = − ∫
Ω

fvdx.

~p · ~η = h em ΓN .
(4.24)

Apresentamos agora os espaços de funções adequados para esta
formulação fraca. Usamos u ∈ L2(Ω) e ~p ∈ H(div, Ω). Para as
funções teste, usamos v ∈ L2(Ω) e ~q ∈ H(div, Ω, ΓN ). Obtemos

Achar u ∈ L2(Ω) e ~p ∈ H(div, Ω) tal que para toda
~q ∈ H0(div, Ω,ΓN ) e v ∈ L2(Ω) vale




∫
Ω

κ−1~p · ~qdx− ∫
∂Ω

udiv~qdx =
∫
ΓD

g~q · ~ηdS.

− ∫
Ω

div~pvdx = − ∫
Ω

fvdx.

~p · ~η = h em ΓN .
(4.25)

4.2.4 Outras opções

Outras opções para construções de formulações fracas podem ser con-
sideradas. Um dos principais objetivos deste caṕıtulo do livro é que o
leitor compreenda a generalidade das idéias apresentadas nesta seção.
Apresentamos três formulações fracas diferentes para a equação de
Laplace (κ = 1),

1. A formulação fraca em (4.17) na Seção 4.2.3.

2. A formulação fraca em (4.21) na Seção 4.2.3.

3. A formulação fraca em (4.24) na Seção 4.2.3.

Outras formulações podem ser consideradas, por exemplo, a condição
u = g em ΓD também ser imposta no sentido fraco.
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Um problema importante ao se trabalhar com formulações fracas
consiste na escolha de espaços de funções apropriados. Estes espaços
devem ser escolhidos de tal forma que a nossa formulação fique bem
definida e que possamos achar uma única solução (fraca) de nossa
formulação.

As formulações fracas devem ser estudadas também do ponto de
vista da análise numérica. Observamos que formulações distintas po-
dem apresentar ordens de aproximação distintas para as diferentes
variáveis, bem como complexidade numérica distintas. O leitor pode
se perguntar: qual formulação fraca usar para atacar um problema
prático? A resposta depende em parte dos recursos computacionais
dispońıveis, das grandezas relacionadas a u que queremos aproximar
e outras considerações. Analistas numéricos experientes podem apre-
sentar motivos práticos e teóricos para justificar a escolha de uma
determinada formulação fraca.

4.3 Desigualdade de Poincaré

A desigualdade de Poincaré é uma ferramenta importante no estudo
da existência de soluções fracas e na análise do erro de aproximação
do MEF. Esta desigualdade nos permite mostrar que, quando nos
restringimos ao espaço de funções H1

0 , a seminorma | · |H1 e a norma
‖ · ‖H1 são equivalentes. Mais especificamente, existe constante c tal
que

‖v‖1 ≤ c|v|1; ∀v ∈ H1
0 (Ω). (4.26)

Observe que por definição vale |v|1 ≤ ‖v‖1. Sugerimos a leitura de
[12] para a demonstração de (4.26). Deixaremos a cargo do leitor a
demonstração desta desigualdade em um caso mais espećıfico.

Exerćıcio 4.3.1. Seja Ω = (a, b). Mostre que existe uma constante
c tal que

‖v‖1 ≤ c|v|1; ∀v ∈ C∞0 (Ω).

4.4 Teorema de Lax-Milgram

Vamos agora enunciar o Teorema de Lax-Milgram, que nos guarante
a existência de soluções fracas para o problema de Laplace.



“texto9”
2011/5/10
page 55

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 4.4: TEOREMA DE LAX-MILGRAM 55

Teorema 4.4.1. Seja V um espaço de funções completo dotado de
uma norma ‖·‖, e B : V ×V → R é uma forma bilinear, satisfazendo

|B(u, v)| ≤ α‖u‖‖v‖, ∀ u, v ∈ V (4.27)

e
β‖u‖2 ≤ B(u, u) ∀ u ∈ V (4.28)

para constantes α e β > 0 apropriadas. Para cada funcional linear
limitado f : V → R existe uma única função u ∈ V , tal que

B(u, v) = 〈f, v〉.
Recomendamos a leitura de [12] para uma demonstração deste

fato. Vamos agora ver como aplicar o teorema de Lax-Milgram para
garantir a existência de solução para a equação de Laplace.

Definimos
B(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v dx

e
〈f, v〉 =

∫

Ω

fv dx.

A escolha do espaço de funções V a ser utilizado vai depender do
tipo de condição de contorno imposta ao problema. Consideraremos
primeiramente a condição de contorno Dirichlet zero. Neste caso
consideramos V = H1

0 (Ω), e usamos, respectivamente, as desigualdes
de Cauchy e Poincaré para verificar que B satisfaz as hipóteses (4.27)
e (4.28).

No caso do problema com condição de contorno Neumann zero,
consideramos V = {v ∈ H1(Ω);

∫
Ω

v dx = 0}. É posśıvel mostrar
para esta escolha de espaço que a desigualdade de Poincaré também é
satisfeita. Uma vez que a desigualdade de Poincaré é válida, podemos
aplicar o teorema de Lax-Milgram de forma similar ao caso Dirichlet
zero.

Observamos que o teorema de Lax-Milgram também pode ser
usado para mostrar a existência e unicidade para a aproximação de
elementos finitos. Para tanto, basta aplicar o teorema tomando o
espaço de elementos finitos adequado à condição de contorno.

Várias generalizações do teorema de Lax-Milgram podem ser en-
contradas na literatura em diferentes contextos. Para finalizar esta
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seção, apresentamos uma generalização do teorema de Lax-Milgram
devida a Nečas.

Teorema 4.4.2. Sejam U e V espaços de Hilbert e B(U, V ) → R
uma forma bilinear e ` ∈ V ′. Suponha que

|B(u, v)| ≤ α‖u‖U‖v‖V , ∀ u ∈ U, v ∈ V, (4.29)

temos a seguinte condição de inf-sup,

sup
0 6=v

B(u, v)
‖v‖V

≥ α‖u‖U , ∀ u ∈ U (Condição inf -sup ); (4.30)

e para toda v ∈ V vale,

sup
u∈U

B(u, v) > 0. (4.31)

Então existe uma única função u ∈ U , tal que

B(u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ V.
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Caṕıtulo 5

Análise do erro de
aproximação para o
MEF

Neste caṕıtulo estudaremos o erro de aproximação do método de ele-
mentos finitos aplicado à equação de Laplace com condição de Diri-
chlet zero. Isto é:

Achar u ∈ H1
0 (Ω) tal que:{

A(u, v) = F(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω) , (5.1)

onde a forma bilinear A(·, ·) é definida pela equação (4.8). Observe
que neste caso a aproximação de elementos finitos uh de u é a solução
de:

Achar uh ∈ V h
0 (Ω) tal que:{

A(uh, v) = F(v) ∀v ∈ V h
0 (Ω) (5.2)

Começaremos introduzindo o lema de Céa, que nos diz que o
erro de aproximação do MEF depende do espaço de aproximação V h

0

escolhido. Considerando V h como o espaço de funções lineares por
partes, estudaremos o erro de aproximação entre uma dada função u
e sua interpolação neste espaço.

57
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5.1 Lema de Céa

O lema de Céa nos diz que o erro de aproximação do MEF, na norma
H1, depende do quão bem a solução u pode ser aproximada no espaço
V h

0 .

Lema 5.1.1. Existe uma constante c > 0 tal que

‖u− uh‖1 ≤ c inf
v∈V h

0

‖u− v‖1

Prova. Pela desigualdade de Poincaré temos

‖u− uh‖21 ≤ c|u− uh|21,
e usando a definição de | · |1 e da forma bilinear A(·, ·) (ver (4.8))
conclúımos que

|u− uh|21 = A(u− uh, u− uh).

Assim,
‖u− uh‖21 ≤ cA(u− uh, u− uh).

Pela bilinearidade de a temos

A(u− uh, u− uh) = A(u− uh, u)−A(u− uh, uh).

Usando a definição de A, u, uh, temos que

A(u− uh, uh) = A(u, uh)−A(uh, uh)

=
∫

Ω

f(x)uh(x) dx−
∫

Ω

f(x)uh(x) dx

= 0.

Similarmente, obtemos que, para qualquer função v ∈ V h
0 (Ω), vale a

seguinte relação
A(u− uh, v) = 0.

Logo, para todo v ∈ V h temos

‖u− uh‖21 ≤ cA(u− uh, u− uh)
≤ cA(u− uh, u− v)
≤ c‖u− uh‖1‖u− v‖1.

A última desigualdade nos permite concluir o resultado desejado. ¤
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5.2 Erro de aproximação

O lema de Céa nos permite limitar o erro da aproximação pelo termo
c infv∈V h

0
‖u − v‖1. Nesta seção, vamos usar este resultado para en-

contrar uma estimativa de erro em termos do tamanho da malha
h. Mais especificamente, veremos que o erro de aproximação é O(h)
1. Para obter uma estimativa de erro em função de h, tomaremos
v = Ihu no lema de Céa e usar o seguinte fato

inf
v∈V h

0

‖u− v‖1 ≤ ‖Ihu− u‖1.

Assim, nosso problema se resume a descobrir o quão bem o operador
de interpolação aproxima a função u.

Lema 5.2.1. Seja Ω = (a, b) ou Ω ⊂ R2 um conjunto poligonal.
Dada uma famı́lia de triangulações quase uniforme T h de Ω, seja
V h

0 o espaço de funções lineares por partes associado à T h. Temos
que

‖Ihu− u‖1 ≤ ch‖u‖2,
onde a norma ‖ · ‖2 é definida da seguinte forma

‖f‖2 =




∫

Ω

f(x)2 + |∇f(x)|2 +
∑

ij

(∂ijf)2 dx




1/2

.

Prova. Vamos apresentar a demonstração de um resultado similar
no caso Ω = (0, 1), e substituindo no resultado desejado a norma ‖·‖2
pela norma uniforme 2 em C2(Ω)

‖u‖2,∞ = sup
x∈Ω

{
|u(x)|,

∣∣∣∣
du

dx
(u)

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
d2u

dx2
(u)

∣∣∣∣
}

.

Seja T h uma partição uniforme de Ω de tamanho h = 1/k, k ∈ N.
Pela desigualdade de Poincaré temos que

‖Ihu− u‖1 ≤ c|Ihu− u|1.
1A notação O(h) significa que o termo pode ser limitado por ch, onde c é uma

constante apropriada.
2A hipótese extra de termos uma malha uniforme é feita apenas para facilitar

a exposição da demonstração. Já a troca da norma ‖ · ‖2 pela ‖ · ‖2,∞ permite a
apresentação de uma demonstração usando resultados básicos de análise real.



“texto9”
2011/5/10
page 60

i

i

i

i

i

i

i

i
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Notemos que se ‖u‖2,∞ é finita, então a derivada segunda de u é
uniformemente limitada em Ω. Logo, u′ é Lipschitz cont́ınua, ou seja

|u′(x)− u′(y)| ≤ ‖u‖2,∞|x− y|. (5.3)

Pela série de Taylor de u, se x, a ∈ (0, 1) temos

u(x) = u(a) + (x− a)u′(a) + (x− a)2r(x),

onde |r(x)| ≤ c‖u‖2,∞. Assim, para x 6= a

u′(a) =
u(x)− u(a)

x− a
+ (x− a)r(x)

e ∣∣∣∣u′(a)− u(x)− u(a)
x− a

∣∣∣∣ ≤ c(x− a)c‖u‖2,∞. (5.4)

Sejam z0 = 0, z1 = h, z2 = 2h . . . , zk = 1 os k +1 vértices da partição
T h. Por definição temos que

|Ihu− u|21 =
∫ 1

0

(
d

dy
(Ihu− u)

)2

dy =

n∑

i=1

∫ zi

zi−1

(
d

dy
(Ihu− u)

)2

dy. (5.5)

Por definição do operador de interpolação, quando nos restringimos
ao intervalo (zi−1, zi) temos que

d

dy
(Ihu(y)− u(y)) =

u(zi)− u(zi−1)
h

− u′(y)

e
∣∣∣∣

d

dy
(Ihu(y)− u(y))

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣
u(zi)− u(zi−1)

h
− u′(zi−1) + u′(zi−1)− u′(y)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
u(zi)− u(zi−1)

h
− u′(zi−1)

∣∣∣∣ + |u′(zi−1)− u′(y)|
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Usamos (5.4) para estimar o primeiro termo do lado direito da última
desigualdade e (5.3) para estimar o segundo termo do lado direito da
última desigualdade. Assim, para y ∈ (zi−1, zi) obtemos que

∣∣∣∣
d

dy
(Ihu(y)− u(y))

∣∣∣∣ ≤ (|zi − zi−1|+ c|y − zi−1|)‖u‖2,∞

≤ (c + 1)h‖u‖2,∞.

Substituindo a última estimativa em (5.5) obtemos

|Ihu− u|21 ≤
n∑

i=1

∫ zi

zi−1

((c + 1)h‖u‖2,∞)2 dy

≤ ((c + 1)h‖u‖2,∞)2 .

O que nos permite obter o resultado desejado.
Para uma demonstração do teorema original veja [4, 5, 8]. ¤
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Caṕıtulo 6

Outros tópicos

A teoria matemática do método de elementos finitos é muito extensa e
aborda muitas questões interessantes. Neste caṕıtulo mencionaremos
rapidamente alguns tópicos adicionais importantes. O leitor interes-
sado pode consultar [4, 5, 8], entre outros. Mencionamos também
algumas teses do IMPA [28, 9, 29, 17, 13, 22, 3].

6.1 Problemas de ponto de sela

Observamos que o teorema de Lax-Milgram não pode ser aplicado
para mostrar a existência de soluções fracas discutidas na seção 4.2.3.
Para estudar a existência de soluções para a formulações ali discuti-
das, precisamos fazer uso das chamadas formulações de ponto de sela.
Nesta seção apresentamos uma breve uma introdução a este tipo de
formulação. Veja [4, 15] para mais detalhes.

Sejam X e M dois espaços de Hilbert com normas ‖ · ‖X e ‖ · ‖M .
Sejam X ′ e M ′ os espaços duais1 de X e M , respectivamente.
Suponha que a : X × X → R e b : X × M → R são duas formas
bilineares cont́ınuas2. Podemos definir os operadores lineares A :

1X′ é o espaço dos funcionais lineares limitados f : X → R; M ′ é definido
similarmente.

2Isto é: a(v, u) ≤ c‖v‖X‖u‖X .

62
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X → X ′ e B : X → M ′ por

〈Au, v〉 = a(u, v) ∀ (u, v) ∈ X ×X.
〈Bv, µ〉 = b(v, µ) ∀ (v, µ) ∈ X ×M.

Considere a seguinte formulação fraca abstrata,




Dados ` ∈ X ′ e χ ∈ M ′, achar (u, λ) ∈ X ×M tais que:

a(u, v) + b(v, λ) = 〈`, v〉 ∀ v ∈ X

b(u, µ) = 〈χ, µ〉 ∀ µ ∈ M.

(6.1)
Esta formulação é equivalente ao problema linear




Dados ` ∈ X ′ e χ ∈ M ′, achar (u, λ) ∈ X ×M tais que:

Au + B′λ = ` in X ′

Bu =χ in M ′.
(6.2)

Defina Φ : X ×M → X ′×M ′ por, Φ(u, v) := (Au+B′µ, Bv). Se
Φ é um isomorfismo de X×M em X ′×M ′, então o problema (6.2) é
dito bem posto. Neste caso, existe uma única solução (u, p) ∈ X×M ,
que depende continuamente dos dados iniciais ` e χ.

Denote V (χ) :=
{

υ ∈ X
/

Bυ = χ
}

e considere o problema,

{
Achar u ∈ V (χ) tal que:

a(u, υ) = 〈`, υ〉 ∀υ ∈ V = V (0).
(6.3)

Denote também V 0 =
{

g ∈ X ′ : 〈g, υ〉 = 0 in V (0)
}

.

Lema 6.1.1 (Teorema do Brezzi). Se a(·, ·) é V−eĺıptica (o coer-
civa), i.e., se existe uma constante α > 0 tal que :

a(v, v) ≥ α‖v‖2X para toda v ∈ V = V (0),

então o problema (6.1) é bem-posto se e somente se a forma bilinear
b(·, ·) satisfaz a condição inf-sup: Existe uma constante β > 0 tal
que:

inf
µ∈M\{0}

sup
υ∈X\{0}

b(υ, µ)
‖υ‖X‖µ‖M

≥ β > 0.
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6.2 Aproximação de Galerkin para o pro-
blema de sela

Agora vamos aplicar a método de Galerkin para o problema (6.1). Se-
jam Xh ⊂ X e Mh ⊂ M espaços de elementos finitos. A formulação
de Galerkin é escrita como sendo,





Achar (uh, ph) ∈ Xh ×Mh tais que:

a(uh, v) + b(v, ph) = 〈`, v〉 ∀ v ∈ V h

b(uh, q) = 〈χ, q〉 ∀ q ∈ Mh.

(6.4)

Como antes definimos V h := {v ∈ Xh : b(v, q) = 0 ∀ q ∈ Mh}. O
problema (6.4) é equivalente ao problema,

{
Achar uh ∈ V h tal que:

a(uh, v) = 〈`, v〉 ∀v ∈ V h.
(6.5)

e depois achar ph ∈ Mh with b(v, ph) = −a(uh, v) + 〈`, v〉 in Xh.
Temos o seguinte resultado, (veja [5])

Lema 6.2.1. Suponha que V e V h são subespaços do X e que Mh é
subespaço de M . Suponha também que a forma bilinear a : X×X →
R é continua na norma C e eĺıptica em V h com constante α. Seja
(u, q) a solução do problema 6.1 e seja (uh, ph) ∈ V h a solução de
problema discreto (6.4). Temos o seguinte erro de aproximação

‖u− uh‖X ≤
(

1 +
C

α

)
inf

v∈V h
‖u− v‖X +

1
α

sup
v∈V h\{0}

|a(u− uh, v)|
‖v‖X

,

onde o segundo termo do lado direito da desigualdade acima pode ser
limitado por

1
α

sup
v∈V h\{0}

|a(u− uh, v)|
‖v‖X

≤ C

α
inf

q∈Mh
‖p− q‖M .

Vemos que o erro de aproximação depende somente das proprie-
dades de aproximação dos espaços V h e Mh. Os resultados para o
erro de aproximação para a variável p são mais delicados e não serão
tratados aqui.
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6.3 Formulação de primeira ordem e ele-
mentos finitos de Raviart-Thomas

Dizemos que um método de elementos finitos é um método misto,
quando este envolve a aproximação de mais de um espaço de função.
Os métodos mistos foram desenvolvidos explorando a formulação
fraca mais geral discutida na subseção 4.2.3. Observamos que as apro-
ximações de elementos finitos apresentados até aqui para a equação
de Laplace se basearam na formulação fraca (4.10).

Nesta Seção vamos apresentar de forma breve um exemplo de
método de elementos finitos misto proposto por Raviart e Thomas.
Vamos apresentar apenas o caso mais simples deste método, no qual
as funções base são lineares por partes, para a aproximação de ∇u e
constante por partes, para a aproximação de u.

Primeiramente, relembramos ao leitor a equação de Laplace vista
como um sistema de primeira ordem,





~u = −κ
ν∇p + ~f em Ω (Lei de Darcy3)

div~u = g em Ω
~u · ~η = h em ∂Ω.

(6.6)

A matriz κ =
[

κ11(x) κ21(x)
κ21(x) κ22(x)

]
é uma matriz com entradas

positivas e com autovalores uniformemente positivos. Em modelos
de fluidos em meios porosos, κ representa a permeabilidade do meio
no domı́nio Ω. Para simplificar a exposição, vamos supor que κ é
uma constante positiva.

Introduzimos as seguintes formas bilineares

a(~u,~v) :=
∫

Ω

ν

κ
~u · ~vdx para toda ~u,~v ∈ H(div, Ω), (6.7)

b(~v, q) := −
∫

Ω

q div~vdx para toda ~v ∈ H(div, Ω) e q ∈ L2(Ω).

e (abusando da notação) o funcional linear

f(~v) :=
∫

Ω

~f · ~vdx para toda ~v ∈ H(div, Ω)
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A formulação fraca proposta para este problema na Subseção 4.2.3
pode ser escrita como

Achar u ∈ H(div, Ω) e p ∈ L2(Ω) tais que (6.8){
a(~u,~v) + b(~v, p) = f(~v) ∀~v ∈ H0(div, Ω, ∂Ω)
b(~u, q) = 0 ∀q ∈ L2(Ω). (6.9)

Os espaços de elementos finitos de Raviart-Thomas, usados para
aproximar a função vetorial u, consistem de polinômios por partes,
de forma que a função vetorial resultante tenha divergente (que é
também polinômio por partes mas descont́ınuo) definido em L2(Ω).

Os espaços de elementos finitos de Raviart-Thomas, usados para
aproximar a função vetorial u, restritos a um triângulo K da partição
de Ω com lados e1, e2, e3, são definidos por (veja [4, 7, 15])

RTk(K) :=
(

p(x)
q(x)

)
+ r(x)

(
x1

x2

)

onde p, q e r são polinômios de grau k. Se ~v ∈ RTk(K) então div~v é
um polinômio de grau k e ~v ·~η|ei é um polinômio de grau k para todo
lado ei, i = 1, 2, 3. Vamos introduzir apenas o espaço de elementos
finitos de Raviar-Thomas de mais baixa ordem. Note que, em duas
dimensões, a velocidade do espaço de elementos finitos de Raviart-
Thomas RT0(K), K ∈ T , tem a forma

~v(x1, x2) =
(

a
b

)
+ c

(
x1

x2

)
.

Uma obervação importante é que para determinar a, b e c acima, é
suficiente especificar três graus de liberdade, em particular, podemos
determinar ~v ∈ RT0(K) especificando o componente normal em cada
uma das três arestas do triângulo K. Definimos

~Xh := RT0 :=
{
~v ∈ ~X : ~v|K ∈ RT0(K) ∀K

}
, (6.10)

e
Mh := P 0 := {p ∈ M : p|K ∈ P0(K) ∀K} . (6.11)

O espaço de elementos finitos de Raviart-Thomas é dado pelo par
( ~Xh,Mh

0 ) com M0 = M ∩ L2(Ω).
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Agora introduzimos as funções base do espaço de elementos fini-
tos de Raviart-Tomas. Primeiro, para cada aresta e da triangulação
T h, associamos um vetor normal ~ηe. Lembramos que cada aresta e
compartilhada com dois triângulos tem dois vetores normais associ-
ados. Neste caso, ~ηe coincide com um destes dois vetores normais.
Para cada aresta e, temos uma função base definida por

~φe ∈ RT0, ~φe · ~ηe = 1 e ~φe · ~ηe′ = 0, para toda aresta e′ 6= e.

Figura 6.1: Função base da velocidade do Raviart-Thomas corres-
pondente à hipotenusa do triângulo e. Neste caso, ~ηe aponta para
dentro do triângulo.

O espaço das pressões Mh tem uma função base para cada triângulo
da malha, que corresponde à função caracteŕıstica do triângulo. A
função base associada ao elemento K é definida por

pK = 1 em K e pK = 0 em todo K ′ com K ′ 6= K.

Note que estas funções base da pressão não têm média zero. A
condição de média zero para a pressão pode ser obtida usando um
procedimento posterior ou impondo um multiplicador de Lagrange
que force esta condição.

A formulação discreta para nosso problema é dada por

Achar uh ∈ ~Xh e ph ∈ Mh tais que (6.12){
a(~uh, ~vh) + b(~vh, ph) = f(~vh) ∀~vh ∈ ~Xh

0

b( ~uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Mh
0 .
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Aqui usamos a notação ~Xh
0 := ~Xh

0 ∩H0(div, Ω, ∂Ω). Como antes, o
problema (6.12) é equivalente ao sistema linear

[ A BT

B 0

] [
U
P

]
=

[
F
0

]
. (6.13)

Aqui usamos U, V, . . . e P, Q, . . . , para denotar o vetor cujas coor-
denadas correspondem aos coeficientes das combinações lineares das
bases de Raviart-Thomas, que representam as funções ~u,~v ∈ ~Xh e
p, q ∈ Mh, respectivamente.

As matrizes A,B e o vetor F são definidos por

a(~u,~v) = V TAU,
b(~u, q) = QTBU,
f(~v) = V T F.

(6.14)

O sistema linear (6.13) fica indeterminado se usarmos funções base
para Mh que não tenham média zero. Para resolver este problema
podemos, por exemplo, adicionar um multiplicador de Lagrange, de
tal forma que (6.13) é substitúıdo pelo sistema linear,



A BT 0
B 0 W
0 WT 0




[
U
P

]
=

[
F
0

]
. (6.15)

onde o vetor W é definido tal forma que a última equação imponha
a condição de média zero para a pressão.

Note que a matriz do sistema linear (6.15) é inverśıvel, simétrica
mas não é definida positiva (têm autovalores negativos e positivos).
Esta matriz é também esparsa e mal condicionada, como é usual nos
sistemas lineares resultantes de discretizações de elementos finitos.

A aproximação de elementos finitos de Raviart-Thomas satisfaz
(veja [4, 5]):

Lema 6.3.1. Seja (u, p) a solução fraca de equação (6.6) (eq. de
Darcy) e seja (uh, ph) a aproximação de elementos finitos de Raviart-
Thomas, temos a seguinte estimativa de erro a priori

‖u− uh‖X + ‖p− ph‖M ≤ C(
h‖u‖H1(Ω)2 + h‖p‖H1(Ω) + inf

gh∈Mh
‖g − gh‖L2(Ω)

)
.
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Aqui, C é uma constante positiva.

A prova do resultado acima usa o lema 6.2.1 e as propriedades de
interpolação do espaço de elementos finitos de Raviart-Thomas. Veja
[4].

Finalizamos esta seção apresentando um exemplo numérico usando
elementos finitos de Raviart-Thomas para aproximar a solução do
problema (6.6). Consideraremos o domı́nio Ω = [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2.
Para construir a triangulação, dividimos o D em n × n quadrados e
cada quadrado é dividido em dois triângulos. Obtemos assim uma
triangulação uniforme e estruturada do Ω com h =

√
2/n. Escolhe-

mos os dados do problema (6.6) de tal forma que a solução exata seja
dada por

~u = (u1, u2), com u1 = e−x1 sin(x2), u2 = −e−x1 cos(x2);

e
p = e−x1 sin(x2)− (e−1 − 1)(cos(1)− 1).

Na Figura 6.2 mostramos a solução exata e a calculada usando ele-
mentos finitos de Raviart-Thomas com h =

√
2/8 e a triangulação

uniforme na figura. Na Figura 6.3 mostramos pressões calculadas
usando elementos finitos de Raviart-Thomas para diferentes valores
de tamanho da malha.

Finalmente, na Figura 6.4, apresentamos o decaimento dos erros
da velocidade (norma H(div, Ω)) e da pressão (norma L2(Ω)) quando
a malha é refinada.

6.4 Equação de Stokes: aproximação via
Taylor-Hood

Nesta seção apresentaremos uma curta introdução à aproximação
numérica da equação de Stokes usando elementos finitos de Taylor-
Hood de mais baixa ordem. A equação de Stokes modela escoamen-
tos de fluidos quando o número de Reynolds é muito baixo. Isto
ocorre quando as forças relativas à viscosidade do fluido predominam
às forças inerciais. O modelo se baseia na conservação da massa e
na conservação do momento. Consideraremos apenas a equação com
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Figura 6.2: Velocidade solução ~uh aproximada interpolada no centro
de cada triângulo (esquerda) e velocidade solução ~u exata interpolada
no ponto meio de cada triângulo (direita). Neste exemplo h =

√
2/n

com n = 8.

condição de fronteira de Dirichlet. Mais especificamente, seja Ω ⊂ R2,
estamos interessados em aproximar a solução de




−div T (~u, p) = ~f em Ω

∇ · ~u = g em Ω
~u = ~h em ∂Ω.

(6.16)

Acima, T (~v, p) := −pI + 2ν ~D~v onde ν é a viscocidade do fluido e
~D~v := 1

2 (∇~v +∇T~v) é o tensor de estresse linearizado, note que ~v =
~v(x1, x2) = (v1(x1, x2), v2(x1, x2)) é uma função vetorial e usamos a
notação

∇~v =




∂v1
∂x1

∂v1
∂x2

∂v2
∂x1

∂v2
∂x2


 e ∇T~v = (∇~v)T .

Acima, usamos também a notação

divE =




∂e11
∂x1

+ ∂e21
∂x2

∂e21
∂x1

+ ∂e22
∂x2


 se E =

[
e11 e12

e21 e22

]
.
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Figura 6.3: Solução aproximada ph da pressão usando h =
√

2/n com
n = 8 (esquerda acima), n = 16 (direita acima), n = 64 (esquerda
abaixo) e solução exata p interpolada nos vértices da malha (direita
abaixo).
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Figura 6.4: Logaritmo do erro de aproximação em diferentes normas:
L2(Ω) para a pressão e velocidade, e logaritmo da seminorma ‖div(u−
uh)‖L2(Ω) do erro da velocidade.

Abaixo vamos usar a notação “·”para o produto interno de vetores e
matrizes, isto é, se ~u,~v são vetores e E, F são matrizes 2× 2, temos

~u · ~v = u1v1 + u2v2 se ~u = (u1, u2) e ~v = (v1, v2),

e

E · F =
2∑

i,j=1

eijfij se E =
[

e11 e12

e21 e22

]
e F =

[
f11 f12

f21 f22

]
.

Note que

div∇~v =
[

∆v1

∆v2

]
.

Para deduzir uma forma fraca para o problema de Stokes, procedemos
como antes. Multiplicamos as equações por funções teste correspon-
dentes e usamos integração por partes.

Para toda ~v = (v1, v2) ∈ H1(Ω)2, temos
∫

Ω

(−2νdiv ~D~u) · ~vdx +
∫

Ω

∇p · ~vdx =
∫

Ω

~f · ~vdx. (6.17)
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Da fórmula de Green temos que

−
∫

Ω

(div∇~u) · ~v =
∫

Ω

∇~u · ∇~v −
∫

∂Ω

(∇~u~η) · ~vdS

=
∫

Ω

∇~u · ∇~vdx− 0,

=
∫

Ω

∇~u · ∇~vdx,

e

−
∫

Ω

(div∇~uT ) · ~vdx =
∫

Ω

∇~uT · ∇~vdx−
∫

∂Ω

(∇~uT ~η) · ~vdS

=
∫

Ω

∇~uT · ∇~vdx.

Assim, obtemos

−
∫

Ω

(2div ~D~u) · ~vdx = 2
∫

Ω

~D~u · ~D~vdx.

Para a segunda equação de (6.16) temos
∫

Ω

∇p · ~vdx =
∫

∂Ω

p~v · ~ηdS −
∫

Ω

p div~vdx. (6.18)

Para ~u,~v ∈ H1(Ω)2 e q ∈ L2(Ω) defina as formas bilineares

a(~u,~v) := 2ν

∫

Ω

~D~u · ~D~vdx (6.19)

b(~v, q) := −
∫

Ω

q div~vdx. (6.20)

F (~v) :=
∫

Ω

~v · ~fdx. (6.21)

Obtemos a seguinte formulação fraca para o problema de Stokes

Achar u ∈ H1(Ω)2 and p ∈ L2(Ω) tais que (6.22)



a(~u,~v) + b(~v, p) = F (~v) ∀~v ∈ H1
0 (Ω)2

b(~u, q) = 0 ∀q ∈ L2(Ω).
~u = ~g in ∂Ω.
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Suponha que Ω é um domı́nio poligonal e que Th é uma trian-
gulação de Ω. Vamos introduzir o espaço de elementos finitos co-
nhecido como Taylor-Hood de mas baixa ordem. Veja [5, 7, 15]. O
espaço de Taylor-Hood de ordem k consiste de polinômios de grau
k + 1 por partes, cont́ınuos para a velocidade em cada componente e
polinômios de grau k por partes, cont́ınuos para a pressão. Definimos

~X := ~P 2 :=



~v ∈ H1(Ω)2 ∩ C0(Ω)2 :

~vK = ~̂vK ◦ F−1
K em

K e
~̂vK ∈ P 2(K̂)2



 ,

(6.23)
onde ~vK := ~v|K . Definimos também

M := P 1(Ω) =
{

q ∈ L2(Ω) ∩ C0(Ω) : qK = q̂K ◦ F−1
K em K

e q̂K ∈ P 1(K̂)

}
.

O par de espaços de elementos finitos de Taylor-Hood de ordem um
é dado pelo par ( ~X, M0) onde M0 = M ∩ L0(Ω).

Como foi mencionado anteriormente, a escolha de espaços de ele-
mentos finitos mistos é delicada. Os espaços de funções teste para
a velocidade e a pressão tem que ser os adequados. Por exemplo,
o espaço de elementos finitos para a pressão tem que ter o “tama-
nho” certo (não pode ser muito grande nem muito pequeno quando
comparado com o espaço para a velocidade). Estes espaços precisam
ser definidos de forma que a condição de inf-sup (veja (6.1.1)) seja
satisfeita.

A formulação discreta do problema de Stokes, usando as bases
usuais para espaços de polinômios por partes, é escrita como,

Achar uh ∈ ~Xh e ph ∈ Mh tais que (6.24){
a(~uh, ~vh) + b(~vh, ph) = f(~vh) ∀~vh ∈ ~Xh

0

b( ~uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Mh
0 .

Aqui usamos a notação ~Xh
0 := ~Xh

0 ∩ H1
0 (Ω). O problema (6.24) é

equivalente ao sistema linear
[ A BT

B 0

] [
U
P

]
=

[
F
0

]
. (6.25)
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Assim como na seção anterior, aqui usamos U, V, . . . e P, Q, . . . , para
denotar o vetor cujas coordenadas correspondem aos coeficientes das
combinações lineares das bases de Raviart-Thomas, que representam
as funções ~u,~v ∈ ~Xh e p, q ∈ Mh, respectivamente. As matrizes A,B
e o vetor F são definidos por,

a(~u,~v) = V TAU,
b(~u, q) = QTBU,
f(~v) = V T F.

(6.26)

A condição de média zero para a pressão pode ser imposta como
no caso das equações de Raviart-Thomas, veja (6.15).

Um resultado de aproximação análogo ao resultado de aproximação
dos elementos finitos de Raviart-Thomas no Lemma 6.3.1, pode ser
obtido para os elementos finitos de Taylor-Hood. Este resultado não
será apresentado aqui, veja [4, 5]). A prova do resultado de apro-
ximação usa o Lema 6.2.1 e as propriedades de interpolação do espaço
de elementos finitos de Taylor-Hood.

Apresentaremos um exemplo numérico usando elementos finitos
de Taylor-Hood para aproximar a solução do problema (6.16). Con-
sideramos o domı́nio Ω = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2. Para construir a trian-
gulação, dividimos Ω em n×n quadrados e cada quadrado é dividido
em dois triângulos. Obtemos assim uma triangulação uniforme e es-
truturada de Ω com h =

√
2/n. Escolhemos os dados do problema

(6.6) de tal forma que a solução exata venha dada por ~u = (u1, u2)
com u1 = 4x1(1 − x1) sin(2πx2) e u2 = 16x1(1 − x1)x2(1 − x2) e
p = x2

1 + x2
2 − 2/3.

Na Figura 6.5 mostramos a solução exata e a calculada usando
elementos finitos de Taylor-Hood com h =

√
2/8 e a triangulação

uniforme na figura. Na Figura 6.6 mostramos pressões calculadas
usando elementos finitos de Taylor-Hood com h =

√
2/64.

Finalmente, na Figura 6.7, apresentamos o decaimento dos erros
na velocidade (norma H1(Ω)) e da pressão (norma L2(Ω)) quando a
malha é refinada.
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Figura 6.5: Velocidade solução ~uh aproximada interpolada no centro
de cada triângulo (esquerda) e velocidade solução ~u exata interpolada
no ponto meio de cada triângulo (direita). Neste exemplo h =

√
2/n

com n = 8.

Figura 6.6: Pressão solução aproximada ph usando h =
√

2/n com
n = 64 (esquerda) e solução exata p interpolada nos vértices da malha
(direita).
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Figura 6.7: Logaritmo do erro de aproximação em diferentes normas,
L2(Ω) para a pressão e velocidade, e logaritmo da seminorma ‖∇(~u−
~uh)‖L2(D) do erro da velocidade.

6.5 Um problema não linear

Nesta seção, discutiremos brevemente um exemplo de problema não
linear. Vamos considerar a equação conhecida como o p-laplaciano

∇ · (|∇u|p−2∇u) = f em Ω e u = 0 em ∂Ω (6.27)

onde p > 1 é um parâmetro do problema. Multiplicando a equação
acima por uma função teste φ ∈ C1

0 (Ω) e integrando por partes,
obtemos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φ dx =
∫

Ω

fφ dx em Ω e u = 0 em ∂Ω. (6.28)

Seja Wh um espaço de funções com dimensão finita (a ser usado para
aproximar u) e seja φi, i ∈ {1, . . . , Nh} uma base para este espaço,
podeŕıamos considerar por exemplo, Wh = V h

0 o espaço de funções
lineares por partes discutido no caṕıtulo 2.1. Desta forma escrevemos

uh =
Nh∑

i=1

αiφi.
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Assim, substituindo a expressão acima em (6.28), e aplicando ra-
cioćınio análogo ao apresentado para a equação de Laplace obtemos

∫

Ω

|∇
Nh∑

i=1

αiφi|p−2∇
Nh∑

i=1

αiφi ·∇φj dx =
∫

Ω

fφj dx ∀ j ∈ {1, . . . , Nh}

Definimos assim uma função F : RNh → RNh

F (α) =




f1(α)
f2(α)

...
fNh(α)


 ,

onde

fj(α) =
∫

Ω

|∇
Nh∑

i=1

αiφi|p−2∇
Nh∑

i=1

αiφi · ∇φj − fφj dx.

Logo, o nosso problema numérico se reduz a encontrar α ∈ RNh

, tal
que

F (α) = 0.

Finalmente, observamos que podemos resolver o problema acima por
um método iterativo, como por exemplo, Newton.

Veja [20] para um outro exemplo de problema não linear.

6.6 O método do gradiente conjugado

Apresentaremos agora um método iterativo poderoso para a resolução
de sistemas lineares

Ax = b,

onde a matriz A ∈ Rn×n é auto-adjunta e definida positiva.
Definimos a norma gerada pela matriz A por

‖x‖A = (x,Ax) = (A1/2x,A1/2x) = ‖A1/2x‖2,
onde ‖ · ‖2 é a norma Euclidiana de Rn. Dois vetores x, y ∈ Rn

são ditos conjugados com relação a A, ou A-ortogonais se eles são
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ortogonais com relação ao produto interno gerado pela matriz A, isto
é

(x,Ay) = xT Ay = 0.

O conjunto {di}n
i=1 é dito conjugado se di é conjugado a dj para todo

i 6= j. Neste caso, temos dT
i Adj = 0 para todo i 6= j.

Suponha que {di}n
i=1 são direções conjugadas em Rn, temos que

estas direções são linearmente independentes. Logo span{di}n
i=1 =

Rn e se x∗ é tal que
Ax∗ = b. (6.29)

Portanto, existem α1, . . . , αn tais que

x∗ =
n∑

i=1

αidi. (6.30)

Das equações (6.29) e (6.30), obtemos que
∑n

i=1 αiAdi = b e tomando
produto interno com dj para j fixo, mas arbitrário, obtemos

n∑

i=1

αid
T
j Adi = dT

j b

usando o fato dT
j Adi = 0 para i 6= j, obtemos

αj =
dT

j b

dT
j Adj

, j = 1, . . . , n.

Para j = 1, . . . , n, defina a j-ésima aproximação de x∗ por

xj =
j∑

i=1

αidi. (6.31)

Como Ax∗ = b, obtemos

0 = Ax∗ − b = Axj−1 − b +
n∑

i=j

αiAdi,
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e tomando novamente produto com dT
j , temos

αj = −dT
j (Axj−1 − b)

dT
j Adj

=
dT

j qj−1

dT
j Adj

,

onde o j−ésimo reśıduo é

qj = −(Axj − b) = b−Axj , j = 1, . . . , n.

Observe que, dado xk, podemos calcular

xk+1 = xk + αk+1dk+1 onde αk+1 =
dT

k+1qk

dT
k+1Adk+1

. (6.32)

Faremos uso do seguinte lema auxiliar.

Lema 6.6.1. Suponha que x0 = 0 e i ≤ k, então dT
i qk = 0.

Prova. De (6.30) obtemos

qk = b−Axk = A(x∗ − xk) = A




n∑

j=k+1

αjdj


 =

n∑

j=k+1

αjAdj

e portanto para i ≤ k,

dT
i qk =

n∑

j=k+1

αjd
T
i Adj = 0.

¤

Corolário 6.6.2. Se temos as k primeiras direções conjugadas {di}k
i=1,

e qk = b−Axk 6= 0 então os vetores d1, d2, ..., dk, qk são linearmente
independentes.

Suponha que temos k + 1 direções A-ortogonais d1, d2, ..., dk. Para
obter outra direção conjugada a partir de qk, aplicamos Gram-Schmidt
com relação ao produto interno A, isto é, geramos dk+1 com

dk+1 = qk −
k∑

j=1

ājkdj , (6.33)
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onde span{d1, . . . , dk, qk} = span{d1, . . . , dk, dk+1}, e os coeficientes
ājk são definidos a seguir. Tomando produto interno com Adi, i =
1, . . . , k, obtemos

0 = dT
i Adk+1 = dT

i Aqk −
k∑

j=1

ājkdT
i Adj

= dT
i Aqk − āikdT

i Adi.

Logo, temos que āik =
dT

i Aqk

dT
i Adi

. O teorema a seguir nos mostra que

fazendo hipóteses apropriadas somente o coeficiente ākk é diferente
de zero.

Teorema 6.6.3. Se d1 = b, e di 6= 0, i = 1, . . . , k, temos então
ā1k = ā2k = · · · = ā(k−1)k = 0.

Para provar o teorema anterior precisamos de um lema simples.

Lema 6.6.4. Suponha que x0 = 0, q1 = b, d1 é um múltiplo escalar
de b e di 6= 0, i = 1, . . . , k. Defina

Vk := span{d1, . . . , dk} = span{di}k
i=1.

Temos que

1. Vk = span{b, Ab, . . . , Ak−1b} (subespaço de Krylov!)

2. Vk = span{q1, . . . , qk}
3. AVk ⊆ Vk+1

4. qT
k AVk−1 = {0}, qT

k Vk−1 = {0} e qT
k qi = 0 para i ≤ k − 1.

Prova.

1. Usamos indução para provar a primeira afirmação. Sabemos
que V1 = span{d1} = span{b}. Suponha que o lema vale
para o inteiro k. Assim, para xk ∈ Vk temos que qk = b −
Axk ∈ span{AVk, b} = span{b, Ab, . . . , Ak−1b, Akb}. Portanto,
de (6.33) e da hipótese de indução vemos que

dk+1 ∈ span{b, Ab, . . . , Ak−1b, Akb}.
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Logo, span{di}k+1
i=1 ⊆ span{Aib}k

i=0 e como os vetores {di}k+1
i=1

são linearmente independentes eles devem gerar um espaço de
dimensão k + 1. Isto prova o primeiro enunciado.

2. Este resultado segue do processo de ortogonalização em (6.33).

3. Este resultado é consequência do ı́tem 1.

4. A prova deste ı́tem segue do ı́tem 2. e o Lema 6.6.1.

¤
Agora provamos o Teorema 6.6.3.

Prova. Se i ≤ k − 1 usando (6.33) temos

dT
i Adk+1 = dT

i Aqk −
k∑

j=1

ājkdT
i Adj

= dT
i Aqk − āikdT

i Adj .

Note que dT
i Adk+1 = 0, por 3. do Lema 6.6.4 temos que dT

i Aqk = 0,
e dT

i Adj 6= 0, o que implica que aik = 0. ¤ Temos então a seguintes
fórmulas para a direção conjugada k + 1 e o seu coeficiente αk+1 em
(6.30) e (6.32),

dk+1 = qk − akkdk, ākk =
dT

k Aqk

dT
k Adk

, αk+1 =
dT

k+1qk

dT
k+1Adk+1

.

Vamos simplificar um pouco mais estas fórmulas. Note que da pri-
meira fórmula acima e do Lema 6.6.1 obtemos

αk+1 =
(qk − akkdk)qk

dT
k+1Adk+1

=
qT
k qk

dT
k+1Adk+1

,

e na iteração k teŕıamos αkdT
k Adk = qT

k−1qk−1. Como podemos es-
crever qk = qk−1 − αkAdk e usando 4. do Lema 6.6.4 obtemos que

qT
k qk = qT

k (qk−1 − αkAdk) = −αkqT
k Adk.

Juntando estas duas últimas igualdades temos

βk := −ākk = − dT
k Aqk

dT
k Adk

= − − 1
αk

qT
k qk

1
αk

qT
k−1qk−1

=
qT
k qk

qT
k−1qk−1

.
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1. Inicializar q0 = b−Ax0

2. Iterar k = 1, 2, . . . , ate a convergência

βk =
(qk−1, qk−1)
(qk−2, qk−2)

[β1 = 0]

dk = qk−1 + βkdk−1 [d1 = q0]

αk =
(qk−1, qk−1)
(dk, Adk)

xk = xk−1 + αkdk

qk = qk−1 − αkAdk

Tabela 6.1: Algoritmo do gradiente conjugado.

Usando estas fórmulas finais descrevemos o algoŕıtmo na Tabela 6.1.

Embora o método do gradiente conjugado convirja em n iterações,
em algumas aplicações n poder ser um número muito grande acarre-
tando um trabalho computacional inviável. Neste caso podemos ado-
tar a estratégia de obter uma aproximação da solução do problema
Ax = b. Mais especificamente, consideraremos uma aproximação da
forma x ≈ xk0 para algum k0 menor que n. Esta estratégia é justifi-
cada pelo estudo da análise de convergência do método do gradiente
conjudado que apresentamos agora.

Note que se xk :=
∑k

i=1 αidi, com {di}n
i=1 direções conjugadas e

x∗ =
∑n

i=1 αidi, então xk é projeção ortogonal (no produto interno
gerado pela matriz A) do vetor x∗ no espaço Vk = span{di}k

i=1. Das
propriedades gerais das projeções ortogonais, obtemos

(di, A(x∗ − xk)) = 0 i = 1, . . . , k,

e

min
y∈Vk

||x∗ − y||A = ||x∗ − xk||A. (6.34)
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Denote por Pk−1 o conjunto de polinômios de grau menor o igual
que k − 1. Dado y ∈ Vk, usando o Lema 6.6.4 pode-se exprimir

y =
k−1∑

i=0

γiA
i−1b.

Se P é o polinômio de grau k − 1 definido por P (x) =
∑k−1

i=0 γix
i

podemos escrever y = P (A)b. Obtemos que

Vk = {P (A)b : P ∈ Pk−1}
= {P (A)Ax∗ : P ∈ Pk−1}.

Com esta igualdade, (6.34) e o fato ‖y‖A = ‖A1/2y‖2 para todo
y ∈ Rn conclúımos que

||x∗ − xk||A = min
y∈Vk

||x∗ − y||A = min
P∈Pk−1

||x∗ − P (A)Ax∗||A

= min
P∈Pk−1

||A1/2 [I − P (A)A] x∗||2 (6.35)

Considere a decomposição espectral da matriz auto-adjunta e posi-
tiva definida A = Q∗ΛQ, onde Q é uma matriz ortonormal (tem
colunas ortonormais) e Λ = diag(λ1, . . . , λn) é a matriz diagonal com
os autovetores de A ordenados do maior ao menor, isto é, λmax =
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn = λmin. Temos que a decomposição espectral
I − P (A)A = Q∗ [I − P (Λ)Λ] Q e usando propriedades das matrizes
ortonormais temos

||A1/2 [I − P (A)A] x∗||2 = || [I − P (A)A] A1/2x∗||2
≤ ||I − P (A)A||2||A1/2x∗||2
≤ ||Q∗ [I − P (Λ)Λ] Q||2||x∗||A
= ||I − P (Λ)Λ||2||x∗||A

onde temos usado a desigualdade ||Bz‖2 ≤ ‖B‖2‖z‖2 valida para toda
matriz B. Lembrando que para B auto-adjunta e definida positiva
‖B‖2 é o máximo autovalor de B, temos,

||A1/2 [I − P (A)A] x∗||2 = ||I − P (Λ)Λ||2||x∗||A
≤ max

1≤i≤n
|1− P (λi)λi|||x∗||A

≤ max
λ∈[λn,λ1]

|1− P (λ)λ|||x∗||A,(6.36)
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onde na última linha o máximo é tomado no intervalo [λn, λ1] e não
somente nos n autovalores λn, . . . , λ1. Finalmente pondo (6.36) em
(6.35) obtemos

||x∗ − xk||A ≤ ||x∗||A min
P∈Pk−1

max
λ∈[λn,λ1]

|1− λP (λ)|
= ||x∗||A min

P∈Pk,P (0)=1
max

λ∈[λn,λ1]
|P (λ)| (6.37)

onde para obter a última igualdade notamos que se P é de grau k−1
então o polinômio definido por 1 − λP (λ) é de grau k e tem o valor
1 quando λ = 0.

Para entender melhor o problema de minimização (6.37) estu-
damos polinômios ortogonais de Chebyshev(Tchebyshev). Uma das
muitas definições dos Polinômio de Chebyshev é a seguinte. Define-se
o polinômio de Chebyshev de grau k por 4

Tk(x) =





cos(k cos−1(x)), se |x| ≤ 1,

cosh(k cosh−1(x)), se |x| > 1.
(6.38)

Note que Tk(x) = cos(kθ) onde cos(θ) = x com θ ∈ [−π, 0] e portanto
Tk define um polinômio de grau k na variável x já que cos(kθ) é um
polinômio em cos(θ). Obtemos

Tk(1) = 1, |Tk(x)| ≤ 1, para todo x ∈ [−1, 1].
∫ 1

−1

Ti(x)Tj(x)(1− x2)−
1
2 dx = δij ,

onde δij é o delta de Kronecker. Os polinômios Tn(x) podem também
ser obtidos a partir da recorrência

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x) (6.39)
4Para ver que as duas partes da definição dão os mesmos polinômios podemos

verificar a fórmula de recorrência (6.39) para cada uma. Uma outra forma de ver
este fato é que passando a variável complexa temos

cosh(k cosh−1(ζ)) = cos(−ik cosh−1(ζ)) = cos(k cos−1(ζ))

para todo ζ no domı́nio das duas funções no plano complexo.
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que pode ser deduzida facilmente de (6.38).

Na equação (6.37) podemos tomar P = T k definido a partir do
polinômio de Chebyshev de grau k, Tk, por

T k(λ) =
Tk(g(λ))
Tk(g(0))

com g(λ) =
λ1 + λn − 2λ

λ1 − λn
.

Observe que g leva o intervalo [λn, λ1] no intervalo [−1, 1] com g(λn) =
1, g(λ1) = −1. Os zeros do polinômio Tk ficam localizados no inter-
valo [−1, 1]. Temos então que no caso λ1 6= λn

g(0) =
λ1 + λn

λ1 − λn
> 1, logo Tk(g(0)) 6= 0,

vemos que T k(0) = 1. Os zeros do polinômio T k ficam localizados no
intervalo [λn, λ1]. De (6.37) vemos que

||x∗ − xk||A ≤ max
[λn,λ1]

|T k(λ)|||x∗||A ≤ 1
Tk(g(0))

||x∗||A

com

g(0) =
λ1 + λn

λ1 − λn
=

Cond(A) + 1
Cond(A)− 1

,

e onde o número de condição5 de A é definido por

Cond(A) =
λ1

λn
=

λmax

λmin
. (6.40)

Para continuar com o argumento usaremos o seguinte resultado.

Lema 6.6.5. Para todo x com |x| ≥ 1 existe z tal que

x =
z + z−1

2
, e Tk(x) =

zk + z−k

2
.

5ou número de condição espectral
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Note que
√

Cond(A)+1√
Cond(A)−1

≥ 1, e que podemos escrever

Cond(A) + 1
Cond(A)− 1

=
1
2




√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

+
1√

Cond(A)−1√
Cond(A)+1




Aplicando o Lema 6.6.5 com z =
√

Cond(A)−1√
Cond(A)+1

temos que

Tk(g(0)) = Tk

[
Cond(A) + 1
Cond(A)− 1

]

=
1
2




[√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k

+

[√
Cond(A) + 1√
Cond(A)− 1

]k



logo,

1
Tk(g(0))

=
2[√

Cond(A)−1√
Cond(A)+1

]k

+
[√

Cond(A)+1√
Cond(A)−1

]k

≤ 2[√
Cond(A)+1√
Cond(A)−1

]k
= 2

[√
Cond(A) + 1√
Cond(A)− 1

]k

.

Fica provado então o seguinte Teorema.

Teorema 6.6.6. Seja x∗ tal que Ax∗ = b e xk o k−ésimo iterado do
gradiente conjugado. Então

||x∗ − xk||A ≤ 2

[√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k

||x∗||A.

Corolário 6.6.7. Para o caso em que x0 6= 0, aplicamos o argumento
anterior a

Aδx = b−Ax0, (δx)0 = 0
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e obtemos

||x∗ − xk||A ≤ 2

[√
Cond(A)− 1√
Cond(A) + 1

]k

||x∗ − x0||A

para todo k.

Provaremos agora o Lema 6.6.5 para completar a demonstração
do teorema anterior. Prova Se x ≥ 1, pode-se exprimir

x = cosh(ζ) =
eζ + e−ζ

2
=

z + z−1

2
, com z = eζ ,

usando a definição do Tk em (6.38).

Tk(x) = cosh(k cosh−1 ζ) =
ekζ + e−kζ

2
=

zk + z−k

2
.

Box
O Teorema 6.6.6 nos diz que o erro do método do gradiente conju-

gado na norma da energia depende do número de condição da matriz
Cond(A) = λmax/λmax.

Em geral, dada uma matriz inverśıvel B, o número de condição
na norma ‖ · ‖2 é definido por

Cond(B) = ‖B‖2‖B−1‖2.

Pode-se provar que quando A é auto-adjunta e definida positiva temos
que Cond(A) = λ1/λn.

Veja [27, 26] para mais detalhes sobre métodos iterativos.
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