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Prefacio

Este livro tem como objetivo apresentar o Método de Elementos Fini-
tos (MEF) a alunos de graduagao em matemética ou areas afins. Este
método é uma importante ferramenta para a aproximagao numérica
de equagoes diferenciais parciais, que por sua vez aparecem na mode-
lagem de problemas oriundos de diversas areas do conhecimento, tais
como: fisca e engenharias (dindmica de fluidos, eletromagnetismo,
elasticidade, elasticidade e ciéncia dos materiais, ...), biologia (mo-
delos para populagao de espécies, reagdes bioquimicas, ...), finangas,
etc. O texto foi escrito para ser acessivel a alunos com conhecimentos
de célculo e algebra linear.

Comegaremos o livro apresentando a formulagao variacional para
a equacao de Laplace, introduzindo assim o conceito de solucdo fraca
para este problema. Usaremos esta equacao simples como modelo
para introduzir o método de elementos finitos. Apresentaremos ainda,
o problema de condugao de calor em uma dimensao espacial e intro-
duziremos o MEF neste caso. Posteriormente, faremos um breve es-
tudo da anédlise do erro de aproximagao numérica para o problema de
Laplace. Finalmente, apresentaremos de forma muito breve, alguns
tépicos mais avancados relacionados ao MEF, tais como: métodos
mistos, problemas de sela, método de Taylor-Hood aplicado a equagao
de Stokes, e um exemplo de problema nao linear.

Os autores deixam aqui o seu agradecimento a Fernanda Coelho
e Martha Miranda pela ajuda com a revisao do texto.
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Capitulo 1

A equacao de Laplace

Neste capitulo introduziremos a formulacao fraca da equagao de
Laplace. Primeiramente, apresentaremos exemplos de formulagoes
fracas em uma e duas dimensoes, para diferentes tipos de condicao
de contorno. Posteriormente, apresentaremos a equagao de Laplace
como um sistema de equagoes de primeira ordem, e discutiremos bre-
vemente a equacao do Laplace como um modelo para a condugao
do calor. Observamos, que estudaremos com mais detalhes, usando
ferramentas da Andlise Funcional, as formulagoes fracas na secao 4.2.

1.1 Formulacoes e solucoes fracas: pri-
meiros exemplos

Nesta se¢ao descreveremos a construgao de formulacoes fracas para
alguns exemplos envolvendo a equacao de Laplace.

7



8 [CAP. 1: A EQUACAO DE LAPLACE

1.1.1 A equacgao de Laplace com condicao de Di-
richlet em dimensao um

No caso unidimensional, a equagao de Laplace com condic¢ao de Di-
richlet é dada por

Achar v : (a,b) — R tal que:
—u"(z) = f(z), parazé€ (a,b) (1.1)
{ u(z) = g(x), paraz=a,x="h.
Onde f: (a,b) = R, e g: {a,b} — R sdo fungdes dadas.
Para obter a formulagdo fraca de (1.1), primeiro multiplicamos os
dois lados da primeira igualdade em (1.1) por v € C§°(a,b), depois
integramos os dois lados da equagao e obtemos

Achar u : (a,b) — R tal que:
b b
—/ o (z)v(z)dx = / f(@)v(z)dz, Vv e C(a,b)
u(z) = g(z),

para x =a,r = b,
1.2
em seguida, usando a férmula de integracdo por partes e o fato v(a)
v(b) = 0 para toda v € C§°(a,b) obtemos

[N

_ / o (2)0(z)dz = / (@) (2)dz — [ (B)o(b) — o' (a)v(a)]
- / (@) (2)dz — [ ()0 — o (a)0)]
z/ o' (z)v (z)dw.

A equacao (1.2) pode ser escrita entao como
Achar u: (0,1) — R tal que:
/b o (2)' (z)de = /b f(x)v(x)dz, Vv e C§(a,b) (1.3)
' u(z) = g((lac), para © = a,x = b.

O problema acima representa uma versao preliminar de uma for-
mulacdo fraca da equacao de Laplace em dimensdo um. De fato, a
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formulagao (1.3) pode ser usada para construir métodos numéricos
para aproximar a solugao de (1.1), tais como discretizagoes de elemen-
tos finitos. No entanto, do ponto de vista matematico! a formulacio
(1.3) néo esta bem posta. O problema com esta formulagdo vem do
fato de nao termos definido o espaco de funcées em que estamos bus-
cando a fung¢ao u, bem como nao termos definido qual a regularidade
das fungoes f e g. O estudo matemaético relativo a existéncia e unici-
dade de solugoes fracas para a equagao de Laplace, usa ferramentas
da andlise funcional, tais ferramentas serao descritas de forma breve
no capitulo 4.

1.1.2 A equacgao de Laplace com condicao de Di-
richlet em dimensao dois

Repetiremos o procedimento da se¢ao anterior para construir a for-
mulacdo fraca da equacdo de Laplace em um dominio 2 C R?. Para
tanto vamos:

1. Supor que existe uma solugao u de nossa equacgao diferencial,
multiplicar os dois lados da equagao por uma func¢ao teste v €
C§°(9) e integrar os dois lados da igualdade.

2. Usar a férmula de integracdo por partes em R? (primeira iden-
tidade de Green) e a condigdo de contorno para ficar com ex-
pressoes que envolvam apenas derivadas de primeira ordem.

Considere a equacgao de Laplace juntamente com a condigao de
contorno de Dirichlet

Achar v : Q C R? — R tal que:
—Au(z) = f(x), paraz=(x1,22) € Q (1.4)
u(z) = g(z), paraz=(z1,22)€ 0.

Para obter a formulagdo fraca de (1.4) multiplicamos os dois lados
da primeira igualdade por uma funcdo arbitréria v € C§°(f2), depois

IExisténcia e unicidade de solugdes. Dependéncia da solucdo dos dados do
problema (e.g, dados de fronteira, coeficiente, dominio, ...), andlise de erro de
aproximagoes numéricas.
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integramos os dois lados da equagao e obtemos

Achar v : Q C R? — R tal que:
/Au x)dx = /f dz, Yve C§e(Q)

u(z) = para z € 0§
(1.5)
Usamos a férmula de integracdo por partes (primeira identidade
de Green, Teorema da Divergéncia) e o fato v(z) = 0 para todo
x € Jf) e obtemos

/Au dw—/Vu Volz )d:c—/ (@)(Vu(z) - 7i(z))dS

/Vu -Vo(z dx—O—/Vu -Vou(z)de.
(1.6)

Lembramos que o 7j(z), na formula de integracdo por partes, denota
a normal exterior ao dominio 2 em z € 9. O problema (1.5) pode
ser escrito entao como

Achar u : Q C R? — R tal que:
Vu(z) - Vo(z)dz = / f(@)v(z)dz, YveCFEQ)  (1.7)
Q Q

u(z) = g(x), para z € 0fL.

Assim como no caso unidimensional a formulagao acima nao esta
matematicamente bem posta, pois nao definimos os espagos de fungoes
apropriados, abordaremos este problema no capitulo 4. A formulacao
(1.7) pode ser usada para construir métodos numéricos para aproxi-
mar a solugao de (1.4).

Observagao 1.1.1. Note que por construgdo se u € C*(Q) satisfaz
(1.4), entao u também satisfaz (1.7). Jd o problema (1.7) ndo envolve
derivadas de seqgunda ordem da solugao u, portanto faz sentido buscar
a solugao em wuma classe maior de funcées. De fato, precisamos
apenas que elas tenham a primeira derivada.

E muito importante observar que se u satisfaz (1.7), e é uma
funcao suficientemente reqular (por ezemplo u € C%(Q)) e f € continua
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podemos aplicar o procedimento inverso ao que apresentamos e obter
que

/(Au—i—f)vdx:()

Q

para toda v € C§°(Y), o que implica que
—Au = f7

e portanto u € solucdo do problema original. Isto €, a formulacdo
fraca nos permite genmeralizar o conceito de solu¢do para a equagdo
(1.4) para wma classe maior de fungoes.

1.1.3 A equacao de Laplace com condicao de Neu-
mann em dimensao dois

Nesta subsecao consideraremos a equagao de Laplace com condi¢ao
de contorno de Neumann:

Achar v : Q C R? — R tal que:

—Au(z) = f(x), para z = (z1,%2) € Q
—Vu(z)-fj(z) = h(z), para x = (z1,22) € 08, (1.8)
Jou(z)dz = 0, (Condigao de solvabilidade)

Joq M(x)dS = [, f(x)dz (Condi¢ao de compatibilidade).

Neste caso temos duas condigoes adicionais. A condicao de solva-
bilidade fQ u(z) = 0 é usada para obter unicidade de solugdo u para
o problema. Note que as duas primeiras equagoes envolvem somente
derivadas da w, o que implica que a solugao é definida médulo uma
constante. Observamos que a condicao de média zero pode ser subs-
tituida por outras condigoes que determinem unicidade. A condigao
de compatibilidade envolve somente dados do problema h e f e vem
do seguinte fato: se integrarmos a primeira equacao e aplicarmos o
teorema da divergéncia e a condi¢ao no bordo, obteremos

f@)dx = | Au(x)dx = Vu(z) - 7(z)dS = h(x)dS.
Q Q a0 o0

Para obter a formulagao fraca de (1.8) multiplicamos os dois lados
da primeira igualdade por v € C*(Q), depois integramos os dois
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lados da equacdo. Note que desta vez estamos usando v € C°°(Q2) no
lugar de v € C§°(€2). O motivo é que o valor da u néo é prescrito no
bordo 0f2. Obtemos

Achar v : Q C R? — R tal que:
/Au x)dr = /f dz, Yve Ce(Q)

Vu(z) - iq(z) = h(x), para z € 0§,
Jou(x)dz = 0,
(1.9)
Da férmula de integracao por partes e usando a condi¢ao no bordo
—Vu(z) - 7j(x) = h(z), obtemos

QAu(x)v(a:)dx = QVu(a:) -Vou(z)dz — /{;}(m) (Vu(x) -ﬁ(m))dS

= [ Vu(z) - Vo(x)dx — /v(x) (h(x))dS’

Q o
= /Vu(z) -Vo(z)dx — /v(:c)h(x)ds.
Q o

A equacio (1.9) pode ser escrita como
Achar v : Q C R? — R tal que:

/QVu(x) - Vo(z)dx :/Qf(z)v(x)da: + Ag(z)h(m)ds, (1.10)
Yo € C§° ().
Jou(z)dx = 0.

No capitulo 4 escreveremos a versao final desta formulacao fraca.

1.2 Formulacao de primeira ordem

E importante observar que toda equacao de segunda ordem pode ser
escrita como um sistema de equagoes de primeira ordem. Mais ainda,
em muitos casos os modelos matemaéticos sao introduzidos usando for-
mulagoes de primeira ordem, isto é, usando sistemas de equagoes de
primeira ordem. Nesta secao discutiremos como escrever a equagao
de Laplace como um sistema de equagoes de primeira ordem. Den-
tro desta perspectiva, poderemos construir formulagoes fracas para
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a equagao de Laplace distintas das até aqui apresentadas; aborda-
remos este assunto na Secdo 4.2. A formulagdes de primeira ordem
sao flexiveis para a elaboracao de formulacoes fracas para equagoes
diferenciais parciais, e sao muito tteis para elaboracao de métodos
numeéricos.

1.2.1 Formulacao de primeira ordem da equagao
de Laplace

A equacao de Laplace, —Au = f, é uma equacao de segunda ordem.
Esta equacao pode ser formulada como um sistema de equagoes de
primeira ordem. De fato, vamos introduzir a variavel vetorial

p=—Vu,(§=(p1,p2) se Q CR?, ou j'= (p1,pa,p3) se @ CR?).

Lembrando que Au = div(Vu), obtemos que se u é tal que Au = f,
entao, u e p satisfazem o sistema de equagoes

divp' = f em €, (1.11)
p= —kVu em . (1.12)

O sistema de equacgoes diferenciais acima envolve somente primeiras
derivadas. Em contraste, a formulagao de segunda ordem —Au = f
envolve derivadas de segunda ordem.

Para a construgao de formulagoes fracas, algumas vezes, pode ser
util considerar formulagoes de primeira ordem. Observe que obtemos
de volta a formulagdo de segunda ordem substituindo p por —kVu
em (1.11).

1.2.2 Formulacao de primeira ordem em aplicagoes
fisicas: introducao a modelagem matematica

Considere um dominio 2 que representa um corpo sélido em duas ou
trés dimensoes, veja a Figura 1.1 para uma ilustracao em dimensao
dois.

Seja x € Q (x = (x1,22) ou z = (z1,22,23)). A temperatura do
corpo é determinada pela quantidade de energia térmica do corpo
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Figura 1.1: Dominio Q@ C R? e regides Dirichlet and Neumann na
fronteira.

sélido e suas propriedades termodindmicas. Se u(t, z) denota a tem-
peratura do sélido no ponto x no tempo t, temos que u satisfaz,

%u—l—divﬁz f em ), (1.13)
g= —kVu emQ, (1.14)

u= g em I'p, (1.15)

—F-if= h  emTy. (1.16)

)

O fluxo de calor é p' = (p1,p2) em dimensao dois ou p = (p1,p2,P3
em dimensao trés.

A primeira igualdade é a equacao ou lei de balanco do calor. Esta
equagao corresponde ao seguinte fato: dado um subdominio Qy C €2,
a mudanga temporal da temperatura u é obtida somente por causa
do fluxo de calor em 2 e da fonte de calor representada por f. No
caso f = 0, o fluxo do calor é conservado, assim a equagao acima cor-
responde a uma lei de conservagao do fluxo do calor. Chamaremos de
caso estaciondrio, quando pudermos ignorar as mudangas no tempo
%u = 0. Observe que a equacao simplifica-se para —divp = f.
A segunda equagao (1.14) corresponde & lei constitutiva do mo-
delo, ela relaciona o fluxo de calor p' com a temperatura u. A equagao
(1.14) é conhecida como Lei de Fourier. A relagio entre a temperatura
e o fluxo de calor depende das propriedades do material em questao
e é, em geral, nao linear. A relacgao linear acima é uma simplificagao
obtida ao se linearizar o modelo com respeito de uma temperatura
de referéncia.

Supondo que a equacdo (1.14) vale para todo = € Q podemos
substituir 7 por KVu na equagdo (1.13) obtendo a seguinte equagao

i.e.
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de segunda ordem %‘ — div(kVu) = f. Veja a Segao 1.2.1.

A equagao (1.15) corresponde & condigao de fronteira de Dirichlet
onde a temperatura (em cada instante do tempo) é conhecida em
I'p. A dultima equagdo (1.16) é referente a condicdo de fronteira
de Neumann, que corresponde ao caso onde o fluxo de calor entre
o dominio e seu exterior é conhecido ao longo da parte do bordo
denotada por I'y.

No caso estaciondrio temos o seguinte sistema de equagoes dife-

renciais:

divp = f em 2, (1.17)
pP= —kVu em (), (1.18)
u= g em I'p, (1.19)

—pi= h em I'y. (1.20)

Lembramos que quando I'y = 9§ (ou seja I'p = @), impomos a
condigao fQ u(x) = 0 para obter unicidade de solugao, e precisamos
da condigao de compatibilidade [y, h(x)dS = [, f(z)dz. Veja a
Secao 1.1.3.



Capitulo 2

O método de elementos
finitos

Neste capitulo introduziremos o método de elementos finitos para a
equacao de Laplace

_Au:fa

com diferentes tipos de condigao de contorno. Ao longo deste capitulo,
entenderemos como solugao da equagao acima uma fungao satisfa-
zendo uma das formulagoes fracas discutidas no capitulo anterior.

Comecaremos introduzindo o conceito de espago de funcoes com
dimensao finita, e a aproximagao de Ritz-Galerkin. Na se¢do 2.1,
descreveremos o espago de fungdes lineares por partes, sendo este
um exemplo basico de espago de fungoes bastante utilizado no MEF.
Finalmente, discutiremos o método de elementos finitos aplicado a
equacao de Laplace, e apresentaremos algumas consideragoes sobre
sua implementagao numérica.

Comecgaremos este capitulo introduzindo o conceito de espaco de
fungoes com dimensao finita.

Definicao 2.0.1. Diremos que um espago de funcoes V tem di-
mensao finita, se existe n € N, e um conjunto de fungoes ¢; : Q@ — R,
i €{1,...,n}, tal que qualquer fungdo ¢ € V pode ser escrita como
uma combinacdo linear das funcoes ¢;. Isto é, existem n constantes
a; tal que, p = > 1| ;.

16
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O método de elementos finitos se baseia na aproximagao de Ritz-
Galerkin, que consiste em buscar uma aproximacao para a solugao
do problema (1.4) em um espaco de fungoes (reais com dominio )
que tenha dimensao finita. Desta forma, uma vez definido o espaco
de dimensdo finita V", que usaremos para aproximar a solucio u de
(1.4), vamos buscar a aproximagao u" € V" de u, satisfazendo a
seguinte relagao:

/Vuhondx:/fvdx Yo e Vh,
Q Q

Como o espaco V" tem dimensao finita, este espaco pode ser gerado
por uma base {¢;}¥ ", Assim podemos representar a solucdo aproxi-
mada u” da seguinte forma

Nh
uh(z) =) aigi(x).
i=1

Fazendo esta substituicao na formulacao acima, e usando o fato que
qualquer funcdo em V" pode ser escrita como um combinacio linear
das fungoes base ¢;, obtemos

Nh

| Vit Vo, o= [ goyde vie{l..m)

i=1

ou ainda

Nh
Zai/ Vi -V de = / fojdr ¥je{l,...,Ny}.
=1 /8 Q

Definindo a matriz de rigidez A = (a;;)

Qi = / V¢1 . V(b] dx
Q

e os vetores a = (aq,aa,...,ann)t e b= (b;)

b = /qusi dz.
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O problema original fica reduzido ao seguinte sistema linear
Aa =b.

Note que aqui nao tratamos a condi¢ao de contorno da equacao de
Laplace, abordaremos este problema na secao 2.3.

2.1 O espaco de funcoes lineares por par-
tes

Nesta secao introduziremos o espaco de fungoes lineares por partes,
que consiste em um dos exemplos mais simples de espago de elementos
finitos. Primeiramente, consideraremos o caso unidimensional (2 C
R) e depois o caso bidimensional. Quando © C R? vamos fazer a
hipdtese simplificadora que 2 é um dominio poligonal.

2.1.1 Caso unidimensional

Nesta subsec¢ao vamos supor que 2 = (a,b). Entenderemos como uma
particao de €2, uma divisao deste dominio em subintervalos dada da
seguinte forma [a,b] = UN | [2;_1, 2i], onde 29 = a, 2xy = be z; < zi11.
As contantes z; sdo chamadas vértices da particao.

Dada uma particao de (), vamos definir o espaco das fungoes
continuas lineares por partes da seguinte forma!

V ={f € C(Q); fl(z 24, ¢ linear} (2.1)

isto €, flz;,2,01](*) = @iz + b;, sendo a;, e b; constantes apropriadas.
Observe que o conjunto de fungoes ¢; € V', i € {0,1,..., N}, onde

1 ifi=y
¢i(zj)_{ 0 ifi#j
forma uma base para o espago V. Mais especificamente, qualquer
fungao v € V' pode ser escrita como

N
v(z) = codo(@) + c161(x) + -+ enon (@) = Y cidi(x).
=0

LAqui usamos a notagdes C(f2) para designar o conjunto das fungdes reais
continuas com dominio 2, e f|4 para designar a restricdo de f ao conjunto A
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Exercicio 2.1.1. Verifigue que as constantes ¢; na formula acima
satisfazem a sequinte relacdo

ci =v(z;).

Definicao 2.1.2. Seja T" uma familia de parti¢ées de Q = (a,b).
Isto €, para cada h > 0 temos uma partica¢io a = ol < o' < afH <
a?vh = b. Dizemos que a familia T" ¢ quase uniforme se existem

constantes ¢y e co tal que

m?x(aﬁ_l —aly <eh

min(al, — al) > eoh

Exemplo 2.1.3. Um exemplo de familia de parti¢cées é dado por:
para cada n € N definimos h = (b—a)/n, e

af:a—i—%, i€{0,1,...,n}.

Observamos que neste caso a particdo € quase uniforme. Mais ainda,
parai € {0,1,...,n} temos que 0‘?4—1 —al = h, desta forma, dizemos

que esta particao € uniforme.

Exercicio 2.1.4. Construa uma familia de particoes do intervalo
(=1,1) que seja quase uniforme e ndao seja uniforme.

2.1.2 Caso bidimensional
Comecaremos introduzindo o conceito de triangulacao.

Definigao 2.1.5. Uma triangula¢do de um dominio poligonal ) C
R? € uma subdivisio de Q0 em um conjunto finito de tridngulos sa-
tisfazendo a sequinte propriedade: qualquer vértice da particdo nao
pertence ao interior de qualquer aresta da particio 2. Veja Figura
2.1.

2A restricio sobre vértices e arestas citada acima ndo é usada em alguns
métodos numéricos sofisticados, como por exemplo, os que usam ferramentas
de decomposicao de dominios ou refinamento de malha
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a) b)

Figura 2.1: a) Particio ndo regular. b) Particio regular (trian-
gulagdo).

Seja 7 uma triangulagao de . Definimos o espago de fungoes
lineares por partes sobre 7, como o espago formado pelas fungoes v
tais que v restrita a cada tridngulo de 7 ¢ linear nas varidveis z e y.
Isto é, para todo triangulo T € 7, temos que

vlr(z,y) = ax + by +c,

onde a, b, c sao constantes apropriadas, e dependem do triangulo 7.
Estas constantes correspondem aos trés graus de liberdade que temos
para cada funcao linear por partes restrita ao triangulo 7. Assim
como no caso unidimensional, vamos usar V para denotar o espago
das fungdes lineares por partes sobre 7.

Observamos que, no caso bidimensional, uma base para o espago
V é dada pelo conjunto de fungoes ¢; € V, i € {0,1,..., N}, onde N
representa a quantidade de vértices de 7 e

wie-{ 3 512 -

Veja o grafico de uma fungao base na Figura 2.2.

Exercicio 2.1.6. Suponha que a particdo de 2 contém um triangulo
T com vértices z, = (0,0), 2o = (1,0), e 23 = (1,1). Encontre as
restricoes das funcoes base ¢1, ¢o e ¢z ao triangulo com vértices,
Z1, Z2 € Z3.

Definicao 2.1.7. Seja T" uma familia de triangulacées de Q C R?,
0 < h < 1. Dizemos que a a familia T" é quase uniforme se existem
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Figura 2.2: Fungao base.

constantes ¢y e co tal que

max { didmetro de Br} < c1h
TeTh

min { didmetro de br} > coh
TeTh

onde B € o menor circulo contendo T', e by € o maior circulo contido
emT.

Dada uma familia de triangulagdes 7" de 2 vamos denotar V()
ou simplesmente V" o espaco de funcoes lineares por partes aqui
definido.

Figura 2.3: Exemplo de uma funcao linear por partes.

2.1.3 Espagos de fungoes e condicoes de contorno

Vale observar que a escolha do espaco de fungoes lineares a ser uti-
lizado no problema depende da condi¢cao de contorno imposta ao
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mesmo. Ao trabalharmos com condicao de Dirichelet zero temos que,
u|pg = 0, assim convém introduzir o seguinte subespaco de V"

V@) = {v € VH(Q); vlon = 0}. (2.3)

Observe que como as funcdes em V" sido lineares por partes, para
que uma funcio v pertenca ao espaco VJ* C V" basta que v € V" e
v(z) = 0 para todo vértice z da particio 7" situado na fronteira de
Q.

No problema com condicao de Neumann, precisamos da condigao
fﬂ u dr = 0 para que tenhamos unicidade de solu¢do. Assim, para
tratar deste tipo de condicao de fronteira, introduzimos o seguinte
subespaco de V"

V= o evh /dew=0}- (2.4)

Exercicio 2.1.8. Verifique que uma fungao u = vazl a;¢; pertence
ao espaco Vh se e somente se Zfil a;m; =0 onde m; = fQ ;.

Exercicio 2.1.9. Encontre o espacgo de funcoes lineares por partes
apropriado para tratar o problema com condi¢do de fronteira mista.
Isto €, o caso em que 02 =TpUT'y eulr, =0 e dyulr, =0.

2.2 Outros espacos de funcoes

No restante deste texto nos concentraremos quase que exclusivamente
nos espacos de fungoes lineares por partes. Entretanto, é importante
ressaltar que existem vérios outros exemplos de espagos de fungoes
de dimensao finita usados em métodos de elementos finitos. A seguir,
descreveremos brevemente alguns destes espagos. Para mais detalhes
veja [4, 5, 8].

2.2.1 Funcoes bilineares

Até o momento consideramos apenas partigdes triangulares do dominio
). No entando, em algum casos é conveniente considerar uma particao
de Q em retangulos. Neste caso, o espaco de funcgoes bilineares por
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partes aparece como um espaco natural para se trabalhar. Mais es-
pecificamente, uma funcao v pertence a este espago se é continua em
Q, e se para todo retangulo T' da parti¢do 7 temos que

vlr(2,y) = axy + by + cx +d

onde a,b, c,d sao constantes apropriadas dependentes de T. Estas
constantes correspondem aos quatro graus de liberdade que temos
para cada fungdo bilinear restrita aos retangulos da partigao 7.

Exercicio 2.2.1. Suponha Q = [0,1] x [0, 1], encontre uma familia
de particoes de ) em retangulos e uma base para o espago de fungdes
bilineares.

2.2.2 Espagos com fungoes polinomiais de ordem
superior

Em alguns problemas se faz necessario o uso de espagos de fungoes
mais regulares que o das fungoes lineares por partes. Uma forma de
obter tais espagos é considerar fungoes que, restritas aos triangulos
da malha, sao polindmios de ordem 2, ou superior. Vamos apresentar
um exemplo de tal tipo de espaco.

O espago dos elementos triangulares de Bell é construido da se-
guinte forma. As fungoes neste espaco pertencem a C1(f2), e sdo
polinémios de grau cinco, quando restritas a cada triangulo da ma-
lha. Isto é, para todo triangulo T" da particao 7, e v neste espago
temos que

vlr(x,y) = a1z’ + asy® + aszty + aszy® + aszy? 4+ agy® + . ..
+ a1y + a17T + azs

onde as constantes a;, ¢ = 1,...,18 correspondem aos dezoito graus
de liberdade desta fungao. Supondo que o tridangulo T tem vértices
z1, 22 e z3 estes dezoito graus de liberdade sao determinados pelos
valores da funcao v e de suas derivadas de primeira e segunda ordem
nos vértices z1, z2 € 23.
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2.3 A aproximacgao via elementos finitos

2.3.1 O problema de Laplace com condigao de Di-
richlet

Nesta secao obteremos a aproximacao de u, solucdao de (1.4) com
condicao de Dirichlet zero, através do método de elementos finitos.
Como foi dito anteriormente, a principal idéia do método de elemen-
tos finitos é buscar uma aproximacao para a solucao da formulagao
fraca da equagao de Laplace em um espago de dimensao finita V. No
caso do problema com condic¢do de Dirichlet zero, tomaremos V' = Vi
definido no fim da secao 2.1. Nossa aproximagao de elementos finitos
é dada por u" € Vbh tal que

/ Vu' - Vodr = / fodx v e V. (2.5)
Q Q

Observe que h é um parametro que representa o tamanho da ma-
lha. Mais especificamente, suponha que a familia de particio 7" é
quase uniforme, quanto menor for o valor h, menor serao os triangulos
da malha, e teremos uma maior quantidade de vértices em 7". Ou
seja, a dimensao do espago Voh aumenta quando h — 0. Veremos mais
adiante que quanto menor for o valor de h melhor u" aproximara w.

Veremos agora como transformar o problema acima em um sis-
tema linear. Seja ¢;, i € {1,..., N}'}, uma base para o espago V.
Primeiramente, observamos o seguinte resultado.

Exercicio 2.3.1. Verifique que u"

S€

é solugdo de (2.5) se e somente

/vuh-widx:/f@ dr Vie{l1,2,...,N'L. (2.6)
Q Q

Note também que podemos representar a funcao u” da seguinte
forma

NP
uh(x) = Z aipi(x),

onde o; sao constantes a serem determinadas. Assim, por (2.6) temos
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que

Ng'

/Qv;akﬁbk'V(;ﬁidm:/ﬂf@dx Vie{l,?,...,Nél}. (2.7)

Explorando a lineridade do gradiente e da integral temos:

NP
Zak/QV@-V@dx:/quﬁidx Vie{l,2,....N!}. (2.8
k=1

Definimos a matriz de rigidez A € RNSXN(?, A = (ai;j) da seguinte
forma

Q
¢ os vetores coluna «, b € RN 4
Q= (0[1,C¥2, s 7aNéL)t

eb= (b17b27...,bN(l]z)t onde

Assim, obtemos que o problema (2.7) é equivalente & resolugdo do
seguinte sistema linear
Aa = 0. (2.11)

A matriz de rigidez A é simétrica positiva definida, e o método
numeérico iterativo do tipo gradiente conjugado, pode ser usado para
resolver o sistema linear de forma eficiente. Observamos que quanto
menor for A, melhor serd a aproximagao da solugao u, porém o ta-
manho da matriz A aumentard (pois Né‘ aumenta), e portanto mais
trabalho computacional serd realizado para resolver o sistema linear.

Neste caso mais simples, as entradas (a;;) da matriz de rigidez A,
podem ser calculadas de forma exata usando a definicao das fungoes
base e a férmula (2.9). J4 para calcularmos o vetor b, na maioria dos
casos, faz-se necessario o uso de um método de integragdo numérica
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para calcular (2.10). O método da quadratura Gaussiana, por exem-
plo, pode ser usado para este fim. Veja a subsecao 2.3.3 para uma
discussao mais detalhada sobre o calculo da matriz de rigidez e do
vetor b.

Exercicio 2.3.2. Suponha que g : 02 — € seja uma fungao continua.
Descreva como aproximar a solug¢ao da equacao de Laplace com condi¢ao
de contorno u = g em 0X), usando o MEF com funcdes base lineares
por partes.

2.3.2 O problema de Laplace com condicao de Neu-
mann

Abordaremos primeiramente o problema de Laplace com condigao de
Neumann nula, e depois discutiremos o caso nao homogéneo.

A aproximagao para o problema de Laplace com condicao de Neu-
mann zero, é bem similar ao problema de Dirichlet zero. Neste caso,
podemos aplicar o mesmo raciocinio apresentado para a condigao
de Dirichlet zero, substituindo o espago V{* pelo espaco VP, Lem-
bremos que o problema de Neumann, sem a imposi¢ao da condigao
fQ u dzr = 0, ndo possui unicidade, ou seja suas solugoes sao defini-
das a menos de uma constante. Numericamente, isto se reflete da
seguinte maneira: seja ¢;, i : 1,..., N uma base para o espaco V"
definido em (2.2), defina a matriz de rigidez A = (a;;) como

aijz/wi-wj de, i,j€{1,2,...,N"}.
Q

A matriz A assim definida nao é inversivel, tendo um ntcleo com
dimensao um. Este fato pode ser verificado tomando o produto A

por um vetor miltiplo de (1,1,...,1)!. Neste caso, temos que a i-
ésima componente do vetor A(1,1,...,1)* é dada por
Nh Nh

(AL L, D =) ai :/V@-VZ% d.
j=1 @ j=1

Observamos entao, que por defini¢do das fungoes ¢;, temos que

Nh,
Z(i)j(x) =1, Vre,
j=1
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logo
Nh,
VY 4(x) =0,
j=1
e A(1,1,...,1)t é o vetor nulo. Para resolver o problema no espaco

vh, podemos encontrar uma solucao qualquer para o sistema inde-
terminado Az = b e depois definir

Nh,
Z;

=T — Nh.
=1

h
Desta forma, o vetor « satisfaz Ao = b e 21111 a; = 0 e portanto

NP . ~ . S . ,
ul = > imq i € a solucao desejada em V' veja o Exercicio 2.1.8.

Agora apresentaremos uma forma de aproximar a solugao do pro-
blema de Neumann nao nulo. Mais especificamente, estamos interes-
sados em aproximar a solugao da equagao de Laplace com a seguinte
condicao de fronteira

Au=f em, e Oyu=g em 0NQ.

Suponha que seja dada uma funcéo g :  — R tal que J,§ = g onde
Oyv(z) = Vu(zx) - 7j(z) denota a derivada na dire¢do normal 7(z).
Observamos que a fungao u = u — g € solucao do seguinte problema

Au=f+Ag emQ, e 0, =0 em 0.

Isto é, u é solucao do problema de Neumann com condigao nula, e
consequentemente, podemos encontrar sua aproximagao de elementos
finitos seguindo os passos descritos no inicio desta subsecao. Desta
forma, sendo conhecida a aproximacio 4" de @, podemos obter a
aproximacdo de u tomando u” = 4" + §.

E importante observar que, dada a fungao g, nao é facil encontrar
g que satisfaca exatamente 0, = g. Desta forma, é necessario apro-
ximar ¢ numericamente. Estratégias distintas podem ser usadas para
este fim. Vamos agora descrever uma das mais simples. Definimos a
funcdo §" € V" da seguinte forma
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para todo vértice z da malha 7", pertencente ao interior de €. Os
valores de §"(z) para os vértices pertencentes & 9§ sio entdo esco-
lhidos de forma que 9,§"(2) = g(z). Note que a fungdo " é linear
por partes e portanto nio podemos calcular A§". Assim, temos que
fazer uso da formulacao fraca do problema. Mais especificamente, a
funcao @" deve satisfazer

/Vﬂh~v¢id:ﬂ:/f¢idﬂc+/V§]h-V¢idm
Q Q Q

para toda ¢; na base de V.

2.3.3 Consideragoes sobre a implementagao numérica

Comecamos esta segao descrevendo melhor as fungoes base do espaco
de fungoes lineares por partes.

Lema 2.3.3. Seja K o triangulo de referéncia com vértices z1 =
(0,0), z2 = (1,0) e z3 = (0,1) e &1, P2 e P53 as respectivas fungoes
bases. As trés funcoes bases de V' retritas a K sao

O1(E) =1—d1—d2, G2(d) =1, a(k) = o,
para todo & = (&1,32) € K.

Deiaxamos a demonstragao do lema anterior a cargo do leitor; veja
o exercicio 2.1.6. O lema seguinte nos permite construir funcoes base
restritas a qualquer triangulo da partigao Th a partir das funcoes
base restritas ao tridngulo de referéncia K do lema anterior.

Lema 2.3.4. Seja K; wm elemento da triangula¢do T" com vértices
u = (uy,us),v = (v1,v2) e z = (21,22) (ordenados no sentido anti-
hordrio) € ¢1 = ¢u, d2 = ¢y € ¢35 = P, as respectivas fungoes base.
Seja K o trigngulo de referéncia e Fi, : K—Ka funcdo afim tal
que F,(K) = K; e Fx,(0) = u. Entdo

~ Vi — U1 21— U2 N Ul N 2
Fg, (%)= T+ , TeK
VU2 —Up 22 — U2 Uz
e para cada x € K;, as trés funcdes bases com suporte no elemento

K; sao

¢j(x) = ¢;(&), para todo & = ngl(m),j =1,2,3.
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Também temos que

Vadj = Vag;(#)Bg!
V1 —Up 21— Ul

onde Bg. =
K Vg — U] 22 — U2

Exercicio 2.3.5. Demonstre o lema acima.

Na implementacao do método de elementos finitos é necessério
o célculo de integrais, como por exemplo [, f(x)¢;(x)dz. Normal-
mente, tais integrais sao aproximadas numericamente. Descrevere-
mos agora uma forma 1til de calcular a integral de uma funcao defi-
nida em um subconjunto de R%. No tridngulo de referéncia K, vale
a seguinte férmula de quadratura.

Lema 2.3.6 (Quadratura de sete pontos no tridngulo). Dada uma
funcdo g : K — R, temos que a segquinte aproximacao € vdlida

7

/ o(@)di ~ 3 g(Cwi.

K i=1

Onde os pontos de quadratura e pesos (;, w; sao definidos na Ta-
bela 2.1. A formula acima se torna uma igualdade quando g é um
polinomio de grau menor ou igual a cinco.

A fim de aplicar a férmula de quadratura do lema anterior para
calcular a integral de uma dada fungao g no dominio 2, usamos o

seguinte fato
g(x) doe = E / g(z) dx

TeTh

e aplicamos a férmula de mudanca de varidveis dada pelo seguinte
lema.

Lema 2.3.7. Seja K; um elemento da triangulacdo T" com vértices
u = (ug,uz),v = (v1,v2) e z = (z1,22) (ordenados no sentido anti-

hordrio). Para toda fungao integrdvel f : K; = Fg,(K) — R temos

o N V1 — U1 Z1 — U2 N
[ stonte= [ atre@piaen) 170270 s

i
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Ponto ¢; Peso w;
9

(37 3) 90

(6+vf€ 6+Vf*) 155415
) 2400

(9 2VF€ 6+vfi) 1554+/15
) 2400

(6+vﬁ7 9— 2vﬁ7) 155415
21 2400

6— x/‘* 6— V/" 155—/15
( %) 2100

(9+2VT3 6— vﬁS) 155—15
> T 21 2400

(6 V15 9+2Vf’) 155—v15
) 2400

Tabela 2.1: Pontos e pesos da férmula de quadratura com sete pontos
no tridngulo de referéncia (esquerda) e mapa dos pontos de quadra-
tura no triangulo de referéncia (direita)

Observamos que no caso de fungoes lineares por partes, o calculo
das entradas da matriz de rigidez A pode ser feito de forma direta no
caso da equagao de Laplace. Entretanto, em varios outros problemas
este calculo nao pode ser feito de forma simples, como no exemplo da
equacao

—div- (k(x)Vu)=f em Q e u=0 em OS2 (2.12)

onde 0 < m < k(xz) < M, para constantes positivas m e M apro-
priadas. Esta é uma equagao eliptica de segunda ordem obtida das
equagdes (1.17) e (1.18). Observe que, quando k(z) = 1 obtemos o
Laplaciano.

Exercicio 2.3.8. Aplique raciocinio similar ao da Subse¢do 1.1.2 e
obtenha uma formulagdo fraca para a equagao (2.12).

Se fizermos um procedimento andlogo ao apresentado para o La-
placiano na subsegao 2.3.1, podemos aplicar o MEF para a equagao
(2.12), e obteremos a seguinte férmula para as entradas da matriz de
rigidez referente a este problema
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Sendo que, o vetor b correspondente ao problema Aa = b permanece
como no caso do Laplaciano sendo dado por (2.10).

Exercicio 2.3.9. Verifiqgue as afirmagdes acima referentes ao MEF
aplicado d equagdio (2.12).

Neste caso, a integral acima precisa ser aproximada numerica-
mente. Discutiremos agora como aproximar tal integral. Primeira-
mente observamos que podemos calcular a integral acima somando
as contribuicdes locais relativas 4 cada elemento 7' € 7" . Note que
em cada elemento triangular temos trés graus de liberdade, isto é,
somente trés funcoes bases tém suporte em cada elemento 7.

Lema 2.3.10. Considere a matriz de rigidez A = (a;;) definida por
(2.13). Sejam T;, i = 1,..., N os elementos de uma triangulacio
T", onde NI e N" representam o mimero de tridngulos e vértices
desta particao, respectivamente. Definamos R; € R3*N" como a ma-
triz de restricio ao elemento Ty, ou seja, a matriz RT tem todas as
entradas nulas com excessao das posicoes (1,41), (2,i2), € (3,43) (cor-
respondentes aos vértices x;; € T;, j € {1,2,3}), onde tem o valor
um. Seja Ar, a matriz local definida por

ATi (¢11 ) ¢i1 ) ATi (‘bu ; ¢12) ATi ((rbh ) 51513)
ATi = ATi (¢12 ) ¢21) ATi ((biw ¢12) ATi (¢i27 ¢Z3) (2 14)
A1, (biy, 0iy) Az (biy, 0iy) A, (diy, bis)

onde
Ar, (v, w) = / k(z)Vou(z) - Vw(z)de. (2.15)
T;
Finalmente seja by, o lado direito local do vetor b dado por (2.10),
Fr, (¢11)
br, = | Frn, (¢i2)
Fr, (¢i3)

onde Fr,
Fr) = [ flapla)de.

3Isto é, apenas trés fungdes da base sio diferentes de zero em 7.
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Temos entao que

NI
A=> RIAnR; (2.16)
=1
e
Nk
b=> Rlbr,. (2.17)

i=1

O lema anterior permite calcular a matriz A usando as contribui-
¢oes locais de cada elemento. Isto representa uma grande vanta-
gem para a implementacdo numérica. Na igualdade (2.16) o papel
das matrizes R; é fazer com que a contribuicao calculada localmente
corresponda ao seu devido lugar na matriz global A. As matrizes
de extensdo R;, i = 1,..., N podem ser substituidas por funcdes
que transformem os indices locais [1, 2, 3] do elemento T}, nos indices
globais [i1,i2,73] (a mesma consideracio se aplica as matrizes RT
i=1,...,NM.

Note também que as matrizes locais sao calculadas em cada ele-
mento T; separadamente.
Para resolver o sistema linear Az = b com a matriz A em (2.16)
usando um método iterativo, somente precisamos de uma rotina que
faca a operacao de multiplicacdo matriz vezes vetor. Isto é, necessi-
tamos calcular Az dado = € RN". O resultado de aplicar a matriz A
ao vetor x pode ser calculado usando (2.16) diretamente. A férmulas
(2.16) e (2.17) s@o fundamentais para a construcdo de muitos algo-
ritmos de decomposicao de dominios na aproximagao numérica de
equagoes diferenciais parciais elipticas.

Exemplo: a equacao de Laplace

Queremos aproximar a solu¢do da equagao de Laplace (1.1) usando
elementos finitos.

Achar u : [0,1] — R tal que

{ —u(z) = —1, 0<z<l (2.18)
u(0) =1,u(l) = 1.

Agora introduziremos ideias bésicas e tteis para a implementagao
computacional do método dos elementos finitos.
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Formulagao fraca

A formulagéo fraca de (2.18) foi construida na Secao 1.1.1.

Triangulacao

Neste exemplo queremos usar a triangulagao uniforme com quatro

vértices 1 5

Th = {xl = 0,$2 = 5,563 = 571‘4 = 1}.
Nesta triangulagio temos trés elementos, T3 = (0, %),Tg = (%, %) e
T3 =(3,1).

Montagem da matriz

Depois de definir a triangulagao, montamos a matriz A usando o lema
2.3.10, tomando k(z) = 1. Para isto, precisamos construir, elemento
por elemento, as matrizes locais A, em (2.14) e as matrizes de res-
tricao Ry, v =1,2,3.

O primeiro elemento é T} = (z1,z2) = (0, ). As fungdes base em
Ty sdo ¢1(x) = ﬁ =3(3 —x)epy = T =3r, T € (?Jl,xg).
Com estas duas fungoes base calculamos as entradas da matriz local

Ap, em (2.14) da seguinte forma

21

:3,
3

A, (61,61) = ¢’1¢>’1:/ ]2 = (-3)
Ty x1

Ar (¢1,02) = Ar(¢2,¢01) = oo :/ (=3)(3) = =3,
Tl Xy
1

Az, (62, 62) = T<z>’2¢’2=/ o4 =35 =3

1 -1 1 0 00
PortantoAT1=3[_1 1].NotequeR1—{0 10 0]6

RTAr R, =3

OO ==
S O = =
o O OO
oo oo
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Analogamente pode-se calcular as matrizes locais Ar, e de restri¢ao
R; para i =2 e i = 3. Obtemos

1 -1 .
ATi_g[—l ) } i=1,2,3.
Temos finalmente que a matriz (Neumann) global é dada por
s (1) -1 0 0
B T o -1 (1+1) -1 0
A_;RiAKiRZ_:% 0 1 @t -1
= 0 0 -1 (1)

ou seja,

1 -1 0 0

-1 2 -1 0

0 -1 2 -1

0 0 -1 1
Observamos que computacionalmente nao é necessario criar as ma-
trizes R; e R], mas sim adicionar a matriz A7, nas posigoes corretas
na matriz global A.

A=3

Montagem do lado direito

Agora montamos o lado direito b usando (2.17). Novamente va-
mos calcular, elemento por elemento, os lados direitos locais by,
i = 1,2,3. Neste exemplo, a fungdo do lado direito é f(z) = —1
para todo x € (0,1). No elemento T7 = (z1, z2) temos

2 x— 12 1
Fr, :/ -1 xdm:f/ dr = —=
7, (1) - ¢1(x) — 6
2 gy —x 1
F = -1 dr = — de = ——
R A e
e entdo by, = —[§, #]7. Analogamente by, = by, = —[$, £]7. Temos
finalmente que
_1 1/6
3 T _lﬁl 1?3
P
-3 1/6



[SEC. 2.4: OPERADOR DE INTERPOLACAO 35

Veja [2] para mais detalhes sobre implementagdo do MEF.

2.4 Operador de interpolagao

Introduziremos agora o operador de interpolagdao Z" : C'(Q) — V.
Note que este operador associa a cada func¢do continua f uma nova
funcao I f € V*. Este operador serd usado com frequéncia na te-
oria de elementos finitos. Ele é definido da seguinte forma: seja
vi, i € {1,2,...,N"} o conjunto dos vértices da triangulacio 7".
Dada uma funcdo continua f, Z"f € V" e T"f(v;) = f(v;) para
i €{1,2,...,N,}. Note que Z"f é uma funcio continua e estd bem
definido. Observe que a definicdo acima se aplica em uma ou duas
dimensoes.

Exercicio 2.4.1. Verifique que, dada uma funcdao f € C(Q), existe

uma tinica funcio v € VP tal que Ihf = v.

Exercicio 2.4.2. Mostre que o operador I" néo ¢ injetivo. Isto €,
construa um exemplo com duas funcgées fi1,fo € C(Q), fi # f2 tal
que I fy = I" fo (Considere Q = (0,1)).



Capitulo 3

Método de elementos
finitos aplicado a
equacao do calor

3.1 A equacgao do calor

A equacao do calor modela a evolucao da temperatura em um dado
material ao longo do tempo. Faremos a seguinte hipétese simplifi-
cadora: o material em questao se trata de uma barra homogénea
representada pelo segmento de reta (a,b). Neste caso temos a EDP

i KAu = K(9;)?u em Q = (a,b) (3.1)

(0, 2) = up(x),

onde ug representa a distribuicao de temperatura inicial da barra, e k
é uma constante positiva representando o coeficiente de difusao de ca-
lor. Observamos que no caso unidimensional temos que Au = 92u =
Uzy € VU = u,. Diferentes tipos de condigao de contorno podem ser
associadas a esta equacao. Como, por exemplo, fluxo de calor nas
extremidades, O,u(t,a) = f(t), d,u(t,b) = g(t)), temperatura fixa na
extremidades, ou entao condigoes mistas. Nestas notas vamos con-

36
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siderar apenas o caso mais simples dado pela seguinte condigao de
Dirichlet, u(t, a) = u(t,b) = 0 e vamos supor k = 1.

E possivel mostrar que, dada uma funcao ug continua no intervalo
(a,b), a equacdo do calor possui uma tunica solugdo infinitamente
diferencidvel definida para todo ¢ > 0. Mais ainda, esta equacao
satisfaz o principio do maximo, que diz que 0 méximo e o minimo de
u(t,z) sdo limitados pelo méximo e minimo de ug(x). Observe que
tal propriedade condiz com o comportamente fisico que esperamos
do sistema. Um estudo mais profundo sobre esta equagao pode ser
encontrado em [12].

Diferentemente da equagao de Laplace, a equacao do calor de-
pende do tempo. Desta forma, para aproximar numericamente a
solugao desta equagao, vamos precisar discretizar também o tempo.
O método que vamos apresentar aqui usa elementos finitos na variavel
espacial e uma discretizagao baseada na série de Taylor na variavel
temporal.

Multiplicando a equacdo (3.1) por uma funcao teste v € C5°(£2),
integrando com relagdo a x e usando a identidade (1.6), obtemos a
seguinte formulagao fraca para a equagao do calor

/Q({;I:v dx:f/QVLer dx Vv € C}(Q) (3.2)
(0,2) = uo(x).

3.2 Discretizacao espacial

Nesta se¢ao vamos introduzir a discretizagao espacial para a equagao
do calor (3.1). Seja 7" uma familia quase uniforme de parti¢oes de
Q, e VI o espago de funcdes lineares por partes associadas & familia
T". Baseado na formulagdo fraca (3.2), definimos a aproximacao
semi-discreta da equacao do calor da seguinte forma

/ ul(t, x)v(z) de = — | Vu'(t,z) - Vo(z) de Yo € V] (3.3)
Q o

com u(0,z) = Z"uqy(z). Note que no problema acima discretizamos
a variavel espacial, mas continuamos com o tempo continuo. Assim,
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como no caso de Laplace, a formulagao acima é equivalente a
/ ul(t, 2)ps (z) do = / Vul(t,z) - Vi(z) da (3.4)
Q Q

Vie{1,..., N} com u(0,2) = T"ug(x), onde {¢;}ic
uma base para V.

NEY forma

yeeey

3.3 Discretizagao temporal

Vamos agora explicar como é feita a discretizacao da varidavel tem-
poral do problema. Supondo que a funcao u € C%((0,7T) x (a,b)),
obtemos da série de Taylor de

u(t + 7,2) = u(t,z) + T0wu(t, z) + 7r(z, t)
onde o resto r(z,t) é uniformemente limitado em ¢ e . Logo

Su(t, ) = utt, x7)— —ult,2) + 7r(z,t).

Assim, podemos aproximar d;u da seguinte forma

ult, z) ~ u(t +7,2) — u(t, z)

T

e como r(x,t) é limitado, temos um erro de aproximagao da ordem de
7. Assim, vamos aplicar a aproximagao acima na formulagao (3.4).

3.3.1 Método reverso de Euler Galerkin

Vamos denotar u™" € V" a aproximacio para a solucio da equacio
do calor no instante ¢t = nr, ou seja u(nr, ). Partindo da formulagao
fraca da equagdo do calor (3.4) e usando a aproximagio para Oyu
obtida acima, temos que

T

un,h _ unfl,h
/ ————vdx = —/ Vu™" . Vv de Yo € V! (3.5)
Q Q
ou equivalentemente Vi € {1,..., N}'}

n,h _ ,mn—1,h
/%@ dx = —/ Vurh . Ve, de (3.6)
Q Q

T



[SEC. 3.3: DISCRETIZACAO TEMPORAL 39

e u%"(z) = T"ug(x). Observe que no lado direito da equagdo acima
aperece u™" (poderfamos ter optado por u™~ ") por isto chamamos
esta aproximacao de reversa. Finalmente, nés definimos a nossa apro-
ximacao discreta u™"(z,t) como uma interpolacao linear por partes
na variavel ¢

t—(n—1)71

nfl(
T

u"(t,x) =u x) (u"(z) —u" " (z)) (3.7
para t € [(n — 1)7,n7). O método reverso de Euler Galerkin é um

exemplo de método implicito e de passo simples.

Definicao 3.3.1. Um método numérico para a equacao do calor é
dito de passo simples, se a formulagcao que permite calcular a apro-
ximagao da solucdo no instante t = nt depende apenas da apro-
zimagao no instantet = (n—1)7. Caso contrdrio, o esquema numérico
é dito de passo maltiplo.

Definigao 3.3.2. Um esquema numérico de passo simples para a
equacdo do calor' (3.1) é dito estdvel se 3 ¢ > 0 tal que

lu™* o < elfu®"lo- (3.8)

Onde ||fllo = [, f(2)* dz

A estabilidade é fundamental para o bom desempenho de métodos
numéricos para equagoes de evolucao (ou seja equagdes que envolvam
o tempo como varidvel). A desigualdade (3.8) nos garante que, se
cometermos um pequeno erro em um determinado instante ¢y (que
pode ser oriundo de erro de truncamento nos calculos numéricos),
este pequeno erro pode até se propagar ao longo do tempo, mas ele
nao sera amplificado quando avancamos no tempo.

Um esquema numeérico para a equagao do calor é dito condicional-
mente estavel, quando existe alguma relacao entre 7 e h que precisa
ser respeitada para que o método seja estavel. Por exemplo, alguns
métodos numéricos para a equagao do calor necessitam da condi¢ao
7/h? < ¢ para que sejam estdveis, onde ¢ é uma constante apropriada.

LA definicdo de estabilidade aqui apresentada é apenas para o problema ho-
mogéneo, e ndo se aplica para o problema ut = Au+ f(t,z), f #0.
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Teorema 3.3.3. O esquema de Fuler Galerkin reverso € incondici-
onalmente estdvel.

Prova. Tomando v = u™" em (3.5), obtemos Vi € {1,..., N"}

un,h T 7un71,h T
Q

— / Vu™(z) - Vu™h(z) dz (3.9)
Q

e como o lado direito da igualdade acima é negativo, concluimos que

Jartey e < [ wm i@t

n—l,h”O
Aqui aplicamos a desigualdade de Cauchy para obter a ultima esti-
mativa. Assim, dividindo ambos os lados por ||u™"||; obtemos

IN

IN

n,h”O.

[ u lu

™" lo < flu" =" o

e obtemos o resultado desejado usando, sucessivamente, a tltima de-
sigualdade. [J

Veja [19, 25] para mais detalhes sobre a aproximagao de equagoes
de evolugao.

3.3.2 Formulagao matricial do problema

Como u™" € V', sabemos que existem constantes «;, tal que

N
Mz) =) ale(x) (3.10)
1=1

substituindo em (3.4) temos para i € {1,..., N}

E:: / 6, ()i Za / Vo, (z) - Véi() da

(3.11)
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. . h h
Definindo a matriz de massa K € RNo *No com entradas

b = [ oi@ola) do (3.12)
podemos reescrever o problema (3.11) da seguinte forma
a — an—l
K———— =—-4a" (3.13)
-

onde A é a matriz de rigidez definida em (2.9), e a™ € RN 6 o vetor
com coordenadas af'. Logo, de (3.13) obtemos

(K +7A)a" = Ka" .

Assim, dada a solugio no instante (n — 1)7 (isto é a™~1), podemos
resolver o sistema linear acima e calcular a solucao no instante nr.

Exercicio 3.3.4. Encontre a formulacdo matricial para um método
numérico similar ao aqui apresentado, para resolver a equagao do
calor nao homogénea

ug = Au+ f(t).



Capitulo 4

Ferramentas da analise
funcional

Neste capitulo apresentaremos alguns aspectos da teoria matematica
por tras do conceito de solugao fraca. Comegaremos introduzindo
os espacos de funcao apropriados para a definicao da solugao fraca.
Depois apresentaremos a definicao precisa de solugao fraca e anunci-
aremos os teoremas da Andlise funcional que garantirao a existéncia
e unicidade de solucao para o problema fraco.

4.1 Alguns espacos de funcoes

Nesta se¢ao introduziremos, alguns espagos de fungbes que nos per-
mitirao definir de forma precisa a formulagao fraca do problema de
Laplace, e também serao importantes na andlise de erro do MEF.
Dado uma espago vetorial V', uma funcao || - || : V — Rt U {0}
define uma norma se as seguintes propriedades sao satisfeitas:

1. dado v € V, ||v|| = 0 se e somente se v = 0.
2. Va e Rewv eV vale |av| = |a|v]
3. Dados quaisquer u,v € V
lu 4ol < lufl + v (4.1)

42
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Diremos que o par (V|| - ||) forma um espago vetorial normado. Ob-
servamos que a métrica introduz uma nogao de distancia entre dois
elementos do espaco V. De fato, dados u,v € V podemos definir a
distancia de u a v como |ju — v||.

Exercicio 4.1.1. Seja V= C([0,1]), isto ¢, espaco das fungies reais
continuas com dominio dado pelo intervalo [0,1]. Verifique que

1]l = / f(2)? da

define uma norma.

Dada uma sequéncia de elementos {v,}52; C V, diremos que
esta é uma sequéncia de Cauchy se V € > 0, existe ky € N tal que
Yn,m > kg

[om — vnl| < €.

Dizemos que uma sequéncia {v,}32; C V tem limite v € V com
relagdo & norma || - || se

lim |lv, — o] =0.

n—o0

Exercicio 4.1.2. Suponha que {v,}52, C V é uma sequéncia con-
vergente com limite v € V. Mostre que v, € sequéncia de Cauchy.

Exercicio 4.1.3. Suponha que V. =R, munido da norma ||a| = |a|
(modulo de a, para todo a € R). Mostre que se a,, é uma sequéncia
de Cauchy, entao existe o € R tal que lim,,_, a, = a.

4.1.1 Construgao de espacos por completamento

Veremos nesta secao uma ferramenta que nos possibilitard definir os
espacos de fungoes que usaremos para tratar o problema fraco de
Laplace. Comegaremos introduzindo o conceito de espago vetorial
normado e completo.

Definigao 4.1.4. Dizemos que um espago vetorial normado V' é com-
pleto se para qualquer sequéncia de Cauchy {v,}32, C V, existe
v €V tal que o limite de v, quando n — oo € igual a v.
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Exemplo 4.1.5. O espaco das fungées C([0,1]) munido da norma
[ £l = sup,ejo,1) € completo. Para um demonstracio deste fato ver

[11].

Exercicio 4.1.6. Motre que o espag¢o C([0,1]) munido da norma L?
introduzida no exercicio 4.1.1 ndo é completo. Dica: Construa uma
sequéncia de funcdes f, convergindo na norma L? para a funcdo
flxy=1sex>1/2¢e f(z)=0sex <1/2.

Um resultado importante sobre espagos métricos, nos diz que é
possivel completar de forma tinica um espacgo vetorial normado. Para
uma demonstragao deste fato veja [11].

Teorema 4.1.7. Seja (V.| - ||) um espago vetorial normado, entdo
existe um tnico espago vetorial completo (H, || - ||) tal quet

e VCH,

e Dado qualquer elementov € H, existe uma sequéncia {v, 152, C
V', tal que

lim v, =v
n—oo

Neste caso dizemos que V € denso em H; ou ainda que H € o
fecho de (ou completamento) V.
Espaco L?

A norma L? de uma funcdo f : O — R é dada por

110 = ([ e dx)m.

O espaco L2(2) ¢ dado pelo fecho do espago C(Q2) com relagao a
norma, L?

Exercicio 4.1.8. Suponha que Q = (0,1). Verifiqgue que a fungao

1, sex<1/2
f(”"):{o, sex>1/2

pertence ao espaco L?(£2).

1Repare que V e H tém a mesma norma.
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Espacos H!, H} e H-div

Definimos a norma H' da seguinte forma

11 = ([ f@? 419 ) da:)m. (12)

Os espacos H(Q2) e H}(Q) sdo definidos, respectivamente, como
o completamento dos espagos C°(§2) e C5°(£2) com relagao & norma

-1l

Definimos ainda a seminorma H'! como

= ([ 1vsr dx)m. (43)

Observe que a seminorma satisfaz a segunda e a terceira propriedade
de norma; ver secao 4.1. No entanto, qualquer funcao f constante
em () e distinta de zero, satisfaz |f|; = 0, mas nao é nula.

Denotamos por 99 o bordo do 2. Note que, se v € H}(Q) temos
que v = 0 em 0. Seja I' C 90 um subconjunto (relativamente
aberto) do bordo de Q, definimos o espago H}(Q,T) C HY(Q) como
sendo o completamento do conjunto

CrOD)={velC>®Q):v=00nT}.

O espago Hi(,T) consiste das fungdes v € H () tais que v = 0 em
T.

Introduzimos também a norma H —div, definida da seguinte forma:
dada uma funcio vetorial ¥ : Q — R2,

77(11, $2) = (1)1(»@17%2),7)2(%1,%2))

definimos

19| £ (div, ) =/ |5 daH—/ |divd|? de
) Q

_ /Q(vf(x)—&-v%(x))dx—&—/g (gZ(x))2+ (gzz(x)>2 da.

O espago H(div, ) é o completamento do espago

C™(Q) = {7 = (v1,v2) : v1,v2 € C(Q)}
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com respeito da norma || - || g (giv,0)-

Dado x € 99, seja 7j(x) o vetor normal exterior & 9 em x, para
' C 09, definimos o espaco

Hy(div, Q,T) : {0 € H(div,Q) : T-7=0o0nT}.

Quando I' = 02 usamos a notagao Hy(div, Q) = Ho(div, 2, T).

4.2 Formulacoes fracas revisadas

Apresentaremos nesta se¢ao a formulagao fraca dos problemas estu-
dados no Capitulo 1, usando os espagos de fungoes introduzidos na
secao anterior. Comecaremos esta secao introduzindo o conceito de
funcional linear e forma bilinear.

Seja V' um espagco de fungdes dotado de uma norma || - ||. Dize-
mos que uma aplicacdo f : V — R é um funcional linear limitado
se (introduzimos aqui a notagdo (f,v) para denotar a aplicagdo do
funcional f a uma funcdo v € V):

e para toda w,va € V and ¢1,c2 € R, (f,c1v1 + cove) =
Cl<f,’l}1>+02<f702’l}2>

e existe uma constante ¢ € R tal que |(f,v)| < ¢||v].

Dizemos que uma aplicagdo A : V x V :— R é uma forma bilinear se
A(crv1 + cova, dywy + daws) = c1di A(v1, wy) + c1da A(vr, wa)
cadi A(ve, w1) + cada A(v2, wo)

para todo ¢;,d; € R e w;,v; €V, i € {1,2}.

4.2.1 Solugao fraca para Laplace: 1D

O espaco adequado para estudar a formulagao fraca da equagao de La-
place unidimensional é H'(a,b). Vamos também substituir o espago
das fungoes teste C§°(a, b) pelo espago H}(a,b) em (1.3).
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Introduzimos a notagao

b
A(u,v) = / o (x)v'(x)dx  para toda u,v € H'(a,b) (4.4)

b
/ f(z)v(x)dr paratoda v € H(a,b). (4.5)

Note que A : H'(a,b) x H'(a,b) — R define uma forma bilinear e
F : H'(a,b) — R um funcional linear.

Assim, partindo da formulagao (1.3) e usando os espagos apropri-
ados, definimos a formulacao fraca da equacgao de Laplace unidimen-
sional com condicao de Dirichlet como

Achar u € H'(a,b) tal que:
{ A(u,v) = F(v), Vo€ Hi(a,b) (4.6)
u(z) = gz

) para x = a,z = b.
Observamos que, quando g(a) = g(b) = 0, o problema se reduz a

Achar w € Hi(a,b) tal que:
[ A= Flo) Vo Hyo,b) (47)

4.2.2 Solugao fraca para Laplace: 2D
Defina

A(u,v) = /QVu(gc) -Vu(z)dr paratoda u,v € H'(Q)  (4.8)

/ flx dx  para toda v € H'(Q). (4.9)

Note que A : H*(Q) x HY(Q) — R é uma forma bilinear e F :
HY(Q) — R é um funcmnal linear. Seguindo as mesmas ideias da
secdo 4.2.1, definimos a formulagao fraca de (1.4) como
Achar uw € HY(Q) tal que:
Aw,v) = Flo) Vo HYQ) (4.10)
u= g, em Of).
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Laplace com condicao de Neumann

Defina

A(u,v) = /QVu(x) -Vu(z)dr para toda u,v € H'(Q) (4.11)

Q

}"(v):/gf(x)v(m)dx—i—/a v(x)h(x)dS Vv e HY(Q). (4.12)

Note que A : HY(2) x HY(Q) — R é uma forma bilinear e F :
H'Y(Q) — R ¢ um funcional linear. Seguindo as mesmas ideias da
secao 1.1.1 concluimos que a formulagao fraca do problema introdu-
zido na Secao 1.1.3 é

Achar uw € HY(Q) tal que:
A(u,v) = F(v) Yo e HY Q) (4.13)
Joudz= 0.

4.2.3 Formulagoes de primeira ordem e construgao
de formulacgoes fracas

Em problemas oriundos de aplicagoes, podemos estar interessados nao
apenas em obter uma boa aproximagao para a solugao u da equagao
resultante do sistema (1.17)—(1.20). Em alguns casos, podemos estar
interessados em obter a aproximacao de alguma funcao de u ou do
gradiente de u, como por exemplo:

e Quantidades relacionadas & u tais como média de u, integrais
de u em subdominios, ou valores de u em subdominios, etc.

e O fluxo p(z) = k(z)Vu em (1.18) ou quantidades relacionadas
com P, ou ainda o fluxo médio, o fluxo do calor através da regiao
da fronteira I'p, etc.

Observamos que podemos calcular tais grandezas relacionadas a u
usando procedimentos posteriores, por exemplo, depois de calcular a
temperatura u, o fluxo p pode ser calculado como sendo p' = kVu.
Mas este calculo em geral é complicado e pode nao ser a forma mais
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eficiente de atacar o problema. Ou ainda, se o interesse é o calculo
da temperatura média no dominio §2, calcular o fluxo p' nao é muito
relevante. As formulagoes de primeira ordem séo 1teis na construgéo
de métodos numéricos apropriados para a obtengao de aproximagoes
de grandezas relacionadas & u. As consideragoes que acabamos de
mencionar tém um papel importante na escolha das ferramentas ma-
tematicas e numéricas adequadas para a resolugao de problemas apli-
cados.

Vamos agora introduzir o conceito de formulagao fraca para o
sistema de equagoes (1.17)-(1.20). Sendo as formulagoes fracas apre-
sentadas nas secoes 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.3, nossos exemplos principais.
Do ponto de vista da analise matematica, este tipo de formulagao é
importante pois ele nos permite estender o conceito de solugoes de
uma equacao diferencial para uma classe maior de fungoes. Do ponto
de vista da andlise numérica, formulacoes fracas permitem uma maior
flexibilidade na construcao de métodos numéricos.

De uma forma abstrata podemos ver uma equagao diferencial
como sendo uma igualdade entre duas fungoes da forma

Lu=f (4.14)
onde L representa um operador diferencial (por exemplo, Lu = —Au,
Lu = —div(a(z)Vu), etc). Note que a igualdade acima significa que,

para todo ponto z € (2, estamos impondo Lu(xz) = f(x). Existem
véarias formas de “enfraquecer” esta igualdade. Por exemplo, poderi-
amos substitui-la por uma média

/Qzudx:/Qfda:

ou ainda proceder como fizemos nos exemplos das Secoes 1.1.1, 1.1.2 e
1.1.3, que consiste em multiplicar a igualdade (4.14) por uma fungao
teste e integrar por partes.

Vamos agora explorar as idéias apresentadas no ultimo paragrafo
para a construgao de formulagoes fracas para o sistema (1.17)-(1.20).
Observamos que podemos tratar equacoes distintas de nosso sistema
de forma diferente, isto é podemos tratar uma ou mais das equagoes
do sistema de forma forte e as demais de forma fraca. Dependendo
desta escolha podemos obter formulagoes fracas distintas. Veja a
Tabela 4.1 para dois exemplos.
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A escolha correspondente & primeira coluna da Tabela 4.1, con-
siste em impor a primeira equagao no sentido fraco e todas as outras
equagoes no sentido forte, resultando na formulagao fraca da Segao
1.1.2. De uma forma geral, a escolha de quais equacoes serao tra-
tadas de forma forte ou fraca, depende do problema em questao.
Por exemplo, provar existéncia de solugoes pode ser mais facil para
uma determinada formulagao fraca do que para outras. Ou ainda, a
aplicagdo em mente (i.e. fungdo de u ou Vu que estamos interessados
em aproximar) influencia na construgao da formulagao fraca.

Equacao Opgao 1 | Opgao 2 | A sua opcao
divp'= f em Q Fraco Fraco
p=—krVuem () | Forte Fraco
u=femIp Forte Forte
p-f=gem 'y | Forte Forte

Tabela 4.1: Equacoes e duas opgoes para construir a formulagao fraca.

Opcao 1: equagao de balango no sentido fraco

Queremos achar a fungao u tal que u = g em I'p. Para impor equagao
de balanco no sentido fraco, multiplicamos esta equagao por uma
fungdo v € C§°(Q2) tal que v = 0 em I'p. Integramos a equagdo
resultante para obter

/divﬁvdx:/fvdm. (4.15)
Q Q

Aplicando a férmula de integragao por partes e as condigdes no bordo
(v=0em'pep-7=hem'y), obtemos

/divﬁvx = / Uﬁ-ﬁdS—/ﬁ~Vvda:
Q o0 Q
= / vﬁ-f]’dS—i—/ vﬁ-ﬁdS—/ﬁ-Vvdw
I'p I'n Q

O—/ vhdS—/ﬁ-Vvdm.
Tn Q
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Chegamos assim a forma fraca da equagao divg = f,

—/ﬁ-Vvdx:/fvdx—i— hvdS. (4.16)
Q Q 'n

Substituindo a equacdo 7 = —kVu (que é imposta no sentido
forte) no resultado acima, obtemos

Achar u: Q CR? - R comu =g em I'p e tal que para
toda v € C*(Q) comv =0 em I'p, vale

{ /Q(nVu)-Vvdx:/vadx_i_/thds. (4.17)

O procedimento acima é o mesmo que foi usado nas Segoes 1.1.1,
1.1.2 e 1.1.3. Tomando os espacos de Hilbert apropriados, obtemos

Achar uw € HY(Q) com u = g em T'p e tal que para toda
v e H&(Q,FD)

{ /Q(nVu)-Vvdx:/vadx_i_/thds. (4.18)

N

Opcao 2: equagoes de balanco e de lei constitutiva no sentido
fraco

A equacgao de balanco no sentido fraco foi obtida na se¢do anterior.
Ela é dada por (4.15) antes da integracdo por partes ou (4.16) se
usarmos integracao por partes.

Para obter a formulagao fraca de

p=—kVu (4.19)

observamos que esta é uma equagao vetorial. Usamos entao, fungoes
teste vetoriais ¢ € C*°(Q)?, onde d = 2 ou d = 3 é a dimens#o espacial
(e.g, ¢ = (q1,92,93) com q1,q2,q3 € C*(2) no caso d = 3). Por
conveniéncia (para aplicagoes posteriores) escreveremos k=1 j+Vu =
0. Multiplicamos (4.19) por fungoes teste vetoriais e integramos para
obter,

/n’1ﬁ~§dx+/Vu-tjdx:/ﬁwfdx:(). (4.20)
Q Q Q

Temos duas possiveis formulagoes fracas conforme aplicamos in-
tegracao por partes ou nao:
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e Se nao usamos integracao por partes, obtemos de (4.16) e (4.20)
multiplicada por —1, a seguinte formulacao

Achar u e p tais que, para toda § € C*>*(Q), e v € C*°(Q)
comv =0 emI'p, vale
Jo 10 qdx+ [ Vu-qde = 0
Jo P Vvde = — [, fode — fFN hvdS.
q-17=hemIIy.

(4.21)
Finalmente, para obter a formulagao fraca, precisamos introdu-
zir os espagos de Hilbert adequados. Neste caso buscamos uma
solucdo tal que p € L2(2)? e u € H'(Q). Para os espacos das
fungoes teste, usamos ¢ € L%(2)? e v € H'(Q2). Obtemos assim

Achar v € HYQ) e p € L*Q)? tais que para toda
g€ L*(Q)?% ev e HZ(Q,Tp), vale
Jor P qdz+ [ Vu-qdz= 0
Jo P Vvde = — [, fode — fFN hvdsS.
q-17=hemII'y.
(4.22)

e Se aplicamos integracao por partes em (4.20), requereremos ¢ =
0 em I'y, onde o fluxo § ¢é dado. Aplicando a férmula de
integragao por partes e os dados do problema no bordo (u =g
em I'p e =0 em I'y) obtemos

/ Vu-qdx = / uq - 7dS — / udivgdx

Q 99 Q

/ uq - 7dS + / uq - 7dS — / udivgdx
'n I'p Q

= O+/ gq”-ﬁdS—/udivq"daz
I'p Q

e, substituindo em (4.20), obtemos

/ k1P qdx — / udivgdx :/ 9q - 7jdS. (4.23)
Q Q I'p
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De (4.15) e (4.23), temos a seguinte formulagao

Achar u e p tal que para toda § € C*(Q) com § =0 em
I'n ev e C®() vale

Jo v qdx — [, udivide = fFD gq - 7jdS.

—fQ divpvder = — fQ fudx.
p-7= hemIy.

(4.24)
Apresentamos agora os espagos de fungoes adequados para esta
formulagao fraca. Usamos u € L%(Q) e § € H(div,()). Para as
fungoes teste, usamos v € L2(Q2) e ¢ € H(div,Q,T'x). Obtemos

Achar u € L*(Q) e p € H(div,Q) tal que para toda
q € Ho(div,Q,Tn) ev € L*(Q) vale

Jo 5710 qdx — [, udivide = fFD gq - 7jdS.

— [, divpvdx — Jq fuda.

—

p-= hemIy.
(4.25)
4.2.4 Outras opcoes

Outras opcoes para construgoes de formulagoes fracas podem ser con-
sideradas. Um dos principais objetivos deste capitulo do livro é que o
leitor compreenda a generalidade das idéias apresentadas nesta segao.
Apresentamos trés formulagoes fracas diferentes para a equacao de
Laplace (k = 1),

1. A formulagdo fraca em (4.17) na Segao 4.2.3.
2. A formulagao fraca em (4.21) na Secao 4.2.3.
3. A formulagao fraca em (4.24) na Secao 4.2.3.

Outras formulagoes podem ser consideradas, por exemplo, a condicao
u = g em I'p também ser imposta no sentido fraco.
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Um problema importante ao se trabalhar com formulacoes fracas
consiste na escolha de espagos de fungoes apropriados. Estes espagos
devem ser escolhidos de tal forma que a nossa formulagao fique bem
definida e que possamos achar uma udnica solugdo (fraca) de nossa
formulacao.

As formulagoes fracas devem ser estudadas também do ponto de
vista da anélise numérica. Observamos que formulacoes distintas po-
dem apresentar ordens de aproximagao distintas para as diferentes
varidveis, bem como complexidade numérica distintas. O leitor pode
se perguntar: qual formulacao fraca usar para atacar um problema
pratico? A resposta depende em parte dos recursos computacionais
disponiveis, das grandezas relacionadas a u que queremos aproximar
e outras consideragoes. Analistas numéricos experientes podem apre-
sentar motivos praticos e tedricos para justificar a escolha de uma
determinada formulagao fraca.

4.3 Desigualdade de Poincaré

A desigualdade de Poincaré é uma ferramenta importante no estudo
da existéncia de solugoes fracas e na andlise do erro de aproximacao
do MEF. Esta desigualdade nos permite mostrar que, quando nos
restringimos ao espaco de fungoes H}, a seminorma | - |1 e a norma
| - llz1 sdo equivalentes. Mais especificamente, existe constante ¢ tal
que

vl < clvli; Vo € H(Q). (4.26)

[12] para a demonstracao de (4.26). Deixaremos a cargo do leitor a
demonstracao desta desigualdade em um caso mais especifico.

Observe que por definigdo vale |v|; < ||v|1. Sugerimos a leitura de

Exercicio 4.3.1. Seja Q = (a,b). Mostre que existe uma constante
c tal que
[vlly < cfoly; Vo e C5o(Q).

4.4 Teorema de Lax-Milgram

Vamos agora enunciar o Teorema de Lax-Milgram, que nos guarante
a existéncia de solugdes fracas para o problema de Laplace.
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Teorema 4.4.1. Seja V' um espaco de fungoes completo dotado de

uma norma ||-||, e B: V xV — R é uma forma bilinear, satisfazendo
|B(u,v)| < aflull||v]], YVuveV (4.27)

e
Bllull* < Blu,u) YueV (4.28)

para constantes o e B > 0 apropriadas. Para cada funcional linear
limitado f : V — R existe uma unica fun¢do u € V, tal que

B(u,v) = (f,v).

Recomendamos a leitura de [12] para uma demonstracio deste
fato. Vamos agora ver como aplicar o teorema de Lax-Milgram para
garantir a existéncia de solugao para a equacao de Laplace.

Definimos

B(u,v) = / Vu- Vv dz
Q

(o) :/va da.

A escolha do espaco de fungées V' a ser utilizado vai depender do
tipo de condi¢do de contorno imposta ao problema. Consideraremos
primeiramente a condi¢ao de contorno Dirichlet zero. Neste caso
consideramos V = Hg (£2), e usamos, respectivamente, as desigualdes
de Cauchy e Poincaré para verificar que B satisfaz as hipdteses (4.27)
e (4.28).

No caso do problema com condi¢ao de contorno Neumann zero,
consideramos V' = {v € H'(Q); [,v dz = 0}. E possivel mostrar
para esta escolha de espaco que a desigualdade de Poincaré também é
satisfeita. Uma vez que a desigualdade de Poincaré é vélida, podemos
aplicar o teorema de Lax-Milgram de forma similar ao caso Dirichlet
zZero.

Observamos que o teorema de Lax-Milgram também pode ser
usado para mostrar a existéncia e unicidade para a aproximacao de
elementos finitos. Para tanto, basta aplicar o teorema tomando o
espaco de elementos finitos adequado a condigao de contorno.

Varias generalizacoes do teorema de Lax-Milgram podem ser en-
contradas na literatura em diferentes contextos. Para finalizar esta
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secao, apresentamos uma generalizacao do teorema de Lax-Milgram
devida a Necas.

Teorema 4.4.2. Sejam U e V espagos de Hilbert e B(U,V) — R
uma forma bilinear e £ € V'. Suponha que

|B(u,v)| < allullu|vv, YueUwveV, (4.29)
temos a sequinte condicao de inf-sup,

B(u,v)
o vllv

> allully, Y ueU (Condigao inf-sup );  (4.30)

e para toda v € V wvale,

sup B(u,v) > 0. (4.31)
uelU

Entao existe uma unica funcao u € U, tal que

B(u,v) = (f,v) YveV.



Capitulo 5

Analise do erro de
aproximacao para o
MEF

Neste capitulo estudaremos o erro de aproximacao do método de ele-
mentos finitos aplicado a equacao de Laplace com condicao de Diri-
chlet zero. Isto é:

Achar u € HE(Q) tal que:
{ Au,v) = F(v) Yoe H)Q) | (5.1)
onde a forma bilinear A(-,-) é definida pela equacao (4.8). Observe

que neste caso a aproximacio de elementos finitos v de u é a solucao
de:

Achar u" € V{(Q) tal que:

{ A v) = Fv) Yo e Vh(Q) (5.2)
Comegaremos introduzindo o lema de Céa, que nos diz que o

erro de aproximacao do MEF depende do espago de aproximagao Vi

escolhido. Considerando V" como o espaco de funcdes lineares por

partes, estudaremos o erro de aproximacao entre uma dada fungao u

e sua interpolacao neste espaco.

o7
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5.1 Lema de Céa

O lema de Céa nos diz que o erro de aproximagao do MEF, na norma
H', depende do quio bem a solucdo u pode ser aproximada no espaco
3

Lema 5.1.1. Eziste uma constante ¢ > 0 tal que

"Iy

lu — w1 < ¢ inf |lu—o|;
veV)

Prova. Pela desigualdade de Poincaré temos

lu = u"[[§ < clu— "3,

e usando a definigdo de | - |; e da forma bilinear A(-,-) (ver (4.8))
concluimos que

lu —u"? = A(u —u",u —uh).

Assim,
u —uP||? < cA(u — u”,u —u™).

Pela bilinearidade de a temos
Alu — v u—ul) = A(u — ", u) — A(u — o, u").
Usando a definicao de A, u, u”, temos que

Alu —u™ uy = Au,u) —.A(uh ul)
J pentterte | s

Similarmente, obtemos que, para qualquer fungao v € V{1 (2), vale a
seguinte relagao

Au —u",v) = 0.
Logo, para todo v € V" temos
lu—u"? < cA(u—ut,u—u")
< cA(u—u" u—v)
< cflu—ut[lflu ol

A 1ltima desigualdade nos permite concluir o resultado desejado. [
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5.2 Erro de aproximacao

O lema de Céa nos permite limitar o erro da aproximacgao pelo termo
cinf, ey [lu — v[|1. Nesta seqao, vamos usar este resultado para en-
contrar uma estimativa de erro em termos do tamanho da malha
h. Mais especificamente, veremos que o erro de aproximacao é O(h)
1. Para obter uma estimativa de erro em funcdo de h, tomaremos
v = Z"u no lema de Céa e usar o seguinte fato
inf ||u—vly < |7 — ul|;.
vevy

Assim, nosso problema se resume a descobrir o quao bem o operador
de interpolacao aproxima a fungao u.

Lema 5.2.1. Seja Q = (a,b) ou Q C R? um conjunto poligonal.
Dada uma familia de triangulacées quase uniforme T" de Q, seja
V& o espago de funcdes lineares por partes associado a T". Temos
que

17" —ully < chljulz,

onde a norma || - ||2 € definida da seguinte forma

1/2

1£ll2 = /Qf(~”v)2+IVf(96)|2JrZ(&:jf)2 dx

Prova. Vamos apresentar a demonstragao de um resultado similar
no caso Q = (0, 1), e substituindo no resultado desejado a norma || - |2
pela norma uniforme 2 em C?(Q)

Seja 7" uma partigao uniforme de Q de tamanho h = 1/k, k € N.
Pela desigualdade de Poincaré temos que

d*u

du
a2 ™)

dr (u)

9

nmuw=wm{wum
€N

1Zhu — ully < e|Thu — ul;.

LA notag@o O(h) significa que o termo pode ser limitado por ch, onde ¢ é uma
constante apropriada.

2 A hipétese extra de termos uma malha uniforme é feita apenas para facilitar
a exposi¢do da demonstragdo. J4 a troca da norma || - ||2 pela || - ||2,00 permite a
apresentacdo de uma demonstracao usando resultados bésicos de anélise real.
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Notemos que se ||ull2,00 ¢ finita, entdo a derivada segunda de u é
uniformemente limitada em €. Logo, u’ é Lipschitz continua, ou seja

[/ (z) — ' (y)| < [lullz,00lz = yl-
Pela série de Taylor de u, se x,a € (0,1) temos
u(z) = u(a) + (x — a)u/(a) + (z — a)*r(x),

onde |r(z)| < c|lull2,00. Assim, para x # a

o) = 1D ey
u'(a) — W < c(x — a)c|jul|2,00-

(5.3)

(5.4)

Sejam zg = 0,21 = h, 20 = 2h ...,z =1 0s k+ 1 vértices da particao

T". Por definicdio temos que

2
1Thu — uf? = /1 <d(Ihu - u)) dy =
o \dy

W CTEE RS

Por definicdo do operador de interpolacdo, quando nos restringimos

ao intervalo (z;_1, 2;) temos que

@) - uly) = UHHE gy
£ (2huly) - u<y>>]
- | _hU(ZPl) — v/ (2i1) + v/ (zi1) — v'(y)
< [ME ZuE) e e — ()
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Usamos (5.4) para estimar o primeiro termo do lado direito da dltima
desigualdade e (5.3) para estimar o segundo termo do lado direito da
ultima desigualdade. Assim, para y € (z;_1, ;) obtemos que

9 Thuly) — u(y))’ < (|2 = 21 + cly — 21

(c+1)hul

2,00

A

2,00+

Substituindo a ultima estimativa em (5.5) obtemos

Tu—uf < 3 [ et Dl dy
i=1"%i-1

((c+ Dhllul2,0) -

IN

O que nos permite obter o resultado desejado.
Para uma demonstragdo do teorema original veja [4, 5, 8]. O



Capitulo 6

Outros toépicos

A teoria matemaética do método de elementos finitos é muito extensa e
aborda muitas questoes interessantes. Neste capitulo mencionaremos
rapidamente alguns tépicos adicionais importantes. O leitor interes-
sado pode consultar [4, 5, 8], entre outros. Mencionamos também
algumas teses do IMPA [28, 9, 29, 17, 13, 22, 3].

6.1 Problemas de ponto de sela

Observamos que o teorema de Lax-Milgram nao pode ser aplicado
para mostrar a existéncia de solucoes fracas discutidas na segao 4.2.3.
Para estudar a existéncia de solugoes para a formulagoes ali discuti-
das, precisamos fazer uso das chamadas formulacGes de ponto de sela.
Nesta segao apresentamos uma breve uma introdugao a este tipo de
formulagao. Veja [4, 15] para mais detalhes.

Sejam X e M dois espagos de Hilbert com normas || - || x e || - ||ar-
Sejam X’ e M’ os espacos duais' de X e M, respectivamente.
Suponha que ¢ : X x X - Reb: X x M — R sdo duas formas

bilineares continuas?. Podemos definir os operadores lineares A :

1X’ é o espaco dos funcionais lineares limitados f : X — R; M’ é definido
similarmente.
2Isto é: a(v,u) < c||v|x||ullx-

62
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X —-XeB:X — M por

(Au,v) = a(u,v) V(u,v) € X x X.
(Bu,p) =b(v,p) ¥ (v,u) € X x M.

Considere a seguinte formulagao fraca abstrata,

Dados L € X' e x € M', achar (u,\) € X x M tais que:
a(u,v) +b(v,A) =({{,v) VveX
blu, p) ={(x, ) V€ M.

(6.1)
Esta formulagao é equivalente ao problema linear
Dados £ € X' e x € M', achar (u,\) € X x M tais que:
Au+BX=( in X' (6.2)

Bu=x in M.

Defina ® : X x M — X' x M’ por, ®(u,v) := (Au+ B'u, Bv). Se
® é um isomorfismo de X x M em X’ x M’ entéo o problema (6.2) é
dito bem posto. Neste caso, existe uma tnica solucao (u,p) € X x M,
que depende continuamente dos dados iniciais £ e .

Denote V(x) := {v € X/BU = X} e considere o problema,

Acharu eV tal que:
{ (x) tal q ©3)

a(u,v) = ({,v) YveV =V(0).

Denote também V9 = {g €X' : (g,v)=0in V(O)}.

Lema 6.1.1 (Teorema do Brezzi). Se a(-,-) é V—eliptica (o coer-
civa), i.e., se existe uma constante o > 0 tal que :

a(v,v) > allv||% para toda v € V = V(0),

entao o problema (6.1) é bem-posto se e somente se a forma bilinear
b(-,-) satisfaz a condigdo inf-sup: Existe uma constante 8 > 0 tal
que:

b(v, p)

inf S — = > (3>0.
neM\{0} pex\{oy lvllx [l a
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6.2 Aproximacao de Galerkin para o pro-
blema de sela

Agora vamos aplicar a método de Galerkin para o problema (6.1). Se-
jam X" C X e M" Cc M espacos de elementos finitos. A formulacio
de Galerkin é escrita como sendo,

Achar (uh,p") € X x M" tais que:
a(u”,v) +b(v,p") = (L,v) YveVh (6.4)
bu",q) = (x,q) Vg€M"

Como antes definimos V" := {v € X" : b(v,q) =0V qge M"}. O
problema (6.4) é equivalente ao problema,

Achar ul € V' tal que:
{ 1 (6.5)

a(ul,v) = {,v) YveVh

e depois achar p" € M" with b(v,p") = —a(u",v) + (¢,v) in X"
Temos o seguinte resultado, (veja [5])

Lema 6.2.1. Suponha que V e V" sdo subespacos do X e que M" é
subespago de M. Suponha também que a forma bilinear a : X x X —
R € continua na norma C e eliptica em V" com constante o. Seja
(u,q) a solugcdo do problema 6.1 e seja (u",p") € V" a solucio de
problema discreto (6.4). Temos o seguinte erro de aproximagao

C 1 a(u —ul v
||u—uh||X < <1+> mf ||u—v||X—|— sup M
! @ yevmqoy  IIvllx

onde o sequndo termo do lado direito da desigualdade acima pode ser
limitado por
1 alu —ul, v C .
—  sup latw w0l L O g Ip — alln-
@ pevivgoy  IIvllx o geMh
Vemos que o erro de aproximagao depende somente das proprie-
dades de aproximacao dos espacos V" e M". Os resultados para o
erro de aproximacao para a variavel p sao mais delicados e nao serao
tratados aqui.
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6.3 Formulacao de primeira ordem e ele-
mentos finitos de Raviart-Thomas

Dizemos que um método de elementos finitos é um método misto,
quando este envolve a aproximacao de mais de um espago de fungao.
Os métodos mistos foram desenvolvidos explorando a formulacao
fraca mais geral discutida na subsegao 4.2.3. Observamos que as apro-
ximagoes de elementos finitos apresentados até aqui para a equagao
de Laplace se basearam na formulagao fraca (4.10).

Nesta Segdo vamos apresentar de forma breve um exemplo de
método de elementos finitos misto proposto por Raviart e Thomas.
Vamos apresentar apenas o caso mais simples deste método, no qual
as fungoes base sao lineares por partes, para a aproximacao de Vu e
constante por partes, para a aproximacao de u.

Primeiramente, relembramos ao leitor a equagao de Laplace vista
como um sistema de primeira ordem,

i =-5Vp+ f em ) (Lei de Darcy?)
divi =g em (6.6)
a-7 =h em 0Of).

F1(e) - Fa () é uma matriz com entradas
521(17) HQQ(.’E)
positivas e com autovalores uniformemente positivos. Em modelos
de fluidos em meios porosos, x representa a permeabilidade do meio
no dominio 2. Para simplificar a exposicao, vamos supor que k é
uma constante positiva.

Introduzimos as seguintes formas bilineares

A matriz k = {

a(i, ) := / Y& dde para toda @, v € H(div,Q), (6.7)
Q

b(v,q) := —/ qdividz para toda 7 € H(div,Q) e ¢ € L*(Q).
Q

e (abusando da notagéo) o funcional linear

f@) = / f - #dzx para toda 7 € H(div, )
Q
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A formulagao fraca proposta para este problema na Subsecao 4.2.3
pode ser escrita como

Achar u € H(div,Q) e p € L*() tais que (6.8)
@) +4(5p) = (@) VIE Holdin, 209 o0
b(i, ) —0  VgeIXQ). :

Os espagos de elementos finitos de Raviart-Thomas, usados para
aproximar a funcao vetorial u, consistem de polinémios por partes,
de forma que a funcdo vetorial resultante tenha divergente (que é
também polindmio por partes mas descontinuo) definido em L?((2).

Os espagos de elementos finitos de Raviart-Thomas, usados para
aproximar a fungao vetorial u, restritos a um triangulo K da particao
de © com lados ey, e2, e3, sdo definidos por (veja [4, 7, 15])

= (20 ) ot (21

onde p, g e r sao polindmios de grau k. Se ¥ € RTj(K) entao divv é
um polinémio de grau k e - 7j], é um polinémio de grau k para todo
lado e;, © = 1,2,3. Vamos introduzir apenas o espago de elementos
finitos de Raviar-Thomas de mais baixa ordem. Note que, em duas
dimensoes, a velocidade do espago de elementos finitos de Raviart-
Thomas RTy(K), K € T, tem a forma

ﬁ(xl,xg):(Z)vLc(i; )

Uma obervacao importante é que para determinar a,b e ¢ acima, é
suficiente especificar trés graus de liberdade, em particular, podemos
determinar ¥ € RTy(K) especificando o componente normal em cada
uma das trés arestas do triangulo K. Definimos

X" .= RTy = {77 e X : dlx € RTy(K) VK} , (6.10)

M":=PY:={pe M : plg € P,(K) VK}. (6.11)

. O espago de elementos finitos de Raviart-Thomas é dado pelo par
(Xh M}) com My = M N Ly(Q).
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Agora introduzimos as fungoes base do espago de elementos fini-
tos de Raviart-Tomas. Primeiro, para cada aresta e da triangulagao
T", associamos um vetor normal 7,. Lembramos que cada aresta e
compartilhada com dois triangulos tem dois vetores normais associ-
ados. Neste caso, 7, coincide com um destes dois vetores normais.
Para cada aresta e, temos uma funcao base definida por

qb_; € RTy, gb_; Me=1e q/)_; -1 = 0, para toda aresta ¢’ # e.

Figura 6.1: Fungao base da velocidade do Raviart-Thomas corres-
pondente a hipotenusa do triangulo e. Neste caso, 7j. aponta para
dentro do tridngulo.

O espaco das pressoes M" tem uma funcio base para cada triangulo
da malha, que corresponde & funcdo caracteristica do triangulo. A
fungao base associada ao elemento K é definida por

pr =1em K e pg =0 em todo K’ com K’ # K.

Note que estas fungoes base da pressao nao tém média zero. A
condicao de média zero para a pressao pode ser obtida usando um
procedimento posterior ou impondo um multiplicador de Lagrange
que force esta condigao.

A formulacao discreta para nosso problema é dada por

Achar u" € X" e p" € M" tais que (6.12)

a(@, o) + b(@",ph) = f(@) vt e Xp
b(uh, q") =0 Vgh € Mp.
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Aqui usamos a notacio X[ := X' N Ho(div,Q,80). Como antes, o
problema (6.12) é equivalente ao sistema linear

A BT U F
[ B o ||P 0 (6.13)
Aqui usamos U,V,... e P,Q,..., para denotar o vetor cujas coor-
denadas correspondem aos coeficientes das combinacoes lineares das
bases de Raviart-Thomas, que representam as funcées i, 7 € X" e

p,gE M h, respectivamente.
As matrizes A, B e o vetor F' sdo definidos por

a(@, ) = VTAU,
b(d,q) = Q'BU, (6.14)
f@ = VTF

O sistema linear (6.13) fica indeterminado se usarmos fungoes base
para M" que ndo tenham média zero. Para resolver este problema
podemos, por exemplo, adicionar um multiplicador de Lagrange, de
tal forma que (6.13) é substituido pelo sistema linear,

A BT 0
B 0 W {g}z[tﬂ (6.15)
0 WT 0

onde o vetor W é definido tal forma que a ultima equagao imponha
a condicao de média zero para a pressao.

Note que a matriz do sistema linear (6.15) é inversivel, simétrica
mas nao é definida positiva (tém autovalores negativos e positivos).
Esta matriz é também esparsa e mal condicionada, como é usual nos
sistemas lineares resultantes de discretizagoes de elementos finitos.

A aproximacao de elementos finitos de Raviart-Thomas satisfaz
(veja [4, 5]):

Lema 6.3.1. Seja (u,p) a solugdo fraca de equagao (6.6) (eq. de
Darcy) e seja (u”, p") a aprovimacdo de elementos finitos de Raviart-
Thomas, temos a segquinte estimativa de erro a priori

lu—u"|x +lp—p"ln <C

(Wl e + bl oy + i L= ")
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Aqui, C' € uma constante positiva.

A prova do resultado acima usa o lema 6.2.1 e as propriedades de
interpolacao do espago de elementos finitos de Raviart-Thomas. Veja
[4].

Finalizamos esta se¢ao apresentando um exemplo numérico usando
elementos finitos de Raviart-Thomas para aproximar a solucao do
problema (6.6). Consideraremos o dominio Q = [0,1] x [0,1] C R%.
Para construir a triangulacao, dividimos o D em n x n quadrados e
cada quadrado é dividido em dois triangulos. Obtemos assim uma
triangulacdo uniforme e estruturada do Q com h = v/2/n. Escolhe-
mos os dados do problema (6.6) de tal forma que a solucao exata seja
dada por

4= (ug,uz), com wu; =e “rsin(xy), us = —e " cos(zz);

p=e “sin(xy) — (et — 1)(cos(1) — 1).

Na Figura 6.2 mostramos a solucao exata e a calculada usando ele-
mentos finitos de Raviart-Thomas com h = v/2/8 e a triangulagio
uniforme na figura. Na Figura 6.3 mostramos pressoes calculadas
usando elementos finitos de Raviart-Thomas para diferentes valores
de tamanho da malha.

Finalmente, na Figura 6.4, apresentamos o decaimento dos erros
da velocidade (norma H(div,)) e da pressao (norma L?(2)) quando
a malha é refinada.

6.4 Equacao de Stokes: aproximacao via
Taylor-Hood

Nesta secao apresentaremos uma curta introdugao a aproximagao
numérica da equagado de Stokes usando elementos finitos de Taylor-
Hood de mais baixa ordem. A equagao de Stokes modela escoamen-
tos de fluidos quando o nimero de Reynolds é muito baixo. Isto
ocorre quando as forgas relativas a viscosidade do fluido predominam
as forgas inerciais. O modelo se baseia na conservagao da massa e
na conservagdo do momento. Consideraremos apenas a equagao com
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sol aprox sol exacta
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Figura 6.2: Velocidade solucdo #" aproximada interpolada no centro
de cada triangulo (esquerda) e velocidade solugao 4 exata interpolada
no ponto meio de cada triangulo (direita). Neste exemplo h = v/2/n
com n = 8.

condicdo de fronteira de Dirichlet. Mais especificamente, seja Q C R2,
estamos interessados em aproximar a solugao de

—divT(u,p) = f em 2
V@ =g em(Q (6.16)
@ =h em ON.
Acima, T(¥,p) := —pl + 2vD# onde v é a viscocidade do fluido e

Dv = %(Vﬁ'—i— VT#) é o tensor de estresse linearizado, note que 7 =
(21, x2) = (v1(x1, 22), v2(x1,22)) é uma funcado vetorial e usamos a
notagao

6111 61}1

81?1 81?2 T T
Vi = e Vig=(vi)T.

8’02 8’02

8301 8362

Acima, usamos também a notacao

6611 + 8621

8&21 612 611 612
divE = se B = .

Dez1 | Dex €21 €22

63’,‘1 6362
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Figura 6.3: Solucéo aproximada p" da pressao usando h = v/2/n com
n = 8 (esquerda acima), n = 16 (direita acima), n = 64 (esquerda
abaixo) e solugdo exata p interpolada nos vértices da malha (direita
abaixo).
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T T
~¥-1(D) emo: velocidade
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Figura 6.4: Logaritmo do erro de aproximacgao em diferentes normas:
L?(2) para a pressio e velocidade, e logaritmo da seminorma ||div(u—
uM)||12(q) do erro da velocidade.

W

Abaixo vamos usar a notacao para o produto interno de vetores e
matrizes, isto é, se i, v sao vetores e F, F' sao matrizes 2 X 2, temos

WU =uv1 + ugve se € = (ug,u2) e ¥ = (vy,v3),

2
— L a _ | €11 €12 | fir fiz
" F_uz'::1€z]f” se b= { €21 €22 ] e b= [ for fo2 ]

Note que
. = A?]l
div Vv = [ Avy |-
Para deduzir uma forma fraca para o problema de Stokes, procedemos
como antes. Multiplicamos as equagoes por fungoes teste correspon-

dentes e usamos integracao por partes.
Para toda @ = (v1,v2) € H(Q)?, temos

/(—2udivﬁﬁ) - vdx —|—/ Vp - vdx = / [ vdz. (6.17)
Q Q Q
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Da férmula de Green temos que

—/(divVﬂ)~U = /Vﬁ-Vﬁf/ (Vi) - 5dS
Q Q o0

= [ Vi Vidz -0,

I
<
8

u - Vudx,

73

- / (divvi®) - vde = / val - Vidr — / (Vi) - vdS
Q Q o0

= / Vi - Vidz.
Q
Assim, obtemos

- / (2divD7) - #dz = 2 | Da- Doda.
Q Q

Para a segunda equacao de (6.16) temos

/Vp-@'dx:/ pﬁ-ﬁdS—/pdivﬁd:r.
Q 29 Q

Para i,7 € H'(Q)? e ¢ € L?(Q2) defina as formas bilineares
(@, 7) := zu/ Di - Dida
Q
b(V,q) = —/ qdividz.
Q

F(7) := /Qﬁ. fda.

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

Obtemos a seguinte formulagao fraca para o problema de Stokes

Achar u € H'(2)? and p € L*(Q) tais que
a(@,3) + b(#,p) = F(5) ¥ie HAQ)?
b(d, q) =0 VgeL*(9).
=g inoQ.

5

(6.22)
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Suponha que  é um dominio poligonal e que 7; é uma trian-
gulacao de Q. Vamos introduzir o espago de elementos finitos co-
nhecido como Taylor-Hood de mas baixa ordem. Veja [5, 7, 15]. O
espaco de Taylor-Hood de ordem £ consiste de polindmios de grau
k + 1 por partes, continuos para a velocidade em cada componente e
polinémios de grau k por partes, continuos para a pressao. Definimos

. . o 17[( = EK C>F‘I;1 em
X:=P*:={7ecHQ)?’nC’Q)?: Ke ,
f}KEPZ(K)2

(6.23)
onde U := ¥|k. Definimos também

- —1
M= PY(Q) = {q e L) nc0@) : Tk o em K }
e 4k € PHK)
O par de espagos de elementos finitos de Taylor-Hood de ordem um
é dado pelo par ()?, My) onde My = M N L(9).

Como foi mencionado anteriormente, a escolha de espacos de ele-
mentos finitos mistos é delicada. Os espagos de fungoes teste para
a velocidade e a pressao tem que ser os adequados. Por exemplo,
0 espaco de elementos finitos para a pressao tem que ter o “tama-
nho” certo (ndo pode ser muito grande nem muito pequeno quando
comparado com o espago para a velocidade). Estes espacos precisam
ser definidos de forma que a condi¢ao de inf-sup (veja (6.1.1)) seja
satisfeita.

A formulagao discreta do problema de Stokes, usando as bases
usuais para espagos de polindomios por partes, é escrita como,

Achar u" € X" e ph € M" tais que (6.24)
a(@, o) + b(@,ph) = f(@) Vo' e X}
b(u", q") =0 Vg € Mp.

Aqui usamos a notagao X} := X N H} (). O problema (6.24) é
equivalente ao sistema linear

ERAI 0
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Assim como na sec¢ao anterior, aqui usamos U, V... e P,Q, ..., para
denotar o vetor cujas coordenadas correspondem aos coeficientes das
combinagoes lineares das bases de Raviart-Thomas, que representam
as fungoes @,7 € X" e p,q € M", respectivamente. As matrizes A, B
e o vetor F' sao definidos por,

a(i,7) = VTAU,
b(d,q) = Q'BU, (6.26)
f@) = VTF

A condic¢do de média zero para a pressao pode ser imposta como
no caso das equagoes de Raviart-Thomas, veja (6.15).

Um resultado de aproximagao andlogo ao resultado de aproximacao
dos elementos finitos de Raviart-Thomas no Lemma 6.3.1, pode ser
obtido para os elementos finitos de Taylor-Hood. Este resultado nao
serd apresentado aqui, veja [4, 5]). A prova do resultado de apro-
ximagao usa o Lema 6.2.1 e as propriedades de interpolacao do espaco
de elementos finitos de Taylor-Hood.

Apresentaremos um exemplo numérico usando elementos finitos
de Taylor-Hood para aproximar a solugdo do problema (6.16). Con-
sideramos o dominio = [0,1] x [0,1] C R%. Para construir a trian-
gulagao, dividimos €2 em n x n quadrados e cada quadrado é dividido
em dois tridngulos. Obtemos assim uma triangulacao uniforme e es-
truturada de 2 com h = \/i/ n. Escolhemos os dados do problema
(6.6) de tal forma que a solucao exata venha dada por @ = (u1,uz)
com u; = 4x1(l — x1)sin(2mxs) e ug = 16x1(1 — z1)x2(l — x2) €
p=uzi+a3—2/3.

Na Figura 6.5 mostramos a solugdo exata e a calculada usando
elementos finitos de Taylor-Hood com h = v/2/8 e a triangulacio
uniforme na figura. Na Figura 6.6 mostramos pressoes calculadas
usando elementos finitos de Taylor-Hood com h = V2 /64.

Finalmente, na Figura 6.7, apresentamos o decaimento dos erros
na velocidade (norma H'(f2)) e da pressdo (norma L?(Q2)) quando a
malha é refinada.
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@" aproximada interpolada no centro

de cada tridngulo (esquerda) e velocidade solugdo @ exata interpolada
no ponto meio de cada tridngulo (direita). Neste exemplo h = v/2/n

com n = 8.

Figura 6.6: Pressao solucdo aproximada p" usando h = v/2/n com
n = 64 (esquerda) e solugao exata p interpolada nos vértices da malha

(direita).
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Figura 6.7: Logaritmo do erro de aproximagao em diferentes normas,
L?() para a pressao e velocidade, e logaritmo da seminorma ||V (% —
@")||12(py do erro da velocidade.

6.5 Um problema nao linear

Nesta secao, discutiremos brevemente um exemplo de problema nao
linear. Vamos considerar a equagao conhecida como o p-laplaciano

V- (|VulP?Vu) = f em Qeu=0 em 0 (6.27)

onde p > 1 é um parametro do problema. Multiplicando a equagao
acima por uma funcio teste ¢ € CL(Q) e integrando por partes,
obtemos

/ |VulP~2Vu - Vo do = / fodr em Qeu=0 em IN. (6.28)
Q Q

Seja W' um espaco de funcoes com dimensao finita (a ser usado para
aproximar u) e seja ¢;, i € {1,..., N"} uma base para este espaco,
poderfamos considerar por exemplo, W" = V* o espaco de fungoes
lineares por partes discutido no capitulo 2.1. Desta forma escrevemos

Nh
h E
u = ai¢i~
=1
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Assim, substituindo a expressdo acima em (6.28), e aplicando ra-
ciocinio analogo ao apresentado para a equacao de Laplace obtemos

Nh Nh
/ |Vzai¢i\p_zvzai¢rv¢j dx = / fojde Vje{l,...,Np}
Q@ = i=1 Q

. . ~ h h
Definimos assim uma funcdo F : RY" — RN

fi(a)
Fy=| PO
fan(@)
onde
o "

fila) = /Q VY il 2V Y it - Vo — fo; da.

i=1 i=1

/. h
Logo, o nosso problema numérico se reduz a encontrar o € RV" | tal
que

F(a)=0.

Finalmente, observamos que podemos resolver o problema acima por
um método iterativo, como por exemplo, Newton.
Veja [20] para um outro exemplo de problema nao linear.

6.6 O método do gradiente conjugado

Apresentaremos agora um método iterativo poderoso para a resolucao
de sistemas lineares

Ax = b,

onde a matriz A € R"*" é auto-adjunta e definida positiva.
Definimos a norma gerada pela matriz A por

|4 = (z, Az) = (A2, AV?2) = | A2z,

onde || - ||z é a norma Euclidiana de R™. Dois vetores z,y € R"”
sao ditos conjugados com relacdo a A, ou A-ortogonais se eles sao
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ortogonais com relagao ao produto interno gerado pela matriz A, isto

2

é
(z,Ay) = 2T Ay = 0.

O conjunto {d;}!_, é dito conjugado se d; é conjugado a d; para todo
i # j. Neste caso, temos dI Ad; = 0 para todo i # j.

Suponha que {d;}?_; sdo dire¢des conjugadas em R™, temos que
estas diregbes séo linearmente independentes. Logo span{d;} , =
R"™ e se z, é tal que

Az, =b. (6.29)

Portanto, existem o, ..., a, tais que
n
Te= Y ad;. (6.30)
i=1

Das equagdes (6.29) e (6.30), obtemos que Y, a;Ad; = b e tomando
produto interno com d; para j fixo, mas arbitrario, obtemos

T T
> aid] Ad; = d}b

i=1

usando o fato d] Ad; = 0 para i # j, obtemos

d?b 1
aj = —5 , j=1,...,n
d;j Ad,
Para j =1,...,n, defina a j-ésima aproximagao de z, por

J
€T; = Zaidi. (631)
i=1
Como Az, = b, obtemos

0= A.’E* —b= A.’Ej,1 —b-f—ZO[zAd“

i=j
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e tomando novamente produto com d]T7 temos

d]T(ij_l — b) _ d?Qj_l
dT Ad; dT Ad;”’

Oéj:—

onde o j—ésimo residuo é
g =—(Az; —b)=b—Az;, j=1,...,n.

Observe que, dado zy, podemos calcular

i qk
Tpt1 = Tp + apr1dry1  onde gy = y ktl (6.32)

Faremos uso do seguinte lema auxiliar.
Lema 6.6.1. Suponha que zo =0 ei <k, entdo d! g, = 0.
Prova. De (6.30) obtemos

n n
qr=b— Az = Az, —z) = A Z a;dj| = Z o Ad;
j=k+1 Jj=k+1
e portanto para i < k,

n
dfgn= Y o;dl Ad; =0.
Jj=k+1

O

Coroldrio 6.6.2. Se temos as k primeiras dire¢ées conjugadas {di}le,
e qx = b— Axy # 0 entdo os vetores dyi,ds, ..., dk, qx sao linearmente
independentes.

Suponha que temos k + 1 dire¢oes A-ortogonais dy, da, ..., di. Para
obter outra direcao conjugada a partir de gx, aplicamos Gram-Schmidt
com relagao ao produto interno A, isto é, geramos dj1 com

k

di1 = qr — Z ajkd;, (6.33)
=1
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onde span{dy,...,dx,qx} = span{dy,...,dg,drt1}, e 0s coeficientes
aji, sao definidos a seguir. Tomando produto interno com Ad;, i =
1,...,k, obtemos

k
0 = df Adpyr =d] Agi — Y ard] Ad,

J=1
= dl'Aqp — ayd? Ad;.
dr'A
- _ M gk .
Logo, temos que a;; = T Ad" O teorema a seguir nos mostra que
i 7

fazendo hipéteses apropriadas somente o coeficiente agr é diferente
de zero.

Teorema 6.6.3. Sedy = b, ed; # 0,7 = 1,...,k, temos entdo
1 = Gsk =+ = agg_1)x = 0.

Para provar o teorema anterior precisamos de um lema simples.

Lema 6.6.4. Suponha que xg =0, g1 = b, di é um maltiplo escalar
debed; #0,i=1,..., k. Defina

Vi := span{dy, ..., dy} = span{d;}}_,.
Temos que
1. Vi = span{b, Ab, ..., A*~1b} (subespaco de Krylov!)
2. Vi = span{qu, ..., qx}
3. AV, C Vi
4. qFAVe_1 =10}, ¢FVio1 = {0} e ¢f'¢; =0 para i < k — 1.
Prova.

1. Usamos inducao para provar a primeira afirmacao. Sabemos
que Vi = span{d;} = span{b}. Suponha que o lema vale
para o inteiro k. Assim, para x € Vi temos que ¢ = b —
Azy, € span{ AV}, b} = span{b, Ab, ..., A*~1b, A*b}. Portanto,
de (6.33) e da hipétese de indugao vemos que

dyy1 € span{b, Ab, ..., A*"1b, A*b}.
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Logo, span{d;}**! C span{A’b}%_; e como os vetores {d;}**]
sao linearmente independentes eles devem gerar um espago de
dimensao k + 1. Isto prova o primeiro enunciado.

2. Este resultado segue do processo de ortogonalizacdo em (6.33).
3. Este resultado é consequéncia do item 1.
4. A prova deste item segue do item 2. e o Lema 6.6.1.

U
Agora provamos o Teorema 6.6.3.
Prova. Se i < k — 1 usando (6.33) temos

k
dzTAdk-.:,.l = deQk_Zajkd?Adj
j=1

= d;TFAqk — @ikd?Adj.

Note que df Ady41 = 0, por 3. do Lema 6.6.4 temos que d} Agy = 0,
e diTAdj # 0, o que implica que a;; = 0. O Temos entao a seguintes
féormulas para a direcao conjugada k 4 1 e o seu coeficiente a1 em
(6.30) e (6.32),

di Aqr d£+1q/€
dir1 = qp — aprdy, G = B, Qg =
AT Ady’ dT | Ady:q

Vamos simplificar um pouco mais estas férmulas. Note que da pri-
meira férmula acima e do Lema 6.6.1 obtemos

(gr — arndr)ae _ 4t qr
AT Adpy Al Adeys

A1 =

e na iteracao k teriamos akdgAdk = q,{_lqk,l. Como podemos es-
crever g = qp_1 — axAdy e usando 4. do Lema 6.6.4 obtemos que

ar ar = qi (qr—1 — arAdy) = —agqi Ady,.

Juntando estas duas tltimas igualdades temos

1.7
df Ady, G 4 e
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1. Inicializar gy = b — Axg
2. Iterar K =1,2,..., ate a convergéncia
qk—15qk—1
Br = (@51, 4e-1) [B1 = 0]
(qr—2, qx—2)
dy = qe-1+Brdp—1 [di = qo]
(%—1,%—1)
Qay —_
(dg, Ady)
Tk = Tp—1+ apdg
G = Qr—1— o Ady

Tabela 6.1: Algoritmo do gradiente conjugado.

Usando estas formulas finais descrevemos o algoritmo na Tabela 6.1.

Embora o método do gradiente conjugado convirja em n iteragoes,
em algumas aplicagoes n poder ser um nimero muito grande acarre-
tando um trabalho computacional invidvel. Neste caso podemos ado-
tar a estratégia de obter uma aproximacao da solugao do problema
Az = b. Mais especificamente, consideraremos uma aproximacao da
forma x ~ xj, para algum ko menor que n. Esta estratégia é justifi-
cada pelo estudo da analise de convergéncia do método do gradiente
conjudado que apresentamos agora.

Note que se zj := Zle a;d;, com {d;}?, dire¢oes conjugadas e
n ~ 4 .~ .
T, = )., o;d;, entdo x é projecao ortogonal (no produto interno
gerado pela matriz A) do vetor z, no espago Vi = span{d;}*_,. Das
propriedades gerais das projecoes ortogonais, obtemos

(di,A(xs —z)) = 0 i=1,...,k,

min ||z, — = Ty — X . 6.34
yewl ylla | klla (6.34)
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Denote por Pr_1 o conjunto de polindmios de grau menor o igual
que k — 1. Dado y € Vi, usando o Lema 6.6.4 pode-se exprimir

k-1
y= Z YA .
=0

Se P ¢ o polinémio de grau k — 1 definido por P(z) = Zf;ol vzt
podemos escrever y = P(A)b. Obtemos que
Vi, = {P(A)b . Pe Pk71}
= {P(A)Az, : PePy_1}.

Com esta igualdade, (6.34) e o fato |ly|la = ||A'/2y|l> para todo
y € R™ concluimos que

[|2e —zkl|la = ;renvr}cllx*—yllA =nglgll\x*—P(A)Ax*llA
= in ||AY2 [T — P(A)A] z. 6.35
p’é%‘iil” [ (A)A] 2.2 (6.35)

Considere a decomposicao espectral da matriz auto-adjunta e posi-
tiva definida A = Q*AQ, onde @ é uma matriz ortonormal (tem
colunas ortonormais) e A = diag(Aq, ..., A,) é a matriz diagonal com
os autovetores de A ordenados do maior ao menor, isto é, Apax =
A > Ao > - > Ay = Apin. Temos que a decomposicao espectral
I—P(A)A = Q*[I — P(A)A]Q e usando propriedades das matrizes
ortonormais temos

|AY2 I = P(A)A] 2.2 |[ = P(A)A] A2z |5
11 = P(A)A|Ls || A2 ]|
1Q° [T = PIA)AI Q-]
[ = P(A)A[2]|2]|a

IAIA

onde temos usado a desigualdade || Bz||2 < || Bl|2]|2||2 valida para toda
matriz B. Lembrando que para B auto-adjunta e definida positiva
| Bll2 é o méximo autovalor de B, temos,

< max |1 — P(A)Aill|z«]|a
1<i<n
< max |1 —P(A)A[[[z]]4,(6.36)

AE[An,AL]
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onde na tultima linha o maximo é tomado no intervalo [A,, A1] e néo
somente nos n autovalores A, ..., A;. Finalmente pondo (6.36) em
(6.35) obtemos

A

[|z4 —zklla < ||z&||la min  max |1 —AP())|
PePr_1 Ae[An,A]

max _|P(\)| (6.37)

= ||z«]|a min
PePr,P(0)=1  AE[Ap,A1]

onde para obter a tiltima igualdade notamos que se P é de grau k—1
entdo o polindémio definido por 1 — AP(A) é de grau k e tem o valor
1 quando A = 0.

Para entender melhor o problema de minimizagao (6.37) estu-
damos polinémios ortogonais de Chebyshev(Tchebyshev). Uma das
muitas defini¢oes dos Polinémio de Chebyshev é a seguinte. Define-se
o polinémio de Chebyshev de grau k por *

cos(k cos™1(x)), se |z| <1,
Ty (z) = (6.38)
cosh(kcosh™*(z)), se |z| > 1.

Note que Ty (x) = cos(k) onde cos(f) = = com 0 € [—, 0] e portanto
T} define um polindmio de grau k na varidvel x j& que cos(kf) é um
polinémio em cos(¢). Obtemos

T:,(1) =1, |Tk(xz)] <1, paratodoz € [-1,1].
1 1
/ Ty ()T () (1 — 22)~Fda = 6y,
—1

onde d;; é o delta de Kronecker. Os polinémios T, (x) podem também
ser obtidos a partir da recorréncia

To(x)=1, Ti(z)=2z, Tri1(x)=2aT(x)—Te_1(x) (6.39)

4Para ver que as duas partes da definicio ddo os mesmos polindémios podemos
verificar a férmula de recorréncia (6.39) para cada uma. Uma outra forma de ver
este fato é que passando a varidvel complexa temos

cosh(k cosh™! (¢)) = cos(—ik cosh™! (€)) = cos(k cos™! ©)

para todo ¢ no dominio das duas fungdes no plano complexo.
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que pode ser deduzida facilmente de (6.38).

Na equacdo (6.37) podemos tomar P = T, definido a partir do
polindomio de Chebyshev de grau k, T}, por

= oy Lr(g(A)

AL+ A —2)
T = 7900)) IRV

com g(\) = D

Observe que g leva o intervalo [A,, A1] no intervalo [—1, 1] com g(A,) =
1, g(A1) = —1. Os zeros do polinémio T}, ficam localizados no inter-
valo [—1,1]. Temos entao que no caso A\; # A,

M

(0) = N h,

> 1, IOgO Tk(g(o)) 7£ Oa

vemos que T (0) = 1. Os zeros do polinémio T, ficam localizados no
intervalo [A,, A1]. De (6.37) vemos que

= 1
Ty — T < max |Tr(A)|||zx < ——— ||z
e —mulla < max Tulleadla < 7ol
com
0 = A+ A, Cond(A) +1
I = X =, T Cond(4) -1’
e onde o nimero de condicdo® de A é definido por
/\1 )\max
Cond(A) = — = . 6.40
ond(A) N A (6.40)

Para continuar com o argumento usaremos o seguinte resultado.
Lema 6.6.5. Para todo x com |z| > 1 existe z tal que

2+ 271 2k 4 27k

T=—0—, ¢ Ti(x) =

5 ’ .~
°ou numero de condigao espectral
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Cond(4)+1

Note que Y=——=—="— > 1, e que podemos escreve
. CondA)-1 — 7’ que podemn rever

Cond(4)+1 1 |4/Cond(A) -1 N 1

Cond(4) —1 2 | \/Cond(A) +1 ~ y/Cond(n)-1
Cond(4)+1

Aplicando o Lema 6.6.5 com z = 7%35:;1 temos que

Cond(A4) +1
Telg(@) = T [CondEA; — 1]
_ 1 |]/Cond(4) -1 k+ \/Cond(A) +1 *
2| |/Cond(4) +1 Cond(A) — 1
logo,
IR 2
Tk(9(0)) v/Cond(4)—1 i n Cond(4)+1 g
v/Cond(A)+1 v/Cond(4)—1
k
2 5 /Cond(A) +1
Cond(A)+1 k /Cond(A) — 1
v/Cond(4)-1

Fica provado entao o seguinte Teorema.

Teorema 6.6.6. Seja x. tal que Az, = b e xp, 0 k—ésimo iterado do
gradiente conjugado. Entao

v/ Cond(A) — 1 *
v/ Cond(A) + 1

Corolario 6.6.7. Para o caso em que xo # 0, aplicamos o argumento
anterior a

[|e — aklla < ||l a-

Adz =b— Az, (dz)o=0
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e obtemos

k
/ Cond(A) — 1 I I
| lz.—=
v/ Cond(A) +1 onia

| = zl]a <2

para todo k.

Provaremos agora o Lema 6.6.5 para completar a demonstragao
do teorema anterior. Prova Se x > 1, pode-se exprimir

¢ —¢ -1
x = cosh(¢) = ¢ J;e = Z+22 ,  com z = e,

usando a defini¢do do T, em (6.38).

kC 4 =k k4 -k
Tw(z) = cosh(kcosh™! ():e —;e =z +22

Bozx
O Teorema 6.6.6 nos diz que o erro do método do gradiente conju-

gado na norma da energia depende do niimero de condigao da matriz
Cond(A4) = Amax/Amax-

Em geral, dada uma matriz inversivel B, o nimero de condigao
na norma || - |2 é definido por

Cond(B) = || Bl|2[|B~"|2.

Pode-se provar que quando A é auto-adjunta e definida positiva temos
que Cond(A4) = A1 /\,.
Veja [27, 26] para mais detalhes sobre métodos iterativos.
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