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Capitulo 1

Introducao

Os objetos geométricos sao hoje modelados de diversas maneiras:
parametrizagao por fungoes diferenciais, conjunto de pontos satisfa-
zendo um sistema de equagoes, amostragem de parametros dentro de
classes de formas, interpolacdo dentro de imagens no computador.
Cada um destes contextos pode facilitar ou dificultar o uso de certas
geometrias: descritiva, diferencial, integral ou discreta.

Classificar e reconhecer objetos geométricos é usualmente feito
através do calculo de invariantes, sendo essas medidas as ferramen-
tas geométricas do contexto. Porém, quando se for tentar reconhecer
que uma superficie discreta faz parte de uma classe (por exemplo, de
superficie minima), é necessdrio estimar invariantes discretos com-
paraveis aos invariantes da geometria diferencial.

Isso é uma tarefa dificil nesta diversidade de contextos, mas tem
muitas aplicagoes, pois ajuda a complementar o processamento de
imagens e a modelagem assistida por computador com os conheci-
mentos da geometria diferencial.

A aproximacao de medidas invariantes de forma calculdavel no
computador e numericamente estavel ja apresenta alguns desafios.
Precisa-se ainda mostrar que essas medidas convergem para os in-
variantes diferenciais. Finalmente, garantir que cada estimador seja
também invariante e que portanto preserva sua caracteristica geomé-
trica torna o problema mais sutil e interessante.
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Este livro pretende apresentar algumas definicdes de invariantes
usuais tanto no contexto diferencial como no contexto discreto. O en-
foque do curso sera no plano e superficies no espago tridimensional,
afim de facilitar o acompanhamento deste e de poder incluir resul-
tados discretos, pois ainda ha poucos estudos sobre hipersuperficies
discretas mais gerais.

Além dos invariantes Euclidianos, ja bastante estudados, apresen-
taremos invariantes afins. Por um lado, isso permite ilustrar conceitos
conhecidos num caso mais critico, em termos de intui¢ado geométrica e
estabilidade numérica. Por outro lado, os invariantes afins sdo temas
de pesquisas atuais com muitas aplicacoes originais a serem desen-
volvidas, em particular, nas areas de visao computacional e reconhe-
cimento de formas em duas e trés dimensoes.

1.1 Objetos Geométricos

Entendemos por objeto geométrico um conjunto continuo de pontos
no espaco R™. Neste livro, limitaremos aos casos n = 2 e n = 3,
ou seja, objetos no plano R? e no espaco R3. Além de continuidade,
exigiremos do conjunto a propriedade de variedade, isto é de ter uma
dimensao.

Mais precisamente, um objeto geométrico S é uma variedade de
dimensdo d se ele é localmente equivalente ao espaco vetorial R%:
para qualquer ponto p € S, existe uma bola B de R tal que BN S é
equivalente a uma bola B de R?. E importante notar que a dimensao
d é a mesma para todos os pontos p. Se d =1 e n = 2, chamamos S
de curva planar, e se d = 2 e n = 3 entdao S é chamada de superficie.
Serao os dois casos abordados neste texto.

A nocao de equivaléncia do paragrafo anterior varia dependendo
do contexto de estudo. Para estudar as propriedades topoldgicas
usa-se geralmente a nog¢ao de homeomorfismo (existe uma fungéo f
continua de inversa continua entre BNS e B). Para estudos de geome-
tria diferencial, serd necessario uma equivaléncia com difeomorfismo
(a fungdo f precisa ser de classe C* ou C*). No caso da geometria
discreta, ainda nao foi desenvolvido uma nogao de equivaléncia tinica
comum aos diversos estudos, e algumas equivaléncias discretas serao
discutidas neste livro.
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1.2 Medidas Invariantes

A etimologia da palavra geometria significa “medir a terra”, e de
fato os primeiros estudos geométricos descrevem métodos para medir
objetos. A medigdo consiste em associar a um objeto (ou a parte
deste objeto) um ntimero (ou nos estudos mais recentes uma estrutura
matemdtica) de forma reprodutivel.

Existe mais de uma nogao da forma como a operagao de medir
pode ser reproduzida, cada nogao gerando uma geometria diferente:
geometria Euclidiana, afim, projetiva, etc. Por exemplo, a geometria
Euclidiana define medidas que podem ser extraidas de um objeto
rigido, e reproduzidas com resultado equivalente no mesmo objeto
apds movimentos rigidos: translacoes, rotagoes e simetrias.

Essas formas foram caracterizadas por Felix Klein no final do
século XITX no seu programa de Erlangen associando a cada geo-
metria um grupo de transformagoes que um objeto S pode sofrer.
A geometria Euclidiana estuda as propriedades sob a acao do grupo
dos movimentos rigidos, enquanto a geometria afim abrange todas
as transformagoes afins, ou seja incluindo cisalhamento. Neste livro,
chamaremos (por um leve abuso de linguagem) de geometria afim a
geometria equiafim, incluindo transformagoes afins que preservem a
forma de drea no plano, e a forma de volume no espago.

Uma vez escolhida uma geometria, e o grupo G de transformagoes
associadas, uma medida geométrica m é invariante pelo grupo G
se VS,VA € G,m(A(S)) = m(S). Tipicamente, medidas numéricas
(m(S) € R) como o comprimento e a curvatura sdo invariantes.
Quando a medida gera uma estrutura como um vetor, uma matriz
ou um tensor, a medida geralmente nao ¢é invariante. Por exem-
plo no caso Euclidiano, a direcao do vetor tangente a uma curva
varia quando a curva sofre uma rotagao. Porém, essa variagao é
simples de prever quando a rotagao é conhecida. Uma medida m é
covariante se YS,YA € G,m(A(S)) = A(m(S)), e contravariante se
VS,VA € G,m(A(S)) = AT (m(S9)). O vetor tangente é covariante,
e o vetor normal, dual do vetor tangente, é portanto de natureza con-
travariante. No caso Euclidiano, as transformacéGes sao auto-adjuntas
(essencialmente matrizes ortogonais A~7 = A), portanto a distingio
é menos relevante, mas serda mais clara no caso afim.
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1.3 Contextos de Modelagem

Um objeto geométrico é facilmente definido de forma literal. Por
exemplo, um circulo C' é usualmente definido a partir do seu centro
c e seu raio r como o conjunto de pontos do plano a distancia r
de c. Usando coordenadas cartesianas, isso pode ser escrito como
C ={(z,y) € R* (z — c;)® + (y — ¢y)*> = r?}. Definindo a fungao
f:R? = Rpor f(z,y) = (x —cz)? + (y — ¢y)? — 72, temos que a
curva C' = f~1({0}). De forma geral, as definigoes literais conduzem
a objetos definidos como pré-imagens de {0} por uma fungao f :
R™ — R, chamada de fungao implicita. Esse contexto de modelagem
implicita é mais usado nas aplicagoes. Porém, ele nao garante a
propriedade de variedade. Por exemplo, para f(z,y) = z-y, f~1({0})
é a uniao das duas retas x = 0 e y = 0, e a vizinhanca da origem
nao é equivalente a um segmento de reta. O teorema de Sard garante
que, se f é suficientemente diferencidvel, f~1({z}) é uma variedade
para quase todos os valores de z.

Para garantir a propriedade de variedade de um objeto S, ou seja,
que S é localmente equivalente a uma bola de R?, é possivel definir
o objeto a partir das equivaléncias locais. As fungdes que garan-
tem essas equivaléncias sao chamadas de parametrizagoes locais. No
caso mais simples, o objeto inteiro é definido por uma tnica parame-
trizagao. O objeto é chamado de grafico se essa tnica parametrizagao
pode ser escrita de forma a ser a identidade nas d primeiras coordena-
das. A grande vantagem desta modelagem, chamada de modelagem
paramétrica, € a possibilidade de calcular diretamente derivadas no
objeto a partir das derivadas usuais em R?. Essa estrutura dife-
renciavel é a base de calculo de véarias medidas invariantes, chamadas
de invariantes diferenciaveis.

A fim de simplificar os calculos, o objeto pode ser definido a par-
tir de poucas parametrizagoes locais, cujas imagens cobrem amplas
partes do objeto. Para simplificar ainda mais, essas parametrizagoes
podem ser escolhidas dentro de familia a parametro de func¢oes, como
fungbes polinomiais. Com um numero finito de fungoes, cada uma
definida por um conjunto finito de parametros, obtemos um modelo
que pode ser representado no computador, chamado de modelo pa-
ramétrico discreto. As relagoes entre as imagens de cada funcao sao
descritas matematicamente através do conceito de complexo celu-



Capitulo 1. Introducao 11

lar. Na pratica, os modelos mais usados usam funcoes lineares com
imagens simpliciais: curvas poligonais (cada funcdo parametriza um
segmento de reta) no plano ou superficies trianguladas no espaco.

Finalmente, é possivel também modelar as superficies implicitas
f71({0}) no computador descrevendo f por um conjunto discreto de
parametros. Os modelos implicitos discretos sao muito similares em
estrutura aos modelos paramétricos discretos do objeto de dimensao
n em R™*! definido por {(p, f(p)),p € R"}. Esse contexto pode ser
descrito como uma particao do espago R™ em regioes onde as fungoes
f s@o definidas. A particao é geralmente obtida por um reticulado
regular (por exemplo grade) na regido do espago R™ que contém o
objeto, e cada fungao f é definida na sua célula do reticulado a partir
de elementos comuns as células vizinhas, a fim de garantir uma funcao
implicita globalmente continua.

1.4 Técnicas de Mudanca de Contexto

Para os contextos implicitos e paramétricos nao discretos, medidas
invariantes, covariantes ou contravariantes sao geralmente calculadas
usando céalculo infinitesimal, ou seja, usando integracao ou diferen-
ciacdo. A diferenciacao é facilmente definida no caso paramétrico, e
usamos este como base para definir os invariantes diferenciais. Apre-
sentamos na presente secao técnicas para estender essas definigoes
entre contextos diferentes.

1.4.1 Teorema da Funcao Implicita

A passagem local do contexto gréfico ao contexto implicito é trivial,
pois dada a parametrizagdo de um gréfico f,(xq) = (%4, 9(xq)) com
g: B C R? — R, podemos definir o objeto f,(B) de forma implicita
por f;'({0}) com fi(xa,y) =y — g(xa)-

A passagem no outro sentido, do implicito ao paramétrico, é ga-
rantido pelo teorema da funcgao implicita:

Teorema 1.1 (Teorema da Funcio Implicita). Seja S = f~1({0})
uma variedade implicita, onde f : R¥! — R é uma funcio dife-
rencidvel. Considere p € S tal que Vf(p) # 0, portanto, existe
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uma coordenada z tal que f.(p) # 0. Entdo existem uma vizi-
nhanga V,, de p e uma funcéo suave g : U C R? — R tal que
SUV, ={(x4,2) € R x4 € U,z = g(x4)}

Em outras palavras, qualquer variedade implicita é localmente o
gréafico de uma fungao g. Usando a relagio f(x4, g(x4)) = 0, as deri-
vadas de g podem ser deduzidas das derivadas de f. Em particular,
temos que g, (xq) = _{”283’ com p = (x4,9(x4)). Isso permite usar
o calculo diferencial dos invariantes no caso paramétrico no contexto
implicito.

1.4.2 Processos de Amostragem

Os processos de amostragem descrevem as mudangas dos contextos
nao discretos para os contextos discretos. Do ponto de vista ma-
temadtico, isso corresponde a restringir as fungoes, parametrizagoes
ou fungoes implicitas, a um numero finito de elementos dentro de
um conjunto a parametro de fungoes. Esse processo nem sempre é
possivel, e os processos de amostragem sao frequentemente associados
aos problemas de aproximagao. Por isso o calculo no caso discreto é
geralmente chamado de estimacao.

Os processos de amostragem aparecem naturalmente com dados
reais no computador. Por exemplo, uma fotografia digital é uma
funcéo implicita discreta que corresponde a uma medicao de luz por
médias locais. Essas médias constituem um processo de amostragem
a partir da distribuicao de luz real “continua’. Porém, nesses casos
reais, o erro de aproximacao, em particular se contar as derivadas, é
muito dificil de quantificar.

A abordagem usual de geometria discreta consiste em definir ope-
ragoes discretas que aproximem as operagoes dos contexto nao dis-
creto. Por exemplo, no caso de medida, é desejavel que medidas
feitas no contexto discreto convirjam para as medidas do caso di-
ferencidvel quando o erro de aproximacao da amostragem va para
zero. Essas nogoes sao delicadas de aplicar, porque sao apenas resul-
tados assintdticos, e porque os processos de amostragem que permi-
tem formalizar essas andlises (em particular as e-amostragens) nao
sao facilmente realizdveis na pratica.
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1.4.3 Processos de Reconstrucgao

Os processos de reconstrucao consistem em mudar entre contextos
discretos, tipicamente do contexto implicito discreto para o modelo
paramétrico discreto. Existem vérios métodos, dependendo do tipo
de reticulado usado no modelo implicito discreto, da ordem de di-
ferenciabilidade desejado para o modelo paramétrico discreto e do
erro de aproximacgao suposto. O método mais tradicional é o Mar-
ching Cubes, que define em cada célula de uma grade regular uma
aproximagao por triangulos da superficie implicita.

Os processos de re-amostragem, ou seja, mudar a quantidade
de funcoes, a reparticdo das suas imagens, ou ainda, o conjunto de
fungoes admissiveis também correspondem a uma mudanca de con-
textos discretos. Esses processos geralmente usam um modelo inter-
mediario nao discreto ajustado ao dado discreto.

1.5 Nocgao de Invariancia Discreta

Em cada um dos contextos acima podem ser definidos grupos de
transformacoes, e portanto invariantes discretos. Enquanto os invari-
antes nos contextos nao discretos sao estreitamente relacionados, os
invariantes nos contextos discretos envolvem construgoes especificas
que nao correspondem além dos casos assintoticos.

Além disso, o grupo de transformagoes em certos contextos sao
dificeis de ser definido, em particular no caso mais usado que sao as
imagens digitais, ou seja, o caso implicito discreto com medidas inva-
riantes usando grade regular alinhada com os eixos. Uma rotacao da
grade nao a deixa alinhada com os eixos. Para usar as mesmas medi-
das, é necessario re-amostrar a fungao implicita numa grade alinhada
com os eixos. Para chamar essas medidas de invariantes, precisaria
garantir que o processo de re-amostragem € invariante também.

Mesmo com essas dificuldades, a definicao de invariantes discretos
tem um enorme potencial de aplicagbes em reconhecimento de for-
mas, processamento de objetos complexos, visao computacional 2d e
3d. O presente livro apresenta alguns calculos no caso diferenciavel
Euclidiano e diferenciavel afim, e discreto afins.






Capitulo 2

Geometria Euclidiana:
Curvas

Neste capitulo estudaremos curvas diferenciaveis e discretas em R2 e
suas propriedades geométricas.

2.1 Modelos Euclidiano de Curvas

2.1.1 Curvas Paramétricas Regulares

Uma curva é dita diferencidvel se ela pode ser descrita (parametri-
zada) por fungoes diferencidveis. Porém, isto ndo implica que o de-
senho (traco) de uma curva seja suave. Isso ocorre no caso regular.
Nesta subsecdo, vamos estudar curvas diferencidaveis em R?, mais pre-
cisamente curvas regulares. Além disso, conceituaremos alguns tipos
de curvas como por exemplo: curvas simples, periddica e fechada.

Definigao 2.1. Uma curva diferencidvel parametrizada é dada por
uma aplicacdo diferencidvel a: I — R2, onde I é um intervalo real.

A palavra diferenciavel na definicao acima significa que a é uma
aplicacao que leva cada t € I em um ponto a(t) = (z(t),y(t)) € R?
tal que as fungdes reais z(t), y(t) sdo diferencidveis.
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O conjunto imagem C da aplicagao «, dada por

C={(=(t),y(t),t € I}

é chamado trago de a. A aplicacdo « é dita uma parametrizagdo de
C e denotaremos t o parametro da curva a.

Caso I = (a,b), entao os pontos limites a(a) e a(b) , caso existam,
sao chamados pontos inicial e final de a.. Se a(a) = a(b) dizemos que
a é uma curva fechada. Uma curva a : R — R2 é dita periddica se
existe um namero real p > 0, tal que

a(t) =a(t+p),Vt € R,

O menor numero py tal que a equagao acima é satisfeita é chamado
de periodo.

A curva o : I — R? ¢ dita simples se a aplicacio « for injetiva,
isto é, se a(t1) = a(ta), com t1,ts € I, entdo t; = to. Em outras
palavras, nao tem auto-intersegoes.

Seja P um ponto em uma curva C. Dentre todas as retas pas-
sando por P existe uma reta que melhor aproxima a curva, tal reta
é chamada de reta tangente. O vetor o/(t) =(2'(t),y'(t)) é chamado
de vetor tangente da curva a em t.

Figura 2.1: Curva com cuspide.

Exemplo 2.2. A aplicagio o : R — R? dada por a(t) = (t3,t?)
com t € R é uma curva suave diferencidvel parametrizada cujo trago
estd esbogado na figura 2.1. Note que o/(0) = (0,0), isto é o vetor
tangente é nulo para t = 0.

Exemplo 2.3. A aplicagao o : R — R? dada por a(t) =(t,t]) ,t € R,
nao é uma curva diferencidvel parametrizada, pois || ndo é dife-
renciavel em ¢ = 0.
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Figura 2.2: Curva com auto-intersecao.

Exemplo 2.4. A aplicacdo « definida por a(t) = (t3 — 4, t% — 4) ,
com t € R, é uma curva diferenciavel parametrizada nao injetiva, pois
temos a(2) = a(—2) =(0,0) (ver Figura 2.2).

Figura 2.3: Circulo de raio 1.

Exemplo 2.5. A curva dada pela aplicagdo « : (0,47) — R? com
a(t) =(cos(t), sen(t)) é uma curva diferencidvel, periédica e fechada,
mas nao ¢ injetiva, pois a(mr) = a(37) =(—1,0) (ver figura 2.3).

Definigao 2.6. Seja a: I C R — R? uma curva diferencidvel para-
metrizada. Dizemos que « é regular se o/(t) # 0, Vt € I. Caso
contrario, o ponto a(t) tal que &' (t) = 0 é singular.

2.1.2 Curvas Implicitas

Curvas implicitas podem ser descritas pela equacao f(z,y) = a, onde
f:U C R? = R. Assim, uma curva implicita é o conjunto de pontos
C ={(z,y) €U, f(x,y) = a} que satisfazem a equagao.
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Figura 2.4: Curva de nivel intersecao do plano com a superficie.

Dizer que uma curva implicita é regular é equivalente a afirmar

que o vetor gradiente Vf = (f,, f,) é ndo-nulo. Isso garante que a
curva implicita é de fato uma variedade sem recorrer ao teorema de

Sard, e ainda permite usar o teorema da fungé@o implicita em qualquer
ponto. Esse iltimo teorema garante que a curva é localmente o grafico
de uma fungao. Porém, nem sempre é possivel descrever a curva
inteira como um grafico, o circulo sendo o contra-exemplo mais usual

(ver Figura 2.5).

d(O,(x,y)) = x*+y*=r?

— T f(x,y) = x2+y? - 1
xy)

Figura 2.5: Circulo dado por uma funcao implicita.
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2.1.3 Curvas Poligonais

No caso discreto paramétrico, a parametrizacao o é definida a partir
de um conjunto finito de parametros. Uma opgao é usar estes para
definir uma equagao da curva, por exemplo os parametros podem
ser os coeficientes de polinémios definindo (t),,y(t)). E o caso das
curvas spline, em particular as curvas de Bézier quando a base de
polindmios é a base de Bernstein. Porém, seria muito limitante usar
apenas curvas inteiramente descritas por um tnico par de polinémios.
Por isso, usa-se curvas polinomiais por parte

zo(t), Yo t)) ,tE[tOZCLtl]
(1(t),51()) L€ [ts,to]
a(t) = (2(t),y2(1)) , t € [ta, t3]

(51 (B g1 (8) £ € [, ta]
k(t)vyk(t)) , L€ [tkatk+1 = b]7

onde z; e y; sao polindomios. Para a curva ser continua, precisa ga-
rantir que z;—1(t;) = x;t; e yi—1(t;) = yit; para 1 < i < k. Pode-se
impor curvas de classe C'' impondo restricoes similares nas derivadas
de x; e y;.

O caso mais simples de curva continua é onde todos os polinémios
sao de grau 1, ou seja ,curvas lineares por parte. KEssa é inteira-
mente definida pelas extremidades de cada parte (z;(¢;), y:(¢;)) para
0 < i< k+1 (com a conven¢do ou de curva fechada, ou que
(@ht1(trt1) Yur1(trr1)) = (@r(ter1), yk(te+1))). Esse modelo de
curva é chamado de poligono.

2.2 Mudanca de Contexto

Quando estudamos curvas no caso suave vimos que temos duas re-
presentacoes: paramétrica e implicita. E possivel ver uma curva
implicita, localmente, como um grafico, isto é, como uma curva pa-
ramétrica, gragas ao teorema da funcao implicita, a saber
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Implicito para paramétrico

Teorema 2.7. [Teorema da Fung¢ao Implicita] [Lag00] Sejam f : U —
R uma funcio de classe C*¥(k > 1), definida num aberto U C R?, e
(z0,y0) € U tal que f(zo,y0) = ¢, fy(zo,¥0) # 0. Entao existe um
retangulo aberto I x J, de centro (zg,%o), tal que f~1(c) N (I x J)
é um grafico de uma funcao g : I — J, de classe C*. Além disso,
9z(x) = —fz/ fy estas derivadas sendo calculadas no ponto (z, g(x)).

Em outras palavras, o teorema nos diz condigoes sobre as quais
uma relagdo como f(z,y) = ¢ define y como uma fungio de x. A
solucao é local no sentido que o tamanho do intervalo I pode ser
menor do que o dominio da funcao f.

Paramétrico continuo para discreto

a(ti)

Figura 2.6: Aproximagao poligonal de curvas.

Além disso, a partir de uma curva paramétrica o : I = [a, b] — R?
suave podemos obter uma curva poligonal da mesma. O método mais
simples de aproximar « por uma curva poligonal é o de poligonizagao
uniforme, que consiste em dividir o intervalo I em n partes

a=ty <t <ty <---<t,=0,

e avaliar a curva « nos pontos da particao ¢;,4 = 0---n, com isso
obtemos uma sequéncia de pontos {p;}1,, com p; = a(t;). Dizemos
que a amostragem é uniforme quando t; = iAt, onde At = (b—a)/n.
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Dessa forma obtemos uma representacao da curva « usando uma
amostragem pontual com amostras «(t;) e utilizando interpolagao li-
near reconstruimos uma aproximacgao da curva a. Para fazer a recons-
trugao os pontos da amostragem devem estar ordenados corretamente
(ver [GV03]).

Implicito continuo para discreto

(AN

Figura 2.7: Casos do Marching Squares

J& no caso de curvas implicitas C' = {(z,y) € R?; f(z,y) = 0} o
processo é um pouco mais complexo, pois para tomarmos amostras
Diyi = 1---n, é necessario encontrar n rafzes da equagao f(x,y) = 0,
o que pode ser dificil a depender da funcao f. Para reconstruir a
curva implicita basta seguir a seguinte estratégia

1. Se conhecido o dominio de f, entao o discretizamos e determi-
namos uma matriz, digamos 10 x 10 pontos, P;;(x;, ;).

2. A cada trés pontos, definimos um triangulo.

3. Para cada ponto P;;(z;,y;) calculamos os valores da funcao
zij = f(@i, y5)-

4. Para cada triangulo observamos os sinais V; = sinal(z;;) em
cada vértice e caso aja mudanca de sinal, pelo teorema do valor
intermediario, temos que a curva passa pela aresta que é defi-
nida a partir desses vértices. Se algum vértice Vi, = 0, entao a
funcao se anula exatamente em V.
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Considerando que apenas duas das possiveis condigoes do item 4 acon-
tecem, aproximamos a curva neste triangulo por um segmento de reta
unindo os dois pontos obtidos.

Um método bastante conhecido para construir curvas a partir
de amostras bidimensionais é o algoritmo Marching Squares (ver Fi-
gura 2.7). Uma outra alternativa para a reconstrucao de curvas é usar
spline que é uma curva definida por dois ou mais pontos de controle.

2.3 Comprimento de Arco

Nesta se¢ao mostraremos como calcular o comprimento de arco entre
dois pontos de uma curva. Consideraremos a partir de agora apenas
curvas regulares paramétricas, mas vale ressaltar que todos os célculos
expostos aqui também é valido no caso implicito, pois localmente uma
curva implicita é vista como um grafico.

Definicao 2.8. Seja tg € I, o comprimento de arco de uma curva
parametrizada regular a : I — R2?, dada por a(t) = (z(t),y(t)) a
partir do ponto tg, é definido por

10 = [ o ldn = [ o + P,

dL
Como o/ (t) # 0, L é uma funcao diferencidvel e T [l (t)]]. Se
[la/(t)]| = 1, dizemos que « estd parametrizada pelo comprimento de
arco, entao, neste caso,

t
L(t):/ dt =t to.
to

Exercicio 2.9. Mostre que o comprimento de arco estd determinado
de forma tnica a menos de uma constante.

Exemplo 2.10. [Circulo de raio 1] Seja a curva « : [0,27) — R?
dada por
a(t) = (reos(t), rsen(t)),

cujo trago é um circulo de raio r e centro na origem (0, 0). Observemos
que,

o' (t) = (—rsen(t),rcos(t)) e a(t).o/ (t) = 0 V.
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Isto significa que o vetor tangente é perpendicular ao raio. Notemos
que o/ (t) #0, Vt € [0,27), logo podemos calcular o comprimento de
arco do circulo que é dado por

2m 27
L(a) = / o/ ()|t = / rdt — 27,
0 0

Seja o : I — R? curva com parametro ¢, podemos reparametriza-
14 aplicando outro intervalo sobre I e usando a composigao como uma
nova curva. Mais precisamente, seja h : J — [ diferenciavel, onde
J C R intervalo aberto real, entao a reparametrizacao de « é

B=aoh:J—R3 B(s)=alh(s)), h(s)=t.

, dh
E fcil verificar, usando a regra da cadeia, que 5'(s) = a’(h(s)).#.
s

Teorema 2.11. Toda curva regular pode ser reparametrizada para
obter velocidade unitaria.

Demonstragao: Seja a uma curva regular definida em I. O com-
primento de arco é definido por

s(t) = / o ()|,

=a
pelo teorema fundamental do célculo temos que
ds ,
— =||a'(¢)|| > 0.
=l o)l
Usando o teorema do valor médio, segue que s é estritamente cres-
cente em I. Portanto, é injetiva. Logo, s tem inversa na sua imagem,

a qual denotaremos por ¢(s) e suas respectivas derivadas estao rela-
cionadas da seguinte forma

dt 1
25 =TT

Seja B(s) = a(t(s)). Entao

15(5)] = o ()| T (5)] = 1.

> 0.
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No caso discreto, o comprimento de uma curva poligonal é ape-
nas a soma dos comprimentos de cada segmento da curva poligonal
[(2i(t:), yi (), Xip1(tig1), Yit1(ti+1))]. De fato, isso corresponde a
defini¢ao inicial dada por Riemann do comprimento de arco de uma
curva nao discreta convexa é o supremo dos comprimentos de todas
as curvas poligonais inscritas nela.

2.4 Vetor Tangente; Vetor Normal

Caso paramétrico

Seja a : I — R? curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Vamos denotar por t(s) o vetor tangente o/(s), ou seja, t : I — R?
é um vetor diferencidvel e ||t|| = 1. Existem somente dois vetores
ortogonais a t. Definimos entdao n(s) = Jt(s), onde J : R? - R? é a
rotacao de 90 graus no sentido anti-horario. O vetor n(s) é chamado
de normal da curva a(s) em s. Com esta escolha temos n : I — R? é
diferencidvel e satisfaz

[In(s) || =1, (t(s),n(s)) =0 e det(t(s),n(s)) =1,Vs € I.

Figura 2.8: Vetores tangentes e normais.

Caso implicito

Ja no caso da curva C ser definida implicitamente, ou seja, a curva é
dada por C = {(z,y) € R?; f(x,y) = ¢}, temos que a principal ideia
para encontrarmos estes elementos geométricos € usarmos o teorema
da fungao implicita o qual garante que localmente a curva pode ser
vista como um grafico e a partir dai utilizar o caso de curvas pa-
ramétricas para obter essas propriedades.
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Vamos admitir que o vetor gradiente Vf = (f., fy) é nao-nulo.
Podemos supor sem perda de generalidade que f, # 0, entdo existe
um intervalo aberto J C R e uma funcao g : J — R tal que a curva
localmente é dada como um grafico {(z,g(z));z € J}. Agora, pela
parte inicial sabemos como calcular os vetores tangentes e normais
no caso paramétrico, ou seja, temos as formulas dos elementos t e n.
Por um lado, observemos que tais férmulas sao dadas em fungao de
g, mais precisamente

t o= (1+g9)7 (1 90),

n (1+92)""*(~gs, 1),

que apenas sabemos sua existéncia e nao a conhecemos. Por outro
lado, sabemos calcular as relacgoes entre as derivadas de f e g. Logo,

t = (24172 —fo)
n = (f2+ 1272 (far fy)-

2.5 Curvatura

A curvatura indica o quanto a curva muda a dire¢ao. Podemos expres-
sar essa direcdo como uma base positiva de R? a partir de elementos
geométricos da curva.

Caso paramétrico

Uma maneira de medir como o trago se curva é observar como a base
{t(s),n(s)} associada a cada ponto varia quando nos movemos ao
longo da curva. Esta mudanca pode ser controlada pelo significado
das derivadas de t'(s) e n’(s) . Diferenciando as expressoes

[t11* = [[n]]* = L e (t(s) ,n(s)) =0,

obtemos
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Portanto, o vetor t'(s) estd na diregdo de n(s), isto é, existe uma
fungao diferencidvel x : I — R?, tal que t'(s) = x(s)n(s) ou ainda
k(s) = (t'(s),n(s)). O ntimero real k(s) é chamado de curvatura da
curva a em s € . Entao, temos

t'(s) = k(s)n(s) en'(s) = —r(s)t(s).

Notemos que [k(s) | = ||t'(s) || = ||@”(s) || que é o valor absoluto
da aceleragao da curva a. Como ||o/(s) || = 1,Vs € I, esta aceleragao
é centripeta e nao tangencial. Por outro lado,

K(s) = (t'(s),n(s)) = (a"(s), Jd/(s)) = det(a'(s) ,a"(s)),

e entdo o sinal de (s) informa sobre a orientagdo da base formada
pelo vetor velocidade e a aceleragdo da curva. Isto é, se x(s) > 0
entdo a curva muda sua diregio no sentido anti-hordrio e se x(s) < 0
no sentido horério.

Itabaiana

Pontode | _
Inflexdo

Aracaju

Figura 2.9: Sinais da curvatura.

Uma forma simples de ver o que acabamos de falar é o seguinte,
suponhamos que estamos viajando de Itabaiana para Aracaju pela
BR — 235 que a representaremos pela curva C, fixemos um sentido
no qual a curva C' é percorrida, neste caso dizemos que a curva é
orientada, entao podemos colocar um sinal na curvatura para indicar
se estamos virando a direita (—) ou & esquerda (+) (ver Figura 2.9).
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Podemos ainda dar outra interpretacao geométrica para a curva-
tura da curva C. Seja P um ponto em C e seja r a reta tangente da
curva em P, existe um circulo que é tangente a reta tangente em P e
que melhor aproxima a curva tal circulo chamamos de circulo oscula-
dor, a curvatura nesse ponto é dada como o inverso do raio, ou seja,
quanto maior o raio do circulo no ponto P menor sera a curvatura
nesse ponto.

Exemplo 2.12 (Circulo). Seja « : [0, 27] — R? uma parametrizagao
do circulo dado por

alt) = c—l—r(cos(i) senC))

cujo centro é o ponto ¢ € R? e raio r > 0. Se tomarmos tg = 0, temos

s(t) = /0 & (u) ||du = rt,t € (0,27].

Reparametrizamos « por 3(s) = ¢+ T(cos(f) ,sen(f)) , dai

0 = 0= () ()
1510 (o) o).

entdo k(s) =1/r,Vs € R.

=
—~

&3
=

I

Exercicio 2.13. Seja a : I — R? uma curva regular definida por
a(t) =(x(t),y(t)), ndo necessariamente parametrizada pelo compri-
mento de arco. Mostre que a curvatura de o em ¢t € I é dada por

2'(8)y"(t) —2"() y'(t)
(27 + y’2)3

R =

Exercicio 2.14. Seja a elipse definida por «a(t) = (acos(t) , bsen(t)),
3/2

com ¢t € I C R. Mostre que k = ab/(a?sen?(t) + b*cos*(t))
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Caso implicito

No caso em que a curva é definida por uma fungdo f(x,y) = ¢
implicita, vimos que localmente ela pode ser vista como um grafico
{z € J;(z,g9(x))}, entdo nesse caso o nosso trabalho reduz a utilizar
0 caso paramétrico e obter a curvatura em funcao de g. Utilizando os
resultados das relagoes das derivadas das fungoes f e de g, temos

7fa?:bfz2 - Qfmyfmfy + fyyfg%
(f2+ )32 '

Exercicio 2.15. Considere o circulo de raio r dado pela seguinte
fungdo f(z,y) = 22 + y? — 2. Mostre que

t=r"'y,—2), n=r""(z,y), k=r"".

2.6 Formula de Minkowski

a(u,s)

a(u)

Figura 2.10: Variacao da curva.

Seja « : (a,b) — R? curva, fechada, convexa, parametrizada pelo
comprimento de arco e seja

Plu,t) = a(u) + tn(u),

variagao de «, onde ¢ € [0,T], n é o vetor normal de «.
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Como
P, = oay+tng =ay+ sdn.o, = a, — tha, = (1 — th)ay,,
Pt = n,

temos que P, x P; = (1 —tk)ay, X n, logo || Py x Pi|| = (1 — tk)||aul|,
onde k é a curvatura da curva «. Dali,

b T
|By| = |B|+/ / (1 — tk)||awy||dsdu
v=a J0
T2 b
|B| +TL(a) — 7/ kdu,

a

onde L(«a) é o comprimento da curva «, B é a regiao interna limitada
pela curva « e |B| é a drea da regido B.

2.7 Discussao

Nesse capitulo vimos as primeiras ilustracoes dos problemas de mu-
danca de contexto de modelagem. Enquanto o cdlculo de invariantes
diferenciais é facilmente expresso nas curvas paramétricas, ndo tem
equivalentes diretos no caso discreto. Uma opgao é recorrer a apro-
ximagao, seja por curvas discretas polinomiais onde as derivadas sao
definidas por manipulagao algébrica no computador, seja passando
pelo caso implicito, expressando as derivadas através do teorema da
funcdo implicita e estimando-as por aproximacao numeérica.

Outra opgao consiste em usar a geometria do modelo de curvas
implicitas. No caso, as derivadas sao nulas ao longo de cada segmento
do poligono, e nao definidas nos seus vértices. Podemos interpretar
isso como curvas onde o comprimento esta “concentrado” nas arestas,
e a curvatura é concentrada nos vértices, separando os invariantes por
tipo: invariantes envolvendo uma derivada nos elementos de dimensao
1 (segmentos de reta), e invariantes envolvendo duas derivadas nos
elementos de dimensdo 0 (um vértice é equivalente a uma bola em
RY = {0}). Essa observacio sobre as dimensoes esta na base dos
estimadores atuais, usando cédlculo exterior (formas diferenciais) no

caso discreto [CSMO03, TLHDO03].







Capitulo 3

Geometria Euclidiana:
Superficies

Este capitulo tem por objetivo estudar superficie regular e a partir
da sua definigdo obtermos as propriedades geométricas como plano
tangente, vetor normal e curvaturas os quais sao fundamentais para
dar continuidade no nosso trabalho. Além disso, falaremos também
de algumas possibilidades de mudanca de ponto de vista geométrico.
A principal referéncia que utilizamos ao longo deste capitulo foi o
livro do Manfredo [DC76].

3.1 Modelos Euclidianos de Superficies

Vemos exemplos de superficies todos os dias, como pneus, baloes,
bolas de futebol, latas, por exemplo. Uma superficie regular em R? é
obtida tomando pedagos do plano, deformando-os e colando-os entre
si de tal forma que a figura resultante nao tenha pontas, arestas ou
auto-intersecoes.

3.1.1 Superficie Paramétrica Regular

A definigao seguinte descreve a propriedade mencinada acima de uma
maneira mais formal.
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Definicao 3.1. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular
se, para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R?® e uma
aplicacio o : U — V NS de um aberto U de R? sobre V N S tal que

1. o é diferencidvel.

2. ¢ é um homeomorfismo. Como o é continua pela condigao 1,
isto significa que o tem inversa o ~1': VNS — U que é continua.

3. Para todo p € U a diferencial do,, : R? — R3 ¢ injetiva.

(x(wv)y(uv),z(wv))

Figura 3.1: Definicao de superficie.

Escrevendo o em coordenadas, o(u,v)={z(u,w),y(u,v), z(u,0)},
podemos dizer que o é diferenciavel é equivalente a dizer que as
fungoes z,y e z sao diferencidveis.

A 1ltima condicao da defini¢ao equivale a oy X oy # 0, ou seja,
os vetores oy = g—z e oy = % sao linearmente independentes.

A aplicagdo o é chamada de parametrizagio em p. Ela tem o
mesmo papel que a parametrizagao da curva « para superficies, porém
a expressao de o pode variar de regiao para regiao permitindo mais
tipos de superficies. A vizinhanca V' NS de p é chamada vizinhanga
coordenada e as variaveis u, v sdo denominadas coordenadas locais de

S.

Exemplo 3.2. Consideremos a esfera unitaria dada por
8% ={(z,y,2) e R’ 2® +y* + 2% = 1}.

Afirmamos que $? é uma superficie regular.
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De fato, seja a aplicacao x1 = (z,y,/1 — (22 +9?)), (z,y) € U,
onde R? = {(z,9,2) € R3/2 =0} e U = {(z,y) € R?, (2% + y*> < 1)}.
Vamos verificar as condigoes da definigao.

1. Como 22 + y? < 1, a funcdo /1 — (22 +42) tem derivadas

parciais continuas de todas as ordens em U.

2. Verifica-se, facilmente, que x; é bijetiva e que xfl é a restricao
da projecao continua I(x, y, 2) = (x,y) ao conjunto x1(U). As-
sim, 27! é continua em z(U).

I(z,y)

o(u,v) L

Agora vamos definir outras parametrizacoes para cobrir a esfera
toda. Seja x5 : U C R? — R3 dada por

X2 = (xay7 1- (1‘2 =+ yg))v (J),y) el.

Como no caso anterior mostra-se que xs é uma parametrizagao e além
disso, x1(U) Ux2(U) cobre a esfera menos o equador

{(z,y,z e R% 2% +y* =1,2=0)}.

Utilizamos os planos xz e zy, definimos as seguintes parame-
trizagoes:

(2,11 — (22 + 22), 2),
= (z,—/1— (22 +22),2),
(V1= (¥ +2%),y,2),
= (V1= +2%).y.2),

que junto com x; U Xy cobre toda a esfera.

Exercicio 3.3. Seja U C R? um conjunto aberto e seja f : U — R
aplicagao diferenciavel. O grdfico de f é o seguinte conjunto

S = {(I’yv'z) € R3|(1‘,y) el,z= f(x,y)}

Mostre que o grafico é uma superficie regular.
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Mudanca de parametros

A definicao analitica de uma aplicacao f : S — R definida sobre uma
superficie regular é delicada. Uma forma natural de pensarmos sobre
o seu significado seria escolher para cada p € S uma parametrizagao.
O problema é que tal ponto pode pertencer a duas ou mais parame-
trizagoes e é necessario garantir que o valor de f(p) seja o mesmo
em todas. Entao, é importante mostrarmos que isso nao depende do
sistema de coordenadas escolhido. Neste sentido, podemos enunciar
o seguinte resultado

Proposicdo 3.4 (Mudanga de pardmetros). Seja p um ponto de
uma superficie regular S e sejam o : U CR? - Se7:V CR? = §
duas parametrizacoes de S tais que p € o(U) N 7(V) = W. Entao,
a mudanca de coordenadas h = o~ Yo7 : 7Y (W) — o~ }(W) é um
difeomorfismo: h é diferencidvel e tem inversa diferencidavel h~1.

Si S,

Ul UZ
R RN
Figura 3.2: Mudanca Figura 3.3: Aplicacao diferencidvel
de parametros. entre duas superficies regulares.

Definicao 3.5. Seja f : S — R uma funcao definida em um subcon-
junto aberto V' de uma superficie regular S. Entao, f é diferencidvel
em p € V se para alguma parametrizacio o : U C R? — S, com
p € o(U) CV, acomposigio foo : U C R? — R é diferencidvel em
o~ (p). A funcao f é diferencidvel em V se é diferencidvel em todos
os pontos de V.
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Exemplo 3.6. O quadrado da distancia a um ponto fixo py € R3
é dada por f(p) = ||p — pol|?>, p € S. Notemos que f é uma fungao
diferenciavel.

Definigao 3.7. Sejam Sie Sy duas superficies regulares. Dizemos
que uma aplicagao ¢ : V3 C S1 — Sy é diferenciavel em p € V7, se,
dadas parametrizagoes

o1:U1 CR? = Sy, 09:Uy CR? — S,,
onde p € 01(U;) e ¢(01) C 02(Us), a aplicacdo
02_10¢001:U1 — Uy

é diferenciavel em o171 (p).

3.1.2 Superficie Implicita

Definicao 3.8. Seja U C R3 um conjunto aberto e seja f : U — R
aplicagao diferenciavel e seja a € R. Dizemos que a é um valor
regular de f se, para cada p € U com f(p) = a, temos (df), # 0, ou
equivalentemente, V f(p) # 0.

O préximo resultado mostra que a pré-imagem de um valor regular
é uma superficie regular.

Proposigao 3.9. Seja a € R um valor regular de uma funcao dife-
renciavel, onde U é um conjunto aberto de R®. Se S = f~!(a) é um
conjunto nao-vazio, entdo S é uma superficie.

Demonstragao: Basta utilizar o teorema da fungao implicita e o
fato que todo grafico é uma superficie regular. O

Exemplo 3.10. O elipséide ‘Z—z +g—z+ i—z = 1 é uma superficie regular.
De fato, é o conjunto f~1(0), onde

2 2 2
oty z
f(%yaz)—?‘*‘bfg‘f'cj—l
é uma fungao diferencidvel e 0 é um valor regular da fungao f, pois,
fo=2z/a? f, = 2y/b? f. = 2z/c* se anulam simultaneamente ape-
nas no ponto (0,0,0), que nao pertence a f~1(0). Em particular, te-
mos que a esfera é uma superficie regular, basta tomar a = b =c=1.
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Exercicio 3.11. Mostre que o paraboléide z = 22 + y? é uma su-
perficie regular.

Exemplo 3.12. Seja ¢ : R? — R? dada por ¢(z,vy,2) = (za, yb, zc),
onde a, b e ¢ sao niimeros reais nao-nulos. Temos que ¢ é diferencidvel

e que a restri¢ao ¢| € uma aplicacao da esfera
S2

S% = {(x,y,2) e R®/a? +y? + 22 =1}

sobre o elipsdide
22y 2
EQZ{(x,y7Z)€R3/F+b—2+C—2=1}.

3.1.3 Complexos Simpliciais

Esta subsegao introduz representagoes e mecanismos de geometria
discreta para expressar superficies de forma global. De uma certa
forma, esses mecanismos criam uma base para mudancas de para-
metros entre as regides onde pode-se aplicar o teorema da fungao
implicita. Para isto, introduzimos representacoes de superficies dis-
cretas em malhas triangulares, e mecanismos de gerar essas repre-
sentagoes a partir de um sinal discreto.

O estudo global das superficies requer frequentemente, até na Ge-
ometria Diferencial, abordagens menos fundamentadas no calculo e
mais nos processos construtivos. No caso discreto, as construgoes sao
expressas como algoritmos para adaptar-se ao computador.

Figura 3.4: Um complexo celular com vértices, arestas e faces.
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Complexo celular

A representacao discreta usual de superficies é similar a definigao de
superficie regular (segao 3.1): colando pedagos de reta ou de plano,
eventualmente deformados. A diferenca é que cada um dos pedacos
nao se recobrem, mas sao postos lado a lado, colados pela fronteira
deles. Cada pedago é chamado de célula, tendo dimensao 0, 1 ou 2 se
corresponder a um ponto, um pedago de reta ou um pedago de plano
deformado.

Definigao 3.13 (Célula). [LW69] Uma célula T de dimensao d é a
imagem de um aberto limitado U de R? por uma aplicacio ¢ bijetiva,
continua, de inversa continua e estendivel ao bordo de U. O bordo de
T é a imagem do bordo de U por ¢.

A aplicacdo ¢ modela a deformacao de cada pedaco T. A su-
perficie discreta é um conjunto de tais células justapostas, coladas no
bordo delas (ver Figura 3.4). O bordo comum a duas células tem que
ser uma célula de dimensao menor, a saber

Definicao 3.14 (Complexo celular). Um complezo celular C é um
conjunto de células disjuntas tais que o bordo de uma célula seja a
uniao de células de dimensao menores.

LD

Complexo simplicial Casos invalidos

Figura 3.5: Um complexo simplicial e casos nao validos

Complexo simplicial

Essa defini¢ao de complexo celular (finito mergulhado) permite repre-
sentar a grande maioria das superficies diferenciais de forma exata.
Porém, apesar de discreta, esta representacao nem sempre pode ser
usada no computador, principalmente por causa da deformagao ¢ e
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da eventual complexidade do bordo. Por isso é comum usar um caso
particular de complexos celulares, mais simples, chamada de comple-
zos simpliciais [BY98] (ver Figura 3.5). Neste caso, as células sdo
simplexos, que generalizam pontos, segmentos de reta, tridngulos,
tetraedros, etc.

Defini¢ao 3.15 (Simplexo). Um simplexo T' de dimensao d é o fecho
convexo de d 4+ 1 pontos em posigcao geral.

O fecho convexo é o menor conjunto convexo contendo os pontos.
Por exemplo, o fecho convexo de trés pontos no plano é o triangulo
tendo esses pontos como vértices. Os pontos precisam esta em posigao
geral (ndo tendo trés pontos alinhados, quatro pontos coplanares)
para evitar que o simplexo degenere.

Os simplexos de dimensao 0, 1 e 2 sdo respectivamente chamados
de vértices, arestas e triangulos. Observe que as faces de dimensao
d—1 de um simplexo de dimensao d sao simplexos de dimensao d—1,
pois sao os fechos convexos de d dos d + 1 pontos.

Exercicio 3.16. Verifique que um simplexo de dimensao d tem (z)
faces de dimensao k.

Propriedade de variedade local

Para um complexo simplicial corresponder a uma superficie (nio ne-
cessariamente suave), nao pode haver simplexos de dimensdo maior
ou igual a 3, nem vértices ou arestas isolados (ndo contidos no bordo
de outra célula). Cada ponto de um tridngulo verifica a propriedade
de variedade local. Para a aresta, ela pode ser considerada no meio
de um pedacgo de plano se ela pertencer exatamente ao bordo de dois
triangulos.

Esta propriedade sera fundamental para os algoritmos de Mar-
ching Cubes. Um vértice verifica a propriedade de variedade local se
a uniao das arestas e dos triangulos em volta dele é conexa. Neste
caso, chamamos o complexo simplicial de malha triangular ou de su-
perficie discreta triangulada

Exercicio 3.17. Verifique que a condig¢ao de variedade local para um
vértice é valida apenas se as arestas em volta verifiquem a condigao
de variedade local.
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3.2 Mudanca de Contextos

Implicito para paramétrico

Introduzimos na secao anterior as definigoes de superficies regula-
res e discreta em R3. Um resultado fundamental para o estudo de
superficies implicitas é o Teorema da Funcao Implicita, a saber

Teorema 3.18. [Teorema da Funcdo Implicita] Sejam U C R?® um
aberto, p = (x0,¥0,20) € U,a € Reseja f : U — R fungao dife-
rencidvel. Suponhamos que f(p) = a e f,(p) # 0. Entao existem
uma vizinhanca V' de (z9, o) em R? e uma vizinhanga W de zg em
R tal que V x W C U e uma funcgao diferenciavel g : V. — W com
9(o,Yo) = 2o tal que:

{p eV xWI[f(p) =a} ={(z,y,9(z,y)) € R®|(z,y) € U}.

Em outras palavras, se f,(p) # 0, podemos utilizar a equagao
f(z,y,z) = a para expressar z como uma fun¢do de = e y, em uma
certa vizinhanga de p. Isto possibilita ver uma superficie implicita
regular localmente como um grafico, ou seja, como uma superficie
paramétrica. Notemos que nao conhecemos a fungao g do teorema
da funcao implicita, mas podemos relacionar as derivadas da funcao
f com as da g,

golw,y) = —fj;g’),

gy(x,y) = fyf(f),

Gral2,y) = —J;fj+2fz§w_fz;§ﬁ’ -
Gay(T,y) = _% +fyzfgpj;fyfm_ fy;Sf
Gyy(@,y) = —%+2%_fz;§y2,

onde as derivadas de f sao calculadas em p.
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Estas expressoes sdo bastante uteis quando formos encontrar as
propriedades geométricas de superficies implicitas.

Se quisermos passar do contexto de superficies implicitas para o
caso discreto uma ferramenta muito conhecida é o algoritmo Marching
Cubes que percorre as amostras da grade e gera uma triangulacao
local da superficie. Para isso, é necessario o estudo das fungoes mul-
tilineares por partes, pois o algoritmo Marching Cubes [LC87] usa a
interpolagao trilinear.

Implicito continuo para discreto

Podemos construir uma representacao discreta de superficie a par-
tir de um sinal discreto gl[¢, j, k] passa por interpolar o sinal g por
uma funcdo continua (ou suave) f, e considerar a superficie implicita
definida por f. Veremos interpolagao, chamada de multilinear, que
gera uma fungao f continua (além de C'*° por partes), e permite uma
construcao direta da superficie discreta no computador.

Interpolagdo trilinear por partes Seja g[i, j, k] sinal tridimensi-
onal. A interpolagao local no cubo f; j 1 : [0,1]x[0,1] x[0,1] — R tem
que respeitar as restrigoes { f; ;. x (0w, 0v, 0w) = g[i + 0y, J + 0p, k + 04]
para oy € {0,1}.

A interpolaggo trilinear por partes é obtida definindo f; ; como
a Unica cubica que respeite as restrigoes acima

Fralwv,w) = (1= w)(1—0)(1—w)y g[ i , § , k|
+ u (1—1})(1—10) g[i+1’ .] ) k ]
+(1-w) v (Q1-w)gl i ,J+1, k]
+ u v (I—-w)gli+1lji+1, k |
F-wi-v) w gl K+
+ u (1—’1)) w g[i+17 J 7k+1]
+(1-u) v w o -g[ i j+1LEk+1]
+ u v w -gli+1lj+1k+1]

Essa interpolagao conserva a propriedade de ser bilinear em qual-
quer plano paralelo aos eixos, e linear em qualquer reta paralela a
um eixo, garantindo a continuidade da interpolagao e a simplicidade
da solugao ao longo das arestas de cada cubo (ver Figura 3.6).
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P8

Ps

P6

P4

P1 1 P2

Figura 3.6: Interpolagao trilinear dentro de um cubo pode ser feita
por combinacoes de varias interpolagoes lineares ao longo dos eixos.

O algoritmo Marching Cubes Com isso podemos explicar como
é feita a geragdo de triangulos no Marching Cubes. Supondo que
gli,j, k] # 0, entdo temos no mdximo um vértice por aresta. Con-
siderando um cubo por vez, temos que gerar triangulos ligando os
vértices, com as restrigoes de gerar uma malha triangular valida. Em
particular, os tridngulos nao podem se intersectar, e eles tem que se
justapor corretamente com os tridngulos vizinhos.

Existem casos simples, por exemplo, quando um canto do cubo
tem valor de g positivo e todos os outros negativos. Neste caso, exis-
tem trés arestas do cubo saindo do canto positivo, indo para cantos
negativos, portanto apenas trés arestas do cubo vao ter vértices. Com
apenas trés vértices, dd para criar apenas um triangulo e o caso esté
resolvido (ver Figura 3.7).

Pode-se dividir cada cubo em tetraedros e usar interpolacao ba-
ricéntrica, o que gera apenas 3 casos distintos [Blo94, Vel96]. Porém,
a topologia da superficie gerada nao depende mais apenas do sinal
discreto g mas também da escolha (arbitraria) da decomposigao dos
cubos em tetraedros.
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1} -E] 1}
1 o -

Figura 3.7: Casos bésicos do algoritmo Marching Cubes.
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—
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L] br L]

No caso que uma fungao diferencidvel g tiver originada o sinal
g (gli,j, k] = g(i-dx,j - 0y, k - 6z)) e que g for conhecida, pode-
se também refinar o reticulado até que em cada cubo a topologia
da superficie seja simples [vGW94, LOdF02, PLLAF06]. Em teoria,
este procedimento pode gerar um reticulado infinitamente denso (por
exemplo numa superficie com uma alga arbitrariamente pequena), o
que nao é viavel no computador. Porém, com técnicas de aritmética
exata, é possivel isolar estes casos (ver Figura 3.8).

/]

A ,;.x\
W‘r %\7‘\
& =
{ w7
TR -
'v \" i w”
AN ‘m

<
AW

Figura 3.8: Reticulado adaptado para garantir a topologia do resul-
tado: as partes vermelhas indicam regioes nao validadas.
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3.3 Plano Tangente; Vetor Normal

Nesta se¢ao vamos definir plano tangente e o vetor normal em uma
superficie regular.

|

m
o
m

B’(0)

Figura 3.9: Plano tangente.

3.3.1 Plano Tangente

Podemos também considerar curvas desenhadas sobre a superficie S.
Mostraremos que, para cada p € S, o conjunto de vetores tangentes
as curvas parametrizadas de .S, passando por p, constituem um plano,
o qual denotaremos por T,,S (plano tangente a superficie em p).

Caso paramétrico

Definicao 3.19. Uma curva parametrizada o : I C R — R3 é uma
aplicagao diferenciavel a(t) = (x(t),y(t),2(t)). Uma curva o é de-
senhada sobre S se para todo t € I, existem fungoes u(t), v(t) dife-
rencidveis, tais que a(t) = o(u(t), v(t)).

Definigao 3.20. Fixado (ug,vo) € U C R?, as curvas
at) = o(u(t),vo),
pt) = o(uo,v(t)),

sao chamadas as curvas coordenadas de o em (ug,vo) € U.
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Proposicao 3.21. Sejao : U C R? — S uma parametrizacio de uma
superficie regular S e seja ¢ € U. O subespaco vetorial de dimensao
2, do,(R?*) C R3 coincide com o conjunto de vetores tangentes a
curvas desenhadas sobre S passando em p.

Demonstracao: A demonstragao é deixada como exercicio, mas a
ideia estd na figura 3.9.
O

O plano tangente de S em p pode também ser visto como
T,(S) = {v, v é tangente a S em p}.

As coordenadas de um vetor w € 7},S na base associada a ¢ sao
determinadas da seguinte forma. Seja § : (—€,€) — U uma curva
em U dada por 8(t) = (u(t),v(t)) e seja a(—¢,e) — S definida por
a(t) = oo fB(t), com B(0) = g = o~ 1(p). Entao

d
%(005)

= ou(Q)u'(0) + ov(q)v'(0).

Assim, na base {ou(q),0v(¢)} w tem coordenadas u'(0), v'(0).

Vale notar que a nogao de plano tangente é transportada (preser-
vada) por aplicagoes diferencidveis. Sejam S; e Sy duas superficies
regulares e seja ¢ : V C 57 — Ss aplicagao diferencidvel. Seja p € V|
sabemos que todo vetor v € T,,S1 é o vetor velocidade o’ (0) de uma
curva diferencidvel v : (—¢,¢) — V com «(0) =p. A curva 8 =¢do«
é tal que B(0) = ¢(p) e, portanto, B'(0) é um vetor tangente em
Ty (p) Sa.

a/(0)

Exercicio 3.22. Dado w, como acima, mostre que o vetor 3'(0) néo
depende da escolha de « e que a aplicagao dgy, : TpS1 — Ty(p)S2
definida por d¢,(w) = 4(0) € linear.

Caso implicito

Suponhamos que a superficie S seja dada por uma funcao implicita
diferencidvel f : R3 — R tal que a seja um valor regular de f e
S = f~Y(a), entao o plano tangente da superficie é dado por

T,S = ker((df), : R* - R),¥p € S.
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De fato, se v € T,,S, entéo existe uma curva a : (—e¢,€) — S tal que
a(0) = p e &/(0) = v. Portanto, (f o «)(t) = a,Vt, e por diferenciagéo
emt =0,

(df)p(v) = (f 0 a)’(0) = 0.

Portanto, v pertence ao nicleo de (df),. Como T,S e ker((df),) sao
subespagos lineares de dimensao dois e um esta contido no outro,
temos o resultado.

3.3.2 Vetor Normal

Suponhamos inicialmente que a superficie regular S seja paramétrica,
entdo podemos escolher para cada p € o(U), um vetor normal unité-
rio, dado por

Ou X Oy

N(p) (p), p€ o(U).

B l|ou x ovl|

O vetor N(p) é chamado vetor normal & superficie em p.

Figura 3.10: Vetor normal.
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Se S = f~1(a), onde a é um valor regular de f : R® — R, afir-
mamos que o espago tangente a superficie S no ponto p é o comple-
mentar ortogonal da reta gerada V f(p). De fato, seja v € T,,S, entdo
existe uma curva « : (—¢,€) — S tal que a(0) = p e o/(0) = v, logo
foa(t) =a, o que implica

(VF(p),d/(0)) = (f 0 )'(0) =0,

o que mostra que Vf(p) é ortogonal a T,S. Isto quer dizer que o
vetor normal em p é
_ Vi)

VAl

N(p)

3.4 Primeira Forma Fundamental

Nesta se¢ao, estudaremos a primeira forma fundamental que permite
medir a area de regides e o comprimento de curvas em superficies.

O produto interno de R?> O S induz em cada plano tangente
T,S de uma superficie regular S um produto interno, indicado por
(,):Tp8 xT,S — R, que associa um nimero real a cada par de
vetores (wy,wz) € (T,59)%. A este produto interno, que é uma forma
bilinear simétrica, corresponde uma forma quadrética I, : 7,5 — R
dada por I,(w) = (w,w), = |w|? > 0.

Definigao 3.23. A forma quadratica I, : 7,5 — R é chamada de
primeira forma fundamental da superficie S C R® em p € S.

Caso paramétrico

Vamos expressar I, em termos da base {oy,0v} de T,S. Seja w €
T,S, entdo existe uma curva diferencidvel o : (—e¢,€) — S dada por
a(t) = o(u(t),v(t)) tal que a(0) = p = o(ug,vo) e &’ (0) = w. Obte-
mos os coeficientes da primeira forma fundamental

I,(a'(0)) = (a'(0),a'(0)),
= (ogu' + oy, ouu + o),

2 2
= {ou, Ou)pt’” + 2{(0u, 0v)pu'v" + (oy, oy )0

- Eu* + 2Fu'v + G2,
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Os valores das fungbes na expressao anterior sao calculadas em ¢t = 0
e os coeficientes

E(uo,v0) = (Ou,0u), F(uo,v0) = (0u,0v) € G(uo,v0) = (ov,0v)

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {0y, oy}
de T},S. Fazendo p variar na vizinhanga coordenada correspondente
a o(u,v), obtemos que as fungoes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) sao dife-
renciaveis nessa vizinhanca.

Exemplo 3.24. Seja P C R? um plano passando por py = (0, Yo, 20)
e contendo os vetores ortonormais w; e ws. Entao uma parame-
trizagao para P é

o(u,v) = po + uwi + vws. (3.2)

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao, para esse plano
E=1 F=0eG=1.

Exercicio 3.25. Considere a esfera S?(r) centrada na origem e de
raio r > 0. Sejam V = {(0,¢);0 < <m,0<p<2r}eoc:V — R3
dada por

o(0,¢) =(rsenbcoso, rsenfsend, rcosd) .

Mostre que o é uma parametrizagao para S?(r), e que os coeficientes
da primeira forma fundamental sao

E=7r% F=0 e G=r2sen®0.

Caso implicito

Consideremos a superficie S = {(z,y,2) € R®/f(z,y,2) = 0}, onde
f é uma fungdo suave. Seja p € S tal que V f(p) # 0, entdo podemos
supor, sem perda de generalidade, que f.(p) # 0. Isso implica, pelo
teorema da funcao implicita, que existe uma funcao suave g : U C
R? — R tal que a equacdo z = g(r,y) descreve a superficie S em
uma vizinhanga de p, V},, ou seja, nessa vizinhanca S é parametrizada
como um grafico G = {(z,y,9(z,v))/(x,y) € U}. Os coeficientes da
primeira forma fundamental no ponto p = (z,y, g(x,y)) sdo

L2+

122 "

2 2
L f+2fy |

E =

)

Iz
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3.4.1 Comprimento de Curva na Superficie

Agora mostraremos como a primeira forma fundamental esta relaci-
onada com o comprimento de arco de curvas. Sejaa:J C R — S
curva parametrizada, vimos que o comprimento de arco é

s = [ Nloa = [ V@mar

Se a(t) = o(u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanca coorde-
nada correspondente & parametrizacao o(u,v), podemos calcular o
comprimento de arco de a entre a <t < b por

b
s(t) = / VE(W)? 4+ 2Fu'v' + Gv2dt.

3.4.2 Area de uma Regiao em uma Superficie

Nesta subsecao, mostraremos a relagao entre os coeficientes da pri-
meira forma fundamental e a drea de uma regiao em uma superficie.
Seja o : U € R?> — S uma parametrizacdo da superficie S. A

fungao
[low X ov|]| = VEG — F?

representa a area do paralelogramo de lados oy, e oy. Integrando este
elemento de area sobre a regiao de um plano que define a superficie
temos a area da superficie.

Definicao 3.26. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie

regular contida na imagem da parametrizacio o : U C R? — S.
Entao a drea de R é dada por

A(R) = // o o | dudy -
o~ 1(R)

Exercicio 3.27. Mostre que A(R) nao depende da escolha da para-
metrizacao.
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3.5 Segunda Forma Fundamental

Estudaremos a segunda forma fundamental a qual permitira introdu-
zir as curvaturas Gaussiana e média, estas dao informacoes sobre o
comportamento local da superficie.

3.5.1 Aplicagcao Normal de Gauss

A seguir, vamos estudar a aplicacao normal de Gauss. A variacgao
desta d4& origem ao conceito de curvatura.

Caso paramétrico

Seja o : U C R? — S uma parametrizacio da superficie regular S.

A aplicacio N : o(U) — S? que toma seus valores na esfera
unitdria S? = {(z,y, 2) € R3/2% + y? + 22 = 1} é chamada aplicagdo
normal de Gauss.

N(p)

Figura 3.11: A aplicagdo de Gauss.

A sua derivada dN,, : T,S — Tn()S ¢ uma aplicacao linear.
Como T},S e T (p)S sdo paralelos (perpendiculares & mesma normal)
podemos identifica-los, assim

dN,, : T,,S — T,S.
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Exemplo 3.28. Seja P = {(z,y,2) € R®/ax + by + cz +d = 0} um
plano. O vetor normal em p € P é dado por

1
N=——(a,b0)
va?+b% +c?

e é constante, logo dN, = 0.

Exercicio 3.29. Mostre que a aplicacao dN,, é auto-adjunta, isto é
(dN,v, wy = (v, dNw).

Definicao 3.30. Seja p € S e seja dN, : 1,5 — T,S a diferencial
da aplicacao de Gauss. O determinante de dN,, é chamado curvatura
Gaussiana K de S em p. A metade do trago de dN,, é chamado de
curvatura média H de S em p.

Definicao 3.31. A forma quadrética ZZ,, : T),S x 1,5 — R, definida
em 1,5 por
Zp(v) = =(dNy(v),v)

é chamada segunda forma fundamental de .S em p.

Vamos escrever a expressao da segunda forma fundamental na
base {0, ov}. Seja a(t) = o(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em
S, com ¢(0) = p. O vetor tangente a a(t) em p é o/(t) = oyu’ + oyt
e a diferencial da aplicacao de Gauss

dN(o/) = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + Nyov' .

Portanto,
Ep(a/) = _<de(O/)7 O/>
= —(N,u' + N, ouu + oyv’)
_ eu/2+2fu'v’+gv'2,
onde

e=—(Ny,o0u), f=—(N,,ou) e g=—(N,,0y).

Os coeficientes e, f e g sao chamados coeficientes da segunda forma
fundamental.
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Caso implicito

Notemos que os coeficientes e, f e g foram determinados a partir
da parametrizagao o de S. Podemos determiné-los no caso em que a
superficie ¢ dada por uma func¢ao implicita S = f~!(a). Isto segue
diretamente do teorema da fungao implicita, pois localmente a su-
perficie S é vista como um gréfico G = {(z,y,9(z,y))/(z,y) € U} e
usando as equagoes (3.1) obtemos

_fxxfz2 - 2f:czfxfz + fzzf:vQ o det(Al)

= N zx)) = = ’
(& < 7(07079 )> fZQ\/m fg‘vf‘
2
f _ <N, (anygxy» _ _f:ryfz - fzfysz - fzfyfzz + fyfzzfa:
fz2\/ f22+fz2+fy2
o det(Ag)
IV
- 7_fyyf22*2fyzfyfz+fzzfy2 o det(Al%)
g - <N7 (Oyoagyy» - fz2\/m - f22|vf|7
onde
A1: fwzfzzfz ; A2: fa:zfzzfz 6A3: fyzfzzfz
Jo f2 0 fo f2 0 fy 120

3.5.2 Curvatura

Daremos agora uma interpretacao geométrica da segunda forma fun-
damental.

Definicao 3.32. Seja C' uma curva regular na superficie S passando
por p € S, k a curvatura de C' em p, e cos(#) = (n,N), onde n
é o vetor normal a C' e N é o vetor normal a S em p. O nimero
Kn = kcos(f) é chamado a curvatura normal de C' C S em p.

A curvatura normal k,, é o comprimento da projecao do vetor kn
sobre o normal a superficie em p, com sinal dado pela orientagao N
de S em p.
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Figura 3.12: Curvatura normal.

A curvatura normal de C' nao depende da orientagao de C, mas
troca de sinal com uma mudanca de orientacao da superficie.

Podemos dar uma interpretacao geométrica da segunda forma fun-
damental 7Z,, utilizando a curvatura normal. De fato, seja C' C S uma
curva parametrizada pelo comprimento de arco «(s), com «(0) = p.
Se indicarmos por N(s) a restricdo do vetor normal N & curva «(s),
teremos ZZ,(a/(0)) = kn(p).

Exercicio 3.33. Com a notacao acima, prove que a segunda forma
fundamental verifica 7Z,,(a/(0)) = kn(p).

Como dN,, é uma aplicacao auto-adjunta sabemos pelo teorema
espectral que existe uma base {eq, e2} ortonormal de T,,S tal que

de(€1> = 7]43161 (& de(eg) = 7]6262.

Definicao 3.34. O méximo k; da curvatura e o minimo ko da cur-
vatura sao chamadas curvaturas principais em p; as diregoes corres-
pondentes, isto é, as direcoes dadas pelos autovalores e; e es sao
chamadas diregoes principais em p.
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Planos das \éetor |
curvaturas..__ # orma
principais

Plano

yte

Figura 3.13: Interpretacéo das curvaturas principais ((©) wikipedia).

Em termos das curvaturas principais, as curvaturas Gaussiana e
média sao, respectivamente, dadas por

1
K =kiko e H = 5(161 —|—k2)

As curvaturas principais podem ser interpretadas da seguinte ma-
neira: dado p € S, onde é definido um plano tangente e o vetor normal
N, consideramos todos os planos que passam por p e contém N. As
intersegoes destes planos com a superficie nos dao uma familia de cur-
vas, cujas curvaturas maxima e minima sao as curvaturas principais
da superficie.
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3.5.3 Calculo das Curvaturas

Vamos calcular as férmulas explicitas para as curvaturas Gaussiana
e média de uma superficie parametrizada regular, em fungao dos co-
eficientes da primeira e da segunda forma fundamental.

Caso paramétrico

Vimos na subsegao anterior que d,N : T,§ — T},S, assim podemos
escrever N, N, na base {oy,0} do plano tangente T,,S, ou seja,
existem fungdes (a; j)1<ij<2 : R — R tais que

N, = a1104+ a120v,
N, = as104 + a20y. (33)
Vamos encontrar os coeficientes a; ; em termos da base {ou,0v,N}.

Tomando o produto interno de cada uma das igualdades da ex-
pressao (3.3) por oy e oy, obtemos

(ousNy) = a11(0u, 0u) + a12{0u, ov),
(ov,Ny) = a21{0v,0u) + asa{oy,oy),
(0w, Ny) = a21{(0u,0u) + ase{oy,on), (3.4)
(0v,Ny) = a11{oy,0u) + a12{0y,0y).

Como (o4, N) =0 = (o, N), temos

<UU7Nu> = _<UuuaN>a
<Uu>Nv> = <qu7N>7
(v, Ny) = —{(opw,N).
Assim,
e = —(Ny,o4)=(N,ou),
= _<Nu70v> = <N7qu> = <N70vu> = _<Nuoav>7
g = 7<Nv70'v> = <N,Jm,>.

Vamos obter, agora, os coeficientes (a; ;)1<i j<2 em termos de
e, feg
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Usando as equacoes (3.4), segue que

—f = (Nu,0u) = a11(0u, 0v) + a12(00, 00) = a11F + a12G,
—f = (Ny,0u) = a21(0u,0u) + a22(0u,0y) = a1 E + a2 F,
—e = (Ny,04) = a11{04,04) + a12{0y,04) = a11 E + a12F,
-9 = (Ny,00) = a21(0u,00) + a22(00,00) = a21 F + a2G,

onde E = (0y,04), F = {(0y,04) € G = (0y,0,) s@o os coeficientes
da primeira forma fundamental.
Em termos de matrizes

(-3 )5 5)
[ g9 ) \laxn ax F G )

Em particular temos

(o)=-(s (5 &)
as asa ) f g F G )

Como
E F\ ' 1 G -F
F G  EG - F? —-F F ’
segue que
_ fF—eG
T EG-FY
_ gF-JG
a2 = EG—FQ,
el fE
a1 = EG _F2
[P —gFE
e

Dali, obtemos

eg — f? _ det(IZ,)

Kp) = detais) = 56— = Gaqr,) -
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Calculando a curvatura, vimos anteriormente que ki e ko satisfa-
zem

dN(v) = —k(v) = —kI(v), para algum v € T,S — {0},

onde I : T, — 1,5 ¢é a aplicacao identidade. Por definicao de
autovalores temos que a aplicagao linear dN = kI nao é invertivel.
Logo,

ann +k a2
det =0.
¢ ( ag az +k ) 0

Isto é equivalente a

k* 4+ k (a11 + aze) + (a11a22 — ayzas) =0,

tr(A) det(A)

aqui A = (a;,;)1<i j<2-
Como k; e ky sdo as raizes da equag@o acima, obtemos

ki + ko 1 _leG—ZfF—i-gE

H = —— A:
2 LA At Sy e gy o

Exemplo 3.35 (Plano). Vimos anteriormente que dN = 0. Logo,
K=H=0.

Exemplo 3.36 (Esfera). Consideremos a parametrizagdo definida
no exercicio 3.25. Temos que o vetor normal em cada ponto é

N = (sen(8)cos(v), sen(0)sin(v), cos(9)).
Verificamos que os coeficientes da segunda forma fundamental sao
e=-r, f=0eg=—rsen?(0).

Logo, as curvaturas Gaussiana e média, respectivamente, sdo K =
r2eH=r"1

Exercicio 3.37. Verifique os calculos do exemplo anterior.
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Caso implicito

Vimos anteriormente como calcular os coeficientes da primeira e se-
gunda formas fundamentais de uma superficie dada por uma funcao
implicita S = f~!(a) e usando as defini¢des das curvaturas Gaussiana
e média, temos que

det(A;) det(Az) — det(A,)?

b= VT
_ (fzzfyyi yZZ) f§+(72fzyfzz+2f:czfyz) fyf:c
(2+2+5)
+ 2(_fzzfyy+fxyfyz)fxfz+(fzzfzz_f:z:z2) fy2
(2+2+152)
+ 72(7fzzfry+fxzfyz)fyfz+(fxmfyy*fzyQ) fz2 ’
(f2+ 2+ £2)°

_ ! , fuf
H = N (det(Al) <1+é>2det(A2)< f;’))
1

s (detan (1+2)

(fg + I fae + (F2HT2) oy + (P24 1)) fz
2IVFP
(fofyfoytfofefortFyfatyz)
IVfI? '

+

Observagao 3.38. Notemos que ao permutarmos as variaveis x, y e
z nas expressoes de K e H obtemos o mesmo resultado. Isto decorre
da invariancia das curvaturas.
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3.5.4 Formula de Minkowski

Teorema 3.39. [Férmula de Minkwoski] Seja € um dominio no
plano e seja S uma superficie compacta, convexa parametrizada por
o(u,v) tal que S = (). Consideremos uma variagao dessa superficie
ao longo do vetor normal, isto é, o¢(u,v) = o(u,v) + tN(u,v), onde
0 <t <T. Entao,

3
Vol(Z/{):VOI(U)JrTArea(Q)sz// HdA+%// KdA,
Q Q

onde U ¢ a regido limitada por S e U é a regido limitada por S;.

Demonstragao: Seja o : U C R? — S uma parametrizacio de
S e seja oy : U x [0,T] — R? variagao da superficie S, dada por
ot(u,v) = o(u,v) + tN(u,v),

Derivando com relac¢do a u, v e t a expressao o;(u, v), obtemos

(0t)u = ou+tNy,
(O't)v = oy +tNy,
gy = N.

Como {oy, oy} forma uma base para 7,5, temos que

N, = dN(ou)=a110u + a120v,
N,

dN(O’V) = 910y + G220
Dai,
(0t)u X (0t)y = ou X oy(l+tlarn + az2))
+  t*(a11a22 — a12a21)(0y X 0y)

Vimos anteriormente que —2H = a11 + a9 € K = a11a22 — a12a91.
Logo,

(0)u % (0)e = (0w x 0v)(1 — 2H + £2K),
e usando o fato que k; < ko, obtemos

[(0e)u  (@)oll = (1= 2tH +K)||ow x oI
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Portanto,

Vol(Ud) Vol(U) + / /Q /:O||(at)u % (00)o||dudvds

T
Vol(U) + // / [low X ov||dudvds
a Ji=o
T
// / (—=2sH)||oyw X oy||dudvds
o Ji=0
T
// / (8 K)||ow X oy||dudvds
QJi=0

Vol(U) + TA(s) — T? //Q HdA+1://Q KdA.

_|_

+

3.6 Discussao

Ao longo desse capitulo estudamos superficies regulares tanto pa-
ramétricas como implicitas, notamos que o teorema da fungao im-
plicita é um resultado fundamental para obtermos as propriedades
geométricas no caso implicito a partir do caso paramétrico.

Além disso, para construir uma representacdo discreta da su-
perficie a partir de sinais discreto, vimos que o algoritmo Marching
Cubes é muito util, mas tal algoritmo apresenta casos ambiguos du-
rante a extracao da malha, de forma que nem sempre tem a topologia
correta e nem a malha converge para a superficie.

Contando que os sinais podem ser ou positivo ou negativo em cada
um dois 8 cantos do cubo, temos 28 = 256 configuracdes basicas, re-
dutiveis a 15 casos se tirar casos equivalentes por rotagao ou simetria.
Porém, se incluirmos os sub-casos para garantir que a triangulagao
corresponda com a topologia da interpolagao tri-linear, isso gera 33
casos bases derivados em mais de 730 por simetria [LLVTO03]. Esta
complexidade tornou a busca por alternativas ao Marching Cubes
original [NY06].

As abordagens detalhadas anteriormente ndo tém um formalismo
Unico: fungoes multilineares permitem criar globalmente uma su-
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perficie discreta, ja para o estudo local para estimar invariantes geral-
mente usa aproximagcao, por exemplo através de interpolacao splines.
Idealmente, usar-se-ia uma unica interpolagao para tudo, abrindo o
caminho para estudar categorias de interpolagao com as suas respec-
tivas propriedades. Esta tendéncia faz parte da pesquisa atual, mas
esta sé comecgando.

Existem ja alguns elementos simples para desenvolver teorias com
este objetivo. A abordagem mais antiga é de garantir convergéncia
das construgoes: se refinarmos infinitamente o reticulado e se o sinal g
convergir (localmente ou uniformemente) para uma funcao implicita
diferenciavel, as curvaturas calculadas por splines convergem para as
curvaturas da superficie implicita diferenciais? A topologia gerada
pelo Marching Cubes vai corresponder & topologia da superficie su-
ave? A resposta é a priori positiva, apesar de requerer por enquanto
condigoes de regularidade sobre g que nao sao necessarias no caso
diferencial [MDSB02, BCM03, MT02].

Um outro problema é a invariancia da superficie gerada. O pro-
cesso de amostragem ao longo do reticulado nao é invariante por
movimentos rigidos, pois privilegia as direcoes paralelas aos eixos.
Isto dificulta a andlise de invariantes no caso implicito discreto.

Finalmente, uma abordagem recente e promissora consiste em pre-
servar as relagoes entre a topologia e a geometria. Por exemplo, o
teorema de Gauss-Bonnet estipula que a integral da curvatura Gaussi-
ana numa superficie sem bordo é igual & 27, onde x é a caracteristica
de Euler. Isto é vélido nos complexos celulares definindo a curvatura
Gaussiana como o déficit angular em cada vértice v: 2m — > §; onde
0 s@o os angulos em v dos triangulos tendo v na fronteira [Ban67].
Porém, usando a estimativa da curvatura por splines e a caracteristica
de Euler dada pelo complexo simplicial resultando do Marching Cu-
bes com interpolagao trilinear, esta relagao nao vale mais. Pode assim
servir de critério para construir uma teoria de interpolagao mais co-
erente.



Capitulo 4

Geometria Afim:
Curvas

Neste capitulo veremos as propriedades geométricas invariantes por
transformagoes afins em curvas, a saber os vetores tangente e normal
e a curvatura.

4.1 Invariancia Afim

Na geometria Euclidiana, as propriedades geométricas como veto-
res tangente e normal em curvas sao covariantes por isometrias, ou
seja, se aplicarmos uma isometria a curva temos que os novos vetores
tangente e normal sao dados pela isometria aplicado a curva inicial,
ja a curvatura da curva é invariante, isto é, ela nao se altera por
isometria. No entanto, tais propriedades geométricas nao sao invari-
antes por transformagoes lineares em geral. Mas, se nos limitarmos
as transformacoes lineares afins, Az, z € R?, que preservam 4reas, ou
seja, det(A) = 1, obteremos invariantes afins.

Neste sentido, queremos encontrar propriedades geométricas P
que sao invariantes por transformacoes do grupo

r € R? — Az € R?,

onde A é uma matriz satisfazendo det(A) = 1.
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Definigao 4.1. A geometria afim de curvas planas é o estudo das pro-
priedades destas curvas invariantes por esse grupo de transformacoes.

Definigao 4.2. Uma propriedade P é dita invarinante por A se
P(A(p)) = P(p), para todo p € C, onde C é uma curva.

Observagao 4.3. O conjunto de transformagoes afins forma um
grupo com a operagao de composicao de fungoes.

/

Rotagdo Translagdo Escala Escala Cisalhamento
uniforme ndo-uniforme

Figura 4.1: Transformagoes afins.

Propriedades Basicas de Transformacgoes Afins

Transformacoes afins
1. levam retas em retas,
2. levam retas paralelas em retas paralelas,

3. preservam razao de comprimentos ao longo de uma reta dada.
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’ Transformacoes e Invariantes H Euclidiana \ Afim ‘

Transformacoes
Rotacao ok ok
Translagao ok ok
Escala uniforme ok
Escala nao-uniforme ok
Cisalhamento ok
Invariantes
Comprimento ok ok
Angulo ok
Paralelismo ok ok

Tabela 4.1: As transformacdes contidas nos grupos Euclidiano e afim,
e alguns invariantes sob estes grupos.

Invariancia das Derivadas

Seja o : I — R? curva regular e seja A : R? — R? transformacao
linear afim. Se aplicarmos A em «, isto é, A o «, temos que o ve-
tor tangente na nova curva é A o o’. Neste caso, a derivada é dita
covariante.

Agora se tivermos com uma curva implicita definida pelo conjunto
C = {(z,y) € R? f(z,y) = 0} e aplicarmos a transformacio linear
afim em C, temos que

& {(z,y) €eR% f(z,y) = 0}

& A{(z,y) eR? f(z,y) =0}

& {A(z,y) eR? f(z,y) =0}

& {(u,v) € R% f(A (2,y)") =0},

f(a:,y) =0

dai segue que a direcao do vetor normal da nova curva é dada por
A7 (fx, f)T, 0 que implica que a diregdo do vetor tangente é dada
por AT(—f,, f)*. Dizemos portanto que a derivada de f é contra-
variante com respeito a aplicagdo A se a dire¢gdo do vetor tangente
da nova curva for AT (—f,, f.).
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Conicas

Aqui temos por objetivo ilustrar figuras geométricas que sdo afins
congruentes. O proximo conceito nos diz o sentido da congruéncia
que estamos falando.

Definicao 4.4. Uma figura f1 é afim-congruente com uma figura fo
se existe uma transformagao afim, nao necessariamente linear, que
leva f1 em fs.

A relagao afim-congruente é uma relagdo de equivaléncia, em par-
ticular temos que todos os tridngulos sao afim-congurentes.

O préximo passo é mostrar que existem curvas que sao afim con-
gruentes, tais curvas sdo as coOnicas. As quais definiremos a seguir.

Definicao 4.5. Uma cénica é um conjunto em R? definido pela
equacao da forma

Az? 4+ Bry +Cy*> + Fx + Gy + H = 0, (4.1)

onde A, B,C, F,G, H sao numeros reais e A, B e C' nao todos nulos.
As trés formas de conica ndo degeneradas sdo elipses, parabolas e
hipérbolees. Uma conica nao degenerada é uma

e hipérbole se B2 —4AC > 0,
e pardbola se B2 — 4AC = 0,
e elipse se B? — 4AC < 0.

O ntimero A = B2 — 4AC é chamado de discriminante da conica.
O préximo resultado mostra a grande diferenca entre as geome-
trias Euclidiana e afim.

Proposigao 4.6. Temos as seguintes congruéncias:

1. Qualquer elipse é afim-congruente ao circulo unitdrio centrado
na origem e raio dado por 2 + y? = 1.

2. Qualquer hipérbole é afim-congruente a hipérbole xy = 1.

3. Qualquer parabola é afim-congruente & parabola y? = z.



Capitulo 4. Geometria Afim: Curvas 65

Demonstragao: 1. Qualquer elipse é afim-congruente com a eli-

2 2 . ~ ~
pse na forma 5 + % = 1, pois fazendo uma rotagao e translagao
obtemos tal forma. Agora consideremos a transformacao afim:

pi(zy) = (@1,m),

(0 )=(8 1))

daf, 22 +y? = 1.
2. Qualquer hipérbole é afim-congruente com a hipérbole na forma
2 2
2y — ¥ = 1, pois fazendo uma rotagao e translagao obtemos

tal forma. Agora consideremos a transformaco afim:

onde

e
= O

b1t (may> = (561’91),

T1 o é T

(1 0 Yy
assim, 3 — y7 = 1 =(z1 — y1)(#1 + y1) = 1. Finalmente, apli-
cando a transformagao afim ps : (x1,y1) — (22, y2) , sendo

()= 3G

o que implica zoys = 1.

onde

= O

3. Notemos que qualquer pardbola é afim-congruente com a pa-
rébola y? = ax. Por rotacio e translacio obtemos tal forma.
Agora consideremos a transformacao afim ¢ : (z,y) — (z1,y1),

T

o0 que segue y? = x1.
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4.2 Modelos de Curvas

Modelo continuo

Oé/ /\ a//

—0
/113 7

o o . |||

que implica que o’ e o'’ sao linearmente independentes quando k # 0.

Suponhamos, sem perda de generalidade que o/ A ” > 0, ou seja, «

é localmente estritamente conveza.

Vimos que a curvatura da curva « : I — R? regular é k =

Definicao 4.7. Uma curva « : I — R? é ndo degenerada se satisfaz
o Ao #£0.
Observagao 4.8. Daremos a interpretacao geométrica da definicao,

suponhamos que &/ Aa” > 0,Vt € I. Utilizando o Teorema de Taylor,
para ¢ suficientemente pequeno temos

alt+6) — alt) = 60’ (t) + %520//(6),

onde € estd entre ¢t e t + 6. Assim,

o () At —6) — alt)) o (t) A <(5a'(t) + ;(520//(6))

_ %520/@) Aa(e).

Notemos o' (t) Ao’ (e) > 0, devido a continuidade da fungao deter-
minante, daf a secante desde «(t) para a(t+4) pertence a um mesmo
lado da reta tangente. Isto é, a curva o é nao degenerada, significa
que a curva nao tem pontos de inflexao, ou ainda que a curvatura da
curva nao muda de sinal.

A observagao acima sugere a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.9. [LM98] Uma curva « é localmente estritamente con-
vexa se nao possui pontos de inflexdo. Mais geralmente, « é local-
mente convexa se sua curvatura nao muda de sinal, podendo eventu-
almente se anular em algum ponto. Finalmente, a é convexa se, para
qualquer p € «a, a estd inteiramente contida num dos semi-planos
fechados determinados pela reta tangente em p.
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Figura 4.2: Pontos e tridngulos de suporte numa parabola amostrada.

Modelo discreto

No caso discreto, pode-se replicar o modelo onde o comprimento
estd “concentrado” nas arestas e as curvaturas sao concentradas nos
vértices. Para isso, precisa-se de um modelo onde as arestas tem cur-
vaturas zero, e esse equivalente afim de linhas retas sao as parabolas.
Em outras palavras, é uma curva polinomial por parte, onde os po-
linémios tem grau 2, descrevendo parébolas (ver Figura 4.2). A be-
leza no caso de estudo afim de curvas (que ndo funciona no caso de
superficies) é que essas pardbolas podem ser unicamente definidas a
partir dos vértices da curva e da direcao da tangente em cada vértice.
Assim, esse modelo de poligono parabélico [CLM06, CLMO07] contém
uma informacao de derivada a mais, para estimadores afins que evol-
vem mais derivagoes que os equivalentes Fuclidianos. Além disso, a
diregao tangente é covariante afim, portanto o modelo de poligono
parabdlico é bem adequado para os estimadores afins.
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Figura 4.3: Triangulo de suporte x;z;X;41.

O modelo de poligono parabdlico é entao definido por um conjunto
de pontos x; = a(t;) = (x;(t;),y:(t;)) e de diregoes tangentes I; em
cada ponto x;. A cada aresta (x;,X;+1) esta associada uma tnica
pardbola passando por X; e X;+1 e tangente as diregoes I; e [; 1. Essa
parabola pode ser definida a partir do ponto de suporte z;, intersegao
das retas tangentes em x; e x;11 (ver Figura 4.3). Essa pardbola pode
ser parametrizada por

ai(s) = x;+smi+ 5 onde s € [0,1] e (4.2)
2
T = _E(Xi —-zi),
2
U ﬁ(xi +Xi1 — 22i) e

Li = 2¥/4A; .

onde L; é a raiz cubica da area do triangulo de suporte x;z;X; 1.
Veremos na préxima secao que L; é o comprimento afim da pardbola,
T; 0 vetor tangente afim a parabola em x; e 1; o vetor normal afim
(constante) & pardbola.
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4.3 Curvas Paramétricas

Vamos primeiro considerar o caso em que a curva seja paramétrica
e depois com as expressoes de cada propriedade geométrica obtere-
mos os invariantes afins em curvas implicitas, isto é possivel, pois
localmente qualquer curva implicita regular pode ser vista como um
grafico. Por questao de simplicidade do texto, quando nos referirmos
a transformagoes afins, estamos trabalhando com transformacées li-
neares que preservam area.

4.3.1 Comprimento de Arco Afim

No estudo de curvas na geometria Euclidiana o primeiro ingrediente
para encontrar as propriedades geométricas é o calculo do compri-
mento de arco. Vimos que sempre é possivel reparametrizar uma
curva regular de tal forma que o vetor velocidade da curva seja
unitario. Agora, queremos definir o comprimento de arco afim e com
isso poder avancar no estudo das propriedades geométricas que sao
invariantes por transformacoes afins.

Definigao 4.10. Seja o uma curva definida no plano e seja A uma
transformagao afim do plano. Uma funcao escalar g em « é invariante
afim se, para todo ponto p € a,g(A(p)) = g(p). Analogamente um
vetor V em « é invariante afim se, para todo p € a, V(A(p)) = V(p).
Esta notagao é mais conhecida como invariante equiafim.

O préximo resultado mostra que toda curva o : I C R — R? ndo
degenerada pode ser reparametrizada de tal forma que o/ A o’ = 1.

Proposicao 4.11. Seja o : I — R? uma curva nio-degenerada,

entao existe um difeomorfismo h : I — J tal que asAags = 1,Vs € J.

Demonstragao: De fato, suponhamos que exista um difeomorfismo
h: I — Jtal que as A ags = 1,Vs € J. Consideremos a reparame-
trizagdo 3 : J — R2. Assim, a(t) = B(h(t)) = B(s). Diferenciando
esta ultima equacao temos

ds
Qp = ﬁs%v

5 @ 2_|_ @
"\ dt sz

At
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Logo,

ds ds\ > d?s
det(atvatt) = det(ﬁsdtaﬁss<dt) +asdt2>

3
= (Zi) det(as, i) -

Por outro lado, estamos supondo que det(as, ass) = 1. O que implica,
ds = det(oy, att)l/S dt.

Fixando ty € I definimos

t

s = h(t) = / det(a/ (z), " (2))"/? dw (4.3)
to

Dessa forma, definindo h como a equacao (4.3) temos que h é suave

e usando o teorema fundamental do célculo mais o fato que a é nao

degenerada temos que h’(t) = det(/(t), o (t))Y/3 # 0,Vt € I, logo h

é um difeomorfismo. O

Observagao 4.12. No caso mais geral, isto é, o : I C R — R"”, ¢
facil mostrar que

h(t) = /det(o/,a”, M) () gy,
I

Definicao 4.13. O comprimento de arco afim de uma curva nao
degenerada « : I C R — R? medido a partir de tg € I, é definida por

t

L(t) = / det(o/ (x),a" () 3dz.
to

Além disso, dizemos que « estd parametrizada pelo comprimento

de arco afim quando det(as, ass) = 1,¥s € J = h(I).

Como consequéncia dos resultados anteriores obtemos

Colorério 4.14. Seja o : I — R? uma curva nao degenerada para-
metrizada pelo comprimento de arco, entao existe um difeomorfismo
h:J — I tal que o h esta parametrizada por comprimento de arco
afim.



Capitulo 4. Geometria Afim: Curvas 71

Em particular, se t = [ for o comprimento de arco, entdo a; = t
e oy = n, o que implica h(t) = ftz wM3dl.
Observacgao 4.15. Se o : I — R? é uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco afim, entao a curvatura Euclidiana é sempre
positiva. Pois, a curvatura Euclidiana é dada por

) = o/ (s) Na(s)
58 = IR

Como «a esta parametrizada pelo comprimento de arco afim temos

o' Ao =1, logo
1
k(s) = ———= > 0.
[’ ()]
Exercicio 4.16. Verifique que o comprimento afim da pardbola de-
finida pela equagéo (4.2) é de fato L;.

4.3.2 Vetores Tangente e Normal Afins

Vamos definir os vetores tangente e normal afins em curvas regulares.
Inicialmente, vamos determinda-los no caso paramétrico e depois usa-
remos o teorema da fungao implicita para ver a curva localmente como
um gréfico e assim utilizaremos as definigoes do caso paramétrico para
obtermos tais invariantes.

Seja @ : I C R — R? uma curva dada por a(t) = (z(t),y(t)).
Sejam a, b € R?, denotaremos por aAb = det(a, b) forma bilinear anti-
simétrica dada pelo determinante. Sabemos da geometria Euclidiana
que (t,n) € SO(2,R), onde SO(2,R) é o grupo das rotagdes do plano
e t e n s@o respectivamente os vetores unitarios tangente e normal da
curva a.

Queremos agora construir em cada ponto de o um par de vetores
(t,m) tal que 7 Anp = 1.

Observagao 4.17. O significado geométrico da condigao
(r,m) € SL(2,R) = {A € M(2);det(A) =1}

é que o paralelogramo orientado determinado pelos vetores 7 e 7
possui area unitaria.

e
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a(s) T(s)
Figura 4.4: Interpretagao geométrica do tangente e normal afins.

Definicao 4.18. Dada «a uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco afim, seus vetores tangente e normal afim sao definidos,
respectivamente por

T = Qg,
n = Oss,

onde s é o parametro de arco afim.

Figura 4.5: Invariantes afins na pardbola: tangente e normal, respec-
tivamente.

E interessante termos a expressao dos vetores tangente e normal
afins quando a curva «(t) = (z(t), y(t)) nao estd parametrizada pelo
comprimento de arco afim. Sendo assim, temos que o elemento de
comprimento de arco afim é dado por

ds = (a:’y" _ y/I”)l/Bdt — (Oz/ A a”)l/gdt.
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Dai, segue que os vetores tangente e normal afim séo

l _
T = aszal£:tff 1/3
_ x’ _ x
_ (a:'y”fy’x”) 1/3|: , ] :(a//\a//> 1/3|: , ]’
Y Y
d dl 1
N = s = (tﬁfl/?’) = a(tlfl/?’)d— = fgﬁfs/gmt + kY30
s S
_ _ _ -z’ 3x” o' Ao
_ (Ozl/\all) 1/37_/:3 l(a//\a//) 5/3 |: _y/ 3y// :| |: o Ao :|7

onde t, n e k sdo os vetores tangente, normal e a curvatura Euclidiana
da curva.

Figura 4.6: Normal afim na elipse.

Exemplo 4.19. Seja a(t) = (acos(t), bsen(t)),t € R parametrizagao
da elipse. Temos que o comprimento de arco afim é s = (ab)'/?t.
Para reparametrizar a elipse pelo comprimento de arco afim, usamos

a nova parametrizagdo a(s) = (acos(ﬁ) ,bsen(m)) .

L
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Portanto, os vetores tangente e normal afins sdo

_ _ 2/37-1/3 s —1/3;2/3 S

T = ozs<a /3 /sen<(ab)1/3>,a /3p2/ sen<(ab)1/3)>,
_ _ 1/31-2/3 8 —2/3;1/3 3

n = Ogs —<_CL / b / COS(W’) ,—a / b / Sen(W))l/?’)> .

Em particular, obtemos que « e n sao paralelos, ou seja, o vetor
normal afim da elipse aponta para o centro.

Exercicio 4.20. Calcule os vetores e normais afins das outras curvas
conicas.

Exercicio 4.21. Verifique que vetor tangente afim e o vetor normal
afim em x; da pardbola definida pela equacao (4.2) sdao de fato os
coeficientes 7; e 7; da expressao

s2

5771-

a;(s) =x; + s1; +

Agora daremos uma interpretacdo geométrica do vetor normal
afim 7, a qual pode ser obtida em [Buc83]. Seja a: I C R — R? curva
parametrizada nao degenerada, isto é, sem pontos de inflexao, ou
ainda «(I) é localmente estritamente convexa. Seja p = «(tg),to € I,
como «(I) nao tem pontos de inflexdo, segue que existe um e > 0 tal
que o — € < t < to + € os pontos «(t) estao do mesmo lado da reta
tangente de a(I) em a(ty).

Considere uma linha tangente em «(ty) e sejam Ly, linhas para-
lelas a o/(tp) no mesmo lado da reta tangente contendo um pedago
da curva P := {«(t);to — € < t < to+ €}. Para linhas suficientemente
préximas a reta tangente o (tg) elas intersectam P em exatamente
dois pontos. Para cada linha pegamos o pontos médio do segmento
ligando essa intersecao. Tracamos uma linha que comeca em p e
passa por estes pontos médios. A reta tangente limitando o lugar dos
pontos médios quando aproximamos a p é exatamente a reta normal
afim, ou seja, esta reta contém o vetor normal afim 7 em p. Note-
mos que esta construgao é invariante afim, pois paralelismo e pontos
médios sao invariantes sobre transformagoes afins.



Capitulo 4. Geometria Afim: Curvas 75

4.3.3 Curvatura Afim

Queremos encontrar a curvatura afim. Primeiro vamos supor que
a curva « estd parametrizada pelo comprimento de arco afim, isto
quer dizer, por definigdo, que « satisfaz a equagao ag A ags = 1,
diferenciando esta equagao, obtemos as A asss = 0, ou seja, as € Qgqs
sao colineares. Logo, existe uma fungdo p : I — R, chamada de
curvatura afim (ver Figura 4.7), definida pela equagéo

Qgss = — U0 (44)

Definicao 4.22. Dada uma curva «(s) parametrizada pelo compri-
mento de arco afim a curvatura afim p(s) no ponto «a(s) é definida

por /J/(S) = [assyasss] = [77’778]

—|>7 —|>7

/\J\ =7

-4.67 467

u_, u_,

Figura 4.7: Curvatura afim de uma lemniscata, antes e depois de uma
transformagao afim.

No caso em que a curva nao estd parametrizada pelo comprimento
de arco temos que a curvatura afim é dada por

5 (of Aa/")2 o /\Oé<4) +4(a” Ao
uit) = 5 Llnam? 1 ) +4( )

1
9 (O/ A a//)8/3 g (a/ A O//)5/3

(4.5)

Exemplo 4.23. Vamos calcular a curvatura afim da elipse. Temos

que Qg5 = (b‘%en(W) ,—a‘lcos(W)) . Logo, a curvatura

afim da elipse é p = (ab)~?/®. Em particular, quando a = b = R,
temos que p = R~%/3.
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Proposigao 4.24. Em termos da curvatura Euclidiana da curva a
e de suas derivadas com respeito ao comprimento de arco usual a
curvatura afim é

5 _ 1 _
M(S)=H4/3—§KJ 8/3,‘<Jl2+§l<3 3.

Demonstragao: Seja s o parametro de arco afim. Vimos que a

curvatura afim é u(s) = [n,ns]. Como n = —%m_5/3mt + k'/3n,
temos
5 1 1 1
N = 5,%_8/3&[25;_1/% — g,«;_let — §I€_2Hltl + gf@'_lmn — kit,
logo,
a3 9 g3 o L 53
w(s) =k gh ki + 3Rk
O

Observagao 4.25. Os vetores tangente e normal afins sao convari-
antes e a curvatura afim é invariante por transformacoes afins. De
fato, seja o : I C R — R? curva parametrizada pelo comprimento
de arco e seja A uma transformacao equi-linear, isto é, que preserva
area, temos que

(Aa)s = Aa, = Ar,
(Aa)ss = Aass = An.
Dai, a nova curvatura é [Aass, Aas| = [as, ass] = p(s).

O préximo resultado mostra que a curvatura afim é de fato o
invariante fundamental na geometria afim.

Proposicao 4.26. Seja = p(s) : I C R — R uma fungao suave.
Entdo existe uma curva localmente estritamente convexa « : I — R?
cujo parametro comprimento de arco é s e cuja curvatura afim é p.
Além disso, se & é outra curva tendo as mesmas propriedades, entao
existe um tnico movimento afim levando o em &, ou seja, 1 determina
«a a menos de transformagoes afins.
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4.3.4 Grafico

Um exemplo simples e bastante interessante para o estudo de propri-
edades geométricas afins de curvas é o gréafico, ou seja, a curva « é
dada por a(t) = (t,y(t)),t € R. Neste caso as equagdes dos vetores
tangente e normal e a curvatura reduzem-se a

T(t) — yllfl/S(Ly/)7

77(15) — _3—1y//—5/3 (y///7y/y/// _ 3y//2) , (4.6)
—5 "2 1 @

pty = 2Y 4V
9 y//8/3 3y//5/3

4.3.5 Estimadores a partir do Poligono Parabdlico

Podemos considerar o poligono parabdlico como uma aproximacao da
curva de forma similar ao caso Euclidiano com curvas poligonais. De
fato, para curvas convexas, o comprimento afim é o infimo dos com-
primentos de todas os poligonos parabdlicos amostrados a partir da
curva. Pode-se também estimar a curvatura como a variagao da nor-
mal entre duas parabolas consecutivas, ponderada pelo comprimento
de arco afim de cada pardbola

T Ni—1 X 1)
Y (L + Ly)

Para exemplificar a nogao de estimador, podemos colocar aqui a
prova da convergéncia de p; quando a distancia entre duas amostras
sucessivas de uma curva a(s) vai para 0 [LCO7]. Podemos parame-
trizar a curva «a(s) em funcdo do comprimento de arco afim s e, a
menos de uma transformagao afim, olhar os pontos x;,_1 = a(—u),
x; = a(0) = (0,0) e x;41 = «(t) com tangente horizontal em x;:
a(0) = (0,0), &’(0) = (1,0) e &(0) = (0,1). Denotando por p a cur-
vatura afim na origem, e v a derivada da curvatura afim v = u'(0),
podemos expandir cada funcao coordenada da curva pela férmula de
Taylor

K 3 v 4 5
= - == - — 4.
x(s) s 5 s 5 st 4 0(s?), (4.7)
5 H 4 v 5 6
y(s) = 54—2—5 +—6—~s + O(s°).
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O ponto de suporte z; depende do parametro ¢ (definindo x;11 =
a(t)), e ele pertence ao eixo horizontal (pois a tangente em x; é
horizontal) z;(t) = (z(t),O). O comprimento de arco afim é dado
por L(t) = {/4z(t)y(t). Podemos definir uma transformacao afim
(mas nao equi- aﬁm) que fixa (a(0),a/(0)) e leva (aiq1,0j ;) para

((t,5),(1,1)

C[A® B® | T L)
T‘[ 0 DM— ( A
L(1)?

Um célculo direto permite estimar as quantidades acima

2(t) = Fet+ A+ L-tt+ O@FP),

Lit) = t+ ot?),

Alt) = 1+ ig 4 H B+ OtY),

B(t) = —L.t— 2.1+ O(t3),

D(t) = - &= X34 0@,
Ni—1XN;i

O estimador de curvatura fi; = pode ser estimado

% (Li—1+L;)
também por

— 3 2 2
i (t,u) = pi + E(t—u)u—&—O(t +u’) .

Isso prova a convergéncia do estimador, e ainda mostra que se a
amostragem for regular (¢t = u), a convergéncia é mais rdpida ainda.
Nesse caso, temos ainda que a assinatura (a derivada da curvatura)
pode ser estimada a partir de x;_1, X;, X;4+1 € X;4+2 = a(v), por

- _ ﬁi+1_ﬁi
V’L_L,+iL, _ 3.
1 10 Hi+1 10 Hi—1

=y +O0(t+u+v)

Da assinatura é possivel deduzir invariantes de geometria projetiva, o
que permite estender o modelo de poligonos parabdlicos para outras
aplicagoes [LCO08, LC10].
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4.4 Curvas Implicitas

Nesta se¢ao encontraremos os invariantes geométricos afins: 7, 1 e p
de uma curva implicita f : U C R?> — R. A principal ideia para
encontrarmos tais invariantes afins é usarmos o teorema da funcao
implicita, o qual garante que localmente a curva pode ser vista como
um grafico e usar o teorema de Sard o que diz que o conjunto dos
pontos onde o vetor gradiente se anula tem medida nula.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o vetor gradiente
Vf = (fs, fy) # 0, logo podemos admitir que f, # 0, entéo existe
um intervalo aberto J C R e uma fungdo g : J — R tal que a
curva localmente é dada como um gréfico, ou seja, {x € J; (z, g(z))}.
Suponhamos ainda que a curva seja convexa, isto equivale a g’ # 0
e podemos ainda admitir que g” > 0.

Usando a se¢ao anterior temos as formulas dos invariantes 7, 1 e u,
mas observemos que tais férmulas sao dadas em funcao de g, entao
basta encontrar relagdes entre as derivadas de f e g, que é con-
sequéncia direta do teorema da funcao implicita.

H Parédbola ‘ Hipérbole ‘ Elipse
2
f yf%:pQ zy=c.c>0 St -1
LI T (22 — I (a2y, —xb?
t > ,T) i (22, —¢) T (a?y, —ab?)
1 1 2 1 2 2
(=z, 1 . 1 .
n = (—=z,1) — (c,2?%) e (xb?, a%y)
1 —2c243 atp*
K 3 3 3
(14+22)2 (c24at)2 (aty2+2264)2
T L .(1,z) 273 -(ciém 70%:1:_1) <7a%b7%y a*%b%x)
Viez N ’ ’
n \/1172 (—z,1) 2-3 -(C_%x,c%x’l) (—ab_%x,—ab_%y)
x
" 0 —(20)"3 (ab)~ 3

Tabela 4.2: Exemplos fundamentais de estruturas afins.
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4.4.1 Exemplos Fundamentais

As formas mais bésicas da geometria Euclidiana sdo as retas, com
normal constante e portanto curvatura nula, e o circulo com cur-
vatura constante. Na geometria afim, as formas equivalentes sdo as
parabolas com normal afim constante, e a elipse e a hipérbole com cur-
vaturas afins constantes positiva e negativa, respectivamente. Suas
estruturas estao colocadas na tabela 4.2.

4.4.2 Simplificagao: Transformagao A

Como todas as férmulas s@o encontradas a partir do teorema da
funcao implicita, muitos termos podem ser simplificados se o vetor
gradiente de f for o vetor constante, por exemplo, (0,1) depois de
uma transformagao afim. Em termos do grau de liberdade, estamos
procurando por uma transformacao A, a qual é uma matriz 2 x 2.
Temos 4 coeficientes a determinar, sob a restricao de transformacao
afim impomos mais uma restricao detA = 1, o que reduz o grau de
liberdade em 1. Fazemos uma rotagao R para deixar o vetor tangente
vertical, a seguir fazemos um escalonamento nao uniforme S ao longo
do eixo vertical que deixa o gradiente unitario.

vil

pR
fR(x,y)=0

Figura 4.8: A construgio da transformagao A.
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A transformacao completa é definida no seguinte resultado

Teorema 4.27. Em cada ponto regular p da curva implicita dada
por {p € R?, f(p) = 0}, existe uma transformagao afim A tal que, em
cada ponto p = A(p) da curva implicita

{p R f(p) = F(A™'(9)) = 0}
transformada o gradiente é o vetor unitério vertical: V f(p) = (0,1).

Demonstragao: Primeiro observemos que

Vip)=Vfip).A~"

onde o gradiente é escrito em linha. Podemos deduzir as trans-
formagoes com uma simples descricao geométrica: decompomos a
transformacao como A = SR (veja Figura 4.8), onde R é uma rotagao
em R? e S é um escalonamento nao uniforme. A rotacdo R é a rotacio
que deixa V f(p) vertical, isto é, o novo vetor gradiente é dado por
(0,]IVf(p)|)- Mais precisamente,

R= e (8.

Denotaremos por fF a funcdo implicita transformada, ou seja, de-
notamos f%(p) = f(R™(p)). Usando a observacao acima temos que

T _
(V) =RT(VH =RVH = 0IVIE )"
Como estamos trabalhando com transformagoes afins, podemos

definir o escalonamento S como a matriz diagonal S = diag(\, A71),
onde A\ = |[|[VfE|| = ||[Vf||. Denotando a funcio transformada por

F5() = FR(571p) = £((SR) " (@)) , temos

(vr5)" =57 ="
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4.4.3 Formulas Simplificadas

Nesta subsegao, vamos considerar uma curva implicita definida por
{p €R?, f(p) =0} em uma vizinhanga de p tal que V f(p) =(0,1).
Do teorema anterior, conhecemos que podemos obter tal situacao
para qualquer ponto regular. Em tal situacdo, as férmulas simplifi-
cadas para as estruturas implicitas sao dadas por

ro= (=£20),
rxrxr 3 zyJxx
v = (B ).
9(_fwz)8/3
18fx2:1;.f2?xy + Sf:cacf;caca:x
9(_fww)8/3

4.5 Discussao

Vimos ao longo deste capitulo estruturas geométricas, em curvas, que
sao invariantes por transformagoes afins. Por um lado, ganhamos a
invariancia de propriedades geométricas sob um grupo maior que o
grupo das transformacoes rigidas que é o grupo maior que o grupo
das transformacgoes afins. Por outro lado, para determinar tais in-
variantes, precisamos calcular invariantes até a quarta ordem o que
torna o custo computacional bem mais caro que no caso Euclidiano
que precisava apenas da derivada segunda. Além disso, vimos que
a curvatura afim da curva é o invariante fundamental da geometria
afim.

Para visualizarmos as propriedades geométricas afins em curvas
implicitas (ver Figura 4.5, Figura 4.6) utilizamos o algoritmo Mar-
ching Squares e implementamos dentro dele tais propriedades geométricas.
Uma das dificuldades naturais dessa implementacao é o célculo exato
das derivadas de f até a quarta ordem.

Ao verificar a invariancia por meio da comparacao dos estimadores
afins antes e depois de uma transformacao afim, os vértices gerados
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Figura 4.9: Dominio sem corregao, depois que aplicamos uma trans-
formagcao afim ( em cima) e dominio com corre¢ao (embaixo).

pelo algoritmo Marching Squares nao estao em posicoes correspon-
dentes e nao sao uniformemente distribuidos. Tentamos reduzir essa
disparidade nos experimentos com a funcao implicita analitica adap-
tando o dominio transformado em uma caixa delimitadora da imagem
do dominio original (ver Figura 4.9), uma medida com invaridncia
global ainda ¢ dificil de implementar.

Por um lado, o modelo do poligono parabdlico é mais adequado,
para conseguir uma amostragem relativamente regular no compri-
mento afim. Por outro lado, os métodos implicitos discretos sao mais
sistematicos a partir dos estimadores diferenciais. De fato, veremos
no préximo capitulo que foi possivel estender o Marching Squares
para superficie, enquanto ainda nao foi proposto um equivalente de
poligonos parabdlicos para superficies.






Capitulo 5

Geometria Afim:
Superficies

Neste capitulo, comegamos o nosso estudo de propriedades geomé-
tricas em superficies regulares imersas em R?, invariantes por trans-
formacoes afins. Mostraremos a definicao matematica dessas propri-
edades em superficies paramétricas e usaremos o teorema da funcao
implicita juntamente com o desenvolvimento tedrico da parte pa-
ramétrica para obter os invariantes geométricos de uma superficie
implicita. Além disso, descrevemos como é possivel obter tais invari-
antes afins no computador.

5.1 Estrutura Afim

A diferenca bésica entre a Geometria Riemanniana e a Geometria
Diferencial Afim é que a ideia da primeira é introduzir uma métrica
na variedade e estudar propriedades dessa métrica, ja na outra con-
sideramos formas de volume que estao definidas de forma natural.
A compatibilidade dessas formas de volume induz uma conexao que
dé origem a um tunico campo de vetores transversal. Este campo de
vetores juntamente com o plano tangente descreve a geometria da
superficie. Em particular, a geometria Euclidiana apresenta alguns
problemas para serem utilizados em computagao gréfica, como por
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exemplo o grupo das transformagdes dessa geometria ndo tem uma
algebra natural associada [GV03], pois a translagdo nao é linear e no
espaco Euclidiano nao ha uma distingao entre pontos e vetores.

No que segue consideraremos superficies suaves imersas em R3
localmente convexa, o que geometricamente significa que a curvatura
Gaussiana K é nao-nula.

Queremos encontrar propriedades geométricas P que sao invari-
antes por transformagoes do grupo

SA(3,R) = {A € M(3);det(A) = 1}.

Uma propriedade P é dita invariante por A se P(A(p)) = P(p), para
todo p € §2, onde S? é uma superficie. Para isso, o primeiro passo é
entender o significado de transformagoes afins.

Transformacgoes Afins

Vamos entender o significado de transformacgoes afins para continu-
armos o nosso estudo de invariantes afins.

Definicao 5.1. [GV03] Uma transformacio T : R® — R? é afim se
T preserva combinacao afim de pontos, ou seja,

iai =1= T(i%ﬂ) = iaiT(PZ-),ai ER,P eR3.  (5.1)
i—1 i=1 i=1

Um caso interessante da definicao acima é quando n = 3, pois
temos o que chamamos de coordenadas baricéntricas. Outro ponto
importante é que transformagoes afins preservam retas, ou seja, sejam
ae b pontos em R? e seja r(t) = (1—t)a+tb a equagao paramétrica da
reta que passa pelos pontos a e b, entao T'(r(t)) = (1—t)T(a)+tT(b).
Além disso, transformacoes afins preservam retas paralelas. Com
efeito, duas retas r e s sao retas paralelas se, e somente se, existem
pontos distintos a e b sobre 7 e ¢ e d sobre s tais que a — ¢ = b — d,
dai T(a) — T'(c) = T(b) — T(d) e a reta definida por T(a) e T(b) é
paralela aquela definida por T'(c) e T'(d).

Agora, se T : R? — R3 ¢ uma transformacao linear, entao existem
a,b,c,d,e, f,g,h,1 € R tais que

T(I7yaz) = (a$+by+02ad9~"+€y+fzyg$+hy+zz)
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Figura 5.1: Transformagcao afim preserva retas.

Verifica-se facilmente que 7'(1,0,0) = (a,d, g),T(0,1,0) = (b,e, f) e
T(0,0,1) = (¢, f,1). Logo existe uma bije¢ao entre as transformagoes
lineares de R? em R? e as matrizes 3 x 3. Dito isso, uma extensdo na-
tural das transformacdes lineares sdo as afins, como mostra o proximo
resultado

Proposicao 5.2. A transformacdo T : R? — R? é afim se e sé se T
é da forma T'(u) = L(u) + vo, onde L é linear e vy € R3.

Demonstragao: Suponhamos que T'(u) = L(u)+vy. Vamos mostrar
que T é afim. Sejam A, B € R?, entdo
TtA+(1-t)B) = LA+ (1—-¢t)B)+ vy
= tL(A) + tvg + (1 - t)L(B) — tvg + vo
= tT(A)+ (1 -t)T'(B).
Reciprocamente, se T' é afim, definamos L(u) = T(u) — vg, onde

vo = T(0,0,0) = T(0), logo basta mostrar que L é linear. Sejam
u,v €ER3 e a € R, entao

L{au+v) T(au+v) —T(0) = T(au+v —a0) — T(0)
= oT(u)+T(v) —aT(0)—T(0)

= aL(u)+ L(v).
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Ou seja, T é afim se, somente se T' é da forma

T ax + by + cz + tg a b ¢ T to
Ty |=| de+ey+fz+t1 |=| d e f y |+ t1 |,
z gr + hy + iz + to g h i z ty

onde Vo = (t07t17t2).

Obtemos que as transformacoes rigidas, que é o grupo das trans-
formagdes da geometria Euclidiana, sao transformagoes afins. Casos
particulares de transformacoes afins: identidade, translacao, escalo-
namento, rotagao e cisalhamento. Por questao de simplicidade ao es-
crever transformagao afim significara transformacao equi-afim linear,
transformagoes lineares que preservam volumes.

5.2 Superficies Paramétricas

Nesta se¢cao vamos encontrar as propriedades geométricas invariantes
por transformacoes afins em superficies paramétricas regulares.

5.2.1 Curvas Assintoticas

Queremos encontrar uma métrica que seja invariante sobre trans-
formacoes afins, a motivagao dessa métrica vem do estudo de curvas
assintoticas em superficies regulares.

Definicao 5.3. [Buc83] Uma curva o(t) em uma superficie S é dita
assintotica se em cada ponto da curva seu plano osculador coincide
com o plano tangente da superficie no mesmo ponto.

Seja o : U C R? — R3 parametrizacio da superficie S, onde U é
um aberto e seja v : I — U uma curva, sendo I C R um intervalo
aberto. A curva goy: I — R3 é uma curva assintética se, e somente
se

3

[Ow,0v,(00Y) ] =0, Vtel.

A equacao anterior é invariante por transformacao afim.
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Utilizando a regra da cadeia temos

o
0t = Ou dt Oy dt’
du 2+2 dudvJr dv 2+ d2u+ d2v
g = Owuu | - Ouwv 37 37 Ovv | 77 Ou—7,5 Ov—9 -
" dt dt dt dt dt? dt?
Assim,

[Uu»Uv,(UOV)tt } [Juao—vvu2o—uu+2i’/®o—uv+i]2o—vv ]
= u2[‘7u;0—vvauu ]+2ﬂ@[0u,0v,0uv ]
+ 1}2 [ O’u, UV701)1) } .
Definindo L = [ 04, 0v,0uy |, M =] 0u,0v,0up | €
N = [ 0y,0vy,04 |, Obtemos

[ Ou,0v, (0 07) | = Liu® 4+ 2Mud 4+ No2,
Portanto a curva o o« é assintética se, e somente se
Li? + 2Mid + No* = 0.
Estes determinantes e a forma diferencial quadratica
[ 0w, 0v, (0 07) | dt? = Ldu® + 2Mdudv + Ndv? (5.2)

sao todos invariantes afins sobre um sistema de pardmetros. Va-
mos estudar a forma diferencial (5.2) quando introduzirmos novos
parametros 4, v ao invés de u e v. Notando que

B T T
n T Tugs TV €97 T Mg T Ve
obtemos
[ Og,075,0¢t ] - [ Ou,0v, (UO’Y)tt }37 (53)

onde J é o determinante Jacobiano

s udv uin
Y= %000 ovou
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A forma quadratica em (5.2) é multiplicada por um fator J quando
introduzimos os novos parametros @, . Comparando os termos cor-
respondentes da identidade (5.3) com relagao a du, dv, temos

(LN — M?) = (LN — M?)3*.
Assim,

Ldu? + 2Mdudv + Ndv? [ow,0viou | 9

|LN — M2|1/4 ~|LN — M2Y/4T

isto mostra que, exceto a diferenga de sinal, (5.2) é uma forma dife-
rencial invariante afim. A métrica procurada é a métrica de Berwald-
Blaschke dada por

2 Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

ds |LN_M2|1/4 ’

onde L = [oy,0v,0uu |y, M =] 0u,0v,0u | € N =[0u,0v,0m |,
a qual serd considerada nao-degenerada, isto é, |[LN — M?| # 0.

5.2.2 Primeira Forma Fundamental Afim

Definigao 5.4. A primeira forma fundamental afim é a aplica-
¢ao definida por

To= Y gididj,

1, =u,v
d B L B B M
on egnfm ,glzfgzlfme
922 = —|LN—M2|1/4'

Observagao 5.5. Podemos relacionar a primeira forma fundamental
afim com os coeficientes [;; da segunda forma fundamental Euclidiana
da seguinte maneira

Ou X Oy (0w, 0v, 03]
Y < ,UU> <|UuXUV|’U”> HUUXUVH7
Ou X Oy

sendo N o normal Euclidiano dado por N = ———.
llow x ov |
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Dessa forma, temos que o sinal da curvatura Gaussiana Euclidiana
K= det(lij)
EG — F?

1. K<0«<=d<0,

est4 relacionada com o de d = LN — M?2. Logo,

2. K=0«<=d=0,
3. K>0«<=d>0.

O ponto onde d < 0, d = 0 ou d > 0 é chamado, respectivamente,
ponto hiperbdlico, parabdlico ou eliptico. A partir de aqui vamos
desconsiderar pontos parabdlicos.

5.2.3 Vetores Co-normal e Normal Afins

Os vetores co-normais e normais afins sdo propriedades geométricas
fundamentais para definirmos as curvaturas Gaussiana e média afins.
Inicialmente, temos que calcular o normal Euclidiano e a curvatura
Gaussiana Euclidiana. Em [Cal82] encontramos uma definigdo para
os vetores normais e co-normais afins, a seguir damos outra defini¢ao
que é equivalente a anterior.

Consideremos uma parametrizacao o : S — R? suave. O normal
Euclidiano N : o(U) — S? € R? é dado por N = %

Relagoes de ortonormalidade nao sao preservadas sobre trans-
formacgoes afins. Portanto o normal Euclidiano N é um vetor con-
travariante (se (N,do) = 0, entdo (A~TN, Ado) = 0). Portanto,
podemos definir um vetor contravariante com a mesma direcao de N
chamado de co-normal afim v que é obtido pelo rescalonamento do
vetor normal Euclidiano

v=|K|"V*N, (5.4)

onde K é a curvatura Gaussiana Euclidiana. O co-normal afim satis-
faz (v,do) = 0 e a métrica afim satisfaz d'/* = £[v, v, ] *. Seja U
uma vizinhanga de qualquer ponto p € S e para qualquer ¢ # p € U
temos que

(v(p),o(q) — o(p)) > 0.

10 sinal + depende se o ponto é eliptico ou hiperbélico. Por questéo de clareza,
no texto vamos considerar que estamos trabalhando em pontos elipticos

“a
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Esta relagao faz sentido, pois ¢(U) é uma superficie convexa tal que
o(U(p)) pertence a um dos lados do plano tangente do(p) em p.

Como d"* = [ v, vy, v, | # 0, entdo as derivadas V{uw}y definem
um plano préprio. O vetor normal afim pode ser obtido através do
vetor ortogonal ao plano gerado por {v,,v,}, este seria andlogo ao
vetor normal Euclidiano N. Mais precisamente, o vetor normal afim
& é definido localmente pela relagao

<V7 §> = 17 <£; V{u,v}> =0.

O normal afim satisfaz (v,{,.)) =0 e d'/* = [ oy,0v,¢]. Esta
dltima relagao mostra que uma base local em cada ponto p da su-
perficie pode ser obtida por {oy, oy, &}. Isto permite definir estrutu-
ras a partir da teoria de Cartan dos “moving frames”. Desde que o
normal afim ¢ satisfaz (v,&) = 1, ({, 1) = (&, 1) = 0, temos que
existe uma fungao A : U — R tal que

E=Auvu X 1), com A= [ v v, v, | =d 4

Além disso, utilizando o operador de Laplace-Beltrami Ag, onde
g é a métrica de Berwald-Blaschke, é possivel definir (ver [Buc83]) o
normal afim por £ = /g0, sendo o : 5? — R?® uma parametrizagao
de S, temos

_ L|LN — M2M* {aNau—Mav 0 Lav—Mau}

= +77
2 VDN —M?2 |Ou /LN —-M? Ov+LN — M?

Afirmamos que £ nao pertence ao 1,,S. Com efeito,
[Ulho—v;g ] = |LN —M2|1/4 — |EG_ F2|1/27

onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental
Euclidiana. Como estamos desconsiderando pontos parabdlicos temos
que o determinante acima é diferente de 0.

Na geometria Euclidiana o plano tem vetor normal N constante,
em particular as curvaturas sao nulas e a esfera tem curvatura cons-
tante, por comparacao com a geometria afim os paraboldides tém
normal afim £ constante e curvaturas afins nulas, ja o elipséide tem
curvatura constante.
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Existe uma interpretacdo geométrica natural do normal afim em
pontos elipticos [Buc83]. Consideremos uma superficie S e seja um
ponto p € S eliptico. Seja P; uma familia de planos paralelos ao
plano tangente Py = 1,,S. A intersegao de P, com a superficie, para
t suficientemente pequeno, limita um dominio convexo em P;. Cada
curva planar convexa tem um centro de massa, o lugar do centro de
massa, ou centro de gravidade, desses dominios define uma curva cuja
diregao tangente é a diregao do normal afim de .S em p.

5.2.4 Curvaturas Afins

No caso de goemetria Euclidiana as curvaturas descrevem a variagao
do normal. Vimos que (v, {(y}) = 0, isto é, as derivadas £, ,} sao
ortogonais a v, o qual é paralelo a N, em particular &, e &, € T,,S.
Portanto, podemos definir o operador forma S : 7,5 — 1,5 dado

por Sp(v) = —D,¢.

Definigao 5.6. Os autovetores e autovalores do operador forma sao
chamados, respectivamente, diregoes e curvaturas principais afins.

Como &gy} sdo tangentes a superficie temos que existem fungoes
(bij)1<i<2 : U — R tais que

& = biioy +biaoy,

&

b1104 + b120y.

Os coeficientes b;; formam uma matriz B = (b;;)1<i<2, cujo de-
terminante e o negativo da metade do traco sao respectivamente as
curvaturas Gaussiana e média afins: K = detB, H = —%trB . Pode-
mos escrevé-los explicitamente como

by = d /[ Euov,E],
bz = d /- [0n,&uE], (5.5)
by = d /1-[&,0v,6],
be = d 1t [04,&,6].
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5.2.5 Grafico

Suponhamos que a superficie S seja um gréafico, ou seja, ele é para-
metrizado por o(z,y) = (2,9, 9(x,y)), onde (z,y) € U C R%, U é um
aberto e g : U — R é uma funcgao.

Vamos encontrar os invariantes afins dados nas subsegoes anteri-
ores. Os coeficientes da métrica de Berwald-Blaschke sao dados por
L = gua, M = goy € N = gay € d= guagyy — g3, onde as derivadas
de g s@o calculadas em (z,y). O vetor co-normal é dado por

1 ~1
v= ‘K| /4 N = |gmrgyy*9§y | ! ( —Gzs —Gy, 1 )7 (5'6)
onde K é a curvatura Gaussiana Euclidiana

K=(1+ gi + gi)_z (9229yy — giy) :

As coordenadas do normal afim £ séo

] =

_7
&L =-d /4 ( ez 9zyGyyy — JzaeGyyYGzyy — ggygmcz - 293:ygzyy

+ 3gyygzygmzy) 5

j —
£ = 1 d 74 ( gyyGayGecs — GoaGyyJazy — Jowdyyy — 29320ygmy

-7
53 = d /4 ( 4giy + 49519531 - 89wwgyygiy + 3gmgyygwygzwy

=

(5.7)

29495 yJozy — JeJeayyJeyy — JyJeayyJeay + JzJzaJeyTyyy

Agora usando as equagdes (5.5) temos as curvaturas Gaussiana e
média afins.
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5.3 Interpretacao Geométrica
da Curvatura Gaussiana Afim
Nesta secao apresentaremos uma interpretacao geométrica da curva-

tura Gaussiana afim. Esse resultado é uma extensao da interpretagao
geométrica da curvatura Gaussiana Euclidiana (ver [DC76]).

Teorema 5.7. Seja p um ponto de uma superficie S e seja V' uma
vizinhanca conexa de p onde (p) > 0. Entao

!
— lim =
Kp) |R1|IEO A’

onde A é a drea de uma regiao B C V, contendo p, A’ é a drea
da imagem de B pela imersdo £ : S — R3, que é correspondente
ao vetor normal afim £, R é a regiao do plano uv correspondendo a
B, |R| = area(R) e o limite é tomado através de uma sequéncia de
regides B,, que convergem para p, no sentido em que para toda esfera
S centrada em p, existe N tal que S contém todas B, paran > N.

Demonstracao: A érea de B é dada por

A= // ||z, X @, ||dudv,
R

onde o(u,v) é uma parametrizacdo com o(0) = p, cuja vizinhanga
coordenada contém V e R é a regiao do plano uv parametrizando B.

A drea A’ de &(B) é
A= // € X & ||dudv.
R

Sabemos que podemos escrever

gu = aTy + bx’tﬂ
gv = CTy+ dw'[m

sendo a curvatura Gaussiana afim em p igual a ad — bc, obtemos

A = // K|z X | |dudv. (5.8)
R
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Seja |R| a drea da regido R. Passando ao limite quando |R| — 0,
temos

A/

/ |R]
lim — = lim —
\ngo A |RI|IEO A
IR

. 1
lzm|R|—>0® //R K|z X 20| |dudv

. 1
lZm|R|—»0® /Rllscu X Ty ||dudv

K2y X )]
||y X 2|
= K:7
na penultima igualdade usamos o teorema do valor médio para inte-
grais duplas. O

Vale comentar que usamos a conversao de que a area de uma
regiao contida em uma vizinhanca conexa V e a drea de sua imagem
por &, ver equagao (5.8), tém o mesmo sinal se L > 0 em V, e sinais
opostos se L < 0 em V. Sendo assim, o resultado acima também é
vélido quando K(p) < 0.

5.3.1 Foérmula de Minkwoski Afim

Nesta subsegao estendemos a conhecida férmula de Minkwoski para
dados geométricos afins.

Teorema 5.8. [Férmula de Minkwoski Afim] Seja € um dominio
no plano e seja S uma superficie parametrizada por o(u,v) com-
pacta e convexa tal que S = o(Q2). Consideremos uma variagdo
dessa superficie ao longo do vetor normal afim, isto é, o;(u,v) =
o(u,v) + t&(u,v), onde 0 <t <T. Entao,

Vol(U) = Vol(U) + TAQ) — T2 / /Q HAA + T; / /Q KdA,

onde U € a regiao limitada por o(u,v), A é drea afim da regido €,
dA = d'/*dA é o elemento de 4rea afim e U é a regido limitada por
ot(u,v).
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Demonstragao: Por defini¢cdo temos que
Vol() = Vol(U) +/ 1dV,
o(D)

onde D = {(u,v,t)/(u,v) € Q, t € [0,T(p)]}. Usando a férmula de
mudanga de varidveis temos que

/MD) 1dV:///D 1|det(Jac(ay))|dtdA,

onde Jac(o;) é a matriz Jacobiana de oy.

Usando a notagao [,,] para o determinante, obtemos
doy 0oy Oo
det(Jac(oy)) = [aut 872 6;]

= 0w+ t&u, 0y + t&0, €]
= [ T, ]+ E([Eus B0, €] + [u, €0, €]) + 17 [€us €0, €]
= (1+tla+d) +2K)(d7/4),

= (1-2H+£2K)d7*).

Usamos a equacao (5.8) na peniltima igualdade.
Logo,

T
Vol(U) Vol(U) + / / / (1 — 2tH + t2K)d/*d Adt
Q Jt=0

T
= Vol(U)+/// (1 —2tH + t*K)d Adt
Q Jt=0

= Vol(U)+TA(Q) - T? / HdA + — / KdA,

onde A(f) é a 4rea afim da regido 2 e dA é o elemento de drea afim.
O
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5.4 Cubica Osculadora

Um fato interessante é que ndo existe um paraboldide osculador a
superficie que seja invariante por transformagoes afins (ver [Spi99]).
E possivel mostrar a existéncia de cibicas osculadoras A superficie
e além disso existe uma transformacao afim que leve tais cibicas
em outras que sao mais simples de entender. A classificacdo dessas
cubicas depende do sinal da métrica. A demonstracdo da existéncia
das cibicas osculadoras é equivalente a mostrar que o normal afim é
vertical £ = (0,0,1).

E possivel mostrar que se p € S é um ponto hiperbdlico ou eliptico,
entao para cada X3 € T;‘S, complemento ortogonal do plano tan-
gente, dadas a funcdo quadrética ¢ : T, — R e a funcao cibica
1 : T, — R olhando para a segunda e terceira ordem os termos da
expansao da série de Taylor para a funcao que descreve S em termos
do sistema de coordenadas X1, Xo, X3, para qualquer base {X7, X5}
de T,S. Entao existe uma unica dire¢ao para X3 a qual faz ¢ e 9
apolar, ou seja, isso garanti que o normal afim £ = (0,0,1) em p.

Definicao 5.9. Dizemos que duas formas ¢ e 1) dadas anteriormente

- . 2
sdo apolar se elas satisfazem a (a%% — %a%) (g, ) = 0. A ex-

pressao anterior é denominada condicao de apolaridade.

Proposicao 5.10 (Classificagdo das cubicas osculadoras). Seja G
uma ctibica osculadora em um ponto p de uma superficie S C R3. Se p
é um ponto eliptico entdo existe uma transformacao afim A : R3 — R3
tal que A(G) C R3 é o gréfico de

1 C
(u,v) — §(u2 +0?%) + E(U3 — 3uw?), para algum C.

Se p é um ponto hiperbdlico entdo podemos escolher A tal que A(G)
é o grafico de umas das trés funcgoes

1
(u,v) §(u2 —v?) + %(u3 + 3uv?),
(u,v) +— %(u2 —v?) + %(v?’ + 3vu?),
1 1
(u,v) §(u2 -+ 6(u+v)3.
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Demonstragao: A prova completa desse resultado pode ser encon-
trada em [Spi99] ndo a demonstraremos pois nao é o objetivo desse
trabalho. A ideia da prova é mostrar que é possivel obter o normal
afim £ = (0,0, 1), o que equivale a mostrar os coeficientes da expansao
de Taylor de segunda e terceira ordem satisfazem as equagoes de apo-
laridade. d

5.5 Superficies Implicitas

Consideremos a partir daqui superficie descrita implicitamente, isto
6, S = {(z,y,2) € R3, f(x,y,2) = 0}, onde f é de classe C* e
0 ¢é valor regular de f. Dado um ponto p € S que é regular, ou
seja, Vf(p) = ( fa, fy. f2 ) (p) # 0, assumiremos, sem perda de ge-
neralidade que f,(p) # 0. O teorema da fungdo implicita garante
a existéncia de uma funcdo g : U C R? — R tal que a equacdo
z = g(z,y) descreve a superficie S em uma vizinhanga de p. Por-
tanto, S pode ser parametrizada em volta de p como um gréfico
G = {(z,y,9(z,y)/(x,y) € U}. Embora, em geral seja dificil de en-
contrar g, as derivadas de g no ponto (z,y) sdo facilmente expressas
a partir das derivadas de f, usando o fato que

f(x,y,9(x,y) =0,
obtemos

_ L)y S
9:(7) = f=(p) 9y(.9) f(p) (5:9)

Notemos que as férmulas encontradas a partir do teorema da
funcao implicita podem conduzir a instabilidades numéricas quando
|f2(p) | tem valor pequeno.

Os vetores tangentes que sao combinacoes de

8z = ( 1,0, 9. ) € gy = (0,1,gy )a
sao naturalmente covariantes sobre qualquer transformagao linear A,

isto ¢, g(z.41(A(p)) = Ag{a,y}(p) (isto é uma consequéncia direta da
regra da cadeia).
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5.5.1 Meétrica Afim

A métrica afim usual neste plano tangente é a métrica de Berwald-
Blaschke, que corresponde a formas elementares de volumes de uma
curva na superficie (ver subsecao 5.2.1). Ela pode ser expressa pela

forma bilinear
d /s [ Lo } ,

M N
sendo
L =888z | = Gualz,y),
M =888 ] = guy(2,9),
N =[8::8y:8py ] = gyy(2,9),

d = LN-M? :gmgyyfggy.
Ao longo do desenvolvimento tedrico supomos que a métrica de
Berwald-Blaschke é nao-degenerada d # 0. Geometricamente isso
significa que a curvatura Gaussiana Euclidiana nao zera. Se d > 0,

entao a superficie é estritamente convexa. O elemento de area afim
da superficie é dado por

dA = |d|/+ - dz Ady.

As férmulas para a métrica no caso implicito podem ser obtidas
usando a equacao (3.1), onde as derivadas de g sdo calculadas em
(z,y) e as de f em (z,y,9(x,y)). Em particular,

d = 4 ’ ( (fyyfzz - y22) f;12: + 2(f:vzfa:y - fa:wfyz) fyfz +
(forfow — f22) £3 + 2 (Foyfyz — Fyyfuz) fofo +
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Figura 5.2: Normal afim ¢ (& esquerda) e co-normal v (a direita)
direcoes no elipséide, o co-normal é co-linear com o normal Eucli-
diano, enquanto que o normal afim aponta em direcao ao centro do
elipsdide, enfatizando que um elipsdide é a imagem afim de uma es-
fera.

5.5.2 Co-normal Afim e Normal Afim

O vetor covariante normal afim, chamado de co-normal afim v pode
ser obtido escalonando o vetor normal Euclidiano [Cal82] (ver Fi-
gura 5.2) pela equagédo (5.6)

4 -1
V= |K| /4 N = igmxgyy *gﬁﬂ /s ( —Gzs —Gy, 1 )7 (5'10)

onde K é a curvatura Gaussiana Euclidiana. O vetor co-normal afim
satisfaz (v, gy} ) = 0. € a métrica d/s = [V, Vg, vy .

A férmula geral para o co-normal em uma superficie implicita
pode ser encontrada a partir das equagoes (3.1) e (5.6)

1

V:W (fzvfy,fz )

Agora descreveremos férmulas para o vetor normal afim. Como
RAZS A d/a # 0, entdo temos que v, e v, definem um plano
préprio. O vetor afim pode ser obtido olhando para o vetor ortogonal
a este plano e seria equivalente ao normal Euclidiano (ver Figura 5.2).
Mais precisamente, o vetor normal afim & é definido localmente pela
relagao:

<l/,£> =1, <§ﬂl/{m,y}> =0.

O normal afim satisfaz (v,&(,,3) =0e [ s, 8y, €] = d’/s.
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Figura 5.3: Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tem co-normal afim
apontando para o centro de cada superficie.

Esta ultima relagdo mostra que uma base local em cada ponto p
da superficie pode ser obtida por {g.,8y,¢}. Isto segue da definicao
de estruturas a partir da teoria de “moving frame”de Cartan [NS94].
Sabemos que ({,v) =1, (v,&) = (v,§) = 0. Portanto, existe
uma fungdo A : U — R tal que

E= X (Ve X1y), com A= [1v,1,,1 ! =d /4,

A férmula explicita para o normal afim em fungao das derivadas
de g foi dada nas equagoes (5.7), para encontramos £ em funcao de
f basta usar as equagoes (3.1) e de forma andloga ao cdlculo destas
equagoes obtermos as expressoes das derivadas de terceira e quarta
de g em funcao de f.

Exercicio 5.11. Calcule as expressoes dos vetores co-normal e nor-
mal afins de uma superficie implicita.

5.5.3 Curvaturas Afins

Na geometria Euclidiana as curvaturas afins sao obtidas a partir da
variacdo do normal afim (ver Figura 5.4). Visto que (v, ;.3 ) =0,
entao temos que as derivadas £, 3 do normal afim sao ortogonais a
v que ¢ paralelo a N. Portanto, {, ) sao tangentes a superficie.
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Figura 5.4: Estruturas afins da superficie blobby dada pela expressao
(3z)*+ (3y)* + (32)* — 4522 — 45y% — 4522 +6 = 0 (da esquerda para a
direita) diregdo conormal v, dire¢do normal &, curvaturas Gaussiana
K e média 'H, coloridas de verde para azul, a parte central verde
correspondente a métrica degenerada.

Logo existem fungoes (bi;)1<i j<2 : R®* — R, tais que

& = b1 8z + b2 gy,
& = boy g+ gy
Consequentemente,
by = d /0 [E, gy 6]
by = d [l
bar = d /s [&y.8y:€ 1,
by = dil/“'[gz,fyyf]-

Os coeficientes b;; formam uma matriz B = (b;;)1<s,j<2 cujo de-
terminante e menos da metade do traco sao respectivamente as cur-
vaturas Gaussiana e média afins: K =det Be H = —% tr B.
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5.5.4 Exemplos Fundamentais

Paraboléide Paraboloéide Esfera
Eliptico Hiperbdlico
f z— (22 + %) z—3@—y?) [ +yP 4207
N | oo ) | et (o) I (z,y,2)
K (142244277 | —(14a2+42)7" r=2
d 1 -1 r2 24
v (—2,—y,1) (—z,7,1) r 22,y 2)
3 (0,0,1) (0,0,1) r 2 (2, 2)
K 0 0 r—3
H 0 0 —2r /2

Tabela 5.1: Exemplos fundamentais de estruturas afins.

As formas mais simples da geometria FEuclidiana sao o plano cuja
normal é constante e portanto a curvatura é zero e a esfera cuja cur-
vatura é constante. Na geometria afim as formas equivalentes sdo os
paraboléides com normal afim constante (ver Figura 5.5), o elipséide
e o hiperboldide de uma e duas folhas com curvaturas constantes.
Suas estruturas afins estao atribuidas na tabela 5.1.

5.5.5 Reducgoes Geométricas e
Foérmulas Simplificadas

As férmulas para as estruturas afins encontradas sdo uma extensao
para o caso de grafico

G: {(x,y,g(x,y) ),(a:,y) € U}

e seus tamanhos crescem bastante quando usamos o teorema da
funcao implicita para expressar essas estruturas afins diretamente
em termos da fungao implicita f. Isso leva a uma significativa insta-
bilidade numérica durante o célculo (ver Figura 5.10) e prejudica a
invariancia afim das quantidades calculadas.
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Figura 5.5: Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tem normal afim
¢ constante, os quais tém o papel do plano Euclidiano na goemetria
afim.

No entanto, sabemos a maneira como cada quantidade varia sobre
uma transformacao afim: a métrica e as curvaturas sdo invariantes, o
co-normal é covariante e o normal é contravariante. Aqui definimos
uma transformacao afim A que simplifica as férmulas acima e melhora
(ou isola) as instabilidades numéricas. Na préxima subsegao, primeiro
introduziremos esta transformagao, encontraremos as formulas para
a estrutura afim depois da simplificacao e finalmente mostraremos
como calcular a estrutura afim para a superficie implicita no caso
geral usando a simplificagao.

Simplificagao: Transformacao A

Como todas as féormulas implicitas sao encontradas a partir do teo-
rema da fungao implicita, muitos termos podem ser simplificados se
pudermos definir o gradiente de f por um vetor constante por exemplo
(0,0, 1) depois de uma transformagao afim A. Por outro lado, alinhar
as diregoes das curvaturas principais Euclidianas com os eixos x e y
reduz ainda mais o tamanho de nossas férmulas.

Mais precisamente, procuramos por uma transformacao afim A.
Neste caso, teremos uma composi¢ao de uma rotagao Ry e um esca-
lonamento S e uma rotacao Ro, onde S o R; leva o vetor gradiente
de f para (0,0,1) e a rotagao Ry no plano zy alinha as diregoes prin-
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cipais aos eixos. Como consequéncia garantimos que fr, = 0, o que
simplifica o processo de obtengao dos invariantes afins. O efeito desta
transformacao sobre as derivadas é descrita no seguinte teorema e a
construcao de A (ver Figura 5.6) é detalhada na sua demonstracao.

Ri O

A =R,SR;

SRy

Figura 5.6: A construcao da transformacao A.

Teorema 5.12. Em cada ponto regular p de uma superficie implicita
{p € R3, f(p) = 0} existe uma transformacao equiafim A tal que em
cada ponto p = A(p) a superficie implicita transformada definida por

{f) eR3, f(p) = f(A7(p) = O} tem as seguintes propriedades
e O vetor gradiente é o vetor unitério vertical: V f(5) = (0,0,1).
e A derivada cruzada fzy zera, ou seja, fxy(;ﬁ) =0.

Demonstragao: Primeiro observe que Vf(p) = Vf(p)- A~ (escre-
vendo o gradiente em linha). Deduzimos as transformagdes para o
primeiro item com a geometria descritiva simples. Decompomos a
transformac@o afim como A = Ry SR, (ver Figura 5.6), onde R; é a
rotacdo em R3, S é um escalonamento ndo-uniforme ao longo de z e
do plano zy e Ry é uma rotagao no plano zy. A rotagao R; é uma
aplicagao de rotacgao de V f(p) para o vetor vertical ( 0,0, ||V f(p)]| ).
Denotemos por f¥ a funcio implicita transformada que é dada por
B(p) = f(Rfl(p)) . Verifica-se que o vetor gradiente de f7? ¢

(VI = R{T(VHT = Ri(VHT = 0,0,V () [])"
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Escalonamos o gradiente obtido. Entretanto, para obter uma
transformacao afim, temos que compensar a escala ao longo de z no
plano zy. Portanto, definimos o escalonamento S pela matriz diago-

nal § = diag (=%, %,1), onde n = |V /%] = [|V/||. Denotando
f5(p) = FR(S7(p)) , obtemos

(v =5 T (v = (0,0,1)7.

Finalmente, rotacionamos a superficie no plano zy para alinhar
as diregoes das curvaturas principais da superficie transformada dada
por {p € R3;fs(p) = 0} com os eixos = e y. Isto é equivalente a
diagonalizar a parte tangente da matriz Hessiana de f°:

S S

A rotacdo Ry é entdo a rotagdo no plano zy de angulo

1 -2 f
0= arctan(y ) .
9 S _
Tz vy

Isto leva & funcao f(p) = f% (R;l(p)) = f(A7(p)). Como o gradi-
ente de f° estd ao longo do eixo z, a rotagao planar R nao o altera.

Uma vez que a matriz Hessiana H 7 de f é dada pela composicao
das formas quadraticas: H; = Ry o s Ry 1= RyH s RY, obtemos

assim fmy =0. g

Observagao 5.13. Em termos dos graus de liberdade a transforma-
¢ao A é uma matriz 3 x 3. Destes 9 coeficientes a restrigao da trans-
formagao ser afim, o que implica que det A = 1, reduz um grau de
liberdade. A rotagdo R; e o escalonamento S, cada um, reduz o grau
de liberdade em trés: o angulo ou o fator de escala e um eixo.

A rotacao planar Ry tem um grau de liberdade: o dngulo. Embora
ainda exista um grau de liberdade de reposicao para os coeficientes,
a segunda derivada tem dependéncia quadratica sobre os coeficientes
de A e ndo hd nenhuma garantia de que uma simplificagdo maior seria
vidvel sem decidir o sinal da métrica (ou equivalentemente o sinal da
curvatura gaussiana euclidiana).
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Foérmulas Simplificadas

Consideremos superficies implicitas {p eER3 f(p) = O} definidas em
volta de um ponto p tal que Vf(p) = (0,0,1) e foy(p) = 0. No-
temos que a partir do teorema anterior asseguramos esta condigao
para qualquer ponto regular através de uma transformacao afim A.
Com esta condicao, encontramos as féormulas simplificadas para as
estruturas afins de uma superficie implicita

Vetores Tangentes - Como f, = f, = 0, deduzimos da (5.9) que
g, =(1,0,0) e g, =(0,1,0).
Métrica - A métrica se reduz a simples expressao: d = fru fyy-

Co-normal - A partir da métrica e do vetor gradiente, obtemos
-y,
v= |fzzfyy| (07071)

Normal - O normal afim se reduz a

fgyfxa:x =+ fxxfyyfa:yy - 4fx;cfy2yfxz
fmcyfzzfyy - 4f§xfuyfyz + f%zfyyy

2 2
4f e vy

_ 1
-
4| foatyy

Curvaturas - As expressoes de curvaturas tém uma forma bastante
simples, comparada com a expressao antes da transformacao, a saber

1
16124 * £,/
2 2 2 r2 2 2
_4f3:xfy’!/faca:yy _4fac;cfyy.fxxxx+7.fyyf;caca:+3fxxfxyy
+12f$$fyyf§:1;y+2fwwfyyfwwwf$yy+4fzza:f1$yfyyy

+24f§z y2yfrxz *24.]“11 5yfrzfmzr724f3mfyyfy2fﬂ7$y)
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b21 = W(15fxxfyyfa:xyfa:yy_fxxfyyfa:xxfyyy
16 fzd * fyly

— 412, Fyy Feyyy— 24 20 Fyy Fuz Feyy *4fmf5yfmwy
+7f§mfmyyfyyy)

As férmulas para bis e boy sao obtidas trocando x por y e vice-
versa em bsy € biq.

O caso geral a partir das formulas simplificadas

A reducao anterior é responsavel pelo crescimento da estabilidade
numeérica e pela melhoria das estimativas das estruturas afins. Come-
¢ando da fungao implicita original f em p calculamos a transformagao
que é definida a partir das derivadas primeira e segunda de f em p
segue do teorema 5.12, levando a uma nova fungao implicita definida
por f(p) = f(A™'(p)) com p = A(p).

Primeiro calculamos as derivadas de f a partir das derivadas da
f e usando a regra da cadeia, obtemos

Vip) = Vip) A"

Hp(p) = AT -Hsp) A}

fijk(ﬁ) = Z fabc(p) A;jAbj]lA(:]iv V(i,j, k) € {x,y,z}s,
(a,b,c)e{z,y,2}3

.fijkl(ﬁ) = Z fabcd(p) A;iA;;A;;A;}, V(Z,j,k,l) € {$,y,2}47

(a,b,c,d)€{z,y, 2}

onde A;j sdo os coeficientes da matriz inversa A~! de linha a e coluna
i. Usando essas derivadas podemos calcular as estruturas afins 7(p),
£(p), K(p) e H(p) da superficie implicita definida por f. A partir das
invaridncias dessas estruturas podemos deduzir as estruturas afins
para a superficie original {p € R?, f(p) =0} em p

p) = vip)-A
p) = &p)- AT,

K(p),
p) = Hp).

=
N—
Il
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5.6 Mudanca de Contexto

Figura 5.7: Modelo implicito de uma banana (b) com as curvaturas
Gaussianas afim (a esquerda) e média (a direita), cores escuras indi-
cam maiores curvaturas. Nos itens (a) e (¢) aplicamos transformagoes
afins p — A - p ao item (b). Notemos que as caracteristicas das cores
Se preservaram, ou seja, as curvaturas se mantiveram, comparando
com o caso Euclidiano onde claramente isso nao ocorreria.

Estudamos ao longo destas tdltimas segoes propriedades geomé-
tricas que sao invariantes em superficies paramétricas. Ja no caso
da superficie ser definida implicitamente utilizamos o teorema da
funcdo implicita para reduzir ao caso de superficies paramétricas,
pois localmente a superficie pode ser vista como um grafico e assim
utilizando a parte paramétrica desenvolvida obtemos tais invariantes
diferenciaveis. No caso implicito discreto utilizamos o algoritmo Mar-
ching Cubes [LC8T7] para obtermos a extragao de superficies implicitas
e a partir das expressoes conhecidas dos invariantes geométricos im-
plementamos tais fungbes dentro do Marching Cubes. Um dos pontos
fundamentais para obtermos boas estimativas de invariantes afins é
termos boas derivadas de f até a quarta ordem, e isso nao é uma
tarefa simples.



Capitulo 5. Geometria Afim: Superficies 111

Figura 5.8: Incorporando os estimadores dentro do Marching Cubes
revela o padrao nao-invariante do processo de amostragem. Vista de
K (esquerda) e H (direita) antes (em cima) e depois (em baixo) da
transformagao afim [[0.9,0,0.9], [0, 2,0],[1.1,0,0.6]]

5.7 Discussao

Representacoes implicitas de modelos geométricos sao amplamente
usados em aplicagoes, como por exemplo para deformagao, operagoes
Booleanas e offsets [FHKO02]. O célculo das estruturas geométricas
e topoldgicas de tais representagoes pode ser delicado, embora ele
seja bastante conhecido para representacdes paramétricas [DCT76].
Formulas de curvaturas para superficies implicitas nao tinham sido
dadas de diversas maneiras de forma clara até recentemente [Gol05].
Recentemente, medidas invariantes afins tém recebido muita aten-
¢ao na comunidade de visao computacional para melhorar a corres-
pondéncia e o registro [MS05, MS06, ZBK*08]. Na verdade, curvas
em um objeto vistas em duas fotos distintas tém diferentes medidas
Euclidianas, distancia ou curvatura [Low04]. No entanto, se a curva
estd contida em um plano paralelo ao plano de projegao, entao as
medidas afins corresponderiam nas fotos. Para dados 3d a quanti-
ficacao de formas similares tem tido um grande nimero de aplicagoes
em correspondéncia e registro [ASBH90, GCO06, RWP06] e recons-
trugao [GSHT07]. Embora alguns objetos sejam claramente similares,
eles nao sao localmente equivalentes Euclidianos (ver Figura 5.7).
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Figura 5.9: Normal afim £ sempre calculado usando z na derivagao
implicita (esquerda), o eixo na maioria dos casos alinhado com o
gradiente (meio), ou a nossa redugdo geométrica (a direita).

Uma das caracteristicas geométricas desejadas no nosso estudo de
propriedades invariantes foi a invariancia por transformacoes afins.
Sabemos da geometria Euclidiana que as curvaturas sao invariantes
por movimentos rigidos, entretanto nao sao invariantes por trans-
formacoes afins quaisquer. Neste sentido, buscamos estudar pro-
priedades geométricas que fossem invariantes por um grupo maior
de transformacoes que as transformacoes rigidas que sao as trans-
formagoes afins lineares que preservam volumes. Vimos que para
obter tais invariantes foi necessario pedir que a fungao que define a
superficie seja de classe C*. Do ponto de vista numérico isso causa
mais dificuldade na estimativa dos invariantes.

Utilizamos o algoritmo Marching Cubes [LC87] para extragao de
superficies implicitas. O primeiro passo para usarmos este algoritmo
e construirmos o nosso foi o clculo das derivadas até a quarta ordem.

Matrizes Aplica(;{)es Formulas Total

A AT de O(f)  simplificadas
Simplificada 7.335 1.783 9.867
Direta 23.690

Tabela 5.2: Ntimero de operagoes para um tnico ponto. As férmulas
simplificadas sao muito mais concisas e incluem principalmente
operagoes de mapear as derivadas.

Podemos trabalhar diretamente com as férmulas obtidas dos inva-
riantes, o que em particular causa algumas instabilidades numéricas
ou utilizar a existéncia de uma transformacdo afim A que simplifica



Capitulo 5. Geometria Afim: Superficies 113

bastante os cdlculos. As férmulas simplificadas sdo mais estaveis que
o célculo direto sem transformagao, como confirmado em nossos expe-
rimentos. Usamos o software Maple para otimizar ambas as férmulas
diretas e com transformagao, visando reduzir o nimero de operagoes.
A comparacdo do ntimero de operagoes nas férmulas diretas e sim-
plificadas explica claramente o ganho de estabilidade das férmulas
simplificadas (ver tabela 5.2).

No entanto, a principal ferramenta de derivagao para obter as
férmulas das estruturas afins de superficies implicitas vem do teo-
rema da fungao implicita, onde todas as derivadas de g sao obtidas
através de uma divisao por f,. Portanto, qualquer implementacao
numeérica pode sofrer quando o gradiente é quase zero. Nas férmulas
simplificadas essa instabilidade é confinada na transformagédo A (em
especial na escala nao-uniforme S).

Figura 5.10: A curvatura afim do paraboldide é K = 0, mas uma
estimativa direta leva & instabilidade numérica (& esquerda). Com
férmulas simplificadas a estimativa é mais estavel (a direita).

Além disso, a métrica Berwald-Blaschke degenera d = 0 quando
a curvatura Gaussiana Euclidiana é zero. Em particular, as curvatu-
ras afins devem ser infinito em pontos de sela, que sdo delicadas de
lidar em um contexto numérico. Um tratamento independente dos
pontos de inflexao tem sido proposto para as curvas através de uma
cuidadosa reamostragem local [CLMO07] e poderia ser estendido para
as superficies em trabalhos futuros. Esta instabilidade permanece no
interior da férmulas simplificadas.
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As definigoes das curvaturas afins requerem o célculo de derivadas
até a quarta ordem, dai qualquer estimador serd muito sensivel a erros
numéricos. A reducgao geométrica que apresentamos permite reduzir
o erro numérico ligado ao alinhamento com o eixo do gradiente (ver
Figura 5.9) que mostra claramente que a qualidade do estimador
direto diminui quando a direcao se torna mais obliqua, provocando
descontinuidades nas mudancas de eixo ( semelhante ao caso mais
simples de curvatura Euclidiana de curvas paramétricas [LGLCO05]),
defeito que é corrigido pela nossa redugao.

Esta grande reducdo simplifica as férmulas (ver tabela 5.2), o
que melhora bastante a estabilidade numérica. Isto é ilustrado na
Figura 5.10, onde o paraboléide teria curvatura 0 mas o método direto
introduz um ruido de ordem 105 neste simples caso.

Direto

Transformagdo
25
K(p) — H(p) —
— KAp) — H(AP) Kie) = Hee)

Erro absoluto
=
@
Erro absoluto

40 100 160 220 280 40 100 160 220 280
Tamanho da grade Tamanho da grade

Figura 5.11: Convergéncia sobre o modelo da esfera. Erro abso-
luto versus tamanho da grade, antes (sélido) e depois (tracejada),
a transformagao afim da Figura 5.8,comparando o método direto (a
esquerda, em escala linear) com o método de transformagao (& di-
reita, em escala log). A barra representa o quinto da varidncia do
erro absoluto.

Geramos pela primeira vez os histogramas de distribuigao da cur-
vatura Gaussiana afim /C antes e depois de uma aplicagao afim. Pode-
mos comparar os resultados obtidos pelo método direto e com trans-
formagdo em um modelo de toro (ver Figura 5.12). Mais uma vez
o método de transformacao preserva melhor o significado geométrico
das medidas estimadas. Mesmo em issosuperficies mais complexa,
como a retratada nas Figuras 5.7 and 5.13, as curvaturas e as regioes
degeneradas sao claramente mapeadas a partir dos diferentes modelos
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da mesma classe afim.

Direto K(p) Direto: k(ap)
12%- M 12%- M
10%-| 10%-|
8% - 8%
6% 6% |
4% 4% |
) 2% 7W‘_{7
T T T T 1 T T T 1
= -40 -20 0 20 40 K= -40 -20 0 20 40
Com transformacgdo K(p) Com transformacgdo K(Ap)
12% a 12% M
10%— 10%—
8% M 8% 1
6% —| 6% —|
4% | 4% |
2% | 2% |
T T T T T T T T T T T T
K= 30 20 10 0 10 20 K= 30 20 10 0 10 20

2
Figura 5.12: No toro 22 —( x2+y2—0.5) = 0, a distri-

buicao da curvatura Gaussiana afim I é melhor preservada sobre
a transformacao afim ((1.4,-0.2,0),(0.1,0.7,0),(0,0,1)) se usamos
o método com transformagao (direita) comparado com o direto (es-
querda).
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5.7. Discussao

transformacao afim.

Figura 5.13: Mesmo em uma issosuperficie mais complexa, a curva-
tura Gaussiana afim estimada é preservada depois de aplicarmos uma
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Conclusao

Vimos nesse livro alguns aspectos de invariantes Euclidianos e afins
para curvas e superficies. Existem diversas origens e bases tedricas
para esses invariantes, e ainda variagoes e mais invariantes de outras
ordens de diferenciacao. Escolhemos apresentar diretamente o calculo
desses invariantes no caso diferencial paramétrico, antes de estender
para os demais casos, tornando o livro mais acessivel e dando uma
visao dos diversos contextos de modelagem, em particular os contex-
tos discretos visto a importancia deles nas aplicagoes.

6.1 Problemas Discretos

Os problemas discretos se tornaram fundamentais com a emergeéncia
do computador no auxilio aos calculos, em particular ao célculo geo-
métrico. Porém, vale notar que eles também foram fundamentais a
varias definigoes geométricas, como por exemplo a nocao de compri-
mento de curva por retificagao. Esse exemplo ilustra bem diversos
problemas do mundo discreto.

O comprimento de uma curva C é definido como o limite do com-
primento das curvas poligonais amostradas sobre C. As curvas ad-
missiveis (retificiveis) sdo as curvas para quais o limite é indepen-
dente do processo de amostragem. A passagem ao limite gera uma
nocao de derivada da parametrizagao embutido na forma fundamen-
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tal ||/||. Finalmente, o limite pode ser simplificado num supremo no
caso convexo. Vamos analisar cada observagao.

A forga da definigao de curvas admissiveis reside na possibilidade
de caracteriza-las a partir da regularidade da parametrizacao. Esse
processo é muito mais delicado para superficies, mesmo suaves, pois
existem processos de amostragem que ndo garantem propriedades
elementares de convergéncia da drea, como o lampido de Schwarz.
Portanto, a passagem ao limite tem que ser associada a um certo
tipo de amostragem, geralmente triangulagoes de Delaunay, podendo
haver variagoes e assim mais de uma definicao, nao equivalentes, de
invariantes discretos.

O problema discreto fica mais complicado ainda na pratica pois,
com dados reais, a curva limite C nao é conhecida. Uma abordagem
consiste em interpolar ou aproximar os dados discretos por uma curva
suave, e definir os invariantes a partir das derivadas dessa curva su-
ave. Nesse livro, esse processo foi usado no caso de invariantes afins
de superficies implicitas discretas. Outra abordagem consiste em defi-
nir um invariante da curva discreta, e garantir que ele converge para
o invariante da curva limite, sob um processo de amostragem con-
trolado, como foi o caso dos poligonos parabdlicos. Poderia definir
o invariante sem a convergéncia para uma nog¢ao conhecida no caso
limite, mas perderia a interpretacao do invariante calculado.

Finalmente, os casos convexos, ou estritamente convexos para a
geometria afim, geram melhores condi¢Ges para a estimacao de in-
variantes. Em particular no caso afim, os pontos de inflexao geram
problemas numéricos para estimar os invariantes, pois tem curvatura
infinita. Porém, os dados reais vem corrompidos por ruido. Mesmo
um circulo, uma vez perturbado por um ruido pequeno, deixa de
ser convexo. A literatura matemadtica relata muitos métodos para
remogao de ruido, mas para garantir que a medida estimada € invari-
ante, o processo de remogao de ruido também tem que ser invariante.
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6.2 Aplicagcoes em Computacao Visual

Apesar dessas dificuldades, existem muitos interesses da parte compu-
tacional em conseguir definir medidas invariantes e robustas a ruido
e processos de (re-)amostragem. Existem trés tipos de aplicagoes
tipicas para o cdlculo de invariantes: modelagem e processamento
geomeétricos e reconhecimento de formas.

A modelagem e o processamento geométricos desenvolve técnicas
para criar ou editar formas, tipicamente em duas ou trés dimensoes.
Desde a tltima década essas técnicas se popularizaram e pretendem
ser utilizadas de forma “intuitiva”, querendo que um usuario mesmo
inexperiente consiga prever o efeito de cada ferramenta. Isso é ge-
ralmente feito ou por imitacdo da realidade (escultura, artesanato,
etc.), ou usando conceitos imediatamente perceptiveis como a suavi-
dade (curvatura) das superficies desenhadas. No primeiro caso, usa-se
modelagem fisica, geralmente baseada em equacoes diferenciais, vol-
tando em problemas similares aos encontrados nesse livro: definir
derivadas em objetos discretos e/ou garantir os invariantes (volume
ou energia) do sistema.

O reconhecimento de formas aparenta com a classificacdo de cur-
vas e superficies. Nesse caso, o objetivo é de identificar duas formas
dentro de um conjunto. Um exemplo cldssico é a OCR, (optical cha-
racter recognition) que consiste em extrair letras de um texto, e iden-
tificar cada letra. Aparecem problemas devidos a variacao das fontes
de caracteres, em particular para documentos manuscritos, e ao ruido
presentes nos documentos escaneados. Além disso, a grande quanti-
dade de letras num documento necessitam de um processo eficiente,
precisando reduzir a curva a um conjunto pequeno de descritores,
contando a topologia e a geometria das curvas de bordo de cada le-
tra. Em trés dimensoes, existem bases de modelos 3d, comerciais ou
académicas, que permitem obter objetos virtuais sem a dificuldade de
desenhé-los. Em particular isso foi incorporado no Google Sketch’up,
com a base Google 3d Warehouse, porém ainda com semelhanga no
texto acompanhando o modelo, em vez de descricao geométrica que
ainda é um desafio para chegar a aplicacoes industriais.
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6.3 Desafios Atuais

Existem desafios tanto tedricos como praticos. Enquanto, dado uma
curva desenhada no quadro, é simples descrever as propriedades Eu-
clidianas da curva (por exemplo deduzir o sinal da curvatura), é muito
menos intuitivo no caso das propriedades afins de uma superficie. O
presente livro é um dos primeiros trabalhos a apresentar figuras de
curvatura afim em superficies ndo triviais. Seria talvez um primeiro
passo para desenvolver um intuito maior dos invariantes afins, para
considerar esses invariantes tuteis para outras areas da Matematica
em vez de apenas um fim em si s6. Além disso, um trabalho simi-
lar resta a fazer no caso projetivo, rico em aplicagdoes porém pouco
estudado do ponto de vista dos invariantes.

Do lado pratico, muitas aplicagoes reais em fotografia e filmagem
3d, usam projecoes dos objetos geométricos para modela-los. O pro-
cesso de projecao é complexo, mas preservam os invariantes afins de
objetos planos. Porém, a aquisicao é ruidosa e envolve um processo
de amostragem nos pixels da camera, o que dificulta o célculo das
curvaturas de forma robusta e invariante. Enquanto existem vérios
métodos de aproximacao invariantes Euclidianos, como minimos qua-
drados no espaco, ainda poucos foram desenvolvidos no caso afim.

Maria e Thomas,
Rio de Janeiro, 10 de maio de 2011.
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