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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos los conceptos fundamentales para
estudiar en el préximo capitulo las cadenas de Markov.

1.1 S%+, proyecciones y cilindros

Fijaremos un conjunto S enumerable o finito con al menos dos ele-
mentos. En toda la monografia, vamos a denotar por Z el conjunto
de enteros no negativos: Z, = {0,1,2...}. Para cada entero k > 1,
S* denotars el producto cartesiano de k copias de S:

Sk = {(a17a27"'7ak):ajGSVj:]'""’k}’

Por supuesto, S* = 5. S%+ denotara el espacio de todas las sucesiones
sobre S:
SZJr = {(.%‘0733‘1,...):{)31‘ €S Vi €Z+} .

Usaremos simbolos como &, i/ para denotar los elementos de S%+.

Ejercicio 1.1. Cada conjunto S* es enumerable. El conjunto S+
es enumerable? Ni siquiera {0,1}%+ es enumerable.

Definimos las proyecciones

X, :8% -8, paracadan>0,
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como X, (%) = x, si & = (zg,21,...), es decir X, (&) indica la n-
ésima coordenada de Z. Ademads, para cualquier subconjunto finito
{no,n1,...,nx} C Z4, k > 0, la proyeccién

(Xngs Xnys ooy Xy) 0 S50 — GFFL
se define como (Xpg, Xny s -« -, Xn (&) 1= (Xo (D), Xy (B), - .., Xy, (7).

Ejercicio 1.2. Supongamos que existen k > 1, A C S¥, m > 1y
B C S™ de modo que

{# € 8% : (Xo,..., Xp_1)(¥) € A}

= {Ze 8% :(Xo,...,Xm-1)(Z) € B} .

Pruebe que si k = m entonces B = A y si k < m entonces B =
Ax Sx---x8§.
—_——

(k — m) veces
Estaremos interesados en el siguiente tipo de subconjuntos de S%+.

Definicién 1.1. Llamaremos cilindros a los subconjuntos de S%+ que
tienen la siguiente forma:

(Xo,.., Xp) " HA) = {Fe 8% : (Xo,...,Xp)(T) € A},

para algin k > 0 y algin subconjunto A C S*T1. En particular, S%+
y @ son cilindros (verifique).

Ejercicio 1.3. (a) Pruebe que X, '(A) C S%+ es cilindro, para
todon>0yACS.

(b) Pruebe que para cualquier k > 1, proyeccion (Xng, Xnys -+ Xnp_y)
y cualquier A C S*, el conjunto

(€ S8™ : (Xng, Xnys- vy Xny,)(T) € A}

es un cilindro.

Ejercicio 1.4. (a) Si Cq, ..., Cy son cilindros, pruebe que para
todo m > 1 existe k > m y existen Ay,..., Ay € S* de modo
que

C; = (Xoy. s Xim1) (A, Vi=1,....0.
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(b) Pruebe que la interseccion de cualquier nimero finito de cilin-
dros es un cilindro.

(¢) Pruebe que la unidn de cualquier nimero finito de cilindros es
un cilindro.

Para simplificar la notacién, de ahora en adelante escribiremos
{(Xngs Xnas ooy Xny) € A}

= {T€ 5% : (Xny, Xnys-- - Xy )(F) € A} .

En particular, para A; C S, ¢ =0,...,k denotaremos

{Xno GA(), an 6A17 ey Xnk eAk}
= {T€ 8% : X,y (T) € Ag, X, () € A1, ..., X0, (%) € Ar} .

Usando esta notacion, es claro que

{Xno € Ap, an €A, ..., Xnk S Ak} = mf:o{Xni € Az} .

1.2 Trayectorias y tiempos de llegada

Nuestro plan es usar S%+ como el conjunto de todas las trayectorias
que un individuo que se desplaza sobre S puede realizar. Por ejemplo,
dado (ag,...,ar) € S**1, el cilindro {Xo = ag, X1 = ai,..., X} =
ay} es interpretado como el conjunto de todas las trayectorias que
comienzan en ag y en cada instante n (desde n = 0 hasta n = k)
se encuentran en a,. Nada es dicho en el cilindro {Xy = ag, X1 =
a1, ..., X, = a} sobre la trayectoria después del instante n = k.

Ejercicio 1.5. ;Cdmo se escribiria el cilindro que representa el con-
junto de trayectorias que comienzan en a € S y luego de 4 pasos estdn
enu € S?

Estamos usando el conjunto Z, = {0,1,2,...} para representar
el tiempo. Las siguientes funciones serdn interesantes.

Definicién 1.2. Dado A C S no vacio, definimos la funcion

Ty :S% — Zy U{oco}
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del siguiente modo. Fijada una trayectoria ¥ € S+, si el conjunto
de instantes {n > 1: X, (%) € A} es no vacio hacemos

TA(Z) := min{n >1: X, () € A}.
Si{n>1:X,(¥) € A} = @ hacemos T4 (Z) = oo.

Notacién: En la definicién anterior, si A = {«} escribiremos T}, :=
T{ZL’}'

Ahora es mas facil escribir el siguiente conjunto de trayectorias.
Comienzo en i € S y llego a a € S antes de llegar a u € S:

{# € S : Xo(&) =i, T (%) < Tu(2)} C S%+ . (1.2.1)

Otro ejemplo. Salgo de e € S y algun dia en el futuro (n > 1) vuelvo
ae:
{# €S8P : Xo(&) =e, T.(Z) <00} C SP+. (1.2.2)

Para simplificar la notacién, los conjuntos en (1.2.1) y (1.2.2) serdn
escritos como

{oni,Ta<Tu} y {X0:€,Te<00},

respectivamente. Aplicaremos la misma simplificacién de notacién en
conjuntos similares.

Ejercicio 1.6. Demuestre que los subconjuntos (1.2.1) y (1.2.2) NO
son cilindros.

Muchos subconjuntos de SZ+ que no son cilindros son bastante
interesantes y frecuentes de encontrar cuando uno estudia las trayec-
torias. Los cilindros son importantes por lo siguiente. Para estudiar
una cadena de Markov tendremos que definir una probabilidad en-
cima del espacio de trayectorias. En un principio, los tinicos subcon-
juntos de SZ+ sobre los cuales podremos asignar una probabilidad
seran los cilindros. Fijadas las probabilidades sobre los cilindros, ve-
remos que las probabilidades de una coleccién mayor de subconjuntos
(como (1.2.1) y (1.2.2)) serdn determinadas de manera tnica. Los ci-
lindros funcionaran entonces como subconjuntos bésicos para definir
probabilidades sobre el espacio de trayectorias.
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1.3 Probabilidad

Para definir probabilidad fijemos un contexto mas abstracto. Sea
Q un conjunto cualquiera. En un caso simple, en que ) es finito o
enumerable, fijar una probabilidad sobre 2 consiste en indicar una
probabilidad por cada elemento de £ (sumando un total de uno) y
luego declarar que la probabilidad de cada subconjunto de € es la
suma de las probabilidades de sus elementos.

Por ejemplo, para cada k > 1, S* es un conjunto enumerable.
Denotemos por P(S*) el conjunto potencia de S*. Cualquier funcién
p:S* —[0,1], tal que > wegk P(u) =1, determina una probabilidad
P : P(S*) — [0, 1] como siendo

P(E)= Y p(u), VEeP(S*). (1.3.1)

ueE

Es decir, la probabilidad de cada subconjunto E C S* es declarada
como ) .pp(u), donde la suma es cero si I/ es vacio. Eso nos
funciona para cada S¥, pero no para S%+ que no es enumerable.

Una probabilidad serda una funcién que asocia a ciertos subcon-
juntos de € un nimero en [0,1] y cumplird ciertas propiedades. De-
notemos por € una coleccién de subconjuntos de (2. Queremos definir
una aplicacion

P:¢—10,1].
Has intentado definir una transformacién lineal sobre un conjunto
cualquiera? Para que transformacién lineal sea un concepto intere-
sante, necesitas que en ese conjunto se pueda (al menos) sumar. Para
las propiedades que pediré a P necesito que € cumpla (al menos) con
lo siguiente:

Definiciéon 1.3. Una coleccion C de subconjuntos de € es llamado
A-sistema si cumple con las siguientes propiedades.

(A1) e
(N2) Si E,FeCyFECF entonces F\ E € C.

(A3) Si(E,:n=1,2,...) es una sucesion de elementos de C tales
que

E,CE,t1, VYn>1, (sucesidn creciente) (1.3.2)
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entonces U2 By, también debe pertenecer a C.

Ejercicio 1.7. Prueba que si C es un A-sistema entonces valen las
siguientes propiedades:

(a) @ €.
(b) Si E € € entonces E° € C.

(¢) Si Ey, Es, ..., E, son elementos de C disjuntos dos a dos
entonces U” E; € C.

(d) Si{E;:i € I} es una familia enumerable de elementos de C,
disjuntos dos a dos, entonces U;er E; € C.

Definamos probabilidad

Definicién 1.4. Sea C un A-sistema de subconjuntos de 2. Diremos
que la aplicacion P : € — [0, 1] es una probabilidad si vale lo siguiente.

(P1) P(Q2) = 1.
(P2) Si E,F € C son tales que E C F entonces
P(F\E) = P(F) — P(E).

(P3) Si (E, : n = 1,2...) es una sucesion creciente (cumpliendo
(1.3.2)) de elementos de C entonces
nh—{réo P(E,) = P(E), donde E :=U2 | E,.

Cada propiedad (\i), i = 1,2,3, sobre C, otorga mds sentido al
respectivo requisito (Pi) pedido de P.

Es bastante claro que (P1) y (P2) son requisitos minimos para
ser probabilidad. (P3) tal vez no tanto. Sin embargo, con (P1) y
(P2) sélo alcanza para resolver los problemas de dados, siempre que
los tires una cantidad finita de veces. (P3) nos permite determinar
la probabilidad de conjuntos complejos a partir de las probabilidades
de conjuntos mas elementales.

Las propiedades (1.3.3) y (1.3.4) en el siguiente ejercicio son muy
importantes para el cilculo de probabilidades. Estas propiedades son
consecuencia de nuestra definicién.
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Ejercicio 1.8. 5i P es una probabilidad definida sobre un \-sistema
C wvale lo siguiente.

(a) P(2)=0.
(b) VE € €, P(E°) = 1 — P(E).
(¢) Si E,F € C son disjuntos entonces
P(EUF) = P(E) + P(F). (1.3.3)

(d) Si{E;:i€ I} esuna coleccion enumerable de elementos de C,
disjuntos dos a dos, entonces

P (Uic/E;) = Y P(E (1.3.4)
el

(e) Si (En:n=1,2,...) es una sucesion decreciente de elementos
de C, es decir, By, O E,+1 Vn > 1, entonces
lim P(E,) = P(E), donde E:=nN_,E,.
Ejercicio 1.9. Pruebe que P : P(S*) — [0, 1] definido en (1.3.1) es
una probabilidad segun Definicion 1.4. Verifique que toda probabili-

dad definida sobre el conjunto potencia de un conjunto enumerable es
generado de ese modo.

Ejercicio 1.10. Sea P : P(S*) — [0, 1] una probabilidad para algin

k> 11y sea E € P(S*). Pruebe que para todo ¢ > 0 existe un
subconjunto finito A C E tal que

P(E)—¢ < P(A) < P(E).

Los més experientes deben haber escuchado hablar de o-algebras.

1.3.1 o-algebras

Las propiedades de A-sistema son suficientes para definir probabili-
dad. Sin embargo, no son suficientes para tratar con conceptos im-
portantes en probabilidad como independencia. Definiremos a conti-
nuaciéon un tipo mas restricto de coleccién de subconjuntos llamado
o-algebra.
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Un o-4lgebra es un A-sistema que cumple con la siguiente propi-
edad adicional.

Definicién 1.5. Una coleccion € es llamada m-sistema si se cumple
la siguiente condicion:

() Si E,F € C entonces ENF € C.

Definicién 1.6. Una coleccion C es llamada o-dlgebra si ademds de
ser A-sistema cumple con la propiedad (7).

Un o-4lgebra € representa una coleccién de eventos que pertene-
cen a un cierto nivel de informacion. A € € siy sélo si la ocurrencia o
no del evento A es informacion disponible en el nivel de informacion
asociado a C. Es por eso natural pedir que la ocurrencia simultinea
AN B sea una informacién disponible si la ocurrencia tanto de A
como de B son informaciones disponibles.

Ejercicio 1.11. C es un o-dlgebra si y sélo si valen las siguientes
propiedades:

(i) @ € C.
(i) Si E € C entonces E° € C.

(i1i) Si {E; :i € I} es una familia enumerable de elementos de C,
entonces U;cr E; € C.

Ademds, si C es un o-dlgebra vale lo siguiente.

o Si{E; :i € I} es una familia enumerable de elementos de C
entonces N;er E; € C.

Observacion 1.7. Nosotros hemos definido probabilidad como si-
endo una funcion definida sobre un A — sistema C, cumpliendo con
las propiedades (P1), (P2) y (P3). En otros textos, llaman proba-
bilidad a P sélo en el caso especial de que C cumpla ademds con
la propiedad (w). Pero observe que ninguna propiedad adicional es
requerida de la probabilidad P.

En este texto, el dominio de las probabilidades que veremos seran
siempre o-algebras.
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Definicién 1.8. Un espacio medible es una dupla (2, F) donde Q es
un conjunto no vacio y F es un o-dlgebra. Un espacio de probabilidad
es un trio (Q,F,P) donde (Q,F) es un espacio medible y P : F —
[0,1] es una probabilidad.

Ejercicio 1.12. Sea (Q,F) un espacio medible. Pruebe que P : F —
[0, 1] es probabilidad si y sdlo si ella cumple con las siguientes propi-
edades:

(i) P(Q) = 1.

(1) Si{E;:i € I} es una coleccion enumerable de elementos de C,
disjuntos dos a dos, entonces

P (Ui E;) ZP
i€l

Ejercicio 1.13. Prueba que los cilindros en S“+ forman un w-sistema
y NO un A-sistema (por lo tanto tampoco un o-dlgebra).

Ejercicio 1.14. Verifique que las colecciones de subconjuntos de §2,
{o,0} y 2 .= {todos los subconjuntos de Q}

son ambos A-sistemas y también o-dlgebras.

Ejercicio 1.15. Prueba que si {Co : a € I} es una coleccidn ar-
bitraria de \-sistemas (resp. o-dlgebras) en Q entonces NperCo es
también un A-sistema (resp. o-dlgebra) en €.

Si € no es ni g-algebra ni A-sistema, podemos agregarle més sub-
conjuntos de €) para tornarlo uno usando el siguiente procedimiento.

Definicién 1.9. Sea C una coleccion de subconjuntos de 2. Denote-
mos

= {D: D es \-sistema en Q y C C D}
y e = {D: D eso-dlgebra en Q y C C D} .

Entonces definimos

ﬂ‘D y o(C) = ﬂ@.

DeAe DeXe
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Observacion 1.10. Esta definicion no tendria sentido si Ag 0 e
fueran vacios. Afortunadamente, no lo son. Por qué?

Gracias al Ejercicio 1.15, las nuevas colecciones de subconjuntos
A(€) y o(€) definidas arriba son, respectivamente, un A-sistema y un
o-dlgebra. Ademads, por definicién, si € € D y D es un A-sistema
concluimos de inmediato que A(C) C D. Igualmente, si € C Dy D
es un o-dlgebra concluimos de inmediato que o(€) C D. Resumimos
estas afirmaciones diciendo

Observacién 1.11. A(C) es el menor A-sistema conteniendo a C y
o(C) es el menor o-dlgebra conteniendo a C.

Teorema 1.12. Si C es un w-sistema entonces o(€) = A(C).

Prueba: o(€) es un A-sistema que contiene a C. Pero A(C) es el me-
nor A-sistema conteniendo a € (ver la Observacién 1.11), por tanto
A(€) C o(€). Siguiendo el mismo argumento, para concluir la in-
clusién contraria o(€) C A(C) basta probar que A(C) es un o-algebra.
Es decir, debemos probar que A(C) es un (7)-sistema. En este punto
usamos la propiedad (7) de €. Definamos,

G :={FEe)XC):EnNBeXC), para todo B € C} .
Se sigue de inmediato que
€ C G CAe.

Ademds, § resulta un A-sistema (probar como ejercicio). Por lo tanto
(nuevamente Observacién 1.11) G = A(€). Hasta aqui tenemos que
ENB € A(C) para todo par E € \(€), B € C. Entonces, si definimos

H = {EeXC):ENBe)C), para todo B € A(C)},
podemos ahora afirmar que
CCH CAQC.
Pero 3 es también A-sistema, entonces H = A\(€). Eso significa que

A(C) es un (7)-sistema y por tanto un o-dlgebra.
O
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Para terminar esta seccién, veamos el siguiente resultado util. Sea
P una probabilidad definida sobre un A-sistema L. Consideremos una
coleccién € contenida en L. Nos gustaria saber cuan grande debe ser
C para que los valores de P sobre € determinen los valores de P sobre
todo L. Probaremos que basta pedir que L sea generado por C.

Proposicion 1.13. Sea € una coleccion de subconjuntos de §2. Sean
P y Q dos probabilidades definidas sobre A(C). SiP(C) = Q(C) para
todo C € € entonces P(E) = Q(FE) para todo E € \(C).

Prueba: Definamos
D= {FEeXC):PE)=Q(E)}.

Dos cosas obvias: € C Dy D C A(C). Pruebe ahora como ejercicio
que D es un A-sistema (facil). Pero como A(C) es el menor A-sistema
conteniendo €y € C D entonces A\(C) C D. Por la doble inclusién
concluimos que A(€C) = D. Es decir que cada elemento de A\(C) satis-
face la propiedad que define a D. Terminamos. O

El siguiente corolario es inmediato gracias al Teorema 1.12.

Corolario 1.14. Sean P y Q dos probabilidades definidas sobre un
o-dlgebra F y sea C C F tal que o(C) = F. Supongamos que P(C) =
Q(C), YC € €. Si C es un w-sistema, entonces P(E) = Q(E),
VE € F.

Prueba: Sabemos por la proposicién anterior que P y Q coinciden
en todos los elementos de A(C). Pero por el Teorema 1.12, A\(C) =
o(€) = F. Eso concluye la prueba. |

1.4 Probabilidades sobre S%+

Recuerde que S es un conjunto enumerable o finito con al menos dos
elementos y S%+ denota el espacio de trayectorias sobre S. Denote-
mos por Cil la coleccién de cilindros de S%+. Como fue visto en un
ejercicio, Cil forma un m-sistema. Entonces, por el Teorema 1.12; el
menor o-algebra y el menor A-sistema conteniendo Cil coinciden y
denotaremos a tal coleccién de subconjuntos por B(SZ+):

B(ST+) = o(Cil) = A(Cil) .
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La cuestién que nos toca resolver es la siguiente. Supongamos
que tenemos definida una funcién P : il — [0, 1]. No tendria sentido
preguntarse si P es probabilidad ya que Cil no es siquiera A-sistema.
Pero, podria ser IP la restriccién de una probabilidad definida sobre
B(S%+). Nos gustaria entonces conocer condiciones sobre P que nos
garanticen la existencia de dicha probabilidad.

Recuerde de un ejercicio que la unién de dos cilindros es todavia
un cilindro. Diremos que (C,, : n =1,2,...) es una sucesién decreci-
ente de cilindros si C,, D Cp 41 Vn > 1.

El siguiente teorema es un caso especial del Teorema de Ca-

rathéodory.

Teorema 1.15. Sea P : Cil — [0,1] una funcién tal que P(2) = 0,
P(S%+) = 1. Supongamos que se cumplen las siguientes dos propie-

dades.
(i) Si C y D son cilindros disjuntos entonces P(C' U D) = P(C) +
P(D).
(1) Si (Cp:n=1,2,...) es una sucesidn decreciente de cilindros

tales que N>, C,, = @, entonces P(C,) — 0.

Entonces, existe una tinica probabilidad P : B(S%+) — [0,1] de modo
que P(C) = P(C) para todo cilindro C.

Observe que las condiciones (z) y (47) son de hecho necesarias para

que P sea la restriccion de una probabilidad. En nuestro problema
de definir cadenas de Markov, serd mas inmediato usar el Teorema
1.17 enunciado més abajo, consecuencia de este tultimo teorema.

Definicién 1.16. Por cada k > 1 sea py : P(S¥) — [0,1] una
probabilidad. Diremos que la sucesion (ug : k > 1) es consistente si
para todo k > 1 y subconjuntos Aq,..., A, € S tenemos que

/,Lk;Jrl(Al Xoee XAk X S) = /j,k(Al Xoee XAk).
El siguiente ejercicio justifica esta definicién.

Ejercicio 1.16. Sea P : B(S%+) — [0, 1] una probabilidad.
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o Sip: P(S) — [0,1] es definido como p(A) = P{Xy € A},
VA C S, verifique que p es una probabilidad.
e Sipor cada k > 1, py : P(S*) — [0,1] es definido como
pe(E) = P{(Xo,...,Xp_1) € E}, VECS*,
entonces py es una probabilidad.

o Si(up:k=1,2,...) es la sucesion de probabilidades definidas
en el item anterior, pruebe que dicha sucesion es consistente.

Ejercicio 1.17. Por cada k > 1 sea py, : P(S*) — [0,1] una proba-
bilidad. Supongamos que (ug : k = 1,2,...) es una sucesion consis-
tente. Sil<n<myACS" entonces

Um(AX S x - x8) = u,(A).
(m-n) veces
Teorema 1.17. Por cada k > 1 sea py, : P(S*) — [0,1] una proba-

bilidad. Si (ug : k = 1,2,...) es una sucesion consistente, entonces
existe una tnica probabilidad P : B(SZ+) — [0,1] tal que

P{(Xo,X1,...,Xx—1) € E} = ux(E),
para todo k > 1 y todo E € Sk

Prueba: Definamos una funcién P : Cil — [0,1] del siguiente modo.
Si C' es un cilindro entonces existe k > 1y A C S* tal que C =
{(Xo0,...,Xk-1) € A}. Luego, hacemos P(C) = pur(A). Hay que
verificar que P estd bien definida. Supongamos que existen n > 1,
ACS", m>1y B CS™ de modo que

C={(Xo,...,Xn1) €A} = {(Xo,..., Xm_1) € B} .

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que k < m. Si k = m,
entonces A = B y obviamente ux(A) = pm(B). Si k < m, por el
ejercicio 1.2 tendremos que
m(B) = pm(AX S X - x8) = up(A).
i (B) = i ) = pin(A)

(m-n) veces
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En la dltima igualdad hemos usado el Ejercicio 1.17. Eso prueba que
P estd bien definida. Ahora resta probar las condiciones del Teorema
1.15.

Para probar (¢) fijemos dos cilindros F y F disjuntos. Por la parte
(a) del Ejercicio 1.4 sabemos que existe k > 1 y subconjuntos A, B C
Sk de modo que F = {(Xo,...,Xx_1) € Al y F ={(Xo,...,X_1) €
B}. Ya que

EUF = {(Xg,...,Xx-1) € AUB}

tendremos

P(EUF) = m(AUB) = pp(A) + ue(B) = P(E) +P(F) .

La segunda igualdad sigue de ser j; una probabilidad y la tltima
igualdad sigue de la definiciéon de P.

Para probar (ii), procedemos por contradicciéon. Sea (C,, : n =
1,2,...) una sucesién de cilindros tal que C,, D Cpq1, Yn > 1y
supongamos que existe § > 0 tal que @(Cn) >4 >0, Vn > 1. Vamos
a probar que N,>1C), # 9.

Ya que C; es un cilindro, existe un entero k; > 1 y un subcon-
junto A7 C S*¥ de modo que Cy := (Xo,..., Xg, 1) 1 (A]). Por el
Ejercicio 1.10, existe un subconjunto finito A; C A} de modo que

P(Cy NKS) < 6/3, (1.4.1)

donde Kl = (Xo, .. ,Xkl_l)_l(Al) - Cl.

Notemos que K3 N Cy es un cilindro. Por la parte (a) del Ejer-
cicio 1.4, existe ko > k; y A, C S*¥2 de modo que K; N Cy =
(X0, .-y Xg,—1)"1(Ab). Nuevamente por el Ejercicio 1.10, existe un
subconjunto finito As C A} tal que

P(K, N Cy N KS)

IN

(6/3)2, (1.4.2)

N

donde Ky := (Xo, . ,sz_l)_l(Ag) C KN (C,y. Siendo Cy C (O,
tenemos

P(Cy NKS) = P(K; N CyNKS) +P(KS N Cy)
< P(KyNCyNKS) +P(KSNCY) .
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De (1.4.1) y (1.4.2) concluimos que Ko satisface
F(C2NKS) < (6/3)+(6/3)° .

Procediendo por induccién, probamos que existe una sucesién de en-
teros 1 < k1 < ko < ..., una sucesién de conjuntos finitos A, C Skn
y una sucesién decreciente de cilindros (K, : n = 1,2,...) de modo
que K, = (Xo,..., Xg, 1) 1 (A), K, CCp y

_ n

P(C,NES) < Y (6/3)", W¥n>1.

i=1

De la tultima desigualdad y la suposicién sobre (C,, : n = 1,2,...)
tenemos que para todo n > 1

P(Ch) — Y (8/3)’

i=1

P(K,) = P(C,) —P(C, N KY)

v

(6/3)" = §/2.

M8

> 06—

i=1

En particular, K,, # @ y por tanto A, # &, para todo n > 1.
Entonces es posible tomar una sucesién ¥, € K,, n > 1. Por
cada n > 1, denotemos

Tn = (X07 .- 'ann,—l) :

De este modo m1(Z,,) € A1, ¥n > 1. Ya que A; es finito, entonces

existe un a(!) € A; y una subsucesién (f%l) :n > 1) tal que 771(9?(1)) =

aM) para todo n > 1. Ahora, nz(fﬁf)) € A, para todo n > 1. Siendo

Ay finito, existe un a(? € Ay y una subsucesién (3?5?) :n > 1) de
@Y :n > 1) de modo que ma(#?) = a® para todo n > 1. Lo
importante es notar que wl(fg)) =a y por lo tanto

w(a®) = o

donde 7} : S*2 — S*1 esla proyeccion en las k; primeras coordenadas.
Tomando progresivamente subsucesiones podemos entonces obtener
una sucesién a(™ € A, cumpliendo con

7 (@) = o™ | vn>1,

)
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donde 7/, : SFn+1 — Skn es la proyeccién en las k,, primeras coor-
denadas. Esto es suficiente para garantizar que existe un elemento
@ € S”+ tal que 7, (@) = a(™ para todon > 1. Ahora es facil verificar
que a € K,, para todo n > 1. Eso termina la prueba. O



Capitulo 2

Cadena de Markov

Fijaremos un conjunto S enumerable o finito con al menos dos ele-
mentos. Consideremos una coleccién de ndimeros p(z,y) € [0,1],
(z,y) € S x S. En este capitulo, definiremos una cadena de Markov
como una familia de probabilidades sobre el espacio de trayectorias
en Sy asociados a {p(z,y) : z,y € S} del modo que describimos més
abajo.

Definicién 2.1. Considere una coleccion de nimeros p(z,y) € [0,1],
(z,y) € S x S. Decimos que

{p(z,y) 2,y € S}

forma una coleccion de probabilidades de transicion sobre S si

Y play) =1, Vres. (2.0.1)

yeSs

Usamos {p(z,y) : x,y € S} para determinar una dindmica sobre
S del siguiente modo. En el instante cero situamos a un individuo
en algun lugar en S, digamos a € S. Viéndose en a, el individuo
decidird una nueva posicion en S de acuerdo a las probabilidades
p(a, ). Desde la nueva posicién, digamos b € S, decidird su siguiente
posicién (para el instante dos) de acuerdo a las probabilidades p(b, ).
El individuo continuard de este modo decidiendo su posicién para

17
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el instante k + 1 de acuerdo a su posicién x en el instante k y las
probabilidades p(z, ). Observe entonces que, luego de fijar un punto
inicial, un elemento de S%+ es producido aleatoriamente bajo este
algoritmo determinado por los nimeros {p(z,y) : z,y € S}.

Con esta descripcién podemos calcular las siguientes probabilida-
des.

Ejercicio 2.1. Supongamos que la posicion inicial del individuo es
a€s.

(a) & Cudl es la probabilidad de que el individuo salte al punto b € S
y luego al punto c € S?
Rpta: p(a,b)p(b, c).

(b) s Cudl es la probabilidad de que el individuo se encuentre en
c € S luego de dos saltos?

Rpta: 3, g p(a,y)p(y,c).

(¢) & Cudl es la probabilidad de que el individuo vuelva al punto
a € S luego de 3 saltos y no antes?

Rpta: 35 o\ 0y 2ozes (o) PG Y)D(Y, 2)D(2, a).

Todos los subconjuntos en el Ejercicio 2.1 son cilindros! La des-
cripcion hecha sobre la dindmica nos permite determinar directa-
mente, a partir de las probabilidades de transicién {p(z,y) : =,y €
S}, una familia de funciones sobre los cilindros. Usaremos el Teorema
1.17 para determinar una probabilidad sobre (S%+, B(S%+)) a partir
de las probabilidades de transicién.

Sea v una probabilidad sobre S. Para cada k > 2, determinamos
una probabilidad sy sobre S* estableciendo

pi(a) = v(ao)p(ao, ar)...plak—2,ar-1),
Va = (ao,al, . ,ak,l) S Sk .
Asi tenemos la familia {uy : £ =1,2,...} donde pu; = v.

Ejercicio 2.2. La familia {p : k = 1,2,...} definida arriba es
consistente.

Usando entonces el Teorema 1.17 podemos concluir que



19

Teorema 2.2. Dadas las probabilidades de transicion {p(z,y) : ¢,y €
S} y la probabilidad v sobre S, existe una unica probabilidad P, :
B(S%+) — [0,1] tal que

o P {Xy€a} = v(a) para todo a € S.

o P {Xo=ao; X1=a1;...; Xp=ar}=v(ao)p(ao,a1) ...p(ar—_1,ar)
para todo k > 1 y (ag, ..., a,)€S*1.

Estamos escribiendo v(a) := v({a}).

Definiciéon 2.3. Llamaremos cadena de Markov a cada probabili-
dad P, sobre (S%+,B(S%+)). Los ingredientes S, B(S%+), {p(z,v) :
x,y € S} y v serdn llamados, respectivamente, el espacio de esta-
dos, el espacio de trayectorias, las probabilidades de transicion y la
distribucion inicial de la cadena de Markov P, .

Cuando existe a € S tal que la distribucién inicial v(a) = 1,
denotaremos a la cadena de Markov correspondiente por P,.

Ejercicio 2.3. Pruebe que para todo E € B(S%+) y toda probabilidad
v sobre S tenemos

€S
Ejercicio 2.4. Sean >1 y A C S no vacio.
1. Pruebe que {Ta =n} y {Ta > n} son cilindros.

2. Para un a € S, calcule Po{Ta = n} y Po{Ta > n} en funcién
de las probabilidades de transicion {p(z,y) : x,y € S}.

Lema 2.4. Para todo A C S no vacio, {T4 = oo} € B(S%+).
Ademds, si A, B son subconjuntos disjuntos no vacios de S enton-
ces {Ta < Tg} € B(S%+).

Prueba: Primero, podemos escribir {Ty < oo} = USL,{T4 = n}.
Entonces, por el Ejercicio 2.4, concluimos que {T4 < oo} € B(S%+).
Eso prueba que {T4 = oo} € B(S%+). Ahora, el conjunto {Ts4 < T}
se puede escribir como

iozl({TA < TB} N {TA = n}) = U?Lozl({n < TB} N {TA = n}) .



20 [CAP. 2: CADENA DE MARKOV

Eso acaba la prueba ya que {n < Tg} y {T4 = n} son cilindros para
todo n > 1. O

Podemos calcular las siguiente probabilidades? Supongamos que
a € S es la posicion inicial.

(A) La probabilidad de que el individuo llegue algin dia a b € Sy
que suceda antes de llegar a c € S.

(B) La probabilidad de salir de a y nunca més regresar.

Las probabilidades en (A) y (B) se pueden escribir, respectivamente,
como P {Ty, < T.} y Po{T, = o0}

2.1 Propiedad de Markov

Para calcular la probabilidad de eventos mas complicados como los
enunciados al final de la seccién anterior, enunciaremos los Teoremas
2.6, 2.7, 2.12 y 2.13. Estos teoremas son asociados a la propieda-
des markovianas de la dindmica que hemos definido. Entre otras
aplicaciones, veremos como estos teoremas nos permiten escribir las
probabilidades que queremos calcular como soluciones de un sistema
de ecuaciones.
Vamos a denotar

p(n)(avx) = Pa{Xn = x} )
de modo que pM(a,z) = p(a, z).
Ejercicio 2.5. Exprese p™ (a,z) en términos de {p(x,y) : x,y € S}.

Definicién 2.5. Para cada n > 1, el operador O™ : SZ+ — SZ+ ¢g
definido como

0" (%) = (zn, Tng1,...), VI=(zg,21,20,...)€ 8% .
Ademds escribimos © := ©1),

Teorema 2.6. Sea P, una cadena de Markov. Para todo E €
B(S%+) vale

P,{0M € B} = Y P, (X, =2x)P(E), (2.1.1)
zeS
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En particular, para todo a,b € S tenemos
P.{X,=b; 0™ c E} = p™(a,b)Py(E) . (2.1.2)

Ejercicio 2.6. e Pruebe que Q(E) := P, {0 ¢ E}, VE ¢
B(S%+) define una probabilidad

e Pruebe que Q'(E) =Y, ¢ Pu(X, = 2)P,(E), VE € B(S%+)
define una probabilidad.

e Pruebe que Q(C) = Q'(C) para todo C cilindro. Concluya el
resultado del Teorema 2.6.

Podemos mejorar el teorema anterior del siguiente modo. Para
simplificar la notacién, denotemos por

WkE(XQ,Xl,...,Xk), VkZO

El siguiente teorema nos dice que, fijada la posicion del presente, el
pasado y el futuro resultan independientes.

Teorema 2.7. Sea k > 1, E € B(S%+) y A C S**1. Tenemos
P {mi € A; Xy =2; 0% € B} = P, {m, € A; Xj, =2} P,(E).

Prueba: Por el Ejercicio 2.3, basta mostrar el enunciado para P, =
P,. Dividiendo A como unién enumerable de sus elementos, pode-
mos suponer que A = {(bg,...,bx)}. Para descartar casos triviales,
podemos suponer que by = x y by = a. Basta probar entonces que

Pbo{Xl :blﬂ"')Xk:bk;; @(k) eE}

= Py {X1=b1,..., Xp = by} Py, (E) .

Si IP’bO{Xl =by,..., X = bk} = 0 no hay nada mas que hacer. Caso
contrario

E i Py {Xi=b1, ..., Xp=by; OF B} /Py {X1=b1, ..., Xp=by}

define una probabilidad sobre B(S%+). Es facil verificar que esta
probabilidad coincide con Py, sobre los cilindros. Por tanto ellos
deben ser iguales, probando lo que queriamos. O
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Ejercicio 2.7. Sean A, B dos subconjuntos disjuntos no vacios de S.
Si E={Tp <Ta} pruebe que

e EN{X; =b} ={X; =b} para todo b € B.

e EN{X; =a} =@ para todo a € A.

e EN{X;=y}={0 € E}n{X1 =y}, para todo y ¢ AU B.

| como f(x) =P {Ts < Ta}

Lema 2.8. Si definimos f : S — [0,1
f(b) =1 para todoa € A yb e B,

para cada x ¢ BUA y1— f(a) =
entonces

Po{Ts <Ta} = Y plz,y)f(y), VzeS.
yeSs

En particular, 37 o p(x,y) f(y) = f(z) para todo x ¢ AU B.

Prueba: Si E = {Tp < T4} observemos que

P.(E) = Y P(EN{X;=y})

yeSs
= Y P i{Xi=y}+ > P.({O0€E}N{X;=y}),
yEB yeEA

donde A = S\ (AU B). La tltima expresién se escribe como

> oy fy)+ Y PO En{Xo=1y}).
yeB yeA
Usando el Teorema 2.7, esta tltima expresién coincide con

oy W)+ YD plxa)Po(BEN{Xo = y})

yeB yEA a€S

= Z p(z,y)f(y) + Z p(x,y)Py (E

yeB YyEA

Eso concluye la prueba. O

Este resultado inspira la siguiente definicién
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Definicién 2.9. Asociamos a las probabilidades de transicion {p(z,y) :
x,y € S} el siguiente operador. A cada f : S — R limitado,
Mf:S — R es definido como

Mf(x) == p(x,y)f(y) -

yeS

Usaremos el Lema 2.8 en el préximo capitulo, para expresar en
términos de cadenas de Markov la solucién de un sistema de ecuaci-
ones.

La probabilidad P, {7, < oo} de volver algiin dia resulta ser uno
cuando el conjunto de estados S es finito y la familia de probabili-
dades de transicion es irreductible. Si .S no es finito, esto no es mas
verdad en general, es decir, hay probabilidad positiva de nunca volver
(incluso en el caso irreductible). Definimos a continuacién irreducti-
bilidad.

Ejercicio 2.8. Sea {p(z,y) : x,y € S} una familia de probabilidades
de transicion. Fijemos x,y € S tal que x # y. Son equivalentes:

(a) Existe n > 1 tal que p™ (z,y) > 0.
(b) Py(T, < c0) > 0.

Notacion: Dada una cadena de Markov y dos elementos x,y € S
distintos, escribiremos x — y para decir que z,y cumplen con el item
(a) (o equivalentemente item (b)) del Ejercicio 2.8.

Definicién 2.10. Diremos que una familia de probabilidades de tran-
sicion {p(z,y) : x,y € S} es irreductible si x — y para todo par
T,y €S, x#y.

Ejercicio 2.9. Sea A un subconjunto no vacio de S. Pruebe que si
g: 8 — [0,1] es definido como g(x) = Py{Ta < o} para x & A y
g(a) =1 para todo a € A, entonces

P {Ta <0} = Mg(z), VzesS.
Usando este ejercicio podemos resolver el siguiente que prueba en
particular que P, {T, < oo} = 1 para S finito en el caso irreductible.

Ejercicio 2.10. Sea {p(z,y) : x,y € S} una familia de probabilidades
de transicion irreductible. Pruebe que si S es finito entonces P, {Tx <
oo} =1 para todo x € S y todo subconjunto no vacio A C S.
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2.2 Propiedad fuerte de Markov

Extenderemos ahora el Teorema 2.7 al caso en que el futuro y pasado
es determinado por tiempos aleatorios.

Fijado un subconjunto A C S no vacio, definamos el siguiente
operador sobre el subconjunto {74 < oo} C SZ+.

Definicién 2.11. Definimos O, : {Ta < oo} — SZ+ como
@TA(f) = @TA(f)(f) .

El siguiente resultado es el andlogo al Teorema 2.6 para tiempos
aleatorios del tipo T,.

Teorema 2.12. Para todo a € S y para toda v probabilidad sobre S
tenemos

P,({T, < 0} N{Or, € E}) = P {T, < oo}P,(FE)
para todo E € B(SZ+).

Prueba: Ejercicio. Divida {T, < oo} = Up>1{T, = n} y use el
Teorema 2.7. O

Podemos extender el resultado anterior del siguiente modo. Para
cada k > 0, denotemos por F;, C B(S%+) la coleccién de todos los
conjuntos de la forma {(Xo,...,Xz) € A} para algin A € Sk+1
Observe que F; C Fo C ...

Teorema 2.13. Sea a € S y sea v probabilidad sobre S. Supongamos
que L € B(S%+) es tal que LN {T, = k} € Fy para todo k > 1.
Entonces

P, (LN{T, < oo} N{Or, € E}) = P, (LN{T, < 0o})Py(E)
para todo E € B(SZ+).

Prueba El lado izquierdo se escribe como

oo

> P (LN{T,=k}N{Op € E}).

k=1
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Como L N{T, = k} € Fj entonces, usando el Teorema 2.7, esta
expresion es igual a

S B(LN{T, = KDPW(E)
k=1

Eso prueba el enunciado. O

Como ejemplo de L en este teorema, pruebe el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.11. Sea A C S un subconjunto no vacio y a € A. Con-
sidere L = {Ta4 = T,}. Pruebe que LN{T, = k} € Fi para todo
k>1.

Usaremos el caso de este ejercicio en la siguiente seccién.

2.3 La traza

Una familia de probabilidades de transicién {p(z,y) : z,y € S} de-
termina entonces una dindmica sobre S. Fijado un subconjunto no
vacio A C S, vamos a restringir la dindmica al conjunto A. Esto serd
la traza de {p(z,y) : z,y € S} sobre A.

Para esta seccién vamos a suponer que S es finito y que las pro-
babilidades de transicién {p(z,y) : x,y € S} es irreductible como
fue definido en la seccién anterior. Definiremos la traza de manera
inductiva.

Fijemos un punto z € S.

Definicién 2.14. Llamaremos traza de {p(z,y) : xz,y € S} sobre
S\ {z} ala familia de probabilidades de transicion {p'(x,y) : x,y €
S\ {z}} definido por

P(x,y) = plr,y)+ W , Ve,yeS\{z}. (23.1)

Ejercicio 2.12. Pruebe que {p'(z,y) : x,y € S\ {z}} es una familia
irreductible de probabilidades de transicion.
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Ahora, fijado un nuevo punto w € S\ {z}, podemos tomar la
traza de {p/(z,y) : x,y € S\ {z}} sobre S\ {z,w}. De ese modo
obtenemos otra familia irreductible de probabilidades de transicién
{p"(z,y) : x,y € S\{z,w}} definida ahora sobre el conjunto reducido
de estados S\ {z, w}.

Tterando este método podemos retirar de la dindmica un nimero
finito de puntos en S.

Definicién 2.15. Dado un subconjunto A C S no vacio y una familia
irreductible {p(x,y) : z,y € S} de probabilidades de transicion, la
traza de {p(x,y) : v,y € S} sobre A es la familia de probabilidades de
transicion {p(x,y) : x,y € A} obtenido después de retirar cada punto
en S\ A via ecuacion (2.3.1).

Ya hemos observado que la traza {p(z,y) : z,y € A} resulta una
familia irreductible de probabilidades de transicién como consecuen-
cia de la irreductibilidad de {p(z,y) : z,y € A}.

Siendo {p(x,y) : ¢,y € A} una nueva familia de probabilidades de
transicién ella define una familia de cadenas de Markov con espacio
de estados A. Vamos a mostrar la relacion entre las cadenas asociadas
a {p(x,y) : z,y € S} y las cadenas asociadas a su traza sobre A.

El siguiente ejercicio es un paso inicial. Este ejercicio ademas
explica la intencién que hubo en la forma de escribir la ecuacion

(2.3.1).

Ejercicio 2.13. Pruebe que si {p(z,y) : =,y € A} es la traza de
{p(x,y) : x,y € S} sobre A, entonces

PA{Ts =T} = pla,z), VYr,a€ A,
donde P, es la cadena de Markov asociada a {p(z,y) : z,y € S}.
Sea A C S no vacio. Recordemos que
Ty = inf{n>1:X, € A}.
Vamos a definir inductivamente la sucesién {TXC) : k> 1}. Pri-
mero TS) = T4. Luego, definido Txgk), definimos

TXCH) = Ty oG)Ték) , sobre {TXC) < oo}
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y Tlgkﬂ) = 0o sobre {TXC) = 00}

En el caso particular de esta seccién, en que el espacio de estados
S es finito y p(-,-) es irreductible tenemos que todos estos tiempos
son finitos casi ciertamente, para todas las cadenas asociadas a p(-, -).
Es el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.14. (a) Pruebe que {Tflk) < oo para todo k> 1} €
B(SZ+).

(b) Pruebe que Vx € S y para todo subconjunto A C S,
IF’QJ{TXC) < oo para todo k > 1} = 1.
Denotemos
H = {ngk) < oo para todo k > 1} .
sobre H podemos entonces definir la sucesiéon
Yie(Z) = XTAk)(f)(f) , VE>1.
Es decir (Y : k > 1) es definida como la traza de (X, : n > 1)
sobre A. Hagamos Yy = Xy. Tenemos definida asi una funcién
Y : H — S%+,
Y& = Yo(@),Y1(D),...), VFeH.

Ejercicio 2.15. Pruebe que para todo E € B(S?+) tenemos Y "1 (E) €
B(S%+).

Fijemos un punto a € A arbitrario. Definamos
Qu(E) := P,(HN{Y € E}), VE € B(5%). (2.3.2)

donde P, es la cadena de Markov partiendo de a € S y de probabili-
dades de transicién p(-, ).

Ejercicio 2.16. Verifique que Q, es una probabilidad para todo
a € A.
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Procedamos ahora a relacionar Q, con la familia de probabilidades
de transicién {p(z,y) : z,y € A}. Si fijamos x € A, observe que
Qa{Xl = .17} = H:Da(Hm {Yi = LIZ‘}) .

Ya que H tiene probabilidad uno, esta probabilidad en la ecuacién
de arriba coincide con

]P)a{TA =T, ; T, < OO} = PQ{TA = Tz} .
Por el Ejercicio 2.13, concluimos que
Qu{X1 =2} = pla,z), Va,xze€ A (2.3.3)

Continuando, tomemos ahora un par de puntos x,y € A. Tendre-
mos

Qu{X1 =2, X2 =y} = Po(HN{Y1 =2,Y2 =y}). (2.3.4)

Denotando E := {Yy = z,Y; = y} N H observamos que
Hn{i=z,Yo=y} = {Op, e E}N{T4 < 0} .
Esta tultima expresion coincide con
{Or, e E}N{Ty <o} N{Ta=T,}.
Entonces la probabilidad en (2.3.4) se puede escribir como
P.({Or, € E} N{T, < oo} N{Ta =T,}) .
Por el Teorema 2.13 y el Ejercicio 2.11, esta probabilidad es igual a
Po({Te < 00} N{Th =T,})Pr(E) = Po{Th =T} P{Y1 =y} .

En la dltima igualdad hemos usado que P,({T, < oo} = 1. Hemos
probado asi que

@a{Xl =x; Xp= y} = ﬁ(a" x)ﬁ(x,y) . (235)

Asi, repitiendo la prueba de (2.3.5), y usando (2.3.3), podemos
concluir por induccién que
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Lema 2.16. Para todon > 2 y x1,...,z, € A tenemos
Qa{X1:x1; 7Xn:xn}
=P {Mi=a1;...; Yn=1a,}

= ﬁ(avxl) o 'ﬁ(mnflaxn) 3
cualquiera que sea el punto inicial a € A.

En el lema anterior hemos escrito
PAYi=a1;...; Y, =x,} ::Pa(Hﬁ{Yl =T1;... ;Yn:xn})

para simplificar la notaciéon. El hecho de que H tiene probabilidad
uno, nos permite hacerlo.

El Lema 2.16 nos permite entonces decir que las probabilidades
de transicién
{p(z,y) : 2,y € A}
estan determinando la dindmica de Y, quien es la traza que va de-
jando la dindmica de X sobre A, cuando X se estd moviendo de
acuerdo a las probabilidades de transicién {p(x,y) : z,y € S}.

Con un poco més de esfuerzo, podemos concluir la siguiente pro-
posicién a partir del Lema 2.16.

Proposicién 2.17. Sea {p(z,y) : =,y € S} la traza de {p(z,y) :
x,y € S} sobre A. Para cada a € A, la probabilidad Q,, inducida por
Y como en la ecuacidn (2.3.2), es la cadena de Markov partiendo de
a € A y de probabilidades de transicion {p(x,y) : z,y € S}.

Prueba: Si P4 denota la cadena de Markov asociada a la traza

{p(x,y) s x,y € S},

debemos probar que P4 = Q,. El Lema 2.3.2 nos permite concluir
que P4 y Q, coinciden sobre los cilindros. Eso implica que coinciden
sobre todo B(S%+). O

Usaremos el concepto de traza en el siguiente capitulo para re-
solver un problema interesante sobre la minimizacién del funcional
de energia para funciones definidas en grafos finitos. Luego de ha-
ber asociado el funcional de energia con cadenas de Markov sobre los
vértices del grafo, podremos reducir el niimero de vértices, tomando
la traza de las cadenas, sin alterar el funcional de energia.



Capitulo 3

Minimizacion de la
energia

En este capitulo resolveremos un problema sobre la minimizacién de
la energia sobre grafos finitos, usando el concepto de cadena de Mar-
kov. Probaremos que el problema se puede simplificar, cambiando el
grafo por otro que resulta equivalente para el problema. Esta sim-
plificacién es hecha via la idea de traza de una cadena de Markov,
introducida al final del capitulo anterior.

3.1 Energia y resultado previo

Fijemos un grafo G simple y conexo cuyo conjunto de vértices S es
finito. Escribamos x ~ y si los vértices x,y € S son unidos por alguna
arista. Vamos a denotar por deg(z) el grado del vértice z € S, es

decir
deg Z 1{y~:1:}
yEeS

Para cada f : S — R definamos la energia de f como

Z Z{f } Lianyy -

rES yeSs

30
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Ejercicio 3.1. Pruebe que E(f) =0 si y sdlo si f es constante.
Fijados dos subconjuntos A, B C S disjuntos denotemos
F(A,B) == {f:S—R: f=1sobre Ay f =0 sobre B}
Nosotros estamos interesados en el siguiente niimero

Definicién 3.1. Para cada par de subconjuntos disjuntos A, B C S
definimos la capacidad de A y B como

cap(A,B) = inf{&(f): f € F(A,B)}.
Obviamente 0 < cap(4, B) < oo.
Ejercicio 3.2. Probar que cap(A, B) = cap(B, A).
Definamos,

S S ~ F@) M) — o) oy -

xES yeSs

De modo que E(f) = E(f, f).

Ejercicio 3.3. Verifiqgue que E(-,-) es bilineal, simétrica y definida
positiva.

El Ejercicio 3.4 abajo nos permite dar una expresién bastante ttil
para la energia. Para ello introducimos primero los siguientes dos
ingredientes, un operador sobre las funciones y un producto interno.

Definimos M como el operador que a cada f : S — R asocia la
funcién M f : S — R definida por

Mf( = deg Zf l{yN-L}

Ademis, escribamos I para denotar el operador identidad, es decir

If=f.

Por otro lado, para cada par de funciones f,g: S — R, definamos

= Y f(z)g(x)deg(x) .

z€eS
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El siguiente ejercicio nos expresa la energia usando M y el pro-
ducto (-, ).

Ejercicio 3.4. Pruebe que para todo f,g: S — R tenemos

E(f,g) = (U=P)f,9) = (f,(I-P)g) .

Queremos probar que existe una tUnica funcién en F(A, B) tal
que E(f) = cap(4, B). Denotaremos A := S\ (AU B). Probemos el
siguiente lema.

Lema 3.2. Si f € F(A, B) es solucidn de la ecuacion
(I-M)f=0 sobre A, (3.1.1)
entonces [ es la inica funcion en F(A, B) tal que E(f) = cap(A, B).

Prueba: Primero observemos que si f es como en el enunciado en-
tonces g — E(f,g) es constante sobre todo F(A, B). En particular
E(f,g) = E(f, f) para todo f € F(A, B). Eso prueba que para todo
g € F(A, B) tenemos

0 < &g—rfg—f) = Eg,9) & f)-

Entonces E(f) < &(g), Vg € F(A,B) y si f' € F(A, B) es tal que
E(f") = E(f) entonces E(f' — f) =0y por lo tanto f = f. m|
Pero ya conocemos una solucién para (3.1.1). Consideremos la

familia de probabilidades de transicién {p(z,y) : =,y € S} definida
por

1

Entonces M f(z) = >_ s p(x,y)f(y). Sidefinimos fap = 1 sobre 4,
fap =0 sobre By

fap(x) = P{Ta < T}, VzeA, (3.1.3)
entonces fap € F(A, B) es solucién de (3.1.1). Eso prueba que

Proposicién 3.3. La funcion fa p definida en (3.1.3) es la inica
funcidn en F(A,B) que minimiza la energia, es decir, E(fap) =
cap(A, B).
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De manera un poco mas general, dado un subconjunto no vacio
Sy € S y una funcién f : .Sy — R podemos definir
F(So) == {g: S —R: g= f sobre Sp}.

Observe que Ff(Sy) = F(A,B) si So = AU B, con A, B disjuntos y
f =14. Ahora podemos definir

cap(f,So) = nf{&(g) : g € Fr(So)},

de modo que cap(f, So) = cap(A, B) en el caso particular Sy = AUB,
con A, B disjuntos y f =14.

Ejercicio 3.5. Probar que si f € Fr(So) es solucion de
(I-M)f=0, sobreS\Sy, (3.1.4)
entonces f es la unica funcion en Fy(So) que minimiza la energia.
Recuerde las probabilidades de transicién definidas en (3.1.2).

Ejercicio 3.6. Sea f € F;(So) la funcion definida por

f@) = 3 f@PATs, =T.}, YreS\So, (3.1.5)

a€Sy

donde P, es la cadena de Markov asociada a {p(z,y) : z,y € S}.
Pruebe que f es la unica solucion de (3.1.4) en F¢(Sy).

El dltimo ejercicio prueba que

Proposicién 3.4. La funcién f € F¢(So) definida en (3.1.5) es la
dnica funcion en Fr(Sy) que minimiza la energia £, es decir

E(f) = cap(f,So) .

3.2 Problema

Para esta seccién, hemos fijado un subconjunto no vacio de vértices Sy
y una funcién f : Sy — R. Continuaremos denotando por f: S — R,
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la solucién del problema en la Proposicién 3.4. Es decir f es una
extension de Sy de modo que la energia haya sido minimizada.

Consideremos ahora un subconjunto no vacio D C S\ Sy y deno-
temos por €p el conjunto de funciones que son constantes sobre D.
Por cada g € €p denotemos por g(D) dicha constante.

Queremos ahora minimizar la energia, pero sujetos a que las fun-
ciones deben ser constantes sobre un subconjunto D C S\ Sy. Defi-
namos

capy (So) := inf{&(g): g € €p NFs(So)} -

Es claro que cap;(Sp) < cap}’?(S’o).
Intente probar como ejercicio la siguiente proposicién. Sugiero
intente primero el caso D = S\ Sp.

Proposicién 3.5. Dentro de €p N F(Sy), existe una unica funcion
f* € &€p NFf(So) tal que

E(fr) = cap?(So) .
Mas ain, si S\ (So U D) # & entonces f* debe satisfacer
(I-M)f*=0, sobre S\ (SoUD).

Esta 1dltima proposicién nos permite extender la funcién f de un
segundo modo f*. En este modo, hemos obligado a la extensién f*
ser constante sobre un subconjunto D.

Es natural pensar que si f*, al igual que f, minimiza la energfa,
entonces f* no puede ser demasiado diferente a f sobre D. Nuestro
problema es mostrar lo siguiente.

Conjetura:

min{f(z):z € D} < f*(D) < max{f(z):x e D}.
Vamos a generalizar un poco més lo que tenemos hasta ahora
asociando la energia con un elemento definido a partir de la cadena
de Markov.
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3.3 Forma de Dirichlet

Vamos a fijar una familia irreductible de probabilidades de transicién

{p(z,y) 2,y € S} .
Vamos a suponer que tenemos el siguiente caso especial.

Definicién 3.6. Diremos que {p(x,y) : x,y € S} es reversible si
existe una funcidn m : S — (0,00) tal que

m(x)p(z,y) = m(y)ply,z), VYr,yeS. (3.3.1)

Observe que si m satisface (3.3.1), los multiplos de m también lo
hacen.

Ejercicio 3.7. Siendo {p(x,y) : x,y € S} irreductible pruebe que si
m, m’ satisfacen (3.3.1) entonces m = am’ para algin o > 0.

Vamos a suponer en esta seccién que {p(z,y) : z,y € S} ademds
de ser irreductible es reversible. Llamaremos a cada m que satisface
las ecuaciones en (3.3.1) de medida reversible para {p(z,y) : x,y €

St.
Fijada un medida reversible m podemos definir
r(z,y) == m(x)p(z,y), VYe,yes, (33.2)

de modo que r(-,-) resulta simétrico. Podemos ahora usar {r(z,y) :
x,y € S} como pesos sobre las aristas para generalizar la idea de
energia. La energia calculada usando {r(z,y) : x,y € S} se llama
la forma de Dirichlet asociada a las probabilidades de transicion
{p(z,y) : x,y € S} y una medida reversible m : S — (0, c0).

Definicién 3.7. Sea {p(z,y) : z,y € S} una familia de probabi-
lidades de transicion reversible y sea m : S — (0,00) una medida
reversible. La forma de Dirichlet asociada a p(-,-) y m es la energia
calculada con los pesos r(-,-), es decir

E:(F,9) = 3 3 S AT~ F@) o) — g@)r(z,y)

zeSyes

Escribiremos E(f) == E(f, f).
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Como antes, definimos el operador

Mf(x) == plx,y)f()

yeSs

para todo f :S — R. Ademds, definamos

(fo9hm =D f@)g(z)m(z).

zeS

En el caso particular de la seccién anterior tenfamos m(z) = deg(x)
y r(x,y) resultaba 1.,

Ejercicio 3.8. Con la notacion que acabamos de introducir pruebe
que

Denotemos por P,, x € S la cadena de Markov partiendo en x
asociada a la familia de probabilidades de transicién irreductible y
reversible {p(x,y) : z,y € S}. Sean {r(z,y) : z,y € S} los pesos
sobre las aristas definidos como en (3.3.2) a partir de p(-,-) y una
medida reversible m. La prueba del siguiente teorema consiste en
adaptar los argumentos usados en el contexto particular de la secciéon
anterior.

Teorema 3.8. Sea So C S no vacio y fijemos una funcién f: So —
R. Eziste una unica funcién f en F¢(So) tal que

E(f) = inf{&(9) : g € Fy(So)} -
Esta funcion es definida como fE f sobre Sy y

f@) = > fa)Pu{Ts, =To}, VYzeS\Sp.

a€Sy

Ademds, si S\ Sy # & entonces

(I-M)f=0, sobreS\Sp. (3.3.3)
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3.4 Conservacion de la forma de Dirichlet

Nuestro plan es usar la traza de {p(z,y) : z,y € S} sobre So U D,
para descartar el resto de vértices y simplificar el problema. Para
ello, es necesario verificar que al retirar dichos vértices, el problema
no se altera, es decir f y f* continuan siendo los mismos. Eso es
consecuencia de que la forma de Dirichlet de la traza coincide con la
forma de Dirichlet en el grafo original para esas funciones.

Fijemos un punto z € S. Recordemos que las probabilidades de
transicién de la traza de p(-,-) sobre S\ {z} son

/ - p(z, 2)p(2,y)
plzy) = ple,y) + = —pez) Va,y € S\{z}.
Ejercicio 3.9. Pruebe que si {p'(z,y) : z,y € S\ {z}} es la traza de
{p(z,y) : x,y € S} entonces
m(@)p'(z,y) = my)p'(y,x), Vo,yeS\{z}.

Es decir, p'(x,y) es reversible y la restriccidn de m a S\ {z} es una
medida reversible para p'.

Entonces, podemos todavia definir nuevos pesos {r'(z,y) : z,y €
S\ {z}}, como 7'(z,y) = m(x)p'(x,y), sobre las aristas que restan
después de retirar z € S. Denotemos por &,/ la forma de Dirichlet
asociada a la traza sobre S\ {z}.

El siguiente resultado nos permite retirar algunos puntos de S sin
afectar la energfa de una funcién g, siempre que el valor de (I —M)(g)
sobre dichos puntos resulte cero.

Lema 3.9. Si (I — M)g(z) =0 entonces, £-(9) = E(g). En el lado
derecho de la igualdad se toma la restriccion de g sobre S\ {z}.

Prueba: Ejercicio. m]
Aplicando sucesivamente el lema anterior podemos concluir que

Lema 3.10. Si (I—M)f(z) =0 para todo z € A y algin subconjunto
propio A C S entonces

Ef) = &(f), (3.4.1)
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donde {7(x,y) : z,y € S\ A} es definida como 7(x,y) = m(x)p(z,y)
Y
{Plz,y) : z,y € S\ A}

es la traza de {p(x,y) : v,y € S} sobre S\ A.

En el lado derecho de la igualdad (3.4.1) se toma la restriccién de
f sobre S\ A.

Como ejemplo de aplicacién, definamos para cada familia irreduc-
tible y reversible de probabilidades de transicién {p(x,y) : z,y € S}
v m medida reversible, la capacidad de dos subconjunto disjuntos
A, B C S como

cap,(A,B) = inf{&.(g): g € F(A,B)}.

Si fijamos un C' C S\ (AUB), podemos considerar {p(x,y) : x,y € S}
la traza de {p(z,y) : z,y € S} sobre S\ C, 7#(z,y) = m(x)p(x,y) y la
capacidad capz(A, B) calculada con 1’ sobre S\ C.

Ejercicio 3.10. Probar que cap, (A, B) = capz(4, B).

3.5 Prueba de la conjetura

Fijemos una familia de probabilidades de transicién irreductible y
reversible {p(z,y) : x,y € S}. Sean {r(x,y) : z,y € S} los pesos
sobre las aristas definidos como en (3.3.2) a partir de p(,-) y una
medida reversible m.

Fijemos un subconjunto no vacio So C S y una funcién f : So —

R. Sabemos que existe una tnica funcién f : .S — R en F(Sp) tal
que

&(f) = inf{€(g) : g € Fr(So)} (3.5.1)

donde &, es la forma de Dirichlet de p(+,-) y m. Pero ademds sabemos

que (I — M)f = 0 sobre S\ Sp. Por lo visto en la seccién anterior
tenemos entonces lo siguiente.

Proposicién 3.11. Sea A C S\ Sy. Denotemos por F(Sp) el con-
Junto de funciones definidas sobre S\ A que coinciden con f sobre
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So. Entonces, la restriccion de f sobre S\ A es la unica solucién en
Ff (So) de

E(f) = inf{&(g) : g € Fy(So)},
donde 7(x,y) = m(x)p(z,y) y p(-,-) es la traza de p(-,-) sobre S\ A.

Es decir, modificando convenientemente los pesos sobre las aristas,
podemos reducir el problema a un grafo menor.

Ahora fijemos un subconjunto no vacio D C S\ Sy y recordemos
que €p es el conjunto de funciones que son constantes sobre D y para
cada g € €p, g(D) denota dicha constante. Estamos interesados en

inf{&(9) : g € CpNFf(So)} .

Ejercicio 3.11. Pruebe que inf{&,(g) : g € €pNF;(Sp)} coincide con
buscar el infimo sobre funciones que ademds cumplen con (I—M)g =
0 sobre S\ (So UD):

inf{&,(g9) : g € €p N F;(So)} =
inf{&€-(9) : g € CpNF¢(So) y (I — M)g=0 sobre S\ (SoUD)} .

Sugerencia: Use el Teorema 3.8.

Esta tltima observacién y lo discutido en la seccién anterior nos
permite reducir el conjunto de vértices S a sélo Sy U D luego de
redefinir los pesos de las aristas. Use esta técnica para probar la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.12. Eziste una tinica funcién f* en Fy(So) N€p tal
que

E(f*) = inf{&(g9): g€ €p N Fy(So)} .

Mads aun, si denotamos por Ff (So) el conjunto de funciones definidas
sobre Sy U D que coinciden con f sobre Sy entonces la restriccion de
f* sobre Sy U D es también la dnica solucién de

E(f*) = inf{&:(g) : g € €p N F4(S0)}

donde 7(x,y) = m(x)p(x,y) y p(-,-) es la traza de p(-,-) sobre SoUD.
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Recordemos que queremos probar que
min{f(z):z € D} < f*(D) < max{f(z):z e D}.

Podemos ahora suponer sin pérdida de generalidad que D = S\
Sy, porque caso contrario podemos reducir el nimero de vértices y
modificar r(z,y) usando la traza de p(-,) sobre Sy U D, de modo que
ni la funcién f ni la funcién f* se alteren.

Ahora es mas facil calcular f*(D). Si S = SyUD, es facil ver que
la forma de Dirichlet &.(f*) se puede escribir como

Y@= DYrw, D)+ Y Y {f)—f@)}r(zy), (352)
YyESoH z€So yESo
Donde definimos, para todo par de subconjuntos disjuntos A, B C S,

) = Z Z r(x,y) . (3.5.3)

rcAyeB

En (3.5.2) estamos escribiendo r(y, D) := r({y}, D).

Es claro que r(A, B) = r(B, A) para todo A, B subconjuntos dis-
juntos de S. Ademas tenemos la siguiente relacién importante.

Ejercicio 3.12. Verifique que para todo A, B subconjuntos disjuntos
de S tales que AU B = S se tiene

T(A,B) = 5T(13) = gr(lA) = _5(1A71B)-

Ejercicio 3.13. El valor de f*(D) que minimiza la expresidn en
(8.5.2) es

(D) = So 72

yESo
La expresién en (3.5.2) es facil de minimizar.

Ejercicio 3.14. Verifique que el valor f*(D) que minimiza la ex-
presion en (3.5.2) se puede escribir como

5T(f*15'0715'0)/g7’(150) = gr(f*lsmlD)/gT(lsmlD) .
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En este ejercicio note que la funcién f*1g, : S — R que aparece
en la expresion de f*(D), sélo depende de f.

Ahora ya estamos en posicién de dar respuesta final al problema.

Prueba de la conjetura: Recuerde que f satisface (I — M) f = 0 sobre
D. Eso significa que &.(f,1p) = 0 y entonces,

E(f 15y, 1p) = E(flsy,1p) = =& (f1p,1p)
Por el Ejercicio 3.14 y esta identidad podemos concluir que
f1(D) = &(f1p,1p)/E(1p) .

Resta observar que este célculo es un promedio de los valores de f
sobre D. 0





