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Prefacio

Decomposicao de Dominio refere-se a um conjunto de técnicas do
tipo “divisdo e conquista” usadas para achar solugbes numéricas de
equacoes diferenciais parciais, principalmente equacgoes elipticas e pa-
rabolicas. Estas técnicas sao baseadas numa decomposicdo ou partigao
em subdominios do dominio onde a equagao diferencial é formulada.
A ideia geral é usar a solugao da equacao nos subdominios para obter
a solugao (ou aproximagoes da solugao) no dominio original. Por ex-
emplo, no estudo do fluxo de petréleo ou dgua em meios porosos,
a solucao direta da equagao diferencial no dominio original requer
a solucao de um sistema linear gigantesco. Resolver diretamente
este sistema linear é impraticdvel em muitos casos devido ao alto
custo computacional (e/ ou muito tempo de processamento). Neste
caso, uma abordagem de decomposicao de dominio requer somente
resolver a equagao diferencial nos subdominios vdrias vezes, em vez
de resolver o problema diretamente no dominio original. As solugoes
da equacgao nos subdominios podem ser obtidas resolvendo sistemas
lineares menores que requerem baixo custo computacional e pouco
tempo de processamento. Computacdo paralela pode ser usada para
reduzir ainda mais o tempo total de processamento.

O objetivo geral do minicurso “Introdugao aos métodos de de-
composicao de dominio” é introduzir a teoria cldssica dos métodos
de decomposicao de dominio. Em particular, as ideias bésicas de de-
composic¢ao de dominio aplicadas a solugao de sistemas lineares que
aparecem na aproximacao numérica da solugao de uma equacao difer-
encial parcial eliptica.



ii

Iniciamos com uma introducao a modelagem de fluxo de fluidos
em meios porosos heterogéneos. Depois apresentamos o método dos
elementos finitos para aproximar a solugao de equacoes diferenci-
ais elipticas. Em seguida estudamos o método do gradiente conju-
gado precondicionado para a solucao de sistemas lineares. Na parte
principal do curso apresentamos varios precondicionadores de decom-
posigdo de dominio. O objetivo desta parte serd entender a cons-
trucao e implementagao destes precondicionadores. Apresentar-se-
4 uma introdugao curta a analise tedrica envolvida. O minicurso
serd finalizado ilustrando rapidamente outros precondicionadores de
decomposi¢ao de dominio e mencionando varios outros modelos e
aplicagoes onde as técnicas estudadas podem ser aplicadas.

Observamos aqui que a construcao de precondicionadores é so-
mente uma subdrea de decomposicao de dominios. Muitos outros
problemas encontrados na andlise numérica de equagoes diferenci-
ais parciais podem ser abordados usando ideias de decomposicao de
dominios, veja [31, 24, 30, 27].

O curso estd orientado para estudantes de iniciagao cientifica ou
primeiro ano de mestrado. E requerido familiaridade com os conceitos
basicos de algebra linear e nogoes bésicas de equagoes diferenciais par-
ciais em duas dimensoes.

Gostaria de agradecer a Martha Miranda pela ajuda com o texto
e ao Duilio Conceicao por revisar o contetido e o texto do minicurso e
também pelas suas contribuigoes assim como as discussoes cientificas.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Problemas elipticos em uma e duas
dimensoes
Neste capitulo introduzimos as equagoes diferenciais usadas neste

minicurso. Seja D C R? um dominio aberto e limitado e 0D seu
bordo. Consideramos equagdes diferenciais da forma

Achar v : D C R? — R tal que:
—div(k(z)Vu(z)) = f(x) paratodo z = (z1,22) € D, (1.1)
u(z) = g(z) paratodo x = (x1,z2) € ID

onde Vu denota o vetor linha gradiente de u dado por Vu = {887“1, g—;}

e o tensor de permeabilidade x é da forma

k() = { ki(z)  Kiz(z) } .

I€21((E> 522(1')

O operador diferencial envolvido é

) £ 2 (st 2ot

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Dizemos que a equagao diferencial (1.1), ou que o operador div(kV(+)),
é eliptico se existem Kmin € Kmax tais que para todo x € D temos

O < Kmin S ,Umin(x) S ,umax(m) S Kmax (12)

onde, para cada € D, fimin(Z) € limax(2) $80 0 menor e maior au-
tovalor da matriz x(z).

Note que a versdo em uma dimensao da equagao diferencial (1.1)
é dada por

Achar u : (a,b) — R tal que:
—(k(z)u/(x)) = f(xz) paratodoz € (a,b), (1.3)
u(z) = g(z) parax=aex=0,

que ¢ eliptica quando existem Kpax € Kmin tais que
0 < Kmin < K(2) < Kmax para todo = € (a,b). (1.4)

O objetivo deste minicurso é o uso de técnicas de decomposicao de
dominios para obter de forma eficiente a solucdo numérica de (1.3) e
(1.1). Para poder apresentar as técnicas de decomposicao de dominio
precisamos primeiro introduzir uma discretizacdo para aproximar as
solugoes das equagoes (1.3) e (1.1). Podemos eleger dentro muitas dis-
cretizagoes possiveis, veja por exemplo [4]. Neste minicurso usamos o
método dos elementos finitos para obter uma aproximacao numérica
destas equagoes elipticas. Usando elementos finitos a solugao direta
da equagao diferencial no dominio original requer resolver um sistema
linear gigantesco, mal condicionado e esparso. Resolver diretamente
este sistema linear é impraticdvel em muitos casos devido ao alto
custo computacional e/ou muito tempo de processamento. Uma abor-
dagem de decomposicao de dominio introduz uma decomposi¢ao do
dominio original em subdominios e requer resolver a equagao diferen-
cial somente nos subdominios vdrias vezes, em vez de resolver o prob-
lema diretamente no dominio original. As solucoes da equagado nos
subdominios podem ser obtidas resolvendo sistemas lineares menores
que requerem baixo custo computacional e pouco tempo de processa-
mento. Computacao paralela pode ser usada para reduzir ainda mais
o tempo total de processamento.
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Equacoes diferenciais elipticas mais gerais podem também ser es-
tudadas, sendo a escolha de (1.3) e (1.1) motivada unicamente pela
simplicidade da notacao e exposicao de ideias. Por exemplo pode-se
considerar a equagao

Achar uw: D C R? = R tal que:
{ —div(k(z)Vu(z)) + B(x)Vu+c(x)u = f(z) VzeD
u(z) = g(z) Yz €dD

com hipdteses adequadas para B e ¢. Também pode-se usar outras
condigdes de contorno. Veja [31, 24, 27, 30].

1.2 Simulacao de fluidos em meios porosos

O tratamento numérico de (1.3) e (1.1) depende do tipo de coeficiente
k(z) usado. Definimos o contraste do coeficiente por

contraste(k) = Kmax/Fmin-

Em geral, entre maior o contraste, mais dificil é obter computacional-
mente uma aproximacao numérica da equagao eliptica (1.3) ou (1.1).
Veja os experimentos numéricos na Segoes 2.5 e 4.3.

Quando as equagoes elipticas acima modelam fenémenos de es-
coamento de fluidos em meios porosos, o coeficiente k representa, de
algum jeito, a permeabilidade do meio poroso. A permeabilidade do
meio poroso mede a facilidade do meio de deixar o fluido escoar e
depende de muitos fatores. Sendo dificil descrever a permeabilidade
do meio poroso, mencionamos trés classes de coeficiente que podem
aparecer dependendo da informagao sobre o meio poroso e de como
é processada esta informagao:

1) Coeficiente constante por partes

Em algumas situagdes o meio poroso é particionado em blocos de
tamanho apropriado e tem-se informagcao da permeabilidade “média”
em cada um destes blocos. Temos entdo que nas equagoes (1.1) e (1.3)
o coeficiente k é uma funcao constante por partes. Note que neste
caso as segundas derivadas em (1.1) podem néo existir no sentido
classico. Uma interpretagao adequada desta equagao é requerida.
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2) Coeficiente oscilatério

Outro jeito de modelar a permeabilidade de um meio poroso é usan-
do coeficientes oscilatérios, isto é, coeficientes baseados em fungoes
periddicas com diferentes periodos. A idéia é que quando mistu-
ramos variagoes em diferentes periodos, obtemos uma representagao
aceitavel da fisica do meio poroso. Neste caso o coeficiente nas
equagoes acima envolve fungoes periédicas com periodos variando
em diferentes escalas. O uso de coeficientes oscilatérios reflete as
multiplas escalas presentes no meio poroso: tamanho do poro, escala
geoldgica e tamanho do reservatério entre outras. Veja [1, 5, 13].

3) Coeficiente aleatério

Pode-se também assumir que a permeabilidade é impossivel de descre-
ver exatamente. Neste caso usamos uma permeabilidade aleatéria,
isto €, o coeficiente da equacao eliptica acima é uma varidvel aleatoria
para cada x € D. Este tipo de modelo é adequado em muitos ca-
sos. Quando o coeficiente k(x) de (1.1) é aleatério pode-se usar
métodos tipo Monte Carlo para calcular uma aproximagao numérica.
Os métodos tipo Monte Carlo requerem a solugdo numérica de uma
equagao eliptica varias vezes.

Pode-se também usar coeficientes que combinem estes trés tipos
acima, por exemplo um coeficiente calculado como a soma de uma
funcao constante por partes e uma fungao oscilatéria. Em todos os
casos, quando uma aproximacao numérica de uma equagao diferencial
eliptica é requerida, temos que resolver um sistema linear gigantesco
e esparso. A matriz obtida é uma matriz mal condicionada. Entre
maior é o contraste do meio, pior a condi¢cao da matriz. Entre maior
é a precisao requerida, maior a dimensao do sistema linear e pior a
condicao da matriz.

Levando em conta os comentdarios acima, apresentamos agora uma
situagdo prética. Consideramos o modelo de escoamento bifdsico
(dgua e Oleo) em meios porosos. Neste modelo em particular, a
quantidade que queremos aproximar depende do tempo e para poder
obter uma simulagao com sucesso do tempo inicial até o tempo final é
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necessario resolver a equagao eliptica (1.1) muitas vezes. Para poder
aplicar este modelo em problemas reais no reservatério de petréleo,
precisamos, pelo menos, uma forma eficiente de obter solugoes acu-
radas das equagdes elipticas do tipo (1.1) ou (1.3).

A modelagem do fluxo de fluidos em meios porosos aparece em
uma ampla gama de aplicagoes, incluindo areas como a Engenharia de
Petréleo, Ciéncias Ambientais, Biologia, Hidrologia e Geologia, entre
outras. O objetivo ate o final do capitulo é apresentar ideias gerais
da modelagem de fluidos em meios porosos e identificar a necessidade
do uso de métodos adequados na solugao dos sistemas lineares que
aparecem como parte deste processo.

A modelagem do fluxo de fluidos em meios porosos envolve muitas
questoes praticas e tedricas importantes e é o epicentro de muitos
projetos de pesquisa no mundo académico/cientifico. As ferramen-
tas matemaéticas usadas tornam-se entao fundamentais para lidar efi-
cientemente com as dificuldades inerentes a modelagem, como por
exemplo o tratamento das heterogeneidades do meio poroso e ou-
tras questoes relacionadas com a permeabilidade. Em particular, os
métodos numéricos para fazer frente a estas dificuldades tem que
ser eficientes e aproveitar o incremento constante do poder computa-
cional dos computadores modernos.

Para fixar ideias consideramos a modelagem numérica de fluidos
(possivelmente multifdsico) num reservatério de petréleo. Na mode-
lagem em meios porosos uma das equagoes diferenciais mais usadas
é a equagao de Darcy, ou lei de Darcy. Para um fluido em um meio
poroso modelado pelo dominio D C R2, esta lei pode ser escrita como

u(z) = —K(f)Vp(:v) + F(x), (1.5)
onde u = (u1(x),uz(x)) : D — R? é a velocidade do escoamento, a
funcao p : D — R é a pressao do fluido, o parametro p é a viscosi-
dade do fluido e a funcdo F : D — R? representa um forca externa,
gravidade por exemplo. O coeficiente k é a permeabilidade do meio
poroso. Este coeficiente representa a capacidade do meio poroso de
deixar o fluido escoar. Em geral k é um objeto complicado e existem
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varias opgoes para modelar este coeficiente e para trata-lo numerica-
mente.

Na modelagem de fluidos em meios porosos a equagao (1.5), ou
equagoes derivadas dela, precisam ser resolvidas numericamente. Por
exemplo, o modelo matemaético para o transporte de fluido bifasico
(dgua e petrdleo) no processo de recuperagido de petrdleo, temos
que resolver numericamente um sistema de equagbes que tem uma
equagao de transporte para a saturagao (quantidade relativa de dgua
ou 6leo) acoplada com a equacdo de Darcy para a velocidade junto
com uma condigio de incompressibilidade do fluido; veja [1]. Se as-
sumimos que nao existem fontes nem sumidouros e sem considerar a
gravidade, o sistema é,

u = —A(s)kVp
5% +V-(F(s)u) = 0.

Aqui s é a saturagdo de dgua. As fungdes A(s) e F(s) represen-
tam a mobilidade total e o fluxo fraciondrio, respectivamente. Para
aproximar este sistema numericamente temos que introduzir uma
discretizagdo no tempo (t) e uma discretizagdo na varidvel espacial
(x € D). Para a maioria das escolhas para a discretiza¢do temporal,
na aproximagao numérica de (1.6), ainda temos que lidar, em cada
passo de tempo, com uma equacao da forma

—div. (kVp) = f in D, (1.7)

onde & = A(s)k e o lado direito f depende da aproximagcao no passo
do tempo anterior. Esta equagao resulta de substituir a primeira
equagdo em (1.6) na segunda. A aproximacao de (1.7) pode ser feita
utilizando vérias discretizagdes; veja [4, 7, 8, 21]. Podemos utilizar
por exemplo, uma discretizagao de elementos finitos, a qual requer
o célculo da solugao de um sistema linear muito grande, esparso,
e muito mal condicionado. A solucao desta classe de sistemas li-
neares requer muito tempo de CPU e muitos recursos de memoria
do computador. Em geral, calcular a solu¢ao numérica de (1.7) é o
gargalo computacional do processo de aproximagao do sistema (1.6).
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Para poder aplicar este modelo em problemas reais no reservatorio de
petroleo, precisamos, entao, de um meio de obter solugoes acuradas
e eficientes das equagoes elipticas do tipo (1.1) ou (1.3).

Outros exemplos como o caso de fluido trifasico (dgua, petrdleo e
gés) e outros problemas associados a modelagem em meios porosos
compartilham caracteristicas similares. Veja por exemplo [1, 33, 5,
11]. Por tltimo mencionamos que no lugar da equacao eliptica (1.1),
equagoes como (1.5) podem requerer uma aproximagao. Neste caso
é também possivel usar o método dos elementos finitos para obter
uma aproximagao e as técnicas de decomposicao de dominio calcular
eficientemente esta aproximagao numérica. Veja [31, 27, 24, 30].



Capitulo 2

O método dos
elementos finitos em
uma dimensao

Neste capitulo apresentamos uma introdugao curta ao método dos
elementos finitos em uma dimensdo. O leitor interessado pode con-
sultar [21, 23] e as referéncias ali citadas.

2.1 Introducao

Na hora de resolver numericamente equagoes diferenciais parciais o
método dos elementos finitos € um dos mais usados na pratica, espe-
cialmente para aproximar equacoes elipticas, parabdlicas e sistemas
de equagoes tipo Navier-Stokes. Em geral, o método dos elementos
finitos para obter a aproximagcao numérica de uma equagao diferencial
requer basicamente trés passos:

1. O primeiro passo consiste em construir uma formulacao fraca
ou formulagdo variacional da equacao diferencial, isto é, o pro-
blema deve ser posto num espago de fungoes adequado, usual-
mente um espago de Hilbert. Verifica-se aqui a existéncia de
solucgoes fracas para o problema estudado.

8
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2. O segundo passo é introduzir espagos de elementos finitos, o
problema obtido no primeiro passo é aproximado por um pro-
blema posto num espaco de dimensao finita. Depois de in-
troduzir bases adequadas, achar a aproximacao de elementos
finitos é equivalente a resolver um sistema linear. Na pratica,
a matriz deste sistema linear é muito grande, esparsa e mal
condicionada.

3. O terceiro passo é resolver o sistema linear obtido no passo
anterior. Para resolver este sistema linear, usa-se algum método
iterativo. Quando o sistema linear é definido positivo, o método
preferido é o método de gradiente conjugado precondicionado.

Vamos estudar agora os dois primeiros passos acima mencionados
do método dos elementos finitos para o caso de uma dimensao. No
Capitulo 3 apresentamos uma introdugao ao caso de duas dimensoes.
Depois, no Capitulo 4 estudamos o método do gradiente conjugado
precondicionado para resolver o sistema linear obtido (terceiro passo).
Nos Capitulos 5, 6 e 7 apresentamos os precondicionadores de de-
composic¢ao de dominios usados no método do gradiente conjugado
precondicionado.

2.2 Formulacgao fraca

Para deduzir a formulacdo fraca de uma equagdo diferencial (e.g.
(1.3)) no intervalo (a,b) temos que

1. Supor que existe uma solugao u de nossa equacao diferencial,
multiplicar os dois lados da equagao por uma funcdo teste v €
C§°(a,b) e tomar integrais nos dois lados da igualdade.

2. Usar a féormula de integragao por partes e a condicao de con-
torno para ficar com expressdes que nessecitem somente de
derivadas da mais baixa ordem possivel. Por exemplo, geral-
mente, uma expressao requerendo calcular somente primeiras
derivadas é preferida a uma que envolve o calculo de alguma
segunda derivada.
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3. Trocar v € C§°(a,b) por v € V onde o espaco de fungoes teste
V' é o maior possivel. Neste passo também escolhemos o espago
de fungoes U tal que a solucao u € U.

Usamos os exemplos introduzidos no Capitulo 1 para ilustrar o pro-
cedimento acima.

2.2.1 Espacgos de funcoes

Agora vamos a definir o espaco H!(a, b) que serd o espaco de funcoes
apropriado para todos os problemas elipticos considerados neste mini-
curso; veja [23, 9]. Definimos o espaco L?(a,b) como o conjunto das
fungoes de quadrado integravel. Também definimos

H'(a,b) := {v € L*(a,b) | ' € L*(a,b)}. (2.1)
O espago H!(a,b) é um espaco de Hilbert com o produto interno
b b
(U, V)1 (ap) = / u(z)v(z)dx +/ o' ()’ (z)dx

(w, ) 2(ap) + (U/»'U/)LZ(a,b)

€ norma

b b
lolpean = / jo(a)|2dz + / o () Pde

||U|\%2(a,b) + ||U/||2L2(a,b)-

Também usaremos o espago de funcdes Hg (a,b) C H'(a,b) definido
por
Hg(a,b) = {v € H' (a,b) | v(a)=0ev(b) =0} (2.2)

Finalmente definimos o espaco H?(a,b) por
H?(a,b) :={v € L*(a,b) | v',v" € L*(a,b)}

com a norma

b b b
Ml = [ W@l [ W@ [ @
a a a
= ol + 19y + 1 B

Note que H?(a,b) C H'(a,b) C L?(a,b).
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2.2.2 Exemplo: a equagao de Laplace
Considere a seguinte equacao diferencial parcial eliptica de Laplace,

Achar u : (a,b) — R tal que:
{ —u"(x) = f(x), parazx € (a,b) (2.3)

u(z) = g(x), parazxz=a,xz=>.

Para obter a formulagao fraca de (2.3), primeiro multiplicamos os
dois lados da primeira igualdade em (2.3) por v € C§°(a, b) fixa mas
arbitraria, depois integramos os dois lados da equagao e obtemos

Achar u : (a,b) — R tal que:
b b
—/ o (x)v(x)dr = / f(@)v(z)dz, Vv e C§(a,b)
u(z) = g(),

para x =a,xr = b,
2.4)
em seguida, usando a férmula de integragao por partes e o fato v(a) =
v(b) = 0 para toda v € C§°(a,b) obtemos

b b
—/ o (x)v(x)dr = / o' () (z)dx — [u' (b)v(b) — u'(a)v(a)]
b
_ / o ()0 (@)dz — [ ()0 — ' (a)0]
b
:/ o (z)v'(z)dz.

A equacdo (2.4) pode ser escrita entdao como

Achar u : [0,1] — R tal que:
b b
/ o (z)v (x)dw = / f(x)v(z)dx, Vv e C§°(a,b) (2.5)
u(z) = g(),

para x = a,x = b.

A formulacao fraca de (2.3) é quase (2.5), pois ainda temos que
trocar os espagos de fungoes envolvidos. Isto é necessario pois quere-
mos que o problema seja posto num espago de Hilbert e C§°(a,b) néo
é um espago de Hilbert. Temos que escolher um espago U onde procu-
rar a solugao u, i.e., u € U, e também temos que escolher um espago
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V para as fungdes teste v, i.e., v € V. Queremos C§°(a,b) C V. Em
termos gerais, os espacos U e V devem ser tais que:

e Todas as integrais na possivel formulagao fraca obtida devem
estar bem definidas. No nosso exemplo da equacao de Laplace
estamos considerando as integrais na primeira equagao em (2.5),
isto é, as derivadas u/, v’ e a integral f; o' (2)v'(x)dz devem
estar bem definidas para toda v € U e v € V. Note que
fab u/(z)v'(x)dz estd bem definida se u' e v’ sdo fungoes de
quadrado integrével, i.e., fungoes em L?(a,b).

Também precisamos que a integral fab f(z)v(x)dx esteja bem
definida para toda v € V. Note que se v € L%*(a,b) e f €
L?(a,b) temos que esta integral estd bem definida.

e Para toda u € U tem que fazer sentido a segunda igualdade em
(2.5). Lembramos que no caso geral esta igualdade corresponde
a imposicao da condicao de contorno do problema estudado.
No exemplo da equagao de Laplace com condigao de contorno
de Dirichlet esta equacao envolve os valores da funcao u nos
pontos fronteira do intervalo (a, b), i.e., em a e b. Por exemplo, a
escolha U = L?(a, b) nao é boa neste sentido pois se u € L?(a, b)
os valores u(a) e u(b) podem néo estar bem definidos.

e A escolha de U e V pode ser feita independente uma da outra.
Pode-se também escolher U = V. Em todas as formulagoes
fracas deste livro usamos U = V, i.e., 0 espago onde procuramos
a solucao é o mesmo espaco de funcoes teste. Esta escolha tem
a vantagem de ser mais facil obter sistemas lineares simétricos.

e Os espagos de fungoes mais adequados considerando os trés
items acima sao os Espacos de fungdes tipo Sobolev definidos
em (a,b). Uma definigdo geral destes espagos requer o con-
hecimento de um pouco de medida e integracao e de derivadas
generalizadas. Na Secao 2.2.1 fizemos uma revisao rapida destes
espagos. Veja [22] por exemplo.

Escolhemos V = H}(a,b) e U = H'(a,b). Para facilitar a escrita
introduzimos a seguinte notagao

b
Au,v) = / u'(z)v'(z)de  paratodaveVeuelU (2.6)
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/b f(z)v(x)dx para toda v e V. (2.7)

Note que A : U x V — R é uma forma bilinear e F : V. — R é um
funcional linear. A formulagao fraca de (2.3) é entdo a formulagao
(2.5) posta nos espagos U e V definidos acima:

Achar uw € U tal que:
{ A(u,v) = Fv), YWweV (2.8)

u(z) = g(x) para © = a,z = b.

Observacgao 1. A formulagao fraca (2.8) pode ser reduzida ao caso
glx) =0 emz =aex =0b Com efeito, se uy é uma fungao
suave qualquer tal que ug(a) = g(a) e ugy(b) = g(b) podemos escrever
u = u* + ug, note que u* €V = Hi(a,b) e para achar u* podemos
resolver o problema

Achar u* € V tal que:
{ A, v) = Fv) — Alug,v) YveV. (2.9)

2.2.3 Exemplo: equacgao eliptica basica em meios
heterogéneos

Considere a seguinte equagao diferencial parcial eliptica,

Achar u : (a,b) — R tal que:
{ —(k(2)d/(2)) = [f(z) paraz € (a,b) (2.10)
u(r) = g(xr) parax=a,z=0»,

onde supomos que existem Kmin € Kmax bais que
0 < Kmin < £(2) < Kmax para todo z € (a,b). (2.11)

Para obter a formulagao fraca de (2.10), primeiro multiplicamos os
dois lados da primeira igualdade por v € C§°(a, b) fixa mas arbitréria,
depois integramos os dois lados da equagao, aplicamos integragao por
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partes e obtemos

b b
—/ (m(x)u'(m))’v(x)dx:/ k(z)u (x)v (z)dx
= [r(b)u' (b)o(b) — K(a)u'(a)v(a)]
b
:/ k(x)u' (x)v' (z)dx — 0

b
= / k(z)u' (x)v' (z)d.
A formulagao fraca de (2.10) pode ser escrita como

Achar u € U tal que:
{ Alu,v) = Fv) YoeV (2.12)

u(z) = g(x) parazxz=a,x =0,

onde a forma bilinear A é definida por
A(u,v) = /b k(x)u'(z)v' (r)de paratodaveVeuelU (2.13)
a
e o funcional linear F' é como antes
Fv) = /b f(x)v(x)dx para toda v € V. (2.14)
Usando o mesmo argumento na Observacao 1, a formulagao (2.12)

pode ser reduzida a

Achar u* € V tal que:
[ Aw.v) = Fo)-Aw,w) wev  (219)

2.2.4 Existéncia de solucgoes fracas

A solugdo de uma formulacao fraca é conhecida como solucao fraca
da equacao original. Por exemplo, a solucdo de (2.12) é uma solugao
fraca da equagao diferencial (2.10). Uma solucao de (2.10) é dita
solucdo forte, se as duas igualdades em (2.10) sdo satisfeitas para
todo x € D. Neste caso temos que poder calcular as duas derivadas
na equagao.
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Observagao 2 (Veja [21]). Toda solugao forte de uma equagdo dife-
rencial € solugao fraca. Se os coeficientes da equagdo sao regulares e
uma solucdo fraca € regular, entdo ela € solucdo forte. Aqui regular
significa que a solugao fraca tem derivadas continuas até a ordem da
equagao diferencial. No caso de (2.10) precisamos de duas derivadas
continuas.

Observagao 3. O método dos elementos finitos € usado para aproxi-
mar solucdes fracas de equacdes diferenciais parciais.

Para provar a existéncia de solugoes fracas usa-se resultados como
o Lema de Lax-Milgram. Nestas notas assumiremos que para o tipo
de coeficiente em (2.11), temos existéncia de solugoes fracas. Veja
[21].

Lema 4. Se k satisfaz (2.11), entdo existe uma tnica solugdo fraca
para o problema (2.12).

2.3 Formulacao de Galerkin

Todas as formulagoes fracas da Secao 2.2 sao da forma,

Achar u* € V tal que:
{ A(w*,v) = F(v) paratodaveV (2.16)

onde V é o espago de dimensao infinita V = H}(a,b). O segundo
passo na aplicagdo do método dos elementos finitos consiste em tro-
car os espagos de dimensdo infinita na formulagdo fraca (2.16) por
espacos de dimensao finita, i.e., espagos de elementos finitos.

Considere V", h > 0, subespacos de dimensao finita V* c V.
O parametro h indica o tamanho do espago, quanto o h, maior a
dimensdo de V. A idéia geral é que V" aproxime o espaco V no
limite quando h — 0. Dado V" C V de dimensao finita, a formulacdo
de Galerkin de (2.16) em V" ¢

Achar v}, € V" tal que:

{ A(uj,vn) = F(uvy) para toda v, € VI (2.17)



16 CAPITULO 2. ELEMENTOS FINITOS EM 1D

O espaco V" é de dimensao finita, podemos entdo considerar uma
base de V" denotada por

d1, P2, -, ON onde N, é a dimenséao de V", 2.18
h

Podemos escrever uj como combinacao linear desta base,

Nn
up = a1¢1 + 22+ -+ TN, O, = D Tidhi.
i=1

Como A é uma forma bilinear temos que para toda v, € V' vale

Nh Nh
A(up,vp) = A <Z $i¢i,vh> = inA(¢i,vh)~
i=1 i=1

Sendo A uma forma bilinear e F um funcional linear, é suficiente ve-
rificar (2.17) somente para as fungoes teste v, = ¢, i = 1,..., Np, na
base (2.18) de V" i.e, a formulacio de Galerkin (2.17) é equivalente
a formulagao

Np
Achar uj, = Zwi(ﬁi tal que:
N (2.19)
i=1

Introduzimos a representacao matricial da forma bilinear A, isto
é, a matriz A = [a;;] de dimensédo N}, X N}, com entradas

Qg5 :A(¢ia¢j>7 1,7 =1,..., Np. (2.20)
Também definimos os vetores
b1
ba
b=| . | €RM b;=F(;), j=1,...,Np. (2.21)
bNh,

e o vetor uy, = [r1,...,2n,]|T € RV,
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Com a nova notagao (2.17) e (2.19) sao equivalentes ao problema

Np,
Achar uj, = Z$i¢i tal que:

i=1

Ny (2.22)
Zai‘jxi: bj, jZl,...,Nh
i=1
que em notagao matricial é o sistema linear
Achar uy, € RN* tal que: Aup =b (2.23)

onde A e b foram definidos em (2.20) e (2.21) e a soluc¢ao do problema
(2.17) é dada pela combinacao linear das fungoes base (2.18) com os
pesos nas coordenadas do vetor wy, solugao de (2.23), i.e.,

Np,

* —

Uy = E ;5.
i=1

O seguinte lema é muito 1til na hora de estudar as propriedades da
matriz de elementos finitos A definida em (2.20).

Lema 5. Sejam vy, w;, € RY* as coordenadas das funcoes de ele-
mentos finitos vy, w, € V. Entao

ngwh = .A(Uh, wh).

Agora vamos escolher um espaco V" adequado. Em geral existem
duas formas de definir V}. O espago V}, pode depender ou ser inde-
pendente de uma malha, grade, particao ou triangulacao. No caso de
uma escolha de V}, dependente de uma malha, esta pode depender ou
nao do dominio de defini¢cao da equacao diferencial parcial. A escolha
do espago V}, e a sua base sao muito importantes. Estas escolhas tem
implicagoes diretas na condicdo e padrao de esparsidade da matriz A
definida em (2.20). A idéia geral do método dos elementos finitos é
usar funcgoes bases com suporte pequeno de tal forma que a condigao
da matriz esparsa resultante se mantenha moderada; entre outras
vantagens do método. Neste minicurso usamos somente o espaco de
fungoes lineares por partes baseado numa triangulagio (parti¢ao) do
dominio da equagao diferencial.
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2.3.1 O espaco de elementos finitos de funcoes li-
neares por partes

Suponha que o dominio da equagao diferencial é o intervalo (a,b).
Seja 7" uma triangulag¢do ou particio do intervalo (a,b). Temos que
a particdo ou triangulacio 7" é formada por intervalos pequenos,
chamados elementos, da forma K; = (z;,x;41), ¢ = 1,...,.M — 1;
onde os vértices {x;}M | satisfazem

a=r1 << <xTpy_1<xTM=0
e os diametros dos elementos sao de tamanho proporcional a h > 0,
didmetro(K;) = |z;41 — z;| = O(h) paratodoi=1,...,M — 1.

Os vértices sao divididos em, vértices fronteira {x1,xp} e vértices
interiores {x; iﬂi;l. Definimos o espaco de funcées continuas lineares
por partes associado a triangulacao 7",

IP’l(Th):{veC(a,b) : U’K

é polinébmio de grau 1 para todo
elemento K da triangulacao 7"

onde v’ 5 denota a restri¢ao da fun¢ao v ao elemento K. Na Figura
2.1 a) e b) vemos duas fungoes lineares por partes numa triangulagao

uniforme com h = + e h = T%o’ respectivamente. Também definimos

5
]P’(l)(’]'h) como o espago de fungdes lineares por partes com valor zero

nos pontos extremos (fronteira) do intervalo (a, b), isto é,

Po(T") = {v e P{(T"): w(z1) =v(zm)=0}.

Lema 6. O conjunto de funcdo lineares por partes P1(T") é subcon-
junto do espaco H'(a,b). A derivada de uma funcdo linear por partes
¢ uma fungdo constante por partes em T".

Dados h > 0 e uma triangulagao do intervalo (a,b) pode-se entao
usar V = P(T") em (2.17). A solucio obtida em (2.17) é a aproxi-
macao de elementos finitos P'(7") da solugdo de (2.16). Denotamos
por u” esta aproximagao.
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a) b)
Figura 2.1: Exemplo de fungoes lineares por partes: a) com h = 1/5,
b) com h = 1/100.

Note que se v € P1(T"), entdo

M
V() =) ot (@i)i(x) (2.24)

i=1
onde as fungoes base ou fungoes chapéu ¢;, i = 1,..., M, estao
definidas por
1, se x = x;, (1 no vértice x;)
oi(x)=4¢ 0, se ¢ = xj,j # 1, (0 nos outros vértices)

extensao linear, se x nao é vértice.
(2.25)
Veja a Figura 2.2 para um exemplo de funcdo base. Da equagéo (2.24)
concluimos que P'(7") é gerado pelas M funcdes {¢;},. Observe

também que P§(T") é gerado pelas M — 2 fungdes {¢; } 225"

Ly wp a3 T4 Ts Te Xy

Figura 2.2: Funcao base numa triangulacao nao uniforme.



20 CAPITULO 2. ELEMENTOS FINITOS EM 1D

Lema 7. Seja K; = (v;,2541) um elemento da triangulacdo T" de
(a,b). Temos que
Tit1 — T T — x;
oi(x) = L, bir1(z) = ——"—, para todo x € K;.
Tit1 — T Tit1 — T
Observagao 8. De acordo com o Lema 7 dizemos que o método dos

elementos finitos lineares por partes tem dois graus de liberdade por
cada elemento.

Da equacdo (2.24) vemos que o vetor u” € RM que representa

as coordenadas da funcdo de elementos finitos u” € PE(7") ¢ dado
pelos valores da funcao u nos vértices da triangulacdo 7", isto é,

ul = [u(21),u" (22), ..., ul(xp)]T € RM. (2.26)

O sistema linear obtido com fungées do espago de elementos finitos
de fungoes lineares por partes é entao

Au =b (2.27)

onde u" é como em (2.26), b é dado por (2.21) e a matriz A é calculada
como em (2.20).

Observagao 9 (Matrizes de Neumann e de Dirichlet). Se usamos to-
dos os vértices (i.e., o espaco P*(T")), a matriz obtida é de dimensdo
M x M e é chamada de Matriz de Neumann. Se usamos somente
0s vértices interiores (i.e., o espago PY(T")) obtemos uma matriz de
dimensao (M — 2) x (M — 2) conhecida como matriz de Dirichlet.

Comentaremos mais uma propriedade da matriz de elementos fini-
tos. Esta propriedade ¢ 1til na hora de montar a matriz de elementos
finitos. Consideramos somente o caso da forma bilinear definida em
(2.13) e fungodes de elementos finitos lineares por partes.

Lema 10. Seja A a forma bilinear definida em (2.13) e T" uma
triangulagao de (a,b). Sejam K; = (v;,x41), ¢ = 1,...,.M — 1
os elementos da triangulagdo. Defina R; como a matriz 2 x M de
restricio ao elemento K;, i.e., a matriz R; tem todas as entradas
nulas com excessao das posicoes (1,1) (correspondente ao vértice x;)



2.3. FORMULACAO DE GALERKIN 21

e na posicao (2,1 + 1) (do vértice x;11), onde tem o valor um. Seja
Ak, a matriz local definida por

| Axi(0i,01) A, (i dita)
Ak, = [ Ak (9iv1,90:) Ak, (Div1, Pir1) (2.28)

onde Ag,, a restrigio da forma bilinear A ao elemento K;, € dada
por

Ak, (v,w) = /K k() (2)w' (z)dx. (2.29)

Finalmente seja by, o lado direito local,

— ‘7:Kz(¢z)
b= | 50 ] -

onde Fg,, a restricio de F ao elemento K;, € dada por

Fri,(v) :/K f(z)v(z)dx.

Temos entao que

M-1
A= R AR (2.31)
=1
e
M-1
b= Y Rbg, (2.32)

i=1

O lema anterior permite montar a matriz A usando as contribuigoes
locais de cada elemento. Isto representa uma grande vantagem na
hora da implementagdo numérica. Na igualdade (2.31) o papel das
matrizes R; é somente colocar a contribuicao local no lugar certo na
matriz global A, desse modo, as matrizes R; nao precisam ser calcu-
ladas. Note também que as matrizes locais (2.29) sdo calculadas em
cada elemento K; separadamente.
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Exemplo: a equacao de Laplace

Suponha que queremos aproximar da solugao a equagao de Laplace
(2.3) usando elementos finitos. Queremos resolver

Achar w : [0,1] — R tal que:
—u(x) = -1, 0<z<l1 (2.33)
u(0) =1,u(1l) = 1.

Vamos agora introduzir ideias bésicas tteis na implementagao com-
putacional do método dos elementos finitos.

Formulagao fraca

A formulagdo fraca de (2.33) foi construida na Segao 2.2.2. Lem-
bramos a defini¢do da forma bilinear A em (2.6) e do funcional linear
F definido em (2.7).

Triangulacao

Neste exemplo queremos usar a triangulagao uniforme com quatro
vértices,
2

x3=—,14 = 1}.

1
Th={x, =0,29 = 3

gv
Nesta triangulacdo temos trés elementos, K1 = (0, %), K2 = (3,2) e
K3 = (%7 1)

Montagem da matriz

Depois de definir a triangula¢do, montamos a matriz A usando (2.31),
isto é, juntando as contribuigoes locais de cada elemento. Para isto
precisamos construir, elemento por elemento, as matrizes locais A,
em (2.28) e as matrizes de restricdo Rk, i = 1,2,3.

O primeiro elemento é K1 = (z1,z2) = (0, ). As fungdes base em

Ky sdo ¢1(z) = 225 = 3(3 —x) e o = I =3z, x € (71,22).

Com estas duas fungoes base calculamos as entradas da matriz local
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Ak, em (2.28) como segue,

A @nd) = [ &)= / AP = (-3)?
K, x

1
x2

Ak, (91,02) = Ak, (¢2,01) = Pod) :/ (=3)(3) = =3,
K4 T

L1

1

T2
Aicoatn) = [ onoh= [P —g =3
Ki T
eportantoAKl?)[_} _}}.NotequeRl[é (1) 8 g]e

1 -1 0 0

-1 1 00

RidwRi=3| o (¢ g

0 0 0 O

Analogamente pode-se calcular as matrizes locais Ak, e de restrigao
R; para i =2 e i = 3. Obtemos

1 -1

AKi:3[1 1

], i=1,2,3.

Temos finalmente que a matriz (Neumann) global é dada por

, (1) -1 0 0
- - L -1 @+ -1 0
A‘Z;Ri At =31 -1 (141 -1 |
1=
0 0 -1 (1)

ou seja,
1 -1 0 0
-1 2 -1 0
0 -1 2 -1
0o 0 -1 1

A=3

Observamos que computacionalmente nao é necessario criar as ma-
trizes R; e RI, mas sim adicionar a matriz Ax, nas posicoes corretas
na matriz global A.
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Montagem do lado direito

Agora montamos o lado direito b usando (2.32). Novamente vamos
calcular, elemento por elemento, os lados direitos locais bg,, 1 =
1,2,3, em (2.30). Neste exemplo a funcao do lado direito é f(x) = —1
para todo x € (0,1). No elemento K = (21, 22) temos

2 -1 1
= -1 de = — de = —=
Fioon = [ o= [* 2 e = ¢
2 g9 —x 1
F = -1 dr = — de = —=
K, (92) /K1 ¢2(x)dx /CE1 Ty — 71 €L 6
e entdo bx, = —[},2]7. Analogamente bg, = bx, = —[¢,3]7.
Temos finalmente que
_1
5. 1% %g
b= b= I =] s
1=
-1 1/6
Solugao do sistema linear
Temos que resolver o sistema linear
1 -1 0 o0 up (o) -1/6
_ -1 2 -1 0 up(z1) | | —1/3
Avn =310 1 2 1 || up(aw) ~1/3
0o 0 -1 1 up(x3) -1/6
Sabemos que up(zg) = —1 e up(x1) = 1. Podemos substituir no lado
esquerdo,
Uh(xo) 1 0
up (1) _ |0 n up(z1)
up(x2) 0 up(x2)
up(x3) 1 0
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e colocando o termo conhecido A(—1,0,0,1)7 no lado direito, obte-
mos,

1 -1 0 0 0 ~1/6 3
3 -1 2 -1 0 up(ze) | _ | —1/3 | | -3
0o -1 2 -1 up(x2) | | —1/3 -3
0 0 -1 1 0 -1/6 3

T [ e[
up (1) ] _ [8/9

ue resulta na solucao . A aproximacao de
q G |: uh($2) 8/9 :| P G

elementos finitos é entao

Uh(xo) 1
_ | ualen) | _ | 8/9 B 8 8
W= () || s | C m= ot goatgoaton
up(x3) 1

A solucgao exata de (2.33) pode ser calculada facilmente. O objetivo

aproximacao

1
= % 8/9
h un =\ g9

94 N ; 1

B X B

Solugao exata___|

Figura 2.3: Solucao exata de (2.33), linha pontilhada, e aproximagao
de elementos finitos com h = 1/3, linha sélida.

deste exemplo é mostrar o potencial do método dos elementos finitos.
Na Figura 2.3 comparamos a solugao exata u e a aproximacao de ele-
mentos finitos obtida acima u, = ¢1 + %qﬁg + %¢3 + ¢4. Lembre que
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Figura 2.4: Solucao exata de (2.33), linha pontilhada, e aproximagao
de elementos finitos com h = 1/10, linha sélida.

neste exemplo h = 1/3 e resolvemos um sistema linear de tamanho
2 x 2.

Para finalizar esta segio resolvemos a equagao (2.33) com uma
triangulagao mais fina que a usada no exemplo, usamos uma trian-
gulacdo uniforme com h = 1/10. Na figura 2.4 vemos a aproximagao
de elementos finitos para esta malha mais fina. O sistema linear re-
solvido para obter a aproximagao de elementos finitos com h = 1/10
é de tamanho 9 x 9.

2.3.2 O sistema linear obtido

Nas aplicacoes praticas do método dos elementos finitos o tamanho
da matriz do sistema linear em (2.23) é muito grande, especialmente
em duas e trés dimensoes. E necessério entdo, escolher o método
adequado para aproximar a solucao deste sistema linear. No caso
da equagdo eliptica béasica (2.10) e o espaco de elementos finitos de
fungoes linear por partes, a matriz resultante A tem as seguintes
propriedades que podem ser deduzidas do Lema 5 a das propriedades
das fungoes base (2.25),

e O tamanho da matriz é gigantesco.
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e A matriz A é esparsa: isto é, uma pequena porcentagem das
entradas da matriz é diferente de zero. Este é o principal motivo
da escolha de funcdes base de elementos finitos com suporte
pequeno.

A matriz de Neumann é semi-definida positiva.
e A matriz de Dirichlet é definida positiva.

e Para a matriz da forma bilinear A definida em (2.13) com o
coeficiente x satisfazendo (2.11) temos que existem constantes
positivas C' e ¢, que dependem unicamente da triangulacio 7"
e do dominio D, tais que

1
)\max S Cﬁmax* € >\min 2 Cﬁminhv

h
onde A\max € Amin 880 0 maior € menor autovalor da matriz A.
Podemos entdo estimar o numero de condi¢ao (espectral) da
matriz A,
AITlaX C Hl’l’laX 1

< — —. 2.34
>\min " C Kmin h2 ( )

Cond(4) :=

2.4 Erro de aproximacao

Dados h > 0 e uma triangulagao do intervalo (a, b) pode-se entéo usar
V =PY7") em (2.17). A solugdo obtida em (2.17) é a aproximagcio
de elementos finitos P'(7") da solugdao de (2.16). Denotamos por
u” esta solucdo. O erro de aproximacio u — u” poder ser calculado
usando resultados da andlise, por exemplo temos o seguinte lema;
veja [21].

Lema 11 (Estimativa de erro ‘a priori’). Sejam u e u” as solugées
da formulagao fraca (2.16) e da formulag¢io de Galerkin (2.17) com
vh = Pl(Th), respectivamente. Temos que existe uma constante C
que € independente de h > 0 e de u, tal que

|u—uh|H1(a,b) < Ch‘u|Hz(a’b) e ||u—uh||L2(a’b) < Ch2|u|H2(a,b).
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2.5 Experimentos numeéricos

Defina

Ki(z,p) = (2.35)

ko(z,p) = 1+ sin(27px). (2.36)
Considere a equagao

Achar u : [0,1] — R tal que:
— (k' (2)) = -1, 0<zr<l1 (2.37)
u(0) =0,u(l) = 1.

onde
k(x) = k1(z, u) + 100k2(x, p)

para valores dados de p e p. Note que entre maior o p maior o con-
traste do meio (contraste(k) = Kmax/Kmin) € que p introduz uma
variacao considerdvel do coeficiente na escala fina.

Apresentamos alguma das solugoes de elementos finitos com difer-
entes valores de u,p e h.

Primeiro consideramos o caso ¢ = 1000 e n = 1 que corresponde
ao caso de um meio poroso com contraste alto e sem variagoes nas
escalas finas. Na Figura 2.5 observamos aproximagoes de elementos
finitos para diferentes valores de h. Note que para os primeiros valores
de h, obtemos aproximagoes nao muito boas quando comparadas com
as aproximacoes para valores menores de h. Compare com o exemplo
da equacao de Laplace no final da Secao 2.3.1. Concluimos que,
neste exemplo, o valor de h requerido para obter aproximagoes satis-
fatérias depende do contraste do meio. Observamos também que
o sistema linear resolvido é muito mal condicionado, veja (2.34), o
que dificulta ainda mais a obtencdo de solugoes acuradas de forma
eficiente. Esta situag@o é similar ou pior em duas e trés dimensoes.
Observamos novamente a necessidade de usar métodos acurados e
eficientes para calcular as solugoes de equagoes diferenciais parciais
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elipticas em meios porosos com contraste alto.

T I{‘? i
08 ’{'{"‘ -
..... h=1/16 i
07 i B

---h=1/64 i
“I |—h=1/256 Vi 7
05 —h=1/2048 ,' e
L jg:': -
b .‘,;'}'}‘ .................... |
0z ."}“,\3‘}")’ -
04 R -

Figura 2.5: Aproximagdes de elementos finitos para diferentes valores
de h. Aqui usamos o coeficiente k(z) = k1(z,1000) + 100k2(z, 1).
Notamos que a curva correspondente ao h = 1/2048 coincide com a
curva correspondente ao h = 1/256 na escala da figura.

Agora consideramos o caso p = 100 e p = 30 que corresponde ao
caso com contraste alto e caracteristicas finas. Nas Figuras 2.6 e 2.7
apresentamos a solugao de elementos finitos para vérios valores do
h. Na Figura 2.6 temos que com uma malha do tamanho h = 1/64
obtemos uma aproximagao razoavel do comportamento da solugao
mais a aproximagao do comportamento da solugao na escala fina pode
ser melhorada. Na Figura 2.7 vemos que com uma malha mais fina
obtemos melhor aproximagao do comportamento da solugao na escala
fina. Compare com o exemplo da equagao de Laplace no final da
Secao 2.3.1. Concluimos que, neste exemplo, para obter uma boa
aproximagao do comportamento da solugao nas escalas de variagao
do coeficiente x devemos usar uma malha suficientemente fina. Isto
requer a solucao de sistemas lineares gigantescos. Entre menor a
escala de variagao que queremos representar, maior o sistema linear
obtido. Lembrei que o tamanho do sistema junto com a condicao da
matriz tem implicagoes direitas no tempo e custo computacional. A
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ol [+h=1/16 A
ol |—h=1/64

Figura 2.6: Aproximacoes de elementos finitos para h = 1/16 e h =
1/64 com k(x) = K1(x, 1000) + 100k2(z, 30).

wr h=1/256 }
v |—h=1/2048] e 1
wl |—h=1/8192 |

Figura 2.7:  Aproximacoes de elementos finitos para h =
1/256,1/2048 e 1/8192 e x(x) = k1(x,1000) + 1002 (z, 30). A curva
correspondente ao h = 1/8192 coincide com a curva correspondente
ao h = 1/2048 na escala da figura.
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situagao fica pior em dimensoes maiores. Observamos novamente a
necessidade de usar métodos acurados e eficientes para calcular as
solucoes de equacgoes diferenciais parciais elipticas em meios porosos
com contraste alto e multiplas escalas.



Capitulo 3

O método dos
elementos finitos em
duas dimensoes

O objetivo deste capitulo é estudar o método dos elementos finitos
usando fungoes lineares por partes em duas dimensoes. O leitor é
referido & Secdo 2.1 para uma discussao geral. Para um estudo mais
detalhado veja [7, 8, 21, 3, 10, 17, 16] e as referéncias ali citadas.

3.1 Introducao

Neste capitulo trabalhamos num subconjunto aberto, conexo e polig-
onal D C R? que é o dominio fisico onde a equacio diferencial é
formulada. Denotamos z = (z1,72) € R%. Em geral pode-se con-
siderar subconjuntos Lipschitz de R? e ndo somente subconjuntos
poligonais. Denotamos por 0D a fronteira do dominio D. Dada uma
funcdo v : D — R denotamos por ,‘3—” = dv e a‘% = Ov as suas
derivadas par(nals Notagao similar é usada para as derivadas parciais

2 2
de ordem dois = 0w, Y &vl = d3v g—mg = 03,v. Denotamos

) 8 2

32
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por Vv o vetor linha

ov  Ov
Vo= [a a] '

Note que se w : D — R, temos os seguintes produtos

ov 8w v Ow
_ T
Vou-Vw = (Vv) ' Vw = — 02, 9 8:102 92s ZE: Oivdiw

2
|Vo|]2 = Vv - Vv—‘av
8.131

2
=3 o
i=1

K(x) = { F1 () s (2) } (3.1)

Iigl(I) HQQ(I)

é uma matriz 2 x 2 para cada x € D, entao
2 2
VokVw = Vuk - Vw = Vuk( Vw Z Z Kij0;v05w.
=1 i=1

Dadas duas funcdes v,w : D C R? — R, definimos o divergente do
vetor (v,w) € R? por

div(v,w) = d1v + daw.

Para toda funcéo u, o Laplaciano Aw é definido por
02 82
Au = div(Vu) = o2 5U+ o 922 2

e o operador diferencial eliptico div(kV(-)) é

2 2
div(kVu) = Z Z 0;(ki;0ju).
i=1j=1

10
1

Quando k(x) = &(x) { 0 } usaremos a notagao

div(#Vu) = div(kVu) = Y 0;(kdu) = 01(~d1u) + O (Fdau).
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Vamos usar as seguintes formulas de integragao por partes (primeira
identidade de Green)

/D(Au)vdac = /BD v(Vu-n)dS — /D Vu - Vudz, (3.2)

onde para cada x € 90D, n(z) denota o vetor normal com sentido
para o exterior de D em z. Com k em (3.1) a mesma férmula é

/ div(kVu)vdr = / v(kVu - n)dS — / Vu-kVudz  (3.3)
D aD D

que é o analogo da formula de mtcgra(;éo por partes em uma di-
mensao, f (ku)v = (ku'v) f ku'v

3.2 Espacos de funcoes

Nesta secao definimos o espago de fungoes adequado para construir
a formulacao fraca das equagoes diferenciais elipticas em duas di-
mensdes. Veja [2, 21, 9, 23].

Denote por C§° (D) as fungdes teste infinitamente diferencidveis e
com suporte compacto contido em D. Denotamos por L?(D) o espaco
das fungoes de quadrado integravel segundo a medida de Lebesgue.
Definimos também

ov Ov

H'(D) := {U cLD| Oz, Dy

L2(D)} : (3.4)
O espaco H'(D) é um espaco de Hilbert com o produto interno
(v,w)grpy = / v(z)w(z)dx —|—/ Vo(x) - Vw(z)dx
D D

= (v,w)Lz(D) + (310781w)L2(D) + (Oav, 32w)L2(D)

€ norma

ol = / jo(2)|2d + / Vo) de
D D

[0ll72(py + 1010][72(py + 1020] 72 () -
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Também usaremos o espaco de fungoes Hi (D) C H'(D) definido por
Hy(D)={ve HY(D)| v=0em 0D} (3.5)

onde v = 0 em 9D quer dizer que faD v? =0, isto é, v = 0 no sentido
L?(0D).

Finalmente definimos

v %

H?*(D) := L*(D L*(D), i,j=1,2

y={oerm) gL e rm) =12}
(3.6)
COI norma

2 2 2

HUH%I?(D) = ||U||%2(D)+Z||aﬂ||2L2(D)JFZZH&'J'UHQL?(Dy
i=1 i=1 j=1

Note que H*(D) c HY(D) C L*(D).

3.3 Formulagao fraca

Agora vamos estudar o que seria o analogo em duas dimensoes a
formulagao fraca em uma dimensao da Segao 2.2. Para construir a
formulacdo fraca de um problema eliptico posto em D C R? temos
que

1. Supor que existe uma solugdo u de nossa equagao diferencial,
multiplicar os dois lados da equagdo por uma fung¢ao teste v €
C§°(D) e tomar integrais nos dois lados da igualdade.

2. Usar a férmula de integracdo por partes em R? (primeira iden-
tidade de Green) e a condigao de contorno para ficar com ex-
pressoes que requeiram tomar somente derivadas da mais baixa
ordem possivel.

3. Trocar v € C§°(a,b) por v € V = H}(D).

Usaremos os exemplos introduzidos no Capitulo 1 para ilustrar o
procedimento acima.
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3.3.1 Exemplo: a equacgao de Laplace

Considere a seguinte equagao diferencial parcial eliptica de Laplace,
Achar u: D C R?> = R tal que:
—Au(z) = f(z), paraz=(z1,72) €D (3.7)
u(z) = g(z), paraz=(z1,22)€ dD.

Para obter a formulagao fraca de (3.7) multiplicamos os dois lados
da primeira igualdade por v € C§°(D) fixa mais arbitrdria, depois
integramos os dois lados da equagao e obtemos

Achar uw: D C R?> = R tal que:

{ /Au )de = /f 2)de, Vv e C(D)

u(z) = para x € 0D.
(3-8)
Usamos a férmula de integragao por partes (3.2) e o fato v(z) =0
para todo x € D e obtemos

_/DAu( dx—/Vu Volz )dw—/ (2)(Vu(z) - n(x))ds
/Vu -Vo(x dx—O—/Vu - Vo(z)dz

A equacio (3.8) pode ser escrita entdao como

Achar uw: D C R? — R tal que:
/ Vu(z) - Vo(z)dz = / f@)v(z)dz, Yve C5e(D) (3.9)
D D
u(z) = g(z), para x € 0D.

Defina

A(u,v) = /D Vu(z) - Vo(z)dz para toda u,v € H'(D) (3.10)

/ f(z)v(z)dr paratodav e HY(D). (3.11)
D
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Note que A : U x V — R é uma forma bilinear e F : V. — R é um
funcional linear. Seguindo as mesmas ideias da Secao 2.2 concluimos
que a formulagao fraca de (3.7) é

Achar v € U tal que:
A(u,v) = F(v) Vv e Hy(D) (3.12)
u= g, em 0D.

3.3.2 Exemplo: equacgao eliptica basica em meios
heterogéneos

Considere a seguinte equagao diferencial parcial eliptica,

Achar v : D C R? — R tal que:
—div(k(z)Vu(z)) = f(z), paraze€ D (3.13)
u(z) = g(z), parazedD

onde o tensor de permeabilidade (ou condutividade) x é definido em
(3.1). Assumimos que existem Kmin € Kmax tais que para todo x € D
temos

0 < Kmin S Nmin(x) S ,U/max(x) S Rmax» (314)
onde pimin () € max () s80 0 menor e maior autovalor da matriz x(x)

em (3.1).

Para obter a formulagdo fraca de (3.13) multiplicamos os dois
lados da primeira igualdade por v € C§°(D) fixa mas arbitréria,
depois integramos os dois lados da equacao, aplicamos a férmula de
integracao por partes (3.3) e obtemos

b
—/ div(/i(x)Vu(x))v(m)dac:/DVu(x)/ﬁ-Vv(x)dx
- [ o@)(Vula)n(o) - n(a)as

= [ Vu(z)k(z)  Vu(z)dr —0
D

= [ Vu(z)k(z) - Vou(z)dz.
D
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A formulagao fraca de (3.13) pode ser escrita como

Achar u € HY (D) tal que:
A(u,v) = F(v) Vv e Hi(D) (3.15)
u= g, em x € 9D,

onde a forma bilinear A é definida por
A(u,v) = / Vu(z)k(z) - Vo(z)de u,v € H' (D) (3.16)
D

e o funcional linear F é o mesmo definido em (3.11).

3.4 Formulacao de Galerkin

Como no caso de uma dimensao espacial, podemos considerar a for-
mulacao fraca (3.12), (3.15) ou qualquer problema da forma

Achar u* € V tal que:
{ AW v)= F) YWweV (3.17)

onde V = H}(D) ou V é um espaco de funcdes em D. Como antes,
trocamos os espagos de dimensao infinita na formulagao fraca (3.17)
por espagos de dimensao finita, i.e., espagos de elementos finitos.

Considere V", h > 0, subespacos de dimensdo finita V* c V. A
formulagao de Galerkin de (3.17) é entao

Achar uj € V! tal que:
{ A(uj,vp) = F(vn) paratoda v, € V. (3.18)

Depois de escolher uma base de V",
{é1,¢2,...,¢6n,} onde N, é a dimensdo de V", (3.19)
obtemos o sistema linear Ny, x N}, (veja a Segao 2.3),

A’uth
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onde a representagdo matricial A = [a;;] da forma bilinear A tem
entradas
aij = A(9i, ¢5), 1,5=1,...,Np, (3.20)
e
b1
ba N
b= . e R bj:]:(¢j), j=1,..., Ny, (3.21)
by,
e o vetor uy, = [r1,...,2n,]T € RN,

3.4.1 O espago de elementos finitos de fungoes li-
neares por partes em duas dimensoes

Seja D C R? um dominio poligonal. Uma triangulacdo (ou malha)
7" do dominio D é uma particdo de D em subconjuntos disjuntos de

D chamados elementos, isto é, Th = {Kl}i\[:"1 com
N
UEKi=Q KnK;=0fori#j eh=

=1

max_didmetro(K;).
1<i<NE

A triangulacdo 7" é chamada geometricamente conforme se a in-
tersecao dos fechos de dois elementos diferentes (i # j) K; N K;
¢ um lado ou um vértice comum aos dois elementos. Veja Figura
3.1. O tridngulo de referéncia K é o tridngulo com vértices (0,0),

Figura 3.1: Exemplo de triangulacao geometricamente nao conforme
(esquerda) e geometricamente conforme(direita).
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(0,1) e (1,0). Neste minicurso consideramos unicamente malhas for-
madas por tridngulos que sdo a imagem por uma aplicacao afim do
triangulo de referéncia, isto ¢, para cada elemento K da malha existe
uma aplicagao Fx : K — K que é da forma

iy b | [ i cff
Fr () = e )
o lbg IR
Para cada elemento K € 7" define-se o fator de aspecto p(K) por

p(K) = didmetro(K)/rk, onde rx é o raio do maior circulo contido
em K. Veja Figura 3.2.

S\ —

Figura 3.2: Elemento com fator de aspecto pequeno (esquerda) e
grande (direita).

Uma familia de triangulacdes {7"},~0 é dita de aspecto regular
se existe uma constante C' > 0 independente de h tal que p(K) < C
para todo elemento K € T". A familia de triangulacdes {7"},~0 é
dita quase-uniforme se existe uma constante C' independente de h tal
que diam(K) > Ch para todo elemento K € 7". Assumiremos que
todas as triangulagoes usadas neste minicurso sao de aspecto regular
e quase-uniformes.

Dada uma triangulacdo 7", seja N &+ o nimero de vértices da trian-
gulagdo. Os vértices da triangulacao {x;} sao divididos em, fronteira
{x; € OD} e interiores {x; € D}. Definimos o espago de fungdes
continuas lineares por partes associado a triangulacio 7",

v| € polinomio em duas varidveis de
PYT") =S veC(D) : grau total 1 para todo elemento K da

triangulacio 7"

onde v| - denota a restrigao da fungao v ao elemento K. Na Figura 3.3
a) e b) mostramos duas fungoes lineares por partes numa triangulagao
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estruturara com h = % eh= 1—10, respectivamente. Também definimos

IP’(I)(’Th) como o espago de fungoes lineares por partes com valor zero
nos vértices fronteira da triangulacao, isto é,

Py (T") = {ve PL(7T"): w(z) = 0 para todo = € oD} .

Figura 3.3: Exemplo de fungoes lineares por partes num quadrado:
a) com h =1/2, b) com h = 1/10.

Lema 12. O conjunto de fungées lineares por partes P*(T") é sub-
conjunto do H*(D). O gradiente de uma funcdo linear por partes é
uma fungdo (vetorial) constante por partes em Th.

Dados h > 0 e uma triangulagao do dominio D pode-se entao usar
V =PY(T") em (3.18). A solucio obtida em (3.18) é a aproximacio
de elementos finitos P!(7") da solucdo de (3.17).

Note que se v € V = PY(T"), entdo podemos escrever

Ny
o (z) = Z o ()i () (3.22)

onde IV} é o ntiimero de vértices da malha e as fungoes base ou funcoes
chapéu , ¢;, i =1,..., N}/, estao definidas por

se x = x;, (1 no vértice x;)
oi(z) =< 0, se x = xj,j # 1, (0 nos outros vértices)
extensao linear, se x nao é vértice.

(3.23)



42 CAPITULO 3. ELEMENTOS FINITOS EM 2D

Também usaremos a notagao ¢, = ¢;, i = 1,..., Ny. Veja a Figura
3.4 para um exemplo de uma funcao base e seu suporte. Concluimos
que PY(7") ¢ gerado pelas N} fungoes {qbi}ivz’l‘)l. Observe também que
P{(T") é gerado pelas fungoes {¢; : x; é vértice interior}.

Figura 3.4: Exemplo de uma funcao base em duas dimensoes.
Usando a equagao (3.22) o vetor u" € RMY que representa as
coordenadas da funcdo de elementos finitos u” € P*(7") na base
das funcéo chapéu é dado pelos valores da funcdo u” nos vértices da
triangulacao 7", isto é,

ul = [u"(21),...,u"(znp)]" € RN (3.24)

Analogamente ao caso em uma dimensdo, depois de escolher a base,
a formulagdo de Galerkin equivale a resolver um sistema linear. O
sistema linear obtido com o espago de elementos finitos de fungoes
lineares por partes é entao

Au" =b (3.25)

onde u” é como em (3.24), b é dado por (3.21) e a matriz A é definida
como em (3.20).

Observagao 13 (Matrizes de Neumann e de Dirichlet). Se usamos
todos os vértices (i.e., os espaco PY(T")) a matriz obtida ¢ de di-
mensao Ny x Ny e é chamada de Matriz de Neumann. Se usamos
somente os vértices interiores (i.e., o espaco P§(T")) obtemos uma
matriz de dimensdo menor conhecida como matriz de Dirichlet.
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Agora descrevemos melhor as fungdes base do espago P1(7").

Lema 14. Seja K o tridngulo de referéncia com vértices (0,0), (1,0)
e (0,1) e ¢1, o e ¢35 as respectivas fungdes bases. As trés fungoes
bases no K sao

G1(2) =1 — &1 — By, Go(d) =21, @3() =,
para todo & = (&1,22) € K.

Lema 15. Seja K; um elemento da triangulacio T" com vértices
u = (ug,ug),v = (v1,v2) e z = (21,22) (ordenados no sentido anti-
hordrio) e ¢1 = Qu, G2 = ¢y € P35 = ¢, as respectivas fungies base.
Seja K o triangulo de referéncia e Fi, : K—Ka funcdo afim tal

~

que Fi,(K) = K; e Fk,(0) = u. Entao

N V1 — U1 Z1 — U2 N U1 N I}
Fg (2) = T zeK
Kl( ) Vo — U 29 — U2 ] + |: U2 :|7 <

e para cada x € K;, as trés funcgdes bases com suporte no elemento
K; sao

¢i(z) = ggj(i), para todo & = ngl(x),j =1,2,3.
Também temos que
Vao; = Vad;(#)Bx!

UV — U1 21— U2

onde By, =
Ki Vg — UL 22— U2

Observagao 16. De acordo com o Lema 15 dizemos que o método
dos elementos finitos lineares por partes em duas dimensoes tem trés
graus de liberdade por cada elemento.

No triangulo de referéncia K vale a seguinte féormula de quadratura.

Lema 17 (Quadratura de sete pontos no tridngulo). Vale
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Ponto ¢; Peso w;
(l l) 9
33 90
(6£VI5 6+VI5) | 155+Vi5
21 0 21 2400
(9—2\/15 6+\/15) 155+V15
21 0 21 2400
(6-‘,—\/15 9—2\/15) 155++/15
21 0 21 2400
(6=/I5 6=vi5y | 155-VI5
21 0 21 2400
(9+2VI5 6—\/15) 155—v/15
21 0 21 2400
(6=/15 9+2V15) 155—v/15
21 0 21 2400

Tabela 3.1: Pontos e pesos da férmula de quadratura com sete
pontos no tridngulo de referéncia (esquerda) e mapa dos pontos de
quadratura no tridngulo de referéncia (direita)

onde 0s pontos de quadratura e pesos (;, w; sao definidos na Tabela
3.1. A formula acima integra exato polinémios de grau total menor
o0 igual que cinco.

Afim de aplicar a formula de quadratura do lema anterior para
calcular os termos do lado direito ou da matriz A quando k(z) é um
coeficiente complicado usamos a férmula de mudanca de varidveis.

Lema 18. Seja K; um elemento da triangulacio T" com vértices
u = (ug,u2),v = (v1,v2) e z = (z1,22) (ordenados no sentido anti-

hordrio). Para toda funcao integrdvel f : K; = Fg,(K) — R temos

[t = [ pEetae] 70270

V2 — U1 22 — U2

Andlogo ao caso em uma dimensao a matriz A pode ser construida
somando as contribuigoes locais de cada elemento. Note que em cada
elemento triangular temos trés graus de liberdade, isto é, somente trés
fungoes bases tem suporte em cada elemento. Consideramos somente
o caso da forma bilinear definida em (3.16).
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Lema 19. Seja A a forma bilinear definida em (3.16) e T" uma
triangulacdo de D. Sejam K;, i =1,...,Nf os elementos da trian-
gulagdo. Definamos R; como a matriz 3 x N de restricdo ao ele-
mento K;, i.e., a matriz RF tem todas as entradas nulas com excessio
das posigoes (1,11) (correspondente ao vértice x;, € K;), (2,i2) (do
vértice x;, € K;) e (3,i3) (do vértice x;, € K;), onde tem o valor
um. Seja Ak, a matriz local definida por

Ar, (0iy, 0i) Ak, (biy, i) Ak, (biy, biy)
AK,- = AKi (¢22 s ¢21) AKi (¢22 ) ¢12) AKi (¢22 ) QSH) (326)
Ar, (Gigs 0iy) Ak (Gig, i) Ak, (Giy, diy)

onde Ag,, a restrigio da forma bilinear A ao elemento K;, € dada
por

Ak, (v,w) = / k(z)Vu(x) - Vw(x)dz. (3.27)
K;
Finalmente seja by, o lado direito local,
bKi = ‘FK7(¢22)
fKi ((;513)

onde Fg,, a restricio do F ao elemento K;, é dada por
Fk,(v) = / f(z)v(z)dx.
K;

Temos entao que

N,
A=Y Rl AR (3.28)
i=1
e
Nh
b=> Rbg,. (3.29)
=1

O lema anterior permite calcular a matriz A usando as contribui-
¢oes locais de cada elemento. Isto representa uma grande vantagem
na hora da implementagao numérica. Na igualdade (3.28) o papel das
matrizes R; é somente colocar a contribuicao local no lugar certo na
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matriz global A. As matrizes de extensao R;, i = 1,..., Nf;, podem
ser substituidas por fungdes que transformem os indices locais [1, 2, 3]
no elemento K;, nos indices globais [i1,12,i3]. Analogamente para as
matrizes R, i = 1,..., Nf. Note também que as matrizes locais sao
calculadas em cada elemento K; separadamente.

Para resolver o sistema linear Az = b com a matriz A em (3.28)
usando um método iterativo, somente precisamos de uma rotina que
faca a operacao de multiplicacdo matriz vezes vetor, isto é, dado
z € RV, calcule, Az. O resultado de aplicar a matriz A ao vetor
x pode ser calculado usando (3.28) diretamente. A formulas (3.28)
e (3.29) sdo fundamentais para a construgdo de muitos algoritmos
de decomposi¢ao de dominios na aproximagao numérica de equagoes
diferenciais parciais elipticas.

Exemplo: a equacao de Laplace

Suponha que queremos aproximar a solugao da equacao de Laplace
(3.7) com D = [0,1] x [0,1] e f(x) = —1 usando elementos finitos,
isto é, queremos resolver

Achar u : [0,1] x [0,1] — R tal que:
{ —Au(z) = -1, x €10,1] x [0,1] (3.30)
u(z) =1, x € 9(]0,1] x [0,1]).

Formulagao fraca

Usamos a formulagdo fraca construida na Secéo 3.3.1. Lembramos
a definigdo da forma bilinear A em (3.10) e do funcional linear F
definido em (3.11).

Triangulagao

Neste exemplo usamos a triangulacao da Figura 3.5. Observe que esta
triangulacao tem 12 vértices, 23 arestas e 12 elementos (tridngulos).
O primeiro elemento pode ser denotado por K7 = [1,2,6] indicando
que seus vértices sdo 1, 2 € xg, nessa ordem (sentido anti-hordrio).



3.4. FORMULACAO DE GALERKIN 47

29(0, 1) T10 211 12

Ks /| Ko/ |K12

K:| /Ko| /K
, 1
25(0, 5) T6 T s

Ky /| Ky / | Kg
K| /K; Ky

21(0,0)  22(4,0) x3(2,0) a(1,0)

Figura 3.5: Triangulacao usada para aproximar a solucao de (3.30)

Os doze elementos sao (veja Figura 3.5)

Ki=1[1,2,6], Ko=1[6,5,1, K3=]2
K, =[7,6,1], Ks=[3,4,8], K¢=[8,7,3],
K7 =1[5,6,10], Ks=[10,9,5], Ky =1[6,7,11],
Ko = [11,10,6], K1 =[7,8,12], Kz = [12,11,7).

Montagem da matriz

Depois de definir a triangulagao procedemos a construcao da matriz
A usando a férmula (3.28). Temos que construir as matrizes locais
em (3.26). O primeiro elemento é K; com vértices 21 = (0,0), zo =
(1/3,0) e g = (1/3,1/2). Vide Figura 3.5. Para este elemento temos
1/3 1/3

que a matriz Bg, do Lema 15 é By, = { 0 1/2

] e a sua inversa

é dada por B;(i = { g _22 ] Para as fungoes em K temos entdo

que

Vebr=VebiBil=[ -1 —1]Bgl=[ -3 0],
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e analogamente em Kj temos Vo = [ 3 -2 ] e Vog = [ 0 2 ]
As entradas da matriz local Ak, s@o calculadas como segue,

9
Ary(91,61) = V¢1-V¢1:/ (_3)2+(0)2=9\K1|=E,
K1 K,
-9
Ak, (61,62) = Ak, (92,61) = V¢1-v¢2=/ 9= 15
K1 K,
Ay (61, 06) = AK1(¢6,¢1>:/ V¢1-v¢6=/ 0=0,
K1 K,
13
Aic/(é202) = [ VorVer= [ 13-
K1 K1
—4
As,(¢2,96) = AK1(¢67¢2):/ —4=1
K1
A(¢¢)—/4—i
K1 \¥6, ¥6 . 12
9 -9 0
PortantoamatrizlocaléAKl:%2 —9 13 —4 |.Note que R;
0 —4 4
é a matriz 3 x 12,
1 000 0 O0O 0
Ri=|0 100000 0
0 000 O 1O 0

e RT Ay, Ry é a matriz 12 x 12 tal que

9 =9 000 0 0
~9 130 0 0 —4 0
0 0000 0 0
. 1| 0 0000 0 o0
BAgfi=351 0 0000 0 0
0 -4 000 4 0
0 0000 0 0
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Analogamente podem ser calculadas as matrizes locais e de restricao

para os outros elementos K;, i = 2,...,12. Obtemos
1 9 -9 0
AK":E -9 13 -4 |, i=2,...,12
0 —4 4
Com as matrizes locais A, e as matrizes R;, ¢ = 1,...,12, montamos

a matriz global

12
_ T
A= R; Ak, R;.
i=1
Por exemplo, se queremos calcular a entrada agg da matriz A notamos
que x¢ € o terceiro vértice de K1, o primeiro vértice de K», o segundo
vértice de Ky,..., donde

as = Alde,d6)= > Ax,(¢6 d6)
i=1,4,9,10,7,2
4 139 4 13 9 52
T R TR TR R W
onde os indices na soma acima sao os elementos da triangulacao que

tem vértice 6 (z¢).

Observacao 20. No caso geral, as integrais no triangulo de re-
feréncia no calculo das matrizes locais acima podem ser calculadas
usando uma formula de quadratura. Veja Lema 17. O mesmo vale
para os calculo do lado direito local.

Montagem do lado direito

Agora montamos o lado direito b usando (3.29). Como antes vamos
elemento por elemento para calcular as contribuigoes locais. Neste
exemplo a funcdo do lado direito é g(x) = —1 para todo x € D. No
elemento K7, usando a formula de mudanca de varidveis, temos

Fiy(91) = /K 1 (w)dw = — /K 61(#)| det B |dé = —

36
Fialon) = [ —1oa@)ie = [ )| det BiJas =~

Fialon) = [ —1oa(e)ie = [ du@)|det Bilas =~
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e entao bx, = *(%, %, %)T. Analogamente by, = —(%7 3173, %)T,
i=2,...,12. Temos finalmente que
12
b=> Rlbg,.
i=1
Por exemplo a sexta coordenada de b é
1 1
= F, =— — =,
Je > K. (%) 36 6

i=1,4,9,10,7,2 i=1,4,9,10,7,2
onde os indices na soma acima sao os elementos da triangulagao que
tem vértice 6 (zg).
Solugao do sistema linear
Temos que resolver os sistema linear
Auh =b.

Sabemos que up(z;) = 1 para ¢ = 1,2,3,4,5,8,9,10,11. Podemos
substituir

e colocando o termo conhecido Au}? no lado direito, obtemos
1 52 —18 up(x6) _ | 1/6 + 16/6
12| —18 52 up(z7) - 1/6 16/6
_ |83
- 8/3
up(xg) } _ [ 16/17

up(x7) 16/17
que tente construir uma solugao analitica para o problema (3.30). O

que fornece a solugao [ } Pedimos ao leitor
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objetivo deste exemplo é mostrar o potencial do método dos elemen-
tos finitos. Na Figura 3.6 a) mostramos a aproximagao de elementos
finitos obtida acima. Lembre que neste exemplo o tamanho do sis-
tema linear resolvido é 2 x 2.

Para finalizar esta segao calculamos a solugao de elementos finitos
da equacdo (3.30) numa malha mais fina com h = 1/10. Na figura
3.6 b) vemos a aproximagao por elementos finitos para esta malha
mais fina. O sistema linear resolvido para obter a aproximacao de
elementos finitos com h = 1/10 é de tamanho 81 x 81.

Figura 3.6: Aproximacgoes de elementos finitos da solugao da equagao
(3.30): a) com h = 1/2, 12 vértices e 12 elementos; b) com h = 1/10,
121 vértices e 200 elementos.

3.4.2 O sistema linear obtido

7

Como no caso de uma dimensdo espacial, é necessdrio escolher o
método adequado para aproximar a solugao do sistema linear equiv-
alente a formulacao de Galerkin. No caso da equagao eliptica bésica
(3.13) e o espago de elementos finitos de fungdes lineares por partes,
a matriz resultante A tem as seguintes propriedades: O tamanho da
matriz é gigantesco. A matriz A é esparsa, menos esparsa que em uma
dimensao, mas ainda a porcentagem de entradas nao nulas é muito
grande. A matriz de Dirichlet é definida positiva. Para a matriz da
forma bilinear A definida em (3.16) com o coeficiente  satisfazendo
(3.14) temos que existem constantes positivas C' e ¢, que dependem
unicamente da triangulacio 7" e do dominio D, tais que

2
Amax < Chmax € Amin = CEminh”.
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Onde Amax € Amin S40 0 maior e o menor autovalor da matriz A.
Podemos assim estimar o nimero de condigao (espectral) da matriz
A por

)\max < gﬁmax
Amin € Kmin

Cond(A) := (3.31)

1
ﬁ.
3.4.3 Erro de aproximacgao

Dados h > 0 e uma triangulacao do dominio D pode-se entao usar
V =PY7T") em (3.18). A solugdo obtida em (3.18) é a aproximagcio
de elementos finitos P*(7") da solucio de (3.17). Denotaremos por
u” esta solucdo. Temos

Lema 21 (Estimativa de erro ‘a priori’). Sejam u e u” as solugées

da formulagdo fraca (3.15) e da sua formula¢ao de Galerkin com
vh = P! (Th), respectivamente. Temos que existe uma constante C
que € independente de h > 0 e de u, tal que

lu— "oy < Chluluzpy e |lu—u"||L2p) < Ch?|ulg2(p).



Capitulo 4

O método do gradiente
conjugado

O material apresentado neste capitulo corresponde ao capitulo do gra-
diente conjugado num curso de anélise numérico no IMPA. Parte do
material aqui apresentado coincide com [29]. Veja também [18, 28, 4].

4.1 O método do gradiente conjugado

Neste capitulo A denota uma matriz auto-adjunta e definida posi-tiva
de dimensao n X n. A norma gerada pela matriz A é dada por

lzlla = (2, Az) = (A2, AV?2) = | AV 222

onde || - ||z é a norma Euclidiana do R™. Dois vetores x,y € R"
sao ditos conjugados com relacao a A, ou A-ortogonais se eles sao
ortogonais no produto interno gerado pela matriz A, isto é,

(z, Ay) = 2T Ay = 0.
O conjunto {d;}}~, é dito conjugado se d; é conjugado a d; para todo

i # j. Neste caso temos d] Ad; = 0 para todo i # j.

53
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Suponha que {d;}?_; sao dire¢oes conjugadas em R"™, temos que
estas diregOes sdo linearmente independentes, logo span{d;}?_; = R™.
Seja x, tal que

Az, = 0.

Temos que existem aq, ..., a, tais que das diregoes conjugadas,

Ty = Zn:aidi- (4.1)
i=1

Podemos entdo calcular z, se conseguimos especificar dire¢oes con-
jugadas {d;}?_; e os respectivos coeficientes {a;}!'_;. Se aplicamos a
matriz A na equagao (4.1), obtemos que Y .-, a;Ad; = b e tomando
produto interno com d; para j fixo, mas arbitrario, obtemos

Z a;d! Ad; = dT'b

i=1

donde, usando o fato d;fAdi = 0 para ¢ # j, obtemos

dfb 1
OéJ:Ti, J=1,...,n.
dj Ad;
Para j =1,...,n, defina a j-ésima aproximacao de z, por
J

J
Tj = Zaidi. (42)
i=1

Como Az, = b temos
n
0= ALC* —b= Aiijl - b+ ZaiAdi,
i=j
e tomando novamente produto com d]T7 temos

df(Alﬁ;l — b) _ d;rqj‘,l
T Ad; dT Ad;’

Q= —
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onde o j—ésimo residuo é

jSf(Al’jfb):bfAl’j, ]:1,771
Observe que, dado xj, podemos calcular
i1 Gk
Tht1 = Tk + apg1dipyr1 onde apyq = kAR (4.3)
dgﬂAdkH
Temos o seguinte lema.
Lema 22. Suponha que zo = 0. Se i <k entdo g} d; = 0.
Demonstragao. De (4.1) obtemos
Qe =b— Az = Az, —a1) = A Z a;d; | = Z a;Ad;
j=k+1 Jj=k+1
onde, para i < k, d! q1, = Z?:k-u ajdf Ad; = 0. |

Corolario 23. Se temos as k primeiras dire¢oes conjugadas {di}le,
e qr = b— Axy # 0 entdo {d1,dsa,...,dk,qr} € linearmente indepen-
dente.

Suponha que temos k + 1 dire¢ées A-ortogonais dy, do, ..., d;. Para
obter outra diregao conjugada a partir de g, aplicamos Gram-Schmidt
no produto interno A, isto é, geramos dj11 com

k
i1 = g — Y Ajkd;, (4.4)
j=1
espan{dy,...,dg, qr} = span{dy,...,dy,dg+1}. Provaremos na frente

que somente o dltimo coeficiente axy em (4.4) acima é diferente de
zero. Tomando produto interno com Ad;, ¢ = 1,..., k, obtemos

k
0 = df Adey = d] Agy — > ajed] Ad,
j=1

= diTAqk — aikd?Adi-
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df Agy,
dTAd;’

Donde para cada coeficiente em (4.4) temos @;, =

Teorema 24. Sed; =b, ed; #0,i=1,...,k, temos entdo a =
G2k = ... = Q(k—1)k = 0.

Para provar o teorema anterior precisamos de um lema simples.

Lema 25. Suponha que zog =0, g1 = b, di € um maultiplo escalar de
bed; #0,i=1,...,k. Defina

Vi := span{dy, ..., dy} = span{d;}*_,.
Temos que
1. Vi = spani{b, Ab, ..., A¥=1b} (subespago de Krylov!)

2. Vi = span{qy,...,qu}
3. AV, C Viet1

4. qkTAVk_l = {0}, q,sz_l ={0} e q,{qi =0parai<k-—1.

Demonstragao. Para provar 1. usamos indugao. Sabemos que

Vi = span{d;} = span{b}. Suponha que o lema vale para o in-
teiro k. Para xp € Vi temos que g = b — Az € span{AV,, b} =
span{b, Ab, ..., A*~1b Akb}. Portanto, de (4.4) e a hipétese de inducao
Vemos que

dy1 € span{b, Ab, ..., A*"1b, A*b}.

Isto da span{d;}F*} C span{A’b}%_; e como os vetores {d;}*T}] sdo
linearmente independentes eles devem gerar um espaco de dimensao
k + 1. Isto prova o primeiro enunciado. A prova do 2. segue do
processo de ortogonaliza¢ao em (4.4). A prova de 3. seque de 1. e a

prova de 4. segue do 2. e o Lema 22. [

Agora provamos o Teorema 24.

Demonstragao. Se i < k — 1 usando (4.4) temos
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k
df Adyy = df Age =) ajpd] Ad,
j=1
= dI'Aq, — agd] Ad;.

Note que d} Adi11 = 0, por 3. do Lema 25 temos que df Agx = 0, e
dI' Ad; # 0, o que implica que a;, = 0. ]

Temos entao a seguintes formulas para a diregdao conjugada k + 1
e o seu coeficiente agq em (4.1) e (4.3),

di Agy d%+IQk

= , = =
dTAdy T AT Adyg

diy1 = qx — aprdy, Gk

Vamos simplificar um pouco mais estas formulas. Note que da primeira
férmula acima e o Lema 22 temos

ey = (ar — acedi)ar  qFae
f1 = =
AT, Adpy: L Adgy

e na iteracao k terfamos akdgAdk = qg_lqk,l. Do fato que podemos
escrever qx = qx—1 — axAdy e 4. no Lema 25 temos que

aF ax = qf (qr—1 — arAdy) = —agql Ady,.
Juntando estas duas ultimas igualdades temos

1.7
By 1= —aps = _dEAC]k _ o 9k 9k _ ngk
di; Ady, (%quT—l‘Jk—l a1 qr—1

Usando estas formulas finais descrevemos o algoritmo na Tabela 4.1.

Agora estudamos a convergéncia do método do gradiente con-
jugado. Queremos saber a velocidade de convergéncia do método.
Embora o gradiente conjugado tome somente n iteragoes para achar
a solucao do sistema linear, n poder ser muito grande e pode ser que
0 nosso tempo computacional nao seja suficiente para chegar ate a
ultima iteragao.
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1. Inicializar qo = b — Axg
2. Iterar k =1,2,..., ate a convergéncia
ﬁk _ (qkfla qkfl) [ﬂl _ O]
(Qk—z, qk—2)
dy = qe-1+Brdr—1 [di = qo]
N (Qkfla qr—1)
ap = ————=
(dy, Ady,)
T = Tp—1+ogdg
G = qr—1— apAdy

Tabela 4.1: Algoritmo do gradiente conjugado

Note que se xj := Zle a;d;, com {d;}, diregdes conjugadas e
T, = >, a;d;, entao xy é projecao ortogonal (no produto interno
gerado pela matriz A) do vetor z, no espaco V = span{d;}*_,. Das
propriedades gerais das projecoes ortogonais, temos

(di, A(zs — ) = 0 i=1,..,k,

;renvnk\lx* ylla l[e — 2x]|a (4.5)

Denote por Pr_; o conjunto de polindmios de grau menor o igual
que k — 1. Dado y € V}, usando o Lema 25 pode-se exprimir

k—1
Y= Z 7 AT
i=0
k—1 i

Se P é o polinémio de grau k — 1 definido por P(z) = >, vix
podemos escrever y = P(A)b. Concluimos que
Vi = {P(A)b : PePr_1}
= {P(A)Az., : PePr_1}.
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Com esta igualdade, (4.5) e o fato ||ly||4 = ||A'/?y||2 para todo y € R™
temos

e —ailla = minlle. —glla = min o - P(A)Az.L4
= min (A" [~ PA)A] 2.l (4.6)

Considere a decomposicao espectral da matriz auto-adjunta e pos-
itiva definida A = Q*AQ, onde @ é uma matriz ortonormal (tem
colunas ortonormais) e A = diag(A1, ..., A,) é a matriz diagonal com
os autovetores de A ordenados do maior ao menor, isto é, Apax =
A1 > Ao > - > Ay = Anin- Temos que a decomposigao espectral
I— P(A)A = Q*[I — P(A)A]Q e usando propriedades das matrizes
ortonormais temos

|AY2 [ = P(A) A 2| 11— P(A)A] A 225

11 = P(A)All2| A" 22 |2
Q™[I = P(M)A] Ql[2[z||a
[ = P(A)A]]2 ]| 4

IAIA

onde temos usado a desigualdade || Bz||2 < ||B||2]|z||2 valida para toda
matriz B. Lembrando que para B auto-adjunta e definida positiva
|Bll2 é o méximo autovalor de B, temos,

JAV2 [T = P(A) Al = 1T = PA)Alala-]|a
max |1 — P(A)Ai|[7.]|a
1<i<n

IN

IN

ax |1 — P(A)A|||z||a, (4.7
(1= POz L, (4.7)
onde na tltima linha o maximo é tomado no intervalo [A,, A1] e néo
somente nos n autovalores \,,...,A;. Finalmente pondo (4.7) em
(4.6) obtemos

[lzs —2k)la < Jlza|la min  max |1 —AP())]
PePr_1 AE[An,A1]

[|z«|]a  min max |P(\)| (4.8)
PePL,P(0)=1  XE[An,A1]

onde para obter a tultima igualdade notamos que se P é de grau k —1
entdo o polindmio definido por 1 — AP(\) é de grau k e tem o valor
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1 quando A = 0.

Para entender melhor o problema de minimizacao (4.8) estudamos
polinémios ortogonais de Chebyshev(Tchebyshev). Uma das muitas
defini¢bes dos Polinémio de Chebyshev é a seguinte. Define-se o
polinémio de Chebyshev de grau k por !

cos(k cos~1(x)), se |z| <1,
Ti(z) = (4.9)
cosh(kcosh™*(z)), se |z| > 1.

Note que T (z) = cos(kf) onde cos(f) = x com 0 € [—m, 0] e portanto
T}, define um polinémio de grau k na varidvel x ja que cos(kf) é um
polinémio em cos(#). Temos

Te(1) =1, |Tx(z)|<1, paratodoz e [—1,1].
1 1
/ Ty(2)Ty () (1 — 2%) " da = 6,5,
-1

onde §;; é o delta de Kronecker. Os polinémios T, (x) podem também
ser obtidos a partir da recorréncia:

To(z) =1, Ti(x)=z, Tgyi(x)=22Tk(x) —Tr_1(x) (4.10)
que pode ser deduzida facilmente de (4.9).

Na equacdo (4.8) podemos tomar P = T} definido a partir do
polinémio de Chebyshev de grau k, T}, por

o T(e(V)
Te) = 7 (0(0))

1Para ver que as duas partes da definicio ddo os mesmos polinémios podemos

verificar a férmula de recorréncia (4.10) para cada uma. Uma outra forma de ver
este fato é que passando a varidvel complexa temos

com g(A) = 7)\1:_1)\_”)\_ 2>\.

cosh(k cosh™1(¢)) = cos(—ik cosh™1(¢)) = cos(k cos~1(¢))

para todo ¢ no dominio das duas fung¢des no plano complexo.
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Observe que g leva o intervalo [Ay, A1] no intervalo [—1, 1] com g(A,) =
1, g(A1) = —1. Os zeros do polinémio T} ficam localizados no inter-
valo [—1,1]. Temos entdo que no caso A\; # A\,

DY
YW

9(0) > 1, donde T(g(0))#0,

vemos que T (0) = 1. Os zeros do polinémio T ficam localizados no
intervalo [A,, A\1]. De (4.8) vemos que

_ 1
* < Tr(A wlla < 7= ||T«
llze —aklla < [géﬁ]l RNz« |a Tk(g(O))Hx Ila
com
0) = A+ A, Cond(A) +1
I = N oA, T Cond(4) — 1’
e onde o nimero de condicdo® de A é definido por
A1 )\max
Cond(A) = — = ——. 4.11
ond(A) N T (4.11)

Para continuar com o argumento usaremos o seguinte resultado.

Lema 26. Para todo x com |x| > 1 existe z tal que

-1 k —k

P R P A
2

Cond(4)+1

Note que ~Cond ()1 > 1, e que podemos escrever

Cond(A)+1 1 Cond(A) — 1 1

Cond(A)—1 2 |,/Cond(A)+1 /Cond(4)-1
v/Cond(4)+1

2ou nimero de condicao espectral



62 CAPITULO 4. O METODO DO GRADIENTE CONJUGADO

. _ y/Cond(4)-1
Aplicando o Lema 26 com z = Cond(a) 11 temos que
Cond(A) +1
T = T, —_—
(00) = TG
k k
1 ||+v/Cond(4) -1 N /Cond(A4) +1
© 2| ,/Cond(4) +1 Cond(A4) — 1
logo,
1 B 2
Ti(9(0)) [ /Cond(A)—1 | g n Cond(4)+1 g
| vCond(A)+1 | v/Cond(4)-1
k
< 2 _5 4/Cond(4) +1
B [ v/Cond(A)+1 | g Cond(4) —1
| vCond(4)-1 |

Fica provado entao o seguinte Teorema.

Teorema 27. Seja x, tal que Az, = b e x 0o k—ésimo iterado do
gradiente conjugado. Entdo

/ Cond(A) — 1 *
v/ Cond(A) +1

Corolario 28. Para o caso em que xg # 0, aplicamos o argumento
anterior a

|7 — wglla <2 |2 a-

Adz =b— Az, (dz)p=0

e obtemos

v/ Cond(A) — 1 *
v/ Cond(A) + 1

IIw*—wklAS2l ||z« = ol |4

para todo k.

Para fechar completamente a prova do teorema anterior temos
que provar o Lema 26.
Demonstragao. Se x > 1, pode-se exprimir
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ec—&—e*C _z—l—z’l
2 2

xz = cosh(¢) = ,  com z = e,

donde, usando a defini¢do do T em (4.9).

ek¢ + e k¢ . P + 27k

Ti(x) = cosh(kcosh™¢) = 5 = 5

Como resultado do Teorema 27 vemos que o erro do gradiente
conjugado na norma da energia depende do niimero de condigao da
matriz Cond(A4) = Anax/Amax-

Em geral, dada uma matriz invertivel B, o nimero de condigao
na norma || - ||2 é definido por

Cond(B) = ||B]|2| B[l

Pode-se provar que quando A é auto-adjunta e definida positiva temos
que Cond(A4) = A1 /A,.

4.2 Contagem de nimero de iteragoes

No Teorema 27 provamos que o erro inicial e reduzido pelo fator

k
2 [” Cond(A)—ﬂ , isto é,

Cond(4)+1
k

Cond(4) — 1
/Cond(A) +1

Se queremos calcular suficientes iteragoes para reduzir o erro inicial
por um fator €, é suficiente tomar k tal que,

4/Cond(4) —1 ’
v/Cond(A4) +1

|zs — 2k[[a < ||z — o] | A
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donde, utilizando o fato In(1+2) > 2z com 2 = 1/4/Cond(A) con-
cluimos que k é da ordem

In(%)

o v/Conda) ]
B vV COHd(A)

Note que a desigualdade é assintoticamente uma igualdade quando
Cond(A) — oco. Observamos entao que o nimero de iteracoes necessérias
para obter uma aproximacao da solucao com uma tolerancia € de-
pende fortemente da condigao da matriz Cond(A).

Por exemplo, para a matriz da forma bilinear A definida em (2.13)
com o coeficiente & satisfazendo (2.11), temos a estimativa (2.34) para
o numero de condicao, isto da que existe uma constante C indepen-
dente de h tal que

k‘:

< \/Cond(4]1n m . (4.12)

In

kE<C 1hln [2} .
2 €

A constante C' pode depender do contraste do coeficiente Kmax/Kmin-
Vemos que o ntimero de iteragoes necessarias para obter a solucao de
elementos finitos (com uma toleréncia €) cresce de forma linear com o
parametro da triangula¢ao. Lembramos que o parametro h controla
o tamanho do erro de elementos finitos. Geralmente, para proble-
mas praticos isto representa demasiadas iteragoes (isto é, demasiado
tempo computacional).

4.3 Experimentos numéricos

Nesta segao curta mostramos alguns resultados numéricos obtidos
usando o método do gradiente conjugado na solucao do sistema li-
near associado a discretizagao de elementos finitos da equagao eliptica
bésica em (2.10) e (3.13).

Uma dimensao

Considere primeiro a equagao de Laplace (2.3). Em particular con-
sidere a equagdo u” = —1 em (0,1) com u(0) = u(1l) = 0. A for-
mulagao fraca desta equacao foi construida na Secao 2.2.2 usando a
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forma bilinear A em (2.6) e do funcional linear F em (2.7). Usa-
mos uma triangulagao estruturada, isto é, com vértices igualmente
espagados.

n | | Tteragoes | (est. cond)
16 8 103.09
32 16 414.35
64 32 1659.38

128 64 6639.52

256 128 26560.07

512 256 106242.29

1024 512 424971.18
2048 1024 | 1699886.72

Tabela 4.2: Numero de iteragoes do gradiente conjugado para o
problema considerado nesta se¢do. Aqui h = 1/n e usamos uma
tolerancia de 1075, Veja a férmula (4.12).

Seguimos 0s mesmos passos do exemplo no final da Segdo 2.3.1
mas na hora de resolver os sistemas lineares usamos o método do
gradiente conjugado. Obtemos os resultados da Tabela 4.2. Vemos
que quando o pardmetro h = 1/n é dividido por dois, o ndmero
de condicao é multiplicado por um fator de 4 e o numero de it-
eragoes duplica-se. Veja a férmula (4.12). Concluimos que o nimero
de iteracdo cresce de forma linear com respeito ao parametro h.
Vemos também que se precisamos usar h << 1, o ndmero de it-
eracoes necessarias, para calcular a solucao de elementos finitos com
a tolerancia desejada, é muito grande. A situacdo fica pior em di-
mensoes dois e trés.

Consideramos agora o exemplo da Secao 2.5,

Achar u : [0,1] — R tal que:
{ ~(k(z)/(z)) =—-1, O0<z<l1 (4.13)
u(0) =0,u(l) = 1.

onde
Ki(l‘) = /‘1}1(3}, /’[’) + 100%2(137]))
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com Ky e kg definidos em (2.35) e (2.36). Com p = 1000 ¢ p = 30
obtemos os resultados da Tabela 4.3. Concluimos que o nimero de
iteracOes necessdrias aumenta com o contraste do meio. A situagao
fica pior em dimensoes maiores.

n | | Iteragoes | (est. cond)
16 15 696.97
32 35 3166.30
64 86 16806.85

128 228 126804.46

256 588 869532.27

512 1439 | 5132737.47

1024 3356 | 24495669.25
2048 >5000 | 47948970.24

Tabela 4.3: Numero de iteragoes do gradiente conjugado para o pro-
blema (4.13) com coeficiente k(x) = k1(z,p) + 100k2(z,p). Aqui
h = 1/n e usamos uma tolerancia de 1075.

Duas dimensoes

Suponha que queremos calcular a solugdo de elementos finitos da
equagdo de Laplace (3.7) com D = [0,1] x [0,1] usando elementos
finitos, isto é, queremos resolver

Achar uw : [0,1] x [0,1] — R tal que:
—Au(z) = -1, x €1]0,1] x [0,1]
{ u(z) =1, z € 9([0,1] x [0, 1]).

Usamos a formulagao fraca construida na Sec¢ao 3.3.1 com A em
(3.10) e F em (3.11). Usamos uma triangulagéo estruturada. Dividi-
mos o quadrado [0,1] x [0,1] em n x n quadrados e cada quadrado
é dividido em dois triangulos. Veja Figura 4.1. Seguimos os mesmos
passos do exemplo no final da Secao 3.4.1 mas na hora de resolver os
sistemas lineares usamos o método do gradiente conjugado. Obtemos
os resultados da Tabela 4.4. Observamos novamente que o nimero
de iteracao cresce linearmente com h. O ntimero de condi¢ao cresce
quadraticamente com h. Vemos que para obter a mesma ordem h



4.3. EXPERIMENTOS NUMERICOS 67

Figura 4.1: Triangulacio estruturada com h = v/2/n e n = 16 usada
para aproximar a solugao da equagao de Laplace em duas dimensoes

que no caso de uma dimensao precisamos de muitas mas iteragoes. A
situagao piora em dimensoes maiores.

n | Ny | Tteragbes | (est. cond)
8 81 9 25.27
16 289 25 103.09
32 1089 51 414.35
64 | 4225 100 1659.38
128 | 16641 197 6639.52

Tabela 4.4: Numero de iteragao do gradiente conjugado para o pro-
blema considerado nesta se¢io. Aqui h = /2/n e usamos uma
tolerancia de 107%. Veja a férmula (4.12).

Voltamos a atencao para a equagao

Achar v : D C R? — R tal que:
—div(k(z)Vu(z)) = f(z) z€D
u(z) = g(z) x€0D
onde k(z) = 1+ 1000(1 + sin(67xq)sin(4rze)). O contrate deste
coeficiente e ao redor de 2000. Obtemos os resultados na Tabela 4.5.
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n | NP | Tteracoes | (est. cond)
8 81 17 27.71
16 289 42 155.64
32| 1089 95 785.21
64 | 4225 205 3498.16
128 | 16641 430 14700.20

Tabela 4.5: Numero de iteragao do gradiente conjugado para o pro-
blema com coeficiente x(x) = 1+1000(1 +sin(67z1) sin(4rzz)). Aqui
h = v/2/n e usamos uma tolerancia de 107, Veja a férmula (4.12).

Agora consideramos o problema eliptico geral acima mas com o
coeficiente

k(z) = (m(xl, ) + 100/{2(301,]9)) (m(acg, )+ 100&2(9527;0)) (4.14)

onde k1 e kg definidos em (2.35) e (2.36). Com g = 1000 e p = 30
obtemos os resultados da Tabela 4.6.

nl N} | Tteragbes | (est. cond)
8 81 27 162.99
16 289 110 1238.65
32 1089 289 5859.17
64 | 4225 814 31908.59
128 | 16641 >2000 | 240630.26

Tabela 4.6: Numero de iteragao do gradiente conjugado para o pro-
blema eliptico com coeficiente (4.14). Aqui h = v/2/n e usamos uma
tolerancia de 107%. Veja a férmula (4.12).

Das Tabelas 4.6 e 4.5 concluimos que o ntimero de iteracoes ate
a convergéncia do método do gradiente conjugado aumenta consi-
deravelmente com a presencia de contraste alto e multiplas escalas.
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4.4 O método do gradiente conjugado pre-
condicionado

O método do gradiente conjugado pode ser modificado para obter o
método do gradiente conjugado precondicionado. Com o método do
gradiente conjugado precondicionado podemos obter as aproximagoes
de elementos finitos das equacgoes diferenciais mencionadas na Secao
4.3 em muitas menos iteragoes e portanto menos tempo computa-
cional. O sucesso no uso do método do gradiente conjugado pre-
condicionado depende da escolha de um bom precondicionador.

Para resolver um sistema linear
Az =D

onde a matriz A é simétrica e definida positiva mas também muito
grande, n >> 1, e muito mal condicionada, Cond(A4) >> 1, aplicar
diretamente o método do gradiente conjugado resultaria em demasi-
adas iteracbes para alcancar a tolerancia requerida. A idéia é entao
usar um precondicionador M ~! onde M é simétrica e definida posi-
tiva, isto é, resolver o sistema linear

M YAz =M1

no lugar de resolver o sistema linear original Az = b. Note que os dois
sistemas lineares tem a mesma solucdo. Dado que, em geral, M 1A
nao é simétrica, para poder aplicar o método do gradiente conjugado
usamos a substituicio z = M'/2z e obtemos que z satisfaz

M=Y2AM Y22 = M~1/%, (4.15)

A matriz M~Y2AM~1/2 é simétrica e definida positiva. Podemos
estimar a condicao dela usando a rata entre o maior e o menor auto-
valor. O produto interno gerado por M~1/2AM~1/2 ¢ dado por

(2, M~YV2AM Y 2w) = (M~Y22, AM™Y?w) = (2, M~ Ay) (4.16)

onde z = M2z ¢ y = M~/2w. Note também que para todo vetor
z,y € R™ temos

(M2, M~2y) = (2, M~ 'y). (4.17)
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Se resolvemos os sistema linear (4.15) usando o método do gradi-
ente conjugado na Tabela 4.1, obtemos o método do gradiente conju-
gado precondicionado. Fazendo algumas manipulagées usando (4.16),
(4.17) e lembrando que queremos calcular z, obtemos o algoritmo na
Tabela 4.7.

1. Inicializar qo = b — Axg
2. Tterar k =1,2,..., ate a convergéncia
Zh_1 = M_lqk,l(Precondicionador)
2k Qh—
B = (kIQk 1) [ﬁ1=0}
(2k—2,qk—2)
dy = 2Zk—1+ Bredi—1 [d1 = 2]
(=1, qk1)
op = —27
(dg, Ady)
Tp = Tp—1+opdg
g = Q-1 — apAdy

Tabela 4.7: Algoritmo do gradiente conjugado para resolver Az = b
com precondicionador M.

O numero de iteracoes dependera entao da condigao da matriz
M71/2AM71/27

A
Cond(M Y2 AM~1/?) = Znax
min
onde Amax € Amin S80 0 maior e menor autovalor da matriz simétrica
definida positiva M ~Y/2AM~1/2. Temos o seguinte lema que ensina
como calcular o niimero de condigao desta matriz.

Lema 29. Suponha que A e M sao matrizes simetrias e definidas
positivas. Os sequintes problemas de autovalores tem os mesmos au-
tovalores
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1. M7Y2AM =2z = M
2. M—'Ax = \z
3. Ax =AMz (problema de autovalores generalizados)

Também vale Cond(M Y2 AM~1/?) = ’j\“i onde Amax = Maxi<i<n A\

. min
€ Amin = M <i<n >\i-

Note que podemos usar os autovalores de qualquer um dos prob-
lemas 1), 2) ou 3) no lema anterior. Em particular temos que

Cond(M~'A) = Cond(M~Y2AM~1/?) = Amax (4.18)
min

Onde o primeiro nimero de condigdo deve ser interpretado como o
nimero de condicao espectral, isto é, definido como a rata entre o
maior e o menor autovalor do problema de autovalor 2) ou 3) no Lema
29. O operador M (ou M~1!) é conhecido como precondicionador.
Para construir um bom precondicionador precisamos levar em conta
que,

1. océlculo M ~1¢ ndo deve ser muito custoso em termos de memdria
e tempo de computacao.

2. o numero de condicio Cond(M ~1A) em (4.18) deve ser menor
que o numero de condigao Cond(A). Podemos pensar que M ~*
é uma aproximacao da inversa da matriz A, isto é, Mt ~ A~ L.

E desejavel poder usar computacao paralela de forma eficiente no
calculo M~1'q. Em geral, dado um vetor ¢, o custo de calcular Ag
pode ser menor que o custo de calcular M ~'q. Note que na Tabela
4.7 temos somente um célculo da forma M ~'q em cada iteracido. No
caso de sistemas linear de elementos finitos é também desejavel que
o numero de condi¢io Cond(M ~1A) dependa pouco do tamanho da
matriz, isto é, da dimensao do espago de elementos finitos.

Na pratica, depois de construir o precondicionador M !, temos
que estimar o nimero de condigao Cond(M ~1A) em (4.18). Um jeito
relativamente simples de estimar o ntimero de condicao da matriz
precondicionada é usando o seguinte lema que pode ser deduzido
facilmente do problema 2) do Lema 29.
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Lema 30. Se existem constantes c¢,C' > 0 tais que
2TAz < CaeT™ Mz e yTAy>cy"My para todo z,y € R",
entdo, Cond(M~'A) = Cond(M~'2AM~1/?) < C/c.

O seguinte lema também é 1til quando precisamos estimar o
niumero de condi¢ao do operador precondicionado.

Lema 31. Sejam A e M~ simétricas positivas definidas e sejam c
e C' duas constantes positivas. Sdo equivalentes,

c(Az,z) < (AM~'Ax,x) < C(Az,z), para todo x € R", (4.19)
cllz)|la < |M7tAz||4 < Cllz||la,  para todo x € R™, (4.20)

1 1
6(Ax7x) < (M~ 'a,2) < =(Az,x), para todo x € R™, (4.21)

c
1 1
C

Para estimar o niimero de condigao do operador precondicionado
podemos provar qualquer uma das desigualdades acima. Nos Capitulos
5 e 6 usaremos (4.20).

(M~ 'z, z) < (Az,2) < (M~ 'z,x), para todo x € R". (4.22)

o |



Capitulo 5

Métodos com
superposicao em
dimensao um

Neste capitulo construiremos precondicionadores de decomposi¢ao
de dominios para sistemas lineares que resultam na aproximagao
numérica de equagoes diferenciais elipticas em dimensao um. Con-
sideramos especificamente o sistema linear obtido usando elementos
finitos do Capitulo 2. O material apresentado estd baseado nas notas
de um minicurso e um curso regular no IMPA dirigidos pelo Professor
Marcus Sarkis em métodos de decomposicao de dominios. Para um
estudo mais detalhado veja [31, 24, 30, 27] e as referéncias ali citadas.

5.1 Decomposicao com e sem sobreposicao

Seja T" = {K} uma triangulagao do intervalo (a,b). Consideramos
a formulacdo fraca na Secdo 2.2.3. Introduzimos uma particdo do
dominio D = (a,b) da equagdo diferencial em subdominios (subin-
tervalos) disjuntos {D; = (as, b;)} X5, com

a=a1<b1:a2<b2=a2<--~<b1\/s:b

73
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onde Ng é o numero de subdominios. Esta decomposicao é dita sem
sobreposicao. Assumimos que cada subdominio D;, i = 1,..., N,
é a uniao de elementos da triangulagao 7. Com esta decomposi¢ao
construfmos uma nova cobertura { D}}¥5, do intervalo D = (a,b) com
sobreposicao ¢ definindo

D;={zx €D : |z—y| <4, paraalgum y € D;} = (a;—9,b;+5)ND.

/

Assumimos também que cada subdominio D}, i = 1,..., Ng é a unido

de elementos da triangulacao. Vide Figura 5.1. Usaremos a notacao
e Ny ntmero de elementos da triangulagao
e N} numero de vértices da triangulacao

o N }(Ll)’e numero de elementos do subdominio D;

VI

e N{' ntimero de vértices interiores no subdomfnio D).

| o S e e e o e e e s e S S S e e B Y HE S N e m e e m e e e e |
D1

B

E21

Figura 5.1: Exemplo de uma decomposigao sem sobreposigao (acima)
e a decomposicao com sobreposi¢ao construida aumentando cada sub-
dominio com ¢ = 4h (embaixo).

Usando a decomposigio com sobreposicao { D/} do domfnio D,
vamos construir um precondicionador de decomposicao de dominios.
Os ingredientes principais de um precondicionador de decomposicao
de dominios sao:

1. os espagos locais
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2. operadores de restrigao e extensao

3. em cada espaco local teremos que definir uma aproximacao da
forma bilinear da formulacao fraca, ou seja, uma matriz local
que aproxime a sub-matriz da matriz global.

4. um (ou ate vérios) espago(s) grosso(s).

5.2 Espacos locais, operadores de restricao
e extensao

No Capitulo 2 estudamos o espaco de elementos finitos de fungoes
lineares por partes. O espago de elementos finitos usado para aproxi-
mar (2.10) é o espago

vV =Py(T").

Neste capitulo V' é o espaco global de nosso método de decomposicao
de dominios. Dada uma decomposicdo com sobreposigdo 6, {D}}
definimos os espagos locais por

V@ = vO(D)) = PY(D]) = span{¢;; z; € D}, (5.1)

onde as fungdes base chapéu {¢;}, foram definidas em (2.25). O
espaco local V() é somente a restricao do espaco global V' aos vértices
interiores ao subdominio D}, i =1,..., Ng. Vide Figura 5.2.

Definimos a matriz de restricdo R de dimenséo N}(Li)’l x Nf com
entradas nulas em todas as posi¢oes com excessao das posicoes (¢, j)
onde o indice j corresponde ao vértice z; € Dj. As matrizes R,
1 = 1,...,Ng, sao andlogas as matrizes de restricao do Lema 10.
Note que a matriz R®7T representa o operador linear extensio por
zero para fora do D}, ,i=1,..., Ng,.

Para cada D;, i =1,..., Ng, definimos AW | a restricao da forma
bilinear A ao subdominio V® por,

AD (uy, v;) :/ k(x)ul(z)vl(z)de, u,v; e VO, (5.2)



76 CAPITULO 5. METODOS COM SUPERPOSICAO EM 1D

Funcées base do espaco local V(2

i i
(=] ol 2]
= 12 |
Funeoes base do espago local V(1
ol o7l
5] o1 125
=— 1 |

Figura 5.2: Funcbes base dos espacos locais V(1) (embaixo) e 17452
(acima) para a decomposigao {D1, D}, D}}.

)1 )»d

Seja A a matriz N}(f X N}(f que representa a forma bilinear
local A®. A matriz A, i =1,..., Ng, é a matriz de Dirichlet da
mesma equagao diferencial que estamos considerando mas restrita
ao subdominio D!. Note que A®) é uma matriz invertivel. Observe
também que para i =1,..., Ng, e u;,v; € V¥ temos

uzTA(i)’Ui = AW (ui,v;)
ARy, ROT ) = (ROTu)T AR v;)

onde RTw; é a funcdo de elementos finitos com representacio ve-
torial RWTw,; € RV e A é matriz global, isto é, a representacio
matricial da forma bilinear global A. A funcdo R™7w; é nula nos
vértices fora do D;, i =1,..., Ng. Concluimos que

AW = RWARWT i =1 ... Ng. (5.3)

A matriz local A®) é o bloco diagonal da matriz A correspondente
aos {ndices associados aos vértices interiores ao subdominio D}, i =
1,...,Ng. Veja a ilustracao da Figura 5.3.
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@ — span{da. bu.

a2 @3 A Qs Q16 ... V = Spa11{03 . @4 . (DS}
azy @3 @4 @z A28 ... read chT
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,4 = (LX) ! @43 Quq Qg E ass .- a33 a34 a35
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v i i o | AD=| 043 agq ags

Figura 5.3: Exemplo de matriz local A®) que corresponde ao espaco
local V) = span{¢s, ¢4, ds}

5.3 Precondicionador aditivo de um nivel

Com a notacao introduzida na Segéo 5.2 definimos o precondicionador
aditivo de um nivel M; * por

N .
Mt =Y ROT {A“’)} RO, (5.4)
=1

Lembre que para usar o precondicionador acima no método do gra-
diente conjugado precondicionado precisamos discutir como obter
M ¢ dado um vetor ¢ do tamanho apropriado. Observamos que

Ns ‘ -1 Ns ‘
L Milq= ZR(z)T [A(l)] RWq = ZR(Z)TUi onde definimos
i=1 i=1

i = [AD] 7 ROg,

2. Cada parcela da soma na definigio de M; ! em (5.4) pode ser
calculada independente das outras. Pode-se entao utilizar com-
putacao paralela para implementar o precondicionador M; L

3. Para calcular a i-ésima parcela u; = [A(i)rl R%Wgq no lugar
de aplicar a inversa da matriz local A®) podemos resolver o
sistema linear

AWy, = RWg
que como sabemos equivale a solucao da mesma equagao dife-
rencial parcial mas no subdominio D} com condi¢ao de contorno
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de Dirichlet. Note que a dimensao deste sistema linear é pe-
quena quando comparada com a dimensao do sistema linear
global.

4. Nas aplicagdes praticas pode-se substituir u; (solugdo exata do
problema local) por alguma aproximagdo da mesma. Isto é,
nao precisamos resolver os sistemas lineares locais com precisao

total.
5. Depois de calcular as solucoes dos problemas locais, montamos
Ng
M; 'q usando as matrizes de extensiao: M; 'q = Z ROTy,;.
i=1

A idéia é entdo usar o método do gradiente conjugado precondi-
cionado da Tabela 4.7 na péagina 70 com o precondicionador M, !
acima. Em cada iteracao do método na Tabela 4.7 devemos

1. aplicar a matriz global A. Isto pode ser feito usando a férmula
(2.31).

2. aplicar My 14 levando em conta as recomendacoes acima.

O ndmero de iteragoes até a convergéncia depende da condigao do
operador precondicionado M, 1A. O seguinte teorema fornece uma
estimativa para o nimero de condigao desta matriz. A prova deste
resultado nao serd apresentada aqui. Na Secao 5.7 serd apresentada
a idéia da prova para o caso do precondicionador de dois niveis que é
um pouco mais complicada que a prova do resultado enunciado nesta
secao.

Teorema 32. Considere o precondicionador My " definido em (5.4).
A matriz A é a matriz da forma bilinear definida em (2.13) com o co-
eficiente k satisfazendo (2.11). Existe uma constante C' independente
de h tal que
1
Cond(M;*A) <C (14 —

onde H = maxj<;<n, didmetro(D;) e § € o pardmetro da decom-
posi¢ao com superposicao {D.}. A constante C pode depender do
contraste do meio.
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5.4 Experimentos numéricos

Nesta secao consideramos a equacao de Laplace " = —1 com condicao
de Dirichlet no intervalo (0,1). Dividimos o intervalo (0,1) em N
subdominios, i.e., H = 1/N. Cada subdominio é dividido em n ele-
mentos, i.e., h = 1/(nN). Calcularemos a solu¢ao usando o método
do gradiente conjugado precondicionado com o precondicionador adi-
tivo de um nivel. Mostramos os resultados na Tabela 5.1. Compare
com os resultados da Tabela 4.2 na pédgina 65. Por exemplo, para
h =1/1024 temos 512 iteragoes do gradiente conjugado sem precondi-
cionador e um numero de condi¢ao de 424971.18. Para o mesmo valor
de h na Tabela 5.1 obtemos 34 iteragoes e um numero de condigao
de 3323.64 se tomamos N = 32 e n = 32. Neste caso, em cada uma
das 34 iteracoes do método do gradiente conjugado precondicionado
temos que resolver 32 problemas locais de tamanho 33 x 33. Podemos
também obter a solugao em 18 iteracoes se tomamos N = 16 e n = 64
ou em 64 iteragoes se N = 64 e n = 16.

n\N | 4 8 16 32 64
4 | 3(453) | 6(26.53) | 10(104.21) | 18(415.41) | 34(1660.41)
8 | 4(11.47) | 9(53.19) | 17(208.74) | 31(831.22) | 54(3321.28)
16 | 5(28.21) | 9(105.92) | 17(417.13) | 33(1662.15) | 64(6642.28)
32 | 5(55.57) | 9(211.10) | 17(833.59) | 34(3323.64) | 67(13283.92)
64 | 5(110.23) | 9(421.34) | 18(1666.34) | 34(6646.46) | 68(26567.01)

Tabela 5.1: Numero de iteragoes do gradiente conjugado precondi-
cionado (estimativa do nimero de condigdo) para o problema con-
siderado nesta segdo. Aqui h = 1/(nN) e H = 1/N e o fixamos
6 = 2h.

Na Tabela 5.1 o tamanho da sobreposigao é fixado em 2h para
todos os casos. Note que a sobreposi¢ao fica menor com h. Pelo
Lema 32 o nimero de condicao do operador precondicionado M, 1A
¢é limitado pelo nimero

1 1
14+ — =1+ -nN2
+ SH + 2n
Os resultados da Tabela 5.1 coincidem com esta afirmagao. O ntimero
de condic¢ao multiplica por dois (aproximadamente) nas colunas e por
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um fator de quatro nas linhas. Na Figura 5.4 ilustramos as cinco
iteragoes do caso N = 4 e n = 32 na Tabela 5.1. Vemos a efe-
tividade das iteragoes e a dependéncia no tamanho da sobreposigao
0. Repetimos o mesmo experimento mas agora usamos uma so-

014 T T T T

uy(solida) |
us(pontilhada)

012

U

(5

008 -

004 B

Figura 5.4: Convergéncia rapida do método do gradiente conjugado
precondicionado com o precondicionador de um nivel. Aqui u;, é a
i—ésima iteragao do método, i = 1,...,5. Observe que as iteragao uy
e us estdo muito préximas e us é a solucdo com tolerancia de 1076,
Aqui temos N = 4 subdominios (H = 1/4) e n = 32 elementos em
cada subdominio (h = 1/(4 x 32)). Veja Tabela 5.1.

breposi¢ao generosa § = nh = 1/N. Veja os resultados na Tabela
5.2. Os resultados coincidem com a teoria também neste caso ja que
1+ 57 =1+ N2

5.5 Precondicionador de dois niveis

Nesta secao introduziremos o método aditivo de dois niveis. Para
este fim introduzimos uma triangulacdo grossa 7 adicional. Supo-
mos que H > h. A nova triangulacao pode, em geral, ser inde-
pendente da triangulagio mais fina, da decomposicao {D;}1% e da
decomposicao { D} . Para simplificar a apresentacio assumiremos
que a triangulacio grossa é dada por TH = {Di}fisl, isto é, a malha
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N =1/5 | 4 8 16 32 64
1 3(3.00) | 5(10.18) | 9(39.32) | 14(156.02) | 24(622.90)
8 3(3.00) | 5(10.18) | 9(39.32) | 14(156.02) | 24(622.90)
16 3(3.00) | 5(10.18) | 9(39.32) | 15(156.02) | 24(622.90)
32 3(3.00) | 5(10.18) | 9(39.32) | 15(156.02) | 25(622.90)
64 3(3.00) | 5(10.18) | 9(39.32) | 15(156.02) | 25(622.90)

Tabela 5.2: Numero de iteracao e estimativa do nimero de condicao
do gradiente conjugado precondicionado para o problema desta secao.
Aqui h=1/(nN) e H=1/N e o fixamos 6 = H

grossa coincide com a decomposicao original da qual construimos o
precondicionador de um nivel.

Dada uma malha grossa consideramos um espaco de elementos
finitos grossos baseado nos vértices de 7, isto é, um espaco de
elementos finitos da forma

VH =span{®; ¢ V" : i=1,...,Ny}

onde as funcoes bases do espaco grosso serao definidas logo e N é o
nimero de vértices da malha grossa. Como ®; € V" pode-se escrever

Nh
P = Z%(%)@ ou ®;=[®(x1),...,P;(zny)]"
=1

onde ¢;, 1 =1,..., N}, sao as fungdes base da malha fina T" definidas
em (2.25). Denotemos por R(®) a transposta da matriz

R(O)T = [(I,lv sy QN}’I]

e definamos a matriz grossa A(®) como a matriz global A na base
grossa,

A® = ROAROT, (5.5)
Note que se ug,vg € V(© temos
UOA(O)DO = (R(O)TUO)TA(R(O)T’U()) = A(R(O)TUO, R(O)T’Uo)

onde ROTw, € V é a funcio de elementos finitos com representacao
R©w, € RVx. Concluimos que A(©) ¢ a representacio matricial da
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forma bilinear A(®) definida como a restricio da forma bilinear A ao
subespaco V(O c V|

A (ug, v9) = A(ROTug, ROTyy). (5.6)

Definimos o precondicionador aditivo de dois niveis M, *

Myt = ROT [Aw)}*lR(O) + §R<i>T {A@)Tl R (5.7)
=1
_ pOT { A(oq’l RO 4 MY, (5.8)

onde M ~! ¢ o precondicionador aditivo de um nivel definido em (5.4).
Para aplicar M, ! temos que aplicar M 1 como antes e aplicar o

termo R(©) [A(O)]fl. Observe que,

Nso -1 Ns
L My'q= ZR(z)T [A(Z)} RWq = ZR(”TW onde definimos
1=0 i=0
w = [AD] T R, i =0,1,..., Ng.

2. Como no caso de My, cada parcela da soma na definicdo de
M5! pode ser calculada em paralelo.

3. Para calcular a 0-ésima parcela uy = [A(O)} - R©¢ no lugar
de aplicar a inversa da matriz grossa A resolvemos o sistema
linear

Ay = RO)g

que como sabemos equivale a solugao da mesma equacao di-
ferencial no domfio D no espaco de elementos finitos V(%)
baseado na triangulacdo grossa 7. Note que a dimensao deste
sistema linear é pequena quando comparada com a dimensao
do sistema linear global na malha fina 7". Em particular a di-
mensao do problema grosso é da ordem do numero de vértices
na malha grossa 7.

4. Depois de calcular as solugoes dos problemas locais u;, ¢ =

1,..., Ng, e do problema grosso wug, montamos M{lq usando
Ns

as matrizes de extensao: M{lq = Z R(i)Tui.
i=0
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5.5.1 Espacos grossos

Nesta secao vamos a descrever as fungdes bases {®;} que definem o
espaco grosso V(©) . Em geral as funcoes base grossa devem ser calcu-
ladas antecipadamente. Pode-se por exemplo usar fungoes bases cuja
construcgao requer um alto custo computacional ja que este calculo é
feito somente uma vez.

As fungoes grossas devem ser escolhidas de tal forma que gerem
fungoes com comportamento similar a solucdo do problema consider-
ado. Existem muitas escolhas possiveis para as fungoes bases grossas.
Vamos descrever unicamente duas escolhas para as funcoes base grossas.

Funcoes base lineares por partes na malha grossa

Podemos escolher ®; como sendo as fungoes base chapéu na malha
grossa TH = {D;}Ns. A vantagem desta escolha é o baixo custo
computacional requerido para construir as fungoes bases. Existem
uma funcdo por vértice da malha grossa e duas funcoes com suporte
nao nulo em cada elemento grosso D;. Sejam yo, . . ., Yng+1 0S vértices
da triangulacao grossa 7, temos

1, se z =y;, (1 no vértice y;)
Qi(x) =14 0, se & = Y, k # J, (0 nos outros vértices)
extensdo linear, se x nao é vértice de 7TH.

(5.9)

Py

T Uz Y3 Ui U5 o

Figura 5.5: Fungao base grossa linear por partes na malha grossa.
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Funcgoes de elementos finitos multi-escala

No lugar de usar fungoes lineares por partes podemos usar fungoes
que localmente resolvem a equacao diferencial, isto é, que a fungao
base seja uma solucao da (ou de uma) equacao diferencial em cada
elemento da malha grossa. No lugar de usar uma extensao linear
dentro de cada elemento da malha grossa ®;, podemos usar uma
extensdao harmonica <I>§”S definida por

1, se x = yj,
q)jws(m): 0, Sex:yk,k#j,
extensdo harmoénica, se z ndo é vértice de 7H,
(5.10)
para j = 1,...,Ng + 1. Aqui extensdo harmonica no interior do

elemento quer dizer que ®; satisfaz a equacao
A(@Y5 0) =0 Vv ePy(T"p,)
®j(yj—1) = 0e @;(y;) =1,
onde T"| p; denota a restricio da malha fina ao elemento da malha
grossa D; = (yj—1,¥;). No caso da forma bilinear A definida em
(2.13), ®; é a aproximagao de elementos finitos da equacao,
~(k(2)®}"%(x)) =0 @ € Dj = (y;-1,4;)
(I)?/Is(yjfl) =0e (I)J(yJ)MS =1.

Quando k(z) = 1 para todo = € D, temos que <I>§-V[S é uma ex-
tensao linear dentro do elemento grosso D; e portanto <I>§” S = D,
para todo j.

5.5.2 Numero de condigao

O seguinte teorema fornece uma estimativa para o nimero de condi¢ao
do operador precondicionado My 1A. A idéia da prova deste resul-
tado é apresentada na Segao 5.7.

Teorema 33. Considere o precondicionador M{l definido em (5.7)
com o0 espago grosso de funcdes lineares ou funcdes de elementos fini-
tos multi-escala. Se A € a matriz da forma bilinear definida em (2.13)
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Dy

TR s A U o

Figura 5.6: Funcao base grossa de elementos finitos multi-escala com
coeficiente k(z) = 2 + sin(107z).

com o coeficiente k satisfazendo (2.11), entdo existe uma constante
C independente de h e H tal que

H
Cond(M; *A) < C (1 + 5)
onde H = maxj<;<n, didmetro(D;) e § € o pardmetro da decom-
posicdo com superposicao {D}}. A constante C' pode depender do
contraste do coeficiente k.

5.6 Experimentos numéricos

Vamos repetir os experimentos numéricos da Se¢ao 5.4 mas com o pre-
condicionador de dois niveis M, ' definido em (5.7). Mostramos os
resultados na Tabela 5.3. Compare com a Tabela 4.2 (pagina 65) que
mostra os resultados se usamos o gradiente conjugado sem precondi-
cionador, e com a Tabela 5.1 (pdgina 79) que mostra os resultados
usando o precondicionador de um nivel. Na Tabela 5.3 o tamanho da
sobreposicao ¢ fixado em 2h para todos os casos e 0 espago grosso é
gerado pelas fungoes lineares por partes na malha grossa de elementos
retangulares com H = 1/N. Note que a sobreposicao fica menor com
h = 1/(nN). Pelo Teorema 33 o nimero de condi¢ao do operador
precondicionado My 1 A depende do nimero
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Os resultados da Tabela 5.3 sao melhores que os resultados esperados.

n\N 4 8 16 32 64
4 [ 5(2.93) | 9(2.99) | 9(2.99) | 11(2.96) | 10(2.95)
8 | 5(2.60) | 8(2.65) | 8(2.65) | 9(2.62) | 8(2.62)
16 | 5(2.35) | 7(2.39) | 7(2.39) | 7(2.36) | 7(2.36)
32 | 5(2.19) | 6(2.21) | 6(2.21) | 6(2.19) | 6(2.19)
64 | 5(2.10) | 5(2.10) | 5(2.10) | 5(2.10) | 5(2.10)

Tabela 5.3: Numero de iteragoes do gradiente conjugado precondi-
cionado (em parénteses estimativa do ntimero de condi¢ao) para
o problema considerado nesta segdo. Consideramos h = 1/(nN),
H =1/N e 6 = 2h. Usamos o espago grosso de fungoes lineares por
partes na malha grossa.

Repetimos o mesmo experimento mas agora usamos uma, sobre-
posigao generosa § = nh = 1/N. Veja os resultados na Tabela 5.4.
Os resultados coincidem com a teoria também neste caso pois 1 +

% = 2. Compare com a Tabela 5.2. Na Figura 5.7 ilustramos a
n\N=1/6 | 4 8 16 32 64
4 2(1.50) | 5(2.98) | 9(3.68) | 12(3.88) | 13(3.94)
8 2(1.50) | 5(2.98) | 9(3.68) | 12(3.88) | 14(3.93)
16 2(1.50) | 5(2.98) | 9(3.68) | 12(3.88) | 14(3.93)
32 2(1.50) | 5(2.98) | 9(3.68) | 12(3.88) | 14(3.93)
64 2(1.50) | 5(2.98) | 9(3.68) | 12(3.88) | 15(3.93)

Tabela 5.4: Numero de iteragao e em parénteses estimativa do niimero
de condicao do gradiente conjugado precondicionado para o problema
desta segdo. Consideramos h = 1/(nN), H =1/N e § = H. Usamos
o0 espago grosso de fungoes lineares por partes na malha grossa.

convergéncia rapida do gradiente conjugado precondicionado com o
precondicionador de dois niveis.
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Figura 5.7: Convergéncia rapida do método do gradiente conjugado
precondicionado com o precondicionador de dois niveis. Aqui temos
N = 8 subdominios (H = 1/8) e n = 8 elementos em cada sub-
dominio (h = 1/(8)(8)). Veja Tabela 5.3. a) Aqui u;, é a i—ésima
iteracao do método, i = 1,...,8. Observe que as iteracoes us, ..., us
estdo muito préximas e ug é a solucio com tolerancia de 107, b)
Valor absoluto da diferenca entre as iteragoes us e ug que é da ordem
1074

5.7 Introducao a analise: como estimar o
numero de condicao?

Nesta se¢ao descrevemos como estimar o nimero de condicao do op-
erador precondicionado M, ' A. Da definigao de M, * em (5.7) temos

Ns ) o1 ) Ns )
M;'A=Y ROT [ A(z)} ROA=3"T®
1=0

i=0
onde parai=0,1,..., Ng, temos definido
7@ — ROTT@) (5.11)
com .
70 = {A(“} RO A. (5.12)

Dadou € V = P(T™"), temos que Ty € V& é a solucdo do sistema
linear
A0 [F0] = ROu
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Se colocamos este sistema linear na sua formulacao de Galerkin equi-
valente obtemos a formulagao

AD(TOy, v) = A, ROTv;) Vo, € VO (5.13)

que também pode ser usada para definir T@. De (5.13) concluimos
que T@Wy tem a forma de uma ‘projecao’ da func@ao u no espago
local V() segundo o produto interno gerado pela forma bilinear A®).
Observe também que, pela simetria de A obtemos

ATDu,v) = ARDTTDy vy = Av, ROTTOy)
AD(TOy TOy)  por (5.13)
A (T Oy, Ty),
Ou seja
A(TDu, v) = AT Oy, TOy), (5.14)

Usando os mesmos argumentos obtemos A(u, Tv) = A® (T, T(0y)
e portanto ' _
A(u, TDv) = ATDu,v).

Concluimos que o operador T, i = 0,..., N, é simétrico com res-
peito ao produto interno gerado pela forma bilinear A e portanto T’
é também simétrico no produto interno gerado por A.

O seguinte resultado determina um limite inferior para o menor
autovalor do operador precondicionado

Ns
Ti=M;'A=>"T" (5.15)
i=0
com T definido em (5.11) e T definido em (5.12) ou (5.13).

Lema 34. Suponha que existe Cy > 0 tal que para todo v € V, existe

a decomposicdo v = Zi]\fo ROTy; comv; e VW, i=0,...,Ng, e
Ns
> AD(v;,v5) < CRA(,v). (5.16)
i=0

Entao

Amin (T) Z 00_2
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Observacao 35. O Lema 8/ implica que T = M~ A € invertivel.

Observagao 36. A desigualdade (5.16) em forma matricial é: para
toda v € RVx | existe a decomposicio v = iy ROTy;, com v; €
R¥ i=1,...,Ng, e

7

Ns
ZU;A(i)vi < ClvAv. (5.17)
=0

Demonstragao. Usando a desigualdade de Cauchy Schwarz
AD (z,w) < AD (2, 2)! 2 A0 (w, w) /2,

como v = Z?LO R®WTy; e usando (5.13), obtemos que

A(v,v)

> Afw, Ry = AT, 0;)
=0

Ns
< A (T, Tow)2AD (v, 0:) 12
=0

Agora usamos a desigualdade 2Ty < [|z||2||y||2, z,y € RVsT! para
obter

Ns 1/2 [ ng 1/2
A(v,v) < lZA(i)(f(i)%f(i)v) lZA(i)(Ui’vi)]
i=0 1=0
Ns 1/2 [ ng 1/2
< lZA(T(i)v,v) [ZA(i)(vi,vi)] por (5.14)
=0 =0
N Ns 1/2
< AQTWv,0)' 2 lZA“)(vi,ml
i=0 i=0
Ne 1/2
< A(Tv,v)"/? ZA(i)(vi,vi)l por (5.15)
i=0
< A(Tw,v)Y2CyA(v, v)/?
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onde na tltima desigualdade usamos a hipé6tese (5.16). Isto implica
que A(v,v) < C2A(v,Tv) o que da (veja (4.20))

. A('U, T'U) _9
: = - > .
)\mm (T) 1’511{)1 (1}, ’U) CO

O seguinte lema determina um limite superior para o maior au-
tovalor.

Lema 37 (Lema do limite superior). Suponha que existe uma cons-
tante w > 0, tal que

A(R(i)Tvi,R(i)Tvi) < wA® (vi,v;)) Vo; € V(i), 0<17< Ng.

Suponha também que existem constantes £;5, 1 < 1,5 < Ng, tais que
Vv, € VD v € VO

.A(R(i)TDi, R(j)TUj) S &j.A(R(i)TUi, R(i)Tﬂi)l/QA(R(j)TUj, R(j)T’Uj)l/Q.

Entao
)‘maX(T> < (p(g) + 1)w

onde € = {€;;} € RNs*Ns ¢ p(&) = Mpax(E)-

Demonstragao. Usando a primeira hipétese do lema e (5.14) temos
que

AT, TOy) = ARDTTOy, ROTTOy)
wANT Dy, TOy) = wA(v, TWv). (5.18)

A

Pela primeira hipotese do lema, para ¢ = 0,
A, TOv) < A(v,v)2ATOv, TOv) < wA(v,v). (5.19)

Note que z7&x < p(€)||z||? para todo x € R¥s. De (5.18) e da
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segunda hipdtese do lema

Ns Ns Ng
A (ZT(i)v,Zvjle(j)v> = Z A(TDy, TU)y)

i=1 i,j=1

Ns
Z EiyjA(T(i)v,T(i)v)l/Q.A(T(j)v,T(j)’u)l/2

<
i,j=1
Ns
< p€)> AT, Ty)
i=1
<

Ns
p(E)wA (v, Z Tm)
i=1
onde na tltima desigualdade usamos (5.18). Temos assim
Ns
A (v, ZT“%) < p(E)wA(v,v)
i=1
e usando (5.19) obtemos

Ns
A(v, Tv) = A(v, Tov) + A(v, ZT(i)v) < (p(&) + Nwa(v,v),

i=1

o que finaliza a prova. ]

Podemos estimar Cy,w, p(€) e

Cond(M; *A) = k(T) < ’\“"f‘x < (p(&) + NwCy 2.

Vamos fazer o resumo destes resultados no seguinte lema.
Lema 38. Suponhamos,

1. Decomposicao estavel:. FEziste C2 > 0 tal que para toda
v €V, existe a decomposi¢io v = Z?LSO ROTy, . com v; € V@,
iZO,...,Ns, €

Ns
Za(vi,vi) < Céa(v,v). (5.20)
i=0
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2. Estabilidade local: FEzxiste w > 0, tal que

A(R(i)Tvi,R(i)Tvi) < w.A(i)(vi, v;) Yu; € V(i), 0<i<N,.

3. Desigualdades fortes de Cauchy : Ewistem &, 1 <1i,j <
Ng, tais que para toda v; € V), v € 1452

A(RO v, RDv;) < £ ARDT v, ROV 2 A(RDTy;, RIITy )12,

FEntao,
Cond(My *A) = Cond(T) < (p(€) + 1)wC; 2. (5.21)

Agora aplicamos esta teoria ao método aditivo de dois niveis com
sobreposicao. Para isto, temos que verificar as trés hipdteses do
Lema 38. Para simplificar a apresentacao consideramos somente o
caso da forma bilinear A definida em (2.6) associada a equagdo di-
ferencial de Laplace na Secao 2.2.2 com condicao de contorno de
Dirichlet. Provaremos que a condi¢ao do operador precondicionado
usando o precondicionador aditivo de dois niveis pode ser estimada
por Cond(M,'A) < C [1+ %} onde C' ¢é independente dos parametros
heH.

Uma andlise similar pode ser aplicada para a forma bilinear (2.13)
quando o coeficiente k é limitado e outras condicdo de contorno. A
constante C' pode depender do contraste do coeficiente neste caso.

Verificamos cada uma das trés hipéteses do Lema 38. A decom-
posicao estavel é a mais dificil de verificar e serd apresentada depois.

Estabilidade local: De (6.2) concluimos que
A(R(i)TUZ‘, R(i)TUi) = ’UiR(i)TAR(i)’UZ‘ = ’UiA(i)’UZ‘ = A(i) (Uz‘, ’Ui)

donde w = 1. Observamos que w pode ser dificil de obter quando no
lugar da matriz local exata A®*) usamos uma aproximacao A® ~ A%,

Desigualdades fortes de Cauchy: Da desigualdade usual de
Cauchy-Schwarz concluimos que &;; < 1 em todos os casos. Como
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para [i — j| > 2 temos D; N D} = 0, concluimos entao que &; = 0
quando |i — j| > 2 pois suporte(v;) C D; e suporte(v;) C D; da
ARDTy;, ROTy,) = 0.

Para a matriz £ podemos tomar a matriz tridiagonal

1 100 ... O
1 110 ... 0
E= 0 1 11 0
0 0 0 1 1

E facil ver que o maior autovalor desta matriz tridiagonal é no maximo
trés, isto é, p(€) < 3. Este argumento é um caso particular de um
argumento mais geral conhecido como técnica de colorir, veja [31].

Decomposigao estavel: Dado v € V, temos que achar v; € V),
1=0,..., Ng, tais que

Ns
>~ AD (v, 05) < CRA(v, v). (5.22)

1=0

A forma matricial da desigualdade acima é (5.17). Antes de apresen-
tar esta decomposicao introduzimos um pouco de notacao e alguns
lemas necessarios. Dado um vértice y; da malha grossa, defina

W, = suporte de ®; = D; U Dj,1.

Seja v € V = PY(T"). Defina a interpolacio de v na malha grossa

por
Ny -1

IHU = Vg = Z ’17]‘@;1
j=2
onde ¥; é a meia na vizinhanca de y; da funcdo v, isto é, v; =
\I/VIT nyj v,j=2,...,N§ — 1, onde Nj é o nimero de vértices da
malha grossa 7. Note que Iv(a) = I"v(b) = 0 e I"v € V. Temos

o seguinte lema que da as propriedades de aproximagao e estabilidade
da interpolacao I, veja [31, 7, 8, 24].
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Lema 39. Para a interpolacdo definida acima temos que para todo
veV,

|l = ROTvg]| 2y CHA(v,v) (5.23)
A(O)(vo,vo) < CA(v,v). (5.24)

IN

Também vamos usar a interpolacio linear na triangulacio 7.
Seja f uma fungdo continua, denotamos por I"(f) a sua interpolacio
linear nos vértices de 7". Vemos que I"(f) é a funcdo de elementos
finitos com valores I"(f)(z;) = f(z;), para todo vértice x; da malha.
Temos o seguinte lema.

Lema 40. Se f ¢ continua em D = (a,b) e diferencidvel por partes

na malha T" entdo
Ih 12 /2.
Liamwye< [ 1]

Introduzimos também uma particdo da unidade {6; } ~% subordi-
nada & decomposicao {D}}¥5,, com

0<0, <1, suporte(;) C D;
01 <§, i=1,...,Ng, e (5.25)

S fi(x) =1

Definimos vy = I”v. A interpolacdo na malha grossa vy é a
componente grossa da decomposicio. Seja z = v — ROTy, € V.
Definimos v; = I"(6;2), i = 1,..., Ng. Como {6;} N5 é uma particdo

da unidade subordinada & decomposicio {D}}5 temos v; € V(¥
com V@ definido em (5.1), i = 1,..., Ng, e vale

Ng
ZR(i)TUi = ’UO—FZI}L (v —p))
i=0
= v+ ((Z 0:)(v — Uo))
i=1

= vo+1h(v—vo):vo+(v—vo):v.
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Desta maneira achamos uma decomposicao para v. Temos ainda que
provar a estabilidade desta decomposicao, isto é, a equagao (5.22).

Cada termo em (5.22) pode ser estimado usando o Lema 40 e a
regra para a derivada do produto como segue

AO(;0) = AJUW%WF

’
i

< /|WﬂWF
D;
2/‘%wﬁ+2/|ﬂm42
Dj D;
20
Y R
D 0* Jp\D;

/
i

IN

IN

Somando nos subdominios obtemos

ok Js 20 s
> AD (i, v) < 22/ \z’|2+—22/ |2[2. (5.26)
i=1 i=1YD; Y i=1 Y Di\D:

D;

Para estimar o primeiro termo na tltima linha acima usamos que
2 =v" — (ROTy,) e obtemos

[z [ weee [ @orye,
D! D! D}

donde

Ng
EZ/ VFSZ/WMF+2/Iwm%ﬁ=zuuw+aA@wmm>
i=1/D; D D

(5.27)
Na tltima desigualdade, D; sobreposiciona somente D;_; e Dj_ ;.

Para estimar o segundo termo em (5.26) lembramos que vy = I v
e com ajuda do Lema 39 obtemos

Ns Ns
Z/ 2|2 < Z/ 2|2 < CH?A(v,v). (5.28)
i=1 Y Di\D: i=1"Di
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Substituindo (5.27) e (5.28) em (5.26) e adicionando o termo de ordem
zero (5.24) obtemos

2

Ns i
Z.A(i) (vi,v;) < C {1 + 52] A(v,v).
i=0

Isto finaliza a prova de (5.22) com

2
03:0{1+?2].

Finalmente, juntando as trés hipéteses verificadas temos pelo Lema
38 que existe uma constante C tal que

Cond(M; ' A) = k(T) < (p(€) + NwCy? < C [1 + Igﬂ .

Provamos entao o seguinte resultado.

Lema 41. Assumindo as hipdteses acima na decomposicdo de D
temos que

1 H?
Cond(My *A) < C 1—|—§—2 .

A prova do lema anterior pode ser melhorada para obter o seguinte
resultado.

Teorema 42. Assumindo as hipdteses acima na decomposicdo de D
temos que

Cond(M; *A) < C [1 + Igﬂ .

A idéia para provar o Teorema 41 é modificar a prova do Lema
41. No lugar de usar a estimativa trivial (5.28) usamos a seguinte
estimativa que sera provada no Lema 43 a seguir. A estimativa é

1)
/ Iz < C —/ |z\2+5H/ z’|2] (5.29)
DI\D; H Jp; D!
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que somando em i, usando (5.27) e o Lema 39 para z = v — ROTy,

Ns
S [ ke
i=1 7 Di\

D
< C{?I/D|z2+6H (A(v,v)%—A(O)(vo,vo))}
< CoH [A(v,v)+,4<0>(vo,vo)}. (5.30)

Substituindo (5.27) e (5.30) em (5.26) e somando o termo de ordem
zero (5.24) obtemos

Ns H
ZA(i)(Ui7vi) < C |:1 + §:| A(U,U).
=0

Para fechar a ideia da prova do Teorema 41 apresentamos uma ideia
da prova da estimativa usada.

Lema 43. Para todo z € H}(D) vale

/ L2 <C %/ |z\2+6H/ z’|2]. (5.31)
DD, D, P

Se a derivada 2’ é integravel (que é o caso) podemos escrever

2(0) = z(z)— /0glc 2 (y)dy =z € D;

e usando uma desigualdade de Cauchy-Schwarz na tultima integral,

(0 < C© l|z(m)2+H/D{ Z’I2]7

onde utilizamos que o didmetro de D} é da ordem H,i=1,..., Ng.
Tomando integrais em D/ nos dois lados obtemos

1 / 2 "2
H Jp, D

(O < C
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Similarmente

(@) < C

1/ 2 112
2 +H/ 12|
H Jp; D

e tomando integrais em D} \ D; e lembrando que o didmetro de D;\ D;
é 0 obtemos o enunciado do Lema 43.



Capitulo 6

Métodos com
superposicao em
dimensao dois

Neste capitulo estudamos precondicionadores de decomposi¢ao de
dominio em duas dimensoes. Consideramos especificamente o sis-
tema linear obtido usando elementos finitos em duas dimensoes; veja
o Capitulo 3. O leitor interessado pode consultar [31, 24, 30] e as
referéncias ali citadas.

6.1 Decomposicao com e sem sobreposicao

Trabalhamos num dominio poligonal conexo D C R? que tem associa-

. - ~ N§
da uma triangulacio 7" com parametro h > 0 e elementos {K by
Assumimos que a triangulacdo 7" é conforme e quase-uniforme e
consideramos a formulagao fraca da Secao 3.3.2.

Introduzimos uma particao do dominio D da equagao diferencial

99
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Ng
;25 com

em subdominios poligonais disjuntos {D;}
Ng
\UDi=D, DinD;=0, fori#j.
i=1

Aqui Ng é o numero de subdominios. Esta decomposicao é dita
sem sobreposicao. Vide Figura 6.1. Com a decomposi¢ao sem so-

Dy Dy Dy
Dy Dsg Dy
Dl DQ Dg

Figura 6.1: Exemplo de uma decomposicao sem sobreposicao do
quadrado D = (0,1) x (0,1).

- . N ..
breposicao construimos uma nova cobertura {D;},5 do dominio D
com sobreposicao ¢ definindo

D.={xeD : d(z,y) <6, para algum y € D}

onde d(-, -) denota alguma funcao distancia em R?. Assumimos também

que cada subdominio D}, i = 1,..., Ng, é a uniao de elementos da
triangulagao, isto é, para cada i =1,..., Ng,
D= | K
i:K,iCD;

Vide Figura 6.1. Usaremos a notagao
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e Ny ntmero de elementos da triangulacao

e N} numero de vértices da triangulacao
o N }(L’)’e numero de elementos do subdominio D;

. N,i) ndmero de vértices interiores no subdominio D;.

Figura 6.2: Exemplo de uma decomposigao com sobreposi¢ao do
quadrado D = (0,1) x (0,1). Esta decomposicao foi construida a
partir da decomposicdo da Figura 6.1. Somente mostramos o sub-
dominio Df (regido cinza). Analogamente sdo construidos os outros
subdominios. Neste exemplo temos § = 2h.

Usando a decomposicao com sobreposicao { D} do dominio D,
vamos construir um precondicionador de decomposicao de dominios.
Como no caso de uma dimensao, os ingredientes principais de um
precondicionador de decomposigao de dominios sao: os espagos locais,
operadores de restrigao e extensao, em cada espaco local teremos que
definir uma aproximagao da forma bilinear da formulagao fraca e um
(ou ate varios) espagos grossos.
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6.2 Espacos locais, operadores de restricao
e extensao

No Capitulo 3 estudamos o espaco de elementos finitos de fungoes
lineares por partes. O espago de elementos finitos usado para aproxi-
mar (3.13) é o espaco V := PY(7") onde 7" é a malha do dominio
D. O espago V é o espago global de nosso método de decomposicao
de dominios. Dada uma decomposi¢ao com sobreposicao d, {D;}ZN:SI,
definimos os espagos locais por

V@ =vO(D)) = Py(D;),
isto é, o espago local é somente a restricao do espago global V' aos

vértices interiores do subdominio D}, i =1,..., Ng.

Definimos a matriz de restricio R(*) de dimensio N }(Li)J x N} com
entradas nulas menos nas posigoes (¢, j) onde o indice j corresponde
ao vértice z; € D). Note que as matrizes R®W, i =1,...,Ng, séo
andlogas as matrizes de restrigdo definidas no Lema 19.

Para cada D}, i =1,..., Ng, definimos A", a restricdao da forma
bilinear A ao subdominio V@ por,

A(i)(ui,vi) :/ k(x)ug(z)vi(z)dz, wi,v; € v, (6.1)
Dj

Seja A a matriz N}(Li)’l X Nf(bi)’l que representa a forma bilinear local
A Observe que

ul ADv; = AD (u;,0;) = ARDTuy, ROTw;) = (ROTu;)T A(RDTw,)

onde RWTw; é a funcéo de elementos finitos com representacio ve-
torial RWw; € RM» e A é matriz global, isto é, a representacio
matricial da forma bilinear global A. Concluimos que

AD = RO AROT. (6.2)

A matriz local A®) é o bloco diagonal da matriz A correspondente
aos {ndices associados aos vértices interiores ao subdominio D}, i =
1,...,Ng. Veja a ilustracao da Figura 5.3.
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6.3 Precondicionador aditivo de um nivel

Com a notacao introduzida na Segéo 6.2 definimos o precondicionador
aditivo de um nivel M; * por

Ns -1
M =3 ROT {A@)] R, (6.3)
=1

Esta é exatamente a mesma férmula do caso unidimensional (5.7).
Esta férmula é geral e independente da dimensao espacial do pro-
blema. Para poder aplicar a férmula (6.3) somente precisamos da
definicado das matrizes locais e das matrizes de restrigao e extensao.

Lembre que para usar o precondicionador acima no método do
gradiente conjugado precondicionado temos que poder calcular M~ g
dado um vetor ¢ do tamanho apropriado. Temos que levar em conta
as mesmas observacoes que para o caso unidimensional. Podemos
escrever

Ns 1 Ns
Mlg=> ROT { A(z‘)} RWq =3 ROy
=1

=1

onde definimos u; = [A(i)]i1 RWgq, i = 1,...,Ng. Cada parcela
desta soma pode ser calculada em paralelo. Para calcular a i-ésima
parcela u; = [A(i)] ! resolvemos o sistema linear local

AWy, = ROg,

Note que a dimensao deste sistema linear é pequena quando com-
parada com a dimensao do sistema linear global. Nas aplicagoes
praticas este sistema linear nao precisa ser resolvido com precisao
total, uma aproximacao pode ser usada.

O ntmero de iteragoes do gradiente conjugado precondicionado
com precondicionador M 1 acima depende do niimero de condicio
do operador precondicionado M7 1A. Temos a seguinte estimativa
para o niimero de condigao de M; ' A.
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Teorema 44. Suponha que a malha T" é conforme e quase-uniforme.
Considere o precondicionador My * definido em (6.3). A matriz A
é a matriz da forma bilinear definida em (3.16) com o coeficiente k
satisfazendo (3.14). Temos que existe uma constante C' independente
h e de H tal que

_ 1
Cond(M{*A) < C (1 + 5H)

onde H = maxj<;<n, didmetro(D;) e § € o pardmetro da decom-
posi¢iao com superposicao {D.}. A constante C pode depender do
contraste do coeficiente k.

6.4 Experimentos numéricos

Nesta secdo consideramos a equagao de Laplace Au = —1 em D =
(0,1) % (0,1) com condi¢ao de Dirichlet. Calculamos a solucao usando
o método do gradiente conjugado precondicionado com o precondi-
cionador aditivo de um nivel M ! definido em (6.6). Usamos uma
malha uniforme como na Se¢ao 4.3. Dividimos o dominio D em N x N
subdominios quadrados e usamos uma malha triangular baseada em
n X n quadrados dentro de cada subdominio. Os resultados aparecem
na Tabela 6.1. Compare com os resultados da Tabela 4.4 na pagina 67
usando o gradiente conjugado sem precondicionador. Por exemplo,
para h = \/i/ 128 temos 197 iteragoes no gradiente conjugado sem
precondicionador e um numero de condigao de 6639.53. Na Tabela
6.1 para a mesma malha e o mesmo valor de h podemos calcular a
solucao em 32 iteragoes no gradiente conjugado precondicionado se
usamos 16 - 16 = 256 subdominios (N = 16) e dentro de cada sub-
dominio uma malha triangular baseada em 8 x 8 quadrados (n = 8).
O numero de condicao é 351.47. Neste caso, em cada uma das 32
iteracoes do gradiente conjugado precondicionado temos que resolver
256 sistemas lineares pequenos de tamanho 81 x 81 (considerando a
sobreposigao § = 2h). Note que a dimensao do sistema linear original
é 16641 x 16641. Podemos também obter a solucao em 25 iteragoes
usando N =8 e n = 16.
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n\N |2 1 8 16
2 [ 1(1.00) | 7(427) |9(1361) |15 (51.56)
4 | 5(4.89) | 8(10.60) | 13(36.61) | 23 (141.94)
8 | 7(852) | 11 (24.45) | 18 (89.69) | 32 (351.47)
16 | 8 (16.36) | 14 (51.82) | 25 (194.94) | 47 (768.03)

Tabela 6.1: Numero de iteragoes do gradiente conjugado precondi-
cionado e parénteses em estimativa do nimero de condigao para o pro-
blema considerado nesta segao. Consideramos h = 1/(nN), H =1/N
e d = 2h.

Na Tabela 6.1 o tamanho da sobreposigdo é fixado em 2h para
todos os casos. Pelo Teorema 32 o nimero de condi¢ao do operador
precondicionado M; ' A depende do ntimero

1 p—

1
toH

1+ 1nN 2,

2
Os resultados da Tabela 6.1 mostram-se em concordancia com esta
afirmagao. Nas linhas o ndmero de condicao duplica-se (aproximada-
mente) e nas colunas vemos um incremento com um fator aproxi-
madamente quatro.

Repetimos o mesmo experimento com a sobreposicao § = nh.
Mostramos os resultados na Tabela 6.2. Nesta caso 1+ ﬁ =1+ N2
Observamos resultados em concordancia com a teoria.

n\N | 2 1 8 16
2 | 1(1.00) | 7 (4.27) | 9 (13.61) | 15 (51.56)
4 | 1(1.00) | 7 (4.13) | 9 (13.05) | 15 (49.35)
8 | 1(1.00) | 7(4.09) | 10 (12.87) | 15 (48.66)
16 | 1(1.00) | 8 (4.07) | 10 (12.81) | 16 (48.44)

Tabela 6.2: Numero de iteragoes do gradiente conjugado precondi-
cionado e em parénteses estimativa do nimero de condigdo) para o
problema considerado nesta segdo. Aqui h=1/(nN)e H=1/N e o
fixamos § = nh = H.
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Figura 6.3: Convergéncia rapida do método do gradiente conjugado
precondicionado com o precondicionador de um nivel. Aqui u;, é a
i—ésima iteragdo do método, ¢ = 1,2,4, 8 (de esquerda para direita e
de cima para baixo). Neste exemplo n = N = 4. Veja a Tabela 6.1.
Observe que ug é a solucao com tolerancia de 1076,
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6.5 Precondicionador de dois niveis

No dominio D introduzimos uma triangulacio grossa 7 adicional.
Supomos que H > h. A nova triangulagdo pode, em geral, ser inde-
pendente da triangulacdo mais fina, da decomposigao {Di}f-v: 5 e da
decomposicao {D}} N . Assumimos que a triangulagio grossa é dada
por TH = {D;}5 | isto ¢, a malha grossa coincide com a decom-
posigao original da qual construimos o precondicionador de um nivel.

Dada uma triangulagao grossa consideramos um espaco de ele-
mentos finitos grossos baseado nos vértices de 77, isto é, um espaco
de elementos finitos da forma

VH =span{®, e V" : i=0,1,...,Ny}

onde N é a quantidade de vértices da malha grossa 74 e as fungdes
base grossa serao definidas logo. Como ®; € V" pode-se escrever

Ny
;= Dj(xi)piou By =[®(x1),..., P (xny)]"
i=1

onde ¢;,7 = 1,..., N}, sdo as funcoes base da malha fina T" definidas
em (3.23). Denotemos por R(?) a matriz

ROT = [&,... Byy]

e definamos a matriz grossa A(®) como a matriz global A na base

grossa,
A® = ROAROT, (6.4)

Note que se ug,vg € V(© temos
wpA D vy = (ROTup)T A(ROTvg) = AR Ty, ROTyq)

onde ROTy, € V é a funcio de elementos finitos com representacio
RO, € RNr. Concluimos que A(®) é a representacio matricial da
forma bilinear A(®) definida como a restricio da forma bilinear A ao
subespaco V(0 c V,

A (ug,v9) = A(ROTug, ROTyy). (6.5)
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Definimos o precondicionador aditivo de dois niveis M, *
-1 Ns -1
M;' = ROT { A(O)} R© 43" ROT { A@‘)] RD (6.6)
i=1

ROT { A(O)} RO

onde M~ ¢ o precondicionador aditivo de um nivel definido em (6.3).
Para aplicar M, ! temos que aplicar M 1 como antes e aplicar o

termo R(OT [A(O)] ! R, Neste caso podemos exprimir

Ns ) -1 ) Ns )
M;'lg=3 ROT [ A(z)} RWq=3 ROy,
=0 =0

onde definimos u; = [14(1)]71 RWq, i =0,1,...,Ng. Como no caso
de M, cada parcela da soma na definicao de M, ! pode ser calculada
em paralelo. Para calcular a 0-ésima parcela ug = [A©] - R©®g no
lugar de aplicar a inversa da matriz grossa A(®) resolvemos o sistema
linear

AOyy = RO

que como sabemos equivale a solugao da mesma equacao diferencial
no dominio D no espaco de elementos finitos V(?) baseado na tri-
angulacdo grossa 7. A dimensdo deste sistema linear é pequena
quando comparada com a dimensao do sistema linear global. Em
particular a dimensao do problema grosso é da ordem do nimero de
vértices na malha grossa 7.

6.5.1 Espacos grossos

Nesta secao vamos a descrever as funcoes bases {®,} que definem
o espaco grosso V(0. As funcdes grossas devem ser escolhidas de
tal forma que gerem funcbes com comportamento similar & solugao
do problema considerado. Existem muitas escolhas possiveis para as
fungbes bases grossas. Vamos mencionar unicamente duas escolhas
para as funcoes base grossas.
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Funcgoes base lineares por partes na malha grossa

Podemos escolher ®; como sendo as fungao base chapéu na malha
grossa TH = {D;}75. A vantagem desta escolha é o baixo custo
computacional requerido para construir as fungoes bases. Note que
existe uma fungao por vértice da malha grossa. Sejam yo, ..., yny 0s
vértices da triangulacdo grossa 7. Para simplificar assumimos que
os elementos da malha grossa sao retangulos ou triangulos. Para os
elementos triangulares temos

1, se ¢ = y;, (1 no vértice y;)
Qi(z)=4¢ 0, se & = Yy, k # 7, (0 nos outros vértices)
extensdo lincar, se x nao é vértice de TH.
(6.7)
e para os elementos retangulares,
1, se T = yj,
0, se T = yg, k # 7j,
®;(z) = ¢ polinémio linear (6.8)

de grau um em se x nio é vértice de 7.
cada variavel,

Lembramos que um polinomio de grau um em cada varidvel é da
forma p(z,y) = ax + bx + cxy + d. Esta é a versdo numa malha
retangular do métodos dos elementos finitos lineares por partes; veja
[7]. Na Figura 6.4 temos uma destas fungoes base grossas.

Figura 6.4: Exemplo de uma funcao base grossa numa particdo em
subdominios retangulares.
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Funcgoes de elementos finitos multi-escala

No lugar de usar fungoes lineares por partes podemos usar fungoes
que em cada elemento da malha grossa sejam uma solugdo da (ou
de uma) equacao diferencial. No lugar estender linearmente dentro
de cada elemento da malha grossa para obter ®;, podemos usar uma
extensdo harmonica <I>§-V[ S definida por

1, se x = Yj,
O’ Sex:yk7k#j’
extensao se x pertence as arestas de

93 (z) = ¢ LINEAR, algum elemento. (6.9)
extensao se x € K é ponto interior
harmonica, de algum elemento 7#

Aqui extensao harmoénica no interior do elemento quer dizer que <I>§-VI o

satisfaz a equacao

A(®Y5,0) =0 Yo ePy(T"|p,)
<I>;-V[S(x) = ®,(x) para xz € 0Dy

para todos os elementos do suporte de ®; e onde T"|p, denota a
restricao da malha fina ao elemento da malha grossa D,. No caso da
forma bilinear A definida em (3.16) temo que @;W S ¢ a aproximacio
de elementos finitos da equacao,

—div(r(z)V®}¥(z)) =0 x € Dy.
@évjs(x) = ®,(x) para x € dD;.

Quando k(z) = 1 para todo z € Dy temos que <I>§V'[S =®; em D;. Na
Figura 6.5 mostramos um exemplo de fungao base grossas de elemen-
tos finitos multi-escalas. Neste exemplo o coeficiente é apresentado
na Figura 6.6.

O seguinte resultado fornece uma estimativa para o nimero de
condicao do operador precondicionado M, 1A com My ! definido em
(6.6) se usamos qualquer um dois espagos grossos descritos acima.



6.5. PRECONDICIONADOR DE DOIS NIVEIS 111
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Figura 6.5: Funcao base grossa de elementos finitos multi-escala numa
particdo em subdominios retangulares calculada com o coeficiente na

Figura 6.6.
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Figura 6.6: Coeficiente oscilatério usado para calcular a funcao base
grossa da Figura 6.5
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Teorema 45. Assuma que o triangulacio T" é conforme e quasi-
uniforme. Considere precondicionador M{l definido em (6.6) com o
espago grosso de fungdes lineares por partes ou o espago grosso das
funcées de elementos finitos multi-escala. Seja A a matriz da forma
bilinear (3.16) com k como em (3.1) satisfazendo (3.14). Temos que
o numero de condi¢cdo do operador precondicionado é

. H
Cond(My ' A) < ¢Zmax {1 + ] ,

Rmin 0

onde a constante C € independente de h.

6.6 Experimentos numéricos

Consideramos a equacao de Laplace Au = —1 com condig¢ao de
Dirichlet em D = (0,1) x (0,1). Calculamos a solugdo usando o
método do gradiente conjugado precondicionado com o precondi-
cionador aditivo de dois niveis. Usamos uma malha uniforme como na
Secao 4.3. Dividimos o dominio D em N x N subdominios quadrados
(H = 1/N) e dentro de cada subdominio consideramos uma malha
triangular baseada em n x n quadrados (h = v/2/(nN)). A malha
grossa coincide com esta decomposi¢ao. Usamos o espago de fungoes
(bi)lineares por partes na malha grossa como espago grosso, veja 6.9 e
[7, 31, 24]. Mostramos somente resultados usando uma sobreposigao
generosa 6 = nh. Veja Tabela 6.3. Compare com a Tabela 6.2
na pagina 105 (precondicionador de um nivel) e com a Tabela 4.4
da pédgina 67 ( gradiente conjugado sem precondicionador). Pelo
Teorema 45 temos que o numero de condicao depende do nimero
1+ % =~ 1+ 5. Observamos resultados em concordancia com a teo-
ria.

Agora consideramos o problema eliptico geral

Achar u: D C R? — R tal que:
—div(k(z)Vu(z)) = f(zr) zeD
u(z)= g(z) ze€0D

com o coeficiente

K(x) = (“1($17 ) + 10052(1’1,17)) (51(1’2, w) + 10052($27P)) (6.10)
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n\N | 2 1 8 16
2 | 2(1.2500) | 8(2.9063) | 10(5.4219) | 14(7.6644)
4 | 7(4.5667) | 12(4.9929) | 15(5.1662) | 15(5.1252)
8 | 9(4.5957) | 14(5.3112) | 16(5.4764) | 15(5.4472)
16 | 11 (6.0372) | 16(7.3533) | 18(7.6699) | 18(7.65)

Tabela 6.3: Numero de iteracao do gradiente conjugado precondi-
cionado (estimativa do nimero de condigdo) para o problema con-
siderado nesta secdo. Aqui h = 1/(nN) e H = 1/N e o fixamos
0 = 2h.

onde k1 e Ko definidos em (2.35) e (2.36), e usamos p = 1000 e
p = 30 que corresponde ao caso de um coeficiente com contraste alto
e variagOes nas escalas finas. Usamos o espago de fungoes (bi)lineares
por partes na malha grossa quadrada gerada pelos subdominios. Us-
amos uma sobreposicao generosa d = nh = H. Veja os resultados na
Tabela 6.4. Compare com a Tabela 4.6 onde usamos o método do
gradiente conjugado sem precondicionador. Temos uma redugao con-
sideravel no niimero de iteragoes. Por exemplo, na Tabela 4.6 temos
289 iteragoes quando n = 32. Na Tabela 6.4 temos 22 iteragoes
quando usamos 8 x 8 (N=8) subdominios e uma malha triangular
baseada em 4 x 4 quadrados dentro de cada subdominio (n = 4).
Neste caso, em cada uma das 22 iteragoes temos que resolver 64 sis-
temas lineares locais de tamanho 25 x 25 (que é pequeno quando
comparado a dimensao 1089 x 1089 do sistema linear original). Na
Tabela 6.4 também temos 18 iteracoes quando n =8 e N = 4, ou 2
iteragao quandon =16 e N = 2.

6.7 Introducao a analise: como estimar o
numero de condicao?

Como antes temos o lema abstrato de decomposicao de dominios.

Lema 46. Suponhamos,

1. Decomposigao estavel:. Ezxiste C3 > 0 tal que, para toda
v €V, existe a decomposi¢io v = Zij\fo ROTy, . comv; € V@,
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n\N | 2 1 8 16
2 | 2(2.00) | 16 (9.01) | 20 (7.56) | 19 (6.74)
4 | 2(2.00) | 18 (10.42) | 22 (8.82) | 25 (9.35)
8 | 2(2.00) | 18 (9.91) | 25 (12.70) | 36 (18.31)
16 | 2(2.00) | 18 (11.00) | 30 (23.97) | 45 (30.83)

Tabela 6.4: Numero de iteragoes do gradiente conjugado precondi-
cionado e em parénteses estimativa do nimero de condigao para o pro-
blema considerado nesta se¢ao. Consideramos h = 1/(nN), H = 1/N
e d = 2h.

iZO,...,Ns, €
Ns
Za(vi,vi) < Céa(v,v). (6.11)
i=0
2. Estabilidade local: Existe w > 0, tal que

ARDv;, ROTv) < wAD (v,1;) Vo, € VD, 0<i< Ng.

3. Desigualdades forte de Cauchy : FEzistem &, 1 < 1,5 <
Ng, tais que para toda v; € V0, v; € 17482

A(R(i)T’Uz‘, R(j)vj) S gij.A(R(i)T’Ui, R(i)TUz‘)l/Q.A(R(j)T’Uj, R(j)TUj).

FEntao
Cond(M; ' A) = k(T) < (p(€) + 1)wC; 2. (6.12)

Para provar o Teorema 45 e estimar o nimero de condicao do
precondicionador aditivo de dois niveis temos que verificar as trés
hip6teses do lema anterior. A prova é a extensao das ideias da prova
em uma dimensao (Segdo 5.7) para o caso de duas dimensdes e nao
serd apresentada aqui. Veja [31, 24, 30].



Capitulo 7

Comentarios finais

7.1 Introducao aos métodos sem sobre-
posicao

Como antes queremos resolver o sistema linear global de elementos
finitos

Au=0>
que ¢é eliptico e definido positivo. Considere uma decomposi¢ao sem
sobreposicao {D;}~5,. Denotemos por A®) a matriz local (Neumann)

da forma bilinear no subdominio D;, i = 1,..., Ng, isto é A® é a
representacao matricial da forma bilinear A restrita ao subespaco
P! (Th Di)
isto é, a restricdo do espago global V = V(D) = P(T) aos vértices
interiores e fronteira do subdominio D;, i =1,..., Ng.
Definimos as interfaces locais por I'; = 0D, N D,i=1,...,Ng e

a interface (global) por I' = Uf\il I;. Veja a Figura 7.1.

Dada uma fungao de elementos finitos u € VJ*(D) classificamos
os seus graus de liberdade (isto é, os valores da funcdo nos vértices)
em

e ur, os valores na interface que sado os valores que corespondem
a vértices em I' (veja a Figura 7.1) e

115
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Figura 7.1: Classificagao dos graus de liberdade em interface I' (®)
e interiores I (m) .

e wu, os valores interiores, aqueles associados aos vértices fora do
I" e no interior dos subdominios (veja a Figura 7.1).

Se reordenamos os vértices da triangulagao e colocamos primeiro to-
dos os vértices interiores e depois os vértices na interface, obtemos
a seguinte estrutura matricial 2 x 2 em blocos do sistema linear de
elementos finitos,

| Arr A ur | | br | _
[ AT Mo
ou
Arrur + Airur = by (7.2)
AYu; + Arrur = br ’

Podemos fazer o mesmo em cada subdominio e classificar os graus
de liberdade em interiores e na interface, obtemos, o mesmo formato
por blocos para as matrizes locais,

Ajy A

AW = )T i
ART AR

i=1,...,Ns. (7.3)
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7.1.1 O complemento de Schur
Da primeira equagao do sistema linear 2x 2 em (7.1) ou (7.2) obtemos
ur = Al_llb] - Al_llA]F'U/F
e substituindo na segunda equacao ficamos com o sistema linear
Sur =b (7.4)
onde
S=Arr — AL A A e b=br — AT AT (7.5)

A matriz S é chamada complemento de Schur da matriz A com re-
speito de I'. Se reordenamos os vértices interiores de acordo com os
subdominios observamos que A é diagonal por blocos com respeito
aos subdominios, isto é,

Apr = diag(A})!%5 = . (7.6)
A
e portanto concluimos que A} = diag((A(IiI))’l)fisl. Note também
que

Amr = ) : (7.7)
e

Dado um vetor up, podemos calcular Sur usando (7.5), (7.6)
e (7.7) como segue. Usando o formato por blocos (7.3) em cada
subdominio definimos o complemento de Schur local por

SO = AQ — ADT AN A =1, Ns.  (7.8)

Pode-se verificar facilmente usando (7.5), (7.6) e (7.7) que

Ng
S = Z RAOT g() R()
i=1
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onde, para i = 1,...,Ng, R®¥) é a matriz de restricio ao dominio D;.
Concluimos que para calcular Sur temos que aplicar os complemen-
tos de Schur locais definidos em (7.8), cada um deles envolve resolver
um sistema linear da forma

A]]fEZ‘ = R(i)UF.

Se queremos resolver (7.4) usando o gradiente conjugado, em cada
iteragao, aplicar S envolve resolver Ng problemas Dirichlet, un em
cada subdominio. A dimenséao do sistema linear (7.4) é muito menor
que a dimensao do sistema linear original pois envolve somente os
graus de liberdade em I'. Pode-se provar que o nimero de condigao
do complemento de Schur é da ordem Cond(S) = O(%mex_1.) onde

Rmin
h é o parametro da triangulacdo 7" e H é o maximo dos diametros
dos subdominios {D;}, veja [31, 24]. Em principio o sistema linear
para o complemento de Schur resulta em menos iteragoes que para
o sistema linear original, mas ainda é um ntmero de iteracoes muito
grande. O uso de um precondicionador é ainda necessério.

7.1.2 Precondicionadores

Pode-se construir varios precondicionadores de decomposicao de do-
minios. Vamos a descrever somente um deles na sua forma matricial.
Pode-se como antes, especificar os espacos locais, globais, formas bi-
lineares locais e globais da construgao e usar o Lema 38 para estimar
o numero de condi¢ao do operador precondicionado.

Precondicionador: forma matricial

Um precondicionador aditivo de um nivel é
Z ROT S(Z TR®

onde (SU)f é a inversa generalizada de S). Para aplicar B~!
precisa-se calcular (S(®)f aplicado num vetor do tamanho apropri-
ado. Da definigao do complemento de Schur local vemos que para
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cadai=1,...,Ng,

R IR E N
, ] 5 | = a1 7.9
Aty [ L ] Lsouf? i

e portanto, calcular a agao da inversa do complemento de Schur local
S equivale a resolver um problema no subdominio D; com a matriz
de Neumann A® associada ao subdominio. Lembramos que resolver
um problema de Neumann requer uma condicao de compatibilidade;
veja [7, 31, 22].

O seguinte resultado pode ser provado usando o lema abstrato de
decomposicao de dominios Lema 38.

Lema 47. Suponha que consideramos a forma bilinear (3.16) com k
satisfazendo (3.14). Baivo hipéteses adequadas na triangulacdo T" e
na decomposi¢ao {Di}i]isl temos que eziste uma constante C tal que

Cond(B™'S) < C’% (14 log(H/h)?).

Como antes este limite pode ser melhorado se introduzimos um
problema grosso. Por exemplo, podemos usar o problema grosso ger-
ado pelas fungoes de elementos finitos multi-escala da Secao 6.5.

O precondicionador B~! é o precondicionador de decomposicio
de dominios mais bésico que pode ser construido quando trabalhamos
com métodos sem sobreposigao. Este precondicionador pode ser me-
lhorado de muitas formas. Para mas detalhes veja [31, 24] e as re-
feréncias ali citadas.

7.2 Outras equacgoes diferenciais parciais

Nesta secao curta mencionamos algumas outras equagdes para as
quais podemos aplicar o método dos elementos finitos e as técnicas de
decomposicao de dominios. Certamente esta lista fica muito curta.
O objetivo aqui é somente passar a idéia ao leitor da ampla gama de
problemas onde as ideias basicas aqui introduzidas podem ser apli-
cadas. Entre mais complicado o problema considerados, mais de-
talhes técnicos deveram ser tratados. Em cada equagao o espaco de
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elementos finitos dever ser escolhido adequadamente. O mesmo acon-
tece com os métodos de decomposicao de dominios. Nem todas as
equagoes mencionadas caem na solucao de sistemas lineares definidos
positivos. Neste caso, no lugar do gradiente conjugado, um outro
método iterativo pode ser empregado, entre outros, podemos usar o
GMRES ou MINRES; veja [4, 28, 18].

Equacgao eliptica geral

Seja D C R?, d € {1,2,3}. A equacdo é

{ —div(k(z)Vu(z)) + B(x)Vu+c(z)u= f(x) z€D
u(z) = g(z) =z e€0D.

Esta equagao generaliza a equagao da pressao em meios porosos e
aparece em muitas outras aplicagbes. Também podemos incluir ou-
tras condigao de contorno. Veja [31, 24, 27]

Equagao de Stokes

Esta é a versao linear e estacionaria das equagoes de Navier-Stokes.
Esta equacao é da forma

\% in D
h on 0D
Ry faDh'"'

Aqui w = (uy(x),uz(z)) : D — R% p : D — R, e definimos
T(u,p) := —pI + 2pDu onde Du := %(Vu + V7Tu) é o tensor de
estresse linearizado. Temos que p é a viscocidade, u € a velocidade e
p é a pressao do fluido compressivel considerado. A tiltima equacao
é uma condigao de compatibilidade. Veja [10, 16, 11, 15]. Pode-se
também incluir as equagoes de elasticidade quase incompressivel; veja
[31].

-V -T(u,p) =b inD
" (7.10)

Lei de Darcy

Como foi mencionado anteriormente, este sistema de equagoes modela
o fluxo de fluidos em meios porosos. O sistema de equagoes é da



7.3. BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA 121

forma,

u =-2Vp+b inD  (Darcy’s law)
V-u =g in D
u-n =h on &D (7.11)
Iy = Jop

Aqui u é a velocidade do escoamento, p é a pressao, b é uma forca
externa, g representa a existéncia de fontes e/ou sumidouros e & rep-
resenta a permeabilidade do meio. A tdltima equagao é uma condicao
de compatibilidade. Veja [8, 7, 31, 24, 15, 1, 33].

Equacao de advecgao difusao

Mencionamos também a equacao de adveccao difusao. Esta equagao
é da forma

(7.12)

vAu+B-u =f inD
u =h ondD

onde v > 0 ¢é o coeficiente de difusao e B é uma fungao vetorial com
entradas limitas. Veja [11] e as referéncias ali citadas.

Equacgoes do tipo Oseen

Mencionamos também sistemas de equagoes da forma

—2vdiv(eAu)+ B -u+Vp =f in D
V-u =g in D
u =h on 0D (7.13)

Jp9 = Joph-m

Este tipo de equagoes sao obtido das equacoes de Navier-Stokes depois
de uma linearizagéo. Veja [11].

7.3 Bibliografia recomendada

Finalizamos o minicurso recomendando algumas referéncias.
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Método dos elementos finitos

Para uma discussao introdutéria recomendamos [21] e as referéncias
ali citadas. Para dicas de implementacdo veja [3]. Para uma in-
troducao ao método dos elementos finitos com contetido matematico
no nivel de pés-graduagao, recomendamos [21, 7, 8, 17, 16, 10] e as
referéncias ali citadas. Para a parte de teoria de equagoes diferen-
ciais parciais e espacos de funcbes necessdrios como pré-requisitos
recomendamos [22, 2, 12, 19, 23, 26] entre outros.

Decomposicao de dominios

Para uma discussao introdutéria recomendamos [30], o primeiro capi-
tulo de [31] e o primeiro capitulo de [24]. Para estudo dos métodos de
decomposigio de dominios no nivel de pés-graduacao veja [31, 24, 27]
e as referéncias ali citadas. Atualmente existem muitas aplicacoes,
ainda em desenvolvimento, das tecnicas de decomposicao de dominios
aos diferentes modelos encontrados na pratica. Convidamos ao leitor
a visitar o sitio oficial de decomposicao de dominios www.ddm.org
onde além de um lista de referéncias atualizadas também pode-se
achar as pré-publicagoes das reunioes e eventos da area. Por ultimos
citamos algumas teses de doutorado e dissertagoes de mestrado do
IMPA em elementos finitos e/ou decomposi¢ao de dominios: [32, 11,
33, 20, 15, 14, 25, 6].
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