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Prefacio

O objetivo deste livro é apresentar os fundamentos tedricos das
Séries e da Integral de Fourier no caso unidimensional. Estas teo-
rias sa@o pontos de partida de uma area muito ativa da Matemadtica,
denominada Andlise Harmonica.

Hoje em dia, encontramos uma vasta literatura no assunto, in-
clusive em portugués, voltada principalmente para as aplicagoes das
Séries de Fourier e da Transformada de Fourier no contexto das
Equagoes Diferenciais Parciais ( veja por exemplo [4] e [5]). Todavia,
além das cldssicas aplicacOes nas Equagoes Diferencias que mode-
lam problemas da Fisica-Matematica, a Andlise Harmoénica encontra
aplicagoes em outros campos da Matemadtica e também em outras
areas do conhecimento.

O presente texto tem dois focos principais. O primeiro é desen-
volver a teoria basica das Série de Fourier e da Transformada de
Fourier de forma acessivel para estudantes de cursos de graduacao
em Matemdtica e dreas afins, usando apenas elementos da Anélise
Real sem apelar para a Teoria da Medida.

O segundo foco é apresentar algumas aplicagoes em outras areas
da Matematica, tais como Geometria Diferencial, Sistemas Dinamicos
e Teoria dos Numeros, além da prépria Anélise.

Estas notas estao divididas em quatro capitulos, sendo os trés
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primeiros dedicados ao desenvolvimento tedrico dos objetivos pro-
postos e o ultimo exclusivamente dedicado as aplicacoes.

Mais especificamente, no Capitulo 1, com o objetivo de deixar o
texto mais auto-contido, apresentamos alguns conceitos da Anadlise
Real, os quais serao utilizados como as principais ferramentas nos
demais capitulos. Abordamos, inclusive, alguns topicos que nao sao
canodnicos em cursos de nivel de graduacgao.

O Capitulo 2 é dedicado a teoria béasica das Séries de Fourier,
fazendo uma descricao de maneira natural e em ordem crescente, de
acordo com o grau de complexidade da teoria.

No Capitulo 3, fazemos um paralelo das Séries de Fourier no con-
texto da Transformada de Fourier. Isto é feito motivando o conceito
de Transformada como um limite das Séries de Fourier. Finalizamos
o capitulo conectando ambas as teorias mediante a Férmula do So-
matorio de Poisson.

Finalmente, no Capitulo 4, utilizamos as teorias desenvolvidas das
Séries de Fourier e da Transformada de Fourier para fazer algumas
aplicacoes.

Ademais, no final de cada capitulo, o leitor encontrara exercicios
propostos com o objetivo de fixar os conhecimentos adquiridos.

Gostariamos de agradecer aos nossos colegas do Instituto de Mate-
maética da UFAL, de modo especial a Dimas Martinez Morera, pelo
suporte no uso do KWTEX, a Hilario Alencar e Krerley Oliveira pelo
apoio e incentivo durante a preparagao deste trabalho, e aos nossos
alunos Fébio Henrique de Carvalho, Isnaldo Isaac Barbosa e Abradao
Mendes do Régo, que nos ajudaram no trabalho de revisao.

Também queremos agradecer a Comissao Organizadora do 27°
Coléquio Brasileiro de Matemaética pela oportunidade de tornar con-
creto o nosso desejo de escrever estas notas, e as agéncias de fomento
CNPq, CAPES e FAPEAL pelo apoio financeiro.

Maceid, 18 de maio de 2009
Adé4n J. Corcho Fernidndez
Marcos Petricio de A. Cavalcante



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos as principais ferramentas
que serao usadas em todo o texto.

Procuramos apresentar estes resultados de maneira auto-contida
visando uma maior comodidade para o leitor, bem como unificar a
notacao.

1.1 Funcoes Riemann integraveis

A classe mais geral de fungbes com a qual trabalharemos é a classe das
funcoes definidas num intervalo (finito ou infinito) da reta, que tomam
valores complexos e que sao integraveis no sentido de Riemann.

Assim, se f : [a,b] — C é dada por f(z) = u(z) + iv(z), entao
dizemos que f é Riemann integrdvel se, e somente se, a parte real
u: [a,b] — R e a parte imaginaria v : [a,b] — R s@o fungdes Riemann
integraveis. Além disso, vale que

/abf(:v)dm _ /abu(:x)d:c+i/abv(:n)dx.

Em particular, a integral de f é um ntmero complexo.
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Por simplicidade, vamos sempre supor que as func¢oes sao limi-
tadas. Com esta hipdtese evitamos tratar com integrais impréprias
em intervalos limitados e muitas demonstragoes ficam mais naturais.
Contudo, repetimos a condicao de limitacdo em alguns enunciados
onde ela é fundamental.

Recordamos que quando f estiver definida em um intervalo ili-
mitado consideramos a integral imprdpria de f. Se por exemplo f :
[a,+00) — C, f(z) = u(z) + iv(x) e os limites

400 M
= 1.
/a u(z)dx e ) u(z)dzx

—+o00 M
/ v(z)dr = lim v(z)dz,

M—+oo J,
existem, definimos a integral de f no intervalo [a, +00) pondo,

+o0

(2)d — / " )+ / T .

a

De maneira similar podemos definir a integral de f em intervalos
da forma (—o0,b] e (—00, +00).

Daqui por diante as fungoes Riemann integraveis serao chamadas
simplesmente de funcoes integrdveis, e denotaremos por [; f(x)dz a
integral da fungao f definida no intervalo I C R, ou ainda por [ f,
se o intervalo de integracao estiver subentendido.

Recordamos que as funcgoes integraveis, satisfazem as seguintes
propriedades:

(R1) formam um espago vetorial com as operagoes usuais de soma e
produto por um escalar complexo;

(Rg) se f é integravel, entdo f também é integrdvel e vale que

[ F@ida = [ riayda
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(R3) se f e g sao integraveis, entao o produto fg também é integravel.

Deixamos a verificagao dessas propriedades a cargo do leitor (veja
exercicio 3).

Vamos denotar por R(I) o espago vetorial das fungdes integraveis
no intervalo I.

Recordando a defini¢do de integral de Riemann podemos encon-
trar fungoes integraveis que nao sao continuas. Vejamos um exemplo
simples.

Exemplo 1.1. Considere f : [0,1] — C dada por
1, sex=1/2
f(w)_{ 0, sex#1/2.
Vemos claramente que f é integrével e sua integral é igual a zero.
Para o leitor familiarizado, devemos dizer que basta tomarmos, na

defini¢ao de integral, o limite sobre todas as parti¢cbes que contem o
ponto 1/2.

Modificando o exemplo acima podemos construir exemplos de
fungoes integraveis que sao descontinuas em qualquer subconjunto
finito de um intervalo. Mais ainda, podemos construir exemplos
de funcgoes integraveis que sao descontinuas numa infinidade (enu-
meravel) de pontos. Vejamos isso no préximo exemplo.

Exemplo 1.2. Seja f:[0,1] — C dada por

1
f(x):{ 0, SGQEZE,TLZl

1, caso contrario.

Neste caso temos fol f(x)dx = 1.

Por outro lado, podemos verificar facilmente que fungoes continuas
e limitadas definidas em intervalos finitos sao integraveis. Com efeito,
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se f: (a,b) — C é continua e limitada, entdo o mesmo ocorre para a
sua parte real u e sua parte imagindria v. Dal, se —M < u(x) < M
e —N <w(z) < N, para todo = € (a,b), entao,

—M(b—a) < /bu(m)dmg M- a)

—N(b—-a) < /bv(x)dar: < N(b—a),

Vamos denotar por CO(I ) o conjunto das fungoes continuas defini-
das no intervalo I que tomam valores complexos. Como antes, é
facil ver que CO(I ) é um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros
complexos.

Agora, se I for um intervalo compacto e f : I — C for uma
func@o continua, entdo f assume o seu maximo em I (em particular
f ¢ limitada) e portanto, f é integravel. Neste caso, C°(I) é um
subespago vetorial de R(I). Mais ainda, veremos que a integral de

Riemann define em C°(I) um produto interno (complexo).

Lembramos que um produto interno (-,-) em um espago vetorial
complexo E é uma aplicacao

(w):ExE—-C
satisfazendo

(I1) para todo v € E a aplicacdo ¢,(u) = (u,v) é um funcional
linear definido em E;

(12) <u,v) = <1},u>;

(I3) (-,-) € estritamente definido positivo, isto é, (u,u) > 0 para
todo u € E e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0.
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Também convém recordar que um produto interno em um espagco
vetorial induz, de maneira natural, uma norma, a saber: [|u|| =

VA{u,u).

Formalizamos a afirmacao acima com o seguinte lema:

Lema 1.3. Seja I C R um intervalo compacto. Entdo, a aplicagao
(-,-): CO(I) x C°(I) — C, definida por

(f.9) = /I f(@)g(@)da (1.1)

define um produto interno em C°(I).

Demonstragao. A propriedade (I1) decorre diretamente da lineari-
dade de integral de Riemann. Para provarmos (I) utilizaremos a
propriedade (Rg):

)= [ 13- [Ta= [7o=Ta P

Finalmente, para provarmos a propriedade (I3) devemos verificar
que

. f) = /I | (2) 2dz = 0

implica que f = 0, ou seja, f(x) = 0, para todo z € I. De fato,
definindo g(x) = |f(x)|?* em I, temos que g é uma funcio continua e
nao-negativa em I. Suponhamos que ||f|| = 0 e que exista um ponto
ro no interior do intervalo I tal que a = |f(zo)|?> > 0. Entdo, pela
continuidade de g(z) = |f(x)|?, existe § > 0 tal que g(x) > a/2 para
todo x € I N (zg — 0, x0+ §). Assim,

1 zo+0 z0+0 a
0={(f,f)= / g(z)dr > / g(z)dx > / —dx = da > 0,
0 xo—0 zo—0 2
0 que é impossivel.
De maneira andloga também encontramos uma contradicao se xg
é um dos extremos de I. O



14 [CAP. 1: PRELIMINARES

Como em todo espago vetorial com produto interno, temos que
em C°(I) com o produto interno dado em (1.1) vale a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, que neste caso nos diz que

()" (freow)”

Assim, se f e g sdo continuas e integraveis, entao podemos verificar
que o produto fg é integravel simplesmente aplicando a desigualdade
acima as fungoes f e g.

d:c

Para fins de aplicacoes futuras, apresentaremos uma demonstracao
da desigualdade de Cauchy-Schwarz no caso geral.

Proposicao 1.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um
espaco vetorial sobre o corpo dos nmumeros complexos com um pro-
duto interno (-,-). Entdo, para todos u,v € E vale que

[{w, )| < [ull[[o]]- (1.2)

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, u = \v (ou v = Au),
para algum X € C.

Demonstragao. Inicialmente observamos que se ||v|| = 0 entao (u,v) =
0, qualquer que seja u. Na verdade, mostraremos saparadamente que
a parte real e a parte imagindria de (u,v) sdo nulas.

Com efeito, para todo niimero real ¢t temos que

0<|lu+tv|*> = (u+tv,u+to)

Jul? + #((u,5) + (3, )
[|ul[* + t((u, D) + (u, D))
= ||ul]® + 2t R{u, v).

Assim, se R(u,v) # 0 podemos escolher um ¢ suficientemente grande
(positivo ou negativo) tal que essa desigualdade nao vale.



[SEC. 1.1: FUNCOES RIEMANN INTEGRAVEIS 15

Analisando 0 < ||u+itv||? de maneira inteiramente anéloga pode-
mos mostrar que I(u,v) = 0. Portanto, se ||v|| = 0 ambos os lados
da desigualdade (1.2) sao nulos e o resultado segue trivialmente.

Agora supondo que ||v]| # 0 e definimos A = (u,v)/||v||?>. Entdo
podemos verificar que (u — Av, Av) = 0. Assim, escrevendo u =
u — Av + Av temos

[lull* = [lu = Xo[[2 + [IMl* > (APl

Tomando a raiz quadrada de ambos os membros obtemos o resultado.
Observamos ainda que vale a igualdade se, e somente se,

Hu - )\UH = 01
ou seja u = Av. O

Observagao 1.5. O produto interno em C°(I) definido em (1.1) pode
ser estendido a R(/) como uma aplicagao bilinear, porém ele nao é
estritamente definido positivo. No exemplo 1.1 encontramos uma
funcao f € R(I) tal que (f, f) = 0, porém f nao é identicamente
nula.

Vejamos agora um exemplo que vai aparecer com muita freqiiéncia
em todo o livro:

Exemplo 1.6. Seja f : R — C, dada por f(z) = cosx +isenx. Para
o leitor familiarizado devemos dizer que esta é a funcao exponencial
complexa restrita aos numeros imagindrios puros. Assim convém

utilizar a notagdo classica
T .
e =cosx + 1senx.

Como a funcao exponencial é continua, temos que ela é integravel
em cada intervalo limitado de R. Por simplicidade vamos nos res-
tringir ao intervalo [0,1] e vamos considerar a seguinte familia de
fungoes do tipo acima:

ep:[0,1] = C, ex(z) = ek ke 7.
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Utilizando o produto interno definido em (1.1), podemos verificar
que,
1, sek=1I,
(e, e1) = O = { 0, sek#L (13)

Em outras palavras as funcoes ey, k € Z formam um conjunto ortonor-
mal de C°([0,1]) c R[0, 1].

Assim, em analogia com o espago Euclidiano R™, podemos pensar
que as funcoes e formam uma base no espaco vetorial das funcoes
integraveis.

Observamos ainda que a identidade (1.3) é equivalente a seguinte:
b 1, sek=0
627rzka: — ) ’
/0 { 0, sek #0.
1.2 Funcoes peridodicas

No estudo das fungoes de variavel real freqiientemente encontramos
funcoes definidas em toda a reta real R, mas cujo os valores se
repetem com uma mesma freqiiéncia. Por este motivo estas fungoes
sdo chamadas de fung¢des periddicas. A seguir encontramos a definigao
precisa de funcao periédica.

Definigao 1.7. Uma funcao f : R — C é dita periddica de periodo
L > 0 se para qualquer x € R, f(z+ L) = f(x).

Na pratica, as fungbes periddicas podem ser consideradas como
funcoes definidas num intervalo limitado da reta (e.g. o menor inter-
valo onde a fungao nao se repete).

Por outro lado, dada uma fungao definida num intervalo limitado,
podemos construir uma funcao periédica definida em toda reta. De
fato, se por exemplo f : [a,b) — C entdo inicialmente definimos os
intervalos I, = [a +nL,b+nL), onde L =b—a e n € Z, de forma
que R = (J,, In. Agora, dado z € R temos que existe um tnico
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namero inteiro n tal que x € I, neste caso definimos F' : R — C
pondo F(z) = f(xz —nL). Por construgao temos que F é periddica
de periodo L.

Da mesma maneira, se f estd definida num intervalo compacto,
digamos f : [a,b] — C, podemos construir uma funcao periédica
definida em toda a reta, desde que f(a) = f(b).

Notemos que se f é periédica de periodo L entao F(x) = f(Lx) é
periddica de periodo 1. Isto nos permite, por simplicidade, considerar
apenas fungdes de periodo 1, dado que f(z) = F(x/L). As fungdes
periodicas de periodo 1 serao chamadas daqui por diante simples-
mente de fung¢oes periddicas.

Exemplo 1.8. Sao exemplo de fungoes periddicas:
(a) f(z)=sen2mx;

(b) g(z) = cos27x;

)
(c) h(z) = e*™® = cos 2mx + isen27z;
)

(d) (z) =z — |z], onde |x| denota o maior inteiro nao superior a
.
Y
/ :/ | | |
| | | | |
1
-3 -2 -1 1 2 3 T

Figura 1.1: Gréfico da fungao (x) =z — |x].

Sem duvida, as funcoes periddicas mais famosas sao as fungoes
trigonométricas circulares seno e cosseno, as quais podem ser consi-
deras como fungoes definidas num circulo.
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sent-———

Figura 1.2: As funcles seno e cosseno

Veremos agora que qualquer funcao peridédica pode ser vista como
uma funcao definida num circulo e vice versa. Para que isso fique mais
natural tomemos f : R — C uma funcao periédica de periodo 27 e
denotemos por S! C R? o circulo centrado na origem e de raio 1 (e
portanto de comprimento 27).

Definimos ¢ : S! — C pondo ¢(p) = f(z), onde x é o tnico
elemento (dngulo) do intervalo [0, 27) tal que (cosz,senx) = p.

Reciprocamente, dada v : S' — C definimos g : R — C pondo
g(x) = y(cos z,senz). Por construgao, g é periédica de periodo 2.

Mais ainda, se tomarmos v = ¢ encontramos g = f. Dessa forma,
temos uma correspondéncia biunivoca entre as fungoes periédicas (de
periodo 27) e as funcoes definidas no circulo S*.

Naturalmente o argumento acima vale para fungoes periddicas de
qualquer periodo. Por exemplo, no caso de funcoes periddicas de
periodo 1, devemos definir ¢(p) = f(x), onde x é o tnico elemento
do intervalo [0,1) tal que (cos2mz,sen2mx) = p. Neste caso diremos
que f e ¢ sao correspondentes.

Observacgao 1.9. O leitor familiarizado deve perceber que o que esta
por tras desse argumento ¢ o fato que a aplicacao

P:R—S' P(x)=(cosxz,senz),
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¢ uma aplicagao de recobrimento. Portanto, caminhos, como é o caso
da funcao f, podem ser levantados (e também projetados).

Mais geralmente, denotando por T™ o toro n-dimensional S!x- - - x
S!, temos que a aplicagdo I : R* — T", dada por II(x1,--- ,2,) =
(€1 ... ) é um recobrimento de T™ por R", e neste sentido é
possivel definir fungoes periédicas de varias varidveis.

Em referéncia a essa notagcdo vamos denotar o circulo S' por T,
o toro unidimensional.

O diagrama abaixo ilustra a nossa construcao.

R—>C

"\

T

Pela nossa construcao podemos verificar que as fungoes f e ¢
estao relacionadas no que diz respeito a regularidade e integrabili-
dade. Destacaremos isto na préxima proposicao, cuja demonstracao
deixaremos como exercicio.

Proposicao 1.10. Seja f : R — C uma fungdo periddica e seja
@ : T — C a sua correspondente. Entdao vale que:

(a) ¢ € continua em T se, e somente se, f for continua em R;

(b) ¢ € integrdvel em T se, e somente se, f for integravel no inter-
valo [0, 1];

(c) ¢ é de classe C* em T se, e somente se, f for de classe C* em

R.

Além disso, podemos verificar que se f e g sdo funcdes periddicas,
entdao af + bg, com a,b € C, também é periédica. Mais ainda, o
conjunto das fungoes peridédicas é um espago vetorial complexo, que
denotaremos por F(T).

Os seguintes subespacos vetoriais de F(T) serao considerados mais
tarde:
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e C%T): o espaco vetorial das funcoes f : R — C periédicas e
continuas;

o CH(T): o espaco vetorial das funcoes f : R — C periédicas de
classe C*:

e C®(T): o espago vetorial das fungoes f : R — C periddicas
infinitamente diferenciaveis.

Estes espacos satisfazem a seguinte cadeia de inclusoes
C®(T) ¢ C*™(T) c C*(T) ¢ C%T) c F(T),

para todo K € Z7T.

Naturalmente, estes espagos podem ser definidos de maneira analoga
para fungoes definidas em intervalos compactos de R. Como estamos
supondo que as fungoes sdo limitadas vale a seguinte cadeia de in-
clusoes.

C®(I) ¢ C*H(1) c C*(I) ¢ C°(I) c R().

Denotaremos por R(T) o espago vetorial das fungdes f : R — C
periédicas e integraveis no intervalo [0, 1].

Nao é dificil de ver que o subespago R(T) N C(T) é um espago
vetorial munido de um produto interno como o que foi definido em
(1.1). Por simplicidade usaremos a mesma notagao:

1
(f.g) = /0 H@)a(a)d.

Aqui o detalhe esta no fato que as fungoes estao definidas em toda a
reta R mas para o produto interno basta integrar no intervalo [0, 1],
ou qualquer outro intervalo de comprimento 1. Com efeito, vale o
seguinte lema que serd deixado como exercicio.

Lema 1.11. Se f: R — C € periddica e integrdvel em [0, 1], entdo f
€ integrdvel em qualquer intervalo finito e vale que

b b+c
/ f@de= [ f(e)de,

~+c
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para todos a,b,c € R.

Concluimos esta seg@o recordando que as fungoes e pertencem
ao espago R(T) e ainda satisfazem (ey, e;) = oy, k,1 € Z.

1.3 Aproximacgao por fungoes continuas

Esta secao é devotada a um importante resultado que serd utilizado
em muitas demonstracoes deste livro. Veremos aqui que fungoes in-
tegraveis no toro podem ser aproximadas por fungoes continuas, tanto
quanto se queira.

Na demonstragao faremos uso da defini¢ao de integral de Riemann
de fungoes reais, a qual recordaremos a seguir.

Seja I C R um intervalo limitado, digamos I = (a,b), e seja
u : I — R uma funcdo integravel. Isto significa que, dado ¢ > 0
existe uma particao do intervalo I, digamos, a =ty < --- < t, = b
tal que

n n

MU osup w@)(@—wia) - [ inf w(@)](@ — i) <e.

i=1 $€[$Z‘_1,CCZ') i—1 1‘6[1‘1‘_1,1‘1‘)
(1.4)

Temos o seguinte teoremas:

Teorema 1.12 (Teorema da existéncia de uma aproximagcao continua).
Seja f : R — C uma funcao periddica e integrdvel. Se f é limi-

tada, entdo para todo € > 0 existe uma func¢do continua e periddica

fo : R — C tal que

sup |fo(z)] < sup |f(z)]
z€[0,1] z€[0,1]

1
/0 (@) — fo(@)lde < e.
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Demonstragao. Seja f = u + iv e suponhamos que o resultado valha
para u e para v, fungoes reais. Entao existem wug e vy fungdes (reais)
continuas e periddicas tais que

/\u —up(x )|dx<f /|U —vo(x )|dx<f

Dal, pela desigualdade triangular,

Jo 11(@) = fo@lde = fo I(u(@) - uO< )) +i(0(2) = vo(x) | d
< fo |u ) — uo(x)|dz + [ [v(x) — vo(z)|dx
< gf2+¢/2=¢.

Assim, basta provarmos o teorema para u : I — R. Dado € > 0 seja
0=ty < -+ <t, =1 uma partigdo de [0, 1] onde vale (1.4). Seja
U : 1 — R a funcao escada definida a partir da particao da seguinte
maneira
U(x)= sup wu(z), sezx € [wi_1,zi),
T€[Ti—1,2;)

paracadai=1,...,n.

Em particular, U(x) > u(z) para todo z, e se u(z) < M, entao
também teremos U(z) < M.

Notemos também que, por (1.4),

1 1
/0 U(2) - ule)lde = /0 (U() — u(a))ds < <

Agora dado d > 0 vamos construir a fungdo continua wuy.

Definimos ug(z) = U(z), se |t —x;| >, i =1,---,n. Sex €
[€; —0,x;+6],1=2,...,n—1, definimos up(x) como sendo a fungao
linear (segmento) cujo grafico liga os pontos ((z; —0),U(x; — 6)) e
((x;40),U(xz;+9)). No intervalo [0, z1] definimos ug(z) como a fungao
linear cujo o gréfico liga os pontos (0,u(0)) e ((z; + 9),U(x; + 9)),
e finalmente, no intervalo [z, — J, 1] definimos ug(z) como a fungao
linear cujo o grafico liga os pontos ((1—49),U(1—-9)), e (1,u(1)). Por
construgao temos que ug é uma fungao continua e que up(0) = ug(1).
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Agora verificaremos que ug satisfaz a condicao do teorema.

Inicialmente notemos que 1y também é limitada pela mesma cons-
tante M. Além disso, ug é uma boa aproximacio de U. De fato, ug s6
difere de U nos intervalos de comprimento (no méximo) 26 em torno
dos pontos da particao. Em cada um desses intervalos, digamos I;
temos que fIi lup(xz) — U(z)| < 20M. Como sao n intervalos,

1
/ lup — Uldz < 26Mn.
0

Escolhendo um ¢ muito pequeno, como por exemplo § = ¢/2Mn,
teremos uma funcgao continua ug tal que

1
/ lup — Uldz < e.
0

Dal, aplicando a desigualdade triangular novamente, obtemos

1 1 1
/ |u0—u|d:§§/ uo—U\d$+/ |lu —Uldx < 2¢
0 0 0

Agora é s6 observar que poderiamos ter comecado essa demonstracao
com /2 no lugar de e. O

A Figura 1.3 ilustra a construcao da fungao uyg.

X1 X

Figura 1.3: Construgao de uma aproximacao continua

Observacgao 1.13. O leitor deve perceber que o teorema que acabamos
de provar também vale para funcoes definidas em intervalos limitados
de R
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1.4 Identidades Aproximadas

Nesta secao provaremos um teorema que tem muita utilidade para
recuperar os valores de uma funcao através certos tipos de operadores
integrais.

Comegamos definindo o que entendemos por Identidade Aproxi-
mada e no final da se¢do daremos uma justificativa para este nome.

Definicao 1.14. Uma seqiiéncia {¥y, },>1 de fungoes, definidas num
intervalo aberto I = (—a,a) (finito ou infinito) e tomando valores
reais é chamada de Identidade Aproximada no intervalo I se satisfaz
as seguintes condigoes:

(a) ¥,(x) > 0 para todo x € I;

n—oo

(c) Se 6 >0, entao lim / U, (z)dz = 0.
0<|z|<a
Alguns exemplos de Identidades Aproximadas sao os seguintes:
(e1) ¥, : (—1,1) = R, n > 1, definida por
1

w, (x) n selz| < 5,
€Tr) =
" 0 ses <|z[<L

(e2) @, : R — R, n > 1, definida por ®,(z) = Z=e """,

Mais geralmente vale o seguinte resultado, cuja prova deixamos
como exercicio.

Proposicao 1.15. Se @ : R — R ¢ uma fung¢do ndo negativa tal que
7, ®(x)dx = 1, entio ®p(x) = n®(nx) € uma identidade aprowi-
mada.
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Identidades aproximadas nos permitem calcular o valor de funcoes
continuas mediante um processo de limite que explicamos a seguir.

Teorema 1.16 (Concentracao da Massa). Sejam I = (—a,a) um
intervalo (finito ou infinito) e {Vy,}n>1 uma identidade aprozimada
definida em I. Entdo, para qualquer funcao f : I — C integrdvel,
limitada e continua no ponto x = 0 tem-se

Demonstracdo. Seja € um nimero positivo qualquer. A continuidade
de f na origem nos garante a existéncia de § > 0 de modo que

|f(x) — f(0)] <€/2, paratodo |z|] <. (1.5)

Temos que provar a convergéncia para 0 da seqiiéncia

a

JIp 1= /\I/n(:c)f(a:)da; — f(0).

—a

Pela propriedade (b), temos que

a

Iy = / W, (2)[f () — F(O))de

—a

A funcao f ¢ limitada, logo existe M > 0 tal que |f(x)| < M. Assim,
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usando (1.5) obtemos

a

Tl < / (@) (z) — £(0))da

)

:/q;n(x)yf(x)—f(o)|dm+/ W ()] f () — £(0)|dx

< jq%@mx+2M / U, (z)dz

- 0<|z|<a
§;+M4/ U, (2)da.
i<|z|<a

Por outro lado, da propriedade (c) segue-se que para n > 1 vale

/ U, (z)dr < Ny (1.7)

o< |z|<a
Combinado (1.6) e (1.7) temos que
€_
5=

donde segue o resultado desejado. O

€
|Jn|§§+ €, para n>1,

Observagao 1.17. O Teorema 1.16 nos diz que as médias ponder-
adas de f, com pesos ¥,, vao se concentrando sucessivamente em
torno da origem. Além disso, no caso em que f é continuaem x =0 o
limite deste processo é precisamente o valor de f nesse ponto. Natu-
ralmente a origem pode ser substituida por qualquer outro ponto.
Neste caso temos a seguinte identidade

a

lim U, (z — xo) f(x)dz = f(x0).

—
n—oo J_,



[SEC. 1.5: UM POUCO SOBRE CONVOLUCOES 27

1.5 Um pouco sobre convolucoes

A convolugao é uma operacao entre duas fungoes cujo resultado ainda
é uma funcao e aparece de forma natural quando estamos trabalhando
com fungoes integréveis.

Nesta breve segao veremos, além da definicao precisa, algumas
das principais propriedades desta operagao. Por simplicidade vamos
tratar apenas com fungoes no espago R(T).

Definigao 1.18. Sejam f e g fungoes periddicas e integraveis em R.
Definimos a convolucdo entre f e g como sendo a funcao f*g definida
no intervalo [0, 1] dada por

1
(f+g)(x) = /0 (gl - y)dy.

Esta definicao faz sentido pois o produto de duas funcoes in-
tegraveis é uma fungao integravel, como diz a propriedade (Rg) vista
acima.

Na proposicao abaixo encontramos as principais propriedades da
convolugao.

Proposicao 1.19. Sejam f,g,h € R(T). Entdo:
(a) fx(g+h)=Ffxg+ fxh
(b) fxg=g=f
(¢) (\f)*g=\f*g), para todo \ € C;
(d) fx(g=h)=[fx(g*h);
(¢) f*g € continua.

Demonstragdo. Provaremos aqui apenas a propriedade (e) e deixare-
mos as demais como um exercicio para o leitor. Suponhamos inicial-
mente que f e g sao fungdes continuas. Entao,
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1
(f * 9)(@1) — F(f * 9)(w2) = /0 F@)lg(es — ) — glws — )] dy.

Como g é continua, temos que g é uniformemente continua em
qualquer intervalo fechado de R, e como g é peridédica temos que g
¢ uniformemente continua em toda reta. Desta forma, dado ¢ > 0
existe § > 0 tal que

lg(x) — g(y)| <e, sempre que |z —y| < J.

Portanto, se |z1 — z2| < 0, entdo |(z1 —y) — (x2 — y)| < J, para todo
y. Dal,

1
[(f *g)(x1) — f(fxg)(z2)] < !/0 fW)lg(x1 —y) — g(@2 — y)] dyl

< / F@)llgzr — v) — g2 — )] dy

1
g /0 @) dy]
eM

IN

<

onde M > 0 é tal que |f(z)] < M, para todo x. Isto mostra que
(f % g) é uma fungao continua.

Agora suponhamos que f e g sejam apenas integraveis. Neste
caso, dado k € N, temos pelo Teorema 1.12 que existem fr e gg
continuas tais que fol |f(z) = fo(z)|dz < e fol l9(z) — go(z)|dz < +.
Notemos que

frg—foxge=(—fe)*g+ fr*x(g—gr)
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Por outro lado,

1
(f = fi) *g(z)] < /0If(fv—y)—fk(ﬂc—y)llg(y)ldy

. /OIM/01|f(13)—fk($)|dy

M
k )

qualquer que seja x. Isto significa que a sequéncia (f — f)*g converge
uniformemente para zero, quando £ — 00, € 0 mesmo vale para a
sequéncia fi * (9 — gk).

Concluimos que f * g converge uniformemente para f*g. Como
o limite uniforme de fungdes continuas é uma funcao continua, o item
(e) esta provado. O

Observagao 1.20. Mais uma vez queremos enfatizar que as pro-
priedades da convolugao que acabamos de mostrar valem também no
contexto de funcoes definidas em intervalos limitados de R. Observa-
mos ainda que usando a notacao de convolucado a ultima identidade
da se¢ao anterior se escreve como

lim WU, x f(z9) = f(z0).

n—oo

1.6 As notacoes de O grande e o pequeno

Finalizamos este capitulo apresentando duas notacdes que acredita-
mos ser tao uteis que mereceream uma se¢ao inteira. A notagao de
O grande, que veremos a seguir foi introduzida pela primeira vez por
Paul Bachmann, em 1894, mas se popularizou com os trabalhos de
Edmund Landau, especialmente com o livro [6]. Aqui apresentaremos
estas notagoes no nosso contexto.
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Definigao 1.21. Sejam f e g fungbes definidas no intervalo I C R
tomando valores em C e seja g € I (ou x = £00). Escrevemos

f=0(g9) quando z — zo
se existe uma constante C' > 0 tal que

|f(z)] < Clg()|

para todo x suficientemente préximo de xg.

Isto significa que f é minorada por —C'g| e majorada por C|g|,
numa vizinhaga de xg.

Em particular, fixado m € R, se f = O(|z|™) quando = — xy,
entao existe C' > 0 e § > 0 tais que |f(x)] < Clz|™, para todo
x € (xo — 6,20 +9).

Vejamos um exemplo simples para fixar esse conceito.

Exemplo 1.22. Seja f(r) = 42° — 202> — cosz. Entdo afirmamos
que f = O(]z|%) quando = — co.
Com efeito, se z é suficientemente grande (em particular = > 1),

entao
|f(x)] = |22° —72® — cosz|
< 220 4+ Tad +1
< 2x° 4 T7xb
= 9|z|5.

Podemos verificar algumas propriedades bésicas para a notagao
O grande.

Proposicao 1.23. Para a notagcdao de O grande valem as sequintes
propriedades:

(a) Se fi = O(g) e fa = O(g), entio f1+ fo = O(g);
(b) Se f=0(g), entao A\f = O(g) para todo A € C;

(c) Se fi = O(gq1) e fa = O(g2), entdo f1f2 = O(g192);
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(d) Se f=0O(|z[™) emi >ma, entdo f = O(|z[™?).
Deixamos a prova desta proposicao como exercicio.

Num outro sentido temos a definicdo de o pequeno.

Definicao 1.24. Sejam f e g fungoes definidas no intervalo I C R
tomando valores em C e seja xg € I (ou = £00). Escrevemos

f=o0(g9) quando z — xg

e (@)
li A
)]

Neste caso, esta notacao significa que a fungao f é muito menor
que a funcdo g, numa vizinhanca de xy.

Exemplos simples sao 6z = o(z?) e 1/z = o(1), quando x — oo,
enquanto 22 # O(z?) quando = — xo, qualquer que seja .

Observe que se f(z) = o(g(x)) quando x — =z, entdao f(z) =
O(g(z)) quando = — xg.

1.7 Exercicios

6211?

— e_ix eil' + e—il‘
1. Mostre que sen(z) = - =

e que cos(x) =

2i que cos(a) 2

2. Mostre que fooo = dr < 00, mas fooo ’%‘ dx diverge.

3. Prove as propriedades Ry, Ry e R3 das fungoes integraveis.

4. Prove que a funcao f : R — R, definida por

1 se x é racional;
-

0 se x é irracional,

admite qualquer nimero racional como periodo e nao admite
nenhum periodo irracional.
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10.

11.

12.

13.
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eix o e—ix
Mostre que sen(x) = 5
i

Mostre que [;° %2 dz < oo, mas [;~ |*22| dx diverge.

Prove que o conjunto dos periodos de uma funcdo continua
f:R — R é um conjunto fechado.

Seja f : R — C periddica de periodo L e diferenciavel. Prove
que [’ também é periddica, de periodo L.

Suponha f : R — C é periddica de periodo L e integravel em
qualquer intervalo finito da reta. Prove que se a,b € R, entao

b b+L b—L
/ f(z)dz = / f(x)dx = / f(z)dz.
a a+L a—L
Além disso, prove que

/ e ayde = / e = / T e

—L/2 —L/2 —L/2
Mostre as propriedades (a), (b), (¢) e (d) da Proposigao 1.19 .

Mostre que fol(f x g)(z)dr = [fol f(x)da:] . [fol g(:v)d:c}.
Mostre se f,g € R(T) sao fungoes diferenciaveis, entao

d _df B dg
(g =g =fr L

Se f é uma funcao continua e g uma fungao mondétona em [a, b],
entao existe ¢, a < ¢ < b, tal que

/abgfzg(b)/cberg(a*)/:f,

onde g(b™) = hli%lJr glb—"h)egla™) = hi%l+g(a + h).
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14. Mostre que e — 1 —z — 22 = O(23) quando = — 0.

15. Prove a Proposicao 1.23

33
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Capitulo 2

Teoria Basica das Séries
de Fourier

Neste capitulo vamos apresentar alguns dos principais fundamentos
da Anadlise Harmonica.

Como o préprio titulo ja diz, escolhemos apresentar o estudo
das séries de Fourier, especialmente no que diz respeito a sua con-
vergéncia. Como veremos nas proximas paginas, esta convergéncia se
da de varias maneiras, dependendo essencialmente da regularidade
da funcao de partida.

Além disso, veremos mais adiante que estes teoremas nao sao
apenas ricos de importancia tedrica, mas também o sao no que toca
as aplicagoes, dentro e fora da matematica.

Procuramos introduzir os conceitos de forma natural, utilizando
as ferramentas que foram apresentadas no capitulo anterior.

2.1 A Série de Fourier

No capitulo anterior vimos que o espago vetorial CO(']I‘), das fungoes
periddicas que sao continuas, e portanto integraveis, possui um pro-
duto interno bem definido. Com este produto interno mostramos que

D 1-4
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as funcoes ey (z) = €2™** L ¢ 7 formam um conjunto ortonormal.
Mais ainda, o produto interno de CO(T) pode ser aplicado a qualquer
fungéo periddica e integravel. Assim, a seguinte pergunta faz sentido
neste momento:

Dada f € R(T) € possivel escrever f como uma combinacao linear
das fungoes e, k € 7.7

A resposta desta pergunta estd no cerne da teoria que foi proposta
por Joseph Fourier no século XVIII.

Para introduzimos os fundamentos dessa teoria tomamos uma
funcao f € R(T) e suponhamos inicialmente que f admite a seguinte
representagao

+o00
f(z) = Z an€?™T, (2.1)

n=—oo
Suponhamos ainda que podemos integrar a série termo-a-termo e que
a integral comuta com o sinal do somatério. Entao, multiplicando
(2.1) por e~ ™™ ¢ integrando no intervalo [0, 1] obtemos

1 +oo 1
/ f(x)e™2mme gy = Z an/ 2T gy — (2.2)
0 0

n=—0oo

/162”“”613:: 1 sexk =0,
0 0 ser#0.

Motivados por estes calculos informais apresentamos duas defini¢oes.

visto que

Definigao 2.1. Seja f € R(T). Os ntimeros

f(n) :/0 f(x)e ™24y n e, (2.3)

sdo chamados de coeficientes de Fourier da funcao f . A série

too 4 too
S Fmemm = 3 fn)en(a), (2.4)

n=—oo n=—oo
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é chamada de série de Fourier da fungao f.

Vejamos um exemplo.
Exemplo 2.2. Seja f : R — C a fun¢do dada por f(z) = |z| no in-

tervalo [—1/2,1/2] e nos demais reais definida como sendo periédica.
Assim f(x) = f(x 4+ 1), para todo = € R (veja figura (2.1)).

Y

1
\G][VN)

1
—_

1
N[ —
N[
—
\][VN)

S

Figura 2.1: Gréfico da fungao f(x) = |z|, f(z) = f(z + 1).

Vejamos quem sao os coeficientes de Fourier de f e qual a sua
série de Fourier.

Inicialmente temos que

. 3 3 1
f(O):/ |x]da?:2/ rdr = —.
B ) 4

1
2

Agora seja n é um inteiro diferente de zero. Inicialmente escreve-
mos,

1
2

foo = [ lale s

[l
w\o

) 2 )
(_x)e—Zmnxdx +/ 336_27mmrd1‘.
0
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Integrando por partes temos,

N

0 _
/ (_‘T)6727rzna:dx _ / xef27mnxdx
0

i 1 > —2minx
= —T+ e
< 2mn 4n?n? 2—0

- 1 1 rin 1
N < dn 47T2n2>e Am2n?’

1
2

—__1
T="3

De maneira andloga,

1

2 —2minx i 1 min 1
de= (-4 Jerin - -
/0 e v <47m T e > ¢ 472n?

Assim,
Fin) = g5l — 1] = oy (-1)" ~ 1]
ou seja,
—WQ—ZQ se né impar,
f(n): 1/4, se n =0,
0 se mé par.

Portanto a série de Fourier da funcao f é
1 1 27 (2n+1)ix
- — ——e¢ .
> :
4 o (2n+1)

Isto finaliza o nosso exemplo.

Como ja mencionamos o objetivo principal deste capitulo é dar
condigoes de convergéncia para a série de Fourier e entender em que
sentido as somas parciais

Snf(x) =Y f(n)en(w) (2.5)

In|<N
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convergem para f(x). Em outras palavras, queremos descobrir quando
e em que sentido podemos garantir a igualdade

Jim Sy f(z) = f(2).

2.1.1 Propriedades dos Coeficientes

Antes de prosseguir vamos apresentar alguns resultados sobre os co-
eficientes da Série de Fourier que utilizaremos com muita freqiiéncia.

Comegamos com uma férmula alternativa para calcular os coefi-
cientes de Fourier de f, a saber:

Lema 2.3. Se f(n) é o n-ésimo coeficiente de f € R(T), entdo,
~ 1 .
fo == [ pa+ de .

Demonstracao. Fazendo a mudancga de varidveis u = x — o na inte-
n

gral (2.3) e usando o Lema 1.11, temos

R 45, 1y o 4 1 1. .
f(”):/l f(u+%)e e du:—/o f(u+%)e du.

2n

O

Na préxima proposi¢do encontramos dois resultados importantes
e bem tteis.

Proposicao 2.4. Seja f absolutamente Riemann integrdvel no toro,
isto €, f e|f| € R(T). Entao

1
(a) |f(n)] < / (@)l da;

(b) | llim f(n) =0 (Lema de Riemann-Lebesgue).
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Demonstracdo. Da definicao de f (n) e fazendo-se uso da desigualdade
triangular temos

l‘) 6—27rin:p

1
)l = d < /0 f(a)] de,

para todo n € Z.

A propriedade (b) é conhecida na literatura como Lema de Riemann-
Lebesgue. Para provarmos essa propriedade combinamos a definicao
inicial de f(n) com a férmula dada no Lemma 2.3:

1

~ 1 .
fo =5 [(U@ = @t dpe e 20

Agora separamos a demonstracao em dois casos.

Caso 1: f € CO(T). Neste caso f é uniformemente continua em [0, 1];
logo, dado € > 0 existe d > 0 tal que

|f(y) — f(z)| < e para todo |y — x| < 4.

Assim, para todo |n| > 35 temos que

/ F@) = o+ lde < 5,

o que implica que lim f( ) =0.

[n]—o0
Caso 2: f € R(T). Se f é apenas integravel, sabemos do Teorema
1.12 que dado € > 0 existe g € CO(T) tal que

/ F(@) ~ g(a)ldr < &

Por outro lado, pelo Caso 1, tomando |n| suficientemente grande
temos que

. €
9] < 5.
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Entao, fazendo uso da propriedade (a) concluimos que

F)] < |(f — 9y ()] + 13(n)|
/|f )|z + §(n)] < &,

para |n| > 1, obtendo-se assim o resultado. O

2.2 Convergéncia Pontual

Nesta secao apresentaremos alguns critérios suficientes que garantem
a convergéncia pontual da série de Fourier. Destacamos o Teorema de
Dirichlet, que foi o primeiro resultado sobre a convergéncia pontual
da série de Fourier. Essencialmente, para cada x fixado, veremos que
sob certas condigoes a sequéncia Sy f(z) converge para f(z) ou, de
um modo mais geral, para o valor 1[f(z%) + f(z7)], onde

fat) = dim f@+h) e fa) = lm f@—h)

sao limites laterais, direito e esquerdo, de f em x, respectivamente.

2.2.1 Ntcleos de Dirichlet

Para obtermos alguns critérios de convergéncia pontual é conveniente
expressar Sy f(x) da seguinte forma:

SNf Z 2mnx/ f 727rzydy

In|<N

/ f 27rz (z— y)dy

\n|<N

1
— /0 f(W)Dx(z — y)dy = [ * Dy (x)

1
— /0 f(z — y) Dy (y)dy,
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onde Dy(z) = > e>™"« & chamado de Nicleo de Dirichlet.
[n|<N
Lema 2.5. Dado N € N, temos que
sen[(2N + 1)mx)]

sex € [—%,O)U(O, %],

Dy(z) = sen(mx) (2.7)
2N +1 se x = 0.

Demonstracdo. Pondo w = e*™® escrevemos

-1 N N N

Dn(x) = Z w" + Zw" = Z(l/w)” + Zw".
n=—N n=0 n=1 n=0
Efetuando as somas geométricas obtemos
_N N+1 —-N N+1
w =1 w -1 w—-w
D == =
N (@) 1—w + w—1 1—w

o . ~1/2 .
Agora, multiplicando numerador e denominador por “5;—, conclufmos

que
(w=N+1/2) _yN+1/2) 19i sen[(2N + 1)7z)]

Dy(z) = (w172 — wl/2) /2 - sen(mx) '

para todo z € [—3,0)J(0, 3].

Por 1ltimo, observamos que Dy (0) = > 1 = 2N + 1, logo, o
In|<N
resultado esta provado. ]

Os ntcleos de Dirichlet sao continuos e, além disso, satisfazem
1
/ Dy(z)dz =1 paratodo N €N, (2.8)
0

que é facilmente verificado quando escrevemos Dy(z) = Y. 2mn®
In|<N
e lembramos das identidades em (1.3).
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>®U \)©<
Figura 2.2: Ntcleos de Dirichlet

No entanto, eles nao satisfazem as propriedades de uma identi-
dade aproximada, pois é possivel mostrar que

1
lim / |Dn(z)|dx = +00.
0

N—oo
Ver detalhes no Exercicio 6 no final do capitulo.

Observagao 2.6. O fato de {Dy f(z)}n>1 néo ser uma identidade
aproximada nao nos permite usar o Teorema 1.16 para garantir a
convergéncia pontual de Sy f(z) para f(z) para fungbes continuas
periddicas. Assim, devemos procurar outros critérios de convergéncia
pontual para a série de Fourier.

2.2.2 Critério de Dirichlet

O primeiro resultado positivo de convergéncia pontual deve-se a Jo-
hann Dirichlet, que provou o seguinte critério.

Teorema 2.7 (Critério de Dirichlet). Seja f € F(T) limitada, continua
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por partes e com um numero finito de mdzximos e minimos. Entdo,
. 1 i _
lim Syf(z) = 5[f(z7)+ f(z7)].
N—oo 2

Em particular, temos que Sy f(x) converge pontualmente para f(z)
nos pontos onde f € continua.

Demonstragao. Vamos tomar um ponto zg € [0,1]. Notemos que
como f tem um numero finito de maximos e minimos entdao f é
monotona por partes. Em particular, existem os limites laterais.

Usando que o nucleo de Dirichlet é uma funcao par podemos
escrever

0

Swi@) = [ flwo—y)Dxydy+ / f(w0 — v) Dy (y)dy

N‘HI\DM—‘

= f(oner)DN dy+/ f(zo —y)Dn(y)dy.

Assim, é suficiente mostrar que

3 +
Nligloo/o f(zo+y)Dn(y)dy = f(zo )

© 1 —
Jin [ - 9Dy (ay = L5

Vamos analisar o primeiro limite. Escolhendo um ¢ € (0,1/2), e

1
lembrando que [ Dy(y)dy = %, temos

/0 " F@o+y)Dn(y) dy — f(F) = [ 1o +y) — Fai)]Day) dy
- fo JZ'() + y f(.’E
+ f5 (vo+y) — f(z



[SEC. 2.2: CONVERGENCIA PONTUAL 45

Agora analisemos as duas ultimas integrais separadamente.

Sem perda de generalidade podemos supor que f é crescente a
direita de zp. Dai, dado ¢ > 0, escolhemos § > 0 tal que f(z) —
f(xar) <eg sexg<x<i.

Assim, utilizando o teorema do valor médio para integrais (veja
exercicio 13 no capitulo 1),

)
‘ / [f<x0+y>—f<x3>]DN<y>dy‘=‘[f<x3>—f(x3>1 " Dy(y)dy

0
+ a0 +07) ~ flaf)] ’ Dy
it 4570 0 | Dy

<e

Y

5
/ Dn(y)dy
1

onde n € (0,9).
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Por outro lado,

/:DN(y)dy‘ _ ‘/: sen 2N+1)7ry)] dy‘

sen(my)

. ’/6 sen 2N—|—1)7ry)] dy‘
n

+‘ sen 2N+1)7ry)][ ! —1]dy’

sen(my) Ty
‘/ sen(my) ‘ /5
R n

1 1
Ty — sen(my)
C+ —|d
n

IN

dy

IN

sen(my)  y
TY Sen my

0 2
n Ty senny

Yy
senmy

dy

dy

AN

Q

+
:\%

A
Q

)

ou seja, a integral | foé[f(xo +y) — f(xg)]Dn(y) dy| converge a zero
quando N — oc.

Finalmente vamos estimar a integral

/5 * (@0 + ) — £ Dxy) dy.

Por simplicidade escrevemos g(y) = f(zo +y) — f(zd), y € (6,1/2).
Como g é apenas uma translagdo de f temos que g também ¢ in-

. , ~ 1
tegravel. Também observamos que a fungao _—

atinge o maximo
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em x = 0 no intervalo (4,1/2). Com esses fatos temos que

‘/j[f(xo +y) = f(z3)IDn(y) dy’ _ ‘/ ysen Sijr\lf(;%)m] ;
= m / g(y)sen(mzx) dy
< O/é N+ )iz g,

C/ —(2N+1)7iz dy
- —(2N +1)) — §(2N + 1)].

Assim, aplicando o Lema de Riemann Lebesgue obtemos que

fim | [ 170+ 9) ~ £)DN () dy| 0.

N—oo

Isso conclui a prova do teorema. O

2.3 Convergéncia no Sentido de Cesaro

Com o objetivo de recuperar uma funcao peridédica f através de seus
coeficientes de Fourier é conveniente dar outro sentido para a con-
vergéncia das somas parciais Sy f. A seguir explicaremos a con-
vergéncia no sentido de Cesaro, a qual é diferente da convergéncia no
sentido usual.

Definicao 2.8. Uma sequéncia {ay, },>0 de niimeros complexos é dita
convergente no sentido de Cesaro para o nimero a se a sequéncia das
médias aritméticas

_aotar+--t+ap—1

Cp =

n

converge para a no sentido usual, ou seja, lim ¢, = a.
n—oo
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Nao ¢ dificil provar que se uma sequéncia {ay, }»>0 converge para
a no sentido usual também converge no sentido de Cesaro para o
mesmo valor a.

O contrério nao é verdade. De fato, a sequéncia {1,0,1,0,1,0,...}
obviamente nao converge, porém as médias aritméticas de seus ter-
mos convergem para 1/2.

No exercicio 8 o leitor encontrard mais informacgoes sobre a soma
de Cesaro, além de algumas generalizagoes.

2.3.1 Nicleos de Fejér

Estudaremos a seguir a convergéncia no sentido de Cesaro de Sy f(z),
portanto devemos considerar as médias

o f() = Sof(x) + '+SN—1f(9U)_

N
Usando que S, f(z) = f * D,(x), temos que
onf(z N( * Do(x -+f*DN—1(~7?)>
L V=
Py / J@)Dae = y)dy (29)
/ Dn<m—y>dy:f*FN<x>,

N—1
onde Fy(z) = % > Dy(z) é chamado de Niicleo de Fejér.

n=
O proximo lema nos da uma féormula para Fy que serd de muita
utilidade.

Lema 2.9. Dado N € N temos que

sen?(Nrz
Fy () = Nﬁami sew € [=3,0)U(0,3],

N, se xz = 0.
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w™ " — wn+1 )
Demonstragdo. Sabemos que Dy, (x) = 1 , onde w = €™,
—w
Assim,
N-1 | Nl
NFx(2) = Y Da(@) = 7= > (w™" — ")
n=0 w n=0
1 (wN—l wNH—w)
S l-—w\wl-1 w—1
B w N 24wl
B (w—l/z _ w1/2)2
B (w=N/2 — wN/2)2 _ sen?(N7z)
(w2 —wl/2)2 T sen?(mz)
1 1 :
se x € [—5, O)U(O, 5]. Para finalizar, notemos que
1+34--+(2N-1) N?
F = =—=N.
~(0) N N
]
Yy
Fy(z)
x

Figura 2.3: Ntcleo de Fejér

Veremos agora que os Nucleos de Fejér formam uma identidade
aproximada.
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Lema 2.10. A sequéncia {FN}N>07 dos nicleos de Fejér, ¢ uma
identidade aproximada. -

Demonstragao. Primeiro observamos que Fy > 0 para todo N > 0.
Além disso, por 2.8 obtemos que

1/2 1 N-1 .1/2

/ Fn(z)dzr = — Z Dy (z)dx = 1.
—1/2 N = J 1

Por ultimo, se 0 < < 1/2 entao para todo ¢ < |z| < 1/2 temos

1—-29

dx
F dxr < =
0< / n(z)de < / Nsen?(md)  Nsen?(md) —9
s<ll<1/2 s<ll<1/2

quando N — o0, verificando-se assim as propriedades de identidade
aproximada. O

2.3.2 O Teorema de Fejér

Usando o bom comportamento dos niicleos de Fejér obtemos o seguinte
resultado importante.

Teorema 2.11 (Teorema de Fejér). Seja f € R(T), entdo

(a) Snf(xg) converge pontualmente, no sentido de Cesdaro, para
f(zo) em todo ponto xo de continuidade de f;

(b) se f € COT), entio Sy f(x) converge uniformemente, no sen-
tido de Cesaro, para f(x).

Demonstragao. Como ja vimos as médias de Cesaro de {Snf(a:)}n>0
sao dadas por onf(z) = f * Fy(z). Os resultados seguem combi-
nando o Teorema 1.16 do Capitulo 1 com o fato de {FN}N>0 ser

uma identidade aproximada.

Como conseqiiéncia do Teorema de Fejér temos a unicidade da
série de Fourier.
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Coroldrio 2.12 (Unicidade da Série de Fourier). Seja f € R(T) tal
que f(n) =0 para todo n € Z, entao f(z) =0 em todo ponto = onde
f € continua. Em particular, se f(n) = g(n), para todo n € Z, entao

f(z) = g(x) nos pontos x onde (f — g) é continua.
Uma outra conseqiiéncia importante é dada no seguinte corolario.

Coroléario 2.13 (Aproximacao de Weierstrass). Se f € C%(T), entdo
f pode ser aprorimada uniformemente por wm polindomio trigono-

métrico. Isto €, para todo € > 0 eziste py(x) = 5. a,e* ™, a, € C,
[n|<N
tal que

|f(z) —pn(z)| <€ para todo x € [-1/2,1/2].

Demonstragdao. O resultado segue diretamente do item (b) do Teo-
rema 2.11, uma vez que notemos que

on f(z) = Sof(x)+ - -J-V—I- Sn_1f(x)

¢ um polinémio trigonométrico. O

Observacgao 2.14. O Corolério 2.13 é o andlogo, no caso periédico,
ao Teorema de aproximacao de Weierstrass por polinémios para fun-
¢oes continuas definidas em intervalos fechados.

2.4 A Transformada de Fourier Peridédica

Consideremos o espago vetorial

loo(Z) = {{an}nez; anp € Ce lim |a,| = 0},

In|—

Definigao 2.15. A Transformada de Fourier Periddica é a aplicacao

Fp : R(T) — loo(Z), definida por F,(f) = {f(n)}, -
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F), estd bem definida devido a Proposigao 2.4 e, além disso, é uma
transformagao linear (veja o exercicio 1). Saber se F), é um isomor-
fismo linear é muito importante, pois isto nos permitiria identificar
os espago vetorial R(T) com o espago vetorial ¢ (Z). Porém, duas
funcoes integraveis diferentes podem ter a mesma série de Fourier
associada (veja o exercicio 3), conseqilentemente F, nao ¢ injetiva.

Por outro lado a restricio de F), ao subespago C°(T) de R(T) é
injetiva. Com efeito, suponhamos que Fy(f) = Fp(g) para f,g €
CO(T), isto significa que f(n) = §(n) para todo n € Z; como f e g
s@o continuas, temos pelo Teorema 2.11-(b) que f(z) = g(x) para
todo € T. No entanto, a imagem de C%(T) por F, ndo é £oo(Z).
De fato, no final do capitulo teremos condicoes de exibir exemplos
de sequéncias em £ (Z) que nao possuem pre-imagem em C°(T) pela
aplicagao Fj,.

2.5 Convergéncia Uniforme

A unicidade da série de Fourier (Corolério 2.12) nos rende um primeiro
resultado sobre a convergéncia uniforme de Sy f(x). O preco serd
assumir a convergéncia absoluta da série dos coeficientes, precissa-
mente:

+oo
Teorema 2.16. Seja f € CO(T) tal que a série S f(n) converge
n=-—00
absolutamente. Entao, a série de Fourier converge uniformemente

para f.
Em outras palavras, dado ¢ > 0 existe N. € N tal que

|f(x) = Sn f(z)] <e,
para todo N > N, e todo x € [0,1].

Demonstragio. Usando a igualdade |f(n)e? ™| = |f(n)| e a con-

+o00 ~
vergéncia da série Y |f(n)| temos, pelo teste M de Weierstrass,
n=-—o00
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que
SN f Z f 27Tinx

converge uniformemente para alguma funcao, a qual chamamos de
g(z), ou seja

Z f(n)e?™ e = g(x). (2.10)

Além disso, g é continua visto que Sy f(z) é continua para todo N.
Resta provar que g é igual a f. Com efeito, integrando termo-a-termo
a série em (2.10) concluimos que

Z f / 27rinx6727rim:pdx _ f(m)’

n=—oo
para todo m € Z. Assim, o resultado desejado decorre diretamente
do Corolério 2.12. O

A Proposigao 2.16 nos garante convergéncia uniforme da série

Z f 27rzn:r (211)

n=—oo

sempre que a série S |f(n)| convergir. Portanto, ¢ natural investigar
o comportamento da sequéncia { f } nez 1O infinito.

Nos préximos resultados utilizaremos mais uma vez as notagoes
de O grande e o peneno vistas na secao 1.6

2.5.1 Propriedades de Decaimento

Como ja vimos anteriormente, pela Proposicao 2.4, se f for integréavel,
entdao f(n) = o(1) no infinito. Nos perguntamos se a regularidade
de f tem alguma influéncia no decaimento de seus coeficientes de
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Fourier no infinito. Por exemplo, se supomos que f € C}(T), usando
integracao por partes temos

f/(n) — /O f/(w)ef%rmxdx

— f(x)efZﬂinx (212)

1 1 ,

+ 2m’n/ f(z)e 2™y
0 0
= 2minf(n).

De forma indutiva, podemos provar uma propriedade mais geral rela-
cionando os coeficientes de Fourier de f e f(*) para uma funcio
f € C¥(T), com k > 1, a saber:

—

(2min)* f(n) = f®)(n). (2.13)

Pelo Lema de Riemann-Lebesgue, f(¥)(n) — 0 quando |n| — oo,
assim de (2.13) concluimos que

1f()| <o(1/In]*), n — occ. (2.14)

2.5.2 Critérios de Convergéncia Uniforme

O resultado a seguir resume algumas relagoes mais precisas entre a
regularidade da fungéo e o decaimento no infinito dos seus coeficientes
de Fourier.

Aqui precisamos lembrar dois conceitos classicos sobre regulari-
dade.

Definigao 2.17. Seja f € F(T) uma fungao periédica qualquer.

(a) Dizemos que f é Lipschitz (ou Lipschitziana) se existe uma
constante C > 0 tal que

[f(z) = f(y)| < Clz —yl, paratodo z,y € T;
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(b) Dizemos que f é de Holder com expoente « se existe uma con-
stante C' > 0 tal que

F(@) = f)| < Cle—y|*, para todo z,y € T.

Teorema 2.18. Seja f € R(T). As seguintes afirmagoes valem:
(a) Se f e C5(T) com k> 1, entio f(n) = o(1/|n|");
(b) Se f é Lipschitz, entio f(n) = O(1/|n|);
(c) Se f satisfaz a condi¢ao de Holder com expoente o € (0,1],
entao f(n) = O(1/|n|).

Demonstracao. A propriedade (a) ja foi obtida em (2.14) e a pro-
priedade (b) é consequéncia da propriedade (c) tomando o = 1. Para
provar (c) usamos a férmula

f=3 [[U@ - st e ar @15)
que, combinada com a condi¢ao de Holder para f nos da
1
<3 [ 150 - s+ ol < gt
concluindo-se assim a prova do teorema. O

Corolério 2.19. Se f € C*(T),k > 2, entao

+o00 A A
> Fmyermine = f(a)

n=—00
e a convergéncia € uniforme.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.18 temos . [f(n)| < ¢ 32 1/|n|",
n#0 n#0
sendo esta série convergente para x > 2. Portanto, o resultado é

consequéncia imediata do Teorema 2.16. ]
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2.6 Convergéncia em Média Quadratica

Nesta secao descreveremos o papel da sequéncia Sy f na geometria
do espago C°(T) com o produto interno dado em (1.1).

2.6.1 Produto Interno no Toro Revisitado

Jé& vimos que a aplicacio (-,-) : C°(T) x C%(T) — C, definida em (1.1)

por X
- / f(@)g(@)dz
0

define um produto interno em C%(T).

Também ja observamos que o produto interno em C%(T) definido
por (1.1) pode ser estendido as fungoes de R(T), porém ele nao é estri-
tamente definido positivo. No entanto, isto nao é um problema grave
pois o conjunto das descontinuidades de tais fungoes tem medida nula
(veja [13] pg. 287).

Agora, dada f € C°(T) definimos

1o = VR /|f Paz) "

a qual chamamos de norma quadrdtica do espaco C°(T). Como j4
vimos no Capitulo 1, a norma quadrética possui as seguintes pro-
priedades:

e ¢ multiplicativa: ||Af]|, = |||/ f]]; para todo A € C,
e ¢ definida positiva: || f|l, >0e ||f|l, =0« f =0,
e satisfaz a desigualdade triangular: ||f + gll, < [|flly + 9]l

Introduzimos a seguir a nogao de convergéncia quadratica em

R(T).
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Definicao 2.20. Sejam f € R(T) e {fn}n>0 uma sequéncia em R(T).
Dizemos que f, converge em média quadrdtica para f se

1/2

nh_{go 1f = fully = nh_{go</ol | fn(2) — f(x)|2d$> =0.

O nosso objetivo nesta secdo é mostrar que a convergéncia em
média quadratica é a convergéncia adequada para

Snf(x) =" f(n)en(w).
In|<N

Notemos que Sy f pertence ao espago vetorial gerado pelas fungoes
{e-n,...,e_1,1,e1,...,ex}, 0 qual denotaremos por Vy e cuja di-
mensao é 2N + 1.

2.6.2 Melhor Aproximacao

Agora entenderemos melhor o papel das funcoes e, £ > 1 no espaco
R(T).
Lema 2.21. Sejam f € R(T) e N € N. Entdo, para todo
v= >, bye, € Vn, valem:
[n|<N

(a) (f—Snf,v)=0;
) If=olz=1If=Snflz+ X [f(n)—bal*.

In|<N

Demonstragao. Seja |m| < N, entao

(f = Snf,em)=(f,em) — (n)(en, em)
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Logo, se v =) bpe, € Vy entao
In|<N

(f =Snfv)= Z Bn<f_Svaen> =0,

In|<N

o que prova a validade de (a).

Fazendo uso (a) temos que (f — Snf, Snf —v) =0, logo

If = vl = I(f = Sxf) + (Snf —v)|?

=|If = Snfll3 + ISvf — vl
2

=If=Snfls+ 1| D (F(n) = bn)en
2

In|<N

=|If = Snflls+ DY 1f(n) —bal*

[n|<N
O

Corolério 2.22 (Melhor Aproximacao). Sejam f € R(T), N € N e
v= Y bye, € Vn. Entao,

In|l<N
1f = SN fllzz < IIf = vlle- (2.16)
Demonstragao. A desigualdade (2.16) é consequéncia imediata do
item (b) do Lemma 2.21, visto que > [f(n) — b,|> > 0. O
In|<N

2.6.3 Identidade de Parseval

Provaremos a seguir a convergéncia em média quadratica da série de
Fourier.

Teorema 2.23. Se f € R(T), entao A}im |f —Snfll2=0.
—
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VN

Figura 2.4: Sy f é a melhor aproximagao de f no espago Vn

Demonstracdo. Mais uma vez, utilizando o Teorema 1.12, faremos a
prova em dois passos, o primeiro quando f é continua e o segundo
quando f é apenas integravel.

Caso 1: f € CO(T). Neste caso, pelo Corolario 2.13 dado & positivo
existe um polinémio trigonométrico p,,(x), de grau m, tal que

|f(z) — pm(2)] <eg/2, Yaxel0,1]. (2.17)
Assim, de (2.17) temos

I ol = ([ 170) - pmtea) "

(2.18)
1/2 ¢
< (/ —dx) = -,
o 4 2
Usando agora o Coroléario 2.22 obtemos
If = Snfllz < [If —pmll2 <e/2, VN =m, (2.19)

0 que prova o teorema quando f é continua.
Caso 2: f € R(T). No Capitulo 1 provamos que dado € positivo existe
uma funcio g € C%(T) tal que

sup [g(x)| < sup [f(z)]=A
2€[0,1] z€[0,1]
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52
/ 7(2) ~ gz < .

Assim, tem-se

I =l = (| 170 - 9@ i) - otwiar)
< vaa( / £(2) — g(o)ldr) (2.20)

<

w\m

Por outro lado, de (2.18) concluimos que existe um polindémio
trigonométrico p,,(z), de grau m, tal que

lg — pmll2 < /2. (2.21)

Da desigualdade triangular obtemos a seguinte desigualdade

If = pmllr2 < Hf - 9HL2 +[lg = pmllr2

2.22
<, (2.22)
2 2
Novamente fazendo uso do Coroldrio 2.22, temos que
If = Snfllee < If —pmllee <€, YN >m.
O

A convergéncia em média quadratica que acabamos de provar nos
permite obter uma identidade muito 1til.

Teorema 2.24 (Identidade de Parseval). Seja f € R(T) uma fun¢ao
periodica e integrdvel. Entao

—+o0 R , ) 1 ,
S 1Fm) = 1712 = / |f(z) 2da.

n=—oo
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Demonstragao. Do Lema 2.21-(b), tomando v = 0, temos que

N

I3 =11F = Snflz+ > 1Fm)P.

n=—N

Passando ao limite, quando N — oo, obtemos o resultado desejado.
O

Como consequéncia deste teorema temos uma identidade equiva-
lente e que serd usada em algumas aplicacoes.

Corolario 2.25 (Identidade de Parseval Polarizada). Seja f € R(T)
uma funcao periodica e integrdvel. Entao

+o0 P 1 L

> g = (f9) = | f@gida.

n=—oo 0

Demonstracdo. Basta utilizar a identidade de polarizacdo para ve-

tores que diz

(u,v) = 2 {llu+ol[* = [lu = ol|* + ilJu+v]|* - Hu—ivl\Q]-

| =

2.6.4 Retornando a Convergéncia Uniforme

Finalizamos este capitulo usando a convergéncia quadratica da série
de Fourier para provar que podemos pedir menos regularidade da
funcao f, que a assumida no Corolario 2.19, para garantir a con-
vergéncia uniforme de sua série de Fourier.

Teorema 2.26. Seja f € CH(T), ou seja f é wma funcdo periédica
diferencidvel e sua derivada é uma funcao continua. Entdo, a série
de Fourier de f converge uniformente.
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Demonstragao. Basta provar que Y ]]?(n)| converge absolutamente.
In|>1

Inicialmente, pela propriedade 2.13, f’(n) = 27rinf(n). donde
~ 1 -
— /

Aplicando a desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-
Schartz para séries temos,

> |fn) !_Z

In|>1 In|>1

\2mn\

5 [ Fn

[n|>1

1
ﬁ /’f’ )|? dz.

O resultado segue do fato que a série é > 2 e a integral fo If'(z)]? dz
[n|>1

sao convergentes.

O]

Observagao 2.27. E possivel mostrar que se f é apenas derivavel,
entdo a sua Série de Fourier converge pontualmente. Veja [13]

Observacgao 2.28. Aproveitamos para finalizar lembrando a imagem
da transformada de Fourier peridédica, como anunciado anteriormente,

nao é loo(Z). De fato, tomando a sequéncia { 1 } nao pode
VAL neL

exsitir funcao continua tal que f (n) = \/|1|ﬁ’ pois pela identidade
n

de Parseval teriamos

113 =

o que é uma contradigao.
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2.7 Exercicios

1.

Mostre que se f,g € R(T) e A € C entao

(a) (7+9)(n) = F(n) + Gln):
(b) (A))(m) = Af(n).

. Mostre que se f € R(T) é uma funcdo par, entdo f(n) = 0,

quando n é par diferente de zero.

Dé um exemplo de duas funcoes distintas em RY(T) com coefi-
cientes de Fourier idénticos.

Prove que se f € C%(T) satisfaz a condicao de Holder com o > 1,
entao f é constante.

Uma sequéncia {ay, }nez € dita rapidamente decrescente se para
todo m € N existe uma constante positiva ¢, tal que |a,| <
cm/|n|™ para todo n # 0. Prove que, se se f € C*(T) entao
{f(n)}nez é rapidamente decrescente. Reciprocamente, prove
que se {an}nez é rapidamente decrescente, entao existe f €
C*(T) tal que a, = f(n) para todo n € N.

1/2
Defina os nimeros de Lebesgue Ly = / | Dy (x)|dz.

—1/2
(a) Prove que

sen (2N + 1)z

1/2
Ly = 2/ dl‘+0(1)
0 T
N+1/2
- 2/ sen )+ o).
0 Tt

(b) Use (a) para provar que

1 Sen m
Z/ | t‘ +0(1).
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L (V) + 0(1).

Use (b) para cncluir que Ly = —
T

o0
7. Prove que se uma série E an converge para s no sentido usual,

n=0

entao também converge para s no sentido Cesaro.

8. (Somas de Cesaro Generalizadas)

(a)

o0 . N
Mostre que se ) % a,, converge no sentido de Cesaro para
S, entao ela converge também converge para S no sentido
usual. Mais especificamente, pondo s,, = a1 +as+---+ay,
mostre que se
.Sttt St -+,
lim =5,

n—0o00 n

entdo lim,, o s, = S.

) o0 n __ ~
Mostre que a série ) . °((=1)" = 1-1+1-14+1—1+--- nao
é convergente no sentido usual, mas converge no sentido
de Cesaro;
Mostre a série > 2 (-=1)"n=1-2+3—-4+5—-6+---
nao é convergente no sentido de Cesaro;

. s . (o] ’
Dizemos que uma série ) .° a, é converge para S no sen-
tido (H,2) se a sequéncia das médias das somas parciais
S1, 82, - + Sy converge no sentido de Cesaro, ou seja, se
81+ S+ + 8y

Cp = )
n

entdo a sequéncia d, = “+2EE converge.

Mostre que a série 2 (=1)"n =1-2+3—-4+5—-6+---
converge para 1/4 no sentido (H,2).

Por convencao dizemos que uma série converge no sentido
(H,0) se ela converge no sentido usual e que converge no
sentido (H, 1), se converge no sentido de Cesaro.
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Indutivamente, dizemos que uma série Y .2 an é converge
para S no sentido (H,k) se a sequéncia de suas somas
parciais converge para S no sentido (H,k — 1), k& > 1.
Esta notagao é feita em homentagem a Otto Hélder que
deu grandes contribuicoes a teoria das séries divergentes.
Mostre que se > a, converge para S no sentido (H, k),
entao também converge para S no sentido (H, j) para todo
1<j<k.

9. Mostre a propriedade 2.13.

10. Mostre que se f : I — C é uma funcao real tal que a sua série
de Fourier converge, entao que f(n) = f(—n).

11. Prove que ndo existe nenhuma funcao f € C°(T) tal que

1
{f(n)} =< +/nlogn’

0, n < 0.
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Capitulo 3

A Transformada de
Fourier na Reta

No capitulo anterior provamos que toda funcao periddica continua
pode ser escrita como soma de ondas peridédicas simples desde que
seja tomada a convergéncia adequada. Neste capitulo provaremos que
resultados similares valem para funcoes continuas na reta que nao sao
periddicas, dando a série Fourier lugar a transformada de Fourier.

Desenvolveremos a teoria bésica da transformada de Fourier no
espaco R! (R) das fungoes absolutamente Riemann integraveis na reta
e dedicamos uma secao ao estudo da transformada no espago de
Schwartz S(R) das fungdes de decrescimento rapido, onde a transfor-
mada tem um comportamento simétrico. Em seguida, desenvolver-
emos a teoria bésica no espago R2(R) das fungoes de quadrado in-
tegraveis, segundo Riemann, na reta, onde o principal resultado é o
teorema de Plancherel. Finalizamos o capitulo provando a Férmula
da Soma de Poisson, a qual resulta da combinacao das teorias desen-
volvidas para a série e a transformada de Fourier.

o
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3.1 Da Série de Fourier a Transformada de
Fourier

A seguir motivaremos a definigdo de transformada de Fourier como
um limite da série de Fourier.

Sejam f : R — R uma func¢ao continua e absolutamente integravel
na reta e L un nimero real positivo. Denotemos por fr a extensao
2L-periédica da restrigao de f ao intervalo [—L, L]. Além disso, ob-
servamos que, pontualmente,

f(2) = lm_fi(e).

L—+o00

ML oD
/L P L | L

A série de Fourier de fr, é dada por

+oo
fr(z) ~ Z fL(n)enLii’”da;,

n=-—00
com

~ L n
Fuln) = o= / fa)e

Pondo &, = n/2L e definindo a fungao g por

L
9(6) = / fa)e s, (3.1)
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podemos escrever a série de fr, como segue

+00 A 1
ful@) ~ Y g6 o (3:2)
n=-—00
Como A&, = &p+1 — &, = 1/2L, a soma (3.2) pode ser interpretada
como uma soma de Riemann em R da fungio g(&)e*™™¢. Assim,
passando formalmente o limite quando L — +oo (conseqiientemente

A&, — 0) em (3.1) e (3.2) obtemos as expressoes

4(6) = / 7 fe)e ey (3.3)
i (o) = fo)~ [ Zg@)e?méde (3.4)

Nas proximas se¢oes veremos que definindo rigorosamente a transfor-
mada de Fourier mediante a férmula (3.3) teremos uma teoria bem
fundamentada. Além disso, provaremos que poderemos recuperar a
funcao f através da formula de inversao da transformada de Fourier,
a qual serd dada pela expressao em (3.4).

3.2 Convergéncia Dominada

Antes de definir a Transformada de Fourier na reta provaremos um
resultado de convergéncia para seqiiéncias de fungoes continuas na
reta, o qual serd muito 1til no decorrer do capitulo.

Definig¢ao 3.1. Dizemos que uma seqiiéncia { f,, } de fungoes continuas,
definidas na reta, converge localmente uniformemente para uma funcao
f se para todo ponto x € R existe um 0, > 0 tal que {f,} converge
uniformemente para f no intervalo [z — 0,z + J,].
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Observacao 3.2. Como proposto no exercicio 2, o conceito de con-
vergéncia uniforme local é equivalente a provar que que a sequéncia
{fn} converge uniformemente para a fungao f em qualquer intervalo
fechado [a, b] da reta.

Teorema 3.3 (Convergéncia Dominada). Seja {f,} uma seqiiéncia
de funcgées continuas, definidas na reta, que converge localmente uni-
formemente para uma funcdo f. Suponha eriste uma funcdo real
nao-negativa g(x), definida na reta, tal que |fn(x)| < g(x), para todos
ne€Nex R, e, além disso, satisfazendo ffooo g(z)dr < oo. Entao,
as integrais [*_ fn(x)dz e [ f(x)dz existem e vale a igualdade

lim - fn(:n)dx:/oo f(x)dx.

—
n—oo | _

Demonstracao. Dado n € N, para todo a > 0 temos que
/ | fr(x)|dx S/ g(x)dx S/ g(x)dx < 0.

Logo, a integral ffooo fn(x)dz existe. Além disso, como a sequéncia
{fn} converge uniformemente para f no intervalo [—a,a] para todo
a > 0, temos que

o0

< / o(w)dz < /OO g(z)dz < oo,

—a —00

[ 1r@de= tim_ [ |fu(@)ds

o que verifica a existéncia da integral ffooo f(x)dx.
Pondo g, = f, — f 6 nos resta provar que lim ffooo gn(z)dz = 0.
n—oo
Com efeito, da convergéncia da integral ffooo g(z)dz, segue-se que
para cada € > 0 existe a > 0 tal que

/a g(x)dz < Z (3.5)

—a
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Por outro lado, como g, converge uniformemente para zero no inter-
valo [—a, a], existe um ng € N tal que para n > ng

/_a gul)ldz < ©. (3.6)

Portanto, combinando (3.5) e (3.6), para todo n > ng temos

/Z Ign(x)lda::/c; |Qn(:c)|da:+/|x>a |gn()|dz
< [Mlontlde+ [ 2y

—a |z|>a

ce.¢€
Sa St
2 2 ’

concluindo-se com isto a prova do teorema. ]

3.3 Definicao de Transformada de Fourier

Denotamos por RI(R) o conjunto das funcoes limitadas f : R — C
que satisfazem

—+o00
111, :=/ (@) |dz < +oo.

—00

Além disso, definimos R!(R) := RY(R) N CO(R).
Nao ¢ dificil de verificar que a aplicacao

I Ily = Re(R) — [0, +00)

satisfaz as propriedades de norma, ou seja, para quaisquer f,g €
RL(R) e A € C valem:

o [IAfll = IS
e [fli=0%rf=0,
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o [F+glly <Al +llglls-

A dltima destas trés propriedades é a desigualdade triangular e nos
garante que se f e g estdo no espaco R}:(R), entao a soma delas
também estd em R!(R).

Definigao 3.4 (Transformada de Fourier). Seja f € RY(R). A Trans-
formada de Fourier de f é a funcao definida por
+oo

fe) = (z)e ™%y,

para todo & € R.
Exemplo 3.5. Seja f(r) = x[—1,1)(), isto é:
(z) 1 se ze[-1,1],
_1q(x) =
X1 0 se zeR\[-1,1].

Entao, para todo £ # 0 temos que

1 —ongizq !
o _ —27r§i:cd _ €
X[-1,1] 3] /_1 e & [ ot } B
™6 — e72mE  gen (27€)
21é N €

e para { = 0 temos X|_11(0) = 2.
Resumindo,

sen (27€)
X[-1.1)(§) = w0 % 70
’ 2, se &=0.
No exemplo acima podemos constatar que X[_11] (&) é continua e,

além disso, mlim X[-1,11(§) = 0. De fato, o resultado a seguir nos
——+00

garante que estas propriedades sempre serao satisfeitas pela trans-
formada f(£) de qualquer funcdo f € RY(R), inclusive, mais do que
a continuidade da transformada teremos a continuidade uniforme da
mesma.
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Proposicao 3.6. Seja f € RY(R). Entdo,
(a) |F©] < |Ifll, para todo & € R;

(b) f € uniformemente continua;

~

(¢) lim f(§) =0 (Lema de Riemann-Lebesgue).

|§]—o0

Demonstracdo. A afirmacao (a) segue diretamente da definicao da
transformada. Para provar (b), dado € > 0, é preciso mostrar que
existe § > 0 tal que

€] <6 = |f(E+E)—F()] <e, paratodo €€R.

Notemos que

7 N Feo : / .
|f(E+E) = f(&)] < / [ (2)|| 2T _ (2mite) g,
oo | (3.7)
= [ s@le < 1jaa.
Por outro lado, como |f| é integréavel, existe a > 0 tal que
[ i@l < = 55)
|z[>a 4

Pela continuidade da funcéo e?™ —1 no ponto n = 0, podemos tomar
0" > 0 tal que

In| < &' = 2™ — 1] (3.9)

< ¢
211,
Agora tomamos 6 = ¢§'/a e observamos que,

I¢'] < 6 = |¢'z] < &', sempre que |z| < a. (3.10)
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Logo, para todo [£'| < §, de (3.7) obtemos

\ﬂé+ﬁ—f@ﬂ§2/ 1 (@)]da

|z|>a

+/ ’f(ﬂv)HeQ’”f,x — 1|dx (3.11)
lz|<a

onde usamos (3.8), (3.9) e (3.10) para estimar as duas tltimas inte-
grais.

Procedemos agora com a prova de (c¢). Primeiro suponhamos que
f € RY(R) e observemos que para todo & # 0 vale

for = [ swe e
- _/OO F(a)e 2l 3e) gy (3.12)

[ o d) e

Logo,
o =3 [ [f@-1(e-&)]e e

—o
Para toda sequéncia &, — oo, usando a continuidade de f tem-se que
fulx) == [f(x) —f (a: - 2%71) }6_2”5” converge uniformemente para
zero em qualquer intervalo fechado [a, b] de R. Assim, fazendo uso do

~

teorema de convergéncia dominada, temos que l{l}m f(&n) = 0 para
n|—00

toda sequéncia &, — oo, de onde se segue o resultado para funcoes
em R!(R). Para funcdes em R!(R) a prova é similar ao caso do Lema
de Riemann Lebesgue para fungoes periédicas.

O
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3.4 Propriedades da Transformada de Fourier

Nesta secao apresentamos algumas das principais propriedades da
transformada de Fourier.

Teorema 3.7. Seja RL(R). Entdo, valem as sequintes propriedade:
(a) Se g(x) = f(x+a), entdo (&) = F(£)e*™i“¢;
(b) Se g(x) = f(x)e*™ entio §(¢) = f(£ — a);
(c) Seg(x) = 1f(3). entdo G(&) = F(AE);
(d) Se f € CH(R) e f' € RL(R), entdo [ (€) = 2mit f(£);

(e) Se g(x) = —2mizf(z) € RLR), entio f € CH(R) e vale a

~

relagdo f'(§) = g().

Demonstragao. As propriedades (a), (b) e (c) seguem diretamente
da definicao e das propriedades de integracdo. Para provarmos (d)
lembramos que, pela integrabilidade de |f]|, existem sequéncias a,, e
by, tais que f(a,) — 0e f(b,) — 0 quando n — oco. Assim, integrando
por partes temos

bn '
F&) = lim [ f(z)e > dz
n—oo an
. —omigx|$70n o1 bn _omitx
= lim {f(x)e T } 4 2mig lim f(z)e dz

= 2mié / o Flx)e 288 qy = 2mit f(£).

Por tltimo, para provarmos (e) observamos que

~ ~

et =J©) _ [™ jgemismre™ 2Ly, g1y

—0o0
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Agora definimos
—27mihx
- -1
fule) = flw)e eI S
e aplicando o Teorema do Valor Médio vemos que f}, satisfaz

|fn(z)| < 27|z f(x)| € Ri(R) para todo h # 0.

Além disso, '
lim fi () = f(a)e 27 (~2mia)

localmente uniforme em x. Passando o limite quando h — 0 em (3.13)
o resultado desejado segue do teorema da convergéncia dominada. [

Provaremos a seguir que faz sentido calcular a transformada de
Fourier da convolugao de duas fungoes em RI(R)7 dado que a con-
volugao é uma operacdo interna nesse espago. Além disso, estabele-
ceremos a conexao existente entre as transformadas de f, g e f *g.

Teorema 3.8 (Teorema da Convolugao). Sejam f,g € RY(R). Entdo
(a) f*g€RYR) ewvale ||f+glly <|fllllgll;:

— o~

(b) (f x9)(&) = f(£)9(E)-

Demonstragao. Usando a desigualdade triangular,

[e.9]

(F * 9)(@)] < / @ — y)g(w)ldy.

—0o0
Logo, aplicando o teorema o Teorema de Fubini e a mudanca de
variavel x — y + 2z, obtemos

ireah< [ () - natlay ) as
= [ tal ([ 1#6 - las ) ay
— [l ([ 1reas) ay

= [/l llglly,
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o que nos dé o resultado enunciado em (a). Para provarmos (b)
aplicamos novamente o Teorema de Fubini e a mudanga de varidvel
x — Yy + 2z para obtermos

Fra© = [ e ( | fa- y)g(y)dy> dn

= [ "o ([T e - s ) ay

_ 00 e_Qm‘gyg(y) (/OO €_2m‘§z]e(z)dz> dy

= f(6)5(s),

COmMO esperavamos. ]

3.5 Formula de Inversao

Embora, pelo Lema de Riemann-Lebesgue, lim f(ﬁ ) = 0 para toda

|€]—o00
f € RY(R), isto nao quer dizer que f pertenga ao espago RY(R) dado
que o decaimento de f(§) pode néo ser suficiente para a convergéncia
da integral. Por exemplo, a fungao f(z) definida por

o) = {ez se x>0,

0 se x <0,

estd no espaco R! (R), porém sua transformada de Fourier é a funcao
f(&) = —L _ cujanorma |||, = [T —=%__ ndo ¢ finita
Tr2mig) CW 1 ~0 Jime2 41 :
Uma pergunta natural é a seguinte: Em que condi¢oes podemos
recuperar f a partir de sua transformada f ¢
A férmula natural para inverter a transformada de Fourier, como

visto na motiva¢ao ao inicio do capitulo, é

+oo )
f(z) = / Fle)emnta.

—0o0
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Portanto, supondo que f € RY(R) a férmula faz sentido. De fato,
provaremos que assumindo esta hipétese podemos de fato recuperar
a funcao f através de sua transformada.

O seguinte resultado sera fundamental em nossa tarefa.

Lema 3.9. Seja ¢(z) = e~ Entdo,

(a) {QSn(a:)}neN: {nqb(m:)}neN € uma identidade aproximada;

(b) 6(£) = ¢(£).

Demonstragao. A afirmacao em (a) é imediata visto que

oo 2,2 oo 2
/ ne” """ dr = / e ™ dr =1,
—00 —00

para todo n € N.
Para provarmos (b) observamos que ¢ satisfaz a seguinte equagao
diferencial ordinaria

¢ (z) = —2mzo(z). (3.14)
Definindo u(z) = ¢(z)e™” temos que

W' (z) = (¢/(x) + 2726(x))e™ =0,

de onde concluimos que u(z) = ¢ < ¢(z) = ce™™, com ¢ € R, sio

as Unicas solugoes da equacao (3.14). Por outro lado, de acordo com
as propriedade (e) do Teorema 3.7, temos

~ oo .
(9)'(€) —/ (—2miz)e ™ 2" Iy

—+00 / .
:Z/ (efﬂ'$2> 6727n§;tdx (315)

= _271-5(2(6) )

onde na ultima igualdade usamos integragao por partes.

Logo, qb também satisfaz a equacao diferencial (3.14) e conseqtien-
temente ¢(§) = ce ™’ para alguma constante real c. Como d)( ) =1,
entdao ¢ = 1 e assim <Z>(§) e e’ O
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Lema 3.10. Seja f € RL(R). Entao,
e —my?/n? 7 2mix
(Feon@ = [ e Fyemionay,

para todo n € N.

Demonstragao. Combinando o Lema 3.9 com a propriedade (c) do
Teorema 3.7 vale que

$(=)(€) = nd(n€) = np(n) = ¢n(£).

Entao, aplicando esta relacdao chegamos a seguinte igualdade:

+oo
(Fron@ = [ 1Otz -t
+o00 _—
— [ 50 - v
+oo +oo
= [T ([T etme ety ) ar

Ora, usando a paridade de ¢ e o Teorema de Fubini obtemos

Feon@ = [ +°°f<t>( " ()it )

—00

“+oo ) +0o0 )
— ¢(%)627r2xy (/ f(t)€_27mytdt> dy

—0o0 —00

+o00 0, 9~ )
o

—00

concluindo-se assim aprova do resultado. O

Finalmente, estamos em condigoes de provar a formula de in-
versdo da transformada de Fourier.
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Teorema 3.11 (Férmula de Inversio). Seja f € RLR) tal que a
transformada f € RL(R). Entdo, para todo x € R, tem-se

+oo )
flx) = / Fy)e*mevdy.

—0o0
~
~

Além disso, vale a relagao f(x) = f(—x).

Demonstragao. Pelo Lema (3.10), para todo n € N temos

+oo

(Feom@) = [ eI Fy)emiongy,
—0o0

Passando o limite, quando n — oo, o lado esquerdo da igualdade

acima tende para f(z), por se ¢, uma identidade aproximada, e o

lado direito tende para [ _Jr;o f(y)e%i“/dy, fazendo uso do teorema da

convergéncia dominada. Assim, para todo x € R tem-se

+oo

f(ZL') = nlLII;o(f * (bn)(:v) = nh—{go €—7r92/n2 J/c\(y)e%rixydy
+oo :OO '
— /_ f(y)e%rwydy.

De onde, segue diretamente relagao
too i 2
f(=x) :/ fly)e™ " dy =f(x),
—00

finalizando-se a prova do teorema. O

Seja R} (R) o subespago vetorial de RL(R) formado por todas as
fungoes de RL(R) tais que f € RL(R). Denotamos por F; o operador
transformada de Fourier definido em R!(R), ou seja:

F.:RL{(R) — RL(R),
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~

dado por Fe(f)(§) = f(€), o qual estd bem definido dado que para
toda f € RL(R) temos

~
~

f(@) eRLR) e f(x) = f(—z) € RY(R).
Corolario 3.12. Seja f € Ri(]@) Entao,
Ff(f):FcoFcoFcoFc(f):f-

Exemplo 3.13. A transformada inversa da funcéo g(&) = e~ ¢l com

a > 0 ¢é a funcao
2a

CAr222 4+ a2’

Com efeito, pela féormula de inversao

P,(z) :/ e~ lel2mizg ge

0 00
— / 6a§62ﬂ'i:p§d§ + / e—a§€27rix§d€

Py()

—0o0 0
008 p2mizé £=0 e—a€ p2mixg §=+o0
- [27?2'27 + a] o { 2miz — a L:o
1 1 2a

- oriz +a 2wz —a - 47222 + 2’

O espaco R} (I@) nos permite resolver o problema da inversao da
transformada de Fourier, porém nao temos uma descricao muito clara
dos seus elementos. Na proxima se¢ao apresentaremos um subespago
de RI(R) de funcbes muito bem comportadas no infinito onde toda a
teoria feita até agora se adapta de maneira muito simétrica.

3.6 A Transformada de Fourier no Espaco de
Schwartz

Consideremos o seguinte espaco de fungoes que decrescem rapida-
mente no infinito:
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Definigao 3.14 (Espago de Schwartz). O espago de Schwartz, deno-
tado por S(R), é constituido pelas funcoes f : R — C infinitamente
diferenciaveis tais que

Omn(f) = sup 2™ ™ (2)] < 0o, Vm,n e Ng=NU{0}.
zeR

O espaco S(R) contém o espago C5°(R) das fungoes infinitamente
diferencidveis de suporte compacto na reta, isto é, f € C*°(R) e existe
a > 0 tal que f =0, para todo |z| > a. De fato se f € C°(R)

Omn(f) = sup 2™ f() (2)] < o0,

visto que as fungdes continuas fo,n(z) = 2™ f (z)| definidas no
intervalo fechado [—a,a] sao limitadas e atingem seu méximo pelo
teorema de Weierstrass.

Um exemplo cléssico de fun¢ao em S(R), que nao estd em C5°(R),
é a fungao gaussiana f(z) = e~ verificacdo que deixamos a cargo
do leitor.

/\

Lema 3.15. O espaco S(R) ¢é um subespaco vetorial de RL(R). Pre-
cisamente, valem as sequintes afirmacaoes:

(a) S(R) C R(R),

(b) Sejam f,g € S(R) e A € C. Entao, f+ g€ S(R) e \f € S(R)
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Demonstragao. Para provar (a), basta observar que se f € S(R),
tomando a constante positiva C' = 0 o(f) + 02,0(f) temos que

C
< .
Assim,
oo oo 1
/Oo\f(a:)\dac < C/OO 1+x2dm=7r.
Deixamos a propriedade (b) como exercicio. O

Teorema 3.16. Seja f € S(R). Entio f € S(R) e, além disso, a
transformada de Fourier restrita a S(R),

F.:S(R) — S(R),
€ uma bijecao.
Demonstragao. Notamos que se f € S(R) entao (—2miz)"f € S(R)

para todo n € N. Aplicamos agora sucessivamente as propriedades
(d) e (e) do Teorema 3.7 para obtermos, respectivamente,

— .~

Fim(€) = (2mig)™ £ (€)

F € = [(=2mix)" 11 (€).
para quaisquer m,n € Ng. Conseqlientemente, para quaisquer m,n €
Np temos que

gmf(g) = (2mi€)™ [(—2miz)" f] (€)

(2mi)™
__1 .y ]
Usando a regra de Leibniz para derivacao de produto de fungoes temos
que g(x) = ((~2riz)" /)™ (z) € S(R) C RA(R). Logo, €"F)(¢) ¢
limitada, mostrando isto que f € S(R).

O fato de F, ser uma bijecao em S(R) é conseqiiéncia imediata
da férmula de inversao. O
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3.7 Teorema de Plancherel

O teorema de Plancherel para transformada de Fourier é o equivalente
da identidade de Parseval para a série de Fourier.
Seja R%(R) o espaco das funcdes f : R — C continuas e limitadas

tais que
+00 1/2
1l = ( / f<x>rdx) < 40,

também conhecido como espaco das fungoes quadrado integrdveis na
reta. Similar ao caso periddico, esta norma provém do produto in-
terno em R?(R), definido por

+o00 L
(f,9) = / f(x)g(z)dz.

—00
Uma observagao interessante é que no caso periédico, qualquer
funcao quadrado integravel no toro é também absolutamente integravel.
De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz se f é de quadrado in-
tegravel

1 1 1
/0 |f (z)]dx < \//0 1dfv\//0 [f(@)Pdz = || fll, < oo

Além disso, como estamos trabalhando com fungoes limitadas, a
reciproca também vale, ou seja, toda funcao periédica absolutamente
integravel é também quadrado integravel pois

1
[ 1@rar < s (5@ [ 1@ <o
0

z€[0,1]

No caso da reta, também temos que RL(R) C R?(R). Entretanto,
o fato de estarmos trabalhando com um dominio infinito de integracao
no nos garante a inclusao contraria. Por exemplo, a fungao
{e_lex, se r <1

1
9 se T >1
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estd em R?(R), porém nao pertence a R (R). Para isto, basta observar

que
“+00 ood
/ ]f(m)]dxz/ Y o inaf"= o0
1

oo x 1

Agora enunciamos e provamos o Teorema de Plancherel que nos
garante que a norma quadratica é invariante pela transformada de
Fourier.

Teorema 3.17. Para toda f € RL(R) temos que f(£) € RX(R). Além
disso, vale a igualdade

115 = 117 ll5-

Demonstracdo. Definimos
@) = [ Ty a) sy

Portanto, g(0) = || f||3. Por outro lado, pelo Lema 3.10, temos que
+o0 27,2
9(0) = lim (g% ¢,)(0) = lim e G(y)dy.

— —
n—00 n—oo J_ o

Logo, usando que g(y) = |f(y)|2, temos
2 : ee —my?/n?| 7 2
IFllz = lim e [ (y)["dy.
—o0

Observamos que, se fjoooo |F(y)|2dy < oo entdo o resultado segue do
teorema da convergéncia dominada. Supondo que

+oo
/_ Fy)Pdy = oo,

chegaremos a uma contradigdo e o teorema estara provado. Com
efeito, nesse ultimo caso, existe a > 0 tal que

/ " \F)Pdy > 20513

—a
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Logo, pela convergéncia uniforme local de f,(y) = e_7r3/2/’"”2|f(y)|2

para | f(y)[2 quando n — oo e o fato de f, ser monStona crescente
(far1(y) = fauly)), existe algum ng € N tal que

oo —my?/n? | 21,02 ¢ —my?/n? 7.\ 12 2
/ I ) Pdy > / I Fly) Pdy > 2] £13,

para todo n > ng, o que é impossivel. ]

3.8 Formula de Soma de Poisson

Finalizamos o capitulo conectando as teorias da série e da trans-
formada de Fourier através da belissima férmula do somatério de
Poisson.

Seja f € CO(R) e suponhamos que para todo = € R a série

9(@) =3 fa+n)

nel

convirja absolutamente. Observemos que com tais condigoes, g(x) é
uma fungao periddica de periodo 1. Suponhamos ainda que a série
de Fourier de g convirja pontualmente, ou seja,

g(z) =Y glm)e*™me.
meZ
Calculando no ponto x = 0 ambas expressoes para ¢ temos

S F(n) = 9(0) = 3 Gi(m)

ne”Z meZ

1 o
=D /0 gly)e " dy (3.16)

mEZ

1 .
oy a—

meZ neL
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Assumindo que podemos trocar o sinal do somatério em n com a inte-
gral e usando a mudanca de variavel y — z —n, de (3.16) concluimos
que

1
S =Y /0 S fly + n)e 2y

nel MmEZ nez

1 i
= n)e <MY
-y (22;/ﬁ fly+n) dy)

meZ

» (3.17)
=2 (Z / f(Z)e‘Q”imde>

meZ neOZO " | R
_ mze:Z </OO F(z)e 2w dz> = mzejzf(m%

obtendo-se assim a seguinte identidade

) =" fn). (3.18)

nez ne”L

A férmula (3.18) é conhecida como Férmula de Soma de Poisson e
as dedugoes para chegar a mesma foram feitas de maneira formal. A
seguir damos condicoes nas quais a férmula vale efetivamente com o
rigor matematico necessario.

Teorema 3.18. Seja f € RL(R) (N C'(R) tal que para algum § > 0 as
funcoes
(L4 [z)f (@) e (14 |z)"™*f (=)

sao limitadas. Entdo a Formula de Soma de Poisson

Y f)y =" Jn)

nez neL

vale, onde f(n) = fj_;o f(x)e 2™y,
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C

(14 |z + n|)t+o’
Weierstrass a série Y f(x + n) converge uniformemente para uma
nez
fungao continua g. Pelo mesmo argumento, a série Y. f/'(z+m) con-
MEZ
verge uniformemente para uma funcio continua h. Agora observamos

que, pela convergéncia uniforme, valem as igualdades

/Ox h(z)dz = /Ox > Ft+m)dt

Demonstragao. Como f(x +n) < pelo teste M de

meZ
= ’ "(t +m)dt
m%/o ft+m) (3.19)
m—+x
- Z/ fl(s)ds =Y [f(a:+m) — f(m)|ds
mez” ™ meZ
= g(z) — 9(0).

Derivando (3.19) temos que h(z) = ¢'(x), o que implica que que
g € CYT), ou seja, g é continuamente diferencidvel de periodo 1.
Ora, pelo Teorema 2.26 do capitulo 2 a série de Fourier de g converge
uniformemente para g e, portanto, todos os passos formais feitos em
(3.16) e (3.17) valem de forma rigorosa sob as hipéteses assumidas.
Isto conclui a prova do Teorema. O

3.9 Exercicios
1. Sejam f,g € RY(R) e A € C. Prove que

@) [IAflly = [MAS
() Ifly =0« f=0,
() If+glly < f1l + llgll-

2. Mostre que uma seqiiéncia { f,,} de funcoes continuas, definidas
na reta, converge uniformemente localmente para uma fungao
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10.
11.

[ se, e somente se, ela converge uniformemente em qualquer
intervalo fechado [a, b] da reta.

Mostre que f(z) = e %" € S(R). Sugestio: use inducdo.

Prove que se f € S(R), entao ffooo |f(x)[Pdx < oo para todo
p=> 1L

Prove que se f € CQ(]/I\%) é tal que f, f', f € RLY(R), entdo fe
RI(R). Logo, f € RL(R).

Dé um exemplo de funcio em R} (]IAQ) que nao esteja em S(R).
Considere o operador transformada de Fourier
F.:RY(R) — RI(R).

Prove que se A é autovalor de F, entdo A\* — 1 = 0, ou seja,
0s possiveis autovalores sao A\ = +£1,+i. Dé um exemplo de
auto-funcao associada a algum desses possiveis autovalores.

*Seja M : S(R) — S(R) um operador linear tal que
M(zf)(x) = s M(f)(x).
Prove que existe g € C*°(R) limitada tal que M(f) =g f.

Assuma que a é um nimero real nio nulo e que f € RY(R).
Encontre a transformada de Fourier de g(z) = f(z) cos(az) em
fungao da transformada de Fourier de f.

Existe alguma funcdo f € RY(R) tal que f\(f) =1- %?
Assuma que f é diferencidvel e que tem transformada de Fourier

1+t

Calcule f7(0).
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12. Seja f € R! (R) tal que f(z) é positiva para todo = € R. Prove

o~

que |f(§)] < [f(0)] para todo £ # 0.

13. Dado a > 0, verifique que vale a identidade

1 i a _ 1+ e 2ma
s a2+ n?2 1 —e2ma’
n=-—o00




Capitulo 4
Aplicacoes

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas aplicacoes das teorias
das série e da Transformada de Fourier desenvolvidas nos capitulos
anteriores.

4.1 Somando Séries Numéricas

Nao poderiamos deixar de fazer uma aplicacao rapida sobre soma de
séries numéricas. A idéia bésica é calcular a Série de Fourier de uma
funcao na qual a série convirja e avalia-la num dado ponto.

No Exemplo 2.2 do Capitulo 2 calculamos a Série de Fourier da
fungao f(z) = |z|, z € [-1/2,1/2], f(x + 1) = f(x), a qual converge
pontualmente para f pelo Critério de Dirichlet. Assim,

1 1 .
el =7 - > m62ﬂ(2n+1)m’ x €[-1/2,1/2].
In|>1

Tomando z = 0 obtemos que

> m =i
= m2(2n+1)2 4

O1
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donde,

[e.e]

Z#ﬂf
(2n+1)2 4

n=0

Por outro lado, aplicando a identidade de Parserval temos que

1 1 = (5
TR n|z>1 i HZ_OO | (n)]
- 1/2
S IGRE
—1/2

e assim,
> e
m(2n +1)4 48
In|>1
No Exercicio 6 indicamos outro exemplo cldssico onde podemos aplicar

este método.

4.2 A Série Theta

A funcao theta se define da seguinte através da série

19(3) _ Ze—wn%,

ne”

para todo s > 0. Notamos que ¥ esta bem definida dado que a série
converge absolutamente se comparamos, por exemplo, com a série
> 7712’ uma vez que lim n2e~™’s = () por ser s > 0.
nez* n—oo
Usando a Férmula de Soma de Poisson provaremos que ¢ satisfaz

uma importante equagao funcional, a saber:
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s

Teorema 4.1. Para todo s > 0 tem-se U(s) = %19(1/3)

Demonstragao. Seja fs(z) = e—mse? Entao, pelo Lema 3.9, temos

que f; = f1. Portanto, usando o item (c) do Teorema 3.7 segue que
~ 1
F.©) = Zohil6)
Como fs € S(R) para todo s > 0, pela féormula do Somatério de
Poisson obtemos

S ) =3 Fln) = } S fujaln),

ne” nez ne”Z

ou seja ¥(s) = %19(1/3). O

s

Observacao 4.2. A funcao ¢ pode ser estendida a todo nimero
complexo s com parte real positiva (Re(s) > 0), sendo vélida ainda a
equacao funcional provada acima. Além disso, esta funcao se conecta
com a funcao zeta de Riemann, definida por

()= . Rels) > 1

n=1

a qual joga um papel fundamental na teoria dos niimeros primos.

4.3 O Teorema da Amostragem de Shannon

O resultado que provaremos a seguir tem importantes aplicagbes na
tecnologia usada para a gravagao de audios.

Teorema 4.3 (Teorema da Amostragem de Shannon). Suponha que
f € R:(R) e que f(&) =0 para |¢| > c. Entdo

Fl) =30 £ (M) sen (cz — o)

C CTr — nm
nezZ

onde a soma € uniformemente convergente em R.
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Demonstracdo. Pela formula de inversao da Transformada de Fourier
segue-se que

fa@) = = [ je)entae = L / 2 fee g, (4)

V 27T —c 2C —c V 27T

Definimos agora as funcoes

9(&) = (€) e h(&)=e",

as quais consideramos como restrigdes no intervalo [—c, ¢] de fungoes
2c-periddicas e cujas respectivas séries de Fourier sao

=Y g(n)e e e = " h(n)e'"TE, (4.2)
nez nez

com coeficientes dados por

) =5, [ @ et = oo [ e -
nm
=1 (-7)
(§]
) = 3¢ /_ e F e = o /_ e (4.4)

sen (cx + n)

cx + nm

Aplicando a identidade de Parseval polarizada para fungoes 2¢-periédicas
podemos reescrever (4.1) comno segue

1 [¢ 2¢c
f(g;):f 7C\/%
/ W& de =3 g(n)

nez

f(&)e~ixEdg
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Usando em (4.5) a expressao dos coeficientes de Fourier de g e h,
dadas em (4.3) e (4.4), obtemos

Fo) = S gl = 3 f (1) senler b nm)

c cx +nw
neL neL +
Zf <n7r> sen (cx — n)
c cr —nmw
neZ

O

Observagao 4.4. O Teorema de Amostragem de Shannon nos diz
que, se assumimos que um sinal f(x) é construido usando apenas
freqiiéncias angulares ¢ abaixo do valor ¢ (|¢| < ¢) entao é possivel
reconstruir completamente o sinal se usamos uma amostragem do
mesmo em intervalos de comprimento 7/c.

4.4 A Equacao de Laplace no Semiplano

A aplicacao que faremos a seguir se encontra no contexto das Equagoes
Diferenciais Parciais. Especificamente, resolveremos o Problema de
Valor Inicial associado a Equacao de Laplace no Semiplano

H" = {(z,y) € R?; y > 0}.
Isto é, queremos achar um funcgao w tal que

2 2
{gﬁ<m,y>+gy3<x,y>:o, (w,y) € HY,

0 (4.6)
u(z,0) = f(z) € O(R), =z €R,
onde u é considerada na classe de fungoes que satisfazem:

. . 2 2 2 - ,
(i) ue C*HT), ie, %(m,y), ai,—gy(x,y) e gﬁ(w,y) sdo continuas
em H™T,

(ii) u(-,y) € RL(R) para cada y > 0.
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Usando as hipéteses colocadas para u podemos aplicar a Transfor-
mada de Fourier na varidvel x para transformar a equagao de Laplace
na seguinte familia de equagoes diferenciais ordinarias:

{—4w252a(§, w)+ GEEY) =0, EER,
a(&,0) = f(&).

onde assumimos que a derivagdo com respeito a variavel y comuta
com a Transformada de Fourier na variavel x, ou seja,

(4.7)

52u o0 9%y —omitr
@(fay) :/ aTJQ(SUaZ/)e AT
62 +oo .
= 502 (/ u(x,y)e_Zméwdx>
Y —c0
0*u
= ain(fd/)-

Agora, fixamos a varidavel & e resolvemos a equacao diferencial or-
dinéria de segunda ordem (4.7) na varidvel y, cuja solugao geral é
dada pela expressao

(&, y) = A&)e W 1 B(¢)emE, (4.8)

onde A(§) e B(&) sdo constantes reais que dependem de £. Como
u(§,y) é limitada para y > 0 temos que B(&) = 0. Ora, da expressao
(4.8) segue-se que u(§,0) = A(€) = f(£), consequentemente

o~

(e, y) = f(&)e k. (4.9)
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Lembramos agora que no Exemplo 3.13 provamos que

47y

Pyla)= — Y
() 4222 + 4r2q2

é a transformada inversa de e~ 7€V, Logo, de (4.9) tem-se

~

(€, y) = F(&)Py(€)

Agora podemos recuperar a solugao u(zx,y) aplicando a propriedade
da transformada da convolucao, precisamente temos que

w(x,y) = f*Py(x) = Yy /OO Ls)ds.

T ) oo (2 —5)2 + 92

A férmula acima é conhecida como Férmula Integral de Poisson para
o semiplano.

4.5 A Desigualdade Isoperimétrica

Nesta se¢ao veremos como as Séries de Fourier podem resolver um
problema classico em Geometria Diferencial. Mais especificamente,
vamos usar a teoria das Séries de Fourier para demonstrar a famosa
Desigualdade Isoperimétrica para curvas no plano R2.

Como veremos mais adiante, a Desigualdade Isoperimétrica é
uma desigualdade que relaciona o comprimento de uma curva plana
fechada com a area delimitada pela curva, e foi concebida para re-
solver o seguinte problema:

Problema Isoperimétrico 1: Dentre todas as curvas fechadas
simples no plano de comprimento L, qual é a curva (se existir) que
limita a maior drea?

Podemos provar (veja o Exercicio 1) que resolver este problema é
equivalmente a resolver o seguinte:
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Problema Isoperimétrico 2: Dentre todas as curvas fechadas
no plano que limitam uma drea fiza A, qual € (se existir) a que tem
o menor comprimento?

Sendo estes dois problemas equivalente, vamos nos referir a am-
bos simplesmente por Problema Isoperimétrico. O leitor deve se con-
vencer que a curva que é solucao para o Problema Isoperimétrico é
um circulo.

Apesar do Problema Isoperimétrico ser conhecido desde os tempos
da antiga Matemadtica Grega, uma prova completa s veio aparecer
em 1870 com Karl Weiestrass. Hoje em dia podemos encontrar varias
outras demonstragoes para o Problema Isoperimétrico (veja por ex-
emplo [11]), e também vérias generalizagoes; muitas delas ainda sem
respostas (consulte [12] sobre resultados recentes).

Como veremos a seguir, a Desigualdade Isoperimétrica resolve
este problema completamente.

A fim de enuciarmos precisamente nossos resultados necessitamos
lembrar algumas definigoes.

Definigao 4.5. Uma curva plana é simplesmente uma funcao continua
a: I — R? de um intervalo I da reta no plano Cartesiano.

Dizemos que a é simples se o é injetiva. E dizemos que « é
fechada se I = [a,b] e a(a) = a(b).

Nem toda curva plana simples e fechada tem o seu comprimento
bem definido, o qual pode ser definido por meio de aproximagoes por
curvas poligonais. Aqui ndo queremos entrar nesta discussdo. Para
darmos uma defini¢ao eficiente de comprimento de curvas vamos fixar
mais algumas notagoes.

Se escrevemos «(t) = (x(t),y(t)), entdo lembramos que « é difer-
enciavel quando as fungoes = e y sao funcoes reais diferencidveis.
Neste caso o (t) = (2'(t),%'(t)). A curva « é dita de classe C*, k € N,
se as funcdes x e y sao funcdes de classe C*. Finalmente dizemos que «
é regular se o seu vetor tangente nunca se anula, ou seja, o' (t) # (0,0)
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Figura 4.1: Curva fechada e curva nao fechada

para todo t. Quando queremos estudar propriedades geométricas lo-
cais das curvas é comum exigir que a curva seja regular, pois neste
caso temos uma reta tangente bem definida. Abaixo encontramos um
exemplo de uma curva diferencidvel que nao é regular.

Exemplo 4.6. Seja a : R — R? dada por a(t) = (£3,t?). Entao a

é de classe C* para todo k > 1 e o/(t) = (3t2,2t). Portanto o vetor
tangente a « no ponto t =0 é (0,0).

Figura 4.2: Curva nao regular

Quando « é uma curva regular temos uma boa definicao para o
comprimento.
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Definigdo 4.7. Seja « : [a,b] — R? uma curva regular. O compri-
mento de a no intervalo [a, b] é definido por

b
L(a) _/ o (1) dt.

Para muitas aplicacoes é conveniente identificar a curva o : I —
R? com o seu traco C = o(I) C R%. De fato,se ¢ : J C R — I
é um difeomorfismo (bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel)
e B:J — R? ¢ definda por B(s) = a(p(s)), entdo a e 3 tém o
mesmo trago e o mesmo comprimento L(a) = L(3) (veja o exercicio
2). Neste caso, dizemos que [ é uma reparametriza¢io de o e ¢ é
chamado de mudanca de parametro. Podemos verificar que o e
tém varias propriedades geométricas em comum, e é isso que motiva
a fazer a identificagdo de uma curva com o seu trago. Em particular,
dada uma curva « regular sempre existe uma reparametrizacao de «
cujo vetor tangente é unitario. Quando isto ocorre dizemos que « é
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Finalmente, lembramos que o Teorema de Jordan-Brower para
curvas planas garante que qualquer curva fechada simples divide o
R? em duas regides, uma limitada e outra ilimitada (veja [7] para um
demonstragao no caso diferencidvel). Mais uma vez, supondo que « é
uma curva regular, é possivel mostrar que a area da regiao delimitada
por « : [a,b] — R?, a(t) = (z(t),y(t)) é dada por

b
A= / 20y (1) — y(t) (£)d .

1
2
Esta férmula pode ser obtida do Teorema de Green (veja por exemplo
[9] p. 427).

Agora estamos prontos para enunciar e provar o nosso principal
resultado desta secao.

Teorema 4.8 (Desigualdade Isoperimétrica). Seja C C R? uma
curva regular, simples e fechada no plano, de comprimento L e de-
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limitando uma regigo de drea A. Entao vale que

2
A< 4% (4.10)

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, C € um circulo.

Antes de apresentar a demonstragao (usando as Séries de Fourier)
veremos como esta desigualdade resolve os dois problemas isoperimétri-
€Os que enunciamos acima.

Primeiro, fixado L temos que (4.10) é uma cota superior para
a area A e, se uma curva C' tem a maior drea dentre todas com
comprimento L, entdo temos a igualdade em (4.10) e portanto C' é
um circulo, o que resolve o Problema Isoperimétrico 1.

Por outro lado, fixado A, (4.10) é uma conta inferior para L, a
saber v4dr A < L, e, analogamente, a curva que tem o menor com-
primento é a que realiza a igualdade, donde um circulo. E assim
também resolvemos o Problema Isoperimétrico 2.

Agora observamos que a desigualdade isoperimétrica é invariante
por homotetias. Com efeito, seja C' uma curva plana de comprimento
L e limitando uma regiao de drea .A. Tomando uma homotetia de
fator A\ obtemos uma nova curva C de comprimento L e limitando
uma regido de drea A tais que A = /\2A e L = AL (veja exercicio 3).
Assim, vale a desigualdade isoperimétrica para C' se, e somente se,
vale para C.

Portanto, para fins de demonstracao podemos supor que L = 1.
Neste caso precisamos mostrar que A < ﬁ.

Prova da Desigualdade Isoperimétrica:

Demonstragdo. Sejay : [0,1] — R2, y(s) = (2(t), y(t)) uma parametrizacio
de C pelo comprimento de arco,
ie.,

IV OIF = (@'(5))* + (' ()* =1, Vs €(0,1).
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Como 7 é fechada, temos que z(s) e y(s) sa@o fungoes periédicas,
(de periodo 1), e, por um argumento de aproximagao, podemos su-
por que z e y sao de Classe C2. Assim vamos supor que as Séries
de Fourier de z, y, 2’ e y' convergem uniformemente e em média
quadratica:

r(e) = S FmE, ys) = 3 gm)er,
7'(s) = Z a/c\’(n)e%ms = Z 2min(n)e*mns

y/(S) _ Z g’/\/(n)€2m'ns _ Z 27rin:/y\(n)627rins.

Como estamos supondo que v estd parametrizada pelo compri-
mento de arco, temos que

1
/0 @ (5)2 + ¢/ (5)2)ds = 1.

Aplicando a Identidade de Parseval obtemos,

Y An’nlP(2(m)? + [5(n)?) = 1. (4.11)

n=—oo

Por outro lado, temos a formula da area da regiao limitada por C
na qual podemos usar a Identidade de Parseval Polarizada (Corolario
2.25) obtendo,

b
A=l x(t)y'(t)—y(t)x’(t)dt'
= Al 3 i) - 9n)E)]

Neste ponto devemos lembrar das seguintes desigualdades (veri-
fique!)
|2 — wz| < |2||w| < |2)? + |w|?, z,weC. (4.12)
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Mais ainda, vale a igualdade se, e somente se, z = w.
Agora, lembrando de (4.11), vamos usar os extremos nas desigual-
dades acima e o fato que |n| < |n|? para estimar o valor de A,

A < om Y Pl - [am)P)

n=—oo
1
< —.
~ Ar
Que ¢ a desigualdade que estdvamos procurando.
Para finalizar, devemos analisar o que acontece com as funcoes x
e y quando temos a igualdade A = ﬁ.
A nossa primeira observacio é que neste caso temos |n| = |n|?,
o que s6 é verdade quando n = 0, 1, —1. Assim usando as Séries de

Fourier de z e y temos que

#(s) = B(=1)e72m 4+ 5(0) + #(1)e?"

y(s) = §(=1)e 2" 4 §(0) + (1)

Agora, lembramos que z e y sdo fungoes reais, ou seja ¢ = T
e y = 7, e isto implica que &(n) = &(—n) e g(n) = y(—n) (veja
exercicio 10 no capitulo 2). Usando este fato na identidade (4.11)
concluimos que 2(|#(1)|2 + [9(1)|?) = 1; e como vale a igualdade em
(4.12) devemos ter |Z(1)| = |g(1)| = 1/2. Assim, podemos escrever

1 54 1,
i(l) — 5627#“1 e 3}(1) — 5627”’3.

Dessa forma, pondo #(0) = a e §(0) = b, temos que
1 A :
2(s) =a+ 3 (€—2m(s+a) + e—27rz(s+oz)) = a+ cos(s + a),

e analogamente
y(s) = b+ cos(s + ).
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Finalmente, temos que 2|z(1)g(1) — g(1)z(1)| = 1. Aplicando a
notacao acima nesta igualdade temos,

1 = %|62m'a6—27ri6 _ 627ri66—27ria|
1 .. .

_ §|62m(a7ﬁ) o 6727”(0476)’

= [sen(a — )],

donde o« — 8 = km /2, para algum k € Z.
Portanto, podemos escrever

z(s)=a+cos(s+a) e y(s)=b+sen(s+ )

x(s) =a+cos(s+a) e y(s)=b—sen(s+a),

dependendo da paridade de k. Em todo caso, temos que a curva v é
a parametrizacao de um circulo. Isto conclui a prova. O

4.6 Exemplo de uma Funcao Continua que
nao tem Derivada em Nenhum Ponto.

Normalmente, quando estudamos (ou ensinamos) o conceito de dife-
rencibilidade conseguimos provar, sem maiores dificuldades, que toda
funcao diferenciavel é continua. Também é muito comum nos de-
pararmos com o cldssico exemplo da fun¢ao modular f(z) = |z| como
contra-exemplo para a reciproca, ou seja, este é um exemplo de uma
fungdo continua que nao é diferencidvel. Isto constuma convencer
bem a platéia (possivelmente ainda em éxtase diante do novo con-
ceito) e é possivel que um estudante venha a concluir o seu curso
com apenas este exemplo ou algumas poucas variantes dele.

Por outro lado, o estudante mais curioso pode nao ficar muito
convecido com o exemplo dado, afinal a fungao f(z) = |z| nao é
diferencidvel apenas na origem, e por construcoes semelhantes s6 é
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possivel gerar fungoes continuas com um nimero finito (ou até enu-
meravel) de pontos onde a derivada nao existe.

Usando o Teorema de Baire é possivel mostrar que, fixado um
intervalo [a,b] C R, o conjunto das fungoes continuas que possuem
derivada em algum ponto de (a,b) é magro no conjunto das fungoes
continuas que nao possuem derivada em ponto algum (veja [10], p.
195). A grosso modo, isto significa que a “maioria”das func¢oes conti-
nuas (definidas num dado intervalo) nao possui de derivada em nen-
hum ponto.

Como ocorre com varios outros entes patoldgicos da matematica,
os exemplos concretos geralmente requerem argumentos mais elabo-
rados.

Para o deleite dos curiosos, vamos apresentar aqui uma familia
de funcoes continuas, onde cada uma delas nao possui derivada em
nenhum ponto, e faremos isso usando as Séries de Fourier.

Teorema 4.9. Para cada o € (0,1), a func¢do

o0

ra(z) =) 270 (4.13)

n=0
€ continua em R, mas ndo € diferencidvel em nenhum ponto de R.

Notemos que a funcgao r, esta expressa em termos da sua Série de
Fourier e que nesta série apenas os coeficientes da forma 1%, (2") nao
sao nulos, e estes sao muito pequenos. Isto significa que cada soma
parcial tem pouca amplitude e muita frequéncia; essencialmente, este
é o motivo porque esta funcdo (o limite dessas somas parciais) nao é
diferenciavel.

LIS A o —no L 2mi2" x|

A continuidade de r segue do fato que a série ) " [27"%¢ | =
Yol 927" é uma série convergente, dai, pelo Teste M de Weiestrass,
a série (4.13) converge uniformemente, e como cada parcela é continua

temos que a série é uma fungao continua (veja [8] pg. 375).
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Antes de apresentarmos a demonstracao de que r, nao é dife-
renciavel em nenhum ponto vamos precisar de alguns lemas.

Seja f : R — C uma fungao periédica f (ou definida em [0, 1))
cuja a série de Fourier é convergente, ou seja,

Z f(n) 627rinm ]

Entao ja vimos que Sy (f) = f* Dy e on(f) = f* Fn, onde Dy é o
nucleo de Dirichlet e Fiy é o ntcleo de Fejér.

Lema 4.10. Se f € R(T) € uma fung¢ao continua que € diferencidvel
em xg, entao

on(f) (zo) = O(log N), quando N — oo.

Demonstragao. Como on(f) = f * Fy, temos, derivando sob o sinal
da integral,

1
/(o) / Fly(o — y) f(y)dy = /0 Fle(y)f (zo — y)dy.

1
Como Fy é periddica, fol F\(y)dy = [?, Fy(y)dy = 0. Assim pode-
mos escrever :

o (g) (z0) = / * Pl (o — ) — Flao)ldy.

N[ =

Como f é diferencidvel em zy temos que

jox(a) (20)] < C / Pl o) dy,

N} \

onde C' é uma constante positiva.
Agora temos duas estimativas para Fj:
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1. |Fy(y)| < CN2.
De fato, como Fpy é uma combinacgao linear das fungoes e
com —N < n < N, cujos coeficientes sao limitados por 1, entao
F}, também é uma combinac@o linear das mesmas fungoes,
porém com os coeficientes < N. Assim,|Fy| < (2N + 1)N <
CN?, onde C é uma (outra) constante positiva.

2minx
M

2. [Fr()l < 15

2
Neste caso lembramos que Fi(y) = % Derivando esta

expressao obtemos,

Flo(y) = 2msen (Nmy) cos(Nmy) 27msen? (Ny) cos(my)
sen? (my) sen3 (my)

Agora usando os fatos que | cos(y)| < 1, [sen (N7y)| < CNly| e
|sen (7y)| > cly|, se |y| < 1/2, concluimos a segunda estimativa.

Usando essas estimativas temos que

ox(f) (@)l < C @l dy+C [ Falldy
lyl=1/N lt|<1/N
< C/ idy—&—C’N dy
=1/ 1Yl [t|<1/N
O(log N) +0O(1)
= O(logN).
O

Agora precisamos definir mais um tipo de convergéncia para Séries
de Fourier.

Definigao 4.11. Definimos a média com atraso de f como sendo

AN(f) = 20on(f) —on(f).
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Neste caso temos que Ayx(f) = f * [2Fan — Fn].
Sobre as médias com atraso temos a seguinte consequéncia do
lema anterior.

Corolério 4.12. Seja f € R(T) nas mesmas condi¢oes do Lema 4.10.
Entao vale que

An(f) (z0) = O(log N), quando N — cc.

Finalmente, temos dois fatos particulares sobre a familia de fungoes
To-

Lema 4.13. Sy(ra) = Ani(ra), onde N’ é o maior inteiro da forma
28 menor ou igual a N. Em particular, Son(rs) = Aon(ry).

Deixamos a prova deste lema como exercicio para o leitor.
Lema 4.14. Se 2N = 2", entdo
Aon(T4) — An(ry) = 27?2
Demonstragdo. Segue do lema anterior, visto que
Aon(Ta) — An(ra) = Son(ra) — Sn(re) = 27 22",

O

Agora podemos concluir a prova do Teorema 4.9. Suponhamos
que 7, é derivavel no ponto xy. Entdo derivando a identidade do
lema 4.14 temos

|Agn (r0) (z0) — An(ra) (z0)| = |2mi2na—nee?miz e
— CQn(lfa) > Clea’ (4'14)

para alguma constante C' > 0.
Por outro lado, pelo Corolario 4.12 temos que

Agn (o) (0) — An(ra) (zo) = O(log N).

Isso é uma contradigdo com a estimativa (4.14). Com esta con-
tradicdo concluimos a prova do Teorema 4.9.



[SEC. 4.7: O TEOREMA DE WEYL 109

4.7 O Teorema de Weyl

Vamos agora descrever uma aplicagao que se encontra na fronteira dos
sistemas Dinamicos com a Teoria dos Numeros. A mesma refere-se a
distribuigao de nimeros irracionais no intervalo [0, 1].

Antes de enunciar o resultado principal damos alguns conceitos
preliminares. Dado um ndmero real  denotaremos por [x] o maior
inteiro menor ou igual do que z e por (x) = x — [z] a parte fracionaria
de z. Por exemplo, [2.3] =2 e (2.3) = 0.3, bem como [—-1.7] = —2 e
(—1.7) = 0.3 Notamos também que, (z) € [0, 1), para todo z € R.

Definimos agora a seguinte relagao de equivaléncia em R. Dizemos
que dois nimeros reais z e y sao congruentes moédulo 1 se x —y € Z
e usamos a notacao

r=ymod 1

para representar esta frase.

Observamos que qualquer nimero real x é congruente com um
unico nimero no intervalo [0,1), que nao é mais que sua parte fra-
cionaria (z). De fato, se existem inteiros n e m e nimeros reais
Qn, 0y, € [0, 1) tais que

T =N+ oy =m—+ Qp,
entdo [n — m| = |, — a,| < 1. Logo n = m e o, = ay,. Por-
tanto, na congruéncia médulo 1 basta considerar apenas os nimeros
do intervalo [0, 1).
Seja o # 0 um numero real e consideremos a sequéncia de seus
multiplos
Olhamos agora para a sequéncia de suas partes fracionarias

(), (20), ..., (na),... (4.15)

e observamos os seguintes fatos:
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e Se o = p/q é racional, entdo a sequéncia (4.15) possui apenas
um numero finito de elementos distintos, que sao

(p/a), 2p/q),-...((¢d —1V)p/a),(ap/q) = 0.

e Se a éirracional, entdo todos os elementos de (4.15) sao distin-
tos. De fato, se (na) = (ma) com n # m, entdo na — ma € Z,
sendo « irracional o que é uma contradicao.

Provaremos a seguir resultados mais profundos acerca da sequéncia
(4.15). Por exemplo, mostraremos a densidade da sequéncia dela no
intervalo [0, 1), resultado provado por Kronecker e que obteremos aqui
como conseqiiéncia do Teorema de Weyl, o qual garante que garante
que a sequéncia (4.15) é uniformemente equidistribuida no intervalo
[0,1).

A seguir definimos o que entendemos por sequéncia uniforme-
mente equidistribuida.

Definicao 4.15. Dizemos que uma sequéncia {ay, }nen de nimeros
reais é uniformemente equidistribuida no intervalo [0, 1) se para todo
intervalo (a,b) C [0,1) tem-se

i ANy

)
N—oo

onde Ay = {1 <n < N; o € (a,b)} e |Ay| é 0 ntimero de
elementos de Ap.

Exemplo 4.16. A sequéncia

.0 L0, ...

)

>~ N
> w

1
) 47

[\
Wl =
Wl o

é equidistribuida em [0,1). Além disso, ela é densa em [0, 1), pois
contém os racionais deste intervalo.
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Exemplo 4.17. Sendo {r, },eny uma enumeragao de QNJ0, 1), defin-
imos a sequéncia {ay, }nen por

rn, se n =2k,
oy, = 2
0, se n=2k-1,

nao ¢ equidistribuida em [0, 1), pois se tomamos (a,b) = (0, 1), para
todo N € N metade da sequéncia estara fora de (0,1). Logo,
|[An| 1

lim ——

=—-#1.
N—oo N 27'é

Noentanto, a sequéncia {ay, }nen € densa em [0, 1).

Os exemplos acima mostram que o conceito de equidistribuicao é
mais fino que o de densidade e que para uma sequéncia ser equidis-
tribuida devera ter um bom ordenamento dos seus termos.

Proposicao 4.18. Seja {aytnen equidistribuida em [0,1). Entao,
{an}nen € densa em [0,1).

Demonstragao. Seja zg € [0,1) e 6 > 0 tal que (zo—J,x0+0) C [0, 1).
Assim,

- |An|

lim —— =2>0

m :

N—o0

o que implica que existe algum termo da sequéncia no interior do
intervalo (xo—6, xo+¢). Como 6 é arbitrario a densidade esta provada.
O

O seguinte resultado serd a peca chave na prova do Teorema de
Weyl.

Lema 4.19. Seja f € C°(T) e « irracional. Entdo,
N 1

. 1
lim N Z flna) = [ f(x)dx.

0
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Demonstracdo. Dividimos a prova em trés passos.
(1) Primeiro suponhamos que f = eg = 1 a igualdade é ébvia. Se
f =ep(z) =™ com k # 0, temos

onde o fato de « ser irracional nos garante que 1 — e2™*e =£ (),

(2) Como o lema vale para as fungoes ey (x) = €™ k € 7, entdo
também vale para todo polinémio trigonométrico.

(3) Sendo f continua e periédica, dado € > 0 existe um polinémio
trigonométrico tal que

€
sup | f(z) - p(z)| < 5
zeR

(conseqiiéncia do Teorema de Fejér). Pelo passo (2), existe Ng >> 1
tal que para N > Ny tem-se

N 1
v o pine) = [ ptais

<<
3

Portanto,
L 1 1 X
N 2 Sne) - |t < v 2 F(n) = p(nc)
N 1
+ Jbzp(na)—/ p(x)de

)|d <
/|p |a:<3—|—3+3

para todo N > Nj. O

Finalmente, enunciamos o Teorema de Weyl.
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Teorema 4.20 (Teorema de Weyl). Seja « irracional. Entao, a
sequéncia

(o), (2a), ..., (na),...

¢é uniformemente equidistribuida em [0, 1).

Demonstracao. Consideremos uma extensao periddica, de periodo 1,

em toda a reta da fungdo caracteristica x (4. O primeiro passo serd
b

observar que

N
AN =[{1<n<N; a, €(a,b)}] = ZX(a,b)(nO‘)'
n=1

Portanto, provar o teorema é equivalente a provar

1
lim — Z X(ab) (nQV) /0 X(ap) (T)d.

N—oco N

Agora s6 resta aproximar a funcao caracteristica (4,4 por fungées
periédicas continuas f e f tais que

fo(@) < fla) < fF (x)

e satisfazendo
1 1
b—a—2e§/ fo(z)dz e / fF(z)dz <b—a—+2e.
0 0
Assim,

Zf na) <1fj (1) < 3 )
N - N — _anl € ’

de onde, usando o Lema 4.19, obtemos as desigualdades

b—a—2e<hm1nf—2x(ab) no)

N—o0
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e o
lim sup — X(ab)(na) <b—a+ 2e.
N—oo N ; (a, )( )
N
Como € é arbitrario, temos A}im + > X(ap)(n) = b —a. O
—00

n=1

4.8 Exercicios

1. Mostre que o Problema Isoperimétrico 1 é equivalente ao Prob-
lema Isoperimétrico 2.

2. Seja a : I — R? uma curva regular e ¢ : J C R — I é um
difeomorfismo. Se 3 : J — R? é definda por §(s) = a(p(s)),
mostre que « e 4 tém o mesmo traco € o mesmo comprimento

L(a) = L(P).

3. Seja T : R? — R? uma homotetia de fator A, ou seja T'(v) = Awv,
e seja C C R? uma curva regular fechada de comprimento L
limitando uma regido de drea A. Se C' = T(C) mostre que o
comprimento de C' é igual a AL e a area limitada por C' ¢é igual

a \2A.

sent

4. Mostre que a curva «[0,1] — R? dada por a(t) = (¢, 32), se
t € (0,1] e «(0) = (0,0) nao tem comprimento bem definido.
[Sugestao: Mostre que o comprimento de « restrito ao intervalo
[e,1] vai para infinito quando & — 0.]

5. Prove o Lema 4.13.

6. Use a Série de Fourier da funcao f(z) = 22, x € (—1/2,1/2),
f(z) = f(x + 1), para encontrar a soma » .-, n%
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