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Preambulo

A idéia deste livro surgiu a partir do cansag¢o do Lorenzo com a
ferradura. Depois de inumeras palestras falando mais que o devido
de “ferraduras” parecia um bom momento para divulgar os Sistemas
Dinamicos com outros exemplos. Nesse momento Lorenzo se inte-
ressou de forma diletante pela Dindmica Aritmética, e a Danielle
foi “vitima” desse interesse. Assim, as fragOes continuas vieram a
calhar, permitindo juntar a fascinacao que elas exercem nos estudan-
tes com temas mais complexos de dindmica, com uma abordagem
relativamente elementar no inicio. Além disso, as ramificacoes do
tema fragoes continuas sao imensas, algumas, infelizmente poucas,
sao indicadas no texto. Realmente, é muito dificil resistir a atracao
deste tema.

Este livro cresceu a partir da dissertagao de mestrado da Danielle,
Fragoes continuas: propriedades ergodicas e de aprozximagao, defen-
dida no Departamento de Matemética da PUC-Rio em margo de
2006. Este texto é uma versao adaptada, revisada, aumentada e (es-
peramos) melhorada da sua dissertagao.

Sérgio Volchan e Carlos Gustavo Moreira (desde agora o “Gugu”)
leram atentamente a dissertacao e fizeram inimeros e valiosos co-
mentarios que agradecemos. Gugu também sugeriu exercicios e mos-
trou um entusiasmo olimpico no tema. Agradecemos ao Nicolau Sal-
danha por nos mostrar a figura que abre o texto. Vanderlei Horita
dedicou muitos minutos a leitura da versao quase-final do texto e fez
muitos comentarios de grande utilidade. Finalmente, agradecemos os
comentarios e sugestoes de Miguel Schnorr e Romulo Rosa.

Parte do material deste curso foi apresentado no IT Encontro Re-
gional de Sistemas Dinamicos da UNESP (setembro 2006) e na In-
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ternational School for Mathematics and Development (Cérdoba, Es-
panha) (julho 2006) em mini-cursos ministrados conjuntamente com
o Gugu. Agradecemos aos organizadores destes encontros os con-
vites, aos participantes as perguntas e comentarios durante o curso e
ao Gugu os ensinamentos no tema.

Agradecemos a Miriam Abdon sua leitura critica e cuidadosa da
versao quase-final do texto e suas sugestoes. Além disso, sem seu
apoio e ajuda durante os meses finais da redacao nao teria sido
possivel terminar este livro. Sua paciéncia e disposi¢ao para ouvir
o Lorenzo falar de fragoes continuas em jantares e cafés da manha
bem valem uma profundissima gratidao.

Danielle agradece o apoio financeiro do CNPq (bolsa de mestra-
do) e Lorenzo agradece o apoio do CNPq, Faperj e do Instituto do
Milénio.

Finalmente, agradecemos a organizacao do 26° Coldquio Brasi-
leiro de Matemdtica o convite para ministrar o curso e escrever este
texto.
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Figura 1: Representacao em fragoes continuas
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Capitulo 1

Introducao

Dado qualquer nimero real x existe uma seqiiéncia (ay)r>1 de
nimeros naturais! (em alguns casos esta seqiiéncia pode ser finita)
tal que o niimero = pode ser escrito da forma

1
T =ap+ 1 ,
g+ -
1+ T
az +

1
as + —
onde ag é um numero inteiro. Esta expressao é a expansao em fragoes
continuas do nimero x, que denotaremos por
x = ag+ [a1,a9,as,...].
Isto significa que o nimero z é o limite da seqiiéncia

Pk 1
Z—ao+ T

dk a +

az+ - 1
T
ag—1 + —
a

INeste livro o ntimero zero nao é considerado um ndmero natural.
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Os ntimeros a; sdo chamados os quocientes de z e as fragdes pi/qx
sao os convergentes de x.

Uma das vantagens desta expansao é que podemos obter pro-
priedades dos ntimeros reais apenas olhando sua expansao em fragoes
continuas. Trés exemplos: os niimeros racionais se caracterizam por
ter expansao finita (Teorema 2.1), um nidmero que é solucao de uma
equacao algébrica de segundo grau (com coeficientes inteiros) se ca-
racteriza por ter expansao periédica (Teorema 6.12), e em alguns ca-
sos € possivel determinar se um niimero é transcendente simplesmente
olhando para sua expansdo em fragoes continuas (Algoritmo 6.4).
Este tipo de propriedades “intrinsecas” nao ocorrem nas expansoes
n-arias.

Os objetivos deste texto sao apresentar a teoria de fragoes con-
tinuas enfatizando seus aspectos de aproximagcao, dinamica e proba-
bilidade (teoria ergddica) e estabelecer algumas relagdes entre eles.
Estudaremos na primeira parte do livro resultados aritméticos so-
bre fragoes continuas. Esta parte inclui o estudo da chamada apro-
ximagao diofantina (sucintamente, como um ntmero é aproximado
por numeros racionais). Na segunda parte estudaremos as fragoes
continuas do ponto de vista dindmico (estudo da transformacao de
Gauss) e introduziremos alguns ingredientes de teoria ergddica. No
ultimo capitulo do texto faremos a conexao entre os problemas de
aproximacao estudados na primeira parte e a teoria ergddica, apresen-
tando uma versao “probabilistica” dos resultados de aproximagao.

Por exemplo, no caso das expansoes n-arias um problema natu-
ral é o de determinar a freqiiéncia com que aparece um determi-
nado ntmero k € {0,1,...,n — 1} na expansio n-aria de um ndimero
“tipico” x. Veremos que este problema tem uma resposta simples.
No caso das expansoes em fracoes continuas podemos considerar um
problema similar que é determinar a freqiiéncia assintética com que
aparece um determinado nimero natural k£ como quociente na ex-
pansao em fragoes continuas de um niimero real z € (0, 1), isto é,

#{1<i<n,ai(x) =k}

3

lim
n—oo n

onde #A denota o nimero de elementos de um conjunto finito A.
Obviamente, a resposta a esta pergunta depende do nimero xz. Em
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primeiro lugar, como pode ser observado no caso n-ario, em muitos
casos este limite ndo existe. Além disso, ha infinitos x tais que k£ nao
aparece nunca na sua expansao em fragoes continuas. Porém, pode-
mos responder a esta questao em termos probabilisticos: para quase
todo ndmero x do intervalo [0,1) (isto é, um conjunto de medida
de Lebesgue total ou com probabilidade 1) o nimero k aparece com
uma freqiiéncia que depende somente de k. No caso das expansoes
n-arias a resposta a esta pergunta nao depende de k € {0,...,n—1}
e a freqiéncia é 1/n. No caso das fragbes continuas a resposta é mais
complicada (embora conceitualmente seja a mesma resposta do ponto
de vista ergddico). Por exemplo, se k < ¢ a freqiiéncia assintética do
quociente k é maior da que a do quociente £. A resposta a este tipo
de problema exemplifica a aplicacao da teoria ergédica no estudo das
fracoes continuas.

Descreveremos a seguir a organizacao do texto assim como os
principais resultados. Em primeiro lugar, tentamos escrever um texto
autocontido minimizando pré-requisitos (um primeiro curso de Ané-
lise incluindo integragao é suficiente). Como regra geral, ao longo do
texto provamos os resultados necessarios que nao sao cobertos em um
primero curso de Anélise. Por exemplo, provamos o Teorema de Baire
sobre conjuntos residuais, o Lema de Borel-Cantelli e 0 Teorema de
Birkhoff (este teorema é um resultado essencial de teoria ergddica
e terd um papel destacado nos dois ultimos capitulos do livro). As
excegoes a esta regra sao alguns resultados béasicos de teoria da me-
dida e integragao que resumiremos sem demonstragao no Capitulo 8.
Resumimos a seguir o contetido do livro.

No Capitulo 2, usando o Algoritmo da Divisao, obtemos a ex-
pansao em fragoes continuas de ntimeros racionais. Este método nos
leva a introduzir a transformacdao de Gauss,

LY s
x X

0, x =0,

T(z) =

onde |¢]| denota a parte inteira de ¢ (veja a Figura 1.1).
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Figura 1.1: A transformacao de Gauss

Esta transformacao é uma funcao do intervalo [0, 1) nele préprio
com infinitas descontinuidades (os pontos da forma 1/n, n € N).
O ponto chave é que os quocientes a,(z) da expansado em fragoes
continuas de um ndmero z € [0, 1) estao determinados pela sua érbita
positiva (T%(x));>0 pela transformagao de Gauss segundo a seguinte
férmula

1
n - 1~ | Z 17 1.1
(@) = | 7| -
onde definimos indutivamente TT!(z) = T(T%(z)). Esta relacio

permite fazer a ponte entre as expansbes em fragoes continuas e a
dindmica (estudo das iteragoes da transformagao de Gauss).

O Capitulo 3 é dedicado & expansao em fragoes continuas (tanto de
numeros racionais quanto de irracionais). Uma etapa essencial é es-
tudar os quocientes e os convergentes de um ntmero real. Obteremos
propriedades aritméticas que desempenharao um papel importante.
O resultado principal do capitulo é o Teorema 3.1 que estabelece uma
relagao biunivoca entre os nimeros irracionais I g 1y do intervalo (0, 1)
e as seqiiéncias infinitas de niimeros naturais N:

x = [a1(z),...,ax(x),...].

Veremos que dada qualquer seqiiéncia de ndmeros naturais (an)nen
o limite £ = limy—. o [a1, az, ..., ax] existe e sua expansao em fragoes
continuas tem como quocientes exatamente os a;, (isto é, a;(£) = a;).

Veremos dois exemplos interessantes de expansao em fragoes con-
tinuas no Capitulo 4. O primeiro é o nimero de ouro, o nimero cujos
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quocientes sao todos iguais a 1. Este ntimero irracional aparecera no
texto como um contra-exemplo importante no Capitulo 5 no con-
texto da aproximacao de nimeros irracionais por racionais. Também
obteremos a expansao do numero de Euler e. Surpreendentemente,
esta expansao tem uma féormula de recorréncia extremamente simples
2+4[1,2,1,1,4,1,1,8,1,1,16,1,1,...].

Iniciaremos o Capitulo 5 estudando como a seqiiéncia de niimeros
racionais [a1(z),...,ar(x)] = pr(x)/qx(x) dos convergentes de um
nimero x se aproximam dele. Como a expansao em fragoes continuas
de um numero racional é finita, este problema é interessante no caso
em que x é irracional. O Teorema 5.1 estabelece cotas superiores e
inferiores para esta aproximagao e implica que a desigualdade

‘x—%‘<%7 C >0,

tem infinitas solugdes (independentemente do valor de C' > 0). Este
resultado é o primeiro passo para estudar a aproximacao de niimeros
reais por racionais, aproximacao Diofantina. De forma sucinta, vere-
mos que os convergentes de um ndmero irracional sao suas melhores
aproximagoes por nimeros racionais.

De forma um pouco mais precisa, fixado ¢ € N, consideraremos o
conjunto A, dos nimeros racionais da forma a/b, a € Zel <b <
g. Queremos determinar o nimero de A, mais préximo de z (no
méaximo hé dois pontos de A, “mais préximos”de x). Estes nimeros
mais proximos sao as boas aprozximagoes de x (por racionais). Os
Teoremas 5.4 e 5.6 garantem que os convergentes de x sao suas boas
aproximagoes.

A ultima parte do Capitulo 5 é dedicada a estudar para que
numeros irracionais x existem a € N e b € Z que verificam a de-
sigualdade
C
b2’
O Teorema 5.18 estabelece um resultado geral sobre as solugoes da
desigualdade: se os quocientes a; de x sao limitados entao existe C'
tal que a desigualdade nao tem solugao; quando os quocientes sao
ilimitados temos sempre (para todo C) infinitos a/b que verificam a
desigualdade.

‘x—%’< C>0.



14 [CAP. 1: INTRODUGAO

Estudaremos também a desigualdade anterior em termos proba-
bilisticos: o conjunto dos nimeros irracionais para os quais a de-
sigualdade nao tem solucao formam um conjunto de medida nula
(Corolario 9.4). Provaremos este resultado no Capitulo 9 usando teo-
ria ergddica, obtendo um bom exemplo onde a teoria aritmética de
fragoes continuas e a dinamica se complementam.

Prosseguiremos o estudo da aproximacao de ntimeros irracionais
por racionais no Capitulo 6. Um ntamero é algébrico se é raiz de
um polindémio com coeficientes inteiros (se o polindmio tem grau n
dizemos que é algébrico de grau n, onde n é minimo com esta pro-
priedade). Caso contrario o numero é dito transcendente. O Teore-
ma de Liouville (Teorema 6.2) carateriza os nimeros algébricos como
aqueles que ndo admitem boas aproximagoes (excedem uma determi-
nada ordem) por nimeros racionais no seguinte sentido: para todo
numero algébrico x de grau n existe uma constante C(z) > 0 tal que

C(x)
b

=-3l>
oG
b

para todo a, b € Z, b > 0, tais que x # 3. O Teorema de Liouville
fornecerd um algoritmo (que usa fragoes continuas) para construir
nimeros transcendentes x para os quais para cada n € N existem
numeros a € N e b € Z tais que a desigualdade

o-3 <7
TR S

¢ satisfeita. Chamaremos estes nimeros de nimeros de Liouville.

Apresentamos também os primeiros resultados do texto envol-
vendo medida de Lebesgue (neste capitulo consideramos apenas con-
juntos de medida zero, o que simplifica consideravelmente o estudo).
Por exemplo, o conjunto dos numeros algébricos tem medida zero,
portanto, os nimeros transcendentes tém medida total. Provaremos,
por exemplo, que o conjunto dos nimeros de Liouville tem medida
zero, assim os nimeros transcendentes que nao sao de Liouville tem
medida total. Aqui aparece pela primera vez a importante nocao de
conjunto residual, um tipo especial de conjunto denso (veja o Teorema
de Baire 6.8) que usaremos no estudo da dinamica da transformagao
de Gauss.
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A dltima parte deste capitulo é dedicada ao estudo dos nimeros x
com expansoes em fracoes continuas de “tipo periédico”, o caso mais
simples ocorre quando existe k tal que

z=lar1(x),...,ax(a),a1(x),...], ou seja, a;(x) = a;rr(x), Vi.

O numero de ouro, que ji apareceu no Capitulo 4, é um exemplo
deste tipo de ntimeros. O Teorema de Lagrange 6.12 afirma que um
nimero r tem expansao de tipo periddico se, e somente se, é raiz de
um polinémio de grau dois com coeficientes inteiros.

Destinaremos o Capitulo 7 ao estudo das propriedades topolégi-
cas (transitividade, existéncia de érbitas densas, densidade de pontos
periédicos) da transformagao de Gauss.

Em primeiro lugar apresentaremos alguns exemplos mais simples
de expansoes de nimeros reais com uma dinamica subjacente, isto
é, os digitos da expansdo de um ntmero = (o equivalente aos quo-
cientes da expansdo em fragoes continuas) sdo obtidos considerando
iteragoes de fungoes mais simples que a transformagao de Gauss (te-
remos férmulas similares & expressao em (1.1)). Veremos trés casos:
as expansoes n-arias (associadas a fungao nxmodZ, n € N), as ex-
pansoes (3 (associadas a funcdo fxmodZ, 5 € (1,2)) e as séries de
Liroth (uma versao afim da transformagao de Gauss).

Neste capitulo daremos uma prova dindmica do Teorema 3.1 (cor-
respondéncia biunivoca entre os niimeros irracionais e as seqiiéncias
infinitas de nimeros naturais). Veremos que os pontos periddicos
da transformagao de Gauss (i.e., p € [0,1) tais que T™(p) = p para
algum n € N) sio densos no intervalo [0, 1). Portanto, pelo Teorema
de Lagrange obtemos que os nimeros algébricos de grau dois sao
densos em R.

O principal resultado do capitulo é a Proposicao 7.7 que afirma
que a transformacao de Gauss é topologicamente misturadora: dados
qualquer par de intervalos abertos U e V' do intervalo (0, 1) hé érbitas
indo de U a V, isto é, existem x € U e n € N tais que T"(x) € V. O
significado desta propriedade é que iterando positivamente qualquer
intervalo aberto U (isto ¢, considerarando as imagens T%(U), i > 0)
os conjuntos T%(U) se distribuem ao longo de todo o intervalo de
(0,1). A seguinte etapa é entender melhor esta distribuigio, para
isso introduziremos ferramentas ergddicas (probabilisticas).
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No Capitulo 8 estudaremos algumas propriedades ergédicas da
transformagao de Gauss e obteremos versoes probabilisticas de alguns
resultados topoldgicos do Capitulo 7. Por exemplo, responderemos
ao problema da freqiiéncia assintética dos quocientes que discutimos
no inicio da introdugao.

Iniciaremos o Capitulo 8 apresentando alguns resultados de teoria
de medida e de integragao (Segoes 8.1 e 8.2). Na Segao 8.3 provare-
mos o Teorema Ergddico de Birkhoff (Teorema 8.6), que estabelece
a relagdo entre dindmica (iteragoes por T') e medida. Nessa secao
também introduziremos a nocao de ergodicidade.

De forma muito resumida, a ergodicidade é uma versao em ter-
mos de medida da nocao topoldgica de transitividade. Por exemplo,
uma conseqiiéncia do Teorema de Birkhoff é que se uma medida v
é ergbdica para uma transformacao G, a freqiiéncia assintdtica com
que a G-6rbita de um ponto “tipico” x visita um conjunto A é exa-
tamente a medida v(A4) do conjunto. Por ponto tipico entendemos
pontos em um conjunto de medida total (isto corresponde & nogao de
v-quase todo ponto, resumidamente v-q.t.p.).

Provaremos no Teorema 8.13 que a transformagao de Gauss possui
uma medida ergddica p (a chamada medida de Gauss) que é equiva-
lente & medida de Lebesgue A (isto é, as medidas de Lebesgue e de
Gauss tém os mesmos conjuntos de medida zero e de medida total)
Assim propriedades para quase todo ponto (q.t.p.) para a medida de
Gauss sao também propriedades q.t.p. para a medida de Lebesgue e
vice-versa.

Usando a medida ergddica de Gauss e o Teorema de Birkhoff
obteremos resultados probabilisticos sobre os quocientes da expansao
em fragoes continuas de ndmeros reais “tipicos” (Proposigoes 8.21 e
8.22). Por exemplo, veremos que para quase todo ponto x se verifica
que

lim L (ar (@) + as(@) + - + an(x)) = oo.
n—oo N

Finalmente, apresentaremos a nocao de expoente de Lyapunov
(um ntmero que mede a caoticidade de uma transformagéo e que
generaliza a nogao de derivada média de um ponto periédico) e o
calcularemos para a transformacao de Gauss.

No dltimo capitulo do livro, usando os resultados ergddicos do
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capitulo precedente, daremos versoes em termos de medida de Lebes-
gue do Teorema 5.18 sobre aproximacoes de ntiimeros reais por racio-
nais. Veremos que o conjunto dos numeros reais x cujos quocientes
a;(x) sao limitados tem medida nula (Teorema 9.3). Este resultado
implicard que o conjunto dos nimeros reais « € (0, 1) para os quais
a desigualdade

a C
‘(E—E‘<b—27 a7b€N,

tem infinitas solugoes para todo C' > 0, tem de medida de Lebesgue
total. Finalmente, no Teorema 9.11 (Teorema de Khinchin) daremos
uma versao mais geral destes resultados.

Este texto é uma pequena introducao aos Sistemas Dinamicos
através das Fracoes Continuas onde muitos topicos sao apenas esboca-
dos. Por exemplo, apenas mencionamos o denominado problema de
Gauss tratado no tltimo capitulo do texto cldssico de Khinchin [8].
O recente livro [7] contém um tratamento amplo da teoria métrica
de fragoes continuas e outras representacoes de nimeros reais. Sobre
este Ultimo tema, desenvolvido aqui brevemente, veja [5] que é uma
excelente introducao a teoria ergddica de numeros. Outros textos
recomenddveis sobre fragdes continuas sdo [9, 14]. Uma introdugao
accesivel & teoria dos nimeros é [12].

Os interessados na Teoria Ergodica podem continuar o estudo nos
livros cldssicos [2, 10, 19] ou no texto do 25° Coléquio Brasileiro de
Matematica, [11]. Finalmente, um &timo material para um primeiro
curso de Dinamica é [6], [3] é uma excelente continuagao.

Certamente, a escolha destes textos é de cardter bastante pessoal,
naturalmente existem outros bons textos disponiveis.



Capitulo 2

Expansao em fracoes
continuas e a
Transformacao de Gauss

Neste capitulo veremos primeiro que dado qualquer niimero ra-
cional z existe uma seqiiéncia finita (aj)?:o de ntimeros naturais tal
que podemos escrever o numero x da forma

T =ag+ T
a +

onde ag = |z] é a parte inteira de z (isto é, o menor n € Z tal que
n <z <n+1). Esta expressao é uma expansdio (ou representa¢ao)
em fragoes continuas de x. Veremos que no caso em que x € irracional
existe uma seqiiéncia infinita (a;);en tal que x ¢ o limite da seqliéncia

18
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de numeros racionais

1
PE _ ot
gk

ar + - 1
T 1
ag—1 + —
ag
Os ntimeros a; sdo os chamados quocientes de x e as fragdes (nimeros
racionais) py/qx sado os convergentes de x.
Usaremos a seguinte notacao, dado k > 1 e uma familia finita de
niimeros naturais (a;)¥_,, escrevemos

[a1,as2,...,a,] =
ar+ - 1
_|_
ag—1+ —
ag

Observamos que escrevemos uma € nao a expansao em fracoes
continuas de x. Ha dois problemas a considerar, o primeiro é ver
que todo nimero real possui uma expansao em fracées continuas. O
segundo problema ¢ discutir a unicidade desta expansao. Resolvidos
estes problemas, a expansdo em fragdes continuas de um numero
estard (essencialmente) univocamente definida.

E conveniente ter em mente outras expansoes de nimeros reais
que vocé ja conhece (discutiremos sucintamente outras expansoes na
Segdo 7.1). Por exemplo, o ntmero 1 possui duas expansoes deci-
mais 1.00... e 0.999.... Isto significa que 1 = Y ;2 (9)107% =
limg_ o0 Ele(Q) 10~%. No nosso caso temos uma situacio similar,
por exemplo, 1/3 = [3] = [2,1].

Na Segao 2.1 usaremos o Algoritmo da Divisdo para obter ex-
pansoes em fragoes continuas de nimeros racionais. Veremos que um
nimero é racional se, e somente se, sua expansao em fragoes continuas
é finita. Na Secao 2.2 explicaremos a relagao da nossa construgao com
a transformagao de Gauss T'. Esta transformacao sera a nossa prin-
cipal ferramenta ao longo do texto. Veremos que para determinar
a expansao em fracoes continuas de um ntmero temos que conside-
rar a érbita de x pela transformagao 7', isto é, o conjunto de pontos
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T"(z), onde, de forma indutiva, T"(z) = T(T"*(z)). Esta relacao
nos permitird fazer uma abordagem dinamica no estudo das fragoes
continuas.

2.1 Expansao em fracoes continuas de nu-
meros racionais

O principal resultado desta secao é o seguinte teorema que segue do
Algoritmo da Divisao:

Teorema 2.1. Um numero x € R € racional se, e somente se, pos-
sui uma expansao em fragoes continuas finita, isto €, existe uma
seqiiéncia finita (ar)ir, de nimeros naturais tais que

x=ag+[a1,ae,...,ak]

Observamos que esta expansao nao é necessariamente tinica. Por

exemplo,

g:[l,S]:[l,Q,l], %:[3]:[2,1}.

Observe que nestes casos estamos substituindo a,, (o tdltimo termo
da expansdo) por a, — 1 + %7 obtendo desta forma duas expansoes
diferentes. Por outro lado, nossa construcao usando o Algoritmo da
Divisao fornece uma unica expansao, que é a mais curta, para os
ndmeros racionais. Veremos que os numeros irracionais tém uma
Unica expansao. De fato, usando a transformacao de Gauss veremos
que existe uma forma canonica de associar a um numero real sua
expansao em fragoes continuas.

Observe que é imediato que se ag, a1, ..., dy S&0 numeros natu-
rais entdo ag + [a1, . .., Gp] é um nimero racional. Portanto, a volta
do teorema é imediata. Assim o ponto chave é ver como obter a
expansao em fragoes continuas de niimeros racionais.

O Teorema 2.1 decorrerd da seguinte proposicao que garante que
um ndmero racional possui uma expansao finita. De fato, a prova
da proposicao é construtiva e explica como obter uma expansao para
nimeros racionais.
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Proposicao 2.2. Seja x um nidmero racional no intervalo (0,1).
Entao existem numeros naturais a1, ..., a, tais que

x=[ay,...,an].

A proposigao implica que todo niimero racional do intervalo (0, 1)
possui uma expansao finita em fragdes continuas. Se z ¢ (0, 1) temos
que = — |z| € (0,1), portanto z — |z] = [a1,...,am] € * = ap +
[a1,...,am], onde ag = |x]. Portanto, a partir de agora restringi-
remos nossa atenc¢ao a niumeros do intervalo (0,1). Assim podemos

8] - . .
supor que x = — onde rg,r1 € N, r9 > r1 > 0, sao primos entre si.
r

0
Para obter a expansao em fracoes continuas de = faremos uso do
Algoritmo da Divisao:

Algoritmo 2.3 (da Divisao de Euclides). Dados dois nimeros
naturais a e b, a > b, escrevemos

a=bq+p,

onde p e q sao numeros naturais tais que 0 < p < b. Os nimerosp e
q estao unicamente determinados.

Construtivamente, definimos p e g como seque. O numero natural
q € dado (de forma tnica) pelas relagies

bg<a e b(g+1)>a.

Entao, por construgdo, p = (a — bq) € necessariamente estritamente
menor do que a.

.~ . ™

Prova da Proposicao 2.2: Por hipétese, temos que x = —, onde
To

ry < Tg € ro e r1 sao numeros naturais primos entre si. Usando o

Algoritmo da Divisdo, obtemos nimeros naturais a; > 1 e ro > 0,
com 0 < ry < rqp, tais que:

ro=air1+nre, ar=|—|=|—|.
1 x

Pelo Algoritmo da Divisdo temos que aj e ry estdo determinados de
forma tinica. Se ro for zero, o processo terminas:
T1 T1 T1 1

xr = = = = — = [al]'
ro airi+re ai1n ay
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Caso contrario, usando novamente o Algoritmo da Divisao, escreve-
mos

T1
ry=agre+1r3, ax=|—/,
T2

onde 0 < r3 < ro < r1, obtendo
ro = aq (agre +13) + 1o
Novamente, se r3 for nulo o processo termina:

T a2 + 13 .
70 a (a2 ro + 7"3) + 72

€T =

ag T 1 [ ]
— = = |a1,a2].
a1 (aar2) + 12 al + i

az

Caso contrario, r3 # 0, obtemos a seguinte expressao,

1 az 12 + 13
€T = — = =
70 a (a2 ro + 7"3) “+ 7o
1 1
= o = T =
A+ — gy
1
asro + T T3
272 + 73 ay + 3
r3
3
= |:a1, ag + —:| .
T2
Lembre que na expressao [b1, ba, . . ., by, somente necessitamos que os

nuimeros b; sejam estritamente positivos.

A seguir dividimos 7o por 73 e o processo continua de forma in-
dutiva, obtemos assim seqiiéncias (ag)x e (rx)r de nimeros naturais
que verificam a relagao

Tk
Tk = Qk+1Tk+1 T Tk+2, Qkt+1 = { J )
Tk+1

onde
Tt < Tkar1 <Tk - <11 <70,



[SEC. 2.1: EXPANSAO EM FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS RACIONAIS 23

e expressoes da forma

1
€T = 1 =
ay +
as + . 1
S
Tk+1
ak +
Tk
Tk+1
= |ai,a9,...,a +
Tk

Este processo é necessariamente finito (hd no médximo ry etapas).
Portanto, existe um primeiro n tal que r,4+1 = 0. Em tal caso,

= T =la1,...,an].

Assim concluimos a prova. (I

Observagao 2.4. Na prova da proposigcao a seqiiéncia do dos quo-
cientes aj, verifica

o n |
ar = |1—/1, a2 = | —|, R} ap = )
1 T2 Tn

onde lembramos que |¢] denota a parte inteira de <.
Observamos que neste processo os numeros naturais ai, ..., a, €
os restos r1,...,r, estao determinados de forma tnica.

Exemplo 2.5. Calcularemos a expansao em fracoes continuas dos

ndmeros racionais oY e %’
23 79
— =[1,4,1,1,2 — =2+411,4,1,1,2].
28 [ 9 ) ) ) ]7 28 +[ ) ) ) ) }
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Usando o Algoritmo da Divisao obtemos
28=1-23+5, 23=4-5+3
5=1-3+2, 3=1-2+1, 2=2-1+0.

A partir dessas igualdades obtemos:

23 1 1 1 _ 1 _
28 28 5 1 1
— 1+= 1455 1+—F
23 ' W T3
5 5
= — = i =
1+—1 1+ T
4+3 4+—2
e 142
3 +3
_ 1 _ 1
_1+ ! _1+ !
1 1
4+1 1 4+1 T
"3 +14—1
2 2
Isto é,
23
— =11,4,1,1,2].
28 [u ) 77}
Finalmente observamos que
79 23
— =24+ —=2+[1,4,1,1,2].
28 +28 +[7 ) ’7}

2.2 A transformacao de Gauss e a expan-
sao em fragoes continuas

Nesta secao introduziremos a transformacgdio de Gauss e veremos a
relacao entre a expansao em fragoes continuas de um ntimero racional
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x obtida usando o Algoritmo da Divisdo e as iteragbes de x pela
transformagao de Gauss.

Usando a transformacao da Gauss, obteremos a seqiiéncia a; =
a;(x) dos quocientes de qualquer ntimero real x € [0,1) de forma
analoga a como fizemos com os nimeros racionais na Secao 2.2.

Definigao 2.6. A transformacao de Gauss T € definida por

T:00,1) —[0,1), T(x)= B \‘

0 1

Figura 2.1: A transformagao de Gauss

Definimos T°(z) = z e indutivamente T*"1(x) = T(T%(z)).

Observagao 2.7. Um ndmero z € (0, 1) é irracional se, e somente se,
T'(z) é irracional. Portanto, um niimero x é irracional se, e somente
se, T™(z) é irracional (logo nao nulo) para todo n > 0.
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2.2.1 Caso Racional

Relacionaremos agora a transformacao de Gauss e a expansao em
fragbes continuas de um ndmero racional. Assumiremos que as ex-
pansoes em fragoes continuas dos niimeros racionais sao obtidas apli-
cando o Algoritmo da Divisao.

Considere z = [a1,as,...,a;] e lembre que a construgao no ca-
pitulo anterior implica que se um ndmero racional z verifica z =
[a1,...,ax] entdo rx11 = 0 e ro,71,...,7 sdo diferentes de zero.
Escrevemos

e=To=2, Ty =2 . Ti=-—"2 17,=" _0 (21)
To ™ Tk—1 Tk

Lembrando a definicao dos a,, e dos r, obtemos,

T 1 1
ro = airy+ra, —0:—:a1+T1: {—J + 7.
T1 x x

Portanto, da definigao da transformagao de Gauss,

TIZQZT_O_PJ%_H:T@).

T1 1 T1 X

To 1 1
a1 = _ = —_ = _— .
! 1 x TO(x)
Suponha agora indutivamente que 77(z) = T}, que a; e r; estdo

definidos e que a; = [1/T771(z)], para todo 1 < j <n < k.
Escrevemos (usando o Algoritmo da Divisdo)

Além disso,

Tn = QGn+1Tn+1 + Tn+2

e observamos que

R L:;J N {TinJ - {Tnl(ac)J '

Logo,
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Por outro lado, pela hipétese de indugao e das expressoes acima,

T+ (z) =T(T™(z)) =T(T,) =T (”“) -

T'n

Tn Tn
= - = Tn+1
Tn+1 \jﬁl—&-l J

Assim, obtemos das expressoes acima que T"(z) = T, e que a,, =
|1/T"~Y(x)| para todo n.

Estas expressoes relacionam (no caso racional, até o momento)
os quocientes a; de um numero racional = e os seus iterados pela
transformagao de Gauss:

1
-CC:[(ll,...,akL an:\\mJ’ TL:17...,]’C.

2.2.2 Caso irracional

A construgio na Secao 2.2.1 sugere a seguinte notagéo, dado = € [0, 1)

T - 2} e ) >

e definimos de forma indutiva, para n > 1,

an(z) = a1 (T" () = {T”%(z)J . (2.3)

Pelas defini¢oes de T'(x) e a1(x) temos
v
ar(x) +T(z)

Repetindo o processo,

1 1
T xTr) = = .
() a1(T(x)) + T(T(x)) az(z) +T?(x)
Portanto, indutivamente obtemos
1
x = ,
ai(x) + 1
+ I
an—1(x) +

an(x) + T (x)
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isto é,

x = [a1(2), ag(x), ..., an(x) + T"(2)]. (2.4)
Quando z é um ntmero real qualquer, escolhemos ag = |z]| € Z.
Portanto,  — ag € [0,1). Aplicando o processo anterior a & — ag
temos que

w= o]+ oz = [2]),. . anlz = [2]) + T (@ — [2])].

Escrevemos

e obtemos
x = ap(z) + [a1(x),a2(x),...,an(x) + T"(z — |2])] .

Assim, dado um ndmero z irracional temos uma seqiiéncia (ax(z))r>0
infinita de nimeros naturais e uma seqiiencia de nimeros racionais
([a1(x), ..., ak(x)])k>0. A discussdo precedente nos leva & seguinte
definicao:

Definigao 2.8. Considere x € R. Dizemos que
e 0 numero inteiro a,(x) € o n-ésimo quociente de x;

e o nimero racional ag(z) + [a1(x), ..., an(2)] = pn(z)/gn(z) € 0
n-ésimo convergente de x.

Observagao 2.9. No caso em que x é racional as seqiiéncias dos
quocientes e dos convergentes sao finitas, finaliza na etapa n-ésima
quando = = ag(z) + [a1(x),...,an(zr)]. Também observamos que no
caso racional os quocientes a;(x) obtidos sdo os mesmos que os dados
pelo Algoritmo da Divisao.

Finalmente, quando escrevemos p,(z)/g,(x) expressamos duas
coisas, um numero racional e uma representagao dele onde p,(z) e
@n(x) sdo relativamente primos (sem divisor comum diferente de um).

Por enquanto, a associagcao dos quocientes a um nimero x é pu-
ramente formal. No préximo capitulo veremos dois resultados (que
formulamos para ntimeros em (0, 1)) que fundamentarao a nossa cons-
trucao:



[SEC. 2.2: A TRANSFORMAGCAO DE GAUSS E EXPANSOES DE RACIONAIS 29

e Counsidere o conjunto dos nimeros irracionais do intervalo (0, 1)
e a transformacao &(x) = (ax(x))ken que associa a cada nime-
ro irracional x sua seqiiéncia infinita de quocientes. A funcao &
é uma bijecao entre os nimeros irracionais de (0, 1) e o conjunto
das seqiiéncias de nimeros naturais (Teorema 3.1).

e Para todo ntmero irracional z € (0,1) a seqiiéncia infinita dos
seus convergentes verifica [a1 (), ..., an(x)] — = (Teorema 3.2).

Provaremos estes resultados no préximo capitulo.

Fecharemos este capitulo com um exemplo simples de expansao
em fracoes continuas de um numero irracional:

Exemplo 2.10 (Expansdo de v/3). Os quocientes de v/3 formam
uma seqiiéncia periodica, onde

azit1(V3) =1 e azi2(V3) =2,

para todo ¢ > 0. Escrevendo

temos
1—&—[172,1,2,...].

Diremos que 1 + [1,2,1,2,...] é a expansao em fracoes continuas
de v/3. A seqiiéncia 1 + [1,2,1,2,...] converge para v/3. Provare-
mos no Teorema 6.12, que um nimero tem uma expansao em fragoes
continuas periodica se, e somente se, é raiz de um polindmio de grau
dois.

Prova: Temos ap = |v3] = 1 e aplicamos a transformacio de
Gaussay =+3—1¢€[0,1),

“ly) ﬂ - {ﬁl— 1J B L\/ﬁ—\/lg)?\/lm 1)J -

|
—_
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Para calcular az(y),

2 J_ 2(V3+1)
=)= :

Observamos que o processo de calcular os quocientes a;(y) é o mesmo
que o de determinar as imagens 7"(y). No cédlculo anterior obtivemos

Jz{x/ﬁﬂjzz.

1 1 3+1 1
— == V3 ’ — = V31,
y  T°y) 2 T (y)
Reformulamos agora a hipétese de inducao de uma forma mais
conveniente para os nossos objetivos,

1 V3+1 1
: = _ = 1.
T = 3w = V3T

Observe que ja obtivemos estas relagoes para i = 0 e 4 = 1. Suponha
agora verdadeiras para todo ¢ = 0,...,n. Entao, lembrando os
célculos ja feitos para determinar a;(x), obtemos

wrii(y) = {#J - Vg“J 1,

T2 (y) 2

azit2(y) = \‘TQ%I(Z/)J = L\/§+1J =2.

Para terminar a prova falta ver que a relagdo para os inversos dos
T*(y) vale para todo n, mas isto decorre exatamente como nos casos
i = 0,1. Portanto, a expansao em fracdes continuas de /3 é dada
por 1+[1,2,1,2,..]. |
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2.3 Exercicios

Exercicio 2.1. Considere um nimero racional x e suponha que sua
expansdo em fragoes continuas (obtida usando o Algoritmo da Di-
visdo) é x = [a1, ag,...,a,] com n > 2. Prove que a, > 2.

Exercicio 2.2. Determine a expansao dos nimeros do Exemplo 2.5
usando a transformacao de Gauss.

Exercicio 2.3. Determine a expansao em fracoes continuas de V2.



Capitulo 3

Convergentes e
Quocientes

Neste capitulo continuaremos o estudo da expansao em fragoes con-
tinuas de numeros reais (o caso interessante é o dos ndmeros irra-
cionais). No capitulo anterior, a cada nimero irracional  associamos,
usando a transformacao de Gauss, sua seqiiéncia infinita (ag)g>0 de
quocientes. Veremos no Teorema 3.2 que se verifica
) 1
r = lim ag+ =
k—oo .
a+ - 1
+

1
ag—1+ —
ag

=ag + lim [aq,...,ax].
k—oo

O segundo resultado importante do capitulo é o Teorema 3.1, que
afirma que a seqiiéncia dos quocientes de um nimero irracional é in-
finita e que toda seqiiéncia infinita de niimeros naturais é a seqiiéncia
dos quocientes de um unico numero irracional. Obtemos assim uma
correspondéncia biunivoca entre os niimeros irracionais e as seqiién-
cias infinitas de nimeros naturais.

Formularemos de forma precisa estes resultados. Denote por ¥
o conjunto das seqiiéncias infinitas de nimeros naturais, ¢ = (tx)ken,

32
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tx, € N e por I(g1) o conjunto dos niimeros irracionais do intervalo
(0,1). Considere a transformagao

G:lp1) = Yoo, O(2) = (a(@))s
que associa a cada nimero irracional x sua seqiiéncia de quocientes.
Teorema 3.1. A func¢ao & € uma bijegdo.

Por enquanto, a associacao dos quocientes e convergentes a um
nimero x é puramente formal. O Teorema 2.1 afirma que se = é
racional entao existe n tal que

T = ap + [a1(z), a2(), ..., an(2)].
Veremos que os convergentes de um nimero convergem para ele:

Teorema 3.2. Para todo numero irracional x a Seqiiéncia infinita
dos seus convergentes verifica

Tim_a(x) + [a1(2), az(2), ..., an(@)] = lim SZEZZ?

=Xx.

Como conseqiiéncia da prova obteremos que os convergentes de
um numero x se aproximam de forma répida dele. A Observacao 3.6
afirma que
1

gn—1"

‘x_pdﬂ
an ()

No Capitulo 5 estudaremos como um nimero é aproximado pelos seus
convergentes e veremos que estes sao de fato suas melhores aprozi-
magdes por nimeros racionais.

Para provar estes resultados necessitaremos de uma série de pro-
priedades aritméticas dos convergentes, que usaremos sistematica-
mente ao longo do texto e terao um papel essencial. O estudo destas
propriedades é feito na Segao 3.1. Na Secao 3.1.1 veremos como as
propriedades dos convergentes podem ser obtidas usando uma lin-
guagem matricial. Finalmente, na Secao 3.1.2 daremos uma inter-
pretacao geométrica dos convergentes. Esta discussao explicara a
figura inicial do texto (Figura 1).
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As provas dos teoremas acima encontram-se na Secao 3.2. Ob-
teremos primeiro, de forma relativamente simples, o Teorema 3.2 a
partir das propriedades dos convergentes.

Para provar o Teorema 3.1, o primeiro passo é ver que para toda
seqliéncia (ag)gen de nimeros naturais a seqiiéncia ([ag, - . ., ax))ken €
convergente, isto é, [a1,...,ax] — x para algum = € R (Teorema 3.8).
A segunda etapa € ver que a expansao em fracoes continuas do limite
x é dada exatamente pelos a’s e que x € irracional.

3.1 Propriedades aritméticas dos conver-

gentes
Para provar a convergéncia dos convergentes o primeiro passo é ver
que os convergentes de um ntmero x verificam algumas propriedades
aritméticas (Propriedades (A), (B) e (C) abaixo).

A seguir fixaremos x e, para simplificar a notacgdo, escreveremos
ai, pi € g; no lugar de a;(x), pi(x) e ¢;(x) quando nao for necessdrio
explicitar o ntmero z (no item (B III) esta dependéncia deve ser
necessariamente explicita).

Por convencao, escreveremos

g-1(z) =0, po(x) =ao e p-1(2) =qo(z) =1.
Proposicao 3.3 (Propriedades dos convergentes).

(A) Para todo n > 1 se verifica
Dn = QnPpn—1+Pn-2, € Gn=0anqn—1+ Gn-2.

(B) Para todon >0,

 pat (T"(@) pus
O = T @) et

(D) pp—1an —Pngn-1 = (—1)",

(II)  pn(z) = gn-1(T(2)).
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(C) Para todo n > 2 se verifica

pa(@) = 207D/2 ¢ g, (z) > 2D/2,

Observagao 3.4. Note que a Propriedade (B II) garante que qual-
quer divisor comum de p,, e g, deve ser também um divisor de +1.
Portanto, os nimeros p,, e g, sdo primos entre si e a fracdo p/qn €
irredutivel.

Provaremos apenas a Propriedade (A), as outras seguem de forma
andloga usando o método de indugéo. As provas dos itens (B) e (C)
estao propostas como questoes no Exercicio 3.2.

Lema 3.5. A seqiiéncia de convergentes p,, /g, verifica a Propriedade
(A).
Prova: Para provar a Propriedade (A), observamos que

Po
qo

:ao

e que
1 ayag+1
ZﬂZ(lo+[¢11]:ao+—=L.

q1 a1 a

Portanto, podemos escolher
pr=a1a+1 e ¢ =as,

obtendo (A) paran = 1.
Para n = 2, por definigao, temos

1 apgas a1 + ag+ a
ap + [a1,as] = ap + T = 0 Qala +01 2.
a; + — 28
az
Portanto, podemos escolher
P2 =apaz a1 + ag+ ag = as (a1 ap + 1) + ao,

g2 =aza;+1,

obtendo (A) paran = 2.
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Antes de provar (A) para (n + 1) necessitamos da seguinte pro-
priedade dos pi e qr: para todo k < n, 0s numeros inteiros positivos
pr € qr dependem somente dos quocientes ag,aq,...,a, € $Go inde-
pendentes de ap+1. Para provar essa afirmagao observamos que, pela
hipétese de inducao,

Pn—-1 o Qp—1Pn—2 +pn—3

dn—1 Gn—1Gn—2 + dn—3 .

e assim os nuimeros inteiros positivos p,—1,¢r—1 dependem somente
dos inteiros positivos a.,_1, Pn—_2, Pn—3, Gn_2, n—3. NOovamente, como

Pn—2 o Qp—2 Pn—3 +pn—4

qn—2 Ap—2Qqn—3 + qn—4a ’

temos que o0s inteiros positivos p,_a, ¢,_2 dependem somente de a,, o,
DPn_3, Pn_4s qn—3 € Gn_4. Assim, indutivamente, obtemos a pro-
priedade.

Para simplificar a notacdo suponhamos que ag(z) = 0 (isto é,
z € [0,1)), observamos que

1
[al,...,amanH] = 1 =
a1 +
: 1
* 1
an +
Ap41
1
= |a1, , On +
An+1
Lembramos que o “colchete” [x1, ..., x,] estd definido para nimeros

estritamente positivos.

Agora estamos prontos provar a Propriedade (A) para n + 1.
Suponha, indutivamente, que a propriedade é verdadeira para todo
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k menor ou igual do que n,

[a1,...,an] = =
ar+ - 1
_|_
an—1+_
79

DPn _ Qp Pn—1 +pn—2

dn An dn—1 + qn—2 .

Lembre que o (n + 1)-ésimo convergente [aq, ..., an,an41] é obtido
substituindo na expressao do n-ésimo convergente [ay, ..., a,]| o ni-

1
mero a, por a, + ——, portanto,
An+41

[a1, ..., Qn,ant1] = {al,...,an—k ! ] )
Ap+1
Observamos que a substituicao de a,, por (a, + ﬁ) nao altera a
definicao dos ai,as,...,a,—1 precedentes. Portanto, como os nu-
meros Pr—1,Pn—2, ¢n—1, Gn—2 Sa0 independentes do quociente a,,, eles
nao se alteram com esta substituicao. Isto é,

1
[al,...,aman_,_l]:[al,...,an+ =
An+41

1
(an + > Pn—1 + Pn—2

1
(an + ) qn—1 + qn—2
An+41

Un An+4+1 Pn—1 + Pn—1 + Pn—20an41 _
Qp An+4+1 4n—1 + dn—1 + gn—2 An+1

_ An+41 (an Pn—-1 +pn—2) +pn—1
Gn41 (an gn—1 + qn—2) + dn—1 .

Lembrando que pela hipdtese de indugao

Pn = 0nPn—1+Pn-2, Gn =0nqn-1+ qn—2
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obtemos
Ap+1Pn + Pn—1

[ah .- -van7an+1] = :
Ap+1Gn + Gn—1

Portanto, podemos escolher
Pnt1 = @nt1Pn +Pn-1, Gnt1 = Gnt1qn + Gn-1,

que conclui a prova da Propriedade (A). O

Com as Propriedades (A), (B) e (C) provaremos na Sec¢ao 3.2 que
a seqliéncia dos convergentes de um nimero converge para o proprio
nimero (ver o Teorema 3.2).

3.1.1 Convergentes e matrizes

Podemos escrever a Propriedade (A) usando matrizes. Definimos

Mn:(pn—l pn>7 n>0, An:(O 1)7 n> 1.
dn—-1 dn 1 QA

Observe que

1 a a
MO:(O 10>7 M1=(10 ‘Zi)

Também se verifica que
Mn—l An — Pn—2 DPn-1 0 1 —
qn—2 4n-1 1 Qnp

_ ( Pn—1 Pn—2+ anPn—1 ) _ ( Pn—1 DPn ) _
Gn-1  Gn-2 1+ anQn—1 n-1 dn
=M,.
Assim a Propriedade (A) pode ser escrita em forma matricial,
M, =M,1A4,, neN
Portanto, indutivamente,

M, = MyA; Ay Ay
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Isto é,
(1 a1/ 0 1
= )Y )
Portanto,
det(M,,) = (-1)™.
Isto é,

Pn—1Gn — Pnqn-1 = (—1)".

Reobtemos assim a Propriedade (B II).

Observe que as matrizes M,, e A,, pertencem ao grupo multiplica-
tivo SL(2,Z) das matrizes 2 x 2 com coeficientes inteiros e determi-
nante =1. Associada a qualquer matriz

M:(‘c‘ Z)eSL(Q,Z)

existe uma transformagao de Mobius M do plano complexo compacti-
ficado C definida como segue (veja [4, Capitulo IIL.3]): estabelecemos
a seguinte identificagdo entre os nimeros complexos e as matrizes
2x1,

Usando a notagao matricial e cometendo um pequeno abuso de notagao,

escrevemos
a b z
e (¢ a) ()=

[ az+b\ _az+b
T Nezt+d )T cz4d

Da definicao de M, e da relagao M,, = M,,_1 A, segue que
_ z _ Pn + Z2Pn—1 .
M(z) =M. ( 1 ) B ( Gn + 2 qn—1 ) B

z 1
- n—lAn<1>— n—l(an+z>-
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Se z # —ay,, na nossa identificacdo temos que

_1
1 o an+2z o 1
an+z ) 1 oantz

Portanto, se z # a,,

() =M ().

ap + 2

Para z = a, temos M, (z) = co. No caso particular em que z = 0

temos
(2 )= (D)= (L)

M, (0) = Zﬁ =ag+[a1,...,an].

Isto é,

Assim, a Equagéo (3.1) para (n — 1) fornece

_1
1 an+2z
Mn—l < an + 2 ) - n—1 ) -

1
Pn—-1 + antz Pn—2
1
gn—1 + an+tz dn—2
Observamos que

1
Pn—1+ g7 Pn—2 _ ApPn-1tPn2+2pn_1

Gn—1+ Tl_i_z n—2 Onqn—1+qn-2+2qn-1

(3.3)
— Dn + ZPn—1

=ag+|A1,...,0n—1,0p + Z|.
Gn + 2 qn—1 | n=tyan F 2]

Esta ultima igualdade segue raciocinando exatamente como na prova
do Lema 3.5 (veja o Exercicio 3.3). Isto é,

Mn(z):Mn_1< ) =ao+[a1,...,an-1,0n + 2]

an + 2
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Finalmente, como ag+|[ay,...,a, +T"(x)] = z, lembre (2.4), fazendo
z=T"(x) em (3.3) reobtemos a Propriedade (B I).

Observamos que as idéias apresentadas nesta secao servem como
ponto de partida para relacionar de forma surprendente as fragoes
continuas com objetos mais complexos como o fluxo geodésico (grupo
modular). Para esta relacao veja [15].

3.1.2 Interpretacao geométrica dos quocientes

Nesta segao daremos uma interpretacao “geométrica” dos convergentes,
que em particular explica a figura no inicio do texto.

Tomamos um numero irracional z = [a1(x),a2(x),...] € (0,1)
e consideramos o intervalo Iy = [0,z] C [0,1]. A partir de agora,
denotaremos o tamanho de um intervalo I por |I|. Assim, |Iy| = z.
Como

1
temos que a; < — < aj + 1, e portanto,
x

ar<l<(a +1)x.

Isto significa que podemos colocar no maximo a; intervalos consecu-
tivos de tamanho |Iy| = = no intervalo [0,1]. Veja a Figura 3.1.

a1 xr

IO Jl

Figura 3.1: Os intervalos Iy e J;

Seja Ji o intervalo de extremos ay x e 1, observe que |J1| = 1—ay x.
Transladamos este intervalo & origem obtendo I; = [0,1—a; z]. Como
|I;] =1 — ay z = |Jy1|, obtemos

1 |Lhl _p; |4

r=——-— - —. 3.4
ai a1 q1 a1 ( )
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Observamos que

L] 1—-aixz 1 1 1

Hil — g == — = =T(2). 3.5

|IO| . - ay T x (SC) ( )
Portanto,

1 [ Zo|
=)= | 75| = |17
Entao,
ag < @ < a9 + ].
~ |4

Isto é,

az |Il| < |Io| < ((lz + 1) |Il|

Logo, cabem exatamente as intervalos de tamanho |I;| dentro de
Iy. Como no primeiro caso, disporemos estes intervalos a partir da
origem. Seja Ja o intervalo que resulta ao retirar de Iy os ag intervalos
consecutivos de tamanho I;. Denotaremos por I> o transladado de
Jo & origem (veja a Figura 3.2). Temos

)=z —as|i|=2—ax(l—ar1z) =2 (1 +aza1) — as.

Portanto,
a I
1+asaq 1+asa

1 L]
1 1 + as a1 (36)

ar+ —
ag

P2 | 15|
= — + _
2 l4+asa
A idéia da construcao é determinar quantos intervalos de tamanho
|I3| cabem no intervalo I, obter um resto de intervalo J3, translada-
lo a origem, obtendo um intervalo I3, e repetir o processo com os
intervalos Iz e I3, e assim sucessivamente.

A construgdo é feita indutivamente. Suponhamos definidos os
intervalos Iy, I1, . .., I com as propriedades acima. Denominaremos
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Figura 3.2: Construcao do intervalo I

Jr+1 o intervalo de extremos a1 |I| e 0 extremo direito do segmento
Ix—1, e por 141 o intervalo transladado de Jiy1 a origem. Isto é,

i1 = lars1 | k|, [Te-1]]s Iiv1 = [0, [Tx—1] — aps1 [ Ii]]-

Provaremos que

I
| IIZI1| =Tk (), k>0. (3.7)

O caso k = 0 ja foi provado em (3.5). Suponha, indutivamente, que

4]
| 1j-1]

=Ti(z), 1<j<k

Entéao, pela definicao de Ij41,

Les1l  _ He—1l = apr | [Ti—1] s —
- - gy =
Ik | L | | i

1 1 1 1
7~ = 7~ | =T

Estd assim provada a afirmagéo em (3.7).
Mostraremos agora que, para todo k > 1, temos

T Gk — Pk, se k € par;
k| = (3.8)
Pk — T qk, se k é fmpar.

Para k = 1, 2 ito ja foi provado nas Equagoes (3.4) e (3.6).
Suponha, indutivamente, que a afirmagao acima é verdadeira para
todo j, com 1 < j < k.
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Se k é um numero par, temos que k — 2 é par e k — 1 é impar.
Portanto, usando a Propriedade (A) e a hipétese de inducao,

Ukl = Hk—2| — ak [Ik—1] =
=X Qk—2 — Pr—2 — Ak (pk—l - 17%-1) =
=2 (qr—2 + ak qp—1) — (Pk—2 + QK Pr—1) = T Qi — Pk-

O que prova a Equagdo (3.8) quando k é par.
Analogamente, se k for impar, temos que

k| = [Tx—2| — ak [Ix—1| =
=Pr—2 — T Qk—2 — Ak (T qr—1 — Pr—1) =
= (pr—2 + arPr—1) — = (qr—2 + Ak Q—1) = Pk — T Q.

Assim, concluimos a prova da Equagéo (3.8).
Obtemos assim,

1
m:p—k+ﬂ, se k é par;
dk qk
e L
== - — se k é fmpar.
gk qk

Se escolhermos ag € Z tal que y = x + ag, 0 mesmo resultado vale
para um ntmero real y.
3.2 Convergéncia dos convergentes

No Teorema 3.2 desta segao provaremos que os convergentes de um
nimero x convergem para ele, ou seja,

kllngo ao(z) + [a1(z), ..., ar(x)] = z.

Certamente, como 0s numeros racionais tém expansao finita, esta
afirmacao somente é interessante no caso em que x € irracional.
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Também veremos, no Teorema 3.8, que dada qualquer seqiiéncia
infinita de ntimeros naturais (a,)nen a seqiiéncia ([aq, ..., an])nen
é convergente. Fstes resultados sao essenciais para obter a relacao
biunivoca entre os numeros irracionais e as expansoes em fragoes
continuas infinitas estabelecida no Teorema 3.1.

3.2.1 Prova do Teorema 3.2

Lembramos que o Teorema 3.2 afirma que para todo nimero irra-
cional T a seqiiéncia infinita dos seus convergentes verifica

Jim ao(a) + on (). 0a(o). ... o) = Jim B

Observamos que este teorema decorre de forma bastante direta das
propriedades dos convergentes. Primeiro, provaremos o teorema para
z € [0,1). Como z estd fixo, omitiremos (quando possivel) a depen-
déncia em z. Pela Propriedade (B I), temos

_ Dn + (Tn(z))pn—l
gn + (T™(2)) gn—1

Assim,

Pn_ Pnn+ (T"(@)Pn1) gn — Pnn — (T"(2) gn-1) Pn
n @ (n + T (2) gn-1)

_ T”(z)(pn_l qn — Q4n-1 pn)
In (qn +T™(z) gn-1)

n

Entao, usando a Propriedade (B II), pn—1¢n — Pngn—1 = (1),
obtemos

‘ Pn
p_Pn
Gn

— ‘Tn(x)(pn—l dn — dn—1 pn)

() (-1)"
qn (qn +T™(2) gn—-1)

- (3.9)

" (x) <L
I (g +T™(2) 1) @2
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Onde a ultima desigualdade segue observando que 0 < T"™(z) < le
que ¢ € qp—1 Sa0 positivos.

Finalmente, como a seqiiéncia ¢,, é mondtona crescente e g, > 1
para todo n > 2 (estas afirmagoes seguem das Propriedades (A) e
(C)), fazendo n — oo, temos que:

’x—& <= =0, (3.10)
dn

isto é,
. Pn
lim — =z,
n—=00 (n

o que termina a prova do teorema para x € [0,1).

Para um ndmero real z tomamos ag = || € Z e repetimos a
prova para y = x — ag € [0,1), completando a demonstragdo do
teorema. O

Observagao 3.6. A Equacao (3.10) nos d4 uma informagao extrema-
mente relevante: fornece uma estimativa superior da distancia entre
os convergentes de um ponto z e o proprio ponto. Usando a Pro-
priedade (C) obtemos que

1 1
<z S

‘ Pn
g Pn
n

Discutiremos o problema da aproximagao de um ntimero real por
nimeros racionais no Capitulo 5.

3.2.2 Unicidade da expansao em fracoes continuas
(irracionais)

Vimos no Teorema 2.1, como conseqiiéncia do Algoritmo da Divisdo,
que todo nimero racional tem expansao em fragoes continuas finita.
Vimos também que é possivel escolher duas representacoes em fragoes
continuas para os numeros racionais. Acabamos de mostrar que
nimeros irracionais possuem expansoes infinitas (obtidas usando a
transformacao de Gauss) que convergem aos mesmos. Assim, uma
pergunta natural é se um ntmero irracional pode ter uma expansao
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em fragbes continuas que nao seja a obtida usando a transformacao
de Gauss. Veremos a seguir que isto nao é possivel.
Procederemos por absurdo, considere um numero irracional xz €

(0,1) e suponha que [a1,...,an,...] é a expansdo obtida usando a
transformacao de Gauss e que existe [by,...by,,...] tal que
x=la1,a2,...,Gn,...] =[b1,b2,...,bn,...].

Afirmamos que neste caso, a; = b;, para todo i € N, e portanto, as
duas expansoes sao iguais. Escrevemos

le[ag,...7am...]7 e Slz[bg,...,bn7...].
Observe que r1, s1 € (0,1). Temos x = [a; +71] = [b1+$1]. Portanto,
a1 +r1=by+s1, a;—by=s1 —711.

Afirmamos que a; = by. Caso contrario podemos supor que a; > by
ea; —by > 1. Assim s; —r; > 1, mas isto é impossivel pois 71, s1 €
(0,1). Portanto,

a1:b1, 7‘1:[ag,...,an,...]:Slz[bg,...7bn7...].

A prova continua por indugao, onde o padrao indutivo da demons-
tragao é ébvio.

Esta prova é interessante pois explica o motivo da nao unici-
dade da expansao dos racionais: como z é irracional necessariamente
r1,81 € (0,1), mas isto ndo acontece no caso racional (existe algum
j tal que rj ou s; & (0,1)).

Assim, provamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.7. Considere seqiiéncias infinitas (an)nen € (bn)nen
de nimeros naturais tais que

lim [a1,...,a,] = lim [by,...,by].

n—oo n—oo
Entao a; = b; para todo i € N.

Note que para provar a proposi¢cao nao é necessario supor que o
limite seja irracional: como as seqiiéncias sao infinitas estd garantido
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que os; e s; € (0,1) para todo ¢ € N. Portanto, como no caso i = 1,
temos a; = b;.

A seguir provaremos que toda expansao em fragdes continuas in-
finita representa (converge para) um numero irracional.

Teorema 3.8. Considere uma seqiiéncia infinita (a,)nen de nidme-
ros naturais. Para cada n defina o niumero racional

Pn

q :[(ll,ag,.-.,an]-
n

. ... Dn . ) .
Entao a seqiiéncia — converge a um nimero irracional x € (0,1).
n
Antes de provar o Teorema 3.8 veremos que os resultados acima
estabelecem a relacao biunivoca entre o conjunto dos nimeros irra-
cionais de (0, 1) e as expansoes em fragoes continuas infinitas

x = &(x) = (an())nen

mencionada no Teorema 3.1.

Prova do Teorema 3.1: Obviamente, a transformagao & esta bem
definida. Afirmamos que é injetora, se  # y e a,(z) = a,(y) para
todo n € N entao, pelo Teorema 3.2

T = nh—>H;o [a1(z),...,an(x)] = nlggl@ [a1(2),...,an(z)] =y,
uma contradicao. Obtemos assim a injetividade.

Para ver que a funcao & é sobrejetora, considere qualquer se-
qiiéncia de nimeros naturais (a,)nen. Pelo Teorema 3.8 temos que
o nimero z = [a1,...,dn,...| estd bem definido e é irracional. Pelo
Teorema 3.2, temos que

[a1,...,an,...] =2 =[a1(z),...,an(z),...].

Agora a Proposicao 3.7 garante que a,, = a,(x) e portanto &(z) =
(an)nen- O
Prova do Teorema 3.8: Em primeiro lugar veremos que a seqiién-

. Pn . .
cia = é convergente. Necessitamos do seguinte resultado:
an
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Lema 3.9. As seqiiéncias de convergentes verificam
° Pon+1
q2n+1

€ mondotona decrescente e limitada.

DP2n+2
o inTe

€ mondotona crescente e limitada.
q2n+2

Portanto, as duas seqiiéncias sao convergentes

2T = lim &2 e
n—0oo (an n—00 (2n+1

2 . Do+l _
P2n lim P2rtl _ -

Uma primeira versao deste resultado se encontra no Exercicio 3.1.
Prova do Lema: Pela Propriedade (B II),
Pi-14i —Piqi—1 = (—l)i-
Assim, dividindo esta expressao por ¢; ¢;—1 obtemos,

. . —1)¢
1’1_1_&:!7 i>1. (3.11)
qi—1 q; qi—194;

Note também que pela Propriedade (A),
bi—2  Pi _ Pi—24; — Pigi—2 _
qi—2 q; qi—2 qi

_ Pi—2 (@i gim1 + gi—2) — (@i Pi—1 + Pi—2) gi—2 _
qi—29q;

i Pi—2qi—1 + Pi—2Gqi—2 — Qi Pi—1 Gi—2 — Pi—2qi—2
qi—2q;

a; (pi—2Gi—1 — Pi—1Gi—2) _ a; (-1)"1

qi—2 4qi qi—24i

onde a ultima igualdade segue usando a Propriedade (B II). Isto é,

Pi—2 _Pi _ a; (1)

J 1> 2. (3.12)
qi—2 qi qi—2 4qi

Tomando agorai=2nei=2n+1em (3.11) ei =2n+1em (3.12)
e observando que 0s ¢; e 0s a; sao inteiros positivos, obtemos
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_ —1)2n _
DP2n-1  P2n _ (=1) >0, P2n<p2n1;
q2n—1 q2n Q2n—-192n q2n q2n—1
P2n _ P2n+1 _ (—=1)2nHt <0, Pzntl | P2n
q2n q2n+1 q2n 42 n+1 q2n+1 q2n
Finalmente,
P2n—1 _ P2nt1 _ G2nt1 (=1)*" __Gnt
q2n—1 42 n+1 q2n—192n+1 q2n—192n+1
Portanto,
P2n+1 < p2n—1.
q2 n+1 q2n—1
Entao,

p2n<p2n+1<p2n—1.
q2n g2 n+1 q2n—1

Analogamente, tomando i = (2n+1) e i = (2n+2) em (3.11) e
i = (2n+2) em (3.12), obtemos as seguintes desigualdades:

P2n _ P2n+1 _ (—1)2n+t <0, P2ni1 an;
q2n 42 n+1 q2n 42n+1 42 n+1 q2n
1 2n+2
Dant1  P2nt2 _ (=1) >0, P2n+2 < p2n+1;
q2n+1 q2n+2 q2n+1492n+2 42 n+2 q2n+1
P2n _ P2n42 _ G2n+2 (—1)2ntt <o, P2n42 S pzn.
q2n 42 n+2 q2n q2n+2 42 n+2 g2n

Entao,
Don < DP2n+2 < P2n+1 )
q2n 42 n+2 q2n+1

Isto conclui a prova do lema. O
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Observagao 3.10. De fato, na prova do lema é possivel obter

Pon _ Pont2 - P2n3 _ P2ngl

q2n q2n+2 q2n+3 q2n+1
Para isso, é suficiente, no primeiro passo, considerar ¢ = 2n e i =
(2n 4+ m) na Equagao (3.11) e i = (2n + m) em (3.12), onde m é
qualquer niimero impar. Na segunda etapa o raciocinio é similar.

A seguir veremos que 7 = x~. Como j4 vimos na demonstracao
do Lema 3.9, para 57 > 1,

P2j-1 _ P2j _ (1% _ 1

q25—-1 q2 4 q25-192; q25j-1492;
Assim,

D2j—1  DP2j 1 B 1

q2j—1 q2; q25-192; q25-192;

Como a seqiiéncia g; ¢ mondtona crescente e ¢; > 1 se i > 2, temos
que:

P2j-1 _ P2y
q25-1 q2;

quando j — oo. Logo,

fim (%Jﬁ) _0

J—oo \ q25-1 q2j
Portanto: o »
. 2541 _ . 23
lim 2 =gt = lim 2.
Jj—00 q2j+1 J—00 q2]

Assim concluimos a prova da primeira parte do teorema: a seqiiéncia
de convergentes é convergente.

Falta ver, que o limite é um nimero irracional x. Temos que
x=gaT =gz, isto é,

= lim 2 = lim [a1,a2,...,a;] = [a1, az, ...].

i—00 (f; i—00

Vamos mostrar que x € irracional. Para isso, note que pelo Lema 3.9,
se verifica

p2i<$<p2i—1‘
q2i q2i—1
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Entao,
P2i _ P2i-1 _ P2i
q2i q2i—1 q2i

O0<z—
E assim, pela Propriedade (B II),

P2i-1
g2i-1

0<|zgai —p2i] < q2i — P2i| =

P2i-192i — P2iq2i—-1
q2i—1

(__I)Qi

q2i-1

1

q2i-1

Raciocinando por absurdo, suponhamos que x seja racional, digamos

b
x = —. Entao, multiplicando a desigualdade anterior por a, obtemos
a

0<|rgeia— paial =|bga; — paial < :
q2i-1
Lembramos que a segiiéncia (¢g;); ¢ monétona (estritamente) crescente
e g¢; > 1 para todo ¢ > 2. Portanto, podemos escolher i suficiente-
mente grande de forma que a < g2;—1. Isto significa que

0<|bq2i —ina|< < 1.

27—1

Mas isto contradiz o fato de (bga; — p2ia) € Z. Logo x é irracional.
A prova do teorema estd terminada. O

3.3 Exercicios

Exercicio 3.1. Considere um nimero = = [a1(x),az(z),as(x)...] e
seus convergentes p1/q1, p2/q2 € p3/qs. Determine a posicao relativa
destes convergentes.
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Exercicio 3.2. Prove as Propriedades (B) e (C) dos convergentes na
Proposigao 3.3.

Exercicio 3.3. Complete os detalhes da prova da Equacéo (3.3).

Exercicio 3.4. Considere um niimero & = [a1,as9,...,0p,...] €
(0,1). Seja pn/qn 0 n-ésimo convergente de x. Prove, usando o
método de inducgao, que

Pn
Pn—-1

=an+ [an-1,...,a1].

Exercicio 3.5. Considere um nimero racional
z=r/s=la1,as,...,a,] € (0,1),
onde r e s sao nimeros naturais primos entre si. Mostre que:

e se a expansao em fragoes continuas de x é simétrica (isto é,
a; = a,_; paratodoi =1,...,n—1), entdo r divide s2+(—1)";

e se r divide 52 + (—1)", entdo a expansido de x é simétrica.
Sugestao: use o Exercicio 3.4.

Exercicio 3.6. Prove que, dado qualquer niimero racional p/q (fracdo
irredutivel), existem matrizes triangulares de SL(2,7Z) tais que

() =(a ) (0 ) (v ()

Exercicio 3.7. Complete os detalhes da prova da Observagao 3.10.



Capitulo 4

Exemplos: os niimeros
de ouro e de Euler

Neste capitulo apresentaremos dois exemplos de expansoes em fragoes
continuas. O primeiro deles é a expansao do numero de ouro, que a-
parecera diversas vezes no texto. O segundo exemplo é a expansao do
nimero de Euler e. Este exemplo é interessante por dois motivos. Em
primeiro lugar, e de forma surpreendente, sua expansao em fragoes
continuas tem uma férmula de recorréncia extraordinariamente sim-
ples. Em segundo lugar, sua obtencao envolve apenas propriedades
relativamente simples dos convergentes e da expansao em séries de
poténcias do ntimero e.

4.1 O numero de ouro e a seqiiéncia de
Fibonacci

O numero de ouro O (ou propor¢io durea) é obtido quando uma
quantidade (por exemplo, um segmento de reta ou um retdngulo) é
dividida em duas partes tais que a proporcao entre o todo e a maior
parte é a mesma que a propor¢ao entre a maior parte e a menor.
Normalizando e tomando a quatidade inicial igual a 1 e o tamanho

54
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da maior parte igual a a, obtemos que o nimero de ouro O verifica:

1 «
O:—:
a l1l—«a
Note que
1 1 1-— 1
_:1+(——1>:1+ SR p—
e e Q@
11—«
Assim,
1
O0=1+—.
o

Repetindo esse processo infinitas vezes obtemos a expansao em fra-
¢oes continuas de O:

O=1+4+—" =1+[1,1,...,1,...].
1+

L+

Um ponto fixo da transformagao de Gauss é um ponto p que ve-
rifica p = T'(p). Observe que a transformacao de Gauss T possui um
tnico ponto fixo p no intervalo [1/2,1) = I; e que nao existem dois
pontos diferentes x e y tais que T"(x) e T™(y) pertencam a [; para
todo n > 0. Isto decorre facilmente usando que T2 possui derivada
maior do que 1 em [1/2,1). Por outro lado, a expressao em fragoes
continuas de O implica que

O—-1€[1/2,1) e THO-1)€[1/2,1), (n>0).

Portanto, @ — 1 é o (tinico) ponto fixo de T em [1/2,1). Isto implica

que O — 1 verifica
1 1 1
= T = — — — = — — 1.

Isto é, O — 1 é a solugao da equacio 22 +x —1 =0 em [0, 1). Isto &,

0= 1+2\/5.

Resumimos este resultado na seguinte observagao:
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Observagao 4.1. T"(0O — 1) = O — 1, para todo n > 0.

Lembramos que uma seqiiéncia (yi)r>0 ¢ uma segiéncia de Fi-
bonacci se verifica a relagao

Yk—2 + Yp—1 = Y, k=>2.

Seja pr/qr o k-ésimo convergente do ndmero de ouro O. Pela
Propriedade (A) dos convergentes a seqiiéncia (g;);>—1 verifica

Gk = Qk Qr—1 + Qr—2 = Qr—1 + qr—2, Kk >1,

temos que (g;)i>o ¢ uma seqiiéncia de Fibonacci.

Afirmamos que no caso do numero de ouro também se verifica
Pr = qir+1. Para isto raciocinamos indutivamente. Primeiro observe
que po =ag=1,q_1 =0 e qgo = 1. Portanto, pg = g1 = 1. Suponha
agora que p; = ¢;+1 para 1 < j < k. Pela Propriedade (A) obtemos
que

Dk+1 = Gk+1 Pk + Pk—1 = Qk+1 Qk+1 T Gk = Qk+2,

concluindo a prova de que py = qrx+1 para k > 0.

Consideremos agora a seqiiéncia de Fibonacci (yx)n>0 obtida da
forma

Yk+1 =qk € Yk+2 = Q1 =Pk, k= —1.
Pela Propriedade (B II) dos convergentes,

Ykt Ykl — Y2 Yk = Yoa1 — Y2 Yk = (—1)F.

Pela Observagao 3.4, yr+1 € Yr4+2 Sa0 primos entre si. Finalmente,
pelo Teorema 3.2,

lim 2542 — 0.

k—oo yk+l

4.2 A expansao do numero de Euler ¢

Nesta segao veremos que a expansao em fragoes continuas do niimero
e ¢é dada por

2+4[1,2,1,1,4,1,1,8,1,1,16,1,1,...].
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Para isso, consideraremos o nimero © cuja expansao em fragoes
continuas é

al :1,
© =2+ [ay,as,...,], onde asp_1 = 2k
asp = azp+1 = 1
Teorema 4.2. © =2+ (1,2,1,1,4,1,1,8,1,1,16,...] = e.

A prova deste resultado é, infelizmente, um pouco técnica. Para
facilitar a leitura, explicaremos as principais etapas da prova do teo-
rema deixando para o final do capitulo as partes técnicas.

Para provar que e é igual ao ntimero © usaremos a representacao
de e como série de poténcias

© Kk
. x
€ => 0
k=0
Fixado m € Z temos:
0o k
1 1
1/m _ — (=
=35 ()
k=0
Assim,
o) 2k
1 1/m -1/m\ _ 1 1
(e e) =3 G ()
k=0

oo 2k+1
1 (el/m _ e—l/m) = (L
2 = (2k+1)! \m '
Considere os niimeros positivos
=3 moara (5 o @)
E(2n+2k)! \m ' '
Observamos que estes numeros estao bem definidos, ou seja, que a
série acima é convergente. Para isso vemos primeiro que

- o () Eaw (7) -

k=0

1
— 5 <6l/m _|_e—l/m) )
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Temos também
0o 1+ ]C 1 2k+1
E:k'2+2k (E) B

2 (14 k) k! 1 2k+1
K(2+2k) (1+2k)! \m

0o 1 1 2k+1
- Z o () =
— % (el/m _ e—l/m).

O seguinte lema fornece uma férmula de recorréncia para os &,:

tﬂg

Lema 4.3. Os nidmeros &, na Equacao (4.1) verificam

En —m(2n+1)§ni1 = Eno-

Posporemos a prova deste lema para o fim da secao

Seja 8, = —=—. Temos
n+1
5 _ 5_0 _ el/m+e—l/m _ el/m (el/m+e—l/m) _
0o = & el/m _e-l/m " el/m(el/m _g=1/m) —
B (62/m +1)
T @1y

Por outro lado, pelo Lema 4.3,

S5 _ gn :§n+2+m(2n+1)€n+1:

§ﬂ+1 gn—&-l

:m(2n+1)—|—€n—+2:
n+1

1

=m(2n+1)+
6n+1
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Portanto,

e/m 41 1 1
22/7117_1):60:7%—"_5_:7%—’_71:“.'
¢ ) ! 3m+ —
92
Acabamos de obter o seguinte resultado que usaremos mais adiante.

Lema 4.4. Para m > 1 considere o numero

g —&mtl
e2/m —1
Entao
U =m+[b1,....bn,...], bp=02n+1)m.

Em particular, para m = 2 temos

e+l
e—1

Uy = 2+416,10,...,2(2k+1),...].
Observamos que os ndmeros 1/¥,, foram estudados por D’Lam-
bert que provou a seguinte relacao

(W) " = [e1,62,- o o]y Cn= (20— 1)m.

Veja o Exercicio 4.1.
Seja (P, /Qk)r a seqliéncia dos convergentes de Wo, onde P_; = 1
e Q_1 =0, temos que
P, 2

—_ :—:27
Qo 1

P, _b1P0+P_1_6-2+1_13

Qi 01 Qo+Q. 6-1+0 6’

& _ by Pr—1 + Pr—o B 2(2k+1)Py_q1 + Py—2
Qk b Qr-1+Qr—2 22k+1)Qr-1+ Q-2
Temos o seguinte resultado que estabelece a relacao entre o niimero

© do inicio da segao (lembre que queremos provar © = ¢) e o niimero
U,
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60
Lema 4.5. Os convergentes P /Q de Vs e pi/qr de © verificam

® P31 =22k +1)ps—1)+1 T P3(h—2)+1, K > 1,
¢ 3r1 =202k +1)q3(h—1)+1 + a3 (h—2)+1, k> 1,

® P31 =Pp+Qk eqzrr1 =Py —Qp, k>0.

Deixaremos a prova deste lema para o fim da segdo. Agora ji
estamos prontos para terminar a prova to Teorema 4.2. Usando as

relagoes do Lema 4.5, obtemos que

(6—|—1)+1
R CE S
- (6+1)_1_\I/2—1_
(e—1)
P,
SLANE |
= lim Qs =
Qk
P,
w + Qr Pkl _ o

= lim =
k—oo Pk — Qk k—oo (3 k41

Isto prova que o nimero e = © e conclui a prova do teorema. Falta

provar os Lemas 4.3 e 4.5.
4.2.1 Provas dos Lemas 4.3 e 4.5

Prova do Lemma 4.3: Escrevemos

A=¢&—m@2n+1)&,41.
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Temos
(2" (n+ k) 2" (n+ 1+ k)! 1)kt
= - 7 1 -
A §:<M@n+2M! mEnt ) a2 201 ) \n

_ii2"m+kﬂ@n+2+2kﬂ2n+1+2k)(1)2“"

E'(2n+ 2k + 2)! m

oo

Z 2n+1)2" (n+ 1+ k)! (1)“*"

E'(2n 424 2k)! m

k=0

:i 2" (n4+k)N2(n+14k)(2n+1+2k) <1)2’“+“

k'(2n+2k+2)! m

[ee]

Z 2n+1)2"" (n+ 1+ k)! (1)“*"

k'(2n+2+2k)! m

k=0

:i (2"“ ("+1+k)!((2n+1+2k)—(2n+1))> (1)2k+n

E'(2n+2k+2)! m

2" (n4+ D)I((2n+1) — (2n + 1))
o (2n+2)

2

k=1

_i 22k (n+ 1+ k)! 12
B E(k—1)!'2n+2k+2)! \m

2" (n 4+ 14 k)! (2k) (1 >2k+n

E'(2n 42k + 2)! m

& 2" (4 2) + (k- 1)) 1)\ 2k D++2)
> o (5)

= (k=1D'2(n+2)+2(k- m
= §n+2
Concluindo a prova do lema. O

Prova do Lema 4.5: Seja pi/qr 0 convergente k-ésimo de ©. Em
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primeiro lugar, note que por convengao,

po _ag _ 2 o p1_apo+p-1 3

do 1 1 @ aiqo+g- 1

Como a3z = agg+1 = 1 e azg—1 = 2k, usando a Propriedade (A) dos
convergentes de e, obtemos para k > 1 a relacao

P3k+1 = A3k+1P3k T P3k—1 = P3k + P3k—1
= a3k P3k—1 +P3k—2 T P3k-1
=P3k—1 +DP3k—2 + P3k—1
=2p3k-1+P3k—2
=2(a3k—1P3k—2 + P3k—3) + P3k—2
=2(2kp3r_2+p3sr—3) +P3r_2
=(2(2k) + 1) p3k—2+ 2p3k—3s
=22k +1)psr—2+ (a3k—3DP3k—a + P3k—5) + P3k—3
= (22K +1)par—2 + (a3 (k—1) P3k—a + P3k—5) + P3k—3
=(22k)+1)par—2+ (P3r—a +P3k—5) + D3k—3
=22k +1)psr—2+ (P3k—3 +P3k—a) + D35
=(2(2k) + 1) p3(k—1)+1 + (a3 (k—1)+1 P3k—3 + P3k—a) + D3 (k—2)+1
=(2(2k) + 1) P3 (k—1)4+1 + P3 (k=1)+1 + P3 (k—2)+1

=22k +1)Ps(k—1)+1 + P3 (k—2)+1-

Concluimos assim o primeiro item do lema.

A prova para os g ’s segue de forma anédloga, e estd proposta como
exercicio.

Finalmente, a prova do tltimo item também é por indugao. Para
k = 0 temos que

Php+Qo=2+1=3=p; e Ph—Qp=2-1=1.
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Suponha que, para todo 1 < j < k, se verifica
p3jr1 =P +Q; e q3j11 =P —Qj. (4.2)
Entao, pela propriedade (A) dos convergentes,
Py + Qr = br P11+ P2 + b Qr—1 + Qr—2.

Pela hipétese de inducao em (4.2) e pelos dois primeiros itens do
lema,

Po+Qr =22k+1)Pi14+Pe2+22k+1)Qr-1+ Qr—2=
=22k+1)(Pr—1+ Qr-1) + (Po—2 + Qr—2) =

=22k+1) (3 k-1)+1) + (P3 (k—2)+1) = D3 k+1-
Analogamente,
P, — Qk = (2 (Qk + 1) Pr_1+ Pk_z) — (2 (Qk + 1) Qk—l + Qk—2) =
=202k+1)(Pro1 — Qr—1) + (P2 — Qr_2) =

=22k +1) (g5 k=1)+1) + (@3 (k—2)+1) = @3 k11

A prova do lema estd terminada. (I

4.3 Exercicios

Exercicio 4.1. Considere os nimeros

g, - &mrl
e2/m — 1
Como no Lema 4.4 Prove que
(U,) "t =[c1,¢0, 00y Cnyenn ], = (2n—1)m.

Exercicio 4.2. Seja pi/qx 0 k-ésimo convergente do niimero de Euler
e. Prove que, para todo k € N, se verifica

4kqgsp—2 < qsr+1 < (4k+3)gsp—2.
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Exercicio 4.3. Usando o Exercicio 4.2, prove que, para todo k € N,
se verifica
4P (R = 1) < gzp_o < 4FTLEL



Capitulo 5

Convergentes e boas
aproximacoes

Vimos no Teorema 3.2 que os convergentes de um numero irracional
convergem para ele. Neste capitulo estudaremos como os conver-
gentes de um numero se aproximam dele. Nosso primeiro objetivo é
determinar a proximidade entre um nimero irracional e os seus con-
vergentes. J& formulamos, na Observagao 3.6, um primeiro resultado
que estabelecia uma cota superior para a distancia entre um nimero
e os seus convergentes. O resultado a seguir estabelece cotas nos dois
sentidos.

Teorema 5.1. Seja © um nidmero irracional e pr/qr seuw k-ésimo
convergente. Entao, para todo k > 0, se verifica

1

s _ bk
ar (qk + qrs1)

gk

1
<

< < —.
gk dk+1

T

Salientamos que este teorema serd utilizado repetidas vezes ao
longo do texto e tera um papel destacado.

A seguir, consideraremos o problema da aproximacao de um nu-
mero irracional z (digamos x € (0, 1), para simplificar) por niimeros
racionais. Veremos que as aproximacoes dadas pelos seus conver-
gentes sao as melhores. De maneira mais precisa, considere um

65
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ndmero (irracional) z, um ndimero natural ¢, e o conjunto A, dos
nuimeros racionais com denominador menor ou igual do que ¢,

Aq:{%; aez,beN,bgq}.

Queremos saber qual é o nimero de A, mais préximo z. Observe que
embora o conjunto A, seja infinito, hd somente um nimero finito de
casos a considerar (essencialmente os numeros no intervalo [0, 1]).
Portanto, esse nimero estd bem definido (a principio o ntimero pode-
ria nao ser inico e poderiam existir duas “melhores” aproximagoes).
O ntmero de 4, mais préximo de x é chamado de uma boa aprozi-
magao de x. Veremos que, com a Unica excecao de x = 1/2, as boas
aproximagoes de x sdo seus convergentes. (Veja os Teoremas 5.4 e
5.6 que afirmam que todo convergente é uma boa aproximagao e vice-
versa).

A seguinte etapa é estudar para que numeros irracionais x as
desigualdades da forma

’x—%’<bgn, C>0, neN, (5.1)

tém solugao. Observamos que o Teorema 5.1 garante de forma ime-
diata que quando n = 1 a desigualdade (5.1) sempre admite solugao.
Para isto é suficiente lembrar que, pela Propriedade (C), g — oo,
portanto, C' > 1/qx+1 para k suficientemente grande. Assim, se
verifica

1 C
T < — < —
dk dk 4k+1 dk

e a desigualdade tem solugao. Estudaremos este tipo de problemas
na Secao 5.3.

Em primeiro lugar, a Proposi¢ao 5.12 garante que quando C' = 1/2
e n = 2, as solugoes da desigualdade (5.1) sdo convergentes de x. Ve-
remos também que quando C' > 1/v/5 e n = 2 a desigualdade possui
infinitas solugdes dadas por convergentes (veja o Corolario 5.14). Por
outro lado, quando C' < 1/\/5 e n = 2, para o numero de ouro
O =1+1[1,1,...] (introduzido na Secao 4.1) a desigualdade tem
apenas um nudmero finito de solugoes.

Finalmente, o Teorema 5.18 estabelece um resultado geral sobre
as solugoes da desigualdade (5.1) quando n = 2: se os quocientes a;

Dk
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de x s@o limitados entao existe C' tal que a desigualdade nao tem
solucdo, quando os quocientes sao ilimitados hd sempre (para todo
() infinitas solugoes para a desigualdade.

No préximo capitulo estudaremos a relacao entre um nimero ser
transcendente (nao ser raiz de um polinémio com coeficientes inteiros)
e a existéncia de boas aproximagoes.

5.1 Aproximacao por convergentes

Nesta secao provaremos o Teorema 5.1:
Seja x um nidmero irracional e py/qy seu k-ésimo convergente. Entdio,
para todo k > 0, se verifica
1
ar (qr + qr+1)

1
<

@k Qg1

Dk
o — 28

gk

<

Prova do Teorema 5.1: Consideraremos primeiro nimeros irra-
cionais z € (0,1). Pela Equagao (3.9), temos que para todo x € (0, 1),
T*(x)
@i (qr + TF(x) qr—1)

‘ Dk
r— 25
gk

Pela Observacio 2.7, como z é irracional, temos que T%(z) # 0 para
todo k. Portanto, podemos dividir por 7% (z), obtendo

1
= (T @) e o) (5.2)

A seguir obteremos cotas(superior e inferior) para o denominador
desta expressao. Usando estas cotas provaremos o teorema.

Pela Equacao (2.3), art1(z) = agr1 = [(T*(x))~!] (omitimos a
dependéncia dos quocientes e dos convergentes em ), temos que,

‘ Pk
r— 2
gk

apt+1 < (Tk(x))_l < ag+1 + 1. (5.3)
Assim,

qk (ars1 e + qe—1) < qx ((ap1 +1) g + qu—1)- (5.4)



68 [CAP. 5: CONVERGENTES E BOAS APROXIMACOES

Pela Propriedade (A),

_ dk+1 — Qk—l. (5.5)
gk

Ak+1

Portanto, usando as desigualdades (5.3) e (5.4) e a igualdade acima
(5.5), obtemos,

ar (TF@) " ar + qe-1) < qr ((argr + 1) ar + qr—1) =

k41 — Qk—
= gk ((q—&_lc]%“‘l) Qk+Qk—1>=

= Gk (Qr+1 + qr)-

ar (TH(@) ™ ar + qr—1) = qr (kg1 Qo + qr—1) =

qk+1 — Qk—1
= qk ((7+ ) qk +Qk—1> >
gk

> G (Qr+1 = Qh—1 + Gk—1) = qk Qh+1-

Logo, pela Equacao (5.2),
1

qk (qrs1 + qr)

Pk
r— £

gk

1
<

< < .
gk 9k+1

Acabamos de provar o teorema para x irracional em (0, 1).
Usando a prova anterior, mostraremos o teorema para y € R\ Q.
Escolha ag = |y| € Z tal que x =y — ap € [0,1). Como

pe(y) _  pr(2)
ar(y) ()’
temos
)| |y (o @[] me)
-2 =l o= (ao 25) [ = - 25
Logo, pelo o que acabamos de mostrar,
1 _e(y) 1
00(@) (@1 (@) + ae@) ’y qk(y)‘ = e @ @)
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Observe que, por definigdo, qo(z) = 1 = ¢o(y). Supondo que se
verifica g;(x) = ¢;(y) para 0 < j < k, obtemos, usando a Propriedade
(A), que

Gr+1(2) = a1 (2) g (@) + gp-1(z) =

= ar11(Y) () + 1Y) = qrr1(y)-

Portanto,
1 - ’ B pk(y)’ < 1
ax(y) (qe+1(y) + ar(y)) ax(y) | = ar(y) ar+1(y)
Isto finaliza a prova do teorema. (I

5.2 Boas aproximacoes

Nesta secao, veremos uma aplicagao das fragoes continuas sobre a a-
proximagao dos nimeros irracionais por nimeros racionais, também
conhecida como Aprozimagdo Diofantina.

O principal resultado desta secao é que as melhores aproximagoes
de um numero real x por numeros racionais $ao os convergentes da
sua expansdo em fragdes continuas (com a Unica excegdo, r = 1/2,
como veremos no Teorema 5.6).

Em primeiro lugar, explicaremos o que significa ser uma boa apro-
ximagao do numero real x.

Definicao 5.2 (Boa Aproximagao). A fragdo a/b, b > 0, é uma
boa aproximagao do numero real x se vale a desigualdade

dr —c| > |bx—al, paratodo E;ég com 0<d<hb.
d’ b

Observagao 5.3. A defini¢ao implica que se a/b é uma boa aproxi-
ma ¢ao de x, entdo a/b é a melhor aproximagao por nimeros racionais
de z dentre todos os nimeros racionais em Ay. Isto é, dado ¢/d com
0 <d < b, temos

d c a

[dz —c| > bz —a] = ‘E:c—l—)‘>‘a:—g‘
gk
p I al Tl
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Como d/b < 1, obtemos
=3l > == 3]

Para simplificar a exposi¢ao, ao longo deste capitulo suporemos
que x € (0,1). O caso geral segue de forma totalmente andloga. Em
primeiro lugar, provaremos que toda boa aproximacao do ntimero real
x é um convergente de z. Em seguida, mostraremos a reciproca desta
afirmagao com sua unica excegdo x = 1/2.

Teorema 5.4. Toda boa aproximagao de x € (0,1) € um convergente
da sua expansao em fragoes continuas.

Prova: Seja a/b uma boa aproximagio de x. Provaremos o teorema
por absurdo supondo que a/b ndo é um convergente de x.

Em primeiro lugar, veremos a posicao de a/b em rela¢ao aos con-
vergentes da expansao em fragoes continuas de x. Pelo Lema 3.9, os
convergentes de x estao na seguinte posicao na reta real em relacao
ax:

[ ® ® ® ® ®
0 P2 R P1 1
q2 q3 q1

Figura 5.1: Posicoes relativas dos convergentes

. Caso contrario, 0 > —, como z > 0, temos

Afirmamos que 0 < b

Q‘I@

|1~x—0\<’w—%’§|bx—a\7 quando 1 <b.

IS

Logo, a/b ndo seria uma boa aproximagcao de z. Portanto, 0 < —

@‘

a
Provaremos também por contradicao que 3 < 1. Suponha que

1
- > 1. Em particular, — > 1>— 2 > x, onde b é o primeiro
b b g a1 q1
convergente de x. Entao,
1b—
|bx—a|—b‘z——‘>b br_ 4y _p 2 aa
¢ b @b
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Como p1 b — ag; é um numero inteiro diferente de zero,
1
br—al >b—=—=—.
@b @ w
Por outro lado, temos

1
2] =2 < —.
ai

Entao,
1
bz —a| > — > |z —0|.
a
Logo, a/b nao seria uma boa aproximacdo de z, o que é uma con-
tradigao.

Como estamos supondo que a/b ndo é um convergente, podemos
ter duas situagoes:

1. a/b estd entre pr—1/qr—1 € pr+1/qr+1, onde k > 1 pode ser par
ou impar,

2. a/be€ (p1/q,1).

a a
s T z
b b
——————— 00— ¢ o o ¢ —
0 Pk—1 Pk+1 Pk+1 Pk—1 1
gk—1 Gk+1 gk+1 Qk—1
k impar k par

Figura 5.2: Posigoes relativas de a/b com respeito aos convergentes

Vejamos o que acontece no primeiro caso. Considere o intervalo

H, = (Pk—17pk+1> (k fmpar), Hy = (pk+1’pk—1> (k par).
dk—1 4k+1 qk+1 Qqk—1
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a .
Lema 5.5. Suponha que 3 € Hy, para algum k > 1. Entao b > qp.

Prk—1 DPk+1

Q-1 Gt
Por hipotese, a gx—1 — bpr—1 é um inteiro diferente de zero, portanto

a L
Prova: Suporemos que 7 € ( ) , 0 outro caso é andlogo.

1
T bqr-1

aqgp—1—bpr_1
bqr—1

_ Pk

a
- 5.6
b qk—1 ( )

Por outro lado, pela posicao relativa dos convergentes, temos que
a/b < pr/qx, portanto,

a  Pk—1 Pk Pk—1] _
b gk Q% qQr—1
_ |Pr k-1 — Pk—1qk| _ (5.7)
qk Qr—1 '
DR
T Qo—1| Qs Qo1
onde na peniltima igualdade usamos a Propriedade (B II).
Das Equagoes (5.6) e (5.7) obtemos
1 1
< .
S
Portanto, b > g, concluindo a prova do lema. O

Voltando a prova do Teorema 5.4 e raciocinando como no lema

. . a _
acima, asumindo que — € (pk L , PrA1 )7 como neste caso x > M’
b dk—1 Qqk+1 k41

temos que

’ a ’ Pkl Q Pk+1b — a i 1

r——| > — = = > .

b Qey1 b b qr+1 b qri1
Assim,
1
bz —al > .

qk+1
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Além disso, pelo Teorema 5.1,

1 1
< = gz —pi| < .
qk 9k+1 qk+1

’ Dk
r— 25
qk

Obtemos entao,
lgr x — pr| < |bx —al, onde b> gy.
Logo, a/b ndo é uma boa aproximacao de z, o que contradiz a hipétese

do teorema. Isto prova o teorema para o primeiro caso.
Consideremos agora o segundo caso, isto €,

a
1>—>]£>x.
b q1
Neste caso temos
b— 1 1
o= > |2 oo _|mboam), L L
b q b bq bgr  bay

1
Entao, [bz —al > —.
ay

1
Por outro lado, |z| < —. Obtemos entéo que,
a1
bz —al > |z|=1z—-0], b>1.

Isto contradiz o fato de a/b ser uma boa aproximacao do nimero x.
Terminamos, portanto, a prova do teorema. O

Provaremos agora a reciproca do Teorema 5.4 com a sua unica
~ - , Do
excecdo = 1/2. Observe que o 0-ésimo convergente de 1/2 é — =
do
1= 0, que nao é uma boa aproximagao de 1/2, pois

[1-2—1=|1-2—0] =]z —0|.

Teorema 5.6. Considere © € [0,1) com x # 1/2. Entao todo con-
vergente de x € uma boa aproxrimacdo dele.
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Prova: Temos que provar que, para todo k > 0, o k-ésimo conver-
gente py. /g de & é uma boa aproximacao de x. Para isso consideremos
para cada 0 =1,2,...,q; e cada « € Z o nlmero

My(B,a) =Bz —af
Queremos minimizar M, (0, ), isto é, calcular,
My(qx): =min{M,(6,a): B=1,...,q1, « €Z}

e ver que o minimo é Unico e ocorre para o = pg e 5 = Q-

Observamos que fixado 8 € {1,..., ¢} para minimizar M, (5, ),
a € Z, hd no maximo um numero finito de nimeros « a considerar,
pois se @ minimiza a expressao, necessariamente 0 < o < |gr 2| + 1.
Portanto, hd um nimero finito de possiveis pares (8, @) que mini-
mizam M, (q;). Dentre estes pares escolhemos aqueles com 8 = (g
minimo. A principio, fixado 8y minimo, poderiam existir dois valores
de «, digamos ag e a1, que minimizam,

Mm(qk) = Mw(ﬂOa Oéo) = Mm(ﬁm Oll).
Observe que nesse caso, necessariamente, a; = ag + 1 e, portanto,

1
bor—ap=apg+1—0Fx — ﬂo$=()&o+§.
Afirmamos que, fixado By minimo, existe uma unica escolha para a

b b) )
que denominaremos ag:

Lema 5.7. Se ag minimiza M, (B, a) entao an = g+ 1 nao mini-
miza M, (Bo, «), isto €,

M, (qr) = M (Bo, o) < My (Bo, o).

Posporemos a prova deste lema chave, usando-o concluiremos a
prova do teorema. A conclusao da prova do teorema tem duas partes.
Veremos, no Lema 5.8, que ag/fBy é uma boa aproximagio de z.
Portanto, pelo Teorema 5.4, ag/fBo é um convergente de =, que é
exatamente py/qr (Lema 5.9). Obteremos assim o teorema.

Lema 5.8. O nimero a/By € uma boa aproximagdo de x.
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Prova: Pelo Lema 5.7 o é o tnico valor que minimiza |8y z — «|.
Portanto, para todo a € Z, o # «y, se verifica

(&%) «
|Box —ag| < |Box —a|, onde — #—, 1< 0.
Bo © Bo
Isto significa que ag/By é uma boa aproximagao de x. (I

Lema 5.9. ay/fo = pr./qk-

Prova: Como «ag/fy é uma boa aproximacao de x, o Teorema 5.4

@
garante que ele é um convergente de x, 2o _Ps Pela escolha de (3,

Bo < qi, € como o0s g; sao crescentes, terr?os s SS k. Se s = k o lema
estd provado. Suponha agora por contradigdo que s < k. Veremos
que este caso é impossivel.

Pelo Teorema 5.1,

1
s (s + qst1)

Como (¢;)i>1 ¢ uma seqiiéncia mondtona crescente, temos que

| >—L > 1 (5.3)
qsT — P > . .
° ° qs +qs+1 ~ Qk—1 + qk
Além disso, como pelo Teorema 5.1
1 1
’:c—p—k < = agpz—pel < —.
qk qk 9k+1 qk+1
Como M (B, a0) = Mx(qr) e Bo = gs temos que
1
lgs  — ps| = [Box — ao| < |gp v — pi| < —. (5.9)

qk+1
De (5.8) e (5.9),

1 1
<
ar + Q-1 Qr+1

= qk+1 < gk + qk-1-
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Esta desigualdade contradiz a defini¢do de gxt1, pois
Qk+1: = Qk+41 Gk + Qr—1, onde appq > 1.

Isto implica que qx+1 > qx + qr—1. Esta contradicao implica que s
nao é menor do que k, logo s = k, concluindo a prova do lema. [

Para terminar a prova do teorema falta demonstrar o Lema 5.7.

Prova do Lema 5.7: Suponha por contradicao que ag e a3 = ap+1
verificam

M (qr) = Mz (Bo, ) = My (Bo, o + 1).

Como jé vimos, em tal caso se verifica que

20+ 1 Qg
r—ayg=oag+1—0Fhx — = - 1Y
Bo 0 0 0 2 B %o
Em particular,
M, (Bo, ag) = |Box — ag| > 0. (5.10)
2 1
Afirmagao 5.10. O;O; € irredutivel.
0

Adiaremos a prova da afirmacao para o fim da prova do lema.

Expandindo o ntimero racional (que suporemos em forma

Qg
2 Bo
irredutivel) em fragdes continuas, temos que seu ultimo convergente
Dn/Gn, que é uma fragio irredutivel, é ele préprio, isto é,

Pn=2a0+1, ¢n=200=anqn-1+ gn-2.
Afirmacgao 5.11. Gy > ¢,_1.

Adiaremos também a prova desta afirmacao e usando-a terminare-
mos a prova do lema, que lembramos é por contradicao. Fazendo

— Do _ M temos que
dn 2ﬂ0 '
Pn dn—1Pn — Pn—14n
|Qn—1$ _pn—1| = n—-1 — — Pn—-1| =

an

n
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Usando a Propriedade (B II), obtemos que

4n—1Pn — Pn—-14n

|Qn—1x_pn—l| =

qn
(5.11)
_1\n+1
Nl RN
dn dn 2 Bo 2
Por outro lado,
2040 +1 1

_ - 20 r-_ = . 5.12
|Box — ao| = |Bo 50 ao| =5 (5.12)

Finalmente, das Equagoes (5.11) e (5.12) obtemos

|Qn—1 x _pn—1| < |BO T — 040| = Mz(Qn)

Pela Afirmagao 5.11 temos g,—1 < By, 0 que contradiz o fato de Sy
ser minimo com a propriedade M,.(8,«) = M,(g,). Portanto, para
terminar a prova do lema devemos provar as duas afirmagoes.

2 1
Prova da Afirmacao 5.10: oot ] é irredutivel.
2a0+1 200
Suponha que OQéOT nao é irredutivel, entao existe £ > 2, tal
0

que
20+ 1=4Lp e 2[By=1Lq.

De forma imediata temos que
1
lgz —p| = 7 260z — (2ap+ 1) =0.
Portanto, pela Equagao (5.10),

M.(q,p) = lqz —p| =0 < M,(Bo, o) = M (qr)-

Como g < By < gy esta desigualdade contradiz a definicao de M, (qx).
Terminamos assim a prova desta afirmacao. (]

Prova da Afirmacao 5.11: [y > ¢n_1.
Lembre que se a decomposi¢ao em fragoes continuas de um ntmero
racional y dada pelo Algoritmo da Divisao é da forma y = [a1, ..., a,],
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n > 2, entdo a, > 2 (veja o Exercicio 2.1). Portanto, se n = 2,
entdo a, > 2. Observe que se n = 1 entdo x = 1/¢1 = 1/a; onde
an, = ay > 2: caso contrdrio, terfamos que x = 1/a; = 1/2, con-
tradizendo x # 1/2.

Em resumo, se © = p,, /g, com n = 1 temos

200=q1=a1q0+q-1=0a1q0 >2q, PBo> qn-1.

Por outro lado, se n > 2,
280 =anqn-1+qn-2>2qn-1+q =2¢n-1+1>2¢,1.

Em ambos os casos obtemos By > ¢,—1, portanto a afirmagao estd
provada. (Il

Provadas as duas afirmacoes, o Lema 5.7 estd demonstrado. [

A prova do Teorema 5.6 agora estd concluida. O

5.3 Ordem de Aproximagao

Até agora vimos que as boas aproximacoes do nimero real x sao dadas
pelos seus convergentes. Nesta se¢ao, dado um niimero irracional x,
estudaremos a existéncia de nimeros racionais a/b que verificam a
desigualdade

C
’x — %‘ < 320 bara certo C' > 0. (5.13)

Na Secao 9.1, veremos que existem solucoes para a desigualdade
acima para quase todo ntdmero real (um conjunto de medida total
em R). Veja a Secdo 8.1, onde discutiremos de forma sucinta alguns
aspectos bésicos da teoria da medida.

Obviamente na desigualdade (5.13) é suficiente considerar niime-
ros irracionais, pois para os niimeros racionais a desigualdade sempre
tem solugdo. Também é suficiente considerar solugoes da forma a/b
onde a e b sdo primos entre si: se ¢/d verifica a Equacao (5.13) e
a/b = ¢/d com a e b primos entre si, entdo a/b também verifica a

desigualdade,
c C

a C
\”3—5\:’“3\<ﬁ<b—2’



[SEC. 5.3: ORDEM DE APROXIMAGAO 79

pois d > b.

Por simplicidade, comegaremos a examinar as solugoes da equagao
para C = 1/2.

Proposicao 5.12. Toda fracao irredutivel a/b satisfazendo a de-
sigualdade
-5l < 5
r— — _
b 202
€ um convergente de x.

Prova: Pelo Teorema 5.4, para provar a proposicao € suficiente ver
que a fracdo irredutivel a/b é uma boa aproximagao de z. Suponha,
por absurdo, que a/b nio seja uma boa aproximagao de x. Entao,

existe g # % com 0 < d < b tal que,

1 c 1
_ < — - - — -
|[de —c| < |bz a\<2b = ’x d’<2b
Logo,
c a c a 1 1 b+d
I B . I . 5.14
‘d b‘*‘d x‘*‘x b‘<2bd+2b2 T

C a 7 e . .
Por outro lado, como p #* 7 temos que ¢b— a d é um nimero inteiro
diferente de zero. Portanto,

cb—ad

cb—ad 1
db

bd’

£-3)- 519

>

De (5.14) e (5.15), como b e d s@o positivos, obtemos

1 _b+d

— 2b <b+d b<d
bd<2b2d <b+ - <a,

o que é uma contradicgao.
Portanto, a/b é uma boa aproximacao de x, completando a prova
da proposigao. O
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Proposicao 5.13. Dado um numero real x e trés convergentes con-
secutivos dele,

Pn—2 Pn—1 Pn

Gn—2"  Gn-1  Gn

no minimo um deles satisfaz a desigualdade

a

-5l
b

VEb2
O seguinte corolario decorre facilmente da proposigao e da dis-

tribuigao alternada dos convergentes na reta real na Observagao 3.10.
Veja o Exercicio 5.1.

Corolario 5.14. Para todo numero irracional x e toda constante
C > 1/\/5 a desigualdade

a C
’$_5‘<b_2’ a€Z, beN,

tem infinitas solugoes.

Prova da Proposigao: A prova da proposicao é por contradigao.
Suponhamos que existe k > 2 tal que

1
w—& >

dn| = V52’

paran =k, k—1,k—2. (5.16)

Obteremos a seguinte contradigao: qr < qx—1 + qr—2, em oposicao
com a Propriedade (A) dos convergentes (qr = ak qr—1 + qr—2 >
Qr—1 + qr—2)-

Para simplificar escrevemos r,, = (T"(x))~! # 0 (lembre que z é
irracional). Usando a Propriedade (B I) dos convergentes

= Dn + (T"(:E))pn_l _ DPnTn + Pn—1
Gn + (T™(®)) qn-1  @nTn +dqn-1’
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obtemos que

PnTn +pn—1 o & _

QnTn+Qn—1 dn

dn

PnTndn +pn—1 dn = PndnTn — Pndn—-1

dn (Qn T+ qn—l)

Pn—149n — Pndn—-1
@ rn + Gn Gn—1

Pela Propriedade (B II) dos convergentes, temos

(="

@2 Tn + Gn Gn—1

B 1
@+ Qngn-1

Para simplificar introduzimos a seguinte notagao, que serd muito 1til
nos proximos lemas,
_ 4k—2

o , k>2 Y = o + Th_1- (5.17)
dk—1

Com esta notagao temos,

1 1
N q% Tn + qn gn-1 B Q% n + q721 ¢n+1

’ Pn
g Pn
Gn

(5.18)
1 1

(a4 dnt1) @2 Un1

As Equagdes (5.16) e (5.18) implicam que
1 1
S5
\/5 q% dn 7/)n+1

Pela defini¢ao de ¢y em (5.17), temos que vy é racional, em particu-
lar, v, # /5. Portanto,

= Yn+1 < \/5

Un+1 <5 paran =k, k—1,k—2.

Temos o seguinte lema cuja prova adiaremos:
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Lema 5.15. Considere k > 2.

V5 —1
max{z/)k,d)k_l} < \/5 — ¢k > 9 .
Aplicando o Lema 5.15 obtemos
V5 —1 V5 —1
b > e ¢k+1 > .
2 2
Portanto,
1 IRl R 2 V5-1
Prr1 qr—1 V5 -1 2
_A-(Bo1?
== 5D =

Isto é, qx < qr—1 + qx—2, 0 que contradiz a definicao da seqiiéncia
(@)k>-1: @ = @k Qe—1 + Q—2 > qr—1 + qr—2. Esta contradicao
implica a Proposigao 5.13.

Portanto, para terminar a prova da proposicao falta demonstrar
o Lema 5.15.

Prova do Lema 5.15: O ponto chave do lema é a seguinte relagao:
1 1

== + — = On +rn_ . 519
gy ¢ 1 (5.19)

Un

Provada esta identidade, pelas hip6teses do lema, para cada k > 2 se
verifica,

1 1

¢k+rk_1:z/1k<\/5 e — + Zwk_1<\/5.
P Tk—1
Reescrevendo as desigualdades,
1 1
O<7"k—1<\/__¢k e <v5—-—.
Th—1 Pk

Multiplicando as desigualdades obtemos

| < (f—#) (@_¢k):5_¢5¢k_§+1.
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Isto é,

5—\/5¢k—£>0.
bk

Pk

Multiplicando por , obtemos

2
or+1-Vhgp <0 = (m—?) —%<0.

Portanto,
2
<¢k_§> <i == <§_¢k> <%.

V-1
2

Logo,

< P,

terminando a prova do lema.
Falta provar a Equacao (5.19). Pela definigdo de ¢,4+1 e pela
Propriedade (A) dos convergentes se verifica

1 _ _
_ dn :anqn 1+Qn 2:an+¢n.
¢n+1 dn—1 dn—1

Por outro lado, das definicoes de r,, a, e da transformagao de Gauss,

T = gy - {Tn-llmJ S

Assim temos que,

1 1
+ — :an+¢n+rn—l _an:¢n+rn—l :wn
¢n+1 Tn
Portanto,
1 1
wn: +_:¢n+rn—l-
¢n+1 Tn

A prova do lema agora estd completa. |
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Provado o Lema 5.15, a demonstracao da Proposicao 5.13 esta
concluida. (]

Provaremos a seguir, usando o nimero de ouro que introduzimos
na Secao 4.1, que a constante C' = 1/\/5 na Proposi¢ao 5.13 nao
pode ser melhorada: veremos que se C' < 1/+/5, entéio a desigualdade
(5.13) pode ter apenas um ntmero finito de solu¢oes. Compare com
o Corolério 5.14, que garante que, para numeros irracionais, quando
C > 1/+/5 existem infinitas soluces (dadas por convergentes) para a
desigualdade (5.13).

Proposicao 5.16. Considere C < 1/1/5 e o nimero de ouro

1+V5
e

0= 1+[1,1,...,1,...].

Entao a desigualdade
a C
- = — 7
‘(9 b’ < b2 a€Z,beN,

tem apenas um numero finito de solugoes.

Observe que, pela Proposicao 5.12, toda fragao irredutivel que
satisfaz a desigualdade

é um convergente de . Portanto, todo a/b que verifica a desigual-

dade da proposigao com C < % < 3 é um convergente de O, isto

é, a/b = pi/qr, para algum k.

Prova: Para provar o lema veremos que existe uma seqiiéncia (ex ),
e — 0, tal que para todo k vale

o
gk

o (5.20)
¢ (VBren) '

1
Logo, fixado C' < —=, para todo k suficientemente grande se verifica

V5

C
‘O—@ > —.
gk 95
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Assim, a desigualdade
‘o _ O
qk 41
é satisfeita apenas para um numero finito de valores de k, obtendo a
proposicao.

Provaremos agora a igualdade na Equacao (5.20). Nesta prova o
fato de O — 1 ser um ponto fixo da transformagao de Gauss e sua
expansdo ser 1+ [1,1,1,...] (estas duas afirmagdes sdo equivalentes)
tém um papel essencial.

Pela Observacao 4.1, T™(O) = O — 1, para todo n > 0. Isto é,

W (VEHLTY V-1
(1521

Portanto,

(T"(0)) O = <\/52_ 1) <*/52+1> —1 = (T"(O)'=0.

Assim, pela Propriedade (B I) e raciocinando indutivamente obtemos

e+ (THO) pe—1 ok (THO) ™+ pr—1
g+ (TRO) qr—1 ak (THO) P + g1

_ O+ pEa
@O+ qp-1’
Logo, usando a Propriedade (B II),

PkO+pr—1  pr

Pk
O —-—
ax O+ qr—1 gk

gk

Prk O+ pr—1qk =Pk kO —Prgh—1| _
ak (g O + qr—1)

(=D*

ar (¢ O + qr—1)

1

ar (g O + qr—1)

1

i (0+22)




86 [CAP. 5: CONVERGENTES E BOAS APROXIMACOES

3

Isto é,

- (5.21)

i (04 %)

Para continuar a prova da proposicao precisamos da seguinte pro-
priedade geral dos convergentes:

o
gk

Lema 5.17. Considere um ndmero real
x=ag+la,...,a5,...].

Para todo k > 1 se verifica

qk
—— =ag + [ag-1,-..,01].
qk—1
Posporemos a prova do lema e continuaremos com a demonstracao
da proposicao. Como a; = 1 para todo ¢ > 0, usando o Lema 5.17,
temos

=ar+ [ag-1,...,a1] =1+[1,...,1]
k-1

Sabemos que

ar + [ak—1,...,a1] =1+11,...,1] = O, quando k — oo.
Portanto,
-1 1
= — +4¢€, € — 0quando k — oco.
qk @

Substituindo na Equagao (5.21) e observando que se verifica

O+07 =5,
obtemos
’ DPr| _ 1 B 1
qx a ((’) +07 1+ ek) q (\/5 + ek) ’

obtendo a Equagao (5.20).
Para concluir a prova da proposigao, é necessario provar o lema
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Prova do Lema 5.17: A prova é feita por indugao. Para k = 1
temos, pela Propriedade (A) dos convergentes, que

g1 a1go+g-1 _4_,
% 1 1

Portanto, o lema é verdadeiro para k = 1. Suponha que o lema vale
para todo j menor do que (k — 1),

4;

:aj+[aj_1,...,a1]7 j:17,..’(]§_1).
qj—1

Pela Propriedade (A), gx = ak qk—1 + qr—2, obtemos

QK ak k-1 + qr—2 qr—2 1
= =ai + :ak+—Qk—1'
k-1 qrk—1 qrk—1
qk—2
Usando a hipétese de indugao
1
Ik =ag + —
qk—1 ap—1 + [ar—2,...,a1]
=ak + [ag—1,aK-2,...,a1],
obtendo assim o lema. O
Agora, a prova do Proposicao 5.16 estd terminada. O

Veremos que a Proposicao 5.16 ilustra o caso geral: dado um
numero irracional z, para C suficientemente pequeno, a desigualdade
diofantina (5.13),

nao tem solugdes se, e somente se, os quocientes a;(x) da expansio
em fracgoes continuas de z sao limitados.

Teorema 5.18. Considere uma constante C' > 0, um numero real
x=ag+[a1,a2,...,an,...]

e a desigualdade (5.13)

¢

=k a€Z,beN.

5le
ol
b
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Quocientes limitados. Dada qualquer constante M > 1, para

todo
1

T M+2

C< CQ(M)

e todo numero irracional T cujos quocientes a; sao limitados
por M, a; < M, a desigualdade (5.13) acima nao tem solugao.

Quocientes ilimitados. Para todo numero irracional x com quo-
cientes ilimitados e toda constante C > 0, a desigualdade (5.13)
acima tem infinitas solugoes.

Este teorema implica que nimeros irracionais com quocientes li-
mitados nao possuem boas aproximacoes diofantinas. Veremos na
Secao 9.1, que os nimeros irracionais que possuem quocientes limita-
dos constituem um conjunto pequeno (de medida zero). Assumindo
este fato, o teorema implica que existe um conjunto de medida total
de ntimeros que admitem um ndmero infinito de boas aproximagoes
diofantinas.

Prova: Provaremos primeiro a parte do teorema sobre quocientes
limitados. Suponha que o nimero irracional x é tal que a; < M para
todo i > 0. Veremos que ndo existem numeros racionais a/b que
verificam a desigualdade.

Considere um nimero racional a/b, b € N, que satisfaz a desigual-
dade na hipétese do teorema, onde escolhemos a, b relativamente pri-
mos (isto é, a fragao a/b é irredutivel). Sabemos pela Proposigao 5.12
que toda fragao irredutivel que satisfaz

o= 3 <52
TR o2

é um convergente de z. Portanto, como

1 <1
M+2 2

C<00(M) =

temos que a/b é um convergente de x, isto é a/b = py/qr para algum
k> 0.
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Assim, usando o Teorema 5.1 e a Propriedade (A) dos conver-
gentes, temos para qualquer k£ > 0,

1 1

z— Pk -
ak (qr + arv1)  ar (@r + apr1 qr + qr—1)

gk

_ 1
N
q% (1 + ap41 + qqk1>

Como g > gx—1 (lembre a Propriedade (A) dos convergentes) e como
ar < M por hipdtese,

Tbapn + 3L 1 My 1=M+2
qk
Assim, temos
a‘ Dk 1 Co(M) C
P P ] BN = > .
‘ b ‘ |~ ap (M +2) a; a4

Esta tdltima desigualdade implica que a/b nio é solucao da de-
sigualdade do teorema quando C < Cy(M). Concluimos assim a
prova da primeira parte do teorema.

A segunda parte do teorema relativa aos quocientes ilimitados
é uma conseqiiéncia simples do Teorema 5.1. Observe que como os

quocientes a; de z sdo ilimitados, para qualquer C' > 0 fixado, existem
infinitos valores de k tais que

1

Ak+1

< C.

Escolhemos k tal que apt1 satisfaca esta desigualdade. Veremos que
o convergente pi/qr de x verifica a desigualdade do teorema (para o
C fixado). Portanto, se esta afirmagao é verdadeira, a conclusao é
que existem infinitos racionais que verificam a desigualdade.

Para provar esta afirmacao, usamos o Teorema 5.1 e a Propriedade
(A),
1 1

Dk
r— 2

gk

O W+1 Gk (kg1 @ + Q1)

1 1 C
=2 2 <3
Qi Ok+1 +Qr Q-1 Qi Ok+1 G
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para infinitos valores de k. Isto termina a prova da segunda afirmacao
e do teorema. ]

5.4 Exercicios

Exercicio 5.1. Complete os detalhes da prova do Coroldrio 5.14.
Exercicio 5.2. Prove que, para todo p,q € N, se verifica
1
V2 - Q‘ > .
‘ q| 4¢
Exercicio 5.3. Prove que, para todo k € N, se verifica

1
T 2kq3,

)

1 <‘6_p3k—2
2(1+k)qg2,_,

q3k—2

onde pi/qk é o k-ésimo convergente de e.



Capitulo 6

Numeros algébricos:
Aproximacao e
periodicidade

Comegcaremos este capitulo definindo numeros algébricos e transcen-
dentes.

Definicao 6.1. Um numero x ¢ algébrico de grau n (sobre Q) se
existe um polinémio f(z) com coeficientes inteiros, de graun € N,

fR)=cotez+ 42", co,....,cn €L ecy, #0,

tal que f(x) =0, onde n € N é minimo com esta propriedade.
Um nidmero € algébrico se € algébrico de grau n para algum n € N.
Se o numero x nao ¢ algébrico entao ele é transcendente.

Observamos que o conjunto dos ntimeros algébricos é enumerével:
existe um conjunto enumeravel de polindomios com coeficientes in-
teiros e cada polinémio possui um numero finito de raizes reais, assim
o conjunto dos nimeros algébricos pode ser escrito como uma uniao
enumerdvel de conjuntos finitos, (veja o Exercicio 6.1). Portanto, e-
xistem numeros transcendentes e o seu cardinal é nao enumeravel.
Esta ultima afirmagao agora é imediata (segue do teorema de Cantor

91
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que afirma que R nfo é enumerdvel). No entanto, a primeira cons-
trucdo de nimeros transcendentes é creditada a Liouville (por volta
de 1850). Veremos seu algoritmo para construir niimeros transcen-
dentes.

Na Secé@o 6.1 provaremos o Teorema de Liouville (Teorema 6.2),
que carateriza os numeros algébricos como aqueles que nao admitem
boas aproximagoes por nimeros racionais que excedem uma deter-
minada “ordem” (obviamente, se o nimero algébrico é racional, isto
significa que nao pode ser bem aproximado por outros nimeros ra-
cionais). A prova deste teorema fornece um importante algoritmo
para a construgao de numeros transcendentes. Definiremos nimeros
de Liouville (de forma sucinta, aqueles nimeros irracionais “bem”
aproximados por nimeros racionais) e veremos que o conjunto destes
nuimeros tem medida de Lebesgue zero. Veremos que isto implica que
existem nimeros transcendentes que nao sao de Liouville.

Ja provamos no Teorema 3.1 que os ntimeros irracionais se cara-
terizam por ter expansoes em fragoes continuas infinitas. Na tltima
secao deste capitulo obteremos uma interessante conseqiiéncia do Teo-
rema 5.1: um ndmero irracional tem expansdo periodica (puramente
perfodica ou perfodica a partir de um determinado termo) se, e so-
mente se, é solugdo de uma equagao algébrica de segundo grau (Teo-
rema 6.12). Um exemplo deste tipo de nimero é o nimero de ouro
que é uma raiz da equacio 22 —z — 1 = 0.

6.1 Teorema de Liouville: aproximacao
de nimeros algébricos

O principal resultado desta secao é o Teorema de Liouville.

Teorema 6.2 (Teorema de Liouville). Seja x um nimero algé-
brico de grau n. Entao, existe uma constante C = C(x) > 0 tal
que

il

para todo a, b € Z, b > 0, tais que  # %.
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Observagao 6.3. Todo nimero racional x = ¢/d verifica a equacao
dr—c=0.

Portanto, todo niimero racional é algébrico de grau 1.
Observamos que se (¢/d) # (a/b) e C =1/(2d) entéo

‘C a‘

Isto prova o Teorema de Liouville para nimeros algébricos de grau 1.

Antes de provar o teorema deduziremos algumas conseqiiéncias
dele. Em primeiro lugar, o Teorema de Liouville limita a ordem
das aproximagoes dos nimeros algébricos por expansoes em fragoes
continuas. Por outro lado, o Teorema de Liouville fornece uma pode-
rosa ferramenta para construir nimeros transcendentes (que sao bem
aproximados por ndmeros racionais), como explicaremos agora.

Observe que, pelo Teorema de Liouville, se um ndmero z € (0,1)
verifica que para toda constante C' > 0 e todo nimero natural n
existem p, g € N tais que

entdao o nimero z é transcendente.
Usaremos esta observacao para construir ntiimeros transcendentes.

Algoritmo 6.4 (Algoritmo de Liouville). Considere um nimero
x cujos quocientes a; sao definidos indutivamente como segque: supo-
nha definidos os quocientes ai,...,ar e portanto definido o conver-
gente pr/qi, escolhemos a1 satisfazendo a desigualdade

k—1
Ak+1 > q;, -
O numero resultante
T = [al,...,ak,...]

€ transcendente.
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Prova: Para provar a afirmagao observamos que, pelo Teorema 5.1
e pela Propriedade (A) dos convergentes,

‘ Pk 1 1
r——| < = <
ke Tk Qe+1 Gk (@41 Gk + Qr—1)
1 1
<

a3 ap+1 < gyt
onde a ultima desigualdade segue da escolha de ajy1.

Veremos agora que x nao é algébrico. Se fosse algébrico de or-
dem k ele verificaria o Teorema de Liouville. Por outro lado, fixado
qualquer C' > 0 existe k tal que C > 1/g; (lembre que g — o0
quando k£ — o0). Mas o algoritmo implica que o ndmero racional
D/ qi verifica

Pk 1 C
’x—— < OE S R
qk 9y k

o que pelo Teorema de Liouville contradiz o fato de x ser algébrico
de ordem k. (]

Esta construgao motiva a seguinte definigao:

Definicao 6.5 (Numero de Liouville). Um nimero x € R €
namero de Liouville se para todo nimero natural n existem a, b € Z,
b>1, tais que

a 1

Observe que todo nimero de Liouville é transcendente (veja E-
xercicio 6.6). Portanto, os nimeros de Liouville ndo sdo racionais.
De fato, os ntimeros transcendentes obtidos no algoritmo sao de fato
nimeros de Liouville. O nimero e é um exemplo de nimero tran-
scendente que nao é de Liouville (veja o Exercicio 6.5).

Por exemplo, o ntimero

o0

o= Z%

n=0
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é um numero de Liouville. Para isso observe que

WA | =1 > 1
a=> | = > ol < > o =
n=0 n=m+1 n=(m+1)!
2 1 1

T 9(m4+1)! T 9(m+1)!I-1 S gm (m!)”

Agora é suficiente considerar o ntimero

Discutiremos estes nimeros depois da prova to Teorema 6.2.

Prova do Teorema 6.2: Pela Observagao 6.3, precisamos demons-
trar o teorema apenas para nimeros irracionais.

Como z é algébrico de grau n, temos que z verifica uma equagao
com coeficientes inteiros da forma,

f@)=cotcrz+ca®+ - +c,a" =0, ¢, #0.

Assim
f(z) = (z — 2) g(2), (6.1)

onde g é um polinémio de grau n — 1.
Afirmamos que g(z) # 0, pois caso contrario = seria um ndimero
algébrico de grau no méximo (n — 1). Portanto, existe § > 0 tal que

g(z) #0 paratodo ze€Vs=[x—d,z+ 7]

Tomamos agora qualquer nimero racional a/b. H4 dois casos que
devemos tratar de forma diferente: a/b € Vs e a/b ¢ V5.
Se a/b € Vs entéo g(a/b) # 0. Fazendo z = a/b na Equagéo (6.1),

obtemos
%—z: f(a%) _ Co +C1 (%) +;L--+cn (%)n
(3) (5)
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Multiplicando por b™ o numerador e o o denominador da tltima
equagao, temos

Cob" +crab™ 4 e a”

"5

Note que, ¢, b" +c1ab™ ' 4 --- + ¢, a™ # 0, caso contrario, como
b™ £ 0 # g(a/b), terfamos x = a/b, o que contradiz a irracionalidade
de z. Portanto, como ¢, b" + ¢1ab™ ! + .- + ¢, a™ é um inteiro
diferente de zero,

—r =

a
b

lcob™ +c1ab™ 4 4 cpa > 1.

Seja M > 0 tal que |g(z)| < M, para todo z € V5. Entéo,

a b +erab 4+ 4, a” 1 1
-3l > >
b br g (E) Mbr "~ (M +1)bn
b
No segundo caso, a/b ¢ Vs, como b" > 1, temos que
a 1)
- = o> —.
- b‘> 3

Portanto, para provar o teorema basta escolher

C =min{l/(M +1),5/2}.
Observe que esta constante ndo depende do nimero a/b escolhido.
Agora a prova do teorema estd concluida. O

Provaremos agora algumas propriedades dos niimeros de Liouville.
Primeiro afirmamos que o conjunto dos nimeros de Liouville é nao
enumerdvel (veja o Exercicio 6.5). Temos o seguinte resultado:

Proposigao 6.6. O conjunto dos numeros de Liouville tem medida
zero.

Lembre que um conjunto K C R tem medida zero se para todo
e > 0 existe uma famfilia enumerdvel de abertos {(a;, b;)ien} tal que

K C G(ai,bi) e ibi—ai<5.
i=1 i=1
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Esta nogao aparece de forma natural nos cursos de Anélise quando
se estuda a integral de Riemann.

Todo conjunto enumeravel é um conjunto de medida zero. O con-
junto de Cantor ternario é um exemplo de conjunto nao enumeravel
de medida zero (veja o Exercicio 6.4). A proposi¢do implica que o
conjunto dos nimeros de Liouville é outro exemplo de conjunto nao
enumeravel de medida zero.

Neste ponto necessitamos alguns argumentos simples da teoria da
medida. Temos que os conjuntos dos nimeros algébricos e de Liou-
ville tém medida zero. Portanto, sua uniao tambem tem medida zero
(veja o Exercicio 6.4). Dizemos que um conjunto tem medida total
se seu complementar tem medida zero. As afirmagées precedentes
implicam que o conjunto dos niimeros transcendentes que nao sao de
Liouville tem medida total.

Corolario 6.7. Os niumeros transcendentes que nao sao de Liouville
tém medida total em R. Portanto, existem nimeros transcendentes
que nao sao de Liouville.

De fato, o corolério significa que os nimeros transcendentes que
nao sao de Liouville sdo a “maioria” (isto corresponde a nogao de
quase todo ponto que apresentaremos na Secao 8.1).

Prova da Proposi¢ao 6.6: Usando o Exercicio 6.4 (a unido enu-
meravel de conjuntos de medida zero tem medida zero) é suficiente
verificar que os nimeros de Liouville do intervalo [0,1] tem medida
zero. Denotamos por L o conjunto dos niimeros de Liouville em [0, 1].
Dado € > 0 devemos exibir uma cobertura enumeravel {(a;, b;)ien}
de L tal que .7, b; —a; <e.

Consideramos a seguinte familia enumeravel de conjuntos abertos

q—1
p_ PP P
Vg = ———7—+—,>, g>2 neN
e pL_JO<q g q"

Afirmamos que, para todo n

LCVo=J Vag (6.2)
q=2
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Este fato segue da defini¢do de ntimero de Liouville: se x € L entao
existem a, b € N tais que = € (a/b— 1/b",a/b+ 1/b™). Portanto,
S Vn,b-

Calcularemos agora a soma dos comprimentos dos intervalos de
V.. Temos que a soma dos seus comprimentos é

> (=2 = 2¢(q—1 =1
Z<Z£>:ZM<2Z 1

n n
q=2 \p=0 B q=2 B

Observe que, se n > 3,

o0

> e [T et
T = .
qn—2— 1 xn—2 n—3

q=2

Portanto, a soma dos comprimentos é menor do que 2/(n—3). Agora
é suficiente escolher n suficientemente grande tal que 2/(n — 3) < e.
A prova da proposigao esta terminada.

Fechamos a discussao sobre os ntimeros de Liouville com um re-
sultado topoldgico que afirma que os nimeros de Liouville formam
um conjunto residual de R.

Dizemos que um conjunto B de R é residual se existe uma familia
(Un)nen de abertos densos de R tais que Npen U, C B. Definimos
conjuntos residuais em [0,1) da forma dbvia.

Veremos primeiro o Teorema de Baire que afirma que conjun-
tos residuais de R sao densos. Para que o texto resulte auto-contido,
provaremos este teorema (que usaremos também no Capitulo 7). Ob-
servamos que os conjuntos residuais verificam uma propriedade im-
portante: por defini¢ao, a intersecao de um conjunto enumerével de
conjuntos residuais é um conjunto residual. Portanto, o Teorema de
Baire garante que sua intersegao é um conjunto denso. Por outro
lado, a intersecao finita de conjuntos densos pode nao ser um con-
junto denso. Por exemplo, a intersecao do conjuntos dos nimeros
irracionais I e dos racionais Q que sao densos em R é vazia.

Teorema 6.8 (Teorema de Baire). Todo subconjuunto residual de
R € denso em R.
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Prova: A prova é por absurdo, suponha que existe um conjunto
residual B que nao é denso em R. Pela definicdo de conjunto resi-
dual, existe uma familia (U, )nen de abertos densos de R tais que
Nnen Un C B. Pela hipétese de absurdo, existem um ponto zo € R
e g9 > 0 tais que [z9 — €0, 20 + €0] N B = 0. Como o conjunto U; é
denso em R existem 21 € (29 — 0,20 + €0) N U7 e g1 < 0/2 tais que
[21 —€1,21 + 51] C (Zo — €0, 20 +€0) e [21 —€1,21 + 51] c U;.

Procedemos agora indutivamente e obtemos seqiiéncias de pontos
zn € de niimeros positivos tais que

® 2, € (Zn-1 — €n—1,2n-1 + €n—1) N U, (isto segue da densidade
de Uy,) e [zn — €ny 2n + 0] C Up,

o [Zn —E&n,Zn + 511] C (ZO — €0,20 + 50)3
En—1 €0
< —.
2 2n
Observe que a seqiiéncia (z, )nen é de Cauchy por construcdo (veja o

Exercicio 6.7). Considere z = lim,,_.« 2, € Observe que por constru-
cao

e g, <

EREIEDBIEEEAESYS skSEnZ%ﬂ:sn.

k>n k>n+1 k>1

Portanto, z € [z, — €n, 2n + €] C U,, para todo n. Assim, z €
NnenU, C B. Por outro lado, z € [zg — €9, 20 + €0] €, por hipdtese,
[20—¢0, 20+€0]NB = (. Obtemos assim uma contradigio, terminando
a prova do teorema. [l

Observagao 6.9. Todo conjunto residual B de R nao é enumeravel.
Veremos isto por absurdo, se B fosse enumerdvel teriamos B =
{Zn}tnen € uma familia (U,)nen de abertos densos de R tais que
Nnen Up C B. Consideremos a nova familia V,, = U, \ {z,}. Ob-
viamente, cada V,, é aberto e denso em R. Assim o conjunto D =
Npen Vi, € residual, e portanto denso, em R. Mas por construcao o
conjunto D é vazio: estd contido em B e nenhum elemento z,, de B
pertence a D.

Assim temos que Q é um conjunto denso de R que néo é residual.
Os ntmeros irracionais formam um conjunto residual de R (veja o
Exercicio 6.8).
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Observagao 6.10. Lembramos que um espago métrico (X, d) é com-
pleto se toda seqiiéncia de Cauchy é convergente. O Teorema de
Baire vale para espagos métricos completos. De fato, a prova acima
funciona considerando bolas em vez de intervalos abertos (veja o E-
xercicio 6.9).

Proposigao 6.11. O conjunto dos nimeros de Liouville € residual
(portanto denso) em R.

Prova: E suficiente provar a proposicao para numeros de Liou-
ville do intervalo [0,1]. Observe que por construgdo, para cada n, o
conjunto V,, contém os nimeros racionais de (0,1). Portanto é um
conjunto aberto e denso de [0, 1]. Consideramos a seguinte intersegao
enumeravel de abertos e densos de [0, 1]:

V= <ﬂ Vn> n (O D\{r}

reQ

Por construgéo, o conjunto V é residual em [0,1]. Afirmamos que
L=V.

A inclusdo . C V segue da prova da proposigao. Para a inclusao
em sentido contrario observe que se x € V entao para todo n € N
temos que x € V;, e portanto existem p e ¢ tais que | —p/q| < 1/q¢™.
Esta é exatamente a definicao de ntimero de Liouville.

6.2 Periodicidade e equagoes quadraticas

Vimos na Secao 4.1 que o numero de ouro O satisfaz a equagao
quadrética
22 —2-1=0

e tem expansdo 1+ [1,1,1,...], portanto, sua expanséo é periddica.
Veremos no Teorema 6.12 que estas duas propriedades (ser solugao de
uma equagao quadrética e ter expansao periddica) estdo muito rela-
cionadas: a expansao em fracoes continuas de um niumero irracional
x (necessariamente infinita) € periddica se, e somente se, x satisfaz
uma equacdo quadrdtica, isto €, x € raiz de um polinémio da forma

P(z)=az’+bz+c, abc€Z, a>0.
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Antes de provar esta afirmacao, introduziremos uma notagao para
expansoes em fracoes continuas periddicas similar & usada para as
expansoes n-arias peridédicas. Como no caso das expansoes n-arias,
hé dois tipos de expansoes periddicas, as puramente periddicas (como
no caso do niimero de ouro) e as pré-peridédicas (aquelas que sao pe-
riédicas a partir de certo digito).

Dizemos que a expansao em fracoes continuas do nimero x é

® se
x=ag+[a1,a9,...], a; =ait+m, paratodoi >0,

onde m é minimo com tal propriedade. Neste caso, escrevemos

x=ao+[a1,. ., Qm-1],

Observamos que para os nimeros do intervalo (0,1) o nimero
ap = 0 nao é considerado. Portanto, ser periédico de periodo
m significa que

x=la1,...,4m], @ =aj+m, paratodoie€ N.

Observamos que z € (0,1) tem expansao periddica de perfodo
m se, e somente se, T™(z) =z e TV(x) # x para 0 < j < m
(veja o Exercicio 6.11).

e pré-periddica de periodo m > 0 se existe n > 1 tal que
xr=ap+[a1,a2,...], Qni(itm) = Gnyi Paratodo i € N,

onde n e m sao minimos com tal propriedade. Isto é, existe um
bloco inicial seguido de um outro bloco que se repete infinitas
vezes. A notagdo para esse caso é

T = ao + [al; ceey An—1,0n, - - ~aan+m—1]'

Observamos que z € (0, 1) tem expansdo pré-periédica se, e so-
mente se, existe n tal que T"(x) tem expansao periddica (assim
justificamos o nome pré-periédico para este tipo de expansoes).
Veja o Exercicio 6.11.
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Enunciaremos agora o principal resultado desta segao.

Teorema 6.12 (Lagrange). Seja x um nimero irracional. A ex-
pansdo em fragoes continuas de x € periddica ou pré-periddica se, e
somente se, € solu¢do de uma equacdo quadrdtica com coeficientes
mteiros.

Antes de provar o teorema, sugerimos que prove “a mao”’ que
os numeros de intervalo (0,1) de periodos um e dois sdo algébricos
(Exercicio 6.10).

Prova: Dividiremos a prova do teorema em duas proposigoes (su-
ficiéncia e necessidade).

Proposigao 6.13. Se um numero irracional x tem expansdo perio-
dica ou pré-periddica entdo satisfaz uma equacdo quadrdtica.

Prova da Proposigao: Veremos primeiro o caso em que a expan-
s@o de x é periddica (de periodo m). Observe que é suficiente provar
o resultado para z € (0,1) (justifique!). Usando a periodicidade ob-
teremos de forma explicita uma equacao de segundo grau que tem x
como raiz. O ponto chave da prova da proposicao é o seguinte lema:

Lema 6.14. Considere x € (0,1) irracional com expansao periddica
de periodo m. Entdo T™(z) = x.

Lembre que no caso do ntimero de ouro temos O — 1 = 071,
portanto O é raiz de 22 —x — 1.

Posporemos a prova do lema e continuaremos a demonstracao da
proposicdo. Pela Propriedade (B I) dos convergentes e o Lema 6.14,

_ P+ (T"(@)Pm—1 _ P+ TPm
Gm + (T™(2)) gm-1  Gm + T gm—1

Logo,
2 -1+ T Gm = TPm—1 + Prm.
Isto é,
dm—1 1’2 + (QM - pm—l) T — Pm = 0.
Finalmente, como m > 0, temos que ¢,,_1 > ¢o = 1. Portanto, a
equagao acima é uma equagao quadratica. Isto prova a proposicao
no caso periédico. Provaremos agora o lema.
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Prova do Lema 6.14: Por hipétese, se verifica
T = [ar, o ).
Observamos, primeiro, que pela defini¢ao de T' e dos quocientes de =,
x=la1,...,am+T™(2)]

Por outro lado, pela periodicidade,

r = [a17...7am+[al,...,am—i—...]} =
=la1,...,am + 7).
Portanto,
[a1,...,am +T™(x)] = [a1,...,am + z].
Agora, é ébvio que T™(x) = z, obtendo o lema. O

O caso pré-periddico segue de forma similar, temos
x=a1, . ,0n-1,0n; 5 Cnrm—1)-
Primeiro obtemos uma versao do Lema 6.14 neste caso. Observe que
T N (x) = [@y s G —1)-
Isto significa que 7"~ !(x) tem expansdo periédica de perfodo m e
assimT™ =17 (z) = T"~!(z). Entdo, pela Propriedade (B I) aplicada

a(n—1)e(n+m-—1),

— Pn—1 + (Tn_l(‘r))pn—2 _
dn—1 + (Tn—l(z)) dn—2

X

_ Pr—tgm + (T"(@) Pr—im _

Gn—1+m + (Tn_1+m(x)) dn—2+m

_ Pn—14m + (Tn_l(x))pn—Q-i-m
Gn—14+m + (Tn_l(x)) qn—24+m
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Portanto, usando a primeira e a tultima igualdades obtemos

_ Pn—1 — T (Gn-1 _

Tn_l(ﬁﬁ)
T4n—-2 — Pn-2

_ Pn—14m — T dn—14m

Tqdn—24m — Pn—24m

Isto é
Pn—1 — T qn-1 _ Pn—14+4m — TGn—14+m
T 4n—2 — Pn—2 T 4dn—24+m — Pn—2+4+m
Escrevendo
G =(dn—-29n—-1+m — qn—24+m qdn—1,
b = Pn—1d4n—2+m + dn—1Pn—24+m — Pn—14m qn—2
—Aqn—14+m Pn—2,
C =DPn—-2Pn—14m — Pn—24+m Pn—1,

obtemos que
ar®+bx+c=0. (6.3)

Afirmamos que a equacao acima é uma equacao quadratica, isto é,
que a # 0. Caso contrério teriamos,

dn—24n—14+m — dn—24+m dn—1 = 07

e portanto ¢n—14m, dividiria g,—o4+m gn—1. Pela Propriedade (B II),
Gn—1+m € Gn—2+m Sao0 primos entre si. Portanto, se ¢,—_1+., heces-
sariamente deve dividir ¢,_;. Mas isto é absurdo ja que qp—14m >
qn—1- LOgO,

gn—249n—14+m — 9n—24m 4n—1 7& 07

Assim a equagao (6.3) é quadratica, o que prova a proposi¢ao no caso
pré-periddico, e termina a prova da proposigao. ([

Proposigao 6.15. Considere um numero irracional x que € solu¢do
de uma equacdo quadrdtica com coeficientes inteiros. Entdo a ex-
pansao em fragoes continuas de x € periodica ou pré-periodica.

Prova: A prova da demonstragdo tem duas etapas. O primeiro
passo é obter uma familia de equagdes quadréticas (com coeficientes
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inteiros) tal que, para cada k, T*(x) é solucio de uma equacio da
forma

Ay (Tk(x))Q + By Tk(CE) +Cr=0, Ar €N, By, C, € 7Z.

O segundo passo é ver que de fato existem um nudmero finito de tais
equagoes.

Provados estes dois passos temos que 7% () assume um niimero
finito de valores: Se ha ¢ equacgoes diferentes havera no maximo 2/
solucoes diferentes e portanto T%(z) pode tomar no maximo 2 /¢ va-
lores diferentes. Assim, existem k > 0 e h > 0 tais que T%(z) =
T*+h(z). Isto automaticamente implica que a seqiiéncia T7(x) é
periddica (se k = 0) ou pré-periodica. Portanto, a expansao de x
em fragoes continuas é periédica (no primeiro caso) ou pré-periddica
(no segundo), provando a proposi¢ao.

Veremos a seguir as provas dos dois passos. Observamos primeiro
que podemos supor que x € (0,1): € R é solu¢do de uma equagao
quadrética com coeficientes inteiros se, e somente se, T =z — || €
[0,1) é solucao de uma equagao desse tipo.

Primeiro passo: Por hipétese, existem inteiros a, b e ¢, a > 0, tais
que

az?+bz+c=0.

Usando a Propriedade (B I),

e+ (TH(@) pea
T et (Tk(x)) qr—1’ k=l

Substituimos x na equagao acima pelo novo valor e obtemos, para
cada k > 1,

0= a(pr+ (T*()) pr—1)*+
+b (pr + (T*(2)) pr—1) (qr + (T*(2)) qr—1)+

+e(qe + (TF(2)) ge—1)?.
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Entao,
0= a(pi+2(T"(x))pe-1pr + (T*(@))* pi_,)+
+b (pr g + (T*(2))pk qe—1 + (T*(x)) pr—1 g1+
+(T*(2))? pr—1 1)+
+ela +2(TH()) g ar—1 + (T(2))? G_4)-
Reorganizando a equacao acima obtemos,
A (TH(@))* + B T*(x) + Cr, = 0,

onde
Ay =api_ | +bpr-1qe-1+cqi_y,

Br =2apr_1pr +bprqr—1 +bpr—1 @+ (6.4)
+2cqr qr—1, ’

Cv =ap} +bprar+cqi.

Afirmamos que Ay # 0 para todo k > 1, assim obtemos uma
familia de equagoes quadraticas com coeficientes inteiros. Caso con-
trario, se Ay = 0, T%(z) seria um nimero racional e portanto x
também seria racional, o que é absurdo (lembre que x é irracional
por hipdtese). Terminamos assim a prova do primeiro passo.

Segundo passo: Para provar que existem um ntmero finito de
equagoes é suficiente provar o seguinte:

Lema 6.16. Fziste M € N tal que max{|Ag|,|Bxl|, |Ck|} < M.

Como os coeficientes das equagoes sao inteiros, o lema implica que
existem no maximo (2 M + 1) equagoes.

Prova do Lema: Pelo Teorema 5.1, para k > 1,

1 1 1
< =

T Q-1 T Qe—19k—1 GG,

Pk—1
dk—1

€T —

)
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e podemos escrever

g=1l _© , onde el <1,

Q-1 G,

isto é,
€
Pk—1 =X qk—1 + —.
dk—1
Substituindo o valor de pg—; na Equagao (6.4) temos que

2 . ,
+b g1+ —) qe-1+cqr_1 =
dk—1

A =a <$Qk71 +
qk—1

2
:a12q£,1—|—2aze+a< ) +brgi_+betcqgi_, =

qrk—1

2
=i (a$2+b$+c)+2aze—|—a< ¢ ) +be
qk—1

Como por hipétese az? + bz + ¢ = 0 obtemos

2
Ay :2ame+a< ¢ ) +be=
qk—1

=¢ <2ax+b+a (%))
Ak —1

Como gx—1 > 1 e |e] < 1, usando a desigualdade triangular,

€ <2ax+b+a (q; ))‘ < 2lax|+ |b] + |al.

k—1

|Ax| =

Portanto, como z, a e b estao fixos, os coeficientes | A | estao limitados
por uma constante M;.

Note também que, por defini¢do, se verifica A; = C;_; (confira
diretamente na Equacao (6.4)). Portanto,

|Ck| = |Ag41| < M;.

Portanto, os |Ag| e |Ck| s@o limitados. Falta obter uma cota para os
By..

Podemos também, através de uma conta simples (mas infeliz-
mente enfadonha), provar o seguinte
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Afirmacgao 6.17. O discriminante A da Equagao (6.4) é
A= B,% —4A,C,=b*—4ac.
Usando a afirmagao obtemos,
|Br|? = |BE| = |b* —4ac+4 Ay Cl.

Portanto, como os |Ax| e |Ck| séo limitados, e a, b e ¢ estd fixos, os
By, também sao limitados. Para provar o lema necessitamos provar a
afirmacao.

Prova da Afirmacgao 6.17: Em primeiro lugar, lembramos a
definicdo de By em (6.4),

By =2apr_1pr +bprqr—1 +bpr_1qx +2cqr q—1,

obtemos que

B} = (2api—1pc+bprar—1 +bpr—1ar +2cargr-1)’ =
=4a’p} | pi+2abpy_1pi g1+

+2abpp_ypeqr +4acpr_1 Pk qu-1 Gt
+2abpr—1pi qr-1 + V2 PR ai_+

+0% 1 P Qi1 qk + 2D PR GE_y qrt
+2abp;_ P @k + 0% Pr—1 Pk Q-1 Qe+

+02p2_ @2+ 2bepr_1 qr—1 G+
+dacpr_1prqr—1qr +2bCpr iy get

+2bepr—1qr—1 G +4 ¢, 3.
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Logo,

B =4a’p} | pi+4abpr_1pi g1+
+4abpi_i prqr + (8ac+ 2b%) pr_1 Pk Q-1 Gt
+02piap_y +4beprai_y ar + b2 pi_y ai+

+4bepr—1qr—1 ¢ +42 ¢, ¢
Como

Ar =app_q +bPr—1qr—1+cqr_q,

Cr = ap; +bprqr + cqs,

obtemos que

—4A,Ce =—4 (api_y +bpe—1 @1 +cai_y)-
(api +bprar+cqi) =
= —4a’pr_1p} —4abp?_ | prak
—dacpy_ qh_y —4abpr—1 D} qr—1
—4b% pr—1 Pk Qi1 Qr — 4bCPR_1 Qr—1 G}

—dacpiqi_, —4bepegi i gr — 4% qpo1 g
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Logo, lembrando que
A =B 44,0 =
=4a®p}_, p} +4abpr—1p} Ge-
+4abpi_, prqi + (8ac+20%) pr_1 Pk -1 Gk
+0? P} iy +A4bepr @iy ar + VP pE_ ) ai+
+4bepr—1qr-1q; +4c g1 4}
—4a’pr_1p; —4abpi_, P qr
—dacpi_; qi_y —4abpr_1pj ar—1
—4b% p_1 Pk Gk—1 qx — 4bepr_1 qr—1 G}
—dacpigi_ —4bepr gy ar — 46 gr-1 G
Reorganizando a equacao acima
A =8acpr—1pkqe—1qr — 2b° pr—1 pr qr—1 et
+(0? —dac)piqi_+(® —4dac)pi_,qi =
=+(*—4ac)
(—2Pho1 Ph Gho1 Gk + DR @3y + P} @F) =
= (b —4ac)(pr qr—1 — Pr—1qr)*
Pela Propriedade (B II),
A=(b*—dac)((-1)"™1)? =b* —4ac.

Finalizamos assim a prova da afirmacao. O

Provada a afirmacao a demonstragao do lema esté concluida. [J
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Provado o lema a demonstracao da Proposicao 6.15 esta finaliza-
da. g

Provadas as Proposicoes 6.13 e 6.15 a prova do teorema esta con-
cluida. 0

6.3 Exercicios

Exercicio 6.1. Prove que o conjunto dos niimeros algébricos é enu-
meravel.

Exercicio 6.2. Considere um numero natural £ > 2. Prove que
> L
n=0 kn!

é um numero de Liouville. Quando k£ = 10 este ntimero é conhecido

como a constante de Liouville.

Exercicio 6.3. Usando a expansao em fragoes continuas, prove que
o numero e nao é de Liouville.

Exercicio 6.4. Prove que
e todo conjunto enumeravel tem medida zero,

e a uniao enumerdavel de conjuntos de medida zero tem medida
zZero,

e o conjunto de Cantor terndrio (definido como o fecho dos ni-
meros do intervalo [0,1] que ndao possuem 1 na sua expansio
em base 3) é ndo enumeravel e tem medida zero.

Exercicio 6.5. Prove que o conjunto dos nimeros de Liouville nao
¢é enumerdvel.

Exercicio 6.6. Prove que todo nimero de Liouville é transcendente.

Exercicio 6.7. Prove que a seqiiéncia (z,), na prova do Teorema
de Baire (Teorema 6.8) é de Cauchy.
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Exercicio 6.8. Prove que o conjunto dos niimeros irracionais é resid-
ual em R.

Exercicio 6.9. Prove o Teorema de Baire para espacos métricos
completos.

Exercicio 6.10. Prove diretamente que os niumeros do intervalo
(0,1) que verificam T(z) = x ou T?(z) = z sao algébricos de grau
dois.

Exercicio 6.11. Considere = € (0,1).

e O ntmero tem expansao periddica de periodo m se, e somente
se, T™(x) =x e T7(x) # x para 0 < j < m.

e O ndmero tem z € (0,1) tem expansao pré-periédica se, e so-
mente se, existe n tal que 7" (x) tem expansao periddica.

Exercicio 6.12. Considere o nimero z = 1+ [1,2,1,1,2,...] =
1+ [1,2]. Encontre uma equacao quadrética que tenha x como raiz.

Exercicio 6.13. Considere o conjunto £ dos nimeros do intervalo
[0, 1] que séo solugao de alguma equagao quadrética com coeficientes
inteiros. Prove que £ é denso em [0, 1].



Capitulo 7

Dinamica da
transformacao de Gauss

Veremos neste capitulo algumas propriedades dinamicas da trans-
formacao de Gauss como a existéncia de orbitas densas e a densidade
dos pontos periédicos. Por exemplo, a Proposicao 7.10 afirma que e-
xiste um conjunto residual de pontos do intervalo (0, 1) cujas érbitas
sao densas em (0,1). Também veremos algumas propriedades de mis-
tura da transformacao de Gauss.

Lembramos que estabelecemos no Capitulo 3 uma correspondéncia
biunivoca entre os nimeros irracionais e as seqiiéncias infinitas de
nimeros naturais, usando as propriedades da expansao em fragoes
continuas. Na Secao 7.2, daremos uma prova dindmica deste re-
sultado usando algumas propriedades sobre a dindmica da trans-
formacao de Gauss. Lembramos que um fato essencial é que a ex-
pansao em fracoes continuas de um numero = estd determinada pelos
seus iterados T%(z) pela transformacio de Gauss. Este fato estab-
elece a relagao entre a dinamica e a expansao em fragoes continuas e
serd explorado neste e no préximo capitulo.

Para motivar nossas construgoes envolvendo iteragoes da trans-
formacao de Gauss e introduzir algumas idéias dinamicas da forma
mais natural possivel, veremos na Secao 7.1 outras expansoes de
nimeros reais (n-aria, 8 e séries de Liiroth) obtidas compondo (i-

113
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terando) funcdes. Isto é, a expans@o tem associado um sistema
dinamico.

A expansdo mais simples e mais familiar é a n-dria (da qual a
decimal e a bindria sdo exemplos) cujo sistema dindmico associado é
a multiplicacao por n € N, n > 2,

E,:[0,1) = [0,1), E,(z)=nx—|nx].

Veremos também outros dois exemplos: as expansoes [ (cujo sistema
dindmico associado é a multiplicacdo por 8 € (1,2)) e as expansoes
de Liiroth (uma versdo linear da transformagéo de Gauss). Nestes
exemplos, o sistema dinamico subjacente é muito mais simples do que
a transformacao de Gauss. Por exemplo, nos casos acima as trans-
formagoes sao sempre afins e uniformemente expansoras (o médulo
da derivada é estritamente maior do que um). Veremos que a pro-
priedade de expansividade é muito util.

Finalmente, na Secao 7.3 estudaremos algumas propriedades de
mistura da transformacdo de Gauss (transitividade e misturadora).
Veremos versoes probabilisticas (ergddicas) de algumas destas pro-
priedades no Capitulo 8

7.1 Outras expansoes de nimeros reais

Nesta secao discutiremos trés exemplos de expansoes de ntumeros
reais: expansoes n-arias e 3 e séries de Liiroth. Uma boa referéncia
para o estudo deste tipo de expansoes é [5]. Veja também o texo [16]
sobre Dinamica Aritmética, uma &drea dos sistemas dindmicos onde
confluem dindmica simbdlica, teoria ergddica e aritmética.

7.1.1 Expansoes n-arias

Dado um numero natural n > 2, a expansdo n-dria de um ndmero
x € [0,1) consiste em escrever & como a soma

o Vi (2)
x:Z nk ve(z) € {0,1,...,n —1}.
k=1
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Os ndmeros vg(x) desempenham um papel similar aos quocientes
ar(z) da expansdo em fragoes continuas. Analogamente, as somas

Smlz) = 3 20

n
k=1

desempenham o papel dos convergentes.

Observe que no caso das expansoes n-arias temos sempre uma cota
para aproximacao de x por s, (z) (veremos que o mesmo acontece no
caso das frages continuas):

— 1

k=m-+1

No caso das expansoes n-drias é simples determinar os vi(x). Por
exemplo, no caso da expansao decimal, n = 10, se x = 0,1232147. ..
sabemos que vg(z) = |(10) E3y(z)] = 4.

Consideramos os intervalos

Ty = [EE> c0.1), kE=0,1,....(n—1).
n n

Observamos que E,,(J) = [0,1). Consideramos também o espago
¥, ={0,...,n—1}"

de todas as seqiiéncias infinitas ¢ = (tx)gen formadas por ndmeros
naturais ¢, com 0 < ¢ < (n—1).
Definimos a seguinte transformagao:

0 [0,1) = By (@) = (15(2))524,

onde ¢;(z) = k se, e somente se, B}~ (z) € Jj.

Observamos que esta transformagao € injetora. A injetividade
decorre de forma simples do fato de que E,, tem derivada n > 2 nos
intervalos I. Observe também que se dois pontos x e y verificam que
tj(z) = ¢j(y) paratodo j =1,...,r, entdo EJ(z) e EJ(y) pertencem
ao mesmos Ji,; para todo j = 0,...,7 — 1. Usando que a derivada
de E'~! ¢ n"~! obtemos, usando o Teorema do Valor Médio, que
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_— ) —
Jo — Jo,0 J10
1 _ —
Jo.1 Ji1
—
Ji1,1

Figura 7.1: E,, e os intervalos J;, ..,

|z —y| < n~". Portanto, se t(z) = ¢(y) entdo se verifica |z —y| <n~"
para todo r > 0 e obtemos que x = y.

Por outro lado, a transformacao nao é sobrejetora. Por exemplo,
na base n, ndo existe nenhum ponto = € [0,1) tal que ¢(z) = (tx(z))x
com t(x) = n — 1 para todo k. Mas é possivel provar que as tnicas
seqliéncias de X, que ndo sdo imagem de nenhum ponto de [0,1)
sdo as seqiiéncias da forma tx = n — 1 para todo k > ko. Este
ponto serd desenvolvido nos exercicios, mas explicaremos algumas
idéias que aparecerdo de novo (de forma mais complicada) no caso
da transformagao de Gauss.

Definimos, para k,j € {0,...,(n — 1)}, o conjunto Ji ; como o
subconjunto de Ji tal que

En(Ji;) = Jj.

Este conjunto estd bem definido e é um intervalo semi-aberto (fechado
a esquerda aberto a direita). Na Figura 7.1 desenhamos no caso
da base 2, a segunda geracao de intervalos Joo, Jo,1, Ji,0 € Ji1-
Indutivamente, J, ..k ¢ o subintervalo de Jg, .. tal que

m—1,km ykm—1

Ep(Jky oo 1 kom ) = Tz o -

s



[SEC. 7.1: OUTRAS EXPANSOES 117

Portanto, também indutivamente,

E”r’?.n_l(Jk17~»;k7nfl7km) = Jknl N

Na Figura 7.1 estd também desenhado o intervalo Ji 11 de terceira
geragao.

Observamos que se (1;)72; € X, ¢ uma seqiiéncia tal que existem
infinitos ¢; tais que ¢; # (n — 1) entédo

() ooy # 0.
j=1

Pela definicdo da funcao ¢, qualquer ponto = € NS°_,J,, .. ..., verifica
z) = (Lj)z?';l. A injetividade de ¢ implica que o ponto de intersecao
é tnico. Observe que como os intervalos encaixados J,, ., nhao
sao fechados nao é possivel usar diretamente o Teorema de Bolzano
para garantir que a intersecao é nao vazia. O ponto chave é que se
a seqiiéncia possui infinitos termos diferentes de (n — 1) entao esta
intersegao coincide com a intersegao dos fechos dos J,,,.. ,,..
Falta ver que o ponto x de intersegao verifica

Escrevemos
E,(z)=nx—11 €[0,1), ¢t =u(z)=|nz].

Isto implica que ¢1 é tal que

r=FElz) € [L—17 M) =J,.
n’ n

Escrevemos 13 = |n E,(z)]| = t2(z) e, de forma indutiva,

w = nEy (2)] = ()

e obtemos
L E,(z L L E?(x
R ():_1+_22+n(2):
n n n o on n
L2 e EF(2)

L1
=—+—++—=+
n n
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Portanto se escrevemos

L1 Lo Lk
= —+ =+ +
sk (2) n  n? nk
temos que
E’Tf(a:) 1
T — sg(x)l = < —
& — si (@) ] vl

Concluimos assim que si(x) — x.

Um dltimo comentdrio, na expansao n-aria (para simplificar fixa-
mos n = 2) temos z = 0.1 = 0.011...1.... Na nossa construgao
escolhemos a primeira representagao.

7.1.2 Expansoes

Considere 3 € (1,2) e o conjunto X1 = {0,1}" das seqiiéncias infi-
nitas de 0’s e 1’s. Dado um ntumero real x, uma expansdo B de x é
uma seqiiéncia € = (€, )nen € X1 que verifica

x = i en 87" (7.1)
n=1

Observe que dada uma seqiiéncia ¢ = (g,,) € 31 = {0, 1}V temos

—1

O<Zenﬂ ”<Zﬂ‘ 1_ﬂ —

6_1
4 _>1.
1—-p6-1 =

Veremos que todo nimero x € [0, £g] possui (a0 menos) uma ex-
pansao (3 e veremos como construi-la (a chamada expansdo fominha).

Obter uma expansao ( de um numero z é escolher poténcias de
B! tais que sua soma seja x. Veremos que em geral existe mais
de uma escolha satisfazendo essa condigao (ou seja, hd nidmeros com
vérias expansoes 3).

Observe que temos uma fungao

lg =

oo

T3 X — [ngﬂ]v Wﬂ((‘gn)n) = Z €n B_n-

n=1
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Os comentarios acima podem ser reformulados como segue: a fungao
7 é sobrejetora (todo nimero de [0, £5] possui uma expansio () mas
em geral nao ¢é injetora (hd ntimeros com duas expansoes 3).

Hy H,

0 g1

Figura 7.2: Expansao 3. A transformacao Eg

Como f3 > 1, ha dois casos diferentes, = € [0,1) e z € [1,4g].
Veremos que o segundo caso se reduz ao primeiro de forma simples.
Se = € [0,1) utilizaremos um método similar ao usado no caso das
expansoes n-arias. Definimos a fungao

Ez:[0,1) = [0,1), Eg(x)=pz— Bz
Consideramos os intervalos
HOZ[Oaﬂ_1)7 le[ﬁ_lal)'

Observamos que Eg(Hy) = [0,1) mas Eg(H;) esta estritamente con-
tido em [0,1). Estes intervalos tém um papel similar aos interva-
los (J;)!~) na expansio n-dria e (I;);>1 na expansdo em fragdes
continuas. A diferenca neste caso é que a restricdo de E néo é
sobrejetora no intervalo Hy.

Observamos também que se z € Hy entdo |Bx] =0 e se x € Hy
entao |fx] = 1.

O raciocinio agora é similar ao caso da expansao n-aria. Consi-
deramos z € (0, 1) e escrevemos

Ba=|Bz|+ Ep(x).
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Portanto,

Repetindo o processo com Eg(z) obtemos

182) | |8Es(x)] | E3@)
5T e e

Finalmente, de forma indutiva obtemos

" BEF ()] Ef(x)
x:Z %z + gk

=1

Escrevemos
ei=[BE; '(x)] €{0,1}

onde, pela observacao acima,
€; =j se, e somente se, Eé_l(x) € Hj.

Assim, dado = € [0,1) obtemos uma seqiiéncia ¢ = (e;)r € X1.
Afirmamos que a série mg(e) converge para z. Sabemos que, para
todo k, Ej(x) € (0,1). Portanto,

Ek
5(17) < 1 o

g g

E

=)

k
e
=
n
n=1

O método anterior para determinar os coeficientes ¢,, da série é
denominado de algoritmo fominha, justificaremos esta denominagao
mais tarde.

Acabamos de provar o seguinte resultado:

Proposicdo 7.1 (Expansao fominha). Para todo x € (0,1) se
verifica

=Y 7", er=|BE (2)].
n=1
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Veremos agora que é possivel obter expansoes como a anterior
para todo = € [0,£3]. Acabamos de ver o caso z € [0,1). Se z > 1
escolhemos k tal que

Bl <e<pT 4 g g
e aplicamos o algoritmo fominha a T,

T = x_ﬂ_l o _ﬁ_k € (075_k_1) C (071)

Escrevemos
oo
T = E g; B
i=1
Como Z < 3%~ temos necessariamente que &; = --- = &, = 0.
Portanto
oo
r = E &g 6_17
i=1
ondeey =---=¢r=1eeg; =& sei>k+ 1. Obtemos assim uma

expansao ( para x.

A construgao acima pode ser resumida no seguinte algoritmo para
obter expansoes 3:

Observagao 7.2 (Algoritmo fominha). Escolhemos x € [0, ¢g].

e Fazemos x = x¢ Escolhemos o primeiro ki tal que f~%1 < .
Neste caso, €1 =+ =¢€p,—1 =0eep, =1.

e Fazemos z; = 29 — 37 e escolhemos o primeiro ks tal que
B7% < z;. Note que necessariamente ko > k;. Neste caso,
Ehi+1 = " = Ekytha—1 =0 € Eky 4k, = 1.

o Definimos zy = z1 — 7% = x¢9 — 7% — %2 ¢ procedemos
indutivamente.

Em resumo, colocando as poténcias negativas de 5 em ordem decres-
cente, a expansao fominha é a expansao que sempre escolhe a maior
poténcia disponivel no momento. Preferir sempre a maior poténcia
justifica o nome fominha.



122 [CAP. 7: DINAMICA DA TRANSFORMAGCAO DE GAUSS

O Exercicio 7.1 pede para verificar que o processo descrito na
Observacao 7.2 coincide de fato como o algoritmo usado para definir
os €; na Proposicao 7.1.

Concluiremos esta secao mostrando que existem ndimeros com
duas expansoes 3 e justificaremos por que isso acontece.

Veremos primeiro um exemplo onde calcularemos /2-expansao
fominha de 1/2 . Temos

e1 = |vV2a] = [V2(1/2)] =0,
pois v/2 (1/2) < 2(1/2) = 1. Portanto, E 5(1/2) = v/2/2. Logo,
e = [V2V2(1/2)] = [1] = 1.

Isto implica que EQﬂ(lﬂ) = 0 e assim E\k/i(l/2) = 0 para todo k > 2.
Também temos \/i(Ef/i(l/Q)) = 0 para todo k > 2. Logo e; = 0,
ea =1 e g, =0 para todo k > 3.

Podemos entdo escrever a v/2-expansdo fominha de 1/2,

1/2=0-(V2)"'+1-(vV2)"2%

A expansio acima ndo € a tnica v/2-expansio de 1/2, também temos

1 1 1 1 o
p=1ts Tt E VT

assim (0,0,0,1,0,1,0,1,...) é outra v/2-expanséao de 1/2.
Veremos a seguir que possuir duas expansoes [ é uma situacao

bastante geral. Consideramos 3 € (%7 2

(2]

Entao um céalculo simples da

) e definimos

1
1+ ——
+0 -1

(veja o Exercicio 7.2).
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Considere agora um numero z tal que sua expansdo § fominha
seja da forma

(617"'a€n71707"'a07€n+’m+17"')'

Construimos agora uma nova expansio § de z da seguinte forma.
Definimos o’ =37, €;477, entao

r—2 =41+ Z ;877

j=n+m+1

Observamos que como a expansao de x considerada é fominha temos

oo

> ef el

j=n+m+1

. o0 . _] —n—m ~ . 1. .
pois se Ej:n+m+1 ;877 > entao poderiamos utilizar a po
téncia S7"7™ na expansao e teriamos €4, = 1, uma contradigao.
Portanto

T — (El c [5—71—175—71—1 + ﬁ—n—m].

Por outro lado, pela escolha de m temos

—n—1 oo
ﬁ—n—l _’_ﬁ—n—m — ﬁ—n—l (1+/8—m+1) < ﬁﬁ_ : — Z ﬁ_j.

j=n+2
Dai
r—a' < BRI
Assim, com os mesmos €| = €1,...,€;, = &, se fixamos €, ,; =0 ¢
. / ’ . _ o _/na—j
possivel escolher (e}, ,9,€0,43,...) tais que z = 3.7, 7377 Nesta

construcao &’ En+1 € temos assim duas expansoes [3 diferentes
n+1
para x.

7.1.3 Séries de Liuroth

Considere a partigdo By = [1/k,1/(k—1)), k > 2, do intervalo (0,1).
Consideramos a seguinte versao afim da transformacao de Gauss,
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chamada de transformacdao de Liiroth:
L(z) =n(n+1)z—mn, sex € Bpii,
L:[0,1) —[0,1)
L(z) =0, se x = 0.

0 1

Figura 7.3: A transformacao de Liiroth

Como no caso das fragoes continuas, definimos ¢;(x) = k quando
x = L%x) € (0,1) pertence ao intervalo By da particao. Indutiva-
mente, definimos ‘

Ui(@) = 6(L77 ().

Nesta defini¢io supomos que L7~1(x) # 0 (portanto, L(z) # 0 para
todoi=0,1,...,5—1).

Observando que ¢1(z) = n se € B, a transformagao de Liiroth
pode ser re-escrita da seguinte forma

L(z) = ti(z) (b (x) — Do — (((x) — 1), € By
Afirmamos que todo niimero z € (0, 1) pode ser escrito como uma
série finita ou infinita,

1
o él(x)

T + + e

1
bi(z) (Ga(x) = 1) L2(z)
1

@ G@ =1 (@) Ui (@) = D (@)

+...7
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onde (i (x) > 2 para cada k > 1. Esta expressao de = é a chamada
expansao em série de Liuroth de x.
Esta série é gerada de forma analoga as outras expansoes ja con-
sideradas. Observamos que se x # 0, entao
1 L(x)

Th@ T a@ @ -1

Temos também que

! L*(z) _
@) =5ze) Tt Gae) -1 -

1 n L?(x)
- la(x) o) (a(x) — 1)

O padrao indutivo da definigdo da série é claro. Assim, supondo que

L(z), L?(z),. .., L* () sdo nio nulos, obtemos,
—_— 1 oo 1
YT T T @ @ - (@) (@) - D @)

L (x)

@@ -0 @ 1)

Observe que se L¥(x) = 0 para algum k > 1, e escolhemos k& minimo
com essa propriedade, entdao a expansao de Liiroth é finita e tem k
termos.

No caso em que L*(z) # 0 para todo k obtemos uma série infinita.
Escrevemos IT; (z) = 1/¢1(x) e para k > 2.

k

1
i ey v s e et et s R

onde £, > 2 para cada k > 1. Assim

x = ZHk(x).
k=1

Finalmente, mostremos que esta série converge para x. Seja S(z) a
soma dos primeiros k termos II;(z) do somatério. Escrevemos o resto
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da k-ésima aproximagao de x
L*(2)
() (G(x) = 1) - - Le(x) (Ce(x) — 1)

Observando que /;(x) > 2 se i > 1, obtemos |Ry(z)| < 27%. Final-
mente, pela definigao,

Rk (17) =

|z — Si(z)| = [Ri(x)| < 27F.

Obtemos assim que Si(z) — x.
Da construgao segue também que se = e y tém a mesma expansao
de Liiroth entdo, para cada k > 1,

|z =yl = [Sk(x) + Ri(z) — S(y) — Ri(y)| =
= |Ri(2) — Ri(y)] < 27+,

portanto x = y.

7.2 Transformacao de Gauss: itinerarios

Nesta se¢ao, daremos uma prova dinamica do Teorema 3.1 onde in-
terpretaremos os quocientes a;(z) de x como o itinerdrio da dérbita
de x pela transformagao de Gauss. Esta construcao esta relacionada
com a forma em que eram obtidas as expansoes da Secao 7.1.

Lembramos que o Teorema 3.1 associava a cada numero irra-
cional x a seqiiéncia infinita dos seus quocientes (a;(x))ien, onde
x = [a1(x),...,an(x),...]. Esta associagdo estabelecia uma relagao
biunivoca entre os nimeros irracionais e as seqiiéncias infinitas de
numeros naturais. O ponto chave da prova dinamica do Teorema 3.1
é que a definicdo dos nimeros a;(z) é feita de forma andloga as ex-
pansoes da Secao 7.1.

Lembramos que denotamos o conjunto dos niimeros irracionais do
intervalo (0,1) por I (g 1). Escrevemos o intervalo (0,1) como a unido
infinita dos intervalos

11
L= |— = > 1.
k Lﬁl’k)’ k2
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Os extremos dos intervalos I} sdo precisamente os pontos de descon-
tinuidade da transformagdo de Gauss (excluida a origem). Lembre
que, pela Observacao 2.7, se x € [, 1) entdo T(x) # 0 para todo i e
portanto T"(x) pertence ao interior de algum intervalo I para todo
1 > 0. Observamos também que

1
T*(z) € I, se, e somente se, {T’f—(ac)J = m.

Portanto, pela Defini¢ao 2.8,

an() = {Tk_#l(z)J —m e TFa) e I,

Para demonstrar de forma dindmica o Teorema 3.1, estudaremos
os itinerédrios dos pontos de I(g 1) pela transformagao de Gauss, isto
é, determinaremos o intervalo I que contém o iterado i-ésimo de
x (neste caso, a;+1(x) = k). Observamos que a definigdo dos quo-
cientes a;(x) é similar as construgoes feitas na Segao 7.1 usando agora
a transformagao de Gauss. As principais diferencas sdo que a trans-
formacdo de Gauss nao é uniformememente expansiva (isto é, nao
existe A > 1 tal que |T'(x)| > X\ > 1 para todo = € (0,1)) e que T
inverte localmente a ordem (sua derivada é negativa): se x,y € I
e z < y entdo, T'(x) > T(y). Porém, um fato importante, é que a
transformagao de Gauss tem alguma expansividade uniforme: existe
A > 1 tal que (T?)'(x) > X para todo = (Exercicio 7.5).

Pela definicao de T, temos que T'(I;) = [0,1) para todo k > 1.
Além disso a restricao de T ao intervalo [ é estritamente mondtona
decrescente, portanto ¢ injetora. Dados k e j € N, definimos I ;
como o subconjunto de Iy tal que

T(Iy;) = 1.

Da monotonia estrita de T em I, e da condigdo T'(Ij) = [0, 1), obte-
mos que os conjuntos Iy ; estdo bem definidos e que sdo intervalos
nao vazios (intervalos abertos a esquerda e fechados a direita). Na
Figura 7.4 estdo desenhados os intervalos I}, ; de segunda geragao.
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o
-
I

~

i,2

Figura 7.4: Intervalos de segunda geragao

Suponhamos agora, por inducdo, que para todo 1 < k < n e
para toda familia de k nimeros naturais i1, i, . . ., ix, estao definidos
intevalos nao vazios I;; .. ;, que verificam as relacoes

H1 (k) Iil;nwik—l;ik C Ii1;~~~7ik—17
H2 (k) T(Ii1,~~~7ik) = Ii2,~~~7ik7 €
H3 (k) Tk_l(Ii1,~~~7ik) = Ilk (10g07 Tk(Ii1,~~~7ik) = [07 1))

Acabamos de ver que estas relages sdo verdadeiras para k = 2. A
seguir construiremos intervalos I, . i, i.., da etapa (n + 1). Dados
numeros naturais 41, ..., %, in+1, consideremos o intervalo I;, . ; e
observamos que, pela hipétese de indugao,

Ty ,..0,) =T (L;,) = 10,1).

Como a transformagao T™ é estritamente mondtona (crescente se n
é par e decrescente se n é fmpar) raciocinando como no primeiro

passo da indugao, dado I;,,, existe um subintervalo J de I;, .. ;, tal
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que T™(J) = I;
construcao,

Agora é suficiente tomar I;, . = J. Por

n+1"° ~~;7;n;7;n+1

n — .
T (Iily»»»yimin+1) - Iln+17

e assim o intervalo I, . verifica as condigoes (H1) e (H3).
Falta verificar (H2).

Para cada j (1 < j < n) denotamos por sz1

lnstngl

;, & restricao de
-

T7 ao intervalo Ii,....i,. Estas transformacoes s@o injetivas. Pela
condicao (H2) para n, temos

T(Ii1,---7in7in+1) = T(T_n (Iin+1)) C T(Iilv"win) = Ii27"'7in'

11yee05tn

Portanto,
T(Liy,.sinsingr) C Lig,.in-

Logo
—(n—1 —(n—1
10 (L) =T, 00,

Assim temos,
—n —(n—1
T(Liy,.ooiine) =TT (I,) =T, "0 (0, =

=1y,

i, Lini):

Por outro lado, pela hipétese de indugao,

Tn_l(Ii2,~~~7in7in+1) = Iin+1'
Isto é,
Ii27~v7in7in+1 = 2;,(n;i)(lln+1)
Portanto,
T(Liy,... i ins1) = Ti_(n-_l)(fi )= Tig, .. insinys-
serorlng 2eeyin n+1 2505 tn,tn41

Isto termina a construgao dos intervalos I, . i, i, -

Vejamos que nossa construcao implica que para toda familia de
nimeros naturais i1, . .., %4y, in+1, inte Se verifica

feChO (I’il,...,’in,in+1,in+2) - Iil,...,in,’in+1,in+2 C I’L‘1,...,’L'n- (72)
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Neste ponto, que a funcao T tenha derivada negativa e considerar uma
particdo de (0, 1) com infinitos intervalos ajudam e sdo essenciais na
demonstracao. Por exemplo, uma afirmacao similar sobre os fechos
dos intervalos nao era verdadeira no caso da expansao n-aria. Por
exemplo, no caso n = 2, o fecho intervalo J; 1,1 ndo estd contido em
Ji.
Para provar a inclusao em (7.2), é suficiente lembrar que a defini-
caode Ij . i, 1,in.. implica que
™ (I; =1

1,~~~7in+1,in+2) nt1,bnt29

(veja o Exercicio 7.4) e observar que T"(I;, .. ;) = [0,1), T™ ¢ estri-
tamente mondtona, e que o fecho de I; estd contido em [0, 1).
Pela Equacao (7.2), se verifica

n+1,tn+2

o0

ﬂ L. iy = ﬂ fecho (I, ,....i,)-
k=1

k=1

Como a udltima intersecao é de uma familia de compactos encaixados,
ela é nao vazia,

ﬂ Ly, . #0.
k=1

A seguir relacionaremos os intervalos I;,, . ;, com os quocientes

in
da expansao em fragoes continuas.

Proposicao 7.3. Dado x € (0,1) seja a;(x) o i-ésimo quociente de
x. Entao

Liy iy ={2€(0,1): i1 =a1(x),...,in = an(2)}.
Prova: A prova da inclusdo “C” é por indugao. Considere
1 1
S Il = |\, .
v ! |:Zl +1 Zl>

Pela Equacao (2.2), temos
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Logo a inclusao é verdadeira para n = 1. Suponhamos agora que a
proposigao é verdadeira para todo 1 < k < n. Consideremos = €
Ly, insine: C Ly, assim temos ay(z) = i1,...,an(x) = i,. Por
outro lado, pelas propriedades dos intervalos I;, .. ;, , temos

T(l‘) S T(IZ I;

1;~~~7in7in+1) - 2;~~~;7;n;7;n+1’

Portanto, pela hipdtese de indugao,
a1(T(x)) =2y ..., an(T (X)) =int1.
Finalmente, o resultado decorre da Equacao (2.3),
ant1(x) = an(T(2)) = int1.

Isto conclui a prova da inclusao “C”.

A inclusdo “D” segue da definicao dos intervalos I;, .. ;. por
indugdo. Temos que a afirmacao é obviamente verdadeira quando
n = 1: ai(x) = k se, e somente se, x € I;. Suponhamos que a
afirmacao vale para seqiiéncias de comprimento n. Vejamos que é
verdadeira para seqliéncias de comprimento (n + 1). Tome z tal que

ai(x) =i1,...,an41(T) = ing1-

Devemos ver que = € I;, Pela Equacao (2.3) temos

a1(T(x)) =2y ..., a0, (T(2)) = int1,

assim pela hipétese de indugao se verifica que T'(x) € I;,,... i, ,. Por
(H2), T'(Ljis,....ine1) = lis,...ins1, pOrtanto, x € I, . .., para al-
gum j. Como I, . i, CIj ex € I;; (lembre que ai(x) =141 e que
I;NI; =0 sei#j), temos que j = i;. Terminamos assim a prova
da proposigao. O

Provaremos a seguinte proposigao (que simplesmente é uma re-
formulagao do Teorema 3.1)

Proposicao 7.4. Dada uma segiéncia infinita (ix)ren de nimeros
naturais existe um uUnico numero (necessariamente irracional) x €
(0,1) cujos quocientes (ar(x))ken verificam

ai(x) =ik, para todo k.
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Prova: E suficiente observar que se

T € ﬂ L. #0,

k=1

entao, pela Proposicao 7.3 se verifica
ar(x) =i, para todo k € N.

A irracionalidade de z segue do fato da expansao ser infinita e por-
tanto T%(x) # 0 para todo i > 0 (lembre a Observacio 2.7).

A unicidade é equivalente a que a intersecdo N3, 1;, i, seja exa-
tamente um ponto. Suponha, por absurdo, que existem dois pontos x
ey, com x < y, na intersecao. Pela primeira parte da prova estes pon-
tos sdo irracionais. Como o intervalo [z, y] contém niimeros racionais,
pela Observacdo 2.7, existe £ > 1 tal que 0 € T*([x,y]). Por outro
lado, [z,y] C I, ... 4, e por (H3) temos que T*([z,y]) C [0,1). Como
T* ¢ estritamente mondtona temos que T¢(z) = 0 ou T¢(y) = 0. Mas
isto contradiz a irracionalidade de x e y.

Outra prova da unicidade dos quocientes (usando as idéias na
Secao 7.1.1 sobre expansdes n-arias) é provar que T2 tem derivada
estritamente maior do que 1 (existe A > 1 tal que (T?)'(z) > A > 1
para todo x € (0,1), veja o Exercicio 7.5). Esta propriedade proibe
a existéncia de mais de um ponto na intersecao ﬂ;il Iiy.....i, VE]JA O
Exercicio 7.6. ]

7.3 Propriedades Topolégicas

Nesta segao estudaremos algumas propriedades topoldgicas da trans-
formacao de Gauss: transitividade, topologicamente misturadora, e-
xisténcia de érbitas densas e densidade de pontos peridédicos. Estas
propriedades decorrem da construcao dos intervalos Ij,) = I;; .. 4, da
Secao 7.2.

Definigao 7.5. Considere um espago métrico (X,d). Uma fungdo
fX—=X¢

e topologicamente transitiva se para todo par de conjuntos aber-
tos ndo vazios U eV de X existe n € N tal que f"(U)NV # 0;
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e topologicamente misturadora se para todo par de conjuntos a-
bertos ndo vazios U e V de X existe kg € N tal que se verifica
f™(U)NV #0, para todo n > ko.

Obviamente, toda transformacao topologicamente misturadora é
topologicamente transitiva. Observamos que existem transformagoes
que sao topologicamente transitivas que nao sao topologicamente mis-
turadoras. Os exemplos mais simples sao as rotagoes irracionais do
circulo:

Exemplo 7.6. Considere o circulo S', que é obtido identificando
pontos x, y € R tais que x —y € Z, isto é, S! = R/ ~, onde z ~ y se,
e somente se, x —y € Z. Consideramos em S! a distancia induzida
pelos niimeros reais.

A rotacdo de angulo o € [0,1), R,: S' — S, é a transformagao
induzida pela translagao

Ta: R—= R, 7o(x) =2+ .

Isto é, se denotamos por [z] o ponto de S! correspondente ao ponto
x € R, entao
Ro:S' =8 Ra([2]) = [ra(@)]-

Esta transformagao estd bem definida (ndo depende do ponto da clas-
se escolhido: = ~ y se, e somente se, 74 () ~ 74 (y)).

Se a € Q, todos os pontos da circunferéncia sao periédicos e tém o
mesmo perfodo: existe k > 0 tal que R” ([z]) = [z] para todo [x] € S*.

Se a € I, a 6rbita positiva {RZ([z])}n>0 de qualquer ponto [x] €
S! é densa em S!. Isto implica que as rotacdes de angulo irracional
sao topologicamente transitivas.

Por defini¢ao, uma rotagao é uma isometria: se I é um intervalo
entdo Ry (I) e I tém o mesmo comprimento. Usando este fato nao é
dificil verificar que a rotacao nao é topologicamente misturadora.

Pedimos para provar estes fatos no Exercicio 7.8.

Proposigao 7.7. A transformacdo de Gauss T € topologicamente
misturadora.

Prova:  Consideremos dois abertos nao vazios U e V de [0,1).
Sabemos que existe um intervalo I, . i, x contido em U (para isto
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basta tomar j suficientemente grande, veja o Exercicio 7.6). Pela
Propriedade (H3) dos intervalos I, ... ;,, obtemos

Tj+1(li1,---7ij7k) = T(Ik) = [07 1)

Portanto, para todo m > 1 se verifica Ti+m™(U) = [0,1). Logo
TI+™(U)NV # () para todo m > 1. Tomando ko = j na defini¢ao de
transformagao topologicamente misturadora terminamos a prova. [

Escélio 7.8. Dado qualquer conjunto aberto U de [0,1) existe k > 0
tal que T*(U) = [0, 1).

Corolario 7.9. Os pontos periddicos da transformacao de Gauss for-
mam um conjunto denso de [0,1).

Prova: Pelo Escélio 7.8, dado qualquer intervalo aberto I existem
k € N e um subintervalo J = (a,b) de I (0 < a < b < 1) tais que
T* é continua em J e T*(J) = (0,1). Portanto, o fecho de J estd
contido em T*(.J) e por continuidade (Teorema do Valor Médio) T*
possui um ponto fixo em J. Como o intervalo I pode ser escolhido
arbitrariamente pequeno obtemos o resultado. O

Usando o Teorema de Baire (Teorema 6.8) que afirma que conjun-
tos residuais de R sao densos em R provaremos o seguinte resultado:

Proposicao 7.10. Eziste um conjunto residual D de [0,1) tal que a
orbita positiva de qualquer ponto de D € densa em [0,1).

Prova: Em primeiro lugar observamos que dado qualquer aberto U
do intervalo [0,1) o conjunto das pré-imagens de U,

Pw) =17 (W),

ieN

contém um aberto que é denso em [0, 1). Vejamos que esta afirmagao
é conseqiiéncia do Escolio 7.8.

Tome um ponto x € [0,1) e ¢ > 0. Pelo Escélio 7.8, existe i > 0
tal que U C T%((x —¢,x +¢)). Portanto, (z —e,2+¢e)NT~HU) # 0.
Isto prova que P(U) = J;en T %(U) ¢ denso em [0,1).

Observe que como 7' nao é continua nao podemos garantir que o
conjunto P(U) seja aberto. Este problema se resolve considerando a
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restrigdo Ty de T ao intervalo (0,1) menos os pontos da forma 1/k,
k € N. Esta nova transformacéo é continua (eliminamos exatamente
os pontos de descontinuidade). E suficiente raciocinar com T para
obter que P(U) contém um aberto que é denso em [0,1). Complete
os detalhes.

Consideremos agora todos os intervalos de raio racional centradas
em pontos de Q contidos em [0,1). Denotamos esta familia enu-
meravel de intervalos abertos por (Uy)nen. Sabemos que, para todo
n,

P, =PU,) =T (Un).
i€N
contém um subconjunto aberto e denso de [0, 1). Portanto, pelo Teo-
rema 6.8, o conjunto
D=()P.

neN

é um subconjunto residual de [0, 1).

Afirmamos que a érbita positiva de qualquer ponto z € D é densa
no intervalo [0,1). Dados y € [0,1) e ¢ > 0 devemos encontrar um
iterado positivo de z em (y — €,y + £). Observamos que existe algum
aberto U,, contido em (y — e,y +¢). Como z € D, z € P(U,),
e portanto existe j tal que z € TI(U,). Assim, T7(z) € U, C
(y — &,y + ¢€), concluindo a prova. O

7.4 Exercicios

Exercicio 7.1. Prove que o algoritmo definido na Observagao 7.2 e
o método da prova da Proposigao 7.1 usando a fungao £z dao origem
a mesma (3-expansao.

(1+v5)

Exercicio 7.2. Considere 3 € (~—5~*,2) e defina

o (2]
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Prove que
1

g-1

Exercicio 7.3. Prove que o intervalo I;, . ;

i, € semi-aberto. Deter-
mine onde é aberto e onde é fechado (direita e/ou esquerda).

Exercicio 7.4. Considere niimeros naturais 1, . .., %41, in42 € O in-
tervalo Iiy i, i1 ing,- Prove que
n — . .
T (Ii1)~~~7in+1)i71+2) - Iln+171n+2'

Exercicio 7.5. Determine explicitamente A > 1 tal que (72)'(z) > A
para todo = € (0,1).

Obtenha a hiperbolicidade da transformacao de Gauss: existem
constantes C' > 0 e o > 1 tal que |(T™)|'(z) > C o™ para todo n > 1.

Exercicio 7.6. Usando a constante A > 1 do Exercicio 7.5, prove
que o intervalo Ij, .. i,, ..., tem comprimento menor ou igual do
que A%, Conclua que dada qualquer seqiiéncia infinita (ix)ren a
intersecao ﬂ?:l 1;, ..., contém no maximo um ponto. Conclua tam-
bém que todo intervalo aberto contém infinitos intervalos I;, .. ;, .

Exercicio 7.7. Considere k > 2 e defina
Cy = fecho({x € [0,1): T'(z) € U?lej para todo i > 0}).
Prove que o conjunto C é um conjunto:

e de Cantor (fechado, todo ponto de Cy é ponto de acumulacio
de pontos de Cj, e as componentes conexas de C}, s30 pontos),

e invariante pela transformagao de Gauss (T(Cy) = Ck).

Exercicio 7.8. Considere a rotagao de angulo « da circunferéncia
definida no Exemplo 7.6. Prove que:

1. Se a € Q todos os pontos da circunferéncia sao periddicos e tém
o mesmo perfodo: existe k > 0 tal que R ([z]) = [x] para todo
[z] € St. Escreva a = p/q na forma irredutivel. Determine k
em fungao de p/q.
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2. Se a € T a drbita positiva {R”([z])}n>0 de qualquer ponto
[z] € S é densa em S*.

3. Rotagoes de angulo irracional sao topologicamente transitivas.

4. Rotagoes (de angulo racional ou irracional) nunca sao topologi-
camente misturadoras.

Exercicio 7.9. Considere um espaco métrico (X, d). Uma isometria
de X é uma transformacao f: X — X tal que, para todo par de pontos
z,y € X, se verifica d(f(x), f(y)) = d(x,y). Prove que se X contém
no minimo dois pontos uma isometria de X nunca é topologicamente
misturadora.

Exercicio 7.10. Considere um espago métrico compacto (X,d) e
uma transformagao f: X — X topologicamente transitiva. Prove que,
para todo conjunto aberto U de X e todo € > 0 existe n = n(U, ¢) tal
que o conjunto

Uufu)u---ufu)

é e-denso em X (isto é, dado x € X existe um ponto do z conjunto
tal que d(z, z) < €).

Exercicio 7.11. Estude se as transformacoes E,,, Eg e L associadas
as expansoes n-arias, J e de Liiroth sdo topologicamente transitivas
e/ou topologicamente misturadoras.

Estude também se os pontos periddicos destas transformagoes sao
densos no intervalo [0, 1).

Exercicio 7.12. Dados 3 € (1,2) et € (0,8~ — 1), considere a
transformacao do intervalo [0, 1] desenhada na Figura 7.5,

. By(a) =Bz, x€[0,67]
Bg¢: [0,1] — [0,1], { BZVZ@):H@ z e (71 1].

Prove que Bg,; ¢ topologicamente misturadora.

Exercicio 7.13. Estude a veracidade da seguinte afirmagao: todo
ponto periédico da transformagao de Liiroth é racional.
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Figura 7.5: A funcéo Bg+

Figura 7.6: A funcao D (mistura de Gauss e Liiroth)

Exercicio 7.14. Determine de forma explicita um ntmero
x=lay,...,ak,...]

tal que sua Orbita positiva pela transformacao de Gauss seja densa
em [0,1). Isto é, determine uma lei de formacao dos a; de x que
garanta que a dérbita de x seja densa.

Exercicio 7.15. Dado € > 0 determine de forma explicita um ponto
periédico z cuja 6rbita positiva pela transformacao de Gauss seja
e-densa em [0,1) (isto é, para todo ponto do intervalo [0,1) existe
algum iterado positivo de z a distancia menor do que €).

Exercicio 7.16. Considere a versao afim D da transformagao de
Gauss (mistura de transformagao de Gauss e de Liiroth) na Figura 7.6
(as descontinuidades de D sdo 1/n, n € N) Prove uma versao do
Teorema 3.1 para as expansoes associadas a D.
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Exercicio 7.17. Considere o ponto ( = e — 2. Prove que a érbita
positiva de ¢ pela transformacao de Gauss tem exatamente trés pon-
tos de acumulagao: 0, 1/2 e 1. Use a expansdo em fragdes continuas
de e na Segao 4.2.



Capitulo 8

Transformacao de
Gauss: Propriedades
ergodicas

Neste e no proximo capitulo, estudaremos algumas propriedades ergé-
dicas da transformacao de Gauss e obteremos versoes probabilisticas
de alguns dos resultados obtidos nos capitulos precedentes.

Nas duas primeiras se¢oes, faremos uma revisao dos resultados da
Teoria da Medida de Lebesgue que nos serao titeis nas se¢oes seguintes
(teoria de medida e teoria de integracdo). Na Secao 8.3, provaremos
o Teorema Ergddico de Birkhoff (Teorema 8.6), um resultado chave
que estabelece a relacdo entre dindmica (itera¢oes por T') e medida.
Nessa secao, também introduziremos a nogao de ergodicidade, cuja
importancia segue do Teorema de Birkhoff.

Na Segéao 8.4, estudamos as propriedades ergddicas (“estatisticas”)
da transformacgao de Gauss. Definiremos a medida de Gauss. Vere-
mos que ela é equivalente & medida de Lebesgue (isto é, as duas
medidas tém os mesmos conjuntos de medida nula) e que, portanto,
resultados para quase todo ponto (q.t.p) (isto é, para conjuntos de
medida total) com respeito & medida de Gauss sdo também resulta-
dos q.t.p. para a medida de Lebesgue (e vice-versa).

O principal resultado do capitulo afirma que a medida de Gauss é

140
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ergdédica . Na Segdo 8.5, usando a ergodicidade da transformacao de
Gauss e o Teorema de Birkhoff obteremos resultados probabilisticos
sobre a distribuicao dos digitos (quocientes) da expansdo em fragoes
continuas de ndmeros reais “tipicos” (propriedades q.t.p.).
Finalmente, na Secao 8.6, apresentaremos a nogao de expoente de
Lyapunov e o calcularemos para a transformacao de Gauss.

8.1 A medida de Lebesgue

Nesta se¢ao, introduziremos de forma sucinta alguns conceitos e re-
sultados bésicos da medida de Lebesgue (e da teoria da medida) em
R. Uma referéncia para este tema é, por exemplo, [1].

Ja vimos, na Secao 6.1, o conceito de conjunto de medida zero,
o exemplo mais simples de conjunto mensurdvel e também o ponto
de partida da teoria da medida. Nesta secao, definiremos conjuntos
mensurdveis e explicaremos como é determinada a medida destes
conjuntos. O exemplo canonico de um conjunto mensuravel em R é
o intervalo [a, b] cuja medida de Lebesgue X é o seu comprimento, ou
seja A([a,b]) = b — a (tanto faz se o intervalo é aberto o fechado).
Salientamos que a nocao de medida é uma generalizagao das idéias
de comprimento, area e volume.

Axiomaticamente, dado um conjunto X, dizemos que uma familia
de subconjuntos F de X é uma dlgebra se as seguintes condigoes sao
satisfeitas:

o XcF,

e para todo A € F seu complementar A¢ = X\ A também per-
tence a F,

e AU B € F para todo par de conjuntos A, B € F.

Observe que uma algebra é apenas uma colecao de subconjuntos de
X que é fechada com respeito as operacoes bésicas de conjuntos.

Do ponto de vista de medida (para poder fazer operagbes con-
siderando limites) é necessdrio considerar unides infinitas (enumers-
veis) de conjuntos. Isto nos leva a nogao de o-dlgebra. Uma &lgebra
F é uma o-dlgebra se também verifica a condigao:
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e para toda familia enumeravel (A;);en de conjuntos de F se
verifica que | J;cy A; também pertence a F.

Um exemplo trivial de o-algebra de um conjunto X é o conjunto
de suas partes (isto é, a colegdo F estd formada por todos os subcon-
juntos de X).

Uma forma padrao de obter o-algebras é através das chamadas
o-dlgebras geradas por colegoes de subconjuntos de X, definidas como
segue. Considere uma familia A de subconjuntos de X, a o-dlgebra
gerada por A é a menor o-dlgebra de X que contém todos os con-
juntos de A.

O caso mais importante para nés ocorre quando fazemos X = [0, 1]
e consideramos a familia 7 de todos os intervalos abertos (a,b) de
[0,1]. A o-dlgebra gerada por Z é a o-algebra de Borel, que denotare-
mos por 5. Os elementos de B sdo chamados de Borelianos. Como
conseqiiéncia da definicao de o-algebra gerada, os intervalos fecha-
dos e semi-abertos sao também Borelianos. Os conjuntos formados
por um ndmero finito de pontos também sao Borelianos. Portanto,
todo conjunto enumerével de [0,1] é um Boreliano. Em particular,
o conjunto dos nimeros racionais Qo 1) de [0,1] (unido enumerdvel
de pontos) é um Boreliano. Assim, o conjunto dos nimeros irra-
cionais Ijg 1) de [0, 1] (complementar de um Boreliano) também ¢é um
Boreliano.

Considere um par (X,F) onde X é um conjunto e F é uma o-
algebra definida em X. Uma medida p definida em (X,F) é uma
funcao

w: F — [0, 00]

que verifica u(@) =0 e

i <U Ai) = ZM(Ai)
i—1 i—1

para toda familia enumerdvel (A4;);en de conjuntos disjuntos dois a
dois de F. Esta propriedade é denominada de o-aditividade. Dire-
mos que (X, F, ) é um espaco de medidad.

Uma fungéo v: F — [0, 00| é aditiva se v (Uf:1 Ai) = Zle v(A;)

para toda familia finita (A4;)%_; de conjuntos disjuntos dois a dois de
F.
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Observe que no par (X, F) podemos definir diferentes medidas,
obtendo diferentes espagos de medida com a mesma o-algebra. Vere-
mos exemplos dessa situacao mais adiante.

Dizemos que a medida u é finita se u(X) < oo e normalizada se
1(X) = 1. Neste caso, dizemos que (X, F, 1) é um espago de probabi-
lidade. Observamos que toda medida finita pode ser normalizada.

Dado um espago de medida (X, F, i), dizemos que uma proprie-
dade P vale em p-quase toda parte (pu-q.t.p) se existe um conjunto de
medida zero Z tal que a propriedade P é satisfeita para todo = & Z.
Em teoria da medida as propriedades que consideramos relevantes
s@o aquelas satisfeitas por conjuntos de medida positiva (o melhor
caso sao as propriedades q.t.p., aquelas satisfeitas por um conjunto
de medida total). Conjuntos de medida zero sdo desconsiderados.

Voltemos agora aos Borelianos. Temos definida a fungdo (me-
dida) A nos intervalos e estes intervalos geram a o-algebra de Borel
B. Queremos, agora, a partir da medida dos intervalos, estender a
medida A para a o-algebra dos Borelianos B.

Observe que temos definida a seguinte &lgebra By em [0, 1]: um
conjunto I estd em By se, e somente se, I é unido finita de intervalos
abertos disjuntos dois a dois. Obviamente, se {(a;,b;)}?"; é uma
familia de intervalos disjuntos dois a dois, e I = J-_, (a;, b;), entao

n n

M) =" Mai,bi) = > _(bi — ai).
i=1 i=1
A extensao da medida A a todos os conjuntos da o-dlgebra de Borel
é dada pelo seguinte teorema cldssico (cuja prova omitimos, veja [1]):

Teorema 8.1 (Extensdo de Caratheodory). Considere um con-
junto X, uma dlgebra Fy definida em X e uma fungao finitamente
aditiva
o : Fo — [0, 0.

Seja F a o-dlgebra gerada em X por Fy. FEntao existe uma unica
medida p: F — [0,00] que estende po, isto €, se A € Fy se verifica
1(A) = po(A).

Com um pequeno abuso de notagao, denotaremos também por
A a medida que estende a medida A dos intervalos de [0,1], que é
chamada de medida de Lebesgue.
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Consideraremos adiante medidas definidas na o-dlgebra de Borel
que sao diferentes da medida de Lebesgue e que sao obtidas usando
densidades. densidade (de uma medida) Dada uma fungdo continua
e positiva ¢: [0,1] — R, definimos a medida Ay do intervalo (a,b)
como segue

b
Mo([a,b]) = / 6() da.

Usando o Teorema 8.1, podemos estender a medida A4 para toda a
o-algebra dos Borelianos. Dizemos que ¢ é a densidade da medida
A¢ com respeito a medida de Lebesgue A. Assim, usando densidades,
obtemos diferentes medidas definidas na mesma o-algebra.

Finalizamos esta secao definindo fun¢ées mensuraveis. Considere
dois espacos mensuraveis (X, F) e (Y,G). Uma funcdo f: X — Y é
mensurdvel se para todo conjunto G' € G se verifica que f~1(G) € F,
onde

UG = {z eX: f(z) € G}

Observagao 8.2. Considere dois espagos mensuraveis (X, F) e (Y, G).
Suponha que a o-dlgebra G é gerada pela dlgebra A. Para verificar
que uma funcao f: X — Y é mensurdvel, é suficiente verificar que
f~1(A) € F para todo conjunto A € A.

Em particular, se consideramos fungoes f: [0,1] — [0,1] e a o-
algebra de Borel em [0, 1], para ver que f é mensurével, é suficiente
verificar que as pré-imagens de intervalos por f sao mensuraveis. Em
particular, as funges continuas f: [0,1] — [0, 1] s@o mensurdveis,
veja o Exercicio 8.4.

Observagao 8.3. Considere uma seqiiéncia (fy,)nen, fn: X — R, de
fungoes mensuraveis. As fungoes

S @) =msup fue), £ (2) = limin f(2),

sao mensuraveis. Veja o Exercicio 8.5.

Dado um espago de probabilidade (X, F,u), dizemos que uma
transformagao mensuravel f: X — X preserva a medida p ou que
i € f-invariante se, para todo conjunto A € F, se verifica que
u(f~1(A)) = u(A). Observe que, como f é mensurdvel, temos que
1A er.
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8.2 Integracao

Nesta se¢ao, revisaremos algumas das propriedades basicas da inte-
gral de Lebesgue de funcoes mensurdveis. Estas propriedades apare-
cem nos cursos de Anédlise quando se estuda a integral de Lebesgue.
Uma excelente referéncia é [13, Capitulo 9].

Considere um espago de probabilidade (X, F, i), nosso objetivo
é definir a integral fx x) dp de uma funcdo mensurdvel f: X — R
(em R consideramos a o-dlgebra de Borel). Esta definigao é feita
em diferentes etapas que, essencialemente, correspondem as somas
superiores e inferiores (e aos seus limites) na definigdo de integral de
Lebesgue.

Primeiro, dado um conjunto A € F, a func¢do indicadora ou ca-
racteristica do conjunto A, denotada por I4 é definida por

Ia(zx) =1, sexecA

la: X =R { Ta(z) =0, sexg A

Definimos a integral de 14 com respeito a medida pu como
[ ata)du = ()
X
Dizemos que uma funcao ¢: X — R é uma funcao simples se

existem colecoes finitas (A;); de conjuntos de F disjuntos dois a
dois e (a;)?_; de nimeros reais tais que

= Z a;l4,(x)
i=1
Definimos a integral de uma fungao simples ¢ como

/qu(x) dp = é (ai /X]IAi (x) du) = ;nlaiu(AZ)

Agora, dada uma fungao simples ¢ e um conjunto mensuravel A € F,
consideramos a fungao ¢(x) L4 (x), que é uma funcdo simples:

Zal I[A Zaz]IA ﬁA



146 [CAP. 8: PROPRIEDADES ERGODICAS

Portanto, a integral de ¢(x) 14 (z) ja esta definida. Definimos

/Aaﬁ(z)du=/x¢(X)HA($)du=iaiu(AiﬂA)-

Dada uma fun¢do mensurdvel f: X — [0,00), consideramos o
conjunto de fungoes

Sr={¢p: X—=R, ¢simplese0<¢(z)< f(z) para todo = € X}.

Definimos, agora, a integral de f no conjunto X como

/Xf(ﬁﬂ)dMZSUp{/Xd)(x)du : qSeSf}.

Finalmente, dada uma funcao mensuréavel f: X — R, escrevemos

fH(@) = max{f(2),0}, f~(x)=max{—f(z),0}.

As fungoes fT e f~ sdo mensuréveis e f ( ) fT(x)—f~(x). Quando
as integrais [y f*(z)dp < oo e [ f(x)dp < oo, dizemos que f é
integrdvel e definimos

[s@au= [ 1@ in= [ 1@

Neste caso, dizemos que f € L*(X, u).
Enunciaremos sem prova dois resultados classicos de teoria de
integracao que utilizaremos no texto.

Teorema 8.4 (Convergéncia Dominada). Considere um espago
de probabilidade (X, F,v) e uma seqiéncia (fn)nen, fn: X — [0,00),
de funcgées v-integrdveis. Suponha que existe g € L'(X,v) tal que
|fn(@)] < lg(z)| para v-quase todo ponto x € X. Entao as fungoes
x +— liminf f,(z) e z~ limsup f,(x)
n—oo

n—oo

sao v-integrdveis e se verifica

/(hm inf f,) dv < liminf fn dv,
X

n—oo n—oo

/(hm sup fr)dv > lim sup/ fndv.
X

n—oo n—oo
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Em particular, se (fn)nen € convergente v-q.t.p. se verifica

/( lim f,)dv = lim fn dv.
X

n—oo n—o0

Lema 8.5 (Lema de Fatou). Considere um espago de probabilidade
(X, F,v) e uma seqiéncia (fn)nen, fn: X — [0,00), de fungées v-
integraveis. Suponha que

liminf [ f,dv < co.
n—oo X
Entao, a funcdo
z — liminf f, (x)

n—oo

€ v-integrdvel e se verifica

/(hm inf f,,) dv < liminf fn dv.
X

n—oo n—oo

Finalmente, observamos que podemos usar fungoes integraveis
como densidades, generalizando a construcao de medidas com densi-
dade na Secao 8.1 (onde as densidades eram fungdes continuas).

8.3 Ergodicidade. Teorema Ergdédico de
Birkhoff

Consideremos um espago de probabilidade (X, F,v) e uma trans-
formacao G: X — X mensurédvel que preserva a medida v (i.e., para
todo A € F se verifica v(A4) = v(G71(4))). Uma pergunta natural
que aparecera repetidas vezes neste capitulo é a de determinar com
que freqiiéncia as Orbitas de pontos “tipicos”visitam um conjunto.
De forma mais precisa, consideremos um conjunto mensurdvel B e
um ponto x € X, queremos determinar com que freqtiéncia a érbita
de = por G visita o conjunto B, isto é, queremos calcular

#{0<i<n-—1: Gi(x)ejg}:lrfﬂgo@(x)

n

B, (z) =
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onde #A denota o nimero de elementos de A.
A idéia é fazer o nimero de iterados n tender para infinito e
calcular, caso exista, o limite, isto é, a média assintética,

B(z) = lim B, (z).
n—oo

Este limite, quando existe, é o tempo médio que a 6rbita de um
ponto x permanece no conjunto B. Observe que, embora os limites
superiores e inferiores da seqiiéncia (B, (z))nen sempre existam, hé
pontos para os quais este limite nao existe. Veja o Exercicio 8.15.

Uma conseqiiéncia do Teorema de Birkhoff, que provaremos nesta
secdo, é que o limite B(z) existe v-q.t.p., ¢ uma funcio de L*(X, )
e verifica

/X B(z)dv = v(B).

E simples ver que a funcdo 9B verifica B(z) = B(G(z)).

Finalmente, outra conseqiiéncia do Teorema de Birkhoff é que
quando a medida é ergddica entao o limite nao depende v-q.t.p. do
ponto: este limite é exatamente a medida de B:

B(x) =v(B), para v-quase todo ponto x € X.

Esta aplicacao do Teorema de Birkhoff mostra a importancia da nogao
de ergodicidade.

Para motivar a nocao de ergodicidade, em primeiro lugar, lem-
bramos que, do ponto de vista de medida, os conjuntos de medida
zero podem ser “ignorados”. Considere agora um espaco de proba-
bilidade (X,F,v) e uma fun¢do mensurdvel G: X — X tal que a
medida v é G-invariante. Suponha que existe um conjunto B com
0 < v(B) < 1 tal que G™1(B) = B. Neste caso, também temos
G7Y(X\ B) = X\ B e assim, existem dois conjuntos G-invariantes
de medida positiva: B e C' = X\ B. Podemos considerar duas trans-
formagoes “independentes” G|, e G|, as restrigoes de G aos conjun-
tos B e C. Do ponto de vista de medida, estas duas transformacgoes
podem ser estudadas de forma totalmente independentes. Queremos
evitar esta situacdo e considerar uma dnica “unidade” dinadmica (do
ponto de vista mensurédvel). Isto nos leva a estudar sistemas que
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nao podem ser decompostos como acima, o que nos leva a nocao de
ergodicidade.

Considere um espacgo de probabilidade (X, F,v) e uma fungao
mensuravel G: X — X tal que v é G-invariante. Dizemos que a
medida v é ergddica para G (ou que o sistema (G, v) é ergédico) se
para todo subconjunto G-invariante B € F, (ou seja B = G~1(B)),
se verifica que v(B) =0 ou v(B) = 1.

No Exercicio 8.11, damos uma definicao alternativa de ergodici-
dade. De forma simplificada, podemos dizer que ergodicidade é a
versao mensuravel da transitividade.

Provaremos, a seguir, o Teorema de Birkhoff para que o livro
seja o mais autocontido possivel. Apresentamos uma prova sucinta,
em que propomos algumas pequenas etapas como exercicios (de fato,
estes exercicios sdo muito apropriados para obter familiaridade com
teoria da medida).

Teorema 8.6 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Considere um
espago de probabilidade (X, F,v) e uma transformacio G: X — X
que preserva a medida v. Entdo, para qualquer funcio f € LY(X,v),
eziste uma fungdo mensurdvel g; € L'(X,v) e G-invariante que ve-
rifica as sequintes propriedades:

e para v-quase todo x € X se verifica

lim 1 Z foGi(z) = gs(z).

Além disso, se a medida v € ergédica (respeito a G), entdo gy €
constante v-q.t.p., em particular,

gr(x) = / fdv, para v-quase todo ponto x € X.
X

Prova: Primeiro observamos que ¢ suficiente fazer a demonstragao
para funcgoes caracteristicas. No Exercicio 8.6, pedimos para provar
o Teorema de Birkhoff no caso geral usando o resultado para fungoes
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caracteristicas. Portanto, consideraremos o caso f = Ig, a funcao
caracteristica de algum subconjunto mensuravel B de X. Note que,
neste caso,

» (8.1)

I . ) 0<i<n-1;G(z)eB
lim — Z IpoG*(z) = lim #0si< (@) }
n—oo N n—00 n
i=0

onde #(A) denota o nimero de elementos do conjunto A.

Observamos também que a parte dificil do Teorema de Birkhoff
é a primeira, as outras afirmacoes seguem usando propriedades de
integracao de forma mais ou menos direta.

Em primeiro lugar provaremos que o limite

1 n—1
: i
nh—>H;o - Z IpoG'(x)
i=0
existe para quase todo ponto x € X e define uma funcao G-invariante
(definida em quase toda parte), que obviamente denotaremos por gy¢.
Observe que é suficiente definir g¢ em v-quase toda parte.
Para isso, definimos

n—1
1 .
Lt(x) = li?_)solépﬁ ;]IB oG'(z) e
1 n—1
L~ (z) =liminf — Y TpoG!
(@) = limiaf 7 3o 0 G'(@)

e devemos ver que estas fungoes coincidem v-q.t.p.. Por definigao,
0<L (z) <L"(x) <1 paratodoz €X, (8.2)

logo estas funcoes estao bem definidas.
Observe que

1 n—1
Sp(z)== > IpoG’
W) = = Y Lao G'la)
=0
é uma seqiiéncia de fungoes mensurdveis. Assim, pela Observagao 8.3,

LT =limsup S, e L~ =liminf S,

n— oo n—0oo
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sao fungdes mensuraveis.

Nao é dificil ver que, por definicio, as funcées L™ e L™ sdo G-
invariantes, isto é, L*(G(x)) = L*(x), veja o Exercicio 8.8.

Para provar a primeira parte do teorema, basta mostrar que

Proposigao 8.7. Lt (z) = L™ (x) para v-quase todo ponto x € X.

O fato da igualdade da proposigao ser verdadeira somente v-q.t.p.
e nao para todo ponto é o motivo pelo qual o Teorema de Birkhoff
vale somente para quase todo ponto.

Provada a proposicao, basta tomar para quase todo = € X

gs(x) =L (z) = L™ (x) = lim Z IpoGi(x

n—oo nNn

Da G-invaridncia e mensurabilidade de L* obtemos que g; ¢ G-
invariante e mensurdvel.

Prova da Proposi¢io: E ébvio que L™ (z) < L*(z), para todo
x € X. Entao, precisamos apenas provar que

L~ (z) > L™ (x), para v-quase todo ponto = € X. (8.3)

Entao, para obter (8.3), é suficiente provar que

/XL+(9£) dv <v(B) S/ L™ (z)dv.

X

Veja o Exercicio 8. 7 que afirma que se ¢, ¢ 6 LY(X, v) sdo fungdes tais

que 0 < ¢(x) e [y p(x)dv < [ ¢(x)dv, entao ¢(x) = p(x)
para v-quase todo ponto T € X Esta des1gualdade envolvendo uma
integral explica porque a proposicao vale v-q.t.p..

Provaremos apenas a primeira desigualdade, a segunda é obtida
de forma analoga, veja o Exercicio 8.10.

Lema 8.8.
/ LT (z)dv <v(B).
X
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Prova do Lema: Considere qualquer ¢ > 0. Pela definicao de
limite superior, para cada x € X, existem infinitos inteiros n > 1 tais
que

Sp(x) > LT (x) —e.

Para ilustrar a dificuldade e o ponto chave da demonstragao, racio-
cinaremos primeiro em um caso ideal: suponha que existe n tal que
Sy (x) > LT (x) — ¢ para todo z € X. Neste caso, integrando a funcao
Sy (x) obtemos

W(B) = /X Si(z) dv > /X LH()dv — e,

onde a primeira desigualdade segue facilmente da defini¢do (a prova
deste fato se encontra abaixo para a funcao auxiliar S}, (z) introduzida
na prova, mas é uma boa idéia fazer vocé a prova agora). Portanto,
Jx LT (z)dv < v(B) + €. Se isto fosse verdade para todo ¢, a prova
estaria terminada. Infelizmente, estas afirmagoes nao sao verdadei-
ras mas sao quase verdade (isto é, falham em um conjunto de medida
pequena, isto estd explicito em (8.5)). A idéia é introduzir uma fungao
auxiliar S/, que verifica esta condi¢do ideal e que é muito parecida
com Sy,. Assim, estimativas para S; podem ser transladadas para
Sy. Vejamos os detalhes.
Considere

N(z) =min{n>1: S,(z) > LT (x) —¢}.

Em particular,
SN(@) () > LT (x) —e. (8.4)

Para cada ntiimero natural M, definimos o conjunto mensuravel
By = {(E e X: N(CL‘) > M}

Obviamente, Byry1 C By e Nyen By € um conjunto de medida
nula. Portanto, existe M = M (e) > 0 suficientemente grande tal que

v(By) < €. (8.5)

Pedimos para provar estas afirmagoes no Exercicio 8.5.



[SEC. 8.3: ERGODICIDADE. TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF 153

Considere o novo conjunto mensuravel A = B U B, e a fungao

1 n—1 )
= - Z Iao0G'(x)
n
=0
Obviamente, como B C A e, portanto, [4(z) > Ig(x), se verifica que
S!(x) > Sp(z).
Afirmagao 8.9.

(n— M)

Sy (@) =2 (LF(z) — o).

Posporemos a prova da afirmagcéo e terminaremos a demonstragao
do lema. Integrando, obtemos

/Xs;(g;)dyz "_nM (/X L+(x)d1/—5>.

Por outro lado,

/XS;(x)dV :/ Zqual Z/]IAOGZ

1 N
=—Z/ o ) = G ) = w(4),

onde a ultima igualdade segue do fato de G preservar a medida v.

Logo,
V(A)z"_nM (/X L+(x)dy—g>.

Tomando o limite quando n — oo, obtemos

v(A) > /X LT (z)dv —e.

Por outro lado, usando a estimativa sobre a medida de Bjs em (8.5),
obtemos

v(A) =v(BUByp) <v(B)+v(By) <v(B) +e.
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Logo,

v(B) > v(A) —e > /

L+($)dV—E—E:/ LT (z)dv —2e.
X

X

Como € > 0 é arbitrario, segue que

v(B) Z/XL+(1:) dv.

Finalizamos assim a prova do lema. Provaremos agora a afirmacao.

Prova da Afirmacao: Definimos

, N(x), N(z) <M
N(z):{ 1, :EN(w)>M

Observe que N'(z) < M para todo x € X. Vamos provar que
Ny (@) > LT(x) —e, para todo z € X. (8.6)

Provaremos a afirmacgao, dividindo a érbita de = em partes de
“tamanho N'(z)”. Se N(x) > M, entdo N'(z) =1ex € By C A.
Assim, usando a desigualdade (8.2),

N'(z)-1

ng'(m)( Z Tao GZ

=Ta(z)=1>L"(z) —e.

Falta provar para o caso N'(xz) < M. Neste caso, N'(z) = N(z) e
como B C A,

N'(z)-1 N(z)—1

Sy (@) = Z I40G(z Z Tao Gz

N(z)—1

Z I o G'(z) = Sy (x) > LT (2) —¢,

onde a tltima desigualdade segue da Equacao (8.4). Isto termina a
prova da desigualdade (8.6).
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Dividiremos agora a soma S}, (z) em diferentes parcelas onde pode-
mos usar a estimativa em (8.6). Consideraremos segmentos de 6rbita
de tamanho N'(z), N'(GN'(®)(z)) e assim por diante. Mais precisa-
mente, dado x € X, definimos indutivamente

ng = ngo(z) =0,
ng = ng(z) = np—1(x) + N'(G™-1)(z)), para k > 1.
Escolha n maior do que M e defina
¢ =max{k > 1: ni(z) <n}.
Observe que, como N'(y) < M,

ne(z) >n— M. (8.7)

Temos entao,

nel

n—1
1 .
Si(@) =Y Lo G(a) >— § :]IAOGZ
=0

Z 1 nip1—1

1YY o

=0 j=n,

= % Z N'(G™ (z)) S;V’(G"i(z))(Gni (7)) >

-1

Y NG (2)) (LT(G" (2)) —¢) =

=0

v
S|

121

= Z nz-‘rl - nz L+(Gm($)) _5)'
1=0

3
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Como LT é G-invariante, obtemos

/—

—

SL@) 23 (s — i) (LF(G™ (@) — €) =
=0
1 -1
= Y (v —ni) (LT () =€) =
=0
> % ne (LT (z) — ¢)
>~ (n - M) (L¥() - <),

onde a ultima desigualdade segue de (8.7). Terminamos, assim, a
prova da afirmagao. O

Provada a afirmacao, o lema estd demostrado. (I

Demonstrado o lema, a prova da proposicao estd terminada. [J

Para terminar a prova da primeira parte do teorema, falta ver que
n—1

g¢(z) = lim 1 Z IpoGi(x)

n—oo M
=0

é v-integravel em X. Observe que todas as fungoes que estamos con-
siderando sao positivas. Usando o Teorema da Convergéncia Domi-
nada (Teorema 8.4) e o Lema de Fatou (Lema 8.5), obtemos

n—1

o1 1.
Jlas@lar = [ gy = [ timint =3 156 @) v =

=0

n—1
< liminf/ 1 ZHB(Gi(x)) dv =
XM is0

n—oo

n—1
= lim inf 1 Z/ I5(G(z)) dv.
i=07X

n—oo N



[SEC. 8.3: ERGODICIDADE. TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF 157

Usando que G preserva a medida v,

. . 1 n—1 .
/X|gf(3:)| dv < liminf - ;/X]IB(G (x))dv =

n—oo ), 4

n—1

= lim inf 1 Z Ip(x)dv =

n—oo M
i=0YX

= /]IB(J:) dv =v(B) < o0.
X
Logo a funcao gy é v-integrével, terminando a prova da primeira parte

do Teorema de Birkhoff.
Falta mostrar a segunda parte do teorema, isto é, que

/HBdl/:/gfdm.
X X

Observe que, pelo Teorema de Convergéncia Dominada (Teorema 8.4)
e como a medida v é G-invariante, temos que

n—1
1 .
grdv :/lim—g IpoG'(x)dv =
/Xf Xn—>ooni:0 ()

n—1
1 _
= lim — /]IBoGZ(z)dV:
n—oo N ; X

n—1
1
= lim — /HB(:E)dV:
n—oo N ; X

- /X I5(z) dv.

Finalmente provaremos a tultima parte do Teorema de Birkhoff:
se v é ergddica entdo gy é constante v-q.t.p.. Para cada constante C,
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defina Ac = {z € X: gs(z) > C}. Estes conjuntos sdo mensurdveis.
Como gy é G-invariante, temos

Ac = G_l(Ac),

isto é, Ac é G-invariante. Assim, v(A¢) = 0ou 1, j4 que v é ergddica
com respeito a G. Suponha que g; ndo é constante para v-quase
todo ponto x € X. Entao existe C' tal que 0 < v(A¢) < 1, uma
contradicdo. Logo a fungao gy é uma constante.

A prova do Teorema de Birkhoff estd terminada. O

8.4 Propriedades Ergddicas

Comegamos esta secao observando que é simples construir medidas
ergddicas para a transformacao de Gauss. Basta considerar qualquer
ponto periédico p de periodo n, T"(p) =p e T'(p) #pse 0 < i < n,
e considerar a medida v definida na o-algebra de Borel B tal que

_ #{i € [0,n—1]: T'(p) EA}.

v(4)

Esta medida é T-invariante e ergédica (veja o Exercicio 8.13). A
medida v tem a grande desvantagem de nao ter nenhuma relacao com
a nossa medida natural em R, a medida de Lebesgue. Por exemplo,
o conjunto {p} tem medida de Lebesgue zero e v({p}) = 1/n. Por
outro lado, se consideramos o conjunto

K= (0,)\{p,T(p),....T" ' (p)},

temos A(K) = 1 ev(K) = 0. Portanto, esta medida néo é interessante
para nossos objetivos.

Nesta segao, veremos que a Transformagao de Gauss possui uma
medida invariante e ergddica, que chamaremos medida de Gauss, que
é equivalente & medida de Lebesgue (as medidas tém os mesmos con-
juntos de medida zero). Esta equivaléncia nos permitird transladar
propriedades vélidas para a medida de Gauss a medida de Lebesgue.
A medida de Gauss tera um papel fundamental neste capitulo e sua
importancia ficard evidente nas sucessivas aplicagoes do Teorema de
Birkhoff.
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8.4.1 A medida de Gauss

No intervalo [0, 1), consideraremos a o-dlgebra dos Borelianos B. Por-
tanto, pelo Teorema de Extensdo de Caratheodory (Teorema 8.1), é
suficiente definir a medida de Gauss g nos intervalos (que geram a
o-algebra).

Definigao 8.10. A medida de Gauss p do intervalo (a,b) de [0,1) €
dada por

1 do 1 1+b
b) = = 1 — . .
uia,b) log2/a 14z log2 Og(1+a> (88)

Faremos alguns comentérios sobre esta medida (as informagoes
procedem de [8, Secao 15] e [7, Se¢ao 1.2.2]). Counsidere a fungdo
my: [0,1) — [0,1], definida por

mn(b) = A{y: T"(y) € [0,0)}) = AT 7"([0,b)))-

O objetivo é entender o comportamento assintético desta fungao, isto
é, estudar o limite
lim my,(b),

n—oo

quando existir. No seu diario do ano 1800 (e usando notagdo mod-
erna), Gauss escreveu
log(1+b)
lim m,(b) = —=——.
n—o00 n(0) log 2
A prova deste resultado nunca foi encontrada. Posteriormente, em
1812, em carta dirigida a Laplace, Gauss perguntou sobre o erro desta
aproximacgao
log(1+b)
erro, (b) = my(b) — ——=.
n(8) = ma(b) = 25
Esta questao é atualmente conhecida como o Problema de Gauss. A
primeira solugao para esta questao foi dada por Kuzmin, que provou
que o erro, era da ordem de ¢vV™, 0 < ¢ < 1, veja [8, Teorema
33]. Sucessivas melhoras da estimativa do erro foram apresentadas
posteriormente (para uma discussdo mais profunda do Problema de
Gauss, veja também [7, Capitulo 2]).
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Certamente, o limite log(1 + b)/log2 parece ser a origem (ou a
motivagao) da defini¢do da medida de Gauss. Note que

1 /b dr  log(1+D)
0

([0, 8]) = log 2 1+z  log2

)

que dé exatamente o valor proposto por Gauss.

Provaremos nesta secao que a medida de Gauss é T-invariante
(Proposicao 8.12) e ergédica (Teorema 8.13). Observamos que a me-
dida de Lebesgue nao é invariante para a transformacao de Gauss,
veja o Exercicio 8.12.

Em primeiro lugar, observamos que a férmula da medida de Gauss
permite comparar as medidas de Lebesgue e de Gauss de conjuntos
mensuraveis. Veremos que este fato serd de grande utilidade. Mais
precisamente:

Observagao 8.11. Como a densidade da medida de Gauss verifica

1 1 1
< < )
2log2  (log2) (1+z) ~ log2

temos que, para qualquer conjunto mensurdvel A C [0, 1),

1
2log?2

MA) < p(A) < @ AA).

Esta relagao implica que as medidas de Gauss e de Lebesgue sao e-
quivalentes (isto é, as duas medidas definidas na mesma o-4lgebra B
possuem os mesmos conjuntos de medida nula).

8.4.2 A medida de Gauss é T-invariante

Proposigao 8.12. A medida de Gauss p € T-invariante.

Prova: Observamos que ¢é suficiente verificar a invariancia para
os intervalos (pois estes geram a o-dlgebra de Borel). Em primeiro
lugar, temos que

1 1
cen-[0)
n+1l'n
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Portanto, qualquer niimero z € I,, pode ser escrito da forma z = ——

n+a’
onde a € (0,1). Por definigao temos,
T@) =T (7%)=m+a)—|n+a)=

=n4+a—n=ao.

Logo, se (a,b) C [0,1), temos que sua pré-imagem no intervalo I,, é

211
n+bn+a)’

Portanto, como o intervalo (a,b) tem uma pré-imagem em cada in-
tervalo I,,, temos que

e =U (s )

n=1

Seja u(T~*((a,b))) = K, entdao temos que

<L_J (n+b nia>> N

[e%s) 1 1_"_ 1
=23 210g< "Jfa)z
o1 o8 1+
[e%¢} 1 n+a+1
= 10g<”+“ =
n+b+1
n:110g2 Tntb
_i 1 o n+a+1 n—+bd
“— log2 S\ hnta n+brl

Observe que a ultima fragao pode ser escrita da forma

i log(n +a+1) —log(n+ a) +log(n +b) —log(n + b+ 1)
log 2 '

n=1
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Claramente, hd uma série de cancelamentos e obtemos que

K= 1og(”b) = ul(@b).

log2 1+a

Isto termina a prova da proposigao. O

8.4.3 Ergodicidade da Medida de Gauss
O principal resultado desta secao é o seguinte:

Teorema 8.13. A transformacdo de Gauss € ergédica com respeito
d medida de Gauss .

A idéia fundamental da prova do teorema é comparar a medida
de Gauss de um conjunto A e a medida relativa de 7-"(A) nos in-
tervalos I, = I;;,. i, de geragao n. Veremos que, em termos de
medida, a n-ésima pré-imagem de A se distribui de forma bastante
uniforme nos intervalos Ij,). Provaremos primeiro esta propriedade
para a medida de Lebesgue (Proposicao 8.17). A partir dela, usando
a Observagao 8.11 que permite comparar as medidas de Gauss e de
Lebesgue, obteremos a mesma propriedade para a medida de Gauss
(Proposigao 8.16).

De forma um pouco mais precisa, a prova da ergodicidade da me-
dida de Gauss tem trés etapas. Em primeiro lugar, consideraremos os
intervalos [ ] = Liy, i, da Segao 7.2. Uma propriedade importante
destes intervalos é a seguinte (veja o Exercicio 8.16):

Observacao 8.14. Os intervalos Ij,) = I;; .. i,, n € N, da Secao 7.2
geram a o-algebra de Borel B.

Portanto, poderemos fixar nossa atengao nos intervalos Ij,). Uma
primeira etapa essencial da prova é o cdlculo da medida de Lebesgue
dos intervalos I},;). Pela Observagao 8.11, este cdlculo nos dard uma
estimativa (superior e inferior) de sua medida de Gauss.

A segunda etapa consiste em obter as propriedades de distribuicao
uniforme das pré-imagens 7~"(A) nos intervalos If,; para a medida
de Lebesgue. A tltima etapa é transladar esta distribui¢do uniforme
para a medida de Gauss.
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Para facilitar a leitura da prova, formularemos primeiro a Propo-
sicdo 8.15, que implica o Teorema 8.13 de forma imediata. Depois,
formularemos duas proposigoes chave que implicam esta proposicao.
Desta forma, apresentaremos as etapas da prova em ordem inversa.

Prova do Teorema 8.13.

Lembramos que dada uma medida v e dois conjuntos mensuraveis A
e B com v(B) > 0, a medida condicional de A com respeito a B,
v(A|B), é definida como
v(AN B)
v(B)

O Teorema 8.13 segue de forma imediata da seguinte proposigao:

Proposigao 8.15. FExiste uma constante K > 0 tal que, para todo
conjunto mensurdvel e T-invariante A tal que u(A) > 0 e para todo
conjunto mensurdvel B C [0,1), se verifica:

WBOA) _ ).

(B) < u(Bl4) = P <

e K
Para provar o Teorema 8.13, argumentaremos por absurdo. Supo-
nha que existe um conjunto T-invariante A tal que 0 < p(A) < 1. Es-

colhemos B = ([0,1)\A), entdo 1 > pu(B) > 0. Pela Proposigéo 8.15,
temos que

1 w(BNA) 0

K WA )
o que contradiz o fato de u(B) > 0. Portanto, a medida de Gauss u
é ergddica. O

Dois resultados auxiliares.

Nosso objetivo é provar a Proposicao 8.15. O principal ingrediente
da sua prova é o seguinte resultado que compara a medida de um
conjunto A com a medida relativa da n-ésima pré-imagem de A nos
intervalos I,
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Proposicao 8.16. Existe uma constante K > 0 tal que para todo
n € N, todo intervalo Iy, = I; e todo conjunto mensurdvel A
contido em [0,1), se verifica

o 1(A) < p(T " (A) Tg) < K p(A)

1y-esln

Observamos que, na proposicao, nao é necessaria a T-invariancia
do conjunto A.

Para provar a Proposicao 8.16, obteremos um resultado similar
para a medida de Lebesgue:

Proposicao 8.17. Para todo Boreliano A C [0,1), todo n € N e todo
intervalo Ip,,) se verifica

5 ACA) < XT (A ) < 20(A).

Comparando a medida de Lebesgue e a de Gauss, obteremos a
Proposicao 8.16. Finalmente, para provar a Proposicao 8.17, neces-
sitaremos determinar a medida de Lebesgue dos intervalos I; e
escrevé-los em fungao dos convergentes.

Salientamos que a Proposicao 8.17 é a parte principal da prova
do Teorema 8.13. Provaremos a seguir as proposigoes. O esquema da
prova é

1y-e5ln

Prop. 8.15 < Prop. 8.16 < Prop. 8.17.

Proposicao 8.16 = Proposicao 8.15.

Para provar a Proposigao 8.15 veremos que os intervalos I|,, verificam
a proposi¢ao. Visto isso, como os intervalos I, geram a o-algebra,
obtemos ) (BN 4)
u(b N

—u(B) < p(B|A) = ————
7 H(B) < u(BlA) ="
para qualquer conjunto mensurdvel B C [0,1). Pedimos para com-
pletar os detalhes desta afirmagao no Exercicio 8.17.

A proposicao para os intervalos I,) segue da Proposicao 8.16 e da
T-invariancia de A,

< K u(B) (8.9)

o (A) < T A ) = plAllj) < K p(A),
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Reescrevemos esta desigualdade,

1 p(T7"(A) N 1) p(ANTR)
n(A) < o) = i) S

Como u(A) >0e T "(A) = A, esta condicao é equivalente a

p(T 7 (A) N ) (AN L)
w(T="(A)) 1(A)

1
< K .

Isto é,

e lT)) < Ty [T (A)) = ()| 4) < K (7).

A prova da proposi¢ao para os intervalos I}, estd completa. Como
os intervalos I, geram a o-algebra, temos que a proposigao estd
demostrada. (]

Proposicao 8.17 = Proposicao 8.16.

Usaremos a relagao entre as medidas de Gauss e de Lebesgue dada
pela Observacao 8.11,

1
2log?2

AMA) < p(A) <
Pela Proposicao 8.17,

A) < i )\(T_H(A)u[n]) =

< -
) = log2)\( ) log 2

. 2 )\(T_n(A) N I[n]) <
o 10g2 )\(I[n])

2 (210g2) u(T~"(A) N Ijy)
~ log?2 log 2 pu(Ip,))

4
_10g2u

(T7"(A) )
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Portanto,
log2

4
Para a outra desigualdade, escrevemos

u(A) < (T (A) L) (8.10)

BT (A) 0 T

2 log 2 /\(T_n(A) N I[n])
log 2 )\(I[n])

T (A)y) =

2MT(A) ) <
<4MA) < (81og2) u(A).
Obtemos assim
(T (A) ) < (8 log2) p(A). (8.11)

Usando as desigualdades em (8.10) e (8.11), obtemos K > 0 tal que

& (A) < W(T(A) ) < K p(A).

Obtendo assim a proposicao .

Prova da Proposigao 8.17.

A primeira etapa da prova da proposi¢ao é determinar a medida de
Lebesgue dos intervalos I;, .. ;. e escrevé-los em funcao dos conver-
gentes.

n

Lema 8.18. Os intervalos I;, ... ;, sao dados por:

in

Pn Pn + Pn—1

, ), sen € par,
Gn Gn + Gn—1

o i i, = [

(pn + Pn-1 Pn
® Li i, =|——

, —} , se n € impar,
qn + gn—1 dn
Pn L. . .
onde — € o n-ésimo convergente [i1, ..., iy].
n
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Prova: Veremos, em primeiro lugar, que os extremos de I;, . sao

coln

Pn o Pn + Pn—1
qn Gn + Gn—1

Para isso, é suficiente lembrar que, por construcao, todo nimero z
do intervalo I;, .. ;, ¢ da forma

x = [i1,42,...,0n + T" ()],

veja a Equagao (2.4). Entdo, pela Propriedade (B I), todo niimero
x € I;, ..., verifica

Hin

- Dn + (Tn(z))pn—l
gn + (T™(2)) gn—1

Como 0 < T™(x) < 1, temos que todo nimero x € I;, ;. estd entre

n

& e Pn +pn—1
dn dn + qn—1 .

Por outro lado, pela Propriedade (B II), temos que

Pn < Prn+ Pn-1

<~ DPndn +pn Gn—1 < Pnqn +pn—1 dn
qn Gn + Gn—1

= 0<Pn1qn —PnGn-1 = (—1)"
<= n é par .

Isto conclui a prova do lema. (I

Lema 8.19. Seja A a medida de Lebesgue, entao se verifica

1 P
MLy, i) = ———————, i1y, in) = —.
' @n(Gn + qn-1) n



168 [CAP. 8: PROPRIEDADES ERGODICAS

Prova: Pelo Lema 8.18 e a Propriedade (B II), obtemos

+ Dn—
ALy ) =Bt Pnmt Pnp

qn + qn—1 dn

_ DPn gn +pn—1 dn — Pn Qn +pn dn—1 _
Qn(Qn + Qn—l)

_ (=" 1

@n(@n +an-1)|  @n(qn + qn-1)

Terminamos assim a prova do lema. O

Fim da prova da Proposicao 8.17: Fixados um nimero natural n
e uma familia i1, ..., 7,, de niimeros naturais, consideramos o intervalo
Iy, =1 ,...i,,- Pelo Lema 8.18,

Dn Pnt+DPn-1
I = I g = |—, n par),
in] = Lir,.in [qn qn+qn_1> (n par)

Pn+DPn-1 Dn .
Im=15, i =|— — n impar).
n) = s, (qn+qn_1 qn] ( )

Pela Propriedade (B I), todo z € I;, .. ;, pode ser escrito da forma

L, Pat (T"(2)) a1
n + (T™(2)) gn-1°

Para qualquer intervalo (a,b) C [0, 1), temos
2€T "((a,b)) NI ={2: 2€ I ea<T™(z) <b},

donde

—n _ [ Pntapn—_1 Pnt+bpn—_1
T ((a’ b)) n I[n] - (Qn"!‘UIanl ? qntbgn_1 ) ’ N par,

T‘”((a, b)) N I[n]

Pntbpn_1 pPntapn-_1
Gntbgn-1’ gntagn—1

) , n impar.
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Assim, para qualquer intervalo (a,b) C [0,1) e n € N, escrevemos

K, = /\(T_n((av b)) N I[n]) =

-+ (pn—1b+pn _ pn—1a+pn> _
qn—lb+Qn Qn—1a+Qn

— 4 |:<abpn—1 Gn-1+aPpGn-1+0Pn_1qn+pn Lbz) +
(@n +0qn—1) (gn +agn_1)

(—a bPr—1qn-1—bPnGn-1— APn—1Gqn — Pn qnﬂ
(qn +bqn-1) (qn +agn_1)

+ (bpn—l dn + APndn—-1 — APn—1Gdn — bpn Qn—1> _

(gn +bqn-1) (gn +agn-1)

(b—a)(Pn—1Gn — PnGn-1) _
| )

(qn +agn-1)(gn +bgn_1)

b—a
(gn +agn-1)(gn +bgn—1)

Na tltima igualdade, usamos a Propriedade (B II). Observe que usa-
mos + quando n é par e — quando n é impar.

Usando o valor de K,, = A(T7"((a,b)) N Ip,)), que acabamos de
obter, e o Lema 8.19,

1
Miy,.in) = —F/—,
( v ) Qn(Qn+Qn—1)

temos que

AT ((a, b)) Ij)) = )\(T_n()f?l’[bii N ) _

(8.12)
Qn(Qn + Qn—l)
(gn +bqn-1)(gn + agn-1)

=(0b-a

< qTL(qTL +Qn—l)

1
Afirmagao 8.20. - <
2 " (gn+bgn-1)(gn +agn_1)
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Posporemos a prova da afirmacao e concluiremos a prova da Pro-
posicao 8.17. Usando a Equacao (8.12) e a Afirmagao 8.20, obtemos

SA(@) =5 (b a) < AT (@ )| Tjn) <

<2(b—a) = 2\((a,b)).

Finalmente, usando mais uma vez que os intervalos (a,b) geram a
o-algebra da medida de Gauss, obtemos

% A(A) < AT (A)|In)) < 2M(A) (8.13)

para qualquer conjunto mensurdvel A C [0,1).
Para concluir a prova da Proposicao 8.17, falta demonstrar a A-
firmagao 8.20.

Prova da Afirmagao: Provaremos a tltima desigualdade (a pri-
meira decorre de forma andloga e serd omitida). Como a seqiiéncia
(g:)i>—1 é mondtona crescente e ¢; > 1 para todo ¢ > 2 (lembre a
Propriedade (C)), temos que

2Qn(QTL+QTL—1) §2Qn(QTL+QTL):4qr21:
=4(qn +0¢n-1)(gn +0gn_1)

<4(qn + aqn-1)(gn +bgn-1).

Portanto,
dn (Qn+Qn—1) < é —9
(Qn+GQn—1)(Qn+an—1) 2
O que prova a tultima desigualdade da afirmagao. O
A prova da Proposicao 8.17 agora estd concluida. (|

8.5 Conseqiiéncias da ergodicidade

Com a ergodicidade da Transformacao de Gauss podemos usar o
Teorema de Birkhoff para obter algumas propriedades sobre a dis-
tribuicao de digitos (quocientes) na expansao em fragoes continuas de
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quase todo nimero do intervalo [0, 1) (isto é, um conjunto de medida
de Gauss total). Como a medida de Gauss é equivalente & medida de
Lebesgue, obteremos propriedades para um conjunto de medida de
Lebesgue 1 em [0, 1). Por exemplo, obteremos a freqiiéncia com que
um determinado nimero natural aparece na seqiiéncia de quocientes
de quase todo nimero real = (veja a Proposicao 8.21). Enunciaremos
outras propriedades sobre quocientes e os convergentes de quase todo
numero real na Proposigao 8.22.

E interessante comparar estes resultados com os correspondentes
para as expansoes n-arias. Por exemplo, pelo Teorema de Birkhoff
temos o seguinte resultado (veja o Exercicio 8.20):

Dados n € N, n > 2 ex € [0,1), seja (t1(x),...,tk(x),...) a ex-
pansio n-dria de x. Para A\-quase todo ponto x € [0,1), a freqiiéncia
com que aparece um nimero k € {0,1,...,n— 1} na expansdo n-dria
de x verifica

Lo el @ =k 1 :Aqkﬂ))

n—00 n n n

A seguinte proposi¢do é o equivalente do resultado acima para
fragoes continuas. Existem dois motivos para a freqiiéncia com que
aparecem os digitos nao ser constante como no caso n-ario. Primeiro,
ha um numero infinito de digitos. Segundo, a medida de Gauss dos
intervalos I, = [1/(k + 1),1/k) depende de k e diminui quando k
cresce. Assim, o digito k + 1 aparece com freqiiéncia menor do que o
digito k.

Proposicao 8.21. Para quase todo x € [0,1), a freqiéncia com
que aparece um numero k € N na expansdo em fracdes continuas
[a1(z), az(x),...] de x, verifica

sl n: ailz) =k} 0 (1 + k(k:1+2)>
lim U A A R = p(Ig).

n—oo n lOg 2

O “quase todo ponto” na proposicao pode ser para as medidas
de Lebesgue ou Gauss, é equivalente.
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Prova: Dado k € N, considere a fungao caracteristica Iy, (x) do

1
an(z) =k <= T" Hx) € I, = 11, (T" *(2)) = 1.

intervalo Ij, = [k+l’ k) Como ay,(x) = { temos que:

Assim,

<< =
#{1 <i < n, a;i(z) k} 1 Zﬂlk (T (z
n

Como a transformacgao de Gauss T é ergédica com respeito & medida
de Gauss e l;, € L'([0,1), ), pelo Teorema de Birkhoff, para j-quase
todo ponto z € [0, 1), se verifica

n—1 1
1 i i
Jm =S (@) = [ 1T ) di = i)
i=0
Portanto,
1 n—1 )
p) = lim LS 1 (ri) =
i=0
< < ; =
~ lim #{1 <i<mn, a;(x) k}
n—o0 n

Finalmente, pela definicdo da medida de Gauss (lembre a Equagio
(8.8)), temos

1
14—
1 A 1 1
1) = 1 = 1 1+ —.
#lk) log 2 ©8 1 1 log 2 0g< * k(k:+2)>
+ -
k+1
Donde obtemos a proposicao. O

Na Proposigao 8.21, calculamos a freqiiéncia com que aparece um
nimero natural k£ na expansao em fracoes continuas de quase todo
ponto do intervalo [0,1). A seguir, generalizaremos este resultado
calculando a freqiéncia com que um determinado bloco i1, ..., de
k numeros naturais aparece na expansao.
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Como a,(z) = a1 (T"!(x)), temos que
aj+r(:1c) = ir+1 — al(T‘H_T_l(CL')) = ir+1 — T‘H_T_l(fb) S Ii7‘+1'
Portanto, da definicao do intervalo I;, ... ;. , concluimos que

aj(ac) = ’il, ey Q-1 = ik <~ Tj_l(l') S Ii17...,ik~

Como no primeiro caso, onde o bloco era de um elemento, conside-
ramos o intervalo I;, . s, = Iy e a funcao caracteristica do conjunto
I7,, no intervalo Ij. Temos que

aj(z) =01y, aj+k_1(33) =1 < H[[k] (Tj_l(x)) =1.

Como I é um Boreliano, a funcdo Iy, ¢ integrdvel. Além disso, a
Transformacao de Gauss preserva a medida de Gauss pu. Portanto, o
Teorema de Birkhoff afirma que, para p-quase todo ponto z € [0, 1),
se verifica que

B AR i !
Jim 3 (7@ = [ d = )
j=1
Como, dado z € [0,1), se verifica

#{jel,n]: a;(x) =d1,...,0;4k-1(x) = ix} _

1< -
= n Z Hl[k] (177 (),
Jj=1

obtemos que quase todo ponto z € [0, 1) satisfaz

N S . .
nh_}ngo - #{jell,n]: a;(x) =i1,...,qj4k-1(x) =i} =
.1 -
= Jim =D Ly (1774 (@) = ).

j=1

Pela Equacao (8.8) e o Lema 8.18, temos que
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Se k é par
14 Dk + Pk—1
1 qr + qr—1
1(Ijgy) = Tog 2 log D ;
qk
Se k é fmpar
X 14 Dk
_ gk
u(ﬂm)——logQ log NTEaT
Gk + qr—1

Na seguinte proposi¢ao enunciamos algumas propriedades assin-
toticas sobre os digitos da expansao em fragoes continuas de quase
todo ponto do intervalo [0,1).

Proposicao 8.22. Para quase todo x € [0,1):

) .
Jim ~ (aa(2) + az(2) + -+ an (@) = oo
(I1)
0 1 %
Jim 3/ar () az() - an () = kl;[l (1 * k(k+2)> '
(111)
1 m?
i 2 log(an(@)) = 505
()
. 1 pn(x) _ —?
R qn(z)| 6log2’

Isto significa que o erro de aproximagao entre x e o convergente

2
];:Eg € da ordem de exp (6 Z?);TQ)'




[SEC. 8.5: CONSEQUENCIAS DA ERGODICIDADE 175

Prova: A idéia da prova é encontrar, para cada caso, uma funcao
integravel que descreva a distribuicao dos digitos e aplicar o teorema
de Birkhoff.

(I) lim 1 (a1(z) + az(x) + -+ + an(x)) = oo.

n—oo N,
Consideramos a fungao
fa)= || =
x) = ~= a1 (x).

Como a;(z) = a1 (T 1(x)), temos que

=

n—

! F(T ().
0

(@) + (@) =

SN

i=

Infelizmente, f ¢ L'([0,1),u) e, portanto, nao podemos aplicar o
Teorema de Birkhoff diretamente. De fato, temos que

1 1 1 11—z
Donde,
1 1 1
1 f(z) 1 / 1—x
d = d > d = .
/0 Jdn log2 Jo 1+= x*log2 0o z(1+2x) e

Para sanar o problema da nao integrabilidade de f consideramos
seus truncamentos (este é um truque freqiiente em medida e um ar-
gumento similar ja foi usado na prova do Teorema de Birkhoff quando
definimos N'(z)). Isto é, para cada N > 0 definimos a funcdo

f(x) f(z) <N;
flz) = { 0 s fn) SN

Note que esta nova funcao fy é limitada e tem um numero finito
de descontinuidades, portanto é integravel. Mais uma vez, como T
preserva a medida de Gauss p, podemos aplicar o Teorema de Birkhoff
a cada fy. Assim, para qualquer N > 0 e para quase todo ponto
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z € 1]0,1), se verifica

n—1 n—1
timinf © > AT tim nf > (') =
1 n—1
= lim — T'(x)) =
Jim_ ;fzv( ()
' L N C)
_/0 T dp = log 2 /0 1+ d.
Mas, ja vimos que
1
lim In(@) dr = oo.

N—o0 0 1+.’L‘

Portanto, para quase todo = € [0, 1),

n—1

i TS (1)) = oo
=0

Isto termina a prova do item (I).

(1) lim Vth(z)az(:c)...an(z):H(lem)m.

Em primeiro lugar, observamos que

n—1 n
lim exp (% Z log(ay (T%x)))) = nlLI%o exp <% Z log(ai(ac))>
i=0 i=1

n—oo

= lim {ai(x): - an(x).

n—oo

Esta igualdade nos leva a estudar somas da forma
ln—l .
=3 log(ar (T7(2))
i=0

e a considerar a fungio g(x) = log(ai(z)). Para aplicar o teorema de
Birkhoff a g(x), necessitamos do seguinte lema cuja prova adiaremos:
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Lema 8.23. g € L1([0,1), ).

Podemos agora aplicar o Teorema de Birkhoff & fungao g (lembre
que T preserva a medida de Gauss), obtendo que, para quase todo
z € 1]0,1), se verifica

n—1

1 ; !
Jim 23 o) = [ gdn.
i=0 0

Dividindo o intervalo [0,1) em intervalos I, = [1/(k 4+ 1),1/k), onde
a funcao g é constante e igual a log k, obtemos

1

1 k
/ gdu=/oo gdp = Z/ gdp = Zlogk/ dy.
0 Uk:l‘[k 1

k+1

Portanto,
n—1 00
Jim S o) =Y [ togkdu =
1=0 k=1 " &+1

°° 1 122’;
—kz_llog<<l+7k(k+2)> )

Esta igualdade implica que, para quase todo ponto x € [0,1), temos
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que

lim {/ai(z)az(z)---a,(z) = lim exp <% Zlogai(x)) =
i=1

n—oo n—oo

n—1
1 .
:nli_{rgoexp <E E logal(Tl(:E))> =
i=0

log k
ax 1 Tog2
= 1li 1 1+ — =
e (1 (11 (14 5) )
0 1 %ogg
()
k_l( k(k + 2)

Assim, finalizamos a prova de (II) assumindo o Lema 8.23.

Prova do Lema 8.23: Para provar o lema é suficiente ver que
a integral de g com respeito a medida de Gauss é finita. Usando a
féormula da medida de Gauss na Defini¢do 8.10, temos que

L = [t = logk 1+ 1
g E
dyp = logkdy = 1 =
/0 g Z/; OB af Zlog2 i) 1
k=1 " k+1 k=1

1
T
> logk 1 = logk 1
=S g (14— ) <SS 2 10 (14 = ).
2 T0g2 Og( +k(/€+2)) _;10g2 Og( +k2>

Portanto, é suficiente ver que a ultima série é convergente. Ex-
pandindo em série de Taylor a funcdo log(1+ 1) no ponto 1, obtemos
que, se k ¢é suficientemente grande, entao

1 1
log (1 + ﬁ) < R
Portanto, para provar o lema, é suficiente verificar a convergéncia da
série
= logk
k2 -

k=1
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A convergéncia da série segue da integral floo (log z)/2* dz ser con-

vergente (integre por partes para obter esta afirmagdo). Logo g €

([0, 1), ). O
A prova do item (IT) esta concluida.

7'(2

T 12log2’

Iniciaremos a prova observando que a presenca do termo 72 /12 é
devida a seguinte igualdade (veja, por exemplo, [17])

(ITD) T log(gu (x)

7.(.2 s -1 n+1
n=0

Lembramos que py(z) = ¢n-1(T(z)) (Propriedade (B III) dos
convergentes) e obtemos,

1 1 Po(@)  paoa(T(2)  pa(T"%(2) pr(T(2))

0:(2) ~ @a(2) 1 (T(@) G a(T2(@) @ (T (@) qo(T (@)

Reagrupando os fatores, obtemos

1 pa(@) po1(T(@) pa(T?(2))  pi(T(x)) 1
(@) an(@) a-1(T(2)) a-2(T?(@))  @(T(2)) qo(x)

Assim, tomando logaritmos,

o (1) —10g [ T7 P2t @)
o (W)) s (,I_I qn_km(z))) '

Dividindo por n,
n—1
1 1 i (TF
n n

Obtendo finalmente que

1 1
—Zlogqn(z) == logT*
~loggn(z) = ~ > log T (z)+
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Portanto, para concluir a prova do item (III), é suficiente provar o
seguinte lema:

Lema 8.24. Para quase todo ponto x € [0, 1),

1 n—1 7_[_2
— k pu—
o Jfm — kz:% log(T"()) = —15 log 2

n—1
1 pn—k(T’“(z))> . )
e lim — log | ————== | —logT"(x) | =0.
Jim, 5 3 (o (52705 ) s 0
Prova: A primeira afirmagao do lema segue do Teorema de Birkhoff

(devemos verificar que logz € L1([0,1), 1), mas isto estd implicito nos
argumentos que seguem). Isto é, para quase todo ponto z € [0, 1),

n—1

1 ! 1 Y logx
lim — log(T*(z)) = | logzdu= dr =
Jim ;;) og(T* (x)) /0 ogxdp 10g2/0 s

1
log(1 + ) dw}
x

— @ [log(x) log(1+ ) _/

1 [tlog(1
_ / og( +x)dz.

log 2 x

Onde a penultima igualdade é obtida integrando por partes e a tltima
aplicando a regra de ’Hopital (sucessivas vezes).
Expandindo em série log(1 + x), obtemos (omitimos 0s detalhes)

1 n—1 f 2z+1
lim — logT"(x) = dr =
oo n kZO og T"(x) = log2 = *

1 ! x x2 28
= 1-Z42 2 4 Ndr=
log 2 O( 2t 3 1" ) v

$2+CC3 CC4+ 1_
4 9 e

M

1

log?2 16

[x
_ 1 1+1 1 N 1 (n?
-~ log?2 49 16 ) log2 \12)°
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Para a tultima igualdade lembre da Equagao (8.14).
Vamos agora provar a segundo item. Para n par temos que

I _ |:pn Pn +pn—1>
i1, yin T | T .
Gn Gn + Gn-1

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, dado x € I, .. temos

in

Dn
logx—log(—> 1
0< B I/ _ ~ onde 76<&7x>.
_ o Y

dn
an

+ Pn—
Portanto, como P <yv<z< Pn T Pn—1

, usando a Propriedade (B
dn dn + qn—1

IT), obtemos

n 1 n 1 (pn+pn_ .
0 <logas—log(p—>:_<$_p_><_<p +p 1_P_><
n v an Y \Gn+an-1

< (pn+pn—1 3 @) _ (qnpn—l —pnqn_1> _
Pn \qntdn-1 an P\ Gn(qn + qn—1)

(—1)" 1 1

— = < .
Pn(Gn +@n-1)  DPn(@n +@-1) @n

Lembramos que, para n impar,
I _ (pn + Pn—1 pn:|
i1, i LA
Qn + Qn—1"qn

De maneira totalmente andloga, temos que

0 > logz — log (p_n> =1 (m—lﬁ) >
dn v qn

- (w _ &) 1.1
Gn + qn—1 qn ) Y Gn

Portanto, nos dois casos se verifica

o (28] <2




182 [CAP. 8: PROPRIEDADES ERGODICAS

Observando que Tk(x) € Ii,... i, ., a mesma prova fornece

Pu(T*(@)) ) ‘ 1
G (TH()) Gn—k(T*(x))”

log(T*()) — log (

Como, pela Propriedade (C) dos convergentes, g, (T%(z)) > 2(»~1/2,

temos que

log(T"(x)) — log (%) ’ -0

quando n — co. Isto termina a prova do lema (e do item (III)).

2

.1 Dn () -7
IV) lim — [ — = .
(Iv) . 08 |* qn () 6log2
Note que, pelo Teorema 5.1, (omitimos a dependéncia em z)
1 n 1
- < |- p_ S
dn (Qn+1 + qn) an qn dn+1

Como ¢pn+1 > qn, temos que,

2Gn Gn+1 = Gn (Gnt1 + Gnt1) = @ (Gns1 + @n)-

Logo,
1 1
S SN SR 11 ,
2 qn qn+1 dn qn gn+1

Tomando logaritmos e usando suas propriedades, temos que

<

1
log (27> = —log2 —loggn —loggnt+1 <
dn gn+1

1
< log ( ) <log ( ) =
qn Gn+1

= —logq, — log gny1-

Pn
xr — —
n

Dividindo por n,

Pn
r— —

n

)<

1 1 1 1
——log2 — — logq, — — loggni1 < — log<
n n n n

1 1
< —— loggn, — — log gny1.
n n

d
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Como o item (III) implica que, para quase todo ponto z € [0, 1), se

verifica )
T

1
A 2108 (%) = 5705

e como (também para quase todo ponto)

n+1 1 1 2
08 gnt1 = 57—
Sl = 19 70g 2

2 2
) (12 log2> 6 log 2

Isto termina a prova do item (IV) e da proposicao. O

1
lim — log g, = li
2 B () = T

obtemos

Pn
T — —

n

1
lim — (log

n—oo N

8.6 Expoentes de Lyapunov

Quantidades importantes associadas a um sistema dinamico sao seus
expoentes de Lyapunov. Os expoentes de Lyapunov medem a ve-
locidade média com que as Orbitas se separam e sao, portanto, um
indicador da caoticidade de um sistema dindmico. Os expoentes de
Lyapunov sao generalizagoes da derivada em um ponto periédico: se p
é um ponto periédico de periodo n de uma funcao f: R — R, entao o
expoente de Lyapunov de f no ponto p é éxatamente % log [(f™) (p)]-

Na nossa discussao, nos restringiremos ao caso da aplicagao de
Gauss. Consideraremos pontos x onde a derivada de z esteja definida.
Este conjunto tem medida total, pois seu complementar é um con-
junto enumerdvel. Observe também que os pontos = € [0,1) tais que
a derivada de T est4 definida para todo ponto T%(z), i € N, é um con-
junto de medida total. O expoente de Lyapunov da orbita do ponto x
é definido por

n—1 n—1
1 . 1 1
lim =1 7T = lim -1 | -
Jim ~log <H| ( (:E))|> Jim = log <11 Tl(a:)2>

=0

n—1

2 )
=~ lim =Y log(T"
noo 1 og(T"()),
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sempre e quando este limite existe. Denotaremos este limite (quando
existe) por x(x).

No Exercicio 8.18 pedimos para calcular expoentes de Lyapunov
de pontos periédicos (provar a férmula x(p) = Llog [(T™)'(p)|, se
T"(p) = p). Obviamente, existem pontos para os quais este limite nao
existe (no Exercicio 8.21 pedimos para dar exemplos desta situagio).

Um resultado interessante, veja o Exercicio 8.19, é o seguinte: con-
sidere o ntimero de ouro O, como na Seg¢ao 4.1, e defina O’ = O — 1.
Lembramos que T(O') = O'. E imediato verificar que qualquer ponto
fixo p de T verifica x(p) > x(O’). Um resultado mais surpreendente é
que, para qualquer ponto z € [0, 1) tal que seu expoente de Lyapunov
x(x) existe, temos que x(z) > x(O’). Em outras palavras, o minimo
dos expoentes de Lyapunov é atingido exatamente no ponto @’. Ob-
serve que o maximo dos expoentes de Lyapunov nao é atingido: para
todo N € N, existe x € (0,1) tal que x(z) > N.

Finalmente, observamos que quase todos os pontos z € [0, 1) pos-
suem expoente de Lyapunov (x(z) estd definido) e o expoente de
Lyapunov é o mesmo para quase todos os pontos. Estas afirmacoes
decorrem do Teorema de Birkhoff. Lembre que, no Lema 8.24, prova-

mos que, para quase todo ponto x € [0, 1), se verifica

1 ot 72
: - /(i —
nh—>ngo n log <H (T (z))|> 6 log2’

=0

Neste caso, este limite é o expoente de Lyapunov de T com respeito a
medida (1, e é denotado por .

8.7 Exercicios

Exercicio 8.1. Considere uma og-algebra F de um conjunto X. Con-
sidere uma familia enumerével (4;);en de conjuntos de F. Prove que
se verifica que ;. Ai pertence a F.

Exercicio 8.2. Considere uma medida de probabilidade v e uma
seqiiéncia (F,)n>1 de conjuntos mensuraveis tal que

Z v(F,) < oc.

n=1
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Prove que

v < - Fn> < i v(Ey,).

Exercicio 8.3. Considere uma familia de o-dlgebras (F;);jen defini-
das em um conjunto X. Prove que F = ﬂjeN F; € uma o-algebra de
X.

Exercicio 8.4. Considere a o-dlgebra dos Borelianos em [0, 1]. Prove
que toda fungao continua f: [0,1] — [0, 1] é mensurdvel.

Exercicio 8.5. Considere uma seqiiéncia (fn)nen, fn: X — R, de
fungoes mensuraveis. Prove que as funcoes

7 (@) = limsup fu(z), f7(x) = limsup fu(2),

S0 mensuraveis.

Exercicio 8.6. Usando a versao do Teorema de Birkhoff (Teorema 8.6)
para fungoes caracteristicas, prove, primeiro, o Teorema de Birkhoff
para fungoes simples e depois para funcoes em L(X,v).

Exercicio 8.7. Considere fungoes ¢, ¢ € L'(X,v) tais que 0 <
d(x) < p(x) e [¢ o(x)dr < [ ¢(x)dv. Prove que ¢ = ¢ v-q.t.p..

Exercicio 8.8. Prove que as funcoes L™ e L~ na prova do Teo-
rema 8.6 sdo G-invariantes.

Exercicio 8.9. Usando a notagao do Teorema de Birkhoff, defina
para cada nimero natural M o conjunto

By ={zeX: N(z) > M}.
Prove que:
1. Bjps é mensuravel,

2. Nareny By é um conjunto de medida nula e, portanto, para
todo € > 0, existe k > 0 tal que v(By) < ¢.

Exercicio 8.10. Usando a notacao do Teorema de Birkhoff, prove
que [y L™ (x)dv > v(B).
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Exercicio 8.11. Considere um espago de probabilidade (X, F,v) e
uma fungao mensurdvel G: X — X que preserva a medida v (i.e.,
v(A) = v(G~1(A)) para todo A € F).

Prove que uma medida v é ergddica se, e somente se,

n—1

im 1 ‘ = x)dv
Jim 3R w) = [ ot

para toda fun¢io ¢ € L'(X,v) e v-quase todo ponto z € X.

Exercicio 8.12. Prove que a medida de Lebesgue nao é invariante
pela transfomacao de Gauss.

Exercicio 8.13. Considere um ponto periédico p de periodo n da
transformacao de Gauss (T"(p) = pe T'(p) #pse 0 <i < n)ea
medida v definida na o-algebra de Borel B tal que

_ #{i €[0,n—1]: T'(p) EA}.

v(A)

Prove que v é T-invariante e ergddica.

Exercicio 8.14. Estude se a medida de Lebesgue é invariante para
as transformacoes E,,, Ej3 e L associadas as expansoes n-arias, 3 e de
Liiroth (veja a Segdo 7.1). Lembre que é suficiente provar isto para
intervalos.

Exercicio 8.15. Considere a transformacao de Gauss. Determine de
forma explicita um Boreliano B e pontos = € [0, 1) tais que o limite

lim #{i €[0,n—1]: T'(x) € B}

n— oo n

nao exista.
Mostre um exemplo onde

#{i €[0,n—1]: T'(x) € B} _

lim sup 1 e
n—oo n
i inf #{ie[0,n—1]: T*(z) € B} _0

n— o0 n
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Exercicio 8.16. Mostre que os intervalos Ij,) = I;, ... ;, da Segao 7.2
geram a o-algebra de Borel B.

Exercicio 8.17. Suponha que existe K > 0 tal que, para todo inter-
valo I}, e todo conjunto mensurdvel T-invariante A com u(A) > 0,
se verifica que

1 (I N A)
— ) < B e T).
7 M) ) (Iin))
Prove que todo conjunto mensurdvel B C [0,1) verifica
1 uw(BNA)
B < B2
7 AB) A

Exercicio 8.18. Considere um ponto periédico p de periodo n de T'.
Mostre que

< K w(B).

x(p) =+ log (7" (p)].

Exercicio 8.19. Seja O’ = O — 1, onde O é o nimero de ouro na
Secao 4.1. Considere um ponto x € [0,1) tal que seu expoente de
Lyapunov x(z) estd definido. Prove que

x(z) = x(0").
Prove que, para todo N € N, existe z € (0,1) tal que x(z) > N.

Exercicio 8.20. Dado n € N, n > 2, seja (t1(x),...,w(x),...) a
expansao n-dria de x € [0, 1). Prove que, para A-quase todo z € [0,1),
a freqiiéncia com que aparece um numero k € {0,1,...,n — 1} na
expansao n-aria de x verifica

#ijellnl: (@) =k} _ 1

lim = —.
n—oo n n
Determine a freqiiéncia com que aparece um bloco k1, ..., k. de com-

primento r na expansao n-aria de A-quase todo ponto.

Exercicio 8.21. Dé exemplos de pontos z € [0,1) tal que o limite

1 n—1 )
Jim — log (H IT’(Tl(w))I>
=0

nao exista.



Capitulo 9

Aproximacao
Diofantina. Teorema de
Khinchin

Neste capitulo, daremos uma versao em termos de medida de Lebesgue
do Teorema 5.18 sobre boas aproximagoes de nimeros reais por ra-
cionais. Provaremos que o conjunto de nimeros reais x cujos quo-
cientes a;(z) sao limitados tem medida nula (Teorema 9.3). Como
conseqiiéncia, obteremos que o conjunto dos nimeros reais x € (0, 1)
para os quais a desigualdade

¢

R a,beN

a
-3l
tem infinitas solugoes para todo C' > 0 tem medida total (Corolé-
rio 9.4).
No Teorema 9.11 (Teorema de Khinchin), veremos uma versao
mais geral destes resultados. Dada uma funcao f: N — N, conside-
raremos a desigualdade

f(b)
b

a
’x—g‘ < =—=, a,beN.
De forma sucinta, o Teorema 9.11 estabelece a existéncia de infini-

188
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tas solucoes Lebesgue-q.t.p. para a desigualdade em funcao da di-
vergéncia da série Y7 | f(n).

9.1 Aproximacao Diofantina

Pelo Teorema 5.18, um nimero = ter quocientes limitados é equiva-
lente a desigualdade

-5l < 5

nao ter solugao quando C' é suficientemente pequeno. Veremos, nesta
secao, que 0os numeros reais para os quais a desigualdade nao tem
solugdo (isto é, aqueles com quocientes limitados) constituem um
conjunto de medida nula. Em particular, o conjunto dos ntmeros
reais com quocientes ilimitados tem medida total. Assim, pelo Teo-
rema 5.18, quase todos os nimeros admitem infinitas solugoes para
desigualdade dada acima.

Seja (g )keny uma seqiiéncia de nimeros positivos. Para cada
n € N, definimos o conjunto

E,=FE,, ={z=[a1(2),...,ax(x),...] €]0,1): an(z) > an}.

Observe que os conjuntos F, sdo Borelianos (veja o Exercicio 9.1).
Definimos também o conjunto

w ={x€10,1): a;(x) > o; para infinitos valores de i},

isto é, Foo é 0 conjunto dos pontos = € [0, 1) que pertencem a infinitos
E,,. Portanto, se verifica

(9.1)

w=1Ur

Portanto, o conjunto E., é mensuravel.
Um dos principais resultados desta segao é o seguinte teorema.

HC8

Teorema 9.1. Considere a medida de Gauss p, uma seqiéncia de
nidmeros poistivos (ag)ken € a seqiéncia de conjuntos mensurdveis
(En)nen. Entdo se verifica:
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— 1
® se E — < o0, entdo p(Fs) = 0;
Qn
n=1

— 1
o se E — =00, entdo u(Esx) = 1.
an
n=1

Como as medidas de Gauss e Lebesgue sao equivalentes, este teo-
rema ainda vale se pusermos a medida de Lebesgue no lugar da me-
dida de Gauss.

Pela definicdo de E em (9.1), podemos reescrever o teorema
acima da seguinte maneira:

° [ ﬁ[jEﬂ —0,sei—<oo,
k=1 n=k n=1

° L ﬁDE” —l,Sei—ZOO
k=1 n=k n=1

Observagao 9.2. Como uma aplicacao do Teorema 9.1, obtemos que
a série

% Z a;(x) (9.2)

é divergente para quase todo ntimero em [0, 1) (isto é, uma nova prova
do item (I) na Proposigao 8.22).
Para isso, é suficiente ver que a série

o0

1
Z n logn

n=2

é divergente (basta aplicar o Teste de Cauchy! e lembrar que a série
Y02 1/n é divergente) e considerar a seqiiéncia a,, = n logn e os

1O teste de Cauchy afirma que dada uma seqiiéncia decrescente de niimeros
nao negativos (an)en, an > ant1 > 0, entdo a série 307 | an é convergente se, e
somente se, a série 302 | 2% a,, é convergente, veja por exemplo [18, Proposicio

e . P ,o. oo ke . .
7..3.4]. D(? fato, é .SlI.n];.)IG.}S ver que a divergéncia da série anl 2% ayk implica a
divergéncia da série inicial.
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conjuntos E, = E,, e Es. Pelo Teorema 9.1, o conjunto E,, tem
medida total. Portanto, para quase todo ponto x € [0, 1),

an(z) > nlogn para infinitos valores de n.

Entao,

3

ai(x) > logn
i=1

S|

para infinitos valores de n e para quase todo ponto x € [0,1). Assim,
a soma em (9.2) é divergente para quase todo ponto x.

Posporemos a demonstragao do Teorema 9.1 e obteremos a seguir
uma importante conseqiiéncia dele. Considere o conjunto L dos
ntmeros irracionais de [0, 1) cujos quocientes s&o limitados,

L={z€][0,1): existe £(x) tal que a;(z) < ¢(x) para todo j}.
Teorema 9.3. O conjunto L tem medida de Gauss (Lebesgue) nula.

Este teorema implica que o conjunto dos nimeros em [0,1) que
possuem quocientes limitados tem medida de Lebesgue zero. Por-
tanto, o conjunto dos nimeros irracionais que tém quocientes ilimi-
tados tem medida total. Esta observacao e o Teorema 5.18 implicam
diretamente o seguinte:

Corolario 9.4. Considere a desigualdade
a C
‘m—g‘ <b_2’ C>0,a,beN.

Eziste um subconjunto de [0,1) de medida de Lebesgue igual a 1 tal
que esta desigualdade admite infinitas solugoes para todo C > 0.

Prova do Teorema 9.3: Para cada ntimero natural i, definimos
o conjunto

L ={x €[0,1): existe N(z) com a;(z) < ¢ para todo j > N(x)}.
Afirmagao 9.5.
L;.

h
|
e

N
Il
-
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Portanto, para provar que a medida de Gauss do conjunto L é
nula, é suficiente provar que a medida de cada L; é nula.

Prova da Afirmagao: Suponha que z € L, entdo existe ¢(x) tal
que a;(r) < £(x) para todo i. Portanto, x € Ly(,) (podemos tomar
o0

N(z) =1) e obtemos a inclusdo L C U L;.

i=1
oo

Para provar a outra inclusao, considere x € U L;. Entao z € L;
i=1
para algum 4. Isto implica que existe N(x) tal que a;(z) < i para
todo j > N(x). Considere agora

{(x) = max{a1(z),az(x),...,aN(m), 1}
Neste caso, a;(z) < {(x) para todo j. Portanto, z € L. O

Para ver que, para todo ¢, o conjunto L; tem medida nula, con-
sideraremos a seqiiéncia constante «, = 7, para todo n, cuja série
associada é divergente, e os conjuntos E,, = FE,, associados a esta
seqiiéncia. Pelo Teorema 9.1, u(Ex) = 1.

Temos o seguinte lema:

Lema 9.6. ﬁ

u C8
||
8

Este lema implica que L; tem medida nula: p((L;)¢) = p(Fx) =
1, portanto, u(L;) = 0.

Assim, para terminar a prova do teorema, falta demonstrar o
ultimo lema.
Prova do Lema: Em primeiro lugar, suponha que = € (L;)¢.
Entao, existem infinitos n tais que an(z) > i = a,. Ou seja, x estd
em infinitos F,. Portanto, por defini¢ao,

zeﬁ GE’“

k=1 n=k

obtendo a inclusao “C”.
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Agora, suponha que = estd em infinitos F,,, isto é,

T €

EDL:
(@

E,.

k=1 n=k

193

Entao, existem infinitos valores de j tais que a;(z) > a; = i. Logo,

x ¢ L;. Isto termina a prova da afirmagao.

A prova do Teorema 9.3 estd finalizada.

]
O

Na prova do Teorema 9.1 usaremos o seguinte resultado cldssico
da teoria de medida, cuja prova incluimos para que a exposicao seja

completa:

Lema 9.7 (Lema de Borel-Cantelli). Considere uma medida de
probabilidade v e uma seqiiéncia (F,)n>1 de conjuntos mensurdveis.

Suponha que se verifica

entao

Prova: Observe que, para todo r,
o0 o0
ﬂ F,c | Fa.
k=1 n=r

Portanto (lembre o Exercicio 8.2),

HC8

8

Como Z v(F,) < oo, fixando-se € > 0, existe r tal que
n

=1

i v(F,) <e

n=r

<ﬂ U F) <V<[j Fn> giu(Fn) para todo r € N.
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Logo,
o0 o0 o0
v <ﬂ U Fn> < Z v(F,) <e.
k=1 n=k n=r
Como esta desigualdade vale para todo € > 0, o conjunto tem medida

nula, o que termina a prova do lema. O

Prova do Teorema 9.1: Em primeiro lugar, consideramos o con-
junto

E, ={x€0,1): a1(z) > an} = [07 L) (9.3)

Qn

Um motivo para introduzir os conjuntos E! é o fato de ser muito
simples estimar suas medidas de Gauss (lembre a Observagao 8.11):

1

T (9.4)

w(Ey,) <

Afirmamos que
E, =T"""Y(E). (9.5)

Para isso, é suficiente lembrar que a1 (T""*(z)) = a,(z) e escrever
T-00(E) ={z€[0,1): T" '(z) € B} =
={z€[0,1): a1 (T" Yz)) > an} =
={z€[0,1): an(z) > an} = E,.

Observe que, como a medida de Gauss é T-invariante,

w(En) = (T~ D(E)) = w(E,). (9.6)
Provaremos, agora, a primeira parte do teorema:
= 1
o u(Fx)=0, se Za_ < 0.
n=1 "

Fixe n. As Equagoes (9.4) e (9.6) implicam que

1

1(En) = p(Ey,) < og2) o
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o0
Como, por hipétese, Zl/an < 00, temos

n=1
- I 1

Assim, podemos aplicar o lema de Borel-Cantelli aos conjuntos F.,
e E, e obter que pu(Fy) = 0.

Provaremos, agora, o segundo item do teorema.
o0
1
° Ey)=1, se — = o0.
W Eoo) n;l o

Para provar a afirmagio, é suficiente verificar que u(ES) = 0.
Observamos que

(10 5) )

Pelas leis de De Morgan,

Escrevemos
oo
Ag= () E;. onde Ay C--CAC A1 C--.
n=k

Portanto,
n(ES) = p (U Ak) :
k=1

Assim, para provar que pu(FES)) = 0, é suficiente ver que cada Ay tem
medida nula.
Observamos que, para todo m,

Ay = ﬂ E. C Ein---NE;,, = wAx) <p(EiN---NE; ).

n==k

Logo a segunda parte do teorema decorre da seguinte proposicao:
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Proposigao 9.8. Para todo n € N, se verifica

lim p(E;NE, N---NE;

n-+m
m—00 +

) = 0.

Prova da Proposigao: O passo principal da prova da proposicao
é a seguinte desigualdade: para todo n e m € N, se verifica

1
EY Er . .

Veremos, primeiro, como a desigualdade (9.7) implica a proposigao.

- , r .
Afirmagao 9.9. Suponha que a série Z — ¢€ divergente. Entdo a

n
oo
série E
1
n=1

Posporemos a prova desta afimacdo. A afirmacdo implica que

n=1

também € divergente.

o0

1
E ———— = oo para todo i. Observamos que
_ 1+ QAnti

1—2 < e ® (isto segue usando a expansao de Taylor). Logo,
usando (9.7), temos que

ESN---NES < 1-
u( rtm) —g ( (K log?2) 1+Oén+i> =
< ﬁ exp | — ! -
Lo\ " 0g2) T+ angn) )

- 1
- <_; (K log2) (1 + anH)) '

Como a série é divergente, temos que
)

1
i= 0 (K log2) (1+an+i)

- 1 1
0 = 1 — .
ml—r}})o exp< ; K10g2 1+Oén+i)
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Portanto,
lim pu(E,N---NE;

=0
M 00 n+m) 9
obtendo a Proposicao 9.8. Demonstraremos, agora, a afirmagao acima.

Prova da Afirmagao: Dividiremos a prova desta afirmacao em
dois casos:

o (ap)n>1 contém uma subseqiiéncia limitada;
o (ap)n>1 — oo quando n — oo.

No primeiro caso, existem M > 0 e uma subseqiiéncia (an, )n,
tais que (1 + au,, ) < M para infinitos ny. Portanto,
1 - 1
1+an, =~ M’
que, obviamente, implica a afirmagao no primeiro caso.

Para provar a afirmacao quando «,, — 0o observamos que existem
uma constante K > 0 e ng € N tais que, para todo n > nyg, se verifica

1+«
<K = l+a,<Ka,.
an
Portanto,
1
> ara todo n > ng.
1+an Kan © = "o
Isto é,
o0 o0
1 1
> .
> Tra X T
n=ngqo n=nogo
o0
Finalmente, pelo teste de comparagao, a divergéncia de Z — im-
an
n=1
plica a afirmacao. O

Para provar a proposicao falta demonstrar a desigualdade (9.7).
Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 9.10. Considere n € N e o intervalo I;,,_1) = I; entao

se verifica

1yeenyn—17

1
(K log2) (1+ ay)’

p(En|lp—1)) >



198 [CAP. 9: APROXIMAGAO DIOFANTINA

Prova do Lema: A igualdade (9.5) e a Proposigao 8.16 implicam
que

(B N Ijp_y) (T~ D(EL) N Tpy)

ILL(E/n/|ITL_1 ) = = =
=] 1(Tp—1p) 1(Iin—1p)
— —(n—=1)( 1 AN
1+ —
1 1 «
= —u([0,1/ay)) > 1 no| =
M0/ an) 2 755 los | 5775
1
log (1 + —)
p— an
 Klog2
Como
1 an 1 1
log<1+—>:/ gdtz ™ = Tra
Qp 1 an (1 + _> Qo
Qp
obtemos que
E,|I—1) > .
#(En 1) (K log?2) (1+ ay)
Isto termina a demonstracao do lema. O

Agora estamos prontos para concluir a prova da desigualdade
(9.7). Fixado n, veremos que, para todo m > 0, vale a desigual-
dade. Provaremos este fato por indugao em m.

Em primeiro lugar, para m = 0, note que pelas defini¢oes de F,, e
como os intervalos I},,_1] de geragao (n—1) determinam uma particao
de [0,1) temos

E,= |J IynEn
Lt€J(n—1)

onde

Jn—=1)={t="_(>i1,...,in-1): 01 > 1,...,in—1 > 1}.
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Observe que a uniao é considerada sobre todos os intervalos I},; de
geracdo (n — 1), portanto, a unido é disjunta e se verifica que

> w(Iy) =1

veJ(n—1)

Assim, temos

1e€J(n—1) M(I[L])
= 1(En11y) p(11)-
Lt€J(n—1)
Entao, pelo Lema 9.10,
1
:U(En) > Z ,U(IL) =

edm) (K log2) (14 an)

1
= > wly) =
(K log2) (14 ay) edoiy

1
(K log2) (14 ay)’

Como 1 = pu([0,1)) = u(ESUE,) = pn(ES) + p(Ey), temos que

1
(K log2) (1 + ay)’

WES) =1 p(B,) <1-

Portanto, a desigualdade (9.7) estd provada para m = 0.
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Suponha que a desigualdade (9.7) é verdadeira para (m — 1),

m— 1
B¢ Brpm-1) < '
u( N B, e 1) < 1;[ ( (K log2) (1+ an+i)>

Para provar a desigualdade para m, afirmamos que se verifica

BN NES 1= U I,
LtEH(n+m—1)

onde

H(TL+I€) = {ila"'7in+k € N: iy < O‘na---ain+k < Oén+k}7
veja o Exercicio 9.2. Portanto,
Exn---nEr ,  NEL, U Iy N By,
LtEH(n+m—1)

Como a unido dos intervalos I},; ¢ disjunta, obtemos

H (E N Ercz+m) =H U I[L] N ETC’L-‘,-’I'IL =
LtEH(n+m—1)
= Z (I[L] N En+m) :
t€H(n+m—1)

Como, para qualquer intervalo, se verifica

(I N By ) + 1 (I N Epgn) = (1)

escrevendo S = p (ES N -+~ N ES,,,), temos que
s = Z i () = 1 (I N Bpem) =
LtEH(n+m—1)

= > ey~ 1T 0 B p(I) =

LEH (ntm—1) 0y

= 2 <1——M(I[L]ﬂEn+m)>M(IM)-

Lt€H(n+m—1)
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Como os intervalos If,) sao de geragao (n+m — 1), podemos aplicar o
Lema 9.10 ao conjunto F, e a cada intervalo I,) para obter a seguinte
estimativa:

Y (I[L] mlan+m)>
S = l-————————— | ) <
Lem;m_l) ( w (1) ()
1
< 1— I) =
- LeH<nZ+:m_1) ( (K log2) (1+a"+m)> )

1
=(1-— ECQ-..-NE° .

Pela hipétese de inducao,

S < (1—WM) (H?i_ol (1—<K1T1<1+am)) N
:g (1_ (K log2)11+an+i)>.

Isto termina prova a desigualdade (9.7).
Agora a prova da Proposicao 9.8 estd concluida. 0

Observamos que, concluida a prova da proposi¢ao, a demonstragao
do Teorema 9.1 est4 finalizada. O

9.2 O Teorema de Khinchin

Terminaremos este capitulo com um resultado que generaliza os pre-
cedentes. Dizemos que uma funcao g: N — N nunca € crescente se
verifica g(k) > g(k + 1) para todo k € N.

Teorema 9.11 (Khinchin). Considere uma fun¢do f: N — N, um
ponto x € [0,1) e a desigualdade

al _ fb)
“’E—E <T, a,bEN.
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e Se b f(b) nunca € crescente e Zf(b) = oo, entdo, para A-

beN
quase todo ponto x € [0,1), existem infinitas solugoes para a

desigualdade.

o Se Zf(b) < 00, entdo para A-quase todo x € [0,1), existe (no
beN
mdzimo) um ndmero finito de solugdes para a desigualdade.

Observagao 9.12. Aplicaremos o teorema para duas escolhas de f.

e Se fizermos f(b) = C/b, C > 0, a primeira parte do teorema dé
uma nova prova do Corolario 9.4.

e Se tomarmos f(b) = C/(b'**), a > 0 e C > 0, aplicando o
segundo item do teorema obtemos que a desigualdade

a C
‘I‘—E‘<W7 a,bGN,

tem um numero finito de solugbes para quase todo ponto x.

Prova: Para iniciar a prova do primeiro item, fixe N € N tal que

2

T
log N .
8N = o log2

Pelo item (III) da Proposicao 8.22, para quase todo x € [0, 1),

2

1 s
lim — logq,(x) = log N.
i 2 1084n(7) = 357005 <log
Assim, para quase todo z € [0, 1),
1
- log gn(x) < log N (9.8)

para todo n suficientemente grande.
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Considere a fun¢ao ¢(n) = N™ f(N™). Como b f(b) nunca é cres-
cente, temos que

Nn+1_1 Nn+1_1 Nn+1_1 n n
S o) = 3 bfb) N"fNT)
b~ b
b=N" b=N" b=Nn
Nntt 1y
= N" f(N™) 7
b=Nn
Logo, pela estimativa
1
Z % < log n,
k=1
temos que
Nt Ntl_g 1
Yo fb) SNTFNTY Do <
b=N™ b=Nn
Nt
< ¢(n) log (T) < ¢(n) log N.
Como Z f(b) = oo, usando o teste de comparacao, obtemos que
beN
> é(n) = oo

neN
Consideramos os conjuntos

D, - {:c €0,1): an(z) > ﬁ}

Tomando ay, = 1/¢(n — 1), o Teorema 9.1 implica que o conjunto

e )

k=1

Dy,

1C3

tem medida de Gauss total.
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Além disso, pela Propriedade (A) dos convergentes e pelo Teo-
rema 5.1, temos que, dado qualquer x € [0,1), se verifica

1 1
< <

= (@) gn1(2) T gn(2) (an41(2) n (@) + gn-1(2))
<t
= an(7) g (7))

Portanto, se x € D, existem infinitos n tais que

Assim, como b f(b) nunca é crescente e ¢, (z) < N™ para quase todo
ponto z € [0,1) (lembre a Equagao (9.8) no inicio da demonstragao),
se verifica

d(n) = N" f(N") < gn(x) f(qn(2))
para infinitos valores de n. Portanto, para quase todo = € [0,1),

o(n) _ flgn)

qn dn

Pn . .
’CE - — para infinitos valores de n.

dn

Isto prova a primeira parte do teorema.

Para provar a segunda parte, para cada b € N considere o conjunto
b
H, = {a: € [0,1); ‘a: - %‘ < % para algum a € N}.

Considere também

||
u 38

ny»

Para provar o teorema, é suficiente ver que H., tem medida de Le-
besgue nula. Observe que se z ¢ H., entao pertence a, no maximo,
um numero finito de conjuntos Hp, digamos by,...,b,,. Para cada
b;, existem, no mdximo, (b; — 1) valores de a que podem verificar a
desigualdade. Desta forma, fixado x ¢ H, como acima, existem, no
maximo, by + - - - + by, solucdes para a desigualdade.
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Provaremos que H, tem medida nula. Pela definicao de Hy,

= U (555 5)

1<a<b

Como esta unido tem no maximo b intervalos e cada intervalo tem
comprimento (2 f(b))/b, temos que

A(Hy) < b (@) =2 f(b).

Como Z f(b) < o0, pelo teste de comparagao,
b

> AH,) < o
b

Entéo, pelo Lema de Borel-Cantelli (Lema 9.7),

Isto termina a demonstracao do teorema. |

Exercicio 9.1. Dada uma seqiiéncia (ay)reny de niimeros positivos,
para cada n € N, defina o conjunto

E,=FE,, ={z=[a1(2),...,ax(x),...] €]0,1): an(z) > an}.
Prove que estes conjuntos pertencem a o-algebra de Borel B.

Exercicio 9.2. Com a notacao do Teorema 9.1. Prove que se verifica

Egn-NE .= |J 1L
Lt€H(n+m—1)

onde

H(n+l€):{’é1,...,in+k € N: ingan,...,in_,_k San_l’_k}.
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Exercicio 9.3. Considere a funcao

f:N—=R, f(b):%

Prove que para quase todo ponto x a desigualdade

<2

tem infinitas solugbes. Verifique, usando os Exercicios 4.3 e 5.3, que
para o numero e a desigualdade acima tem infinitas solugoes.
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