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Talvez algo inimaginável.
Mas o inimaginável está áı

para ser imaginado

J. M. Coetze, (Homem lento)

Dijo el decir popular
que sean claras o oscuras
“de las cosas más seguras
la más segura es dudar”

J. Bergamı́n, (Canto rodado)
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Preâmbulo

A idéia deste livro surgiu a partir do cansaço do Lorenzo com a
ferradura. Depois de inúmeras palestras falando mais que o devido
de “ferraduras” parecia um bom momento para divulgar os Sistemas
Dinâmicos com outros exemplos. Nesse momento Lorenzo se inte-
ressou de forma diletante pela Dinâmica Aritmética, e a Danielle
foi “v́ıtima” desse interesse. Assim, as frações cont́ınuas vieram a
calhar, permitindo juntar a fascinação que elas exercem nos estudan-
tes com temas mais complexos de dinâmica, com uma abordagem
relativamente elementar no ińıcio. Além disso, as ramificações do
tema frações cont́ınuas são imensas, algumas, infelizmente poucas,
são indicadas no texto. Realmente, é muito dif́ıcil resistir à atração
deste tema.

Este livro cresceu a partir da dissertação de mestrado da Danielle,
Frações cont́ınuas: propriedades ergódicas e de aproximação, defen-
dida no Departamento de Matemática da PUC-Rio em março de
2006. Este texto é uma versão adaptada, revisada, aumentada e (es-
peramos) melhorada da sua dissertação.

Sérgio Volchan e Carlos Gustavo Moreira (desde agora o “Gugu”)
leram atentamente a dissertação e fizeram inúmeros e valiosos co-
mentários que agradecemos. Gugu também sugeriu exerćıcios e mos-
trou um entusiasmo oĺımpico no tema. Agradecemos ao Nicolau Sal-
danha por nos mostrar a figura que abre o texto. Vanderlei Horita
dedicou muitos minutos à leitura da versão quase-final do texto e fez
muitos comentários de grande utilidade. Finalmente, agradecemos os
comentários e sugestões de Miguel Schnorr e Rômulo Rosa.

Parte do material deste curso foi apresentado no II Encontro Re-
gional de Sistemas Dinâmicos da UNESP (setembro 2006) e na In-
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ternational School for Mathematics and Development (Córdoba, Es-
panha) (julho 2006) em mini-cursos ministrados conjuntamente com
o Gugu. Agradecemos aos organizadores destes encontros os con-
vites, aos participantes as perguntas e comentários durante o curso e
ao Gugu os ensinamentos no tema.

Agradecemos a Miriam Abdón sua leitura cŕıtica e cuidadosa da
versão quase-final do texto e suas sugestões. Além disso, sem seu
apoio e ajuda durante os meses finais da redação não teria sido
posśıvel terminar este livro. Sua paciência e disposição para ouvir
o Lorenzo falar de frações cont́ınuas em jantares e cafés da manhã
bem valem uma profund́ıssima gratidão.

Danielle agradece o apoio financeiro do CNPq (bolsa de mestra-
do) e Lorenzo agradece o apoio do CNPq, Faperj e do Instituto do
Milênio.

Finalmente, agradecemos à organização do 26o Colóquio Brasi-
leiro de Matemática o convite para ministrar o curso e escrever este
texto.
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Pré-texto ou pretexto

PSfrag replacements

α

1

Figura 1: Representação em frações cont́ınuas

α =
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + 1

. . .

.
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5.4 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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8.1 A medida de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
8.2 Integração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
8.3 Ergodicidade. Teorema Ergódico de Birkhoff . . . . . 147
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Caṕıtulo 1

Introdução

Dado qualquer número real x existe uma seqüência (ak)k≥1 de
números naturais1 (em alguns casos esta seqüência pode ser finita)
tal que o número x pode ser escrito da forma

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

.. .

,

onde a0 é um número inteiro. Esta expressão é a expansão em frações
cont́ınuas do número x, que denotaremos por

x = a0 + [a1, a2, a3, . . . ].

Isto significa que o número x é o limite da seqüência

pk

qk
= a0 +

1

a1 +
1

a2 +
.. .

+
1

ak−1 +
1

ak

.

1Neste livro o número zero não é considerado um número natural.

9
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10 [CAP. 1: INTRODUÇÃO

Os números ai são chamados os quocientes de x e as frações pk/qk
são os convergentes de x.

Uma das vantagens desta expansão é que podemos obter pro-
priedades dos números reais apenas olhando sua expansão em frações
cont́ınuas. Três exemplos: os números racionais se caracterizam por
ter expansão finita (Teorema 2.1), um número que é solução de uma
equação algébrica de segundo grau (com coeficientes inteiros) se ca-
racteriza por ter expansão periódica (Teorema 6.12), e em alguns ca-
sos é posśıvel determinar se um número é transcendente simplesmente
olhando para sua expansão em frações cont́ınuas (Algoritmo 6.4).
Este tipo de propriedades “intŕınsecas” não ocorrem nas expansões
n-árias.

Os objetivos deste texto são apresentar a teoria de frações con-
t́ınuas enfatizando seus aspectos de aproximação, dinâmica e proba-
bilidade (teoria ergódica) e estabelecer algumas relações entre eles.
Estudaremos na primeira parte do livro resultados aritméticos so-
bre frações cont́ınuas. Esta parte inclui o estudo da chamada apro-
ximação diofantina (sucintamente, como um número é aproximado
por números racionais). Na segunda parte estudaremos as frações
cont́ınuas do ponto de vista dinâmico (estudo da transformação de
Gauss) e introduziremos alguns ingredientes de teoria ergódica. No
último caṕıtulo do texto faremos a conexão entre os problemas de
aproximação estudados na primeira parte e a teoria ergódica, apresen-
tando uma versão “probabiĺıstica” dos resultados de aproximação.

Por exemplo, no caso das expansões n-árias um problema natu-
ral é o de determinar a freqüência com que aparece um determi-
nado número k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} na expansão n-ária de um número
“t́ıpico” x. Veremos que este problema tem uma resposta simples.
No caso das expansões em frações cont́ınuas podemos considerar um
problema similar que é determinar a freqüência assintótica com que
aparece um determinado número natural k como quociente na ex-
pansão em frações cont́ınuas de um número real x ∈ (0, 1), isto é,

lim
n→∞

#{1 ≤ i ≤ n, ai(x) = k}
n

,

onde #A denota o número de elementos de um conjunto finito A.
Obviamente, a resposta a esta pergunta depende do número x. Em
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primeiro lugar, como pode ser observado no caso n-ário, em muitos
casos este limite não existe. Além disso, há infinitos x tais que k não
aparece nunca na sua expansão em frações cont́ınuas. Porém, pode-
mos responder a esta questão em termos probabiĺısticos: para quase
todo número x do intervalo [0, 1) (isto é, um conjunto de medida
de Lebesgue total ou com probabilidade 1) o número k aparece com
uma freqüência que depende somente de k. No caso das expansões
n-árias a resposta a esta pergunta não depende de k ∈ {0, . . . , n− 1}
e a freqüência é 1/n. No caso das frações cont́ınuas a resposta é mais
complicada (embora conceitualmente seja a mesma resposta do ponto
de vista ergódico). Por exemplo, se k < ` a freqüência assintótica do
quociente k é maior da que a do quociente `. A resposta a este tipo
de problema exemplifica a aplicação da teoria ergódica no estudo das
frações cont́ınuas.

Descreveremos a seguir a organização do texto assim como os
principais resultados. Em primeiro lugar, tentamos escrever um texto
autocontido minimizando pré-requisitos (um primeiro curso de Aná-
lise incluindo integração é suficiente). Como regra geral, ao longo do
texto provamos os resultados necessários que não são cobertos em um
primero curso de Análise. Por exemplo, provamos o Teorema de Baire
sobre conjuntos residuais, o Lema de Borel-Cantelli e o Teorema de
Birkhoff (este teorema é um resultado essencial de teoria ergódica
e terá um papel destacado nos dois últimos caṕıtulos do livro). As
exceções a esta regra são alguns resultados básicos de teoria da me-
dida e integração que resumiremos sem demonstração no Caṕıtulo 8.
Resumimos a seguir o conteúdo do livro.

No Caṕıtulo 2, usando o Algoritmo da Divisão, obtemos a ex-
pansão em frações cont́ınuas de números racionais. Este método nos
leva a introduzir a transformação de Gauss,

T (x) =















1

x
−
⌊

1

x

⌋

, x 6= 0,

0, x = 0,

onde bςc denota a parte inteira de ς (veja a Figura 1.1).
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12 [CAP. 1: INTRODUÇÃO

Figura 1.1: A transformação de Gauss

Esta transformação é uma função do intervalo [0, 1) nele próprio
com infinitas descontinuidades (os pontos da forma 1/n, n ∈ N).
O ponto chave é que os quocientes an(x) da expansão em frações
cont́ınuas de um número x ∈ [0, 1) estão determinados pela sua órbita
positiva (T i(x))i≥0 pela transformação de Gauss segundo a seguinte
fórmula

an(x) =

⌊

1

Tn−1(x)

⌋

, n ≥ 1, (1.1)

onde definimos indutivamente T i+1(x) = T (T i(x)). Esta relação
permite fazer a ponte entre as expansões em frações cont́ınuas e a
dinâmica (estudo das iterações da transformação de Gauss).

O Caṕıtulo 3 é dedicado à expansão em frações cont́ınuas (tanto de
números racionais quanto de irracionais). Uma etapa essencial é es-
tudar os quocientes e os convergentes de um número real. Obteremos
propriedades aritméticas que desempenharão um papel importante.
O resultado principal do caṕıtulo é o Teorema 3.1 que estabelece uma
relação biuńıvoca entre os números irracionais I(0,1) do intervalo (0, 1)

e as seqüências infinitas de números naturais NN:

x 7→ [a1(x), . . . , ak(x), . . . ].

Veremos que dada qualquer seqüência de números naturais (an)n∈N

o limite ` = limk→∞ [a1, a2, . . . , ak] existe e sua expansão em frações
cont́ınuas tem como quocientes exatamente os ai, (isto é, ai(`) = ai).

Veremos dois exemplos interessantes de expansão em frações con-
t́ınuas no Caṕıtulo 4. O primeiro é o número de ouro, o número cujos
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quocientes são todos iguais a 1. Este número irracional aparecerá no
texto como um contra-exemplo importante no Caṕıtulo 5 no con-
texto da aproximação de números irracionais por racionais. Também
obteremos a expansão do número de Euler e. Surpreendentemente,
esta expansão tem uma fórmula de recorrência extremamente simples
2 + [1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 1, 16, 1, 1, . . . ].

Iniciaremos o Caṕıtulo 5 estudando como a seqüência de números
racionais [a1(x), . . . , ak(x)] = pk(x)/qk(x) dos convergentes de um
número x se aproximam dele. Como a expansão em frações cont́ınuas
de um número racional é finita, este problema é interessante no caso
em que x é irracional. O Teorema 5.1 estabelece cotas superiores e
inferiores para esta aproximação e implica que a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b
, C > 0,

tem infinitas soluções (independentemente do valor de C > 0). Este
resultado é o primeiro passo para estudar a aproximação de números
reais por racionais, aproximação Diofantina. De forma sucinta, vere-
mos que os convergentes de um número irracional são suas melhores
aproximações por números racionais.

De forma um pouco mais precisa, fixado q ∈ N, consideraremos o
conjunto Aq dos números racionais da forma a/b, a ∈ Z e 1 ≤ b ≤
q. Queremos determinar o número de Aq mais próximo de x (no
máximo há dois pontos de Aq “mais próximos”de x). Estes números
mais próximos são as boas aproximações de x (por racionais). Os
Teoremas 5.4 e 5.6 garantem que os convergentes de x são suas boas
aproximações.

A última parte do Caṕıtulo 5 é dedicada a estudar para que
números irracionais x existem a ∈ N e b ∈ Z que verificam a de-
sigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
, C > 0.

O Teorema 5.18 estabelece um resultado geral sobre as soluções da
desigualdade: se os quocientes ai de x são limitados então existe C
tal que a desigualdade não tem solução; quando os quocientes são
ilimitados temos sempre (para todo C) infinitos a/b que verificam a
desigualdade.



“livrocbmf”
2007/5/21
page 14

i

i

i

i

i

i

i

i

14 [CAP. 1: INTRODUÇÃO

Estudaremos também a desigualdade anterior em termos proba-
biĺısticos: o conjunto dos números irracionais para os quais a de-
sigualdade não tem solução formam um conjunto de medida nula
(Corolário 9.4). Provaremos este resultado no Caṕıtulo 9 usando teo-
ria ergódica, obtendo um bom exemplo onde a teoria aritmética de
frações cont́ınuas e a dinâmica se complementam.

Prosseguiremos o estudo da aproximação de números irracionais
por racionais no Caṕıtulo 6. Um número é algébrico se é ráız de
um polinômio com coeficientes inteiros (se o polinômio tem grau n
dizemos que é algébrico de grau n, onde n é mı́nimo com esta pro-
priedade). Caso contrário o número é dito transcendente. O Teore-
ma de Liouville (Teorema 6.2) carateriza os números algébricos como
aqueles que não admitem boas aproximações (excedem uma determi-
nada ordem) por números racionais no seguinte sentido: para todo
número algébrico x de grau n existe uma constante C(x) > 0 tal que

∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
>
C(x)

bn
,

para todo a, b ∈ Z, b > 0, tais que x 6= a
b . O Teorema de Liouville

fornecerá um algoritmo (que usa frações cont́ınuas) para construir
números transcendentes x para os quais para cada n ∈ N existem
números a ∈ N e b ∈ Z tais que a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
1

bn

é satisfeita. Chamaremos estes números de números de Liouville.
Apresentamos também os primeiros resultados do texto envol-

vendo medida de Lebesgue (neste caṕıtulo consideramos apenas con-
juntos de medida zero, o que simplifica consideravelmente o estudo).
Por exemplo, o conjunto dos números algébricos tem medida zero,
portanto, os números transcendentes têm medida total. Provaremos,
por exemplo, que o conjunto dos números de Liouville tem medida
zero, assim os números transcendentes que não são de Liouville tem
medida total. Aqui aparece pela primera vez a importante noção de
conjunto residual, um tipo especial de conjunto denso (veja o Teorema
de Baire 6.8) que usaremos no estudo da dinâmica da transformação
de Gauss.
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A última parte deste caṕıtulo é dedicada ao estudo dos números x
com expansões em frações cont́ınuas de “tipo periódico”, o caso mais
simples ocorre quando existe k tal que

x = [a1(x), . . . , ak(a), a1(x), . . . ], ou seja, ai(x) = ai+k(x), ∀i.

O número de ouro, que já apareceu no Caṕıtulo 4, é um exemplo
deste tipo de números. O Teorema de Lagrange 6.12 afirma que um
número x tem expansão de tipo periódico se, e somente se, é ráız de
um polinômio de grau dois com coeficientes inteiros.

Destinaremos o Caṕıtulo 7 ao estudo das propriedades topológi-
cas (transitividade, existência de órbitas densas, densidade de pontos
periódicos) da transformação de Gauss.

Em primeiro lugar apresentaremos alguns exemplos mais simples
de expansões de números reais com uma dinâmica subjacente, isto
é, os d́ıgitos da expansão de um número x (o equivalente aos quo-
cientes da expansão em frações cont́ınuas) são obtidos considerando
iterações de funções mais simples que a transformação de Gauss (te-
remos fórmulas similares à expressão em (1.1)). Veremos três casos:
as expansões n-árias (associadas à função nxmod Z, n ∈ N), as ex-
pansões β (associadas à função β xmod Z, β ∈ (1, 2)) e as séries de
Lüroth (uma versão afim da transformação de Gauss).

Neste caṕıtulo daremos uma prova dinâmica do Teorema 3.1 (cor-
respondência biuńıvoca entre os números irracionais e as seqüências
infinitas de números naturais). Veremos que os pontos periódicos
da transformação de Gauss (i.e., p ∈ [0, 1) tais que T n(p) = p para
algum n ∈ N) são densos no intervalo [0, 1). Portanto, pelo Teorema
de Lagrange obtemos que os números algébricos de grau dois são
densos em R.

O principal resultado do caṕıtulo é a Proposição 7.7 que afirma
que a transformação de Gauss é topologicamente misturadora: dados
qualquer par de intervalos abertos U e V do intervalo (0, 1) há órbitas
indo de U a V , isto é, existem x ∈ U e n ∈ N tais que T n(x) ∈ V . O
significado desta propriedade é que iterando positivamente qualquer
intervalo aberto U (isto é, considerarando as imagens T i(U), i ≥ 0)
os conjuntos T i(U) se distribuem ao longo de todo o intervalo de
(0, 1). A seguinte etapa é entender melhor esta distribuição, para
isso introduziremos ferramentas ergódicas (probabiĺısticas).



“livrocbmf”
2007/5/21
page 16

i

i

i

i

i

i

i

i

16 [CAP. 1: INTRODUÇÃO

No Caṕıtulo 8 estudaremos algumas propriedades ergódicas da
transformação de Gauss e obteremos versões probabiĺısticas de alguns
resultados topológicos do Caṕıtulo 7. Por exemplo, responderemos
ao problema da freqüência assintótica dos quocientes que discutimos
no ińıcio da introdução.

Iniciaremos o Caṕıtulo 8 apresentando alguns resultados de teoria
de medida e de integração (Seções 8.1 e 8.2). Na Seção 8.3 provare-
mos o Teorema Ergódico de Birkhoff (Teorema 8.6), que estabelece
a relação entre dinâmica (iterações por T ) e medida. Nessa seção
também introduziremos a noção de ergodicidade.

De forma muito resumida, a ergodicidade é uma versão em ter-
mos de medida da noção topológica de transitividade. Por exemplo,
uma conseqüência do Teorema de Birkhoff é que se uma medida ν
é ergódica para uma transformação G, a freqüência assintótica com
que a G-órbita de um ponto “t́ıpico” x visita um conjunto A é exa-
tamente a medida ν(A) do conjunto. Por ponto t́ıpico entendemos
pontos em um conjunto de medida total (isto corresponde à noção de
ν-quase todo ponto, resumidamente ν-q.t.p.).

Provaremos no Teorema 8.13 que a transformação de Gauss possui
uma medida ergódica µ (a chamada medida de Gauss) que é equiva-
lente à medida de Lebesgue λ (isto é, as medidas de Lebesgue e de
Gauss têm os mesmos conjuntos de medida zero e de medida total)
Assim propriedades para quase todo ponto (q.t.p.) para a medida de
Gauss são também propriedades q.t.p. para a medida de Lebesgue e
vice-versa.

Usando a medida ergódica de Gauss e o Teorema de Birkhoff
obteremos resultados probabiĺısticos sobre os quocientes da expansão
em frações cont́ınuas de números reais “t́ıpicos”(Proposições 8.21 e
8.22). Por exemplo, veremos que para quase todo ponto x se verifica
que

lim
n→∞

1

n
(a1(x) + a2(x) + · · · + an(x)) = ∞.

Finalmente, apresentaremos a noção de expoente de Lyapunov
(um número que mede a caoticidade de uma transformação e que
generaliza a noção de derivada média de um ponto periódico) e o
calcularemos para a transformação de Gauss.

No último caṕıtulo do livro, usando os resultados ergódicos do



“livrocbmf”
2007/5/21
page 17

i

i

i

i

i

i

i

i

17

caṕıtulo precedente, daremos versões em termos de medida de Lebes-
gue do Teorema 5.18 sobre aproximações de números reais por racio-
nais. Veremos que o conjunto dos números reais x cujos quocientes
ai(x) são limitados tem medida nula (Teorema 9.3). Este resultado
implicará que o conjunto dos números reais x ∈ (0, 1) para os quais
a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
, a, b ∈ N,

tem infinitas soluções para todo C > 0, tem de medida de Lebesgue
total. Finalmente, no Teorema 9.11 (Teorema de Khinchin) daremos
uma versão mais geral destes resultados.

Este texto é uma pequena introdução aos Sistemas Dinâmicos
através das Frações Cont́ınuas onde muitos tópicos são apenas esboça-
dos. Por exemplo, apenas mencionamos o denominado problema de
Gauss tratado no último caṕıtulo do texto clássico de Khinchin [8].
O recente livro [7] contém um tratamento amplo da teoria métrica
de frações cont́ınuas e outras representações de números reais. Sobre
este último tema, desenvolvido aqui brevemente, veja [5] que é uma
excelente introdução à teoria ergódica de números. Outros textos
recomendáveis sobre frações cont́ınuas são [9, 14]. Uma introdução
acceśıvel à teoria dos números é [12].

Os interessados na Teoria Ergódica podem continuar o estudo nos
livros clássicos [2, 10, 19] ou no texto do 25o Colóquio Brasileiro de
Matemática, [11]. Finalmente, um ótimo material para um primeiro
curso de Dinâmica é [6], [3] é uma excelente continuação.

Certamente, a escolha destes textos é de caráter bastante pessoal,
naturalmente existem outros bons textos dispońıveis.
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Caṕıtulo 2

Expansão em frações
cont́ınuas e a
Transformação de Gauss

Neste caṕıtulo veremos primeiro que dado qualquer número ra-
cional x existe uma seqüência finita (aj)

k
j=0 de números naturais tal

que podemos escrever o número x da forma

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
.. .

+
1

ak−1 +
1

ak

.

onde a0 = bxc é a parte inteira de x (isto é, o menor n ∈ Z tal que
n ≤ x < n + 1). Esta expressão é uma expansão (ou representação)
em frações cont́ınuas de x. Veremos que no caso em que x é irracional
existe uma seqüência infinita (aj)j∈N tal que x é o limite da seqüência

18
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de números racionais

pk

qk
= a0 +

1

a1 +
.. .

+
1

ak−1 +
1

ak

.

Os números ai são os chamados quocientes de x e as frações (números
racionais) pk/qk são os convergentes de x.

Usaremos a seguinte notação, dado k ≥ 1 e uma famı́lia finita de
números naturais (ai)

k
i=1, escrevemos

[a1, a2, . . . , ak] =
1

a1 +
.. .

+
1

ak−1 +
1

ak

.

Observamos que escrevemos uma e não a expansão em frações
cont́ınuas de x. Há dois problemas a considerar, o primeiro é ver
que todo número real possui uma expansão em frações cont́ınuas. O
segundo problema é discutir a unicidade desta expansão. Resolvidos
estes problemas, a expansão em frações cont́ınuas de um número
estará (essencialmente) univocamente definida.

É conveniente ter em mente outras expansões de números reais
que você já conhece (discutiremos sucintamente outras expansões na
Seção 7.1). Por exemplo, o número 1 possui duas expansões deci-
mais 1.00̄ . . . e 0.999̄ . . . . Isto significa que 1 =

∑∞
i=1(9) 10−i =

limk→∞
∑k

i=1(9) 10−i. No nosso caso temos uma situação similar,
por exemplo, 1/3 = [3] = [2, 1].

Na Seção 2.1 usaremos o Algoritmo da Divisão para obter ex-
pansões em frações cont́ınuas de números racionais. Veremos que um
número é racional se, e somente se, sua expansão em frações cont́ınuas
é finita. Na Seção 2.2 explicaremos a relação da nossa construção com
a transformação de Gauss T . Esta transformação será a nossa prin-
cipal ferramenta ao longo do texto. Veremos que para determinar
a expansão em frações cont́ınuas de um número temos que conside-
rar a órbita de x pela transformação T , isto é, o conjunto de pontos
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20 [CAP. 2: EXPANSÃO EM FRAÇÕES CONT́INUAS

Tn(x), onde, de forma indutiva, T n(x) = T (Tn−1(x)). Esta relação
nos permitirá fazer uma abordagem dinâmica no estudo das frações
cont́ınuas.

2.1 Expansão em frações cont́ınuas de nú-
meros racionais

O principal resultado desta seção é o seguinte teorema que segue do
Algoritmo da Divisão:

Teorema 2.1. Um número x ∈ R é racional se, e somente se, pos-
sui uma expansão em frações cont́ınuas finita, isto é, existe uma
seqüência finita (ak)m

k=0 de números naturais tais que

x = a0 + [a1, a2, . . . , ak].

Observamos que esta expansão não é necessariamente única. Por
exemplo,

3

4
= [1, 3] = [1, 2, 1],

1

3
= [3] = [2, 1].

Observe que nestes casos estamos substituindo an (o último termo
da expansão) por an − 1 + 1

1 , obtendo desta forma duas expansões
diferentes. Por outro lado, nossa construção usando o Algoritmo da
Divisão fornece uma única expansão, que é a mais curta, para os
números racionais. Veremos que os números irracionais têm uma
única expansão. De fato, usando a transformação de Gauss veremos
que existe uma forma canônica de associar a um número real sua
expansão em frações cont́ınuas.

Observe que é imediato que se a0, a1, . . . , am são números natu-
rais então a0 + [a1, . . . , am] é um número racional. Portanto, a volta
do teorema é imediata. Assim o ponto chave é ver como obter a
expansão em frações cont́ınuas de números racionais.

O Teorema 2.1 decorrerá da seguinte proposição que garante que
um número racional possui uma expansão finita. De fato, a prova
da proposição é construtiva e explica como obter uma expansão para
números racionais.
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Proposição 2.2. Seja x um número racional no intervalo (0, 1).
Então existem números naturais a1, . . . , an tais que

x = [a1, . . . , an].

A proposição implica que todo número racional do intervalo (0, 1)
possui uma expansão finita em frações cont́ınuas. Se x 6∈ (0, 1) temos
que x − bxc ∈ (0, 1), portanto x − bxc = [a1, . . . , am] e x = a0 +
[a1, . . . , am], onde a0 = bxc. Portanto, a partir de agora restringi-
remos nossa atenção a números do intervalo (0, 1). Assim podemos

supor que x =
r1
r0

onde r0, r1 ∈ N, r0 > r1 > 0, são primos entre si.

Para obter a expansão em frações cont́ınuas de x faremos uso do
Algoritmo da Divisão:

Algoritmo 2.3 (da Divisão de Euclides). Dados dois números
naturais a e b, a ≥ b, escrevemos

a = b q + p,

onde p e q são números naturais tais que 0 ≤ p < b. Os números p e
q estão unicamente determinados.

Construtivamente, definimos p e q como segue. O número natural
q é dado (de forma única) pelas relações

b q ≤ a e b (q + 1) > a.

Então, por construção, p = (a− b q) é necessariamente estritamente
menor do que a.

Prova da Proposição 2.2: Por hipótese, temos que x =
r1
r0

, onde

r1 < r0 e r0 e r1 são números naturais primos entre si. Usando o
Algoritmo da Divisão, obtemos números naturais a1 ≥ 1 e r2 ≥ 0,
com 0 ≤ r2 < r1, tais que:

r0 = a1 r1 + r2, a1 =

⌊

r0
r1

⌋

=

⌊

1

x

⌋

.

Pelo Algoritmo da Divisão temos que a1 e r2 estão determinados de
forma única. Se r2 for zero, o processo termina:

x =
r1
r0

=
r1

a1 r1 + r2
=

r1
a1 r1

=
1

a1
= [a1].
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Caso contrário, usando novamente o Algoritmo da Divisão, escreve-
mos

r1 = a2 r2 + r3, a2 =

⌊

r1
r2

⌋

,

onde 0 ≤ r3 < r2 < r1, obtendo

r0 = a1 (a2 r2 + r3) + r2.

Novamente, se r3 for nulo o processo termina:

x =
r1
r0

=
a2 r2 + r3

a1 (a2 r2 + r3) + r2
=

=
a2 r2

a1 (a2 r2) + r2
=

1

a1 +
1

a2

= [a1, a2].

Caso contrário, r3 6= 0, obtemos a seguinte expressão,

x =
r1
r0

=
a2 r2 + r3

a1 (a2 r2 + r3) + r2
=

=
1

a1 +
r2

a2 r2 + r3

=
1

a1 +
1

a2 +
r3
r3

=

=

[

a1, a2 +
r3
r2

]

.

Lembre que na expressão [b1, b2, . . . , bm] somente necessitamos que os
números bi sejam estritamente positivos.

A seguir dividimos r2 por r3 e o processo continua de forma in-
dutiva, obtemos assim seqüências (ak)k e (rk)k de números naturais
que verificam a relação

rk = ak+1 rk+1 + rk+2, ak+1 =

⌊

rk
rk+1

⌋

,

onde
rk+2 < rk+1 < rk · · · < r1 < r0,
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e expressões da forma

x =
1

a1 +
1

a2 +
.. .

+
1

ak +
rk+1

rk

=

=

[

a1, a2, . . . , ak +
rk+1

rk

]

.

Este processo é necessariamente finito (há no máximo r0 etapas).
Portanto, existe um primeiro n tal que rn+1 = 0. Em tal caso,

x =
1

a1 +
1

a2 +
.. .

+
1

an

= [a1, . . . , an].

Assim conclúımos a prova. �

Observação 2.4. Na prova da proposição a seqüência do dos quo-
cientes ak verifica

a1 =

⌊

r0
r1

⌋

, a2 =

⌊

r1
r2

⌋

, · · · , an =

⌊

rn−1

rn

⌋

,

onde lembramos que bςc denota a parte inteira de ς .

Observamos que neste processo os números naturais a1, . . . , an e
os restos r1, . . . , rn estão determinados de forma única.

Exemplo 2.5. Calcularemos a expansão em frações cont́ınuas dos

números racionais
23

28
e

79

28
,

23

28
= [1, 4, 1, 1, 2],

79

28
= 2 + [1, 4, 1, 1, 2].
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Usando o Algoritmo da Divisão obtemos

28 = 1 · 23 + 5, 23 = 4 · 5 + 3

5 = 1 · 3 + 2, 3 = 1 · 2 + 1, 2 = 2 · 1 + 0.

A partir dessas igualdades obtemos:

23

28
=

1
28

23

=
1

1 +
5

23

=
1

1 +
1
23

5

=
1

1 +
1

4 +
3

5

=

=
1

1 +
1

4 +
1
5

3

=
1

1 +
1

4 +
1

1 +
2

3

=

=
1

1 +
1

4 +
1

1 +
1
3

2

=
1

1 +
1

4 +
1

1 +
1

1 +
1

2

.

Isto é,
23

28
= [1, 4, 1, 1, 2].

Finalmente observamos que

79

28
= 2 +

23

28
= 2 + [1, 4, 1, 1, 2].

2.2 A transformação de Gauss e a expan-
são em frações cont́ınuas

Nesta seção introduziremos a transformação de Gauss e veremos a
relação entre a expansão em frações cont́ınuas de um número racional
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x obtida usando o Algoritmo da Divisão e as iterações de x pela
transformação de Gauss.

Usando a transformação da Gauss, obteremos a seqüência ai =
ai(x) dos quocientes de qualquer número real x ∈ [0, 1) de forma
análoga a como fizemos com os números racionais na Seção 2.2.

Definição 2.6. A transformação de Gauss T é definida por

T : [0, 1) → [0, 1), T (x) =



















1

x
−
⌊

1

x

⌋

, x 6= 0,

0, x = 0.

PSfrag replacements

10

Figura 2.1: A transformação de Gauss

Definimos T 0(x) = x e indutivamente T i+1(x) = T (T i(x)).

Observação 2.7. Um número x ∈ (0, 1) é irracional se, e somente se,
T (x) é irracional. Portanto, um número x é irracional se, e somente
se, Tn(x) é irracional (logo não nulo) para todo n ≥ 0.
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2.2.1 Caso Racional

Relacionaremos agora a transformação de Gauss e a expansão em
frações cont́ınuas de um número racional. Assumiremos que as ex-
pansões em frações cont́ınuas dos números racionais são obtidas apli-
cando o Algoritmo da Divisão.

Considere x = [a1, a2, . . . , ak] e lembre que a construção no ca-
ṕıtulo anterior implica que se um número racional x verifica x =
[a1, . . . , ak] então rk+1 = 0 e r0, r1, . . . , rk são diferentes de zero.
Escrevemos

x = T0 =
r1
r0
, T1 =

r2
r1
, . . . , Tk−1 =

rk
rk−1

, Tk =
rk+1

rk
= 0. (2.1)

Lembrando a definição dos an e dos rn obtemos,

r0 = a1 r1 + r2,
r0
r1

=
1

x
= a1 + T1 =

⌊

1

x

⌋

+ T1.

Portanto, da definição da transformação de Gauss,

T1 =
r2
r1

=
r0
r1

−
⌊

r0
r1

⌋

=
1

x
−
⌊

1

x

⌋

= T (x).

Além disso,

a1 =

⌊

r0
r1

⌋

=

⌊

1

x

⌋

=

⌊

1

T 0(x)

⌋

.

Suponha agora indutivamente que T j(x) = Tj , que aj e rj estão
definidos e que aj = b1/T j−1(x)c, para todo 1 ≤ j ≤ n < k.

Escrevemos (usando o Algoritmo da Divisão)

rn = an+1 rn+1 + rn+2

e observamos que

an+1 =

⌊

rn
rn+1

⌋

=

⌊

1

Tn

⌋

=

⌊

1

Tn(x)

⌋

.

Logo,

Tn+1 =
rn+2

rn+1
=

rn
rn+1

− an+1 =
rn
rn+1

−
⌊

rn
rn+1

⌋

.
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Por outro lado, pela hipótese de indução e das expressões acima,

Tn+1(x) = T (Tn(x)) = T (Tn) = T

(

rn+1

rn

)

=

=
rn
rn+1

−
⌊

rn
rn+1

⌋

= Tn+1

.

Assim, obtemos das expressões acima que T n(x) = Tn e que an =
b1/Tn−1(x)c para todo n.

Estas expressões relacionam (no caso racional, até o momento)
os quocientes ai de um número racional x e os seus iterados pela
transformação de Gauss:

x = [a1, . . . , ak], an =

⌊

1

Tn−1(x)

⌋

, n = 1, . . . , k.

2.2.2 Caso irracional

A construção na Seção 2.2.1 sugere a seguinte notação, dado x ∈ [0, 1)
escrevemos

a1(x) =

⌊

1

x

⌋

, a2(x) =

⌊

1

T (x)

⌋

(2.2)

e definimos de forma indutiva, para n ≥ 1,

an(x) = a1(T
n−1(x)) =

⌊

1

Tn−1(x)

⌋

. (2.3)

Pelas definições de T (x) e a1(x) temos

x =
1

a1(x) + T (x)
.

Repetindo o processo,

T (x) =
1

a1(T (x)) + T (T (x))
=

1

a2(x) + T 2(x)
.

Portanto, indutivamente obtemos

x =
1

a1(x) +
. . .

+
1

an−1(x) +
1

an(x) + Tn(x)

,



“livrocbmf”
2007/5/21
page 28

i

i

i

i

i

i

i

i
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isto é,
x = [a1(x), a2(x), ..., an(x) + Tn(x)]. (2.4)

Quando x é um número real qualquer, escolhemos a0 = bxc ∈ Z.
Portanto, x − a0 ∈ [0, 1). Aplicando o processo anterior a x − a0

temos que

x = bxc + [a1(x− bxc), . . . , an(x − bxc) + T n(x− bxc)] .

Escrevemos

a0(x) = bxc, ai(x) = ai(x − bxc), i ≥ 1,

e obtemos

x = a0(x) + [a1(x), a2(x), . . . , an(x) + Tn(x− bxc)] .

Assim, dado um número x irracional temos uma seqüência (ak(x))k≥0

infinita de números naturais e uma seqüencia de números racionais
([a1(x), . . . , ak(x)])k≥0 . A discussão precedente nos leva à seguinte
definição:

Definição 2.8. Considere x ∈ R. Dizemos que

• o número inteiro an(x) é o n-ésimo quociente de x;

• o número racional a0(x)+ [a1(x), . . . , an(x)] = pn(x)/qn(x) é o
n-ésimo convergente de x.

Observação 2.9. No caso em que x é racional as seqüências dos
quocientes e dos convergentes são finitas, finaliza na etapa n-ésima
quando x = a0(x) + [a1(x), . . . , an(x)]. Também observamos que no
caso racional os quocientes ai(x) obtidos são os mesmos que os dados
pelo Algoritmo da Divisão.

Finalmente, quando escrevemos pn(x)/qn(x) expressamos duas
coisas, um número racional e uma representação dele onde pn(x) e
qn(x) são relativamente primos (sem divisor comum diferente de um).

Por enquanto, a associação dos quocientes a um número x é pu-
ramente formal. No próximo caṕıtulo veremos dois resultados (que
formulamos para números em (0, 1)) que fundamentarão a nossa cons-
trução:
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• Considere o conjunto dos números irracionais do intervalo (0, 1)
e a transformação G(x) = (ak(x))k∈N que associa a cada núme-
ro irracional x sua seqüência infinita de quocientes. A função G

é uma bijeção entre os números irracionais de (0, 1) e o conjunto
das seqüências de números naturais (Teorema 3.1).

• Para todo número irracional x ∈ (0, 1) a seqüência infinita dos
seus convergentes verifica [a1(x), . . . , an(x)] → x (Teorema 3.2).

Provaremos estes resultados no próximo caṕıtulo.

Fecharemos este caṕıtulo com um exemplo simples de expansão
em frações cont́ınuas de um número irracional:

Exemplo 2.10 (Expansão de
√

3). Os quocientes de
√

3 formam
uma seqüência peŕıodica, onde

a2 i+1(
√

3) = 1 e a2 i+2(
√

3) = 2,

para todo i ≥ 0. Escrevendo

a0(
√

3) = b
√

3c = 1,

temos
1 + [1, 2, 1, 2, . . . ].

Diremos que 1 + [1, 2, 1, 2, . . . ] é a expansão em frações cont́ınuas
de

√
3. A seqüência 1 + [1, 2, 1, 2, . . . ] converge para

√
3. Provare-

mos no Teorema 6.12, que um número tem uma expansão em frações
cont́ınuas peŕıodica se, e somente se, é ráız de um polinômio de grau
dois.

Prova: Temos a0 = b
√

3c = 1 e aplicamos a transformação de
Gauss a y =

√
3 − 1 ∈ [0, 1),

a1(y) =

⌊

1

y

⌋

=

⌊

1√
3 − 1

⌋

=

⌊ √
3 + 1

(
√

3 − 1) (
√

3 + 1)

⌋

=

=

⌊√
3 + 1

2

⌋

= 1.
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Para calcular a2(y),

a2(y) =

⌊

1

T (y)

⌋

=













1

1

y
−
⌊

1

y

⌋













=













1√
3 + 1

2
− 1













=

=

⌊

2√
3 − 1

⌋

=

⌊

2 (
√

3 + 1)

2

⌋

=
⌊√

3 + 1
⌋

= 2.

Observamos que o processo de calcular os quocientes ai(y) é o mesmo
que o de determinar as imagens T i(y). No cálculo anterior obtivemos

1

y
=

1

T 0(y)
=

√
3 + 1

2
,

1

T 1(y)
=

√
3 + 1.

Reformulamos agora a hipótese de indução de uma forma mais
conveniente para os nossos objetivos,

1

T 2 i(y)
=

√
3 + 1

2
,

1

T 2 i+1(y)
=

√
3 + 1.

Observe que já obtivemos estas relações para i = 0 e i = 1. Suponha
agora verdadeiras para todo i = 0, . . . , n. Então, lembrando os
cálculos já feitos para determinar a1(x), obtemos

a2 i+1(y) =

⌊

1

T 2 i(y)

⌋

=

⌊√
3 + 1

2

⌋

= 1,

a2 i+2(y) =

⌊

1

T 2 i+1(y)

⌋

=
⌊√

3 + 1
⌋

= 2.

Para terminar a prova falta ver que a relação para os inversos dos
T i(y) vale para todo n, mas isto decorre exatamente como nos casos
i = 0, 1. Portanto, a expansão em frações cont́ınuas de

√
3 é dada

por 1 + [1, 2, 1, 2, ...]. �
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2.3 Exerćıcios

Exerćıcio 2.1. Considere um número racional x e suponha que sua
expansão em frações cont́ınuas (obtida usando o Algoritmo da Di-
visão) é x = [a1, a2, . . . , an] com n ≥ 2. Prove que an ≥ 2.

Exerćıcio 2.2. Determine a expansão dos números do Exemplo 2.5
usando a transformação de Gauss.

Exerćıcio 2.3. Determine a expansão em frações cont́ınuas de
√

2.
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Caṕıtulo 3

Convergentes e
Quocientes

Neste caṕıtulo continuaremos o estudo da expansão em frações con-
t́ınuas de números reais (o caso interessante é o dos números irra-
cionais). No caṕıtulo anterior, a cada número irracional x associamos,
usando a transformação de Gauss, sua seqüência infinita (ak)k≥0 de
quocientes. Veremos no Teorema 3.2 que se verifica

x = lim
k→∞

a0 +
1

a1 +
.. .

+
1

ak−1 +
1

ak

=

= a0 + lim
k→∞

[a1, . . . , ak].

O segundo resultado importante do caṕıtulo é o Teorema 3.1, que
afirma que a seqüência dos quocientes de um número irracional é in-
finita e que toda seqüência infinita de números naturais é a seqüência
dos quocientes de um único número irracional. Obtemos assim uma
correspondência biuńıvoca entre os números irracionais e as seqüên-
cias infinitas de números naturais.

Formularemos de forma precisa estes resultados. Denote por Σ∞
o conjunto das seqüências infinitas de números naturais, ι = (ιk)k∈N,

32
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ιk ∈ N e por I(0,1) o conjunto dos números irracionais do intervalo
(0, 1). Considere a transformação

G : I(0,1) → Σ∞, G(x) = (ak(x))k

que associa a cada número irracional x sua seqüência de quocientes.

Teorema 3.1. A função G é uma bijeção.

Por enquanto, a associação dos quocientes e convergentes a um
número x é puramente formal. O Teorema 2.1 afirma que se x é
racional então existe n tal que

x = a0 + [a1(x), a2(x), ..., an(x)].

Veremos que os convergentes de um número convergem para ele:

Teorema 3.2. Para todo número irracional x a seqüência infinita
dos seus convergentes verifica

lim
n→∞

a0(x) + [a1(x), a2(x), . . . , an(x)] = lim
n→∞

pn(x)

qn(x)
= x.

Como conseqüência da prova obteremos que os convergentes de
um número x se aproximam de forma rápida dele. A Observação 3.6
afirma que

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

<
1

2n−1
.

No Caṕıtulo 5 estudaremos como um número é aproximado pelos seus
convergentes e veremos que estes são de fato suas melhores aproxi-
mações por números racionais.

Para provar estes resultados necessitaremos de uma série de pro-
priedades aritméticas dos convergentes, que usaremos sistematica-
mente ao longo do texto e terão um papel essencial. O estudo destas
propriedades é feito na Seção 3.1. Na Seção 3.1.1 veremos como as
propriedades dos convergentes podem ser obtidas usando uma lin-
guagem matricial. Finalmente, na Seção 3.1.2 daremos uma inter-
pretação geométrica dos convergentes. Esta discussão explicará a
figura inicial do texto (Figura 1).
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34 [CAP. 3: CONVERGENTES E QUOCIENTES

As provas dos teoremas acima encontram-se na Seção 3.2. Ob-
teremos primeiro, de forma relativamente simples, o Teorema 3.2 a
partir das propriedades dos convergentes.

Para provar o Teorema 3.1, o primeiro passo é ver que para toda
seqüência (ak)k∈N de números naturais a seqüência ([a1, . . . , ak])k∈N é
convergente, isto é, [a1, . . . , ak] → x para algum x ∈ R (Teorema 3.8).
A segunda etapa é ver que a expansão em frações cont́ınuas do limite
x é dada exatamente pelos ak’s e que x é irracional.

3.1 Propriedades aritméticas dos conver-

gentes

Para provar a convergência dos convergentes o primeiro passo é ver
que os convergentes de um número x verificam algumas propriedades
aritméticas (Propriedades (A), (B) e (C) abaixo).

A seguir fixaremos x e, para simplificar a notação, escreveremos
ai, pi e qi no lugar de ai(x), pi(x) e qi(x) quando não for necessário
explicitar o número x (no item (B III) esta dependência deve ser
necessariamente expĺıcita).

Por convenção, escreveremos

q−1(x) = 0, p0(x) = a0 e p−1(x) = q0(x) = 1.

Proposição 3.3 (Propriedades dos convergentes).

(A) Para todo n ≥ 1 se verifica

pn = an pn−1 + pn−2, e qn = an qn−1 + qn−2.

(B) Para todo n ≥ 0,

(I) x =
pn + (Tn(x)) pn−1

qn + (Tn(x)) qn−1
,

(II) pn−1 qn − pn qn−1 = (−1)n,

(III) pn(x) = qn−1(T (x)).



“livrocbmf”
2007/5/21
page 35

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 3.1: PROPRIEDADES ARITMÉTICAS DOS CONVERGENTES 35

(C) Para todo n ≥ 2 se verifica

pn(x) ≥ 2(n−2)/2 e qn(x) ≥ 2(n−1)/2.

Observação 3.4. Note que a Propriedade (B II) garante que qual-
quer divisor comum de pn e qn deve ser também um divisor de ±1.
Portanto, os números pn e qn são primos entre si e a fração pn/qn é
irredut́ıvel.

Provaremos apenas a Propriedade (A), as outras seguem de forma
análoga usando o método de indução. As provas dos itens (B) e (C)
estão propostas como questões no Exerćıcio 3.2.

Lema 3.5. A seqüência de convergentes pn/qn verifica a Propriedade
(A).

Prova: Para provar a Propriedade (A), observamos que

p0

q0
= a0

e que
p1

q1
= a0 + [a1] = a0 +

1

a1
=
a1 a0 + 1

a1
.

Portanto, podemos escolher

p1 = a1 a0 + 1 e q1 = a1,

obtendo (A) para n = 1.
Para n = 2, por definição, temos

a0 + [a1, a2] = a0 +
1

a1 +
1

a2

=
a0 a2 a1 + a0 + a2

a2 a1 + 1
.

Portanto, podemos escolher

p2 = a0 a2 a1 + a0 + a2 = a2 (a1 a0 + 1) + a0,

q2 = a2 a1 + 1,

obtendo (A) para n = 2.
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Antes de provar (A) para (n + 1) necessitamos da seguinte pro-
priedade dos pk e qk: para todo k ≤ n, os números inteiros positivos
pk e qk dependem somente dos quocientes a0, a1, . . . , ak e são inde-
pendentes de ak+1. Para provar essa afirmação observamos que, pela
hipótese de indução,

pn−1

qn−1
=
an−1 pn−2 + pn−3

an−1 qn−2 + qn−3
.

e assim os números inteiros positivos pn−1, qn−1 dependem somente
dos inteiros positivos an−1, pn−2, pn−3, qn−2, qn−3. Novamente, como

pn−2

qn−2
=
an−2 pn−3 + pn−4

an−2 qn−3 + qn−4
,

temos que os inteiros positivos pn−2, qn−2 dependem somente de an−2,
pn−3, pn−4, qn−3 e qn−4. Assim, indutivamente, obtemos a pro-
priedade.

Para simplificar a notação suponhamos que a0(x) = 0 (isto é,
x ∈ [0, 1)), observamos que

[a1, . . . , an, an+1] =
1

a1 +
1

.. .
+

1

an +
1

an+1

=

=

[

a1, . . . , an +
1

an+1

]

.

Lembramos que o “colchete”[x1, . . . , xn] está definido para números
estritamente positivos.

Agora estamos prontos provar a Propriedade (A) para n + 1.
Suponha, indutivamente, que a propriedade é verdadeira para todo
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k menor ou igual do que n,

[a1, . . . , an] =
1

a1 +
.. .

+
1

an−1 +
1

an

=

=
pn

qn
=
an pn−1 + pn−2

an qn−1 + qn−2
.

Lembre que o (n + 1)-ésimo convergente [a1, . . . , an, an+1] é obtido
substituindo na expressão do n-ésimo convergente [a1, . . . , an] o nú-

mero an por an +
1

an+1
, portanto,

[a1, . . . , an, an+1] =

[

a1, . . . , an +
1

an+1

]

.

Observamos que a substituição de an por (an + 1
an+1

) não altera a

definição dos a1, a2, . . . , an−1 precedentes. Portanto, como os nú-
meros pn−1, pn−2, qn−1, qn−2 são independentes do quociente an, eles
não se alteram com esta substituição. Isto é,

[a1, . . . , an, an+1] =

[

a1, . . . , an +
1

an+1

]

=

=

(

an +
1

an+1

)

pn−1 + pn−2

(

an +
1

an+1

)

qn−1 + qn−2

=

=
an an+1 pn−1 + pn−1 + pn−2 an+1

an an+1 qn−1 + qn−1 + qn−2 an+1
=

=
an+1 (an pn−1 + pn−2) + pn−1

an+1 (an qn−1 + qn−2) + qn−1
.

Lembrando que pela hipótese de indução

pn = an pn−1 + pn−2, qn = an qn−1 + qn−2
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obtemos

[a1, . . . , an, an+1] =
an+1 pn + pn−1

an+1 qn + qn−1
.

Portanto, podemos escolher

pn+1 = an+1 pn + pn−1, qn+1 = an+1 qn + qn−1,

que conclui a prova da Propriedade (A). �

Com as Propriedades (A), (B) e (C) provaremos na Seção 3.2 que
a seqüência dos convergentes de um número converge para o próprio
número (ver o Teorema 3.2).

3.1.1 Convergentes e matrizes

Podemos escrever a Propriedade (A) usando matrizes. Definimos

Mn =

(

pn−1 pn

qn−1 qn

)

, n ≥ 0, An =

(

0 1
1 an

)

, n ≥ 1.

Observe que

M0 =

(

1 a0

0 1

)

, M1 =

(

a0 p1

1 q1

)

.

Também se verifica que

Mn−1An =

(

pn−2 pn−1

qn−2 qn−1

)(

0 1
1 an

)

=

=

(

pn−1 pn−2 + an pn−1

qn−1 qn−2 + an qn−1

)

=

(

pn−1 pn

qn−1 qn

)

=

= Mn.

Assim a Propriedade (A) pode ser escrita em forma matricial,

Mn = Mn−1An, n ∈ N.

Portanto, indutivamente,

Mn = M0A1A2 · · ·An.
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Isto é,

Mn =

(

1 a0

0 1

) n
∏

i=1

(

0 1
1 an

)

.

Portanto,

det(Mn) = (−1)n.

Isto é,

pn−1 qn − pn qn−1 = (−1)n.

Reobtemos assim a Propriedade (B II).
Observe que as matrizes Mn e An pertencem ao grupo multiplica-

tivo SL(2,Z) das matrizes 2 × 2 com coeficientes inteiros e determi-
nante ±1. Associada a qualquer matriz

M =

(

a b
c d

)

∈ SL(2,Z)

existe uma transformação de Möbius M do plano complexo compacti-
ficado Ĉ definida como segue (veja [4, Caṕıtulo III.3]): estabelecemos
a seguinte identificação entre os números complexos e as matrizes
2 × 1,

z

w
: =

(

z
w

)

, z : =

(

z
1

)

.

Usando a notação matricial e cometendo um pequeno abuso de notação,
escrevemos

M(z) =

(

a b
c d

) (

z
1

)

=

=

(

az + b
cz + d

)

: =
a z + b

c z + d
.

Da definição de Mn e da relação Mn = Mn−1An segue que

M(z) = Mn

(

z
1

)

=

(

pn + z pn−1

qn + z qn−1

)

=

= Mn−1An

(

z
1

)

= Mn−1

(

1
an + z

)

.

(3.1)
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Se z 6= −an, na nossa identificação temos que

(

1
an + z

)

: =





1
an+z

1



 : =
1

an + z
.

Portanto, se z 6= an,

Mn(z) = Mn−1

(

1

an + z

)

.

Para z = an temos Mn(z) = ∞. No caso particular em que z = 0
temos

(

pn

qn

)

= Mn

(

0
1

)

= Mn−1

(

1
an

)

. (3.2)

Isto é,

Mn(0) =
pn

qn
= a0 + [a1, . . . , an].

Assim, a Equação (3.1) para (n− 1) fornece

Mn−1

(

1
an + z

)

= Mn−1





1
an+z

1



 =

=





pn−1 + 1
an+z pn−2

qn−1 + 1
an+z qn−2



 .

Observamos que

pn−1 + 1
an+z pn−2

qn−1 + 1
an+z qn−2

=
an pn−1 + pn−2 + z pn−1

an qn−1 + qn−2 + z qn−1
=

=
pn + z pn−1

qn + z qn−1
= a0 + [a1, . . . , an−1, an + z].

(3.3)

Esta última igualdade segue raciocinando exatamente como na prova
do Lema 3.5 (veja o Exerćıcio 3.3). Isto é,

Mn(z) = Mn−1

(

1

an + z

)

= a0 + [a1, . . . , an−1, an + z].
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Finalmente, como a0+[a1, . . . , an+Tn(x)] = x, lembre (2.4), fazendo
z = Tn(x) em (3.3) reobtemos a Propriedade (B I).

Observamos que as idéias apresentadas nesta seção servem como
ponto de partida para relacionar de forma surprendente as frações
cont́ınuas com objetos mais complexos como o fluxo geodésico (grupo
modular). Para esta relação veja [15].

3.1.2 Interpretação geométrica dos quocientes

Nesta seção daremos uma interpretação “geométrica”dos convergentes,
que em particular explica a figura no ińıcio do texto.

Tomamos um número irracional x = [a1(x), a2(x), . . . ] ∈ (0, 1)
e consideramos o intervalo I0 = [0, x] ⊂ [0, 1]. A partir de agora,
denotaremos o tamanho de um intervalo I por |I |. Assim, |I0| = x.
Como

a1 = a1(x) =

⌊

1

x

⌋

,

temos que a1 ≤ 1

x
< a1 + 1, e portanto,

a1 x ≤ 1 < (a1 + 1)x.

Isto significa que podemos colocar no máximo a1 intervalos consecu-
tivos de tamanho |I0| = x no intervalo [0, 1]. Veja a Figura 3.1.PSfrag replacements

x

I0 J1

10

a1 x

Figura 3.1: Os intervalos I0 e J1

Seja J1 o intervalo de extremos a1 x e 1, observe que |J1| = 1−a1 x.
Transladamos este intervalo à origem obtendo I1 = [0, 1−a1 x]. Como
|I1| = 1 − a1 x = |J1|, obtemos

x =
1

a1
− |I1|

a1
=
p1

q1
− |I1|

a1
. (3.4)
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Observamos que

|I1|
|I0|

=
1 − a1 x

x
=

1

x
− a1 =

1

x
−
⌊

1

x

⌋

= T (x). (3.5)

Portanto,

a2 = a2(x) =

⌊

1

T (x)

⌋

=

⌊ |I0|
|I1|

⌋

.

Então,

a2 ≤ |I0|
|I1|

< a2 + 1.

Isto é,
a2 |I1| ≤ |I0| < (a2 + 1) |I1|.

Logo, cabem exatamente a2 intervalos de tamanho |I1| dentro de
I0. Como no primeiro caso, disporemos estes intervalos a partir da
origem. Seja J2 o intervalo que resulta ao retirar de I0 os a2 intervalos
consecutivos de tamanho I1. Denotaremos por I2 o transladado de
J2 à origem (veja a Figura 3.2). Temos

|I2| = x− a2 |I1| = x− a2 (1 − a1 x) = x (1 + a2 a1) − a2.

Portanto,

x =
a2

1 + a2 a1
+

|I2|
1 + a2 a1

=

=
1

a1 +
1

a2

+
|I2|

1 + a2 a1
=

=
p2

q2
+

|I2|
1 + a2 a1

.

(3.6)

A idéia da construção é determinar quantos intervalos de tamanho
|I2| cabem no intervalo I1, obter um resto de intervalo J3, translada-
lo à origem, obtendo um intervalo I3, e repetir o processo com os
intervalos I2 e I3, e assim sucessivamente.

A construção é feita indutivamente. Suponhamos definidos os
intervalos I0, I1, . . . , Ik com as propriedades acima. Denominaremos
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PSfrag replacements

xI0

I1

I2

J2

10

Figura 3.2: Construção do intervalo I2

Jk+1 o intervalo de extremos ak+1 |Ik | e o extremo direito do segmento
Ik−1, e por Ik+1 o intervalo transladado de Jk+1 à origem. Isto é,

Jk+1 = [ak+1 |Ik|, |Ik−1|], Ik+1 = [0, |Ik−1| − ak+1 |Ik|].

Provaremos que
|Ik+1|
|Ik |

= T k+1(x), k ≥ 0. (3.7)

O caso k = 0 já foi provado em (3.5). Suponha, indutivamente, que

|Ij |
|Ij−1|

= T j(x), 1 ≤ j ≤ k.

Então, pela definição de Ik+1,

|Ik+1|
|Ik|

=
|Ik−1| − ak+1 |Ik|

|Ik |
=

|Ik−1|
|Ik|

− ak+1 =

=
1

T k(x)
− ak+1 =

1

T k(x)
−
⌊

1

T k(x)

⌋

= T k+1(x).

Está assim provada a afirmação em (3.7).
Mostraremos agora que, para todo k ≥ 1, temos

|Ik| =







x qk − pk, se k é par;

pk − x qk, se k é ı́mpar.
(3.8)

Para k = 1, 2 ito já foi provado nas Equações (3.4) e (3.6).
Suponha, indutivamente, que a afirmação acima é verdadeira para

todo j, com 1 ≤ j < k.
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Se k é um número par, temos que k − 2 é par e k − 1 é ı́mpar.
Portanto, usando a Propriedade (A) e a hipótese de indução,

|Ik| = |Ik−2| − ak |Ik−1| =

= x qk−2 − pk−2 − ak (pk−1 − x qk−1) =

= x (qk−2 + ak qk−1) − (pk−2 + ak pk−1) = x qk − pk.

O que prova a Equação (3.8) quando k é par.
Analogamente, se k for ı́mpar, temos que

|Ik| = |Ik−2| − ak |Ik−1| =

= pk−2 − x qk−2 − ak (x qk−1 − pk−1) =

= (pk−2 + ak pk−1) − x (qk−2 + ak qk−1) = pk − x qk.

Assim, conclúımos a prova da Equação (3.8).
Obtemos assim,



















x =
pk

qk
+

|Ik|
qk

, se k é par;

x =
pk

qk
− |Ik|

qk
, se k é ı́mpar.

Se escolhermos a0 ∈ Z tal que y = x+a0, o mesmo resultado vale
para um número real y.

3.2 Convergência dos convergentes

No Teorema 3.2 desta seção provaremos que os convergentes de um
número x convergem para ele, ou seja,

lim
k→∞

a0(x) + [a1(x), . . . , ak(x)] = x.

Certamente, como os números racionais têm expansão finita, esta
afirmação somente é interessante no caso em que x é irracional.
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Também veremos, no Teorema 3.8, que dada qualquer seqüência
infinita de números naturais (an)n∈N a seqüência ([a1, . . . , an])n∈N

é convergente. Estes resultados são essenciais para obter a relação
biuńıvoca entre os números irracionais e as expansões em frações
cont́ınuas infinitas estabelecida no Teorema 3.1.

3.2.1 Prova do Teorema 3.2

Lembramos que o Teorema 3.2 afirma que para todo número irra-
cional x a seqüência infinita dos seus convergentes verifica

lim
n→∞

a0(x) + [a1(x), a2(x), . . . , an(x)] = lim
n→∞

pn(x)

qn(x)
= x.

Observamos que este teorema decorre de forma bastante direta das
propriedades dos convergentes. Primeiro, provaremos o teorema para
x ∈ [0, 1). Como x está fixo, omitiremos (quando posśıvel) a depen-
dência em x. Pela Propriedade (B I), temos

x =
pn + (Tn(x)) pn−1

qn + (Tn(x)) qn−1
.

Assim,

x− pn

qn
=
pn qn + (Tn(x) pn−1) qn − pn qn − (Tn(x) qn−1) pn

qn (qn + Tn(x) qn−1)
=

=
Tn(x)(pn−1 qn − qn−1 pn)

qn (qn + Tn(x) qn−1)
.

Então, usando a Propriedade (B II), pn−1 qn − pn qn−1 = (−1)n,
obtemos

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Tn(x)(pn−1 qn − qn−1 pn)

qn (qn + Tn(x) qn−1)

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

Tn(x) (−1)n

qn (qn + Tn(x) qn−1)

∣

∣

∣

∣

=

=
Tn(x)

qn (qn + Tn(x) qn−1)
<

1

q2n
.

(3.9)
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Onde a última desigualdade segue observando que 0 ≤ T n(x) < 1 e
que qn e qn−1 são positivos.

Finalmente, como a seqüência qn é monótona crescente e qn > 1
para todo n ≥ 2 (estas afirmações seguem das Propriedades (A) e
(C)), fazendo n→ ∞, temos que:

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

<
1

q2n
→ 0, (3.10)

isto é,

lim
n→∞

pn

qn
= x,

o que termina a prova do teorema para x ∈ [0, 1).
Para um número real x tomamos a0 = bxc ∈ Z e repetimos a

prova para y = x − a0 ∈ [0, 1), completando a demonstração do
teorema. �

Observação 3.6. A Equação (3.10) nos dá uma informação extrema-
mente relevante: fornece uma estimativa superior da distância entre
os convergentes de um ponto x e o próprio ponto. Usando a Pro-
priedade (C) obtemos que

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

<
1

q2n
≤ 1

2n−1
.

Discutiremos o problema da aproximação de um número real por
números racionais no Caṕıtulo 5.

3.2.2 Unicidade da expansão em frações cont́ınuas
(irracionais)

Vimos no Teorema 2.1, como conseqüência do Algoritmo da Divisão,
que todo número racional tem expansão em frações cont́ınuas finita.
Vimos também que é possivel escolher duas representações em frações
cont́ınuas para os números racionais. Acabamos de mostrar que
números irracionais possuem expansões infinitas (obtidas usando a
transformação de Gauss) que convergem aos mesmos. Assim, uma
pergunta natural é se um número irracional pode ter uma expansão
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em frações cont́ınuas que não seja a obtida usando a transformação
de Gauss. Veremos a seguir que isto não é posśıvel.

Procederemos por absurdo, considere um número irracional x ∈
(0, 1) e suponha que [a1, . . . , an, . . . ] é a expansão obtida usando a
transformação de Gauss e que existe [b1, . . . bn, . . . ] tal que

x = [a1, a2, . . . , an, . . . ] = [b1, b2, . . . , bn, . . . ].

Afirmamos que neste caso, ai = bi, para todo i ∈ N, e portanto, as
duas expansões são iguais. Escrevemos

r1 = [a2, . . . , an, . . . ], e s1 = [b2, . . . , bn, . . . ].

Observe que r1, s1 ∈ (0, 1). Temos x = [a1+r1] = [b1+s1]. Portanto,

a1 + r1 = b1 + s1, a1 − b1 = s1 − r1.

Afirmamos que a1 = b1. Caso contrário podemos supor que a1 > b1
e a1 − b1 ≥ 1. Assim s1 − r1 ≥ 1, mas isto é imposśıvel pois r1, s1 ∈
(0, 1). Portanto,

a1 = b1, r1 = [a2, . . . , an, . . . ] = s1 = [b2, . . . , bn, . . . ].

A prova continua por indução, onde o padrão indutivo da demons-
tração é óbvio.

Esta prova é interessante pois explica o motivo da não unici-
dade da expansão dos racionais: como x é irracional necessariamente
r1, s1 ∈ (0, 1), mas isto não acontece no caso racional (existe algum
j tal que rj ou sj 6∈ (0, 1)).

Assim, provamos o seguinte resultado.

Proposição 3.7. Considere seqüências infinitas (an)n∈N e (bn)n∈N

de números naturais tais que

lim
n→∞

[a1, . . . , an] = lim
n→∞

[b1, . . . , bn].

Então ai = bi para todo i ∈ N.

Note que para provar a proposição não é necessário supor que o
limite seja irracional: como as seqüências são infinitas está garantido
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que os ri e si ∈ (0, 1) para todo i ∈ N. Portanto, como no caso i = 1,
temos ai = bi.

A seguir provaremos que toda expansão em frações cont́ınuas in-
finita representa (converge para) um número irracional.

Teorema 3.8. Considere uma seqüência infinita (an)n∈N de núme-
ros naturais. Para cada n defina o número racional

pn

qn
= [a1, a2, . . . , an].

Então a seqüência
pn

qn
converge a um número irracional x ∈ (0, 1).

Antes de provar o Teorema 3.8 veremos que os resultados acima
estabelecem a relação biuńıvoca entre o conjunto dos números irra-
cionais de (0, 1) e as expansões em frações cont́ınuas infinitas

x 7→ G(x) = (an(x))n∈N

mencionada no Teorema 3.1.

Prova do Teorema 3.1: Obviamente, a transformação G está bem
definida. Afirmamos que é injetora, se x 6= y e an(x) = an(y) para
todo n ∈ N então, pelo Teorema 3.2

x = lim
n→∞

[a1(x), . . . , an(x)] = lim
n→∞

[a1(x), . . . , an(x)] = y,

uma contradição. Obtemos assim a injetividade.
Para ver que a função G é sobrejetora, considere qualquer se-

qüência de números naturais (an)n∈N. Pelo Teorema 3.8 temos que
o número x = [a1, . . . , an, . . . ] está bem definido e é irracional. Pelo
Teorema 3.2, temos que

[a1, . . . , an, . . . ] = x = [a1(x), . . . , an(x), . . . ].

Agora a Proposição 3.7 garante que an = an(x) e portanto G(x) =
(an)n∈N. �

Prova do Teorema 3.8: Em primeiro lugar veremos que a seqüên-

cia
pn

qn
é convergente. Necessitamos do seguinte resultado:
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Lema 3.9. As seqüências de convergentes verificam

• p2n+1

q2n+1
é monótona decrescente e limitada.

• p2n+2

q2n+2
é monótona crescente e limitada.

Portanto, as duas seqüências são convergentes

x+ = lim
n→∞

p2n

q2n
e lim

n→∞
p2n+1

q2n+1
= x−.

Uma primeira versão deste resultado se encontra no Exerćıcio 3.1.

Prova do Lema: Pela Propriedade (B II),

pi−1 qi − pi qi−1 = (−1)i.

Assim, dividindo esta expressão por qi qi−1 obtemos,

pi−1

qi−1
− pi

qi
=

(−1)i

qi−1 qi
, i ≥ 1. (3.11)

Note também que pela Propriedade (A),

pi−2

qi−2
− pi

qi
=
pi−2 qi − pi qi−2

qi−2 qi
=

=
pi−2 (ai qi−1 + qi−2) − (ai pi−1 + pi−2) qi−2

qi−2 qi
=

=
ai pi−2 qi−1 + pi−2 qi−2 − ai pi−1 qi−2 − pi−2 qi−2

qi−2 qi
=

=
ai (pi−2 qi−1 − pi−1 qi−2)

qi−2 qi
=
ai (−1)i−1

qi−2 qi
,

onde a última igualdade segue usando a Propriedade (B II). Isto é,

pi−2

qi−2
− pi

qi
=
ai (−1)i−1

qi−2 qi
, i ≥ 2. (3.12)

Tomando agora i = 2n e i = 2n+1 em (3.11) e i = 2n+1 em (3.12)
e observando que os qi e os ai são inteiros positivos, obtemos
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p2 n−1

q2 n−1
− p2 n

q2 n
=

(−1)2 n

q2 n−1 q2 n
> 0,

p2 n

q2 n
<
p2 n−1

q2 n−1
;

p2 n

q2 n
− p2 n+1

q2 n+1
=

(−1)2 n+1

q2 n q2 n+1
< 0,

p2 n+1

q2 n+1
>
p2 n

q2 n
.

Finalmente,

p2 n−1

q2 n−1
− p2 n+1

q2 n+1
=
a2 n+1 (−1)2 n

q2 n−1 q2 n+1
=

a2 n+1

q2 n−1 q2 n+1
> 0.

Portanto,
p2 n+1

q2 n+1
<
p2 n−1

q2 n−1
.

Então,
p2 n

q2 n
<
p2 n+1

q2 n+1
<
p2 n−1

q2 n−1
.

Analogamente, tomando i = (2n + 1) e i = (2n+ 2) em (3.11) e
i = (2n+ 2) em (3.12), obtemos as seguintes desigualdades:

p2 n

q2 n
− p2 n+1

q2 n+1
=

(−1)2 n+1

q2 n q2 n+1
< 0,

p2 n+1

q2 n+1
>
p2 n

q2 n
;

p2 n+1

q2 n+1
− p2 n+2

q2 n+2
=

(−1)2 n+2

q2 n+1 q2 n+2
> 0,

p2 n+2

q2 n+2
<
p2 n+1

q2 n+1
;

p2 n

q2 n
− p2 n+2

q2 n+2
=
a2 n+2 (−1)2 n+1

q2 n q2 n+2
< 0,

p2 n+2

q2 n+2
>
p2 n

q2 n
.

Então,
p2 n

q2 n
<
p2 n+2

q2 n+2
<
p2 n+1

q2 n+1
.

Isto conclui a prova do lema. �
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Observação 3.10. De fato, na prova do lema é posśıvel obter

p2n

q2n
<
p2n+2

q2n+2
< · · · < p2n+3

q2n+3
<
p2n+1

q2n+1
.

Para isso, é suficiente, no primeiro passo, considerar i = 2n e i =
(2n + m) na Equação (3.11) e i = (2n + m) em (3.12), onde m é
qualquer número ı́mpar. Na segunda etapa o racioćınio é similar.

A seguir veremos que x+ = x−. Como já vimos na demonstração
do Lema 3.9, para j ≥ 1,

p2 j−1

q2 j−1
− p2 j

q2 j
=

(−1)2 j

q2 j−1 q2 j
=

1

q2 j−1 q2 j
.

Assim,
∣

∣

∣

∣

p2j−1

q2j−1
− p2j

q2j

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

q2 j−1 q2 j

∣

∣

∣

∣

=
1

q2 j−1 q2 j
.

Como a seqüência qi é monótona crescente e qi > 1 se i ≥ 2, temos
que:

∣

∣

∣

∣

p2j−1

q2j−1
− p2j

q2j

∣

∣

∣

∣

→ 0

quando j → ∞. Logo,

lim
j→∞

(

p2j−1

q2j−1
− p2j

q2j

)

= 0.

Portanto:
lim

j→∞
p2j+1

q2j+1
= x− = x+ = lim

j→∞
p2j

q2j
.

Assim conclúımos a prova da primeira parte do teorema: a seqüência
de convergentes é convergente.

Falta ver, que o limite é um número irracional x. Temos que
x = x+ = x−, isto é,

x = lim
i→∞

pi

qi
= lim

i→∞
[a1, a2, ..., ai] = [a1, a2, ...].

Vamos mostrar que x é irracional. Para isso, note que pelo Lema 3.9,
se verifica

p2 i

q2 i
< x <

p2 i−1

q2 i−1
.
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Então,

0 < x− p2 i

q2 i
<
p2 i−1

q2 i−1
− p2 i

q2 i
.

E assim, pela Propriedade (B II),

0 < |x q2 i − p2 i| <

∣

∣

∣

∣

p2 i−1

q2 i−1
q2 i − p2 i

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

p2 i−1 q2 i − p2 i q2 i−1

q2 i−1

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

(−1)2i

q2 i−1

∣

∣

∣

∣

=
1

q2 i−1
.

Raciocinando por absurdo, suponhamos que x seja racional, digamos

x =
b

a
. Então, multiplicando a desigualdade anterior por a, obtemos

0 < |x q2 i a− p2 i a| = |b q2 i − p2 i a| <
a

q2 i−1
.

Lembramos que a següência (qi)i é monótona (estritamente) crescente
e qi > 1 para todo i ≥ 2. Portanto, podemos escolher i suficiente-
mente grande de forma que a < q2 i−1. Isto significa que

0 < |b q2 i − p2 i a| <
a

q2 i−1
< 1.

Mas isto contradiz o fato de (b q2 i − p2 i a) ∈ Z. Logo x é irracional.
A prova do teorema está terminada. �

3.3 Exerćıcios

Exerćıcio 3.1. Considere um número x = [a1(x), a2(x), a3(x) . . . ] e
seus convergentes p1/q1, p2/q2 e p3/q3. Determine a posição relativa
destes convergentes.



“livrocbmf”
2007/5/21
page 53

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 3.3: EXERĆICIOS 53

Exerćıcio 3.2. Prove as Propriedades (B) e (C) dos convergentes na
Proposição 3.3.

Exerćıcio 3.3. Complete os detalhes da prova da Equação (3.3).

Exerćıcio 3.4. Considere um número x = [a1, a2, . . . , an, . . . ] ∈
(0, 1). Seja pn/qn o n-ésimo convergente de x. Prove, usando o
método de indução, que

pn

pn−1
= an + [an−1, . . . , a1].

Exerćıcio 3.5. Considere um número racional

x = r/s = [a1, a2, . . . , an] ∈ (0, 1),

onde r e s são números naturais primos entre si. Mostre que:

• se a expansão em frações cont́ınuas de x é simétrica (isto é,
ai = an−i para todo i = 1, . . . , n−1), então r divide s2+(−1)n;

• se r divide s2 + (−1)n, então a expansão de x é simétrica.

Sugestão: use o Exerćıcio 3.4.

Exerćıcio 3.6. Prove que, dado qualquer número racional p/q (fração
irredut́ıvel), existem matrizes triangulares de SL(2,Z) tais que

(

p
q

)

=

(

1 a0

0 1

) (

0 1
1 a1

)

. . .

(

0 1
1 a1

) (

0
1

)

.

Exerćıcio 3.7. Complete os detalhes da prova da Observação 3.10.
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Caṕıtulo 4

Exemplos: os números
de ouro e de Euler

Neste caṕıtulo apresentaremos dois exemplos de expansões em frações
cont́ınuas. O primeiro deles é a expansão do número de ouro, que a-
parecerá diversas vezes no texto. O segundo exemplo é a expansão do
número de Euler e. Este exemplo é interessante por dois motivos. Em
primeiro lugar, e de forma surpreendente, sua expansão em frações
cont́ınuas tem uma fórmula de recorrência extraordinariamente sim-
ples. Em segundo lugar, sua obtenção envolve apenas propriedades
relativamente simples dos convergentes e da expansão em séries de
potências do número e.

4.1 O número de ouro e a seqüência de

Fibonacci

O número de ouro O (ou proporção áurea) é obtido quando uma
quantidade (por exemplo, um segmento de reta ou um retângulo) é
dividida em duas partes tais que a proporção entre o todo e a maior
parte é a mesma que a proporção entre a maior parte e a menor.
Normalizando e tomando a quatidade inicial igual a 1 e o tamanho

54
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da maior parte igual a α, obtemos que o número de ouro O verifica:

O =
1

α
=

α

1 − α

Note que

1

α
= 1 +

(

1

α
− 1

)

= 1 +
1 − α

α
= 1 +

1
α

1 − α

.

Assim,

O = 1 +
1

O .

Repetindo esse processo infinitas vezes obtemos a expansão em fra-
ções cont́ınuas de O:

O = 1 +
1

1 +
1

1 +
. . .

= 1 + [1, 1, . . . , 1, . . . ].

Um ponto fixo da transformação de Gauss é um ponto p que ve-
rifica p = T (p). Observe que a transformação de Gauss T possui um
único ponto fixo p no intervalo [1/2, 1) = I1 e que não existem dois
pontos diferentes x e y tais que T n(x) e Tn(y) pertençam a I1 para
todo n ≥ 0. Isto decorre facilmente usando que T 2 possui derivada
maior do que 1 em [1/2, 1). Por outro lado, a expressão em frações
cont́ınuas de O implica que

O − 1 ∈ [1/2, 1) e T n(O − 1) ∈ [1/2, 1), (n ≥ 0).

Portanto, O− 1 é o (único) ponto fixo de T em [1/2, 1). Isto implica
que O − 1 verifica

x = T (x) =
1

x
−
⌊

1

x

⌋

=
1

x
− 1.

Isto é, O− 1 é a solução da equação x2 + x− 1 = 0 em [0, 1). Isto é,

O =
1 +

√
5

2
.

Resumimos este resultado na seguinte observação:
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Observação 4.1. T n(O − 1) = O − 1, para todo n ≥ 0.

Lembramos que uma seqüência (yk)k≥0 é uma seqüência de Fi-
bonacci se verifica a relação

yk−2 + yk−1 = yk, k ≥ 2.

Seja pk/qk o k-ésimo convergente do número de ouro O. Pela
Propriedade (A) dos convergentes a seqüência (qi)i≥−1 verifica

qk = ak qk−1 + qk−2 = qk−1 + qk−2, k ≥ 1,

temos que (qi)i≥0 é uma seqüência de Fibonacci.
Afirmamos que no caso do número de ouro também se verifica

pk = qk+1. Para isto raciocinamos indutivamente. Primeiro observe
que p0 = a0 = 1, q−1 = 0 e q0 = 1. Portanto, p0 = q1 = 1. Suponha
agora que pj = qj+1 para 1 ≤ j ≤ k. Pela Propriedade (A) obtemos
que

pk+1 = ak+1 pk + pk−1 = ak+1 qk+1 + qk = qk+2,

concluindo a prova de que pk = qk+1 para k ≥ 0.
Consideremos agora a seqüência de Fibonacci (yk)n≥0 obtida da

forma

yk+1 = qk e yk+2 = qk+1 = pk, k ≥ −1.

Pela Propriedade (B II) dos convergentes,

yk+1 yk+1 − yk+2 yk = y2
k+1 − yk+2 yk = (−1)k.

Pela Observação 3.4, yk+1 e yk+2 são primos entre si. Finalmente,
pelo Teorema 3.2,

lim
k→∞

yk+2

yk+1
= O.

4.2 A expansão do número de Euler e

Nesta seção veremos que a expansão em frações cont́ınuas do número
e é dada por

2 + [1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 1, 16, 1, 1, . . . ].
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Para isso, consideraremos o número Θ cuja expansão em frações
cont́ınuas é

Θ = 2 + [a1, a2, . . . , ], onde







a1 = 1,
a3 k−1 = 2k

a3 k = a3 k+1 = 1
.

Teorema 4.2. Θ = 2 + [1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 1, 16, . . . ] = e.

A prova deste resultado é, infelizmente, um pouco técnica. Para
facilitar a leitura, explicaremos as principais etapas da prova do teo-
rema deixando para o final do caṕıtulo as partes técnicas.

Para provar que e é igual ao número Θ usaremos a representação
de e como série de potências

ex =
∞
∑

k=0

xk

k!
.

Fixado m ∈ Z temos:

e1/m =

∞
∑

k=0

1

k!

(

1

m

)k

.

Assim,

1

2

(

e1/m + e−1/m
)

=

∞
∑

k=0

1

(2k)!

(

1

m

)2 k

,

1

2

(

e1/m − e−1/m
)

=

∞
∑

k=0

1

(2k + 1)!

(

1

m

)2 k+1

.

Considere os números positivos

ξn =

∞
∑

k=0

2n (n+ k)!

k! (2n+ 2 k)!

(

1

m

)2 k+n

. (4.1)

Observamos que estes números estão bem definidos, ou seja, que a
série acima é convergente. Para isso vemos primeiro que

ξ0 =

∞
∑

k=0

k!

k! (2 k)!

(

1

m

)2 k

=

∞
∑

k=0

1

(2 k)!

(

1

m

)2 k

=

=
1

2

(

e1/m + e−1/m
)

.
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Temos também

ξ1 =
∞
∑

k=0

2 (1 + k)!

k! (2 + 2 k)!

(

1

m

)2 k+1

=

=
∞
∑

k=0

2 (1 + k) k!

k! (2 + 2 k) (1 + 2 k)!

(

1

m

)2 k+1

=

=
∞
∑

k=0

1

(1 + 2 k)!

(

1

m

)2 k+1

=

=
1

2

(

e1/m − e−1/m
)

.

O seguinte lema fornece uma fórmula de recorrência para os ξn:

Lema 4.3. Os números ξn na Equação (4.1) verificam

ξn −m (2n+ 1) ξn+1 = ξn+2.

Posporemos a prova deste lema para o fim da seção

Seja δn =
ξn
ξn+1

. Temos

δ0 =
ξ0
ξ1

=
e1/m + e−1/m

e1/m − e−1/m
=
e1/m (e1/m + e−1/m)

e1/m (e1/m − e−1/m)
=

=
(e2/m + 1)

(e2/m − 1)
.

Por outro lado, pelo Lema 4.3,

δn =
ξn
ξn+1

=
ξn+2 +m (2n+ 1) ξn+1

ξn+1
=

= m (2n+ 1) +
ξn+2

ξn+1
=

= m (2n+ 1) +
1

δn+1
.
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Portanto,

(e2/m + 1)

(e2/m − 1)
= δ0 = m+

1

δ1
= m+

1

3m+
1

δ2

= · · · .

Acabamos de obter o seguinte resultado que usaremos mais adiante.

Lema 4.4. Para m ≥ 1 considere o número

Ψm =
e2/m + 1

e2/m − 1
.

Então
Ψm = m+ [b1, . . . , bn, . . . ], bn = (2n+ 1)m.

Em particular, para m = 2 temos

Ψ2 =
e+ 1

e− 1
= 2 + [6, 10, . . . , 2 (2 k + 1), . . . ].

Observamos que os números 1/Ψm foram estudados por D’Lam-
bert que provou a seguinte relação

(Ψm)−1 = [c1, c2, . . . , cn, . . . ], cn = (2n− 1)m.

Veja o Exerćıcio 4.1.
Seja (Pk/Qk)k a seqüência dos convergentes de Ψ2, onde P−1 = 1

e Q−1 = 0, temos que

P0

Q0
=

2

1
= 2,

P1

Q1
=

b1 P0 + P−1

b1Q0 +Q−1
=

6 · 2 + 1

6 · 1 + 0
=

13

6
,

Pk

Qk
=

bk Pk−1 + Pk−2

bk Qk−1 +Qk−2
=

2 (2 k + 1)Pk−1 + Pk−2

2 (2 k + 1)Qk−1 +Qk−2
.

Temos o seguinte resultado que estabelece a relação entre o número
Θ do ı́nicio da seção (lembre que queremos provar Θ = e) e o número
Ψ2.
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Lema 4.5. Os convergentes Pk/Qk de Ψ2 e pk/qk de Θ verificam

• p3 k+1 = 2 (2 k + 1) p3 (k−1)+1 + p3 (k−2)+1, k ≥ 1,

• q3 k+1 = 2 (2 k + 1) q3 (k−1)+1 + q3 (k−2)+1, k ≥ 1,

• p3 k+1 = Pk +Qk e q3 k+1 = Pk −Qk, k ≥ 0.

Deixaremos a prova deste lema para o fim da seção. Agora já
estamos prontos para terminar a prova to Teorema 4.2. Usando as
relações do Lema 4.5, obtemos que

e =

(e+ 1)

(e− 1)
+ 1

(e+ 1)

(e− 1)
− 1

=
Ψ2 + 1

Ψ2 − 1
=

= lim
k→∞

Pk

Qk
+ 1

Pk

Qk
− 1

=

= lim
k→∞

Pk +Qk

Pk −Qk
= lim

k→∞

p3 k+1

q3 k+1
= Θ.

Isto prova que o número e = Θ e conclui a prova do teorema. Falta
provar os Lemas 4.3 e 4.5.

4.2.1 Provas dos Lemas 4.3 e 4.5

Prova do Lemma 4.3: Escrevemos

∆ = ξn −m (2n+ 1) ξn+1.
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Temos

∆ =
∞

X

k=0

„

2n (n + k)!

k! (2 n + 2 k)!
− m (2 n + 1)

2n+1 (n + 1 + k)!

m k! (2 n + 2 + 2 k)!

« „

1

m

«2 k+n

=
∞

X

k=0

2n (n + k)! (2 n + 2 + 2 k) (2 n + 1 + 2 k)

k! (2 n + 2 k + 2)!

„

1

m

«2 k+n

−

∞
X

k=0

(2 n + 1) 2n+1 (n + 1 + k)!

k! (2 n + 2 + 2 k)!

„

1

m

«2 k+n

=

∞
X

k=0

2n (n + k)! 2 (n + 1 + k) (2 n + 1 + 2 k)

k! (2 n + 2 k + 2)!

„

1

m

«2 k+n

−

∞
X

k=0

(2 n + 1) 2n+1 (n + 1 + k)!

k! (2 n + 2 + 2 k)!

„

1

m

«2 k+n

=

∞
X

k=0

„

2n+1 (n + 1 + k)! ((2 n + 1 + 2 k) − (2 n + 1))

k! (2 n + 2 k + 2)!

« „

1

m

«2 k+n

=
2n+1 (n + 1)!((2 n + 1) − (2 n + 1))

(2 n + 2)

+

∞
X

k=1

2n+1 (n + 1 + k)! (2 k)

k! (2 n + 2 k + 2)!

„

1

m

«2 k+n

=
∞

X

k=1

2n+2 k (n + 1 + k)!

k (k − 1)! (2 n + 2 k + 2)!

„

1

m

«2 k+n

=
∞

X

k=1

2n+2 ((n + 2) + (k − 1))!

(k − 1)! (2 (n + 2) + 2 (k − 1))!

„

1

m

«2 (k−1)+(n+2)

= ξn+2.

Concluindo a prova do lema. �

Prova do Lema 4.5: Seja pk/qk o convergente k-ésimo de Θ. Em
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primeiro lugar, note que por convenção,

p0

q0
=
a0

1
=

2

1
e

p1

q1
=
a1 p0 + p−1

a1 q0 + q−1
=

3

1
.

Como a3 k = a3 k+1 = 1 e a3 k−1 = 2 k, usando a Propriedade (A) dos
convergentes de e, obtemos para k ≥ 1 a relação

p3 k+1 = a3 k+1 p3 k + p3 k−1 = p3 k + p3 k−1

= a3 k p3 k−1 + p3 k−2 + p3 k−1

= p3 k−1 + p3 k−2 + p3 k−1

= 2 p3 k−1 + p3 k−2

= 2 (a3 k−1 p3 k−2 + p3 k−3) + p3 k−2

= 2 (2 k p3 k−2 + p3 k−3) + p3 k−2

= (2 (2 k) + 1) p3 k−2 + 2 p3 k−3

= (2 (2 k) + 1) p3 k−2 + (a3 k−3 p3 k−4 + p3 k−5) + p3 k−3

= (2 (2 k) + 1) p3 k−2 + (a3 (k−1) p3 k−4 + p3 k−5) + p3 k−3

= (2 (2 k) + 1) p3 k−2 + (p3 k−4 + p3 k−5) + p3 k−3

= (2 (2 k) + 1) p3 k−2 + (p3 k−3 + p3 k−4) + p3 k−5

= (2 (2 k) + 1) p3 (k−1)+1 + (a3 (k−1)+1 p3 k−3 + p3 k−4) + p3 (k−2)+1

= (2 (2 k) + 1) p3 (k−1)+1 + p3 (k−1)+1 + p3 (k−2)+1

= 2 (2 k + 1) p3 (k−1)+1 + p3 (k−2)+1.

Conclúımos assim o primeiro item do lema.
A prova para os qk’s segue de forma análoga, e está proposta como

exerćıcio.
Finalmente, a prova do último item também é por indução. Para

k = 0 temos que

P0 +Q0 = 2 + 1 = 3 = p1 e P0 −Q0 = 2 − 1 = 1.



“livrocbmf”
2007/5/21
page 63

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 4.3: EXERĆICIOS 63

Suponha que, para todo 1 ≤ j < k, se verifica

p3 j+1 = Pj +Qj e q3 j+1 = Pj −Qj . (4.2)

Então, pela propriedade (A) dos convergentes,

Pk +Qk = bk Pk−1 + Pk−2 + bk Qk−1 +Qk−2.

Pela hipótese de indução em (4.2) e pelos dois primeiros itens do
lema,

Pk + Qk = 2 (2 k + 1) Pk−1 + Pk−2 + 2 (2 k + 1) Qk−1 + Qk−2 =

= 2 (2 k + 1) (Pk−1 + Qk−1) + (Pk−2 + Qk−2) =

= 2 (2 k + 1) (p3 (k−1)+1) + (p3 (k−2)+1) = p3 k+1.

Analogamente,

Pk − Qk = (2 (2 k + 1) Pk−1 + Pk−2) − (2 (2 k + 1) Qk−1 + Qk−2) =

= 2 (2 k + 1) (Pk−1 − Qk−1) + (Pk−2 − Qk−2) =

= 2 (2 k + 1) (q3 (k−1)+1) + (q3 (k−2)+1) = q3 k+1.

A prova do lema está terminada. �

4.3 Exerćıcios

Exerćıcio 4.1. Considere os números

Ψm =
e2/m + 1

e2/m − 1
.

Como no Lema 4.4 Prove que

(Ψm)−1 = [c1, c2, . . . , cn, . . . ], cn = (2n− 1)m.

Exerćıcio 4.2. Seja pk/qk o k-ésimo convergente do número de Euler
e. Prove que, para todo k ∈ N, se verifica

4 k q3 k−2 ≤ q3 k+1 ≤ (4 k + 3) q3 k−2.
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Exerćıcio 4.3. Usando o Exerćıcio 4.2, prove que, para todo k ∈ N,
se verifica

4k−1 (k − 1) ! ≤ q3 k−2 ≤ 4k−1 k!.
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Caṕıtulo 5

Convergentes e boas
aproximações

Vimos no Teorema 3.2 que os convergentes de um número irracional
convergem para ele. Neste caṕıtulo estudaremos como os conver-
gentes de um número se aproximam dele. Nosso primeiro objetivo é
determinar a proximidade entre um número irracional e os seus con-
vergentes. Já formulamos, na Observação 3.6, um primeiro resultado
que estabelecia uma cota superior para a distância entre um número
e os seus convergentes. O resultado a seguir estabelece cotas nos dois
sentidos.

Teorema 5.1. Seja x um número irracional e pk/qk seu k-ésimo
convergente. Então, para todo k ≥ 0, se verifica

1

qk (qk + qk+1)
<

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk qk+1
.

Salientamos que este teorema será utilizado repetidas vezes ao
longo do texto e terá um papel destacado.

A seguir, consideraremos o problema da aproximação de um nú-
mero irracional x (digamos x ∈ (0, 1), para simplificar) por números
racionais. Veremos que as aproximações dadas pelos seus conver-
gentes são as melhores. De maneira mais precisa, considere um

65
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número (irracional) x, um número natural q, e o conjunto Aq dos
números racionais com denominador menor ou igual do que q,

Aq =
{a

b
: a ∈ Z, b ∈ N, b ≤ q

}

.

Queremos saber qual é o número de Aq mais próximo x. Observe que
embora o conjunto Aq seja infinito, há somente um número finito de
casos a considerar (essencialmente os números no intervalo [0, 1]).
Portanto, esse número está bem definido (a prinćıpio o número pode-
ria não ser único e poderiam existir duas “melhores” aproximações).
O número de Aq mais próximo de x é chamado de uma boa aproxi-
mação de x. Veremos que, com a única excecão de x = 1/2, as boas
aproximações de x são seus convergentes. (Veja os Teoremas 5.4 e
5.6 que afirmam que todo convergente é uma boa aproximação e vice-
versa).

A seguinte etapa é estudar para que números irracionais x as
desigualdades da forma

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

bn
, C > 0, n ∈ N, (5.1)

têm solução. Observamos que o Teorema 5.1 garante de forma ime-
diata que quando n = 1 a desigualdade (5.1) sempre admite solução.
Para isto é suficiente lembrar que, pela Propriedade (C), qk → ∞,
portanto, C > 1/qk+1 para k suficientemente grande. Assim, se
verifica

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

<
1

qk qk+1
<
C

qk

e a desigualdade tem solução. Estudaremos este tipo de problemas
na Seção 5.3.

Em primeiro lugar, a Proposição 5.12 garante que quandoC = 1/2
e n = 2, as soluções da desigualdade (5.1) são convergentes de x. Ve-
remos também que quando C ≥ 1/

√
5 e n = 2 a desigualdade possui

infinitas soluções dadas por convergentes (veja o Corolário 5.14). Por
outro lado, quando C < 1/

√
5 e n = 2, para o número de ouro

O = 1 + [1, 1, . . . ] (introduzido na Seção 4.1) a desigualdade tem
apenas um número finito de soluções.

Finalmente, o Teorema 5.18 estabelece um resultado geral sobre
as soluções da desigualdade (5.1) quando n = 2: se os quocientes ai
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de x são limitados então existe C tal que a desigualdade não tem
solução, quando os quocientes são ilimitados há sempre (para todo
C) infinitas soluções para a desigualdade.

No próximo caṕıtulo estudaremos a relação entre um número ser
transcendente (não ser raiz de um polinômio com coeficientes inteiros)
e a existência de boas aproximações.

5.1 Aproximação por convergentes

Nesta seção provaremos o Teorema 5.1:

Seja x um número irracional e pk/qk seu k-ésimo convergente. Então,
para todo k ≥ 0, se verifica

1

qk (qk + qk+1)
<

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk qk+1
.

Prova do Teorema 5.1: Consideraremos primeiro números irra-
cionais x ∈ (0, 1). Pela Equação (3.9), temos que para todo x ∈ (0, 1),

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

=
T k(x)

qk (qk + T k(x) qk−1)
.

Pela Observação 2.7, como x é irracional, temos que T k(x) 6= 0 para
todo k. Portanto, podemos dividir por T k(x), obtendo

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

=
1

qk ((T k(x))−1 qk + qk−1)
. (5.2)

A seguir obteremos cotas(superior e inferior) para o denominador
desta expressão. Usando estas cotas provaremos o teorema.

Pela Equação (2.3), ak+1(x) = ak+1 = b(T k(x))−1c (omitimos a
dependência dos quocientes e dos convergentes em x), temos que,

ak+1 ≤ (T k(x))−1 < ak+1 + 1. (5.3)

Assim,

qk (ak+1 qk + qk−1) < qk ((ak+1 + 1) qk + qk−1). (5.4)
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Pela Propriedade (A),

ak+1 =
qk+1 − qk−1

qk
. (5.5)

Portanto, usando as desigualdades (5.3) e (5.4) e a igualdade acima
(5.5), obtemos,

qk ((T k(x))−1 qk + qk−1) < qk ((ak+1 + 1) qk + qk−1) =

= qk

((

qk+1 − qk−1

qk
+ 1

)

qk + qk−1

)

=

= qk (qk+1 + qk).

qk ((T k(x))−1 qk + qk−1) ≥ qk (ak+1 qk + qk−1) =

= qk

((

qk+1 − qk−1

qk

)

qk + qk−1

)

≥

≥ qk (qk+1 − qk−1 + qk−1) = qk qk+1.

Logo, pela Equação (5.2),

1

qk (qk+1 + qk)
<

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk qk+1
.

Acabamos de provar o teorema para x irracional em (0, 1).
Usando a prova anterior, mostraremos o teorema para y ∈ R \Q.

Escolha a0 = byc ∈ Z tal que x = y − a0 ∈ [0, 1). Como

pk(y)

qk(y)
= a0 +

pk(x)

qk(x)
,

temos
∣

∣

∣

∣

y − pk(y)

qk(y)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(x+ a0) −
(

a0 +
pk(x)

qk(x)

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

x− pk(x)

qk(x)

∣

∣

∣

∣

.

Logo, pelo o que acabamos de mostrar,

1

qk(x) (qk+1(x) + qk(x))
<

∣

∣

∣

∣

y − pk(y)

qk(y)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk(x) qk+1(x)
.
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Observe que, por definição, q0(x) = 1 = q0(y). Supondo que se
verifica qj(x) = qj(y) para 0 ≤ j < k, obtemos, usando a Propriedade
(A), que

qk+1(x) = ak+1(x) qk(x) + qk−1(x) =

= ak+1(y) qk(y) + qk−1(y) = qk+1(y).

Portanto,

1

qk(y) (qk+1(y) + qk(y))
<

∣

∣

∣

∣

y − pk(y)

qk(y)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk(y) qk+1(y)
.

Isto finaliza a prova do teorema. �

5.2 Boas aproximações

Nesta seção, veremos uma aplicação das frações cont́ınuas sobre a a-
proximação dos números irracionais por números racionais, também
conhecida como Aproximação Diofantina.

O principal resultado desta seção é que as melhores aproximações
de um número real x por números racionais são os convergentes da
sua expansão em frações cont́ınuas (com a única exceção, x = 1/2,
como veremos no Teorema 5.6).

Em primeiro lugar, explicaremos o que significa ser uma boa apro-
ximação do número real x.

Definição 5.2 (Boa Aproximação). A fração a/b, b > 0, é uma
boa aproximação do número real x se vale a desigualdade

|d x− c| > |b x− a|, para todo
c

d
6= a

b
com 0 < d ≤ b.

Observação 5.3. A definição implica que se a/b é uma boa aproxi-
ma ção de x, então a/b é a melhor aproximação por números racionais
de x dentre todos os números racionais em Ab. Isto é, dado c/d com
0 < d ≤ b, temos

|d x− c| > |b x− a| =⇒
∣

∣

∣

∣

d

b
x− c

b

∣

∣

∣

∣

>
∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣

=⇒ d

b

∣

∣

∣x− c

d

∣

∣

∣ >
∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ .
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Como d/b ≤ 1, obtemos
∣

∣

∣
x− c

d

∣

∣

∣
>
∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
.

Para simplificar a exposição, ao longo deste caṕıtulo suporemos
que x ∈ (0, 1). O caso geral segue de forma totalmente análoga. Em
primeiro lugar, provaremos que toda boa aproximação do número real
x é um convergente de x. Em seguida, mostraremos a rećıproca desta
afirmação com sua única exceção x = 1/2.

Teorema 5.4. Toda boa aproximação de x ∈ (0, 1) é um convergente
da sua expansão em frações cont́ınuas.

Prova: Seja a/b uma boa aproximação de x. Provaremos o teorema
por absurdo supondo que a/b não é um convergente de x.

Em primeiro lugar, veremos a posição de a/b em relação aos con-
vergentes da expansão em frações cont́ınuas de x. Pelo Lema 3.9, os
convergentes de x estão na seguinte posição na reta real em relação
a x:

PSfrag replacements

x0 1
p1

q1

p2

q2

p3

q3

Figura 5.1: Posições relativas dos convergentes

Afirmamos que 0 ≤ a

b
. Caso contrário, 0 >

a

b
, como x ≥ 0, temos

|1 · x− 0| <
∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ ≤ |b x− a|, quando 1 ≤ b.

Logo, a/b não seria uma boa aproximação de x. Portanto, 0 ≤ a

b
.

Provaremos também por contradição que
a

b
< 1. Suponha que

a

b
≥ 1. Em particular,

a

b
≥ 1 >

p1

q1
=

1

a1
> x, onde

p1

q1
é o primeiro

convergente de x. Então,

|b x− a| = b
∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ > b

∣

∣

∣

∣

p1

q1
− a

b

∣

∣

∣

∣

= b

∣

∣

∣

∣

p1 b− a q1
q1 b

∣

∣

∣

∣

.
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Como p1 b− a q1 é um número inteiro diferente de zero,

|b x− a| > b
1

q1 b
=

1

q1
=

1

a1
.

Por outro lado, temos

|x| = x ≤ 1

a1
.

Então,

|b x− a| > 1

a1
≥ |x− 0|.

Logo, a/b não seria uma boa aproximação de x, o que é uma con-
tradição.

Como estamos supondo que a/b não é um convergente, podemos
ter duas situações:

1. a/b está entre pk−1/qk−1 e pk+1/qk+1, onde k ≥ 1 pode ser par
ou ı́mpar,

2. a/b ∈ (p1/q1, 1).

PSfrag replacements

x

0 1
pk−1

qk−1

pk−1

qk−1

pk+1

qk+1

pk+1

qk+1

a

b

a

b

k ı́mpar k par

Figura 5.2: Posições relativas de a/b com respeito aos convergentes

Vejamos o que acontece no primeiro caso. Considere o intervalo

Hk =

(

pk−1

qk−1
,
pk+1

qk+1

)

(k ı́mpar), Hk =

(

pk+1

qk+1
,
pk−1

qk−1

)

(k par).
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Lema 5.5. Suponha que
a

b
∈ Hk, para algum k ≥ 1. Então b > qk.

Prova: Suporemos que
a

b
∈
(

pk−1

qk−1
,
pk+1

qk+1

)

, o outro caso é análogo.

Por hipótese, a qk−1 − b pk−1 é um inteiro diferente de zero, portanto

∣

∣

∣

∣

a

b
− pk−1

qk−1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a qk−1 − b pk−1

b qk−1

∣

∣

∣

∣

≥ 1

b qk−1
. (5.6)

Por outro lado, pela posição relativa dos convergentes, temos que
a/b < pk/qk, portanto,

∣

∣

∣

∣

a

b
− pk−1

qk−1

∣

∣

∣

∣

<

∣

∣

∣

∣

pk

qk
− pk−1

qk−1

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

pk qk−1 − pk−1 qk
qk qk−1

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

(−1)k

qk qk−1

∣

∣

∣

∣

=
1

qk qk−1
,

(5.7)

onde na penúltima igualdade usamos a Propriedade (B II).
Das Equações (5.6) e (5.7) obtemos

1

b qk−1
<

1

qk qk−1
.

Portanto, b > qk, concluindo a prova do lema. �

Voltando à prova do Teorema 5.4 e raciocinando como no lema

acima, asumindo que
a

b
∈
(

pk−1

qk−1
,
pk+1

qk+1

)

, como neste caso x >
pk+1

qk+1
,

temos que

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ ≥
∣

∣

∣

∣

pk+1

qk+1
− a

b

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

pk+1 b− a qk+1

b qk+1

∣

∣

∣

∣

≥ 1

b qk+1
.

Assim,

|b x− a| ≥ 1

qk+1
.
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Além disso, pelo Teorema 5.1,

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk qk+1
=⇒ |qk x− pk| ≤

1

qk+1
.

Obtemos então,

|qk x− pk| ≤ |b x− a|, onde b > qk.

Logo, a/b não é uma boa aproximação de x, o que contradiz a hipótese
do teorema. Isto prova o teorema para o primeiro caso.

Consideremos agora o segundo caso, isto é,

1 >
a

b
>
p1

q1
> x.

Neste caso temos

∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
>

∣

∣

∣

∣

p1

q1
− a

b

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

p1 b− a q1
b q1

∣

∣

∣

∣

≥ 1

b q1
=

1

b a1
.

Então, |b x− a| > 1

a1
.

Por outro lado, |x| ≤ 1

a1
. Obtemos então que,

|b x− a| > |x| = |1x− 0|, b ≥ 1.

Isto contradiz o fato de a/b ser uma boa aproximação do número x.
Terminamos, portanto, a prova do teorema. �

Provaremos agora a rećıproca do Teorema 5.4 com a sua única

exceção x = 1/2. Observe que o 0-ésimo convergente de 1/2 é
p0

q0
=

0

1
= 0, que não é uma boa aproximação de 1/2, pois

|1 · x− 1| = |1 · x− 0| = |x− 0|.

Teorema 5.6. Considere x ∈ [0, 1) com x 6= 1/2. Então todo con-
vergente de x é uma boa aproximação dele.
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Prova: Temos que provar que, para todo k ≥ 0, o k-ésimo conver-
gente pk/qk de x é uma boa aproximação de x. Para isso consideremos
para cada β = 1, 2, . . . , qk e cada α ∈ Z o número

Mx(β, α) = |β x− α|.

Queremos minimizar Mx(β, α), isto é, calcular,

Mx(qk) : = min{Mx(β, α) : β = 1, . . . , qk, α ∈ Z}

e ver que o mı́nimo é único e ocorre para α = pk e β = qk.
Observamos que fixado β ∈ {1, . . . , qk} para minimizar Mx(β, α),

α ∈ Z, há no máximo um número finito de números α a considerar,
pois se α minimiza a expressão, necessariamente 0 ≤ α ≤ bqk xc + 1.
Portanto, há um número finito de posśıveis pares (β, α) que mini-
mizam Mx(qk). Dentre estes pares escolhemos aqueles com β = β0

mı́nimo. A prinćıpio, fixado β0 mı́nimo, poderiam existir dois valores
de α, digamos α0 e α1, que minimizam,

Mx(qk) = Mx(β0, α0) = Mx(β0, α1).

Observe que nesse caso, necessariamente, α1 = α0 + 1 e, portanto,

β0 x− α0 = α0 + 1 − β0 x =⇒ β0 x = α0 +
1

2
.

Afirmamos que, fixado β0 mı́nimo, existe uma única escolha para α,
que denominaremos α0:

Lema 5.7. Se α0 minimiza Mx(β0, α) então α1 = α0 ± 1 não mini-
miza Mx(β0, α), isto é,

Mx(qk) = Mx(β0, α0) < Mx(β0, α1).

Posporemos a prova deste lema chave, usando-o concluiremos a
prova do teorema. A conclusão da prova do teorema tem duas partes.
Veremos, no Lema 5.8, que α0/β0 é uma boa aproximação de x.
Portanto, pelo Teorema 5.4, α0/β0 é um convergente de x, que é
exatamente pk/qk (Lema 5.9). Obteremos assim o teorema.

Lema 5.8. O número α0/β0 é uma boa aproximação de x.
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Prova: Pelo Lema 5.7 α0 é o único valor que minimiza |β0 x − α|.
Portanto, para todo α ∈ Z, α 6= α0, se verifica

|β0 x− α0| < |β0 x− α|, onde
α0

β0
6= α

β0
, 1 ≤ β0.

Isto significa que α0/β0 é uma boa aproximação de x. �

Lema 5.9. α0/β0 = pk/qk.

Prova: Como α0/β0 é uma boa aproximação de x, o Teorema 5.4

garante que ele é um convergente de x,
α0

β0
=
ps

qs
. Pela escolha de β0,

β0 ≤ qk, e como os qi são crescentes, temos s ≤ k. Se s = k o lema
está provado. Suponha agora por contradição que s < k. Veremos
que este caso é imposśıvel.

Pelo Teorema 5.1,

∣

∣

∣

∣

x− ps

qs

∣

∣

∣

∣

>
1

qs (qs + qs+1)
.

Como (qi)i≥1 é uma seqüência monótona crescente, temos que

|qs x− ps| >
1

qs + qs+1
≥ 1

qk−1 + qk
. (5.8)

Além disso, como pelo Teorema 5.1

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk qk+1
=⇒ |qk x− pk| ≤

1

qk+1
.

Como Mx(β0, α0) = Mx(qk) e β0 = qs temos que

|qs x− ps| = |β0 x− α0| ≤ |qk x− pk| ≤
1

qk+1
. (5.9)

De (5.8) e (5.9),

1

qk + qk−1
<

1

qk+1
=⇒ qk+1 < qk + qk−1.
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Esta desigualdade contradiz a definição de qk+1, pois

qk+1 : = ak+1 qk + qk−1, onde ak+1 ≥ 1.

Isto implica que qk+1 ≥ qk + qk−1. Esta contradição implica que s
não é menor do que k, logo s = k, concluindo a prova do lema. �

Para terminar a prova do teorema falta demonstrar o Lema 5.7.

Prova do Lema 5.7: Suponha por contradição que α0 e α1 = α0+1
verificam

Mx(qk) = Mx(β0, α0) = Mx(β0, α0 + 1).

Como já vimos, em tal caso se verifica que

β0 x− α0 = α0 + 1 − β0 x =⇒ x =
2α0 + 1

2β0
6= α0

β0
.

Em particular,

Mx(β0, α0) = |β0 x− α0| > 0. (5.10)

Afirmação 5.10.
2α0 + 1

2β0
é irredut́ıvel.

Adiaremos a prova da afirmação para o fim da prova do lema.

Expandindo o número racional
2α0 + 1

2β0
(que suporemos em forma

irredut́ıvel) em frações cont́ınuas, temos que seu último convergente
pn/qn, que é uma fração irredut́ıvel, é ele próprio, isto é,

pn = 2α0 + 1, qn = 2β0 = an qn−1 + qn−2.

Afirmação 5.11. β0 > qn−1.

Adiaremos também a prova desta afirmação e usando-a terminare-
mos a prova do lema, que lembramos é por contradição. Fazendo

x =
pn

qn
=

2α0 + 1

2β0
, temos que

|qn−1 x− pn−1| =

∣

∣

∣

∣

qn−1
pn

qn
− pn−1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

qn−1 pn − pn−1 qn
qn

∣

∣

∣

∣

.
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Usando a Propriedade (B II), obtemos que

|qn−1 x− pn−1| =

∣

∣

∣

∣

qn−1 pn − pn−1 qn
qn

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

(−1)n+1

qn

∣

∣

∣

∣

=
1

qn
=

1

2β0
≤ 1

2
.

(5.11)

Por outro lado,

|β0 x− α0| =

∣

∣

∣

∣

β0
2α0 + 1

2β0
− α0

∣

∣

∣

∣

=
1

2
. (5.12)

Finalmente, das Equações (5.11) e (5.12) obtemos

|qn−1 x− pn−1| ≤ |β0 x− α0| = Mx(qn).

Pela Afirmação 5.11 temos qn−1 < β0, o que contradiz o fato de β0

ser mı́nimo com a propriedade Mx(β, α) = Mx(qn). Portanto, para
terminar a prova do lema devemos provar as duas afirmações.

Prova da Afirmação 5.10:
2α0 + 1

2β0
é irredut́ıvel.

Suponha que
2α0 + 1

2β0
não é irredut́ıvel, então existe ` ≥ 2, tal

que
2α0 + 1 = ` p e 2β0 = ` q.

De forma imediata temos que

|q x− p| =
1

`
|2β0 x− (2α0 + 1)| = 0.

Portanto, pela Equação (5.10),

Mx(q, p) = |q x− p| = 0 < Mx(β0, α0) = Mx(qk).

Como q ≤ β0 ≤ qk esta desigualdade contradiz a definição de Mx(qk).
Terminamos assim a prova desta afirmação. �

Prova da Afirmação 5.11: β0 > qn−1.
Lembre que se a decomposição em frações cont́ınuas de um número

racional y dada pelo Algoritmo da Divisão é da forma y = [a1, . . . , an],
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n ≥ 2, então an ≥ 2 (veja o Exerćıcio 2.1). Portanto, se n = 2,
então an ≥ 2. Observe que se n = 1 então x = 1/q1 = 1/a1 onde
an = a1 > 2: caso contrário, teŕıamos que x = 1/a1 = 1/2, con-
tradizendo x 6= 1/2.

Em resumo, se x = pn/qn com n = 1 temos

2β0 = q1 = a1 q0 + q−1 = a1 q0 > 2 q0, β0 > qn−1.

Por outro lado, se n ≥ 2,

2β0 = an qn−1 + qn−2 ≥ 2 qn−1 + q0 = 2 qn−1 + 1 > 2 qn−1.

Em ambos os casos obtemos β0 > qn−1, portanto a afirmação está
provada. �

Provadas as duas afirmações, o Lema 5.7 está demonstrado. �

A prova do Teorema 5.6 agora está conclúıda. �

5.3 Ordem de Aproximação

Até agora vimos que as boas aproximações do número real x são dadas
pelos seus convergentes. Nesta seção, dado um número irracional x,
estudaremos a existência de números racionais a/b que verificam a
desigualdade

∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
<
C

b2
, para certo C > 0. (5.13)

Na Seção 9.1, veremos que existem soluções para a desigualdade
acima para quase todo número real (um conjunto de medida total
em R). Veja a Seção 8.1, onde discutiremos de forma sucinta alguns
aspectos básicos da teoria da medida.

Obviamente na desigualdade (5.13) é suficiente considerar núme-
ros irracionais, pois para os números racionais a desigualdade sempre
tem solução. Também é suficiente considerar soluções da forma a/b
onde a e b são primos entre si: se c/d verifica a Equação (5.13) e
a/b = c/d com a e b primos entre si, então a/b também verifica a
desigualdade,

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣x− c

d

∣

∣

∣ <
C

d2
<
C

b2
,
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pois d > b.

Por simplicidade, começaremos a examinar as soluções da equação
para C = 1/2.

Proposição 5.12. Toda fração irredut́ıvel a/b satisfazendo a de-
sigualdade

∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
<

1

2 b2

é um convergente de x.

Prova: Pelo Teorema 5.4, para provar a proposição é suficiente ver
que a fração irredut́ıvel a/b é uma boa aproximação de x. Suponha,
por absurdo, que a/b não seja uma boa aproximação de x. Então,

existe
c

d
6= a

b
com 0 < d ≤ b tal que,

|d x− c| ≤ |b x− a| < 1

2 b
=⇒

∣

∣

∣x− c

d

∣

∣

∣ <
1

2 b d
.

Logo,

∣

∣

∣

c

d
− a

b

∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣

c

d
− x
∣

∣

∣+
∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
1

2 b d
+

1

2 b2
=
b+ d

2 b2 d
. (5.14)

Por outro lado, como
c

d
6= a

b
, temos que c b−a d é um número inteiro

diferente de zero. Portanto,

∣

∣

∣

c

d
− a

b

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

c b− a d

d b

∣

∣

∣

∣

≥ 1

b d
. (5.15)

De (5.14) e (5.15), como b e d são positivos, obtemos

1

b d
<
b+ d

2 b2 d
=⇒ 2 b < b+ d =⇒ b < d,

o que é uma contradição.

Portanto, a/b é uma boa aproximação de x, completando a prova
da proposição. �
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Proposição 5.13. Dado um número real x e três convergentes con-
secutivos dele,

pn−2

qn−2
,

pn−1

qn−1
,

pn

qn
,

no mı́nimo um deles satisfaz a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
1√
5 b2

.

O seguinte corolário decorre facilmente da proposição e da dis-
tribuição alternada dos convergentes na reta real na Observação 3.10.
Veja o Exerćıcio 5.1.

Corolário 5.14. Para todo número irracional x e toda constante
C ≥ 1/

√
5 a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
, a ∈ Z, b ∈ N,

tem infinitas soluções.

Prova da Proposição: A prova da proposição é por contradição.
Suponhamos que existe k ≥ 2 tal que

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

≥ 1√
5 q2n

, para n = k, k − 1, k − 2. (5.16)

Obteremos a seguinte contradição: qk < qk−1 + qk−2, em oposição
com a Propriedade (A) dos convergentes (qk = ak qk−1 + qk−2 ≥
qk−1 + qk−2).

Para simplificar escrevemos rn = (Tn(x))−1 6= 0 (lembre que x é
irracional). Usando a Propriedade (B I) dos convergentes

x =
pn + (Tn(x)) pn−1

qn + (Tn(x)) qn−1
=
pn rn + pn−1

qn rn + qn−1
,
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obtemos que

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

pn rn + pn−1

qn rn + qn−1
− pn

qn

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

pn rn qn + pn−1 qn − pn qn rn − pn qn−1

qn (qn rn + qn−1)

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

pn−1 qn − pn qn−1

q2n rn + qn qn−1

∣

∣

∣

∣

.

Pela Propriedade (B II) dos convergentes, temos

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(−1)n

q2n rn + qn qn−1

∣

∣

∣

∣

=
1

q2n rn + qn qn−1
.

Para simplificar introduzimos a seguinte notação, que será muito útil
nos próximos lemas,

φk =
qk−2

qk−1
, k ≥ 2, ψk = φk + rk−1. (5.17)

Com esta notação temos,

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

=
1

q2n rn + qn qn−1
=

1

q2n rn + q2n φn+1
=

=
1

q2n(rn + φn+1)
=

1

q2n ψn+1
.

(5.18)

As Equações (5.16) e (5.18) implicam que

1√
5 q2n

≤ 1

q2n ψn+1
=⇒ ψn+1 ≤

√
5.

Pela definição de ψk em (5.17), temos que ψk é racional, em particu-
lar, ψk 6=

√
5. Portanto,

ψn+1 <
√

5 para n = k, k − 1, k − 2.

Temos o seguinte lema cuja prova adiaremos:
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Lema 5.15. Considere k ≥ 2.

max{ψk, ψk−1} <
√

5 =⇒ φk >

√
5 − 1

2
.

Aplicando o Lema 5.15 obtemos

φk >

√
5 − 1

2
e φk+1 >

√
5 − 1

2
.

Portanto,

1

φk+1
− φk =

qk − qk−2

qk−1
<

2√
5 − 1

−
√

5 − 1

2
=

=
4 − (

√
5 − 1)2

2 (
√

5 − 1)
= 1

Isto é, qk < qk−1 + qk−2, o que contradiz a definição da seqüência
(qk)k≥−1: qk = ak qk−1 + qk−2 ≥ qk−1 + qk−2. Esta contradição
implica a Proposição 5.13.

Portanto, para terminar a prova da proposição falta demonstrar
o Lema 5.15.

Prova do Lema 5.15: O ponto chave do lema é a seguinte relação:

ψn =
1

φn+1
+

1

rn
= φn + rn−1. (5.19)

Provada esta identidade, pelas hipóteses do lema, para cada k ≥ 2 se
verifica

φk + rk−1 = ψk <
√

5 e
1

φk
+

1

rk−1
= ψk−1 <

√
5.

Reescrevendo as desigualdades,

0 < rk−1 <
√

5 − φk e
1

rk−1
<

√
5 − 1

φk
.

Multiplicando as desigualdades obtemos

1 <

(√
5 − 1

φk

)

(√
5 − φk

)

= 5 −
√

5φk −
√

5

φk
+ 1.
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Isto é,

5 −
√

5φk −
√

5

φk
> 0.

Multiplicando por

√
5φk

5
, obtemos

φ2
k + 1 −

√
5φk < 0 =⇒

(

φk −
√

5

2

)2

− 1

4
< 0.

Portanto,

(

φk −
√

5

2

)2

<
1

4
=⇒

(√
5

2
− φk

)

<
1

2
.

Logo, √
5− 1

2
≤ φk,

terminando a prova do lema.
Falta provar a Equação (5.19). Pela definição de φn+1 e pela

Propriedade (A) dos convergentes se verifica

1

φn+1
=

qn
qn−1

=
an qn−1 + qn−2

qn−1
= an + φn.

Por outro lado, das definições de rn, an e da transformação de Gauss,

1

rn
= Tn(x) =

1

Tn−1(x)
−
⌊

1

Tn−1(x)

⌋

= rn−1 − an.

Assim temos que,

1

φn+1
+

1

rn
= an + φn + rn−1 − an = φn + rn−1 = ψn.

Portanto,

ψn =
1

φn+1
+

1

rn
= φn + rn−1.

A prova do lema agora está completa. �
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Provado o Lema 5.15, a demonstração da Proposição 5.13 está
conclúıda. �

Provaremos a seguir, usando o número de ouro que introduzimos
na Seção 4.1, que a constante C = 1/

√
5 na Proposição 5.13 não

pode ser melhorada: veremos que se C < 1/
√

5, então a desigualdade
(5.13) pode ter apenas um número finito de soluções. Compare com
o Corolário 5.14, que garante que, para números irracionais, quando
C ≥ 1/

√
5 existem infinitas soluções (dadas por convergentes) para a

desigualdade (5.13).

Proposição 5.16. Considere C < 1/
√

5 e o número de ouro

O =
1 +

√
5

2
= 1 + [1, 1, . . . , 1, . . . ].

Então a desigualdade
∣

∣

∣O − a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
, a ∈ Z, b ∈ N,

tem apenas um número finito de soluções.

Observe que, pela Proposição 5.12, toda fração irredut́ıvel que
satisfaz a desigualdade

∣

∣

∣O − a

b

∣

∣

∣ <
1

2 b2

é um convergente de O. Portanto, todo a/b que verifica a desigual-

dade da proposição com C <
1√
5
<

1

2
é um convergente de O, isto

é, a/b = pk/qk, para algum k.

Prova: Para provar o lema veremos que existe uma seqüência (εk)k,
εk → 0, tal que para todo k vale

∣

∣

∣

∣

O − pk

qk

∣

∣

∣

∣

=
1

q2k
(√

5 + εk
) . (5.20)

Logo, fixado C <
1√
5
, para todo k suficientemente grande se verifica

∣

∣

∣

∣

O − pk

qk

∣

∣

∣

∣

>
C

q2k
.
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Assim, a desigualdade
∣

∣

∣

∣

O − pk

qk

∣

∣

∣

∣

<
C

q2k
é satisfeita apenas para um número finito de valores de k, obtendo a
proposição.

Provaremos agora a igualdade na Equação (5.20). Nesta prova o
fato de O − 1 ser um ponto fixo da transformação de Gauss e sua
expansão ser 1 + [1, 1, 1, . . . ] (estas duas afirmações são equivalentes)
têm um papel essencial.

Pela Observação 4.1, T n(O) = O − 1, para todo n ≥ 0. Isto é,

Tn

(√
5 + 1

2

)

=

√
5 − 1

2
.

Portanto,

(Tn(O))O =

(√
5 − 1

2

) (√
5 + 1

2

)

= 1 =⇒ (T n(O))−1 = O.

Assim, pela Propriedade (B I) e raciocinando indutivamente obtemos

O =
pk + (T k(O)) pk−1

qk + (T k(O)) qk−1
=
pk (T k(O))−1 + pk−1

qk (T k(O))−1 + qk−1
=

=
pk O + pk−1

qk O + qk−1
.

Logo, usando a Propriedade (B II),
∣

∣

∣

∣

O − pk

qk

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

pk O + pk−1

qk O + qk−1
− pk

qk

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

pk qk O + pk−1 qk − pk qk O − pk qk−1

qk (qk O + qk−1)

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

(−1)k

qk (qk O + qk−1)

∣

∣

∣

∣

=
1

qk (qk O + qk−1)
=

=
1

q2k

(

O +
qk−1

qk

) .
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Isto é,
∣

∣

∣

∣

O − pk

qk

∣

∣

∣

∣

=
1

q2k

(

O +
qk−1

qk

) . (5.21)

Para continuar a prova da proposição precisamos da seguinte pro-
priedade geral dos convergentes:

Lema 5.17. Considere um número real

x = a0 + [a1, . . . , ak, . . . ].

Para todo k ≥ 1 se verifica

qk
qk−1

= ak + [ak−1, . . . , a1].

Posporemos a prova do lema e continuaremos com a demonstração
da proposição. Como ai = 1 para todo i ≥ 0, usando o Lema 5.17,
temos

qk
qk−1

= ak + [ak−1, . . . , a1] = 1 + [1, . . . , 1]

Sabemos que

ak + [ak−1, . . . , a1] = 1 + [1, . . . , 1] → O, quando k → ∞.

Portanto,

qk−1

qk
=

1

O + εk, εk → 0 quando k → ∞.

Substituindo na Equação (5.21) e observando que se verifica

O + O−1 =
√

5,

obtemos
∣

∣

∣

∣

O − pk

qk

∣

∣

∣

∣

=
1

q2k
(

O + O−1 + εk
) =

1

q2k
(√

5 + εk
) ,

obtendo a Equação (5.20).
Para concluir a prova da proposição, é necessário provar o lema
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Prova do Lema 5.17: A prova é feita por indução. Para k = 1
temos, pela Propriedade (A) dos convergentes, que

q1
q0

=
a1 q0 + q−1

1
=
a1

1
= a1.

Portanto, o lema é verdadeiro para k = 1. Suponha que o lema vale
para todo j menor do que (k − 1),

qj
qj−1

= aj + [aj−1, . . . , a1], j = 1, . . . , (k − 1).

Pela Propriedade (A), qk = ak qk−1 + qk−2, obtemos

qk
qk−1

=
ak qk−1 + qk−2

qk−1
= ak +

qk−2

qk−1
= ak +

1
qk−1

qk−2

.

Usando a hipótese de indução

qk
qk−1

= ak +
1

ak−1 + [ak−2, . . . , a1]
=

= ak + [ak−1, ak−2, . . . , a1],

obtendo assim o lema. �

Agora, a prova do Proposição 5.16 está terminada. �

Veremos que a Proposição 5.16 ilustra o caso geral: dado um
número irracional x, para C suficientemente pequeno, a desigualdade
diofantina (5.13),

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
,

não tem soluções se, e somente se, os quocientes ai(x) da expansão
em frações cont́ınuas de x são limitados.

Teorema 5.18. Considere uma constante C > 0, um número real

x = a0 + [a1, a2, . . . , an, . . . ]

e a desigualdade (5.13)

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
, a ∈ Z, b ∈ N.
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Quocientes limitados. Dada qualquer constante M ≥ 1, para
todo

C < C0(M) =
1

M + 2
.

e todo número irracional x cujos quocientes ai são limitados
por M , ai < M , a desigualdade (5.13) acima não tem solução.

Quocientes ilimitados. Para todo número irracional x com quo-
cientes ilimitados e toda constante C > 0, a desigualdade (5.13)
acima tem infinitas soluções.

Este teorema implica que números irracionais com quocientes li-
mitados não possuem boas aproximações diofantinas. Veremos na
Seção 9.1, que os números irracionais que possuem quocientes limita-
dos constituem um conjunto pequeno (de medida zero). Assumindo
este fato, o teorema implica que existe um conjunto de medida total
de números que admitem um número infinito de boas aproximações
diofantinas.

Prova: Provaremos primeiro a parte do teorema sobre quocientes
limitados. Suponha que o número irracional x é tal que ai < M para
todo i ≥ 0. Veremos que não existem números racionais a/b que
verificam a desigualdade.

Considere um número racional a/b, b ∈ N, que satisfaz a desigual-
dade na hipótese do teorema, onde escolhemos a, b relativamente pri-
mos (isto é, a fração a/b é irredut́ıvel). Sabemos pela Proposição 5.12
que toda fração irredut́ıvel que satisfaz

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
1

2 b2

é um convergente de x. Portanto, como

C < C0(M) =
1

M + 2
<

1

2

temos que a/b é um convergente de x, isto é a/b = pk/qk para algum
k ≥ 0.
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Assim, usando o Teorema 5.1 e a Propriedade (A) dos conver-
gentes, temos para qualquer k ≥ 0,

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

>
1

qk (qk + qk+1)
=

1

qk (qk + ak+1 qk + qk−1)
=

=
1

q2k

(

1 + ak+1 +
qk−1

qk

) .

Como qk ≥ qk−1 (lembre a Propriedade (A) dos convergentes) e como
ak < M por hipótese,

1 + ak+1 +
qk−1

qk
< 1 +M + 1 = M + 2.

Assim, temos
∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

>
1

q2k (M + 2)
=
C0(M)

q2k
>
C

q2k
.

Esta última desigualdade implica que a/b não é solução da de-
sigualdade do teorema quando C < C0(M). Conclúımos assim a
prova da primeira parte do teorema.

A segunda parte do teorema relativa aos quocientes ilimitados
é uma conseqüência simples do Teorema 5.1. Observe que como os
quocientes ai de x são ilimitados, para qualquer C > 0 fixado, existem
infinitos valores de k tais que

1

ak+1
< C.

Escolhemos k tal que ak+1 satisfaça esta desigualdade. Veremos que
o convergente pk/qk de x verifica a desigualdade do teorema (para o
C fixado). Portanto, se esta afirmação é verdadeira, a conclusão é
que existem infinitos racionais que verificam a desigualdade.

Para provar esta afirmação, usamos o Teorema 5.1 e a Propriedade
(A),

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

<
1

qk qk+1
=

1

qk (ak+1 qk + qk−1)
=

=
1

q2k ak+1 + qk qk−1
<

1

q2k ak+1
<
C

q2k
,
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para infinitos valores de k. Isto termina a prova da segunda afirmação
e do teorema. �

5.4 Exerćıcios

Exerćıcio 5.1. Complete os detalhes da prova do Corolário 5.14.

Exerćıcio 5.2. Prove que, para todo p, q ∈ N, se verifica

∣

∣

∣

∣

√
2 − p

q

∣

∣

∣

∣

>
1

4 q2
.

Exerćıcio 5.3. Prove que, para todo k ∈ N, se verifica

1

2 (1 + k) q23 k−2

<

∣

∣

∣

∣

e− p3 k−2

q3 k−2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2 k q23 k−2

,

onde pk/qk é o k-ésimo convergente de e.
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Caṕıtulo 6

Números algébricos:
Aproximação e
periodicidade

Começaremos este caṕıtulo definindo números algébricos e transcen-
dentes.

Definição 6.1. Um número x é algébrico de grau n (sobre Q) se
existe um polinômio f(z) com coeficientes inteiros, de grau n ∈ N,

f(z) = co + c1 z + · · · + cn z
n, c0, . . . , cn ∈ Z e cn 6= 0,

tal que f(x) = 0, onde n ∈ N é mı́nimo com esta propriedade.
Um número é algébrico se é algébrico de grau n para algum n ∈ N.

Se o número x não é algébrico então ele é transcendente.

Observamos que o conjunto dos números algébricos é enumerável:
existe um conjunto enumerável de polinômios com coeficientes in-
teiros e cada polinômio possui um número finito de ráızes reais, assim
o conjunto dos números algébricos pode ser escrito como uma união
enumerável de conjuntos finitos, (veja o Exerćıcio 6.1). Portanto, e-
xistem números transcendentes e o seu cardinal é não enumerável.
Esta última afirmação agora é imediata (segue do teorema de Cantor

91
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que afirma que R não é enumerável). No entanto, a primeira cons-
trução de números transcendentes é creditada a Liouville (por volta
de 1850). Veremos seu algoritmo para construir números transcen-
dentes.

Na Seção 6.1 provaremos o Teorema de Liouville (Teorema 6.2),
que carateriza os números algébricos como aqueles que não admitem
boas aproximações por números racionais que excedem uma deter-
minada “ordem”(obviamente, se o número algébrico é racional, isto
significa que não pode ser bem aproximado por outros números ra-
cionais). A prova deste teorema fornece um importante algoritmo
para a construção de números transcendentes. Definiremos números
de Liouville (de forma sucinta, aqueles números irracionais “bem”
aproximados por números racionais) e veremos que o conjunto destes
números tem medida de Lebesgue zero. Veremos que isto implica que
existem números transcendentes que não são de Liouville.

Já provamos no Teorema 3.1 que os números irracionais se cara-
terizam por ter expansões em frações cont́ınuas infinitas. Na última
seção deste caṕıtulo obteremos uma interessante conseqüência do Teo-
rema 5.1: um número irracional tem expansão peŕıodica (puramente
peŕıodica ou peŕıodica a partir de um determinado termo) se, e so-
mente se, é solução de uma equação algébrica de segundo grau (Teo-
rema 6.12). Um exemplo deste tipo de número é o número de ouro
que é uma ráız da equação x2 − x− 1 = 0.

6.1 Teorema de Liouville: aproximação

de números algébricos

O principal resultado desta seção é o Teorema de Liouville.

Teorema 6.2 (Teorema de Liouville). Seja x um número algé-
brico de grau n. Então, existe uma constante C = C(x) > 0 tal
que

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ >
C

bn

para todo a, b ∈ Z, b > 0, tais que x 6= a

b
.
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Observação 6.3. Todo número racional x = c/d verifica a equação

d x− c = 0.

Portanto, todo número racional é algébrico de grau 1.
Observamos que se (c/d) 6= (a/b) e C = 1/(2 d) então

∣

∣

∣

c

d
− a

b

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

c b− a d

d b

∣

∣

∣

∣

≥ 1

d b
>
C

b
.

Isto prova o Teorema de Liouville para números algébricos de grau 1.

Antes de provar o teorema deduziremos algumas conseqüências
dele. Em primeiro lugar, o Teorema de Liouville limita a ordem
das aproximações dos números algébricos por expansões em frações
cont́ınuas. Por outro lado, o Teorema de Liouville fornece uma pode-
rosa ferramenta para construir números transcendentes (que são bem
aproximados por números racionais), como explicaremos agora.

Observe que, pelo Teorema de Liouville, se um número x ∈ (0, 1)
verifica que para toda constante C > 0 e todo número natural n
existem p, q ∈ N tais que

0 <

∣

∣

∣

∣

x− p

q

∣

∣

∣

∣

≤ C

qn
,

então o número x é transcendente.
Usaremos esta observação para construir números transcendentes.

Algoritmo 6.4 (Algoritmo de Liouville). Considere um número
x cujos quocientes ai são definidos indutivamente como segue: supo-
nha definidos os quocientes a1, . . . , ak e portanto definido o conver-
gente pk/qk, escolhemos ak+1 satisfazendo a desigualdade

ak+1 > qk−1
k .

O número resultante

x = [a1, . . . , ak, . . . ]

é transcendente.
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Prova: Para provar a afirmação observamos que, pelo Teorema 5.1
e pela Propriedade (A) dos convergentes,

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk qk+1
=

1

qk (ak+1 qk + qk−1)
≤

≤ 1

q2k ak+1
<

1

qk+1
k

,

onde a última desigualdade segue da escolha de ak+1.

Veremos agora que x não é algébrico. Se fosse algébrico de or-
dem k ele verificaria o Teorema de Liouville. Por outro lado, fixado
qualquer C > 0 existe k tal que C > 1/qk (lembre que qk → ∞
quando k → ∞). Mas o algoritmo implica que o número racional
pk/qk verifica

∣

∣

∣

∣

x− pk

qk

∣

∣

∣

∣

<
1

qk+1
k

<
C

qk
k

,

o que pelo Teorema de Liouville contradiz o fato de x ser algébrico
de ordem k. �

Esta construção motiva a seguinte definição:

Definição 6.5 (Número de Liouville). Um número x ∈ R é
número de Liouville se para todo número natural n existem a, b ∈ Z,
b ≥ 1, tais que

0 <
∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
1

bn
.

Observe que todo número de Liouville é transcendente (veja E-
xerćıcio 6.6). Portanto, os números de Liouville não são racionais.
De fato, os números transcendentes obtidos no algoritmo são de fato
números de Liouville. O número e é um exemplo de número tran-
scendente que não é de Liouville (veja o Exerćıcio 6.5).

Por exemplo, o número

α =

∞
∑

n=0

1

2n!
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é um número de Liouville. Para isso observe que

∣

∣

∣

∣

∣

α−
m
∑

n=0

1

2n!

∣

∣

∣

∣

∣

=

∞
∑

n=m+1

1

2n!
<

∞
∑

n=(m+1)!

1

2n
=

=
2

2(m+1)!
=

1

2(m+1)!−1
≤ 1

2m (m!)
.

Agora é suficiente considerar o número

m
∑

n=0

1

2n!
=
a

b
, b = 2n!.

Discutiremos estes números depois da prova to Teorema 6.2.

Prova do Teorema 6.2: Pela Observação 6.3, precisamos demons-
trar o teorema apenas para números irracionais.

Como x é algébrico de grau n, temos que x verifica uma equação
com coeficientes inteiros da forma,

f(x) = co + c1 x+ c2 x
2 + · · · + cn x

n = 0, cn 6= 0.

Assim

f(z) = (z − x) g(z), (6.1)

onde g é um polinômio de grau n− 1.
Afirmamos que g(x) 6= 0, pois caso contrário x seria um número

algébrico de grau no máximo (n− 1). Portanto, existe δ > 0 tal que

g(z) 6= 0 para todo z ∈ Vδ = [x− δ, x+ δ].

Tomamos agora qualquer número racional a/b. Há dois casos que
devemos tratar de forma diferente: a/b ∈ Vδ e a/b /∈ Vδ .

Se a/b ∈ Vδ então g(a/b) 6= 0. Fazendo z = a/b na Equação (6.1),
obtemos

a

b
− x =

f
(a

b

)

g
(a

b

) =
co + c1

(a

b

)

+ · · · + cn

(a

b

)n

g
(a

b

) .
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Multiplicando por bn o numerador e o o denominador da última
equação, temos

a

b
− x =

co b
n + c1 a b

n−1 + · · · + cn a
n

bn g
(a

b

) .

Note que, co b
n + c1 a b

n−1 + · · · + cn a
n 6= 0, caso contrário, como

bn 6= 0 6= g(a/b), teŕıamos x = a/b, o que contradiz a irracionalidade
de x. Portanto, como co b

n + c1 a b
n−1 + · · · + cn a

n é um inteiro
diferente de zero,

|co bn + c1 a b
n−1 + · · · + cn a

n| ≥ 1.

Seja M > 0 tal que |g(z)| ≤M , para todo z ∈ Vδ . Então,

∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

co b
n + c1 a b

n−1 + · · · + cn a
n

bn g
(a

b

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ 1

M bn
>

1

(M + 1) bn
.

No segundo caso, a/b /∈ Vδ , como bn ≥ 1, temos que

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ > δ >
δ

2 bn
.

Portanto, para provar o teorema basta escolher

C = min{1/(M + 1), δ/2}.

Observe que esta constante não depende do número a/b escolhido.
Agora a prova do teorema está concluida. �

Provaremos agora algumas propriedades dos números de Liouville.
Primeiro afirmamos que o conjunto dos números de Liouville é não
enumerável (veja o Exerćıcio 6.5). Temos o seguinte resultado:

Proposição 6.6. O conjunto dos números de Liouville tem medida
zero.

Lembre que um conjunto K ⊂ R tem medida zero se para todo
ε > 0 existe uma famı́lia enumerável de abertos {(ai, bi)i∈N} tal que

K ⊂
∞
⋃

i=1

(ai, bi) e

∞
∑

i=1

bi − ai < ε.
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Esta noção aparece de forma natural nos cursos de Análise quando
se estuda a integral de Riemann.

Todo conjunto enumerável é um conjunto de medida zero. O con-
junto de Cantor ternário é um exemplo de conjunto não enumerável
de medida zero (veja o Exerćıcio 6.4). A proposição implica que o
conjunto dos números de Liouville é outro exemplo de conjunto não
enumerável de medida zero.

Neste ponto necessitamos alguns argumentos simples da teoria da
medida. Temos que os conjuntos dos números algébricos e de Liou-
ville têm medida zero. Portanto, sua união tambem tem medida zero
(veja o Exerćıcio 6.4). Dizemos que um conjunto tem medida total
se seu complementar tem medida zero. As afirmações precedentes
implicam que o conjunto dos números transcendentes que não são de
Liouville tem medida total.

Corolário 6.7. Os números transcendentes que não são de Liouville
têm medida total em R. Portanto, existem números transcendentes
que não são de Liouville.

De fato, o corolário significa que os números transcendentes que
não são de Liouville são a “maioria” (isto corresponde a noção de
quase todo ponto que apresentaremos na Seção 8.1).

Prova da Proposição 6.6: Usando o Exerćıcio 6.4 (a união enu-
merável de conjuntos de medida zero tem medida zero) é suficiente
verificar que os números de Liouville do intervalo [0, 1] tem medida
zero. Denotamos por L o conjunto dos números de Liouville em [0, 1].
Dado ε > 0 devemos exibir uma cobertura enumerável {(ai, bi)i∈N}
de L tal que

∑∞
i=1 bi − ai < ε.

Consideramos a seguinte famı́lia enumerável de conjuntos abertos

Vn,q =

q−1
⋃

p=0

(

p

q
− p

qn
,
p

q
+

p

qn
,

)

, q ≥ 2, n ∈ N.

Afirmamos que, para todo n

L ⊂ Vn =

∞
⋃

q=2

Vn,q . (6.2)



“livrocbmf”
2007/5/21
page 98

i

i

i

i

i

i

i

i
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Este fato segue da definição de número de Liouville: se x ∈ L então
existem a, b ∈ N tais que x ∈ (a/b − 1/bn, a/b + 1/bn). Portanto,
x ∈ Vn,b.

Calcularemos agora a soma dos comprimentos dos intervalos de
Vn. Temos que a soma dos seus comprimentos é

∞
∑

q=2

(

q−1
∑

p=0

2 p

qn

)

=

∞
∑

q=2

2 q (q − 1)

qn
≤ 2

∞
∑

q=2

1

qn−2
.

Observe que, se n ≥ 3,

∞
∑

q=2

1

qn−2
≤
∫ ∞

1

1

xn−2
dx =

1

n− 3
.

Portanto, a soma dos comprimentos é menor do que 2/(n−3). Agora
é suficiente escolher n suficientemente grande tal que 2/(n− 3) < ε.
A prova da proposição está terminada. �

Fechamos a discussão sobre os números de Liouville com um re-
sultado topológico que afirma que os números de Liouville formam
um conjunto residual de R.

Dizemos que um conjunto B de R é residual se existe uma famı́lia
(Un)n∈N de abertos densos de R tais que ∩n∈N Un ⊂ B. Definimos
conjuntos residuais em [0, 1) da forma óbvia.

Veremos primeiro o Teorema de Baire que afirma que conjun-
tos residuais de R são densos. Para que o texto resulte auto-contido,
provaremos este teorema (que usaremos também no Caṕıtulo 7). Ob-
servamos que os conjuntos residuais verificam uma propriedade im-
portante: por definição, a interseção de um conjunto enumerável de
conjuntos residuais é um conjunto residual. Portanto, o Teorema de
Baire garante que sua interseção é um conjunto denso. Por outro
lado, a interseção finita de conjuntos densos pode não ser um con-
junto denso. Por exemplo, a interseção do conjuntos dos números
irracionais I e dos racionais Q que são densos em R é vazia.

Teorema 6.8 (Teorema de Baire). Todo subconjuunto residual de
R é denso em R.
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Prova: A prova é por absurdo, suponha que existe um conjunto
residual B que não é denso em R. Pela definição de conjunto resi-
dual, existe uma famı́lia (Un)n∈N de abertos densos de R tais que
∩n∈N Un ⊂ B. Pela hipótese de absurdo, existem um ponto z0 ∈ R

e ε0 > 0 tais que [z0 − ε0, z0 + ε0] ∩ B = ∅. Como o conjunto U1 é
denso em R existem z1 ∈ (z0 − ε0, z0 + ε0) ∩ U1 e ε1 < ε0/2 tais que
[z1 − ε1, z1 + ε1] ⊂ (z0 − ε0, z0 + ε0) e [z1 − ε1, z1 + ε1] ⊂ U1.

Procedemos agora indutivamente e obtemos seqüências de pontos
zn e de números positivos tais que

• zn ∈ (zn−1 − εn−1, zn−1 + εn−1) ∩ Un (isto segue da densidade
de Un) e [zn − εn, zn + εn] ⊂ Un,

• [zn − εn, zn + εn] ⊂ (z0 − ε0, z0 + ε0),

• εn <
εn−1

2
<
ε0
2n

.

Observe que a seqüência (zn)n∈N é de Cauchy por construção (veja o
Exerćıcio 6.7). Considere z = limn→∞ zn e observe que por constru-
ção

|z − zn| ≤
∑

k≥n

|zk+1 − zk| ≤
∑

k≥n+1

εk ≤ εn

∑

k≥1

1

2k
= εn.

Portanto, z ∈ [zn − εn, zn + εn] ⊂ Un, para todo n. Assim, z ∈
∩n∈NUn ⊂ B. Por outro lado, z ∈ [z0 − ε0, z0 + ε0] e, por hipótese,
[z0−ε0, z0+ε0]∩B = ∅. Obtemos assim uma contradição, terminando
a prova do teorema. �

Observação 6.9. Todo conjunto residual B de R não é enumerável.
Veremos isto por absurdo, se B fosse enumerável teriamos B =
{xn}n∈N e uma famı́lia (Un)n∈N de abertos densos de R tais que
∩n∈N Un ⊂ B. Consideremos a nova famı́lia Vn = Un \ {xn}. Ob-
viamente, cada Vn é aberto e denso em R. Assim o conjunto D =
∩n∈N Vn é residual, e portanto denso, em R. Mas por construção o
conjunto D é vazio: está contido em B e nenhum elemento xn de B
pertence a D.

Assim temos que Q é um conjunto denso de R que não é residual.
Os números irracionais formam um conjunto residual de R (veja o
Exerćıcio 6.8).
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Observação 6.10. Lembramos que um espaço métrico (X, d) é com-
pleto se toda seqüência de Cauchy é convergente. O Teorema de
Baire vale para espaços métricos completos. De fato, a prova acima
funciona considerando bolas em vez de intervalos abertos (veja o E-
xerćıcio 6.9).

Proposição 6.11. O conjunto dos números de Liouville é residual
(portanto denso) em R.

Prova: É suficiente provar a proposição para números de Liou-
ville do intervalo [0, 1]. Observe que por construção, para cada n, o
conjunto Vn contém os números racionais de (0, 1). Portanto é um
conjunto aberto e denso de [0, 1]. Consideramos a seguinte interseção
enumerável de abertos e densos de [0, 1]:

V =

(

⋂

n

Vn

)

∩





⋂

r∈Q

(0, 1) \ {r}





Por construção, o conjunto V é residual em [0, 1]. Afirmamos que
L = V.

A inclusão L ⊂ V segue da prova da proposição. Para a inclusão
em sentido contrário observe que se x ∈ V então para todo n ∈ N

temos que x ∈ Vn e portanto existem p e q tais que |x− p/q| < 1/qn.
Esta é exatamente a definição de número de Liouville. �

6.2 Periodicidade e equações quadráticas

Vimos na Seção 4.1 que o número de ouro O satisfaz a equação
quadrática

z2 − z − 1 = 0

e tem expansão 1 + [1, 1, 1, . . . ], portanto, sua expansão é periódica.
Veremos no Teorema 6.12 que estas duas propriedades (ser solução de
uma equação quadrática e ter expansão periódica) estão muito rela-
cionadas: a expansão em frações cont́ınuas de um número irracional
x (necessariamente infinita) é periódica se, e somente se, x satisfaz
uma equação quadrática, isto é, x é ráız de um polinômio da forma

P (z) = a z2 + b z + c, a, b, c ∈ Z, a > 0.



“livrocbmf”
2007/5/21
page 101

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 6.2: PERIODICIDADE E EQUAÇÕES QUADRÁTICAS 101

Antes de provar esta afirmação, introduziremos uma notação para
expansões em frações cont́ınuas periódicas similar à usada para as
expansões n-árias periódicas. Como no caso das expansões n-árias,
há dois tipos de expansões periódicas, as puramente periódicas (como
no caso do número de ouro) e as pré-periódicas (aquelas que são pe-
riódicas a partir de certo d́ıgito).

Dizemos que a expansão em frações cont́ınuas do número x é

• se

x = a0 + [a1, a2, . . . ], ai = ai+m, para todo i ≥ 0,

onde m é mı́nimo com tal propriedade. Neste caso, escrevemos

x = a0 + [a1, . . . , am−1],

Observamos que para os números do intervalo (0, 1) o número
a0 = 0 não é considerado. Portanto, ser periódico de peŕıodo
m significa que

x = [a1, . . . , am], ai = ai+m, para todo i ∈ N.

Observamos que x ∈ (0, 1) tem expansão periódica de peŕıodo
m se, e somente se, Tm(x) = x e T j(x) 6= x para 0 < j < m
(veja o Exerćıcio 6.11).

• pré-periódica de peŕıodo m > 0 se existe n ≥ 1 tal que

x = a0 + [a1, a2, . . . ], an+(i+m) = an+i para todo i ∈ N,

onde n e m são mı́nimos com tal propriedade. Isto é, existe um
bloco inicial seguido de um outro bloco que se repete infinitas
vezes. A notação para esse caso é

x = a0 + [a1, . . . , an−1, an, . . . , an+m−1].

Observamos que x ∈ (0, 1) tem expansão pré-periódica se, e so-
mente se, existe n tal que T n(x) tem expansão periódica (assim
justificamos o nome pré-periódico para este tipo de expansões).
Veja o Exerćıcio 6.11.
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Enunciaremos agora o principal resultado desta seção.

Teorema 6.12 (Lagrange). Seja x um número irracional. A ex-
pansão em frações cont́ınuas de x é periódica ou pré-periódica se, e
somente se, x é solução de uma equação quadrática com coeficientes
inteiros.

Antes de provar o teorema, sugerimos que prove “a mão” que
os números de intervalo (0, 1) de peŕıodos um e dois são algébricos
(Exerćıcio 6.10).

Prova: Dividiremos a prova do teorema em duas proposições (su-
ficiência e necessidade).

Proposição 6.13. Se um número irracional x tem expansão perió-
dica ou pré-periódica então satisfaz uma equação quadrática.

Prova da Proposição: Veremos primeiro o caso em que a expan-
são de x é periódica (de peŕıodo m). Observe que é suficiente provar
o resultado para x ∈ (0, 1) (justifique!). Usando a periodicidade ob-
teremos de forma expĺıcita uma equação de segundo grau que tem x
como ráız. O ponto chave da prova da proposição é o seguinte lema:

Lema 6.14. Considere x ∈ (0, 1) irracional com expansão periódica
de peŕıodo m. Então Tm(x) = x.

Lembre que no caso do número de ouro temos O − 1 = O−1,
portanto O é raiz de x2 − x− 1.

Posporemos a prova do lema e continuaremos a demonstração da
proposição. Pela Propriedade (B I) dos convergentes e o Lema 6.14,

x =
pm + (Tm(x)) pm−1

qm + (Tm(x)) qm−1
=
pm + x pm−1

qm + x qm−1
.

Logo,
x2 qm−1 + x qm = x pm−1 + pm.

Isto é,
qm−1 x

2 + (qm − pm−1)x− pm = 0.

Finalmente, como m > 0, temos que qm−1 ≥ q0 = 1. Portanto, a
equação acima é uma equação quadrática. Isto prova a proposição
no caso periódico. Provaremos agora o lema.
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Prova do Lema 6.14: Por hipótese, se verifica

x = [a1, . . . , am].

Observamos, primeiro, que pela definição de T e dos quocientes de x,

x = [a1, . . . , am + Tm(x)]

Por outro lado, pela periodicidade,

x =
[

a1, . . . , am + [a1, . . . , am + . . . ]
]

=

= [a1, . . . , am + x] .

Portanto,

[a1, . . . , am + Tm(x)] = [a1, . . . , am + x].

Agora, é óbvio que Tm(x) = x, obtendo o lema. �

O caso pré-periódico segue de forma similar, temos

x = [a1, . . . , an−1, an, . . . , an+m−1].

Primeiro obtemos uma versão do Lema 6.14 neste caso. Observe que

Tn−1(x) = [an, . . . , an+m−1].

Isto significa que T n−1(x) tem expansão periódica de peŕıodo m e
assimTn−1+m(x) = Tn−1(x). Então, pela Propriedade (B I) aplicada
a (n− 1) e (n+m− 1),

x =
pn−1 + (Tn−1(x)) pn−2

qn−1 + (Tn−1(x)) qn−2
=

=
pn−1+m + (Tn−1+m(x)) pn−2+m

qn−1+m + (Tn−1+m(x)) qn−2+m
=

=
pn−1+m + (Tn−1(x)) pn−2+m

qn−1+m + (Tn−1(x)) qn−2+m
.
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Portanto, usando a primeira e a última igualdades obtemos

Tn−1(x) =
pn−1 − x qn−1

x qn−2 − pn−2
=

=
pn−1+m − x qn−1+m

x qn−2+m − pn−2+m
.

Isto é
pn−1 − x qn−1

x qn−2 − pn−2
=
pn−1+m − x qn−1+m

x qn−2+m − pn−2+m
.

Escrevendo

a = qn−2 qn−1+m − qn−2+m qn−1,
b = pn−1 qn−2+m + qn−1 pn−2+m − pn−1+m qn−2

−qn−1+m pn−2,
c = pn−2 pn−1+m − pn−2+m pn−1,

obtemos que
a x2 + b x+ c = 0. (6.3)

Afirmamos que a equação acima é uma equação quadrática, isto é,
que a 6= 0. Caso contrário teriamos,

qn−2 qn−1+m − qn−2+m qn−1 = 0,

e portanto qn−1+m dividiria qn−2+m qn−1. Pela Propriedade (B II),
qn−1+m e qn−2+m são primos entre si. Portanto, se qn−1+m neces-
sariamente deve dividir qn−1. Mas isto é absurdo já que qn−1+m >
qn−1. Logo,

qn−2 qn−1+m − qn−2+m qn−1 6= 0,

Assim a equação (6.3) é quadrática, o que prova a proposição no caso
pré-periódico, e termina a prova da proposição. �

Proposição 6.15. Considere um número irracional x que é solução
de uma equação quadrática com coeficientes inteiros. Então a ex-
pansão em frações cont́ınuas de x é periódica ou pré-periódica.

Prova: A prova da demonstração tem duas etapas. O primeiro
passo é obter uma famı́lia de equações quadráticas (com coeficientes
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inteiros) tal que, para cada k, T k(x) é solução de uma equação da
forma

Ak (T k(x))2 +Bk T
k(x) + Ck = 0, Ak ∈ N, Bk, Ck ∈ Z.

O segundo passo é ver que de fato existem um número finito de tais
equações.

Provados estes dois passos temos que T k(x) assume um número
finito de valores: Se há ` equações diferentes haverá no máximo 2 `
soluções diferentes e portanto T k(x) pode tomar no máximo 2 ` va-
lores diferentes. Assim, existem k ≥ 0 e h > 0 tais que T k(x) =
T k+h(x). Isto automaticamente implica que a seqüência T j(x) é
periódica (se k = 0) ou pré-periodica. Portanto, a expansão de x
em frações cont́ınuas é periódica (no primeiro caso) ou pré-periódica
(no segundo), provando a proposição.

Veremos a seguir as provas dos dois passos. Observamos primeiro
que podemos supor que x ∈ (0, 1): x ∈ R é solução de uma equação
quadrática com coeficientes inteiros se, e somente se, x̄ = x − bxc ∈
[0, 1) é solução de uma equação desse tipo.

Primeiro passo: Por hipótese, existem inteiros a, b e c, a > 0, tais
que

a x2 + b x+ c = 0.

Usando a Propriedade (B I),

x =
pk + (T k(x)) pk−1

qk + (T k(x)) qk−1
, k ≥ 1.

Substituimos x na equação acima pelo novo valor e obtemos, para
cada k ≥ 1,

0 = a (pk + (T k(x)) pk−1)
2+

+b (pk + (T k(x)) pk−1) (qk + (T k(x)) qk−1)+

+c (qk + (T k(x)) qk−1)
2.
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Então,

0 = a (p2
k + 2 (T k(x)) pk−1 pk + (T k(x))2 p2

k−1)+

+b (pk qk + (T k(x))pk qk−1 + (T k(x)) pk−1 qk+

+(T k(x))2 pk−1 qk−1)+

+c(q2k + 2 (T k(x)) qk qk−1 + (T k(x))2 q2k−1).

Reorganizando a equação acima obtemos,

Ak (T k(x))2 +Bk T
k(x) + Ck = 0,

onde
Ak = a p2

k−1 + b pk−1 qk−1 + c q2k−1,

Bk = 2 a pk−1 pk + b pk qk−1 + b pk−1 qk+
+2 c qk qk−1,

Ck = a p2
k + b pk qk + c q2k.

(6.4)

Afirmamos que Ak 6= 0 para todo k ≥ 1, assim obtemos uma
famı́lia de equações quadráticas com coeficientes inteiros. Caso con-
trário, se Ak = 0, T k(x) seria um número racional e portanto x
também seria racional, o que é absurdo (lembre que x é irracional
por hipótese). Terminamos assim a prova do primeiro passo.

Segundo passo: Para provar que existem um número finito de
equações é suficiente provar o seguinte:

Lema 6.16. Existe M ∈ N tal que max{|Ak|, |Bk|, |Ck |} ≤M.

Como os coeficientes das equações são inteiros, o lema implica que
existem no máximo (2M + 1)3 equações.

Prova do Lema: Pelo Teorema 5.1, para k ≥ 1,

∣

∣

∣

∣

x− pk−1

qk−1

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qk qk−1
≤ 1

qk−1qk−1
=

1

q2k−1

,
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e podemos escrever

x =
pk−1

qk−1
− ε

q2k−1

, onde |ε| ≤ 1,

isto é,

pk−1 = x qk−1 +
ε

qk−1
.

Substituindo o valor de pk−1 na Equação (6.4) temos que

Ak = a

„

x qk−1 +
ε

qk−1

«2

+ b

„

x qk−1 +
ε

qk−1

«

qk−1 + c q2
k−1 =

= ax2 q2
k−1 + 2 ax ε + a

„

ε

qk−1

«2

+ b x q2
k−1 + b ε + c q2

k−1 =

= q2
k−1

`

a x2 + b x + c
´

+ 2 a x ε + a

„

ε

qk−1

«2

+ b ε.

Como por hipótese a x2 + b x+ c = 0 obtemos

Ak = 2 a x ε+ a

(

ε

qk−1

)2

+ b ε =

= ε

(

2 a x+ b+ a

(

ε

q2k−1

))

.

Como qk−1 ≥ 1 e |ε| ≤ 1, usando a desigualdade triangular,

|Ak | =

∣

∣

∣

∣

ε

(

2 a x+ b+ a

(

ε

q2k−1

))∣

∣

∣

∣

≤ 2 |a x| + |b| + |a|.

Portanto, como x, a e b estão fixos, os coeficientes |Ak | estão limitados
por uma constante M1.

Note também que, por definição, se verifica Ai = Ci−1 (confira
diretamente na Equação (6.4)). Portanto,

|Ck | = |Ak+1| < M1.

Portanto, os |Ak| e |Ck | são limitados. Falta obter uma cota para os
Bk.

Podemos também, através de uma conta simples (mas infeliz-
mente enfadonha), provar o seguinte
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Afirmação 6.17. O discriminante ∆ da Equação (6.4) é

∆ = B2
k − 4Ak Ck = b2 − 4 a c.

Usando a afirmação obtemos,

|Bk|2 = |B2
k| = |b2 − 4 a c+ 4Ak Ck|.

Portanto, como os |Ak | e |Ck| são limitados, e a, b e c estõ fixos, os
Bk também são limitados. Para provar o lema necessitamos provar a
afirmação.

Prova da Afirmação 6.17: Em primeiro lugar, lembramos a
definição de Bk em (6.4),

Bk = 2 a pk−1 pk + b pk qk−1 + b pk−1 qk + 2 c qk qk−1,

obtemos que

B2
k = (2 a pk−1 pk + b pk qk−1 + b pk−1 qk + 2 c qk qk−1)

2
=

= 4 a2 p2
k−1 p

2
k + 2 a b pk−1 p

2
k qk−1+

+2 a b p2
k−1 pk qk + 4 a c pk−1 pk qk−1 qk+

+2 a b pk−1 p
2
k qk−1 + b2 p2

k q
2
k−1+

+b2 pk−1 pk qk−1 qk + 2 b c pk q
2
k−1 qk+

+2 a b p2
k−1 pk qk + b2 pk−1 pk qk−1 qk+

+b2 p2
k−1 q

2
k + 2 b c pk−1 qk−1 q

2
k+

+4 a c pk−1 pk qk−1 qk + 2 b c pk q
2
k−1 qk+

+2 b c pk−1 qk−1 q
2
k + 4 c2 q2k−1 q

2
k.
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Logo,

B2
k = 4 a2 p2

k−1 p
2
k + 4 a b pk−1 p

2
k qk−1+

+4 a b p2
k−1 pk qk + (8 a c+ 2 b2) pk−1 pk qk−1 qk+

+b2 p2
k q

2
k−1 + 4 b c pk q

2
k−1 qk + b2 p2

k−1 q
2
k+

+4 b c pk−1 qk−1 q
2
k + 4 c2 q2k−1 q

2
k.

Como

Ak = a p2
k−1 + b pk−1 qk−1 + c q2k−1,

e

Ck = a p2
k + b pk qk + c q2k,

obtemos que

−4Ak Ck = −4
(

a p2
k−1 + b pk−1 qk−1 + c q2k−1

)

·

·
(

a p2
k + b pk qk + c q2k

)

=

= −4 a2 pk−1 p
2
k − 4 a b p2

k−1 pk qk

−4 a c p2
k−1 q

2
k−1 − 4 a b pk−1 p

2
k qk−1

−4 b2 pk−1 pk qk−1 qk − 4 b c pk−1 qk−1 q
2
k

−4 a c p2
k q

2
k−1 − 4 b c pk q

2
k−1 qk − 4 c2 qk−1 qk.
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Logo, lembrando que

∆ = B2
k − 4Ak Ck =

= 4 a2 p2
k−1 p

2
k + 4 a b pk−1 p

2
k qk−1

+4 a b p2
k−1 pk qk + (8 a c+ 2 b2) pk−1 pk qk−1 qk

+b2 p2
k q

2
k−1 + 4 b c pk q

2
k−1 qk + b2 p2

k−1 q
2
k+

+4 b c pk−1 qk−1 q
2
k + 4 c2 q2k−1 q

2
k

−4 a2 pk−1 p
2
k − 4 a b p2

k−1 pk qk

−4 a c p2
k−1 q

2
k−1 − 4 a b pk−1 p

2
k qk−1

−4 b2 pk−1 pk qk−1 qk − 4 b c pk−1 qk−1 q
2
k

−4 a c p2
k q

2
k−1 − 4 b c pk q

2
k−1 qk − 4 c2 qk−1 qk.

Reorganizando a equação acima

∆ = 8 a c pk−1 pk qk−1 qk − 2 b2 pk−1 pk qk−1 qk+

+(b2 − 4 a c) p2
k q

2
k−1 + (b2 − 4 a c) p2

k−1 q
2
k =

= +(b2 − 4 a c)

(−2 pk−1 pk qk−1 qk + p2
k q

2
k−1 + p2

k−1 q
2
k) =

= (b2 − 4 a c) (pk qk−1 − pk−1 qk)2.

Pela Propriedade (B II),

∆ = (b2 − 4 a c)((−1)n+1)2 = b2 − 4 a c.

Finalizamos assim a prova da afirmação. �

Provada a afirmação a demonstração do lema está conclúıda. �
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Provado o lema a demonstração da Proposição 6.15 está finaliza-
da. �

Provadas as Proposições 6.13 e 6.15 a prova do teorema está con-
cluida. �

6.3 Exerćıcios

Exerćıcio 6.1. Prove que o conjunto dos números algébricos é enu-
merável.

Exerćıcio 6.2. Considere um número natural k ≥ 2. Prove que

∞
∑

n=0

1

kn!

é um número de Liouville. Quando k = 10 este número é conhecido
como a constante de Liouville.

Exerćıcio 6.3. Usando a expansão em frações cont́ınuas, prove que
o número e não é de Liouville.

Exerćıcio 6.4. Prove que

• todo conjunto enumerável tem medida zero,

• a união enumerável de conjuntos de medida zero tem medida
zero,

• o conjunto de Cantor ternário (definido como o fecho dos nú-
meros do intervalo [0, 1] que não possuem 1 na sua expansão
em base 3) é não enumerável e tem medida zero.

Exerćıcio 6.5. Prove que o conjunto dos números de Liouville não
é enumerável.

Exerćıcio 6.6. Prove que todo número de Liouville é transcendente.

Exerćıcio 6.7. Prove que a seqüência (zn)n na prova do Teorema
de Baire (Teorema 6.8) é de Cauchy.
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Exerćıcio 6.8. Prove que o conjunto dos números irracionais é resid-
ual em R.

Exerćıcio 6.9. Prove o Teorema de Baire para espaços métricos
completos.

Exerćıcio 6.10. Prove diretamente que os números do intervalo
(0, 1) que verificam T (x) = x ou T 2(x) = x são algébricos de grau
dois.

Exerćıcio 6.11. Considere x ∈ (0, 1).

• O número tem expansão periódica de peŕıodo m se, e somente
se, Tm(x) = x e T j(x) 6= x para 0 < j < m.

• O número tem x ∈ (0, 1) tem expansão pré-periódica se, e so-
mente se, existe n tal que T n(x) tem expansão periódica.

Exerćıcio 6.12. Considere o número x = 1 + [1, 2, 1, 1, 2, . . . ] =
1 + [1, 2]. Encontre uma equação quadrática que tenha x como ráız.

Exerćıcio 6.13. Considere o conjunto L dos números do intervalo
[0, 1] que são solução de alguma equação quadrática com coeficientes
inteiros. Prove que L é denso em [0, 1].
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Caṕıtulo 7

Dinâmica da
transformação de Gauss

Veremos neste caṕıtulo algumas propriedades dinâmicas da trans-
formação de Gauss como a existência de órbitas densas e a densidade
dos pontos periódicos. Por exemplo, a Proposição 7.10 afirma que e-
xiste um conjunto residual de pontos do intervalo (0, 1) cujas órbitas
são densas em (0, 1). Também veremos algumas propriedades de mis-
tura da transformação de Gauss.

Lembramos que estabelecemos no Caṕıtulo 3 uma correspondência
biuńıvoca entre os números irracionais e as seqüências infinitas de
números naturais, usando as propriedades da expansão em frações
cont́ınuas. Na Seção 7.2, daremos uma prova dinâmica deste re-
sultado usando algumas propriedades sobre a dinâmica da trans-
formação de Gauss. Lembramos que um fato essencial é que a ex-
pansão em frações cont́ınuas de um número x está determinada pelos
seus iterados T i(x) pela transformação de Gauss. Este fato estab-
elece a relação entre a dinâmica e a expansão em frações cont́ınuas e
será explorado neste e no próximo caṕıtulo.

Para motivar nossas construções envolvendo iterações da trans-
formação de Gauss e introduzir algumas idéias dinâmicas da forma
mais natural posśıvel, veremos na Seção 7.1 outras expansões de
números reais (n-ária, β e séries de Lüroth) obtidas compondo (i-

113
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terando) funções. Isto é, a expansão tem associado um sistema
dinâmico.

A expansão mais simples e mais familiar é a n-ária (da qual a
decimal e a binária são exemplos) cujo sistema dinâmico associado é
a multiplicação por n ∈ N, n ≥ 2,

En : [0, 1) → [0, 1), En(x) = nx− bnxc.

Veremos também outros dois exemplos: as expansões β (cujo sistema
dinâmico associado é a multiplicação por β ∈ (1, 2)) e as expansões
de Lüroth (uma versão linear da transformação de Gauss). Nestes
exemplos, o sistema dinâmico subjacente é muito mais simples do que
a transformação de Gauss. Por exemplo, nos casos acima as trans-
formações são sempre afins e uniformemente expansoras (o módulo
da derivada é estritamente maior do que um). Veremos que a pro-
priedade de expansividade é muito útil.

Finalmente, na Seção 7.3 estudaremos algumas propriedades de
mistura da transformação de Gauss (transitividade e misturadora).
Veremos versões probabiĺısticas (ergódicas) de algumas destas pro-
priedades no Caṕıtulo 8

7.1 Outras expansões de números reais

Nesta seção discutiremos três exemplos de expansões de números
reais: expansões n-árias e β e séries de Lüroth. Uma boa referência
para o estudo deste tipo de expansões é [5]. Veja também o texo [16]
sobre Dinâmica Aritmética, uma área dos sistemas dinâmicos onde
confluem dinâmica simbólica, teoria ergódica e aritmética.

7.1.1 Expansões n-árias

Dado um número natural n ≥ 2, a expansão n-ária de um número
x ∈ [0, 1) consiste em escrever x como a soma

x =

∞
∑

k=1

νk(x)

nk
, νk(x) ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
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Os números νk(x) desempenham um papel similar aos quocientes
ak(x) da expansão em frações cont́ınuas. Analogamente, as somas

sm(x) =
m
∑

k=1

νk(x)

nk

desempenham o papel dos convergentes.
Observe que no caso das expansões n-árias temos sempre uma cota

para aproximação de x por sm(x) (veremos que o mesmo acontece no
caso das frações cont́ınuas):

|x− sm(x)| ≤
∞
∑

k=m+1

n−k =
1

nm (n− 1)
.

No caso das expansões n-árias é simples determinar os νk(x). Por
exemplo, no caso da expansão decimal, n = 10, se x = 0, 1232147 . . .
sabemos que ν6(x) = b(10)E5

10(x)c = 4.
Consideramos os intervalos

Jk =

[

k

n
,
k + 1

n

)

⊂ [0, 1), k = 0, 1, . . . , (n− 1).

Observamos que En(Jk) = [0, 1). Consideramos também o espaço

Σn = {0, . . . , n− 1}N

de todas as seqüências infinitas ι = (ιk)k∈N formadas por números
naturais ιk com 0 ≤ ιk ≤ (n− 1).

Definimos a seguinte transformação:

ι : [0, 1) → Σn, ι(x) = (ιj(x))
∞
j=1,

onde ιj(x) = k se, e somente se, Ej−1
n (x) ∈ Jk.

Observamos que esta transformação é injetora. A injetividade
decorre de forma simples do fato de que En tem derivada n ≥ 2 nos
intervalos Ik. Observe também que se dois pontos x e y verificam que
ιj(x) = ιj(y) para todo j = 1, . . . , r, então Ej

n(x) e Ej
n(y) pertencem

ao mesmos Jkj
para todo j = 0, . . . , r − 1. Usando que a derivada

de Er−1
n é nr−1 obtemos, usando o Teorema do Valor Médio, que
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)
)

) )

) )

)

PSfrag replacements

J0 J1

J0,0

J0,1

J1,0

J1,1

J1,1,1

Figura 7.1: En e os intervalos Ji1,...,ik

|x−y| ≤ n−r. Portanto, se ι(x) = ι(y) então se verifica |x−y| ≤ n−r

para todo r ≥ 0 e obtemos que x = y.

Por outro lado, a transformação não é sobrejetora. Por exemplo,
na base n, não existe nenhum ponto x ∈ [0, 1) tal que ι(x) = (ιk(x))k

com ιk(x) = n− 1 para todo k. Mas é posśıvel provar que as únicas
seqüências de Σn que não são imagem de nenhum ponto de [0, 1)
são as seqüências da forma ιk = n − 1 para todo k ≥ k0. Este
ponto será desenvolvido nos exerćıcios, mas explicaremos algumas
idéias que aparecerão de novo (de forma mais complicada) no caso
da transformação de Gauss.

Definimos, para k, j ∈ {0, . . . , (n − 1)}, o conjunto Jk,j como o
subconjunto de Jk tal que

En(Jk,j) = Jj .

Este conjunto está bem definido e é um intervalo semi-aberto (fechado
à esquerda aberto à direita). Na Figura 7.1 desenhamos no caso
da base 2, a segunda geração de intervalos J0,0, J0,1, J1,0 e J1,1.
Indutivamente, Jk1,...,km−1,km

é o subintervalo de Jk1,...,km−1 tal que

En(Jk1,...,km−1,km
) = Jk2,...,km

.
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Portanto, também indutivamente,

Em−1
n (Jk1,...,km−1,km

) = Jkm
.

Na Figura 7.1 está também desenhado o intervalo J1,1,1 de terceira
geração.

Observamos que se (ιj)
∞
j=1 ∈ Σn é uma seqüência tal que existem

infinitos ιj tais que ιj 6= (n− 1) então

∞
⋂

j=1

Jι1,...,ιj
6= ∅.

Pela definição da função ι, qualquer ponto x ∈ ∩∞
m=1Jι1,...,ιm

verifica
ι(x) = (ιj)

∞
j=1. A injetividade de ι implica que o ponto de interseção

é único. Observe que como os intervalos encaixados Jι1,...,ιm
não

são fechados não é posśıvel usar diretamente o Teorema de Bolzano
para garantir que a interseção é não vazia. O ponto chave é que se
a seqüência possui infinitos termos diferentes de (n − 1) então esta
interseção coincide com a interseção dos fechos dos Jι1,...,ιm

.
Falta ver que o ponto x de interseção verifica

x =

∞
∑

j=1

ιj
nj
.

Escrevemos

En(x) = nx− ι1 ∈ [0, 1), ι1 = ι1(x) = bnxc.
Isto implica que ι1 é tal que

x = E0
n(x) ∈

[

ι1
n
,
ι1 + 1

n

)

= Jι1 .

Escrevemos ι2 = bnEn(x)c = ι2(x) e, de forma indutiva,

ιk = bnEk−1
n (x)c = ιk(x)

e obtemos

x =
ι1
n

+
En(x)

n
=
ι1
n

+
ι2
n2

+
E2

n(x)

n2
=

=
ι1
n

+
ι2
n2

+ · · · + ιk
nk

+
Ek

n(x)

nk
.
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Portanto se escrevemos

sk(x) =
ι1
n

+
ι2
n2

+ · · · + ιk
nk
.

temos que

|x− sk(x)| =

∣

∣

∣

∣

Ek
n(x)

nk

∣

∣

∣

∣

≤ 1

nk

Conclúımos assim que sk(x) → x.
Um último comentário, na expansão n-ária (para simplificar fixa-

mos n = 2) temos x = 0.1 = 0.011 . . . 1̄ . . . . Na nossa construção
escolhemos a primeira representação.

7.1.2 Expansões β

Considere β ∈ (1, 2) e o conjunto Σ1 = {0, 1}N das seqüências infi-
nitas de 0’s e 1’s. Dado um número real x, uma expansão β de x é
uma seqüência ε = (εn)n∈N ∈ Σ1 que verifica

x =
∞
∑

n=1

εn β
−n. (7.1)

Observe que dada uma seqüência ε = (εn) ∈ Σ1 = {0, 1}N temos

0 ≤
∞
∑

n=1

εnβ
−n ≤

∞
∑

n=1

β−n =
β−1

1 − β−1

e

`β =
β−1

1 − β−1
≥ 1.

Veremos que todo número x ∈ [0, `β] possui (ao menos) uma ex-
pansão β e veremos como constrúı-la (a chamada expansão fominha).

Obter uma expansão β de um número x é escolher potências de
β−1 tais que sua soma seja x. Veremos que em geral existe mais
de uma escolha satisfazendo essa condição (ou seja, há números com
várias expansões β).

Observe que temos uma função

πβ : Σ1 → [0, `β], πβ((εn)n) =

∞
∑

n=1

εn β
−n.
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Os comentários acima podem ser reformulados como segue: a função
πβ é sobrejetora (todo número de [0, `β] possui uma expansão β) mas
em geral não é injetora (há números com duas expansões β).

PSfrag replacements

10

H0 H1

β−1

Figura 7.2: Expansão β. A transformação Eβ

Como `β ≥ 1, há dois casos diferentes, x ∈ [0, 1) e x ∈ [1, `β].
Veremos que o segundo caso se reduz ao primeiro de forma simples.
Se x ∈ [0, 1) utilizaremos um método similar ao usado no caso das
expansões n-árias. Definimos a função

Eβ : [0, 1) → [0, 1), Eβ(x) = β x− bβ xc.
Consideramos os intervalos

H0 = [0, β−1), H1 = [β−1, 1).

Observamos que Eβ(H0) = [0, 1) mas Eβ(H1) está estritamente con-
tido em [0, 1). Estes intervalos têm um papel similar aos interva-
los (Ji)

n−1
i=0 na expansão n-ária e (Ii)i≥1 na expansão em frações

cont́ınuas. A diferença neste caso é que a restrição de Eβ não é
sobrejetora no intervalo H1.

Observamos também que se x ∈ H0 então bβ xc = 0 e se x ∈ H1

então bβ xc = 1.
O racioćınio agora é similar ao caso da expansão n-ária. Consi-

deramos x ∈ (0, 1) e escrevemos

β x = bβ xc +Eβ(x).
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Portanto,

x =
bβ xc
β

+
Eβ(x)

β
.

Repetindo o processo com Eβ(x) obtemos

x =
bβ xc
β

+
bβ Eβ(x)c

β2
+
E2

β(x)

β2
.

Finalmente, de forma indutiva obtemos

x =

k
∑

i=1

bβ Ei−1
β (x)c
βi

+
Ek

β(x)

βk
.

Escrevemos

εi = bβ Ei−1
β (x)c ∈ {0, 1}

onde, pela observação acima,

εi = j se, e somente se, Ei−1
β (x) ∈ Hj .

Assim, dado x ∈ [0, 1) obtemos uma seqüência ε = (εk)k ∈ Σ1.
Afirmamos que a série πβ(ε) converge para x. Sabemos que, para
todo k, Ek

β(x) ∈ (0, 1). Portanto,

∣

∣

∣

∣

∣

x−
k
∑

n=1

εn

βn

∣

∣

∣

∣

∣

=
Ek

β(x)

βk
≤ 1

βk
→ 0.

O método anterior para determinar os coeficientes εn da série é
denominado de algoritmo fominha, justificaremos esta denominação
mais tarde.

Acabamos de provar o seguinte resultado:

Proposição 7.1 (Expansão fominha). Para todo x ∈ (0, 1) se
verifica

x =
∞
∑

n=1

εn β
−n, εk = bβEk−1

β (x)c.
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Veremos agora que é posśıvel obter expansões como a anterior
para todo x ∈ [0, `β]. Acabamos de ver o caso x ∈ [0, 1). Se x ≥ 1
escolhemos k tal que

β−1 + · · · + β−k ≤ x < β−1 + · · · + β−k + β−k−1

e aplicamos o algoritmo fominha a x̄,

x̄ = x− β−1 · · · − β−k ∈ (0, β−k−1) ⊂ (0, 1).

Escrevemos

x̄ =

∞
∑

i=1

ε̄i β
−i.

Como x̄ < β−k−1 temos necessariamente que ε̄1 = · · · = ε̄k = 0.
Portanto

x =

∞
∑

i=1

εi β
−i,

onde ε1 = · · · = εk = 1 e εi = ε̄i se i ≥ k + 1. Obtemos assim uma
expansão β para x.

A construção acima pode ser resumida no seguinte algoritmo para
obter expansões β:

Observação 7.2 (Algoritmo fominha). Escolhemos x ∈ [0, `β].

• Fazemos x = x0 Escolhemos o primeiro k1 tal que β−k1 ≤ x0.
Neste caso, ε1 = · · · = εk1−1 = 0 e εk1 = 1.

• Fazemos x1 = x0 − β−k1 e escolhemos o primeiro k2 tal que
β−k2 ≤ x1. Note que necessariamente k2 > k1. Neste caso,
εk1+1 = · · · = εk1+k2−1 = 0 e εk1+k2 = 1.

• Definimos x2 = x1 − β−k2 = x0 − β−k1 − β−k2 e procedemos
indutivamente.

Em resumo, colocando as potências negativas de β em ordem decres-
cente, a expansão fominha é a expansão que sempre escolhe a maior
potência dispońıvel no momento. Preferir sempre a maior potência
justifica o nome fominha.
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O Exerćıcio 7.1 pede para verificar que o processo descrito na
Observação 7.2 coincide de fato como o algoritmo usado para definir
os εi na Proposição 7.1.

Concluiremos esta seção mostrando que existem números com
duas expansões β e justificaremos por que isso acontece.

Veremos primeiro um exemplo onde calcularemos
√

2-expansão
fominha de 1/2 . Temos

ε1 = b
√

2xc = b
√

2 (1/2)c = 0,

pois
√

2 (1/2) < 2 (1/2) = 1. Portanto, E√
2(1/2) =

√
2/2. Logo,

ε2 = b
√

2
√

2 (1/2)c = b1c = 1.

Isto implica que E2√
2
(1/2) = 0 e assim Ek√

2
(1/2) = 0 para todo k ≥ 2.

Também temos
√

2 (Ek√
2
(1/2)) = 0 para todo k ≥ 2. Logo ε1 = 0,

ε2 = 1 e εk = 0 para todo k ≥ 3.
Podemos então escrever a

√
2-expansão fominha de 1/2,

1/2 = 0 · (
√

2)−1 + 1 · (
√

2)−2.

A expansão acima não é a única
√

2-expansão de 1/2, também temos

1

2
=

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · · =

∞
∑

n=2

(
√

2)−2n,

assim (0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .) é outra
√

2-expansão de 1/2.
Veremos a seguir que possuir duas expansões β é uma situação

bastante geral. Consideramos β ∈ ( (1+
√

5)
2 , 2) e definimos

m =

⌊

logβ

(

2 − β

β − 1

)⌋

+ 2.

Então um cálculo simples dá

1 + β−m+1 <
1

β − 1
,

(veja o Exerćıcio 7.2).
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Considere agora um número x tal que sua expansão β fominha
seja da forma

(ε1, . . . , εn, 1, 0, . . . , 0, εn+m+1, . . . ).

Construimos agora uma nova expansão β de x da seguinte forma.
Definimos x′ =

∑n
j=1 εjβ

−j , então

x− x′ = β−n−1 +

∞
∑

j=n+m+1

εjβ
−j

Observamos que como a expansão de x considerada é fominha temos

∞
∑

j=n+m+1

εjβ
−j ∈ [0, β−n−m]

pois se
∑∞

j=n+m+1 εjβ
−j ≥ β−n−m então poderiamos utilizar a po-

tência β−n−m na expansão e teriamos εn+m = 1, uma contradição.
Portanto

x− x′ ∈ [β−n−1, β−n−1 + β−n−m].

Por outro lado, pela escolha de m temos

β−n−1 + β−n−m = β−n−1 (1 + β−m+1) <
β−n−1

β − 1
=

∞
∑

j=n+2

β−j .

Dáı

x− x′ < β−n−2 + β−n−3 + . . .

Assim, com os mesmos ε′1 = ε1, . . . , ε
′
n = εn, se fixamos ε′n+1 = 0 é

posśıvel escolher (ε′n+2, ε
′
n+3, . . . ) tais que x =

∑∞
j=1 ε

′
jβ

−j . Nesta
construção ε′n+1 6= εn+1 e temos assim duas expansões β diferentes
para x.

7.1.3 Séries de Lüroth

Considere a partição Bk = [1/k, 1/(k− 1)), k ≥ 2, do intervalo (0, 1).
Consideramos a seguinte versão afim da transformação de Gauss,
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chamada de transformação de Lüroth:

L : [0, 1) → [0, 1)







L(x) = n (n+ 1)x− n, se x ∈ Bn+1,

L(x) = 0, se x = 0.

PSfrag replacements

10

Figura 7.3: A transformação de Lüroth

Como no caso das frações cont́ınuas, definimos `1(x) = k quando
x = L0(x) ∈ (0, 1) pertence ao intervalo Bk da partição. Indutiva-
mente, definimos

`j(x) = `1(L
j−1(x)).

Nesta definição supomos que Lj−1(x) 6= 0 (portanto, Li(x) 6= 0 para
todo i = 0, 1, . . . , j − 1).

Observando que `1(x) = n se x ∈ Bn a transformação de Lüroth
pode ser re-escrita da seguinte forma

L(x) = `1(x) (`1(x) − 1)x− (`1(x) − 1), x ∈ Bn.

Afirmamos que todo número x ∈ (0, 1) pode ser escrito como uma
série finita ou infinita,

x =
1

`1(x)
+

1

`1(x) (`1(x) − 1) `2(x)
+ · · ·

+
1

`1(x) (`1(x) − 1) . . . `n−1(x) (`n−1(x) − 1) `n(x)
+ · · · ,
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onde `k(x) ≥ 2 para cada k ≥ 1. Esta expressão de x é a chamada
expansão em série de Lüroth de x.

Esta série é gerada de forma análoga às outras expansões já con-
sideradas. Observamos que se x 6= 0, então

x =
1

`1(x)
+

L(x)

`1(x) (`1(x) − 1)
.

Temos também que

L(x) =
1

`1(L(x))
+

L2(x)

`1(L(x)) (`1(L(x)) − 1)
=

=
1

`2(x)
+

L2(x)

`2(x) (`2(x) − 1)
.

O padrão indutivo da definição da série é claro. Assim, supondo que
L(x), L2(x), . . . , Lk−1(x) são não nulos, obtemos,

x =
1

`1(x)
+ · · · +

1

`1(x) (`1(x) − 1) · · · `k−1(x) (`k−1(x) − 1) `k(x)
+

+
Lk(x)

`1(x) (`1(x) − 1) · · · `k(x) (`k − 1)
.

Observe que se Lk(x) = 0 para algum k ≥ 1, e escolhemos k mı́nimo
com essa propriedade, então a expansão de Lüroth é finita e tem k
termos.

No caso em que Lk(x) 6= 0 para todo k obtemos uma série infinita.
Escrevemos Π1(x) = 1/`1(x) e para k ≥ 2.

Πk(x) =

k
∏

i=1

1

`1(x) (`1(x) − 1) · · · `k−1(x) (`k−1(x) − 1) `k(x)
,

onde `k ≥ 2 para cada k ≥ 1. Assim

x =

∞
∑

k=1

Πk(x).

Finalmente, mostremos que esta série converge para x. Seja Sk(x) a
soma dos primeiros k termos Πi(x) do somatório. Escrevemos o resto
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da k-ésima aproximação de x

Rk(x) =
Lk(x)

`1(x) (`1(x) − 1) · · · `k(x) (`k(x) − 1)
.

Observando que `i(x) ≥ 2 se i ≥ 1, obtemos |Rk(x)| ≤ 2−k. Final-
mente, pela definição,

|x− Sk(x)| = |Rk(x)| ≤ 2−k.

Obtemos assim que Sk(x) → x.
Da construção segue também que se x e y têm a mesma expansão

de Lüroth então, para cada k ≥ 1,

|x− y| = |Sk(x) +Rk(x) − Sk(y) −Rk(y)| =

= |Rk(x) −Rk(y)| ≤ 2−k+1,

portanto x = y.

7.2 Transformação de Gauss: itinerários

Nesta seção, daremos uma prova dinâmica do Teorema 3.1 onde in-
terpretaremos os quocientes ai(x) de x como o itinerário da órbita
de x pela transformação de Gauss. Esta construção está relacionada
com a forma em que eram obtidas as expansões da Seção 7.1.

Lembramos que o Teorema 3.1 associava a cada número irra-
cional x a seqüência infinita dos seus quocientes (ai(x))i∈N, onde
x = [a1(x), . . . , an(x), . . . ]. Esta associação estabelecia uma relação
biuńıvoca entre os números irracionais e as seqüências infinitas de
números naturais. O ponto chave da prova dinâmica do Teorema 3.1
é que a definição dos números ai(x) é feita de forma análoga às ex-
pansões da Seção 7.1.

Lembramos que denotamos o conjunto dos números irracionais do
intervalo (0, 1) por I(0,1). Escrevemos o intervalo (0, 1) como a união
infinita dos intervalos

Ik =

[

1

k + 1
,
1

k

)

, k ≥ 1.
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Os extremos dos intervalos Ik são precisamente os pontos de descon-
tinuidade da transformação de Gauss (excluida a origem). Lembre
que, pela Observação 2.7, se x ∈ I(0,1) então T i(x) 6= 0 para todo i e
portanto T i(x) pertence ao interior de algum intervalo Ik para todo
i ≥ 0. Observamos também que

T k(x) ∈ Im se, e somente se,

⌊

1

T k(x)

⌋

= m.

Portanto, pela Definição 2.8,

ak(x) =

⌊

1

T k−1(x)

⌋

= m ⇐⇒ T k−1(x) ∈ Im.

Para demonstrar de forma dinâmica o Teorema 3.1, estudaremos
os itinerários dos pontos de I(0,1) pela transformação de Gauss, isto
é, determinaremos o intervalo Ik que contém o iterado i-ésimo de
x (neste caso, ai+1(x) = k). Observamos que a definição dos quo-
cientes ai(x) é similar às construções feitas na Seção 7.1 usando agora
a transformação de Gauss. As principais diferenças são que a trans-
formação de Gauss não é uniformememente expansiva (isto é, não
existe λ > 1 tal que |T ′(x)| ≥ λ > 1 para todo x ∈ (0, 1)) e que T
inverte localmente a ordem (sua derivada é negativa): se x, y ∈ Ik

e x < y então, T (x) > T (y). Porém, um fato importante, é que a
transformação de Gauss tem alguma expansividade uniforme: existe
λ > 1 tal que (T 2)′(x) > λ para todo x (Exerćıcio 7.5).

Pela definição de T , temos que T (Ik) = [0, 1) para todo k ≥ 1.
Além disso a restrição de T ao intervalo Ik é estritamente monótona
decrescente, portanto é injetora. Dados k e j ∈ N, definimos Ik,j

como o subconjunto de Ik tal que

T (Ik,j) = Ij .

Da monotonia estrita de T em Ik e da condição T (Ik) = [0, 1), obte-
mos que os conjuntos Ik,j estão bem definidos e que são intervalos
não vazios (intervalos abertos à esquerda e fechados à direita). Na
Figura 7.4 estão desenhados os intervalos Ik,j de segunda geração.
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PSfrag replacements

Ii

Ii

Ii,1
Ii,2

0 1

Figura 7.4: Intervalos de segunda geração

Suponhamos agora, por indução, que para todo 1 ≤ k ≤ n e
para toda famı́lia de k números naturais i1, i2, . . . , ik, estão definidos
intevalos não vazios Iii,...,ik

que verificam as relações

H1 (k) Ii1,...,ik−1,ik
⊂ Ii1,...,ik−1

,

H2 (k) T (Ii1,...,ik
) = Ii2,...,ik

, e

H3 (k) T k−1(Ii1,...,ik
) = Iik

(logo, T k(Ii1 ,...,ik
) = [0, 1)).

Acabamos de ver que estas relações são verdadeiras para k = 2. A
seguir construiremos intervalos Ii1,...,in,in+1 da etapa (n+ 1). Dados
números naturais i1, . . . , in, in+1, consideremos o intervalo Ii1,...,in

e
observamos que, pela hipótese de indução,

Tn(Ii1 ,...,in
) = T (Iin

) = [0, 1).

Como a transformação T n é estritamente monótona (crescente se n
é par e decrescente se n é ı́mpar) raciocinando como no primeiro
passo da indução, dado Iin+1 existe um subintervalo J de Ii1 ,...,in

tal
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que Tn(J) = Iin+1 . Agora é suficiente tomar Ii1 ,...,in,in+1 = J . Por
construção,

Tn(Ii1,...,in,in+1) = Iin+1 ,

e assim o intervalo Ii1,...,in,in+1 verifica as condições (H1) e (H3).
Falta verificar (H2).

Para cada j (1 ≤ j ≤ n) denotamos por T j
i1,...,in

a restrição de

T j ao intervalo Ii1,...,in
. Estas transformações são injetivas. Pela

condição (H2) para n, temos

T (Ii1,...,in,in+1) = T (T−n
i1,...,in

(Iin+1)) ⊂ T (Ii1,...,in
) = Ii2,...,in

.

Portanto,
T (Ii1,...,in,in+1) ⊂ Ii2,...,in

.

Logo

T
−(n−1)
i1,i2...,in

(Iin+1) = T
−(n−1)
i2,...,in

(Iin+1).

Assim temos,

T (Ii1,...,in,in+1) = T (T−n
i1,...,in

(Iin+1)) = T
−(n−1)
i1,...,in

(Iin+1 ) =

= T
−(n−1)
i2,...,in

(Iin+1 ).

Por outro lado, pela hipótese de indução,

Tn−1(Ii2 ,...,in,in+1) = Iin+1 .

Isto é,

Ii2,...,in,in+1 = T
−(n−1)
i2,...,in

(Iin+1).

Portanto,

T (Ii1,...,in,in+1) = T
−(n−1)
i2...,in

(Iin+1) = Ii2,...,in,in+1 .

Isto termina a construção dos intervalos Ii1,...,in,in+1 .

Vejamos que nossa construção implica que para toda famı́lia de
números naturais i1, . . . , in, in+1, in+2 se verifica

fecho (Ii1,...,in,in+1,in+2) = Ii1,...,in,in+1,in+2 ⊂ Ii1,...,in
. (7.2)
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Neste ponto, que a função T tenha derivada negativa e considerar uma
partição de (0, 1) com infinitos intervalos ajudam e são essenciais na
demonstração. Por exemplo, uma afirmação similar sobre os fechos
dos intervalos não era verdadeira no caso da expansão n-ária. Por
exemplo, no caso n = 2, o fecho intervalo J1,1,1 não está contido em
J1.

Para provar a inclusão em (7.2), é suficiente lembrar que a defini-
ção de Ii1,...,in+1,in+2 implica que

Tn(Ii1 ,...,in+1,in+2) = Iin+1,in+2 ,

(veja o Exerćıcio 7.4) e observar que T n(Ii1,...,in
) = [0, 1), T n é estri-

tamente monótona, e que o fecho de Iin+1,in+2 está contido em [0, 1).
Pela Equação (7.2), se verifica

∞
⋂

k=1

Ii1,...,ik
=

∞
⋂

k=1

fecho (Ii1 ,...,ik
).

Como a última interseção é de uma famı́lia de compactos encaixados,
ela é não vazia,

∞
⋂

k=1

Ii1,...,ik
6= ∅.

A seguir relacionaremos os intervalos Ii1,...,in
com os quocientes

da expansão em frações cont́ınuas.

Proposição 7.3. Dado x ∈ (0, 1) seja ai(x) o i-ésimo quociente de
x. Então

Ii1,...,in
= {x ∈ (0, 1) : i1 = a1(x), . . . , in = an(x)}.

Prova: A prova da inclusão “⊂” é por indução. Considere

x ∈ Ii1 =

[

1

i1 + 1
,

1

i1

)

.

Pela Equação (2.2), temos

a1(x) =

⌊

1

x

⌋

= i1.
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Logo a inclusão é verdadeira para n = 1. Suponhamos agora que a
proposição é verdadeira para todo 1 ≤ k ≤ n. Consideremos x ∈
Ii1,...,in,in+1 ⊂ Ii1 ,...,in

, assim temos a1(x) = i1, . . . , an(x) = in. Por
outro lado, pelas propriedades dos intervalos Ii1 ,...,ik

, temos

T (x) ∈ T (Ii1,...,in,in+1) = Ii2 ,...,in,in+1 .

Portanto, pela hipótese de indução,

a1(T (x)) = i2, . . . , an(T (x)) = in+1.

Finalmente, o resultado decorre da Equação (2.3),

an+1(x) = an(T (x)) = in+1.

Isto conclui a prova da inclusão “⊂”.
A inclusão “⊃” segue da definição dos intervalos Ii1 ,...,in

por
indução. Temos que a afirmação é obviamente verdadeira quando
n = 1: a1(x) = k se, e somente se, x ∈ Ik . Suponhamos que a
afirmação vale para seqüências de comprimento n. Vejamos que é
verdadeira para seqüências de comprimento (n+ 1). Tome x tal que

a1(x) = i1, . . . , an+1(x) = in+1.

Devemos ver que x ∈ Ii1,...,in+1 . Pela Equação (2.3) temos

a1(T (x)) = i2, . . . , an(T (x)) = in+1,

assim pela hipótese de indução se verifica que T (x) ∈ Ii2 ,...,in+1 . Por
(H2), T (Ij,i2,...,in+1) = Ii2,...,in+1 , portanto, x ∈ Ij,i2,...,in+1 para al-
gum j. Como Ij,i2,...,in+1 ⊂ Ij e x ∈ Ii1 (lembre que a1(x) = i1 e que
Ii ∩ Ij = ∅ se i 6= j), temos que j = i1. Terminamos assim a prova
da proposição. �

Provaremos a seguinte proposição (que simplesmente é uma re-
formulação do Teorema 3.1)

Proposição 7.4. Dada uma seqüência infinita (ik)k∈N de números
naturais existe um único número (necessariamente irracional) x ∈
(0, 1) cujos quocientes (ak(x))k∈N verificam

ak(x) = ik, para todo k.
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Prova: É suficiente observar que se

x ∈
∞
⋂

k=1

Ii1 ,...,ik
6= ∅,

então, pela Proposição 7.3 se verifica

ak(x) = ik para todo k ∈ N.

A irracionalidade de x segue do fato da expansão ser infinita e por-
tanto T i(x) 6= 0 para todo i ≥ 0 (lembre a Observação 2.7).

A unicidade é equivalente a que a interseção ∩∞
k=1Ii1,...,ik

seja exa-
tamente um ponto. Suponha, por absurdo, que existem dois pontos x
e y, com x < y, na interseção. Pela primeira parte da prova estes pon-
tos são irracionais. Como o intervalo [x, y] contém números racionais,
pela Observação 2.7, existe ` ≥ 1 tal que 0 ∈ T `([x, y]). Por outro
lado, [x, y] ⊂ Ii1,··· ,i`

e por (H3) temos que T `([x, y]) ⊂ [0, 1). Como
T ` é estritamente monótona temos que T `(x) = 0 ou T `(y) = 0. Mas
isto contradiz a irracionalidade de x e y.

Outra prova da unicidade dos quocientes (usando as idéias na
Seção 7.1.1 sobre expansões n-árias) é provar que T 2 tem derivada
estritamente maior do que 1 (existe λ > 1 tal que (T 2)′(x) ≥ λ > 1
para todo x ∈ (0, 1), veja o Exerćıcio 7.5). Esta propriedade proibe
a existência de mais de um ponto na interseção

⋂∞
k=1 Ii1 ,...,ik

, veja o
Exerćıcio 7.6. �

7.3 Propriedades Topológicas

Nesta seção estudaremos algumas propriedades topológicas da trans-
formação de Gauss: transitividade, topologicamente misturadora, e-
xistência de órbitas densas e densidade de pontos periódicos. Estas
propriedades decorrem da construção dos intervalos I[n] = Ii1,...,in

da
Seção 7.2.

Definição 7.5. Considere um espaço métrico (X, d). Uma função
f : X → X é

• topologicamente transitiva se para todo par de conjuntos aber-
tos não vazios U e V de X existe n ∈ N tal que fn(U)∩V 6= ∅;
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• topologicamente misturadora se para todo par de conjuntos a-
bertos não vazios U e V de X existe k0 ∈ N tal que se verifica
fn(U) ∩ V 6= ∅, para todo n ≥ k0.

Obviamente, toda transformação topologicamente misturadora é
topologicamente transitiva. Observamos que existem transformações
que são topologicamente transitivas que não são topologicamente mis-
turadoras. Os exemplos mais simples são as rotações irracionais do
ćırculo:

Exemplo 7.6. Considere o ćırculo S1, que é obtido identificando
pontos x, y ∈ R tais que x− y ∈ Z, isto é, S1 = R/ ∼, onde x ∼ y se,
e somente se, x − y ∈ Z. Consideramos em S1 a distância induzida
pelos números reais.

A rotação de ângulo α ∈ [0, 1), Rα : S1 → S1, é a transformação
induzida pela translação

τα : R → R, τα(x) = x+ α.

Isto é, se denotamos por [x] o ponto de S1 correspondente ao ponto
x ∈ R, então

Rα : S1 → S1, Rα([x]) = [τα(x)].

Esta transformação está bem definida (não depende do ponto da clas-
se escolhido: x ∼ y se, e somente se, τα(x) ∼ τα(y)).

Se α ∈ Q, todos os pontos da circunferência são periódicos e têm o
mesmo peŕıodo: existe k > 0 tal que Rk

α([x]) = [x] para todo [x] ∈ S1.
Se α ∈ I, a órbita positiva {Rn

α([x])}n≥0 de qualquer ponto [x] ∈
S1 é densa em S1. Isto implica que as rotações de ângulo irracional
são topologicamente transitivas.

Por definição, uma rotação é uma isometria: se I é um intervalo
então Rα(I) e I têm o mesmo comprimento. Usando este fato não é
dificil verificar que a rotação não é topologicamente misturadora.

Pedimos para provar estes fatos no Exerćıcio 7.8.

Proposição 7.7. A transformação de Gauss T é topologicamente
misturadora.

Prova: Consideremos dois abertos não vazios U e V de [0, 1).
Sabemos que existe um intervalo Ii1,...,ij ,k contido em U (para isto
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basta tomar j suficientemente grande, veja o Exerćıcio 7.6). Pela
Propriedade (H3) dos intervalos Ii1 ,...,in

, obtemos

T j+1(Ii1 ,...,ij ,k) = T (Ik) = [0, 1).

Portanto, para todo m ≥ 1 se verifica T j+m(U) = [0, 1). Logo
T j+m(U)∩V 6= ∅ para todo m ≥ 1. Tomando k0 = j na definição de
transformação topologicamente misturadora terminamos a prova. �

Escólio 7.8. Dado qualquer conjunto aberto U de [0, 1) existe k > 0
tal que T k(U) = [0, 1).

Corolário 7.9. Os pontos periódicos da transformação de Gauss for-
mam um conjunto denso de [0, 1).

Prova: Pelo Escólio 7.8, dado qualquer intervalo aberto I existem
k ∈ N e um subintervalo J = (a, b) de I (0 < a < b < 1) tais que
T k é cont́ınua em J e T k(J) = (0, 1). Portanto, o fecho de J está
contido em T k(J) e por continuidade (Teorema do Valor Médio) T k

possui um ponto fixo em J . Como o intervalo I pode ser escolhido
arbitrariamente pequeno obtemos o resultado. �

Usando o Teorema de Baire (Teorema 6.8) que afirma que conjun-
tos residuais de R são densos em R provaremos o seguinte resultado:

Proposição 7.10. Existe um conjunto residual D de [0, 1) tal que a
órbita positiva de qualquer ponto de D é densa em [0, 1).

Prova: Em primeiro lugar observamos que dado qualquer aberto U
do intervalo [0, 1) o conjunto das pré-imagens de U ,

P (U) =
⋃

i∈N

T−i(U),

contém um aberto que é denso em [0, 1). Vejamos que esta afirmação
é conseqüência do Escólio 7.8.

Tome um ponto x ∈ [0, 1) e ε > 0. Pelo Escólio 7.8, existe i > 0
tal que U ⊂ T i((x− ε, x+ ε)). Portanto, (x− ε, x+ ε)∩ T−i(U) 6= ∅.
Isto prova que P (U) =

⋃

i∈N T
−i(U) é denso em [0,1).

Observe que como T não é cont́ınua não podemos garantir que o
conjunto P (U) seja aberto. Este problema se resolve considerando a
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restrição T0 de T ao intervalo (0, 1) menos os pontos da forma 1/k,
k ∈ N. Esta nova transformação é cont́ınua (eliminamos exatamente
os pontos de descontinuidade). É suficiente raciocinar com T0 para
obter que P (U) contém um aberto que é denso em [0, 1). Complete
os detalhes.

Consideremos agora todos os intervalos de raio racional centradas
em pontos de Q contidos em [0, 1). Denotamos esta famı́lia enu-
merável de intervalos abertos por (Un)n∈N. Sabemos que, para todo
n,

Pn = P (Un) =
⋃

i∈N

T−i(Un).

contém um subconjunto aberto e denso de [0, 1). Portanto, pelo Teo-
rema 6.8, o conjunto

D =
⋂

n∈N

Pn

é um subconjunto residual de [0, 1).

Afirmamos que a órbita positiva de qualquer ponto z ∈ D é densa
no intervalo [0, 1). Dados y ∈ [0, 1) e ε > 0 devemos encontrar um
iterado positivo de z em (y− ε, y+ ε). Observamos que existe algum
aberto Un contido em (y − ε, y + ε). Como z ∈ D, z ∈ P (Un),
e portanto existe j tal que z ∈ T−j(Un). Assim, T j(z) ∈ Un ⊂
(y − ε, y + ε), concluindo a prova. �

7.4 Exerćıcios

Exerćıcio 7.1. Prove que o algoritmo definido na Observação 7.2 e
o método da prova da Proposição 7.1 usando a função Eβ dão origem
à mesma β-expansão.

Exerćıcio 7.2. Considere β ∈ ( (1+
√

5)
2 , 2) e defina

m =

⌊

logβ

(

2 − β

β − 1

)⌋

+ 2.
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Prove que

1 + β−m+1 <
1

β − 1
.

Exerćıcio 7.3. Prove que o intervalo Ii1,...,im
é semi-aberto. Deter-

mine onde é aberto e onde é fechado (direita e/ou esquerda).

Exerćıcio 7.4. Considere números naturais i1, . . . , in+1, in+2 e o in-
tervalo Ii1 ,...,in+1,in+2 . Prove que

Tn(Ii1 ,...,in+1,in+2) = Iin+1,in+2 .

Exerćıcio 7.5. Determine explicitamente λ > 1 tal que (T 2)′(x) ≥ λ
para todo x ∈ (0, 1).

Obtenha a hiperbolicidade da transformação de Gauss: existem
constantes C > 0 e σ > 1 tal que |(T n)|′(x) ≥ C σn para todo n ≥ 1.

Exerćıcio 7.6. Usando a constante λ > 1 do Exerćıcio 7.5, prove
que o intervalo Ii1 ,...,i2 k−1,i2 k

tem comprimento menor ou igual do
que λ−k. Conclua que dada qualquer seqüência infinita (ik)k∈N a
interseção

⋂∞
k=1 Ii1,...,ik

contém no máximo um ponto. Conclua tam-
bém que todo intervalo aberto contém infinitos intervalos Ii1,...,ik

.

Exerćıcio 7.7. Considere k ≥ 2 e defina

Ck = fecho({x ∈ [0, 1) : T i(x) ∈ ∪k
j=1Ij para todo i ≥ 0}).

Prove que o conjunto Ck é um conjunto:

• de Cantor (fechado, todo ponto de Ck é ponto de acumulação
de pontos de Ck, e as componentes conexas de Ck são pontos),

• invariante pela transformação de Gauss (T (Ck) = Ck).

Exerćıcio 7.8. Considere a rotação de ângulo α da circunferência
definida no Exemplo 7.6. Prove que:

1. Se α ∈ Q todos os pontos da circunferência são periódicos e têm
o mesmo peŕıodo: existe k > 0 tal que Rk

α([x]) = [x] para todo
[x] ∈ S1. Escreva α = p/q na forma irredut́ıvel. Determine k
em função de p/q.
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2. Se α ∈ I a órbita positiva {Rn
α([x])}n≥0 de qualquer ponto

[x] ∈ S1 é densa em S1.

3. Rotações de ângulo irracional são topologicamente transitivas.

4. Rotações (de ângulo racional ou irracional) nunca são topologi-
camente misturadoras.

Exerćıcio 7.9. Considere um espaço métrico (X, d). Uma isometria
de X é uma transformação f : X → X tal que, para todo par de pontos
x, y ∈ X, se verifica d(f(x), f(y)) = d(x, y). Prove que se X contém
no mı́nimo dois pontos uma isometria de X nunca é topologicamente
misturadora.

Exerćıcio 7.10. Considere um espaço métrico compacto (X, d) e
uma transformação f : X → X topologicamente transitiva. Prove que,
para todo conjunto aberto U de X e todo ε > 0 existe n = n(U, ε) tal
que o conjunto

U ∪ f(U) ∪ · · · ∪ fn(U)

é ε-denso em X (isto é, dado x ∈ X existe um ponto do z conjunto
tal que d(x, z) < ε).

Exerćıcio 7.11. Estude se as transformações En, Eβ e L associadas
as expansões n-árias, β e de Lüroth são topologicamente transitivas
e/ou topologicamente misturadoras.

Estude também se os pontos periódicos destas transformações são
densos no intervalo [0, 1).

Exerćıcio 7.12. Dados β ∈ (1, 2) e t ∈ (0, β−1 − 1), considere a
transformação do intervalo [0, 1] desenhada na Figura 7.5,

Bβ,t : [0, 1] → [0, 1],

{

Bβ,t(x) = β x, x ∈ [0, β−1]
Bβ,t(x) = x+ t, x ∈ (β−1, 1].

Prove que Bβ,t é topologicamente misturadora.

Exerćıcio 7.13. Estude a veracidade da seguinte afirmação: todo
ponto periódico da transformação de Lüroth é racional.
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Figura 7.5: A função Bβ,t

Figura 7.6: A função D (mistura de Gauss e Lüroth)

Exerćıcio 7.14. Determine de forma expĺıcita um número

x = [a1, . . . , ak, . . . ]

tal que sua órbita positiva pela transformação de Gauss seja densa
em [0, 1). Isto é, determine uma lei de formação dos ai de x que
garanta que a órbita de x seja densa.

Exerćıcio 7.15. Dado ε > 0 determine de forma expĺıcita um ponto
periódico z cuja órbita positiva pela transformação de Gauss seja
ε-densa em [0, 1) (isto é, para todo ponto do intervalo [0, 1) existe
algum iterado positivo de z a distância menor do que ε).

Exerćıcio 7.16. Considere a versão afim D da transformação de
Gauss (mistura de transformação de Gauss e de Lüroth) na Figura 7.6
(as descontinuidades de D são 1/n, n ∈ N) Prove uma versão do
Teorema 3.1 para as expansões associadas a D.
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Exerćıcio 7.17. Considere o ponto ζ = e − 2. Prove que a órbita
positiva de ζ pela transformação de Gauss tem exatamente três pon-
tos de acumulação: 0, 1/2 e 1. Use a expansão em frações cont́ınuas
de e na Seção 4.2.
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Caṕıtulo 8

Transformação de
Gauss: Propriedades
ergódicas

Neste e no próximo caṕıtulo, estudaremos algumas propriedades ergó-
dicas da transformação de Gauss e obteremos versões probabiĺısticas
de alguns dos resultados obtidos nos caṕıtulos precedentes.

Nas duas primeiras seções, faremos uma revisão dos resultados da
Teoria da Medida de Lebesgue que nos serão úteis nas seções seguintes
(teoria de medida e teoria de integração). Na Seção 8.3, provaremos
o Teorema Ergódico de Birkhoff (Teorema 8.6), um resultado chave
que estabelece a relação entre dinâmica (iterações por T ) e medida.
Nessa seção, também introduziremos a noção de ergodicidade, cuja
importância segue do Teorema de Birkhoff.

Na Seção 8.4, estudamos as propriedades ergódicas (“estat́ısticas”)
da transformação de Gauss. Definiremos a medida de Gauss. Vere-
mos que ela é equivalente à medida de Lebesgue (isto é, as duas
medidas têm os mesmos conjuntos de medida nula) e que, portanto,
resultados para quase todo ponto (q.t.p) (isto é, para conjuntos de
medida total) com respeito à medida de Gauss são também resulta-
dos q.t.p. para a medida de Lebesgue (e vice-versa).

O principal resultado do caṕıtulo afirma que a medida de Gauss é

140
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ergódica . Na Seção 8.5, usando a ergodicidade da transformação de
Gauss e o Teorema de Birkhoff obteremos resultados probabiĺısticos
sobre a distribuição dos d́ıgitos (quocientes) da expansão em frações
cont́ınuas de números reais “t́ıpicos”(propriedades q.t.p.).

Finalmente, na Seção 8.6, apresentaremos a noção de expoente de
Lyapunov e o calcularemos para a transformação de Gauss.

8.1 A medida de Lebesgue

Nesta seção, introduziremos de forma sucinta alguns conceitos e re-
sultados básicos da medida de Lebesgue (e da teoria da medida) em
R. Uma referência para este tema é, por exemplo, [1].

Já vimos, na Seção 6.1, o conceito de conjunto de medida zero,
o exemplo mais simples de conjunto mensurável e também o ponto
de partida da teoria da medida. Nesta seção, definiremos conjuntos
mensuráveis e explicaremos como é determinada a medida destes
conjuntos. O exemplo canônico de um conjunto mensurável em R é
o intervalo [a, b] cuja medida de Lebesgue λ é o seu comprimento, ou
seja λ([a, b]) = b − a (tanto faz se o intervalo é aberto o fechado).
Salientamos que a noção de medida é uma generalização das idéias
de comprimento, área e volume.

Axiomaticamente, dado um conjunto X, dizemos que uma famı́lia
de subconjuntos F de X é uma álgebra se as seguintes condições são
satisfeitas:

• X ∈ F ,

• para todo A ∈ F seu complementar Ac = X \ A também per-
tence a F ,

• A ∪ B ∈ F para todo par de conjuntos A,B ∈ F .

Observe que uma álgebra é apenas uma coleção de subconjuntos de
X que é fechada com respeito as operações básicas de conjuntos.

Do ponto de vista de medida (para poder fazer operações con-
siderando limites) é necessário considerar uniões infinitas (enumerá-
veis) de conjuntos. Isto nos leva a noção de σ-álgebra. Uma álgebra
F é uma σ-álgebra se também verifica a condição:
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• para toda famı́lia enumerável (Ai)i∈N de conjuntos de F se
verifica que

⋃

i∈N Ai também pertence a F .

Um exemplo trivial de σ-álgebra de um conjunto X é o conjunto
de suas partes (isto é, a coleção F está formada por todos os subcon-
juntos de X).

Uma forma padrão de obter σ-álgebras é através das chamadas
σ-álgebras geradas por coleções de subconjuntos de X, definidas como
segue. Considere uma famı́lia A de subconjuntos de X, a σ-álgebra
gerada por A é a menor σ-álgebra de X que contém todos os con-
juntos de A.

O caso mais importante para nós ocorre quando fazemos X = [0, 1]
e consideramos a famı́lia I de todos os intervalos abertos (a, b) de
[0, 1]. A σ-álgebra gerada por I é a σ-álgebra de Borel, que denotare-
mos por B. Os elementos de B são chamados de Borelianos. Como
conseqüência da definição de σ-álgebra gerada, os intervalos fecha-
dos e semi-abertos são também Borelianos. Os conjuntos formados
por um número finito de pontos também são Borelianos. Portanto,
todo conjunto enumerável de [0, 1] é um Boreliano. Em particular,
o conjunto dos números racionais Q[0,1] de [0, 1] (união enumerável
de pontos) é um Boreliano. Assim, o conjunto dos números irra-
cionais I[0,1] de [0, 1] (complementar de um Boreliano) também é um
Boreliano.

Considere um par (X,F) onde X é um conjunto e F é uma σ-
álgebra definida em X. Uma medida µ definida em (X,F) é uma
função

µ : F → [0,∞]

que verifica µ(∅) = 0 e

µ

( ∞
⋃

i=1

Ai

)

=

∞
∑

i=1

µ(Ai)

para toda famı́lia enumerável (Ai)i∈N de conjuntos disjuntos dois a
dois de F . Esta propriedade é denominada de σ-aditividade. Dire-
mos que (X,F , µ) é um espaço de medidad.

Uma função ν : F → [0,∞] é aditiva se ν
(

⋃k
i=1 Ai

)

=
∑k

i=1 ν(Ai)

para toda famı́lia finita (Ai)
k
i=1 de conjuntos disjuntos dois a dois de

F .
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Observe que no par (X,F) podemos definir diferentes medidas,
obtendo diferentes espaços de medida com a mesma σ-álgebra. Vere-
mos exemplos dessa situação mais adiante.

Dizemos que a medida µ é finita se µ(X) < ∞ e normalizada se
µ(X) = 1. Neste caso, dizemos que (X,F , µ) é um espaço de probabi-
lidade. Observamos que toda medida finita pode ser normalizada.

Dado um espaço de medida (X,F , µ), dizemos que uma proprie-
dade P vale em µ-quase toda parte (µ-q.t.p) se existe um conjunto de
medida zero Z tal que a propriedade P é satisfeita para todo x 6∈ Z.
Em teoria da medida as propriedades que consideramos relevantes
são aquelas satisfeitas por conjuntos de medida positiva (o melhor
caso são as propriedades q.t.p., aquelas satisfeitas por um conjunto
de medida total). Conjuntos de medida zero são desconsiderados.

Voltemos agora aos Borelianos. Temos definida a função (me-
dida) λ nos intervalos e estes intervalos geram a σ-álgebra de Borel
B. Queremos, agora, a partir da medida dos intervalos, estender a
medida λ para a σ-álgebra dos Borelianos B.

Observe que temos definida a seguinte álgebra B0 em [0, 1]: um
conjunto I está em B0 se, e somente se, I é união finita de intervalos
abertos disjuntos dois a dois. Obviamente, se {(ai, bi)}n

i=1 é uma
famı́lia de intervalos disjuntos dois a dois, e I =

⋃n
i=1(ai, bi), então

λ(I) =
n
∑

i=1

λ(ai, bi) =
n
∑

i=1

(bi − ai).

A extensão da medida λ a todos os conjuntos da σ-álgebra de Borel
é dada pelo seguinte teorema clássico (cuja prova omitimos, veja [1]):

Teorema 8.1 (Extensão de Caratheodory). Considere um con-
junto X, uma álgebra F0 definida em X e uma função finitamente
aditiva

µ0 : F0 → [0,∞].

Seja F a σ-álgebra gerada em X por F0. Então existe uma única
medida µ : F → [0,∞] que estende µ0, isto é, se A ∈ F0 se verifica
µ(A) = µ0(A).

Com um pequeno abuso de notação, denotaremos também por
λ a medida que estende a medida λ dos intervalos de [0, 1], que é
chamada de medida de Lebesgue.
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Consideraremos adiante medidas definidas na σ-álgebra de Borel
que são diferentes da medida de Lebesgue e que são obtidas usando
densidades. densidade (de uma medida) Dada uma função cont́ınua
e positiva φ : [0, 1] → R, definimos a medida λφ do intervalo (a, b)
como segue

λφ([a, b]) =

∫ b

a

φ(x) dx.

Usando o Teorema 8.1, podemos estender a medida λφ para toda a
σ-álgebra dos Borelianos. Dizemos que φ é a densidade da medida
λφ com respeito à medida de Lebesgue λ. Assim, usando densidades,
obtemos diferentes medidas definidas na mesma σ-álgebra.

Finalizamos esta seção definindo funções mensuráveis. Considere
dois espaços mensuráveis (X,F) e (Y,G). Uma função f : X → Y é
mensurável se para todo conjunto G ∈ G se verifica que f−1(G) ∈ F ,
onde

f−1(G) = {x ∈ X : f(x) ∈ G}.
Observação 8.2. Considere dois espaços mensuráveis (X,F) e (Y,G).
Suponha que a σ-álgebra G é gerada pela álgebra A. Para verificar
que uma função f : X → Y é mensurável, é suficiente verificar que
f−1(A) ∈ F para todo conjunto A ∈ A.

Em particular, se consideramos funções f : [0, 1] → [0, 1] e a σ-
álgebra de Borel em [0, 1], para ver que f é mensurável, é suficiente
verificar que as pré-imagens de intervalos por f são mensuráveis. Em
particular, as funções cont́ınuas f : [0, 1] → [0, 1] são mensuráveis,
veja o Exerćıcio 8.4.

Observação 8.3. Considere uma seqüência (fn)n∈N, fn : X → R, de
funções mensuráveis. As funções

f+(x) = lim sup
n

fn(x), f−(x) = lim inf
n

fn(x),

são mensuráveis. Veja o Exerćıcio 8.5.

Dado um espaço de probabilidade (X,F , µ), dizemos que uma
transformação mensurável f : X → X preserva a medida µ ou que
µ é f -invariante se, para todo conjunto A ∈ F , se verifica que
µ(f−1(A)) = µ(A). Observe que, como f é mensurável, temos que
f−1(A) ∈ F .
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8.2 Integração

Nesta seção, revisaremos algumas das propriedades básicas da inte-
gral de Lebesgue de funçoes mensuráveis. Estas propriedades apare-
cem nos cursos de Análise quando se estuda a integral de Lebesgue.
Uma excelente referência é [13, Caṕıtulo 9].

Considere um espaço de probabilidade (X,F , µ), nosso objetivo
é definir a integral

∫

X
f(x) dµ de uma função mensurável f : X → R

(em R consideramos a σ-álgebra de Borel). Esta definição é feita
em diferentes etapas que, essencialemente, correspondem às somas
superiores e inferiores (e aos seus limites) na definição de integral de
Lebesgue.

Primeiro, dado um conjunto A ∈ F , a função indicadora ou ca-
racteŕıstica do conjunto A, denotada por IA é definida por

IA : X → R,

{

IA(x) = 1, se x ∈ A
IA(x) = 0, se x 6∈ A

.

Definimos a integral de IA com respeito a medida µ como
∫

X

IA(x) dµ = µ(A).

Dizemos que uma função φ : X → R é uma função simples se
existem coleções finitas (Ai)

n
i=1 de conjuntos de F disjuntos dois a

dois e (ai)
n
i=1 de números reais tais que

φ(x) =
n
∑

i=1

ai IAi
(x).

Definimos a integral de uma função simples φ como

∫

X

φ(x) dµ =

n
∑

i=1

(

ai

∫

X

IAi
(x) dµ

)

=

n
∑

i=1

ai µ(Ai).

Agora, dada uma função simples φ e um conjunto mensurável A ∈ F ,
consideramos a função φ(x) IA(x), que é uma função simples:

φ(x) IA(x) =

n
∑

i=1

ai (IAi
(x) IA(x)) =

n
∑

i=1

ai IAi∩A(x).
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Portanto, a integral de φ(x) IA(x) já esta definida. Definimos

∫

A

φ(x) dµ =

∫

X

φ(X) IA(x) dµ =

n
∑

i=1

ai µ(Ai ∩ A).

Dada uma função mensurável f : X → [0,∞), consideramos o
conjunto de funções

Sf = {φ : X → R, φ simples e 0 ≤ φ(x) ≤ f(x) para todo x ∈ X}.
Definimos, agora, a integral de f no conjunto X como

∫

X

f(x) dµ = sup

{∫

X

φ(x) dµ : φ ∈ Sf

}

.

Finalmente, dada uma função mensurável f : X → R, escrevemos

f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = max{−f(x), 0}.
As funções f+ e f− são mensuráveis e f(x) = f+(x)−f−(x). Quando
as integrais

∫

X
f+(x) dµ < ∞ e

∫

X
f−(x) dµ < ∞, dizemos que f é

integrável e definimos
∫

X

f(x) dµ =

∫

X

f+(x) dµ−
∫

X

f−(x) dµ.

Neste caso, dizemos que f ∈ L1(X, µ).
Enunciaremos sem prova dois resultados clássicos de teoria de

integração que utilizaremos no texto.

Teorema 8.4 (Convergência Dominada). Considere um espaço
de probabilidade (X,F , ν) e uma seqüência (fn)n∈N, fn : X → [0,∞),
de funções ν-integráveis. Suponha que existe g ∈ L1(X, ν) tal que
|fn(x)| ≤ |g(x)| para ν-quase todo ponto x ∈ X. Então as funções

x 7→ lim inf
n→∞

fn(x) e x 7→ lim sup
n→∞

fn(x)

são ν-integráveis e se verifica
∫

X

(lim inf
n→∞

fn) dν ≤ lim inf
n→∞

∫

X

fn dν,

∫

X

(lim sup
n→∞

fn) dν ≥ lim sup
n→∞

∫

X

fn dν.
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Em particular, se (fn)n∈N é convergente ν-q.t.p. se verifica
∫

X

( lim
n→∞

fn) dν = lim
n→∞

∫

X

fn dν.

Lema 8.5 (Lema de Fatou). Considere um espaço de probabilidade
(X,F , ν) e uma seqüência (fn)n∈N, fn : X → [0,∞), de funções ν-
integráveis. Suponha que

lim inf
n→∞

∫

X

fn dν <∞.

Então, a função
x 7→ lim inf

n→∞
fn(x)

é ν-integrável e se verifica
∫

X

(lim inf
n→∞

fn) dν ≤ lim inf
n→∞

∫

X

fn dν.

Finalmente, observamos que podemos usar funções integráveis
como densidades, generalizando a construção de medidas com densi-
dade na Seção 8.1 (onde as densidades eram funções cont́ınuas).

8.3 Ergodicidade. Teorema Ergódico de

Birkhoff

Consideremos um espaço de probabilidade (X,F , ν) e uma trans-
formação G : X → X mensurável que preserva a medida ν (i.e., para
todo A ∈ F se verifica ν(A) = ν(G−1(A))). Uma pergunta natural
que aparecerá repetidas vezes neste caṕıtulo é a de determinar com
que freqüência as órbitas de pontos “t́ıpicos”visitam um conjunto.
De forma mais precisa, consideremos um conjunto mensurável B e
um ponto x ∈ X, queremos determinar com que freqüência a órbita
de x por G visita o conjunto B, isto é, queremos calcular

Bn(x) =
#{0 ≤ i ≤ n− 1 : Gi(x) ∈ B}

n
=

1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x),
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onde #A denota o número de elementos de A.
A idéia é fazer o número de iterados n tender para infinito e

calcular, caso exista, o limite, isto é, a média assintótica,

B(x) = lim
n→∞

Bn(x).

Este limite, quando existe, é o tempo médio que a órbita de um
ponto x permanece no conjunto B. Observe que, embora os limites
superiores e inferiores da seqüência (Bn(x))n∈N sempre existam, há
pontos para os quais este limite não existe. Veja o Exerćıcio 8.15.

Uma conseqüência do Teorema de Birkhoff, que provaremos nesta
seção, é que o limite B(x) existe ν-q.t.p., é uma função de L1(X, ν)
e verifica

∫

X

B(x) dν = ν(B).

É simples ver que a função B verifica B(x) = B(G(x)).
Finalmente, outra conseqüência do Teorema de Birkhoff é que

quando a medida é ergódica então o limite não depende ν-q.t.p. do
ponto: este limite é exatamente a medida de B:

B(x) = ν(B), para ν-quase todo ponto x ∈ X.

Esta aplicação do Teorema de Birkhoff mostra a importância da noção
de ergodicidade.

Para motivar a noção de ergodicidade, em primeiro lugar, lem-
bramos que, do ponto de vista de medida, os conjuntos de medida
zero podem ser “ignorados”. Considere agora um espaço de proba-
bilidade (X,F , ν) e uma função mensurável G : X → X tal que a
medida ν é G-invariante. Suponha que existe um conjunto B com
0 < ν(B) < 1 tal que G−1(B) = B. Neste caso, também temos
G−1(X \ B) = X \ B e assim, existem dois conjuntos G-invariantes
de medida positiva: B e C = X \B. Podemos considerar duas trans-
formações “independentes” G|B e G|C , as restrições de G aos conjun-
tos B e C. Do ponto de vista de medida, estas duas transformações
podem ser estudadas de forma totalmente independentes. Queremos
evitar esta situação e considerar uma única “unidade” dinâmica (do
ponto de vista mensurável). Isto nos leva a estudar sistemas que
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não podem ser decompostos como acima, o que nos leva à noção de
ergodicidade.

Considere um espaço de probabilidade (X,F , ν) e uma função
mensurável G : X → X tal que ν é G-invariante. Dizemos que a
medida ν é ergódica para G (ou que o sistema (G, ν) é ergódico) se
para todo subconjunto G-invariante B ∈ F , (ou seja B = G−1(B)),
se verifica que ν(B) = 0 ou ν(B) = 1.

No Exerćıcio 8.11, damos uma definição alternativa de ergodici-
dade. De forma simplificada, podemos dizer que ergodicidade é a
versão mensurável da transitividade.

Provaremos, a seguir, o Teorema de Birkhoff para que o livro
seja o mais autocontido posśıvel. Apresentamos uma prova sucinta,
em que propomos algumas pequenas etapas como exerćıcios (de fato,
estes exerćıcios são muito apropriados para obter familiaridade com
teoria da medida).

Teorema 8.6 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Considere um
espaço de probabilidade (X,F , ν) e uma transformação G : X → X

que preserva a medida ν. Então, para qualquer função f ∈ L1(X, ν),
existe uma função mensurável gf ∈ L1(X, ν) e G-invariante que ve-
rifica as seguintes propriedades:

• para ν-quase todo x ∈ X se verifica

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

f ◦Gi(x) = gf (x).

•
∫

X

f dν =

∫

X

gf dν.

Além disso, se a medida ν é ergódica (respeito a G), então gf é
constante ν-q.t.p., em particular,

gf (x) =

∫

X

f dν, para ν-quase todo ponto x ∈ X.

Prova: Primeiro observamos que é suficiente fazer a demonstração
para funções caracteŕısticas. No Exerćıcio 8.6, pedimos para provar
o Teorema de Birkhoff no caso geral usando o resultado para funções
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caracteŕısticas. Portanto, consideraremos o caso f = IB , a função
caracteŕıstica de algum subconjunto mensurável B de X. Note que,
neste caso,

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB◦Gi(x) = lim
n→∞

#{0 ≤ i ≤ n− 1 ; Gi(x) ∈ B}
n

, (8.1)

onde #(A) denota o número de elementos do conjunto A.
Observamos também que a parte dif́ıcil do Teorema de Birkhoff

é a primeira, as outras afirmações seguem usando propriedades de
integração de forma mais ou menos direta.

Em primeiro lugar provaremos que o limite

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x)

existe para quase todo ponto x ∈ X e define uma função G-invariante
(definida em quase toda parte), que obviamente denotaremos por gf .
Observe que é suficiente definir gf em ν-quase toda parte.

Para isso, definimos

L+(x) = lim sup
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x) e

L−(x) = lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x)

e devemos ver que estas funções coincidem ν-q.t.p.. Por definição,

0 ≤ L−(x) ≤ L+(x) ≤ 1 para todo x ∈ X, (8.2)

logo estas funções estão bem definidas.
Observe que

Sn(x) =
1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x)

é uma seqüência de funções mensuráveis. Assim, pela Observação 8.3,

L+ = lim sup
n→∞

Sn e L− = lim inf
n→∞

Sn
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são funções mensuráveis.

Não é dificil ver que, por definição, as funções L+ e L− são G-
invariantes, isto é, L±(G(x)) = L±(x), veja o Exerćıcio 8.8.

Para provar a primeira parte do teorema, basta mostrar que

Proposição 8.7. L+(x) = L−(x) para ν-quase todo ponto x ∈ X.

O fato da igualdade da proposição ser verdadeira somente ν-q.t.p.
e não para todo ponto é o motivo pelo qual o Teorema de Birkhoff
vale somente para quase todo ponto.

Provada a proposição, basta tomar para quase todo x ∈ X,

gf (x) = L+(x) = L−(x) = lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x).

Da G-invariância e mensurabilidade de L± obtemos que gf é G-
invariante e mensurável.

Prova da Proposição: É óbvio que L−(x) ≤ L+(x), para todo
x ∈ X . Então, precisamos apenas provar que

L−(x) ≥ L+(x), para ν-quase todo ponto x ∈ X. (8.3)

Então, para obter (8.3), é suficiente provar que

∫

X

L+(x) dν ≤ ν(B) ≤
∫

X

L−(x) dν.

Veja o Exerćıcio 8.7 que afirma que se φ, ϕ ∈ L1(X, ν) são funções tais
que 0 ≤ φ(x) ≤ ϕ(x) e

∫

X
ϕ(x) dν ≤

∫

X
φ(x) dν, então φ(x) = ϕ(x)

para ν-quase todo ponto x ∈ X. Esta desigualdade envolvendo uma
integral explica porque a proposição vale ν-q.t.p..

Provaremos apenas a primeira desigualdade, a segunda é obtida
de forma análoga, veja o Exerćıcio 8.10.

Lema 8.8.
∫

X

L+(x) dν ≤ ν(B).
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Prova do Lema: Considere qualquer ε > 0. Pela definição de
limite superior, para cada x ∈ X, existem infinitos inteiros n ≥ 1 tais
que

Sn(x) ≥ L+(x) − ε.

Para ilustrar a dificuldade e o ponto chave da demonstração, racio-
cinaremos primeiro em um caso ideal: suponha que existe n tal que
Sn(x) ≥ L+(x)− ε para todo x ∈ X. Neste caso, integrando a função
Sn(x) obtemos

ν(B) =

∫

X

Sn(x) dν ≥
∫

X

L+(x) dν − ε,

onde a primeira desigualdade segue facilmente da definição (a prova
deste fato se encontra abaixo para a função auxiliar S ′

n(x) introduzida
na prova, mas é uma boa idéia fazer você a prova agora). Portanto,
∫

X
L+(x) dν ≤ ν(B) + ε. Se isto fosse verdade para todo ε, a prova

estaria terminada. Infelizmente, estas afirmações não são verdadei-
ras mas são quase verdade (isto é, falham em um conjunto de medida
pequena, isto está expĺıcito em (8.5)). A idéia é introduzir uma função
auxiliar S′

n que verifica esta condição ideal e que é muito parecida
com Sn. Assim, estimativas para S ′

n podem ser transladadas para
Sn. Vejamos os detalhes.

Considere

N(x) = min {n ≥ 1 : Sn(x) ≥ L+(x) − ε}.

Em particular,

SN(x)(x) ≥ L+(x) − ε. (8.4)

Para cada número natural M , definimos o conjunto mensurável

BM = {x ∈ X : N(x) > M}.

Obviamente, BM+1 ⊂ BM e ∩M∈N BM é um conjunto de medida
nula. Portanto, existe M = M(ε) > 0 suficientemente grande tal que

ν(BM ) < ε. (8.5)

Pedimos para provar estas afirmações no Exerćıcio 8.5.
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Considere o novo conjunto mensurável A = B ∪ BM e a função

S′
n(x) =

1

n

n−1
∑

i=0

IA ◦Gi(x).

Obviamente, como B ⊂ A e, portanto, IA(x) ≥ IB(x), se verifica que
S′

n(x) ≥ Sn(x).

Afirmação 8.9.

S′
n(x) ≥ (n−M)

n
(L+(x) − ε).

Posporemos a prova da afirmação e terminaremos a demonstração
do lema. Integrando, obtemos

∫

X

S′
n(x) dν ≥ n−M

n

(∫

X

L+(x) dν − ε

)

.

Por outro lado,

∫

X

S′
n(x) dν =

∫

X

1

n

n−1
∑

i=0

IA ◦Gi(x) dν =
1

n

n−1
∑

i=0

∫

X

IA ◦Gi(x) dν

=
1

n

n−1
∑

i=0

∫

G−i(A)

IA(x) =
1

n

n−1
∑

i=0

ν(G−i(A)) = ν(A),

onde a última igualdade segue do fato de G preservar a medida ν.
Logo,

ν(A) ≥ n−M

n

(∫

X

L+(x) dν − ε

)

.

Tomando o limite quando n→ ∞, obtemos

ν(A) ≥
∫

X

L+(x) dν − ε.

Por outro lado, usando a estimativa sobre a medida de BM em (8.5),
obtemos

ν(A) = ν(B ∪ BM ) ≤ ν(B) + ν(BM ) ≤ ν(B) + ε.
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Logo,

ν(B) ≥ ν(A) − ε ≥
∫

X

L+(x) dν − ε− ε =

∫

X

L+(x) dν − 2 ε.

Como ε > 0 é arbitrário, segue que

ν(B) ≥
∫

X

L+(x) dν.

Finalizamos assim a prova do lema. Provaremos agora a afirmação.

Prova da Afirmação: Definimos

N ′(x) =

{

N(x), se N(x) ≤M
1, se N(x) > M

Observe que N ′(x) ≤M para todo x ∈ X. Vamos provar que

S′
N ′(x)(x) ≥ L+(x) − ε, para todo x ∈ X. (8.6)

Provaremos a afirmação, dividindo a órbita de x em partes de
“tamanho N ′(x)”. Se N(x) > M , então N ′(x) = 1 e x ∈ BM ⊂ A.
Assim, usando a desigualdade (8.2),

S′
N ′(x)(x) =

1

N ′(x)

N ′(x)−1
∑

i=0

IA ◦Gi(x) =

= IA(x) = 1 ≥ L+(x) − ε.

Falta provar para o caso N ′(x) ≤ M . Neste caso, N ′(x) = N(x) e
como B ⊂ A,

S′
N ′(x)(x) =

1

N ′(x)

N ′(x)−1
∑

i=0

IA ◦Gi(x) =
1

N(x)

N(x)−1
∑

i=0

IA ◦Gi(x) ≥

≥ 1

N(x)

N(x)−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x) = SN(x)(x) ≥ L+(x) − ε,

onde a última desigualdade segue da Equação (8.4). Isto termina a
prova da desigualdade (8.6).
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Dividiremos agora a soma S ′
n(x) em diferentes parcelas onde pode-

mos usar a estimativa em (8.6). Consideraremos segmentos de órbita
de tamanho N ′(x), N ′(GN ′(x)(x)) e assim por diante. Mais precisa-
mente, dado x ∈ X, definimos indutivamente

n0 = n0(x) = 0,

nk = nk(x) = nk−1(x) +N ′(Gnk−1(x)(x)), para k ≥ 1.

Escolha n maior do que M e defina

` = max{k ≥ 1: nk(x) ≤ n}.

Observe que, como N ′(y) ≤M ,

n`(x) ≥ n−M. (8.7)

Temos então,

S′
n(x) =

1

n

n−1
∑

i=0

IA ◦Gi(x) ≥ 1

n

n`−1
∑

i=0

IA ◦Gi(x) =

=
1

n

`−1
∑

i=0

ni+1−1
∑

j=ni

IA ◦Gj(x) =

=
1

n

`−1
∑

i=0

N ′(Gni (x))S′
N ′(Gni (x))(G

ni(x)) ≥

≥ 1

n

`−1
∑

i=0

N ′(Gni (x)) (L+(Gni(x)) − ε) =

=
1

n

`−1
∑

i=0

(ni+1 − ni) (L+(Gni(x)) − ε).
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Como L+ é G-invariante, obtemos

S′
n(x) ≥ 1

n

`−1
∑

i=0

(ni+1 − ni) (L+(Gni(x)) − ε) =

=
1

n

`−1
∑

i=0

(ni+1 − ni) (L+(x) − ε) =

≥ 1

n
n` (L+(x) − ε)

≥ 1

n
(n−M) (L+(x) − ε),

onde a última desigualdade segue de (8.7). Terminamos, assim, a
prova da afirmação. �

Provada a afirmação, o lema está demostrado. �

Demonstrado o lema, a prova da proposição está terminada. �

Para terminar a prova da primeira parte do teorema, falta ver que

gf (x) = lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x)

é ν-integrável em X. Observe que todas as funções que estamos con-
siderando são positivas. Usando o Teorema da Convergência Domi-
nada (Teorema 8.4) e o Lema de Fatou (Lema 8.5), obtemos

∫

X

|gf (x)| dν =

∫

X

gf (x) dν =

∫

X

lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB(Gi(x)) dν =

≤ lim inf
n→∞

∫

X

1

n

n−1
∑

i=0

IB(Gi(x)) dν =

= lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

∫

X

IB(Gi(x)) dν.
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Usando que G preserva a medida ν,

∫

X

|gf (x)| dν ≤ lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

∫

X

IB(Gi(x)) dν =

= lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

∫

X

IB(x) dν =

=

∫

X

IB(x) dν = ν(B) <∞.

Logo a função gf é ν-integrável, terminando a prova da primeira parte
do Teorema de Birkhoff.

Falta mostrar a segunda parte do teorema, isto é, que

∫

X

IB dν =

∫

X

gf dν,.

Observe que, pelo Teorema de Convergência Dominada (Teorema 8.4)
e como a medida ν é G-invariante, temos que

∫

X

gf dν =

∫

X

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IB ◦Gi(x) dν =

= lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

∫

X

IB ◦Gi(x) dν =

= lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

∫

X

IB(x) dν =

=

∫

X

IB(x) dν.

Finalmente provaremos a última parte do Teorema de Birkhoff:
se ν é ergódica então gf é constante ν-q.t.p.. Para cada constante C,
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defina AC = {x ∈ X : gf (x) > C}. Estes conjuntos são mensuráveis.
Como gf é G-invariante, temos

AC = G−1(AC),

isto é, AC é G-invariante. Assim, ν(AC) = 0 ou 1, já que ν é ergódica
com respeito a G. Suponha que gf não é constante para ν-quase
todo ponto x ∈ X . Então existe C tal que 0 < ν(AC) < 1, uma
contradição. Logo a função gf é uma constante.

A prova do Teorema de Birkhoff está terminada. �

8.4 Propriedades Ergódicas

Começamos esta seção observando que é simples construir medidas
ergódicas para a transformação de Gauss. Basta considerar qualquer
ponto periódico p de peŕıodo n, T n(p) = p e T i(p) 6= p se 0 < i < n,
e considerar a medida ν definida na σ-álgebra de Borel B tal que

ν(A) =
#{i ∈ [0, n− 1] : T i(p) ∈ A}

n
.

Esta medida é T -invariante e ergódica (veja o Exerćıcio 8.13). A
medida ν tem a grande desvantagem de não ter nenhuma relação com
a nossa medida natural em R, a medida de Lebesgue. Por exemplo,
o conjunto {p} tem medida de Lebesgue zero e ν({p}) = 1/n. Por
outro lado, se consideramos o conjunto

K = (0, 1) \ {p, T (p), . . . , T n−1(p)},

temos λ(K) = 1 e ν(K) = 0. Portanto, esta medida não é interessante
para nossos objetivos.

Nesta seção, veremos que a Transformação de Gauss possui uma
medida invariante e ergódica, que chamaremos medida de Gauss, que
é equivalente à medida de Lebesgue (as medidas têm os mesmos con-
juntos de medida zero). Esta equivalência nos permitirá transladar
propriedades válidas para a medida de Gauss à medida de Lebesgue.
A medida de Gauss terá um papel fundamental neste caṕıtulo e sua
importância ficará evidente nas sucessivas aplicações do Teorema de
Birkhoff.
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8.4.1 A medida de Gauss

No intervalo [0, 1), consideraremos a σ-álgebra dos Borelianos B. Por-
tanto, pelo Teorema de Extensão de Caratheodory (Teorema 8.1), é
suficiente definir a medida de Gauss µ nos intervalos (que geram a
σ-álgebra).

Definição 8.10. A medida de Gauss µ do intervalo (a, b) de [0, 1) é
dada por

µ(a, b) =
1

log 2

∫ b

a

dx

1 + x
=

1

log 2
log

(

1 + b

1 + a

)

. (8.8)

Faremos alguns comentários sobre esta medida (as informações
procedem de [8, Seção 15] e [7, Seção 1.2.2]). Considere a função
mn : [0, 1) → [0, 1], definida por

mn(b) = λ({y : T n(y) ∈ [0, b)}) = λ(T−n([0, b))).

O objetivo é entender o comportamento assintótico desta função, isto
é, estudar o limite

lim
n→∞

mn(b),

quando existir. No seu diário do ano 1800 (e usando notação mod-
erna), Gauss escreveu

lim
n→∞

mn(b) =
log(1 + b)

log 2
.

A prova deste resultado nunca foi encontrada. Posteriormente, em
1812, em carta dirigida a Laplace, Gauss perguntou sobre o erro desta
aproximação

erron(b) = mn(b) − log(1 + b)

log 2
.

Esta questão é atualmente conhecida como o Problema de Gauss. A
primeira solução para esta questão foi dada por Kuzmin, que provou
que o erron era da ordem de q

√
n, 0 < q < 1, veja [8, Teorema

33]. Sucessivas melhoras da estimativa do erro foram apresentadas
posteriormente (para uma discussão mais profunda do Problema de
Gauss, veja também [7, Caṕıtulo 2]).
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Certamente, o limite log(1 + b)/ log 2 parece ser a origem (ou a
motivação) da definição da medida de Gauss. Note que

µ([0, b]) =
1

log 2

∫ b

0

dx

1 + x
=

log(1 + b)

log 2
,

que dá exatamente o valor proposto por Gauss.
Provaremos nesta seção que a medida de Gauss é T -invariante

(Proposição 8.12) e ergódica (Teorema 8.13). Observamos que a me-
dida de Lebesgue não é invariante para a transformação de Gauss,
veja o Exerćıcio 8.12.

Em primeiro lugar, observamos que a fórmula da medida de Gauss
permite comparar as medidas de Lebesgue e de Gauss de conjuntos
mensuráveis. Veremos que este fato será de grande utilidade. Mais
precisamente:

Observação 8.11. Como a densidade da medida de Gauss verifica

1

2 log 2
<

1

(log 2) (1 + x)
≤ 1

log 2
,

temos que, para qualquer conjunto mensurável A ⊆ [0, 1),

1

2 log 2
λ(A) < µ(A) ≤ 1

log 2
λ(A).

Esta relação implica que as medidas de Gauss e de Lebesgue são e-
quivalentes (isto é, as duas medidas definidas na mesma σ-álgebra B
possuem os mesmos conjuntos de medida nula).

8.4.2 A medida de Gauss é T -invariante

Proposição 8.12. A medida de Gauss µ é T -invariante.

Prova: Observamos que é suficiente verificar a invariância para
os intervalos (pois estes geram a σ-álgebra de Borel). Em primeiro
lugar, temos que

x ∈ In =

[

1

n+ 1
,
1

n

)

=⇒
⌊

1

x

⌋

= n.
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Portanto, qualquer número x ∈ In pode ser escrito da forma x = 1
n+α ,

onde α ∈ (0, 1). Por definição temos,

T (x) = T
(

1
n+α

)

= (n+ α) − bn+ αc =

= n+ α− n = α.

Logo, se (a, b) ⊂ [0, 1), temos que sua pré-imagem no intervalo In é
(

1

n+ b
,

1

n+ a

)

.

Portanto, como o intervalo (a, b) tem uma pré-imagem em cada in-
tervalo In, temos que

T−1((a, b)) =

∞
⋃

n=1

(

1

n+ b
,

1

n+ a

)

.

Seja µ(T−1((a, b))) = K, então temos que

K = µ

( ∞
⋃

n=1

(

1

n+ b
,

1

n+ a

)

)

=

=

∞
∑

n=1

µ

((

1

n+ b
,

1

n+ a

))

=

=

∞
∑

n=1

1

log 2
log

(

1 + 1
n+a

1 + 1
n+b

)

=

=

∞
∑

n=1

1

log 2
log

(

n+a+1
n+a

n+b+1
n+b

)

=

=

∞
∑

n=1

1

log 2
log

(

n+ a+ 1

n+ a

n+ b

n+ b+ 1

)

Observe que a última fração pode ser escrita da forma
∞

X

n=1

log(n + a + 1) − log(n + a) + log(n + b) − log(n + b + 1)

log 2
.
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Claramente, há uma série de cancelamentos e obtemos que

K =
1

log 2
log

(

1 + b

1 + a

)

= µ((a, b)).

Isto termina a prova da proposição. �

8.4.3 Ergodicidade da Medida de Gauss

O principal resultado desta seção é o seguinte:

Teorema 8.13. A transformação de Gauss é ergódica com respeito
á medida de Gauss µ.

A idéia fundamental da prova do teorema é comparar a medida
de Gauss de um conjunto A e a medida relativa de T−n(A) nos in-
tervalos I[n] = Ii1 ,...,in

de geração n. Veremos que, em termos de
medida, a n-ésima pré-imagem de A se distribui de forma bastante
uniforme nos intervalos I[n]. Provaremos primeiro esta propriedade
para a medida de Lebesgue (Proposição 8.17). A partir dela, usando
a Observação 8.11 que permite comparar as medidas de Gauss e de
Lebesgue, obteremos a mesma propriedade para a medida de Gauss
(Proposição 8.16).

De forma um pouco mais precisa, a prova da ergodicidade da me-
dida de Gauss tem três etapas. Em primeiro lugar, consideraremos os
intervalos I[n] = Ii1 ,...,in

da Seção 7.2. Uma propriedade importante
destes intervalos é a seguinte (veja o Exerćıcio 8.16):

Observação 8.14. Os intervalos I[n] = Ii1 ,...,in
, n ∈ N, da Seção 7.2

geram a σ-álgebra de Borel B.

Portanto, poderemos fixar nossa atenção nos intervalos I[n]. Uma
primeira etapa essencial da prova é o cálculo da medida de Lebesgue
dos intervalos I[n]. Pela Observação 8.11, este cálculo nos dará uma
estimativa (superior e inferior) de sua medida de Gauss.

A segunda etapa consiste em obter as propriedades de distribuição
uniforme das pré-imagens T−n(A) nos intervalos I[n] para a medida
de Lebesgue. A última etapa é transladar esta distribuição uniforme
para a medida de Gauss.
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Para facilitar a leitura da prova, formularemos primeiro a Propo-
sição 8.15, que implica o Teorema 8.13 de forma imediata. Depois,
formularemos duas proposições chave que implicam esta proposição.
Desta forma, apresentaremos as etapas da prova em ordem inversa.

Prova do Teorema 8.13.

Lembramos que dada uma medida ν e dois conjuntos mensuráveis A
e B com ν(B) > 0, a medida condicional de A com respeito a B,
ν(A|B), é definida como

ν(A ∩ B)

ν(B)
.

O Teorema 8.13 segue de forma imediata da seguinte proposição:

Proposição 8.15. Existe uma constante K > 0 tal que, para todo
conjunto mensurável e T -invariante A tal que µ(A) > 0 e para todo
conjunto mensurável B ⊆ [0, 1), se verifica:

1

K
µ(B) < µ(B|A) =

µ(B ∩ A)

µ(A)
≤ K µ(B).

Para provar o Teorema 8.13, argumentaremos por absurdo. Supo-
nha que existe um conjunto T -invariante A tal que 0 < µ(A) < 1. Es-
colhemos B = ([0, 1)\A), então 1 > µ(B) > 0. Pela Proposição 8.15,
temos que

1

K
µ(B) <

µ(B ∩ A)

µ(A)
=

0

µ(A)
= 0,

o que contradiz o fato de µ(B) > 0. Portanto, a medida de Gauss µ
é ergódica. �

Dois resultados auxiliares.

Nosso objetivo é provar a Proposição 8.15. O principal ingrediente
da sua prova é o seguinte resultado que compara a medida de um
conjunto A com a medida relativa da n-ésima pré-imagem de A nos
intervalos I[n].
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Proposição 8.16. Existe uma constante K > 0 tal que para todo
n ∈ N, todo intervalo I[n] = Ii1,...,in

e todo conjunto mensurável A
contido em [0, 1), se verifica

1

K
µ(A) < µ(T−n(A)|I[n]) ≤ K µ(A).

Observamos que, na proposição, não é necessária a T -invariância
do conjunto A.

Para provar a Proposição 8.16, obteremos um resultado similar
para a medida de Lebesgue:

Proposição 8.17. Para todo Boreliano A ⊂ [0, 1), todo n ∈ N e todo
intervalo I[n] se verifica

1

2
λ(A) < λ(T−n(A)|I[n]) ≤ 2λ(A).

Comparando a medida de Lebesgue e a de Gauss, obteremos a
Proposição 8.16. Finalmente, para provar a Proposição 8.17, neces-
sitaremos determinar a medida de Lebesgue dos intervalos Ii1,...,in

e
escrevê-los em função dos convergentes.

Salientamos que a Proposição 8.17 é a parte principal da prova
do Teorema 8.13. Provaremos a seguir as proposições. O esquema da
prova é

Prop. 8.15 ⇐ Prop. 8.16 ⇐ Prop. 8.17.

Proposição 8.16 ⇒ Proposição 8.15.

Para provar a Proposição 8.15 veremos que os intervalos I[n] verificam
a proposição. Visto isso, como os intervalos I[n] geram a σ-algebra,
obtemos

1

K
µ(B) < µ(B|A) =

µ(B ∩ A)

µ(A)
≤ K µ(B) (8.9)

para qualquer conjunto mensurável B ⊆ [0, 1). Pedimos para com-
pletar os detalhes desta afirmação no Exerćıcio 8.17.

A proposição para os intervalos I[n] segue da Proposição 8.16 e da
T -invariância de A,

1

K
µ(A) < µ(T−n(A)|I[n]) = µ(A|I[n]) ≤ K µ(A).
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Reescrevemos esta desigualdade,

1

K
µ(A) <

µ(T−n(A) ∩ I[n])

µ(I[n])
=
µ(A ∩ I[n])

µ(I[n])
≤ K µ(A).

Como µ(A) > 0 e T−n(A) = A, esta condição é equivalente a

1

K
µ(I[n]) <

µ(T−n(A) ∩ I[n])

µ(T−n(A))
=
µ(A ∩ I[n])

µ(A)
≤ K µ(I[n]).

Isto é,

1

K
µ(I[n]) < µ(I[n]|T−n(A)) = µ(I[n]|A) ≤ K µ(I[n]).

A prova da proposição para os intervalos I[n] está completa. Como
os intervalos I[n] geram a σ-álgebra, temos que a proposição está
demostrada. �

Proposição 8.17 ⇒ Proposição 8.16.

Usaremos a relação entre as medidas de Gauss e de Lebesgue dada
pela Observação 8.11,

1

2 log 2
λ(A) < µ(A) ≤ 1

log 2
λ(A).

Pela Proposição 8.17,

µ(A) ≤ 1

log 2
λ(A) <

2

log 2
λ(T−n(A)|I[n]) =

=
2

log 2

λ(T−n(A) ∩ I[n])

λ(I[n])
≤

≤ 2

log 2

(2 log 2)µ(T−n(A) ∩ I[n])

log 2µ(I[n])
=

=
4

log 2
µ(T−n(A)|I[n]).
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Portanto,
log 2

4
µ(A) < µ(T−n(A)|I[n]). (8.10)

Para a outra desigualdade, escrevemos

µ(T−n(A)|I[n]) =
µ(T−n(A) ∩ I[n])

µ(I[n])
≤

≤ 2 log 2

log 2

λ(T−n(A) ∩ I[n])

λ(I[n])
=

= 2λ(T−n(A)|I[n]) ≤

≤ 4λ(A) ≤ (8 log 2)µ(A).

Obtemos assim

µ(T−n(A)|I[n]) < (8 log 2)µ(A). (8.11)

Usando as desigualdades em (8.10) e (8.11), obtemos K > 0 tal que

1

K
µ(A) < µ(T−n(A)|I[n]) ≤ K µ(A).

Obtendo assim a proposição �.

Prova da Proposição 8.17.

A primeira etapa da prova da proposição é determinar a medida de
Lebesgue dos intervalos Ii1,...,in

e escrevê-los em função dos conver-
gentes.

Lema 8.18. Os intervalos Ii1,...,in
são dados por:

• Ii1 ,...,in
=

[

pn

qn
,
pn + pn−1

qn + qn−1

)

, se n é par,

• Ii1 ,...,in
=

(

pn + pn−1

qn + qn−1
,
pn

qn

]

, se n é ı́mpar,

onde
pn

qn
é o n-ésimo convergente [i1, . . . , in].
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Prova: Veremos, em primeiro lugar, que os extremos de Ii1,...,in
são

pn

qn
e

pn + pn−1

qn + qn−1
.

Para isso, é suficiente lembrar que, por construção, todo número x
do intervalo Ii1,...,in

é da forma

x = [i1, i2, . . . , in + Tn(x)],

veja a Equação (2.4). Então, pela Propriedade (B I), todo número
x ∈ Ii1,...,in

verifica

x =
pn + (Tn(x)) pn−1

qn + (Tn(x)) qn−1
.

Como 0 ≤ T n(x) < 1, temos que todo número x ∈ Ii1,...,in
está entre

pn

qn
e

pn + pn−1

qn + qn−1
.

Por outro lado, pela Propriedade (B II), temos que

pn

qn
<
pn + pn−1

qn + qn−1
⇐⇒ pn qn + pn qn−1 < pn qn + pn−1 qn

⇐⇒ 0 < pn−1 qn − pn qn−1 = (−1)n

⇐⇒ n é par .

Isto conclui a prova do lema. �

Lema 8.19. Seja λ a medida de Lebesgue, então se verifica

λ(Ii1 ,...,in
) =

1

qn(qn + qn−1)
, [i1, . . . , in] =

pn

qn
.
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Prova: Pelo Lema 8.18 e a Propriedade (B II), obtemos

λ(Ii1 ,...,in
) =

∣

∣

∣

∣

pn + pn−1

qn + qn−1
− pn

qn

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

pn qn + pn−1 qn − pn qn + pn qn−1

qn(qn + qn−1)

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

(−1)n

qn(qn + qn−1)

∣

∣

∣

∣

=
1

qn(qn + qn−1)
.

Terminamos assim a prova do lema. �

Fim da prova da Proposição 8.17: Fixados um número natural n
e uma famı́lia i1, . . . , in de números naturais, consideramos o intervalo
I[n] = Ii1,...,in

. Pelo Lema 8.18,

I[n] = Ii1 ,...,in
=

[

pn

qn
,
pn + pn−1

qn + qn−1

)

(n par),

I[n] = Ii1 ,...,in
=

(

pn + pn−1

qn + qn−1
,
pn

qn

]

(n ı́mpar).

Pela Propriedade (B I), todo z ∈ Ii1 ,...,in
pode ser escrito da forma

z =
pn + (Tn(z)) pn−1

qn + (Tn(z)) qn−1
.

Para qualquer intervalo (a, b) ⊂ [0, 1), temos

z ∈ T−n((a, b)) ∩ I[n] = {z : z ∈ In e a < Tn(z) < b},

donde

T−n((a, b)) ∩ I[n] =
(

pn+a pn−1

qn+a qn−1
, pn+b pn−1

qn+b qn−1

)

, n par,

T−n((a, b)) ∩ I[n] =
(

pn+b pn−1

qn+b qn−1
, pn+a pn−1

qn+a qn−1

)

, n ı́mpar.
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Assim, para qualquer intervalo (a, b) ⊂ [0, 1) e n ∈ N, escrevemos

Kn = λ(T−n((a, b)) ∩ I[n]) =

= ±
(

pn−1 b+ pn

qn−1 b+ qn
− pn−1 a+ pn

qn−1 a+ qn

)

=

= ±
[(

a b pn−1 qn−1 + a pn qn−1 + b pn−1 qn + pn qn
(qn + b qn−1) (qn + a qn−1)

)

+

+

(−a b pn−1 qn−1 − b pn qn−1 − a pn−1 qn − pn qn
(qn + b qn−1) (qn + a qn−1)

)]

=

= ±
(

b pn−1 qn + a pn qn−1 − a pn−1 qn − b pn qn−1

(qn + b qn−1) (qn + a qn−1)

)

=

= ±
(

(b− a) (pn−1 qn − pn qn−1)

(qn + a qn−1) (qn + b qn−1)

)

=

=
b− a

(qn + a qn−1) (qn + b qn−1)
.

Na última igualdade, usamos a Propriedade (B II). Observe que usa-
mos + quando n é par e − quando n é ı́mpar.

Usando o valor de Kn = λ(T−n((a, b)) ∩ I[n]), que acabamos de
obter, e o Lema 8.19,

λ(Ii1 ,...,in
) =

1

qn(qn + qn−1)
,

temos que

λ(T−n((a, b))|I[n]) =
λ(T−n((a, b)) ∩ I[n])

λ(I[n])
=

= (b− a)
qn(qn + qn−1)

(qn + b qn−1)(qn + a qn−1)
.

(8.12)

Afirmação 8.20.
1

2
<

qn(qn + qn−1)

(qn + b qn−1)(qn + a qn−1)
≤ 2.
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Posporemos a prova da afirmação e concluiremos a prova da Pro-
posição 8.17. Usando a Equação (8.12) e a Afirmação 8.20, obtemos

1

2
λ((a, b)) =

1

2
(b− a) < λ(T−n((a, b))|I[n]) ≤

≤ 2 (b− a) = 2λ((a, b)).

Finalmente, usando mais uma vez que os intervalos (a, b) geram a
σ-algebra da medida de Gauss, obtemos

1

2
λ(A) < λ(T−n(A)|I[n]) ≤ 2λ(A) (8.13)

para qualquer conjunto mensurável A ⊆ [0, 1).
Para concluir a prova da Proposição 8.17, falta demonstrar a A-

firmação 8.20.

Prova da Afirmação: Provaremos a última desigualdade (a pri-
meira decorre de forma análoga e será omitida). Como a seqüência
(qi)i≥−1 é monótona crescente e qi > 1 para todo i ≥ 2 (lembre a
Propriedade (C)), temos que

2 qn (qn + qn−1) ≤ 2 qn (qn + qn) = 4 q2n =

= 4 (qn + 0 qn−1)(qn + 0 qn−1)

≤ 4 (qn + a qn−1)(qn + b qn−1).

Portanto,
qn (qn + qn−1)

(qn + a qn−1)(qn + b qn−1)
≤ 4

2
= 2.

O que prova a última desigualdade da afirmação. �

A prova da Proposição 8.17 agora está concluida. �

8.5 Conseqüências da ergodicidade

Com a ergodicidade da Transformação de Gauss podemos usar o
Teorema de Birkhoff para obter algumas propriedades sobre a dis-
tribuição de d́ıgitos (quocientes) na expansão em frações cont́ınuas de
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quase todo número do intervalo [0, 1) (isto é, um conjunto de medida
de Gauss total). Como a medida de Gauss é equivalente à medida de
Lebesgue, obteremos propriedades para um conjunto de medida de
Lebesgue 1 em [0, 1). Por exemplo, obteremos a freqüência com que
um determinado número natural aparece na seqüência de quocientes
de quase todo número real x (veja a Proposição 8.21). Enunciaremos
outras propriedades sobre quocientes e os convergentes de quase todo
número real na Proposição 8.22.

É interessante comparar estes resultados com os correspondentes
para as expansões n-árias. Por exemplo, pelo Teorema de Birkhoff
temos o seguinte resultado (veja o Exerćıcio 8.20):

Dados n ∈ N, n ≥ 2 e x ∈ [0, 1), seja (ι1(x), . . . , ιk(x), . . . ) a ex-
pansão n-ária de x. Para λ-quase todo ponto x ∈ [0, 1), a freqüência
com que aparece um número k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} na expansão n-ária
de x verifica

lim
n→∞

#{j ∈ [1, n] : ιj(x) = k}
n

=
1

n
= λ

([

k

n
,
k + 1

n

))

.

A seguinte proposição é o equivalente do resultado acima para
frações cont́ınuas. Existem dois motivos para a freqüência com que
aparecem os d́ıgitos não ser constante como no caso n-ário. Primeiro,
há um número infinito de d́ıgitos. Segundo, a medida de Gauss dos
intervalos Ik = [1/(k + 1), 1/k) depende de k e diminui quando k
cresce. Assim, o d́ıgito k+ 1 aparece com freqüência menor do que o
d́ıgito k.

Proposição 8.21. Para quase todo x ∈ [0, 1), a freqüência com
que aparece um número k ∈ N na expansão em frações cont́ınuas
[a1(x), a2(x), . . . ] de x, verifica

lim
n→∞

#{i ∈ [1, n] : ai(x) = k}
n

=

log

(

1 +
1

k(k + 2)

)

log 2
= µ(Ik).

O “quase todo ponto” na proposição pode ser para as medidas
de Lebesgue ou Gauss, é equivalente.
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Prova: Dado k ∈ N, considere a função caracteŕıstica IIk
(x) do

intervalo Ik =
[

1
k+1 ,

1
k

)

. Como an(x) =

⌊

1

Tn−1(x)

⌋

, temos que:

an(x) = k ⇐⇒ T n−1(x) ∈ Ik ⇐⇒ IIk
(Tn−1(x)) = 1.

Assim,

#{1 ≤ i ≤ n, ai(x) = k}
n

=
1

n

n−1
∑

i=0

IIk
(T i(x)).

Como a transformação de Gauss T é ergódica com respeito à medida
de Gauss e IIk

∈ L1([0, 1), µ), pelo Teorema de Birkhoff, para µ-quase
todo ponto x ∈ [0, 1), se verifica

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IIk
(T i(x)) =

∫ 1

0

IIk
(T i(x)) dµ = µ(Ik).

Portanto,

µ(Ik) = lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

IIk
(T i(x)) =

= lim
n→∞

#{1 ≤ i ≤ n, ai(x) = k}
n

.

Finalmente, pela definição da medida de Gauss (lembre a Equação
(8.8)), temos

µ(Ik) =
1

log 2
log







1 +
1

k

1 +
1

k + 1






=

1

log 2
log

(

1 +
1

k(k + 2)

)

.

Donde obtemos a proposição. �

Na Proposição 8.21, calculamos a freqüência com que aparece um
número natural k na expansão em frações cont́ınuas de quase todo
ponto do intervalo [0, 1). A seguir, generalizaremos este resultado
calculando a freqüência com que um determinado bloco i1, . . . , ik de
k números naturais aparece na expansão.
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Como an(x) = a1(T
n−1(x)), temos que

aj+r(x) = ir+1 ⇐⇒ a1(T
j+r−1(x)) = ir+1 ⇐⇒ T j+r−1(x) ∈ Iir+1 .

Portanto, da definição do intervalo Ii1,··· ,ik
, conclúımos que

aj(x) = i1, . . . , aj+k−1 = ik ⇐⇒ T j−1(x) ∈ Ii1,...,ik
.

Como no primeiro caso, onde o bloco era de um elemento, conside-
ramos o intervalo Ii1 ,...,ik

= I[k] e a função caracteŕıstica do conjunto
II[k]

no intervalo I[k]. Temos que

aj(x) = i1, . . . , aj+k−1(x) = ik ⇐⇒ II[k]
(T j−1(x)) = 1.

Como I[k] é um Boreliano, a função II[k]
é integrável. Além disso, a

Transformação de Gauss preserva a medida de Gauss µ. Portanto, o
Teorema de Birkhoff afirma que, para µ-quase todo ponto x ∈ [0, 1),
se verifica que

lim
n→∞

1

n

n
∑

j=1

II[k]
(T j−1(x)) =

∫ 1

0

II[k]
dµ = µ(I[k]).

Como, dado x ∈ [0, 1), se verifica

#{j ∈ [1, n] : aj(x) = i1, . . . , aj+k−1(x) = ik}
n

=

=
1

n

n
∑

j=1

II[k]
(T j−1(x)),

obtemos que quase todo ponto x ∈ [0, 1) satisfaz

lim
n→∞

1

n
#{j ∈ [1, n] : aj(x) = i1, . . . , aj+k−1(x) = ik} =

= lim
n→∞

1

n

n
∑

j=1

II[k]
(T j−1(x)) = µ(I[k]).

Pela Equação (8.8) e o Lema 8.18, temos que
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• Se k é par

µ(I[k]) =
1

log 2
log







1 +
pk + pk−1

qk + qk−1

1 +
pk

qk






;

• Se k é ı́mpar

µ(I[k]) =
1

log 2
log







1 +
pk

qk

1 +
pk + pk−1

qk + qk−1






.

Na seguinte proposição enunciamos algumas propriedades assin-
tóticas sobre os d́ıgitos da expansão em frações cont́ınuas de quase
todo ponto do intervalo [0, 1).

Proposição 8.22. Para quase todo x ∈ [0, 1):

(I)

lim
n→∞

1

n
(a1(x) + a2(x) + · · · + an(x)) = ∞.

(II)

lim
n→∞

n
√

a1(x) a2(x) · · · an(x) =
∞
∏

k=1

(

1 +
1

k(k + 2)

)
log k
log 2

.

(III)

lim
n→∞

1

n
log(qn(x)) =

π2

12 log 2
.

(IV)

lim
n→∞

1

n
log

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

=
−π2

6 log 2
.

Isto significa que o erro de aproximação entre x e o convergente
pn(x)

qn(x)
é da ordem de exp

(−nπ2

6 log 2

)

.
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Prova: A idéia da prova é encontrar, para cada caso, uma função
integrável que descreva a distribuição dos d́ıgitos e aplicar o teorema
de Birkhoff.

(I) lim
n→∞

1

n
(a1(x) + a2(x) + · · · + an(x)) = ∞.

Consideramos a função

f(x) =

⌊

1

x

⌋

= a1(x).

Como ai(x) = a1(T
i−1(x)), temos que

1

n
(a1(x) + · · · + an(x)) =

1

n

n−1
∑

i=0

f(T i(x)).

Infelizmente, f /∈ L1([0, 1), µ) e, portanto, não podemos aplicar o
Teorema de Birkhoff diretamente. De fato, temos que

1 > T (x) =
1

x
−
⌊

1

x

⌋

=
1

x
− f(x) =⇒ f(x) >

1 − x

x
.

Donde,

∫ 1

0

f dµ =
1

log 2

∫ 1

0

f(x)

1 + x
dx ≥ 1

log 2

∫ 1

0

1 − x

x (1 + x)
dx = ∞.

Para sanar o problema da não integrabilidade de f consideramos
seus truncamentos (este é um truque freqüente em medida e um ar-
gumento similar já foi usado na prova do Teorema de Birkhoff quando
definimos N ′(x)). Isto é, para cada N > 0 definimos a função

fN(x) =

{

f(x) se f(x) ≤ N ;
0 se f(x) > N .

Note que esta nova função fN é limitada e tem um número finito
de descontinuidades, portanto é integrável. Mais uma vez, como T
preserva a medida de Gauss µ, podemos aplicar o Teorema de Birkhoff
a cada fN . Assim, para qualquer N > 0 e para quase todo ponto
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x ∈ [0, 1), se verifica

lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

f(T i(x)) ≥ lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

fN(T i(x)) =

= lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

fN (T i(x)) =

=

∫ 1

0

fN dµ =
1

log 2

∫ 1

0

fN(x)

1 + x
dx.

Mas, já vimos que

lim
N→∞

∫ 1

0

fN(x)

1 + x
dx = ∞.

Portanto, para quase todo x ∈ [0, 1),

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

f(T j(x)) = ∞.

Isto termina a prova do item (I).

(II) lim
n→∞

n
√

a1(x) a2(x) · · · an(x) =

∞
∏

k=1

(

1 +
1

k(k + 2)

)
log k
log 2

.

Em primeiro lugar, observamos que

lim
n→∞

exp

(

1

n

n−1
∑

i=0

log(a1(T
i(x)))

)

= lim
n→∞

exp

(

1

n

n
∑

i=1

log(ai(x))

)

= lim
n→∞

n
√

a1(x) · · · an(x).

Esta igualdade nos leva a estudar somas da forma

1

n

n−1
∑

i=0

log(a1(T
i(x)))

e a considerar a função g(x) = log(a1(x)). Para aplicar o teorema de
Birkhoff a g(x), necessitamos do seguinte lema cuja prova adiaremos:
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Lema 8.23. g ∈ L1([0, 1), µ).

Podemos agora aplicar o Teorema de Birkhoff à função g (lembre
que T preserva a medida de Gauss), obtendo que, para quase todo
x ∈ [0, 1), se verifica

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

g(T i(x)) =

∫ 1

0

g dµ.

Dividindo o intervalo [0, 1) em intervalos Ik = [1/(k + 1), 1/k), onde
a função g é constante e igual a log k, obtemos

∫ 1

0

g dµ =

∫

∪∞
k=1Ik

g dµ =
∞
∑

k=1

∫ 1
k

1
k+1

g dµ =
∞
∑

k=1

log k

∫ 1
k

1
k+1

dµ.

Portanto,

lim
n→∞

n−1
∑

i=0

g(T i(x)) =

∞
∑

k=1

∫ 1
k

1
k+1

log k dµ =

=
∞
∑

k=1

log k

log 2
log

(

1 + 1
k

1 + 1
k+1

)

=

=

∞
∑

k=1

log k

log 2
log

(

1 +
1

k(k + 2)

)

=

=

∞
∑

k=1

log

(

(

1 +
1

k(k + 2)

)
log k
log 2

)

.

Esta igualdade implica que, para quase todo ponto x ∈ [0, 1), temos
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que

lim
n→∞

n
√

a1(x) a2(x) · · · an(x) = lim
n→∞

exp

(

1

n

n
∑

i=1

log ai(x)

)

=

= lim
n→∞

exp

(

1

n

n−1
∑

i=0

log a1(T
i(x))

)

=

= lim
n→∞

exp

(

log

( ∞
∏

k=1

(

1 +
1

k(k + 2)

)
log k
log 2

))

=

=
∞
∏

k=1

(

1 +
1

k(k + 2)

)
log k
log 2

.

Assim, finalizamos a prova de (II) assumindo o Lema 8.23.

Prova do Lema 8.23: Para provar o lema é suficiente ver que
a integral de g com respeito a medida de Gauss é finita. Usando a
fórmula da medida de Gauss na Definição 8.10, temos que

∫ 1

0

g dµ =

∞
∑

k=1

∫ 1
k

1
k+1

log k dµ =

∞
∑

k=1

log k

log 2
log

(

1 + 1
k

1 + 1
k+1

)

=

=

∞
∑

k=1

log k

log 2
log

(

1 +
1

k(k + 2)

)

≤
∞
∑

k=1

log k

log 2
log

(

1 +
1

k2

)

.

Portanto, é suficiente ver que a última série é convergente. Ex-
pandindo em série de Taylor a função log(1+ 1

x) no ponto 1, obtemos
que, se k é suficientemente grande, então

log

(

1 +
1

k2

)

≤ 1

k2
.

Portanto, para provar o lema, é suficiente verificar a convergência da
série ∞

∑

k=1

log k

k2
.
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[SEC. 8.5: CONSEQÜÊNCIAS DA ERGODICIDADE 179

A convergência da série segue da integral
∫∞
1

(logx)/x2 dx ser con-
vergente (integre por partes para obter esta afirmação). Logo g ∈
L1([0, 1), µ). �

A prova do item (II) esta conclúıda.

(III) lim
n→∞

1

n
log(qn(x)) =

π2

12 log 2
.

Iniciaremos a prova observando que a presença do termo π2/12 é
devida a seguinte igualdade (veja, por exemplo, [17])

π2

12
=

∞
∑

n=0

(−1)n+1

n2
. (8.14)

Lembramos que pn(x) = qn−1(T (x)) (Propriedade (B III) dos
convergentes) e obtemos,

1

qn(x)
=

1

qn(x)

pn(x)

qn−1(T (x))

pn−1(T (x))

qn−2(T 2(x))
· · · p2(T

n−2(x))

q1(Tn−1(x))

p1(T (x))

q0(T (x))
.

Reagrupando os fatores, obtemos

1

qn(x)
=
pn(x)

qn(x)

pn−1(T (x))

qn−1(T (x))

pn−2(T
2(x))

qn−2(T 2(x))
· · · p1(T (x))

q1(T (x))

1

q0(x)
.

Assim, tomando logaritmos,

log

(

1

qn(x)

)

= log

(

n−1
∏

k=0

pn−k(T k(x))

qn−k(T k(x))

)

.

Dividindo por n,

− 1

n
log qn(x) =

1

n

n−1
∑

k=0

log

(

pn−k(T k(x))

qn−k(T k(x))

)

.

Obtendo finalmente que

− 1

n
log qn(x) =

1

n

n−1
∑

k=0

logT k(x)+

+
1

n

n−1
∑

k=0

(

log

(

pn−k(T k(x))

qn−k(T k(x))

)

− logT k(x)

)

.
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Portanto, para concluir a prova do item (III), é suficiente provar o
seguinte lema:

Lema 8.24. Para quase todo ponto x ∈ [0, 1),

• lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

log(T k(x)) = − π2

12 log 2
e

• lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

(

log

(

pn−k(T k(x))

qn−k(T k(x))

)

− logT k(x)

)

= 0.

Prova: A primeira afirmação do lema segue do Teorema de Birkhoff
(devemos verificar que logx ∈ L1([0, 1), µ), mas isto está impĺıcito nos
argumentos que seguem). Isto é, para quase todo ponto x ∈ [0, 1),

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

log(T k(x)) =

∫ 1

0

logx dµ =
1

log 2

∫ 1

0

logx

1 + x
dx =

=
1

log 2

[

log(x) log(1 + x) −
∫

log(1 + x)

x
dx

]1

0

=

= − 1

log 2

∫ 1

0

log(1 + x)

x
dx.

Onde a penúltima igualdade é obtida integrando por partes e a última
aplicando a regra de l’Hôpital (sucessivas vezes).

Expandindo em série log(1 + x), obtemos (omitimos os detalhes)

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

logT k(x) = − 1

log 2

∫ 1

0

1

x

( ∞
∑

i=1

(−1)2 i+1 xi

i

)

dx =

= − 1

log 2

∫ 1

0

(

1 − x

2
+
x2

3
− x3

4
+ . . .

)

dx =

= − 1

log 2

[

x− x2

4
+
x3

9
− x4

16
+ . . .

]1

0

=

= − 1

log 2

(

1 − 1

4
+

1

9
− 1

16
+ . . .

)

= − 1

log 2

(

π2

12

)

.
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Para a última igualdade lembre da Equação (8.14).
Vamos agora provar a segundo item. Para n par temos que

Ii1,··· ,in
=

[

pn

qn
,
pn + pn−1

qn + qn−1

)

.

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, dado x ∈ Ii1,··· ,in
, temos

0 <

logx− log

(

pn

qn

)

x− pn

qn

=
1

γ
onde γ ∈

(

pn

qn
, x

)

.

Portanto, como
pn

qn
< γ < x <

pn + pn−1

qn + qn−1
, usando a Propriedade (B

II), obtemos

0 < logx− log

(

pn

qn

)

=
1

γ

(

x− pn

qn

)

<
1

γ

(

pn + pn−1

qn + qn−1
− pn

qn

)

<

<
qn
pn

(

pn + pn−1

qn + qn−1
− pn

qn

)

=
qn
pn

(

qn pn−1 − pn qn−1

qn (qn + qn−1)

)

=

=
(−1)n

pn(qn + qn−1)
=

1

pn(qn + qn−1)
<

1

qn
.

Lembramos que, para n ı́mpar,

Ii1,··· ,in
=

(

pn + pn−1

qn + qn−1
,
pn

qn

]

.

De maneira totalmente análoga, temos que

0 > logx− log

(

pn

qn

)

= 1
γ

(

x− pn

qn

)

>

>

(

pn + pn−1

qn + qn−1
− pn

qn

)

1

γ
> − 1

qn
.

Portanto, nos dois casos se verifica
∣

∣

∣

∣

logx− log

(

pn(x)

qn(x)

)∣

∣

∣

∣

<
1

qn
.
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Observando que T k(x) ∈ Ii1,...,in−k
, a mesma prova fornece

∣

∣

∣

∣

log(T k(x)) − log

(

pn(T k(x))

qn(T k(x))

)∣

∣

∣

∣

<
1

qn−k(T k(x))
.

Como, pela Propriedade (C) dos convergentes, qn(T k(x)) ≥ 2(n−1)/2,
temos que

∣

∣

∣

∣

log(T k(x)) − log

(

pn(T k(x))

qn(T k(x))

)∣

∣

∣

∣

→ 0

quando n→ ∞. Isto termina a prova do lema (e do item (III)). �

(IV) lim
n→∞

1

n
log

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

=
−π2

6 log 2
.

Note que, pelo Teorema 5.1, (omitimos a dependência em x)

1

qn (qn+1 + qn)
<

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qn qn+1
.

Como qn+1 ≥ qn, temos que,

2 qn qn+1 = qn (qn+1 + qn+1) ≥ qn (qn+1 + qn).

Logo,
1

2 qn qn+1
<

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qn qn+1
.

Tomando logaritmos e usando suas propriedades, temos que

log

(

1

2 qn qn+1

)

= − log 2 − log qn − log qn+1 <

< log

(∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

)

≤ log

(

1

qn qn+1

)

=

= − log qn − log qn+1.

Dividindo por n,

− 1

n
log 2 − 1

n
log qn − 1

n
log qn+1 <

1

n
log

(∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

)

≤

≤ − 1

n
log qn − 1

n
log qn+1.



“livrocbmf”
2007/5/21
page 183

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 8.6: EXPOENTES DE LYAPUNOV 183

Como o item (III) implica que, para quase todo ponto x ∈ [0, 1), se
verifica

lim
n→∞

1

n
log qn(x) =

π2

12 log 2

e como (também para quase todo ponto)

lim
n→∞

1

n
log qn+1(x) = lim

n→∞
n+ 1

n

1

n+ 1
log qn+1 =

π2

12 log 2
,

obtemos

lim
n→∞

1

n

(

log

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

)

= −2

(

π2

12 log 2

)

=
−π2

6 log 2
.

Isto termina a prova do item (IV) e da proposição. �

8.6 Expoentes de Lyapunov

Quantidades importantes associadas a um sistema dinâmico são seus
expoentes de Lyapunov. Os expoentes de Lyapunov medem a ve-
locidade média com que as órbitas se separam e são, portanto, um
indicador da caoticidade de um sistema dinâmico. Os expoentes de
Lyapunov são generalizações da derivada em um ponto periódico: se p
é um ponto periódico de peŕıodo n de uma função f : R → R, então o
expoente de Lyapunov de f no ponto p é éxatamente 1

n log |(fn)′(p)|.
Na nossa discussão, nos restringiremos ao caso da aplicação de

Gauss. Consideraremos pontos x onde a derivada de x esteja definida.
Este conjunto tem medida total, pois seu complementar é um con-
junto enumerável. Observe também que os pontos x ∈ [0, 1) tais que
a derivada de T está definida para todo ponto T i(x), i ∈ N, é um con-
junto de medida total. O expoente de Lyapunov da órbita do ponto x
é definido por

lim
n→∞

1

n
log

(

n−1
∏

i=0

|T ′(T i(x))|
)

= lim
n→∞

1

n
log

(

n−1
∏

i=0

1

T i(x)2

)

=

= − lim
n→∞

2

n

n−1
∑

i=0

log(T i(x)),
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sempre e quando este limite existe. Denotaremos este limite (quando
existe) por χ(x).

No Exerćıcio 8.18 pedimos para calcular expoentes de Lyapunov
de pontos periódicos (provar a fórmula χ(p) = 1

n log |(Tn)′(p)|, se
Tn(p) = p). Obviamente, existem pontos para os quais este limite não
existe (no Exerćıcio 8.21 pedimos para dar exemplos desta situação).

Um resultado interessante, veja o Exerćıcio 8.19, é o seguinte: con-
sidere o número de ouro O, como na Seção 4.1, e defina O′ = O − 1.
Lembramos que T (O′) = O′. É imediato verificar que qualquer ponto
fixo p de T verifica χ(p) ≥ χ(O′). Um resultado mais surpreendente é
que, para qualquer ponto x ∈ [0, 1) tal que seu expoente de Lyapunov
χ(x) existe, temos que χ(x) ≥ χ(O′). Em outras palavras, o mı́nimo
dos expoentes de Lyapunov é atingido exatamente no ponto O′. Ob-
serve que o máximo dos expoentes de Lyapunov não é atingido: para
todo N ∈ N, existe x ∈ (0, 1) tal que χ(x) ≥ N .

Finalmente, observamos que quase todos os pontos x ∈ [0, 1) pos-
suem expoente de Lyapunov (χ(x) está definido) e o expoente de
Lyapunov é o mesmo para quase todos os pontos. Estas afirmacões
decorrem do Teorema de Birkhoff. Lembre que, no Lema 8.24, prova-
mos que, para quase todo ponto x ∈ [0, 1), se verifica

lim
n→∞

1

n
log

(

n−1
∏

i=0

|T ′(T i(x))|
)

=
π2

6 log 2
.

Neste caso, este limite é o expoente de Lyapunov de T com respeito à
medida µ, e é denotado por χµ.

8.7 Exerćıcios

Exerćıcio 8.1. Considere uma σ-álgebra F de um conjunto X. Con-
sidere uma famı́lia enumerável (Ai)i∈N de conjuntos de F . Prove que
se verifica que

⋂

i∈N Ai pertence a F .

Exerćıcio 8.2. Considere uma medida de probabilidade ν e uma
seqüência (Fn)n≥1 de conjuntos mensuráveis tal que

∞
∑

n=1

ν(Fn) <∞.
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Prove que

ν

( ∞
⋃

n=1

Fn

)

≤
∞
∑

n=1

ν(En).

Exerćıcio 8.3. Considere uma famı́lia de σ-álgebras (Fj)j∈N defini-
das em um conjunto X. Prove que F =

⋂

j∈N Fj é uma σ-álgebra de
X.

Exerćıcio 8.4. Considere a σ-álgebra dos Borelianos em [0, 1]. Prove
que toda função cont́ınua f : [0, 1] → [0, 1] é mensurável.

Exerćıcio 8.5. Considere uma seqüência (fn)n∈N, fn : X → R, de
funções mensuráveis. Prove que as funções

f+(x) = lim sup
n

fn(x), f−(x) = lim sup
n

fn(x),

são mensuráveis.

Exerćıcio 8.6. Usando a versão do Teorema de Birkhoff (Teorema 8.6)
para funções caracteŕısticas, prove, primeiro, o Teorema de Birkhoff
para funções simples e depois para funções em L1(X, ν).

Exerćıcio 8.7. Considere funções φ, ϕ ∈ L1(X, ν) tais que 0 ≤
φ(x) ≤ ϕ(x) e

∫

X
ϕ(x) dν ≤

∫

X
φ(x) dν. Prove que φ = ϕ ν-q.t.p..

Exerćıcio 8.8. Prove que as funções L+ e L− na prova do Teo-
rema 8.6 são G-invariantes.

Exerćıcio 8.9. Usando a notação do Teorema de Birkhoff, defina
para cada número natural M o conjunto

BM = {x ∈ X : N(x) > M}.

Prove que:

1. BM é mensurável,

2.
⋂

M∈N BM é um conjunto de medida nula e, portanto, para
todo ε > 0, existe k > 0 tal que ν(Bk) < ε.

Exerćıcio 8.10. Usando a notação do Teorema de Birkhoff, prove
que

∫

X
L−(x) dν ≥ ν(B).
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Exerćıcio 8.11. Considere um espaço de probabilidade (X,F , ν) e
uma função mensurável G : X → X que preserva a medida ν (i.e.,
ν(A) = ν(G−1(A)) para todo A ∈ F).

Prove que uma medida ν é ergódica se, e somente se,

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

ϕ(Gi(x)) =

∫

X

ϕ(x) dν

para toda função ϕ ∈ L1(X, ν) e ν-quase todo ponto x ∈ X.

Exerćıcio 8.12. Prove que a medida de Lebesgue não é invariante
pela transfomação de Gauss.

Exerćıcio 8.13. Considere um ponto periódico p de peŕıodo n da
transformação de Gauss (T n(p) = p e T i(p) 6= p se 0 < i < n) e a
medida ν definida na σ-álgebra de Borel B tal que

ν(A) =
#{i ∈ [0, n− 1] : T i(p) ∈ A}

n
.

Prove que ν é T -invariante e ergódica.

Exerćıcio 8.14. Estude se a medida de Lebesgue é invariante para
as transformações En, Eβ e L associadas as expansões n-árias, β e de
Lüroth (veja a Seção 7.1). Lembre que é suficiente provar isto para
intervalos.

Exerćıcio 8.15. Considere a transformação de Gauss. Determine de
forma expĺıcita um Boreliano B e pontos x ∈ [0, 1) tais que o limite

lim
n→∞

#{i ∈ [0, n− 1] : T i(x) ∈ B}
n

não exista.
Mostre um exemplo onde

lim sup
n→∞

#{i ∈ [0, n− 1] : T i(x) ∈ B}
n

= 1 e

lim inf
n→∞

#{i ∈ [0, n− 1] : T i(x) ∈ B}
n

= 0.



“livrocbmf”
2007/5/21
page 187

i

i

i

i

i

i

i

i

[SEC. 8.7: EXERĆICIOS 187

Exerćıcio 8.16. Mostre que os intervalos I[n] = Ii1 ,...,in
da Seção 7.2

geram a σ-álgebra de Borel B.

Exerćıcio 8.17. Suponha que existe K > 0 tal que, para todo inter-
valo I[n] e todo conjunto mensurável T -invariante A com µ(A) > 0,
se verifica que

1

K
µ(I[n]) ≤

µ(I[n] ∩ A)

µ(A)
≤ K µ(I[n]).

Prove que todo conjunto mensurável B ⊆ [0, 1) verifica

1

K
µ(B) <

µ(B ∩ A)

µ(A)
≤ K µ(B).

Exerćıcio 8.18. Considere um ponto periódico p de peŕıodo n de T .
Mostre que

χ(p) =
1

n
log |(Tn)′(p)|.

Exerćıcio 8.19. Seja O′ = O − 1, onde O é o número de ouro na
Seção 4.1. Considere um ponto x ∈ [0, 1) tal que seu expoente de
Lyapunov χ(x) está definido. Prove que

χ(x) ≥ χ(O′).

Prove que, para todo N ∈ N, existe x ∈ (0, 1) tal que χ(x) ≥ N .

Exerćıcio 8.20. Dado n ∈ N, n ≥ 2, seja (ι1(x), . . . , ιk(x), . . . ) a
expansão n-ária de x ∈ [0, 1). Prove que, para λ-quase todo x ∈ [0, 1),
a freqüência com que aparece um número k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} na
expansão n-ária de x verifica

lim
n→∞

#{j ∈ [1, n] : ιj(x) = k}
n

=
1

n
.

Determine a freqüência com que aparece um bloco k1, . . . , kr de com-
primento r na expansão n-ária de λ-quase todo ponto.

Exerćıcio 8.21. Dê exemplos de pontos x ∈ [0, 1) tal que o limite

lim
n→∞

1

n
log

(

n−1
∏

i=0

|T ′(T i(x))|
)

não exista.
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Caṕıtulo 9

Aproximação
Diofantina. Teorema de
Khinchin

Neste caṕıtulo, daremos uma versão em termos de medida de Lebesgue
do Teorema 5.18 sobre boas aproximações de números reais por ra-
cionais. Provaremos que o conjunto de números reais x cujos quo-
cientes ai(x) são limitados tem medida nula (Teorema 9.3). Como
conseqüência, obteremos que o conjunto dos números reais x ∈ (0, 1)
para os quais a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
, a, b ∈ N

tem infinitas soluções para todo C > 0 tem medida total (Corolá-
rio 9.4).

No Teorema 9.11 (Teorema de Khinchin), veremos uma versão
mais geral destes resultados. Dada uma função f : N → N, conside-
raremos a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
f(b)

b
, a, b ∈ N.

De forma sucinta, o Teorema 9.11 estabelece a existência de infini-

188
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tas soluções Lebesgue-q.t.p. para a desigualdade em função da di-
vergência da série

∑∞
n=1 f(n).

9.1 Aproximação Diofantina

Pelo Teorema 5.18, um número x ter quocientes limitados é equiva-
lente à desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2

não ter solução quando C é suficientemente pequeno. Veremos, nesta
seção, que os números reais para os quais a desigualdade não tem
solução (isto é, aqueles com quocientes limitados) constituem um
conjunto de medida nula. Em particular, o conjunto dos números
reais com quocientes ilimitados tem medida total. Assim, pelo Teo-
rema 5.18, quase todos os números admitem infinitas soluções para
desigualdade dada acima.

Seja (αk)k∈N uma seqüência de números positivos. Para cada
n ∈ N, definimos o conjunto

En = Eαn
= {x = [a1(x), . . . , ak(x), . . . ] ∈ [0, 1) : an(x) > αn} .

Observe que os conjuntos En são Borelianos (veja o Exerćıcio 9.1).
Definimos também o conjunto

E∞ = {x ∈ [0, 1) : ai(x) > αi para infinitos valores de i},

isto é, E∞ é o conjunto dos pontos x ∈ [0, 1) que pertencem a infinitos
En. Portanto, se verifica

E∞ =
∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

En. (9.1)

Portanto, o conjunto E∞ é mensurável.
Um dos principais resultados desta seção é o seguinte teorema.

Teorema 9.1. Considere a medida de Gauss µ, uma seqüência de
números poistivos (αk)k∈N e a seqüência de conjuntos mensuráveis
(En)n∈N. Então se verifica:
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• se

∞
∑

n=1

1

αn
<∞, então µ(E∞) = 0;

• se

∞
∑

n=1

1

αn
= ∞, então µ(E∞) = 1.

Como as medidas de Gauss e Lebesgue são equivalentes, este teo-
rema ainda vale se pusermos a medida de Lebesgue no lugar da me-
dida de Gauss.

Pela definição de E∞ em (9.1), podemos reescrever o teorema
acima da seguinte maneira:

• µ

( ∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

En

)

= 0, se
∞
∑

n=1

1

αn
<∞;

• µ

( ∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

En

)

= 1, se

∞
∑

n=1

1

αn
= ∞.

Observação 9.2. Como uma aplicação do Teorema 9.1, obtemos que
a série

1

n

n
∑

i=1

ai(x) (9.2)

é divergente para quase todo número em [0, 1) (isto é, uma nova prova
do item (I) na Proposição 8.22).

Para isso, é suficiente ver que a série

∞
∑

n=2

1

n log n

é divergente (basta aplicar o Teste de Cauchy1 e lembrar que a série
∑∞

n=1 1/n é divergente) e considerar a seqüência αn = n logn e os

1O teste de Cauchy afirma que dada uma seqüência decrescente de números
não negativos (an)∈N, an ≥ an+1 ≥ 0, então a série

P

∞

n=1 an é convergente se, e
somente se, a série

P

∞

n=1 2k
a2k é convergente, veja por exemplo [18, Proposição

7.3.4]. De fato, é simples ver que a divergência da série
P

∞

n=1 2k
a2k implica a

divergência da série inicial.
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conjuntos En = Eαn
e E∞. Pelo Teorema 9.1, o conjunto E∞ tem

medida total. Portanto, para quase todo ponto x ∈ [0, 1),

an(x) > n logn para infinitos valores de n.

Então,

1

n

n
∑

i=1

ai(x) ≥ logn

para infinitos valores de n e para quase todo ponto x ∈ [0, 1). Assim,
a soma em (9.2) é divergente para quase todo ponto x.

Posporemos a demonstração do Teorema 9.1 e obteremos a seguir
uma importante conseqüência dele. Considere o conjunto L dos
números irracionais de [0, 1) cujos quocientes são limitados,

L = {x ∈ [0, 1) : existe `(x) tal que aj(x) ≤ `(x) para todo j}.

Teorema 9.3. O conjunto L tem medida de Gauss (Lebesgue) nula.

Este teorema implica que o conjunto dos números em [0, 1) que
possuem quocientes limitados tem medida de Lebesgue zero. Por-
tanto, o conjunto dos números irracionais que têm quocientes ilimi-
tados tem medida total. Esta observação e o Teorema 5.18 implicam
diretamente o seguinte:

Corolário 9.4. Considere a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
C

b2
, C > 0, a, b ∈ N.

Existe um subconjunto de [0, 1) de medida de Lebesgue igual a 1 tal
que esta desigualdade admite infinitas soluções para todo C > 0.

Prova do Teorema 9.3: Para cada número natural i, definimos
o conjunto

Li = {x ∈ [0, 1) : existe N(x) com aj(x) ≤ i para todo j ≥ N(x)}.

Afirmação 9.5.

L =
∞
⋃

i=1

Li.
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Portanto, para provar que a medida de Gauss do conjunto L é
nula, é suficiente provar que a medida de cada Li é nula.

Prova da Afirmação: Suponha que x ∈ L, então existe `(x) tal
que ai(x) ≤ `(x) para todo i. Portanto, x ∈ L`(x) (podemos tomar

N(x) = 1) e obtemos a inclusão L ⊂
∞
⋃

i=1

Li.

Para provar a outra inclusão, considere x ∈
∞
⋃

i=1

Li. Então x ∈ Li

para algum i. Isto implica que existe N(x) tal que aj(x) ≤ i para
todo j ≥ N(x). Considere agora

`(x) = max{a1(x), a2(x), . . . , aN(x), i}.

Neste caso, aj(x) ≤ `(x) para todo j. Portanto, x ∈ L. �

Para ver que, para todo i, o conjunto Li tem medida nula, con-
sideraremos a seqüência constante αn = i, para todo n, cuja série
associada é divergente, e os conjuntos En = Eαn

associados a esta
seqüência. Pelo Teorema 9.1, µ(E∞) = 1.

Temos o seguinte lema:

Lema 9.6. (Li)
c =

∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

En = E∞.

Este lema implica que Li tem medida nula: µ((Li)
c) = µ(E∞) =

1, portanto, µ(Li) = 0.

Assim, para terminar a prova do teorema, falta demonstrar o
último lema.

Prova do Lema: Em primeiro lugar, suponha que x ∈ (Li)
c.

Então, existem infinitos n tais que an(x) > i = αn. Ou seja, x está
em infinitos En. Portanto, por definição,

x ∈
∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

En,

obtendo a inclusão “⊂”.
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Agora, suponha que x está em infinitos En, isto é,

x ∈
∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

En.

Então, existem infinitos valores de j tais que aj(x) > αj = i. Logo,
x /∈ Li. Isto termina a prova da afirmação. �

A prova do Teorema 9.3 está finalizada. �

Na prova do Teorema 9.1 usaremos o seguinte resultado clássico
da teoria de medida, cuja prova incluimos para que a exposição seja
completa:

Lema 9.7 (Lema de Borel-Cantelli). Considere uma medida de
probabilidade ν e uma seqüência (Fn)n≥1 de conjuntos mensuráveis.
Suponha que se verifica

∞
∑

n=1

ν(Fn) <∞,

então

ν

( ∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

Fn

)

= 0.

Prova: Observe que, para todo r,

∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

Fn ⊂
∞
⋃

n=r

Fn.

Portanto (lembre o Exerćıcio 8.2),

ν

( ∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

Fn

)

≤ ν

( ∞
⋃

n=r

Fn

)

≤
∞
∑

n=r

ν(Fn) para todo r ∈ N.

Como

∞
∑

n=1

ν(Fn) <∞, fixando-se ε > 0, existe r tal que

∞
∑

n=r

ν(Fn) < ε.
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Logo,

ν

( ∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

Fn

)

≤
∞
∑

n=r

ν(Fn) < ε.

Como esta desigualdade vale para todo ε > 0, o conjunto tem medida
nula, o que termina a prova do lema. �

Prova do Teorema 9.1: Em primeiro lugar, consideramos o con-
junto

E′
n = {x ∈ [0, 1) : a1(x) > αn} =

[

0,
1

αn

)

. (9.3)

Um motivo para introduzir os conjuntos E ′
n é o fato de ser muito

simples estimar suas medidas de Gauss (lembre a Observação 8.11):

µ(E′
n) ≤ 1

(log 2)αn
. (9.4)

Afirmamos que
En = T−(n−1)(E′

n). (9.5)

Para isso, é suficiente lembrar que a1(T
n−1(x)) = an(x) e escrever

T−(n−1)(E′
n) = {x ∈ [0, 1) : T n−1(x) ∈ E′

n} =

= {x ∈ [0, 1) : a1(T
n−1(x)) > αn} =

= {x ∈ [0, 1) : an(x) > αn} = En.

Observe que, como a medida de Gauss é T -invariante,

µ(En) = µ(T−(n−1)(E′
n)) = µ(E′

n). (9.6)

Provaremos, agora, a primeira parte do teorema:

• µ(E∞) = 0, se

∞
∑

n=1

1

αn
<∞.

Fixe n. As Equações (9.4) e (9.6) implicam que

µ(En) = µ(E′
n) ≤ 1

(log 2)αn
.
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Como, por hipótese,

∞
∑

n=1

1/αn <∞, temos

∞
∑

n=1

µ(En) ≤ 1

log 2

∞
∑

n=1

1

αn
<∞.

Assim, podemos aplicar o lema de Borel-Cantelli aos conjuntos E∞
e En e obter que µ(E∞) = 0.

Provaremos, agora, o segundo item do teorema.

• µ(E∞) = 1, se
∞
∑

n=1

1

αn
= ∞.

Para provar a afirmação, é suficiente verificar que µ(Ec
∞) = 0.

Observamos que

µ(Ec
∞) = µ

(( ∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

En

)c)

.

Pelas leis de De Morgan,

µ(Ec
∞) = µ

( ∞
⋃

k=1

∞
⋂

n=k

Ec
n

)

.

Escrevemos

Ak =

∞
⋂

n=k

Ec
n, onde A1 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ Ak+1 ⊂ · · · .

Portanto,

µ(Ec
∞) = µ

( ∞
⋃

k=1

Ak

)

.

Assim, para provar que µ(Ec
∞) = 0, é suficiente ver que cada Ak tem

medida nula.
Observamos que, para todo m,

Ak =

∞
⋂

n=k

Ec
n ⊂ Ec

k∩· · ·∩Ec
k+m =⇒ µ(Ak) ≤ µ(Ec

k∩· · ·∩Ec
k+m).

Logo a segunda parte do teorema decorre da seguinte proposição:
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Proposição 9.8. Para todo n ∈ N, se verifica

lim
m→∞

µ(Ec
n ∩ Ec

n+1 ∩ · · · ∩ Ec
n+m) = 0.

Prova da Proposição: O passo principal da prova da proposição
é a seguinte desigualdade: para todo n e m ∈ N, se verifica

µ(Ec
n ∩ · · · ∩ Ec

n+m) ≤
m
∏

i=0

(

1− 1

(K log 2)

1

1 + αn+i

)

. (9.7)

Veremos, primeiro, como a desigualdade (9.7) implica a proposição.

Afirmação 9.9. Suponha que a série

∞
∑

n=1

1

αn
é divergente. Então a

série
∞
∑

n=1

1

1 + αn
também é divergente.

Posporemos a prova desta afimação. A afirmação implica que
∞
∑

n=1

1

1 + αn+i
= ∞ para todo i. Observamos que

1 − x < e−x (isto segue usando a expansão de Taylor). Logo,
usando (9.7), temos que

µ(Ec
n ∩ · · · ∩Ec

n+m) ≤
m
∏

i=0

(

1 − 1

(K log 2)

1

1 + αn+i

)

<

<

m
∏

i=0

exp

(

− 1

(K log 2) (1 + αn+i)

)

=

= exp

(

−
m
∑

i=0

1

(K log 2) (1 + αn+i)

)

.

Como a série
∑m

i=0
1

(K log 2) (1+αn+i)
é divergente, temos que

0 = lim
m→∞

exp

(

−
m
∑

i=0

1

K log 2

1

1 + αn+i

)

.
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Portanto,
lim

m→∞
µ(Ec

n ∩ · · · ∩ Ec
n+m) = 0,

obtendo a Proposição 9.8. Demonstraremos, agora, a afirmação acima.

Prova da Afirmação: Dividiremos a prova desta afirmação em
dois casos:

• (αn)n≥1 contém uma subseqüência limitada;

• (αn)n≥1 → ∞ quando n→ ∞.

No primeiro caso, existem M > 0 e uma subseqüência (αnk
)nk

tais que (1 + αnk
) < M para infinitos nk. Portanto,

1

1 + αnk

>
1

M
,

que, obviamente, implica a afirmação no primeiro caso.
Para provar a afirmação quando αn → ∞ observamos que existem

uma constante K > 0 e n0 ∈ N tais que, para todo n ≥ n0, se verifica

1 + αn

αn
< K =⇒ 1 + αn < K αn.

Portanto,
1

1 + αn
>

1

K αn
para todo n ≥ n0.

Isto é,
∞
∑

n=n0

1

1 + αn
>

∞
∑

n=n0

1

K αn
.

Finalmente, pelo teste de comparação, a divergência de
∞
∑

n=1

1

αn
im-

plica a afirmação. �

Para provar a proposição falta demonstrar a desigualdade (9.7).
Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 9.10. Considere n ∈ N e o intervalo I[n−1] = Ii1 ,...,in−1 , então
se verifica

µ(En|I[n−1]) ≥
1

(K log 2) (1 + αn)
.
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Prova do Lema: A igualdade (9.5) e a Proposição 8.16 implicam
que

µ(En|I[n−1]) =
µ(En ∩ I[n−1])

µ(I[n−1])
=
µ(T−(n−1)(E′

n) ∩ I[n−1])

µ(I[n−1])
=

= µ(T−(n−1)(E′
n)|I[n−1]) >

1

K
µ(E′

n) =

=
1

K
µ([0, 1/αn)) ≥ 1

K log 2
log







1 +
1

αn

1 + 0






=

=

log

(

1 +
1

αn

)

K log 2
.

Como

log

(

1 +
1

αn

)

=

∫ 1+ 1
αn

1

1

t
dt ≥ 1

αn

(

1 +
1

αn

) =
1

1 + αn
,

obtemos que

µ(En|I[n−1]) ≥
1

(K log 2) (1 + αn)
.

Isto termina a demonstração do lema. �

Agora estamos prontos para concluir a prova da desigualdade
(9.7). Fixado n, veremos que, para todo m ≥ 0, vale a desigual-
dade. Provaremos este fato por indução em m.

Em primeiro lugar, para m = 0, note que pelas definições de En e
como os intervalos I[n−1] de geração (n−1) determinam uma partição
de [0, 1) temos

En =
⋃

ι∈J(n−1)

I[ι] ∩ En,

onde

J(n− 1) = {ι = (i1, . . . , in−1) : i1 ≥ 1, . . . , in−1 ≥ 1}.
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Observe que a união é considerada sobre todos os intervalos I[ι] de
geração (n− 1), portanto, a união é disjunta e se verifica que

∑

ι∈J(n−1)

µ(I[ι]) = 1.

Assim, temos

µ(En) = µ





⋃

ι∈J(n−1)

I[ι] ∩ En



 =

=
∑

ι∈J(n−1)

µ
(

I[ι] ∩ En

)

=

=
∑

ι∈J(n−1)

µ
(

I[ι] ∩ En

)

µ(I[ι])
µ(I[ι]) =

=
∑

ι∈J(n−1)

µ(En|I[ι])µ(I[ι]).

Então, pelo Lema 9.10,

µ(En) ≥
∑

ι∈J(n−1)

1

(K log 2) (1 + αn)
µ(Iι) =

=
1

(K log 2) (1 + αn)

∑

ι∈J(n−1)

µ(I[i]) =

=
1

(K log 2) (1 + αn)
.

Como 1 = µ([0, 1)) = µ(Ec
n ∪ En) = µ(Ec

n) + µ(En), temos que

µ(Ec
n) = 1 − µ(En) ≤ 1 − 1

(K log 2) (1 + αn)
.

Portanto, a desigualdade (9.7) está provada para m = 0.
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Suponha que a desigualdade (9.7) é verdadeira para (m− 1),

µ(Ec
n ∩ · · · ∩ Ec

n+m−1) ≤
m−1
∏

i=0

(

1 − 1

(K log 2) (1 + αn+i)

)

.

Para provar a desigualdade para m, afirmamos que se verifica

Ec
n ∩ · · · ∩ Ec

n+m−1 =
⋃

ι∈H(n+m−1)

I[ι],

onde

H(n+ k) = {i1, . . . , in+k ∈ N : in ≤ αn, . . . , in+k ≤ αn+k},
veja o Exerćıcio 9.2. Portanto,

Ec
n ∩ · · · ∩Ec

n+m−1 ∩ Ec
n+m =

⋃

ι∈H(n+m−1)

I[ι] ∩ Ec
n+m.

Como a união dos intervalos I[ι] é disjunta, obtemos

µ
(

Ec
n ∩ · · · ∩ Ec

n+m

)

= µ





⋃

ι∈H(n+m−1)

I[ι] ∩ Ec
n+m



 =

=
∑

ι∈H(n+m−1)

µ
(

I[ι] ∩ Ec
n+m

)

.

Como, para qualquer intervalo, se verifica

µ
(

I[ι] ∩Ec
n+m

)

+ µ
(

I[ι] ∩En+m

)

= µ
(

I[ι]
)

,

escrevendo S = µ
(

Ec
n ∩ · · · ∩ Ec

n+m

)

, temos que

S =
∑

ι∈H(n+m−1)

µ
(

I[ι]
)

− µ
(

I[ι] ∩ En+m

)

=

=
∑

ι∈H(n+m−1)

µ
(

I[ι]
)

− µ
(

I[ι] ∩ En+m

)

µ
(

I[ι]
) µ

(

I[ι]
)

=

=
∑

ι∈H(n+m−1)

(

1− µ
(

I[ι] ∩En+m

)

µ
(

I[ι]
)

)

µ
(

I[ι]
)

.
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Como os intervalos I[ι] são de geração (n+m−1), podemos aplicar o
Lema 9.10 ao conjunto En e a cada intervalo I[ι] para obter a seguinte
estimativa:

S =
∑

ι∈H(n+m−1)

(

1 − µ
(

I[ι] ∩En+m

)

µ
(

I[ι]
)

)

µ
(

I[ι]
)

≤

≤
∑

ι∈H(n+m−1)

(

1 − 1

(K log 2) (1 + αn+m)

)

µ
(

I[ι]
)

=

=

(

1 − 1

(K log 2) (1 + αn+m)

)

µ(Ec
n ∩ · · · ∩ Ec

n+m−1).

Pela hipótese de indução,

S ≤
(

1 − 1
(K log 2) (1+αn+m)

) (

∏m−1
i=0

(

1 − 1
(K log 2) (1+αn+i)

))

=

=
m
∏

i=0

(

1 − 1

(K log 2) (1 + αn+i)

)

.

Isto termina prova a desigualdade (9.7).
Agora a prova da Proposição 9.8 está concluida. �

Observamos que, conclúıda a prova da proposição, a demonstração
do Teorema 9.1 está finalizada. �

9.2 O Teorema de Khinchin

Terminaremos este caṕıtulo com um resultado que generaliza os pre-
cedentes. Dizemos que uma função g : N → N nunca é crescente se
verifica g(k) ≥ g(k + 1) para todo k ∈ N.

Teorema 9.11 (Khinchin). Considere uma função f : N → N, um
ponto x ∈ [0, 1) e a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
f(b)

b
, a, b ∈ N.
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• Se b f(b) nunca é crescente e
∑

b∈N

f(b) = ∞, então, para λ-

quase todo ponto x ∈ [0, 1), existem infinitas soluções para a
desigualdade.

• Se
∑

b∈N

f(b) <∞, então para λ-quase todo x ∈ [0, 1), existe (no

máximo) um número finito de soluções para a desigualdade.

Observação 9.12. Aplicaremos o teorema para duas escolhas de f .

• Se fizermos f(b) = C/b, C > 0, a primeira parte do teorema dá
uma nova prova do Corolário 9.4.

• Se tomarmos f(b) = C/(b1+α), α > 0 e C > 0, aplicando o
segundo item do teorema obtemos que a desigualdade

∣

∣

∣
x− a

b

∣

∣

∣
<

C

b2+α
, a, b ∈ N,

tem um número finito de soluções para quase todo ponto x.

Prova: Para iniciar a prova do primeiro item, fixe N ∈ N tal que

logN >
π2

12 log 2
.

Pelo item (III) da Proposição 8.22, para quase todo x ∈ [0, 1),

lim
n→∞

1

n
log qn(x) =

π2

12 log 2
< logN.

Assim, para quase todo x ∈ [0, 1),

1

n
log qn(x) < logN (9.8)

para todo n suficientemente grande.
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Considere a função φ(n) = Nn f(Nn). Como b f(b) nunca é cres-
cente, temos que

Nn+1−1
∑

b=Nn

f(b) =

Nn+1−1
∑

b=Nn

b f(b)

b
≤

Nn+1−1
∑

b=Nn

Nn f(Nn)

b
=

= Nn f(Nn)
Nn+1−1
∑

b=Nn

1

b
.

Logo, pela estimativa
n
∑

k=1

1

k
≤ log n,

temos que

Nn+1−1
∑

b=Nn

f(b) ≤ Nn f(Nn)

Nn+1−1
∑

b=Nn

1

b
≤

≤ φ(n) log

(

Nn+1 − 1

Nn

)

≤ φ(n) logN.

Como
∑

b∈N

f(b) = ∞, usando o teste de comparação, obtemos que

∑

n∈N

φ(n) = ∞.

Consideramos os conjuntos

Dn =

{

x ∈ [0, 1); an(x) >
1

φ(n− 1)

}

.

Tomando αn = 1/φ(n− 1), o Teorema 9.1 implica que o conjunto

D∞ =

∞
⋂

k=1

∞
⋃

n=k

Dn

tem medida de Gauss total.
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Além disso, pela Propriedade (A) dos convergentes e pelo Teo-
rema 5.1, temos que, dado qualquer x ∈ [0, 1), se verifica

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qn(x) qn+1(x)
≤ 1

qn(x) (an+1(x) qn(x) + qn−1(x))

≤ 1

an+1(x) q2n(x)
.

Portanto, se x ∈ D∞, existem infinitos n tais que

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

<
φ(n)

qn(x)2
.

Assim, como b f(b) nunca é crescente e qn(x) < Nn para quase todo
ponto x ∈ [0, 1) (lembre a Equação (9.8) no ińıcio da demonstração),
se verifica

φ(n) = Nn f(Nn) ≤ qn(x) f(qn(x))

para infinitos valores de n. Portanto, para quase todo x ∈ [0, 1),

∣

∣

∣

∣

x− pn

qn

∣

∣

∣

∣

<
φ(n)

q2n
<
f(qn)

qn
para infinitos valores de n.

Isto prova a primeira parte do teorema.

Para provar a segunda parte, para cada b ∈ N considere o conjunto

Hb =

{

x ∈ [0, 1);
∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
f(b)

b
para algum a ∈ N

}

.

Considere também

H∞ =

∞
⋂

k=1

∞
⋃

b=k

Hb.

Para provar o teorema, é suficiente ver que H∞ tem medida de Le-
besgue nula. Observe que se x 6∈ H∞ então pertence a, no máximo,
um número finito de conjuntos Hb, digamos b1, . . . , bm. Para cada
bi, existem, no máximo, (bi − 1) valores de a que podem verificar a
desigualdade. Desta forma, fixado x 6∈ H∞ como acima, existem, no
máximo, b1 + · · · + bm soluções para a desigualdade.
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Provaremos que H∞ tem medida nula. Pela definição de Hb,

Hb =
⋃

1≤a≤b

(

a

b
− f(b)

b
,
a

b
+
f(b)

b

)

.

Como esta união tem no máximo b intervalos e cada intervalo tem
comprimento (2 f(b))/b, temos que

λ(Hb) ≤ b

(

2 f(b)

b

)

= 2 f(b).

Como
∑

b

f(b) <∞, pelo teste de comparação,

∑

b

λ(Hb) <∞.

Então, pelo Lema de Borel-Cantelli (Lema 9.7),

λ(H∞) = λ

( ∞
⋂

k=1

∞
⋃

b=k

Hb

)

= 0.

Isto termina a demonstração do teorema. �

Exerćıcio 9.1. Dada uma seqüência (αk)k∈N de números positivos,
para cada n ∈ N, defina o conjunto

En = Eαn
= {x = [a1(x), . . . , ak(x), . . . ] ∈ [0, 1) : an(x) > αn} .

Prove que estes conjuntos pertencem à σ-álgebra de Borel B.

Exerćıcio 9.2. Com a notação do Teorema 9.1. Prove que se verifica

Ec
n ∩ · · · ∩ Ec

n+m−1 =
⋃

ι∈H(n+m−1)

Iι,

onde

H(n+ k) = {i1, . . . , in+k ∈ N : in ≤ αn, . . . , in+k ≤ αn+k}.
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Exerćıcio 9.3. Considere a função

f : N → R, f(b) =
log(log(b))

b log(b)
.

Prove que para quase todo ponto x a desigualdade

∣

∣

∣x− a

b

∣

∣

∣ <
f(b)

b

tem infinitas soluções. Verifique, usando os Exerćıcios 4.3 e 5.3, que
para o número e a desigualdade acima tem infinitas soluções.
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formação de Lüroth
Lagrange, veja Teorema de La-

grange
Lebesge, veja medida de Lebesgue
lema

de Borel-Cantelli, 192
de Fatou, 146

Liouville
algoritmo, veja algoritmo

de Liouville
número, veja número de

Liouville
Teorema, veja Teorema de

Liouville
Lyapunov, veja expoente de Lya-

punov

medida, 142
f -invariante, 143
condicional, 162
de Gauss, 158
de Lebesgue, 142
ergódica, 148

misturador, 132

número
algébrico, 90
de Euler e, 55
de Liouville, 93
de ouro, 53, 99

boas aproximações, 83
rotação, 132
transcendente, 90

periódica, veja expansão periódica

quase toda parte (q.t.p.), 142
quocientes, 18, 27

interpretação geom., 40

rotação, 132

série de Lüroth, 124
seqüência de Fibonacci, 55

Teorema
convergência dominada, 145
de Baire, 97
de Extensão de Caratheodory,

142
de Khinchin, 200
de Lagrange, 101
de Liouville, 91
Ergódico de Birkhoff, 148

topologicamente
misturador, 132
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transitivo, 131
transcendente, veja número trans-

cendente
transformação

de Gauss, 24
de Lüroth, 123
expansora, 113
que preserva medida, 143

transitivo, 131


