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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve nota histérica

O interesse e curiosidade a respeito dos fenémenos celestes
remonta aos primoérdios da humanidade, o que explica ser
a Astronomia a ciéncia mais antiga. A Mecanica Celeste,
por outro lado, é uma disciplina bem mais recente. Con-
cebida como o ramo da Astronomia que estuda a dinamica
dos corpos sob interacao gravitacional, ela teve seus funda-
mentos estabelecidos no século XVII. Sua origem, porém, é
bem mais antiga e estd ligada as observacoes e registros das
posicoes dos astros em seu deslocamento didrio na abdébada
celeste, as chamadas efemérides. !

As civilizagoes da antiguidade cléassica, como os Ba-
bilonios, Egipcios e Gregos, tinham necessidade de des-
crever (e prever) os movimentos dos astros, visando prin-
cipalmente a elaboracao de calendarios. Motivados por
razoes tanto religiosas quanto pratico-administrativas (e.g.,
organizacao estatal e agricultura), a confeccao de tabelas

1H4 indicios de que h4 cerca de 30.000 anos atrds o homem de Cro-Magnon j&
teria feito marcagdes em ossos de animais descrevendo as fases de lua. [16]
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do movimento diario dos corpos celestes foi um grande
estimulo para o desenvolvimento da Astronomia. E um
feito notavel destas civilizacoes o de terem sido capazes
de descobrir padroes de regularidade nos complexos movi-
mentos dos astros a ponto de poderem prever eventos tanto
espetaculares, como os eclipses, quanto sutis, como a pre-
cessao dos equinécios. 2 Isso demonstra um grande avanco
observacional e conceitual e podemos apenas especular o
quanto contribuiu para formagao da idéia de “lei natural”.

O épice do conhecimento astronomico grego ocorre com
a publicacao do Almagesto (do érabe, “o grande livro”) de
Claudius Ptolomeu (cerca de 100 d.C.), que foi a referéncia
na area por cerca de 1500 anos. Nesta extraordinaria obra
¢ desenvolvido o famoso método dos epiciclos no qual o mo-
vimento dos planetas, tendo a Terra como centro (modelo
geoceéntrico), é descrito através da composigao de movi-
mento circulares uniformes. Apesar de apresentar notavel
precisao, tratava-se de um modelo fundamentalmente des-
critivo e pouco explicativo. Além disso utilizava muitas
hipdteses sem fundamentacao como, por exemplo, a nocao
da primazia do movimento circular uniforme, concebido
como o unico movimento “perfeito”.

A fase moderna da Mecéanica Celeste, em que se es-
tuda a dinamica de sistemas de corpos massivos sob a agao
de forgas de atragao gravitacional com o intuito de enten-
der/ezplicar o movimento daqueles corpos, realmente tem
inicio com a chamada sintese Newtoniana no século XVII.
Seu marco ¢é a publicacao em 1687 dos Principia de Isaac
Newton, onde sao formuladas as leis de movimento e se pos-
tula que estas leis sao validas tanto para corpos movendo-se

2Trata-se da rotacio do eixo da Terra que oscila (como um pido) com perfodo
de cerca de 26000 anos, efeito descoberto por Hiparco por volta de 128-130 a.C.,
baseando-se em dados compilados pelos Babilénios
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num laboratério terrestre quanto nos confins do Universo.
Pode-se também afirmar que esta sintese s6 foi possivel com
o desenvolvimento de uma nova ferramenta matematica: o
calculo diferencial e integral.

O trabalho de Newton é a culminacao de intensas in-
vestigacoes cientificas e de especulagoes filoséficas nos du-
zentos anos precedentes. Como ele préprio reconheceu, s6
pode “ver mais longe” porque estava sobre os “ombros de
gigantes” tais como Copérnico, Kepler, Brahe, Descartes e
Galileu, entre muitos outros. Nao se pode esquecer que
muitas destas investigagoes foram estimuladas pelas ne-
cessidades e conquistas tecnolégicas da época: cartogra-
fia, cronometria, instrumentagao cientifica (e.g., reldgios,
telescépios) e problemas de navegagdo maritima (particu-
larmente o famoso “problema da longitude”).

A partir de entao a Mecéanica Celeste torna-se o “campo
de provas” por exceléncia da validade e escopo da Mecanica
Classica (ou Mecanica Newtoniana). Como observou Poin-
caré (ver [5]),

. o verdadeiro objetivo da Mecanica Celeste nao
é o calculo das efemérides ... mas reconhecer se
a Lei de Newton é suficiente para explicar todos
os fenomenos.

Nesse sentido o sucesso foi triunfal. Entre intimeras
outras conquistas, citamos a deducao das Leis de Kepler,
umaa explicacao das duas marés diarias, da precessao dos
equinécios e do achatamento dos poélos terrestres, assim
como a espetacular predicao de Halley do reaparecimento
do cometa que leva seu nome em 1758. O &pice veio em
1845 com a predicao tedrica da existéncia de um novo pla-
neta, Netuno, através de estudos perturbativos da orbita de
Urano, por Adams (na Inglaterra) e Le Verrier (na Franca).
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Os problemas desafiadores da mecanica celestes sempre
atrailram o interesse e esforcos dos maiores matematicos,
fisicos e astronomos da historia. Uma lista incompleta in-
clui Newton, Leibniz, Halley, Euler, Clairaut, D’ Alembert,
Delaunay, Lambert, Cauchy, Lagrange, Laplace, Liouville,
Legendre, Clairaut, Poisson, Gauss, Jacobi, Weierstrass,
Dirichlet, Hamilton, Hermite, Poincaré, Painlevé, Birkhoff,
Lyapunov, Gyldén, Chazy, Tisserand, Hill e Sundman.

A Mecanica Celeste deixou assim um vasto legado, ja
que intmeras idéias, métodos e técnicas criadas para abor-
dar seus problemas ifluenciaram decisivamente varias areas
da matemadtica (em alguns casos dando origem a disci-
plinas autonomas). Podemos incluir: Célculo e Andlise,
Equacoes Diferenciais Ordindrias e Parciais, Algebra Li-
near, Calculo Variacional, Variaveis Complexas, Mecanica
Analitica e Hamiltoniana, Analise Numérica, Estatistica e
Probabilidade, Equagoes Diferenciais Ordinarias, Sistemas
Dinamicos e até Topologia e Teoria dos Numeros.

Os sucessos da sintese Newtoniana e, particularmente
da Mecanica Celeste, contribuiram fortemente para que a
Mecanica fosse algada a modelo de ciéncia exata e para a
consolidagao do “modelo mecanico” do Universo. Porém,
nem tudo fora explicado. Um problema recalcitrante era
o da precessao do periélio da orbita do planeta merctrio:
um desvio observado de 43 segundos de arco por século em
relacao a predicao Newtoniana e que s6 veio a ser expli-
cado pela Teoria da Relatividade Geral de Einstein (1915),
portanto fora do escopo da Mecanica Cléssica (de todo o
modo corroborando a observacao de Poincaré mencionada
acima). 3

30Qutro problema, que permance em aberto, é a questdo da “estabilidade” do
sistema solar; grosso modo, trata-se de saber se, no longo prazo, o sistema solar
ird colapsar sobre si mesmo ou se eventualmente ird se dispersar.
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E verdade que a partir da segunda metade do século
XIX a Mecanica Celeste foi sendo paulatinamente negli-
genciada pelos fisicos cujo interesse se voltava para as no-
vas disciplinas da Termodinamica e do Eletromagnetismo.
Também ¢é desta época o surgimento da chamada “nova
astronomia”, com o desenvolvimento de novos métodos de
estudo e observacao dos corpos celestes, particularmente
a espectroscopia, o que eventualmente levou ao desenvol-
vimento vertiginoso da Astrofisica. Ademais, no inicio do
século XX a atencao da maioria dos fisicos se focalizou em
duas novas teorias: a Relatividade e a Mecanica Quantica.

Entretanto, a Mecanica Celeste continuou a ser culti-
vada por astronomos e matematicos. Com o advento da era
espacial e o desenvolvimento dos computadores, em meados
da década de cinquenta do século passado, surgiram novos
problemas extremamente desafiadores ligados a ezplora¢ao
e navegacao espaciais tais como: controle de satélites e
sondas exploratérias, viagens tripuladas, etc. A Mecanica
Celeste ganhou novo impulso, despertando novamente o in-
teresse de matematicos de primeira linha, particularmente
da escola russa e americana. Data desta época o célebre te-
orema KAM (devido a Kolmogorov, Arnold e Moser) sobre
o efeito de perturbacoes em sistemas hamiltonianos, e que
teve grande impacto na area de Sistemas Dinamicos. Outro
exemplo foi a retomada, por Pollard e Saari na década de
sessenta, das investigacoes sobre a conjectura de Painlevé,
sobre a qual falaremos no capitulo final destas notas.

Presentemente, a Mecanica Celeste é uma area de pes-
quisa muito ativa, de cardater multidisciplinar, com impor-
tantes contribuicoes recentes e contando com varios pro-
blemas em aberto.
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1.2 O Problema de N-Corpos

Para apresentar a formulagao matematica do problema fun-
damental da Mecanica Celeste, o chamado problema de N -
corpos, precisamos lembrar de algumas nocoes de Fisica.

1.2.1 Preliminares

Comecamos com seguintes pressupostos da Fisica Newto-
niana:

e a mecanica classica: ou seja, pressupomos o espago-
tempo Newtoniano e a existéncia de referenciais iner-
ciais, isto é, em relacao aos quais valem as trés Leis
de Newton da Dinamica, a saber: a Ia. Lei ou lei da
inércia afirma que um corpo permanece estado de mo-
vimento retilineo e uniforme a menos que sofra a acao
de uma forga; a 2a. Lei diz que a acao de uma forga
sobre um corpo é a taxa de variagao de seu momento
linear,

dp

dt’

(no caso de uma particula com massa m > 0 e velo-

cidade v, tem-se p = mv e a 2a. Lei fica: F = ma,

onde a é a aceleragao da particula; note que a massa
¢ uma medida da inércia); a 3a. Lei ou lei da agdo

e reacgao, diz que se um corpo exerce uma forga sobre

outro, este também exerce uma forga sobre o primeiro,

de mesma intensidade mas em sentido contrario.

F =

e a lei da gravitagao universal: a forca de atracao
gravitacional entre quaisquer duas particulas de mas-
sas m e M, a uma distancia r > 0 entre si, tem inten-
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sidade:

onde G é a constante de gravitacao universal. *

Como em todo modelo matematico de problemas fisicos,
vamos trabalhar sob certas simplificacoes ou idealizagoes,
a saber:

(i) os corpos celestes (por exemplo, planetas) sao consi-
deradas como particulas (ou “pontos materiais” ), logo
destituidos de estrutura interna, sendo a massa a sua
Unica propriedade intrinseca;

(ii) ndo ha outro tipo de interagdo entre as particulas
além da atragao gravitacional e supomos que o sis-
tema de N-corpos estudado estd isolado do “resto do
universo”.

E importante salientar que estas sao idealizagoes bas-
tante severas e este modelo é quase uma caricatura da re-
alidade. Assim, ainda que Newton tenha provado que o
potencial gravitacional externo a um corpo com uma dis-
tribuicao esféricamente simétrica de massa é o mesmo da-
quele gerado como se toda a massa estivesse concentrada
em seu centro, é um fato que os corpos celestes reais nao
sao homogéneos nem esféricos. Ao tratarmos os corpos
como pontos materiais estaremos ignorando importantes
efeitos ligados a extensao dos corpos tais como efeitos de
maré, efeitos dissipativos, efeitos da rotagdo (precessao,
ressonancias), etc e que podem ser determinantes para o
entendimento de sistemas reais. Ademais, estaremos des-
prezando a complexa estrutura interna dos corpos celestes,

4Em unidades do Sistema Internacional (SI), G = 6,67.10"** N.m?2 /kg?.
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que é um dos tépicos centrais da Astrofisica moderna (ciclo
de vida de estrelas, constituicao fisico-quimica dos plane-
tas, etc).

Do ponto de vista fisico, a justificativa para tais idea-
lizacoes estd sempre ligada aos aspectos do sistema que se
quer focalizar e as escalas (distancias, tempos, energias)
envolvidas. Para ter-se uma idéia de ordens de grandeza:
no sistema solar a razao entre o diametro do Sol e sua
distancia a Plutdao é da ordem de 10™* e estima-se que
98% do momento angular total do sistema provem do mo-
vimento orbital (em comparagao com a rotagao intrinseca
de cada corpo). Assim, parece razoavel tratar os plane-
tas como pontos materiais em uma escala da ordem do
diametro do sistema solar. De qualquer modo, a Mecanica
Celeste é parte integrante de qualquer estudo de sistemas
de N-corpos reais, em particular do nosso sistema solar
cuja dinamica, alids, estd longe de ser bem compreendida
(ver [23]).

E claro que outra justificativa para o estudo do problema
de N-corpos é que se trata de um problema de interesse
matematico intrinseco.

1.2.2 Formulacao matematica do problema

Suponha escolhido um referencial inercial, que modelamos
como o R3. Considere entdo N > 2 particulas, indexadas
por j =1,2,..., N, com massas m; > 0 e que ocupam, no
instante ¢ € R, as posicoes r;(t) = (xj1(t), xj2,2;3(t)). O
problema fundamental da mecanica celeste é o de estudar
a evolugao do sistema sob a acao das forcas gravitacionais.

A forga de atracao gravitacional que a k-ésima particula
exerce sobre a j-ésima, onde k # j, é dada pela Lei de
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Gravitagao Universal,

Iy —T;
ij = ijmkijg
[ — x5
Note que F;; = —Fj;, uma manifestacao da 3a. Lei de

Newton.

Assim, a formulacao matemédtica do problema de N-
corpos gravitacional Newtoniano é a seguinte: dadas as
posicoes r;(ty) e velocidades 1;(tg) de todas as particulas
(j = 1,2,..., N) num instante inicial ¢, € R, satisfazendo
ri(ty) # rj(ty), se i # j; estudar o seguinte sistema de
equacoes diferenciais:

N
mjf'j = Z ijmkﬁ, (].].)
g =]
k=1,k£j k=%

paraj=1,2,...,N.

Aqui usamos a notacao de Newton para derivadas em
relacao ao tempo; por exemplo, a velocidade da j-ésima
particula no instante ¢ se escreve

_ dr;

vi(t) = Z2(t) = 15(t).

Denotamos também a norma (ou distancia) Euclideana
usual em R3 por:

3

rip = e =1l = | D (@5 — i)

=1

Note que paracada j = 1,..., N, a equacao 1.1 é tao so-
mente a 2a. Lei de Newton (equagdes de movimento) para
a j-ésima particula, sendo o lado esquerdo da resultante



14 [CAP. 1: INTRODUGAO

(ou soma) das forgas de atragdo gravitacionais excercidas
pelas outras particulas sobre ela. Vemos que do ponto de
vista matematico trata-se de estudar um problema de valo-
res iniciais, ou seja um sistema de 3N -equagoes diferenciais
ordindrias (nao-linear) de 2a. ordem.

E conveniente reformular o problema introduzindo a
chamada fungao energia potencial (gravitacional) do sis-
tema:

U: R¥N/A —]0,+o00]

Gimarm.:
xr—Ux) = Y Bl
el Lt sl
onde x = (ry,...,ry) é um vetor 6/N-dimensional cuja

norma Euclideana correspondente denotamos por |x| =
V24 a2

Note que a func¢ao U(x) sé estd definida para x fora do
conjunto A = Uj<jcj<nA;j, com

R
A'LJ = {X: (I'l,"' ,I'N) € R3N . :I'j},
chamado conjunto singular.
Em R3*" /A, chamado espago de configuracies do sis-

tema, a funcao U é “suave”, ou seja, de classe C' (ver a
secdo 2.3) e, mais ainda, real analitica. ®

Observacao 1.1. Em textos de Fisica toma-se para ener-
gia potencial a funcao V= —U, que € entao estritamente
negativa. A energia cinética do sistema de N particulas é

dada por
N
2
DMV,
Jj=1

50u seja, possui uma expansio em série de Taylor em cada ponto do dominio.

T

DO | —
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onde V]2~ = Vv, - Vj, € o produto escalar usual de vetores
em R3. A funcio H = T — U chama-se energia total do
sistema. Veremos no capitulo 3 que a energia total é uma
grandeza conservada, razao pela qual diz-se que o sistema
de N corpos € conservativo.

O problema de N-corpos pode ser reescrito na forma

ou ou ou (x)), (1.2)

X), X),
al'jl al'jg al'jg

mjf‘j = VrjU(X) = (

com j=1,..., N, com condigbes iniciais r;(¢y) # r;(to), se
i # J, e vj(to) =1;(to)-

Por sua vez, este sistema ¢ equivalente ao seguinte sis-
tema de 6/N equacoes de primeira ordem:

I =v;
1
vi=—V,Ux) j=1,....N (1.3)
m;
(x(to), v(tg)) € R¥N /A x R3N,

onde definimos os vetores x(tg) = (ri(to),...,rn(to)) €
V(to) = (Vl(t()), ceey VN(t())).

O conjunto (R3*M/A) x R3N chama-se espago de fases
do sistema. Assim, denotando por y = (x,Vv) os pontos
deste espago, onde x = (ry,...,ry) e v.= (Vvy,...,Vy), O
sistema de equacgoes acima pode ser reescrito no formato
ainda mais abstrato:

y=f(y)
{Y(to) =y € (RN /A) x R3N, (1.4)

onde

1 1
fly) = (v1, -+, vn, EVHU(X), oo, — Vi U(X)).

1 my
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Vemos entao que, do ponto de vista matematico, o pro-
blema de N-corpos consiste em estudar o sistema dinamico
acima.

1.3 Objetivos e o plano do livro

A grande dificuldade ao abordar a Mecanica Celeste é o fato
de tratar-se de uma disciplina extremamente vasta, com
uma histéria longa e muito rica (para um panorama, ver
[18]) e que permeia o desenvolvimento da prépria ciéncia.
Ao mesmo tempo € isto que, entre outros fatores, a torna
fascinante.

Trata-se de uma &area de estudo genuinamente multi-
disciplinar, envolvendo contribuicoes de todas as areas da
Fisica, Quimica, Geologia, as tecnologias de observacao e
medicao e, claro, da Matematica. E sua histéria ilustra, de
modo muito claro, a importancia dos esforcos e da criati-
vidade de inimeros individuos que contribuiram para dar
conta dos imensos desafios que esta disciplina apresenta.

Que tipo de resultados se gostaria de obter do estudo
do problema de N-corpos? Tradicionalmente sao de dois
tipos:

(I) quantitativos: solugdes “explicitas”, solugbes aproxi-
madas, solugoes particulares, teoria de perturbagoes,
analise numérica, etc.

(IT) qualitativos: comportamento assintotico de solugoes,
existéncia de dérbitas periddicas, questoes de estabili-
dade, simetrias, singularidades, etc. ©

60 estudo dos aspectos qualitativos de problemas do tipo 1.4 acima, em con-
textos extremamente gerais e abstratos, demarca a chamada Teoria dos Sistemas
Dinamicos.
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E claro que estes dois tipos de analise se superpoem
freqiientemente. Historicamente, a busca de resultados
quantitativos tiveram precedéncia e continuam a ser fun-
damentais, tanto na teoria quanto em aplicacoes (calculo
de efemérides, ébitas de satélites, missoes espaciais, teoria
de perturbagoes, etc). Apesar de os métodos aproximati-
vos e perturbativos terem sido usados desde o inicio, ha-
via a crenca de que o mais importante era a obtencao de
solugoes “fechadas” ou “explicitas” das equagoes de movi-
mento; ademais, se tinha a confianca de que cedo ou tarde
elas seriam encontradas e nos permitiriam entender com-
pletamente o comportamento do sistema.

Foi s6 muito lentamente que se deu conta que esta busca
era em grande medida uma ilusao. No final do século XIX,
varios desenvolvimentos conduziram a uma mudanca ver-
dadeiramente revolucionaria no estudo dos sistemas dina-
micos (com impacto em diversas dreas da matemaética) li-
derada por Poincaré, Lyapunov e outros, na direcao dos
chamados métodos qualitativos (ou “geométricos”). Fala-
remos um pouco mais sobre isto posteriormente.

Neste minicurso apresentamos alguns aspectos matema-
ticos relativamente basicos do problema de N-corpos, numa
linha que talvez se poderia chamar “qualitativa”. Em par-
ticular, abordamos o intrigante problema das singularida-
des, que tém atraido muito interesse nos ultimos anos.

Objetivo maior destas notas é despertar a curiosidade
do leitor pelo universo da Mecanica Celeste e pelos proble-
mas matematicos associados. E claro que seria impossivel
cobrir territério tao vasto em uma pequena monografia de
nivel intermediario. Dessa forma varios topicos classicos
importantes e interessantes foram excluidos, tais como o
problema de dois corpos, a equagao de Kepler, etc (estes e
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muitos outros assuntos sao tratados de forma magistral em
[29], [24] ou [12]). Porém, sempre que possivel (e dentro
do escopo destas notas) procurei indicar o contexto ligado
aos topicos tratados, no intuito de motivar e auxiliar sua
compreensao. A bibliografia sugerida contém uma amos-
tra bastante diversificada na qual o leitor pode buscar um
aprofundamento nos tépicos que lhe forem mais atraentes.

Uma vez que, do ponto de vista matematico, o problema
de N-corpos é um problema de valores iniciais, tratamos
no capitulo 2 do teorema classico de existéncia e unicidade
para equacoes diferenciais ordinarias. Além de motivar a
introducao de varios conceitos matematicas interessantes,
este resultado serda também crucial para a compreensao da
questao das singularidades a ser discutida no capitulo 5. No
capitulo 3 discutimos as leis de conservacao cldssicas asso-
ciadas ao problema de N-corpos e (das quais quase tudo
depende em Mecanica Celeste). Como aplicagoes, vemos
dois resultados relativamente simples e que serao ferramen-
tas essenciais até o final: a identidade de Lagrange-Jacobie
a desigualdade de Sundman. No capitulo 4 apresentamos o
teorema do colapso total de Sundman-Weierstrass, um re-
sultado muito importante, tanto do ponto de vista historico
quanto tedrico e que envolve um tipo de singularidade bem
conhecido, as colisoes. Finalmente, no capitulo 5 aborda-
mos o problema das singularidades com um pouco mais de
detalhe, apresentamos a famosa conjectura de Painlevé e
alguns desdobramentos relacionados.



Capitulo 2

O Teorema de
Existéncia e Unicidade

Do ponto de vista matemético a primeira tarefa ao lidar
com um problema de valores iniciais, tal como o problema
de N-corpos, é a de saber se o problema admite solucao
e se ela é unica. Ou seja, a primeira tarefa consiste em
provar um teorema de existéncia e unicidade de solugoes.
Esse teorema é raramente apresentado em livros texto de
fisica, talvez porque, como observou o fisico e filésofo da
ciencia Mario Bunge, “para um fisico ou engenheiro isso é
como sair de um restaurante sem comer nada, mas tendo
pago o couvert para ter o direito de ler o carddpio” [6].
Para um matematico, por outro lado, um tal resultado é
como um certificado ou alvara garantindo que nao se vai
comer gato por lebre.

Metéforas a parte, o teorema classico de existéncia e uni-
cidade para equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s) nao
é tao dificil e envolve varios conceitos matematicos inte-
ressantes, tais como espacos métricos, espacos de Banach,
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teoremas de ponto fixo, etc. Ademais, trata-se de um re-
sultado crucial para compreender a nocao de singularidade
no problema de N-corpos, que abordaremos no capitulo fi-
nal destas notas. Assim, neste capitulo vamos apresentar
este teorema num formato suficiente para nossos propositos
(para mais detalhes pode-se consultar [15] ou [13]). Em
uma primeira leitura pode-se pular este capitulo sendo que
no capitulo 5 usaremos diretamente apenas o teorema 2.27.

Sucintamente, o teorema afirma que para o problema de

valores iniciais
u = F(u) (2.1)
U(to) = Up,

onde F' ¢é “suave” e tal que |[F(u)] < M numa vizinhanga
|u —uy| < b da condicao inicial ug, entdo existe uma unica
solugao, ao menos num intervalo |[t—ty| < d, onde 6 depende
somente de b e M.

Este resultado, de natureza local, ¢ uma versao do teo-
rema de Cauchy-Picard que demonstraremos mais adiante.
Para formuléd-lo precisamos de algumas nogoes prelimina-
res.

2.1 Espacgos métricos e normados

Comecamos com o conceito de espago métrico, ou seja, um
espaco munido de uma nocao de distancia.

Definigao 2.1. Um espago métrico é um par (X, p), onde
X # 0 € um conjunto qualquer, munido de uma aplicagdo
p: X x X — R, chamada métrica, satisfazendo:

(a) para todo x,y € X, p(xz,y) > 0, a igualdade valendo
se, e s6 se, x =y (positividade);
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(b) para todo x,y € X, p(x,y) = p(y,x) (simetria);

() para todo 3y, 2 € X, p(x,2) < p(w,9) + ply, 2) (desi-
gualdade triangular ).

Uma métrica num conjunto X define uma topologia em
X da maneira usual, ou seja, em analogia com a topologia
da reta estudada em cursos de introdugao ‘a anélise. Pode-
mos entao lidar com a nogao de convergéncia de seqiiéncias
de pontos de X, e portanto com continuidade de fungoes,
etc. ! Particularmente importante é o conceito de comple-
tude.

Definigao 2.2. Seja (X, p) um espago métrico. Diz-se que
a seqiéncia {x,},>1 C X € de Cauchy se, dado ¢ > 0,
existe N > 0 tal que para todo m,n > N, p(x,,z,) < €.

O espago é dito completo se toda seqiiéncia de de Cauchy
¢ convergente.

Exercicio 2.3. Mostre que toda sequéncia convergente em
um espag¢o métrico € de Cauchy neste espaco.

Observagao 2.4. Assim, em um espaco métrico completo
uma sequiéncia € convergente se, e somente se, é de Cauchy.
Este é o chamado critério de convergéncia de Cauchy.

O exemplo classico de espago métrico completo é a reta
real R com a distancia usual. Por outro lado, o conjunto
Q dos numeros racionais, com a mesma métrica, nao é
completo.

Dentre os espagos métricos destacamos a importante
classe dos espacos vetoriais normados.

IDe forma anéloga ‘a topologia na reta, diz-se que um subconjunto G C X é
aberto se, para cada ponto de zg € G, existe uma bola aberta By(zo) = {z € X :
p(x,z0) < b}, de raio b > 0 e centro zo, tal que By(z) C G.
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Definicao 2.5. Uma espago vetorial normado é um par

(V- 1), onde V é um espago vetorial (digamos, sobre os
reais) munido de uma aplicagao || - || : V — [0,4o00[, tal
que

(1) para todov € V, |jv]| =0 < v =0;
(it) para todo v,w €V, |lv+w|| < |jv]| + [|w];
(111) para todo A € R, Yv € V, ||Av]| = |A|||v]|-

Exercicio 2.6. Verifique que todo espaco vetorial normado
¢ um espag¢o métrico com a métrica p(v,w) = ||[v — w||.

Um espaco vetorial normado completo (em relacio a
norma) chama-se espa¢o de Banach. Estes sao espagos ex-
tremamente tuteis e muito comuns em aplicacoes.

O protétipo de espago de Banach é o R™ munido da
norma euclideana usual: para v = (z1,...,2,) € R
lv| = /22 + ... + 22. E conveniente em algumas situacoes
trabalhar com outras normas tais como |v| = maxj<;<p |v;
ou v =32, vl

Outros exemplos de importantes de espacos de Banach
envolvem espagos de fungoes. Um exemplo surge natural-
mente ao estudarmos o espago das solugoes do problema
de valores iniciais que estamos analisando. Lembre que na-
quele contexto, estamos lidando com uma funcao vetorial
F:Q CR"— R" em n variaveis reais, definida e continua
num aberto Q@ C R". Como F' associa a cada ponto de
u € Q, um vetor, F'(u), diz-se que a F' é um campo veto-
rial em €.

Definicao 2.7. Uma solugao do problema (3.1) é uma
funcao diferencidvel u : I C R — R", definida num in-
tervalo I (aberto, para fizar idéias) tal que para todot € I:
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(a) u(t) € Q;
(b) u(t) = F(u(t)), com u(ty) = up.

Consideremos entao o espaco vetorial C'(I) das fungoes
u:l C R— R" continuas e limitadas no intervalo aberto
I. ? Defina, para u(-) € C(I) a chamada “norma do sup”:

[u]| = sup [u(t)].
tel

O teorema seguinte diz o limite uniforme de uma seqiiéncia
de fungoes continuas é uma fungao continua. Por esta razao
a norma do sup também é chamada de “norma da con-
vergéncia uniforme”.

Teorema 2.8. (C(I),| -]|) € espago de Banach.
Exercicio 2.9. Demonstre o teorema acima.

O ingrediente crucial na demonstracao que faremos do
teorema de Cauchy-Picard é o seguinte teorema de ponto
fixo, um resultado surpreendentemente simples dado seu
grande alcance. Precisamos do conceito de uma contragao
entre espacos métricos.

Definigao 2.10. Seja (X, p) um espagco métrico. Dizemos
que uma aplicagao ® : X — X € uma contracao se

p(®(), @(y)) < Ap(z,y),
para todo x,y € X, e uma certa constante 0 < \ < 1.

Exercicio 2.11. Mostre que toda contracao € uma aplica-
cao continua.

2Se o intervalo I fosse fechado e limitado, logo compacto, a fungao u(-), sendo
continua, seria automdticamente limitada.
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Teorema 2.12 (Teorema do Ponto Fixo de Banach).
Seja (X, p) um espago métrico completo e ® : X — X uma
contracao. Entao ® possui um unico ponto fizo, ou seja,
um ponto p € X tal que ®(p) = p.

Prova: Quanto a unicidade, suponha que existam p e ¢
tais que ®(p) = p e ®(q) = ¢. Entao,

p(p, q) = p(®(p), ®(q)) < Ap(p, q),

o que implica (lembrando que 0 < A < 1) que p(p,q) = 0,
donde p = gq.

Quanto a existéncia, tome ry € X qualquer e defina a
seqiiéncia {x, }n>1, construida por iteracao partindo de zy:
ou seja rp1 = P(z,),n=0,1,...

Afirmamos que esta seqiiéncia é de Cauchy. De fato,
note que paran > 1,

P(Zng1, Tn) = p(@(20), P(2p-1) < Ap(Th, Trm1).

Iterando, vemos que p(z,11,2,) < N'p(x1,20), onde a =
p(x1,x0) é constante. Agora, pela desigualdade triangular,
paran,k > 1,

k k
Z - a\"
p(x”+k7xn) < p(xTH’j*l?xTH’j) < g ATl < -\
—1 s

J

que vai a zero quando n tende a infinito, lembrando que
0< A<l

Mas, como (X, p) é completo, existe p € X tal que p =
lim,, .. ,, € uma vez que ® é continua vem que

O(p) = lim ®(x,) = lim z,41 = p.
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2.2 O teorema fundamental de existéncia
e unicidade

Sob a hipoétese de que o campo vetorial F' é funcao continua
pode-se provar que sempre existe uma solugao para o pro-
blema de valores iniciais: isto segue do teorema de Peano
[13]. Porém este resultado nao garante que a solucao ¢é
Unica, como ilustra o problema unidimensional seguinte:

0 = 3u?/3

u(0) =0,

que admite as solugoes u;(t) = t* e uy(t) = 0, para todo
te R

Para assegurar a existéncia e unicidade de solugoes é
preciso impor alguma hipdtese adicional sobre o campo ve-
torial F'. Uma hipdtese suficiente é a chamada condi¢cao de
Lipschitz.

Definicao 2.13. Uma funcao F : Q0 C R" — R”, onde
Q € um aberto, é dita Lipschitziana em () se existe uma
constante K > 0 (dita constante de Lipschitz) tal que para
todo x, y em ),

|[F(x) = F(y)| < K|x -yl

A funcao F € dita localmente Lipschitziana em Q se, para
todo xg € Q, a F restrita a bola By(xo) satisfaz a condigdo
de Lipschitz (com uma constante de Lipschitz correspon-
dente, que pode depender de Xg ).

Mais adiante veremos que toda funcao “suave” (basta
ser continuamente diferencidvel) é localmente Lipschitzi-
ana.
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Para aplicar o teorema do ponto fixo de Banach para o
problema de valores iniciais, usamos a seguinte exercicio:

Exercicio 2.14. Mostre que u(t), para t € I € solugdo
do problema de valores se, e somente se, u(t) € func¢dao
continua satisfazendo a equagao integral,

u(t) = ug +/ F(u(s))ds, (2.2)

to
parat € I.

Em suma, resolver o problema de valores iniciais equi-
vale a resolver esta equagao integral.

Estamos agora em condigoes de demonstrar o teorema
de existéncia e unicidade para o problema de valores inici-
als.

Teorema 2.15 (Teorema de Cauchy-Picard). Seja F :
By(ug) C R™ — R™ continua e lipschitziana na bola By(uy),
com constante de Lipschitz K, e tal que |F(u)| < M para
u € Q). Entao o problema de valores iniciais

u=F(u)

u(ty) = uy,
tem uma tinica solugao no intervalo Is =|to—4,to+ 4| onde
0 <0 <min{b/M,1/K}.

Prova: Considere V = C(Is, By(ug)) o espago vetorial
das fungoes continuas u : Is — By(ug). Vimos que com a
norma do sup o espaco (V, ||-]|) é um espago de Banach; em
particular é um espaco métrico completo. A idéia da prova
¢é construir uma contracao adequada para poder aplicar o
teorema do ponto fixo. A dica é o exercicio 3.13.
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Defina a aplicacao ® que associa a cada u € V, a funcao
®(u) : Is — R™ onde, para t € Iy,

O (u)(t) = ug —l—/t F(u(s))ds.

Note que ®(u)(-) é fungao diferenciavel, logo continua, e
para todo t € Is, temos

D) (£)—uo| < / F(u(s))lds < Mlt—to] < M5 < b,

ou seja ®(u)(t) € By(up). Logo,
| () — || = sup [®(u)(£) —uo| < b,
tels

ou seja ®(u) € C(ls By(ug)) = V. Assim, ¢ é uma
aplicacao de V em V.
Ademais, se uj,uy € V, temos, para todo t € I,

[D(uy)(t) — P(ug)(?)] < /t [F(ai(s)) — F(ug(s))|ds <
Ké|luy — g,
ou ainda
[®(u1) — @(u2)|| < AMuy — uyf],

com 0 < A= K§<1.

Em outras palavras, ® : V — V é uma contracao no
espago métrico completo (V, || - ||). Pelo teorema do ponto
fixo de Banach, existe um tnico elemento u € V tal que
®(u) = u, ou seja, que satisfaz a equagao integral vista
acima. Finalmente, pelo exercicio 3.12 o teorema esta de-
monstrado. O
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Corolario 2.16. Se o campo vetorial F' : @ C R* — R”
¢ localmente Lipschitz no aberto €2, entao o problema de
valores iniciais tem uma unica solucao, ao menos num in-
tervalo I =|tg — d,tg + d[, para & suficientemente pequeno.

Exercicio 2.17. Demonstre o coroldrio acima.

O teorema fundamental de existéncia e unicidade é um
resultado local e é natural perguntar-se se é possivel pro-
longar ou extender a solugao para um intervalo de tempo
maior ou mesmo se had um intervalo mdaximo de existéncia.

Nessa direcao o seguinte resultado é importante.

Proposicao 2.18. Seja F' como no coroldrio 2.16. Supo-
nha que uy(-) e us(+) satisfazem a equagao

nos intervalos abertos I e I, respectivamente. Se paraty €
I N I, tivermos uy (to) = ua(to), entdo para todo intervalo
aberto I C 1) N I, contendo ty, tem-se uy(t) = ua(t), para
todo t € I.

Prova: Seja [ C I, N Iy, contendo ty. Pelo teorema de
existéncia e unicidade, segue que existe J suficientemente
pequeno tal que para todo t €|ty — d,ty + 6[C [ temos
u;(t) = uy(t). Seja J a unido de todos estes intervalos, ou
seja, J é o maior intervalo aberto contido em [ e contendo
to, no qual u;(t) = us(f). Entdo afirmamos que J = I.
Pois, caso fosse J C I, entao ¢ € I, onde ¢ ¢ um dos
extremos (digamos, o direito) do intervalo J. Ora, por
continuidade,

uy(f) = limuy (¢) = limuy(t) = ua(t).

t—t t—t
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Mas entao, aplicando novamente o teorema de existéncia e
unicidade, vem que existe um intervalo I =|f—e, t+€[C I no
qual u;(t) = uy(t). Dessa forma temos que u;(t) = ua(¢)
para todo ¢ no intervalo JUI que é estritamente maior que
J, uma contradicao. O

Temos agora o seguinte resultado sobre prolongamento
ou extensao de solugoes.

Teorema 2.19 (SolugGes maximais). Seja F' como no
corolario acima 2.16. Entao, existe uma inica solucao ma-
ximal para o problema de valores iniciais. Ou seja, uma
solugdo u(-) definida num intervalo aberto J, dito intervalo
maximal, de forma que se w(-) € outra solugdo do mesmo
problema de valores iniciais no intervalo I, entao I C J e
para todo t € I temos u(t) = w(t).

Prova: Pelo teorema de Cauchy-Picard, existe uma tinica
solugao do problema de valores iniciais em um intervalo
aberto I contendo tj; seja J a uniao de todos estes inter-
valos. Considere a fungao u(-) em J tal que para t € I,
u(t) = w(t), onde w(:) é a unica solugdo em /. Entao,
u(-) é bem definida ja que, pelo lema anterior, as solugoes
em dois intervalos quaisquer Iy, I coincidem em I N Is.
Como todo t € J estd em algum I, segue que u(-) é a tinica
solugao do problema de valores iniciais em .J, logo a solucao
maximal. O

Quando o intervalo maximal nao é toda a reta, digamos
o intervalo | — oo, t*[ com t* < 0o, entao a solugdo nao pode
ser prolongada além deste intervalo e diz-se que ela possui
uma singularidade em t = t*. 3

3Nao confundir com a nogéo de ponto singular do campo vetorial F, que é um
ponto xg € Q tal que F(xp) = 0.
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Exemplo 1. Considere o problema

que por integragdo simples tem como solugao u(t) = 1/1—t
para t €] — oo, 1], sendo este ultimo seu intervalo mdzimo
de existéncia; ocorre uma singularidade em t = 1. Note
que limy_1— u(t) = +o0.

Exercicio 2.20. Ache a singularidade da solucdo do pro-

blema
U= —1/2u
u(0) = 1.

O teorema seguinte descreve a situacao geral:

Teorema 2.21. Seja F' um campo vetorial como no co-
roldrio 2.16. Suponha que a solug¢do u(t) do problema de
valores iniciais correspondente tenha uma singularidade em
t = t*. Entao, quando t tende a t*, ou u(t) tende para a
fronteira de Q ou ||u(t)|| — +oo (ou ambas as coisas).

Como veremos no capitulo 5 um teorema de caracte-
rizacao das singularidades para o problema de N-corpos
(ver teorema 5.2), omitimos a demonstragao do teorema
acima (ver [13]).

2.3 Suave é Lipschitz

E muito comum o caso em que o campo vetorial do pro-
blema de valores iniciais é “suave”. Esse é o caso para
o problema de N-corpos. Gostariamos de saber se o teo-
rema de existéncia e unicidade se aplica nesta situacao. A
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resposta ¢ afirmativa pois tais campos “suaves” sao neces-
sariamente localmente Lipschitzianos.

Lembremos algumas nocoes de cédlculo diferencial em
vérias varidveis (ver, por exemplo [19]).

Definicao 2.22. Uma fungao vetorial F' : Q@ C R" —
R™, no aberto §2, € diferenciavel no ponto xq se existe uma
transformacao linear T : R™ — R™ tal que

L Gt + ) = Fxo) = T(h)

= 0.
|h|—0 |h|

A transformagao linear T é chamada a derivada de F
no ponto xy, denotada por DF(xg). A matriz desta trans-
formagao, com relacao as bases canonicas de R™ e R™, tem
como componentes as derivadas parciais:

[T = gg (X0)-

Assim, com certo abuso de linguagem, a acao de T sobre
um vetor coluna h € R" fica,

"\ OF
> 8—:cj<XO)hj'

Jj=1

DF(xo)(h) =

Toda transformacao linear 7" de R™ em R™ tem a se-
guinte propriedade : existe uma constante A > 0 tal que
para todo v € R, |T'(v)| < Alv].

Exercicio 2.23. Verifique esta afirmacdo tomando A =
(vaj t2)V2 (lembre que [T(v)]; = Y. tijv; e use a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz).

Assim pode-se definir a norma de T" por

1T = max |T(v)],

lv<1
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e segue que |[T(v)| < |T|v].

Exercicio 2.24. Prove que o espago L(R™ R™) das trans-
formacoes lineares de R™ em R™ € um espaco de Banach.

No caso de T = DF(x) a norma ||DF(x)|| depende, é
claro, de x.
Diz-se que F é de classe C' no aberto Q se todas as

. . i : ~ ,
derivadas parciais 8—() existem e sao continuas em ().
Z‘.

Nesse caso escreve-se F' € C1(Q). * De forma anéloga se
define funcoes de classe C*, k > 2 (e classe C, significando
ser de classe C* para todo k > 1).

Se F € C'(9), entdao usando a regra da cadeia para a
funcao composta p(t) = F(x + th) nao ¢ dificil verificar o
“teorema fundamental do calculo” na forma:

F(x+h) — F(x) = /01 ()t = /01 DF(x + th)(h) dt.

Pode-se também provar o seguinte critério de diferenciabi-
lidade: se FF € C*(), entdao F é diferencidvel em Q (ver
[19]).

Estamos agora em condicoes de provar o seguinte fato.

Proposicao 2.25. Considere um campo vetorial F : € C
R" — R" definido no aberto Q). Se F € C1(), entao F é
localmente Lipschitz em ().

Prova: Sendo () aberto entao, para cada xg € €, existe
uma bola aberta de centro xq e raio € contida em €). Con-
sidere entao a bola fechada W, com mesmo centro e com

4Isto equivale a dizer que é continua a aplicacdo que associa a cada x € Q
o operador linear DF (z) € L(R™,R™), sendo este ultimo o espago das trans-
formacoes lineares, concebido como o espago das matrizes m por n.



[SEC. 2.4: EXISTENCIA E UNICIDADE NO PROBLEMA DE N-CORPOS 33

raio ¢/2. Como F € CY(Q), a fungao x — | DF(x)||
¢ uma fungao real continua no compacto W; logo existe
K = ma [DF ()|

x€

Tomex ez em W esejah =z—x. Entao, para 0 <t <
1 temos x+th € W (em outras palavras, W é um conjunto
convexo). Considere a funcao ¢ : [0,1] — R, dada por
©(t) = F(x + th). Como observado anteriormente, temos

F(z)— F(x) = /01 o' (t)dt = /01 DF(x + th)(h) dt.

Logo,
1
|F(z) — F(x)| < / |DF(x + th)(h)|dt
0
1
< / |IDF(x + th)||./h|dt < K|h| = K|z — x|,
0
o que conclui a prova. O

Observacao 2.26. E possivel mostrar que se o campo ve-
torial é funcao “suave”, digamos de classe C* (ou mesmo
analitica), entdo a solugdo do problema de valores inici-
ais “herda” esta suavidade sendo funcdo de de classe C*
(respectivamente, analitica).

2.4 Existéncia e unicidade no problema
de N-corpos

Finalmente podemos enunciar o teorema fundamental de
existéncia e unicidade de solugoes para o problema de N-
COrpOS.
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Teorema 2.27. Considere o problema de valores iniciais

mji"j = VrjU(X)

(I‘l(to), cey I'N(to), Vl(to), ce ,VN(to)) S (RgN/A) X RgN.

Prova: Por simplicidade, vamos tomar a constante de
gravitagao G = 1. Seja D > 0 tal que min,; rj(ty) >
D/2; entao, o problema tem uma tnica solu¢do, ao menos
em um intervalo |t — tg] < d, onde § depende apenas de D,
das massas e da energia total.

Consideramos o problema equivalente de la. ordem

y = f(y)
y(to) =% € (R?’N/A) X R?’N,

onde

1 1

fly) = (v, ,vn, EVHU(X), ce m—NVrNU(X)),
ey = (x,v). A idéia entao é checar que para |y — yo| <
b tem-se [f(y)| < M e aplicar o teorema de existéncia e
unicidade, uma vez que f(-) é suave (analitica).

Comegamos notando que, como r;x(tg) > 0 para todo
j # k, existe uma constante D > 0 tal que a separacao
minima entre as particulas no instante inicial satisfaz

Tmin(to) = minr;,(to) > D/2.
J#k
Suponha entdo que |y — yo| < D/8. Como |y — yo| =

VX — %0|2 + |[v — vo|2, segue que [x —xo| < D/8 e |v —
Vo‘ <D/8
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Lembrando que |x — xq| = \/Zz]\il |lr; —r;(to)||?, segue
que para j = 1,..., N temos |r; —r;(to)| < D/8. Afirma-
mos que para j # k,

rie = |lr; — il = D/4.
De fato, isto segue da desigualdade triangular:
D2 < rji(to) = |[r;(to) — re(to)]l <
v (to) — x5l + llrj = x|l + [ — xi(to)
logo,
v —rill = D/2 = [Ir;(to) — x|l = [l — ri(to)]]
>D/2—-D/8—D/8= D/4.

Portanto, temos que min;, r;;, > D /4, logo 1/rmi, < 4/D
e com isso vamos obter uma estimativa para V. U(x).
Mais precisamente €como

vrkU Z m] I'j — rk

2 e —nlP
segue que, para k=1,...,N,
VU < 3 < ey
J#k ]k

onde a constante ¢; depende apenas das massas.
Agora,

1
imk”vk”Q < Tto = Uto + h?

onde h é a energia total do sistema em to. Mas de rpypi,(to) >
D/2, vem que 1/Tmm(t0) < 2/D e obtemos a seguinte esti-

mativa:
E mimy, < A,
1<j<k<N

Uy, < (
Tmin\l0
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onde a constante A depende apenas de D e das massas.
Assim, para k=1,..., N,

2
[vil? < —VA+h.
my
Como vy = (vy(to),...,vn(to)), segue que

‘V(to)’ S CoV A + h,

onde a constante ¢y s6 depende das massas. Pela desigual-
dade triangular,

D
|V| < |V_V0| + |V(t0)| < g +cVA+h =cs.

Em suma, concluimos que se |y — yo| < D/8, entao

F(y)| < \/ed + Nea(16/D2) = M,

onde M s6 depende de D, h e das massas. Aplicando o
teorema 3.15 a prova estd terminada. O

Observacgao 2.28. E claro que podemos aplicar o teorema
sobre a existéncia de solucoes mazrimais; seque também que
a solugao do problema de N-corpos € func¢dao analitica do
tempo uma vez que o campo vetorial f(-) € func¢ao analitica.

2.4.1 O demonio de Laplace

J& mencionamos que o triunfo da sintese Newtoniana serviu
de base para a “visao mecanicista” do Universo. Nesta cos-
movisao tudo poderia ser explicado e predito, em principio,
pelo movimento dos corpos materiais em interacao: de
acordo com o teorema de existéncia e unicidade toda a
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evolugao (futura e passada) do sistema a partir de certo ins-
tante estd completamente determinada, uma vez que seja
dado o o estado (ou seja, posigoes e velocidades) do sistema
naquele instante.

Essa idéia foi popularizada por Laplace através de seu
“demoénio”, numa famosa passagem de seu livro Fssay phi-
losophique sur la probabilités, que reproduzimos:

Podemos considerar o estado presente do uni-
verso como o efeito de seu passado e a causa
de seu futuro. Um intelecto que em um dado
instante conhecesse todas as forgcas que animam
a natureza assim como as posicoes mutuas dos
entes que a compoe, se este intelecto fosse sufi-
cientemente vasto para submeter estes dados a
analise, poderia condensar numa unica férmula
o movimento dos maiores corpos do universo e
aquele do mais leve atomo; para um tal intelecto
nada poderia ser incerto e o futuro assim como o
passado estariam presentes diante de seus olhos.

Isto, porém, se revelou por demais ingénuo e simplista.
Em primeiro lugar, desde o inicio havia um questionamento
sobre a “natureza” da gravitagao no esquema Newtoniano.
Particularmente havia a antiga critica dos cartesianos so-
bre “acao a distancia’: a capacidade, que consideravam
quase “magica”, das forcas gravitacinais de agirem ins-
tantaneamente e sobre distancias arbitrarias.

Descartes propunha uma visao alternativa (ainda que
totalmente mecanica), supostamente mais intuitiva: a cha-
mada “teoria dos vortices” segundo a qual as agoes entre
os corpos se fazem sempre por um mecanismo de contato
através de um meio hipotético, chamado “éter”. A este res-
peito, o matematico René Thom comenta que “Descartes,
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com os seus vortices e seus atomos enganchados, explicava
tudo e nao calculava coisa alguma; Newton, com a lei da
gravitagao em 1/r? calculava tudo e nao explicava nada
” [28]. Na verdade comete-se aqui um equivoco com relagao
a nocao de “explicacao”: a teoria de Descartes nunca se
mostrou a altura e a realidade é que nao explicava nada
e tampouco calculava, enquanto que a teoria Newtoniana,
com sua clareza conceitual e seus calculos precisos explica
muito, mas nao tudo! E deve-se notar que na mecanica
classica, organizada como um sistema hipotético-dedutivo,
o conceito de “forca” é um conceito primitivo, nao defi-
nido. Sobre a natureza “dltima” da gravitagdo o proprio
Newton era reticente e a questao foi retomada no inicio do
século XX no contexto da Teoria Geral da Relatividade de
Einstein.

Por outro lado, a limitacao do mecanicismo ficou ainda
mais clara com ao surgimento de novas areas da Fisica,
como a Termodinamica e o Eletromagnetismo, cuja relacao
com a Mecanica era uma questao delicada e profunda.
Como é sabido, ao final do século XIX as investigacoes
sobre a compatibilidade entre essas disciplinas levou even-
tualmente a formulagao da Mecanica Quantica e da Teoria

da Relatividade.

Finalmente, no ambito da propria mecanica Newtoni-
ana, a visao Laplaciana se revelou simplista. De fato, como
veremos nos proximos capitulos, a existéncia de singulari-
dades de solugoes do problema de N-corpos mostra que
nem sempre as solugobes existem para —oo < t < 400;
logo, nem sempre ¢é possivel prolongar solugoes para todo
o passado e todo o futuro.

Além disso, no final do século XIX, as investigacoes pi-
oneiras de Poincaré em Mecanica Celeste revelaram que o
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problema de N-corpos, para N > 3, é muito mais rico e
complexo do que se imaginava. Em particular, seu tra-
balho revelou a existéncia de solugoes com “sensibilidade
com relagoes iniciais”, ou seja, duas solugoes que partem de
condicgoes iniciais muito préximas podem ter orbitas que se
separaram exponencialmente rapido. Como a medicao de
posicoes e velocidades iniciais incluem pequenos erros ob-
servacionais inevitaveis, pode ser o caso de que tais erros
sejam magnificados rapidamente o que tenderia a destruir
a predizibilidade a respeito do comportamento das orbitas
ao longo prazo. Essa descoberta de Poincaré ressurgiu em
finais da década de 60 do século vinte (em parte devido ao
uso intensificado de simulagdes numéricas) desembocando,
nas décadas seguintes, numa explosao da pesquisa sobre a
chamada dinamica “cadtica”.



Capitulo 3

Leis de Conservacao

Munidos do teorema de existéncia e unicidade podemos
passar ao estudo de uma das nogoes cruciais na analise do
problema de N-corpos: as integrais, constantes de movi-
mento ou ainda “integrais primeiras”. Sao também chama-
das Leis de Conservagado, pois usualmente estao associadas
a certas grandezas de significado fisico fundamental e que
permancem constantes ao longo do tempo.

No que se segue supomos que y(t) = (x(t),v(t)) é a
solucao do problema de N-corpos com dadas condicoes ini-
ciais.

Definicao 3.1. Uma integral de movimento é uma fungao
real diferencidvel Z(x,v,t) tal que

i(x(t>7 V(t>7 t) =0,

ou seja I(x(t),v(t),t) = C, onde a constante C € determi-
nada pelas condigoes iniciais.

Observagao 3.2. Uma integral de movimento € portanto
constante ao longo da solucao. E claro que funcdes identi-

40
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camente constantes sao integrais de movimento, ditas tri-
viais; o interesse estd nas integrais nao-triviais.

Diz-se que integrais Iy, ...,Z, sao independentes se o0s
gradientes VxviZi,...,VxviL,, sao vetores linearmente
independentes.

A existéncia de integrais de movimento é muito impor-
tante pois fornece informagoes valiosas sobre o compor-
tamento das solugoes. Por exemplo, se a funcao Z(y) é
uma integral, entao sabemos que a solucao do problema
de valores iniciais estd restrita a uma superficie de nivel
desta funcao, reduzindo de uma unidade a “dimensao” do
problema. Se pensava que conhecendo um nimero sufici-
ente de integrais se poderia entao “resolver” ou “integrar”
completamente as equacgoes de movimento. Infelizmente as
coisa sao mais complicadas, como discutiremos na secao
3.3. Por ora, vejamos as integrais de movimento classicas
do problema de N-corpos.

3.1 As integrais de movimento classicas

As dez integrais de movimento classicas do problema de
N-corpos sao:

(1) a energia total H;

(2) as componentes do momento linear total P;

(3) as componentes do centro de massa do sistema R.,;
(4) as componentes do momento angular total L,

e ligadas, respectivamente, as leis de conservacao da ener-
gia, do momento linear, do movimento do centro de massa
e do momento angular.
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Comecamos com a energia. Lembramos que a energia
cinética total do sistema de particulas é definida por

1 N
2
T = 5 E m;vs.

Jj=1

Temos entao que, ao longo da solucao,

A . dU
—t:jzlmjrj-rj:jzlvrjU-rj:%,

onde a penultima identidade segue das equacgoes de mo-
vimento e a ultima segue da regra da cadeia aplicada a
U(x(t)). Obtemos assim a Lei da Conservagao da Energia,

dH
— =0
dt ’

isto é, H(y(t)) = h, uma constante ao longo da solugao.
A seguir, definimos o momento linear total do sistema:

N
P= E m;vy,
J=1

que ¢ simplesmente a soma dos momentos lineares das
particulas individuais.

Para deduzir sua lei de conservacgao, soma-se os termos
nos dois lados da equacao de movimento para obter:

N

zmjr] 353 Gmfmk re— 1) =0,

j=1 k=1,k#j
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uma vez que cada termo é cancelado por um outro com
sinal oposto. Segue que que

al d & d & dP
0= ;:1: mytj = - E’_ m;t;) = %(;:1 mivi) =
(3.1)

que ¢é a Lei de Conservagao do Momento Linear. Temos
entao que

P =a,

para um vetor constante a. Note que temos trés integrais
de movimento, correspondendo a cada componente do ve-
tor P.

Agora, como

d N
P = E(Z m;r;),
j=1
segue que:

N
Z m,r; = at + b, (3.2)
j=1
para um vetor constante b, o que resulta em mais tres
integrais.
A equagao 3.2 tem a seguinte interpretacao. Considere
a massa total do sistema, M ijl m;; entao o vetor
posi¢ao do centro de massa (CM) do sistema é definido por

1
M <
j

WE

Rcm

m;ry,
1

que é a média ponderada das posi¢oes das particulas onde
os “pesos” sao as respectivas massas. Do que vimos acima
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decorre que R.,, = 0 e podemos reescreve a equacao acima
como

Ron(t) = Vet + Ry, (3.3)

onde V., = P/M = a/M é a velocidade do CM e Ry =
b/M sua posi¢ao inicial. Esta equacao diz que, ndo im-
porta quao complicado é o movimento das particulas, o
CM do sistema tem movimento retilineo e uniforme.

A equacao 3.2 também equivale a chamada Lei de Con-
servagao para o Movimento do Centro de Massa,

dG

— =0
dt ’

onde
N
G = Z ij'j — tP
j=1

Uma vez que o CM tem movimento retilineo e uniforme,
entao o referencial do CM é um referencial inercial, e por-
tanto no qual valem as Leis de Newton. A propdsito, no
caso do sistema solar 99,9% da massa se concentra no Sol
de forma que com boa aproximacao pode-se tomar o centro
do Sol como o CM do sistema (sistema heliocéntrico).

Considerando as posigoes das particulas em relacao ao

CM,

/_
I'j —I'j —Rcm,

entao, como Rcm = 0, segue que as equagoes de movimento
tém a mesma forma quando escritas em termos dos vetores
r’; quanto em termos dos vetores r; (verifique!). Sem perda
de generalidade vamos supor de agora em diante que o
centro de massa estd fixo na origem: R, = 0.
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Assim, as leis de conservacao do momento linear e do
movimento do CM ficamvista até aqui ficam:

(N
E mjrj =0
j=1

N
E m;v; = 0,

\ J=1

totalizando 6 integrais de movimento independentes.

Finalmente, definimos o momento angular total do sis-
tema de particulas, em relacdo a origem (no caso, o CM)
por:

L= m;r; AT, 3.4
7= J

que é uma medida da “rotacao” do sistema (em relagao a
origem).

Fazendo o produto vetorial pelo vetor r; nas equagoes
de movimento, e somando, obtemos:

N

ijmk
E m;r; \NT; = E E ———7T; A1, =0,
j=1 k=1,k#j k]
onde usamos r; Ar; = 0 er; Ary, = —r; Ar;. Compa-

rando com a equacao 3.4, obtemos a Lei de Conservac¢ao
do Momento Angular,

dL d )
E = %(jzlmjrj A\ I'j) =0.

Portanto, L = ¢, para um vetor constante c, 3 integrais de
movimento adicionais.
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Em resumo obtivemos as dez integrais de movimento
classicas. Observe que todas sao funcoes algébricas das
posicoes, velocidades e do tempo.

3.2 Duas aplicagoes

As Leis de Conservacgao tém muitas aplicagbes no estudo
do problema de N-corpos. Nesta secao, veremos dois resul-
tados relativamente simples e que serao utilizados em toda
discussao subseqiiente: a identidade de Lagrange-Jacobi e
a desigualdade de Sundman.

Estes resultados sao expressos através de uma grandeza
muito util chamada momento de inércia do sistema de
particulas, definido por:

L
_ 2
I = 3 ]El m;ry,

que, grosso modo, é uma medida da distribuicao espacial
das massas do sistema. !

Lema 3.3 (Identidade de Lagrange-Jacobi). No pro-
blema de N-corpos temos

[=2T-U=T+h=U+ 2h.

Para demonstrar este lema precisamos do resultado do
exercicio seguinte.

Exercicio 3.4. Uma funcao real f em um aberto U C R"™
¢ dita homogénea de grau p se f(Ax) = AP f(x), para todo
A€ R etodox € R, tais que A\x € U. Prove o teorema

INa literatura de Fisica e Engenharia o momento de inércia é definido sem o
fator 1/2.
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de Euler: se f é homogénea e diferencidvel em U, entao

x-Vf(x) =pf(x).

Prova do Lema: Basta fazer o cédlculo explicitamente.
Temos

N N N

.— . . . .'— . 2 . »..'A

I = E m;r;-v; = 1 = E m;v; + E m;r; - I;
j=1 Jj=1 Jj=1

N
=2T+) r; -V, U=2T-T1,

J=1

onde na ultima identidade usamos que

-U(x) = er -V, U(x),

que segue do fato da energia potencial U ser uma funcao
homogénea de grau —1 e da aplicacao do teorema de Eu-
ler (ver exercicio anterior). As duas ultimas igualdades no
enunciado seguem imediatamente da conservagao da ener-
gia. O

O fato do potencial ser sempre positivo e ser funcao
homogeénea de grau —1 tem uma interessante conseqiiéncia
com relagao ao “equilibrio” de sistemas de N-corpos:

Exercicio 3.5. Mostre que nao hda nenhuma configura¢ao
de N corpos sob interacao gravitacional em que todas as
particulas permanecam em repouso.

Lema 3.6 (Desigualdade de Sundman). Considere o
N

momento angular total do sistema, ¢ = g m;r; \Vv; e seja
J=1
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¢ =||c||. Entao,

< 4I(I—h).

Demonstragao:
Trata-se de uma aplicagao da desigualdade de Cauchy-
Schwarz da algebra linear; temos:

N N
¢ <Y omyllry Al <D myliesll vl =
P =1

N

>IN/ < (| D mard | > miv3
= V2IV2T = VAIT,

7=1
e o resultado segue da identidade de Lagrange-Jacobi na
forma T'=1 — h. O

3.3 Digressao sobre integrabilidade

Até os finais do século XIX as integrais de movimento eram
de interesse primordial, consideradas como uma espécie de
“santo graal” da teoria das equagoes diferenciais ordinarias
(EDO). A idéia é que cada integral permitiria reduzir a di-
mensao do sistema de uma unidade de forma que, de posse
de um numero suficiente de integrais independentes, seria
possivel resolver qualquer sistema de forma “mais ou me-
nos explicita” [22]. Esta é a idéia do chamado “método das
quadraturas” para achar a solugao através de um ntmero fi-
nito de operagoes “elementares” e de integragoes de funcoes
“conhecidas”.
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O procedimento era concebido da seguinte forma. Con-
sidere o sistema de EDO’s autonomo de dimensao n:

yl :fl(ylv"'vyn)
?2 = f2(y1,- -+, Yn) (35)
yn = fn(yla---ayn);

com certas condigoes iniciais. Suponha que exista uma
integral de movimento, Z(y1, . .., ¥, ), de forma que ao longo
da solugao y(t) = (y1(t), ..., yn(t)) tem-se

Z(y1,---,yn) = C.

A solucao do sistema estaria entao restrita a superficie de
nivel C' de Z, de dimensao n — 1, reduzindo portanto o
problema de uma dimensao.

Mais precisamente, isolando na equacgao acima uma das
variaveis, digamos ¥y, terfamos

Y1 =92, - Yn)- (3.6)

Substituindo na primeira equacao do sistema 3.5, obtemos:

o= 19 Un) Y2 Un) = 01(Y2, - Un). (3.7)

As equagoes restantes ficam,

Yo = fa(g(y2, - s Un)sY2u -y Un) = ©2(Y2, .-, Yn)

yn = fn(g(y27 s 7yn)7y27 s 7yn) = (;Dn(y% s 7yn)

Resolvendo este novo sistema nas variaveis s, ..., Y,, €
substituindo a solugao (ya(t), ..., yn(t)) na equagao 3.7 res-
taria

yl(t) = 2ﬂ(t) = 901(y2(t>7 SR ayn(t>>7
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que é “resolvida” por uma integracao usual.

Em suma, a idéia do método é que, conhecendo n — 1
integrais independentes e aplicando sucessivamente o pro-
cedimento descrito acima, o sistema de EDO’s poderia ser
“completamente integrado”.

Claro esta que a coisa nao € assim tao simples e é preciso
observar as varias hipéteses envolvidas. Por exemplo, dada
uma integral de movimento, temos de supor que é possivel
isolar uma das variaveis em termos das outras, talvez re-
correndo ao Teorema da Funcao Implicita, supondo suas
hipoteses satisfeitas. Por sua vez, este teorema é pura-
mente local e existencial, nao fornecendo usualmente uma
“formula explicita”. Uma saida aqui seria a de buscar inte-
grais de movimento que fossem funcoes “simples”, digamos
algébricas nas variaveis yi, ..., Yn.

Entretanto, sendo preciso com o que se entende por
“operacoes elementares” sobre fungoes (digamos, operagoes
algébricas e inversdes) e por integragoes de fungdes “ele-
mentares”, é é possivel (sob certas hipoteses adicionais en-
volvendo teoria de grupos), justificar o método das qua-
draturas: trata-se de um teorema devido a Sophus Lie (ver
[3]). Mas, dai a dizer que se vai obter desta maneira uma
“férmula fechada” ou “explicita” para a solucao, é uma
outra historia!

De toda maneira, o método depende da existéncia de in-
tegrais de movimento nao-triviais. Um teorema cléssico de
EDO’s, o chamado teorema de retificacdao, garante que todo
sistema n-dimensional “suave” possui n — 1-integrais inde-
pendentes, definidas localmente numa vizinhanca de cada
ponto (yi, .. .,y,) no qual, para algum i = 1,..., n, tenha-

2Mas mesmo fungdes algébricas, a menos de casos muito simples, sé sio defi-
nidas implicitamente.
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se fi(y1,...,yn) # 0 (ver [1]). Porém, nao ha grande
interesse em integrais definidas apenas localmente e sim
globalmente numa dada regiao.

Com relagao problema de N-corpos prépriamente dito,
tem-se um sistema de EDO’s 6 N-dimensional. As 10 inte-
grais classicas (ja conhecidas por Lagrange em 1772) permi-
tiriam reduzir a dimensao do problema a 6 N —10. Lagrange
observou (no contexto do problema de trés corpos) que era
possivel reduzir em mais uma dimensao usando uma das
coordenadas de posigao/velocidade como parametro no lu-
gar o tempo (“eliminacdo do tempo”). 3

O problema de dois corpos é integravel por quadra-
turas e sao conhecidos os tipos de trajetérias possiveis:
sao as segoes conicas (elipses, hipérboles ou pardbolas, de-
pendendo das condigoes iniciais, ver [5]). Ainda assim,
nao é verdade que exista uma “férmula explicita”, em ter-
mos de funcgoes “elementares”, quw forneca a posicao das
particulas em funcao do tempo: o problema implica re-
solver uma equacao transcendente, a chamada equacao de
Kepler, que admite, porém, solugdes em séries (ver [12] e
2)).

No caso de 3 corpos, as 10 integrais classicas reduzem
o problema de 18 para 8 dimensoes. A busca por novas
integrais primeiras continuou por varias décadas até que em
1887 Heinrich Bruns publicou um resultado afirmando que
no problema de N-corpos nao existem integrais primeiras
(independentes) além das 10 integrais classicas e que sejam
funcoes algébricas das posicoes, velocidades e do tempo. *

3Em 1843 Jacobi mostrou que, explorando uma certa simetria do problema,
é possivel reduzir mais uma dimensdo (“eliminacdo dos nodos”). No total o
problema de N corpos pode ser reduzido de 6 N para 6 N — 12 dimensoes.

4A versdo original do teorema, assim como vérias generalizacdes, continham
erros que sé recentemente foram eliminados. [10]
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Este resultado mostra que o problema de N corpos nao
é integravel pelo método das quadraturas. Por outro lado,
isto nao quer dizer que nao existe uma solucao “exata’,
por exemplo, através de séries.

E de fato, em 1909 o astronomo finlandés Karl Sund-
man achou tal solucao geral para o problema de trés cor-
pos em termos de uma série uniformemente convergente em
poténcias de t?/3, vélida para todo tempo t. Note que nio
se trata de um solucao aproximada, tal como em teoria de
perturbagoes (utilizada ja ha bastante tempo em mecanica
celeste). Entretanto, tal solucao exata, apesar de concei-
tualmente importante, é de certa forma inttil para extrair
informagoes interessantes, digamos de carater qualitativo,
sobre o comportamento do sistema. E também do ponto
de vista do calculo numérico é um total desastre devido ao
fato que a velocidade de convergéncia da série ser absur-
damente lenta: estima-se que para atingir precisao usual
em astronomia de posicao seria preciso somar da ordem de
108-000-000 de termos!

Assim, chegamos a curiosa conclusao de que nem sem-
pre uma solucao “explicita” é interessante ou informativa
para a compreensao de um sistema dinamico. Isto estd em
linha com aquela transicao revolucionaria que ocorreu na
Matematica ao final do século XIX, que vai de uma visao
quantitativa para uma qualitativa. Enquanto a primeira
tem como foco a busca de solugoes “fechadas” e/ou calculo
“explicito”, a segunda se preocupa mais com o estudo de
familias de solugoes (ou mesmo de familias de sistemas) e
de suas propriedades “tipicas”. Este é o espirito da obra
monumental de Poincaré, Lyapunov e outros.

Note-se que entre as conseqiiéncias desta reavaliacao da
nocao de “integrabilidade” estd a retomada da busca de
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solugoes particulares do problema de N-corpos, assim como
o estudo de casos especiais, usualmente contendo certas si-
metrias ou simplificacoes adicionais que facilitam a andlise.
A propésito, muito recentemente foram descobertas novas
solucoes surpreendentes do problema de N-corpos, as cha-
madas coreografias, nas quais as particulas “se perseguem”
ao longo de uma curva fechada, por exemplo numa curva
em forma de “oito” no problema de 3-corpos (para uma
introdugao, ver [21]).



Capitulo 4

O Teorema de
Sundman-Weilerstrass

No final do capitulo precedente, mencionamos que Sund-
man demonstrou a existéncia de solugoes exatas para o
problema de 3-corpos por meio de uma série de poténcias
uniformemente convergente e para todo instante de tempo.
A dificuldade fundamental da demonstragao deste teorema
¢ a possibilidade de ocorréncia de singularidades que sao
“obstrucoes” ao prolongamento de solugoes para além de
certo valor do parametro temporal.

Nessa altura ja era conhecido que no caso de trés cor-
pos as unicas singularidades possiveis sao as colisoes, um
resultado demonstrado por Painlevé em 1895 e cuja bela
demonstracao veremos no capitulo seguinte. Assim, po-
dem ocorrer colisoes binarias ou ternarias, sendo que esta
ultima possibilidade corresponde ao chamado colapso total
do sistema.

Sundman provou inicialmente que as colisoes binarias
sao de certa forma “removiveis”: através de uma mudanca

54
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de variaveis adequada é possivel estender a solucao para
além do instante deste tipo de colisao. . Esta reqularizacao
de singularidades ¢ uma técnica extremamente importante
e de uso corrente em Mecanica Celeste e aplicagoes (ver,
por exemplo, [4]).

Infelizmente a regularizacao nao funciona para colisoes
ternarias, sendo entao necessario evitar condigoes iniciais
que levem a elas. Sundman provou entao o seu teorema do
colapso total que diz que se o momento angular total do
sistema é nao-nulo, entao nao ocorre colisao tripla. Deste
modo, a solucao exata do problema de 3-corpos que ele ob-
teve é valida exceto para condicoes iniciais que satisfazem
a condicao ¢ = 0. Ora, pode-se mostrar que o conjunto
das condicoes iniciais que satisfazem esta condicao é “pe-
queno” ou “atipico”, no sentido de que tem volume zero no
espaco de fase. 2 Em suma, a solucdo de Sundman existe
para condicoes iniciais “tipicas”.

O teorema do colapso total ou teorema de Sundman-
Weierstrass se generaliza para o caso geral de N-corpos,
como demonstramos neste capitulo. Precisamos de algu-
mas nocoes e resultados preliminares.

4.1 Colisoes e colapso total

Considere o vetor x(t) = (r1(¢),...,rn(t)) que fornece as
posicoes das particulas correspondentes a uma solucao do
problema de N corpos.

Definigao 4.1. Diz-se que ocorre uma colisao no instante

ITudo se passa como se as particulas sofressem um choque eldstico no instante
de uma colisdo binéria e entdo continuassem o movimento (ver [25])

2Mais precisamente, tem medida de Lebesgue zero, pois consiste em uma su-
perficie “suave” de dimensao inferior a do espago de fases (de maneira andloga a
uma superficie esférica que tem volume zero em R3.
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t* se cada r;(t) tem limite finito, j = 1,..., N, quando
t — t*, sendo que ao menos dois deles sao iquais, isto é:
para algum i # k @ 1;(t*) = ri(t").

Equivalentemente, uma colisao ocorre quando o vetor
x(t) = (r1(t),...,rn(t)) converge, quando ¢ — t*, para um
ponto x* € A, onde A é o conjunto singular (ver segao
1.2).

Observagao 4.2. (a) Colisoes sao exemplos de singula-
ridades das solucoes do problema de N-corpos. Note
que se ocorre colisao em t* < 0o, entao

tlintqk U(x(t)) = 400,

e as equagoes de movimento nao fazem mais sentido.
Em particular, pela conservagao da energia a veloci-
dade de alguma(s) das particulas diverge quando t —
t*.

Uma questao natural que abordaremos adiante € de
saber se existem outros tipos de singularidades além
das colisoes.

(b) No problema de N-corpos podem ocorrer colisées du-
plas, triplas, quddruplas, etc. No caso N = 3 as
tnicas possibilidades sao colisoes duplas ou triplas (co-
lapso total). Como mencionamos, as colisées bindrias
podem ser regularizadas através de uma certa mu-
danca de parametro temporal e, portanto, de certa
forma sao singularidades “removiveis”.

(c) Colisées sao eventos “raros” ou “atipicos”: pode-se
provar que o subconjunto das condi¢oes iniciais do
problema de N-corpos que levam o sistema a uma co-
lisao, € um subconjunto “pequeno” no espaco de fases
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(d)

no sentido de terem volume (medida de Lebesque) zero
(ver [26]).

Devemos mencionar que as colisoes sao idealizagoes
matemdticas, uma vez que estamos lidando com pon-
tos materiais. As colisoes reais entre objetos celestes
sao eventos extremamente complexos e de grande im-
portancia, por exemplo, para entender a formacao do
sistema solar. Ademais, tudo indica que os efeitos de
uma colisao da Terra com um asteroide foram a causa
provavel da extingcao dos dinossauros hd cerca de 65
milhoes de anos atrds (para mais informagoes sobre
colisoes no sistema solar, ver [7]).

Podemos agora definir o colapso total no problema de
N-corpos.

Definicao 4.3. Diz-se que ocorre o colapso total no ins-
tante t* (finito ou ndo) se todas as particulas colidem no
mesmo ponto.

O seguinte fato simples sobre o momento de inércia é
muito 1til no estudo do colapso total.

Lema 4.4. O momento de inércia I pode ser expresso como

| X
I = BYYi ijmkr?k.

i<k

Demonstracao: Lembrando que rj; = ||r; — rg|| temos,
parak,j=1,...,N,

N N N N
E m;(r; —ry)° = g m;r; + g m;ri, — 21y - ( g m;r;).
j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
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Como por hipétese o CM estd em repouso na origem, o
ultimo termo é zero a equagao acima ficam:

N
ij(rj —r1;,)* =21 + Mr}.
j=1
Multiplicando agora por mj e somando vem que

N N
> my > mymgrt, = 2IM + 2IM = AIM,
k=1 j=1
e o resultado segue. a

O importante coroldrio a seguir mostra que v/ é uma es-
timativa da separacao maxima entre as particulas enquanto
que U~ é uma estimativa da sua separacao minima.

Corolario 4.5. Existem constantes positivas A, B, C e D,
que dependem somente das massas my, ..., my, tais que:

AVI< R< BVI

cCUul'<r<DU!,

onde r = Tmin = Mz Tj; € R = Tyax = Maxz, 7 500,
respectivamente, a separa¢cao minima e mdrima entre as
particulas.

Demonstracgao: Seja my = min m;. Temos entao,

1<i<N
2 N
My 5o 0 2 . 1
ot Sopr 2w ST =5 D M <
<k <k
N N
1 1 M
(gag 2 mome) B = (g7 2 > mymi) B = 0
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Ou seja,
2
My 1o M,
— <J < —
QMR - T4 7,
ou ainda,
2M 4 2 V2M
“SI>R*>—I=—VI<RZ< VI,
mg M M mo

e tomamos A =2/vVM e B = v/2M /my.

Por outro lado, como ), mjmy = M /2, temos

Gm;m; _ GM?
U< =< :
- Z r - 2r
i<k
Além disso, para 1 < j,k < N,

Gmymy _ Gmj
U>———2> :

Tjk; rjk

e como em cada instante ao menos um dos 7;;’s ¢ igual a
r, temos

2
v> M
r
Juntando, vem que
Gm} <U<GM2 :>Gmg < <GM2
r )
ro T 2r v — — 22U
Tomamos entao C' = Gmi e D = GM?/2. O

Uma conseqiiéncia deste corolario é que se o colapso
ocorre, ele se d& na origem.

Corolario 4.6. Se ocorre o colapso total no instantet = t*
(finito ou ndo), entao ele ocorre na origem.
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Demonstracao: Como por hipdtese todas as particulas

colidem, temos que, para todo 7 = 1,..., N, existem e
coincidem os limites lim; ;- r;(¢t) = r;(t*). Portanto, se
J#k,

lim 7. (¢) = lim [Jr;(£) — rx ()] = [Jr;(£%) — r(%) ]| = 0.

t—t* t—t*

Como 0 < 7,(t) < 7, para todo j # k, segue que
limy 4+ "min(t) = 0 e pelo corolario 4.5 vem que

N

. 1 2 (1%

Yim 1(6) = 52 1mjrj(t ) =0,
]:

e daf que para todo j =1,..., N, temos r;(t*) = 0. o

O resultado seguinte mostra que o colapso total nao de-
mora um tempo infinito para ocorrer.

Proposicao 4.7. Se o colapso total ocorre no instante t =
t*, entao t* < +o00.

Demonstracao: Suponha, por contradicao, que o colapso
ocorra para t* = 4+00. (raciocinio andlogo vale para o caso
t* = —o0). Pelo corolario 4.6, para todo j # k, temos
S () =0 i () =0
onde r(t) = min, rj; é a separacao minima das particulas.
Portanto, pela estimativa do corolario 4.5,
tlgknoo U(x(t)) = +oo.
Mas, da identidade de Lagrange-Jacobi, I(t) = U(x(t)) +
2h, decorre que )
lim I(t) = +o0.

t—+00
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Portanto, existe t; > 0 tal que para todo ¢ > {; tem-
se I(t) > 1. Integrando esta desigualdade duas vezes no
intervalo [t1,t], segue que

1
I(t) > 5152 + at + b,

onde a e b dependem apenas de t;. Assim,

lim I(t) = +o0,

t—+00

o que é uma contradigao. O

Observacao 4.8. Note entao que o colapso total emt = t*
(necessdriamente < oo) se, e somente se lim;_ o I(t) = 0.

4.2 O teorema do colapso total

Podemos agora enunciar o teorema do colapso total, devido
a Sundman (1907), resultado ja conhecido por Weierstrass
para o caso do problema de tres corpos (sem, porém, té-lo
publicado).

Teorema 4.9 (Teorema de Sundman-Weierstrass).
Se ocorre o colapso total no problema de N-corpos, entao
o momento angular total é nulo: ¢ = 0.

Em outras palavras, ¢ = 0 é condi¢ao necessaria para
ocorrer o colapso total, ou ainda: se ¢ # 0, nao ocorre
colapso total. 3 Intuitivamente, quando o momento angu-
lar total é nulo “remove-se a rotacao” do sistema, o que
permite a ocorréncia do colapso total.

3Sundman provou algo mais: se ¢ # 0, entdo rmax(t) > D(c) > 0, de forma
que as particulas permanecem estritamente isoladas de colisoes triplas.
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Exercicio 4.10. Mostre que a reciproca do teorema acima
¢ verdadeira para o o problema de dois corpos.

Observacao 4.11. A a reciproca nao € verdadeira para
N > 3: basta imaginar a situagcao em que oS corpos estao
confinados a mover-se em uma reta (logo necessdriamente
c = 0); porém nesse caso sempre ocorrem colisoes bindrias
(no futuro ou no passado). Outro exemplo (sem colisoes)
¢ a coreografia em forma de oito para o problema de trés
coTPOS.

Para a demonstragao do teorema 4.9 precisaremos do
seguinte lema de calculo:

Lema 4.12. Seja
f: [CL, b] — R
zr—y = f(z),

fungao duas vezes diferencidvel em la,b[, com f(x) > 0 e

f"(x) >0 em]a,b]. Se f(b) =0, entao f'(z) <0 em ]a,b.
Exercicio 4.13. Demonstre o lema acima.
Passamos a prova do teorema.

Demonstracao: Seja t* < 400 o instante do colapso
total, que supomos positivo, sem perda de generalidade.
Entao, como visto na se¢ao anterior, para todo j # k,

]" min )
tlr% Tmin(t) = 0
e portanto pelo corolario 5.5

lim U(t) = +oo.

t—t*

Portanto, pela desigualdade de Lagrange-Jacobi,
lim [(t) = +oo.

t—t*
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Logo, para ¢ numa vizinhanca de ¢* temos I(t) > 0. Como
I(t) > 0, segue do lema 4.12 que I(t) é estritamente de-
crescente nesta vizinhanca:

set € [ty,to], onde ty < t* entdao — I(t) < 0.

Considere agora a desigualdade de Sundman na forma:

. C2
I(t)> —=+h

para t € [ty,ts]. Multiplicando por —I(t) > 0, obtemos:

. 21
—I[I>——=—hl
- 4 )
ou seja,
1d, .., ?d
——— ———1In(l) - h—1
o)z g ) g
Integrando ambos os lados de t; a t5 obtemos:
1. . . c?
—Q[IQ(E) — I*(t1)] > 1 In[1(t1)/1(t2)] — h[I(t2) — I(t1)],

ou, reagrupando,

2

Czlﬂ[f(tl)/f(b)] < h[I(t2) — I(t1)] + %[ﬁ(tl) — IP(t2)].

Mas, I(ta) = I(t:) < I(ts) e I*(tr) = I*(ta) < I*(t1), € temos
entao que .

62 < hI(tg) + ]2(t1)

4 — ln[[(tl)/I(tg)] ’
onde o lado esquerdo tende a 0 quando ¢, tende a t* (com

t1 fixo). Como ¢ é constante, concluimos que ¢ = 0, o que
completa o teorema. O
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4.3 Sobre a estabilidade

O teorema de Sundman-Weierstrass pode ser visto como
um teorema sobre a “estabilidade” do sistema de N-corpos
no sentido de que especifica uma condicao para que o sis-
tema nao desabe ou colapse sobre si mesmo sob acao da
atracao gravitacional mutua.

O problema da estabilidade do sistema solar tem uma
longa histoéria, sendo um tema central em Mecanica Celeste
desde a época de Newton. * O problema se encontra em
aberto tanto do ponto de vista do modelo idealizado de
N-corpos pontuais quanto de versoes realisticas do sistema
solar (para um a discussao histdrica, ver o excelente artigo
17)).

Uma das dificuldades deste problema ¢ a de estabelecer o
que se entende por “estabilidade” de um sistema dinamico
e, de fato, existem mais de cinqiienta defini¢oes diferen-
tes na literatura. No caso do problema de N-corpos, uma
nocao bastante natural parece ser a seguinte: uma solugao
do problema de N corpos é estdvel se satisfaz as seguin-
tes condigoes: para todo ¢ # j e todo t € R e para uma
constante K > 0,

(a) rij # 0;

(b) Tz'j S K,
que exige auséncia de colisdes (e ndo apenas do colapso
total) e que o movimento permanega “confinado” em uma
regiao limitada do espago (no passado e no futuro).

Porém, é muito dificil decidir quando estas condigoes sao
satisfeitas; em particular nao se conhece todos os possiveis

4 A propésito, Newton achava que o sistema solar era inerentemente instével e
que era necessaria a intervengao divina, de tempos em tempos, para “dar corda”
no sistema e evitar a catastrofe.
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movimentos finais (isto é, para t — 00) nem mesmo para o
problema de 3-corpos (ver [3]). Uma possivel saida é bus-
car provar que a estabilidade é uma propriedade “tipica” no
sentido de ser valida para a “vasta maioria” das condigoes
iniciais do sistema; mesmo isto nao ¢ trivial de provar.

Aqui, vamos apenas apresentar um resultado clédssico
elementar de estabilidade, que é uma outra aplicagao da
identidade de Lagrange-Jacobi.

Teorema 4.14 (Critério de estabilidade de Jacobi).
Uma condig¢ao necessdria para que a solucao seja estdvel
(no sentido definido acima) é que a energia total h = T —U
seja negativa.

Prova: Considere uma solucao definida para todo t € R
e tal que h > 0. Pela identidade de Lagrange-Jacobi,

I=U+2h>U >0,

uma vez que o potencial é estritamente positivo. Temos
entdo que [(t) é uma funcdo definida em R, limitada in-
feriormente e estritamente convexa; logo necessariamente
lim; ., I(t) = co. Portanto, pelo lema 4.4, ndo pode ser
que r;;(t) < K para todo i # j e todo t € R.. O

Infelizmente a condigao nao é suficiente para N > 3.



Capitulo 5

Singularidades no
problema de N-corpos

Vimos que o teorema de existéncia e unicidade para EDO’s
garante que o problema de N-corpos (por simplicidade con-
sideramos tg = 0):

mjfj :VrjU(X), j: 1,...,N

(x(0), v(0)) € R*V /A x RN

possui uma unica solugao x(t) = (r1(t),...,ryx(t)), ao me-
nos num intervalo de tempo |t t*], talvez muito pequeno
(solugao local). Para fixar idéias, consideramos apenas a
evolugao futura do sistema, ou seja em [0,¢7][.

Por outro lado, pelo teorema 2.27, sabemos que existe
um intervalo maximal de existéncia, digamos [0,t*[, com
0 < ¢t < t* < +oo. E natural perguntar se este intervalo
coincide ou nao com [0,400). Isso leva a nogao de uma
singularidade no problema de N-corpos.

66
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Definigao 5.1. Se t* < 400, diz-se que a solu¢cio x(t) =
(ri(t),...,ry(t)) tem uma singularidade no instante t =
t*. Caso t* = 400 a solugao é dita regular.

Assim, uma singularidade indica uma “obstrucao” ao
prolongamento de solucoes. Um exemplo de singularidades
no problema de N-corpos sao as colisoes, que ja discutimos
no capitulo anterior. Mas, sera que existem outros tipos de
singularidades?

A questao da natureza da singularidades no problema
de N-corpos foi abordada pelo matematico francés Paul
Painlevé numa célebre série de palestras ministradas em
Estocolmo em 1895. Nestas palestras ele obteve varios re-
sultados fundamentais que o levaram a formular sua fa-
mosa conjectura sobre a existéncia de singularidades nao-
colisionais para o caso de N > 4 e que s6 foi demonstrada
recentemente.

Para entendermos a conjectura de Painlevé, precisamos
de seu teorema de caracterizacao de singularidades.

5.1 Uma caracterizagao das singularida-
des

E de se esperar, examinando as equagoes de movimento,
que a ocorréncia de singularidades esteja ligada a possibili-
dade de que as distancias r;(t) entre alguma(s) particulas
tornarem-se arbitrariamente pequenas quando t tende a t*.
Isto é exatamente o que Painlevé demonstrou no seguinte
teorema de caracterizagao de singularidades:

Teorema 5.2 (Painlevé, 1895). Uma solu¢ao do pro-
blema de N-corpos possui uma singularidade no instante
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t* se, e somente se,

lim 70 () = 0,

t—t*
onde Tyin(t) = r(t) = minrj(t)
7k
Prova:

(<) Suficiéncia: Suponha que tlir% rmin(t) = 0 e que,
por absurdo, mao ocorra uma singularidade no instante
t = t*. Entdo a solu¢do x(t) é uma funcdo suave para
todo ¢ num intervalo limitado [¢1,#*] com extremidade t*.
Portanto existe uma constante b; > 0 tal que

[%(0)] < by,
neste mesmo intervalo. Segue das equagoes de movimento
que os vetores V. U(x(t)), j =1,..., N também sdo limi-
tados.

Pelo teorema fundamental do calculo (componente a
componente) e usando a desigualdade acima, obtemos:

5(t) — x(t%)] = | / 5(s)ds|
< ;

< / I%(s)|ds < bi[t* — t1]| = bs.  (5.1)

t

Logo, pela desigualdade triangular,
[%(8)] < |%(t) = %(")[ + [%(t7)] < bs,

para uma certa constante bs e para todo t € [ty,t*].
Como ||1;(¢)|| < |%(t)| para j =1,...,N e

SUG() = YV Ux(0)
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d
segue que EU(X(t)) ¢ limitado e portanto U(x(t)) ¢ limi-
tado.
Mas, pela estimativa do corolario 4.5,
lim Tmin(t) = 0 = limsup U(x(t)) = +o0,
—t* t—t*

donde U(x(t)) nao poderia ser limitado. Esta contradi¢ao
leva a concluir que t* tem de ser uma singularidade.

(=) Necessidade:
Suponha que ocorra uma singularidade em ¢t = t* e se
quer mostrar que,
lim 7,0 () = 0.
t—t*
Como limsup,_,;« Tmin(t) > liminf, . rpin(t) > 0, basta
mostrar que limsup,_;+ Tmin(t) = 0.
Suponha, por absurdo, que fosse

lim sup rmin(t) = D > 0.
t—t*
Entao existe uma seqiiéncia {t,},>1 com lim ¢, =t* e tal
que V—00
lim 7min(t,) = D > 0.

V—00

Ademais, para v suficientemente grande e para todo j # k,
temos
rik(ty) > rmin(ty) > D/2.

Ora, entao estamos em condicoes de aplicar o teorema de
existéncia e unicidade (teorema 2.27) com condi¢oes iniciais
y(t,) = (x(t,),v(t,)). Ouseja, se |y —y(t,)| < D/8 temos
If(y)| < M, onde M depende apenas de D, das massas e
da energia total h (e esta tltima é a mesma que em t = 0
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pois o sistema é conservativo). Portanto, o problema de N-
corpos com condigao inicial y(¢,) tem uma tnica solugao
num intervalo |t —t,| < 0/2, onde 6 > 0 depende apenas
de D, das massas e h.

Tomando v suficientemente grande tal que |t, — t*] <
d/2, vemos que as equagoes de movimento tem uma tnica
solucao no intervalo:

It — 1| < |t —t,|+ |t, — t*] < 6.
Mas, nesse caso (e usando a proposicao 2.19) a solucao
partindo de ¢ = 0 foi prolongada para além do instante
t* e portanto, este 1ltimo nao poderia ser um instante de

ocorréncia de uma singularidade. Esta contradi¢ao conclui
o teorema. O

5.2 Colisoes e Pseudocolisoes

O teorema de Painlevé tem uma interpretacao geométrica
interessante. Considere a distancia entre um ponto x e o
conjunto singular A, definida por

px, A) = inf [x — 2

Exercicio 5.3. Mostre que

min||r; — il = V2 p(x, A).
J#k

Segue do exercicio acima que o teorema de Painlevé
equivale a dizer que uma singularidade ocorre em ¢t = t*
se, e somente se a distancia de x(t) = (r1(t),...,rn(t)) ao
conjunto singular A vai a zero; simbdlicamente

t—t*

x(t) — A.
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Conseqiientemente obtém-se a seguinte classificacao das
singularidades do problema de N-corpos em dois tipos:

e colisdes: quando lim, 4 x(t) = x* € A, isto é, seja
x(t) atinge um dado ponto de A, ou ainda p(x*, A) =
0;

e pseudocolisdes: quando x(t) se aproxima de A quando
t — t*, sem porém nunca atingir A.

Ou seja, de um lado temos o caso “intuitivo” das co-
lisoes, em que a distancia entre ao menos duas particulas
é zero em t = t*: o conjunto singular é atingido. Por
outro, temos o caso em que a distancia minima entre as
particulas tende a zero sem que haja colisao. Este tipo
de singularidade é bem menos intuitivo. Assim, ainda que
limy 4« Tmin(t) = 0 poderiamos ter, para certo par jk de
particulas, que

liminfr;,(t) = 0 e limsupr;,(t) > 0,
t—t* t—t*
de forma que elas poderiam “oscilar”, ora se aproximando
ora se afastando entre, sem nunca colidirem.

A existéncia de solugoes com singularidades do tipo co-
lisoes era bem conhecida para o caso de N =2e N =3
(e o teorema 5.8 mais adiante mostra que colisoes sempre
ocorrem no problema de N-corpos retilineo).

Mas e quanto a existéncia de pseudocolisoes? E facil
mostrar que para N = 2 elas nao existem: de fato, se
ocorre uma singularidade em t = t*, entao pelo teorema
5.2,

Pmin(t) = r12(t) = r1(8) = vo(8)[] =5 0.
Entao,
1, i

I(t) = mru(t) — 0,
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e lembrando que I(t) = 1/2(myr3(t)+mari(t)), concluimos
que limy 4 1q(f) = lim;_4= ro(t) = 0, tratando-se de uma
colisao.

Painlevé mostrou que também no caso N = 3 o tnico
tipo de singularidade que pode ocorrer sao colisoes:

Teorema 5.4 (Painlevé, 1895). No problema de trés
corpos, todas as singularidades sao colisoes.

Precisamos do seguinte lema que afirma que o momento
de inércia sempre tem limite quando ¢ tende a t*:

Lema 5.5. Se ocorre uma singularidade em t = t*, entdao

lim I(t) = I* € [0, +o0].

t—t*

Prova do Lema: Pelo teorema 5.2 ocorre uma singulari-
dade no instante t = t* se, e 86 se limy_4+ Tyin(t) = 0. Disto
segue que limsup, .. U(x(t)) = 400 e, pela identidade de
Lagrange-Jacobi, lim;_ I(t) = +o00. Logo, para t sufici-
entemente préximo de t*, temos I(t) > 0, donde que I(t) é
crescente numa vizinhanga de t*. Dai que I(t) é mondtona
(crescente ou decrescente) nesta vizinhanga. Lembrando
que I(t) > 0 o lema segue. 0

Prova do Teorema: Pelo lema, I* € [0, 4+00]. Se I* =0,
segue do teorema de Sundman-Weierstrass que ocorre o
colapso total, ou seja uma colisao multipla, e nao hé nada
a demonstrar.

Suponha entao que I* > 0 (possivelmente = +00). Mos-
tremos inicialmente que a partir de certo instante em diante
o mesmo par de particulas assume a separacao minima 7y, .

Como limy 4 I(t) = I* > 0 segue do corolario 4.5 que,
de certo instante em diante e para uma certa constante
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D > 0, temos
Tmax(t) = maxr;,(t) > D > 0.
ik

Por outro lado, pelo teorema 5.2, vem que de certo instante
em diante myin(t) < D/2, ou seja, para ao menos um par
jk de particulas tem-se: () < D/2.

Afirmamos que de certo instante em diante o mesmo
par de particulas assume a distancia minima r;,. Caso
contrario, em algum instante ¢ dois pares (digamos 12 e
23) trocariam o papel de rpi, e terfamos: rpi, () = r12(t) =
ro3(t) < D/2. Mas isso nao é possivel pois, por um lado, da
desigualdade triangular aplicada ao triangulo com vértices
nas particulas 1, 2 e 3, tem-se:

r13(t) < r1a(t) + ro3(t) < D.

Por outro lado, terfamos ri3(t) = rmax(f), a0 passo que
Tmax(t) > D a partir de certo instante em diante.
Mostremos agora que os vetores posigao r;(t), com j =
1,2, 3, tém limites bem definidos quando ¢ tende a t*. De
fato, como uma das particulas, digamos a 3 (seguindo o
exemplo acima) acaba por afastar-se definitivamente das
restantes 1 e 2 (e com ri3 > D/2 e ry3 > D/2), segue das
equacoes de movimento que para t numa vizinhanca de t*,

. Gm Gm
[£3]] < —5— + —5— < 4,
r
13 23

para uma constante A. Portanto, para instantes t,, e t,,
numa vizinhanga de t*,

[va(tn) = vs(tm)ll = |l /t a(s)ds]

tn *
S/ i3 (s)ds < Aty — ] 25" 0.
tm
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Segue do critério de convergéncia de Cauchy que vs(t) =
r3(t) tem limite bem definido quando ¢ tende a t*. Em
particular é limitado: para ¢t numa vizinhanga de t* temos

[vs(@)| = [[Es(@)]| < B,
para uma constante B. Um argumento analogo ao que

acabamos de fazer nos leva entao a concluir que

lim r3(t) = p,

t—t*

onde p é um vetor constante.
Mas pela lei de conservacao relativa ao movimento do

centro de massa, myr1(t) + maors(t) = —msrs(t0, ou ainda
ml(rl(t) — I'2(t)) + (m1 -+ mg)rg(t) = —m3r39t). Como
tlirg 1o = thr? |lr1(t) — r2(f)|| = 0, segue que

. . nm

lim ry(t) = limry(t) = ————

t—t* 2( ) t—t* 1( ) my + Mo

Em outras palavras, temos uma colisao binaria em ¢t = t*
e o0 teorema esta demonstrado. O

Observacao 5.6. Note que também obtivemos

lim I(t) = I" < +o0.

t—t*

5.3 A conjectura de Painlevé

Nao conseguindo estender seu resultado para N > 4, Pain-
levé propos o seguinte desafio ao final de suas série de pa-
lestras:

Conjectura 1 (Conjectura de Painlevé, 1895). O pro-
blema de N-corpos, para N > 4 admite solugoes com sin-
gularidades do tipo pseudocolisoes.
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Esta conjectura mostrou-se extremamente dificil e ficou
em aberto até recentemente. O primeiro progresso foi ob-
tido pelo fisico e astronomo sueco E. H. von Zeipel, que
propos uma caracterizacao alternativa para colisoes e, a
fortiori, para pseudocolisoes:

Teorema 5.7 (von Zeipel, 1908). No problema de N-
corpos, uma singularidade em t = t* é uma colisao se, e
somente se

lim I(t) = I" < +o0.

t—t*

A demonstracao, que omitimos, pode ser encontrada em
[20] ou [8]. Note que a necessidade ¢ trivial.

Segue do teorema de von Zeipel e do corolario 4.5 que
uma singularidade é uma pseudocolisao se, e somente se,

lim max rik(t) = 400,
ou seja, o sistema de N-corpos “explode” ao infinito em
tempo finito.

Este resultado ficou esquecido por muito tempo, em
parte por ter sido publicado em um periédico de pouca
circulacao. Outra razao deve-se a criticas sobre supostas
falhas na prova, o que era infundado (ver [20]). Uma outra
razao pode ter sido a influéncia da teoria da relatividade
especial de Einstein, segundo a qual existe um limite su-
perior para a velocidade dos corpos massivos, a saber a
velocidade da luz.

Como aplicacao do teorema de von Zeipel, vejamos um
caso do problema de N-corpos que também nao admite
pseudocolisoes, a saber, o caso retilineo.

Teorema 5.8 (Saari, 1973). Se as N particulas estao
restritas a mover-se numa reta fixa com relagao ao CM,
entao todas as singularidades sao colisoes.
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Prova: Vamos supor que a reta coincide com o eixo x
do referencial do CM. Sejam x1,...,xy as posicoes das N
particulas ao longo desta reta, da esquerda para a direita.
Como estamos no referencial do CM, Zf\il x; = 0, e por-
tanto temos segue que ;1 < 0 e xxy > 0 em cada instante.

Suponha, por contradicao, que exista uma singularidade
pseudocolisional no instante t = t*. Entao, pelo teorema de
von Zeipel, temos que lim;_4+ I(t) = +00. Logo, da estima-
tiva 4.5 vem que limy_4+ Tpax (f) = +00. Como as particulas
nao podem trocar a ordem de seu posicionamento ao longo
do eixo, temos que ryax(t) = |z (t) — 21(t)] e portanto
terfamos limy 4 |zn(t) — 21 (t)] = +o0.

Afirmamos que lim;_4+ zx(t) = +00. De fato, suponha
que zy(-) fosse limitado e, portanto, do limite acima, que

lim; 4+ x1(t) = —oo. Entao, como Zz]\il z;(t) = 0, vem que
N *
sz(t) = —myz(t) =5 400,
i=2

Ora, isto implica que para algum ¢ = 2,..., N — 1 tem-se

limsup,_ ;. z;(t) = 400, e como xy estd a direita de to-
dos os outros z;, segue que limsup,_ ;. xx(t) = 400, con-
tradizendo a hipétese de ser zy(-) limitado. Em resumo
até o aqui: se ocorre uma pseudocolisao em t = t*, entao
limy_ xy(t) = +o0.

Por outro lado, a equagao de movimento para a N-ésima
particula é

T N
MNIN = Z Gmpym; |xj_ o
i#EN N
ecomoz; < xyparaj=1,...,N—1, segue que Zy(t) < 0.

Ou seja, xn(t) tem concavidade para baixo; logo nao pode
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ser que limy 4+ xy(t) = +o00. Essa contradi¢do prova o
teorema. O

Observacao 5.9. Note que no problema de N corpos re-
tilineo podemos afirmar que sempre ocorre uma singula-
ridade (que serd necessdriamente uma colisao). De fato,
suponha que nao ocorra singularidades. Como estamos no
referencial do CM, seque que sempre xy(t) > 0 (zn = 0 so-
mente no caso do colapso total, que é uma singularidade co-
lisional). Por outro lado, da equagdo de movimento acima
temos sempre que Zn(t) < 0. Ora, estas duas condi¢oes
s@o incompativeis para uma fun¢ao xn(t) definida para todo
t € R. Logo, necessariamente ocorre uma singularidade.

E no caso geral do problema de N-corpos? A solucao
veio somente apos décadas de investigacoes tanto tedricas
quanto numéricas (com o desenvolvimento dos computado-
res). 1 Do ponto de vista tedrico, foram instrumentais os
desenvolvimentos da Teoria de Sistemas Dinamicos.

Resumimos os acontecimentos-chave (para mais deta-
lhes ver [9] e [11]). O primeiro grande avango veio em 1975
com a prova de Mather e McGehee da existéncia de pseu-
docolisoes para solugoes do problema de 4-corpos retilineo,
mas que era insatisfatéria por exigir um nimero infinito de
regularizacoes de colisoes binarias. Em 1984, Gerver anun-
ciou uma solucao pseudocolisional do problema de 5-corpos
no plano, porém sem apresentar uma prova completa. Em
1988, em sua tese de doutorado sob orientacao de Saari, Jeff
Xia obteve a prova da conjectura de Painlevé para o pro-
blema de 5-corpos. A prova continha alguns erros, mas foi
retificada e publicada em 1992. Enquanto isto, em 1991,

1O uso de simulacbes numéricas como guia heurfstico também parece ter sido
muito importante nas recentes descobertas das novas solugoes do problema de
N-corpos, ver [21]
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Gerver publica uma demonstragao alternativa da conjec-
tura de Painlevé. Os métodos de Gerver e Xia sao bastante
diferentes, mas ambos exploram a “fonte inesgotavel” de
energia do potencial gravitacional para transformé-la em
energia cinética através de repetidos “encontros proximos”
entre certas particulas do sistema.

Em suma, podemos anunciar (ver [9] e referéncias 14
contidas):

Teorema 5.10 (Xia, 1992; Gerver, 1991). Existem
solugoes com singularidades pseudocolisionais no problema
de N-corpos, para N > 5.

A conjectura de Painlevé foi portanto demonstrada para
N >5. O caso de N = 4 corpos permanece em aberto. 2

20utros problemas em aberto sdo discutidos em [11] e [30].
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