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Prefacio: Como Usar
Este Livro

Em primeiro lugar, este livro nao é comestivel. Nao o comam.

Ele também é leve demais para ser usado como arma ou para
segurar portas, mas pode servir como um razoavel peso para papéis
(desde que nao esteja ventando muito).

O principal uso que temos em mente para ele, porém, é como
texto-base do minicurso homénimo, a ser ministrado por nés dois
na ultima semana de Julho de 2007, no 26° Coldoquio Brasileiro de
Matematica. O objetivo do tal minicurso é ilustrar num contexto
bastante simples — o de aplicagoes diferenciaveis do circulo — alguns
dos conceitos e fendmenos basicos de dinamica diferenciavel, através
do estudo de duas classes de aplicagoes: os difeomorfismos de Morse-
Smale e as aplicagoes expansoras.

Para tanto, é indispensavel que os leitores tenham bastante fa-
miliaridade com os conceitos de calculo de fungbes de uma variavel
(“Célculo Um”) e desejavel que tenham tido algum contato com
matematica rigorosa (i.e., teoremas e suas demonstragoes), como
vista numa disciplina introdutéria de anélise ou de espagos métricos.

Na exposicao decidimos priorizar a clareza sobre a generalidade.
Em alguns casos fizemos demonstragoes para casos ligeiramente sim-
plificados (mas que jé incluem todas as idéias centrais das demon-
stragoes dos casos gerais), e deixamos os detalhes técnicos dos ca-
sos gerais como exercicios. Seguindo uma filosofia parecida, uma
das demonstragoes (a da estabilidade estrutural dos expansores via
dindmica simbdlica, no Capitulo 5) foi deliberadamente feita de maneira
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mais heuristica do que formal.

Indicamos as afirmagoes que foram deixadas como exercicios para
os alunos da seguinte maneira: “EXERCICIO”. Esperamos que
esta notacao nao seja demasiadamente ambigua.

Agradecemos a Ana Cristina Oliveira, Lorenzo J. Diaz, Sérgio
Volchan, e Thomas Lewiner pela ajuda na formatagao do texto e das
figuras. Sem o auxilio deles este livro até poderia existir, mas ele
teria trechos em cirilico e todas as suas figuras seriam obras de arte
abstrata (ruim). Agradecemos também a Henri Anciaux pela revisAo
do txeto.

Um aviso para os incautos: matemadtica é um assunto sério — até
mesmo grave — e deve ser tratada como tal. Como todo bom livro
de matemadtica, este texto é seco, sisudo, e drido. Abandonem todo
o bom-humor aqueles que adentrarem estas paginas.

F. A.
L. F.N. F.

Pontificia Universidade Catdlica
Rio de Janeiro, 25 de Abril de 2007



Capitulo 1

Dinamicas no Circulo

Neste livro vamos falar de sistemas dinamicos diferenciaveis no
circulo. Vocés ja sabem o que é diferenciabilidade. Falta explicar o
que € o circulo, e 0 que é um sistema dinamico. Comecemos com o
circulo.

1.1 O Circulo

Bem, vocés ja devem conhecer o circulo unitario como um subcon-
junto do plano R2:

S'={(z,y) € R 2? +y? = 1}.

Mas ha outras maneiras de ver o circulo, e uma dessas maneiras sera
bem conveniente neste curso.

Vamos considerar o circulo S' como sendo o intervalo unitério
fechado I = [0, 1], mas com os pontos 0 e 1 identificados. Isto é, se
corremos da esquerda para a direita, ao atingirmos o 1 nds somos
teletransportados para 0. Uma maneira elegante e bonita de se dizer
isso é que o circulo é o conjunto dos nimeros reais mddulo os inteiros,
ou

St =R/Z.

Geometricamente vamos representar o circulo como tendo o zero
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no seu “pdlo norte”, com as coordenadas aumentando no sentido
horario. Veja a Figura 1.1 abaixo.

1=0

5/6 1/6

3/4 1/4

/3 1/3
172

Figura 1.1: O circulo S*

E claro que temos a nossa nogao usual de distancia no intervalo
I, e que nessa nocao usual 0 e 1 nao sao o mesmo ponto, de fato
a distdncia usual entre eles é |1 — 0] = 1. Mas no circulo, 0 e 1
representam o mesmo ponto, e logo a distancia entre eles tem que ser
igual a zero. Como faremos entao para definir a distancia entre dois
pontos de S* quando consideramos S como sendo o intervalo I com
os seus extremos identificados?

Primeiro, para evitar ambiguidade, quando trabalharmos com
pontos do intervalo como sendo pontos do circulo, vamos usar a
notacao “[z]” ao invés de “z”. (Exceto é claro quando a gente nao
estiver afim.)

Agora vamos definir a distancia no circulo: dados dois pontos
[7],[y] € S, a distancia entre eles é dada por

dgi([z], [y]) = min{|z — y[, |z —y — 1], |z —y + 1]}.

(Escreveremos d no lugar de ds1 quando ndo houver ambigu-
idade.)

Usando este conceito de distancia, temos que d([0], [1]) = 0, como
desejado. Vamos testar alguns outros pares de pontos:
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i) d(i5) [{) = % = 3
ii) d((3],[2]) = }
iif) d([38], [0)) = %
iv) d((3],[1]) = %

e por ai vai. Brinquem um pouco com essa nocao de distancia para
se familiarizar com ela.

Muitas vezes vamos querer manipular pontos do circulo de maneira
que eles serdo representados por niimeros fora do intervalo [0, 1]. Por
exemplo, no Capitulo 4 nés vamos multiplicar pontos [z] do circulo
por 2, o que é claro pode resultar num nimero (2 - z) maior do
que 1. O que fazemos para lidar com isso é considerar que niumeros
que diferem entre si por um niumero inteiro representam o mesmo
ponto do circulo. Ao fazermos isso nds estamos tratando os pontos
do circulo como “numeros reais modulo 17.

Por exemplo:

i) O ponto [1.7] é 0 mesmo que [0.7], ou que [—0.3], ou que [17.7],
ou que 0.7 modl, ou que —0.3 modl ou que 98.7 modl.

ii) De maneira semelhante, [1] = [-2] = [1)] = £ mod], etc e tal.

1
3 3 3
iii) Segue que d([1.7],[0]) = 0.3, que d([—2], [2]) = 3, que

d([—100006.1], [0.4]) = 0.5, e assim por diante.

Com a distancia d, o circulo se torna um espagco métrico compacto.
Se voces ja sabem o que ¢ isso, 6timo. Se vocés nao sabem, a idéia
é a seguinte: um espagco métrico é um conjunto X dotado de uma
“funcao distancia”, que chamamos de métrica, na forma

d: X xX —R",

que associa a cada par de pontos de X um numero nao-negativo que
faz o papel de distancia entre os dois pontos. A métrica d tem que
satisfazer trés axiomas para que tenha propriedades compativeis com
a nossa noc¢ao usual de distancia:

a) Vale d(x,y) = 0 se e somente se x = y;
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c)
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Vale d(x,y) = d(y, z) para todos z,y € X; e

Dados trés pontos x,y,z € X vale

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

EXERCICIO: mostre que dg1 é uma métrica no espago S*.

Uma vez que um conjunto X é dotado de uma métrica d, nds
chamamos X (mais precisamente, chamamos o par (X, d)) de espago
métrico. A reta R dotada da distancia euclidiana é um espaco métrico,
como também é o circulo S' dotado da métrica que acabamos de
definir. Todas as nogoes usuais de topologia na reta se generalizam
para espagos métricos:

i)

ii)

iii)

iv)

Dados um ponto z € X e € > 0, a bola aberta de raio € centrada
em x é o conjunto

B.(x)={ye X :d(z,y) < ¢}

Uma sequéncia {x; }jen de pontos de X converge para um ponto
zo € X se para todo € > 0 existe N € N tal que se n > N entao
d(xn,x0) < €. Neste caso dizemos que xq é o limite da sequéncia

{z;}.

Um conjunto A C X é aberto se para todo xz € A existir algum
e > 0 tal que B.(z) C A.

Um conjunto F' C X é fechado se dada qualquer sequéncia con-
vergente {z;};en de pontos de F' entdo o limite 2y da sequéncia
{x;} pertence a F'; equivalentemente:

Um conjunto F' C X é fechado se X \ F' é um conjunto aberto
de X.

Um conjunto C' C X é limitado se existe algum A > 0 tal que
d(x,y) < A para todo par z,y € C. O menor tal A é chamado
de diagmetro de C.

Um conjunto K C X é compacto se dada qualquer sequéncia
{z;}en de pontos de K entdo existe alguma subsequéncia {x;, }
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de {z;} que converge para algum ponto zy de K. Se X é com-
pleto!, isto equivale aK ser simultaneamente fechado e limitado.

Uma aplicagao f: X — Y entre dois espagos métricos X e Y
é continua se dado qualquer z € X e ¢ > 0 entao existe § > 0
tal que

f(Bs(z)) € B(f(x))

(Reparem que aqui hé duas métricas distintas: “Bjs(x)” se ref-
ere a uma bola na métrica de X, enquanto que “B.(f(x))” se

refere a uma bola na métrica de Y.)

Temos duas outras maneiras equivalentes de caracterizar con-
tinuidade:

Uma aplicagao f: X — Y é continua se dada uma sequéncia
{z;} em X que converge para um ponto zo € X entdo vale que
a sequéncia {f(z;)} converge para f(z¢) € Y; ou ainda:

Uma aplicacao f : X — Y é continua se dado qualquer aberto
A CY vale que f~1(A) é um aberto de X.

Enfim: o circulo S!, quando munido de d, é um espaco métrico;
portanto podemos falar de conjuntos abertos e fechados, de con-
vergéncia de sequéncias, de continuidade de aplicagoes definidas no
circulo, etc etc.

Observagao. Nos capitulos 4 e 5 veremos mais dois espacos métricos
que nao sao os espacos euclidianos R™ usuais: espacos de aplicagdes
diferencidveis e espacos de sequéncias de simbolos.

Vamos dar uma olhada em alguns subconjuntos do circulo:

i) O intervalo (3, 2) é aberto em S*.
i)
)

iii) O intervalo [3, 2] é fechado em S*.

O intervalo [0, 3) U (3, 1] é aberto em S
1

iv) O intervalo [0, 2] U [2,1] é fechado em S*.

2 37

1Se vocé ndo sabe o que significa ser completo, ndo se preocupe: todos os
espagos métricos que aparecem neste curso sdo completos.
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v) O intervalo [%, 2) nio é nem aberto nem fechado em S*.

2
3
vi) O intervalo [0, 3) ndo é nem aberto nem fechado em S*.
vii) Vale que [0,1) = (0,1] =[0,1] = S*.
)

viii) O circulo ¢ limitado (e seu didmetro ¢ igual a & EXERCICIO),
logo todo subconjunto do circulo € limitado.

ix) O circulo é aberto.

x) O circulo é fechado. Segue que, sendo também limitado e com-
pleto, o circulo é compacto.

Observagao. Usando a nossa convencao “modulo 1”7 estabelecida
anteriormente, podemos representar os intervalos que aparecem nos
itens (ii) e (iv) por (2,3) e [F, 3], respectivamente. Da mesma
forma, podemos representar o circulo todo por [5,6) ou (—89, —88]
ou ainda por [7.2,8.2).

Neste livro vamos lidar com aplicacoes diferenciaveis do circulo
nele mesmo. Vamos representar os graficos destas funcoes em um
quadrado de lado 1, onde identificamos os valores 0 e 1 (isto é, eles
representam o mesmo ponto). Para que tenhamos continuidade, o
grafico da funcao deve intersectar o eixo vertical x = 0 na mesma
coordenada horizontal na qual intersecta o eixo vertical x = 1, e
intersectar o eixo horizontal y = 0 na mesma coordenada vertical na
qual intersecta o eixo vertical y = 1.

Enfim: vejam alguns exemplos de graficos de fungoes continuas
na Figura 1.2. Convencam-se de que elas sdo de fato continuas. (As
linhas sdlidas sao os graficos; as retas tracejadas nao fazem parte dos
graficos, elas aparecem apenas para ajudar vocés a se convencerem
da continuidade.)

Cenas dos Préximos Capitulos. A aplicagao com cara de inocente
que aparece na linha dots, coluna dois da Figura 1.2 se chama Ts; ela

€ a grande estrela deste livro. No final do curso vocés conhecerdo
intimamente a dinamica dela.

Bem, nessa altura do campeonato as questoes de definir diferencia-
bilidade e de calcular derivadas de fungoes definidas no circulo nao de-
vem ter nenhum mistério. A derivada de uma aplicacao f : ! — S!
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Figura 1.2: Exemplos de fungoes continuas do circulo

num certo ponto do circulo é o que ela sempre foi: a inclinacdo do
grafico naquele ponto. A sua manipulagao analitica segue as regras
usuais.

Uma ultima observagao: ha dois tipos de fungdo monétona do
circulo nele mesmo, as “crescentes” e as “decrescentes”: as primeiras
sao aquelas cujos graficos sobem da esquerda para a direita, enquanto
que as segundas sao aquelas cujos graficos descem da esquerda para
a direita. A terminologia técnica aqui é preserva orientacao e inverte
orientacado, respectivamente. Nos exemplos da Figura 1.2, apenas a
funcao na linha um, coluna trés inverte a orientacao do circulo; as
outras cinco fungoes preservam orientagao.

Para fungbes que preservam orientacao a imagem é percorrida
no mesmo sentido (hordrio ou anti-hordrio) em que percorremos o
dominio; o contrario acontece no caso de inversoes de orientagao.
Veja as Figuras 1.3 e 1.4

Por razoes didaticas, neste livro nds ignoraremos solenemente as
fungoes que invertem a orientagao do circulo.
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f
—
Q Q)

Figura 1.3: Preserva orientacao

f
—
Q Q

Figura 1.4: Inverte orientagao

1.2 Dinamicas no Circulo

Agora vamos explicar o que queremos dizer com um sistema dindmico.
Informalmente, um sistema dinamico é algo que evolui ao longo do
tempo de acordo com uma regra matematica. Essa regra pode as-
sumir a forma de uma aplicagao, de uma equacao diferencial, de um
algoritmo, o que for. Neste livro lidaremos com dinamicas dadas pela
iteracdo de aplicacdes de espacos métricos? neles mesmos.

E assim é: considerem uma aplicacao f : X — X de um espago
métrico X nele mesmo.

Dado um ponto z € X, podemos aplicar f a este ponto obtendo
um novo ponto f(z) de X. E depois aplicar f novamente, obtemos
mais um ponto f(f(x)); e assim por diante.

Repetindo esta brincadeira sucessivamente, obtemos uma sequéncia

2Normalmente o circulo, mas nao sé o circulo.
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infinita {z, f(x), f(f(x)), fF(f(f(z))),...} de pontos de X. E aqui
que entra a nossa noc¢ao intuitiva de tempo: a posigao inicial de x é

“hoje”, a posicdo de f(x) é “amanhad”, a de f(f(z)) a de “depois de
amanha”, e assim por diante.
Por simplicidade, denotaremos

n vezes
frx)=(fofof..of)(x)

Estudar dinamica é tentar entender o comportamento-limite destas
sequéncias — as drbitas do sistema — quando n tende para o infinito.

No caso de f ser uma bijegdo (e portanto possuir uma inversa
f~1), podemos iterar z por f~! e denotaremos

fMa)=(frof o f o f7h) ().

E claro que aqui estamos lidando com o “passado” do ponto x.

Bem, vamos comecar com um exemplo concreto simples. Con-
siderem as iteragoes da fungao f : R™ — RT dada por f(z) = /x.
Tomem os pontos g = 0,5 e 1 = 1,5; vamos dar uma olhada no
comego de suas dérbitas (ilustradas na Figura 1.5 abaixo):

{xo = 0.5, f(x0) ~ 0.71, f2(x0) =~ 0.84, f3(x0) =~ 0.92, f*(x¢) ~ 0.96, ...}
{1 = 1.5, f(x1) ~ 1.22, f2(x1) ~ 111, f3(z1) ~ 1.05, f*(z1) ~ 1.03,...}

I YR m/\/—\

; L

Figura 1.5: Tteragoes pela fungdo /x dos pontos zg =0,5ex1 = 1,5
E ficil ver (EXERCICIO) que vale

lim f"(zo) = lim f"(a1) = L
Jm f* (o) = lim  f"(z1)
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Reparem que vale também f™(0) =0 e f™(1) = 1 para todo n € N.

Mais geralmente, dado qualquer 0 < zp < 1 ou zg > 1 tere-
mos convergéncia para 1. Enfim, no final das contas nds descobri-
mos o comportamento de todos os pontos do dominio sob iteragoes
da funcdo f. E isso que entendemos por “estudar a dindmica de
uma fungao”. Exceto que em muitos casos nao dé para entender a
dinamica de todos os pontos; muitas vezes nos satisfazemos com a
compreensao da dinamica de “muitos” ou da “maioria” dos pontos.
(E é claro que aqui o significado de “muitos” e “maioria” varia de
contexto para contexto.)

Em geral queremos entender nao apenas convergéncias simples
como as vistas no exemplo acima, mas também diversas outras pro-
priedades dinamico-topolédgicas que comecaremos a explicar agora.

Para comecar: lembrem-se do comportamento atipico dos pon-
tos 1 e 0 no exemplo. Este comportamento — “ficar parado pela
dinamica” — é super importante e merece um nome especial:

Definigao 1.1. Dizemos que um ponto x € X € um ponto fixo de
f:X — X se f(x) = x. Notem que neste caso vale f"(x) = x para
todo n € N.

Se x € X € um ponto fixo de f™ (isto é, se f™*(x) = x) para algum
n € N entdo dizemos que x é um ponto peridédico de f. Chamamos
o menor valor natural de n satisfazendo esta propriedade de periodo
do ponto x. Denotamos por Fix(f) o conjunto de pontos fixos da
funcao f e por Per(f) o conjunto de pontos periddicos de f. Notem
que Fixz(f) C Per(f).

Daqui a pouco veremos varios exemplos de dinamicas do circulo
que tém pontos periddicos de diversos periodos.

Queremos também um nome para as trajetorias dos pontos pelas
iteracoes de f:

Definicao 1.2. Dado f : X — X ez € X, a érbita futura de
z € o conjunto Ot (z) = {f™(x) : n € N}. Se f for invertivel,
chamaremos de érbita passada o conjunto O~ (z) = {f ~™(z) : n €

N}, e simplesmente de 6rbita de x o conjunto O(z) = {f"(z) : n €
Z}.

Dependendo das circunstancias, vamos tratar O (z) como um
conjunto ou entdao como uma sequéncia OF (z) = {f"(z) }nen.
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Quando um ponto é periédico de periodo n, a sua érbita “se

repete” a cada n iteragoes de f. Como conjunto, a érbita (futura) de
um ponto periédico x de periodo n é um conjunto finito

O(z) = {f(x), f*(2),.... [ (p)}

enquanto que vista como sequéncia ela é uma sequéncia infinita cujos
termos se repetem a cada n posigoes.

Definicao 1.3. Dado um sistema dinamico f : X — X, dizemos
que um ponto x € X converge no futuro (ou simplesmente converge)
para a € X se vale lim f"(x) = a.

n—oo

A convergéncia € exponencial se existe 0 < X\ < 1 tal que
d(f"(x),a) <X-d(f""*(z),a)

para todo n € N (o que implica que d(f™(x),a) < A" -d(z,a): EX-
ERCICIO).

Se [ for uma bijecdo, temos também a nog¢do de convergéncia no
passado: um ponto x converge no passado para a se x converge para
a no futuro em relacdo ao sistema f~V.

Aqui as expressoes “no futuro” e “no passado” reforgam a idéia
de que as iteracoes podem ser vistas como a passagem discreta do
tempo. Essa terminologia é emprestada de outras disciplinas (fisica,
biologia, meteorologia e etc), onde os sistemas dinamicos modelam
fenémenos que evoluem com o tempo.

Bem, “para onde vao” as érbitas no futuro? Mais uma palavrinha
para o nosso vocabuldrio:

Definigao 1.4. O w-limite de um ponto x € X é o conjunto

w(z) ={y € X : existe subsequéncia n; — +oo tal que ™ (x) — y}.
Isto é, o w-limite de um ponto x € o conjunto dos pontos de acu-

mulagdo da sequéncia {f™(x)}nen. Se f for uma bijecao, definimos

o a-limite de um ponto x como

a(z) ={y € X : existe subsequéncia n; — 400 tal que f~" (x) — y}.
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EXERCICIO:
1) Se x é um ponto fixo, entdo w(z) = {z};

2) Se x é um ponto periédico de periodo n, entdao w(z) = OF(x) =

{z, f(@), f2(@),.... f* @)}

3) Se x converge (no futuro) para um ponto fixo p, entdo w(z) =

{r}.

Mas w-limites podem ser bem mais interessantes do que conjuntos
finitos. De fato, em alguns casos podemos ter pontos cujos w-limites
coincidem com o espago X todo:

Definigcao 1.5. Dizemos que uma aplica¢do f : X — X € topologi-
camente transitiva se existe x € X tal que Ot (z) = X. Isto €, se
existe algum ponto x € X que “passeia densamente” por X a medida
em que o tempo passa’.

Se para todo z € X tivermos Ot (x) = X, entao dizemos que
f € minimal. Obviamente aplicacoes minimais sao transitivas, mas
veremos nos Capitulos 4 e 5 que nem todas as aplicagdes transitivas
840 MINIMaLs.

Em outras palavras, uma aplicagdo topologicamente transitiva
é uma que possui um ponto cuja érbita (futura) é densa. E uma
aplicagao minimal é uma aplicacao cujas 6rbitas sao todas densas.

A seguir, uma 1til caracterizacdo topoldgica de transitividade:

Proposicao 1.1. Uma aplicacdo f : S' — S1 € topologicamente
transitiva se, e somente se, para todo par de abertos nao-vazios U,V C
St existir k € N tal que f*(U)NV # 0.

Demonstra¢do. Primeiro a ida. Suponham que f € transitiva. Entao
existe um ponto x € S com érbita futura densa. Dados dois abertos
quaisquer U,V C X, segue da densidade da érbita de x que existem
n,m € N tais que f"(z) € U e f™(z) € V. Podemos supor sem perda
de generalidade que m > n, pois em cada aberto existe uma infinidade
de pontos da érbita de z. Temos entao que f™~"(U)NV # .

3Equivalentemente, tal que w(z) = X: EXERCICIO.
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Agora a volta: suponham que todo par de abertos U,V C S
satisfaz a condicao do enunciado.
Vamos considerar a seguinte cobertura de S' por intervalos aber-
tos:
B={(z—y,z+y)cS': z,ycQ}.

Sendo uma cobertura enumeravel, podemos escrevé-la na forma
B ={By, By, Bs, ...}

Lembrem que dado qualquer A C X aberto, entao f~"(A) sera
também aberto (pela continuidade de f). Além disso, é bom lembrar
que /(AN B) C f1(A) N [ (B).

Segue destas observacdes que dados dois abertos A, B C S! tais
que

M(A)NB#0

vale entao que

AN f~™(B) # 0.
Pela hipotese, existe um natural n; tal que
[ (B1) N Ba # 0,
e portanto
Ur=Binf"(B)

é um aberto nao-vazio. o
Tomem agora um aberto V; C Uy tal que Vi C U;. Pela hipétese,
existe agora um natural ny tal que

[ (Vi) N Bs # 0,

e portanto
U2 = V1 n f_n2 (Bg)

é aberto nao-vazio contido em V7.

Tomem agora um aberto Vo C Us tal que Vo C Us, etc etc...
Repetindo este processo indefinidamente, obtemos uma sequéncia de
compactos encaixados nao-vazios

VioVeaDdVeD...
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tal que os pontos de V;, comecam em B; e intersectam B;i; apds
n;-iteracoes por f, para cada j € {1,...,n}.

O conjunto M = ﬂfio V;, sendo a intersecdo de enumeraveis com-
pactos nao-vazios encaixados, é um compacto nao-vazio. Afirmamos
que todo ponto x € M tem 6rbita densa em S'. Mas isso é facil de
ver: por construgao, a orbita de tal x intersecta todos os B;’s, que
constituem uma base de abertos* de S*. O

Observem que se f é transitiva, entdo existe um subconjunto
Tr(f) denso de X tal que cada = € Tr(f) tem 6rbita futura densa
em X: de fato, dado um ponto transitivo x de f, entao todos os seus
iterados futuros f™(x) tém 6rbita densa em X.

Observagao. A caracterizacao topolégica de transitividade dada pela
Proposi¢io 1.1 acima vale também em espagos métricos gerais (que
satisfazem certas condigoes fracas), com pequenas adaptagoes na demon-
stragao acima (e.g., a substituicao da cobertura B por uma base enu-
merdvel de abertos qualquer).

1.3 Rotacoes

Definimos na segao anterior varias nogoes abstratas de dinamica;
agora chegou a hora de ver alguns exemplos concretos destas nogoes
am acao.

Os tais exemplos sdo as rotacoes do circulo. Uma rotacdo de St é
uma aplicacio R, : S' — S! da forma R,(x) = x + a (modl), onde
a€[0,1].

Um exemplo particularmente bab... boboca de rotagao é a rotagao
Ry (= Ry) de angulo zero, também conhecida como a identidade. Na
sua dinamica todos os pontos sao fixos, e nada acontece. Nunca.

Geometricamente, as rotacoes giram o circulo no sentido horario.
A rotacao R 1 gira o circulo 180 graus no sentido horério; a rotagao
R 1 gira o circulo 120 graus; a rotacao R 5 gira o circulo 300 graus; e
assim por diante.

4Em particular, dado qualquer aberto A C S! existe j € N tal que B; C A.
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Claramente, a n-ésima iteragao (a n-ésima poténcia) de uma rotacao
R, sera ela mesma uma rotagao:

(Ro)™(z) =z +n-a (modl) = Ry,.o(z).

EXERCICIO: como sio os graficos de rotagoes? E os de suas
poténcias?

Em termos da dinamica, hd uma divisao dramatica entre dois
casos: « racional e « irracional.

Se « é racional (digamos o = p/q, com p e ¢ inteiros) entdo
(EXERCiCIO) vale que (R, )4(z) = x para todo x; portanto todo
ponto de S! serd um ponto periédico. Se supormos p e g relativamente
primos (i.e., sem nenhum fator maior que 1 em comum) — coisa que
podemos sempre fazer tomando o MDC de p e ¢ — entdo vemos que
todos 0s pontos de S' tém o mesmo periodo: q.

Algo muito mais interessante ocorre quando temos « irracional:

Proposigao 1.2. Dado a € (R\ Q) entdo para todo x € S* vale que
Ot (x) ={R%(z) : n €N} é denso em S*.

Em outras palavras, rotagoes irracionais sdo minimais (e portanto
transitivas).

Demonstracao. Primeiro observem que uma rotacao irracional nao
pode ter pontos periédicos, pois do contrério terfamos R (z) = x, ou
seja, (x+n-a) modl = x. Esta tltima igualdade por sua vez equivale
an-a=0modl, ouseja, n-«a € Z e portanto teriamos a € Q.

Vamos mostrar agora a minimalidade da rotagao irracional R,.
Suponhamos por contradicio que existe z € S tal que OF(x) ndo
¢ denso em S'. Entdo o conjunto A = S!'\ O*(x) é um aberto
nao-vazio do circulo.

Observem que O (x) é um conjunto invariante por R, e portanto
por R;1. Ou seja, vale

Ro(0*(2)) = 0F(z) = (Ra) (O (2)).

Segue disso que R, (A) = A.



22 [CAP. 1: DINAMICAS NO CIRCULO

Fixe uma componente conexa (ou seja, um intervalo aberto max-
imal) I de A. Afirmamos que vale

RXI)NI=10
para todo n € N.

De fato, se esta afirmagao fosse falsa teriamos duas possibilidades:

1. Existe N € N tal que RY () = I.

Neste caso, escrevendo I = (a,b), terfamos
RN(I) = ((a + N - a)modl), (b + N - a) modl) = (a,b),

o que implicaria que a = (a + N - &) modl e portanto que a é
um ponto periédico de R, uma contradigao.

2. O segundo caso ¢é existir N € N tal que
RN(I)#T e RY(I)NT#0.

Neste caso o conjunto C' = RZ(I) UTI é a reunido de dois in-
tervalos contidos em A, e portanto é ele proprio um intervalo
contido em A. Mas I é subconjunto préprio de C, logo C esta
contido numa componente conexa de A que contém propria-
mente a componente conexa I, uma contradigao.

Muito bem, entao a afirmacao é verdadeira. Vamos usa-la para
provar o teorema.

Como vale R*(I) N I = para todo n € N, segue que R7*(I) N
R (I) = () para todos os naturais distintos n # m, pois caso contrério
terfamos (supondo m > n sem perda de generalidade) que R”~"(I)N
I#0.

Mas iteragoes de I pela rotagdo ndo alteram o comprimento (=
|a — b]) da componente conexa I, logo se as iteragoes R (I) de I
sao todas mutuamente disjuntas, chegamos a uma contradigao, pois
o comprimento total da sua reuniao

U ri(D)
neN

seria infinito.
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Notem que a dinamica de qualquer rotagao é extremamente del-
icada — “instavel” — sob pequenas modificagoes da rotagao. Se R, é
uma rotacao racional, e portanto tem todos os seus pontos periddicos,
entao com uma modificagao arbitrariamente pequena do angulo « nés
obtemos um angulo «* irracional, cuja rotagao associada nao tem
nenhum ponto periddico, e de fato é minimal. Da mesma maneira,
podemos “perturbar” uma rotagao irracional para que se torne uma
rotagao racional.

Observagao. Mais adiante, no Capitulo 3, vamos estabelecer o sig-
nificado geral de se fazer uma “pequena perturbacao” de uma aplicag¢do.
Em termos do vocabuldrio que vamos introduzir, o que nés “prova-
mos” no ultimo pardgrafo foi que rotagoes sao estruturalmente instaveis;
esta instabilidade estd relacionada d sua total auséncia de hiperboli-
cidade.

EXERCICIO: Releiam o paragrafo acima depois de terem con-
cluido o livro.

1.4 Homeomorfismos

Bem, na pentltima se¢ao nds apresentamos alguns conceitos abstratos
(transitividade, pontos periédicos, etc) que foram ilustramos na tltima
sec@o com exemplos concretos (as rotagoes). Vamos apresentar agora
mais alguns conceitos abstratos.

As rotagoes sao bijecoes diferenciaveis do circulo cujas inversas
(que s@o rotagoes no sentido anti-hordrio) também séo diferencidveis.
Isto significa que as rotagoes sao difeomorfismos do circulo nele mesmo.
Mais geralmente temos que:

Defini¢ao 1.6. Uma aplicacao f : X — Y entre dois espagos
métricos € um homeomorfismo se f € bijetiva, continua, e sua in-
versa f~1 também é continua.

Se f: X — Y é um homeomorfismo diferencidvel’ cuja inversa
f~t também é diferencidvel, entdo f € dito um difeomorfismo.

5Isto exige que X e Y sejam wvariedades diferencidveis — espacos nos quais o
conceito de derivada faz sentido. Nao se assustem: neste livro veremos derivadas
apenas no circulo e na reta.
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Por exemplo:

1) Rotagoes do circulo sao difeomorfismos.

2) A aplicagdo f(z) = z* é um homeomorfismo diferencidvel da

reta nela mesma, mas ndo é um difeomorfismo (por que?)

3) A aplicacio f(z) = 2, quando restrita aos reais positivos, é
um difeomorfismo de R = {z € R : 2 > 0} nele mesmo.

A existéncia de um homeomorfismo entre dois espacos métricos X
e Y garante que X e Y possuem exatamente as mesmas propriedades
topoldgicas, tais como conexidade, compacidade, e ser aberto/fechado.
Neste caso dizemos que X e Y sdo homeomorfos; esta é a relacdo de
equivaléncia fundamental em topologia.

Pode-se definir o numero de rotacdo de um homeomorfismo f do
circulo. Intuitivamente, o niimero de rotacao de f nos dé a “rotagao
média” que um ponto de S' sofre ao percorrer sua érbita por f.
O numero de rotagao é um conceito importantissimo em dinamica
unidimensional — cujo estudo inclusive ja rendeu uma Medalha Fields
(a de Jean-Christophe Yoccoz, em 1994) — mas ndo vamos entrar em
detalhes sobre ele (ou mesmo dar a sua definigao).

O que interessa aqui é a seguinte consequéncia nao-trivial do con-
ceito de ntimero de rotagao:

Teorema 1.1. Se f : S' — S' € um homeomorfismo do circulo,
entdo todos os pontos periddicos de f tém o mesmo periodo.

Isso bate com o que vimos com as rotagoes: no caso racional, todo
ponto é periédico com o mesmo periodo, e no caso irracional nao ha
nenhum ponto periddico. (Notem que o teorema acima nao garante
— e nem poderia garantir — a existéncia de algum ponto periddico).

Ok, chega de conceito abstrato. Vamos aos exemplos.



Capitulo 2

Dinamica dos
Difeomorfismos
Morse-Smale

As aplicacbes que estudaremos neste livro sado todas diferencidveis.
Neste e no préximo capitulo, elas serao mais do que isso: serao difeo-
morfismos'. Usaremos a notacio Diffl(S 1) para denotar o conjunto
de todos difeomorfismos C! do circulo nele mesmo que preservam a
sua orientacio. (Aqui “C'” significa que a derivada do difeomorfismo
varia continuamente com os pontos do circulo; nao nos preocupare-
mos com questoes de diferenciabilidade mais fina.)

No Capitulo 4 definiremos uma métrica no espaco Diff* (S 1) isso
nos permitird perturbar os difeomorfismos e estudar sua estabili-
dade ou instabilidade global. Neste capitulo nés vamos examinar
a dinamica de difeomorfismos fixos.

1Lembrando: um difeomorfismo é um homeomorfismo diferencidvel com in-
versa diferencidvel.

25
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2.1 Dois Exemplos: F' e G

Os difeomorfismos que estudaremos sao os difeomorfismos Morse-
Smale do circulo. Antes de dar a definigdo, vamos dar uma olhada
em dois exemplos deste tipo de difeomorfismo:

Primeiro, considerem a aplicacio F : S! — S* dada por

1
F(x):m~sen(4'7r~x)+x

Veja o grafico de F' na Figura 2.1. A linha tracejada aqui é o
grafico da aplicagao identidade Id(x) = x.

Figura 2.1: O grafico de F'

Entao (como como se pode ver no grafico ou comprovar analiti-
camente: EXERCICIO) a aplicacao F:

1) é um difeomorfismo do circulo;

2) possui exatamente 4 pontos fixos: [0],[1],[3], e [2] — e entao,

pelo Teorema 1.1, segue que F' nao possui nenhum outro ponto
periddico; e

3) tem derivada diferente de 1 em cada um de seus pontos fixos:

F(0) == (s

B 1. 11 3 9
10’

)= e P

)237 F/( e = T
10 4 10

4 10 2
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Figura 2.2: Dinamicas de G e F’

Como sera a dinamica de F'?7 Bem, sabemos que ela possui qua-
tro pontos fixos, que ficarao parados. Um pouco de reflexdo deve
convencer vocés? do fato de que a derivada ser maior do que 1 em
[0] e em [4] significard que f “empurra” (ou repele) pontos préximos
destes dois pontos fixos para longe deles; da mesma forma, o fato da
derivada ser menor do que 1 em [}] e em [3] significard que f “puxa’
(ou atrai) pontos préximos destes dois pontos fixos para perto deles.

Mas e quanto aos outros pontos do circulo? Veremos neste capitulo
que todos® os pontos do circulo irdo convergir no futuro para algum
dos dois pontos fixos “atratores” [1] ou [2].

A partir da pagina 27, e continuando até a pagina 51, nds colo-
camos no canto superior direito ilustragoes das 10 primeiras iteragoes
de F' (e & esquerda delas as iteragoes de G, definida abaixo). Nestas
figuras as bolinhas ocas representam os quatro pontos fixos de F', e
as bolinhas cheias representam as iteragoes de quatro pontos escolhi-
dos ao acaso. Colocamos também setas para indicar as direcoes de
convergeéncia.

Vocés todos ja devem ter brincado de desenhar uma série de
avioezinhos ou bonequinhos nos cantos das paginas do caderno e de-
pois virar rapidamente as paginas para ver uma animacao, ndo? Pois
bem, facam isto? com esse livro a partir da pagina 27 e vocés “verdo”
a dinamica de F'. Notem que todos os pontos cheios convergem no

futuro para algum dos pontos fixos (as bolinhas ocas [1] e [3]).

2Se néo convencer, n&o se preocupem: vamos provar isto e muito mais no caso
geral.

3Com excegio é claro dos pontos fixos [0] e [%]

4Virar as paginas, ndo desenhar avides ou bonecos.
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Vamos agora ao nosso segundo exemplo: considerem a aplicagao
G : S — S! dada por

G(z) = (F(x)—l—%)modl = ( -sen(4~ﬁ~x)+x+%)m0d1

1
40 -
Veja o grafico de G na Figura 2.3. Notem que ele nao intersecta
a identidade, pois G nao possui pontos fixos.
Assim como F, a aplicacdo G é um difeomorfismo do circulo. Mas
ao contrario de F', agora temos nao quatro pontos fixos, mas sim

quatro pontos periédicos de perfodo 2: os pontos [0], [1],[3], e [2].

Figura 2.3: O gréafico de G

Notem que vale G([0]) = [2] e G([2]) = [0], e também G([1]) = [2]
e G([2]) = [1]; temos portanto duas drbitas periédicas.

O que muda na dinamica? Bem, podemos ver no lado esquerdo
das figuras a partir da pagina 27 que algo um pouco mais compli-

cado estd acontecendo neste caso. Assim como os pontos [0] e [1] (e

também os pontos [1] e [2]) sdo permutados por G a cada itera(;zgxo, o
mesmo acontece com os intervalos entre os quatro pontos periédicos:
os intervalos [0, 1] e [3, 3] sdo permutados a cada iteragio de G, e o
mesmo acontece com os intervalos 1, 1] e [2,1].

Nas figuras nds usamos linhas sélidas e linhas pontilhadas para
representar as sucessivas permutacoes dos intervalos [0, 1] e [, 3].

Para facilitar a compreensao da dinamica, nas figuras que se ref-
erem a GG nds colocamos as iteragoes de um tnico ponto (a bolinha
cheia). Na medida em que o iteramos por G, esse ponto pula alter-
nadamente do intervalo [0, ] para o intervalo [1, 2], e deste segundo

2014
de volta para o primeiro.
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Figura 2.4: Dinamicas de G e F’

Reparem que G? = F?2; portando as iteracoes por tempos pares de
G se comportam exatamente como as iteragoes por tempos pares de
F'. TIsso nos d& uma pista para entender o comportamento do ponto
cheio: ele ndo estd (e nem poderia estar) convergindo para nenhum
ponto periédico, mas sim para uma drbita periddica — a érbita [i]u[%}

Novamente, isto tem a ver com o valor da derivada. Desta vez
0 que importa nao é a derivada de G, mas sim a derivada de sua
poténcia G? nos pontos da 6rbita periédica: aplicando a regra da

cadeia, vale

1 3 9 9 81
2\/ 2\/
)= D=2 . -2
(G () =G ()= 170~ 100 <V
o que significa que a dérbita [i] U [%] atrai pontos préximos.
Analogamente, temos

o by, 1o 11 11 121
= —-—)= — . — = 1
(@O =63 =15 75 = 105 > &

o que significa que a orbita [0] U [3] afasta (ou repele) pontos.

Ou seja, no final das contas as dinamicas de F' e G tém algumas
caracteristicas fundamentais em comum: (i) elas possuem Orbitas
periddicas, algumas das quais — as com derivada menor do que 1
— atraem pontos, enquanto que outras — as com derivada maior do
que 1 — repelem pontos; e (ii) todos os pontos® de S* acabam con-
vergindo para alguma das dérbitas periddicas atratoras. Como vamos
ver daqui a pouco, esse tipo de dinamica simples é caracteristico dos
difeomorfismos Morse-Smale.

5Exceto os pontos periédicos repulsores.
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2.2 Pontos Hiperbdlicos

Nos dois exemplos acima o fato da derivada ser diferente de 1 nos
pontos fixos/periddicos teve um papel importante. Temos um nome
para tais pontos:

Definicao 2.1. Um ponto fizo & de wm difeomorfismo f € Diff'(S1)
€ hiperbdlico se f'(x) # 1. Se f'(z) < 1 dizemos que este ponto fixo
€ um atrator, e se f'(x) > 1 dizemos que é um ponto fizo repulsor.

Mais geralmente: dado x um ponto periodico de periodo n, dize-
mos que € um ponto periddico hiperbdlico se x € ponto fixo hiperbdlico
de f™. O ponto x serd wm atrator ou repulsor periddico conforme
(f™)(x) for menor ou maior do que 1, respectivamente.

O conceito de hiperbolicidade assume diferentes sentidos em difer-
entes contextos, mas estd sempre relacionado a idéia de contragao
e/ou expansao exponencial de distancias. Os nomes “atrator” e “re-
pulsor” da definicao acima sao justificados pelas préximas proposigoes.

Proposigao 2.1. Seja x um ponto fixo hiperbdlico atrator de um
difeomorfismo f € Diff'(S'), com f'(z) = X\ < 1. Entdo dado ¢ > 0
existe uma vizinhanca U, de x tal que

d(f"(y), =) <A +€)" - d(y,x)

para todo y € Uz en € N.

Notem que isto implica que todo ponto y de U, converge exponen-
cialmente para o ponto fixo x, a uma taxa arbitrariamente proxima de
f'(x) (bastando tomar U, pequena). Em particular vale w(y) = {z}.

Veja na Figura 2.6 uma ilustracao da dinamica em torno de um
ponto fixo atrator P. As setas indicam o que as sucessivas iteragoes
estao fazendo com as trajetorias dos pontos iniciais xg e x7.

Demonstra¢ao. Dado um € > 0 pequeno, vale pela continuidade de f’
que tomando um intervalo suficientemente pequeno U, = (z—9, z+9)
em torno de z teremos f/'(z) < A + e < 1 para todo z € Ue.

Segue entao pelo Teorema do Valor Médio que dado y € U, existe
algum c entre z e y tal que

d(f(y), f(x)) = f'(c) - d(y,x) < (A +€) - d(y, z).
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Figura 2.5: Dinamicas de G e F’

Como z é fixo vale d(f(y), f(x)) = d(f(y),z). Obtemos entdo a
desigualdade

d(f(y), ) < (A+e€)-d(y,z).

Agora nés iteramos este argumento: temos que f(y) pertence ao
intervalo U, pois sua distancia até x é menor do que a distancia de
y até x. Logo podemos aplicar o argumento acima ao ponto f(z),
obtendo

d(fz(y),l') < ()‘ + 6)2 -d(y,m),

e assim por diante.
Concluimos que d(f™(y),z) < (A4€)"-d(z,y), como desejado. O

Xo X1

Figura 2.6: Um ponto fixo atrator
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Temos também o andlogo desta proposicao para pontos fixos re-

pulsores®:

Proposigao 2.2. Seja x € um ponto fixo hiperbdlico repulsor de um
difeomorfismo f € Diff*(S1), com f'(x) = A\ > 1. Entdo dado € > 0
existe uma vizinhanga U de x tal que d(f(y),x) > (A —€) - d(y, x)
para todo y € Us.

Isto implica que todo ponto y de U. se afasta exponencialmente
do ponto fixo x, a uma taza arbitrariamente préxima de f'(x), até
ser “expulso” da vizinhanga U.. Em particular vale a(y) = {x}.

Veja a Figura 2.7.

Xo X1

Figura 2.7: Um ponto fixo repulsor

Segue das duas proposicoes acima que

Corolario. Todo ponto fizo hiperbdlico x € isolado: eziste vizinhanca
V' de x tal que o unico ponto fizo de f em V € o préprio x.

Demonstracdo. Se x é um ponto fixo atrator, a Proposicao 2.1 nos diz
que existe uma vizinhanga de x que é toda atraida para z, e portanto
nao pode haver outro ponto fixo nesta vizinhanga. Se x for ponto
fixo repulsor, entdo x é ponto atrator de f~! e portanto é também
isolado. O

6Cuja demonstragio, analoga & demonstragio acima, fica como EXERCICIO
para voces.
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Como a dinadmica do exemplo G sugere, as orbitas de pontos
periddicos hiperbdlicos também atraem pontos préximos:

Proposigao 2.3. Seja x um ponto periddico hiperbdlico atrator com
periodo k de um difeomorfismo f € Diff' (S1), com (f¥)'(z) = X < 1.
Entao dado € > 0 existe uma vizinhanc¢a U, de x tal que

d(f"(y), *(x)) < (A +e)E - d(y, z)

para todo y € U; en € N.
Ou seja, “a orbita de todo ponto y de U. converge exponencial-
mente para a orbita do ponto firo x”, a uma taxa arbitrariamente

prézima de ((fF) (z))* (bastando tomar U, pequena). Em particular
vale w(y) = O (z).

Demonstragao. (Apenas esbocaremos a demonstragio; deixamos os
detalhes como EXERCICIO.)

Aplicamos a Proposicao 2.1 a f*, que tem z como ponto fixo
com derivada A < 1. Temos entdo que {f™*(y)},en converge ex-
ponencialmente (a uma taxa proxima de \) para x se tomarmos y
préximo de z. Aplicando este mesmo argumento a f(x), depois a
f?(x),..., ea ff1(x) chegamos & conclusio desejada. O

Temos uma proposicao analoga para pontos peridédicos repulsores,
cuja formulagao fica como um EXERCICIO.
Novamente, segue imediatamente das proposigoes anteriores que

Proposigao 2.4. Todo ponto periddico hiperbdlico x é isolado: existe
vizinhanca V' de x tal que o unico ponto periddico de f em V € o
Pproprio x.
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Em suma, agora nés entendemos a dinamica local em torno de um
ponto periédico hiperbdlico: os pontos com derivada menor do que
um atraem exponencialmente todos os pontos préximos, enquanto
que os pontos com derivada maior do que um repelem exponencial-
mente todos os pontos proximos.

2.3 Intervalos Monotonos

Considerem agora um homeomorfismo f de um intervalo compacto
da reta [a,b] nele mesmo tal que os tinicos pontos fixos de f sdo a e
b. Evidentemente temos duas possibilidades:

1) Vale f(x) > x para todo = € (a,b); ou entao
2) Vale f(z) < z para todo x € (a,b).

Em outras palavras, o sinal de f — Id é constante no interior (a, )
do intervalo [a, b], podendo ser positivo ou negativo.

A proposicao seguinte caracteriza a dinamica de f no intervalo
[a,b] no caso de sinal positivo. E além disso justifica batizar tais
intervalos de mondtonos (em relagao a f):

Proposicao 2.5. Seja f : [a,b] — [a,b] um homeomorfismo de um

intervalo compacto da reta [a,b] nele mesmo tal que os inicos pontos

fizos de f sao a e b. Suponham que vale f(x) —x > 0 para todo
€ (a,b). Entdo dado qualquer x € (a,b) vale

lim f*(x)=b e lim f7"(z)=a.

n—-+o0o n—-+o0o

Demonstragio. Seja x € (a,b). Temos entdao que f(z) > z, e que
F2(@) > f() (pois f2(x) — f(z) > 0), e que f3(z) > f2(a), e assim
por diante.

Ou seja, a sequéncia { f™(x) },en € estritamente crescente, e também
cotada superiormente por b. Segue pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
que ela converge para algum ponto p* no compacto [a, ).

Mas pela continuidade de f temos entao que

f*) = lim f(f"(z))= lim f"(z)=p",

n—-+o0o n—-+o0o
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logo p* é ponto fixo de f. Como a e b sao por hipdtese os tnicos
pontos fixos de f, e como p* obviamente nao pode coincidir com a,
temos entao que p* = b.

Um argumento andlogo mostra que nll)r_{loo f(z) =a. O

No caso do sinal de f — Id ser negativo em (a,b), um raciocinio
simétrico mostra que vale

Proposicao 2.6. Seja f : [a,b] — [a,b] um homeomorfismo de um
intervalo compacto da reta [a,b] nele mesmo tal que os Unicos pontos
fizos de f sao a e b. Suponham que vale f(x) —x < 0 para todo
x € (a,b). Entao dado qualquer x € (a,b) vale

lim f*(x)=a e lim f~"(x)=0.
n—-+00 n—-+o0o

De agora em diante vamos chamar intervalos mondtonos [a, b] tais
que (f —1Id)|(4,p) > 0 de intervalos mondtonos crescentes, e intervalos
monétonos [a, b] tais que (f — Id)|(q) < 0 de intervalos mondtonos
decrescentes. (Reparem que aqui os termos “crescente” e “decres-
cente” aludem nao ao gréafico de f — que nds estamos supondo sem-
pre crescente — mas sim a dinamica que as iteragoes de f induzem no
intervalo.)

Portanto num intervalo mondétono, uma de duas coisas acontece:
se o sinal de f — Id for positivo (ou seja, se o intervalo for crescente),
as Orbitas andam da esquerda para a direita, convergindo no futuro
para o extremo direito b e no passado para o extremo esquerdo a. E se
o sinal de f — Id for negativo (ou seja, se o intervalo for decrescente),
acontece o contrario: as érbitas andam da direita para a esquerda,
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convergindo no futuro para o extremo esquerdo a e no passado para
o extremo direito b.
E nods ja vimos esse comportamento! No caso do exemplo F', temos

quatro intervalos monétonos: Iy = [0,1], I = [§,3], Is = [1,2], e
I, = [%, 1]. No interior de I; e de I3 o sinal de F' — Id é positivo,

enquanto que no de I5 e de I, o sinal de F' — Id é negativo.

Portanto com as proposigoes acima nés entendemos toda a dindmica
do exemplo F', que ja tinha sido sugerida pela sequéncia de desenhos
a partir da pagina 27: os quatro pontos fixos ficam é claro parados
pelas iteracoes, enquanto que os demais pontos todos convergem para
i ou % no futuro, e para 0 ou % no passado, dependendo de a qual
dos quatro intervalos monétonos Iy, I, I3, e I eles pertencem. Mais
do que isso, a convergéncia para os extremos é exponencial, e com
uma taxa exponencial da ordem de % para iterados proximos aos

1
extremos.

2.4 Difeomorfismos Morse-Smale

Chegou finalmente a hora de definir a classe com a qual estamos
trabalhando:

Definigao 2.2. Dizemos que um difeomorfismo f € Diff*(S1) de S*
¢ Morse-Smale se:

i) f possui pelo menos um ponto periddico; e
1) todo ponto periddico de f € hiperbdlico.

Lembramos que, sendo f um difeomorfismo, segue do Teorema
1.1 que todos os pontos peridédicos de f terao exatamente o mesmo
periodo.

E como os pontos peridédicos hiperbédlicos sao isolados, e além
disso o circulo é compacto, segue que o conjunto Per(f) dos pontos
periddicos de um difeomorfismo Morse-Smale f sera sempre finito.

E facil verificar (EXERCICIO) que os exemplos F e G sio de
fato difeomorfismos Morse-Smale.

Como ¢ a dindmica dos difeomorfismos Morse-Smale?
Para simplificar as coisas vamos supor inicialmente que os pontos
periédicos do nosso Morse-Smale f sao pontos fixos.
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Bem, entao f tem finitos pontos fixos p1, ..., px no circulo, todos
eles hiperbdlicos. Vamos supor que eles estao ordenados de maneira
crescente ao longo do circulo, isto é, que vale

p1<p2 <...<DpDk,
onde estamos tomando as tinicas representagoes dos pontos em [0, 1).

Observagao. Nesta discussao nos usamos a convengao de que pr11 =
p1-

Vejamos o que acontece entre dois pontos fixos vizinhos p; e p;41:
sabemos que nao hd nenhum ponto fixo no intervalo (p;, p;+1), logo
vale f(x) —x # 0 para todo & € (p;,pi+1). Pela continuidade de
f, segue que o sinal de f — Id é constante (positivo ou negativo) no
intervalo (p;, pit1)-

Concluimos que cada intervalo [p;,p;11] é mondtono para

Flipipiga)!

Além disso, é facil ver (EXERCfCIO) que a hiperbolicidade de
cada p; garante que se [p;, pi+1] é um intervalo crescente, entdo seus
intervalos vizinhos [p;_1,p;] € [pi+1,Pi+2] sd0 intervalos monétonos
decrescentes, e vice-versa. (O que alids garante que k é par.)

Ou seja — e abusando grotescamente da terminologia — concluimos
também que intervalos vizinhos tém sinais opostos!

Juntando todas estas pecas, e aplicando a elas as Proposigoes
2.1, 2.2, 2.5, e 2.6, nés montamos o quebra-cabecas da dinamica de
qualquer Morse-Smale f com pontos fixos:
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i) Existem finitos pontos fixos p1 < p2 < ... < pg de f, cada um
deles hiperbdlico;

ii) O ntmero k de pontos fixos é par;

ii) Se p; é atrator, entdo p;+1 é repulsor: os atratores e repulsores
se alternam ao longo do circulo;

iii) Os pontos fixos p; dividem o circulo em k intervalos monétonos
11, I, ... I que se alternam entre crescentes e decrescentes”.
b b

Conclusao: a dinamica topoldgica de f é a seguinte: os k pontos
fixos p; ficam parados, enquanto que pontos no interior de cada inter-
valo I; convergem (eventualmente exponencialmente) no futuro para
o extremo atrator e no passado para o extremo repulsor.

Ou seja, médulo o numero de intervalos/pontos fixos, e a dis-
tribuicao destes no circulo, a dinamica de todo difeomorfismo Morse-
Smale com pontos fixos se parece muito com a dinamica do exemplo
F' que examinamos no comego deste capitulo.

E o que acontece no caso de um Morse-Smale g cujos pontos
periédicos tém periodo maior do que 1?7 Bem, novamente o exemplo
G serve de modelo para o caso geral. E a nossa andlise para o caso
de pontos fixos é facilmente adaptada para o caso periddico:

e Teremos uma parti¢ao do circulo nao em intervalos invariantes
mondtonos, mas sim em intervalos periddicos mondtonos. Isto
é, teremos intervalos I, Io, . .., I; cujos extremos sao os pontos
periédicos de g, e portanto teremos que para cada j € {1,..., s}
vale g*(I;) = I; onde £ é o perfodo comum a todos os pontos
periddicos de g. Entao cada I; serd um intervalo mondtono
(crescente ou decrescente) para g°. (Notem que o niimero de
intervalos s serd um miltiplo do perfodo ¢.)

7Os intervalos crescentes sdo aqueles que tem um ponto fixo repulsor & es-
querda e um ponto fixo atrator a direita; j& os intervalos decrescentes sao aqueles
que tem um ponto fixo atrator & esquerda e um ponto fixo repulsor a direita.
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e Dinamicamente, os pontos do interior de cada I; convergirao
(eventualmente exponencialmente) no futuro para a drbita de
um dos extremos — o extremo atrator — de I;, como no enun-
ciado da Proposicao 2.3. E no passado eles convergirao para a
érbita do outro extremo de I; — o extremo repulsor.

Agora que conseguimos entender a dindmica global dos difeomor-
fismos Morse-Smale, vamos estudar o que acontece quando damos um
peteleco nela.



Capitulo 3

Estabilidade dos
Difeomorfismos

Morse-Smale

Para podermos dar petelecos em difeomorfismos precisamos de uma

nocao de distancia entre dois difeomorfismos. Isto é, precisamos
. 4 . el ,

definir uma métrica no espaco Diff'(S?). Vamos l4.

3.1 A Métrica C' e Conjugacoes

Definicao 3.1. A distancia C! entre dois difeomorfismos f : X — X
eg: X — X, onde X = [a,b] ou X = S*, ¢ dada por

di(f,9) = supsex{maz{ds: (f(x),9(x)), | (x) - ¢'(x)[}}.

Ou seja, dois difeomorfismos f e g estdo proximos se as im-
agens e as derivadas de f e g estao prorimas em todos os pon-
tos do circulo. Como o circulo e os intervalos fechados limitados
sao compactos, e como estamos supondo que os difeomorfismos tém
derivadas continuas, seque por Weierstrass que o supremo que aparece
na definicao € sempre atingido em algum ponto do circulo.

Dizemos que f é C'-e-préxvima de g se di(f,g) < e. Dizemos
entdo que g € uma perturbagao de f.

40
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A aplicacdo d; : X x X — RT é de fato uma métrica no espaco
dos difeomorfismos de X em X; deixamos a verificacao disto como
EXERCICIO. (Além disso esta métrica é completa.)

Notem que para um difeomorfismo g estar C!'-préximo de f os
graficos de f e g nao somente tém que estar préximos ponto-a-ponto,
mas as suas inclinacoes também devem estar proximas em cada ponto

de X.

Mais um EXERCICIO: Esboce graficos de dois difeomorfismos que
estdo préximos ponto-a-ponto mas cuja distancia C' é enorme.

Queremos estudar a estabilidade de difeomorfismos sob peque-
nas perturbacoes C'. Isto é, queremos entender se a dindmica per-
manece “essencialmente a mesma” quando mudamos ligeiramente o
difeomorfismo. Precisamos entao de uma boa nogao de quando dois
difeomorfismos possuem dinamicas “essencialmente idénticas”.

Lembramos que os homeomorfismos sao aplicagbes que preser-
vam as propriedades topolégicas do espago, tais como cardinalidade,
conexidade, compacidade, e densidade. Nada mais natural entao
que usarmos homeomorfismos para definir quando duas dindmicas
sdo idénticas do ponto de vista topoldgico. E queremos ainda fazer
isso de maneira a preservar também as propriedades topoldgicas da
dinamica, tais como transitividade, minimalidade, niimero de pontos
fixos, nimero e periodos de pontos periédicos.
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Definigao 3.2. Sejam X eY dois espacos métricos. Duas aplicagoes
continuas f: X — X eg:Y — Y sdo topologicamente conjugadas
se existe um homeomorfismo h: X —Y tal que ho f =goh.

Ou seja, tal que o sequinte diagrama € comutativo:

!
X X

—

h | l h
Y — Y
~—

g

Chamamos o homeomorfismo h de conjugacao topolégica entre f
eg.

Como veremos agora, duas fungoes topologicamente conjugadas
possuem a mesma dinamica topdlogica.

Primeiro: se x é ponto fixo de uma aplicagao f que é conjugada a g
por um homeomorfismo h, entao h(xz) = ho f(z) = goh(x) . Logo h(x)
é um ponto fixo de g. Assim, h leva o conjunto de pontos fixos de f no
conjunto de pontos fixos de g. Como h é homeomorfismo, ele preserva
todas as propriedades topoldgicas do conjunto Fiz(f) para Fiz(g),
tais como a sua cardinalidade. O mesmo vale para o conjunto Per(f)
dos pontos periédicos, como consequéncia da seguinte proposicao:

Proposigao 3.1. Se f € topologicamente conjugado a g pelo homeo-
morfismo h, entdo fm € conjugado a g" pelo homeomorfismo h para
todo n € N.

Demonstragao. Basta observar que

hoffoh ™ =(hofoh ™ )o..o(hofoh™?)

n vezes

hofoh ™' =g
Portanto ho f"oh™! = g™ O

Transitividade e minimalidade também sao invariantes por con-
jugacao topoldgica:
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Proposigao 3.2. Se f: X — X € conjugada a g:Y — Y, sendo f
transitiva (com x um ponto de drbita densa em X ), entao g também
é transitiva (tendo h(x) com orbita densa em'Y ). Consequentemente,
se f € minimal entdo g € minimal.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que o homeomorfismo A leva conjun-
tos densos em X em conjuntos densos em Y.
De fato, se D é denso em X, entao dado qualquer a € X existe

uma sequéncia {u;};eny C D tal que liT u; = a. Por continuidade
1—1+0Q

de h, temos entdo lim h(u;) = h(a).
1—00
Dado agora um b € Y arbitrdrio, considerem a = h~1(b) € X.
Pelo o que acabamos de ver, existe uma sequéncia em h(D) con-
vergindo para h(a) = b. Pela arbitrariedade da escolha de b segue
que h(D) é denso em Y.
Se supomos que o conjunto OF(z) é denso em X, segue que

h(OT(x)) = {h(f"(x)) | n € N} = {g"(h(x)) | n € N}
é denso em Y. Portanto h(x) é um ponto de érbita densa para g. O

Informalmente: duas aplicacoes sao topologicamente conjugadas
se elas possuem exatamente a mesma dinamica topoldgica, “mddulo
uma mudanga continua de coordenadas” — dada pelo homeomorfismo
h.
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Veremos agora que a existéncia de conjugacao topolégica forma
uma relagao de equivaléncial. (Em particular, os enunciados acima
devem todos ser lidos como “f é transitiva se e somente se g é transi-
tiva”, “f é minimal se e somente se g é minimal”, e assim por diante.)

De fato, a reflexividade e simetria sdo imediatas 2. E a relacao é
também transitiva, pois se f = hogoh ' e g =fojof ! temos
f=ho(ojotY)oh™ = (hol)ojo(hot)"! e portanto h o/
conjuga f e j.

Agora que temos um conceito de distancia entre difeomorfismos e
também uma relacao de equivaléncia que reconhece a topologia das
dinamicas, estamos prontos para definir estabilidade.

Definicao 3.3. Seja X = [a,b] ou X = S*. Dizemos que uma
aplicagio f : X — X é (C'-)estruturalmente estével se existe € > 0
tal que toda g : X — X que estd C'-e-prézima de f € topologicamente
conjugado a f.

Equivalentemente: uma aplicacao diferencidvel f é estrutural-
mente estavel se a classe de equivaléncia por conjugacao a qual f per-
tence é um conjunto aberto no espacgo das aplicacoes diferenciaveis de
X. Ou entao: uma aplicagao diferencidvel f é estruturalmente estavel
se a sua dinamica permanece — topologicamente falando — inalterada
apés pequenos petelecos na métrica C*.

H& uma relagao estreitissima — quase de equivaléncia — entre esta-
bilidade e hiperbolicidade. Vamos comegar a vislumbrar esta relagao
na proxima secao.

1Uma relac¢do de equivaléncia é relacdo ~ num conjunto A tal que
i) @ ~ x para todo x € A (reflezividade);

ii) & ~ y se e somente se y ~ x (simetria); e

i) Sex ~y ey~ zentdo x ~ z (transitividade).

2EXERCICIO: Toda f é conjugada a si mesma pela identidade em X, e h—!
serve como conjugacao entre g e f se h for conjugacao entre f e g.
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3.2 Estabilidade Local

As duas préximas proposigoes dizem respeito & robustez (da ex-
isténcia) dos pontos fixos hiperbélicos. Dizemos que uma propriedade
de um sistema é robusta quando ela se mantém apds qualquer per-
turbagao suficientemente pequena do sistema. Como antes, aqui X
denota um intervalo ou o circulo todo.

Proposigao 3.3. Seja f: X — X um difeomorfismo com um ponto
fizo hiperbdlico p. Entao existe € > 0 e uma vizinhang¢a U de p em X
tais que se g é um difeomorfismo C'-¢ prérimo de f, entdo g possui
um unico ponto fizo (hiperbdlico) p; em U. Além disso py serd atrator
ou repulsor conforme p o for.

Demonstragdo. Vamos supor que f’(p) > 1.
Pela continuidade de f’ (e uma aplicagio facil do Teorema do
Valor Médio), existe um intervalo aberto U = (a,b) > p tal que

i) f/(z) > 1 em todo z € [a,b];
i) f(a)—a<0;e
iii) f(b) —b>0.

Seja agora € suficientemente pequeno de maneira que, se g esta
Cl-e-préxima de f, entdo vale ¢/(z) > 1 para todo = € [a, b].
Tomem ainda € < min{|f(a) — al|,|f(b) — b|}, de forma a termos

gla) —a = (g(a) = f(a)) + (f(a) —a) <O
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g(b) =b = (g(b) — f(b)) + (f(b) —b) > 0.

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio (aplicado & fungao w(x) =
g(x) — x) existe ¢ € (a,b) tal que w(c) =0 (isto é, g(c) = ¢).

Afirmamos que este ¢ é entdo o tinico ponto fixo de g em (a,b).
De fato, se valesse g(d) = d com ¢ # d € (a,b), terfamos ¢'(k) = 1
para algum k entre c e d, em decorréncia do Teorema do Valor Médio.

No caso f'(p) < 1 a demonstragdo segue de forma analoga. O

A demonstracao da Proposicao acima é facilmente visualizdvel nos
graficos dos exemplos anteriores. Se temos um ponto fixo p, digamos
um repulsor, entao o grafico de f corta o grafico da identidade em
p de maneira ascendente (i.e., com inclinacdo maior do que um). E
facil ver que pequenas modificagoes g do grafico terao sempre uma
“continuacao” p, préxima do p original, e que além disso nao apare-
cerao novos pontos fixos préoximos a p. EXERCICIO: contemplem o
gréafico de F na Figura 2.1 em torno do ponto [§] até vocés atingirem
a iluminacao.

Figura 3.4: Perturbacao em torno de um ponto fixo nao-hiperbdlico
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Mas isso s6 acontece se p for hiperbdlico! De fato, se p for um
ponto fixo nao-hiperbodlico, entao o grafico serd tangente ao grafico
da identidade em p. E isso significard que com pequenos petelecos
poderemos criar todo tipo de esculhambagao em torno de p — como
por exemplo criar todo um intervalo de pontos fixos em torno de p!
(Vejam a Figura 3.2 acima.)

Na verdade nao é dificil mostrar que a propriedade dada pela
Proposigao 3.3 acima — a existéncia robusta de uma unica continuagao
— acontece se e somente se o ponto fixo p for hiperbdlico. Mas nao
faremos esta demonstracdo pela razao usual®.

Além disso, pode-se mostrar que a robustez acima na verdade
acarreta estabilidade local — a dinaAmica em U permanece inalterada
apds uma pequena perturbacao, médulo uma conjugagao topoldgica
blablabla. Também nao demonstraremos isto, em parte por causa da
razao anterior, e em parte porque o que faremos a seguir vai englobar
essa estabilidade local.

3.3 Estabilidade Global

Considere dois intervalos mondtonos crescentes [a, b] de um difeomor-
fismo f e [c,d] de um difeomorfismo g. N6 ja vimos que f|q,4] € glc,q]
“possuem a mesma dinamica”: os extremos ficam parados, enquanto
que os pontos interiores andam para a direita no futuro até o extremo
direito, e no passado até o extremo esquerdo. A proposicao seguinte,
que é o cerne técnico deste capitulo, retira as aspas da frase anterior:

3Preguiga.
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Proposicao 3.4. Sejam f : [a,b] — [a,b] e g : [¢,d] — [c,d] dois
difeomorfismos tais que f(x) > x para x € (a,b) e g(y) > y para
y € (¢,d). Entao f e g sao topologicamente conjugadas.

Demonstrag¢iao. Tomem « € (a,b) e 8 € (c,d) arbitrariamente. Por
hipétese temos f(x) > x, e portanto f™(z) é crescente com relagio a
n € Z. O mesmo vale para ¢g"(y)

Sendo assim, podemos escrever (a,b) e (¢,d) como uma reunido
de intervalos disjuntos

U (@), @) = (a,0) e | [9"(8). 9" (8)) = (c,d).

nez nez

A imagem de cada intervalo é um intervalo adjacente & direita,
e portanto para todo x € (a,b) temos que O(x) passa uma Unica
vez em cada intervalo desta uniao disjunta. Em particular, dado
z € (a,b) existe um unico n € Z tal que f"(z) € [a, f(a)).

Por motivos idénticos, o mesmo vale para cada y € (¢,d) em
relagdo ao intervalo [8, f(3)).

Tomem H qualquer homeomorfismo entre [, f()) e [3,9(3)) tal
que H(a) = 3. Por exemplo, H : [a, f(a)) — [3,9(8)) dado por

9(B) —p
fl@) —a

Agora nés vamos “colar” dinamicamente o homeomorfismo H em
todo o intervalo [a,b]. Definimos uma aplicacdo h : [a,b] — [c,d]
colocando h(z) = g™ o H o f™(z), onde n é o unico inteiro tal que
f(z) € [, £(@)), hla) = ¢, © h(b) = d.

Afirmamos que h é um homeomorfismo que conjuga f com g.

H(z) = (z—a)+ B

1) Primeiro vamos mostrar que h é um homeomorfismo.

Claramente h é continua quando restrito a [f™(c), f**+1) (a)) para
todo n € Z. Queremos mostrar que h é continua em todo o intervalo
[a, b], o que equivale a verificar que h é continua na fronteira de cada
intervalo da reunido disjunta (J,,o; [f"(@), f"(@)) = (a,b). O
problema aqui se reduz a verificar que os limites a esquerda coincidem
com os limites a direita.
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Figura 3.6: Dinamicas de G e F’

Considerem agora sequéncias {z;} — f"(a)+ e {yr} — f"(a)_.
Temos entao
Jim A = I g% o o [~ ny)
=g" o H(a)
=9"(P)
=" (9(B)

— n—1 H —n+1
Jm g* "o Hof (Yx)

= kEToo h(yk)a

e portanto h é continua em cada f™(«).

E ébvio que a funcdo h é uma bijecio entre [a,b] e [c,d]; ela
portanto possui uma inversa, dada por h=1(y) = f~" o H=! 0 g"(y),
onde n é o tinico inteiro tal que g™ (y) € (c,d), h~1(c) = a, e h=1(d) =
b. De forma aniloga & argumentada para h verifica-se que h™! é
continua em (¢, d). Assim, h é de fato um homeomorfismo.

2) Agora vamos mostrar que h conjuga f com g.

Essa é facil. Seja x com f*(z) € [, f()). Temos entdo que
ho f(z) =g "o Ho f*(f(x))

=go(g " oHo f*)(x)
= goh(z),

como desejado.
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(Obvio ululante: o mesmo enunciado vale para intervalos monétonos
decrescentes.)

Proposigao 3.5. Seja f € Diffl(Sl) um difeomorfismo Morse-Smale
com k pontos fivos. Entdo existe € > 0 tal que todo g que estd C*-
e-prozimo de f € um difeomorfismo Morse-Smale com exatamente k
pontos firos.

Demonstragdo. Sejam p; < ps < ... < pi os pontos fixos de f, em
ordem crescente no circulo. Aplicando a Proposigéo 3.3 a cada um dos
pontos fixos, segue que existem intervalos abertos U; = (a;, b;) 3 pi,
que podemos supor mutuamente disjuntos, e constantes e; > 0 tais
que vale o seguinte: se g estd Cl-¢;-préxima de f entdo entdo existe
um unico ponto (hiperbdlico, e do mesmo tipo que p;) fixo ¢; de g em
cada U;. Seja ¢’ = min{ey, ..., er}

Como f(r) —x # 0 no compacto S\ Ule U;, podemos entao
escolher ¢’ > 0 pequeno o suficiente para termos g(z) — x # 0 em
todo x € (S Ule U;) para qualquer perturbagéo g €”-préxima de

Tomando € = min{e, €}, segue que se g estd Cl-e-préxima de f
entdo os Unicos pontos fixos de g sdo os ¢;’s descritos acima (i.e., as
continuagoes dos pontos fixos p; de f). O

(E claro que hd um enunciado andlogo para difeomorfismos Morse-
Smale com pontos periédicos de periodo arbitrario.)

O resultado principal deste capitulo é uma simples colagem das
duas proposigoes anteriores:

Teorema 3.1. Todo difeomorfismo Morse-Smale f € Diff'(S') ¢
estruturalmente estdvel.

Demonstra¢do. Faremos a demonstracao apenas no caso em que os
pontos periédicos de f sao fixos. A demonstragao do caso geral é
essencialmente a mesma, médulo mudancas trabalhosas e chatas de
notacdo e terminologia (e.g., trocar “intervalos invariantes monétonos”
por “intervalos periddicos monétonos”).

Seja f € Diff'(S'), com pontos fixos {p1 < ... < px}, onde
Prt+1 = p1. Colocamos I; = [p;, pi+1] para cada i =1,.., k.
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Figura 3.7: Dinamicas de G e F’

(Bem, estamos sendo pouco cuidadosos aqui no caso do intervalo
Iy, = [pk, p1], mas o sentido deve estar claro para vocés.)
Se restringimos o difeomorfismo f a cada um dos intervalos I;

obtemos k intervalos mondtonos: o intervalo I para fi = fl|1,, o
intervalo Iy para fo = f|5,, e assim por diante, até o intervalo Ij

para fi = flz,-
Pelo Proposicdo 3.5, existe € > 0 tal que se g estd C'-e-préxima
de f, entao g possui exatamente k pontos fixos ¢1 < ... < g, to-

dos hiperbdlicos, onde cada ¢; é do mesmo tipo (atrator/repulsor)
de p;. Logo os pontos fixos de g dividem o circulo em k intervalos
monoétonos J; = [gi, ¢i+1), sendo que J; tem o mesmo “sinal” (cres-
cente/decrescente) em relagao a g que I; tem em relagdo a f.

Agora aplicamos a Proposicdo 3.4 a cada par de intervalos I; e
Ji, e concluimos que para cada i € {1,...,k} existe uma conjugacao
topolégica h; : I; — J; entre f; e g;.

Definimos agora h : S — S! colocando h(x) = h;(x) se x € I,.

Nao hé ambiguidade nesta definicao, pois se x estiver em mais de
um intervalo entéo x é um dos pontos fixos p; e teremos h;(p;) = ¢; =
hi+1(p;) pela construgdo das conjugagoes h;. Isso mostra também
que h é continua nas fronteiras dos intervalos, e portanto em todo o
circulo.

Claramente h é uma bijegdo. A sua inversa, dada por h=1(y) =
h; Y(y) para y € J;, é continua por um argumento anilogo ao feito
para h.

E trivial verificar que h conjuga f com g. Concluimos que h é
uma conjugacao topologica entre f e g. O

Duas ltimas coisinhas sobre os difeomorfismos Morse-Smale:
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1) Na verdade eles sio densos no espaco Diff' (S1): dado qualquer
difeomorfismo do circulo, podemos torna-lo um Morse-Smale
com uma perturbacao arbitrariamente pequena na topologia
C' (de fato em todas as topologias C™ com 7 > 1). E como os
Morse-Smale sio um aberto de Diff' (S1), segue que os Morse-
Smale constituem um subconjunto aberto-e-denso de Diff*(S1).
Ou seja, topologicamente falando, no espago dos difeomorfismos
do circulo quase todo mundo é Morse-Smale.

2) N6s vimos neste Capitulo que os difeomorfismos de Morse-
Smale s@o estruturalmente estaveis. Mas vale também a volta:
no espacgo dos difeomorfismos do circulo, todo difeomorfismo
estruturalmente estavel é um Morse-Smale.

Agora, estes dois fatos* — a densidade de dindmicas hiperbélicas
e a equivaléncia entre ser Morse-Smale e ser estruturalmente estavel
— valem apenas no contexto muito especial dos difeomorfismos do
circulo. Na maioria dos contextos (especialmente em dimensao > 2),
os sistemas estruturalmente estaveis nao sao densos no espago de
sistemas dinamicos. E como veremos nos dois préximos capitulos,
mesmo no contexto de aplicagoes diferencidveis do circulo um sistema
pode ser estruturalmente estavel sem ser Morse-Smale.

4Cujas demonstragdes completas, em portugués, e com muitas figuras bonitas
poderdo em breve ser encontradas na referéncia [0].



Capitulo 4

A Expansao Linear 75
do Circulo

4.1 Definicao de T5

Considerem agora a aplicacao

Ty: St — St
2] — [22]

do circulo nele mesmo. Geometricamente, esta aplicagdo corresponde
a esticar o circulo até o dobro do seu comprimento e enrola-lo de volta
no proprio circulo no sentido horario, dando duas voltas completas
(veja a Figura 4.1 abaixo).

0

Figura 4.1: A geometria de T5

53
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Primeiro, a mé noticia: como transformacao, a aplicagao Ts, que
chamaremos de aplicacdo expansora de grau 2 do circulo por razoes
ébvias!, é extremamente simples — bem mais simples de fato do que os
difeomorfismos de Morse-Smale que temos estudado até agora. 15 é a
aplicagao cujo grafico aparece na Figura 4.2 abaixo. Ela é sobrejetiva,
diferencidvel (com derivada constante igual a 2), e seus levantamentos
para a reta R sdo as fungbes da familia {F(z) = 2z + k}ren. Chato,
né?

Figura 4.2: O grafico de T»

A boa noticia é que, dinamicamente falando, 75 é bem mais com-
plicada — e portanto mais interessante — do que os difeomorfismos
Morse-Smale. Uma primeira indicagao disto é que Tb, ao contrario
dos Morse-Smale, ndo é injetiva. De fato, tendo grau 2, e como se
pode ver na Figura 4.2, qualquer ponto de S* tem duas pré-imagens
por T5. Por exemplo, o ponto [%] tem como pré-imagens os pontos
(] e [3] (pois2- £ =1e2-2=3=1+3). Entio faz sentido falar
em futuro (iteragoes sucessivas por T5), mas nao em passado.

Como T5 é uma sobrejecao continua do circulo e nao um homeo-
morfismo, varias coisas acontecem e outras deixam de acontecer. Para
comegar, aquela coisa misteriosa chamada “ntimero de rotagao” deixa

de estar bem-definida para T,, e algumas das suas consequéncias

La saber, porque assim fica um nome sofisticado e bonito.
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vao pro lixo. Por exemplo, no caso dos homeomorfismos os pontos
peridédicos todos tém o mesmo periodo. Mas isso nao acontece com
T2

De fato, [0] é um ponto fixo (i.e, um ponto periddico de periodo
1) de Ty (pois 2- 0 = 0), mas [3] ¢ um ponto periédico de perfodo 2
(pois2-2=2e2-2=2=1+31)!

Veremos daqui a pouco que T, tem pontos periédicos de todos os
periodos possiveis, e além disso que ela é transitiva: existem pontos
cujas Orbitas futuras por 75 sao densas no circulo. Em suma, o mapa
Ty apresenta uma dinamica muitissimo mais rica do que a dos Morse-
Smale. Esta complicagdo dindmica toda se deve a hiperbolicidade de
T5, que neste caso se apresenta como uma expansao em todos o0s
pontos do circulo.

Mas veremos também que, assim como o que acontece com o0s
Morse-Smale, o expansor linear de grau 2 do circulo é estrutural-
mente estavel: a sua dindmica permanece essencialmente a mesma
sob pequenas perturbacoes da transformacgao T5.

E veremos finalmente que o mapa 75 é apenas um exemplo de uma
classe ampla de fungdes do circulo, as aplicagoes expansoras (nao-
necessariamente-lineares), todas elas com dinamicas complicadas mas
estruturalmente estaveis.

Ok, hora de botar a mao na massa.

4.2 Dinamica Topolégica de T5

Vamos comegar a analisar a dinamica de T5 com cuidado. Uma das
primeiras coisas que se vé é que [0] é o tinico ponto fixo de To. Mas ex-
istem muitos pontos (e.g., [%], [i], etc) que “caem” em [0] apds alguns
iterados. E claro que as orbitas destes pontos, uma vez tendo atingido
[0], ficam presas para sempre em [0]. Temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1. Um ponto p € S' € eventualmente fixo? se existe
algum n € N tal que (Tx)"(p) = (T2)"~1(p). Neste caso o periodo de
p € o menor n que satisfaz esta condigao. (Notem que por defini¢cdo
o0s pontos fixos sao os pontos eventualmente fixos de periodo 1.)

2T4, ndo deveria ser “eventualmente”, isso é anglicismo blablabla, mas dane-
se.
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Quao grande é o conjunto dos pontos eventualmente fixos de 157
Claramente trata-se de um conjunto infinito, mas vale mais:

Proposigao 4.1. Dado um nimero natural n € N, entdo Ty possui
pelo menos um ponto eventualmente fizo de periodo n. Além disso
o conjunto EFix(T2) de pontos eventualmente fizos de Ty € um sub-
conjunto denso de S'.

Demonstracdo. Para a primeira afirmacéo, considerem p = [Qi] Entao

(D)) = 12:2- 3] =[] =[] (= 0]).

Claramente vale (T2)*(p) # [1] para todo 1 < s < n, logo o periodo
eventual de p ¢ igual a n.

Para a afirmacao sobre densidade, observem que o conjunto {55 :
s,n € N} é denso em S, e todos os seus elementos sdo eventualmente
fixos (pois (T2)"(5%) =[2:2-...- 2] = [£2] = [s] = [0]). O

n vezes

Ao mesmo tempo, temos também muitissimos pontos periédicos:

Proposicao 4.2. Dado um numero natural n € N, entao To possui
pelo menos um ponto periddico de periodo n. Além disso o conjunto
Per(Ty) de pontos periddicos de Ty é um subconjunto denso de S*.

Demonstragao. Primeiro vamos contar os pontos peridédicos de Th
cujo perfodo é um fator de n (o que é claro inclui os periédicos
de periodo n). Notem que este conjunto coincide com o conjunto
Fix((T3)™) dos pontos fizos do n-ésimo iterado (T3)™ de To.

Um ponto [p] € S* pertence a Fix((T)") se e somente se ele
satisfaz a seguinte “equagao modulo 17:

[(T2)"[p]] = [p]-

Agora, um pouquinho de reflexdo mostra que se tomamos p como
sendo o (tinico) representante de [p] no intervalo semi-aberto [0, 1) da
reta, entao a equacao acima é equivalente a
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2" . p = p modl, (4.1)

0 que por sua vez equivale a

(2" = 1) -p=0modl. (4.2)

Logo a questao de descobrir quem sao os pontos periddicos cujo
periodo é fator de n se reduz a descobrir quais sao os pontos entre
0 e 1 (incluindo o 0 e excluindo o 1) que quando multiplicados por
2™ — 1 resultam num numero inteiro.

A solucao do problema em itdlico acima é facil: os pontos que
buscamos sao os multiplos (por naturais ou por zero) do nimero
2.71%1 que sao menores do que 1. Ou seja, a lista completa de solugoes

da equagao 4.2 (e portanto da equacao 4.1) é dada por

1 2 3 2n -3 2" -2
2n —1'2n — 1720 17772 172 — 17
Logo os elementos de Fiz((T3)™) sdao os pontos

1 2 3 2" -3 2" —2

[0]’ [277, _ 1}7 [271 _ 1]7 [2n _ 1]’ R [2?7, _ 1]7 € [2’!L _ 1]
Temos portanto exatamente 2" — 1 pontos fixos de (T5)", que estéo
distribuidos uniformemente ao longo do circulo S'. Notem que ao
variarmos n entre todos os naturais e tomarmos a reuniao dos pontos

fixos correspondentes nés obtemos uma subconjunto denso de S!, o
que prova a segunda parte da proposicao.

0,

Mas e quanto a primeira parte da proposicao? E claro que todos
os pontos periddicos com periodo n pertencem a Fiz((712)"), mas a
reciproca nao é verdadeira em geral. De fato, ainda nao provamos
que dado um n fixo entao existe algum ponto periédico de periodo
n. Felizmente, sabendo o ndmero de elementos de Fixz((T3)") fica
facil mostrar que dado qualquer n € N existe pelo menos um ponto
periddico de periodo n (na verdade mostraremos que existem pelo
menos n tais pontos).

Bem, temos 2" —1 elementos em Fiz((T)"), e 2"~! —1 elementos
em Fiz((T2)" 1), e assim por diante. Logo a reunido de conjuntos

Fizjc,(T)) = U Fiz((T2)’)

1<j<n
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tem no maximo

i(%’—n = (2" D)2 2= D)+ (22 1)+ (2-1) = 2" —(n—1)

j=1

elementos.
Segue entao que o conjunto Fiz((T2)") \ Fiz;j<n((T2)?) tem pelo
menos

#Fix(T2)") = #Fizjcn(T2)) = (2" =1) = (2" = (n = 1)) =n

elementos. Claramente os membros deste tltimo conjunto sao neces-
sariamente pontos periédicos de periodo n de T5. O

Ou seja, o que nao falta é ponto periédico de T,. Bacana?®, né?

Mas a coisa nao para por ai: existem também pontos cujas érbitas
futuras sdo densas no circulo S'. Vamos l4:

Proposigao 4.3. A dinamica de Ty € transitiva. Isto €, existem
(densos) pontos x de S' tais que o conjunto OF (x) = {(Tz)"(x)
n € N} € denso em S*.

Demonstragao. Como vimos no Capitulo 1, basta mostrar que dados
dois abertos U e V de S! entdo existe n € N tal que (12)"(U)NV # 0.

Vamos 14: fixem dois abertos U,V de S!. Entdo o aberto U
contém algum intervalo aberto (a,b). Cada vez que aplicamos Ts a
um intervalo, obtemos uma imagem que tem o dobro do comprimento
do intervalo anterior (isto até a imagem “se enrolar” no circulo e
comegar a se auto-intersectar). Isto é, vale

comp((T2)"((a,b))) = 2" - comp(a,b) = 2" - |b— al.

Logo para n suficientemente grande a imagem (75)"((a,b)) C
(T2)™(U) teria comprimento maior do que 1, e portanto coincidiria
com o circulo S' todo, intersectando o aberto V. O

Observagao. Na verdade mostramos que Ty satisfaz wuma propriedade
mais forte do que a transitividade, o misturamento. Mas isso € papo
para oultro mMinicurso.

3 Bacana: sinénimo de “irado” e “sinistro”. Vocébulo empregado por pessoas
com mais de 30 anos.
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Finalmente, a dindmica de T é “imprevisivel”, no seguinte sen-
tido:

Proposicao 4.4. Dados dois pontos distintos © # y € S', entdo

existe algum iterado N € N* = (NU{0}) tal que ds: (N (x), fN (y)) >
1

4

Demonstracio. Afirmamos primeiro que dados dois pontos z,y € S!
tais que
d(z,y) <1/4
entao vale
d(Tz(x), Tr(y)) = 2 - d(=,y).

De fato, temos (EXERCICIO) que d(z, y) = min{[z—y], [y—z]},
onde tomamos as (tinicas) representagoes dos pontos [z—y] e de [y—x]
no intervalo [0, 1).

Segue que d(Ta(z), To(y)) = min{[2z — 2y], [2y — 2z]}. Supondo
[x—y] < [y—a] , temos entdo [z —y] < 1/4 e [20—2y] =2z —y] < 5.

Segue que [2y — 2z] = 1 — [2x — 2y] > 3, e consequentemente
temos que

d(Ta(z), T2(y)) = min{[2z — 2y}, [2y — 2z]} = 2[z — y],

como foi afirmado. (O caso [ — y] > [y — z] é andlogo.)

1
2

Tomem agora dois pontos distintos e y do circulo. Se vale
d(z,y) > i nao ha nada para provar. Caso contrario, seja M € N* o
maior natural (incluindo zero) que satisfaz 2 -d(z, y) < %. Queremos
mostrar que d((Tz)M*+1(z), (Te)M*1(y)) > 1/4.

Suponham por absurdo que vale

d((To) " (2), (T2)MH (y) < 1/4.

Como temos 2™ -d(x,y) < i para todo n < M, aplicando a afirmacao
sucessivamente temos

d(Ty(x), Ta(y)) = 2 - d(z,y) <

)

| =

e dai

d((T2)*(2), (T2)*(y)) = 2 d(Tz(2), Ta(y)) = 2° - d(z,y) <

)

] =
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e assim por diante até obtermos

d(T2)M* (), (T2) "+ () = 2Y71 - d(w,y) <

| =

Mas a desigualdade 2M+1 . d(z,y) < i contradiz a maximalidade de
M, absurdo.

O

O que significa esta ultima propriedade? Bem, se T5 representasse
a dinamica de algum sistema fisico num espago X, terfamos que usar
algum instrumento para determinar a posi¢ao de um ponto do sistema
(e também as posigoes de seus iterados por Ty). Mas é fisicamente
impossivel medir com precisdo absoluta qualquer quantidade fisica,
como a posi¢ao de uma particula. Isto significa que na pratica teremos
sempre pequenos erros nas nossas observagoes sobre o sistema fisico.

A proposicao acima nos diz que estes erros, por menores que se-
jam, podem ter consequéncias catastréficas ao longo do tempo: uma
pequeninissima imprecisao num dado periodo pode causar um grande
erro de previsao ao longo do tempo.

Temos um nome para este tipo de comportamento:

Definigao 4.2. Um sistema dinamico f : X — X tem dependéncia
sensivel as condigoes iniciais se existe alguma constante & > 0 tal que
dados dois pontos distintos x # y € X entao existe iterado N € N*
tal que d(f¥(z), f¥(y)) > 6.

Entao podemos reformular a proposi¢ao anterior dizendo que a

transformacdo T tem dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais, com
-1
=17

(Alias, difeomorfismos de Morse-Smale ndo tém dependéncia sensivel
as condicoes iniciais: EXERCICIO pra vocés®.)

A propriedade de ter dependéncia sensivel as condigoes iniciais é
muitas vezes chamada por si s6 de caos. Muitos de voceés ja terao ou-

4Dica: tomem dois pontos distintos arbitrariamente préximos de um ponto
periddico de tipo atrator.
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vido estorinhas como a do bater-de-asas-de-uma-borboleta-na-China-
que-causa-uma-tempestade-no-Brasil blablabla para ilustrar essa idéia®.

A embaragosa verdade € a seguinte: néo existe nenhuma definigao
universalmente aceita do que é caos. Na prética, quase toda® vez que
um dinamicista percebe que a dindmica com a qual ele estd mexendo
é muito complicada e imprevisivel, ele chama a complicagao que ele
vé de “caos”. Esta pratica gera varias definigoes nao-equivalentes e
portanto uma certa confusdo (um certo caos?) semantica, mas serve
como marketing eficaz para novas idéias, conceitos, e minicursos. De
qualquer modo, o nome caos serve sempre para denotar algum tipo
de imprevisibilidade e complexidade dinamica.

Ja que tem tantas definicoes de caos por ai, usaremos cinicamente
a que mais nos convém. Entao, para efeitos deste minicurso, vamos
usar a seguinte definicdo, proposta’ por R. Devaney no seu livro (vide
a referéncia [2]):

Definicao 4.3. Um sistema dinamico f : X — X € cadtico se
satisfaz as trés sequintes condigoes:

a) o conjunto de pontos periddicos Per(f) de f é denso em X ;
b) a dindmica de f € transitiva; e

¢) a dindmica de f tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais
(para alguma constante § > 0).

Entao poderfamos resumir (quase) tudo o que verificamos nesta
se¢ao numa unica frase:

A dindmica que Ts induz no circulo € cadtica.
Resumindo um pouco menos, o que descobrimos foi o seguinte:

1) que existe um conjunto EFiz(Ty) denso de S* de pontos que
caem no ponto fixo [0] apés um nimero finito de iterados;

5Alids: um dos personagens do filme Parque dos Dinossauros é um
“matemadtico” — interpretado por Jeff Goldblum — que supostamente usa teo-
ria do caos para prever que os bichos vao se soltar. Puro cad. Sem falar que o
final do filme é péssimo.

6No sentido de Lebesgue.

"H4, definicdes muito mais sutis, que “quantificam” a imprevisibilidade, usando
conceitos como expoentes de Lyapunov, mas ndo vamos entrar nessa discussao.
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2) que existe um conjunto Per(T») denso de S! de pontos que
caem neles mesmos apds um namero finito de iterados;

3) que existe um conjunto Tr(Ty) denso de S de pontos cujas
6rbitas futuras sao densas em S'; e

4) que a dinamica de T, é imprevisivel: mudancas infinitesimais
na posi¢ao inicial dos pontos acarretam mudangas substanciais
das orbitas ao longo do tempo.

Enfim: como se vé, apesar da transformagao T, ser ela prépria
extremamente simples, a dinamica que ela induz no circulo é pra 14
de complicada. &

Este fenomeno — transformagoes simples gerando dindmicas com-
plicadas — é muitissimo comum na teoria dos sistemas dinamicos. De
fato, o estudo dos sistemas dinamicos lida em boa parte com duas
questoes:

i) entender por que e como muitas transformagoes simples geram
dinamicas complicadas; e

ii) entender a complica¢do dindmica em si.

Um dos poucos contextos nos quais a dinamica tende a ser sim-
ples é justamente o dos difeomorfismos do circulo, estudados nos
Capitulos 2 e 3. (Se vocé passar para aplicagoes diferencidveis do
circulo, ou para difeomorfismos de objetos de dimensao maior que
um, a complicagio ja aparece com forga...) Mas nos contextos em
que ha complicagao dindmica — como o contexto das aplicagoes ex-
pansoras — precisamos de ferramentas para lidar com e entender a
complexidade dinamica.

E ai que entra a dinamica simbdlica, o emocionante tema da
préxima secao.

8A complexidade dinamica de T> estd relacionada ao fato de To ser uma trans-
formacdo “globalmente hiperbdlica”. E ébvio que todos os pontos periédicos de
T> s@o hiperbélicos (EXERCfCIO: use a regra da cadeia), e além disso vimos
que o conjunto Per(T3) é denso em S'. Ou seja, temos um subconjunto denso de
pontos periédicos hiperbdlicos. Mas vale mais do que isso: T2 expande o circulo
em torno de todos os seus pontos. E neste sentido que podemos dizer que Th é
globalmente hiperbdlica.
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4.3 Dinamica Simbdlica de 75: a Construgao

Vamos 14. Comegamos dividindo o circulo S! em duas metades: os
intervalos A= (0,3) e B= (3$,1).
Temos entdo uma particdo do circulo em dois intervalos A e B

de comprimento 3, exceto que existem dois pontos — o [0] e o [3] —

2
que nao pertencem a nenhum dos dois intervalos. Daqui a pouquinho
veremos por que excluimos estes pontos.

Bem, vamos definir Sy como sendo S* \ {[0] U [3]}. Definimos

agora o seguinte mapa no dominio Sp:

925()—>{A,B}
. A sexe A
t B sexeB

Ou seja, 6 é uma fungao sinalizadora: quando ela vé um ponto no
intervalo A ela grita “A!” e quando ela vé um ponto no intervalo B
ela grita “B!”. Se o ponto nao estd em nenhum desses dois intervalos
(ou seja, se o ponto é [0] ou [3]) entdo 6 ndo estd — literalmente —
nem af.

Agora definimos S; como sendo S\ (T3)~({[0], [1]}). Ou seja,

S; é o circulo menos as pré-imagens dos pontos fixos [0] e (3], que
sdo os pontos [0], [1], [3], e [3].

Depois colocamos Sy = S\ (T3)~2({[0], [1]}), obtendo o circulo
menos as pré-imagens por (7»)? de [0] e de [3], que sdo os pontos [0],
(1), [5): (3], (5], [3), [3), e [§)-

E assim por diante: S, = S\ (T3) " ({[0], [2]}) € o circulo menos
um numero finito de pontos — os eventualmente fixos cujo periodo é
um fator de n.

Colocamos agora

§=() 5
neN

Ou seja, S é o circulo sem os pontos eventualmente fixos de 7.
(E claro que poderiamos ter poupado um pouco de papel e tempo
simplesmente definindo S = S\ EFiz(T3); nao fizemos isso porque
queremos enfatizar o cardter dinamico da construcao de S.)
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Comecamos com duas observacoes sobre S-
e Primeiro, S é invariante por Ty. Isto é, vale (EXERCfCIO)
To(S) = S.

Isto significa que podemos considerar a dinamica de Ts restrita
ao conjunto S. Ou seja, como os pontos que comecam em S
nunca saem de 5’, nao importa quantas vezes os iteramos por
T, podemos tratar T5|s como um sistema dinamico.

e Segundo, apesar de ser infinito, o conjunto St \ S é pequeno:
de fato, para comecar, ele é enumeravel, pois é a reuniao enu-
meravel de uma familia de conjuntos finitos. E sendo enu-
merével, o complemento dele — o conjunto S — é denso e nio ape-
nas nao-enumeravel, mas mais do que isso: ele é “densamente
nao-enumerdvel” em S!, no sentido de que qualquer intervalo
aberto de S! tem intersecdo nao-enumeravel com S.

H4 maneiras mais sofisticadas de dizer que S é “muito grande”:
poderfamos dizer que S, sendo o complemento de um conjunto
enumeravel do circulo, é residual ou tem medida total em S'.
Mesmo que vocé nao saiba o que estes termos significam, o
ponto aqui é que a grande maioria dos pontos do circulo per-
tence a S, e portanto considerar a dinamica de Th restrita a
S nao acarreta uma perda significativa de informacdo. Na
pratica, o sistema dinamico T5|g possui essencialmente toda
a informagao dinamica do sistema “inteiro” Tp = T|g1.

Ok, continuando com a construgao da dinamica simbdlica.
Seja 3o 0 espaco de todas as sequéncias de simbolos As e Bs. Isto
é, cada x € ¥y é uma sequéncia da forma

T = {.’l?(),(El, T2, }a

onde z; € {A, B} para cada j € N* = (NU {0}).
Pontos de X5 tém a seguinte cara:

{B,A,A,B,A,..},{A A A,..},{A,B, A, B, ...} e etc.
Seja agora d* : ({A, B} x {A, B}) — {0,1} dada por
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" _ | O0sea=p
d(a,ﬁ):{ lsea#p

Ou seja, d* é a aplicacao que “distingue” o simbolo A do simbolo
B.

Munimos agora o espaco Yo da métrica d : ¥y X Xy — RT dada
por

d(z,y) = Z Slonp) (1;’ bi)

=0

Proposigao 4.5. A aplicacao d € de fato uma métrica em Xo.

Demonstracdo. Em primeiro lugar, observem que dados quaisquer
z,y € ¥, vale sempre d(z,y) < > ;o o = 2; portanto d estd bem
definida.
Vamos verificar agora que d satisfaz os trés axiomas da definigao
de métrica (vide a pégina 8):
a) d(z,y) =0 se e somente se x =y
De fato, obviamente x = y implica d(z,y) = 0.
Na outra direcdo, se d(x,y) = 0 entdo d*(z;,y;) = 0 para todo
j € N*) e portanto z = y.
b) d(z,y) = d(y,x) para quaisquer x,y € Yo

Decorre imediatamente da definicao.

¢) d(z,y) < d(z,z) + d(y, z) para quaisquer x,y,z € Xy

E (um EXERCfCIO) facil ver que para todo j € N* vale
d*(zj,y;) < d*(xj,z;)+d*(2;,y;), e que disso segue que d(z,y) <
d(z,z) +d(y, 2).

O

Agora que Yo possui uma métrica, vamos apresentar para voces
um sistema dindmico definido em Xs:
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Seja o : Yo — 3o a aplicagao dada por

(0(2)); = (@)j41

para cada j € N.

Ou seja, o é a aplicacao que leva uma sequéncia x € Y, na
sequéncia obtida “deslocando” os simbolos de x uma posigao para
a esquerda.

Por exemplo, se x comega com

x={A,A,B,A B,AB,B,A,...},
entdo o comego de o(x) é dado por
o(x)={A,B,A,B,A,B,B,A,...}.

Notem que o primeiro simbolo de = é “jogado fora” quando apli-
camos o a x.

A aplicacdo o é chamada de shift® no espaco de sequéncias de dois
simbolos.

Ok, tudo muito bonito e legal e tal, mas... afinal, o que estes
objetos todos tém a ver com 757 Pois bem: o que veremos ao longo
desta secao é o seguinte estupeficante e espantoso fato: mddulo uma
mudanc¢a continua de coordenadas — um homeomorfismo conjugante
— as dindmicas de o e de Ty sao idénticas!

Um propriedade importante de o é a sua continuidade:
Proposigao 4.6. O shift o : Yo — Yo € continuo.

Demonstracdo. Sejam © € Yo e € > 0. Queremos mostrar a ex-
isténcia de 6 > 0 tal que se d(z,y) < ¢ entdo d(o(x),0(y)) < €.
Tomem N € N grande o suficiente para que zN%l < €. Mostraremos
que § = 2%, funciona.
Entao d(z,y) < 5% implica que z; = y; para todo j € {0,1,..., N},
pois caso contrario a série que define d(z,y) incluiria um termo maior

ou igual a .

9 “Deslocamento,” em inglés. Mas ninguém chama assim.
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Pela definicao do shift, isto implica que (o(z)); = (o(y)); para
todo 7 € {0,1,..., N — 1}, logo

do(@), o) = Y LU@)n:(0W)n)

2n
neN*
N-1 ,, X
-y d ((J(:C))Qn”’ (@@)n) | 5~ d ((U(m));na (a(y))n)

n=0
d*((o(x))n, (o n
-y ((of ))Qn( (Y))n)

n>N

1 1
n>N

Considerem agora a seguinte aplicagao:
7:8 — Yo
z — m(z),

onde (7(z)); = 0((Ty)'(x)).

Em palavras, 7 associa a cada ponto de S uma sequéncia de “A”s
e “B”s da seguinte forma: a primeira posicao de 7 (x) (a posigao zero)
marca onde x estd em termos de pertencer a A ou a B; a segunda
posicdo marca onde Th(x) estd em termos de A ou B; a terceira
posigao onde (T3)?(x) estd em termos de A ou B; e assim por diante.
Ou seja, a sequéncia 7(x) é um itinerdrio da dérbita futura de x em
termos dos seus iterados pertencerem a A ou a B.

Como 7 nao esta definida em todo o circulo — e nem poderia estar
pois 6 nao estd definida no ponto [0] nem em [3] — a imagem de
nao sera todo o espaco Xo.

Vamos definir agora ¥ como sendo o conjunto {q € ¥y : ¢ ndo
termina com um bloco infinito de “A”s nem com um bloco infinito
de “B”s}. Isto é, retiramos de ¥y as sequéncias que terminam com
{A,A,...} oucom {B, B,...}. Ouentao: retiramos as sequéncias de
Y5 que ficam constantes a partir de alguma posigao.
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EXERCICIO: verifique que X5 é ndo-enumerdvel, mas que %o \ X
é enumeravel.

Claramente vale o(X) = B. Além disso é facil ver (outro EX-
ERCICIO para vocés) que vale 7(T2(x)) = o(n(z)) paratodoz € S.
Ou seja, o diagrama

T

)

3

Mu— U

Mi— U
3

—
~—
(o2

comuta.
Veremos agora que 7 é uma bijecao de S em Y. De fato, veremos
que vale mais do que isso:

Teorema 4.1. A aplicagao ® é um homeomorfismo entre S (mu-
nido da métrica do circulo) e ¥ (munido da métrica que acabamos de
definir). Portanto m conjuga topologicamente Tz|g com o|s..

Demonstracao. Vamos separar a demonstracao em trés partes.

1) Primeiro vamos mostrar que 7 é continua.

Isto é, dado z € S e € > 0, queremos obter um § > 0 tal que
d(z,y) < ¢ implica d(7(z),7(y)) < €.

Fixe um z € S e seja N € N suficientemente grande para que
tenhamos

1 1
E = 27N < €.
>N
(Vamos usar agora as letras A e B para representar respectiva-
mente os intervalos (0, 3) e (3,1) do circulo.)
Pela continuidade de T5, existe ; > 0 tal que se d(z,y) < §; entdo
x e y pertencem ao mesmo intervalo A ou B — ou seja, vale 6(x) = 6(y)
— e além disso To(z) e To(y) pertencem ao mesmo intervalo A ou B
— ou seja, vale 0(Ta(z)) = 0(Ta(y)). (Aqui estamos usando o fato de
que r € S , e portanto nem x nem T5(x) estdo na fronteira entre A e
B.)
Da mesma forma, a continuidade de (7%)? nos d4 um &, > 0 tal
que se d(z,y) < &2 entdao (T2)%(z) e (T2)*(y) pertencem ao mesmo
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intervalo A ou B — ou seja, vale §((T2)?(x)) = 0((T2)*(y)). (Nova-
mente, usamos aqui o fato de que = € S, agora para garantir que nem
x, nem Ty(z), e nem (T5)?(x) estdo na fronteira entre A e B.)
Usando esse argumento de continuidade sucessivamente para (13)3,
(Tx)4, ..., e (T»)", obtemos constantes &3, d4, . . . , §y correspondentes.
Colocando agora 6 = min{dy,...,dn} concluimos que se d(z,y) <
§ entao 0(T2)’ (z) = 6(T»)’ (y) para todo j = 1,..., N. Segue que:

d(m(z) w(y)) = 3 AL E) 0T W)

=0
2L A (0((T) (), 0((Ts)?
:Z (0(( )()Q)j ((T2)(y)))
>N
< i:i<e
_j>N2j 2N

como desejado.

2) Agora vamos mostrar que 7 é uma bijecdo entre Sex.

Fixe R
x = {xg,r1,22,...} €.

O conjunto Cj de pontos z € St tais que (7(2))o = 7o é um intervalo
de comprimento % (pois zp = A ou zg = B).

Ao aplicarmos T5, esse conjunto é levado bijetivamente em Sy =
ST\ {0}. E facil ver que o conjunto C; de pontos z € S* tais que
(m(2))o = @0 e (7(2))1 = @1 é um intervalo de comprimento § (de
fato, Cy é uma das metades do intervalo Cp).

E assim por diante: o conjunto Cy de pontos z € S! tais que
(m(2))o = o, (7(2))1 = 21, e (7(2))2 = 22 é um intervalo de compri-
mento %.

Em geral: o conjunto Cj, de pontos z € S* tais que (7(2)); = z;
para cada j € {0,1,...,n} é um intervalo de comprimento 2,1%

Tomando os fechos K; dos intervalos C;, temos entao uma sequéncia
de intervalos compactos encaixados de S':

KioDKiDKyD...DK,D...
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de tamanhos respectivamente iguais a 3,1, %, ..., g5, ...

Segue que existe um tnico z* € S! na intersecio de todos estes
intervalos: isso nos d4 simultaneamente a sobrejetividade (pela ex-
isténcia de z*) e a injetividade (pela unicidade de z*) de 7, desde
que z* pertenca a S.

Para mostrar que efetivamente vale z* € S facam o seguinte
EXERCICIO: Um ponto z € S! é eventualmente fixo se e somente
se m(z) termina com uma sequéncia infinita de stmbolos iguais!®, ou
seja m(z) € (X2 \ X).

3) Sendo uma bijegao, 7|5 admite uma inversa n~'|s. Vamos
mostrar que 7! é continua.

Vamos 14. Dados # € ¥ e € > 0 temos que obter § > 0 tal que
d(z,y) < ¢ implica d(7=(z), 7 (y)) < e.

Seja p € N tal que 5 < € e seja y € > tal que d(z,y) < = (e
portanto x; = y; para todo j € {1,...,p}).

Seguindo a mesma idéia da demonstracao da bijetividade, podemos
ver que 7~ !(z) e 77 1(y) pertencem a uma intersecio de p intervalos
encaixados cujos comprimentos comegam com % e depois “caem pela
metade a cada iterado”. Logo d(r~'(z),77*(y)) < o < €, como
desejado.

O

Resumindo: Tb|g e o|s sao topologicamente conjugadas (via
7), € portanto tém a mesma dindmica topolégica.

4.4 Dinamica Simbdlica de T5: Inttil

E agora, tendo construido a sua dinamica simbdlica, nés vamos obter
informacoes novas sobre a dindmica de T3, certo? Afinal, como sabe-
mos que o e T, sdo topologicamente conjugadas (a menos do conjunto
dinamicamente irrelevante S* \5‘ ), tudo o que vale para o vale também
para T5, dinamico-topologicamente falando.

Hmm, vejamos:

100k, a rigor é verdade que 7 nem mesmo estd definida em pontos eventual-
mente fixos... o que queremos dizer no exercicio é que ser eventualmente fixo
obrigaria a sequéncia simbdlica associada a ficar constante, e vice-versa.
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i

ii)

iii)

Bem, olhando a dinamica de o : ¥ — Y5 nds podemos verificar
facilmente que o possui pontos peridédicos de todos os periodos.
Vamos la:

Demonstragao da afirmagdo (i). Dado um natural N qualquer,
basta considerar por exemplo uma N-uplade N—1 “A”s seguido
de um “B”, e depois repetir essa N-upla infinitamente:

g=1{A,...,A,B,A,...,A,B,...}

N posicoes N posicoes

Obviamente g é uma sequéncia de periodo N por o. O

Mais do que isso, conseguimos (quer dizer, vocés conseguem:
EXERCICIO meio déja vu) contar os pontos periédicos cujo
periodo é um fator de INV:

#Fiz(cN)=2N -1

Da pra ver também que os pontos periédicos de o sao densos em
Y5 (ou em X, o que é equivalente, pois o segundo é subconjunto
denso do primeiro):

Demonstragao da afirmagdo (4ii). Sejam x € Yee>0. Quer-
emos mostrar que existe algum ponto peridédico p de o que estd
e-proximo de x na topologia de X,.

Seja N € N grande o suficiente para que valha 2N%1 < e. Con-
siderem agora a N-upla {zg,21,...,2y_1} formada pelas N
primeiras posi¢oes de = = {zg,z1,...}, e seja p a sequéncia
em Yo tal que o primeiro bloco de N posicoes de p coincide
com a N-upla {zg,z1,...,2n_1}, € 0 segundo também, e assim
infinitamente. Ou seja, temos

pE{l‘o,...,:L‘N_l,ajo,...,IN_l,...}.

N posigoes N posigoes
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Claramente p é um ponto periédico de o cujo periodo é um fator
de N (pois o™ (p) = p), e cujas N primeiras posicdes coincidem
com as N primeiras posigoes de x.

Temos entao que

d*(xnvpn)
neN*
N—-1
_ d*(Zn, Pn) d*(Tn, pn)
- on + Z on
n=0 n>N
_ d*(Tn, pn)
on
n>N
1 1
< Z on T gN-T <€
n>N

Ou seja, p € um ponto periédico que esta e-préximo do ponto
z, que é justamente o que queriamos mostrar. O

Finalmente, podemos ver também que a dindmica de o é transi-
tiva. De fato, neste caso nao precisamos usar o critério topoldgico
de transitividade; podemos construir explicitamente um ponto
de cuja érbita por o é densa em 3.

Demonstragao da afirmagao (). Notem que dado um compri-
mento k € N, s6 existem finitos (EXERCfCIO trivial: quan-
tos?) blocos distintos de “A”s e “B”s com comprimento k. Por
exemplo, {A} e {B} sdo os unicos 1-blocos possiveis.

J4& com comprimento 2, temos os blocos {A, A}, {A, B}, {B, A},

e {B,B}. E com comprimento 3, temos os blocos {4, A, A},
{A,A,B},{A,B, A}, {A,B,B},{B, A, A}, {B, A, B}, {B, B, A},
e {B, B, B}. E por af vai.

Pois bem, podemos usar esta observagao para explicitar uma

sequéncia p de “A”s e “B”s — ou seja, um elemento de o —
cuja orbita futura por o é densa em 5.
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E assim: comece colocando nas primeiras posigoes os primeiros
1-blocos na ordem que vocé quiser. Nao se preocupe com as
outras posigoes por enquanto. Por exemplo:

pP1 = {A,B}

Agora acrescente todos os 2-blocos, novamente na ordem que
preferir. Por exemplo:

p1+2 = { A7 B) A7 Aa Aa 37 Ba A7 B7 B}
e N N N~
1 1 2 2 2 2

E depois acrescente todos os 3-blocos, e assim por diante. No
limite teremos uma sequéncia p., = p € X2 que “contém todos
os possiveis blocos com comprimento finito”. Vamos verificar
agora que a 6rbita (futura) deste p por o é densa em Xs:

Seja ¢ € Yo uma sequéncia qualquer e € > 0. Queremos mostrar
que existe algum iterado N de o tal que d(q,o™ (p)) < e. Fixe
MENtalquezM%<a.

Como todos os possiveis blocos de comprimento M aparecem
como subblocos de p, segue que o M-bloco formado pelas M
primeiras posicoes de g aparece a partir de alguma posicao N
de p. Ou seja, vale que

qi = Di+N

para todo i € {0,1,..., M —1}.

Pela definicao do shift o, temos entao que as primeiras M
posicoes de oV (p) coincidem com as primeiras M posicoes de
q:

= (0" (p)):

para todo i € {0,1,..., M — 1}.

Segue entao que
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d(q,a™ (p)) = m
neN*
M-1 ., * N
_ (i, (07 (P))i) | 3 d*(qi, (7 (p))i)
2n : 2n
1=0 i>M
_ vy e (0 ())
27L
i>M
1 1
S ? = W < €.
i>M

Ou seja, mostramos que qualquer ponto de Yo é aproximado
por iterados de p, que é o que queriamos.

O

Resumindo a estdria, ao examinar a dinamica (simbdélica) de o nés
conseguimos descobrir vérias coisas'! sobre a dinamica (topolégica)
de Tg:

1) o conjunto dos pontos periédicos de Tp é denso no circulo,
a além disso existem pontos periddicos de todos os periodos
possiveis;

2) existem pontos cujas dérbitas futuras por Ty sdo subconjuntos

densos no circulo (i.e., T é transitiva).

Sensacional, né? Viram quanta coisa nova a gente descobriu sobre
T5 usando dinamica simbdlica?

T4.
Ahem?!2.

1186 nao dé pra ver os pontos eventualmente fixos de Th, pois esses sdo jus-
tamente os pontos que excluimos da dinamica simbdlica. Mas tudo bem, nés ja
conhecemos a dinamica deles mesmo.

12 Ahem é a notacdo-padrdo na literatura matematica para “pigarro con-
strangido.”
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Interlidio Dramdtico

[A CENA: Um jovem matemdatico ministra um minicurso sobre sis-
temas dinamicos para uma platéia mais jovem ainda. Sua calga e
camisa estao manchadas de giz. O matematico acaba de concluir um
argumento e olha triunfante para a platéia. No fundo da sala, um
aluno se remexe incomodado, cria coragem, e levanta a mao.]

ALUNO [timidamente]: Perai, professor: a gente jd nao sabia tudo
1850 a respeito de To?

MATEMATICO: Hmm, certo. Td, vocé tem razao, nos jda sabiamos
a maior parte disso sim. Mas... hmm, td. Bem, mas agora nds con-
sequimos contar os pontos periddicos, né? Quero dizer, consequimos
contar mesmo, nao s6 mostrar que eles existem.

A [ainda hesitante]: Mas... vocé jd fez isso na dltima aula, lembra?
Mesmo antes da dinamica simbdlica ja dava pra contar os pontos fixos
da poténcias de Ty, ndo s6 mostrar a existéncia dos periddicos.

M [nervoso]: Certo. Bem... td, certo.

A [agora mais confiante]: Entdo por que a gente teve todo esse tra-
balho de construir uma dindmica simbdlica para Ts?

M [mais nervoso, comegando a gaguejar]: Bem, eu... quero dizer.
Ahem. Bem.

[Os alunos, perplexos, se entreolham e cochicham. O tom predomi-
nante dos cochichos é de indignagao. O matematico comeca a suar
frio. Ele fica calado.]

A [agora plenamente confiante, e assumindo o papel de porta-voz dos
colegas]: Entdo quer dizer que nds perdemos o nosso tempo nessa aula
inteira? A gente poderia estar aprendendo coisas interessantes sobre
geometria tropical ou andlise temperada e ao invés disso passamos
quase uma hora sentados aqui aprendendo algo absolutamente inutil!

[O cochicho indignado rapidamente se transforma numa balburdia
raivosa. Um aluno grita “Isso é uma palhagada! Queremos nossas
taxas de inscricao de volta!” Outro, ainda mais enfurecido, berra
“Morte & dinAmica simbdlical”]

[Durante algum tempo, paralisado pelo medo, o jovem matemadtico
assiste a furia crescente da platéia. Subitamente ele dispara correndo
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na diregao da saida do auditério. Uma turba de alunos ensandecidos
o persegue.]

[DESCE O PANO]

(fim do interlidio)

Ok entao. Continuando com o minicurso:

Se estivéssemos buscando informagcoes mais sutis sobre a dinamica
de T, (como por exemplo calcular um negécio chamado entropia), a
sua dinamica simbdlica nos forneceria informagoes muito mais facil-
mente do que a anélise imediata de T;. Mas para as questoes topoldgicas
simples com as quais estamos lidando, como transitividade e niimero
de pontos peridédicos, a dinamica simbdlica de T realmente nao nos
fornece novas informagoes. Em compensagao, ela sera tutil para en-
tendermos a dindmica das perturbagdes de Ty (o assunto do préximo
capitulo).

Observagao. Em contextos mais complicados do que expansoes do
circulo — para estudar dinamicas em dimensées mais altas, por exem-
plo — a construcao de dindamicas simbdlicas € util e em muitos casos
imprescindivel para podermos analisar as dindmicas em questdo. Isso
mesmo quando lidamos com propriedades basicas como transitividade
e existéncia/nimero de pontos periédicos.

Bem, vamos as perturbacoes de T5.



Capitulo 5

Transformacoes
Expansoras
Nao-Lineares

5.1 Expansoras Nao-Lineares de Grau 2

No capitulo anterior construimos a dinamica simbélica de T5 e a par-
tir dela nés conseguimos, apds um esforgo substancial, nao obter nen-
huma informagao nova sobre a dinamica de 5.

Agora veremos que a mesma construcio nos fornece informagoes
valiosas sobre as transformacoes diferenciaveis do circulo que estao
proximas de Ty. Por “préximas” aqui queremos dizer proximas na
topologia C:

Definicao 5.1. Seja C*(S') o espago de todas as aplicagoes C' do
circulo nele mesmo'. Munimos C1(S') da métrica C' que jd uti-
lizamos no espago dos difeomorfismos:

d(f,9) = sup,esi {maz{ds: (f(x),9(x)), [f () — g'()[}}

Ou seja, d compara ponto-a-ponto os valores das imagens e das

'Notem que Diff}(S') ¢ C'(S') mas que nao vale a inclusdo inversa.

7
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derivadas de f e g. Com a métrica d o espagco C1(S*) é um espaco
métrico completo.

Bem, como sio as aplicacdes de C1(S?) que estdo préximas a Th?
Notem que, como a derivada de T3 é igual a 2 em todos os pontos
de S*, segue que se f € C!(S) é suficientemente C-préxima? de T
entao

i) existe alguma constante A > 1 tal que f’(z) > A para todo
zeS e

ii) além disso f ainda tem grau 2.

Veja na Figura 5.1 um esboco de uma perturbagao de Ts:

Figura 5.1: O grafico de uma perturbacao de T»

A propriedade (i) acima merece um nome especial:

Definicao 5.2. Uma aplicacio f € C1(S') é expansora se existe
alguma constante X > 1 tal que f'(x) > X para todo x € S'. A
constante A é chamada de constante de expansdo de f. (Notem que
se X € uma constante de expansao para f entao todo \* € (1,)\)
também é.)

2EXERCICIO: ter d(f,T») < 1 é préximo o suficiente.
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Logo podemos reformular a observacao acima do seguinte modo:

Proposicao 5.1. Se g € CL(S!) € tal que d(g,Tz) < 1, entdo g é
uma aplicacdo expansora de grau 2.

Na verdade, vale algo mais geral:

Proposigao 5.2. Se f € CL(S') ¢ aplicacio expansora de grau 2,
entdo existe § tal que se d(g, f) < d§ entdo g também € expansora de
grau 2.

Demonstragdo. Dada A > 1 uma constante de expansao de f, seja g
tal que

d(g, f) < min{\ — 1, %}

O fato de estar a uma distancia C° (i.e. distancia ponto-a-ponto)
menor do que i garante que g tem o mesmo grau de f (= 2, neste
caso). E o fato da distancia C! ser menor do que A\ — 1 garante que
a derivada de g é estritamente maior que A — (A — 1) = 1 em todos
os pontos do circulo. Como a derivada de g é continua e o circulo
é compacto, segue pelo teorema de Weierstrass que existe constante
Ag > 1 tal que ¢'(x) > A, para todo z € St. O

Resumindo:
A condigdo de ser expansora de grau 2 € aberta em C*(S').

Pergunta: T4, mas o que uma aplicacao f ser expansora de grau 2
nos diz sobre a dinamica de f7

Resposta: tudo, topologicamente falando.

Vamos esclarecer essa afirmagao bombdéstica examinando a dindmica
simbdlica de f:

Teorema 5.1. Dada f: S' — S' uma aplicagdao expansora de gmu
2, entdo existem um subconjunto f-invariante Sf tal que S'\ Sy ¢
enumerdvel, e um homeomorfismo m; : S’f — ¥ que conjuga f|Sf
com ols.
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Demonstracdo. Nao faremos os detalhes desta demonstragao pois ela
¢é andloga a construcao da dinamica simbdlica de T5. Vamos apenas
indicar o roteiro da adaptacao para o caso nao-linear.

1)

A aplicacao f, sendo de grau 2, tem um tnico ponto fixo no
circulo, digamos py. Chame de A e B os intervalos abertos de
S que tem py como extremo.

Vale entdo que S' = AU B U {py}, onde a reunido é disjunta.
(Obviamente, os comprimentos de A e B néo sdo necessaria-
1

mente iguais a 5, mas isso nao terd nenhuma importéancia.)

Retire do circulo todas as pré-imagens dos ponto pg por iterados
de f (ou seja, todos os pontos eventualmente fixos de f). Como
f tem grau 2, cada ponto tem 2 pré-imagens, e portanto o
conjunto retirado é enumerdvel. Chame de S t o que restou do
circulo.

Agora defina a funcao sinalizadora 6 : S — {A, B} analoga-
mente ao que foi feito no caso de Ty, e defina o shift o : g —
¥y e a aplicagio m : S; — ¥ ezatamente como elas foram
definidas no caso de T5.

Observagao. Enquanto que aqui o conjunto S'f nao € o mesmo
conjunto que o S que apareceu no caso de Ty (mas serd home-
omorfo a ele), o conjunto Y que aparece aqui é exatamente o
mesmo subconjunto de Yo que apareceu no caso de Ts.

E fécil ver que vale 7(f(z)) = o(r(x)) para todo = € S;.

Usando argumentos andlogos aos usados na demonstracao do
Teorema 4.1, verificamos que 7 é um homeomorfismo entre S *
e

De fato, o importante na demonstragao do Teorema 4.1 é jus-
tamente o fato de Ty expandir distancias no futuro ( e portanto
contrair distancias no passado) exponencialmente. E f, sendo
expansora, também tem essa propriedade; a tUnica diferenca
— que nao faz nenhuma diferenca na demonstragao — é que a
constante de expansao de f nao é necessariamente 2, mas sim
alguma constante A > 1.
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O

Entao qualquer aplicagao expansora f de grau 2 é topologicamente
conjugada ao shift o|s, num subconjunto S ¢+ que é essencialmente o
circulo inteiro.

Ou seja, se retiramos o pequeno conjunto S* \ (S’f), entao f tem
eratamente a mesma dinamica topoldgica de T5. E o que sobrou, os
pontos de ST\ (S’f), sdo apenas os pontos eventualmente fixos de f.

Segue portanto que toda f expansora de grau 2 € cadtical

No final das contas, o que nés mostramos® foi que:

1) Toda aplicagdo expansora de grau 2 € (essencialmente) topologi-
camente conjugada & expansora linear Ts, e portanto € cadtica;
segue da existéncia desta conjugacao que

2) Dadas duas aplicagdes f e g expansoras de grau 2, entdo f e g
s@o topologicamente conjugadas®; e portanto, como ser expan-
sora de grau 2 é uma condicdo C'-aberta, temos

2

3) Toda aplicacao expansora de grau 2 é estruturalmente
estdvel!

Entao dada qualquer aplicagao f expansora de grau 2 sabemos que
a dinamica de f é complicada e cadtica — tao complicada e cadtica
quanto a dindmica da aplicagao T» — mas que essa complicagao toda
permanece essencialmente inalterada quando damos um peteleco C*
em f.

Se considerarmos as trajetérias dos pontos x do circulo por f,
elas variam de maneira radical com pequeninissimas mudangas em
x: variando infinitesimalmente x vocé passa de um periddico para
um eventualmente fixo, e dai para um ponto transitivo, etc etc. Sem
falar que dérbitas de dois pontos distintos sempre acabam se afastando

30 que apresentamos nao chega a ser uma demonstracio completa, mas estd
quase 1l4. O que falta mostrar é o item (2): que podemos estender o homeomor-
fismo conjugador entre duas expansoras para o circulo inteiro. Até daria para
fazer com um pouquinho de trabalho adicional, mas bateu preguiga.

4Pois tanto f quanto g sdo (essencialmente) conjugadas ao shift, e disso (é
aqui que falta um argumentinho extra...) segue que f e g sdo conjugadas entre
si.
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em algum momento, pela dependéncia sensivel. Ou seja, f é pra la
de instdvel se vocé considera perturbacoes dos pontos iniciais das
orbitas.

Mas se vocé perturba a propria f, a dindmica permanece a mesma,
médulo uma pequena mudanga de coordenadas (o homeomorfismo
conjugador). Essa é justamente a caracteristica fundamental — e mais
espantosa — dos sistemas hiperbdlicos cadticos: neles, a instabilidade
das érbitas individuais convive com a estabilidade global da dinamica.

5.2 Expansoras Nao-Lineares de Grau k

Tudo o que fizemos até agora nos ultimos dois capitulos foi no con-
texto de aplicagoes expansoras de grau 2. Mas nao ha nenhuma razao
— exceto a pedagdgica — para trabalharmos apenas com aplicagoes de
grau 2.

De fato, dado qualquer & > 2, podemos considerar a erpansora
linear de grau k

T : St — St
[z] = [k - 2]

do circulo nele mesmo. Geometricamente, esta aplicacao corresponde
a esticar o circulo até ele ter k vezes o seu tamanho original do seu
comprimento e enrold-lo de volta no préprio circulo, dando k voltas
completas. Veja na Figura 5.2 o gréfico de Ts;.

Pois bem, médulo pequenas modificagoes, muito do que observa-
mos sobre T5 se aplica a Tj:

i) o ponto [0] é ponto fixo de Ty, e possui k pré-imagens por Tj:
os pontos [0, [£], [7],- .-, [*51);

ii) existem k — 2 outros pontos fixos (EXERCICIO: quem sio?)
de Ty. Cada um deles tem k pré-imagens por T;

iii) o conjunto EFiz(T)) de pontos eventualmente fixos de Ty é
denso no circulo. Evidentemente, os elementos deste conjunto
sao justamente os pontos que caem apods alguns iterados em
algum dos pontos descritos nos itens (i) e (ii);
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Figura 5.2: O grafico de T3

iv) adinamica de T}, é transitiva: existem (infinitos, densos) pontos
cujas 6rbitas futuras sa@o densas no circulo;

v) o conjunto Per(T}y) de pontos periédicos de Ty é denso no
circulo, e além disso existem pontos periddicos de todos os
periodos possiveis.

vi) adinamica de T} tem dependéncia sensivel as condigoes iniciais,
com constante k—lz

As demonstragoes destas propriedades sao todas andlogas as demon-
stragoes para T5. Em alguns casos nao é necessaria quase nenhuma
modifica¢do, como nos itens (iv) e (vi). Em outros, como nos itens
(ii) e (v), um pouquinho (mas sé um pouquinho) de cuidado adicional
é necessario. Nao faremos nenhuma delas; vocés estao convidados a
fazé-las como EXERCICIOS.

O ponto aqui é que a dindmica de T* tem muito em comum com
a dindmica de T5. Enfim, T} também € cadtica.

Serd que T} com k > 2 arbitrario e To tém a mesma dinamica,
médulo homeomorfismo? Isto é, serd que elas sao topologicamente
conjugadas? Hmm...

Nao, se pararmos para pensar um pouco veremos que isso nao é
verdade: para comecar T} e To nao tem o mesmo nimero de pontos
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fixos. Mais do que isso, dado um periodo s sabemos que 75 tem 2°
pontos fixos por (7%)°, mas daqui a pouquinho veremos que T} tem
k* pontos fixos por (T})*.

Como conjugagoes preservam o numero de pontos periddicos de
um dado periodo, isso mostra que dados k # £ vale que T} e Ty nao
sao topologicamente conjugados.

Mas veremos agora que dado um k fixo, existe um modelo simbélico
para a dindmica de Tj. A construcao deste modelo tem um sabor
parecidissimo com a do modelo simbélico de T5. Os ingredientes sao
0s mesmos, e a receita é quase idéntica. Vamos la:

Dinamica Simbélica a la Smale

Ingredientes:

O circulo S*

Um natural k qualquer®

Restos e sobras da dinamica simbdlica de T5
Uma pitada de nogoes de topologia

Disponha todos os ingredientes na sua escrivaninha. Lave-os cuida-
dosamente antes de comegar o preparo.

1) Fatie o circulo em k pedagos do mesmo tamanho:

1 1 2 k—2 k-1 k—1
L=00,-),L=(-,5),...,In1 = — =(——
1 (07 )32 (k_vk)a )

)

3) Agora descarte também todos os pré-iterados dos pontos do
item (2). Nao se preocupe com desperdicio, vocé nao gastou
nenhum dinheiro a toa quando comprou o circulo na feira: o

5Pode ser um natural gratido ou mitido, tanto faz. Sé ndo pode ser 1, porque
ai o prato fica sem nenhuma graca.
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que voceé jogou fora é enumeravel, e portanto nao tem peso nem
gosto nenhum.

Chame o que restou (que é essencialmente o circulo inteiro) de
“S (Notem que este S ndo é o mesmo conjunto que o S que
apareceu na construcao da dindmica simbdlica de T5.) Reparem
que este conjunto é invariante por T.

4) Segure com firmeza o conjunto S ¢ espete nele uma funcio
0:5—{1,2,....k}
que grita “1” quando vé um ponto no intervalo I, “2” quando
vé um ponto no intervalo I, e assim por diante.
5) Coloque num recipiente separado o espago ¥ de sequéncias de
k simbolos 6
Yk = {{oy}jen- 15 €{1,2,...,k} para cada j}
6) Mega cuidadosamente a distancia entre dois pontos de Xj da
seguinte forma:
Dados dois simbolos «, 8 € {1,2,...,k}, coloque
" [ Osea=p
d (a,ﬁ):{ lsea#pf
E dadas duas sequéncias p, g € ¥, coloque
. 1 *
JEN*
Com esta nocao de distancia ¥ se torna um espago métrico
completo.
7) Tome agora o shift
oY — Xk
6Sfmbolos estes que criativamente denotaremos por “17, “2”, ..., “k —1" e

“pe»
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dado por
(0(P)i = (P)ix1

Restrinja este shift ao espago

¥ = {p € Tk : p ndo se torna constante depois de certa posi¢ao}

8) Agora junte o shift com a dindmica de T}, repetindo os passos
da receita do modelo simbélico de T5: conjugue Tj|s com ol
através do homeomorfismo

r S
x> (),

onde (m(z)); = 0((Ty) (z)).

9) Polvilhe formalizagdo a gosto e sirva. Acompanha bem tanto
teoria ergdédica quanto dinamica topoldgica.

Através da dinamica simbdlica do shift ¢ nés podemos, exata-
mente como fizemos para 15, reobter as propriedades da dinamica
de Tj. A saber: Ty é transitiva, seu conjunto de pontos periédicos é
denso (e ocorrem todos os possiveis periodos), e T, tem dependéncia
sensivel as condicOes iniciais.

E assim como aconteceu com 75, a construcao acima — e portanto
a dinamica topoldgica do shift ¢ — nao se aplica somente a T}, mas
a todas as pequenas C'! perturbacdes de T}, ¢ de fato a todas as
aplicagoes expansoras de grau k.

Entao vamos poupar vocés de mais uma repetigao-de-argumentos-
modulo-pequenas-alteragoes e chegar de uma vez a nossa apotedtica
conclusao:

TEOREMA. Dado qualquer k > 2 entao todas as
aplicacoes expansoras de grau k do circulo sao
cadticas e estruturalmente estdveis.



Epilogo: as Trés Morais
da Estoria

Rapidinho:

e Sistemas hiperbdlicos sdo extremamente simples (os Morse-Smale)
ou extremamente complicados (“cadticos”, como os expansores
do circulo).

e Em sistemas hiperbdlicos cadticos, a instabilidade das érbitas
individuais convive com a estabilidade estrutural da dinamica.

e No fundo, hiperbolicidade e estabilidade estrutural sao a mesma
coisa.

Estas trés morais valem para toda a dinamica diferenciavel, nao so
para as dinamicas unidimensionais. Estudem ferraduras, dinamicas
simbdlicas, iteragao de fungoes racionais etc etc que voceés descobrirao
o quanto isso é verdade. E descobrirao de quebra o quao interessante
o estudo da dinamica é.

T4, acabou.
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