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Prefacio

O problema da classificagdo das folheagbes holomorfas em vari-
edades complexas, tem atraido nas tltimas décadas iniimeros matemé-
ticos. Tal problema comporta diversos aspectos : topoldgicos, analiti-
cos, algébricos, entre outros. Neste texto, daremos particular énfase
aos aspectos algébricos. Mais especificamente, estudaremos as com-
ponentes irredutiveis dos espagos de folheagoes de codimensao um em
espagos projetivos de dimensao maior ou igual a trés.

Prova-se que uma folheacao singular holomorfa de codimensao um
no espago projetivo complexo P", pode ser definida em uma carta
afim fixada, C™ C P”, por uma equagao diferencial do tipo w = 0,
onde w é uma 1-forma integravel com coeficientes polinomiais, isto é,
tal que w A dw = 0. Escrevendo

w= ZAj(z) dz; ,
j=1

onde os A;/; sdo polinémios em z € C", a condicao de integrabilidade,
w A dw = 0, é equivalente as seguintes

4 (% - %> vy (“i - 8Ak) A (aAJ‘ - 8“‘1‘) ~0
aZj 8Zk aZk 827, 827, 8Zj
para quaisquer ternos de indices, com 1 < i < j < k < n. Se fixar-
mos o grau maximo dos polinémios, vemos que os coeficientes dos
Aj satisfazem equacdes algébricas quadraticas, as quais definem um
sub-conjunto algébrico do conjunto de todas as formas polinomiais
com coeficientes de um dado grau. O nosso objetivo serd o de ten-

tar classificar as componentes irredutiveis deste conjunto algébrico,
dando uma descri¢cao da folheacao tipica em cada uma.




A grosso modo, podemos classificar as componentes conhecidas
em dois tipos :

(1). Componentes em que o elemento tipico é um pull-back de uma
folheacdo em P? por uma aplicacdo racional ®: P"— — P2,

(2). Componentes em que o elemento tipico tem alguma estrutura
transversal projetiva, afim, ou por translagoes, fora de um sub-
conjunto algébrico préprio.

As componentes do tipo pull-back serdo estudadas no capitulo 2.
Na secao 2.2 veremos o caso em que ¢ tem grau um e na segao 2.3
o caso em que ® tem grau maior. As componentes como em (2),
incluem aquelas as folheagGes em que a forma definidora w possui
um fator integrante, isto é, existe uma funcao racional f tal que
d(w/f) = 0. Em particular, veremos que existem componentes em
que o elemento tipico possui uma integral primeira racional (segdo
3.2), ou seja, em que % = dg, onde g: P"— — P! é racional. Outras
componentes deste tipo sao as logaritmicas, em que a folheagao tipica
pode ser definida por uma forma do tipo Z;:1 Aj %L, onde as fj/,
s@o polinémios (secdo 3.3).

No capitulo 4 estudaremos as chamadas componentes excepcionais,
ou seja, aquelas em que a folheagao tipica contém n—1 sub-folheagoes
de dimensao um linearmente independentes num ponto genérico. Es-
tas componentes incluem, por exemplo, aquelas em que a folheagao
tipica é gerada por uma ac¢ao de um grupo de Lie de dimensao n—1 em
P". Observamos que, todos os exemplos conhecidos de componentes
excepcionais se enquadram nos casos (1) ou (2) acima, embora, em
principio, possam existir algumas que néo sejam como em (1) e (2).

No capitulo 5 classificaremos as componentes irredutiveis dos espa-
cos de folheagbes de grau um e dois. Veremos que no caso de grau
um o espago possui duas componentes, uma do tipo racional e outra
do tipo logaritmico (secdo 5.1). Por outro lado, o espaco das fol-
heagoes de grau dois possui seis componentes irredutiveis, uma do
tipo pull-back, duas do tipo racional, duas do tipo logaritmico e uma
excepcional (se¢do 5.2). Observamos que, os nicos casos em que as
componentes sao todas conhecidas, sao estes dois e o caso de grau
zero, o qual possui uma unica componente irredutivel. O caso de
grau zero serd visto na proposicao 1.2.3 do capitulo 1.



No capitulo 6 apresentaremos outros aspectos do problema da
classificagao da componentes irredutiveis. Na sec¢ao 6.1 enunciaremos
o problema do centro para folheacoes em RP? e P? e estabeleceremos
uma conexao entre o mesmo e o da classificagio das componentes
irredutiveis em dimensao maior que dois. Na secao 6.2 introduzire-
mos as seqiiéncias de Godbillon-Vey associadas a uma folheacao e
provaremos o seguinte resultado : se uma folheacao em P™ admite
uma seqiiéncia de Godbillon-Vey finita entao ela é como em (1) ou
(2), ou seja, 6 um pull-back de uma folheacao em P2, ou admite uma
estrutura transversal projetiva, afim ou por translacgoes, fora de um
sub-conjunto algébrico préoprio. Motivados pelos resultados deste e
dos capitulos anteriores, aproveitaremos para enunciar alguns pro-
blemas e conjecturas.

O capitulo 1 serd dedicado a apresentar o material basico necessario
para a leitura dos capitulos subseqiientes. Resumiremos alguns re-
sultados locais e globais classicos das teorias de folheagoes e equagoes
diferenciais, tais como o fenémeno de Kupka e os teoremas de formas
normais de Poincaré e Poincaré-Dulac para germes de campos de ve-
tores holomorfos, entre outros, que serao utilizados posteriormente.

Quanto aos pré-requisitos, admitiremos que o leitor tem conheci-
mento bdsico de geometria algébrica (Teorema de Bézout, teoria da
intersegao,...), dlgebra multi-linear (formas diferenciais, produto exte-
rior e interior), geometria analitica local (anel de germes de fungoes),
geometria analitica (propriedades elementares das variedades de Stein
e teoremas de extensdo de Hartogs e Levi) e teoria do recobrimento
e grupo fundamental. De qualquer forma, daremos referéncias para
todos os resultados que serao utilizados ao longo do texto.

Gostaria de agradecer a M. G. Soares por ter me estimulado a
escrever este texto e a H. Movasati por ter contribuido de forma
fundamental na elaboracgdo da secdo 6.1 do capitulo 6.

Rio de Janeiro, 12 de abril de 2007.
Alcides Lins Neto
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Notacoes

. Op. Germes de funcgdes holomorfas num ponto p.

. O,. Germes de fungoes holomorfas num ponto p que nao se

anulam em p.

. O,. Germes de fungoes holomorfas em 0 € C".
. O(U). Funcgoes holomorfas num aberto U.

. O*(U). Fungdes holomorfas num aberto U que néo se anulam

em U.

Q’;. Germes de k-formas holomorfas num ponto p.
QF. Germes de k-formas holomorfas em 0 € C™.
&p. Germes de campos holomorfos num ponto p.
X,,. Germes de campos holomorfos em 0 € C".

(V,z = (21, ..., 2n) € C™). Carta local num aberto V' de uma
variedade complexa. Substitui a notacdo z: V — C™.

[X,Y]. Colchete de Lie de dois campos de vetores.

Lx. Derivada de Lie na diregcao do campo de vetores X.
a A B. Produto exterior de duas formas.

ix w. Produto interior do campo X pela forma w.

j;;(f) = j*(f,p). Jato de ordem k de f em p.

f: (M,p) = (N,q). Germe de aplicacdo de uma vizinhanga de
p em M numa vizinhanga de g em N.

IL,,: C**1\ {0} — P". Projecao da relagdo de equivaléncia que
define P". Se p € C"*1\ {0} entdo IL,(p) = [p] = reta de C**!
que passa pela origem e por p.
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Capitulo 1

Introducao.

1.1 Folheacoes holomorfas.

1.1.1 Folheacoes regulares.

A grosso modo, uma folheacao regular F de classe C" e dimenséo real
k numa variedade diferenciavel M de dimensao m, onde 1 < k < m
e r > 0, é uma decomposicao de M em sub-variedades imersas de
classe C" e dimensao k disjuntas duas a duas, chamadas folhas de
F. Por exemplo, se X é um campo de vetores de classe C" em M,
as suas trajetérias sao folhas de uma folheacao regular de dimensao
um no aberto M \ sing(X), onde sing(X) := {p € M | X(p) # 0}.
Remetemos o leitor nao familiarizado com estes conceitos a referéncia
[C-LN]. No presente texto, lidaremos com folheagbes complexas holo-
morfas em variedades complexas e quando falarmos de dimensao nos
referiremos a dimensao complexa dos objetos em questao.

Definicao 1.1.1. Uma folheagao holomorfa regular F, de dimensao
k, numa variedade variedade complexa M, de dimensao m, onde 1 <
k < m, é uma decomposicao de M em sub-variedades holomorfas
imersas conexas de dimensao k, chamadas folhas de folhas de F, com
as propriedades seguintes :

a). Para todo ponto p € M existe uma tunica folha L, de F pas-
(a) ponto p » P
sando por p. Se q € L, entdao L, = Ly,.

7



8 [CAP. 1: INTRODUGAO.

(b). Para todo p € M, existe uma carta local holomorfa (U, ¢) de
M, com p € U, e tal que ¢: U — Vi X V,_, onde Vi e
Vi1 sdo abertos conexos de C* e C™~* respectivamente. Para
todo (z,y) € Vi X Vi—k a sub-variedade de dimensao k de U,
¢~ 1 (Vi x {y}), é um aberto de L,, onde ¢ = ¢~ !(z,y).

Diremos também que a folheacao F tem codimensao m — k.

Uma folheacdo de dimens@o um, serd também chamada de fol-
heagdo por curvas.

Chamaremos o sistema de coordenadas (U, ¢) de uma carta trivi-
alizadora de F. As sub-variedades ¢~1(V} x {y}) serdo chamadas de
placas da carta (U, ¢).

Observacgao 1.1.1. O seguinte fato decorre da defini¢do : sejam
(U1, ¢1) e (Ua,¢2) duas cartas trivializadoras de uma folheagdo de
dimenséo k, onde ¢;: U; — CF x C™~F j =1,2. Se Uy NUz # 0
entao a mudanca de carta ®o1 := ¢ o¢2_1: D2 (U1NU3) — ¢1(U1NU3)
é da forma

<I>21(:z:,y) = (f(x?y)’g(y)) .

Na verdade, em muitos textos de teoria das folheagoes, a definicao
é dada com a condigdo (b) da defini¢do 1.1.1 mais esta condic¢do de
compatibilidade. A definigao de folha é dada posteriormente. Para
mais detalhes veja [C-LN].

Observagao 1.1.2. Uma definigao equivalente, é com ”submersoes
locais”. Ao atlas de cartas trivializadoras {(Uj, ¢;)}jes, associamos
colecdes {1;)}jes e {gij v, 20, onde ¢;: U; — V; € C™F & uma
submersao holomorfa, para todo j € J, e g;;: ¥;(U;;) — ¥;(U;;) é um
difeomormorfismo satisfazendo g;; o 1; = 9;, para quaisquer 7,5 € J
tais que U; NU; := U,; # 0. Estas colegdes sao construidas a partir
do atlas de cartas trivializadoras : dada uma carta trivializadora
(Ui, @), onde ¢; := (f1, f2): Ui — C*¥ x C™~F define-se a submersio
¥ = f2: U; = f2(U;)) € C™ %, Dados i,j tais que U;; # 0, a
mudanca de carta ¢;; = ¢; o d);l: ¢:(Uij) — ¢;(Ui;) é da forma
¢ij(z,y) = (g1(z,9), g2(y)) e portanto g;; := g2 é um difeomorfismo
entre ¢;(U;;) e ¢;(U;;) tal que g;; 01; = 1;. Para mais detalhes veja
[C-LN].
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Observagao 1.1.3. Uma folheagao regular F de dimensao k numa
variedade complexa M de dimensao m, induz naturalmente um sub-
fibrado de posto k£ do fibrado tangente a M, T'M. Este sub-fibrado,
denotado por T'F, é dado por : se p € M, a fibra T, F, de TF por p,
é definida por

T,F = espago tangente no ponto p a folha de F que passa por p.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1.1. Folheacoes dadas por submersoes. Sejam M e N
variedades complexas e f: M — N uma submersdo. Se dim(M) —
dim(N) =k, onde 1 < k < m, entdo as sub-variedades de dimensgo
k da forma f~1(z) # 0, onde z € N, sdo folhas de uma folheagao
F de dimensdo k de M (veja [C-LN]). Neste caso, para todo p € M
temos T, F = ker(df (p): TyM — Tt N).

No exemplo acima as folhas de F sao sub-variedades mergulhadas
de M, mas em geral isto nao ocorre, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.2. Folheagoes linears em toros compleros. Um toro
complexo de dimensao m pode ser identificado com o quociente de
C™ por um sub-grupo aditivo I' de C™ dado por @?Ql Z.vj, sendo
{v1, ..., V2, } uma base de C™, considerado como um espago vetorial
real. A relagao de equivaléncia ~ é definida por : p >~ ¢ <=
p—qel.

Fixemos um toro complexo T'= C™/I', onde m > 2, e denotemos
por m: C™ — T a projecao da relagdo de equivaléncia. Observamos
que T herda de C™ uma estrutura de grupo abeliano com a operagao
+: T xT — T definida por 7(z) + 7(y) := 7(z +y). A operagdo estd
bem definida jd que,se v ¥z’ ey ~y entaox +y ~z' +y'.

A cada sub-espago complexo FE de dimensao k de C™, onde 1 <
k < m, podemos associar uma folheacdo de dimensao k em T', F(E),
definida da seguinte maneira : dado p = w(p) € T, a folha de F(E)
por D é por definigdo a sub-variedade imersa m(E + p), onde E + p
é o sub-espago afim E +p = {z + p|z € E}. Note que 7(FE) é
um subgrupo abeliano conexo de dimensao real 2k de T, em geral
nio fechado em T, isomorfo a um produto da forma (S)¢ x R”,
sendo £ +n = 2k. As folhas de F(F) sdo transladados de w(E),
m(E+p) = w(E)+n(p). Portanto se 7(E) é, por exemplo, denso em T,
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todas as folhas de F(FE) sdo densas em T. Notamos que este caso pode
ocorrer em exemplos especificos, assim como casos intermedidrios em
que o fecho das folhas s@o sub-toros de dimensao real estritamente
menor que 2m e no minimo 2k. No caso em que as folhas sao sub-
toros complexos de dimensdo k, a folheagdo F(E) se enquadra no
exemplo 1.1.1. Alguns exemplos deste tipo de folheagao podem ser
encontrados em [Sc-LN].

Exemplo 1.1.3. Folheacdes definidas por campos de vetores holo-
morfos. Seja X um campo de vetores holomorfo numa variedade
complexa M de dimensao m > 2. As curvas complexas integrais de
X definem uma folheagdo F(X) de dimensdo um no aberto U :=
M \ sing(X), onde sing(X) = {p € M|X(p) = 0}. Neste caso,
para todo p € U temos T,F(X) = C.X(p). Remetemos o leitor &
referéncia [Sc-LN] para mais detalhes.

Mais geralmente, se F é uma folheacao regular de dimenséo k em
M, diremos que os campos Z1, ..., Z, holomorfos num dominio U C
M, definem, ou geram F em U, se para todo ¢ € U temos T, F =<
Z1(q), ..., Zx(q) >, o sub-espago de T, M gerado por Z1(q), ..., Zx(q).
Em particular, os campos 71, ..., Z; sao linearmente independentes
em U.

Toda folheagdo F de dimensdo k em M pode ser definida numa
carta trivializadora (U, ¢) por k campos de vetores holomorfos inde-
pendentes. Isto é feito da seguinte maneira : coloquemos ¢ = (z,y),
onde x = (x1,...,2x): U = C*¥ e y: U — C™*. As placas de F em
U sao definidas por (y = ¥,), Yo € y(U). Coloquemos X, := %j,
1 < j < k. Os campos Xi,..., Xy geram F em U, como o leitor
pode verificar. Além disto, se denotamos por z — X, o fluxo com-
plexo local de X, a placa de F por ¢ pode ser parametrizada numa
vizinhanga de g por

(Zl, ,Zk) — Xlzl o X222 ©...0 Xk‘zk(q) .

Notamos que [X;, X;| = 0 para quaisquer 7,5 € {1,...,k}, onde [, ]
denota o colchete de Lie. Esta condicao é equivalente a de que os
fluxos X, e Xj,, comutam, isto é, X;,, 0 X, = Xj, o X;,,, sempre
que ambos os membros sdo definidos (veja [C-LN]).

Esta condicao de comutatividade nao ocorre em geral para um
conjunto de campos gerador da folheagdo em U. Com efeito, dada
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uma matriz F' = (f;;)1<i j<r de funcbes holomorfas, f;; € O(U),
tal que det(F) € O*(U) (det(F)(q) # 0, Vq), podemos tomar como
geradores o conjunto de campos Y; := Z?Zl fij-X;. Se as fungdes
fij ndo sao constantes, ndo podemos afirmar que Y; e Y; comutam
para i # j. Porém, o conjunto {Y7,...,Y;} é involutivo, no seguinte
sentido : para todo ¢ € U temos [Y;,Y;](q) € T F.

Definigao 1.1.2. Seja E um sub-fibrado holomorfo de posto & > 1
de TM. Dizemos que um campo de vetores holomorfo X num aberto
U de M é tangente a E, se para todo p € U vale que X(q) € E,,
onde F,; designa a fibra de E por ¢. Dizemos que E é involutivo, ou
integrdvel, se para quaisquer campos de vetores X e Y, tangentes a
E num mesmo aberto conexo U C M, entdo [X, Y] é tangente a E.

Vimos que toda folheagdo de dimensdo k& em M d& origem a um
sub-fibrado de posto k integravel. A reciproca sé é verdadeira, em
geral, no caso k = 1 : todo fibrado de posto um é integravel. Nem
todo fibrado de posto k > 2 é integravel.

Exemplo 1.1.4. Consideremos o sub- ﬁbrado E de posto dois em
C3 gerado pelos campos de vetores X = % eY = ay + :z:aaz No
caso, [X,Y] = £ := Z, e como X(p), Y(p) e Z(p) sio linearmente

independentes para todo p € C3, E nio é integravel.

Podemos também gerar a folheacdo F em certos abertos uti-
lizando 1-formas diferenciais holomorfas. Diremos que uma 1-forma
w e QYU), U c M, é tangente a F, se para todo ¢ € U temos
T,F C ker(w(q)). Diremos que a folheacdo F de dimensdo k é ge-
rada, ou definida, num aberto U pelas formas wy, ..., w1 € QY (U),
se para todo q € U temos

T, F={veT,M|wi(g)v=..=wnr(qv=0}= ﬂm k ker(w;(q))

Notemos que num aberto trivializador (U, ¢) de F a folheagao é sem-
pre gerada por formas. Se ¢ = (z,y): U — CF x C™ %, sendo
Yy = (Y1, s Ym—k), as formas w; = dy; € Q*(U), 1 < j < m —k,
geram F em U. As formas w; sao todas fechadas, mas nem todo con-
junto de formas que geram F satisfaz esta propriedade. Por exemplo,
se F' = (fij)i<ij<m—& ¢ uma matriz de funcdes holomorfas em U tal
que det(F) € O*(U), podemos considerar o conjunto de geradores
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Ny ey Mk, Onde 7; = Z;n:_lk fijw;. As formas n; em geral nao sao
fechadas, mas satisfazem a condicdo de integrabilidade

A AmA o Am—kpr =0, 1 <j<m—k. (1.1)

Deixamos a prova de (1.1) para o leitor.

Sejam M uma variedade complexa de dimensdo m e E um sub-
fibrado holomorfo de posto k de TM, onde 1 < k < m. Dado um
aberto U de M, diremos que uma colecao de 1-formas {n1, ..., pm—k}
gera E|y, se para todo p € U temos

m—k
B, = [ ker(n;(p))

Podemos agora enunciar o teorema de integrabilidade de Frobenius.

Teorema 1.1. (Teorema de Frobenius). Nas condigdes acima, as
sequintes afirmacoes sao equivalentes :

(a). Eziste uma folheagdo regular F de dimensdo k tal que TF = E.
(b). E ¢ integrdvel no sentido da defini¢cdo 1.1.2.

(c). Se {n1,...;Nm—r} € uma colecao de I1-formas holomorfas num
aberto U C M que gera E|y entao elas satisfazem das equagdes
de integrabilidade (1.1).

A prova do resultado acima pode ser encontrada na referéncia
[C-LN].

O caso de folheagGes de codimensao um sera de particular interesse
para nés. Neste caso, a folheacao pode ser definida localmente por
uma unica 1-forma, digamos w, e a condigao de integrabilidade pode
ser escrita como

wAdw=0. (1.2)

Exemplo 1.1.5. Seja P um polinémio em C" sem pontos singulares,
isto é, o conjunto sing(P) := {z € C"|dP(z) = 0} é vazio. Neste
caso, a forma diferencial w = dP define uma folheagao de codimensao
em C", F(P), cujas folhas sdo as hipersuperficies de nivel P = cte.

Note que esta situagao é rara, pois um polinémio de grau maior ou
igual a dois em C™, em geral tem pontos singulares. No caso em que
P tem singularidades, as curvas de nivel de P definem uma folheagao
regular no aberto U = C™ \ sing(P).
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1.1.2 Folheacoes singulares.

Nem toda variedade complexa admite uma folhecao regular. Por
exemplo, nos espacos projetivos complexos, P, n > 2, nao existem
folheacoes holomorfas regulares de dimensado k, para 1 < k < n.
Veremos a prova deste resultado nos casos k = 1, n = 2 (coroldrio
1.31)ek=n—1,n > 3 (segdo 1.5). No entanto, todas as variedades
algébricas admitem folheacoes regulares de qualquer codimensao em
abertos de Zariski, isto é, abertos que sao complementos de sub-
conjuntos algébricos de codimensao pelo menos um. Veremos em
seguida a definicdo de folheacao singular, nos casos de dimensao um e
codimensao um. Nao nos preocuparemos aqui com o caso de folheagao
singular com dimenséo intermedidria 1 < k < dim(M) — 1.

Definigao 1.1.3. Uma folheagao de codimensao um numa variedade
complexa M é dada por uma cobertura (U;);cs de M por abertos
conexos e por colegdes (wj)jes e (9ij)u,,#0, onde Us; = U; N Uy, tais
que :

(D). w; € QYUj), w; £ 0 e é integravel : w; A dw; = 0.
(I). Se U;;j # 0 entdo g;; € O*(U;j) e w; = gij.wj em Ujj.

Note que a condigao (II) implica que, se U;; # 0 entéo sing(w;)NU;; =
sing(w;) N Ujj, isto é, os conjuntos singulares de w; e w; coincidem
em U;;. Isto permite definir o conjunto singular de F por sing(F) =
U;sing(w;). O conjunto sing(F) é um sub-conjunto analitico de M,
uma vez que é localmente definido por equagbes analiticas : dado
p € U; escolhemos uma carta local (V,z = (z1,...,2m)) com p € V.
Nesta carta temos w;|y = Y.~ fi(z)dz e sing(F)NV = (fi = ... =
fm =0).

Em outras palavras, a folheagdo é definida localmente por 1-
formas holomorfas integrdveis com uma condicao de compatibilidade.

Analogamente, uma folheacao de dimensao um G em M ¢é definida
localmente por campos de vetores holomorfos nao identicamente nulos
com uma condi¢ao de compatibilidade. Em lugar da colegao de 1-
formas, temos uma cole¢do de campos holomorfos (X;),es, X; €
X (Uj), e a condigdo de compatibilidade : se U;; # () entdo X; =
gij-X;. De forma andloga, define-se o conjunto singular de G por
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sing(G) = U;sing(X;). No caso de dimensao um, nao hé necessidade
de condigao de integrabilidade, uma vez que todo fibrado de dimensao
um ¢ integravel.

Observagao 1.1.4. Uma folheacao de codimensao um F, dada por
((Uj)jers Wji)jer, (9ij)u,#0), induz em M \ sing(F) uma folheagdo
regular, digamos F’. O hiperplano tangente a ' num ponto p € M
é dado por : T,F' = ker(w;(p)), onde p € U;. Devido & condicao
(IT) da defini¢do 1.1.3, este hiperplano independe do indice j € J tal
que p € U;. As folhas de F sdo, por definicdo, as folhas de F’ em
M\ sing(F).

De forma andloga, uma folheagao de dimensao um G em M induz
uma folheagao regular de dimensdo um G’ em M \ sing(G). As folhas
de G sao, por definicdo, as folhas de G’.

Exemplo 1.1.6. Sejam N e M variedades complexas e F uma fol-
heacdo de codimensdo um em N. Dada uma aplicagdo holomorfa nao
constante f: M — N, podemos definir uma folheagao de codimensao
um em M, que serd denotada por f*(F), da seguinte maneira : se
F & definida pelo terno ((Uj) e, (wj)jet; (9ij)u,;#0), entdo f*(F) é
definida por ((V;)jer, (n;)jer, (hij)v,,20) onde V; := f~1(U;), n; =
f*(wj) e hij :=gij0 f. A folheagdo f*(F) serd chamada de pull-back,
ou contra-imagem de F por f.

Definicao 1.1.4. Dizemos que duas folheacoes de codimensdo um
F1 e F coincidem se sing(Fy) = sing(Fsz) e as folheacdes que elas
induzem no complemento de sing(F;) também coincidem.

Exemplo 1.1.7. Fixemos um sistema de coordenadas afim (z1, ..., z,,)
de C™, n > 2. De acordo com a definicao 1.1.4, as folheagoes F; e Fo,
definidas pelas 1-formas wy := d(27) = 221 dz; e wa = d(23) = 328 dz;
coincidem, ji que sing(Fy) = sing(Fz2) = (21 = 0) e as folhas de am-
bas séo as hipersuperficies (21 = ¢), onde ¢ # 0. Este exemplo é
um tanto artificial, mas ilustra o fato de que se o conjunto singular
das folheacoes possuem componentes de codimensao um as suas for-
mas definidoras nao s@o necessdriamente multiplas uma da outra e
vice-versa.

Quando os conjuntos singulares sdo de codimensao dois, temos o
seguinte resultado :
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Proposicao 1.1.1. Sejam Fi = ((Uj) e, (w))jes, (gij)Uij?g@) eFy =
(Va)aea, (Ma)aca, (hap)v,,20) duas folheacdes de codimensio um
numa variedade conexa M. Suponha que cod(sing(F;)) >2,j =1,2.
As sequintes condicdes sdo equivalentes :

(a). F1 e Fa coincidem em M.
(b). F1 e Fy coincidem em algum aberto ndo vazio de M.

(c). Para todo p € M, se p € U; NV, entdo existe um germe de

fungdo f € Op tal que f(p) #0 e wjp = fNap, onde wjp € Nap
designam os germes de w; e de 1, em p, respectivamente.

Prova. E claro que (a) = (b) e que (¢) = (a). Provemos
que (b) = (c). Seja U um aberto maximal de M tal que Fil|y
coincide com Fa|y. Se U # M, como M é conexa, existe p € OU # ().
Suponhamos que p € U; NV, de forma que Fi|y, é definida por
wj e Folv,, por n,. Fixemos um sistema de coordenadas holomorfo
(W,z = (#1,...,2m)) em p tal que W C U; NV, é conexo, onde
podemos escrever w;lw = > yr; fe(2)dze e nalw = D prq ge(2) dze.
Seja W1 := WNU\Z # (), onde Z = sing(F1)Using(Fz). Se ¢ € Wi
temos w;(q) # 0, nalq) # 0 e w;(q) Analq) = 0, ja que F1 e Fo
coincidem em W;. Por outro lado, w; A7, é analitica e se anula num
aberto nao vazio, logo wj An, = 0. Como w; # 0, existe £ € {1,...,m}
tal que f; #Z 0. Vamos supor sem perda de generalidade que f; # 0.
Temos w;jANe = .. (fr-9s— fs-9r)dz, Ndzs = 0, de onde concluimos
que f1.9r = fr.g1 em W, para todo r = 2,...,m, j& que W é conexo.
Isto implica que g1 # 0, pois caso contrario teriamos g, = 0 para todo
r, ou seja 7, = 0 em W. Vemos também que f. Z0 <— g, %0
e que h:= ¢1/f1 = g/ fr, sempre que esta condi¢ao for verdadeira.
Veremos em seguida que o germe de funcao meromorfa h, é de fato
holomorfo e que h,(p) # 0.

Deixamos a prova para o leitor no caso em que f.(p) # 0 para
algum r = 1,...,m. Caso contrério, f.(p) = 0 para todo r =1, ...,m,
consideramos as decomposi¢oes das componentes f,. em fatores irre-
dutiveis em O, : elas ndo podem ter fator comum, digamos &, pois
caso contrario sing(F;) teria uma componente de codimensdo um,
cujo germe em p é (k = 0). Sendo assim, a relagdo f1.9» = fr.¢1
implica que fip|g1p- De forma andloga g1,|f1p, 0 que implica que
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h, € O, e hy(p) # 0. Utilizamos aqui que O, é um anel de fator-
izagdo unica (veja [S]) e que f,, g # 0 para algum r > 2 (se nao fosse
o caso, terfamos f1(p) # 0). a
O Resultado acima também é valido no caso de folheagoes de
dimensao um, com as adaptagoes ébvias no enunciado.
De certa forma, podemos supor sempre que todas as componentes
irredutiveis de sing(F) tém codimensdo > 2.

Proposigao 1.1.2. Seja F uma folheacdo de codimensao um na var-
iedade complexa M tal que sing(F) possui componentes irredutiveis
de codimensdo um. Entdo eriste uma folheacdo G de codimensao um
em M tal que cod(sing(G)) > 2 e G coincide com F em M \ sing(F).

A idéia da prova, é dividir as formas que localmente definem F,
pela equagdo local das componentes de codimensdo um de sing(F).
Os detalhes podem ser encontrados na referéncia [Sc-LN]. A folheacdo
G obtida de F na proposicgao 1.1.2, serd chamada de extensdo mazximal
de F. Pela proposicao 1.1.1 ela nao pode mais ser estendida em M.

Levando-se em conta a proposi¢ao 1.1.2, sempre que nao men-
cionado em contririo, suporemos que todas as componentes irre-
dutiveis do conjunto singular de uma folheagao tém codimensao > 2.

1.2 Folheacoes em espacgos projetivos.

O objetivo desta segao é provar que as folheagoes de codimensao um
(resp. dimensdo um) nos espagos projetivos complexos, P n > 2,
podem ser definidas por 1-formas integraveis (resp. campos de ve-
tores) meromorfas (resp. meromorfos). Veremos também como elas
podem ser definidas em coordenadas homogéneas. Como aplicacio,
provaremos dois resultados clédssicos, devidos a G. Darboux, sobre
folheagoes de codimensao um que admitem integrais primeiras mero-
morfas.

Seja M uma variedade complexa de dimensao m > 2. Uma 1-
forma meromorfa w em M é integravel se w A dw = 0. Pelo teorema
de Frobenius (Teor. 1.1), w define uma folheagdo de codimensdo um
F(w) em M \ |w|so, onde |w|s designa o conjunto de polos de w.
Note que sing(F(w)) coincide com o conjunto de zeros de w, que serd
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denotado por |w|g. Em particular, sing(F(w)) pode ter componentes
de codimensao um.

Definicao 1.2.1. Dizemos que uma folheagdo de codimensao um
(resp. dimensdo um) F numa variedade M pode ser definida por
1-formas (resp. campos) meromorfas, se para todo p € M existe
uma 1l-forma meromorfa integrdvel w (resp. um campo de vetores
meromorfo X) em M tal que p ¢ |w|c (resp. p ¢ | X|x), € w (resp.
X) define F em M \ |w|oo (resp. M \ | X|oo)-

Exemplo 1.2.1. Seja w = Z?Zl fi(z)dz; # 0 uma 1-forma in-
tegravel em C", n > 2, onde fi, ..., f,, sao polindmios. Vamos su-
por também que cod(sing(w)) > 2, o que corresponde ao fato de
f1,..., fn N80 terem fator comum em sua decomposicdo em fatores
irredutiveis. Seja F a folheacdo definida por w em C". Podemos
estender F a P™, como se segue. Consideremos C" como a carta
afim Ey := {[z] == [20 : ... : z,] € P"|z = 1}. O hiperplano
do infinito desta carta é dado por H = {[z] € P"|zy = 0}. Fixe-
mos um ponto [z,] € H, digamos, tal que z,, # 0, ou seja, tal que
[20) € Ep :={lz1 : ... : z, : 1]]z; € C}. A mudanca de carta
¢: E, — Ey é dada por [z] = ¢([z : 1]) = [x/x1 : 1/z1]. Portanto, a
expressao de w na carta F,, é :

¢*(w) = falz/z1,1/21) d(1/21) + i fi(@/21,1/21) d(zj41/21)

j=1

Como os fjs sdo todos polinomios, a 1-forma acima é meromorfa,
sendo |¢p*(w)|eo = (21 = 0). Observamos que a multiplicidade de
21 como polo de ¢*(w) é k > 2 (verifique). Podemos entdo escrever
#*(w) = w1 /z¥, onde w; tem coeficientes polinomiais. A forma w;
é integravel, como o leitor pode verificar, portanto ela define uma
folheacao que estende F a H N E,,. Procedendo de maneira andloga
para os outros sistemas afins E; := {[2]| z; = 1}, obtemos formas in-
tegraveis wj, cujas folheagdes associadas, estendem F a uma folheagao
G de P™. A folheagao G pode ser definida por 1-formas meromorfas.

Um argumento anélogo, permite provar que folheagdes definidas
por campos de vetores polinomiais em C" se estendem a folheagoes
em P™ (veja [Sc-LNJ).
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Observagao 1.2.1. Ezpressao em coordenadas homogéneas. Seja
G a folheacao de P™ definida pela -forma polinomial integravel w =
Z?=1 fj(2) dz; na carta afim Ey ~ C", onde E; é como no exemplo
1.2.1. Seja : C**1\ {0} — P™ a projecdo da relacdo de equivaléncia
que define P" : 7(z) = [z]. Na carta Ej ela pode ser expressa como

m(z) = w(20y ey 2n) = [1:21/20 : oot 2n/20) :=[1: w/20] .
Em particular,

1 n
=2 Z i(w/z0) (20 dzj — zj dzp) - (1.3)

O

Como os fjss sdo polindmios, multiplicando 7*(w) por uma poténcia
apropriada de 29, obtemos uma 1-forma polinomial Q = z5.7*(w) =
Z?:o F;(z) dz;, satifazendo as seguintes propriedades :

(1). Q é integravel e define a define a folheagdo 7*(G).

(2). Os polinémios F; sdo homogéneos do mesmo grau, digamos
kE>1.

3). Os polinémios F; nao tém fator comum.
j

(4). A forma  satisfaz a relagdo ir(2) = 0, onde R = Z?:o 2;0/0z;
é o campo radial de C*t!. Esta relacio é equivalente a

Z zj Fij(2) =0. (1.4)

=0

A relagio em (4) é conseqiiéncia de (1.3), j4 que ir(2z0 dzj—z; dzg) =0
paratodo j=1,...,n

Observe que sing(n*(G)) = (Fo = ... = F, = 0) e portanto as
componentes irredutiveis de sing(n*(G)) tém codimensdo > 2, por
(3). A relagdo em (4) é equivalente ao fato de que uma reta £ de
C"*1 que passa pela origem, ou estd contida numa folha de 7*(G),
ou estd contida em sing(7*(G)). Em particular, as folhas de 7*(G)
sdo ”cones” com vértice na origem 0 € C**1,

Notamos também que w = §(;,—1), ou seja restringindo £ ao
hiperplano zy = 1 recuperamos a 1-forma w original. De maneira
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analoga, a restrigao |(.,—1) define uma 1-forma polinomial integrével
na carta afim E; = (z; = 1), que coincide, a menos de um fator
constante, com a forma w; obtida no exemplo 1.2.1.

Diremos que a forma €2 representa G em coordenadas homogéneas.
Duas formas que representam G em coordenadas homogéneas diferem
por um fator costante ndo nulo. Este fato decorre de (3) (veja o
exercicio 1.1).

Observagao 1.2.2. Seja 2 uma 1-forma em C™*! satisfazendo (1),...,(4)
da observagao 1.2.1. Se os coeficientes F; de €2 sdo homogéneos de
grau k entao

ir(dQ) = (k+1)Q (1.5)

Em particular obtemos o seguinte fato : dQ2 = 0 se, e somente se
Q=0.

A relacdo (1.5) pode ser verificada considerando-se a derivada de
Lie de Q na direcdo do campo radial :

d . d <
Lr(22) = %Rt (Q)|(t=0) = I Z Fj(et'z)d(et'zj”(t:o) =
§=0

d

= %(e(kﬂ)t)h:wz Fij(z)dzj=(k+1)Q.

Jj=0

Estamos usando acima que o fluxo R; de R é dado por R:(z) = €’.z.

Por outro lado, temos a relagdo Lr(Q) = ir(dQ)+d(ir()) = ir(dS?)
(veja [Sc-LN]), que implica (1.5).

Teorema 1.2. Toda folheagao de codimensio um (resp. dimensdio
um) em P™ pode ser definida por 1-formas (resp. campos) polinomiais
em cartas afins.

Prova. Provaremos o resultado apenas no caso de codimensao um.
Seja F em P", dada pelo terno ((Uj);es, (n;)jer, (9i)u.,+0) € tal que
cod(sing(F)) > 2. A idéia é provar que F pode ser representada em
coordenadas homogéneas como na observagao 1.2.1.

Seja IT: C*1\ {0} — P™ a projegao canénica : II(z) = [z]. Proce-
dendo como no exemplo 1.1.6, obtemos uma folheagdo G := II*(F)
em C"'\ {0}, dada pelo terno ((Vj);, (0;);, (hij)v,,0), onde V; =



20 [CAP. 1: INTRODUGAO.

I-Y(U;), 6; = 1I*(n;) e hyj = gij o II. Vamos provar que G pode
ser definida por uma 1-forma Q € Q' (C"*1) satisfazendo (1), (2), (3)
e (4) da observagao 1.2.1. A prova serd dividida em duas etapas :
1. Existe uma 1-forma O, definida num polidisco @, com centro na
origem, tal que O|q\ 0} define G|o\j0}. 2%. G pode ser definida por
uma forma () satisfazendo (1),...,(4) da observacado 1.2.1.

1% etapa. Coloquemos 0; = >.""_, fi(z)dz;, onde fI € O(V;).
Afirmamos que existe r, € {0,...,n} tal que f] # 0 para todo j € J.

Com efeito, a relagao 0; = h;;.0; em V;; # (), implica que fi=
hij.f} em V;j, paratodor = 1,...,n+1. Como h;; € O*(V;;), obtemos
que fi #£0 <= fI #£0, sempre que V;; # 0. A prova decorre entao
dos seguintes fatos : 1°. C**1\ {0} é conexo. 2°. Dado j, € J existe
r, tal {5 # 0, pois 0;, # 0. Deixamos os detalhes para o leitor.

Sem perda de generalidade, vamos supor que fg # 0 para todo
j € J. Dados j € J el <r < n, considere a funcdo meromorfa
¢l = fl/f] € M(V;). Como f} = hi;.fl e fo = hi;.f§ se Vij =
VinV; # 0, obtemos que ¢. = ¢, em V;;, para todo r € {1,...,n}.
Logo existe uma fungdo meromorfa ¢, € M(C"*1\ {0}) tal que
brlv, = @1, para todo j € J. Vamos agora utilizar o teorema de Levi
(veja [Si]) : se n > 1, a fungdo meromorfa ¢, pode ser estendida a
uma funcdo meromorfa em C"*!. Além disto, ela pode ser escrita
como quociente de duas funcoes holomorfas : ¢, = g./hy, gr,h, €
O(C™*1), h, # 0. Denotemos os germes de g, e h, em O, 1 por
gro € hyo, respectivamente. Considerando as suas decomposi¢oes em
fatores irredutiveis, podemos supor, apés simplificagdo no quociente
9r0/hro, que eles ndo tém fator comum. Utilizando ainda que O,,11
é um anel de fatoragdo unica, podemos obter um minimo miltiplo
comum de hjg, ..., b0, digamos kg € Opi1 : ko é tal que hnqglko
para todo r = 1,...,m, e se ¢ é tal que h.g|t) para todo r entdo
kolep. Colocando k. := gro.ko/hro, consideramos o germe de 1-forma
Z?:o k. dz.. Um representante O deste germe definido num polidisco
@, com centro na origem, define G em @ \ {0}, pois © A §; = 0 para
todo j € J tal que V; N Q # 0.

2% etapa. Primeiramente observamos que ig(©) = 0. Com
efeito, as fibras da aplicagao IT: C*™! \ {0} — P" sdo as retas que
passam pela origem. Isto obriga que ig(f;) = 0 para todo j € J, ou
seja, 0 =ir(OA0;) =ir(0).0;, logo ir(©) = 0. Além disto, a forma



[SEC. 1.2: FOLHEAGCOES EM ESPACOS PROJETIVOS. 21

O ¢ integravel, uma vez que define uma folheagao. Consideremos a
expansao de © em série de Taylor em torno da origem :

O=> 0,, 0, #0. (1.6)

r>k

Para todo r > k, o coeficiente de dz; da 1-forma ©,. é o polinémio ho-
mogéneo de grau r, obtido da expansao do germe ks em série de Tay-
lor. A idéia é provar que a 1-forma Oy, define G e satisfaz (1),...,(4).
A forma ©y, claramente satisfaz (2). Verifiquemos que ela satisfaz (1)
e (4).

Expandindo em série de Taylor a relagdo © A d© = 0, obtemos

0=0AdO=) > ©6,Ad0, = ©,AdO;=0.
>k r+s=¢

Em particular, O satisfaz (1). Andlogamente, expandindo em série
de Taylor a relalacdo ig(0) = 0, obtemos que ig(©r) = 0, j4 que os
coeficientes de R sio homogéneos de grau um, logo Oy satisfaz (4).
Para verificar que Oy define G e satisfaz (3), a idéia é provar que
© = F.0, onde F € O(Q) e F(0) = 1. Deixamos a prova deste fato
como exercicio para o leitor (veja o Ex. 1.2). |

Consideremos agora uma folheacdo F em P" e uma reta £ ~ P*,
mergulhada linearmente em P". Tomemos uma carta afim E ~ C"
de P™ tal que ¢ é definida paramétricamente por (t) = (¢,0,...,0),
t € C. Se F é definida nesta carta por w = 2?21 fj(2) dz;, entéo
™ (w) = f1(t,0,...,0).dt := P(t).dt. Note que P(t) é um polinémio.
Se P(t) = 0 a reta £ estd contida numa folha de F, ou em sing(F).
Diremos entao que a reta ¢ é invariante por F.

Caso P(t) # 0, uma raiz t, de P(t) corresponde a uma tangéncia
de F com ¢, isto é, o ponto p = (¢,,0,...,0) é tal que T, C T,F. A
multiplicidade de t, como raiz de P(t) é, por defini¢do, a multipli-
citdade de tangéncia de £ e F em p. Estes conceitos independem da
carta considerada, como o leitor pode verificar. Esta multiplicidade
serd denotada por Tang(F,¥,p). O numero total de tangéncias de ¢

com F, Zpez Tang(F,L,p), serd denotado por Tang(F,£).

Proposigao 1.2.1. Se ¢y e {5 sdo duas retas ndo invariantes pela
folheagao de codimensao um F, entdo Tang(F,41) = Tang(F,Ls).
O nimero Tang(F,¥¢1) é, por defini¢do, o grau de F.
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Deixamos a prova da proposicao 1.2.1 como exercicio para o leitor
(veja o Ex. 1.3).

O conjunto de folheacoes de codimensdo um e de grau k em P"
serd denotado por Fol(n, k).

Observagao 1.2.3. Uma folheacdo F € Fol(n, k) é representada em
coordenadas homogéneas por uma 1-forma 2 cujos coeficientes tém
grau k + 1. Deixaremos a prova deste fato para o leitor (veja o Ex.
1.3). Em uma carta afim (C", (z1,...,2,)) ela serd representada por
uma, 1-forma polinomial w que pode ser escrita como

w=wp+wi + .. +Wit1 (1.7)

onde os coeficientes de w; sdo polinémios homogéneos de grau j, 0 <
j<k+1,eig,(wks1) =0, onde R, = > I | ©; 9/dx;. Observamos
ainda que wg1 = 0 se, e somente se, o hiperplano do infinito desta
carta é invariante por F. Verifiquemos estes fatos.

Na carta Eg = (29 = 1) a folheagdo é representada por w =
Q(zy=1)- Coloquemos z = (20, Z), onde Z = (21, ..., 2,). Levando em
conta que Q = Y7 Fj(2)dz; onde F; é homogéneo de grau k + 1,
obtemos w = > | Fj(1,Z)dz;. Logo w pode ser escrita como em
(1.7), ja que Fj(1,Z) é um polinémio de grau < k+ 1 em Z. A
relagdo ig(2) = 0 é equivalente a :

n n
Y 2 Fi(2)=0 = K(1,2)+Y_ %.F1,2)=0. (18)
Jj=0 j=1
Note que o coeficiente, digamos A;(Z), de dz; em wp41 é a parte
homogénea de grau k + 1 de F;(1,Z), 1 < j < n. Como o leitor
pode verificar, a relagdo (1.8) implica que 2?21 zj.A;(Z) = 0, que
é equivalente a ig, (wr1+1) = 0. Finalmente, o hiperplano do infinito
da carta Ey em coordenadas homogéneas é dado por (zp = 0). Este
hiperplano é invariante por F se, e somente se,

ooy =0 <= > F;(0,2)dz; =0 <= F;(0,2)=0,VYj,
j=1
= Fj(z) = 2.Gj(2) , gr(Gj) =k = wr1=0,

ou seja, wi4+1 = 0 se, e somente se II(zg = 0) é invariante por F.
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Observagao 1.2.4. Levando-se em conta as observagoes 1.2.1 e 1.2.3,
podemos identificar F(n, k) com um sub-conjunto algébrico de um
certo espaco projetivo PY. Seja Aj,1(n) o espaco vetorial das 1-
formas em C™*!, cujos coeficientes sdo polindmios homogéneos de
grau k+1. Colocando N+1 = dimc(Ak+1(n)) obtemos P(Ag4+1(n)) ~
PN, Uma forma 2 € Ay \ {0} representa uma folheagio em P" se,
e somente se, satisfaz

(D). ir(Q) = 0.
(I1). QA dQ = 0.

As relagoes (I) e (II) impdem condigoes algébricas nos coeficientes
de Q, sendo que as relagoes em (I) sdo lineares e as em (II) sdo
quadréticas. Portanto Fol(n, k) pode ser identificado com o subcon-
junto algébrico de P(Ax+1(n)) cujos elementos satisfazem (I) e (II).
Um dos objetivos deste livro, serd descrever de maneira ” geométrica”
as componentes irredutiveis de Fol(n,k). No exemplo 1.2.2, que
serd visto mais adiante, descrevemos Fol(n,0) para todo n > 2.
No capitulo 5 veremos a descricao das componentes irredutiveis de
Fol(n,1) e de Fol(n,2) para todo n > 3.

Veremos em seguida um critério para que uma hipersuperficie
algébrica seja invariante por uma folheacao de codimensao um. Dize-
mos que um subconjunto algébrico irredutivel X C P™ de dimensao
k, 1 < k < n, é invariante pela folheacao F de codimensao um, se
para todo p € X \ (sing(F) U sing(X)), temos :

T,X CTpF (1.9)

Quando X nao é irredutivel, diremos que ele é invariante, se todas
as suas componentes irredutiveis o sdo. Observemos que, quando X
é de codimensdao um e invariante, entdo ele é a uniao de folhas de
F com componentes de sing(F). Neste caso, se X for irredutivel,
diremos que ele é uma folha algébrica de F.

Proposigao 1.2.2. Sejam F uma folheagdo e X um sub-conjunto
algébrico de P™, ambos de codimensdo um. Suponhamos que F e X
sao representados em coordenadas homogéneas pela 1-forma 2 e por
F € Clzo, ..., 2n], respectivamente. Entdo X € invariante por F se,
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e somente se, dF A Q = F.I', onde I' € Q?(C"t1), tem coeficientes
homogéneos de grau gr(F).

Prova. Suponhamos primeiramente que F' é irredutivel. Vamos
trabalhar em coordenadas homogéneas. Seja G = 7*(F), a qual é
definida por Q em C"*!. Dadop € C""! tal que 7(p) € X\ (sing(X)U
sing(F)), a condigao (1.9) é equivalente a T, 7~ (X) = T,G, ja que
ambos os sub-espagos tém codimensdo um. Como T, 7 1(X) =
ker(dF (p)) e T,G = ker(2(p)), obtemos que dF(p) A Q(p) = 0.
Decorre dai que a 2-forma dF A§) se anula identicamente em (F' = 0).
Este fato implica que todos os coeficientes de dF' A2 sdo divisiveis por
F, j4 que F é irredutivel. Logo dF' A ) = F.T', onde I € Q2(C"*+1).

Suponhamos agora que a decomposi¢ao de F' em fatores irre-
dutiveis é F = F*...F\*. Pelo primeiro caso, a 2-forma I'; := %1 AQ
é holomorfa, para todo j = 1, ..., k. Por outro lado,

al(F’”1 EpF)
F F”‘ ANQ = Zr] j/\Q Zr] rj:=0I.

Portanto, dF' A2 = F.I', onde T' € Q?(C"*1!). Consideremos agora os
coeficientes I';j e A;; de dz; Adz; de I' e dF AQQ, respectivamente. Note
que A;; é homogéneo de grau gr(F)+gr(F). A relacdo dF ANQ) = F.T
implica que A;; = F.I';;, para todo ¢ < j, logo I';; é homogéneo de
grau gr(F). Deixamos a prova da reciproca para o leitor. O

Exemplo 1.2.2. Folheagdes de grau zero. Sejam L e M dois polinémios
homogéneos de grau um em C"*!, linearmente independentes. A
forma Q := LdM — M dL satisfaz (1),...,(4) da observacio 1.2.1,
como o leitor pode verificar facilmente. Logo (2 representa uma fol-
heacao F de grau zero em P", ja que seus coeficientes sdo de grau um.
Isto também pode ser visto tomando a carta afim (M = 1). Nesta
carta F é representada por w = df, onde £ = L|p;—1). Como L e
M sao independentes, df é uma forma com coeficientes contantes em
C™, logo as folhas de F nesta carta sdo os hipeplanos (¢ = cte), ou
seja, uma reta nao paralela ao plano (¢ = 0) é transversal a todas as
folhas de F e nao tem pontos de tangéncia com F. Afirmamos que
toda folheacao de codimensao um e grau zero em P™ é deste tipo.
Com efeito, ela é representada por uma 1-forma €2 com coeficientes
homogéneos de grau um tal que Q A d2 = 0. Note que a 1-forma df)
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tem coeficientes constantes e df) # 0 pela observacao 1.2.2. Por outro
lado,

QAL =d(QAdQ) =0 = dQ=aAB, (1.10)

onde a e 8 sdo 1-formas em C"t! com coeficientes constantes. De
fato, sejam u e v vetores constantes de C™*! tais que a := i, (i, (d?)) #
0. Temos :

0= iy, (dQAdQ) = 20, (dQ) AdQ = 0= iy (i,(d) A Q) =

= iy (i0(dD)).dQ — i, (dQ) N iy (dQ) = d2=aASB,

onde a = a1, (dQ) e B = iy (dQ). Como a e ( tém coeficientes
constantes, existem polinémios de grau um L e M tais que « = dL e
B = dM. Utilizando agora a observagao 1.2.2, temos

2.0 = ig(dQ) = ig(dL A dM) =

= ig(dL).dM — ig(dM).dL = L.dM — M.dL ,

0 que prova a afirmagao.

Note que a aderéncia das folhas da folheagao acima sao os hiper-
planos da forma a.L +b.M = 0, [a : b] € P!. Diremos entdo que a
folheacao é dada por um pencil ou feize de hiperplanos.

Baseados no exemplo 1.2.2, podemos enunciar o seguinte :

Proposigao 1.2.3. Para todo n > 2, Fol(n,0) tem uma dnica com-
ponente irredutivel, a qual € parametrizada por

(L,M) € P(n+1,1) x P(n+1,1) — [LdM — MdL] € P(A,(n)) ,

onde P(m, k) denota o conjunto de polinémios em homogéneos de
grau k em C™.

Exemplo 1.2.3. Uma generalizagao natural do exemplo 1.2.2, é a
seguinte : sejam P,Q € P(n + 1,k), sem fator comum. A forma
0 = PdQ — QdP satisfaz as condigdes (1), (2) e (4) da observagdo
1.2.1. Por exemplo, ir(PdQ — QdP) = 0, pois igr(dP) = k.P e
1r(dQ) = k.Q (relagdo de Euler). A aderéncia das folhas da folheagao
definida por ela sao as componentes irredutiveis das hipersuperficies
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de grau k dadas por L, := (a.P +b.Q = 0), a = [a : ] € P'*. Em
muitos casos a codimensao do conjunto singular de () tem codimensao
> 2, mas em geral, ndo. Por exemplo, se a 2-forma dP A d@Q nao se
anula ao longo de (P = @ = 0) \ {0}, temos cod(sing(£2)) > 2. Por
outro lado, se existem a, b tais que a.P + b.QQ tem um fator miltiplo
na sua decomposicao em fatores irredutivel, este fator divide Q2 e
portanto smg(Q) tem ao menos uma componente de codimensao um.
A folheacdo representada pela forma 2, apds dividida pelo fator de
grau maximo possivel, serd denotada por F(P, @) e serd chamada de
pencil, ou feize, gerado por P e Q. A hipersuperficie L, = (a.P +
b.Q = 0) serd chamada de fibra de F(P, Q).

O resultado que veremos em seguida, devido a G. Darboux, de-
termina o fator de grau maximo que divide a forma P dQ — Q dP.
Dada uma fibra L, := (a.P+b.QQ = 0), consideremos a decomposicio

em fatores irredutiveis a.P + b.Q = fit...fls, r; > 1. Neste caso,
colocamos
—1  gre—1
Go = fir o fas - (1.11)

Proposigao 1.2.4. Seja Q2 = PdQ — Q dP, como no exemplo 1.2.3.
FEntao Q = G.O, onde :

(a). G =1l epr Go, sendo G, como em (1.11).
(b). cod(sing(©)) > 2.

Em particular, F(P,Q) tem grau 2k —2— gr(G), onde k := gr(P) =
gr(Q)-

Prova. A prova é baseada no seguinte fato : sejam [a : b], [c :
d] € P! tais que a.d — b.c # 0. Coloquemos P; := a.P + b.Q e
1:=c.P+d.Q. Entao

P1 dQl 7Q1 dPl = (CL.d*b.C) (PdQ*QdP) . (112)

Deixamos a verificacdo de (1.12) para o leitor. Esta relagdo implica
que G, divide 2 para todo o € P!, uma vez que, se a = [a : b] entdo
G divide tanto a.P + b.Q) como d(a.P + b.Q).

Suponhamos que PdQ — QdP = F.O, onde cod(sing(0)) > 2 e
O representa F(P, Q) em coordenadas homogéneas. Seja f um fator
irredutivel de F. Vamos provar que, existe a = [a : b] € P! tal
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que (f =0) C (a.P +b.Q = 0). Para isto é suficiente provar que
(f = 0) é invariante por F(P, @), ou seja, que df A © = f.I', onde
I € Q?(C*1) (veja proposigao 1.2.2). Vamos supor que f nao é fator
de P.QQ. Podemos escrever F' = f".g, onde r é maximo, isto é, f nao
divide g. Como PdQ — QdP = f".g.0, temos

dQ dP _f'yg [y 289 _dp
0 P Q@ = (PQ@) (Q 7) =0
g /g (frg/PQ)

Desenvolvendo a tultima relacao, obtemos que g.P.Q.df AN © = f.I',
onde I'y = —r~1g.P.QdO + r~1(P.Q.dg — 9.QdP — g.P.dQ) A ©, é
holomorfa. Como f nao divide g.P.Q), f divide todos os coeficientes
de df A ©, logo (f = 0) é invariante por F(P,Q), como querfamos.
Isto implica que f é fator de a.P +b.Q), para algum « = [a : b]. Resta
provar que r coicide com a multiplicidade de f em G, digamos r,—1,
onde r,, é a multiplicidade de f em P, = a.P+b.Q (veja (1.12)). Pela
defini¢ao de r temos r > r, — 1. Por outro lado, se 7 > r, — 1, por
absurdo, obtemos de (1.12) que f divide @; = ¢.P + d.Q, para todo
(c,d) tal que a.d —b.c # 0, o que s6 é possivel se f dividir P e Q
simultaneamente, o que foi excluido na hipétese. O

Veremos a seguir um outro resultado devido a G. Darboux, que
caracteriza as folheagoes do tipo F (P, Q), isto é, que possuem integral
primeira meromorfa.

Teorema 1.3. Se uma folheagdo de codimensdo um em P™ possui
uma infinidade de folhas algébricas distintas entdo ela tem uma inte-
gral primeira meromorfa.

Prova. Seja F uma folheagao de codimensao um em P com uma
infinidade de folhas algébricas. Sejam fi, fo, ... equacoes homogéneas
destas folhas e 2 uma 1-forma representando F em coordenadas ho-
mogéneas. Vamos supor que gr(F) = k, de forma que os coeficientes
de €2 sdo homogéneos de grau k + 1. Pela proposicao 1.2.2, para todo
j € N, podemos escrever

%AQ:Fj , (1.13)
i
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onde I'; € Q?(C"™!) e tem coeficientes homogéneos de grau gr(F) =
k. Seja E o conjunto de todas as 2-formas em C"*! com coeficientes
homogéneos de grau k. Claramente, E é um espago vetorial de di-
mensao finita, digamos N — 1. Qualquer conjunto em E com N ele-
mentos é linearmente dependente. Portanto, existe uma relagao linear
da forma Z;vzl A;.I'; =0, onde (A, ..., An) # (0,...,0). Decorre dai
e de (1.13) que n A 2 =0, onde

N
n=3Y_X\ LN (1.14)
=

Em particular, a 1-forma w := f;...fn.n é holomorfa com coeficientes
homogéneos e satisfaz w A Q@ = 0. Como cod(sing(2)) > 2, existe
h € Clzg, ..., 2] tal que w = h.Q (veja o Ex. 1.1). Podemos entdo
escrever que 7 = G.Q, onde G = h/fy...fn. De forma andloga,
considerando os indices 2, ..., N 4+ 1, podemos construir uma 1-forma

m = Zjvzzl Iy %, com as seguintes propriedades :
J

(i). Os vetores (A1, ...,An,0) e (0, 1, 2, ..., iy +1) sdo linearmente
independentes.

(ii). Existe uma fun¢do meromorfa G; tal que n; = G1.9.

A relagao (ii) juntamente com n = G.Q implica que 7; = %n. Como
1 e 11 sao fechadas, obtemos que

Ad(G1/G)An=0 = d(G1/G)AQ=0 = d(G1/G)=¢Q,

onde ¢ é meromorfa. Como G2.d(G1/G) = G.dG; — G1.dG, para
terminar a prova, é suficiente ver que a fungdo G1/G é néo constante.
Mas, este fato decorre de (i), como o leitor pode verificar. O

Observagao 1.2.5. Defina N (k) := dim(E(k,n)) + 1, onde E(k, n)
é o conjunto de 2-formas em C"*! com coeficientes homogéneos de
grau k. Da prova do teorema 1.3, podemos obter as seguintes con-
seqiiéncias :

(I). Se F possui N(gr(F))+ 1 solugbes algébricas distintas entdo F
tem integral primeira meromorfa.
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(IT). Se F tem N(gr(F)) solugdes algébricas distintas entdo a forma
Q, que define F em coordenadas homogéneas, pode ser escrita
como

Q= GZAJ ‘jfj =G, (1.15)

onde G é meromorfa e fl, ..., [n s@o polinémios homogéneos.

Levando em conta a relacdo de Euler, ir(df;) = gr(f;).f;, obtemos
de ir(Q2) =0 e (1.15), que

N
Z Aj.gr(fj) =0. (1.16)

Note que a forma 7 é fechada : dn = 0. Como conseqiiéncia, )
tem um fator integrante meromorfo : d(%) =0.

Gostarfamos ainda de observar que a relagdo (1.16) implica que
existe uma 1-forma meromorfa fechada w em P™ tal que n = II*(w)
(veja o Ex. 1.5).

Definicao 1.2.2. Diremos que uma 1-forma 1 num aberto U de C™
é logaritmica, se n = Z;vzl Aj de]?, onde A\1,... Ay €C* e f1,...,fn €
O(U). Diremos que uma folheagdo de codimensdo um em P™ é
logaritmica se a forma €2, que a define em coordenadas homogéneas,
se escreve como ) = G.n, onde G é meromorfa e n é logaritmica.
Mais geralmente, diremos que uma folheacdo G numa variedade
complexa M é definida por uma forma meromorfa fechada n # 0 em
M, se G é representada por n em M \ (|n|ec U n]o), onde |1] € N0
denotam os conjuntos de polos e de zeros de 7, respectivamente.

Veremos em seguida a classificagdo das formas fechadas mero-
morfas em P", n > 1. Dada uma forma fechada meromorfa w em
P, colocamos 7, = n := II*(w). A forma 7 satisfaz ig(n) = 0 e
ir(dn) =0 (veja o Ex. 1.5).

Proposigao 1.2.5. Sejam w # 0 uwma 1-forma meromorfa em P™ e
n =II*"(w). Entao podemos escrever n como

n:ZA%+d( r1— 1g

—7 ), 1.17
J fj i -f]:kil) ( )
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onde :
(a). fi,.-s fres g 8GO polinémios homogéneos.
(b). fi,..., fx sao irredutiveis e primos dois a dois.

(c). Ser; >2 entdo f; ndo divide g. Além disto, gr(g) = >_; (r; —
1).gr(f;)-

(d). A1, M €C e X5 Ajgr(fy) =0.
(e). Se \j =0 entdor; >2,1<j<k.

Em particular w € logaritmica se, e somente se, r; =1, 1 < j < k.
No caso, |w|ee = U; S, onde S; :=II(f; = 0), r; é a multiplicidade
de S; como polo de w e A; é o residuo de w ao longo de S, 1 < j < k.

A idéia da prova da proposicao 1.2.5, é utilizar que H;(Cm1\
I7]00, R) ~ R¥ onde k é o niimero de componentes irredutiveis de
|7loo- Esta prova pode ser encontrada em [SC-LN].

Para encerrar a segdo, resumiremos, sem demonstragdo, alguns
resultados sobre folheagoes por curvas que serao utilizados no futuro.

Uma folheacao F de dimensao um em P", pode ser representada
numa carta afim (E ~ C", (z1,...,2,)) de P™ por um campo de ve-
tores polinomial X = »77_, P;j(2)0/0z; (veja o teorema 1.2). Os
polinémios P4, ..., P, s@o, em principio quaisquer, uma vez que em
dimensao um nao ha condi¢ao de integrabilidade.

Dado um hiperplano H C P", distinto do hiperplano do infinito
de E, com equagao (L = 0), onde L é um polinémio de grau um, o
cojunto de tangéncias de F com H, denotado por Tang(F, H), é da
forma

Tang(F,HINE={pec H| X(p) =0, ou X(p) #0e X(p) e T,H} =

={pe H[dL(p).X(p) =0} = {p € H| X(L)(p) = 0} .
Note que X (L) := Z?Zl Pj.g—fj ¢ um polinémio. Se X(L)|r =0 o
hipérplano H é invariante por F. Caso contrario, X (L)|r, pode ser
considerado como um polinémio em H N E ~ C*~!. Neste caso, o
grau de X (L)|z é invariante, isto é, se Hy e Hs sdo dois hiperplanos
distintos nao invariantes, entao os graus sao iguais. Definimos entao
este nimero inteiro como o grau de F (veja [Sc-LN]). O conjunto de
folheagtes de P™ de dimensao um e grau k serd denotado por X (n, k).
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Proposicao 1.2.6. Uma folheagio F € X (n, k) é representada numa
carta afim (E,(z1,...,2n)) de P™ por um campo polinomial do tipo
X =Xo+ ... +Xp41 = Zf:é X;, onde os coeficientes de X sdo
polinémios homogéneos de grau j, 1 < j < k + 1. Além disto,
Xkt1 = gx-Ry, onde g é um polinémio homogéneo de grau k e
R, = 2?21 2j.0/0z; é o campo radial em C". O hiperplano do
infinito de E ¢é invariante por F se, e somente se, g, = 0. Neste
caso, o campo Xy # 0 ndo é da forma Xy = gp—1.R,, onde g1 €

homogéneo de grau k — 1.

Coroldrio 1.2.1. O espago X (n, k), de folheagdes de dimensao um e
grau k > 1 em P™, € biholomorfo a um espago projetivo de dimensao

dim(X(n,k))zn(n:k> + <”+k_1> 1.

n

A prova do corolério 1.2.1 se baseia na proposi¢do 1.2.6 e no fato
de que dim(P(m, ) = (m;;é)’ onde P(m, £) é o espago de polindémios
de grau £ em C™.

Exemplo 1.2.4. Uma folheagao por curvas de grau zero em P é
representada numa carta afim por X = X, + g9.R,, onde Xy é um
vetor constante e gg € C. Se go = 0, a folheagdo é definida em F por
um campo constante e as suas folhas sdo as retas paralelas a X (nesta
carta). Se go # 0, entdo sing(F)N E é um dnico ponto, p = — Xy /go.
Neste caso, se T' é a transformagio afim T(z) = g, '.2 + Xo/go de E
, obtemos T*(X) = R, ou seja, podemos dizer que F é representada
em alguma carta afim pelo campo radial.

Observagao 1.2.6. Seja X = Xg+...+Xp+9gx.R, como na proposi¢ao
1.2.6. Quando efetuamos uma mudanga de carta afim, por exemplo
¢ = (21 =1/x1,20 = 2 /21, ..., 2n = Ty /1), NO campo X, obtemos
um campo da forma ¢*(X) = Z/x’f_l, onde Z é um campo poli-
nomial do mesmo tipo de X : Z = Zy + ... + hi.R,,. Isto significa
que o campo X representa um campo meromorfo em P com polo de
multiplicidade k£ — 1 no hiperplano do infinito de E.

Em particular, se k = 1, o campo X se estende holomorficamente
a P™. Neste caso, X é completo, isto é, o seu fluxo complexo X; é
definido em C x P”. Em particular, as folhas de F sao érbitas de
uma acao de C em P™. Elas sao de dois tipos possiveis : C ou C*.
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Uma agao de C numa variedade complexa arbitraria pode ter trés
tipos de dérbitas ndo constantes : C, C* ou um toro complexo (veja
o exemplo 1.1.2). No caso de P™ prova-se no entanto que a terceira
possibilidade nao ocorre (veja o Ex. 1.7).

1.3 O conjunto singular : folheagoes por
curvas.

O objetivo desta secao, é estabelecer alguns resultados, locais ou
globais, sobre os conjuntos singulares das folheagGes por curvas, que
serao utilizados futuramente neste texto.

Seja Y = > | P;(2)9/dz um campo de vetores holomorfo,
definido num aberto U C C", tal que 0 € U. Vamos supor que
Y (0) = 0, ou seja, 0 € sing(Y). Neste caso, escrevemos a expansao
de Y em série de Taylor em 0 € C" como Y = > -, Yj;, onde os
coeficientes de Y sao polinémios homogéneos de grau j. O campo
de vetores linear DY (0) := Y; é chamado de parte linear de Y em 0.
Ele pode ser identificado, em coordenadas, com a matriz jacobiana
J = (%Z(O))lgmgn. Dizemos que 0 é uma singularidade ndo de-

generada de Y, se a matriz jacobiana DY (0) é néo singular. Neste
caso, 0 é um ponto isolado de sing(Y). Mais geralmente, se 0 é um
ponto isolado de sing(Y'), definimos a multiplicidade de Y em 0 por
m(Y,0) = [P, ..., Py]o, onde [Py, ..., P,]o designa a multiplicidade de
intersegdo das sub-variedades (P; =0), j = 1,...,n, em 0. Esta mul-
tiplicidade pode ser definida de varias maneiras, mas talvez a mais
popular, seja

[Pl, ...,Pn]() = dimc¢ (On/ < Py,..,P,> |()) s

onde < Py, ..., P, > |o designa o ideal de O,, gerado pelos germes de
Py, .., P, em 0. Em particular, vale que m(Y,0) > 1, sempre que
Y(0) = 0. Além disto, se 0 é singularidade nado degenerada de Y,
temos m(Y,0) = 1.

O espectro da parte linear DY (0) é invariante por mudancas de
coordenadas : se ¢: (C",0) — (C™,0) é um germe de biholomorfismo,
entdo DY (0) e D(¢*(Y))(0) s@o conjugados. Como conseqiiéncia,
estes conceitos podem ser extendidos a campos de vetores em var-
iedades complexas : se Y é um campo holomorfo na variedade M" e
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p € sing(Y), tomamos uma carta local ¢ tal que ¢(p) = 0, exprimi-
mos Y nesta carta e calculamos o espectro de DY (0). Este espectro
serd denotado por esp(Y,p). No caso de uma folheagdes por curvas
F e p € sing(F), o campo que representa J numa vizinhanca de p,
estd definido médulo multiplicagdo por uma funcdo que néo se anula
em p, digamos f. Como D(f.Y)(p) = f(p).DY (p), o espectro em si
nao estd bem definido, mas o seu projetivizado sim, no caso em que
DY (p) tem ao menos um auto-valor ndo nulo. Neste caso, usaremos
a notagao [esp(F,p)] para designar o projetivisado do espectro de
DY (p), onde Y representa F numa vizinhanca de p.

Notagao 1.3.1. O conjunto de folheagoes em P™ de dimensao k,

cujas singularidades sao todas nao degeneradas, serd denotado por
ND(n, k).

Proposigao 1.3.1. Para todon > 2 e todo k > 0 o conjunto X (n, k)\
ND(n,k) € algébrico e préprio. Em particular, ND(n,k) € conezo e
denso em X(n, k).

A prova do resultado acima pode ser encontrada em [Sc-LN].
Quanto ao nimero de singularidades de uma folheagdo por curvas,
temos o seguinte resultado :

Proposicao 1.3.2. Uma folheagdo por curvas F em X(n,k), com
singularidades isoladas, possui N(n,k) := k™ +k" 1+ .. +k+1=
kn,:_l; L singularidades, contadas com multiplicidade. Em particular,

se F € ND(n, k) entao ela possui exatamente N (n, k) singularidades.

A prova da proposicdo 1.3.2 pode ser feita utilizando o teorema
de Bézout (veja [Sc-LN] e o Ex. 1.8).

Um aspecto importante da teoria local das singularidades é o de
determinar formas normais, ou de fornecer critérios para que o campo
seja linearizdvel numa singularidade.

Definicao 1.3.1. Dizemos que um campo holomorfo Y numa vari-
dade complexa M™ é linearizdvel em p € sing(Y'), se existe um germe
de carta local ¢: (M,p) — (C™,0) tal que ¢.(Y) é um campo linear
em C". Dizemos que uma folheagao por curvas F em M ¢é linearizdvel
em p se ela pode ser representada numa vizinhanga de p por um
campo linearizavel em p. Mais geralmente, diremos que dois campos
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holomorfos X e Y, em variedades M e N, sao equivalentes em p € M
e ¢ € N, se existe um germe de biholomorfismo ¢: (M,p) — (N,q) e
um germe f € Oy (f(p) # 0), tais que ¢*(Y) = f.X.

Os resultados mais importantes de linearizagdo de campos sao os
teoremas de Poincaré e de Siegel-Brjuno. Em seguida, enunciaremos,
sem provar, o teorema de Poincaré. A prova deste resultado e o
enunciado do teorema de Siegel-Brjuno podem ser encontados nas
referéncias [Ar] e [C-S].

Sejam Y um campo de vetores holomorfo na variedade complexa
M™ e p € sing(M) uma singularidade ndo degenerada de Y. Diremos
que (Y, p) estd no dominio de Poincaré se o fecho convexo de esp(Y, p)
em C, ndo contém a origem 0 € C. Caso contrario, diremos que (Y, p)
estd no dominio de Siegel. Seja esp(Y,p) = {1, ..., A\n}. Diremos que
Y tem uma ressonancia em p, se existe uma relagao da forma

)\i=Zm]—.)\j,ondemj€Zzo,Vj,eijEQ. (1.18)

j=1 J

Caso nao existam relagdes como em (1.18), diremos que Y néo possui
ressonancias em p. Convém notar o fato de que uma relagdo como
em (1.18) é um invariante de [esp(Y, p)].

Teorema 1.4. (Teorema de Poincaré). Sejam Y um campo holo-
morfo na variedade compleza M e p € sing(Y). Suponha que Y nao
tem ressonancias em p. Entao :

(a). Y € formalmente linearizdvel em p.

(b). Se (Y,p) estd no dominio de Poincaré entio Y € linearizdvel
em p.

Para a defini¢ao de ”formalmente linearizavel”, remetemos o leitor
a referéncia [C-S].

Um conceito que utilizaremos ao longo do texto é o de separatriz.
Diremos que uma folheagdo por curvas F, numa variedade M de
dimensao n, admite uma separatriz num ponto p € M, se existe um
germe de curva holomorfa S por p, o qual é invariante por F. Isto
significa que, se v: (C,0) — (M,p) é uma parametrizacido de S e Y
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é um campo que representa F numa vizinhanca de p entdo v'(t) e
Y o ~v(t) sdo linearmente dependentes para todo t € (C,0).

No caso em que Y é nao degenerado e linearizavel em ¢, para cada
auto-vetor de DY (q), a folheagdo admite exatamente uma separatriz
lisa (ndo singular) tangente ao sub-espago gerado por este auto-vetor.

Exemplo 1.3.1. O caso de dimensao dois sera utilizado ao longo do
texto. Temos quatro possibilidades para uma singularidade ¢ de Y,

quando esp(Y, q) # {0} :

(1). esp(Y,q) = {0, A2}, onde As # 0. Neste caso, diremos que g é
uma sela-né de Y.

(2). esp(Y,q) = {A1, A2}, onde A\, A2 # 0 e A2/A1 ¢ R. Neste
caso (Y, q) estd no dominio de Poincaré e ndo tem ressonéncias.
Portanto Y é linearizavel em gq.

3). esp(Y,q) = {A1, A2}, onde A1, Ao # 0e Aa/A; € R,. Neste caso,
+
(Y, q) estd no dominio de Poincaré, mas pode ter ressonéncias
. se /\2/>\1 € NZQ ou /\1/)\2 € Nzg.

(4). esp(Y,q) = {A1, A2}, onde A1, A2 # 0 e A2/A; € R_. Neste caso,
(Y, q) estd no dominio de Siegel. O campo Y tem ressondncia
em ¢ se, e somente se, Ao/ € Q_.

Nos casos (2) e (4) o campo Y admite (exatamente) duas separa-
trizes lisas, tangentes aos auto-espacos de A1 e Ay. No caso da sela-né,
o0 campo admite uma forma normal formal do tipo Y = apt! 0/0x +
A2 (1+ p.xP)y 0/0y, onde p € C. O nimero p é um invariante formal
do campo. A multiplicidade de Y em ¢q é m(Y,q) = m(Y, 0)=p+1.
O campo Y admite ao menos uma separatriz por g (tangente ao
auto-espago de \3), podendo ou ndo admitir uma outra tangente
ao auto-espago relativo ao auto-valor 0. Remetemos o leitor para
as referéncias [Ma-Ra 1] e [Ma-Ra 2], onde sdo dadas classificacoes
analiticas dos casos (1) e (4) com ressonancia, respectivamente.

No caso (3) com ressonédncia, o resultado mais importante é a
forma normal de Dulac, a qual enunciamos abaixo :

Teorema 1.5. Seja Y um germe de campo de vetores holomorfo em
0 € C? tal que Y(0) = 0 e esp(Y,0) = {1,n}, n € N>y. Entdo Y ¢
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conjugado ao germe :

0 0
Z=x—+(ny+ax"™)— 1.19
5o+ (ny+aa") (119)
O campo Y € linearizdvel se, e somente se, a = 0. Se a # 0 o campo
admite apenas uma separatriz por 0 : (x = 0). Sea =0 o campo
possui uma integral primeira meromorfa : f(x,y) = z™/y.

A prova do teorema de Dulac pode ser encontrada em [C-S]. Este
resultado admite uma generalizacado em n > 3 varidveis, cujo enunci-
ado e prova podem ser encontrados em [Ar] ou [Mal.

No caso de folheacdes em P? temos ainda o seguinte resultado
(veja [LN 2] e [Sc-LN]) :

Teorema 1.6. Para todo k > 2, o espaco X(2,
um sub-conjunto aberto e denso S(2,k) C ND(
propriedades :

k) =TFol(2,k) contém
2,k) com as sequintes

(a). Se G € S(2,k) entao G nao possui folha algébrica.

(b). Se G € S(2,k) ep € sing(G) entao esp(G,p) = {A1, A2}, onde
Ao/A1 ¢ Ry. Em particular, cada singularidade de G admite
exatamente duas separatrizes lisas transversais em p.

Veremos em seguida o teorema de Baum-Bott em superficies com-
plexas compactas. Este resultado admite generalizacoes em dimensao
maior que dois (veja [B-B] e [Su]). Seja F uma folheagdo por cur-
vas numa superficie M. Se p € M é uma singularidade isolada
de F, podemos representar F numa vizinhanca de p por uma 1-
forma holomorfa w, a qual numa carta local (U, (x,y)) em p, tal
que z(p) = y(p) = 0, se escreve como w = P(z,y)dy — Q(z,y) dz.
Vamos supor que U N sing(U) = {p}. Seja f uma (1,0)-forma
de classe C>® em U \ {p} tal que dw = B A w. Podemos tomar

= % (Pdx + Qdy), por exemplo, como o leitor pode veri-

ficar. A 3-forma 8 A dB3, que é C* em U \ {0}, é fechada :
0=d*w)=dfAw—PBANdw = dBAw=0 = dB=pAw,

onde p é C* em U \ {0}, jé que w tem singularidade isolada. Logo
d(BAdB) =dB AdB =0.
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Se (31 é outra 1-forma tal que dw = 81 Aw, vale que BAdB — 31 A
dB; = dpu, para alguma 2-forma yu € A%(U \ {0}). Com efeito, como
(61 — B) Nw =0, existe g € C*(U \ {0}) tal que 8 = 1 + gw. O
leitor pode verificar que 8 A dB — B1 A dB1 = d(g.w). Em particular,
B AdB define uma classe de cohomologia em H3, (U \ {0}). Verifica-
se também que esta classe de cohomologia é a mesma se calcularmos
com uma -forma w; = f.w, onde f(p) # 0, ou seja, ela sé depende da
folheacdo numa vizinhanga de p (verifique). O indice de Baum-Bott
de F em p é definido por :

onde S = 9B é de classe C° e B C U é um aberto com fronteira
regular que contém p em seu interior.

Observagao 1.3.1. No caso em que a singularidade é nao degene-
rada e [esp(F,p)] = {1, A2} entédo o indice de Baum-Bott é BB(F,p) =

022)? (veja [Br)).

Teorema 1.7. Seja F uma folheagdo por curvas numa superficie
complexa compacta M. Suponha que as singularidades de F sdo iso-
ladas. Entao

BB(F):= Y  BB(F,p)=Nz. (1.20)
pesing(F)

Convém aqui esclarecer o significado do nimero N%. A folheagao
F ¢ definida por um terno ((Uj) e, (w))jer, (9ij)uv,;20) (veja definicao
1.1.3). A colecdo (gij)u,; ¢ € um cociclo multiplicativo :

9ij-Gik-gri = 1

sempre que Ui, := U;NU; NU}, # 0. Este cociclo, por sua vez, define
um elemento de H'(M, O*), o qual é chamado de fibrado normal de
F e é denotado por Nx. Por outro lado, temos a seqiiéncia exata
curta de feixes 0 — Z — O ¥ 0* — 0 que induz a seqiiencia longa
em cohomologia

.= HY(M,Z) — H'(M,0) — H'(M,0%) > H*(M,Z) — ...
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Portanto, §(Nz) € H%(M,Z). A classe 6(Nx) pode também ser
considerada como uma classe em H?(M,R) ~ H%,(M) (Teorema
de De Rham). Chamando esta classe de [Nz] temos (por defini¢ao)
N% = [, [INF] AN[Nz]. A prova do teorema 1.7 pode ser encontrada
na referéncia [Br].

No caso de folheacoes em P2, temos a seguinte versdo :

Corolario 1.3.1. Seja F uma folheacdo de grau k em P2, com sin-
gularidades isoladas. Entio BB(F) = (k + 2)2. Em particular,
sing(F) # 0.

A prova do corolario 1.3.1 é baseada no fato de que se F é uma
folheacdo de grau k em P? entdao Nx = (k + 2).H, onde H é a classe
de um hiperplano em H'(P2?,0*), ou seja H?> = 1. Ela pode ser
encontrada em [Sc-LN].

1.4 O conjunto singular : folheacgoes de
codimensao um.

Nesta secao faremos um estudo local do conjunto singular, em que
introduziremos o ”fenémeno de Kupka” e as componentes de Kupka.
No final provaremos, como aplicagao do teorema de Baum-Bott, que o
conjunto singular de uma folheagao de codimensao um em P", n > 3,
possui ao menos uma componente irredutivel de codimensao dois.

1.4.1 O fenémeno de Kupka.

O resultado abaixo, devido a I. Kupka (cf. [K]), serd bastante uti-
lizado.

Teorema 1.8. Seja w um germe em 0 € C™ de 1-forma integrdvel,
n > 3. Suponha que 0 € sing(w) e que dw(0) # 0. Entdo existe
um sistema de coordenadas (z,y,z) € C x C x C"2 tal que w =

P(z,y)dy — Q(z,y) dx.

Prova. Diferenciando a relacao w A dw = 0 obtemos

dwNdw =0 (1.21)
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Utilizaremos (1.21) para demonstrar que existem coordenadas
(,9,2) € C x C x C" 2 tal que dw = dx A dy. Com isto, obte-
remos do lema de Poincaré :

dw—2zdy) =0 = w-—zdy=df, feO0, =

O=wAdw=(zdy+df) Ndx Ndy =df Ndz Ndy =

of .

Zj
w = P(z,y)dy — Q(z,y) dz, onde P(z,y) = z + gL(z,y) e Q(z,y) =
f%(x,y). Em seguida provaremos a existéncia de um tal sistema

de coordenadas. Seja B uma bola com centro em 0 € C™ na qual
w tem um representante, que denotaremos pela mesma letra. Como
dw(0) # 0, diminuindo B, podemos supor que dw(p) # 0 para todo
p € B. Dado p € B defina :

E,={veT,B~C"|i,(dw(p)) =0} .

Lema 1.4.1. Para todo p € B o subespaco E, tem codimensdo dois.
Além disto, o sub-fibrado E de T'B, cuja fibra por p € B € E,, é
holomorfo e integrdvel.

Prova. Deixamos as provas da primeira afirmacado e de que E é
holomorfo, como exercicio para o leitor (veja o Ex. 1.10). Verifique-
mos que F é um fibrado integravel numa vizinhanca de 0. Como
dw(0) # 0, existem vetores u,v € C™ tais que dw(0)(u,v) # 0. Fixe-
mos uma vizinhanga U de 0 tal que f := dw(p)(u,v) # 0 para todo
p € U. Considerando X :=u e Y = f~l.v como campos de vetores
holomorfos em U, temos

0=1y ix(dw A dw) = 2iy(ix(dw) AN dw) =

=2(dw(X,Y).dw—ix(dw)Niy(dw)) = 2 (dw—aNf) = dw = aAf

onde a = ix(dw) e f = iy(dw). Afirmamos que a e [ satisfazem
as equagoes de integrabilidade (1.1) do teorema de Frobenius. Com
efeito, diferenciando ambos os membros de dw = a A 3 obtemos

O=daANf—aNdl = dahaANB=0,
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sendo que a tultima relagao foi obtida tomando-se o produto exterior
da primeira por a. Analogamente, fazendo o produto exterior da
primeira relacao por 3 obtemos dGAaA B = 0, o que prova o lema. [

Pelo lema 1.4.1, o fibrado E é tangente a uma folheacdo G de codi-
mensao dois. Consideremos uma carta trivializadora (z1, zo, ..., Zp) :=
(21,%2,%) de G numa vizinhanga de 0, tal que as folhas de G sdo
da forma (x; = c¢1,22 = c¢2), c1,c2 € C. Tendo-se em vista a
definicdo de E, obtemos que dw = gdxi A dzy (verifique). Como
0 = d(g.dxzy A dxzy) = dg A dzy A dxy, obtemos que g = g(z1,z2), s6
depende de x; e zo. Consideremos agora a aplicagdo H(z1,x2,2) =
(1, h(z1,22), 2), onde h(xy,x9) = Om g(x1,t)dt. Como o leitor pode
verificar, o determinante jacobiano de H em 0 vale g(0,0) # O,
ou seja H define um biholomorfismo entre vizinhancas de 0 € C™,
H(x1,x9,2) = (x,y,2). Nas coordenadas (z,y, z) a forma dw se es-
creve como dx A dh = dx A dy, o que prova o teorema. O

Observagao 1.4.1. O teorema de Kupka tem a seguinte interpretacao
geométrica : o germe de folheacdo F(w), gerada por w, tem uma es-
trutura produto : é o produto de um germe de folheacdo regular de
codimensao dois por um germe de folheagao singular de dimensao um
em 0 € C2.

Com efeito, a forma normal local w = P(z,y) dy — Q(z, y) dz, nos
diz que :

(1). sing(F()) = {(,3,2)| P(z,5) = Q(z,y) = 0}. Em par-
ticular, se 0 é ponto isolado de (P = Q = 0) C C2, o germe de
sing(F(w)) em 0 é dado por (x =y = 0), logo é liso e de codimenséo
dois. Caso contrario, podemos escrever P = f.P; e Q = f.QQ1, onde
os germes P; e Q1 ndo tém fator comum e f(0) = 0. Neste caso,
(f = 0) é uma componente de codimensao um de sing(F(w)).

(2). Se L é uma curva integral ndo constante do campo de vetores
X = P(z,y)0/0z+Q(z,y)d/dy (em C?) entdo L x C"~? é uma folha
de F(w) (note que X e P(z,y) dy—Q(z,y) dr definem o mesmo germe
de folheagdo em 0 € C?).

Definicao 1.4.1. Seja F uma folheagdo de codimensao um numa
variedade complexa M de dimensdo n. Dizemos que p € sing(F) é
um ponto de Kupka se F pode ser representada numa vizinhanga de
p por uma 1-forma w tal que dw(p) # 0. Esta condicdo independe da
1-forma que representa F, uma vez que se n = g.w, onde g(p) # 0,
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entao dn(p) = g(p).dw(p)+dg(p) \w(p) = g(p).dw(p) # 0. O conjunto
dos pontos singulares de Kupka de F serd denotado por K (F).

Seja G um germe de folheagao 0 € C2. Diremos que p € K(F)
tem tipo transversal G, se F pode ser representada numa vizinhanga
de p por uma l-forma w = P(z,y)dy — Q(z,y) dx, como no teorema
de Kupka, tal que G coincide com a folheagdo gerada por P(z,y) dy—

Q(z,y) dx.

Convém observar que, em geral, K(F) ndo é um sub-conjunto
analitico de M, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 1.4.1. Considere a forma logaritmica n := 22‘;1 Aj dmijj em
C", onden >3e); #0paratodoj=1,..,n. Aformaw=zi...2,.0
é integrédvel e define uma folheagdo F em C". No caso, temos :

(a). sing(F) = Uiz; (z; = x; = 0). Em particular, cod(sing(F)) =
2.

(b). Num ponto p € C" tal que z;(p) = z;(p) = zx(p) = 0,
i < j <k, temos dw(p) = 0, ou seja p ¢ K(F). Denotemos por S o
conjunto analitico de codimensao trés U;«j<k(x; = z; = x5 = 0).

(c). Se \i # A\jep € (z; =x; =0)\ S entdo dw(p) # 0. Em
particular p € K(F). A partir dai é possivel provar que

K(F)= |J (@=2;=0)\S, onde J ={(i,5) [ \s # N} -
(i,5)€J

Portanto, se K(F) # 0, ele nunca é fechado, logo nao ¢ um sub-
conjunto analitico de C™.

Como conseqiiéncia da estrutura de produto local, temos o seguinte
resultado :

Proposigao 1.4.1. Seja F uma folheacdo de codimensao wm numa
variedade compleza M de dimensao n > 3 tal que cod(sing(F)) > 2.
Entio K(F) € uma sub-variedade lisa de codimensdo complexa dois.
Seja K(F) = Uje K, a decomposicdo de K(F) em componentes
conezas. Dados p,q € K; entdo os tipos tranversais de F em p e
q coincidem.

Definigao 1.4.2. Seja F uma folheagdo de codimensdao um numa
variedade M de dimensao n > 3. Dizemos que um sub-conjunto
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analitico S de M é uma componente de Kupka de F, se S é uma
componente irredutivel de sing(F) tal que S C K(F).

Pela proposicao 1.4.1, uma componente de Kupka S de F é nesces-
sariamente uma sub-variedade de codimensao dois de M. Vejamos
alguns exemplos.

Exemplo 1.4.2. Sejam G uma folheacao por curvas numa superficie
complexa X e N uma variedade complexa e conexa de dimensao n >
1. Sejam M := X x N e F = 77(G), onde 71 : M — X é a primeira
projecao. Suponha que existe p € sing(X) tal que G é representada
numa vizinhanca de p por um campo de vetores equivalente a um
germe de campo Y := P(z,y)0/0z + Q(z,y)0/dy em 0 € C? tal que
P.(0) + Q,(0) # 0. Neste caso, S := {p} x N é uma componente de
Kupka de F com tipo transversal Y.

Exemplo 1.4.3. Sejam f e g polinémios homogéneos e irredutiveis
em C"*, onde gr(f)/gr(g) = p/q e mdc(p,q) = 1. Vamos deno-
tar por 7: C"*1\ {0} — P" a projecdo canénica. Suponha que as
hipersuperficies 7(f = 0) e (g = 0) sdo transversais. Esta tltima
condicao é equivalente a seguinte :

2 e Cntl \{0} 7 f(z) — g(z) =0 = df(z) A dg(z) #0. (1.22)

Seja F a folheagao de P™ definida em coordenadas homogéneas pela
forma Q = qgdf —p f dg. Note que a funcdo meromorfa h = (f?/gP)o
m de P™ é uma integral primeira de F. A sub-variedade de codimensao
dois 7(f = g = 0) é uma componente de Kupka de F. Isto decorre
de (1.22) e de dQ = (p+ q)df A dg, como o leitor pode verificar. Esta
componente de Kupka tem o tipo transversal do campo de vetores
li-near px 0/0x + qyd/dy (veja o Ex. 1.11). A folheagdo F serd
denotada por F(f,g). Observamos que o grau de F(f,g) é gr(f) +
gr(g) — 2.

Em seguida enunciaremos alguns resultados conhecidos sobre fo-
lheagbes de P™, n > 3, que possuem uma componente de Kupka. Seja
F uma folheacao de codimensao um em P™, n > 3, que possui uma
componente de Kupka S.

Teorema 1.9. ([Ce-LN 1]). Nas condi¢des acima, se S € uma in-
tersecdo completa entdo F possui uma integral primeira meromorfa
do tipo f9/gP, como no exemplo 1.4.3, ou seja F = F(f,g).
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A prova do teorema acima pode ser encontrada em [Ce-LN 1J.
Nesta referéncia, conjectura-se que toda folheacao de codimensao um
em P” n > 3, que possui uma componente de Kupka é como no
exemplo 1.4.2. Esta conjectura foi resolvida em alguns casos parti-
culares, mas persiste ainda no caso geral. As tentativas de resolvé-la
tém-se concentrado em tentar demonstrar que S é uma intersecao
completa. Em seguida enunciaremos alguns resultados nesta diregao.

Teorema 1.10. [CA-So]. Se S é uma componente de Kupka de uma
folheagcdo em P™, n > 3, entdo S é numericamente equivalente uma
interse¢cdo completa. Em particular, F tem tipo transversal em S
equivalente a um campo linear da forma px d/0x + qy0/dy, onde
p,q € N.

Um caso em que o problema foi resolvido é o seguinte :

Teorema 1.11. [CA 3]. Seja S uma componente de Kupka de uma
folheacdo F em P™, n > 3. Suponha que o tipo transversal de F em
S ndo € equivalente ao do campo radial Ry := xd/0x+y0/0y. Entio
S € uma interse¢ao completa e F = F(f,g), como no exemplo 1.4.2.

1.4.2 Reducgao de variaveis.
O fenomeno de Kupka sugere a seguinte definicao :

Definigao 1.4.3. Seja w um germe de p-forma holomorfa em g, €
C™, 1 < p < n. Diremos que w pode ser escrita com k < n varidveis
se existe um sistema de coordenadas holomorfo (z,w) = (z1, ..., 2k, w)
em ¢, no qual podemos escrever w = Y ; f(2) dz?. No somatério
adotamos a notagao J = (ji, .., jp)y, 1 < j1 < .. < jp < k, e dz’ =
dzj, N ... Ndzj,. O posto de w em g, é o ntimero minimo de varidveis
com que podemos escrever w. Usaremos a notacdo rkq, (w) para o
posto de w em gq,.

O resultado seguinte é conseqiiéncia imediata da definicao.

Proposigcao 1.4.2. Um germe w € QF pode ser escrito com k < n
varidveis se, e somente se, existem um germe de submersdo ¢: (C™,0) —
(C*,0) e um germe n € Q% tais que w = ¢* ().

No caso de folheagoes de codimensao um, temos o seguinte :
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Corolario 1.4.1. Seja F um germe de folheacdo de codimensao um
em 0 € C", n > 3. As sequintes afirmacdes sdo equivalentes ;

(a). F pode ser representada por um germe de 1-forma w com rk(w)g =
k <n.

(b). Ezistem um germe de folheacdo de codimensdo um G em 0 € CF
e uma submersio ¢: (C™,0) — (C*,0) tais que F = ¢*(G).

Quando uma das duas condi¢oes do corolério 1.4.1 for verificada,
diremos que F é equivalente a um produto de uma folheagao de codi-
mensdo um em (CF,0) por uma folheagio regular de codimensao k.

Em seguida veremos um critério de reducao a trés varidveis. Seja
w um germe de l-forma integravel em 0 € C", n > 4, tal que
w(0) = 0, ou seja, 0 € sing(F(w)). Se dw(0) # 0 estamos na
situacdo do teorema de Kupka. Vamos supor entdo que dw(0) = 0.
Seja H = 1(C3,0), onde 9: (C?,0) — (C*,0) é um germe de mer-
gulho. Consideremos a restrigdo n := w|g. Como ¢ é um mer-
gulho, existe um (germe de) sistema de coordenadas (z1,...,2,) =
z=(z,y) €C>*x C" 3 tal que H = (y =0). Sew = Z?=1 fi(z)dz;
temos 1 = Z?zl fi(z,0)dz;. Neste caso, podemos escrever dn =
Yi<icj<s fij(x)dz; A dxj, onde fij(z) = %(m,O) - %%(m,O). Di-
remos que dn tem singularidade isolada em 0 € H se {z| f;j(z) =
0,1 <¢<j<3}={0} C H A definicdo independe do sistema
de coordenadas. Além disto, se H é um outro mergulho de (C3,0)
em (C",0) tal que os espagos tangentes ToH e ToH coincidem entdo
0 é singularidade isolada de d(w|g) se, e somente se é singularidade
isolada de d(w| ). Deixamos a verificagao destes fatos como exercicio
para o leitor. Neste caso diremos que w tem uma singularidade sim-
ples em 0.

Teorema 1.12. [C-LN 1]. Se w tem uma singularidade simples em
0 € C", n >4 entao rk(w,0) < 3. Em particular, F(w) € equivalente
ao produto de uma folheacdo de codimensio um em (C3,0) por uma
folheacdo regular de codimensao trés.

Prova. A idéia é provar que se w pode ser escrita com k variaveis,
onde 4 < k < n, entao ela pode ser escrita com k — 1 varidveis. Mais
especificamente, provaremos que se existe um sistema de coordenadas
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(z,y) € CkF x C"* onde w = Z?Zl fj(xz)dz; entdo o germe de 1-
forma n := Z?zl fi(z)dz; em (CF,0) pode ser escrita com k — 1
variaveis. Desta forma, iremos supor que £ = n e todos os passos da
indugao serao similares a este caso.

Para provar que w pode ser escrita com n — 1 varidveis vamos con-
struir um germe de campo de vetores holomorfo X tal que X (0) # 0
e ixdw = 0. Suponhamos por um instante que existe um tal campo.
Neste caso, como X (0) # 0 existe um (germe de) sistema de co-
ordenadas z = (z,y) € C"~! x C tal que X = 9/dy (teorema do
fluxo tubular, veja [Sc-LN]). Afirmamos que w se escreve com n — 1
varidveis nesta carta local. Com efeito, utilizando a condigdo de in-
tegrabilidade, temos

0=i(wAdw) =ixwdw—wNixdw=ixwdw = ixw=0.

Utilizamos acima que dw # 0, ja que 0 é singularidade isolada de
d(w|g). Obtemos dai que (veja [Sc-LN]) :

Lx(u}) = ide—I—d(in) =0,

onde Lx denota a derivada de Lie na direcao de X. Por outro lado,
Lx(w) = 4(X}(w))lt=o (veja [Sc-LN]), onde X,(z,y) = (z,y+t) éo
fluxo de X = 9/90y. Portanto Lx(w) = 0 implica que os coeficientes
de w nao dependem de y, ou seja, w = 27;11 fi(x)dx;+ fn(x)dy, onde
f1,-s fn € On—1. Finalmente, como ixw = 0 obtemos que f, =0 e
que w pode ser escrita com n — 1 varidveis. Provemos a existéncia do
campo X.

Consideremos um sistema de coordenadas z = (z1, ..., z,) tal que

H = (24 = ... = z,, = 0). Vamos obter uma solu¢do do problema
da forma X = 8/0z, + Z?zl gj(2) 8/0z;, onde g; € O, 1 < j < 3.
Coloquemos dw = Zlgi,jgn wij dz; N dzj, wps = —Wwe S€ T > S, €

ixdw = Z;»l:l R;dz;. Um célculo direto mostra que
Rj = gl.wlj +92.(,(J2j + gg.u)gj +wn]- 5 1 S] § n. (123)

Portanto ixdw = 0 é equivalente a R; =0, 1 < j <n, em (1.23).
Afirmamos que as relagées R; =0, j =1,2 = R; =0, 5 > 3.

Com efeito, suponhamos que Ry = Ry = 0. A relagdo de integra-

bilidade implica que dw A dw = 0. Fazendo o produto interior desta
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relagdo com X, obtemos ixw Adw = 0, relagao que é verdadeira para
qualquer campo X. Por outro lado, o coeficiente de dz; A dz1 A dza
em ixdw A dw é

Aj = Rj.u)12 + Rl.(UQj + Rg.u}jl .

Como A; = Ry = Ry = 0 obtemos R;.wi2 = 0. Por outro lado, a
hip6tese de que d(w|y) tem singularidade isolada em 0 implica que
w2 # 0, logo R; = 0.
Explicitamente as relagées R; = 0, j = 1,2, 3, podem ser escritas
como
—g2.w12 + g3.W31 = Wip
g1.wi2 — g3.w23 = Wap (1.24)
—g1.w31 + g2.wa3 = W3n

Vamos escrever estas relacoes de um outro modo, de forma a utilizar
o teorema da divisdo de De Rham (veja o Apéndice 1.6). Sejam
Y = WQg.a/azl + W31.8/822 + W12.8/823, o = wln.dzl + (,(JQn.dZQ +
w3p.dzz € © := g1dzz ANdzo + gadzy A dzg + gzdza A dz;. O leitor
pode verificar diretamente que as relagées (1.24) sdo equivalentes a
iy ® = «a. Por outro lado, o coeficiente de dz; A dzo A dz3 A dz, em
dw N dw é was.wi, + wW31.Way + Wi.W3, = ty @ € como dw A dw = 0
obtemos que iy a = 0. Portanto a solugao do problema se reduz a
um teorema de divisdo : iva =0 — a =iy 6.

Para aplicar o teorema de De Rham (versdo paramétrica) deve-
mos verificar que cod(sing(Y)) > 3. Este fato decorre da hipdtese :
colocando z = (u,v) € C3 x C"~3, a hipétese de que 0 é singulari-
dade isolada de d(w|g) é equivalente a sing(Y) N H = (w12(u,0) =
ws1(u,0) = wa3(u,0) = 0) = {0}. Isto implica que cod(sing(Y)) > 3
: se sing(Y) tivesse uma componente A de codimenséo dois, por ex-
emplo, A N H teria codimensao dois em H, ou seja dimensao um, o
que é uma contradigdo, ja que AN H C sing(Y) N H = {0}. O

O resultado seguinte é conseqiiéncia do teorema 1.12 (veja o Ex.
1.12).

Corolario 1.4.2. Seja w € QL integrdvel (n > 4) tal que w(0) =0 e
dw(0) = 0. Sejaw = Z‘;‘;k w; a expansdo de Taylor de w em 0 € C”.
Suponha que exista um 3-plano H C C™, passando pela origem, tal
que d(wg|m) tem singularidade isolada. Entdo rk(w,0) < 3.
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Nos exemplos em seguida convencionamos que n >4 e H ={z €
(Cn|Zj :0,j24}.

Exemplo 1.4.4. Consideremos um germe de 1-forma integravel em
0 € C", cuja expansao de Taylor em 0 é do tipo w = 2122 wj, sendo
WQ|H = )\1.22 zZ3 le + AQ.Zl z3 dZQ + A3.Zl zZ9 dZ3, Aj # 0, 1 § j S 3.
Note que a folheagdo gerada por ws|y em H é do tipo logaritmica.
Como d(wa|g) = (A3 — A2)z1dza Adzz + (A1 — A3)zadzs A dzy +
(A2 — A1)z dz1 A dza, obtemos que se \; # Aj, Vi # j, entdo w
pode ser escrita com trés varidveis. Neste caso é possivel provar
também que a folheagdo F(w) pode ser definida por um germe de agéo
comutativa em (C™,0), isto é, existem germes de campos holomorfos
comutativos Xi, ..., Xp—1 tais que w = ix,...ix,_,dz1 A ...dz,. O
sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal forma que X; =
0/0zj41, se j > 3, e X; = Z?zl fij(z1,22,23)0/0z; se i = 1,2.
Supondo condiges de ndo ressonancia nos Aj, € possivel ainda provar
que os campos X1 e X, podem ser simultaneamente linearizados. Isto
significa que existe um germe de biholomorfismo ¢: (C",0) — (C™,0)
tal que w = ¢*(w2|m). Uma referéncia para este resultado é [Ce-LN
2.

Exemplo 1.4.5. Como sabemos, uma folheacio F em P? pode ser
definida em coordenadas homogéneas por uma 1-forma integrivel €2
em C3, cujos coeficientes sdo polinémios homogéneos de grau gr(F)+
1 := k e que satisfaz ig{) = 0. Uma condicido necessdria para que
0 € C? seja singularidade simples de 2 é que se p € sing(F) entdo
p é ndo degenerada e [esp(F,p)] = {A1 : A2}, onde Ao/A # —1
(veja o Ex. 1.13). Neste caso, podemos aplicar o coroldrio 1.4.2 :
se um germe de 1-forma integravel w em 0 € C™, n > 4, é tal que
w =) s, wj, € wy satisfaz wy|g = Q entdo rk(w) = 3. E possivel
ainda provar que w é equivalente a {2, ou seja, que existe um germe
de submersao ¢: (C",0) — (C3,0) tal que w = ¢*(2). Este tltimo
resultado, cuja demonstragdo original foi dada em [C LN 1], serd
provado no capitulo 2.3.

1.4.3 O conjunto singular em P".

O objetivo desta se¢do é provar que o conjunto singular de uma fol-
heacdo de codimensao um em P" tem ao menos uma componente
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irredutivel de codimensao dois. A idéia da prova é aplicar o teorema,
de Baum-Bott a uma restricio da folheacdo a um plano P? ~ H C P»
convenientemente escolhido.

Vamos utilizar que um sub-conjunto analitico X de dimensao k
de uma variedade M pode ser estratificado de maneira tnica em sub-
conjuntos analiticos ) = Xg C X; C ... C X} = X tais que para todo
Jj =1,..,k, temos que dim(X,;_1) < dim(X;) e X; \ X;_1 é uma
sub-variedade lisa de M. Diremos que um outro conjunto analitico
Y, com estratificacdo ) = Yy C Yy C ... C Y, = Y, é transversal a
X em M, se as sub-variedades X; \ X,;_1 e ¥; \ Y;_; s@o trasnversais
duas a duas. Convém observar que a nomenclatura sub-variedade é
utilizada aqui no sentido da topologia diferencial, isto é, o conjunto
X; \ X;—1 nao é necessariamente fechado em M.

Dado k < n denotaremos por Gr(n,k) o conjunto de todos os
planos P¥ ~ H C P" mergulhados linearmente em P". Observa-
mos que Gr(n, k) tem uma estrutura natural de variedade complexa
compacta de dimenséao (k+ 1)(n — k).

Definigao 1.4.4. Seja F uma folheacdo de codimensdo um de P",
n > 3. Dizemos que um k-plano H € Gr(n, k) estd em posicao geral,
ou é genérico com respeito a F se :

(a). H é transversal a sing(F).

(b). Se p € H \ sing(F) entdo F tem uma integral primeira numa
vizinhanca U de p, digamos f € O(U). Neste caso, exigiremos
que, ou bem df (p)|r,z # 0, ou seja, T, F é transversal a T,H,
ou bem p é uma singularidade de Morse de f|g.

Esta ultima condicao é equivalente a dizer que existe um sistema
de coordenadas (z1,...,z;) em p € H tal que f|lg = f(p) + Z§=1 3
(veja [Hi]). Um resultado que sera utilizado algumas vezes neste texto
é o seguinte :

Proposigao 1.4.3. Seja F uma folheacao de codimensdo um em P™,
n>2. Dado 1 <k <mn, o conjunto G(n,k,F) ={H € Gr(n, k)| H
estd em posi¢do geral com respeito a F} € denso em Gr(n,k).

Prova. Sejam C e D os conjuntos de k-planos H que satisfazem
as condicoes (a) e (b) da definigdo 1.4.4, respectivamente. Como
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G(n,k,F) = C N D, basta provar que C e D sdo de Baire. O fato
de que C é de Baire, é conseqiiéncia da teoria da transversalidade e
é deixada como exercicio para o leitor (veja o Ex. 1.14). Provemos
que D é de Baire. Fixemos uma carta afim C™ C P™ e uma bola
B C C™\ sing(F), tal que F possui uma integral primeira holomorfa
nao constante f: B — C, sendo df(q) # 0 para todo ¢ € B. Dado
X C P"\ sing(F) defina G(F,X) = {H € Gr(n,k)| H satisfaz a
condicdo (b) da definigdo 1.4.4 em todos os pontos de X }.

Lema 1.4.2. Na situagdo acima, o conjunto G(F,B) € denso em

Gr(n, k).

Prova. Fixado H € Gr(n, k) tal que HN B # (), ap6s uma rotagao
e uma translacio em C", podemos supor que H N C" = C* x {0} C
Ck x C" % = C". Seja U a vizinhanca de H em Gr(n,k) tal que
todo k-plano em U é o grafico de uma funcdo afim ¢: CF — C"—*,
na decomposicio considerada : U = {1 (C¥) |9 (z) = (x,a + L(z))},
ondeac C"*elL c L(k,n—k). SejaV = {(z,a,L) € CFx C" % x
L(k,n —k)|(z,a+ L(z)) € B}. Defina F: V — C¥ x C* por

Flany(@) = Fla,a,L) = ( S (] 0 (&) e © w») ,

onde ¢(z) = a+ L(z). Entdo H(a,L) := graf(x — a+ L(x)) estd
em G(F, B) se, e somente se, F, ) corta transversalmente a segao
nula ¥ = C* x {0} (veja [Hi]). Vamos agora utilizar o seguinte lema
de transversalidade :

Lema 1.4.3. Seja F: W x P — M, de classe C*, onde W, P
e M sao variedades. Dado p € P, defina F, := Flwypy. Seja
S C M uma sub-variedade. Suponha que F' € transversal a S. Entao
o conjunto X = {p € P|F, € transversal a S} € de Baire. Em
particular, X € denso em P.

A prova do lema 1.4.3 pode ser encontrada em [Hi]. Pelo lema
1.4.3 é suficiente provar que F' é transversal a 3. Por outro lado, isto
é conseqiiéncia do fato de que df(¢q) # 0 para todo ¢ € B. Deixamos
a prova como exercicio para o leitor (veja o Ex. 1.15). O

Fixemos agora uma bola compacta B; C B. Utilizando que o con-
junto de fungdes definidas numa variedade compacta (com a topologia
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C?-uniforme), cujas singularidades sdo todas de Morse, 6 um aberto
(veja [Hi]), prova-se que G(F, By) é aberto em Gr(n, k). Decorre daf
e do lema 1.4.2 que G(F, B;) ¢é aberto e denso em Gr(n,k). Com
isto podemos obter uma cobertura enumeravel de P" \ sing(F) por
compactos (B )m>1 tal que G(F, By,) é aberto e denso em Gr(n, k)
para todo m > 1. Como C = N,>1G(F,B,,), obtemos que C é de
Baire, o que prova a proposigao. O

Teorema 1.13. O conjunto singular de uma folheagao de codimensao
um em P" contém ao menos uma componente irredutivel de codi-
mensao dois.

Prova. Seja F uma folheagdo de codimensdo um em P™ e supo-
nhamos por absurdo que todas as componentes irredutiveis de sing(F)
tenham codimensdo maior que dois. Seja H ~ P? um 2-plano em
posicdo geral com F. Como dim(sing(F)) + 2 < n, a condigdo de
transversalidade entre H e sing(F) corresponde a sing(F) N H = (.
Seja G a folheagdo de H obtida pela restricdo de F a H, ou seja, dado
p € H, se F é representada pela 1-forma integravel w numa vizin-
hanca U de p entdo G é representada em H NU por w|gny. No caso,
p € sing(G) se, e somente se, w|g(p) = 0. Note que w(p) # 0, uma
vez que H Nsing(F) = (). Portanto p € sing(G) se, e somente se, F é
tangente a H em p. Por outro lado, as tangéncias de F com H sao do
tipo Morse, ou seja, F tem uma integral primeira holomorfa f numa
vizinhanga de p tal que f|g(z,y) = f(p) + 2 +y? em algum sistema
de coordenadas holomorfo em p € H. Neste sistema de coordenadas
G é representada pelo campo dual de df, X = 220/9y—2yd/dz, cujos
auto-valores sdo £2¢. Como conseqiiéncia obtemos que BB(G,p) =0
(veja a observagdo 1.3.1). Como todas as singularidades de F sao
do tipo Morse, obtemos Zp@mg(g) BB(G,p) = 0. Por outro lado,
pelo teorema de Baum-Bott (coroldrio 1.3.1) temos }  BB(G,p) =

(gr(G) +2)? > 0, o0 que é uma contradigao. O
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1.5 Folheagcoes com estruturas transver-
sais.

1.5.1 Conceitos basicos.

Como vimos na observacao 1.1.2, uma folheagao regular F de codi-
mensao k numa variedade complexa M de dimensao m > k, pode ser
definida por colegdes {(Uj,v;}jes e {gij}u,;+0, onde {U;}jes é uma
cobertura de M por abertos conexos, 9;: U; — C* ¢ uma submersio,
para todo j € J, e g;;: ¥;(Ui;) = ¢;(U;;) é um difeomorfismo sat-
isfazendo g;; o ¢; = 1;, para todo par (i,75) tal que U;; # . Vamos
supor que U;; := U; NU; e Uy, := U;; N Uy s@o conexos para quais-
quer i, j,k € J. Observamos que se U; N U; N Uy := Uy # 0 entao
9ij © gjk © gki € a aplicagdo identidade de ;(U; ) (verifique).

Lembremos que uma agdo de um grupo (G, *) numa variedade S é
uma aplicacao ®: G xS — S satisfazendo ®; = idg e ®gip, = Py0Py,
onde ®,(s) = ®(g,s) é um homeomorfismo de S, para todo g € G.
Estamos interessados no caso em que S é uma variedade complexa e
G é um sub-grupo de Lie do conjunto Aut(S), dos biholomorfismos
de S. Neste caso, usaremos a notagao ®,(p) = g(p).

Definigao 1.5.1. Sejam M e S variedades conexas complexas, M de
dimensao n, F uma folheacdo regular de codimensao k em M, S de
dimensédo k e G C Aut(S) um sub-grupo de Lie de Aut(S). Dizemos
que F tem estrutura transversal modelada em G se existem uma
cobertura {Uj }je; de M por abertos e colecoes {1, }jes e {gij}u,,+0
tais que :

(a). Para todo j € J, ¢;: U; = 4;(U;) C S é uma submersao.

(b). Se U;NU; := U;; # 0 entdo gi;: ¢i(Ui;) — 1 (Ui;) é a restricao
de uma transformacdo h;; € G a 9;(U;;), tal que h;; o, = ;.

(c). Para todo j € J, as folhas F|y, sdo as variedades de nivel

¥; 1 (q), g € ¥;(U).
Observe que, se U;;i, # () entdo
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Dizemos entdo que a colecdo {hji}y,,«p ¢ um cociclo em G. A
definigdo 1.5.1 pode ser encontrada em [Gol.

Suponha que F possui duas estruturas transversais modeladas
em G, dadas por colegdes {Uy}jess {t5}jes, {9}, 0 € {Vikier,
{#i}ier, {hij}v,, 0, respectivamente. Apés considerarmos um refi-
namento das duas coberturas, podemos supor que elas coincidem :
I =JeU; =V; Vj. Diremos que as estruturas sao equivalentes,
se para todo j € J existe k; € G tal ¢¥; = k;j o ¢;. Como o leitor
pode verificar, isto corresponde a dizer que os cociclos {gij}Uij#@ e
{hij}u,;+0 s@o equivalentes, isto é, que h;; = kito gij o k; para todo
par (i,7) tal que U;; # 0.

Seja F uma folheagdo em M com estrutura transversal mode-
lada em G C Aut(S). Sejam m: M — M o recobrimento universal
holomorfo de M e F = 7*(F).

Teorema 1.14. Nas condigoes acima, F tem estrutura transversal
modelada em G. Além disto, existe uma submersio ¢: M — S tal
que as folhas de F sio as superficies de nivel de ¢ : ~1(s), s € S.
Em particular, se M ¢é simplesmente conexa, entao F = F e existe
uma submersao ¢: M — S tal que as folhas de F sdo as superficies
de nivel de ¢.

Prova. Fixemos colecdes {U;}jes, {¥j}ier e {9ij}u,, 20 que de-
finem F, como na definicao 1.5.1. Vamos supor que todo U; é um
aberto trivializador de 7, isto é, 7' (Uj;) = Urer UJ, onde mlyr: UF —
U;j é um biholomorfismo, para todo r, sendo Uj NU; = 0 ser # s.
Definimos entdo as submersoes ¢ := 1; o 7T|U]r2 Ui — S. Con-
siderando o conjunto de indices K = J x I temos a cobertura {V}, :=
U]’-"}kz(j7r)EK de M, por abertos conexos, e a colecdo de submersoes
{#r == ¥]}r=(jrex. Vamos agora definir o cociclo {hre}v,,20-
Tomando de inicio os Uj:, suficientemente pequenos, podemos su-
por que dados ¢ # j € J tais que U;; # 0, entdo dado r € I, existe
um tnico s € I tal que U] N U} # 0. Fazendo k = (j,7) e £ = (i, 5)
vemos que g;j © ¢ = ¢¢, logo colocamos hyy := g;;. Desta forma, F
tem estrutura transversal modelada em G.

Vamos agora construir a submersao global ¢: M — S. Para isto
observamos o seguinte : dados k, £ € K tais que Vi # ), temos ¢y =
hie o ¢g. Como hge € Aut(S), ou seja, estd globalmente definido em
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S, a submersao hyy o ¢y estéd definida em todo V;. Portanto, a relacao
pode ser interpretada como : hgg o ¢p: V; — S é uma continuagao
analitica de ¢p: Vi — S a V, UV,. Com isto podemos estender
¢ := ¢ ao aberto Uy,,-p Vi, colocando ¢|y, = hie o ¢y. Dado ¢ €
Ve NV, onde Vipm # 0, o valor ¢(q) estd bem definido uma vez que
hieods = hgmohmeodr = Mgmodm. Isto implica que a submersao ¢ =
¢r: Vi — S tem continuagao analitica ao longo de qualquer caminho
~v:[0,1] — M tal que 7(0) = p € Vj. Denotemos esta continuagio
analitica por ¢,. Se v;: [0,1] — M é outro caminho com os mesmos
extremos de 7, homotdpico a v com extremos fixos, entdo ¢, = (;571
Como M 6 simplesmente conexa, dois caminhos quaisquer em M
com 0s mesmos extremos sdo homotépicos com extremos fixos. Logo
a continuacao analitica independe do caminho e portanto podemos
extender a submersao ¢ a toda variedade M. O

O par (.7:', @) serd chamado de desenvolvimento de F com respeito
a estrutura transversal.

Observagao 1.5.1. Duas estruturas transversais de F modeladas
no mesmo grupo G C Aut(S), digamos T3 e T, ddo origem a desen-
volvimentos diferentes (f, 1) e (f, ¢2). No entanto, se estas estru-
turas s@o equivalentes, existe uma transformacao h € Aut(S) tal que
¢2 = ho¢;. Deixamos a prova deste fato como exercicio para o leitor
(veja o Ex. 1.16).

Utilizando o teorema 1.14, vamos definir em seguida a monodro-
mia da estrutura transversal. Sabemos da teoria do recobrimento que
existe um homomorfismo injetivo natural de grupos H: II; (M, p) —
Aut(M), onde II; (M, p) denota o grupo fundamental de M com base
em p € M (veja [EL]). A imagem H (II; (M, p)) := Aut(w) é o grupo
de automorfismos do recobrimento 7: M — M : Aut(r) = {f €
Aut(M)|f o = n}. Seja (F,¢) o desenvolvimento de F com
respeito a uma estrutura transversal modelada em G C S. Dado
v € Iy (M, p), como H(v) € Aut(M), a aplicacio ¢ o H(y): M — S
é uma submersao que também define a folheagao F. O fato seguinte,
que é deixado como exercicio para o leitor, decorre da construcao de ¢
ede H(vy) : existe um unico h(y) € G tal que poH(y) = h(y)o¢ (veja
o Ex. 1.17). Isto define uma aplicacdo v € II; (M, p) — h(y) € G.
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Note que

h(v1%72)0¢ = ¢oH (y1%72) = ¢poH (y1)oH (72) = h(71)oh(y2)od ==

h(y1%7v2) = h(y1)oh(72), j& que ¢ é submersao. Logo h: II;(M,p) —
G é um homomorfismo de grupos.

Corolario 1.5.1. Seja F uma folheagdo em M com estrutura transver-
sal modelada em G C Aut(S). Seja (F,¢) o desenvolvimento de F no
recobrimento universal w: M — M , com respeito a4 estrutura. Entdo
existe uma submersdo : M — S que define F e tal que pom = ¢ se,
e somente se, a monodromia h: Iy (M, p) — G da estrutura é trivial,
isto €, h(vy) = ids para todo v € 11, (M, p).

Prova. Decorre do seguinte fato bem conhecido : seja f: M — X
uma aplicacao continua, onde X é uma variedade. Entao existe uma
aplicacao continua g: M — X tal que gom = f se, e somente se,
¢ o H(v) = g para todo v € II; (M, p), onde H: II1(M,p) — Aut(mw)
é o isomorfismo natural (veja [EL]). Deixamos os detalhes para o
leitor. O

1.5.2 Folheagoes com estrutura transversal proje-
tiva.

No caso de uma, folheacao de codimensao um, com estrutura transver-
sal, S é uma superficie de Riemann, logo se S é simplesmente conexa,
temos trés possibilidades :

(I). S = P! Neste caso, tomando P! = CU {oo}, temos Aut(P!) =

aztb|q.d — be=1}.

(IT). S = C. Como sabemos Aut(C) = {a.z+b|a # 0}.

(Iff). S = H = {z € C|Im(z) > 0}. Temos entdo Aut(H) =

2t lad—be=1,a,bcdeR}

Em todos os casos, Aut(S) pode ser considerado como sub-grupo
de PSL(2,C) := Aut(P'). Diremos entdo que F tem estrutura
transversal projetiva. No caso em que a folheacao F tem estru-
tura transversal modelada em Aut(C) diremos que ela tem estrura
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transversal afim. Diremos que F tem uma estrutura transversal por
translagoes, se o grupo G é o grupo de translagoes de C : z — z + a.
Vejamos um exemplo.

Proposigao 1.5.1. Sejam M uma variedade complexa de dimensao
n > 2 e F uma folheagdo reqular de codimensdo um em M. Entdo F
tem uma estrutura transversal por translagoes se, e somente se, ela
pode ser definida por uma 1-forma fechada holomorfa.

Prova. Suponha que existe uma 1-forma holomorfa fechada w €
QY(M) que define F. Como F é regular, temos w(p) # 0 para todo
p € M. Seja {B;};cs uma cobertura de M por abertos biholomorfos
a uma bola de C", tais que B; N B; := B;; é conexo para quaisquer
i,j € J. Pelo lema de Poincaré, existe f; € O(B;) tal que w|p; = df;,
para todo j € J. Note que f;: B; — C é uma submersao. Se B;; # ()
entao

(dfj —dfi)|p,;, =0 = fi=fj+by, bi;€C.

Colocando g;;(z) = z + b;; temos f; = g;; © f;, logo F tem uma
estrutura transversal por translagoes.

Reciprocamente, se F tem uma estrutura transversal por translacoes,
ela é dada por uma cobertura {U;};cs, uma colecao de submersoes
{fi}jes e um cociclo {gi;}v,, 20 de translagdes. Se gij(z) = z + by;
entdo f; = f; + b;; em B;; # 0, ou seja df; = df; em B;;. Logo
podemos definir uma 1-forma holomorfa fechada w em M por w|p; =
df;, para todo j € J. A forma w define F.

As folhecbes lineares de codimensdo um dos toros complexos,
fornecem exemplos como na proposicdo 1.5.1 (veja exemplo 1.1.2).
Outro exemplo sdo as folheagoes logaritmicas em P" (veja a definigdo
1.2.2) , mas neste caso a estrutura s6 é definida num aberto préprio
de P".

Observagao 1.5.2. Se F for simultaneamente definida por duas
formas fechadas nao multiplas por uma constante, digamos w; e
w2, entao ela tem uma integral primeira. Com efeito, neste caso
temos wy = f.wq, onde f € O(M) é nao constante. Por outro lado,
0 = dws = df A wi, logo df também define F e f é uma integral
primeira de F.
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Em particular, se F possui duas estruturas transversais por trans-
lacoes distintas entao F tem uma integral primeira holomorfa.

Em seguida veremos um critério para que uma folheagao tenha
uma estrutura transversal afim.

Proposigao 1.5.2. Seja F uma folheagdo de codimensdo um numa
variedade complexa M. Suponha que existe uma 1-forma meromorfa
w em M que define F em U := M \ |w|oo U |w|o. FEntio Fly tem
uma estrutura transversal afim se, e somente se, existe uma 1-forma
fechada n € QY (U) tal que dw =nAw em U.

Prova. Suponhamos que F tem uma estrutura transversal afim
em U. Seja ({B;};,{fi}j {9k} B, 20), que define a estrutura afim de
Flu, onde gjx(z) = ajr.2+bjr € Aut(C). No caso, f;: B; = C éuma
submersao, df; define F em Bj e f; = a;j.f; + bi; em B;; # (. Como
w|p, também define F|p,, temos w|p, = g;.df;, onde g; € O*(B;).
Se B;j # (0, obtemos

g;
w|Bij = gj.dfj = g;.df; = gi.aij.dfj — g_]-|B” =a;; € C*f =
K3

i% = %gf em Bj;. Logo existe n € Q'(U) tal que 7|p, = d—L para

todo j. A forma n é fechada e satisfaz dw = n A w, pois em B temos
dw = dg; N dfy = 4 Nw.

Reciprocamente, suponhamos que dw = n Aw, onde dn = 0. Con-
sideremos uma cobertura {B;}; de U por abertos convexos tal que
Bjy, é conexo para quaisquer j, k. Pelo lema de Poincaré n|p, = dh;,
onde h; € O(Bj). Defina g; = exp(h;) € O*(B;). Vemos entdo que
dg

i‘ﬁ = 0, ou seja, existe

n = d?]i em B;. Logo, se B;; # ) entdo <1 — £

a;; € C* tal que EHBM = a;5. Por outro lado,

1 dg; 1
d<£> = —(dwfﬂ/\w) =—(dw—nAw)=0,
95 9j 95 9j

logo pelo lema de Poincaré existe f; € O(B;) tal que gij = df;. Como
df; nao se anula em Bj, a aplicagao f;: B; — C é uma submersao.

Finalmente, como df; = a;;.df; em B;j # (), existe b;; € C tal que
fi = aij.fj -+ bi]‘ em Bl] O
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Coroléario 1.5.2. Nas condi¢ées da proposicao 1.5.2, se F tem duas
estruturas transversais afins ndo equivalentes no aberto U = M \
|w]oo U |wlo de M entdo F é definida por uma forma fechada n # 0
em U \ |n|o, sendo o conjunto analitico |n|o uma unido de folhas de
Flu.

Prova. Nestas condigoes podemos escrever dw =11 Aw = 12 A w,
onde 71 # M2 e dyp = dnz = 0. Logo, se n := n2 —m # 0 entdo
dn =0enAw=0. Daf concluimos que n = f.w, onde f € O(U) é
nao constante. Portanto, F pode ser definida em U \ ||y pela forma
fechada 7. Por outro lado, temos 0 = df A w + f.dw, o que implica
que (f = 0) é invariante por F|y (veja a proposigao 1.2.2). O

Observagao 1.5.3. Nas condices da proposi¢ao 1.5.2, se F tem
uma estrutura transversal afim em M \ |w|o U |w]o, entdo a estrutura
pode ser estendida a todas as componentes irredutiveis de |w|s \ |w]o
nao invariantes por F. Deixamos a prova deste fato como exercicio
para o leitor (veja o Ex. 1.18).

Definigao 1.5.2. Seja F uma folheacdo de codimensdo numa var-
iedade algébrica M. Dizemos que F possui uma estrutura transversal
afim com polos, se :

(a). F pode ser definida por uma 1-forma meromorfa w em M \
|wloo Ulwlo-
(b). dw =n A w, onde n é fechada e meromorfa em M.

Neste caso, a estrutura afim definida por 7 se estende a todas as
componentes de |w|. ndo invariantes por F.

Exemplo 1.5.1. Seja F a folheacdo de P™ definida em coordenadas
homogéneas pela forma

k
Q= fifi N
j=1 J

onde os fj/s sdo polindmios homogéneos irredutiveis em C"t1 dois

a dois relativamente primos, A; € C* e 37, A;.gr(f;) = 0. Note que

dQY=nA, onden = Zj % Isto implica que F tem uma estrutura
J

tranversal afim com polos em X =II(f;...fr = 0).
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Em seguida veremos um critério para que uma folheagao de codi-
mensao um tenha uma estrutura transversal projetiva. Vamos supor
que a folheacdo F seja definida por uma 1-forma meromorfa w em
M\ |w|oo U |wl|o, como na proposigdo 1.5.2. Suporemos também que
existe uma 1-forma meromorfa wi; em M tal que dw = w; A w. Ob-
servamos que esta ultima condigao é sempre verdadeira se M é uma
variedade algébrica. Seja U := M \ (|w|oo U |w]o U |w1|co)-

Teorema 1.15. Nas condi¢des acima, F possui uma estrutura transver-
sal projetiva em U se, e somente se, existe uma 1-forma wy € QY (U)
tal que :
dw = w1 ANw
dwi = w A wo (1.26)

dwy = wa A wy

Nao faremos a prova do teorema acima, ja que ela é um tanto
extensa. Ela pode ser encontrada nas referéncias [Sc] ou [Sc-LN].

Definicao 1.5.3. Um terno de 1-formas (w,w,w2) satisfazendo as
relacbes (1.26) serd chamado de um terno projetivo associado & fol-
heagdo F. Nas condigoes do teorema 1.15, diremos que a estrutura
transversal tem polos em M, se a 1-forma wy é a restricao a U de
uma forma meromorfa em M.

Observagao 1.5.4. Seja (w,ws,ws) um terno de 1-formas meromor-
fas em M, sendo w # 0. Gostariamos de observar aqui que elas satis-
fazem as relacoes (1.26) se, e somente se a 1-forma 2, meromorfa em
C x M, definida por
22
Q=dz—w— 2w — 5 w2 (1.27)

é integréval (veja o Ex. 1.19). Isto significa que existe uma folheagéo
de codimensdo um G em C x M tal que (z = 0) C C x M nao é
invariante por G e G|.—g) = F, onde F ¢ a folheagao definida por w.

Observagdo 1.5.5. Nas condigdes do teorema 1.15, se f € O*(U)
entdo a 1-forma n := f.w também representa F em U. Neste caso,
(fw,wi+df/f, fL.ws) é um terno projetivo. Com efeito, seja ®: Cx
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U — CxU dada por ®(v,z) = (f(x) L.v,z). Seja Q como em (1.27).
Um célculo direto mostra que
L * _ df v? w2
Q= f2*(Q) =dv— fw v(wl—l—f) > 7
o que prova que (f.w,w; +df/f, f"*wy) é um terno projetivo, j& que
Q' é integravel.

Em geral, é possivel provar que se f e g sao meromorfas em M,
moi=w+df/f +2gw en = f 1wy +2dg + 29w + 29°w) entdo
(w,m1,m2) é um terno projetivo que define a mesma estrutura tran-
versal de F, fora do conjunto de polos de f e de g (veja [Sc], [Sc-LN]
e o Ex. 1.19).

Exemplo 1.5.2. Sejam S uma superficie de Riemann, o« Z 0 uma
1-forma meromorfa em S e ag, a1, as fungdes meromorfas em S. Seja
w a 1-forma meromorfa em C x S definida por

w=dz — (ag + z.a1 + 2°.a2)a (1.28)

A forma w define uma folheacdo em C x S que possui uma estrutura
transversal projetiva no aberto U := C x A, onde A = |ag.t|oo U
|a1.0)0o U |a2.0|oo. Com efeito, fazendo wy := (a1 + 2za2)a e wg :=
2ao0 temos dw = w Aws, dw; = wAws e dwy = 0 = wy Awy. Estamos
utilizando aqui que toda 1-forma meromorfa em S é fechada. Note
que a folheacdo F se estende a P! x S, pois se fizermos a mudanca de
varidveis ¢(v, x) := (1/v,x) = (2,7) em w, obtemos —v?.¢*(w) = dv+
(ag-v? + a1.v + az)a. Este tipo de folheacio é chamado de folheagdo
de Ricatti e corresponde a suspensao de um grupo de transformacoes
projetivas por uma agao ¢: II;(A4) x P — P! (veja [Sc-LN], para a
defini¢do de suspenséo, e [LN] para o caso em que S = P1).

1.6 Apéndice 1.

O objetivo deste Apéndice é provar o teorema de divisao a parametros
de De Rham nos casos especiais que nos interessam. Sejam U C
C" e V C C™ abertos de Stein. Usaremos a notagdo %, (U) para
designar o conjunto das ¢-formas diferenciais &« em U x V do tipo o =
Yoy ar(z,t)dzr,onde I = (i1 < ... <ig), dzr = dz;; A...Ndz;, e ar €
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O(UxV). O aberto V sera considerado como o espago de pardmetros.
O fato fundamental que serd utilizado sobre as variedades de Stein é
o seguinte :

Teorema 1.16. Seja M wma variedade de Stein. Se X C M € um
sub-conjunto analitico tal que codpr(X) > 3 entdo HY(M\ X,0) = 0.

Isto é equivalente a dizer que o primeiro problema de Cousin tem
solucdo em M \ X. Dada uma cobertura U := {U,};e; de M \ X
por abertos, dizemos que a colegao {gij}Ul.j#@ é um cociclo aditivo
em U se g;; € O(U;;) e dado Uy, := U; NU; N Uy # 0 entdo (gi; +
gjk + 9ki)|u,;, = 0. O primeiro problema de Cousin tem solugao
em M \ X se para todo cociclo aditivo {gi;}v,;z¢ em U existe uma
colecao {g;}jecs tal que g; € O(U;) e gij = (95 — 9i)|u,,» se Uiz # 0.
A demonstragdo do teorema 1.16 pode ser encontrada em [G-R].

Outro resultado que utilizaremos é a seguinte conseqiiencia do
teorema de Hartogs-Levi (veja [Si]) :

Teorema 1.17. Sejam M wma variedade complexa e X C M um
sub-congunto de M com codp(X) > 2. Entao toda fungdo holomorfa
(resp. meromorfa) em M\ X se estende a uma (dnica) fungdo holo-
morfa (resp. meromorfa) em M.

Defini¢ao 1.6.1. Dizemos que uma 1-forma w € Qi,(U) satisfaz &
p.d.p.£ (propriedade da divisdo a parametros por ¢-formas), se para
toda -forma 7 € Q% (U) tal que w A7 = 0 entdo existe o € Q5 (V)
tal que n = w A a.

O teorema de De Rham a parametros, em geral, pode ser enunci-
ado da seguinte maneira :

Teorema 1.18. Seja w € O, (U) tal que codyxy (sing(w)) >k + 1.
Entao w satisfaz a p.d.p.t, para 1 </{ <k.

Os casos que nos interessarao sao k = 1 ek = 2. No caso k = 1 nao
é necessario supor que U seja de Stein, como veremos mais adiante.
A prova serd baseada num lema, que enunciamos a seguir.

Lema 1.6.1. Sejam w € Qv (U) e (p,q) € U xV tal que w(p,q) # 0.
Seja m € Q4 (U) tal que w An =0,1 < ¢ <n—1. Entdo existem
vizinhangas A C U dep, B C V deq e a € le(A) tal que e
n=wAaem AXxB.
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Prova. Escrevamos w = Y, a;j(z,t)dz; e n = Y, br(z,t)dzr.
Como w(p,q) # 0 existe r € {71 ., n} tal que a-(p,q) # 0. Seja
A x B C U x V vizinhanga de (p, ) tal que a,(z,t) # 0 para todo
(2,t) € Ax B. Seja Y :=a,10/9z,. Entao iy (w)=1e

O=iy(wAn)=n—wAiy(n) = n=wAa, a=iy(n).
Por outro lado, iy (n) = >, a; t.br(2,t)ig)ss, (dz1) € Q51(A). O

Prova no caso k = 1. Suponhamos que cod(sing(w)) > 2 e que
n € Q1 (U) é tal que w An = 0. Fixemos (p,q) € U x V \ sing(w).
Pelo lema 1.6.1, existe uma vizinhanca w := Ax B C U x V'\ sing(w)
e ay € Q% (A) := O(W) tais que n = ap.w. Se (w1, ) € (Wa, Auy)
$a0 como acima e tais que w1 Nwas # 0 e N = Q. W = Qy,.w em
w1 Nwg entao auy, = Ay, em w1 Nws. Isto implica que a fungado a,, se
estende a uma funcdo a € O(U x V'\ sing(w)). Como cod(sing(w)) >
2, a funcdo «a se estende a uma fungdo holomorfa em U x V, pelo
teorema de Hartogs. O

Prova no caso k = 2. Suponhamos que cod(sing(w)) > 3 e que
n € O, (U) é tal que w An = 0. Utilizando o lema 1.6.1 podemos
obter uma cobertura {W;},cs de U x V' \ sing(w) por abertos e uma
colegdo {a;} e, com as seguintes propriedades :

(i). Para todo j € J, W; = A; x Bj onde A; C U e B; C V séo
abertos.

(ii). a; € Qp,(4;) e n=w Aqj, para todo j € J.

Se W;; # 0, obtemos que n = w A a; = w A a; em Wj;, ou seja,
wA (aj —a;) = 0. Pelo caso k = 1, temos a; — o = i W, onde
gij € (9( W;;), sempre que W;; # 0. A colegao {9ij}w,,; 0 é um cociclo
aditivo em & = {W;};cs. Logo, pelo teorema 1.16 existe uma cole¢do
{9;}jes tal que g; € O(W;) e gij = g; — g; em W;; # 0. Segue daf
que se W;; # 0 entao

o — oy = gj.wW — gi.wW - O — g;.wW =04 — g;.W -
existe v € QYU x V' \ sing(w)) tal que a|w, = a; — g;.w para todo

j€J. Notequen=wAa,jbdquenw, =wha; =wA(a;—gjw). A
forma « se estende a uma 1-forma 3 em Q' (U x V'), pelo teorema 1.17,
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j4 que as suas componentes se estendem. Por outro lado, 8 € Qi,(U),
como o leitor pode verificar utilizando que para todo j € J temos
Blw, € Qp,(4;). 0

O teorema da divisdo possui uma ”versdo dual”, em termos de
campos de vetores. Esta versao ja foi utilizada na prova do teorema
1.12 da segao 1.4.2. Sejam U C C™ e V C C™ abertos de Stein.
Designaremos por Xy (U) o conjunto dos campos holomorfos X em
U x V da forma X = Y7, a;(2,t)0/0z;. Diremos que X € Xy (U)
tem a p.d.p.f (propriedade da divisdo a pardmetros por ¢-formas),
se para toda (-forma n € Qf,(U) tal que ix(n) = 0 entdo existe
a € QUFY(U) tal que n = ix(a).

Corolario 1.6.1. Seja X € Xy (U) tal que cod(sing(X)) > k + 1.
Entao X tem a p.d.p. por £-formas, paran —k < { <n-—1. Em
particular, se n =3 e k = 2 entdo X tem a p.d.p.f para £ =1,2.

Prova. Para isto utilizamos o operador estrela de Hodge :
x: Q4 (U) — QL Y(U). Este é o tinico isomorfismo linear que satisfaz
a seguinte propriedade : dado I = (1 < i1 < ... < iy < n), seja
J=(1<j1 < ..<jnoe<n)tal que 0 := (i1,..., 0, J1, e, Jn—t) €
uma permutacdo de (1,...,n). Defina *(a.dz;) = sn(o).a.dz;, onde
a € O(UxV)esn(o) éosinal da permutagéo o. Dado o campo X =
>i1a;0/0z; € Xy (U), defina w € Qy(U) por w := 3" a;dz;. Os
seguintes fatos podem ser verificados diretamente pelo leitor :

(). *(xn) = (—1)*™=9.p, para toda n € Qf (U).
(ii). ixn = (=1)""* % (w A *n) para toda n € QF,(U).

A verificagdo de (ii) pode ser feita provando que iy, (dzr) =
(=) % (dz, A x(dz1)), se I = (i; < ... < 1iy). Esta relacdo implica
que X satisfaz & p.d.p.£ se, e somente se, w satisfaz a p.d.p.(n—¢). O

1.7 Exercicios

Ex. 1.1. Sejam F uma folheagdo de codimensdo um em P" com
cod(sing(F)) > 2. Prove que :

(a). Se 2 e © sdo l-formas que representam F em coordenadas
homogéneas entao 2 = A.0©, onde \ € C*.
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(b). Se © € Q}(C"*t1) satisfaz © A Q = 0 entdo © = F.Q, onde
F e o(Crt).

Ex. 1.2. Prove a tdltima afirmacgdo da prova do teorema 1.2 : Q =
F.Qy, onde F é holomorfa numa vizinhanca da origem 0 € C**! e
F(0) #0.

Sugestio. Prove que G é invariante por homotetias de C"*! :
se ¢:(z) = t.z, onde t € C*, entdo ¢;(G) = G. Deduza dai que
#;(Q) = G(z,t).Q, onde G é holomorfa numa vizinhanga de 0 € C"*2.

Ex. 1.3. Seja F uma folheagao de codimensao um em P".

(a). Prove a proposigao 1.2.1 : se ¢1 e {2 sdo duas retas nao invari-
antes por F entdo T'ang(F,l1) = Tang(F, {2).

(b). Prove a observacdo 1.2.3 : se grau(F) = k e F é representada
em coordenadas homogéneas por ) entao os coeficientes de (2
sao polindmios homogéneos de grau k + 1.

Ex. 1.4. Seja F uma folheagao de codimensao um em P". Prove que
F pode ser definida por formas fechadas de duas maneiras distintas
se, e somente se, F tem uma integral primeira meromorfa.

Ex. 1.5. Seja n uma 1-forma meromorfa em C"*!, cujos coeficientes
sdo fungoes racionais. Prove que existe uma 1-forma meromorfa w
em P tal que n = IT*(w) se, e somente se, ir(n) =0 e ir(dn) = 0.

Ex. 1.6. Verifique a afirmacdo da observacao 1.2.6.
Ex. 1.7. Seja ¢: C x P* — P™ uma agao holomorfa de C.

(a). Prove que as drbitas ndo constantes de ¢ sdo biholomorfas a C
oua C*.

(b). Prove que ¢ possui ao menos uma 6rbita constante. Dé exemplo
de uma agao que possui apenas uma Orbita constante.

(c). Dé exemplo de uma agdo ¢ de C em P™ que possua todas as
orbitas nao constantes biholomorfas a C*.

Ex. 1.8. Prove que uma folheagdo F em X (n, k), com singularidades
isoladas, possui N(n,k) = k™ + k" ! + ... + k + 1 singularidades
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contadas com multiplicidade. Em particular, se F € ND(n, k) entao
F possui exatamente N (n, k) singularidades.

Sugestao. Considere uma carta afim (E ~ C", (21, ..., 2,)) tal que
sing(F) C E. Seja X um campo polinomial, como na proposigio
1.2.6, que representa F em FE. Aplique o teorema de Bézout para
calcular o numero de solugoes do sistema X = 0, descontando as
solugbes no hiperplano infinito, que nao sao singularidades de F.

Ex. 1.9. Seja F a folheagdo em Q = {(z,y) € C?| |z, |y| < 1}
definida pelo campo X = (5 + z.y).(x 8/0x — yd/Jy). Prove que o
campo X néo é linearizdvel em 0 € @), embora F seja linearizdvel.

Ex. 1.10. Seja® = ZK]- ai;j driAdz; # 0 uma 2-forma em C", onde
a;; € C. Coloque ©7 = O A ... A O (j-vezes). Seja A = (bij)1<ij<n @
matriz anti-simétrica definida por : b;; = a;j, se 1 < j, bj; = —aj;, se
i> 7, bj; = 0. Prove que as seguintes afirmacoes sao equivalentes :

(a). @™l =0e O™ # 0.
(b). O posto de A é 2m.

(c). Existe um isomorfismo linear T' € GL(n,C) tal que T*(©) =
dyr Ndyz + ... + dyzm—1 A dyom.

(d). O sub-espago E = {v € C"|i, © =0} tem codimensdo 2m.

Ex. 1.11. Sejam fi, ..., fm polinémios em C™, irredutiveis e primos
entre si dois a dois, sendo m > 3. Seja F a folheagao em C", n > 3,
definida pela 1-forma w = f;...f,.n, onde

1=y N
= b

sendo A; # 0 para todo j = 1,...,m e A\; # ); para todo i < j.
Seja F a folheacao definida por w. Sejam Z = U;<;(fi = f; =0) e
W =Uicj<k(fi = f; = fr =0). Prove que :

(a). K(F)C Z\W.

(b). Se p e K(F)N(fi = f; =0) para algum 3 < j entao dfi(p) A
df;(p) # 0, ou seja os conjuntos analiticos (f; = 0) e (f; = 0)
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sao lisos em p e transversais em p. Prove que, neste caso, o tipo
transversal de F em p é o mesmo da folheagao linear definida
por \;wdz — Aj zdw.

Ex. 1.12. Prove o coroldrio 1.4.2.

Ex. 1.13. Seja Q uma 1-forma em C? que representa em coordenadas
homogéneas uma folheagio F em P? com gr(F) > 1. Prove que
0 € C3 ¢ singularidade isolada de d) se, e somente se, todas as
singularidades de F s&o ndo degeneradas e para todo p € sing(F)
temos [esp(F,p)] = {1 : A2} com Ag/A; # —1.

Ex. 1.14. Prove que o conjunto C definido na prova da proposicao
1.4.3 é de Baire.
Sugestdo. Utilize o lema 1.4.3.

Ex. 1.15. Sejam B uma bola de C* = C* xC"* e f: B — C uma
submersao holomorfa. Denote por Gr(n,k) o conjunto de k-planos
de C", 1 <k <n. Sejay: C* x C" % x L(k,n — k) — C" dada por
Y(z,a,L) = (z,a+L(x)). SejaV =1 ~1(B) edefina F: V — CkxCF
por

0 0
F(z,a,L) := (ac, a_xlf ot(x,a,L),..., a_xkf o w(x,a,L)> .

Prove que F é transversal a ¥ = C* x {0}.

Ex. 1.16. Suponha que uma folheagdo F tem duas estruturas transver-
sais T} e Tb, modeladas no mesmo grupo G C Aut(S). Sejam (F, ¢1)
e (.7:' , ®2) os desenvolvimentos associados a Ty e T». Prove que se as es-
truturas sdo equivalentes entdo existe h € Aut(S) tal que g3 = ho¢;.

Ex. 1.17. Seja F uma folhecao em M com uma estrutura transversal
modelada em G C Aut(S). Seja (F,¢) o desenvolvimento de F no
recobrimento universal 7: M — M. Dado H € Aut(m) prove que
existe um tdnico h € G tal que po H = h o ¢.

Ex. 1.18. Seja F uma folheacao de codimensao um numa variedade
complexa M que possui uma estrutura transversal modelada em G C
Aut(S), definida fora de um conjunto analitico de codimensdo um
X de M. Prove que a estrutura se estende a qualquer componente
irredutivel de X nao invariante por F.
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Ex. 1.19. Sejam w, wi e wy 1-formas meromorfas numa variedade
complexa M.

2
(a). Prove que a 1-forma meromorfa Q := dz — w — z.w; — 5 wy
em C x M é integravel se e somente se, (w,w;,ws) é um terno

projetivo.

(b). Sejam f e g fungdes meromorfas em M. Prove que se (w, wy, ws)
é um terno projetivo entdo (f.w,n1,7n2) também é, onde 7 =
w1 +df/f +2g9w e ne = fH(we + 2¢°w + 2gw1 + 2dg).

Sugestao para (b). Seja ®(v,z) = (v/(g(z).v + f(x)),z). Calcule
V= fl(gv+ f)2O*(NQ).



Capitulo 2

Componentes do tipo
pull-back.

O objetivo principal deste capitulo é provar que para todo n > 3
o espago de folheagtes de grau k em P", Fol(n, k), possui compo-
nentes irredutiveis nas quais todas as folheagoes sao pull-back (ou
contra-imagem) de folheagdes em P? por aplicagdes racionais. Lem-
bremos que uma aplicacio racional f: P® — P? de grau algébrico
m > 1, pode ser representada em coordenadas homogéneas por uma
aplicacdo polinomial F = (4, B,C): C*"*! — C3, onde A, B,C sao
polinémios homogéneos de grau m := gr(f). Distingliiremos dois
casos, o caso em gr(f) = 1 (segdo 2.2) e o caso em que gr(f) > 1
(secdo 2.3). Na segdo 2.1 veremos um resultado preliminar que serd
utilizado em ambos os casos.

2.1 Singularidades simples nilpotentes.

Recordemos que um germe de 1-forma holomorfa integravel w em
0 € C? tem uma singularidade simples, se w(0) = 0 e 0 é singular-
idade isolada de dw. A fim de simplificar alguns enunciados, vamos
considerar o germe de campo de vetores X := rot(w) (rotacional) que
é definido por ix(dz1 A dze A dzs) = dw. Note que nesta definigao,
estamos fixando um sistema de coordenadas (z1, 22, 23) numa vizi-

67
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nhanca de 0 € C?. A forma w tem uma singularidade simples em
0 € C3 se, e somente se, 0 é singularidade isolada de rot(w).

Definigao 2.1.1. Dizemos que 0 € C? é s.s.n. (singularidade simples
nilpotente) de w se D(rot(w))(0) é nilpotente. O conceito independe
do sistema de coordenadas utilizado para calcular rot(w) (verifique).

A prova do préximo resultado foi feita originalmente em [LN 1].

Teorema 2.1. Suponha que 0 € s.s.n. do germe w. Entdo existem
um sistema de coordenadas x := (x1,T2,73) € (C3,0) e germes de
campos de vetores S, Z € X3 tais que :

(a). w =igiz(dzy Adre Adxs), dw = iz(dzy A dxs Adxs) e Z =
rot(w) no sistema de coordenadas z.

(b). S = %T, onde T = p1.21 0/0x1 + p2.22 0/0x2 + p3.x3 /023,
onde q,p1,p2,p3 € N e tr(S) < 1.

(c). Ls(w)=w e[S, Z]=(1—1tr(S)).Z.

Em particular, a forma w tem coeficientes polinomiais no sistema de
coordenadas z, 0s quais sGo quase-homogéneos com respeito a T'.

Prova. Fixemos um sistema de coordenadas z = (z1, 29, 23) em
(C3,0). Vamos usar provisériamente a notagao dz; A dza A dzg := v.
Seja X = rot(w). Da integrabilidade w A dw = 0, obtemos ixw = 0.
Como 0 ¢é singularidade isolada de X, existe um germe de 2-forma
n tal que w = ixn, pelo teorema da divisao. Como estamos em
dimensao trés, podemos escrever n = —iy (v), onde Y € X3. Logo,
w =iy ix ¥ =iy dw. Estas relagdes implicam que Ly (w) = iy (dw) +
d(iy (w)) = w. Decorre dai que Ly (dw) = dw e portanto

ix(l/) = Ly(ix(v)) = i[Y,X] V+ix(Ly(l/)) = i[Y,X] v+ f.iX Vv =

[X,Y] = (1 - f)X, onde f = div(Y) := 2_2 + g—gj + g—?, sendo
Y = 2?21 Y;0/0z;. Denotando por T' = DY (0), a parte linear de
Y em 0, temos f(0) = tr(T). Obtivemos entdo germes de campos
X,Y € X; tais que
w=iyixV, dw =1ix vV
Ly(w)=w, Ly(dw)=dw (2.1)
Y. X = (1- )X, £(0) = tr(T)
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Por um teorema conhecido de algebra linear, podemos escrever T =
S+ N onde S é semi-simples, N é nilpotente e [S, N] = 0. Note que
tr(T) =tr(S) e tr(N) = 0.

Lema 2.1.1. A parte semi-simples S tem auto-valores racionais po-
sitivos. Além disto, tr(S) < 1.

Prova. Vamos aqui utilizar a forma normal formal de Brjuno para
germes de campos de vetores (veja [Ma]). Existe um difeomorfismo
formal F de (C3,0) tal que DF(O) =TeY := F*( ) = S+ W, sendo
W um campo formal tal que DW(0) = N e [S,W] = 0. Além disto, o
campo W é nilpotente, no seguinte sentido : para todo k > 1, o campo
formal Y induz uma aplicacao linear, Y}, no espago de 2-formas em
C? com coeficientes polinomiais de grau < k, Py, que vai ser pensado
como o espago de jatos de ordem k de 2-formas, colocando

Yi(ag) := j*(Ly (ax),0)

onde j*(H,0) indica o jato de ordem k de H (truncamento da série de
poténcias em ordem k). De forma andloga, S e W induzem aplicacoes
lineares S e Wi em Py tais que Y, = Sp + Wi. O fato de que S
é um campo linear semi-simples, implica que Sy é semi-simples e
Sk(ax) = Lg(ay) para todo ay € Pg. De fato, considere um sistema
de coordenadas tal que S = 37, \;2;0/0z;. Se z7 = 2" .a3%.a5° e
a = z%.dz; Ndz; entdo Si(a) = Lg(a) = (< A,0 > +X;+);).a, onde
< A0 >=).)\j.05. Portanto, Si é semi-simples pois o conjunto de
monémios {z”.dz; Adx;||o] <k, 1<i<j<3}éuma base de Py
de auto-vetores de Si. No caso, Wy, é a parte nilpotente de Y}, sendo
que [Sk, W] = 0, para todo k > 1.

Fixemos k > 1 e coloquemos n, = j*(F*(dw),0). A relacdo
Ly (dw) = dw implica que Ly (F*(dw)) = F*(dw), logo

(Sk +Wi)(nk) = Ye(me) =me , VE>1.

Portanto 7 é um auto-vetor de Y;. Como Sy, e W}, sao as partes semi-
simples e nilpotente de Y%, respectivamente, obtemos que Sk (ng) = Nk
e Wi(nr) = 0, para todo k > 1. Vamos agora utilizar que dw tem
singularidade isolada em 0 € C3. Isto implica que existe & > 1
tal que j¥(dw,0) tem singularidade isolada em 0. Decorre dai que
. = 7%(F*(dw),0) tem singularidade isolada em 0. Escrevamos 7y, =
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qu agijx?.dr; Adxj. Da relagdo Lg(ny) = n obtemos que
aoij (< A0 >+ + Aj) = agij, para todo (0,14, ), o que implica

<A,O’>+>\i+Aj:1 ,s€ am'j#O. (22)

Vamos provar que, sob as hipdteses do teorema, as solugoes do sistema
(2.2) estao em Q4 e tr(S) < 1.

Afirmamos que, dado ¢ € {1,2,3} existem 1 < j < /¢ <3, k; >1
e o tais que z7% = xf’ e asj¢ 7 0. Com efeito, para i = 1, por
exemplo, se nao existissem j < ¢ com a propriedade acima, terfamos
Nk (21,0,0) = 0 e 0 ndo seria singularidade isolada de 7y (verifique).
Utilizando o fato anterior e as relagoes (2.2) obtemos que A1, A2, As
satisfazem a um sistema de equagoes da forma

kz)‘z"‘)\g(z)"‘)\é(z) =1, onde j(Z) < E(Z) ki >1,1=1,2,3. (23)

Decorre de (2.3) que existe j € {1,2,3} tal que A; # 0. Além disto,
se A\j/A; € Q4 para todo i # j entdo A1, Ao, A3 € Q4 (verifique).
Usaremos a notacao [esp(S)] € [Q4], neste caso.

Defina (i) = {1,2,3} \ {j(¢),£(7)}. O sistema (2.3) pode ser

escrito também como :
ki.A — )‘r(l) = ko. Ay — )\T(Q) = k3.\3 — )\T(g) =1—tr(S). (24)

Suponhamos por absurdo que A; + Az + A3 = tr(S) = 1. Dividire-
mos a prova em dois casos : (a). k; > 2 para j =1,2,3. (b). k; =1
para algum j € {1,2,3}.

Caso (a). Este caso decorre do fato de que a matriz do sis-
tema k;j.\j — Apj) = 0, j = 1,2,3, tem determinante nao nulo, se
k1,k2,k3 > 1, o que implicaria A\; = 0, j = 1,2,3. Deixamos a
verificagcdo para o leitor.

Caso (b). Vamos utilizar aqui que DX (0) = j QX 0) é nilpotente.
Suponha j!(X,0) := N. Como X = rot(w) e DF(0) = I, obtemos
m = j1(dw,0) = j*(ix(v),0) = iy v, logo N # 0, pela hipétese (b).
Da relagdo Lg(n1) = 1 obtemos

inv=Lg(iyv) = i[57N] v+in(Ls(v)) = i[S,N] v+itr(S)iyv.

Logo, [S,N] = 0, ja que tr(S) = 1. Em particular, S tem pelo menos
dois auto-valores iguais. Apds uma mudanca linear de coordenadas,
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podemos supor que N estd na forma canénica de Jordan com respeito
a S, ou seja N = a.210/0x2 + b.x20/0x3. Neste caso, 11 = iyv =
a.x1dzz A dzy + b.xodry A dze, logo ks > 1. Se Ay = Ag = A3 = 1/3,
as relacoes (2.4) implicam que k; = 1, 1 < j < 3, logo ao menos um
dos auto-valores é diferente dos outros dois. Podemos supor entao
que A1 = A2 # A3. Neste caso, N = a.21.0/0z2, m = a.x1dxs Adxzy
e ko,k3 > 1. Utilizando as relagoes ko. A1 = ko. Ay = )\T(g) e k3. A3 =
Ar(3) obtemos uma contradigao com A; # 0 para algum j = 1,2,3
(verifique).

Portanto, tr(S) # 1. Utilizando as relagoes (2.4) com 1—¢r(S) # 0
é possivel provar que [esp(S)] € [Q4]. Isto pode ser feito, dividindo
em trés sub-casos para r : (1). r é constante. (2). #r{1,2,3} = 2.
(3). r é bijegdo. No caso (1), por exemplo, obtemos que k1.A\; =
ka. Ay = k3. A3, logo [esp(S)] € [Q4+]. No caso (2), com 1 = r(1) =
r(2) # r(3), por exemplo, temos k1. A1 = ka.Xa € k3. A3 — Ay = (k1 —
1).A1 # 0, o que implica que k1 > 1 e que A\; € A\;.Q4 para j = 2,3.
Deixamos os outros casos para o leitor (veja o Ex. 2.1).

Resta provar que tr(S) < 1. Para isto recorremos ao sistema na
forma (2.3). Somando as trés equagdes em (2.3) obtemos mj.A; +
ma.A2 +m3.A3 = 3, onde m; > 3 para j = 1,2,3. No caso, algum
m; > 3, pois caso contrario terfamos ¢r(S) = 1. Isto implica que
tr(S) < 1, como querfamos. O

Vamos agora utilizar a forma normal de Poincaré-Dulac (veja
[Ma]) : como os auto-valores de L = DY (0) sdo racionais positivos,
L estd no dominio de Poincaré e o campo Y admite uma forma nor-
mal de Brjuno convergente, ou seja, podemos supor que Y = S+ W,
onde W é convergente e [S, W] = 0. Suponhamos por exemplo que
esp(S) nao tem ressonancias. Neste caso, temos W = 0 e podemos
escrever w = igix v, onde v = dz; Adzs ANdzz e dw = ix v. Neste
caso, (2.1) implica que [S, X| = (1 —tr(S5))X, como desejado. Basta
entao provar o seguinte resultado :

Lema 2.1.2. Em qualquer caso, temos W = 0.

Prova. Sejam X = 3 . A;0/0x; e W = 3, B;0/0xz;. Vamos
supor que A; < Ay < A3. Afirmamos que a relagdo [S, W] = 0 implica
que podemos supor que By = 0, By(z) = f(z1) e Bs(x) = g(z1, x2).
Com efeito, um mondmio 27.9/0x;, com coeficiente ndo nulo na série
de Taylor de W, implica uma relacdo da forma < o, A >= A;. Além
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disto, j'(W) ndo pode conter monémios da forma z;.0/0z;, pois
[S, ;1 (W)] =0 e j1(W) é nilpotente.

No caso em que A\; < A2 < A3 as relagdes < o,A >= Aj e o
fato de que j'(W) é nilpotente implicam que B; = 0, By = f(z1)
e By = g(x1,z2). Deixamos a verificagdo para o leitor. No caso
em que A\; = Ay = A3, W € linear e a afirmacao decorre de que
podemos supor que W estd na forma candnica de Jordan, ou seja
W = a.210/0x2 + b.22.0/0x3. Consideremos o caso A\; = Aa < As.
Neste caso, se ocorre um mondmio da forma z7.9/0x; ou 2°.0/0xa,
devemos ter 03. 3 < < 0, A >= A1 = Ao, logo 03 = 0, ou seja By e By
nao dependem de z3. Além disto, o campo Z := B10/0x1 + B20/0x4
é linear, logo podemos supor que ele estd na forma canénica de Jordan
1 Z = a.x10/0x5. Se ocorre um mondmio da forma x?.9/0x3 temos
03.A3 << 0,A >= A3, o que implica 03 = 0, pois caso contrario
terfamos o = (0,0,1) e j1(W) néo seria nilpotente. Logo Bz nao
depende de x3, By = 0 e By s6 depende de x;, como queriamos.
Deixamos o caso restante, A\ < As = A3, para o leitor.

Supondo que W = f(x1)0/0zs + g(x1,23)0/0x3, vamos provar
que se W # 0 entdo X se anula identicamente no eixo (z1 = z2 = 0),
o que contradiz o fato de X ter singularidade isolada. Vimos na prova
do lema 2.1.1 que Ly (dw) = 0. Decorre dai que

0=Lw(ixv)=1iwx v +divW)ixv=iwxv =

[W, X] = 0, pois div(W) = 2L&1) | 99@1.22) _ o A relacio [W, X] =

6$2 6$3
0 é equivalente ao seguinte sistema de equagoes :

W(A1) =0

W(Ag) = f'(scl).Al (25)

9 9
W(A;) = 8—9391.141 4 8—i.A2

A prova entao se reduz ao seguinte resultado : sejam h,k € Og,
germes tais que W (h) = k. Se k|(z,—z,—0) = 0 entao h|(z,—z,—0) =
0. Supondo o resultado provado, obtemos da primeira equagao em
(2.5) que A1(4,=2,—0) = 0. Utilizando este fato na segunda equagio
obtemos que Az|(z,—z,—0) = 0. Finalmente, como A, —z,—0) = 0,
7 =1,2, a terceira equacao implica que A3|(x1=z2=0) =0.
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Seja W o fluxo de W. Como f(0) = g(0,0) = 0, temos W|(5,—z,—0) =
0. Logo, W:(0,0,23) = (0,0, x3), para todo x3. Integrando a equa(;éo
W (h) = k obtemos h(Wy(z)) = H(z,t), onde H(z,t) fo ))ds.
Por outro lado, H(0,0, z3,t) = 0, j4 que k(0,0 mg) = (. Como h( ) =
H(W_;(z),t), temos finalmente que h(0,0,z3) = H(0,0,z3,t) =
0. O

Com isto terminamos a prova do teorema 2.1.

O

Definicao 2.1.2. Seja w uma 1-forma com s.s.n. em 0 € C3. Dize-
mos que 0 é s.sn. de tipo [p1 : p2 : ps] se w = igix v, onde
S = %(plzla/azl + p2200/029 + p3230/0z3) e [S, X] = (1 —tr(5))X,

como no teorema 2.1.

Um caso particular importante que utilizaremos neste capitulo
é quando j**1(w,0) = Q, onde © é uma 1-forma com coeficientes
homogéneos do mesmo grau k + 1 tal que ig = 0, sendo R o campo
radial em C?. Como vimos na observacio 1.2.3, a forma ) representa
uma folheacio G em P2 de grau k. Por outro lado, o germe de
em 0 € C? é simples se, e somente se, a folheacdo G possui todas
as singularidades nio degeneradas e para todo p € sing(G) temos
lesp(G,p)] = {A1 : A2}, onde Aa/A; # —1 (veja exemplo 1.4.5). Se
gr(G) > 2 entdo a parte linear de rot(w) é nula, logo nilpotente e
0 € C3és.s.n. detipo [1:1:1] de w. Gostarfamos ainda de observar
que neste caso o campo linear S tal que igd2 = Q é S = =< R, onde

k+2
R é o campo radial (veja a observagio 1.2.2).

Corolario 2.1.1. Na situacdo acima, se gr(G) > 2 entdo existe um
germe de biholomorfismo ¢: (C2,0) — (C3,0) tal que ¢*(w) = Q.

Uma outra conseqiiéncia diz respeito a estabilidade das s.s.n.. Va-
mos considerar a seguinte situacio : sejam B = {z € C?||z| < 1},
eU = {t € C"|[t| < r}. Seja (wi)tey uma familia holomorfa de
1-formas integraveis definidas numa vizinhanca V de B.

Coroldrio 2.1.2. Na situagdo acima, suponha que sing(dwo) = {0}
e que 0 € s.s.n. de tipo [p: q:r] de wo._Entdo existem € > 0, e <r,
e uma fungdao holomorfa z: (|t| < €) — B tais que :

(a). sing(dw:) = {z(t)} para todo |t| < e.

(b). z(t) € s.s.n. de tipo [p: q:r] de wy para todo |t| < e.
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Prova. Seja X; = rot(w;), de forma que dw; = ix, v, v = dz; A
dzo A dzs. Seja p; = inf{|X:(q)|; ¢ € B}. Como py > 0 existe
€1 > 0 tal que se |t| < €1 entdo p; > 0, ou seja, X; tem todas as
singularidades em B contidas no interior B de B e estas sao isoladas.
Se m(X¢,q) denota a multiplicidade de ¢ como singularidade de X4,
temos também que

> m(Xi,q) =m(Xo,0), V[t| <er . (2.6)
q€B

Em particular, #(sing(X¢) N B) < m(Xo,0) para todo [t| < e;.
Decorre dai que o conjunto {(z,t)|X:(z) = 0, z € B, |t| < €}
tem codimensao trés. Podemos entdo aplicar o teorema da divisao a
pardmetros de De Rham (veja o Apéndice 1) : como ix,w; = 0 existe
uma 2-forma n; = a1(z,t)dzaAdzz+as(z,t)dzsAdz1+as(z,t)dz Adza,
tal que w; = ix,m:. Por outro lado, n; = iy,v, ¥ = *Zj a;0/0z;,
logo wy = iy,ix,v. Como 0 é s.s.n. de wy, 0 é singularidade nao dege-
nerada de Yp, pelo teorema 2.1, ou seja m(Yp, 0) = 1. Aplicando (2.6)
ao campo Yp, obtemos que existe 0 < € < €1 tal que se [t| < € entdo
Y; possui uma tnica singularidade z(t) em B, sendo m(Y;, 2(t)) = 1.
Como é bem conhecido, neste caso, a funcdo z: (|t| < €) — B é
holomorfa. Afirmamos que sing(X;) N B = {z(t)}, se || < e.

Com efeito, de w; = iy,ix,v = iy,dw; obtemos Ly, (dw;) = dw;.
Fixemos |t| < € e denotemos por ¢5 o fluxo local de Y;. Integrando
Ly, (dwy) = dwy, obtemos que ¢%(dw;) = e®.dw;. Esta dltima relagéo
implica que se dwi(q) = 0 entdo dwi(és(q)) = 0 para todo s tal que
¢s(q) estd definido. Como sing(X:) = sing(dw:), obtemos que o fluxo
¢s deixa invariante sing(X;). Decorre dai que sing(X;) C sing(Yz),
ja que sing(X;) é finito. Logo, sing(X;) = {z(¢t)}.

Note que z(t) é singularidade simples de wy, j& que é singularidade
isolada de dw;. Sejam L; e N; as partes lineares de Y; e de X; em
z(t), respectivamente. Queremos provar que N; é nilpotente e que
[esp(L¢)] = {p : ¢ : r}. Como ja vimos na prova do teorema 2.1, a
relacdo Ly, (dw;) = dw; implica que [V, Xy] = (1 — div(Yy))X:. A
relagdo anterior implica que [Li, Ni] = (1 — tr(L:)) Nt = a(t).Ny.
Como «(0) = 1 —tr(Lg) > 0, se € > 0 for suficientemente pequeno
entdo a(t) # 0 para |t| < e. Desta forma reduzimos o problema a
provar que se L e N s@o operadores lineares em C™ tais que det(L) #
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0e[L,N] = aN, onde a # 0, entdo N §é nilpotente. Deixamos a
prova deste fato para o leitor (veja o Ex. 2.2). Dai obtemos que
N, é nilpotente para |t| < €, logo z(t) é s.s.n. de w;. Decorre entdo
do teorema 2.1 que os auto-valores de L; estdo em Q;. Como a
aplicagdo t — L; é continua obtemos que t — esp(L;) é constante,
como queriamos. O

2.2 Pull-backs lineares.

Denotemos por PBL(n,k) o conjunto das folheagbes em Fol(n, k)
que sao definidas em coordenadas homogéneas por formas do tipo
Q) = F*(w), onde F: C"*! — C3 ¢ linear e w = P.dz + Q.dy + R.dz
define uma folheacdo G € Fol(2, k). Note que se G tem grau k entdo
gr(P) = gr(Q) = gr(R) = k + 1, logo os coeficientes de ) tém grau
k+ 1, j& que F é linear. Portanto, gr(F(2)) = k. O resultado
principal desta se¢do, cuja prova original foi dada em [C-LN 1], é o
seguinte :

Teorema 1. O conjunto PBL(n,k) é uma componente irredutivel
de Fol(n,k), para todo n > 3 e todo k > 2.

Prova. Utilizaremos o seguinte resultado bem conhecido de geome-
tria analitica :

Lema 2.2.1. Sejam A C B sub-conjuntos analiticos irredutiveis de
uma variedade complexa M. Suponha que existe um aberto U # 0 de
A tal que UNB =U. Entio A= B.

Note que PBL(n,k) é um sub-conjunto analitico irredutivel de
Fol(n,k). Com efeito, PBL(n,k) = ®(P(L(n + 1,3)) x Fol(2,k)),
onde ®(F,G) = [F*(G)]. Como P(L(n+1,3)) e Fol(2,k) sdo espagos
projetivos e ® é algébrica, PBL(n, k) é algébrico e irredutivel.

Seja G(2,k) = {G € Fol(2,k)| todas as singularidades de G s&o
nao degeneradas e se p € sing(G) entdo [esp(G,p)] = {\1 : A2}, onde
A2/A1 # —1}. Note G(2, k) é um conjunto aberto e denso de Fol(2, k).
Dado n > 3 seja H(n+1,3) = {F € L(n+ 1,3)| F tem posto trés
}. Como H(n + 1,3) é aberto e denso em L£(n + 1,3), o conjunto
U :=®P(H(n+1,3)) x G(2,k)) é aberto e denso em PBL(n,k).
Provaremos entdo que se W é a componente irredutivel de Fol(n, k)
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que contém U entdo W NU = U. Para isto é suficiente provar que
para todo F, € U existe uma vizinhanca V de F, tal que VNW =
V. Verificaremos este fato utilizando germes de familias analiticas
de folheagdes (F¢)ic(c,0), Ou seja, germes de curvas no espago de
folheagbes, tais que Fo = F, € PBL(n,k) e F; € W para todo
t € (C,0). Provaremos que F; € PBL(n,k). Isto é suficiente, uma
vez que todo conjunto analitico irredutivel é localmente conexo por
curvas holomorfas, isto é, dado F, € W existe uma vizinhanga V de
Fo, em W tal que se F1,F> € V entao existe uma curva analitica
v D=V (D={ze€C|lz|] <1}) tal que v(0) = F1 e v(1/2) = F;
(veja [Se]).

A prova do teorema serd feita em duas etapas : 1¢ etapa. n = 3.
2% etapa. n > 3.

Prova para n = 3. Fixemos F, € U. Entéo F, = [F*(G)], onde
F = (F1,F,,F;) € H(4,3) tem posto trés e G € G(2,k). Como o
posto de F é trés, existem sistemas de coordenadas lineares em C* e
C3 tais que F(z1, 22, 23,24) = (21, 22,23). A folheagdo G é represen-
tada em coordenadas homogéneas por w = P;.dzy + Ps.dzs + P5.dz3,
onde P; = Pj(z1, 22,23) é polinémio homogéneo de grau k+ 1, 1 <
j <3 e Z]- zj.P; = 0. Logo, F, := F*(G) é representada pela
forma Q = F*(w). Pela expressdo de F nas coordenadas fixadas,
temos §2|,,—1 = w, ou seja, F, é representada nas coordenadas afins
(21,22,23) ~ [21 : 22 : 23 : 1] por w. Consideremos agora um germe
de familia holomorfa ()¢ (c,0) de formas integraveis em C* com co-
eficientes homogéneos de grau k + 1 tais que ig,(€2:) = 0 para todo
t € (C,0) e Qo = Q. Seja wy = Q¢|(z,—1). Afirmamos que existe um
germe de fungdao holomorfa p: (C,0) — (z4 = 1) ~ C3 tal que, se
Gi(z) = z — p(t) entdo Gf(w:) tem coeficientes homogéneos de grau
k+1eig,(Gi(w)) =0, onde Rz é o campo radial de C3. Isto im-
plicard o teorema para n = 3, j4 que G (w;) representa uma folheagéo
Qt S Fol(2, k‘)

Provemos a afirmagdo. Como gr(G) > 2, w tem uma s.sm. de
tipo [1 : 1 : 1] em 0 € C3. Pelo corolério 2.1.2, existe um germe
de aplicagdo holomorfa p: (C,0) — C3 tal que p(t) é s.s.n. de tipo
[1:1:1]dew;. Consideremos a translagdo G¢(z) = z—p(t). A forma
nt = G (w;) tem uma singularidade em 0 € C3. Vamos provar que
j&(n:) = 0. Como n; tem coeficientes polinomiais de grau < k + 1,
isto implicard que os coeficientes de 7, sdo homogéneos de grau k+ 1.
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A forma 7; tem uma s.sn. em 0 € C? de tipo [1 : 1 : 1] logo,
existe um germe de biholomorfismo Hy: (C3,0) — (C3,0) tal que
oy = Hf () = ig,iz,(dz1 A dze A dzg), onde Lg,ar = a;. Como
vimos na prova do corolério 2.1.2, o operador S; é semi-simples e ¢ —
esp(St) é constante. Como Sp = k+r2R3 (veja observagao 1.2.2) temos
Sy = %HRg, para todo t. Logo, Lr,ar = (k+2)ay e isto implica que
os coeficientes de a; sdo homogéneos de grau k+1 (verifique). Decorre
dai que j¥(a;) = 0 e portanto j&(n;) = 0. Logo 7 tem coeficientes

homogéneos de grau k+ 1 e ip, 7+ = 0, como queriamos. O

Prova para n > 3. A prova serd baseada no teorema de redugao
de varidveis para singularidades simples (Teorema 1.12). Seja F, =
F*(G) € PBL(n,k), onde G € G(2,k) e F € L(n + 1,3) tem posto
trés. Como na prova do caso n = 3, podemos supor que em coor-
denadas homogéneas temos F'(z1, 22, 23, ..., Zn+1) = (21, 22,23). Se
w representa G nas coordenadas homogéneas (z1,...,23) entdo Q =
F*(w) representa F, nas coordenadas (z1, 22, 2n+1). Como w s6 de-
pende das varidveis (z1, 22, 23), a folheacdo F, serd representada no
sistema de coordenadas afim (z,11 = 1) ~ C” pela forma Q|crn = w.
Em particular, se E = {2 € C"|z; =0,4 < j <n} ~ C? entdo w|g
tem uma s.s.n. em 0 € E.

Seja (Ft)te(c,0) um germe familia holomorfa de folheagoes tal que
Fo = F,. Suponhamos que F; é representada na carta afim C" =
(zn4+1 = 1) pela forma w; com coeficientes polinomiais de grau < k+1.
Como E ~ C3, existe uma translacdo em E, Fy(z) = z — p(t), tal
que Fy(wi|g) tem uma s.s.n. de tipo [1 : 1 : 1] em 0 € E. Esta
translacao se estende a um automorfismo de P", o qual denotamos por
G. Substituindo a familia original por (G} (F;))+e(c,0), Se necessério,
podemos supor que w;|g tem uma s.s.n. de tipo [1:1:1] em 0 € E.
Fixando t € (C,0), reduzimos o problema ao seguinte : seja o = w;
uma 1l-forma integravel do tipo oo = ag + ... + agy1, onde o tem
coeficientes homogéneos de grau j. Suponha que a|g = akt1|g tem
s.sn. detipo[l:1:1]em0 € E. Entao o;j = 0 paratodo j =1, ..., k.
Além disto, existe um n—3 plano F' de C™ transversal a F tal que F; é
o produto da folheagao gerada por «|g pela folheagdo de codimensao
trés de C™ por planos paralelos a F'.

Como «|g tem singularidade simples em 0 € E, pelo teorema
1.12 (redugao de varidveis) o germe de F(«) é equivalente ao produto
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de um germe folheagao regular H de codimensao trés por um germe
singular de codimensdo um em (C3,0). Em particular ag = «(0) = 0.
A folheagdo H é gerada por ¢ = n — 3 campos holomorfos X7, ..., Xy
tais que X;(0) # 0, 1 < j < £ Isto significa que ix,a =0,1<r </
Seja v, = j0(X,). Entdo F :=< v1,...,0; > é o sub-espaco tangente
a H em 0 € C". Provemos por inducao em i = 0, ...,k que o; = 0.
Ja vimos que ag = 0. Suponhamos que a; = 0 para i < m < k e
provemos que «,, = 0. Neste caso, a relacao a A daw = 0 implica
que o, A da, = 0, ou seja «,, é integravel. Por outro lado, 0 =
il (ix, @) = iy, Qm, 1080 iy, am = 0, 1 < r < L. Como amy,|g = 0,
obtemos que a,, = 0 (verifique). Obtivemos também que i,, a1 =0
para todo r = 1,...,£. Logo a folheagdao por planos paralelos a F' é
tangente a F;, como queriamos. O

Observagao 2.2.1. O resultado do teorema também é vélido para
k=0ek =1, isto é PBL(n,0) e PBL(n,1) sdo componentes
irredutiveis dos espagos de folheagoes correspondentes. No caso k = 0
este fato foi essencialmente provado no exemplo 1.2.2. No caso k =1
o resultado é conseqiiéncia do coroldrio 3.3.1 do teorema 4 que serd
provado no préximo capitulo.

2.3 Pull-backs nao lineares.

Nesta segdo estudaremos as folheagbes do tipo F*(G), onde G €
Fol(2,k), k > 0, e F: P — P? ¢ uma aplicagao de grau algébrico
m > 2. A exposigio serd baseada no artigo [Ce-LN-Ed]. Usaremos a
notagao

PB(n,m,k) = {F*(G)|G € Fol(2,k), F: P*" = P?egr(F)=m > 1}.

Observagao 2.3.1. PB(n,m,k) C Fol(n,{(m,k)), onde ¢(m, k) =
m(k + 2) — 2. Além disto, PB(n, m, k) é um sub-conjunto algébrico
irredutivel de Fol(n,f(m,k)). Deixamos a verificacdo destes fatos
para o leitor (veja o Ex. 2.3).

O resultado principal desta secdo é o seguinte :

Teorema 2. Para quaisquer n >3, m > 2 ek > 2, PB(n,m,k) é
uma componente irredutivel de Fol(n,{(m,k)).
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Prova. Utilizaremos o lema 2.2.1. Exibiremos um aberto denso
U em PB(n,m,k) tal que para toda folheacdo racional F, € U e
todo germe de familia holomorfa de folheagdes (F;)ie(c,0) com Fo =
Fo, entdo F; € PB(n,m,k) para todo t € (C,0). Iremos agora a
descrever o aberto U e alguns aspectos qualitativos das folheagGes
em U.

Diremos que uma aplicacdo racional f: P*— — P2 de grau m >
2 é genérica se a sua expressao em coordenadas homogéneas F' =
(Fy, Fy, F3): C"t! — C? satisfaz as seguintes propriedades :

(a). f tem posto genérico 2. Isto é equivalente a dizer que F' tem
posto genérico 3. Em particular, o conjunto

X :={p e C"" |dFy(p) A dF5(p) A dF3(p) = 0}
é um sub-conjunto algébrico préprio de C*1.
(b). Sepe (Fy =F, =F;=0)\ {0} entdo p ¢ X.

O conjunto das aplicacoes racionais genéricas de graum, f: P"— —
P2, serd denotado por Gen(n,m). Observamos que Gen(n,m) é
aberto e denso no conjunto de todas as aplicagdes de grau m (veja o
Ex. 2.4).

Uma aplicagdo f € Gen(n,m), como acima, satisfaz & seguinte
propriedade : seja IT,.: C"*1\ {0} — P" a projegdo canénica. O con-
junto I(f) :=IL,(F; = F5 = F3 = 0) é o conjunto de indefini¢do de
f, isto é, o dominio de f é P™\ I(f). A condigdo (b) da definigdo
implica que I(f) é uma sub-variedade algébrica lisa de P™ de codi-
mensdo trés e grau m3. No caso n = 3, I(f) é um conjunto de m?
pontos em P3.

O conjunto U serd um sub-conjunto de ®(Gen(n,m) x (S(2,k) N
G(2,k))), onde ®(f,G) = f*(G). O conjunto S(2,k) é dado pelo
teorema 1.6. Resumimos abaixo as propriedades de S(2, k) que uti-
lizaremos.

(c). Se G € S(2,k) entdo G nao possui folha algébrica e todas
as suas singularidades sao nao degeneradas. Em particular
#(sing(G)) = N(k) := k®> + k + 1 > 7 (veja proposigao 1.3.2).

(d). Se G € S(2,k) e p € sing(G) entdo G admite exatamente duas
separatrizes locais em p, as quais sao lisas e transversais.
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Seja agora G € S(2,k)NG(2,k) := A e suponhamos que G é repre-
sentada em coordenadas homogéneas pela forma w = 2?21 P;(z).dz;.
Vamos descrever a folheagdo f*(G) numa vizinhanga de um ponto p €
I(f). Consideremos primeiramente o caso n = 3. Seja C* ~ F c C*
um plano afim (0 ¢ E) tal que E corta transversalmente a reta IT; * (p)
num ponto ¢ € E. Como F(q) =0 e dF1(q) A dF5(q) A dF5(q) # 0,
pelo teorema da funcgdo inversa, existe um sistema de coordenadas
local em q € E, (W,z € C3) tal que z(q) =0 e F|g(x) = (1,72, T3).
A forma que representa F := f*(G) em coordenadas homogéneas é
) := F*(w) e a que representa F nas coordenadas afins E é Q|g. Em
particular, nas coordenadas locais fixadas temos |g = w. Portanto
F tem uma s.s.n. de tipo [1:1: 1] em ¢g. De forma andloga, no caso
n =71+ 3 > 3, a folheagao F serd localmente equivalente numa viz-
inhanca W de ¢ a um produto de uma folheacao regular de dimensao
r pela folheacdo definida por w em C? (verifique).

Vamos agora descrever o conjunto singular de F nas coorde-
nadas locais fixadas. Como w representa G em C3, temos sing(w) =
IT; *(sing(G)). Por outro lado, G possui N (k) singularidades. Logo
sing(F) N W consiste de N (k) sub-variedades lisas de codimenséo
dois que se cruzam ao longo de I(f) N W. Se a € sing(G) entdo
lesp(G,a)] = {A1 : A2} onde A\ + A2 # 0. Isto implica que, se
S(a) é a componente de sing(F) correspondente a II;'(a) entdo
WnNS(a)\I(f) estd no conjunto de Kupka de JF e o seu tipo transver-
sal tem parte linear com [esp] = {1 : A2}

Para definir o aberto U C PB(n,m, k) que usaremos na demon-
stracdo, precisamos de mais uma condigdo. Seja PC(f) = {p €
P\ I(f)| o posto de Df(p): T,P" — Ty P? é menor que dois}.
PC(f) é o conjunto de pontos criticos de f. O conjunto VC(f) :=
f(PC(f)) é chamado de conjunto de valores criticos de f. No nosso
caso, VC(f) é uma curva algébrica em P? (veja o Ex. 2.5). Se
G € A entdo sing(G) contém um numero finito N (k) de singular-
idades. Em particular, fixada f € Gen(n,m), o conjunto {G €
A|sing(G) NVO(f) = 0} é aberto e denso em Fol(2, k). O conjunto
U = {(f,9) € Gen(n,m) x A|VC(f) N sing(G) = 0} é aberto e
denso em Gen(n,m) x A. Como conseqiiéncia, U := {f*(G) | (f,G) €
Ui} é aberto e denso em PB(n,m,k). Dada F € U, denotaremos
por K(F) fecho em P" do conjunto dos pontos de Kupka de F.
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Lema 2.3.1. Seja F = f*(G) € U, com sing(G) = {p1,.-»PN)}-
Entio K(F) = UNPV; onde V; = F1(p;). Além disto, V; € lisa
coneza de codimensdio dois e grau m?, para todo i = 1,...,N(k). Em
particular, cada V; é uma componente irredutivel de K(F), I(f) C V;

e V; € uma intersecdo completa.

Prova. O fecho V, da fibra f~1(q), ¢ € P?, é dado em P™ por
[Fi1 : Fo : F5] = q = [a1 : as : ag]. Se ag # 0, isto corresponde ao
sub-conjunto algébrico V, = II,,(as.F1 — a1.F5 = a3.F5 — as.F3 = 0).
Se g ¢ VCO(f) entao V; \ I(f) é lisa de codimensdo dois e é um sub-
conjunto algébrico de codimensdo dois grau m? e do tipo intersecao
completa : V, = I, [(as.F1 — a1.F5 = 0) N (ag.Fo — az.F5 = 0)]. A
condigdo (b) da defini¢do de Gen(n, m) implica entdo que Vj é lisa nos
pontos de I(f). E conhecido também que uma intersegao completa
de dimensao maior que um em P™ é conexa (teorema de Lefshetz).
Portanto, se ¢ ¢ VC(f) entdo V; é irredutivel. Provamos entdo que
cada V; é lisa irredutivel, intersecdo completa e de grau m2. Por outro
lado, se p € V; \ I(f) entdo f é uma submersao de uma vizinhanca A
de p numa vizinhanca B de p;, na qual a folheacdo G é representada
por uma forma holomorfa 7 tal que dn # 0, logo F é representada
por f*(n), onde d f*(n) # 0. Portanto, p é de Kupka para F. Vemos
entdo que U; V; C K(F). Deixamos a prova de que K(F) C U; V;
para o leitor (veja o Ex. 2.6). O

Fixemos F, = f*(G) € U e um germe de familia holomorfa
(Ft)te(c,0) de folheagdes tal que Fo = F,. Sejam sing(G) = {p1, .-, Pn(x)}
e K(F,)=U; Vi, Vi = f~(pi)-

Lema 2.3.2. Existe um germe de isotopia de classe C>, (I(t))ie(c,0)s
com as sequintes propriedades :

(a). I(0) = I(f) e I(t) € algébrico e liso de codimensao trés para
todo t € (C,0).

(b). Para todo p € 1(t), existe uma vizinhanca W (p,t) = W de p
tal que Fi|lw € equivalente ao produto de uma folheagdo reqular
de codimensdo trés por uma folheacdo singular de codimensdo
um definida por uma 1-forma wy . Além disto, wy+ representa
uma folheagdo G, € S(2,k) e o germe de familia (wp.t)ie(c,0)
€ holomorfo.
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Prova. No caso n = 3 isto é consequéncia do coroldrio 2.1.2 do
teorema 2.1, ja que I(f) é finito. No caso n > 3 consideramos uma
vizinhanca tubular C*°, 7: W — I(f), de I(f) com fibras B, :=
77 1(2) ~ B3, onde B3 é uma bola de dimensdao complexa 3. Isto é
possivel porque a variedade I(f) é lisa de codimensao trés (veja [Hi]).
A idéia é construir um germe de aplicagdo C, ¢: (C,0) xI(f) = W
tal que para todo t € (C, 0) temos (¢, z) € B,. Vamos trabalhar com
um representante do germe (F;);, definido num disco D = (|t| <€) C
C.

Fixemos p € I(f) e uma carta local holomorfaem p, ® = (z,y): V —
Cr3xC3, tal que V1 :=VNI(f)=(y=0), ®(p) = (0,0) e V C W.
Dado 2z, = (2,,0) € VN I(f), seja F, = (z = x,) C {x,} x C3.
Para z = (z,0) € V; fixo, sabemos que Fy|p, tem uma s.s.n. do
tipo [1 : 1: 1] em z. Pelo corolario 2.1.2 existem 0 < ¢; < € e uma
aplicagdo holomorfa 1, : ([t| < €;) — F, tal que F;|p, tem uma s.s.n.
de tipo [1 : 1: 1] em 1,(t). Podemos escrever ¢,(t) = (z,Y (¢, x)),
onde t + Y(t,z) € C* é holomorfa. A estrutura de produto lo-
cal holomorfo para F; no ponto (x,Y (t,z)) implica que o germe
(t,z) — Y(t,z) é holomorfo (verifique). Podemos definir Y como
fungdo holomorfa numa vizinhanga C' de {0} x V. Para t fixado, o
gréafico gry, da aplicagio * € C N ({t} x C"3) — Y(t,x) é uma
sub-variedade holomorfa W.

Consideremos a fibracdo dada pela vizinhanca tubular 7: W —
I(f). Como as fibras de 7 sdo transversais a I(f), para |t| pequeno,
a fibra B, corta gry, no méximo em um ponto, digamos (¢, w).
Para ¢ = 0, temos Y (0,2) = 0, logo, ¥(0,w) = w, ou seja 1) estd
definida numa vizinhanca de {0} x V;. Note que a aplicagao 3 é C*
no seu dominio. Para terminar, observemos que a aplicagao 1 nao
depende da carta em p, (V,®), considerada, j4 que o ponto (¢, w)
pode ser definido como a tunica s.s.n. em B, de F;. Tomando uma
cobertura de I(f) por dominios de cartas locais como acima, podemos
estender ¥ a um germe de aplicagdo ¥: (C,0) x I(f) — W tal que
Y(t,w) € B, é a tnica s.s.n. de F; em B, para todo t € (C,0).
Como I(f) é compacto, este germe tem um representante, denotado
pela mesma letra, ¢: (J¢| < &) x I(f) = W, § > 0. Colocando
I(t) =y({t} x I(f)), temos a isotopia desejada.

A afirmacao (b) é conseqiiéncia do teorema de redugéo de varidveis
da sec@o 1.4.2. Este teorema implica também que I(t) é uma sub-
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variedade holomorfa lisa de codimensdo tres. O

Observagao 2.3.2. No caso n > 3 a variedade I(t) é conexa, ji que
I(f) é conexa (teorema de Lefschetz). A estrutura de produto local
em I(t) implica entdo que o tipo transversal de F; ao longo de I(t) é
constante. Em particular, G(p,t) ndo depende de p € I(¢t). No caso
n = 3, no entanto, I(t) = {qi1(t), ..., ¢m3(+)} € ndo podemos garantir a
priori que G(q;(t)) = G(q;(t)), se i # j.

Como no lema anterior vamos considerar um representante do
germe (F;): definido num disco Ds := (|| < ).

Lema 2.3.3. Existem € > 0 e isotopias de classe C*°, ¢;: D, x V; —
P i =1,..,N(k), tais que se V;(t) = ¢;({t} x V;) entdo :

(a). Vi(t) é sub-variedade algébrica lisa de codimensao dois de P™ e
Vi(0) = Vi, para todo i = 1,..., N(k) e todo t € D..

e todot € D.. Além

(b). I(t) C Vi(t), para todo i = 1,...,N(k)
= I(t), para todo t € D,

disto, se i # j entdo Vi(t) N V;(¢)
sendo a intersecdo tranversal.

(c). Vi(t)\ I(t) estd contido no conjunto de pontos de Kupka de Fi,
para todo i = 1,...,N(k) e todo t € D.. Em particular, em
cada V;(t) o tipo transversal de Fy é constante e coincide com o
tipo transversal de alguma singularidade de G(p,t), para algum

p € I(t).

Prova. Fixemos i € {1,...,N(k)}. Como V; é lisa de codimenséo
dois, existe uma vizinhancga tubular 7 : A; — V; de classe C*° de V;
tal que a fibra F, := m; ' (2) é difeomorfa a uma bola B2 de dimensio
complexa dois. Podemos supor que m; é compativel com 7w, onde
7w é como no lema 2.3.2, isto é, se z, € I(f) e z € V; N B, entdo
F, C B,, (veja [Hi]). O argumento é o mesmo do lema precedente :
vamos costruir um germe de aplicagdo C®, ¢: (CxV;, {0} xV;) — 43
tal que ¢(t,z) € F, para todo t. Como V; é compacta, ¢ tem um
representante ¢: D, x V; = A; e tomamos V;(t) = ¢({t} x V;).

Fixemos z, € V; \ I(f). Afirmamos que existe um germe de
aplicagdo ¢, : (C,0) — F,_ tal que ¢, (tf) é uma singularidade de
Kupka de F;, para todo ¢ (onde estd definida). Com efeito, seja
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(wi)teps uma familia holomorfa de 1-formas holomorfas integraveis
tal que w; representa F; numa vizinhanca fixa W, de z, em P".
Como dwy(z,) # 0, tomamos W,_ de forma que dwy(p) # 0 para todo
p € W, . Seja e(z,) > 0 tal que, se |t| < €(z,) entdo dwi(p) # 0
para todo p € W, . Com isto, se p € sing(F;) N W,, entdo p é
de Kupka para F, se |t| < €(z,). Vamos agora utilizar a estrutura
transversal local de produto para F,. Como F, ¢ transversal a V;
e F, = Fp tem uma singularidade de Kupka em z,, wy| F,, tem uma
singularidade de multiplicidade um em z, € F,, ~ B2 Como es-
tas singularidades sao estaveis por perturbagoes, existe um germe de
aplicagdo C™, ¢, : (C,0) — F,, tal que ¢, (t) é uma singularidade
de multiplicidade um de w¢|r,_ , para todo ¢t. O ponto ¢, (t) é uma
singularidade de F; (verifique), para todo ¢ tal que ¢,_(t) € W,_, logo
é de Kupka. Com isto construimos um germe de aplicacdo C'*°,

¢: (Cx (Vi\NI(f)), {0} x (Vi \I(f)) — Ar,

tal que @(t,z) € F,, e ¢(t,z) é singularidade de Kupka de F;, para
todo t.

Vamos agora estender o germe ¢ aos pontos de {0} x I(f). Fi-
xemos z, € I(f). Como vimos, existem vizinhanca W, de z, e
uma submersdo g: W,, — C? tal que F,|w,, §é representada por
w = g*(a), onde « representa a folheagao G € S(2,k) de P? em
coordenadas homogéneas. Temos F,|w, = g*(I[5(G)) e V;NW,, =
g (I, (pi)), com p; € sing(G). Além disto, existe uma familia holo-
morfa de 1-formas (w;)<s tal que wy = w e w; representa Fi|w., ,
para todo |t| < §. Pela construgdo do lema 2.3.2, 9(t, z,) é uma
s.s.n. de tipo [1:1: 1] de wy|p, , parat € D.. A forma w|p, , em
algum um sistema de coordenadas local em (¢, z,), representa uma
folheagao I15(G;), onde G; é folheagao holomorfa de P? e a familia
(Gt)tep, € holomorfa, com Gy = G. Como S(2,k) N G(2,k) é aberto
em Fol(2, k), podemos supor que para [t| <€, G € S(2,k)NG(2,k) e
tem uma singularidade p;(t) tal que a aplicagao t — p;(t) € P? é holo-
morfa e p;(0) = p;. Isto implica que sing(w;|p, ) possui uma com-
ponente irredutivel S;(¢) de codimensao dois e lisa que corresponde &
singularidade p;(t), sendo S;(0) = V; N B,,. Como G; € S(2, k), todo
ponto q € S;(t)\{v (¢, z0)} é de Kupka para F;. A familia (S;(¢))tep.
¢ uma deformagcao analitica do germe de V; N B,, em z,.
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Vamos agora utilizar a condi¢éo de compatibilidade. Como S;(0) =
V; N B,,, para todo z € V; N B,_, S;(0) é transversal a F, C B, em
B, . Logo, existem uma vizinhanga C de z, em S;(0) e €5 > 0 tais
que S;(t) é transversal a F, para todo z € C e todo ¢t € D.,. Neste
caso, fixado z € C, se |t| é suficientemente pequeno, S;(t)NF, contém
um tnico ponto (¢, z) e o germe de funcado ¢: (CxC,{o} xC) — B,,
é de classe C'*°. Observe que os germes ¢ e  coincidem ao longo de
{0} x (C\{%}), jd que se z € C'\{z,} e |t| é suficientemente pequeno
entdo ¢(t, z) € F, e ((t,z) € F, sdo singularidades de Kupka de F; e
s6 existe uma tal singularidade em F,. Como z, € I(f) é arbitrério,
obtivemos uma extensdo C* do germe ¢ ao longo de {0} x V;, como
queriamos. O

Em seguida, construiremos € > 0 e familias holomorfas de aplicagbes
racionais (fi)tep, e de folheacoes (Gi)iep,, tais que Fy = f7(G:), para
todo [t| < €. Como k > 2 a folheacdo G possui k% + k + 1 > 3 singu-
laridades. Podemos entéo supor que p;y =[1:0:0], po=[0:1:0] e
ps = [0:0: 1]. Isto significa que se F' = (Fy, Fy, F3), é a expressao
homogénea de f, entdo Vi, Vo e V3 s@o as intersegoes completas
I, (Fy = F5 =0), I, (Fy, = F3 =0) e I, (F}, = F5 = 0), respectiva-
mente. Vamos agora utilizar um resultado de geometria algébrica que
garante que uma pequena deformacao de uma intersecao completa de
codimensao dois lisa é uma intersecdo completa lisa (veja [Ca]). Mais
precisamente, como Vi e V5 sao intersecoes completas transversais,
existe € > 0 tal que se |t| < € entdo Vi(t) e Va(t) sdo intersegdes
completas transversais Vi(t) = II,(Fa(t) = F3(t) = 0) e Va(t) =
IL, (F1(¢) = Fy (t) = 0), sendo que as familias de polinémios, de grau
m, Fi(t), Fa(t), F3(t) e F3(t), t € D, sio holomorfas e F;(0) = Fy,
F5(0) = Fy e F3(0) = F3(0) = F3. Definimos entéo f(t) como o pro-
jetivizado de F'(t) = (Fi(t), Fa(t), F5(t)). Como Gen(n,m) é aberto,
existe €; > 0 tal que se [t| < € entdo f( ) € Gen(n,m). Afirmamos
que V;(¢) é fibra de f(¢) para todo t préximo de t = 0.

Com efeito, seja J(t) = IL,(Fy(t) = Fy(t) = F3(t) = 0). Provemos
primeiramente que J(t) = I(t) se |t| < €;. De fato, I(¢t) = Vi(t) N
Va(t) = I, (F1(t) = Fy(t) = Fs(t) = F3(t) = 0) € J(t). No caso n =
3 tanto J(t) quanto I(t) sio conjuntos finitos contendo m? pontos,
logo I(t) = J(t). No caso n > 3, J(t) ¢ liso de codimensao trés e
conexo (teorema de Lefschetz). Neste caso, como I(t) tem a mesma
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dimenséo temos I(t) = J(t). Em particular, obtivemos que
1) = T (Fy (t) = Fo(t) = Fy(t) = 0) € Vat) < T, (Fy(t) = 0)

Vamos agora utilizar o teorema de Noether, o qual pode ser enun-
ciado no caso em que estamos interessados, como se segue. Se-
jam Gi,....,Gr € Clz1,...,2m] onde 1 < k < m e m > 2. Seja
X = (Gy = ... = Gx = 0). Suponha que o conjunto Y := {p €
X |dG1(p) A ... NdGg(p) = 0} é finito. Se G € C|z1, ..., 2] é tal que
G|x =0 entdo G € < Gy, ...,G, >, o ideal gerado por Gy, ..., G.

No nosso caso, tomamos k = 3, G; = Fi(t), Go = F(t) e G5 =
F3(t). Neste caso Y = {0}. Logo, vale o teorema de Noether e temos
F3(t) e< Fi(t), Fa(t), F5(t) >. Utilizando o fato de que todos os
polinémios envolvidos sao homogéneos de mesmo grau m, obtemos
que R

F3(t) = f1(t)-F1(t) + f2(t)-F2(t) + f3(t)-F3()

onde f1(0) = f2(0) =0, f3(0) =1e fi(t) € C, 1 < i < 3. Isto
implica que Va(t) é uma fibra de f(t), como o leitor pode veri-
ficar. Analogamente, se V;(t) = IL,(Hi(t) = Hi(t) = 0), utilizando
que I(t) C V;(t), prova-se, utilizando o teorema de Noether, que
Hi(t), Hi(t) € < Fi(t), Fa(t), F5(t) > e que V;(t) é fibra de f(t), para
todo t suficientemente pequeno. Deixamos os detalhes para o leitor.

Obtivemos entao uma familia holomorfa de aplicagoes racionais
(f(t)tep. tal que V;(t) é fibra de f(t) para todo t € D, e todo
i1 € {1,..,N(k)}. Diminuindo ¢ > 0, se necessirio, vamos agora
definir uma familia (G(t))tep., tal que F(t) = f(t)*(G(t)), para todo
[t| < e. No caso n > 3, sabemos que I(t) é conexo e que F(t) é
localmente equivalente ao longo de I(t) ao produto de um germe
de folheagao regular de codimensao trés por um germe de folheagao
singular em (C3,0) do tipo II5(G(¢)), onde G(t) € Fol(2,k), sendo
t — G(t) holomorfa. No caso n = 3, tomamos G(t) = G(¢1(t)) (veja
a observagao 2.3.2). Como §(2,k) N G(2,k) é aberto podemos supor
que G(t) € S(2,k) N G(2,k), se |t| < e. Defina F(t) = f(£)*(G(t)) €
PB(n,m, k). O préximo resultado implica o teorema.

Lema 2.3.4. Euziste e, >0, e < ¢, tal que F(t) = F(t), se |t| < e.

Prova. Vamos considerar primeiramente o caso n = 3. Sejam
I(t) = {q(t),...,qms(t)} e M(t) a variedade racional obtida de P3
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apds blowing-ups pontuais em qi(t),...,qms (t). Seja w(t): M(t) — P3
a aplicagdo de blowing-up. O divisor excepcional de 7 (¢ ) consiste
de m3 sub-variedades E;(t) = m(t)~!(g;(t)), 1 < j < m?>, biholo-
morfas a P2. Denotemos Fi(t) = m(t)*(F(t)) e Fi(t) = n(t )*(.7:(75))
Gostarfamos de observar que a aplicacdo f(¢)om(t): M (¢)\U; E;(t) —
P2 se estende a uma aplicagdo holomorfa fi(t): M(t) — P2, se |t| é
suficientemente pequeno. Isto é conseqiiéncia de que dF'(t)(g;(t)) A
AF>(£)(g5(£)) AdFs(t) (g5(8)) # 0, 1< j < m?, se [f] é pequeno (veja o
Ex. 2.7). A aplicagdo f(t) pode ser interpretada como se segue. Cada
fibra de f(t) passa por ¢;(t) uma tnica vez, o que implica que cada
fibra de fi(t) carta transversalmente FEj(t) uma tnica vez. Como
M(t) \ U; E;(t) é biholomorfa a P? \ I(t), identificando E;(f) com
P2, podemos imaginar que, se ¢ € M(t) \ U; E;(t) entdo f(t)(q) = o
ponto de interse¢do da fibra f1(¢)"1(f1(t)(¢)) com Ei(t). Com esta
interpretagao em mente, temos

G(t) = Fa)lzw = F1®)]e o) -
A primeira igualdade vem do fato de que F(t) é representada numa
carta local por uma 1-forma w(t), que representa G(¢) em coorde-
nadas homogéneas. A segunda decorre de que F; = f1(t)*(G(t)).
Como t + pi(t) € P? é holomorfa, existe uma familia holomorfa
de automorfismos de P2, t — A(t) tal que A(t)(0) = pi(t). Sub-
stituindo, se necessdrio, G(t) por A(t)*(G(t)), podemos supor que
pi(t) = [0:0: 1] € E1(t) =~ P2 Seja Vi}(t) o transformado es-
trito de V4 (¢) por m(t). Tendo-se em vista as identicacbes anteriores,
podemos supor que Vi!(¢) = f1(¢)71[0: 0 : 1]. No sistema de coorde-
nadas afim A = (z1,22) = |21, 72, 1] de P? temos p; () = (0,0). Seja
X(t) = P(z1,x9,t)0/0x1 + Q(21,x2,t)0/0x2 um campo que repre-
senta G(t) em A, onde t — X(t) é holomorfa. Existe uma familia
holomorfa ¢t — B(t) de rotagoes de A ~ C2, tal que os auto-espagos
de D(B(t)*(X(¢))(0) séo os eixos x; e xo. Desta forma, substituindo
se necessario G(t) por B(t)*(G(t)), podemos supor que G(t) tem uma
separatriz 7, (t) tangente ao eixo z1, para |t| pequeno. Correspon-
dente a 71 (t) temos uma folha L(t) de Fy(t). A folha L(t) é aquela
que contém fi(t)"1(v(t)) (lembrar que Fi(t) = fi(t)*(G(t))). Por
outro lado, V{!(t) estd contido no conjunto de Kupka de F(t), para
|t| pequeno. Com efeito, fora de U; E; isto é claro. Em F4(t) isto
decorre de que se A = le + 3 ﬁ— entdo A(0,0,0) # 0. Com um
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argumento andlogo prova-se que Vi!(t) N E;(t) est4 no conjunto de
Kupka de Fi(t) para todo j = 2,...,m3. Utilizando agora a estru-
tura produto local de F(t) ao longo de Vi!(t) vemos que F(t) possui
uma folha L(t) tal que L(t) N E1(t) D y1(t). Afirmamos que L(t) e
L(t) coincidem para |t| pequeno, isto é, Fi(t) e Fi(t) tém uma folha
nao algébrica em comum. Como veremos no final, isto implicard que
F(t) = F(2).

De fato, fixemos uma bola B C A ~ C2? com centro em 0 tal que 0
é a tnica singularidade de G(t) em B para todo |t| < e. Seja V(t) :=
fi(t)"1(B) e coloquemos fi(t) = (g(t), h(t)), onde g(t),h(t): V() —
C. Se S é uma curva holomorfa compacta contida em V(t) entdo
S é necessdriamente uma fibra de f;(t). Isto decorre do principio
do méximo aplicado & fun¢do holomorfa fi(t)|s: S — B. Como
~(t) é tangente ao eixo x1, ela é o grafico de uma fungéo ¢, isto é,
v(t) = (22 — ¢(x1,t) = 0), onde ¢(0,t) = g—i(o,t) = 0. Podemos
tomar o dominio da funcao ¢; uniforme, isto é, existem r > 0ee > 0
tais que se [t| < e e [z;| <7 entdo ¢ : (|z1] <r) — C. Como F1(0) =
F1(0), entdo L(0) = L(0). Portanto para |a| < r a folha L(0) = L(0)
corta transversalmente a superficie f; ! (1 = a) = g(0)~!(a) na curva
(9(0) = a,h(0) = ¢(a,0)) C V(0). Por transversalidade, podemos
garantir que existe 0 < r; < r tal que se |a| < r1 entdo a folha L(t)
corta transversalmente a superficie g(#)~!(a) numa curva holomorfa
contida em V(¢). Esta curva é uma fibra de fi(¢), logo é a fibra
que contém o ponto (a,¢(a,t)) € y1(t). Decorre dai que L(t) e L(t)
coincidem numa vizinhanga de V!(t). Logo L(t) = L(t), se |t| é
pequeno.

Concluimos acima que Fi(t) e Fi(t) tém uma folha comum, L(t).
Isto implica que F(t) := w(t)(L(t)) é uma folha de ambas as fol-
heagdes F(t) e F(t). Seja T'(t) := Tang(F(t), F(t)) o conjunto de
tangéncias entre F(t) e F(t). Este conjunto pode ser definido por
T(t) = Hs({z € C*\ {0} | Q(t) AQ(t) = 0}), onde Q(t) e Q(t) definem
F(t) e F(t), respectivamente. Portanto é um conjunto algébrico.
Como ele contém uma superficie imersa nao algébrica de dimensao
dois, L(t), temos necessariamente T'(t) = P3. Isto prova o teorema
no caso n = 3.

Suponhamos que n > 4. O argumento anterior implica que se H é
um 3-plano genérico de P™ (veja a proposicao 1.4.3) entdo F(t)|g =
F(t)|gr. Com efeito, tais planos cortam transversalmente todos os
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estratos do conjunto singular, e em particular I(t) em m?® pontos.
Isto implica que f(t)|g tem posto dois para todo |t| < e (verifique).
Podemos entao aplicar o argumento do caso n = 3. Isto implica que

F(t) = F(t) e termina a prova do lema e do teorema (veja o exercicio
Ex. 2.8). O O

Observagao 2.3.3. O resultado do teorema 2 é ainda verdadeiro nos
casos k = 0,1 e m > 2, isto é, PB(n, m, k) é componente irredutivel
de Fol(n,(m, k)), para k = 0,1. Nestes casos, PB(n, m, k) coincide
com outras componentes que serdao estudadas no proximo capitulo
(Teorema 3 e coroldrio 3.3.1 do teorema 4).

2.4 Exercicios.

Ex. 2.1. Prove as solugoes do sistema

kiA1= Ay = k2 Ao = A2y = k3 A3 = Apzy = L= (A1 + A2+ A3) #0
sao racionais positivas, se ki, ko, k3 € N.

Ex. 2.2. Sejam L e N operadores lineares em C™ tais que det(L) # 0
e [L,N] = a.N onde a # 0. Prove que N é nilpotente.

Ex. 2.3. Prove que PB(n,m,k) C Fol(n,m(k +2) — 2).

Ex. 2.4. Prove que o conjunto das aplicagoes racionais genéricas de
grau m, Gen(n,m), é um aberto de Zariski ndo vazio do conjunto de
todas as aplicacdes racionais de grau m de P* em P2,

Ex. 2.5. Seja f: P"— — P? uma aplicacio racional ndo constante
de grau m > 2. Prove que o conjunto de valores criticos de f é uma
curva algébrica de P2.

Ex. 2.6. Prove que a ultima afirmacao da prova do lema 2.3.1 :
K(f) cU; Vi.

Ex. 2.7. Sejam f € Gen(3,m) e M a variedade obtida explodindo
os m?3 pontos de P? em I(f). Seja w: M — P2 a aplicagdo de blowing-
up. Prove que for: M\ 7 1(I(f)) — P? se estende a uma aplicagio
holomorfa fi: M — P2,
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Ex. 2.8. Seja A C Gr(k,n) um conjunto denso de k-planos de P,
k > 2. Sejam F e F duas folheagdes tais que F|y = F|g para todo
H € A. Prove que F = F.



Capitulo 3

Folheacoes definidas por
formas fechadas.

Neste capitulo veremos que, para todo n > 3 e todo k > 0, existem
componentes irredutiveis de Fol(n, k) em que todas as folheagoes sdo
definidas por formas fechadas. Na se¢do 3.2 serao vistas as compo-
nentes racionais, nas quais todas as folheagoes possuem uma integral
primeira racional. Na secao 3.3 serao estudadas as componentes do
tipo logaritmico. A secdo 3.1 serd dedicada a apresentar alguns re-
sultados de extensao de estruturas tranversais projetivas e afins, que
serao utilizadas nas provas dos teoremas principais.

3.1 Extensao de estruturas tranversais.

Lembremos que uma folheacao F em P", definida por uma 1-forma
meromorfa w, admite uma estrutura transversal afim com polos num
aberto U C P” se, e somente se, existe uma 1-forma meromorfa
fechada em U, 7, tal que dw = n A w (veja a proposigdo 1.5.2).
Ela possui uma estrutura tranversal projetiva com polos em U se,
e somente se, existem 1-formas meromorfas em U, w; e ws, tais que
dw = w1 ANw, dw; = W Awy e dws = we Awy (veja o teorema 1.15).
Portanto, a extensao de tais estruturas a P", se reduz a estender as
formas meromorfas em U a formas meromorfas em P”. O resultado

91
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principal que utilizaremos é o seguinte :

Teorema 3.1. Sejam E um fibrado vetorial holomorfo em P™ e X
um sub-conjunto algébrico de P™ definido em coordenadas homogéneas
por k polinémios, onde 1 < k <n—1. Seja V uma vizinhang¢a coneza
de X. Entao toda se¢ao meromorfa (resp. holomorfa) de E em V,
se estende a uma se¢do meromorfa (resp. holomorfa) de E em P".

A prova do teorema é baseada no teorema de extensao de Levi,
no caso meromorfo, e no de Hartogs, no caso holomorfo. Como ela
é razoavelmente longa, nao serd feita aqui. Recomendamos ao leitor
as referéncias [Sc-LN] e [Si]. Deste teorema, obtemos as seguintes
conseqiiéncias :

Corolario 3.1.1. Seja X C P™ um sub-conjunto algébrico interse¢ao
completa de codimensao um ou dois, onde n > 3. Seja V uma vizin-
hancga conexa de X. Entdo toda k-forma meromorfa em V se estende
a uma k-forma meromorfa em P™.

Observamos que um sub-conjunto algébrico de P™, tipo intersecao
completa e de dimensao > 1, é conexo. Em particular X possui um
sistema fundamental de vizinhangas conexas.

Corolario 3.1.2. Sejam F uma folheagdo de codimensao um em P,
n >3, e X CP" um sub-conjunto algébrico intersecao completa de
codimensdo um ou dois. Seja V uma vizinhanga conexa de X. Se F
tem uma estrutura transversal afim (resp. projetiva) com polos numa
vizinhanca conexa V de X, entdo esta estrutura se estende a uma
estrutura transversal afim (resp. projetiva) com polos de F em P".

Uma outra conseqiiéncia, que serd utilizada mais a frente, é a
seguinte :

Proposigao 3.1.1. Seja F uma folheagdo em P™, n > 3, tal que
cod(sing(F)) > 2. Seja2 < k < n e suponha que existem um k-plano
H, em posi¢ao geral com F, e uma 1-forma meromorfa fechada w em
H, tal F|g € definida por w. Entdo w se estende a uma tdnica forma
meromorfa fechada n em P™ que define F em P™.

Prova. Afirmamos que w se estende meromorficamente a uma
1-forma o numa vizinhanga V' de H, que define F em V.
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Seja S = sing(F|g). Primeiramente, vamos provar que w se
estende a uma vizinhanga de H \ (|w|oo US). Fixemos p € H \ (|w|co U
S). Como S D sing(F)NH, p ndo é singularidade de F. Além disto,
T,F ¢é transversal a T, H. Logo, existe um sistema de coordenadas
local (W, (z,y,2) € CE~1xCxC" %) talquep € W, z(p) = 0 € CF 1
y(p) =0€C, 2(p) =0 C"* HNW = (2 = 0) e Fl é definida
pela forma dy, isto é, as suas folhas sdo as hipersuperficies (y = cte).
Como w representa F fora de |w|e U |w|p, temos necessdriamente
wlwnyg = f.dy, onde f € O(W N H). Logo, 0 = dw = df A dy, o que
implica que f = f(y), ou seja sé depende de y. Em particular, a forma
f(y)dy estende w|wng a W. Coloquemos ay = f(y)dy € QY(W). A
forma ayy representa F em W\ |ayy |o. Seja (W;), ey uma cobertura
de H \ (Jw|oo U S) por abertos de P, onde em cada W; estd definida
uma forma holomorfa fechada a; que representa F em W; \ |ojlo
e ajlw,ng = wlw,ne. Se Wy NW; := Wi; # 0 entdo a; = oy
em W;;. De fato, escrevendo as coordenadas (W}, (z,y,2)) como
anteriormente, obtemos que o;; = f;(y)dy e que a; = f;(y)dy em W;;.
Como 0 = (o — i) |lw,;nm = (f;(y) — fi(y))dy, obtemos que o = o
em W;;. Isto implica que w se estende a uma forma fechada holomorfa
a, como desejada, definida numa vizinhanga de H \ (Jw|oo U S).

A forma « se estende meromorficamente a uma vizinhanga de um
ponto p € |w|w\S. Com efeito, em primeiro lugar, todas componentes
irredutiveis de |w|s sdo invariantes por F|g (veja a proposigao 1.2.5
e o Ex. 3.1). Como p ¢ sing(Flu) =5, |w|o € liso em p. Neste caso,
existe um sistema de coordenadas (W, (z,y, 2) € C¥~1 x Cx C"* tal
que WNH = (2 =0), Flwng é definida por dy e W N H N |w|eo =
(y = 0). Como anteriormente, podemos escrever w|wnmg = f(y)dy, s6
que agora f tem um polo em (y = 0). A forma ayw := f(y)dy estende
meromorficamente w|wng a W. Além disto, esta forma estende « a
uma vizinhanga de p (verifique). Desta maneira, estendemos w a uma
forma meromorfa fechada «, definida numa vizinhanca V; de H \ S.

Resta agora estender w a uma vizinhanca de S. Para isto notamos
que codg(S) > 2, ou seja, dado p € S existe um 2-plano P C H tal
que p é um ponto isolado de PNS em P. Seja (W, (z,y) € CZxCn~2)
uma carta local em p tal que PNW = (y=0)ep = (z =y = 0).
Como p é isolado em PN, existe r > 0 tal que se B, := (y = 0, |z| <
r) entdo SN B, = {(0,0)}. Logo, (y =0,7/2 < |z| <r) C H\ Se
existe e > 0 tal que A, := (Jy| <e€,7/2 < |z| <r) C Vi, o aberto onde



94 [CAP. 3: FOLHEAGCOES DEFINIDAS POR FORMAS FECHADAS.

« estd definida. Observamos agora que A, é um dominio de Hartogs,
cujo fécho analitico é @ := (Jy| < ¢,|z| <) (veja [Sc-LN] ou [Si]). O
teorema de extensdo de Levi garante que « se estende a uma forma
meromorfa em (), logo a uma vizinhanca de p. Denotando esta forma
por ag, temos dag|a, = 0, logo ag é fechada.

Com isto, estendemos w a uma 1-forma meromorfa fechada «,
definida numa vizinhanga conexa V de H, que representa F em V.
Pelo teorema 3.1, a se estende a uma 1-forma meromorfa n em P".
Esta forma é necessdriamente fechada, ja que dnly = 0. Se G é a
folheacao definida por n em P™, entdo F e G coincidem num aberto
nao vazio de P", logo G = F. Isto prova o resultado. O

3.2 Componentes racionais.

Nesta sec¢ao exibiremos algumas componentes de Fol(n, k), n > 3, em
que todas as folheagOes tém integral primeira racional. Toda fungao
racional f de P", pode ser escrita na forma f = P/Q, onde P e Q
s@0 polindmios homogéneos do mesmo grau, ou seja, flzo : ... : 25| =
P(zg,...,2n)/Q(20, .-, zn). Vamos supor que P e @ ndo tém fator
comum. Em qualquer caso, a forma Q := PdQ — @ dP, define uma
folheacdo em P™ de codimensdo um, F(f), em que f uma integral
primeira. Por exemplo, se P = F/? ¢ Q = G%9, onde p,q € N
sdo relativamente primos e £ > 1, entdo f = g%, onde g = FP/GY.
Portanto, F(f) = F(g). A idéia, é fixar um grau k para a folheagdo
e procurar, dentre as que possuem integral primeira, aquelas em que
qualquer deformagao holomorfa em Fol(n, k) seja por folheagbes que
tém integral primeira.

Exemplo 3.2.1. Sejam Fi, ..., F,. polinémios homogéneos em C"+1!

ndo constantes. Sejam ny, ..., n,. inteiros ndo nulos tais que Z§=1 n;.gr(F;) =
0. Esta tltima condi¢do implica que existe uma fungao racional f em

P" tal que f[z] = F{"(2)...E" () para todo [z] € P". A forma

.
Q= F..F, % B Y dF;

define uma folheagdo em P™ de grau Zj gr(F;) —2,jad que ip 2 =0.
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Observe que se r > 3, a forma () admite a deformagao nao trivial

dF;

Oy i=F..F ) )\ -
J

j=1

S A= (A1, \) € (T

onde Z;zl Aj.gr(F;) = 0. A forma ) néo possui integral primeira

se [A1: ... 0 A € P(QT).

O exemplo 3.2.1 nos motiva a procurar componentes irredutiveis
que contenham folheagbes com integrais primeiras da forma f =
FP/G9, onde p = gr(G) e ¢ = gr(F), ou seja, definidas em coor-
denadas homogéneas pela forma 2 := pGdF — q F dG. A folheacao
F(Q), definida por Q, tem grau k = gr(F)+gr(G) —2. Em principio,
sing(92) pode conter componentes de codimensdo um. Diremos que
o par (F,G) é genérico, se F e G séo irredutiveis e se as hipersu-
perficies definidas em P™ por (F = 0) e (G = 0) sdo transversais.
Estas condigoes implicam que

F(z)=G(2) =0, ze C"™'\ {0} = dF(2)AdG(2) #0. (3.1

Observamos que, se (F, G) é um par genérico entdo cod(sing(2)) > 2
(veja o Ex. 3.2). Além disto, se denotamos por P(n, ¢,p) o conjunto
de todos os pares (F, ), de polindmios homogéneos em C"*!, onde
gr(F) = q e gr(G) = p, entdo o sub-conjunto de pares genéricos,
G(n,q,p), é aberto e denso em P(n,q,p) (veja o Ex. 3.3).

Usaremos a notagao : R(n;p, q) = {F(Q) € Fol(n,p+q¢—2)|Q =
qFdG — pGdF , gr(F) = q e gr(G) = p}. A prova do préximo
resultado, pode ser encontrada em parte na referéncia [GM-LN]. A
demonstracdo que daremos é baseada numa idéia contida em [Sc].

Teorema 3. Seja (F,G) um par polinémios homogéneos genéricos
em €™, n > 3, onde gr(F) = g e gr(G) = p. Seja (File(co)
um germe de familia holomorfa de folheacdes de grau p + q — 2 tal
que Fo € definida em coordenadas homogéneas por q F dG — p G dF .
Entao F; € R(n,q,p) para todo t. Em particular, R(n;p,q) € uma
componente irredutivel de Fol(n,p + q — 2) para todo n > 3.

Prova. Fixemos um germe de familia holomorfa de folheacGes
(Ft)te(c,0), com Fo = F(Q), sendo Q2 := ¢ FdG — pGdF e (F,G)
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um par genérico, com gr(F) = q e gr(G) = p. O conjunto singular
de Fy contém uma componente de Kupka Ky :=II,,(F = G = 0), de
tipo transversal X := qx0/0x + py d/dy. Com efeito, (3.1) implica
que se w € K entao existe um sistema de coordenadas local em w,
(Wyu = (2,y,2) € C x C x C"2), tal que u(w) = 0 e f(u) :=
g—lq)(u) = ;—Z Como f é integral primeira de Fy, esta folheacao pode
ser representada em W pela forma w := gz dy — pydz. Como dw =
(p+ q)dx ANdy # 0, Ky é componente de Kupka com tipo transversal
X, poisixw = 0.

Vamos considerar um representante do germe (F;);¢(c,0) definido
em ([t| < 9).

Lema 3.2.1. Existem 0 < € < §, e uma isotopia C*, ¢: D, x Ky —
P™ tais que :

(b). Fi € de tipo transversal qxd/0x + pyd/dy, para todo |t| < e.

Prova. A prova da parte (a) do lema é andloga & do lema 2.3.3
da secao 2.3. Deixamos os detalhes para o leitor. Provemos a parte
(b). Denotemos por X; um germe de campo holomorfo em (C?,0)
que representa o tipo transversal de F; em K;. Podemos supor que
X; = P(z,y,t)0/0z + Q(x,y,t)0/0y, onde P e @ sdo holomorfas
em (z,y,t), P(x,y,0) = gz , Q(z,y,0) = py e X;(0) = 0 (veja o
Ex. 3.4). Como esp(X,0) estd no dominio de Poincaré, diminuindo
€ se necessirio, podemos supor que esp(Xy,0) estd no dominio de
Poincaré, para todo t € D.. Sendo assim, temos trés possibilidades
(exclusivas) :

(i). X: é linearizavel e equivalente a A 20/0x + Ay y0/0y, onde
A1,>\2 # Oe )\2/A1,>\1//\2 ¢ NUQ_

(ii). X; é linearizével e equivalente a A(x0/dz+ (y+a.x)9/dy), onde
A#0eacC.

(iii). X¢ é equivalente a A(z0/0z + (ny + a.2™)0/dy), onde A # 0,
n>2eqcC.
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As formas normais acima decorrem do teorema de linearizacao de
Poincaré e do teorema de Dulac (veja os teoremas 1.4 e 1.5). Vamos
entdo considerar a situagao geral de uma folheagdo F de codimensao
um em P" n > 3, com uma componente de Kupka K com tipo
transversal como em (i), (ii) ou (iii).

Lema 3.2.2. Seja F uma folheagdo de codimensdo um em P™ tal
que o conjunto singular possui uma componente de Kupka K com
tipo transversal como em (i), (i) ou (iii) e no dominio de Poincaré.
Entao :

(a). No caso (i) temos Aa/M € Q.
(#). Nos casos (i) e (iii) temos a = 0.

Prova. Vamos supor primeiramente que n = 3. Neste caso,
K C P? é uma curva algébrica lisa. Seja W := (W;);e; uma cober-
tura de P? por abertos, onde para cada j € J existe um sistema
de coordenadas (Wj, (z;,y;,2;) € Cx C x C) tal que K NW; =
(x; = y; = 0) ese V; := W; N K # () entdao Flw, é representada
por um campo Y; como em (i), (ii) ou (iii). As coordenadas sao
tomadas de tal forma que Y; = A\ x;0/0z; + (A2y + a.x7)9d/0y;,
n > 1. Supomos também que a cobertura é de Leray (veja [G-H]).
Como K NW; = (z; = y; = 0), se W;; := W; N W, # 0 entdo
W;N(z; =y =0) =W;N(z; =y; =0), logo existem fungdes
aij, bij, cij, dij € OF(W;;) tais que
T = agj.z5 + Bij.y; 7 (3.2)
Yi = Yij-Tj + 0ij.y;

onde Ajj 1= a;;5.0;5 — Bij.vi; € OF(Wij). Se A;j é a matriz dada por
(3.2), entdo a colegdo (A;;)w,,2p é um cociclo multiplicativo de ma-
trizes que representa as transicoes do fibrado normal Nx de K em P3.
A sua segunda classe de Chern ¢z (N ), considerada como elemento de
H$, 5 (P?), representa o grau de K, isto é, se ¢1(Ny) € H3 5(P?) rep-
resenta o fibrado normal de um 2-plano, entao fpg c1(H)ANea(Ng) =
gr(K) (veja [G-H]). Além disto, A;; = det(A;j) e L = (Ayj)w,,; 20 €
um cociclo multiplicativo em H!(P3, O*). A primeira classe de Chern
de L, considerada como elemento de H3 (P?), satisfaz [, ¢1(L) >0
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(veja [G-H]). No caso em que K é uma interse¢do completa de duas
superficies algébricas de graus p e ¢, temos gr(K) = p.q (teorema de
Bézout) e [ c1(L) =p+q.

Consideremos o caso (i). Vamos nos restringir aos indices j €
J tais que W; N K # (. O campo Y; = A\ z,;0/0x; + A2 y;0/0y;
representa o tipo transversal de F em K. Ele possui duas separatrizes
lisas por 0 € C?, as curvas (z; = 0) e (y; = 0). Além disto, estas
separatrizes sdo as Unicas lisas, j& que A1/A2, A2/A1 ¢ N. Como Y;
estd no dominio de Poincaré, temos também Re(A2/A1) > 0. Além
do mais, todas curvas integrais de Y; em C?, sdo aderentes & origem,
logo ele nao possui integral primeira holomorfa nao constante. Isto
implica que, se U é um aberto conexo qualquer tal que U N K # ()
entdo F|y ndo possui integral primeira holomorfa ndo constante.

O fato de que (z; = 0) e (y; = 0) sdo as tnicas separatrizes lisas
de Y; implica que, se W;; # () entdo W;N(z; = 0) = W;N(x; = 0), ou
W;N(xz; =0)=W;N(y; =0). Como A\ # Az, vale que W; N (z; =
0) = W; N (z; = 0) (verifique). Analogamente, W; N (y; = 0) =
W; N (y; = 0). Em particular, existem germes de hipersuperficies S;
e S2 ao longo de K tais que S1NW; = (z; =0) e SanW; = (y; = 0).
Além disto, temos B;; = vi; =0, z; = a;5.2; e y; = J;;.y; em (3.2), se
Wij # 0. Note que os cociclos multiplicativos Ly := (ayj|v;;)vi, 20 €
Ly = (8i5]vi, )vi, -0 em H'(K,O*), representam os fibrados normais
a S; e Sy, respectivamente. Vamos agora obter uma relacdo entre
eles.

A folheagao F|w, é representada pela 1-forma w; = Ay x; dy; —
Ao yjdzj. Se W;; # 0 existe g;; € O*(W;;) tal que w; = g;;.w;. Dai
obtemos :

dy; dx; dy, dx;
M= M— = Ag— = dij(M—% — Ag—2) := 01
Yi Z; Yj Zj
onde ¢;; = x”xf]yf'” = ai“ig“ é holomorfa em W;;. Como as formas

7; e n; sao fechadas, temos d¢;; An; = 0, o que implica que ¢;; é uma
integral primeira holomorfa de F em W;;, ou seja, ¢;; é constante.
De fato, ¢;; = 1, pois os residuos de n; e de n; em Sy N W;; sdo iguais
a A1 # 0. Portanto, n; = 1; em Wj; e existe uma forma meromorfa
fechada 7, definida numa vizinhanga de K, tal que n|w, = n; para
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todo j € J. Por outro lado, de n; = n; em W;; # () obtemos que

A d5ij - d(yi/yj) _ d(xi/xj) -\ doy; '

0 wily) (i)

(3.3)

De (3.3) obtemos que A1.c1(La) = Ag.c1(L1), onde ¢1(L,) € H% p(K)
é a primeira classe de Chern de L,, r = 1,2. Logo, se m, =
Jx e1(Ly), 7 = 1,2, entéo
)\1.m2 = )\Q.ml (34)

Por outro lado, como u;; = Ajlv;,; = ij.Bijlv,,, temos

dpi;  doy;  dog;

g T LT (D) = (L) 4 en(Ly) =

Hig Qi dij
my + my = [ ci(L) > 0. Como my,my € Z (veja [G-H]), obte-
mos desta tltima relacdo e de (3.4) que mi,ma # 0 e que A\a/A; =
ma/my € Q. Finalmente, como Re(Aa/A1) > 0, temos Aa/A1 € Q4
como queriamos.

Os casos (ii) e (iii) serdo tratados simultaneamente. A folheacdo
tem o tipo normal da forma w = zdy — (ny + a.z™)dz, onde n €
N. Suponhamos que a # 0. Neste caso, podemos supor a = 1 e
w=xdy — (ny+ a")dz. A folheacio definida por w em C? possui
apenas uma separatriz pela origem : a curva (z = 0). Além disto,
ela nao possui integral primeira meromorfa nao constante numa viz-

inhanga de 0 € C? (verifique). Observe também que z"*! é um fator
integrante de w, ja que
dx
W =d(y/z") — — = (3.5)
Portanto, F|w, é representada por w; := z;dy; — (ny; + z})dz;,

sendo (z; = 0) C W; um germe de hipersuperficie invariante por
Flw,. Como no caso (i), isto implica que, se W;; # () entdo W;N(z; =
0) = W; N (z; = 0) e existe um germe de hipersuperficie S ao longo
de K tal que SNW,; = (z; = 0). Além disto, temos em (3.2) que
Bij =0, ©; = ayj.x; e que Ayj = ;;.9;5. O fibrado normal a S ao
longo de K é definido pelo cociclo Ly := (aijv;;)v;,#0-
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Seja gi; tal que w; = g;j.wj, Wij # 0, e coloquemos n; :=
n+1

—1—n , _ _ ‘9ij __ Gij

z; .wj. Dai obtemos que n; = ¢;;.n;, onde ¢;; = —%T_LH = —Lal?j
K3

é holomorfa em W;;. Decorre de (3.5) que 7; e n; séo fechadas, logo
dpij Am; = 0, ou seja, ¢;; é integral primeira holomorfa de Flyy,;.
Portanto, ¢;; é constante. Como os residuos de n; e n; em S N W;;
sdo iguais a —1, obtemos ¢;; =1 e n; = n; em W;;. Dai e de (3.5)
obtemos

aij  (wi/z)) ap ap’ '
Lembremos agora que c1 (L1 ), considerado como uma classe em H?(W, C),
é dado por um 2-cociclo (£ijk ) v, ;, 0, onde Lijx = 5= (lg(aiz)+Hg(a k) +
lg(ars))lw,;.» sendo lg(a;;) uma determinagdo do logaritmo de a;; em
Wij;. A relacao (3.6) implica que, se lg(a;;) é uma tal determinacao
entao

lg(aij) = ;1;_:1 — _iz =+ 27T7/.Cij s
i j

onde ¢;; € C. Logo, se KNW,;j, # 0 entdo 4,5, = ¢;j+cji+Cri, OU SEja
£ =46(c), e £ ¢ trivial em H?(K,C). Isto implica que [, c1(L1) = 0.
Por outro lado, H%, R(]P’S) ~ 7 e é gerado pela classe do fibrado normal
de um hiperplano ¢;(Npg). Logo, ¢1(L1) = m.c1(Ng), onde m € Z.
Como [, c1(Ng) = gr(K) > 0 (veja [G-H]), obtemos que m = 0,
logo ¢1(Ly) = 0 em H?,(P3). Utilizando agora que a matriz A;; é
triangular (b;; = 0) podemos concluir que ca(Ng) = ¢1(L1) Aci(L2),
onde Ly é a classe obtida do cociclo (d;;)w,;«p- No entanto, isto
implica que gr(K) = [ps ¢1(Nu) A ¢2(Ng) = 0, um absurdo. Logo,
a = 0 e o lema estd demonstrado no caso n = 3.

O caso em que n > 3 pode ser reduzido ao anterior, tomando um
3-plano H C P™ em posigao geral com F. Neste caso, a folheacao
F|u satisfaz as propriedades requeridas na prova do caso n = 3 e
obtemos o resultado. Deixamos os detalhes para o leitor. O

Para terminar a prova do lema 3.2.1, basta agora observar que a
aplicagdo t — esp(X3,0) é continua. Pelo lema 3.2.2, necessériamente
o quociente dos auto-valores Aq(t)/A1(t) € Qy, logo é constante.
Utilizando (b) do lema 3.2.2 obtemos que a forma normal de X; é do
tipo X; = A(¢t).(qzd/0x + pyd/dy), o que prova o lema 3.2.1. O

Voltando a demonstracao do teorema 3, temos trés possibilidades
para o tipo transversal de F; em K :
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(I). w=gqzdy —pydz, onde p/q =k/¢, mde(k,0) =1ek,£> 1.
(II). w=ady — lydz, onde £ = p/q > 1.
(I1I). w =ady — ydz.
Lema 3.2.3. Eziste uma vizinhanca V; de K; tal que :

(a). No caso (I) existe uma forma fechada meromorfa n, em V; que
representa Fylv,.

(b). No caso (II), F; possui uma estrutura transversal afim com
polos em V;.

(c). No caso (III), Fy possui uma estrutura transversal projetiva em
Vi \ K.

Prova. O caso (I) corresponde a (i) do lema 3.2.1. Como vimos na
prova do lema 3.2.2, existe uma 1-forma fechada meromorfa 7; numa
vizinhanca V; de K; que representa Fi|y,. Ela é dada localmente por

— g% _ pdz
m=aq7y — P

No caso (II), em que o tipo transversal é w = z dy — £y dz, temos
o fator integrante z°*1, isto é, x71~Y.w = d(y/x%). Seja (W;);jcs uma
cobertura de K; por abertos e (z;,y;,2j)jes uma colegdo de cartas
como na prova do lema 3.2.2. A folheacdo F; é representada em W
por wj := z; dy; —Ly;dz; en; = x; 4.%— é fechada. Como na prova
do lema 3.2.2, se W;; # 0 entdo n; = ¢;;.n;, onde ¢;; é constante.
Aqui ndo podemos afirmar que ¢;; = 1, ja que a forma 7; tem residuo
zero ao longo de SN W;. No entanto, n; = ¢;;.n; em W;; implica que
existe uma constante 1;; € C tal que y;/zf = gbij.(yj/xf) + ;e
isto fornece uma estrutura transversal afim com polos. Deixamos os
detalhes para o leitor.

Consideremos o caso (IIT). O problema neste caso é que as sepa-
ratrizes de w = 0 sao as retas ax + by = 0 e elas sao indistingiiiveis,
no sentido de que nao podemos afirmar a priori que existe um germe
de hipersuperficie invariante S; ao longo de K, como nos casos (I) e
(IT). Sejam (W;) e e (4,95, 2j)jes como anteriormente, de maneira
que F|w, € representada por w; = x; dy; — y; dz;. Seja (gij)w,,; 20
tal que w; = g;j.wj, se W;; # 0. O que podemos afirmar, neste
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caso, é que se h;; = ,/g;; (um ramo da raiz quadrada) entao existem
@ij, Bij, Vij, 05 € C tals que ay;.055 — Bij.vi; =1 e

XT; = hi]‘ (aij.xj + ﬂij.yj) N Ti _ Quj-Tj + Bij.yj (3 7)
Yi = haj (vij-x; + 8i5.95) Yio %m0y
Isto fornece a estrutura transversal projetiva fora de Ky, (lembrar
que K; NW; = (z; = y; = 0)). A prova de (3.7) é deixada como
exercicio para o leitor (veja o Ex. 3.5). |
A idéia agora é provar que é possivel estender as estruturas tran-
versais em V; a estruturas tranversais com polos em todo P". Isto
pode ser feito utilizando o teorema de Catanese (veja [Cal), o qual ja
mencionamos na prova do teorema 2, segundo o qual uma deformagao
de uma intersecao completa lisa de codimensao dois é uma interse¢ao
completa. Com isto, K; é uma intersegdo completa para |t| pequeno
e pelo corolario 3.1.2 podemos estender as estruturas dadas pelo lema,
3.2.3 a todo P". Outra forma de provar a extensao destas estruturas
transversais é utilizar o argumento de [Sc| :

Lema 3.2.4. Ezxistem uma vizinhanga conexa V de Koy e € > 0 tais
que se [t| < € entao :

(a). K CV selt| <e.
(b). OV é de classe C™ e F; € transversal a OV para todo |t| < e.

(c). As estruturas transversais dadas pelo lema 3.2.3 em V NV, se
estendem a V.

Como V é, a priori, uma intersecdo completa, as estruturas se
estendem a P™. Deixamos a prova do lema 3.2.4 como exercicio para
o leitor (veja o Ex. 3.6).

Consideremos o caso (I). Neste caso, F; pode ser definida por uma
1-forma fechada meromorfa a; em P™, que estende a forma 7; definida
em V;. Seja (at)oo 0 divisor de polos de a;. Se X é uma componente
irredutivel de (w)o, entdo X N K; # 0, ou seja, X NV, C (M) co-
Num ponto w € X N K; temos coordenadas (W, (x,y, z)) tais que
N = qp = piyu - q% e isto implica que X "W = (z = 0) ou
(y = 0). Decorre dai que (at)oo possui apenas duas componentes
irredutiveis que sao polos de ordem um de a;. Levando em conta os
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residuos de a4, pela proposicao 1.2.5 da segao 1.2, podemos escrever
em coordenadas homogéneas, oy = p % —q %, onde F; e G4 sao
polinémios homogéneos. Portanto, F; tem a integral primeira FY /G
e estd em R(n;p,q).

Vejamos o caso (II). Sejam w; uma 1-forma meromorfa que repre-
senta F; em P™ e (W}, (z;,y;,%;))jes uma colecdo de cartas tais que
Filw, é representada por w; := x;dy; — Ly;dr;. Para todo j € J
existe uma funcdo f;, meromorfa em Wj, tal que w; = fj.w;. Logo,

= fj.xﬁﬂ.d(yj/mf) = dwy =6 ANwj ,

onde 0; = (¢ + 1) Ly 4 7+ Afirmamos que existe uma 1-forma
meromorfa 6 em V; tal que Oly, = 0;. Com efeito, se Wi; # 0,

temos f;.xt T .d(y;/xf) = fj.mﬁﬂ.d(yj/acg), o que implica, d(y;/z¢) =
241

i—xh d(yj/acj). Portanto, i—i[% = ¢;; é constante, como vimos na

proxzfa do lema 3.2.3. Tomando a derivada logaritmica desta ultima

relacao, obtemos que 6; = 6; em Wj;.

A estrutura transversal afim de F; é obtida extendendo a forma 6
(veja o corolario 3.1.1). Podemos escolher w; de forma que |wt|oo € um
hiperplano (H = 0), nfo invariante por F;. Neste caso, |fj|loc = (H =
0) NW; # (x; = 0), o que implica que |0]oc N W; D (z; = 0) U|fj]oo-
Em particular, |0|., possui duas componentes irredutiveis : (H = 0)
e uma outra, (F; = 0), tal que W; N (F; = 0) = (z; = 0), para
todo j € J. Utilizando a proposigao 1.2.5 da secao 1.2, obtemos que
0=+ l)d;:t m 4 onde m = (¢ + 1).gr(F;). Em particular,
temos

d(F{t/H™
dwtzﬁ/\wt:%/\wt - d(%)zO,
R FH
ou seja i = FH[—Z.wt é fechada. Afirmamos que (ut)oo = (Ff'“)

t
e que os seus residuos sdo todos nulos, ou seja, u; = dfy, onde f; é
racional. Com efeito, como

- du; df; dF,  dH
9|ij(€+1) +fjf(€+1)Ft m—

existem g;, h; € O*(W;) tais que z; = g;.Fi|w, e f; = h;.H " |w,
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(verifique). Dai obtemos,

m m

H H™.f;
fielw, = W.wqwj = F€—+1j’wj = hj.gf.d(yj/xg) . (3.8)
t t

Logo, d(hj.gf) A d(yj/xﬁ) = 0, o que implica que hj.gf = ¢; é uma
constante. Por outro lado, se X é uma componente irredutivel de
|pt]oo entdo X N Ky # 0, ou seja, X N W, # 0, para algum j € J.
Decorre dai e de (3.8) que X N W; = (z; = 0) = (F; = 0) N W},
sendo a multiplicidade de (F; = 0) em (ut)oo igual a £ + 1, como
querfamos. A relagdo (3.8) implica também que os residuos de p; sdo
nulos. Portanto, u; = df;, onde f; = G¢/Ff e gr(Gy) = £.gr(F}), ou
seja, q.gr(Gt) = q.L.gr(F;) = p.gr(F;). Em particular, a folheagao F;
é definida em coordenadas homogéneas por €, := q F; dGy—p Gy dF}; e
tem grau gr(F;) +gr(Gi) —2 = gr(Fo)+gr(Go) —2. Dai obtemos que
gr(Fy) = gr(Fo) = q e gr(Gy) = gr(Go) = q. Logo, F € R(n,p,q),
como queriamos.

Consideremos agora o caso (III). Neste caso, F; tem uma estru-
tura transversal projetiva em V; \ K;. Esta estrutura se estende a
uma estrutura transversal projetiva em P" \ sing(F;). Deixaremos a
prova deste fato como exercicio para o leitor (veja o Ex. 3.7). Como
cod(sing(F:)) > 2, o grupo fundamental de P™ \ sing(F) é trivial
(veja [EL]). Pelo teorema 1.14 da sec¢do 1.5.1, existe uma submerséo
holomorfa f;: P* \ sing(F;) — P! tal que as folhas F; sdo as su-
perficies de nivel de f;. Considerando f; como funcio meromorfa,
ela se estende a uma funcdo racional f,: P"— — P!, pelo teorema
de Levi. Em coordenadas homogéneas temos f; = F;/G:, onde F;
e G; s@o polindmios homogéneos do mesmo grau. Levando-se em
conta que fi|pn\sing(F,) € uma submersdo, obtemos que F; é rep-
resentada em coordenadas homogéneas por ; := Gy dF; — F; dG;.
Logo, gr(F:) = gr(F:) + gr(Gt) — 2 = gr(Fp) + gr(Go) — 2, o que im-
plica gr(F;) = gr(Gt) = gr(Fp) = gr(Go). Portanto, F; € R(n,p,p).
Isto termina a prova do teorema 3. O

3.3 Componentes logaritmicas.

Lembremos que uma 1-forma logaritmica w em P™ é dada em coorde-

. dF; .
nadas homogéneas por w = Z;_l Aj 7L, onde r > 2, F,..., F, sdo
- J
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polindmios homogéneos e A, ..., A, sdo tais que Z;Zl Aj.gr(F;) =0.
Vamos supor r > 3, ja que o caso r = 2 foi estudado na secao 3.2.

Definicao 3.3.1. Diremos que uma r-upla F := (FY, ..., F.) de poliné-
mios homogéneos em C"*! é genérica se as hipersuperficies em P"
definidas por (F; = 0) sdo lisas e estdo em posiciio geral. Esta
condigao é equivalente as seguintes :

(I). Dados 1 < £ < min(r,n) e um multi-indice 0 = (1 < 01 < 03 <

w<oe<r),sepe€ (Fy, =..=F,, =0)\ {0} entdo
dF,, (p) A ... AdFy, (p) # 0 (3.9)
(ID). Ser>n,n<{l<reo=(01,..0¢) entdo (Fyp, = ... = F,, =

0) = {0}.

Observamos que o conjunto de r-uplas genéricas de polinémios,
(F1,..., F,), com graus gr(F;) = p;, 1 < j < r, é aberto e denso no
conjunto de todas as r-uplas de polinomios de graus correspondentes
(veja o Ex. 3.8).

Vamos usar a notacdo Q(F,\) = Fy...F, Z;H Aj dTI? Note que,
se A1, ..., A, € C* entdo os coeficientes de Q(F, \) sdo homogéneos de
grau gr(F1)+...+gr(F,)—1. Portanto, Q(F, \) define uma folheacéo
F(F,\) em P" de grau k = gr(F1) + ... + gr(F,) — 2. Em geral

sing(Q2(F, A)) contém componentes de codimensao um.

Proposicao 3.3.1. Se F = (Fy,...,F.) € uma r-upla genérica de
polinémios homogéneos em C"1, n > 3, e A\1,..., A\, € C* sdo tais
que Z;=1 Aj.gr(F;) = 0 entdo cod(sing(2(F,N))) > 2.

Prova. Suponhamos por absurdo que todas as componentes de
Q(F, \) sao divisiveis por um polinémio homogéneo G néo constante.
Neste caso, como n > 3, IL,((G = 0) N (F} = F5 =0)) # 0. Fixemos
p €I (G=0N(F, =F,=0)esejal ={j|ll<j<re
p € IL,(F; = 0)}. Reordenando os Fjs, se necessario, podemos
supor que I = {1,2,...,£}, onde £ < r. A condicdo (II) da definigdo
3.3.1 implica que ¢ < n. Fixemos um sistema de coordenadas afim
CrcP*talquep=0¢€C".
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Lema 3.3.1. Nas hipdteses acima, existe um sistema de coordenadas
local (W, (1, ...,me,y) € C* x C"*) tal que o germe w de Q(F, \)|w
em 0 € (C” Se escreve como

w=h.x1..2¢ Z Aj dm] (3.10)

sendo h € O

Prova. Com efeito, como dFi(p) A ... A dFy(p) # 0, a aplicagao
g := (F1,...,F))|cn: C* — C! é uma submersio em 0 € C*. Logo
existe um sistema de coordenadas local (W, (21, ..., z¢,y) € C* xC"~¥)
tal que Fjlw = zj,se 1 < j < {, e F; € O"(W), se i > (. Fazendo

dF;
g:=Fp1..Frlwe6:= Zj>l A TﬂW’ obtemos

4
dz
QEFN|w = g.z1-.20(> Ajz—f
=1 ’

Como F;|W € O*(W) se j > £, a forma 6 é holomorfa e fechada em
W. Logo, existe ¢ € O(W) tal que § = d¢. Colocando 1 := e/
obtemos d¢ = A1 d¢)/v. Logo,

£

d(¢.21)
1/1 W-21)-. Z)\j 25 M wzil)

Fazendo h := g/¢, x1 = ¢.z1 e z; = z;, 2 < j < {, obtemos

= h.xy..xyp Zle )\j%@ e o resultado, ja que a aplicagdo z —
(.21, 29, ..y 2n) = (21, ..., Z5,) € um biholomorfismo em 0 € C*. O

Voltando & demonstragdo da proposigao, seja g o germe de G|cn
em 0 € C". Como g(0) = 0, obtemos de (3.10) que g| A z1...x¢/x;,
para todo j = 1,...,£. Como A; # 0 para todo j = 1,...,{, temos
g|xi...xp/x;, para todo j =1, ..., £. Isto implica que o germe (g = 0)
estd contido em X := Uj<;<;j<¢(x; = z; = 0), que é um germe de con-
junto de codimensdo dois, um absurdo. Logo, cod(sing(2(F,\)) > 2,
como queriamos.

Q(F7 )‘)|W -

Jj=2

Definicao 3.3.2. Dados r > 3 e 1 < p; < ... < p,, usaremos a
notagéo L(n;p1, ..., pr) para o fecho do conjunto de folheagoes de codi-
mensao um de P”, de grau k := p1 +...+p, — 2, que sao representadas
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em coordenadas homogéneas por uma 1-forma do tipo Q(F, ) # 0,
onde F = (Fi,..., F;.) é uma r-upla de polinémios homogéneos com
gr(F;) = pj, 1 < j <r. Note que L(n;p1,...,p,) é um sub-conjunto
algébrico irredutivel de Fol(n, k).

Observagao 3.3.1. Como vimos na proposi¢ao 1.2.5 da secao 1.2,
uma 1-forma fechada n em P™, em geral se escreve como

"\ dF; G
n= /\»—J+d<—> ) (3.11)
; 7 F; F

onde Ay,..., A € C, Y7 Ajugr(Fy) =0, F = F{U 7L Fsrt s > 1,
1<j<r egr(G)=>"_(sj —1).gr(F;). No caso, \; é o residuo
de n em (F; = 0) e s; é a multiplicidade de F; como polo de n,
1 < j <r. A folheagdo definida por n em P™, F(n), é representada em
coordenadas homogéneas por 2 := Fy1...F3.n, se cod(sing(2)) > 2,
e tem grau k = gr(F(n)) = Z;=1 s;j.gr(F;) — 2 (verifique).

O que gostarfamos de observar é que

F(n) € L(n; gr(Fy),...,gr(Fr),p) ,

onde p = Z§=1 (s;—1)gr(F;). Aidéia é provar que existe uma familia
holomorfa, (F:)iep,, de folheagbes em L(n; gr(F1),...,gr(Fy),p), tal
que Fy = F(n). Com efeito, coloquemos p; := gr(Fj). Defina

" dF;
O =Q+t.G.F..F, Z; Aj?jﬂ, teC.
]:
Como cod(sing(€2)) > 2, existe € > 0 tal que cod(sing(:)) > 2, se
[t| < e. Afirmamos que §2; define uma folheacao F; em L(n;p1, ..., pr, D)

para 0 < [t| <e.
Com efeito, de (3.11) obtemos,

"\ dF; dF;
Q=F,..F.F ; AjTj + Fy..F.dG — G.Fy..F, Y (s — 1)?j .

Denotando H = F}...F,., vem que

T F T
Q=HF+tG)Y Aj% +HAG-GHY (s;—1)= =

j=1 J j=1
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—H(F+tG)iA-dFj+1Hd(F+tG) 1H(F+tG)zr:(- 1)L
= . 2 y 7 . 7 . 2 8; F,
. s;—1,dF; 1
= H(F +t.G A — 2 —L 4 _HA(F+tG) .

(F + );(] ) T HAF Le)
Em particular, se n; := m.ﬁt, temos
- s; —1.dF; 1d(F+t.G)
- M\ — 22 =3 4 22
m=> (N -=77)F 3 F1tG

j=1 J

Portanto, €; é integravel, ja que 7; é fechada. Por outro lado,

T

Z (N — % t_ 1).gr(Fj) + %.gr(F +tG)=0

j=1

e portanto ; define uma folheacdo em L(n;p1, ..., pr, p) se 0 < [t]| < e.

O resultado principal desta se¢ao, cuja prova original foi dada em
[CA 1] e [CA 2], é 0 seguinte :

Teorema 4. Sen > 3 entdo para todo r > 3 e toda r-upla (p1, ..., pr),
onde pj € Nep < .. < p., L(n;p1,..,pr) € uma componente
irredutivel de Fol(n, k), onde k = Z;=1 pj — 2.

Prova. Diremos que A = (A1,...,A.) € (C*)" é genérico, se
satisfaz as seguintes condicdes : (i). Se i # j entdo A;j/\; ¢ R.
(ii). Se i,7,¢ séo distintos dois a dois entdo 2\, # A; + As. Seja
U C L(n;p1,...,pr) definido por U = {F | F é representada em C"*1
por Q@ = Y0, )\deI?, onde (Fi,....F.) e X = (A1,..,\) € (CH)7,
sdo genéricas }. Note que U é aberto e denso em L(n;pi,...,pr)
(verifique). A demonstragdo do teorema se reduz a provar que, se
(Fi)te(c,0) ¢ um germe de familia holomorfa em Fol(n, k), tal que
Fo =€ U, entao F; € L(n;p1,...,p,) para todo t.

Em seguida descreveremos o conjunto de Kupka de uma folheagao
Fo € U, representada por = Z;=1 /\j%. Dado um multi-indice

c=(1<01<..<0;<r),onde 1< {<r, coloquemos

K, =T, (F,, =..=F,, =0).
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Pela condigao (II) da definigao 3.3.1, se £ > n entao K, = 0. Colo-
quemos também
K, =K, \ | J K, .

pnoo
p#o

Afirmamos que o conjunto de Kupka de F, é
K(F)=J Ky .
i<j

Com efeito, em primeiro lugar, se p € sing(F,) \ Ui, R’ij, entao
p ¢ U;IL,(F; = 0), pela condigdo (I) da defini¢do 3.3.1 (as Fj/s séo
lisas). Neste caso, F, pode ser representada numa vizinhanca de p
pela forma 7|c», onde n = 3, )\j%} e C™ C P" é um sistema afim
tal que p € C". Como dn = 0, p ndo é singularidade de Kupka de
Fo. Por outro lado, se p € Kij, onde 7 < j, pelo lema 3.3.1 existe um
sistema de coordenadas (W, z = (z;,z;,y) € C x C x C"?) tal que

z(p) = 0 e Fo|w é representada por w = h.z;.x; (A; d;: + dzijj), com
h € O*(W). Como dw(0) = h(0).(A; — Xj)dz; A dx; # 0, obtemos
que p é ponto de Kupka de F,. Isto prova a afirmacao. Note que o
tipo transversal de F, em R}j ¢é dado pelo campo de vetores X;; :=
Xix;0/0x; — Aj x;0/0z;, ou pela forma w;; := \; xj dz; + \j x; dz;.

Por questoes técnicas, dividiremos a prova em duas etapas: n = 3
en > 3.

1% etapa. n = 3. Neste caso, se ¢ < j < { entao K;j, = I, (F; =
F;=F,= 0) se reduz a um ponto. Vamos denotar este ponto por Dije-
Temos também K;; = Kiju{pw | € # 1,5} Seja (Ft)te(c,0) um germe
de familia holomorfa em Fol(n, k) tal que Fy = F,. Consideremos
um representante da familia num disco Ds := (|t| < 0) e fixemos uma
familia holomorfa (Q):cp; de 1-formas, tal que §2; representa F; em
coordenadas homogéneas, sendo g = €.

Lema 3.3.2. Para todo terno i < j < £, existe 0 < € < § e uma
aplicagao holomorfa P;jo: D — P™, com as seguintes propriedades :
(a). P;ji(t) € singularidade simples de Fy, set € D, sendo P;;,(0) =
Dije-
(b). Exziste uma vizinhanca Vije de pije tal que Pije(t) € a dnica
singularidade simples de F; em Vijq.
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(¢c). Fi pode ser definida em V;j; por uma I-forma fechada mero-
morfa.

Prova. Sem perda de generalidade, vamos supor que i = 1, j = 2
e ¢ = 3. Fixemos um sistema de coordenadas afim C3 C P3 tal que
p123 = 0 € C3. Neste caso, F;|cs é representada por w; = Qy|cs. Pelo
lema 3.3.1, existe um sistema de coordenadas (W, z = (z1,%2,23))
tal que z(0) = 0 e wy = h.xl.xg.m3()\1% + /\2% + )\3(195—””33), sendo
h € O*(W). Coloquemos 6; := h~t.w;, t € D. Note que dfy =
p1-T1 dro Adxs + po.xo drs Adry + p3.r3 dry Adxe, onde 1 = Az — Ag,
fo = A1 — Az e u3 = Ay — Ay, Como A;/A; ¢ R para ¢ # j, temos
w; # 0se 1l < j < 3. Definindo Y; := rot(6;), por iy,v = dby, v =
dxy Adze Ndxs, temos Yy = py.21 /0% + pio.xo 0/ 0xo+ ps.x3 8/0x3,
logo p123 é uma singularidade simples de Fj e nao degenerada de Yj.
Em particular, existem ¢; > 0 e uma funcdo holomorfa P: (|t| <
€1) — W tais que P(0) = 0 e P(t) é a tnica singularidade de Y; em
W, sendo esta nao degenerada. Logo, podemos aplicar o teorema da
divisao a parametros de De Rham a Y; : como iy,0; = 0, existe uma
familia holomorfa de campos de vetores em W, (X;)tep,, , tal que
0; = ix,iy,v = ix,df;. Em particular, 6;(P(t)) = 0 e P(t) é uma
singularidade simples de 6;. Como ja vimos anteriormente, temos
também Lx, (6;) = 0; e Lx,(df;) = db;. Esta tltima relagdo implica
que
X0, 1] = (1 - dio(X0) Vi i= fuYs | (3.12)

onde div(X;) é definido por Lx, (v) = div(X:).v. Ela implica também
que X;(P(t)) = 0 (verifique). Afirmamos que f:(P(t)) =0, se || <
€1.

Com efeito, sejam A; e B; as partes lineares de X; e ¥; em P(t),
respectivamente. Colocando a(t) = f;(P(t)), a relagdo (3.12) implica
que [A¢, Bi] = a(t).B;. Por outro lado, como det(B;) # 0 existe
s € C tal que det(A; + s.B;) # 0. Fazendo C; := A; + s.B;, obte-
mos [Cy, By] = a(t).B;. Se a(t) # 0, esta ultima relagdo implicaria
que By seria nilpotente (veja o exercicio 2.2 do capitulo 2), um ab-
surdo. Portanto, f;(P(t)) =0 para t € D.,. Em particular, obtemos
[At, By] =0 e tr(A;) =1, ja que div(X:)(P(¢)) = tr(A:).

Observemos agora, que a condigdo 2X; # A; + A, se os indices
sao distintos, implica que p; # pj, se 1 < i < j < 3, ou seja, By
tem auto-valores dois a dois diferentes. Logo, existe 0 < e5 < €7 tal
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que se t € D, entdao B; tem auto-valores dois a dois diferentes. Em
particular, A; e B; sao diagonalizdveis na mesma base.

Lema 3.3.3. Ezistem uma bola V.C W com centro em 0 € C3,
0 < € < e e fungdes holomorfas f;: De x V. — C com as seguintes
propriedades :

(a). f;(t,P(t)) =0 parat € D,.
(b). Se f;i(q) = f;(t,q) entdo dfiy A dfa A dfsy ndo se anula em V.
(c). Sen := m.@t entdo

e = A (t) % + A2(t) =— + A3(t) /— (3.13)

Em particular, n; € logaritmica em V' e define Fi|y .

Prova. Observemos primeiramente que existe s, € C tal que
esp(Ag + s,.Bo) estd no dominio de Poincaré e ndo tem ressonancias.
Deixamos a prova deste fato como exercicio para o leitor (veja o Ex.
3.9). Podemos supor também que os auto-valores de Zy := Ag+5,.Bo
sdo distintos dois a dois. Coloquemos Z; := X;+5,.Y;. A parte linear
de Z; em P(t) é Ai+ s,.B;. Como os auto-valores de Zj sdo distintos
dois a dois, diminuindo €2, podemos supor que esp(A; + s,.Bt) :=
{¢i(t),¢2(t),C3(t)}, onde as aplicacoes t € D, — (;(t) € C* sao
holomorfas, 1 < j < 3, e (;(t) # ¢;(t) se 1 <4 < j < 3. Como Z
estd no dominio de Poincaré, existem o € C, com |a| = 1, e uma
bola V com centro em 0, tal que V C W, Z, é transversal a 9V e os
auto-valores de a.Z; tém parte real negativa.

Denotemos por ¢%, [t| < €2, s € C, o fluxo complexo de Z;.
Colocando 9! := ¢! ., s € R, vemos que ¥%(V) C V, para todo
s>0,e SETM ¥%(q) = 0 para todo ¢ € V. A condicdo : "estar no
dominio de Poincaré e nao ter ressonancias”, é uma condigao aberta.
Portanto, existe 0 < € < e tal que se |t| < € entdo :

(). esp(A¢ + s0.B:) estd no dominio de Poincaré e nio tem res-
sonancias.

(ii). Z; é transversal a OV.
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(iii). Para todo s > 0 temos ¥:(V) C Ve L%T YPt(q) = P(t) para
s o0
todoqge V.

Afirmamos que para todo ¢t € D, e todo j = 1,2, 3, existe fj;: V — C
holomorfa tal que

Zi(fit) = G (#)-fie (3.14)
Com efeito, fixemos ¢ com |t| < e. Como Z; é linearizavel em P(t),
existe um sistema de coordenadas (Wi, z¢ 1= (214, 221, 23¢)) tal que

P(t) € Wt, Zt(P(t)) =0e Z; = Cl(t).zlta/azlt + Cg(t).ZQtE)/E)zzt +
(3(t).23:0/0z3¢. Como Z(zj1) = (;(t).zj¢, tomamos fj¢lw, = 2jt,
1 < j < 3. Utilizando (iii) vamos estender f;; a V.

Integrando a relacdo (3.14) obtemos f;:(¢%(q)) = €M% f,:(q),
que por sua vez, é equivalente a

fir(Wi(a) = ea'Cj(t)'s'fjt(Q) .
Dado g € V existe s > 0 tal que ¥!(q) € Wy, logo podemos definir
H(g,s) = e 925 (4(q)) - (3.15)
A fungao H independe de s > 0 tal que 9%(q) € Wy, uma vez que

i —a.(i(t) + o . 0,

logo a expressao (3.15) estende f;; a toda bola V.
Coloquemos vy = df1t Adfar Adfse. Como (1(t) + (2(t) +(3(t) =1,

temos
Lz,(vi) =v = (@) () =e*5y, Vs> 0.

Esta ultima relagao implica que v nao se anula em V', ja que nao se
anula em W; (verifique).

Afirmamos que 7; := .0, é fechada. E suficiente provar

1
f1j-fat-fat
que dn|w, = 0. Para simplificar a notacdo vamos colocar Zi|w, =
(1.210/02z1 + (2.200/0z2 + (3.230/0z3, uma vez que t estd fixado.

Vamos demonstrar que

0r = A1(t).22.23dz1 + Aa(t).21.23 dza + A3(t).21.22dz23 .
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Isto implicard que n:|w, = A\ (t)"lz—zl1 + Ao (t)‘jlz—zz2 + A3 (t)dTZ;L.

Como Lx,(6;) = 6; e Ly,(0:) = 0, temos Lz, (6;) = ;. Seja
0 = >, Gic-27.dz; a série de Taylor de 6; em 0 = z,(P(t)). Dai
obtemos

Zaw.z”.dzi = Lg, (Z Uig.2°.dz;) = Z(Q—I— < 0,(>).ai5.2°.dz;,
10 10 10

ou seja, (;+ < 0,( >= 1 sempre que a;, # 0. Se i = 1, por exemplo,
temos (14 01)¢1 + 02.(2 + 03.¢3 = 1. Como >, (; = 1, obtemos
01.(1 + 02.(s + 03.(3 = (2 + (3. Se g2 > 1, por exemplo, temos
C3 = 01.€1 + (02 — 1).(2 + 035.¢3. Como esp(A; + $,.B:) nao tem
ressonancias, vem que o1 = 0 e 03 = 03 = 1. Analogamente, se o3 >
1, obtemos 07 = 0 e 03 = 03 = 1. Portanto, a tnica possibilidade
para que (01,02,03) # (0,1,1) é 01 > 0 e 02 = 03 = 0. Isto implica
que o coeficiente de dz; em 0; é da forma d(g1(z1)) + A1(t)2za23dz;.
Argumentando de maneira analoga com i = 2, 3, obtemos que

0y = dg+ M (t).22.23 dz1 + Aa(t).21.23 dza + A3(t).21.220d2zg :==dg+ 3,

onde g(z1,22,23) = g1(21) + g2(22) + g3(z3). Por sua vez, a inte-
grabilidade de 6; implica que dg A dB = 0. Como o leitor pode
verificar, utilizando que A;(t) — X;i(t) # 0, ¢ # j, obtém-se que
91(21) = g5(22) = g5(23) = 0, ou seja, dg = 0.

Para terminar a demonstracao do lema, é suficiente provar que
podemos supor que f;(t,q) := f;i(q) é holomorfa em D, x V. Para
isto, é suficiente normalizar o sistema de coordenadas escolhido para
linearizar Z; em P(t) : tomamos z; = (214, 22, 23t) de forma que
a matriz jacobiana Dz /(P(t)) = I, a matriz identidade. Com esta
escolha, o sistema de coordenadas é tinico e (¢,q) — 2:(q) é holomorfa
(verifique). O

Lema 3.3.4. Fizado 1 <i < j <r, existem € > 0, uma vizinhanca

coneza Vi; de K e isotopias de classe C*°, ;5: Kij x De =V, com

as sequintes propriedades :

(a). Se K;;(t) := v;;({t} x K;;) entio pije(t) € K;j(t), para todo
te D, etodol#i,j.

(b). Se Kij(t) := Kij(t) \ {pije)(t) | £ # i,5} entdo Kij(t) estd con-
tido no conjunto de Kupka de F;.
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(c). O tipo transversal de Fi em Kij(t) é da forma \i(t).x dy +
\;(t).y dz, onde a aplicagdo t — (X\;(t), \;(t)) € C? € holomorfa
e Ai(0) = Ai, A;(0) = A;.

(d). Eziste uma 1-forma logaritmica 0,5, em V;; que define F;.

Prova. A prova da existéncia da isotopia é andloga a demon-
stracao do lema 2.3.3 da secao 2.3. Tomamos uma vizinhanga tubu-
lar, 7: W — K,j, de classe C*°, com fibra 7~ !(z) := F, ~ B?
onde B? é uma bola de C2. Dado z € Kjj, existe um sistema de
coordenadas (W, (z;,z;,y) € C?), tal que Fy é representada numa
vizinhanga de z por w = A;.z;dx; + \j.x;dzr;. Seja (wi)iep uma
familia holomorfa de 1-formas em W tal que w; representa Fi|w e
wp = w. Como wp|r, tem uma singularidade ndo degenerada em
z = F, N K,;, existe um germe t € (C, z) — 1.(t) € F, tal que 9,(t)
¢ a unica singularidade de w;|r,. O ponto 1,(t) é uma singularidade
de Kupka de F; e sing(F) N F, = {1,(t)}. Isto define um germe de
isotopia 9: (C,0) x R'ij — P3 com as propriedades desejadas. A ex-
tensao deste germe aos pontos p;je, £ # 1, j, é feita utilizando o lema
3.3.3. Segundo este lema, fixado £ # i,j, existem uma vizinhanca
V = Vije de p := pije e fit, fit, fer: V — C tais que dfiy A dfje A dfer
nao se anula em V' e Fi|y é representada por fi.fjt. for-Mijet, onde

dfit dfji dfer
fu 7 %, (316)
No caso, escolhemos as submersoes f;, f;, f¢ de forma que V N K;; =
(fio = fjo = 0). Extendemos o germe 1;; ao ponto p, colocando
{ij(t,p)} = Fp 0 (fie = fj+ = 0), que estd bem definido, porque
a intersegdo de F, com (fiy = fj: = 0) é transversal, se [¢| é pe-
queno. Como Kj;; é compacto, existe um representante de 1);; definido
em D, x K;;, € > 0, o qual denotamos pelo mesmo simbolo. Note
que Kij(t) == Kij(t) \ {pije(t)|t € D.} esté contido no conjunto de
Kupka de F;, sendo que o tipo transversal de F; ao longo de Kij (t)
é \i(t).y dx + \;(t).z dy, j& que Fy|y,,, é representada por wy.

Com isto, ja provamos (a), (b) e (c). Para provar (d), utilizaremos
o seguinte fato, cuja prova deixamos como exercicio para o leitor (veja
o Ex. 3.10) : dado z € Kij existem € > 0, uma vizinhanca W de z
em P? e aplicacdes holomorfas g;, gj: De x W — C tais que

Mijer = Xi(t)—— + A (t)
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(i). Colocando gi(q) := gi(t,q) e g+ := g;(t,q), temos dg;(q) A
dg;+(q) # 0 para todo g € W.

(ii). Ki;() "W = (g = gje = 0).
(iii). F¢|w é representada por 0y = X;(t).gj: dgit + A\;(t).git dgjs.
Como t — A;(t), Aj(t) sdo holomorfas e X;(0)/A;(0) ¢ R, vamos
supor que \;(t)/X\i(t) ¢ R, se [t| <e.
Utilizando a afirmacdo acima, podemos obter um recobrimento
(Wa)aea de K;;j(t) por abertos e colecoes (g5}, 95t )ac 4, tais que g, g5;

O(W,) e dgi; A dg§; ndo se anula em W e Fi|yw, ¢ representada por
0F = Ni(t)-95; dggy + A ()-g5; dgy, para todo o € A. Seja

dgg;

(07
9it

dg

(e}
9jt

g = Ailt) == 4 A4 (t)
Afirmamos que se W, := W, N W3 # ) entéo ny = ntﬁ em Wog.

Para simplificar a notagao vamos colocar gi} = @, g7, = v, giﬁt =u
e gft = v. Existe h € O*(W,g) tal que 03 = hﬂf. Dai obtemos

dx dy hwuwv du dv
M) —+ X)) — = Ai(t)— + N (t)— 3.17
OF +,0L =0T N0 617)
Logo, d(hx—“y” A6, = 0, ou seja, h;_‘z'l” é uma integral primeira de

Fi em Wyg. Como A;(t)/Ai(t) ¢ R, Fi|lw,, ndo possui integral

primeira meromorfa, hﬁ'p“y‘” = co3 ¢ uma constante. Comparando
os residuos nos dois membros de (3.17), obtemos cog = 1, 0 que

prova a afirmagdo. Com um argumento similar, prova-se que se
Wo N Vije # 0 entdo 0 = nijee em W, N V;je. Colocando V;j =
(Uaca Wa) U (Ui j Vije), podemos definir uma forma 7;;; em Vj;
por nijtlw., = nf, para todo a € A, e nijtlv,;, = Mijer, para todo
LH#£4,7. O

Terminemos a prova do teorema no caso n = 3. Seja V' = U;«; Vij,
onde as Vj; sao dadas pelo lema 3.3.4. Por este lema, F; pode ser
representada em V' por uma forma logaritmica. Note que V é conexa.
Para provar este fato, é suficiente demonstrar que o conjunto K :=
Ui<j Ki; é conexo. De fato, decorre do teorema de Lefschetz, que
K;; é conexo, ja que é uma interse¢do completa para todo i # j. Por
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outro lado, se i < j < k entdo p;jr € K;; N Ky, logo K U Ky, é
conexo. Em particular, para todo j fixo, U;«;K;; é conexo. Logo, K
é conexo.

Por outro lado, se 1 <4 < j <r ek #1i,jentdo Vi; N Vi = Vi
€ Nijt = Nijkt = Nike €m Vi Portanto, existe uma forma logaritmica
ne em V tal que n|v,; = ni;: para todo i # j. Como K;; é intersegao
completa, a forma 77t|V,-j\ K,; se estende a P3 pelo coroldrio 3.1.1 da
secao 3.1, para todo ¢ < j. Estas extensoes coincidem, uma vez que
V' é conexo. Portanto, 1, se estende a uma forma meromorfa fechada
em P3, a qual denotaremos também por 7;. Pela proposicio 1.2.5 da
secao 1.2, podemos escrever

dG
Z pi(t) G2+ d(H/G)

onde p;(t) € C* e Gy = G 1..G"*7 !, sendo m; > 1 a ordem
de Git em (7). Levando em conta que (G = 0) N Kj(t) # 0
e o fato de que 7;|y;, é logaritmica, podemos concluir que m; = 1
para todo i, ou seja, que a forma 7; é logaritmica. Obtemos também
que Uiz (Gt = Gjr = 0) = Upzp Kyi(t). Levando em conta as
componentes irredutiveis destes conjuntos, vemos que, se 1 < < j <
s entdo existem 1 < ¢ < k < r tais que (Giyy = G = 0) = Ky ().
Dai concluimos que s = r e reordenando os G5 podemos supor que
(Git = G4t = 0) = K;;(t). Levando em conta a forma local de 7; em
Pyj(t) € Viji dada em (3.13), 1 = Ai(t) 920 + X;(t) L2 + Ai(t) dmj,
onde K;;(t) N Viji = (xz; = z; = 0), e comparando os residuos,
obtemos p;(t) = A;(t), para todo j. Por outro lado, como t —
K, ;(t) é uma isotopia para todo ¢ # j, sendo K;;(0) = K;; = (F; =
F; = 0), obtemos que gr(K;; = gr(K;;(t), ou seja gr(Git).gr(Gj¢) =
gr(F;).gr(F};), para todo ¢ # j. Dai concluimos que

gr(Gw) - gr(Gr)
gr(Fy) 7 gr(F)

Finalmente, como gr(F:) = Z;:1 gr(Gjt) — 2 = Z;Zl gr(F;) —
2 = gr(Fo), obtemos a = 1 e gr(G,¢) = gr(F;) = p;, para todo j.
Portanto, F; € L(3;p1,...,0r), se |t| < e. Isto termina a prova no
cason = 3.
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2% etapa. n > 3. Seja (Fi)itep uma familia holomorfa de fo-
lheagoes em Fol(n, k), onde Fy € U C L(n;p1,...,pr) é dada por
Q= F...F, Z] 1 dF] . Seja P3 ~ H C P™ um 3-plano em posicio
geral com Fy. Coloquemos Gt := Fi|u. A folheacdo Gy é definida em
coordenadas homogéneas em C* ~ H, := II}(H) por

" dG;
HZ;AjG_j » Gj = Fjln, -

Como H corta transversalmente todas as componentes de sing(Fp),
a r-upla (G, ..., G,) é genérica (verifique). Pelo caso n = 3, obtemos
que G; é definida em Hy por

Z A dG” (3.18)

onde gr(Gj¢) = gr(G;) = pj, para todo j = 1,...,7. Em particular,
Fi|g é definida por uma forma meromorfa fechada. Pela proposigao
3.1.1, esta forma se estende a uma forma meromorfa fechada w; em
P™ que define F;. Levando em conta a proposigao 1.2.5 da secao 1.2
e (3.18), é possivel provar que

Z A dF]t

onde Fji|g, = Gj; (verifique). Em particular, gr(Fj;) = gr(Gjt) = p;

para todo j = 1,...,7. Logo, F: € L(n;p1,...,pr). Isto termina a

prova do teorema 4. O
Uma conseqiiéncia interessante do teorema 4, é a seguinte :

Coroldrio 3.3.1. PB(n,m,1) é uma componente irredutivel de Fol(n,
3m — 2) para todo n > 3 e todo m > 1.

Prova. Lembremos que PB(n,m,1) = {F|F = F*(G)}, onde G é
uma folheagdo de grau um em P2 e F = (Fy, Fy, F3): C**! — C3 tem
componentes F; homogénes de grau m. Por outro lado, uma folheagao
de grau um em P? com todas as singularidades ndo degeneradas, é
definida em algum sistema afim de coordenadas por um campo de
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vetores linear do tipo X = A1.210/0x1 + \y.220/0x4, ou seja, pela

forma w = Aj.x1drs — Ag.x2dr1. Em coordenadas homogéneas, G

é definida por Q) = z1.25.23 Z?Zl /\j%i, A3 = —A; — Ao. Portanto,
J

F = F*(G) é definida pela forma fechada

logo estd em L(n;m,m,m). O coroldrio decorre entdo do teorema
4. O

3.4 Exercicios.

Ex. 3.1. Seja F uma folheacao de codimensao um numa variedade
complexa M. Suponha que existe uma 1-forma meromorfa fechada w
em M tal que w representa F em M \ (Jw|oo U |wl|p). Prove que todas
as componentes irredutiveis de |w|o U |w|o s@o invariantes por F.

Ex. 3.2. Prove que se (F,G) é um par genérico de polinoémios ho-
mogéneos em C"*1 onde n > 2, gr(F) = q e gr(G) = p, entdo
cod(sing(pGdF — qFdQG)) > 2.

Ex. 3.3. Prove que o conjunto de pares de polinémios genéricos é
aberto e denso no conjunto de todos os pares (F,G), de polinémios
homogéneos em C"*! com gr(F) = q e gr(G) = p (veja a definigao
de par genérico antes do enunciado do teorema 3).

Ex. 3.4. Sejam F uma folheagdo de codimensao um numa variedade
complexa M de dimensdo > 3 e (F;)iep uma familia holomorfa de
folheagoes em M tal que Fy = F. Suponha que sing(F) possui
uma componente de Kupka compacta K com tipo transversal X =
A1 20/0x + Ao y0/0y, onde A\ + As # 0. Prove que existem ¢ > 0 e
uma isotopia ©: D. x K — M tais que :

(a). K¢ := ¢¥({t} x K) é componente de Kupka de F; para todo
te D, sendo Ky = K.

(b). O tipo transversal de K; é dado por X; = P(z,y,t)0/0x +
Q(z,y,t)0/dy, onde P e @ sado holomorfas em (z,y,t), P(x,y,0)
A1 ze Q(x?y’ 0) = )\2 Y.
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Ex. 3.5. Sejam (z,y), (u,v): (C*,0) — (C2%,0) germes de sub-
mersoes tais que

xdy —ydr =g (udv—vdu),
onde g € O}. Prove que existem «a, 3,7,d € C tais que a.d — .y =1

z = /g (au+p.v)
Y= \/g(’}/.u—l-ﬂ-v) .

Ex. 3.6. Sejam wy = Ay z dy—A2 ydz, onde A1, Aa # 0e Re(Ay/ A1) >
0. Seja B, = {2z = (z,y) € C?||z| < r}. Considere uma familia de
1-formas wy = P(z,y,t) dy — Q(z,y,t) dz, onde P,Q € O(By x D).
Denote por F; a folheagao definida por w;. Prove que existe ¢ > 0 tal
que :

(a). w; tem uma unica singularidade nao degenerada p(t) € By com
esp(Fe, p(t)) = {A\1(¢), A2(¢)}, sendo Re(A2(t)/A1(t)) > 0, para
todo [t] < e.

(b). Fi é transversal a 0Bj, para todo |t| < e.

(c). Se Aa(t)/A1(t) ¢ NU1/N entdo F; pode ser definida em B; por
uma tnica 1-forma meromorfa fechada tal que o seu divisor de
polos contém exatamente duas componentes irredutiveis que se
cruzam em p(t) e tém residuos A1(t) e Aa(t).

(d). Se A2(t)/A1(t) € N>o e F; tem duas separatrizes locais em p(t)
entao F; tem uma integral primeira meromorfa em B; do tipo
Y/X™ onde X,Y: B; — C sio submersdes. Em particular,
Fi|B, tem uma estrutura transversal afim em B; \ (X =0).

(e). Se A2(t) = A1(t) e Fi tem duas separatrizes locais em p(t) entao
F: tem uma integral primeira meromorfa em B; do tipo Y/X,
onde X,Y: B; — C séo submersdes. Em particular, 7|, tem
uma estrutura transversal projetiva em By \ {p(t)}.

Prove que as conclusoes acima implicam o lema 3.2.4 da secao 3.2.

Ex. 3.7. Seja F uma folheagao de codimensao um em P, n > 3, que
possui uma componente de Kupka K com tipo transversal z dy—y dzx.
Prove que, se K é intersecao completa entao F possui uma estrutura
transversal projetiva em P" \ sing(F).
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Ex. 3.8. Prove que o conjunto de r-uplas genéricas, (Fi,...,F,),
de polindmios, é aberto e denso no conjunto de todas as r-uplas, de
polindmios homogéneos em C™*! com graus correspondentes.

Ex. 3.9. Sejam A, B € GL(3,C) tais que
(a). [A,B]=0¢etr(A) =1.

(b). det(B) # 0, B = diag(u1, 2, 13), numa certa base E de C3,
sendo p; # p; se @ # j. Neste caso, A = diag(a1,a2,a3) na
base E.

(c). Para i # j, seja Aij = a;.p5 — a;.1;. Suponha que A;j/Aik ¢ R
se i, j e k sao distintos dois a dois.

Prove que existe s € C tal que esp(A + s.B(t)) estd no dominio de
Poincaré e nao tem ressonancias.

Ex. 3.10. Seja (w¢)tep uma familia holomorfa de 1-formas integraveis
numa vizinhanca U de 0 € C3. Suponha que wg = Aj.x2dz; +
A2.21 dzg, onde A2/ ¢ R. Prove que existem e¢ > 0, uma vizin-
hanca 0 € W = Bx D C U, onde B C C? é uma bola e D C C
é um disco, e aplicacoes holomorfas ¢1,g2: De x W — C tais que
dg1+(q) N dg=¢(q) # 0, para todo g € W, e

welw = he.(A1(t)-g2¢ dgie + A2 (t).91¢ dgae)

sendo hy € O*(W) e t — \;(t) é holomorfa para j =1, 2.
Sugestdo. Veja as demonstragdes do teorema 1.8 e do lema 3.3.3.



Capitulo 4

Componentes
excepcionais.

Neste capitulo estudaremos algumas componentes de Fol(n, k), n > 3,
nas quais a folheacao tipica possui n — 1 folheacGes de dimensao um
tangentes. Como veremos, algumas destas componentes sao rigidas,
no sentido de que duas folheagoes tipicas na componente sao equiva-
lentes por um automorfismo de P". Dentre estas, veremos as denomi-
nadas componentes de Klein-Lie, nas quais a folheagao tipica é dada,
em algum sistema de coordenadas afim, por uma acao do grupo afim
em que a Orbita genérica tem codimensao um.

4.1 Folheacoes com feixe tangente local-
mente livre.

Nesta secao veremos alguns resultados sobre folheagoes com feixe de
vetores tangentes localmente livre. O resultado principal é o teorema
5 (veja [C-P]).

121
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4.1.1 Resultados basicos.

Seja F uma folheacdo de codimensdo um numa variedade complexa
M. O feize de vetores tangentes a F é o feixe TF definido por

TpF ={v € X, |v é tangente a F} .

O feixe TF é livre em p € M se existem vy, ...,v,_1 € X}, que geram
TpF, visto como médulo sobre O,. Em outras palavras, se TF é
livre em p e T,F =< v1,...,vp—1 > entao para todo v € T,F existem
fiy o o1 € Op tais que v = Zj fjv;. Diremos que TF é local-
mente livre, se ele é livre em todos os pontos de M. Por exemplo, se
p ¢ sing(F) entdo TF é livre em p. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1.1. Suponha que existem n — 1 campos de vetores
meromorfos em M (conexa), Xi,...,X,_1, tangentes a F, e p €
M\ U;(X))oo tal que X1(p) A ... AX—1(p) # 0, isto é, p ¢ sing(F) e
T,F =< X1(p), ..:; Xn—1(p) >. Entdo TF é localmente livre. Deix-
amos a prova deste fato como exercicio para o leitor (veja o Ex. 4.1).
Observamos ainda que se dim(M) = 2 entdo TF é localmente livre.

Um exemplo especifico sdo as folheagdes do tipo pull-back linear,
PBL(n,k), n > 3, k > 0 (veja o Ex. 4.2). Outro, que inclui este
como caso particular, é o seguinte.

Exemplo 4.1.2. Sejam X, ..., X,,_; campos de vetores em C"t!
tais que :

(a). O conjunto A := {p € C"*|R(p) A X1(p) A ... A Xpi—1(p) = 0}
tem codimensdo > 2, onde R é o campo radial em C*t!. Esta
condicdo implica que A tem codimensao dois.

(b). Os coeficientes de X; sdo homogéneos do mesmo grau d;, 1 <
1<n-—1.

(¢). O conjunto {R := Xy, X1, ..., X,,_1} gera uma algebra de Lie,
ou seja, [X;, X;| = ZZ;; a;jr Xy, onde a;;, € C.

Notamos que [Xp, X;] = [R, X;] = (d; —1).X;, 1 < j <n—1. Neste
caso, a 1-forma

Q=ipix, ..ix, Vv, v=dzANdza N..Ndz,
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¢ integravel e define uma folheagao F de codimensao um em P" de
graud = dy+...4+d, 1. No caso, sing(F) = II,,(A). Nas componentes
que serao estudadas na secao 4.1.2, as folheacoes tipicas serao deste
tipo.

Exemplo 4.1.3. Seja F uma folheacdo de codimensdo um em M,
onde dim(M) > 3. Suponha que sing(F) tem uma componente
irredutivel S de codimensao > 3. Se p € S é um ponto liso de S
entdo 7F nao é livre em p. Vamos provar este fato no caso em que
dim(M) = 3 e deixar como exercicio o caso dim(M) > 4 (veja o Ex.
4.3).

Sem perda de generalidade, vamos supor que p = 0 € C3. Suponha
por absurdo que 7oF =< wi,vs >, onde vy,vs € Xy. Sejam X3
e X5 representantes de v e vy, respectivamente, definidos num po-
lidisco @ contendo 0. Podemos supor que sing(F)NQ = {0}. Como
¢é sabido da teoria dos feixes, dado ¢ € @, os germes, X, e Xy,
de X; e X5 em ¢, geram T,F (veja [G-H]). Por outro lado, o con-
junto A := {q € Q|X1(q) A X2(g) = 0}, isto é, o conjunto onde
X1(q) e X2(q) sdo linearmente dependentes, tem dimensdo > 1, ou
seja, contém uma curva <y, onde 0 € v (verifique). Logo, existe
g € A\ {0} tal que Ty F =< Xi4,X2q >. Porém, ¢ ¢ sing(F) e
dime(< X1(g), X2(q) >) <1, o que é um absurdo.

Exemplo 4.1.4. Se p € sing(F), é uma singularidade de Kupka,
entao TF é livre em p. Este fato decorre do teorema de Kupka
(secdo 1.4). Deixamos os detalhes para o leitor.

Exemplo 4.1.5. Se p € sing(F) é uma singularidade simples ent&o
TF é livre em p. Este fato decorre dos teoremas 1.12 da secdo 1.4.2
e 2.1 da secao 2.1. Deixamos os detalhes para o leitor.

Como conseqiiéncia dos exemplos 4.1.4 e 4.1.5, temos a seguinte :

Proposigao 4.1.1. Seja F uma folheacdo de codimensao wm numa
variedade complexa M, dim(M) > 3. Suponha que todas as singular-
idades de F sao de Kupka, ou sdo simples. Entao TF € localmente
livre.

No caso de P™ usaremos a notagéo : SK(n,k) = {F € Fol(n, k)
todas as singularidades de F sdo de Kupka ou simples}.
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Observagao 4.1.1. SK(n, k) é aberto em Fol(n, k) paratodon > 3 e
todo k > 0. Em particular, o seu fecho em Fol(n, k), SK(n, k), é uma
unido de componentes irredutiveis de Fol(n, k). Ndo provaremos este
fato aqui, mas gostariamos de mencionar que um problema em aberto
é o de classificar as componentes irredutiveis de Fol(n, k) contidas em

SK(n, k).

Observagao 4.1.2. Algumas das componentes estudadas nos capitulos
anteriores estdo contidas em SK(n,k). Por exemplo R(n;1,1) =
Fol(n,0) = S(n,0), para todo n > 3, e PBL(n,k) C SK(n, k), para
n >3, k> 0. Também L(n;1,1,1) € SK(n,1), j4 que L(n;1,1,1) =
PB(n,1,1) = PBL(n,1).

Por outro lado, R(n;p,q) ¢ SK(n,p+q—2), se p+q > 2. De fato,
se F € R(n,p,q), p+q > 2, entdo F é representada por 2 = p.G dF —
q.F dG, onde gr(F) = q e gr(G) = p. Logo, dQ = (p+ q) dG A dF se
anula em X := (dF AdG = 0). Como p+¢q > 2, X # {0}. Por outro
lado, se (F,G) é um par genérico entdo X N (F = G = 0) = {0} e
(dF = 0) = (dG = 0) = {0}. Logo, se p € X \ {0} entédo II,(p) é uma
singularidade de F que nao é de Kupka nem simples. Vale também
que, se p1 +...+p, > 3entdo L(n;p1,...,0r) € SK(nyp1+... +pr —2)
(veja o Ex. 4.4).

Observagao 4.1.3. Em geral, o conjunto L = {F € Fol(n, k)| TF é
localmente livre} ndo é um aberto de Fol(n, k). Vejamos um exemplo.
Sejam (F,G) um para genérico de polindmios em C3, com gr(F) = ¢
e gr(G) = p, onde p+ q > 2, e G a folheacdo em P2, definida em
coordenadas homogéneas por w = p.G dF —q.F dG. Seja ®: P" — P?
uma aplicacdo de grau um e posto dois, n > 3. Se F = ®*(G) entdo
F € PBL(n,p + q — 2), logo TF é localmente livre. Por outro
lado, F € R(n,p,q), pois (FP/G?) o ® é integral primeira de F.
Logo, qualquer aberto U de Fol(n,p + ¢ — 2) que contém F, contém
também um ponto genérico F; € R(n,p + ¢ — 2), para o qual TF;
nao é localmente livre, pela observacao anterior.

Definicao 4.1.1. Seja F uma folheagdo de codimensao um numa
variedade complexa M de dimensao n > 3. Diremos que 7 F é decom-
ponivel, se TF = &1 ® &3, onde & e & sao subfeixes nao triviais de
TF. Diremos que T F é totalmente decomponivel, se TF = @}’;llgj,
onde &; é um sub-feixe de posto um de 7F, paratodo j =1,...,n—1.
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Observagao 4.1.4. Uma folheacao de codimensao um F numa var-
iedade M de dimensao n tem feixe tangente totalmente decomponivel
se, e somente se, existem n — 1 folheagoes por curvas G, ...,G,_1 em
M, tais que se p € M \ sing(F), entdo p ¢ sing(G;), 1 <j<n-—1,
e L, F = T,G1® ... ®T,G,—1. A prova deste fato decorre direta-
mente das definigbes e é deixada para o leitor. Neste caso, dire-
mos que as folheagoes Gi,...,Gn—1 geram F e usaremos a notagao

.7'- = f(gl, “eey gn_l).
No caso de P™, temos o seguinte :

Proposicao 4.1.2. Uma folheacao de codimensao um F em P,
n > 2, tem feixe tangente totalmente decomponivel se, e somente
se, existem campos de vetores X1, ..., X,,_1 em C™"*! tais que :

(a). X; tem coeficientes homogéneos de grau d; , 1 < j <mn—1.
(b). F é definida em coordenadas homogéneas pela forma
Q=ipix,..ix, v
onde R € o campo radial em C*! e v =dzy A ... Ndzp.

Em particular, conjunto A := {p € C"1 | R(p)AX1(p)A...AX_1(p) =
0} tem codimensio dois e o sistema {R, X1, ..., X,_1} € involutivo.
Além disto, gr(F) =dy + ... + dn—1.

Prova. Suponhamos que T F é totalmente decomponivel. Neste
caso, existem folheagodes por curvas em P”, Gy, ..., G,,_1, que geram F
e tais que gr(G;) =d;, 1 <j<n-1.

Fixemos j € {1,...,n — 1}. A folheacdo G, pode ser representada
no sistema de coordenadas afim Fy = (29 = 1) ~ C" por um campo
polinomial Y; do tipo

Y=Y (0](2) + ¢ (2).2:)0/ 0z ,

i=1
onde © = (21,..., 2n), gr(p{) < d; e g7 é homogéneo de grau d;.

Coloquemos Pij (z0,2) = zgj .p{(m/zo), 1<i<mn,e

X;(z0,2) := —g () /020 + Z P! (z0,2) 8/0z; .

i=1



126 [CAP. 4: COMPONENTES EXCEPCIONAIS.

Afirmamos que Q = igix,...ix,_,v define F em coordenadas ho-
mogéneas.

Com efeito, se Y; := 20.X,(20,2) + ¢/ (z).R entdo Y; é tangente a
FEye }7j| Eo, = Yj, como o leitor pode verificar. Por outro lado,

2 ' =igig iy v =(=1)""tig iy (irv) =

= (—1)77'_1@'171...2'{/”71(2() vy —dzg N C) R

onde v; = dz; A ...dz, € ¢ é holomorfa. Isto implica que
Q|E0 = (Zg_l-Q”Eo = in"'iYn71V1 =W .

Como Gy, ...,G,_1 geram F, w representa F nas coordenadas afins
Ey, € representa F em coordenadas homogéneas. Deixamos a prova
da reciproca para o leitor. O

4.1.2 Folheacgoes com feixe tangente totalmente de-
componivel.

O resultado que enunciaremos em seguida é devido a J. V. Pereira
e F. Cukierman (veja [C-P]). Consideraremos a seguinte situacao :
seja F uma folheagao de codimensao um em P" com feixe tangente
totalmente decomponivel, onde F = F(Fy,..., Fn-1), d := gr(F) =
di +..+dp_1, dj = gr(F;), 1 <j <n—1. Seja Q a forma que
representa F em coordenadas homogéneas.

Teorema 5. Na situacdo acima, se cod(sing(dQ))) > 3 entao :

(a). F € um ponto liso de Fol(n,gr(F)). Denotemos por I(F) a
componente irredutivel de Fol(n,gr(F)) que contém F e por
lis(Z(F)) a sua parte lisa.

(b). Se H € lis(Z(F)) entao H = F(Ha,..., Hn-1), onde gr(H;) =
dj, 1<j<n-—1

Prova. Como vimos na proposicao 4.1.2, F é representada em
coordenadas homogéneas por ! = igix,...ix, , v, onde X; é ho-
mogéneo de grau d; = gr(F;), 1 < j <n—1. A fim de unificar a
notagdo vamos colocar R := (—1)""1X,,, de modo que Q = ix,...ix, v.
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Lema 4.1.1. Seja Y um campo de vetores homogéneo em C**t1 com
gr(Y) = p. Suponha que Y A X1 A ... AN X, = 0. Entdo existem
polinémios homogéneos hq, ..., hy, tais que gr(h;)+d; =p, 1 <j <mn,

€ n
=> X . (4.1)
j=1

Em particular, sei < j entdo existem polindmios homogéneos, al, ..., azs,

J
tais que

(X;, X;] Z al; Xy . (4.2)

Prova. Vamos utilizar que cod(sing(€2)) > 2. Note que sing(2) =
{z € C"1 | X1(2) A ... A X,,(2) = 0}. Dado z ¢ sing(f2), existem
h1(2),...,hn(2) € C (Gnicos) tais que Y (z) = Z?Zl hj(2).X;(2), ja
que X1 (z2), ..., Xn(2) sdo linearmente independentes e Y (z), X1(2), ...,
X,(z) sdo dependentes. Isto define fungdes holomorfas h;: C™*F1 \
sing(2) — C, 1 < j < n. Como cod(sing(2)) > 2 estas fungdes se
estendem a funcdes holomorfas em C"t! pelo teorema de Hartogs.
Levando em conta que Y, X7, .., X,, sao homogéneos, concluimos que
h1, ..., hy, s@o homogéneos e gr(h;) + gr(X;) = gr(Y).

Como (2 é integravel, os campos X7, ..., X,, sdo involutivos. Isto
acarreta que, se ¢ < j entdo [X;, X;]A X1 A...AX,, =0, logo de (4.1)
obtemos (4.2). |

Lema 4.1.2. Exitem campos homogéneos Y;, 1 < j <n—1, tais que
(CL), dQ) = (d+ 2) iyl...iyn_l v

(b). Y; = X; — h;.R, onde gr(h;)+1 =gr(X;), 1 <j<n-1
(hj =0 se gr(X;)=0).

Prova. Utilizaremos a seguinte férmula :

L 1. ~ o~
d(iz,...iz, V) = E (—1)+L i(2;,2,)82, 12,127,872,V +
i<j

o~

q
+ Z VIt div(Z;) iz, ..z, iz, v (4.3)
Jj=1
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Na férmula (4.3) o simbolo Z/Z\] significa que omitimos o termo iz,
no produto interior repetido. Ela é vélida para qualquer g-upla
(Z1,...,Z4) de campos holomorfos em C™. Deixamos a prova como
exercicio para o leitor (veja o Ex. 4.5). Como o leitor pode verificar,
obtemos de (4.3) e (4.2) que

n
dQ =" gjix,..ix,ix, v, (4.4)

j=1

onde g; € polindmio homogéneo de grau d; — 1, 1 < 7 < n. No caso,

como ix, dQ = (—=1)""1(d + 2) Q, obtemos g, = d + 2. Colocando
i—1

Yj = X;—hj.R=X;+(-1)"h;.X,, onde h; := = — g, 1 <j <

n — 1, temos

n—1
VIA A o1 = Xi A A X o1+ Y (1T XiA LKA AKX, =
j=1
1 < —
= m Zngl/\/\X]/\/\Xn 5
j=1

como o leitor pode verificar. A relagdo acima e (4.4) implicam (a). O

Coloquemos 6, := ﬁd(l, de forma que 0, = iy,...iy, ,v. A
condicao de integrabilidade, 2 A d€2 = 0, implica que 6, A 6, = 0.

Denotemos por €27 o conjunto das r-formas em C"*!, cujos co-
eficientes sao polinémios homogéneos de grau s e por X5 o con-
junto dos campos polinomiais homogéneos de grau s em C"*!. Seja
X4 = X4 X ... x Xy, ,. Defina ®: Q2 — Q3 , e U: X4 — Q2
por ®(0) =0AN0 e Y(Z1,...,2n_1) =iz, ...i7, ,v. Consideremos os
seguintes sub-conjuntos algébricos de Q23(n + 1) :

(I). T ={0 € Q%(n+1) | B(6) = 0}.
(I1). A = T(x4).

Note que A C I'. Deixamos a prova deste fato como exercicio para
o leitor (veja o Ex. 4.6).

Dados 6, € T, temos D®(6).cc = 2a¢ A 6 (verifique). Por outro
lado, se Z = (Z1,..;2Zn_1) € X* e W = (Wy,...,W,_1) entdo
DY(Z2)W =120 W(Zy, .y Zi1, Wy, Zjga, ooy Znn) (verifique).
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Dado § = ¥(Z) € A, considere os seguintes sub-espagos vetoriais
de Q2 :

(i). ToL = ker(D®(6)).
(ii). TyA = Im(DU(Z)).

Como A C T, temos ® o ¥ = 0. Em particular, se § = ¥(Z) € A
entdo D®(6) o DY (Z) = 0, ou seja, TyA C TyI.

Lema 4.1.3. Seja 0 = ¥(Z) € A e suponha que cod(sing(6)) > 3.
FEntdo TQA = TQF.

Prova. Vamos utilizar aqui o teorema 1.16 do Apéndice 1 : como
cod(sing(0)) > 3, temos H'(C"T! \ sing(d),0) = 0. Seja U =
(Uk)rer uma cobertura de C™*1\ sing(6), por polidiscos de C™+1,
com a seguinte propriedade : para todo k € K existem campos de ve-
tores holomorfos Z*, Z’;H em Uy, tais que {Z1(q), ..., Zn-1(q), ZF(q),
Z%.1(q)} é uma base de T, C"™! ~ C"*!, para todo g € U*. Deixa-
mos para o leitor a verificacdo de que existe uma tal cobertura.

Seja a € TyT', isto é, tal que A = 0. Queremos provar que existe
W = (Wy,...,W,_1) € X% tal que a = D¥(Z).W. Observemos em
primeiro lugar que iz,9z,a = 0 para todo r < s <n —1. Com efeito,
como 0 =iz, ...iz, v, temos iz 6 = 0, para todo j < n — 1, logo

aNd=0 = iZS(Oé)/\QIO = iZTiZS(a).H:O B

iz,1z,c = 0. Este fato implica que para todo k € K existe uma (n —
1)-upla de campos de vetores holomorfos em Uy, W* = (WF, ... WF_ ),

tal que a = DU (Z).WF = Z;:ll iz, iz, yiwriz,,, iz, ,v. Deixa-
mos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor (veja o Ex.
4.7).

Dados k, £ € K tais que Uy := U N Uy # B, colocamos WJM =
Wje — Wf. Se Uye # 0, temos
S5t iz, ki, iz, v =0 =

Z;’;f ZIN e NZj g NWHANZG g NN Dy =0 =

WHANZLN o NZy 1 =0, Vj=1,..,n—1, (4.5)
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sendo que a relacdo (4.5) foi obtida fazendo o produto exterior da
relacdo anterior por Z;. Fixemos j € {1,...,n —1}. A relacdo (4.5)
implica que existem h;“f € O(Uye), 1 <i<n-—1, tais que

n—1
Wf—WF=wk=>"nz, (4.6)

=1

O argumento é andlogo ao da prova do lema 4.1.1 e é deixado para
o leitor. Sejam k,¢,m € K tals que Upprn = Upe NUp, # 0. A
relagao (4.6) implica que Y . (hke + hzm + hmk) Z; = 0, uma vez
que WJM me ijk = 0. Por outro lado como 21, ..., Zy_1 SA0
linearmente independentes em todos os pontos de Uy, obtemos que
h;?f + hgg” + h}’;k =0, ou seja, (h;?f)UkHé@ é um cociclo em H(U, O),
paratodoi =1,....,n—1. Como H*(C"*!\ sing(#),O) = 0, o cociclo
é trivial isto é, para todo k € K e para todo %,j5 € {1 n — 1},
existe g¥; € (’)(Uk) tal que se Upy # ) entdo h¥f = g — g]z Da
relagao (4.6) obtemos que, se Ugs # () entéo

Zg]z ) e = Zgjz ) Uke

ou seja, existe um campo holomorfo W em C"*1\ sing(f) tal que
Wi v, :Wffz - gﬂZl, para todo k € K, 1< j <n—1. Como
cod(sing(f)) > 3, o campo W; se estende a um campo holomorfo
em C"t! o qual serd denotado pelo mesmo simbolo, 1 < j < n —
1. Coloquemos & := Z;:ll izl...izj_liwjiZHl...izn_ll/. Um célculo
direto mostra que aly, = aly, — ¢*.0, onde g* = Z;le g;?j, para
todo £k € K. Como « e d nao dependem de k € K, existe g €
O(C™*1) tal que g|Uk = g*, para todo k € K, ou seja a = & — g.0.
Colocando W1 W1 g.Z1 e W W para j > 2, obtemos que

n—1

azg 02082, 1 Uy, 12, 002,V (4.7
i=1

Para cada j € {1,...,n — 1}, considere a expansio de Wj em série
de Taylor em 0 € C"* W, = Zrzo W;r, onde Wj, é um campo
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homogéneo de grau r > 0. Substituindo estas expressces em (4.7) e
levando em conta que os coeficientes de « sao homogéneos de grau
d=di+..+dy1 equegr(Z) =d;, 1 <i < n-—1, obtemos
que a = DU(0). W, onde W = Wi4,,..., Wn_14,_,), O que prova o
lema. O

Coroldrio 4.1.1. Seja 6 € A tal que cod(sing(f)) > 3. Entio T €
liso em 6. Em particular, existe uma vizinhanca U de 8 em T tal que
UCA.

Prova. Utilizaremos os seguintes fatos gerais :

(I). Sejam f: (C™,a) — (C*,0) um germe de aplicacio holomorfa
e X = f71(0). Defina T,X := ker(Df(a)) C T,C™ ~ C™.
Suponha que para todo v € T, X existe um germe de curva
v: (C,0) — X tal que 7v/(0) = v. Entdo X é liso em a e
dim(X) = dim(T,(X)).

(IT). Sejam g: (C*,b) — (C™, a) um germe de aplicacio holomorfa
e Y = g(C%b). Defina T,Y = Im(Dg(b)) C C™. Entdo Y é
irredutivel e dim(Y) > dim(T,Y).

A prova de (I) e (II) é deixada como exercicio para o leitor (veja
os exercicios 4.8 e 4.9). Sejam Ay e T'y os germes de A e I em 6,
respectivamente. E suficiente demonstrar que I'g = Agp e que I'y é
liso. Provamos no lema 4.1.3 que TyI' = Ty A. Dado a € TpI', existe
W € X4 tal que a« = DU(Z).W, onde § = ¥(Z). O germe de curva
v: (C,0) = A C T definido por v(t) = (0 + t.«) satisfaz v/(0) = «.
Logo, Ty é liso e dim(Ty) = dim(TpT"), por (I). Em particular, T'y
é irredutivel. Por outro lado, como A = W¥(Xx9), (II) implica que
dim(Ag) > dim(TpA) = dim(TpT") = dim(T'y). Portanto, Ag = Iy, jé

que ambos os germes Ay e 'y sdo irredutiveis. O
O corolério 4.1.1 implica que 6, = d+r2dQ é um ponto liso de T’

e que existe uma vizinhanca U de 6, em I' tal que U C A. Seja
(Ft)tep; uma familia holomorfa de folheagbes em P7, onde F; é
representada em coordenadas homogéneas por ), sendo Qo = Q
e t — Q; holomorfa. A 2-forma 6; := Fldet satisfaz 0; A 0; = 0,
logo 6; € T e existe € > 0 tal que se |[t| < € entdo 6; € A, ou
seja, Oy = iyy..iy: v, com Y} € Xy, 1 < j < n—1. Por outro

lado, Q; = irddy = iRly;...lyt vV, logo pela proposicao 4.1.2,

1
d+2
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F; é gerada por folheagoes F7i, ..., Ft_; de dimensdao um em P" com
gr(F}) =dj; 1<j<n-—1

Em particular, o conjunto TD(F) := {G € lis(Z(F)) | o feixe
tangente de G é totalmente decomponivel} é aberto em Z(F). Por
outro lado, a proposicao 4.1.2 implica que o conjunto das folheagoes
H =F(H1,....,Hn—1) onde gr(H;) =d;, 1 < j < n—1, pode ser para-
metrizado pelo sub-conjunto algébrico SI = {Z = (Z3,...,Z,-1) €
XY R,Zy,..., 2,1 sdo involutivos} de X9, pela aplicacio (Z) =
igiz, ..iz,_,v. Lembremos que Q = ¥ (Y), representa F em coor-
denadas homogéneas. Seja Z(Y') a componente irredutivel de ST que
contém Y. Entdo ¢(Z(Y)) é um sub-conjunto algébrico irredutivel
de Fol(n,d). Como TD(F)N(Z(Y)) é um aberto nao vazio de Z(F)
obtemos que Z(F) = ¢(Z(Y)), j4 que ambos sdo irredutiveis. Isto
termina a prova do teorema. O

Observagao 4.1.5. O conjunto {6 € Q2 | cod(sing(0)) > 3} é aberto
em Q2 o conjunto de 2-formas em C"*! com coeficientes homogéneos
de grau d. Deixamos a prova deste fato como exercicio para o leitor
(veja o Ex. 4.10). Isto implica que o conjunto Fs(n,d) := fecho
de {F € Fol(n,d) | F é representada em coordenadas homogéneas
por Q, sendo cod(sing(d?) > 3}, é uma unido de componentes ir-
redutiveis de Fol(n,d). Uma pergunta natural é a seguinte : que
componentes irredutiveis de Fol(n, d) estdo contidas em Fs(n,d) ?

Por exemplo, se sing(F) tem uma componente irredutivel C' de
codimensdo > 3, entdo Z(F), a componente irredutivel de Fol(n,d)
que contém F, ndo estd contida em Fs(n,d). Este fato decorre do
teorema da divisdo de De Rham. De fato, seja D := I 1(C). Note
que cod(D) > 3. A condigdo de integrabilidade, Q A dQ2 = 0, implica
que se p € D\ {0} entdo existe um germe de 1-forma o em p tal que
dQ, = aA,. Isto implica que o germe de conjunto X := {g € & | aA
Q, = 0},, contém D NXE e tem dimensdo > dim(D) + 1 (verifique).
Portanto, sing(d€?) contém uma componente de codimensao > 2.

Um exemplo de componente contida em Fs(n,d) é PBL(n,d),
n > 3, d > 0. Outro exemplo é L(n;p1,...,pr), onde r < n+1e
pj = 1 para todo j =1,...,7 (veja o Ex. 4.11).
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4.2 Componentes excepcionais.

Nesta segao veremos alguns exemplos de componentes que satisfazem
as hipéteses do teorema 5. Na segdo 4.2.1 descreveremos algumas
componentes obtidas por algumas acdes do grupo afim em C3. Na
secao 4.2.2 descreveremos outras componentes provenientes de agoes
em dimensao superior a trés.

4.2.1 Componentes provenientes de agoes do grupo
afim em C3.

A maior parte dos resultados que exporemos nesta se¢ao, foram demon-

strados originalmente em [C-LN-CA-G]. Consideremos o campo lin-

ear S = 2?21 pj 2; 0/0z; em C™, onde 1 < p; é inteiro, 1 < j < n,

e mdc(p1, ..., pn) = 1. Diremos que um campo holomorfo X em C" é

quase-homogéneo com respeito a S, se

[S,X] = AX, \eZ (4.8)

Por exemplo, se p; = 1, 1 < j < n, entdao S é o campo radial em C"
e (4.8) implica que X é homogéneo de grau A + 1.

Proposigao 4.2.1. Seja X # 0 quase-homogéneo com respeito a
S = Z?Zl pj 2; 0/0z; com [S,X] = A.X. Suponhamos que 1 < p; <
p2 < ... < p,. Entao :

(a). X é campo polinomial.
(b). N\EZ e X\ > —py,.

(c). O conjunto Ld(S,X) :={z¢€ C"|S(z) e X(z) sdo linearmente
dependentes } € uma unido de drbitas da agao induzida por S,

Si(z) = exp(t.9).z.
(d). Se 0 € C™ € singularidade isolada de X entdo

17, (A +pj)

X,0) =
m(X,0) T,

; (4.9)

onde m(X,0) é a multiplicidade de X em 0 (veja a segdo 1.8).
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Prova. Seja X =}, aj,27 0/0z; a expansao em série de Taylor
de X em 0 € C". De [S, X] = A\.X obtemos

ajo(<P,o>—-p;—AN)=0,1<j<n, oc=(01,..,00), (4.10)

onde < P,o >:= Zj p;j.05, como o leitor pode verificar. Logo, se
ajo # 0, temos A =< P,o > —p; € Z e A > —p,. Para ver que X ¢
polinomial, basta observar que para todo j = 1,...,n o conjunto A; =
{o| < P,o >= X+ p;} é finito (verifique). Para provar (c), notemos
que (4.8) implica que Ls(SAX) =[S, SIAX +SA[S, X] = ASAX,
o que acarreta S; (S A X) = eM.S A X. Esta tltima relagdo implica
que S2)ANX(2) =0 <= S(Si(2)) AN X(Si(z)) =0, t € C, que é
equivalente a (c).

Provemos (d). Coloquemos X = 2?21 X;(2)0/0zj. A relacao
[S, X] = A.X é equivalente a

S(Xj):(Aerj)Xj s 1§]§n, (411)

como o leitor pode verificar. Por outro lado, m(X,0) é o nimero
de solugdes do sistema de equagdes X;(z) = ¢;, onde ¢; # 0, 1 <
j < n. Denotaremos este sistema por (X = c¢). Defina f;(z) :=
X;(ai*,...,xPr), 1 < j <n. Vemos entdo que

n

0X;
R(f;)(x) = Z pi-xl 874](9611)1""’%%”) = (A +p;) fi(2) .

i=1 7
Em particular, f; é homogéneo de grau A + p;, 1 < j < n. Pelo
teorema de Bézout, o sistema (f = (fi,..., fn) = ¢), possui N :=
7 (A + p;) solugdes, digamos z, = (Tir,...,Tnr), 1 < 7 < N
(tomamos ¢ um valor regular de f). Cada solu¢do x, da origem
a uma solugdo z, = (z*,...,z") do sistema (X = c¢). Por outro
lado, se ds; é uma p;-ésima raiz da unidade, 1 < j < n, temos

((0sy-71 )P, ..., (05, T r)P™) = 2, 0 que mostra que para cada solugdo
2z, do sistem (X = ¢) obtemos p;...p, solucoes do sistema (f = c).
Logo (X = ¢) possui N/(pi...pn) solugdes, como queriamos. O

No caso n = 3, podemos definir a 1-forma integravel w := igixv,
onde v = dz; A dzz A dzz. Como conseqiiéncia da proposigao 4.2.1,
obtemos que w é polinomial e que sing(w) é uma unido de érbitas de
S. Além disto, se 7 = 2?21 pj = tr(S) entédo dw = iy v, onde

Y=MA+7X—-div(X).S, diixv) :=div(X).v. (4.12)
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A relacdo (4.12) decorre de (4.3) da prova do lema 4.1.2. O campo
Y satisfaz também as relagoes [S,Y] =AY e igiyv = (A +7)w. Se
w # 0 entdo w define uma folheacdo em P3, a qual sers denotada por

F(S, X).

Observagao 4.2.1. Denotemos por Gy a folheacdo por curvas de P3
dada em C? por um campo polinomial Y. Gostariamos de observar
que, em geral, gr(F(S, X)) # 1+ gr(Gx). No caso em que S = R, o
radial, temos gr(Ggr) =0 e gr(F(R, X)) = gr(Gx).

Suponhamos que S # R. Neste caso, gr(Gs) = 1. Coloquemos
gr(Gx) = k e gr(F(S,X) = {. Podemos escrever X = ZkHX
onde X; é campo homogéneo de grau j, sendo Xp11 = g. R onde
g € homogéneo de grau k, e se ¢ = 0 entdao Xy # h.R, onde h é
homogéneo de grau k£ — 1. Logo, w := igixv = Zfié isix;V =
Z;Hf wj, onde wj1 = igix;v. Se g # 0 entdo wy o = g.igiry Z0 e
ir(wky2) =0, logo £ = k+ 1. No caso em que g = 0, temos w12 =0
e Wipt1 = tgix, v, logo gr(F(S,X)) < k+ 1, em geral. Poderfamos
ter, por exemplo, X3 = f.5 + h.R, onde f e g sdo homogéneos de
grau k — 1 e f # 0. Neste caso, £ < k+ 1.

Em geral, é possivel provar que existe um campo Y, da forma
Y =X+k.S5, tal que gr(Gy) =€ —1, F(S,Y)=F(S,X) e [S,Y] =
AY. Deixamos a prova deste fato como exercicio para o leitor (veja
o Ex. 4.12). De agora em diante, vamos assumir que gr(F (S, X)) =
gr(Gx)+1eque S #R.

Lembremos que SK(3,k) = {F € Fol(3,k)| todas as singulari-
dades de F sao de simples ou de Kupka}.

Teorema 4.1. Sejam S = pxd/dx + qyd/0y + r20/0z, S # R,
p,q,7 € N, mdc(p,q,7) =1, e X tais que [S, X]| = A X egr(F(S,X)) =
gr(Gx) + 1. Coloque F, := F(S,X). Se F, € SK(3,d+ 1) entdo
F(S,X) satisfaz as hipdteses do teorema 5 e F, é um ponto liso
de Fol(3,d 4+ 1). Denotemos por Z(F,) a componente irredutivel de
Fol(3,d+ 1) que contém F,. Se A >0 e F é um ponto liso de T(F,)
entio F = ¢*(F(S,Z)), onde ¢ € Aut(P3) e Z é um campo que
satisfaz [S, Z) = X Z.

Prova. Vamos denotar por R o radial em C*, por R3 o radial em
C3, v, = dxy Adzy Adxz Adzy e v = dxy Adxe Adzs. Como S # Ra,
vamos supor que p # q,r.
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Suponhamos X = P + g4.R3, onde g; é homogéneo de grau
de P = P0/0x1 + P,0/0xo + P30/0x3 é polinomial de grau d.
Vamos considerar C* ~ E; = {z = (z1,2,73,74) € C*|z4 =
1} e colocar E; := {z € C*|z; = 1}, 1 < j < 4. Considere-
mos os campos homogéneos de C*, T = pz,0/0x1 + qx20/0xs +
rr3d/0xs e Y = Z?zl Y;(2)0/0z;, onde Yi(zx) = —ga(z1,z2, 23)
e Yj(z) = x$.Pj(x1/x4,72/74,73/74). Note que T|g, = S e que
(4.Y =Y4.R)|g, = X. Isto implica que F, é definida em coordenadas
homogéneas por Q = iririyv, (verifique). Coloquemos w; := Q|g;.
Como F, € SK(3,d+ 1), obtemos que codg, (sing(dw;)) > 3, ou seja,
sing(dw;) é discreto em Ej, 1 < j < 4. Como sing(d?) N E; C
sing(dQ)|g,) = sing(dw;), otemos que sing(dQ?) N E; é discreto. Isto
implica que sing(dQ2) é uma unido finita de retas de C* que passam
pela origem. Logo cod(sing(d?)) > 3 e F, satisfaz as hipéteses do
teorema 5. Por este teorema, F, é um ponto liso de Fol(3,d + 1).
Além disto, se F; é um ponto liso de Z(F,) entao F; = F(H1,Hz),
onde gr(H;) =1 e gr(Hz) = d.

Suponhamos A > 0. Neste caso, pp := [0 : 0 : 0 : 1] é uma
singularidade simples nilpotente de F, de tipo [p: g : r]. Com efeito,
como [S, X] = A X, A > 0, temos X(pg) = X(0) = 0 (verifique). Se
L = DX(0) entdo [S,L] = AL e L é nilpotente, pelo exercicio 2.2 do
capitulo 2. Portanto X é nilpotente em 0 € C3 e py é s.s.n. de tipo
[p:gq:7].

Seja (Qu)ue(c,0) um germe de familia holomorfa de 1-formas ho-
mogéneas em C* tal que Qp = Q e Q, representa, em coordenadas
homogéneas, uma folheagdo F, € Fol(3,d + 1). Coloquemos w, =
Oy|E,, de maneira que w,, representa F, em E,.

Pelo corolario 2.1.2 do capitulo 2, existe um germe de fungao
holomorfa u € (C,0) — s(u) € C3 tal que s(0) = 0 e s(u) é s.s.n. de
wy, de tipo [p:q: 7).

O teorema 5 implica que Q,, = irir, iy, Vo, onde Tp =T, Yy =Y,
T, é homogéneo de grau um, Y, de grau d e u — T, u — Y, sdo
holomorfas. Como esp(Ty) = esp(T) = {p,q,r,0}, 0,p # ¢,r, existe
d > 0 tal que se |u] < 0 entdo os auto-valores Aj(u),...,As(u) de
T, satisfazem A4(0) = 0, A1(0) = p, Aa(uw) ¢ {A1(u), A2(u), As(u)} e
A1(u) € {Aa(u), Az(u), Ag(u)}. Isto implica que :

(i). Os germes u — A1(u) e u +— Ag(u) s@o holomorfos. Além disto,
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podemos obter os auto-valores de Ty, relativos a Aj(u) e Ag(u),
digamos e; (u) e ez(u), de tal forma que e;(u) € Ej, j = 1,4.
Neste caso, os germes u — e1(u) € u — e4(u) sdo holomorfos.
Note que e1(0) = (1,0,0,0) e e4(0) = (0,0,0,1) = po.

(ii). O auto-espago invariante F, de T, relativo aos auto-valores
Aj(u), 5 = 2,3, tem dimensédo dois, Fy = (x1 = 24 = 0) e
u — F,, é holomorfa.

Estes fatos implicam que existe um germe de familia holomorfa
de isomorfismos de C%, (V)ue(c,0), tal que VY F,) = F = (11 =
zqg = 0), V7 er(u) = e1(0) e V, 1(es(u)) = es(0) e det(V,) =
1. Tomando T; = V(T,,) e Y = V5 (Yy,) temos T;(Fy) = Fo,
Ti(ej(0)) = Aj(u).e;(0), j = 1,4, e @y := V;(Qu) = igir:iy Vo, jd
que V.*(R) = R e det(V,,) = 1. Podemos entdo supor, sem perda de
generalidade, que Ty, (Fy) = Foy, Ty(e1(0)) = A1(u).e1(0) e Ty(po) =
As(u).pg. Colocando S, := T, — A\4(u).R, temos Q,, = igig, iy, Vo,
So =T, Solg, = S, Su(po) = 0 e S, (Fp) C Fy. Como o leitor
pode verificar, estes fatos implicam que S, é tangente a FEy, isto é
a componente de S, em 9/0z4 é identicamente nula. Além disto,
Sy ndo depende de x4, ou seja, se (1,2, zs,24) := (21,2, 24) entdo
Su(z1,2,24) = p1(u).210/0z1 + S24(2)0/ 022 + S34(2)0/0x3, onde
p1(u) = A1(u) — Aq(u). Colocando Y, = 2?21 Yju0/0x; = Y, +
Y4,0/0x4 € R = R3+1x40/0x4, obtemos Q,, = 4.0+ Yy . B+ fu-dz,
onde

0y = isuig/u(dacl Adxo A dxs)

ﬁu = iRgiSu(dxl A\ dl‘g A\ dl‘g) . (413)

fu= iRSisui{,u(d:z:l Adzo A dxs)

Em particular, se Z,,(2) := Y, (2,1)—Y4,(2,1).R3 entdo w, = Q| g, =
1s,1z,V, como o leitor pode verificar. Por outro lado, w,, possui uma
s.s.n. s(u), de tipo [p : ¢ : 7], tal que u — s(u) é holomorfa e s(0) = 0.
Como S, é linear nas coordenadas (x1,x2,x3), esta singularidade s
pode ser s(u) = 0, ou seja a fungdo s(u) é constante. Coloquemos
dw,, = iw,v. Afirmamos que ig,iw,v = a(u).wy, onde a € OF.

Com efeito, temos Lg, (w,) = ig,(dwy), j& que ig,w, = 0. A
integrabilidade de w,, implica 0 = ig, (dwy, Awy,) = ig, (dwy) Awy, logo
Lg, (wy) Aw, = 0. Do teorema da diviséo, obtemos Lg, (wy) = fu-wu,
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onde f, é holomorfa em E,; ~ C3. Provemos que f, é constante. A

mudanca de coordenadas de By = {[1 : y2 : y3 : y1] |y € C3} para E,

éxy=1/y1, xo = y2/y1 € 3 = y3/y1. A forma w, tem um polo de

ordem d + 3 no plano (y; = 0), logo na carta E; temos w, = yd%nu,
1

onde 7, é holomorfa. O campo S, se estende holomorficamente a P3,
logo Lg, () = gu-Nu, onde g,, é holomorfa em E;. Isto acarreta que

guu = Ls, 4§ wy) = (d+ 3)y{ 2 Su(yr) wu + y§ P Ls, (wa) =

S(y)

=[(d+3)——= "

+ fulu = [=(d 4+ 3)pa(u) + fulnu =
fu = gu + (d + 3)p1(u). Logo f, se estende holomorficamente a
E; U E4. Como P?\ (E; U E;) tem codimensdo dois, f, se estende
holomorficamente a P2, logo é constante.

Para u = 0 temos Sy = S, Wy = rot(w) e igiw,V = (A + T)w, ou
seja, fo = (A+7) # 0, logo ig, iw, v = a(u).wy, onde a(u) = f, € OF.
Em particular, temos

a(u) iw,v = Ls, (iw, V) = i[s,,w, ¥ + tr(Su)iw, v =

[Su, Wu] = Muw). Wy, A(u) = a(u) — tr(Sy) .

Como A(0) = A > 0, temos A(u) € OF. Além disto, se N,, = DW,,(0)
entdo [Sy, Nu] = A(u).N,. Como A(u) # 0, N, é nilpotente, pelo
exercicio 2.2, logo W, é nilpotente. O lema 2.1.2 da secdo 2.1 implica
que S, é semi-simples. Como 0 é s.s.n. de tipo [p: ¢ : 7] de w,,, temos
esp(Sy) = {a(u).p, a(u).q,a(u).r}, onde a(0) = 1. Logo existe um
automorfismo hnear de C? ~ E,, ®,, tal que u — ®, é holomorfa,
det(®,) = 1 e ®5(Sy) = a(u).S. Dal obtemos @ (w,) = igiy,V,
onde Y, = a(u) t.a(u).®(W,), sendo [S,Y.,] = B(u).Y,, B(u) =
a(u) "t A(u). Como S tem auto-valores p,q,7 € N, 3(u) € N para
todo u, logo B(u) = A e [S,Y,] = A\Y,. Isto termina a prova do
teorema 4.1. O

Veremos em seguida algumas condigbes necessdrias para que F(w) €
SK(3,d + 1), ou seja, para que suas singularidades sejam todas de
Kupka ou simples e gr(F(w)) = d + 1. Analisaremos apenas o caso
em que S = pxd/0x + qyd/dy + r20/0z, onde p > g > r. Nao
estudaremos os casos p=g>rep>q=r.
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Teorema 4.2. Sejam S = pxd/dz+qyd/Oy+r 20/0z, ondep < q <
r, e X tal que [S, X] =AX e gr(F(S,X) =gr(Gx)+1. Cologuemos
qp=p-r,r1=p—qg, \1=p(d-1)—AXeNd)=d®>+d*>+d+1.
Suponha que F(S,X) € SK(3,d+ 1), onde d > 1. Entdo :

(a). m = (/\er)(;\);r.f)()”r?") € Zo
(b). my = (M1 +p)();q+ 31)()\1 +r1) € Zso (4.14)

(¢) Nd)—1<m+m3 <N(), sed>2

Prova. Seja Yy := rot(w) = (A +7) X — div(X).S, por (4.12).
Para que as singularidades de F(S, X) em C? sejam todas de Kupka
ou simples, é necessario que, ou bem 0 seja singularidade isolada de
Yy, ou bem Yy(0) # 0, j& que sing(dw) = sing(Yp) é uma unido
de 6rbitas de S. Se Yp(0) = 0, entdo esta singularidade é isolada e
obtemos da proposicao 4.2.1 que

A+p)A+gA+r)

m=m(Y,0) =
p.q.r

eN.

Se Y5(0) # 0, entdo o desenvolvimento de Taylor de Yy em 0 contém
um mondémio constante : 9/9x, /0y ou 0/0z. Se ele contém o
mondmio 0/0x temos A = —p, ji que [S,0/0x] = —pd/0x e neste
caso, m = 0. Nos outros casos, obtemos também m = 0, como o
leitor pode verificar. Logo m € Zxg, o que prova (a).

Estudemos agora F (.5, X) numa vizinhanga do plano do infinito.
Para isto consideramos C? ~ Ey = {[z : y : z : 1]|(x,y,2) € C3}.
Com esta convengao, o campo S, que se estende a um campo holo-
morfo de P3, possui quatro singularidades : pg = [0 : 0 : 0 : 1],
pr=1[1:0:0:0,pa=[0:1:0:0]ep3 =1[0:0:1:0]. Note
que, se E; = {[z1 : x2 : @3 : zo]|x; = 1}, entdo p; € Ej;, sendo
esp(S,po) = {p,q,r}, esp(S,p1) = {-p,q —p,7 — 0} = {-p,71, 01},
esp(S,p2) = {p — q,;7 — q¢,—q} e esp(S,p3) = {p — 1,9 —r,—7}.
Destas singularidades, as tnicas que podem ser simples nilpotentes
para F (S, X) sdo po e p1, ja que DS(p;) tem auto-valores com sinais
diferentes se j € {2,3} (veja o lema 2.1.1 da se¢do 2.1). A mudanga
de carta da carta original para Ei, é u = 1/z, w = y/z, v = z/x,
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logo S = —pud/Ou — q; v0/Ov — r; wd/Ow. O campo S; = —S tem
auto-valores positivos e desempenha o papel de S na carta Ej.

O campo X tem um polo de ordem d — 1 no plano do infinito, ja
que gr(Gx) = d. Logo, na carta E; temos X = ﬁ.Xl ,onde X
é polinomial, e F(S, X) é definida pela forma w; = ig,ix,v1, onde
v1 = du A dv A dw. Por outro lado,

[S1, X1] = [-S,u® 1. X] = Sy (u? ). X —u?L[S, X] =

=p(d—Du X —uPAX =M X .

Seja Y7 = rot(wy). Por argumento anterior, obtemos que [S7,Y;] =
A1.Y7. Logo, se Y1(0) = 0 entdo my € N, onde my é como em (4.14).
Por outro lado, se Y71(0) # 0 entdo m; = 0, o que prova (b).

Provemos (c). Na singularidade p; = [0 : 1 : 0 : 0], tomamos
as coordenadas afins Fy = {[u : 1 : v : w]|(u,v,w) € C3}. Nestas
coordenadas temos S = (p — q) ud/0u + (r — q)v0/0v — quwd/Ow e
X = dl r X5, onde X5 é polinomial, e a folheacao é representada por
wy = zszxzdu/\dv/\dw Além disto, [S, X2] = (A—¢q(d—1)) X2, 0 que
implica que Ys := rot(ws) satisfaz [S 2] = (A —g(d—1))Y;. Como
F(S,X) € SK(3,d + 1), temos duas hipdteses : ou bem Ya(p2) # 0,
ou bem Y3(p2) = 0 e ps é singularidade isolada de Y;. Afirmamos
que se Y5(p2) = 0 entdo A = ¢(d — 1). Com efeito, suponha por
absurdo que Y2(p2) = 0 e A # ¢g(d —1). Se L = DY>(p2) entdo
[S,L] = (A —q(d — 1)) L. Pelo exercicio 2.2 do capitulo 2, obtemos
que L é nilpotente. Logo Y5 é um campo nilpotente. Porém, o lema
2.1.1 da segao 2.1 implica que os auto-valores de S em py tém o0 mesmo
sinal, o que néo ocorre, jd que p—q > 0 > —q. Portanto, A = ¢(d—1)
e [S,L] =0, o que acarreta [S,Y2] = 0. Afirmamos que det(L) # 0.

Com efeito, podemos escrever, Y2 = Y3(u)0/0u + Ya(v)0/0v +
Y2(w)0/0w. Seja Ya(u) = 32, aijr-u’vl.wk. Vamos provar que
a0 # 0. Como [S,Y2] = 0, temos S(Ya(u)) = Y2(S(w)) = (p —
q)Yg(u) Suponhamos por absurdo que aigo = 0. Neste caso, hy :=

Yo (u)l(v=w=0) = Dino @ioott” € S(h1) = > ;55 i(p — q)aioo-u’ = (p —

qQ)h1 , logo hy = 0. Analogamente, colocando hy := Ya(v V)| (w=w=0) =

> j>1 b0, temos S(h2) = (r — q)h2, logo

Z(rfqb ! = Zb S(u?) ij.(pfq).uj = hy=0.

i>1 i>1 i>1
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Com um argumento andlogo, obtemos Ys(w)|y=w=0) = 0, ou seja,
Ya|(v=w=0) = 0 e p2 ndo é singularidade isolada de Y>. Portanto,
aipo # 0 e Ya|(y=w=0) = a@1.u0/0u, onde a; = ajpo # 0 é auto-
valor de L. De forma andloga, obtemos que Y2 |u—w=0) = a2.v0/0v
e Ya|(u=v=0) = az.wd/0w, onde az,az # 0. Isto implica que L =
diag(ay, as, ag) e det(L) # 0, como querfamos. Provamos entéo que,
ou bem Y3(p2) # 0, ou bem Y2(p2) = 0 e neste caso, A = g(d — 1)
e det(DY3(p2)) # 0. Com um argumento andlogo, na singulari-
dade ps, prova-se que, ou bem Y3(p3) # 0, ou bem A = r(d — 1)
e det(DY3(p3)) # 0, onde Y3 = rot(ws), é andlogo a Y.

Lema 4.2.1. Eziste uma folheacdo de dimensdo um G em P? tal que
sing(G) C {po,p1,p2,p3} e m(G,p;) = m(Yj,p;), 1 <j < 4.

Prova. Vamos provar primeiramente que existem folheacoes por
curvas Go e Gi de grau d, com as seguintes propriedades : G; = Gz,,
onde Z; é campo polinomial em E; com [S,Z;] = \; Z; (Ao = A),
p; € singularidade isolada de Z; e m(Z;,p;) = m; (mo = m), ou
p; ¢ sing(Z;) e m(Z;,p;) =m; =0, j =0,1.

Suponhamos por um instante que existem tais folheacoes. Neste
caso, consideramos o pencil G, := Gy + a.Gy, que é definido da
seguinte maneira : na carta Fy, podemos escrever 27 = x},lZl.
Tomamos Z, = Zo + a.Zy, Zos = Z1 € Gy = Gz.,. Note que,
[S, Zl] = \Zi, logo [S,Z4] = \Z, para todo a € C. Em par-
ticular, se m > 0, que corresponde a A > 0, entdo Z,(py) = 0 e
m(Za,po) = m, desde que py seja singularidade isolada de Z,. Além
disto, o conjunto A := {a € C|po ndo ¢ singularidade isolada de
Go} é algébrico e préprio, uma vez que 0 ¢ A. Analogamente, se
Zo(po) # 0, o conjunto A := {a € C|py € sing(G)} é algébrico e
préprio. Da mesma forma, o conjunto B := {a € E|p1 nao é sin-
gularidade isolada de G,} (ou B := {a € C|p; ndo é singularidade
isolada de G, }) é algébrico e préprio. Logo, se a ¢ AU B a folheagéo
G = G, satisfaz m(G,py) = m e m(G,p1) = my. Levando em conta
a relacdo [S, Z,] = A Z,, concluimos que qualquer componente irre-
dutivel de sing(G,) é uma 6rbita de S. Como todas as drbitas de
S séo aderentes a {pp,p1} (verifique), concluimos que, se ps ou p3 é
singularidade de G entdo ela é isolada e vale m(G,p;) = m(Yj,p;),
j =23
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As construgoes de Gy e G; sao andlogas, logo iremos construir
apenas Gg.

Coloquemos X = Z?:i X, onde, ou bem X441 = g.R com g # 0
homogéneo de grau d, ou bem g = 0 e Xy # h.R, h homogéneo de
grau d — 1. Como Yy = rot(w) = (A + 7) X — div(X) S, obtemos
no segundo caso que Yy é polinomial de grau d e gr(Gy,) = d, logo
podemos tomar Gy := Gy,. No primeiro caso, no entanto, gr(Gy,) =
d 4+ 1, e a parte homogénea de grau d +1 de Yy é (A + 7)gR —
div(g.R) S = g[(A+7)R — (d + 3)S] := g(m R — n S). Coloquemos
Yo=P+g(mR—nS), onde P= A0/0x + BI/0y + C9/0z. Neste
caso, definimos

A 0 B 0 C 0

Zy = — — -
0 mfnp+,6’8:z:+mfnq+,88y+mfm’+ﬂaz

+9.R

onde ( é escolhido de tal forma que os denominadores das fragoes
sejam nao nulos. Note que [S, Zp] = A Zj e que sing(Zy) = sing(Yo +
B.9.R) (verifique). Por outro lado, como m(Yy,pp) = m, se |B] é
pequeno entao Yj + (.9.R tem singularidade isolada em pg, ou nao se
anula em pg, conforme o caso. Logo, m(Zy,pg) = m, pois [S, Zy| =
A Zy. O

Obtivemos entdo que sing(G) C {po,p1,p2,ps} € que m(G,p;) =
m(Y;,p;) == mj, 0 < j < 3. Pela proposi¢do 1.3.2 da se¢do 1.3,
o nimero de singularidades de G, contadas com multiplicidade é
N(d) =d®*+d*+d+1=m+my+mg+ms. Sed > 1, temos
ma,mg < 1, logo N(d) —2 < m+my < N(d). Por outro lado, ob-
tivemos que se Ya(p2) = 0 (resp. Y3(ps) = 0), entdo A = ¢(d — 1)
(resp. A =r(d—1)). Sed > 2, temos ¢(d — 1) # r(d — 1), logo
se Ya(p2) = 0 entdo Y3(ps) # 0, ou vice-versa. Portanto, neste caso
temos mo +ms <lem-+mq > N(d) — 1. O

Corolario 4.2.1. Sejam S = px0d/0x + qyd/0y + 1 20/0z ¢ X tais
quep>q>relS,X]=XX. Suponha que F(S,X) € SK(3,d + 1),
d > 1, e que todas as singularidades de F(S,X) em C3 sio do tipo
Kupka. Entao

(a). r=1,A=-1,qg=d+1ep=d>*+d+1.

(b). Eziste ¢ € Aut(C3) tal que ¢*(F(S, X)) € definida por n =
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isiy (v), onde

9 9 i
y= 2L a ¥ ay Y
5, T47 8y+(f(y,z)+y )52

sendo f(y,0) =0 e S(f)=(d*+d)f.

(c). F(S,X) admite uma integral racional, a qual na carta do item
(b) se escreve como

(y — =9
H = —_—
S e e
sendo ¢(y, z) um polinémio que satisfaz X (¢) = X (z) = f(y, 2)+

pyt.

(d). sing(F(S,X) =~v1Uv2U"ys, onde y; é uma drbita de S em C3,
Y2 € 3 sdo orbitas de S contidas no plano do infinito de C3.
Nas coordenadas C3> = {[z : y : z : 1]| (z,y,2) € C3}, elas sdo
parametrizadas como y1(t) = [a.tP 1 t9: ¢ : 1], y2(t) =[1:¢t:0:
0] ey3(t) = [1:btdtl:ctd: t], com a,b,c # 0. Além disto,
elas sao tangentes em p; = [1:0:0: 0] e todos os pontos em
sing(F(S, X))\ {p1} sao de Kupka.

Reciprocamente, dados campos de vetores S como em (a) e X como
em (b), a folheagdo F (S, X) estd em SK(3,d+1).

Prova. Sejam w = igixv e Yy = rot(w) = (A + 7)X — div(X).S.
Como as singularidades de F(S,X) em C3 sao de Kupka, temos
sing(Yo) = 0 e A € {—p,—q,—r}. Afirmamos que A = —r e Yy =
a.0/0z +b.220/0y + f(y,2) 0/0x, onde a,b # 0, S(f) = (p—7)f e
f#0.

Com efeito, podemos escrever Yy = Z?Zi P;, onde Py # 0,
gr(Gyv,) € {d,d + 1} e P; é homogéneo de grau j, 1 < j < d + 1,
ja que gr(F(S, X)) =d+1 e sing(Yy) = 0. Note que [S, P;] = \.P;,
1<j<d+1,jadquelS élinear. Isto implica que Py = a.v, onde
v € {0/0x,0/0y,0/0z} e a # 0. Se v = 0/0x, temos A = —p,
Yo = a.0/0z e gr(F(S,X) = 1, como o leitor pode verificar, o
que contradiz gr(F(S,X)) = d+1 > 2. Se Py = a.0/0y entdo
A = —¢q. Analisando os monomios ndo nulos de Yj, prova-se que
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Yo = a.0/0y + g(y,2)0/0z, onde g # 0, S(g) = (p —7)g e gr(g) = d.
Deixamos a verificagao deste fato para o leitor. Efetuando a mudanca
de coordenadas (u,v,w) = (1/xz, z/z,y/x), obtemos que Yy = ﬁYh
onde Y7 = a.u?d/0w — §(v,w)R, sendo §(v,w) = ul.g(w/u,v/u) e
R o radial. Neste caso, § é homogénea degrau d e se w; = ig,ly,V €
m; =M +7=p(d—1)—X+7 >0 entdo

rot(wi) = m1.Y: — div(Y1).S = my.au® — j(mi R — (d+3)9) ,

como j4 vimos anteriormente. Em particular, sing(rot(wy)) D (u =
g(v,w) = 0), logo tem componentes de dimenséo um, o que contradiz
F(S,X) € SK(3,d+ 1). Portanto, Py = a.0/0z e A = —r.
Analisando os monémios nao nulos de Yy obtemos Yy = a.0/9z +
b.z2™0/0y + f(y,z)0/0x, onde S(b.z™) = (¢ —r)b.z™ e S(f) = (p—
r)f. Note que neste caso, gr(Yy) = d e Py41 = 0. Efetuando a
mudanca de coordenadas (u,v,w) = (1/z,z/z,y/x), vem que Yy =
—+=Y1, onde Y1 = a.ud/0v + but"™ ™8 /0w — f(v,w).R, onde
f(v,w) = ul.f(w/u,v/u). Logo, se w = ig, iy, v entdo rot(w;) =

= my.a.ud/8v + my.bu?" " w™8/0w — f(v,w).(m1.R — (d + 3)5)

Para que rot(w;) tenha singularidade isolada em 0 = p;, devemos ter
m=d,b#0e f(0,w) #0, ou seja, f(0,w) = c.w™, ¢ # 0. Decorre
dai que

Yy = a.0/0z 4 b.20/dy + f(y,2)0/0x

onde f(y,0) = c.y™ e a,b,c # 0. Utilizando que [S,Yy] = —rY,
obtemos
rd—q=—-r = =(d+1)r
q g=(d+1) (4.15)
ng—p=-r = p=(n{d+1)+1)r

Como mdc(p, q,r) = 1, as relagées em (4.15) implicam r = 1, ¢ = d+1
ep=n.q+1=n(d+1)+1,n>1. Provemos que p = d? +d + 1.
Vamos utilizar (b) de (4.14). No caso, A1 = p(d—1)—\ = n(d*—1)+d,
g1=p—1=n(d+1)er,=p—qg=n(d+1)—d. Logo,

M) +a) +71)  dP(d+1)(nd+1)
Pq1T1  n(d+1)—d

my = (4.16)
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Pelo lema 4.2.1 existe uma folheacdo G de grau d tal que m(G,p;) =
m(Y;,p;j), 0 < j < 3. Sabemos que m(Yy,po) = 0 e m(Y1,p1) = ma.
Afirmamos que m(Y;,p;) = 0, j = 2,3. Com efeito, na prova de
(c) de (4.14) demonstramos que se Ya(p2) = 0 (resp. Yz(ps) = 0)
entdo A = g(d —1) > 0 (resp. A =7r(d—1) > 0). Como A = —1,
temos m(Y;,p;) = 0 para j = 0,2,3. Logo, m; = d®>+d*+d+ 1.
Substituindo este valor em (4.16) e explicitando n, obtemos n = d e
p=d(d+1)+1=d?+d+1, como o leitor pode verificar. Com isto
provamos (a).

Obtivemos acima que Yy = a.0/0z+b.2% 3/0y+f(y, z) 0/0x, onde
f(y,0) = cy?, a,b,c # 0. Logo, podemos escrever f(y, z) = g(y,z) +
c.yd, onde ¢ # 0 e g(y,0) = 0. Tomando ¢(z,vy,2) = (a.z,.y,7.2),
comy =a, B =¢qb lta%ea=c1p% vem que ¢*(Yp) := Y,
onde Y é como em (b) (verifique).

Para obter a integral primeira, observamos primeiramente que o
campo Y é completo, isto é, o seu fluxo ® estd definido em C x C3.
Integrando diretamente a EDO 42 = Y (w), temos ®;(z,y,2) = (z +
¢1(t Y,z ) y+¢2(t’ Z)’ Z+t)’ onde (ﬁg(t,Z) = (Z+t)q_zq e ¢1(t’y’ Z) =
fo (y + ¢2(s,2), 2+ 8) + (y + ¢a(s,2))4]ds (veja o Ex. 4.13).

Por outro lado, calculando w = igiy v, temos

N = w|=0) = (pr — qy?)dy — qydzx ,

como o leitor pode verificar. Um cédlculo direto mostra que a fungao
meromorfa h(z,y) = y?/(x + qd~1y?)? é integral primeira de n (ver-
ifique). Como ®_,(z,y,2) = (z + ¢1(—2,y,2),y — 29,0), a fungdo
H(z,y,z) = h(z+d1(—2,y,2),y—27) é integral primeira de F(S, X).
Como o leitor pode constatar, H satizfaz (c) do coroldrio 4.2.1.

A verificacao de (d) pode ser feita utilizando que F (.5, X) é definida

em C3 por w = igiy,v e nas coordenadas F; = {[1 : w : v :
u] | (u,v,w) € C3} por igiy,v1, onde Y1 = u?d/dv + qv?d/ow —
(f(v,w) + w?)R. Deixamos os detalhes para o leitor. |

Definicao 4.2.1. Diremos que uma folheagao G em P", n > 3, é de
Klein-Lie, se G = f*(F(S,X)), onde f: P"— — P3? tem grau um e
posto trés e F(S, X) é como no corolario 4.2.1.

Em seguida veremos uma classificagao no caso d = 1.
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Corolario 4.2.2. Sejam S = pxd/d0x + qyd/0y + r20/0z, onde
p>q>r, eX tais que [S, X] = AX e gr(F(S, X)) = 2. Suponha
que F(S,X) € SK(3,2). Entao temos duas possibilidades :

(a). X = X\ xd/0x + A2 yd/0y + A3 20/0z. Neste caso, F(S,X) €
£(3;1,1,1,1).

(b). Eriste um sistema de coordenadas afim (u,v,w) € C> C P?
onde F(S,X) € dada porigiy (duNdvAdw), sendoY = 0/0w+
wd/Ov + vd/Ou. Além disto, (p,q,7) = (3,2,1), A\ =—-1ea
fung¢do meromorfa

(v —w?/2)°

H(u,v,w) = (u — vw + w3/3)2

¢ wma integral primeira de F(S,X).

Prova. Como d = 1 temos A\; = p(d—1)—A = —\. Logo A+A; =0
e temos duas possibilidades : (a). A=X;1 =0. (b). A >0e A\; <0,
ou vice-versa.

Caso (a). Neste caso, temos [S,X] = 0 e um cdlculo direto,
utilizando que gr(F(S,X)) = 2 e pp = 0 é singularidade isolada,
mostra que X = Ay 20/0x + Ay yd/0y + A3 20/0z, n = x—;zisixl/ é
logaritmica e F(S,X) € £(3;1,1,1,1). Deixamos os detalhes apra o
leitor.

Caso (b). Suponhamos por exemplo que A < 0 e A\; > 0. Neste
caso, Yp(0) # 0 e as singularidades de F(S, X) em C3 sdo todas de
Kupka. Logo, o corolario 4.2.1 implica que (p,q,7) = (d* +d+1,d +
1,1) = (3,2,1), A = —1 e A\; = 1. Além disto, existe ¢ € Aut(C?)
tal que X = 9/0w + wd/dv + (f(v,w) + v)d/du, sendo f(v,0) = 0,
gr(f) =1e S(f) = 2f. Isto implica que f =0 e X é como em (b).
Para ver que H é integral primeira de F(S, X) é suficiente verificar
que S(H) = X(H) =0, o que deixamos para o leitor. O

Definicao 4.2.2. Dada F € Fol(n, k) denotemos por A(F) a 6rbita
de F pela agdo do grupo de automorfismos de P™ em Fol(n, k), isto é,
A(F) ={T*(F)|T € Aut(P")}. Dizemos que F é rigida, se o fecho
de A(F) em Fol(n,k) é uma componente irredutivel de Fol(n, k).
Dizemos que uma componente irredutivel Z de Fol(n, k) é rigida, se
T = A(F) para alguma folheacao F € Z.
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Como conseqiiéncia de (b) do coroldrio 4.2.2, temos o seguinte :

Coroldrio 4.2.3. Se S eY sao como em (b) do coroldrio 4.2.2 entdo
F(S,Y) é rigida.

Vamos em seguida dar uma classificagio no caso em que S =
320/0x +2yd/0y + z0/0z.

Coroldrio 4.2.4. Sejam S = 3x0/0x+2yd/0y+20/0z e F(S,X) €
SK(3,d + 1). Coloquemos w = igixv e Y := rot(w) = Y10/0z +
Y50/0y + Y30/0z. Entdo

(a). d €{1,2,3}.
(b). Sed=1 entao F(S,X) é como em (b) do caroldrio 4.2.2.

(c). Sed =2 entdo A =1, A\ = 2, ou vice-versa, e se [S,Y] =Y
entao
Yi(z,y,2) =ay’ +baz

Yao(z,y,2) =cx+dyz | (4.17)
Ya(z,y,2) =ey+ f2°
ondeb+d+2f =0.

(d). Sed=3 entdo A=X =3 e

Yi(z,y,2) =az’ + bryz+cy® — 3azz®
Ya(z,y,2) =dzy+exz’+ fy* 2z —ays® | (4.18)
Ya(z,y,2) =gzz+hy’ +iys" +az’

onde2a+d+g=b+2f+2i=0.

No caso (b) cologuemos Ay := P({(a,....,f)|b+d+2f = 0}) e no
caso (c) As :=P({(a,...,f)|2a+d+g =b+2f +2i = 0}). Dado
a € A; denotemos por Y, o campo cujas componentes sao como em
(4.17) ou (4.18), conforme o caso. Existem sub-conjuntos algébricos
proprios T'; C Aj, j = 2,3, tais que se o € Aj \T'; entdo F(S,Y,) €
SK(3,5+1), 5 =2,3. Em ambos os casos, F(S,Y,) possui duas s.s.n.
de tipo [3: 2 :1]. No caso j = 3 estas sao as dnicas singularidades
simples. No caso j = 2, F(S,Y,) possui uma outra singularidade
simples nao nilpotente.
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Prova. Vamos supor que d > 2, ja que o caso d = 1 foi visto no
coroldrio 4.2.2. Como (p,q,7) = (3,2,1), temos (p,q1,71) = (3,p —
rp—q)=(3,2,1) e \y =3(d— 1) — A. Colocando P(t) = (t+3)(t +
2)(t + 1) temos m + my = (P(A\) + P(A1))/6 em (4.14) do teorema
4.2. Em particular, m + my é funcdo simétrica de (A, A\1). Colocando
s=A+2es1 =X +2, temos P(A\)+P(\1) = P(s—2)+P(s1—-2) =
83— s+ 53 —s1 = (s+81)(s> — 5.51 + 87 — 1). Daf concluimos que
s+s1=A+ A +4=3d+1 divide P(\) + P(\1). Por outro lado,
pelo teorema 4.2, temos m+m; = N(d) ou m+m; = N(d)—1, onde
N(d) = &3+d?+d+1. Comom+my = (P(\)+P()\1))/6, concluimos
que 3d + 1 divide 6.N(d) ou divide 6(N(d) — 1). Consideremos cada
um dos casos.

(I). 3d + 1 divide 6.(N(d) — 1). Neste caso, 3d + 1 divide 9 x
6.(N(d) — 1) = 54d® + 54d* 4+ 54d. O resto da divisao deste polindémio
por 3d+1é —14, logo 3d+1 divide 14, 3d+1 € {2,7,14} e d = 2. Logo,
(s+51)(s2—5.51+52) =6.(N(d)—1) = 84, e como s+s; = 3d+1 =T,
obtemos

2 —s(T—s8)+(7T—5)?—-1=84/T=12 = sc{3,4 —

A € {1,2}. Portanto, A = 1 e A\; = 2, ou vice-versa. Para obter
as componentes de Y como em (4.17), utilizamos que gr(Y;) < 3,
S(Y1) = (Mp)Y1 =4Y1, S(Yz) =3Y2e 5(Y3) = 2Y5. A condicdo b+
d+2f = 0 vem do fato de que div(Y") = 0. Deixamos os detalhes para
o leitor. Observamos ainda que neste caso, se F(S,Y) € SK(3,3)
entdo F(S,Y) possui trés singularidades simples, j& que m + m; =
N(d) - 1.

(II). 3d+1 divide 6.N(d). Neste caso, 3d+ 1 divide 9 x 6.N(d) =
54d3 4 54d? + 54d + 54. O resto da divisdo deste polinémio por 3d+ 1
é 40, logo 3d+1 divide 40 e 3d+1 € {2,4, 8,10,20,40}. Dai obtemos
d € {1,3}. Como d > 2, temos d = 3 e s+ s3 = 10. Portanto
s é raiz de s — s5(10 — s) + (10 — s)? — 1 = 6.N(3)/10 = 24, ou
seja, s =b e A =s—2=3 = \;. Para obter as componentes de Y
como em (4.18), utilizamos que gr(Y;) <4, S(Y1) = (A+p)Y1 =6Y7,
S(Y3) =5Y5eS(Y3) =4Y3. As condigoes 2a+d+g =b+2f+2i =0
e os termos —3axz®, —ayz® e az? vém do fato de que div(Y) = 0
e gr(F(S,Y)) = 4. Deixamos os detalhes para o leitor. Observamos
ainda que neste caso, se F(S,Y) € SK(3,4) entdo F(S,Y) possui
duas singularidades simples, ja que m + m; = N(d).
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Vamos indicar a prova da existéncia dos conjuntos algébricos I';,
j = 2,3. Faremos isto no caso (c), deixando o caso (d) para o leitor.
Lembramos que as componentes irredutiveis de sing(F(S,Y,)) sdo
Orbitas de S. Este campo possui quatro singularidades, sendo que
todas as érbitas se acumulam em duas delas : os pontos onde os
auto-valores tém o mesmo sinal, isto é, pg = [0:0:0:1] € Ey e
p1 =[1:0:0:0] € Ey. Por exemplo, na carta Ey, calculamos a
resultante das componentes de Y, = rot(w,), que no caso de (4.17)
é f(acf + bde) = 0, com a condicdo b+ d + 2f = 0. Isto nos fornece
um sub-conjunto algébrico préprio I'j4 C A;. Em seguida, fazendo
a mudanga de coordenadas u = 1/x, v = z/x, w = y/x, na qual o
ponto p; = (0,0,0), obtemos uma forma 7, que representa F(S,Yy)
em F;. Calculamos Z, := rot(ny), e calculamos a resultante das
componentes de Z,, obtendo um conjunto algébrico I';;. O conjunto
I'; = T'j1 UT'j4 satisfaz as propriedades requeridas. No caso (c) prova-
se que Iy; = a(4f + b)(3f + 2d)(4deb® + 4cfa® + 3bca?). Deixamos
os detalhes para o leitor. O

Fixado S = pxd/0x+qyd/0y+r 20/9z, onde p,q,r € N, p > q >
r e mdc(p, q,7) = 1, defina P(p,q,r) := {(d, \) | existe um campo X
em C? tal que [S,X] =X X e F(S,X) € SK(3,d+ 1) }.

Corolario 4.2.5. O conjunto P(p,q,r) é finito.

Prova. J4 vimos no corolario 4.2.2 o caso d = 1. Vimos também
no coroldrio 4.2.1 que se A < 0 (resp. A1 < 0) entdo A = —r = —1
(resp. A\ = —r; = —1) e neste caso a folheagdo é do tipo Klein-Lie,
sendog=d+1lep=d>+d+1 (resp. ¢ = d+ 1). Vamos entdo
supor que d > 2 e A,A\; > 0. Como A1 + A = p(d — 1) > 3, temos
A > 0ou A; > 0. Vamos supor que A > 0e A; > 0.

A idéia da prova é a seguinte : do teorema 4.2, temos m + mq <
N(d), sendo m = (A + p)(A + ¢)(A +r)/pgr, m1 = (A1 + p)(A1 +
q1)(A1+71) e N(d) = d®>+d?+d+1. Como p, q, sdo fixos, ¢ = p—,
ri=p—qeX+A =p(d—1), podemos escrever m+my = H (A, A1),
onde H é um polinémio de grau trés, e N(d) = p—lsG()\ + A1), sendo
G(t) = t3 + 4pt? + 6p*t + 4p> (verifique). Logo, o coroldrio serd
provado, se demonstrarmos que a desigualdade p>. H(\, A1) < G(\ +
A1) tem um ntimero finito de solugdes inteiras tais que A > 0e A; > 0.
A desigualdade é equivalente a seguinte : K (A, A1) := F(A A1) —
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qq1rr1G(A + A1) <0, onde
FO, M) = p2qari A +p) M) (A7) +p2gr(A +p) (A +q1) (A +71)

Escrevendo explicitamente a parte homogénea de grau trés, K3, de
K, temos

Ks(\ A1) =pPairi A2+ pgr AF — gqurr (A + A\1)P .

Afirmamos que existe C' > 0 tal que se A > 0 e A\; > 0 entao
K3(\ A1) > C.(A+ A1)3. Com efeito, colocando s := A\/\;, podemos
escrever K3(\, A1) = A3.K3(s,1) := A3.f(s), onde f(s) = p?qir18° +
p?qr — qqirri(s + 1)3. Utilizando que p > maz(q,q1,7,71), ndo é
dificil ver que f(s) tem um ponto de minimo global para s > 0 e
que sﬁg_noo f(s) = 4o00. Estes fatos implicam que existem a > 0 e

B > 0 tais que f(s) > a.s® + 3. Portanto, K3(A, A1) > a.\3 + B3,
Como a fungdo (a.A3 + 3.A3)/(X + A1)? é limitada inferiormente em
A:=(A>0,A > 0), obtemos a afirmagao.

Como L(A + A1) := K(A\ A1) — K3(\ A1) é de grau dois, existe
uma constante D > 0 tal que L(A + A1) < (A + A\1)? em A. Logo
KA\ A) >C.A+XM)2—=DA+X)2=C.P3(d—1)>—D.p*d—1)?
ou seja, K(A, A1) > 0 se d é suficientemente grande. Isto prova o
corolario. O

Observagao 4.2.2. Dados S = pxd/dx+qyd/0y+r20/0z, S # R,
p,q,r € N, mde(p,q,7) =1, e X tais que [S,X] =AX e F(5,X) €
SK(3,d + 1), vamos denotar por Af(3;p,q,r;d, ) a componente ir-
redutivel de Fol(3,d+1) que contém F (S, X). O teorema 4.1 implica
que Af(3;p,q,r;d, \) é o fecho em Fol(3,d+ 1) do seguinte conjunto

{®*(F(S,Y))| [S,Y] =AY , F(S,Y) € SK(3,d+1)e & € Aut(P?)} .

Por outro lado, os corolarios do teorema 4.2, mostram que o exis-
tem vérias componentes deste tipo : Af(3;d*> +d+1,d+1,1;d,—1)
(Klein-Lie), Af(3;3,2,1;2,1) = Af(3;3,2,1,2) e Af(3;3,2,1;3,3)
(corolério 4.2.4).

Particularmente, a componente de Klein-Lie Af(3;3,2,1;1,—1) C
Fol(3,2) serd revisitada na segéo 5.2.
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4.2.2 Outras componentes provenientes de agoes.

Nesta se¢ao veremos algumas componentes de Fol(n,d) que provém
de agoes em C™, n > 4. Comecgaremos com uma conseqiiéncia do
teorema 5. Seja Z uma componente irredutivel de Fol(n, k). Dado
m > n defina PBL(m,Z) = {®*(F)|F € T e &: P"— — P™ é
racional de grau um}. Note que PBL(m,Z) C Fol(m, k).

Proposicao 4.2.2. Seja T uma componente irredutivel de Fol(n, k)
como mo teorema 5, isto €, tal que a folheacdo tipica € definida em
coordenadas homogéneas por ) = igix,...ix, ,Vn, onde v, = dzp A
.. Ndzy e cod(sing(dQ)) > 3. Para todo m > n, PBL(m,Z) é uma
componente irredutivel de Fol(m, k).

Prova. Seja T C TFol(n,k) uma componente irredutivel como
acima, isto é, tal que se F é um ponto liso de Z entao F é definida
em coordenadas homogéneas por ) = ip ix,...ix, ,Vn, sendo R,
o radial em C"™! e X; campo homogéneo em C"*! de grau d;,
1<j<n-—1. Nocaso, gr(F) =k =dy + ... + dy—1. Como vi-
mos no lema 4.1.2 da segao 4.1.2, existem campos homogéneos em
C"t Vh,..., Y, tais que d2 = iy,..iy, v, e gr(Y;) = dj. Se-
jam ®: P"™— — P™ uma aplicagao racional de grau um e posto n e
¢: C™tt — C*HL tal que 1T, 0 ¢ = ® o II,,. A folheagio ®*(F) é
representada em coordenadas homogéneas pela forma Q* := ¢*(02).
Coloquemos v,,, = dzg A ... AN dz,,.

Lema 4.2.2. Na situacdo acima, vale o sequinte :
(a). cod(sing(d2*)) > 3.

(b). FEzistem campos constantes vi,...,Um—n € campos homogéneos
Yi,.., Yoot em C™ L tais que gr(Y;) =d;j, 1<j<n-—1, e

A = iy, i, i, iy VUm (4.19)

Em particular, (k + 2)Q* = iRy Gvy - Bvyy iy, by, Vm, Onde
R,, € o radial em C™*1,

Reciprocamente, suponhamos que Q} é uma 1-forma homogénea que
representa uma folheagdo F1 € Fol(m, k) em coordenadas homogéneas
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e que d¥] = Gy, dw, iz iz Vm, ONdE Wi, ..., Wyn_p SGO cam-
pos constantes e Zu, ..., Zn_1 sdo homogéneos com gr(Zj) =d;, 1<
Jj<n—1, ecod(sing(dQ})) > 3. Entdo existem campos homogéneos
21y Dy em C*" comgr(Z;) =d;j, 1 <j<n-1,ey: C" —
C"*L tais que Qf = ¢*(1), onde Qy € integrdvel e (k + 2)Q; =
1R, 12,12, 1 Vn-

Prova. Como ® tem posto n, ¢: C™*! — C"*! tem posto n + 1.
Logo existem coordenadas homogéneas z = (2g,..., z,) € C™t1 e
(20, ..., zn) € C™F! tais que @(20, ..., 2m) = (20, ..., 2n). Coloquemos
Y, = Z?:o fej(z)dzj, onde fe,..., fin sdo homogéneos de grau dy,
1 < /¢ < n—1. Definamos campos homogéneos 172 de grau dy em C™*1
por Y;(z) = Z?:o £t (20, -y 2n) dz;. Vemos entdo que D¢(2).Yy(z) =
Yi(p(2)), 1 < ¢ < n—1. Colocando v1 := 0/0zn11yyVUm—n =
0/0zp, , temos

2
. . . . _ n?-1 . _ .
Gy v, dy,ly  Vm = (1) iy, iy (dzo Ao Ndzy)

como o leitor pode verificar diretamente. Por outro lado, se wq,wsy €
C™*!, temos

iwliwzi}"/l(z)...i{,—n_l(z)(dZo VANPYAN dzn) =

= iD(ﬁ(wl)iqu(wz)in(qb(z))'"iYn,l((p(z))(de JARAN dxn) =
= dQy(z) (DP(w2), Dp(w1)) = (¢ (d2)): (w2, w1) -

Logo, ¢*(dQ) = (—1)”2_1ivl...ivﬂhni};l...if,n_lum. Isto implica (b).
A prova de (a) é deixada para o leitor. Provemos a reciproca.
Suponhamos que d€)] = iy, ...tw,, ,01, onde oy =iz .iz  Upm.
Como (k4 2)Qf = ig, dQt e QFf # 0, obtemos dQ; # 0. Logo,
W1, .., Wm—n SA0 linearmente independentes e, apés uma mudanca
de coordenadas linear em C™*!, podemos supor que w; = 8/92,11,
oW, = 0/02p. Como iy, dQ); = 0, da integrabilidade, obtemos
que iy, = 0 e Ly, (Q]) = 0. Isto implica que Qf sé depende
das varidveis (zo, ..., zn), isto é, Qf = Z?:o fi(z0, ..., zn) dzj. Em
particular, dQ2} s6 depende de (zo, ..., z,). Tomando (zo, ..., 2m) =
(204 vy 2n), temos 2 = ¥*(Qy), onde 3 = Z?:o fj(z)dz;. Coloque-
mos Z; = > i0 9¢j(2)0/0z; e definamos Zy = > im0 9¢j(2)0/0z;,
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1</<n-1. Como w; = B/anﬂ-, 1 < j <m — n, obtemos
dQy = iwl...iwm_nizl...izn_l Vi, - (4.20)

Como Z; é polinomial homogéneo de grau d;, podemos escrever
ZZ =Wi+znp1Vie+ .o+ 2mVimne, 1<€<n—1,

onde os coeficientes de W, s6 dependem de (2o, ..., 2n) € Vi, ooy Vin—ne
s@o polinomiais. Por outro lado, como d2} s6 depende de (2o, ..., 2,),
a relagdo (4.20) implica que dQ = iy, ..., _, Wy --iw, _1 Vm- LOgO,
como na prova de (b), existem campos homogéneos Z1, ..., Z,_1 em
C*! tais que gr(Z;) = dy, DY.W;, = Zyotp e dy = iz,...iz, Vn.
Deixamos os detalhes para o leitor. O
Voltemos & demonstracao da proposicao 4.2.2. Pelo lema 4.2.2; ex-
istem campos constantes vy, ..., U, € cAMpos homogéneos 171, ey 17”,1
tais que ¢*(dS2) = dV* = iy, ...10m_niy, .0y, Vm- Seja (27)ie(c0)
um germe de familia holomorfa de 1-formas tal que Qf = Q* e 2} rep-
resenta em coordenadas homogéneas uma folheagdo F; € Fol(m, k).
Pelo teorema 5, existem germes de familias holomorfas de campos
homogeneos viy, ..., Um_nt, Yi¢seos Yno1¢, t € (C,0), tais que v;¢ é
campo constante em C™*1, 1 < j<m—mn, gr(Y;;) =d;, 1 <i <
n—1, e d =iy, .00, ,,ly,, iy, ,,Vm- Pela reciproca do lema
4.2.2, existem germes de familias holomorfa de campos homogéneos,
Yit,-,Yn_1¢,t € (C,0), em C**! e um germe holomorfo de aplicagao
de grau um ¢, : C™T1 — C"*t1 ¢ € (C,0), tais que QF = ¢} (Q), onde
1

dQ = iy,,...%y, _, ,Vn, OU seja Q; = k_+2iRnth € Z. Isto prova que

PBL(m,Z) é uma componente irredutivel de Fol(m, k) |

Definicao 4.2.3. Dados m > 3, p,q,r,d € N, com mdc(p,q,r) = 1,
e X € Z, tais que Af(3;p,q,7;d,\) # 0, defina Af(m;p,q,7r;d,\) =
{o"(F) | F € Af(3ip,q;m5d, ), ¢: P — = P, gr(¢) = 1}.

Coroldrio 4.2.6. Se Af(m;p,q,r;d,\) # 0 entdo € uma componente
irredutivel de Fol(m,d + 1).

Em seguida veremos outras componentes que ndao sdo como no
corolédrio 4.2.6. Estas componentes sao geradas por agoes de grupos
de Lie em C"*1.
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Exemplo 4.2.1. Seja G uma sub-dlgebra de Lie de SL(n + 1,C).
Suponha que G é gerada por campos lineares X1, ..., X;,_1 tais que o
conjunto £d(G) := {p € C"™1 | X1(p) A ... A Xp,_1(p) = 0} tem codi-
mensao > 2. Neste caso, existe uma folheacao F(G) € Fol(n,n — 1)
definida em coordenadas homogéneas por Qg := irix,...ix, _,Vn-
Considere a aplicagdo Ezp: G — Aut(C"t1) dada por Exp(X) =
eX = Z;io %Xj. O conjunto G := Ezp(G) é um sub-grupo imerso
em Aut(C"*1), de dimensdo n—1, em geral ndo fechado. Por um teo-
rema classico de grupos de Lie, existem um grupo de Lie simplesmente
conexo H, de dimensdo n—1, e um homomorfismo ®: H — G, o qual
é uma aplicacao de recobrimento. Isto permite definir uma acao de
U: H x C"*! — C"*! por ¥(h,2) = ®(h).z. Esta agao induz uma
outra ¢: H xP" — P™ dada por 9 (h, [z]) = [¥(h, z)], onde [z] denota
a reta complexa de C"*! que contém z # 0 e passa pela origem. Note
que as 6rbitas de dimensdo n — 1 desta acdo sdo as folhas de F(G).

Proposicao 4.2.3. Nas condigoes do exemplo 4.2.1, suponha que
F(G) satisfaz as hipdteses do teorema 5. Seja Z(F(G)) a componente
irredutivel de Fol(n,n — 1) que contém F(G). Entdo para todo ponto
liso Ho € Z(F(G)), existe uma sub-dlgebra de Lie G(H,) C L(n+1,C)
de dimensdo n — 1 tal que H, = F(G(H,))-

Prova. Seja ), uma 1-forma homogénea que representa H, em
coordenadas homogéneas. Pelo teorema 5, existem campos de grau
um Zy, ..., Zn—1 tais que dQ, =iz, ...iz, ,Vn. O sistema Z1,..., Zp_1
é involutivo, logo

n—1
[Z“ZJ]:Z CLijTZ»,- ,1<i<ji<n—1.
r=1
Como os campos Zj:, sao lineares, os coeficientes a;;, sdo constantes,
logo G(Ho) :=< Z1, ..., Zn—1 > é uma algebra de Lie. O

Exemplo 4.2.2. Para n > 3, defina
" d
Xno1= ;Ai e Zi:&' =0

. ) (4.21)
Xk:ZZi_;'_ka 5 k‘:l,,n—Q
i=0 ¢
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Nao é dificil ver que [X;,X;] =0se 1 < i< j < n—2 (verifique).
Por outro lado, [X,_1,Xx] = Z?:_ok(AHk — i) 2i410/0z;.  Logo,
se escolhermos A; = i + Mg, temos Ay — Ay = k e [Xp—1, Xi] =
kXk, 1 <k <n-—2. Neste caso, § =< Xy,...,X,,_1 > é uma
dlgebra de Lie e a condigdo ), A\; = 0 implica que A\g = —n/2.
Logo, Q = igix,...ix, _,v define em coordenadas homogéneas uma
folheagdo F(G) € Fol(n,n — 1). Podemos calcular dQ? utilizando a
férmula (4.3). Ela nos fornece dQ = ix,...ix,_,iz v, onde

(n—-1Dn-2)
2

Z = R+ (D" (n+1)X, 1,

como o leitor pode verificar. Note que Z = Z?:o pj 2;0/0z;, onde
i # 0,0 <j <n. Segue de (4.21) que, se (zn—2, 2Zn—1, 2n) 7 (0,0,0)
entdo os vetores Xi(z),...,Xn_1(2),Z(z) sdo linearmente indepen-
dentes. Logo sing(dQ) C (zn—2 = p—1 = x, = 0) e Q satisfaz as
hipéteses do teorema 5.

Observagao 4.2.3. Sejam G a algebra de Lie do exemplo 4.2.2 e
F(G) € Fol(n,n — 1). E possivel provar que Z é uma comonente
rigida (veja [C-P]). No caso n = 3 esta componente coincide com
Af(3;3,2,1;1,—1), ou seja a componente descrita em (b) do coroldrio
4.2.2. Gostariamos de observar que as componentes obtidas por pull-
back linear desta, ou seja, Af(m;3,2,1;1,—1), m > 4, sdo também
rigidas. Isto é conseqiiéncia do corolario 4.2.3 e da proposicao 4.2.2.
Mais precisamente, em [C-V] prova-se o seguinte resultado :

Teorema 4.2.1. Seja F(G) a folheagdo de codimensdo um induzida
por uma sub-dlgebra de Lie G C SL(n + 1,C). Suponha que F(G)
satisfaz a hipdtese do teorema 5. Se HY(G,SL(n + 1,C)/G) = 0
entio F(G) € rigida.

4.3 Exercicios.

Ex. 4.1. Seja F uma folheacao de codimensao um numa variedade
complexa M de dimensdo n > 3. Suponha que existem n — 1 campos
de vetores meromorfos em M, Xi,...,X,_1, tangentes a F, e p €
M\ Uj(X;)oo tail que Xi(p) A... A Xpn—1(p) # 0. Prove que TF é
localmente livre.
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Ex. 4.2. Prove que se F € PBL(n,k), n > 3, k > 0, entdo exis-
tem n — 1 campos de vetores meromorfos em P, tangentes a F e
linearmente independentes num sub-conjunto aberto e denso de P™.

Ex. 4.3. Seja F uma folheagdo de codimensdo um em M, onde
dim(M) > 4. Suponha que sing(F) tem uma componente irredutivel
S de codimensao > 3. Prove que se p € S é um ponto liso de S entao
TF nao é livre em p.

Ex. 4.4. Prove que se p1 + ... + p, > 3 entdo L(n;p1,...,0r) €
S(n,p1+ ... +pr — 2).

Ex. 4.5. Prove por inducdo em g > 1 que se Zj, ..., Z; sd0 campos
de vetores holomorfos em C™ entéo

d(izl...izq V) = Z(*l)i+j+1i[Z—i,Zj]iZ1«'«iZl 7,2] I/+
i<j

—

q
j+1 .
+E YT div(Z;)ig, iz, iz, v
Jj=1

onde v = dzy A ...dzp, e div(Y') é definido por d(iyv) = div(Y)v.

Ex. 4.6. Seja 0 =iz, ...iz, v, onde Z, ..., Z,, sao campos de vetores
holomorfos em C™ 2 e v =dz; A ... A dZm+2. Prove que 6 A6 = 0.

Ex. 4.7. Sejam 74, ..., Z,, campos holomorfos num polidisco @ C
C™ tais que para todo ¢ € @ o conjunto {Z;(q),..., Zm(q)} é uma
base de C™. Seja o uma 2-forma em () que satisfaz iz iz,a = 0,
para 1 < r < s < m — 2. Prove que existe uma (m — 2)-upla de
campos holomorfos em Q, W = (W7, ..., W,,,_»), tal que

m—2
iZl...iZj_liniZj_H...iZm_QV s v=dz Ao Ndzp, .
Jj=1

Ex. 4.8. Sejam f: (C™,a) — (C*,0) um germe de aplicagdo holo-
morfa e X = f~1(0). Defina T,X := ker(Df(a)) C T,C™ ~ C™.
Prove que dim(X,a) < dim(T,X). Suponha que para todo v € T, X
existe um germe de curva holomorfa v: (C,0) — X tal que v/(0) = v.
Prove que X é liso em a e dim(X, a) = dim(To(X)).
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Ex. 4.9. Sejam g: (C% b) — (C™,a) um germe de aplicagio holo-
morfa e Y = g(C%,b). Defina T,Y = Im(Dg(b)) C C™. Prove que Y’
é irredutivel e que dim(Y) > dim(T,Y).

Ex. 4.10. Seja P;” o conjunto de polinémios homogéneos de grau
r em C™. Considere a norma [|.|| em P/ definida por [|f|| =
sup{|f(z); [2| < 1}. Dada F = (F1,.., F}), onde F; € Py, 1 <
j < k, denote por X (F) o conjunto algébrico (F = 0). Suponha que
codem (X (F)) > £, onde 1 < £ < m. Prove que existe € > 0 tal que se
G = (G1,...,Gy) sdo tais que G; € Py e [|G; — Fj|| <€, 1 <j <k,
entdo cod(X(G)) > ¢.

Ex. 4.11. Considere C"*! com as coordenadas (21, ..., znt1). Seja
Q= 21...2, Z;:1 )\jdéji, r < n+ 1. Prove que, se \; # \; para
i # j entdo cod(sing(dfY)) > 3. Conclua dai que L£(n;p1,....,pr) C
F3(n,r—2),ser <n-+1lep; =1paratodoj=1,..,r.

Ex. 4.12. Sejam S = pxd/0x + q0/0y + r20/0z e X tais que
[S,X] = XX e gr(F(S,X)) = £. Prove que existe um polinémio g
tal que S(g) = A.ge,se Y = X + ¢.5 entdo gr(Gy) = ¢ — 1.

Ex. 4.13. Seja X um campo em C3 definido por

0 0 0

X = — - .

(@,9,2) = 5-+ f(w)ay +9(@,y)5-

Prove que o fluxo de X é polinomial em (¢, z,y,z). Considere a

equacao diferencial X (G) = F com condicdo de contorno G(0,y, z) =

h(y, z), onde h é um polinémio. Prove que esta EDP tem uma tnica
solugao, a qual é polinomial.

Ex. 4.14. Sejam S = 3x0/0x +2y0/0y + 20/0z, X) = (ay* +
b22)0/0x + (cx + dyz)0/0y + (ey + f22)0/0z, N € {la: ...: f] €
PC|b+d+2f = 0} :== A. Coloque wy = igix,v. Seja F(\) a
folheacdao de P? que é representada na carta afim C?* C P2 por wy.
Prove que existe um conjunto algébrico B C A tal que se A ¢ B
entdo F(A) possui trés singularidades simples, duas nilpotentes do
tipo [1 : 2 : 3] e a outra semi-simples. As outras singularidades de
F(A) s@o de Kupka.



Capitulo 5

Folheacoes de graus um
e dois.

Neste capitulo classificaremos as componentes irredutiveis de Fol(n, 1)
e Fol(n,2), n > 3. Veremos que para todo n > 3, Fol(n,1) possui
duas componentes irredutiveis e Fol(n, 2) seis.

5.1 Componentes de Fol(n,1).

O objetivo desta se¢do é provar o seguinte resultado, cuja prova orig-
inal foi dada por Jouanolou em [J].

Teorema 6. Para todo n > 3, Fol(n,1) possui duas componentes
irredutiveis : R(n;1,2) e L(n;1,1,1).

Prova. Nos teoremas 3 e 4 provamos que R(n;1,2) e L(n;1,1,1)
sao componentes irredutiveis de Fol(n, 1). Para provar que Fol(n,1) =
R(n;2,2)UL(n;1,1,1), utilizaremos a proposicao 1.4.3 da se¢ao 1.4.3.
Seja F € Fol(n,1). Vamos supor que cod(sing(F)) > 2. Segundo a
proposicao 1.4.3, existe um mergulho linear ®: P? — P™ em posicao
geral com F. Seja G := &*(F) € Fol(2,1).

Lema 5.1.1. Qualquer folheacao G € Fol(2,1) pode ser definida por
uma 1-forma meromorfa fechada.

158
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Prova. Seja G € Fol(2,1). Em coordenadas homogéneas, podemos
definir G por uma forma Q = ig,ir (dzo A dz1 A dzz), onde Rz é o
radial em C? e L é um campo homogéneo de grau um. Apds uma
mudanca linear de coordenadas em C3, podemos supor que L est4 na
forma canoénica de Jordan. Temos trés possibilidades :

(1) L =X\ zof)/f)zo + A\ 218/821 + Ao 228/822, )\j c Ce N\ 75 0
para algum ¢ = 0,1, 2.

(ii). L =X R3+ Zla/azo + 228/821, Ao € C.

(111) L =X ((Zo + 21)3/820 + 218/821) + Ao 228/822, Ao, A2 € Ce
Mo 2 0.

No caso (i), obtemos Q = pg 21.22 dzo + 1 20.23 dz2 + 2 20.21 dza,
onde pg = A1 — Ao, 1 = Aa — Ag e 2 = Az — A1. Neste caso, a forma
logaritmica 1 := >,_o p 7231 satisfaz ig,n = 0, logo induz uma 1-
forma meromorfa fechada logaritmica em P2, a qual denotaremos
também por 7. A forma n define G.

No caso (ii), temos Q = 22 dzg — 21.22 dz1 + (23 — 20.22)d22. Seja
F = (229.22—2%)/22. Um célculo direto mostra que Q = 23(2z0.22 —
zf)% Logo F' é uma integral primeira de . Em particular, G é

2
definida pela forma fechada n = ﬂ = % -2 %.
N 1
No caso (iii), vem que Q = pq 22(20 dz1 — 21 dzg) + Ag 21 (21 dza —

zadz1), p1 = Ao — A2. Colocando « = 1/ Ao, temos

1 0 dZQ dZ1

(67
7’]ZZ>\—2 :—————2(21d20—20d21):
02122 Z9 z1 21

= dz—zj - dz—zll — d(a.z9/7z1). Como ig,n = 0, esta forma induz uma
forma fechada em P? que define G em P? \ (1) 0. O

Seja E := ®(P?) ~ P2. Pelo lema 5.1.1, a folheagao G = Flg
pode ser definida por uma 1-forma fechada 7. A proposicao 3.1.1 da
se¢do 3.1 implica que ) pode ser estendida a uma 1-forma meromorfa
fechada 8 em P™, que define F. Pela proposi¢dao 1.2.5 da segao 1.2

podemos escrever

k
df; g
9_2% fj 11—f£“”
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residuo de 0 em

> (ry = 1) gr(fy)-

onde 71, ..., > 1, (0)oc = (fi*..fiF =0), A; é
):

(fi=0),1<j<k >, A-gr(f;) =0egr(g
Colocando g; := f;|g e h := g|g temos

ko dg; h
77—9|E—j§:1 A +d(gr1_1 grk—l).

J 1 YL

Comparando com as expressoes de 7 obtidas no lema 5.1.1, temos o
seguinte, de acordo com o caso :

Caso (i). Neste caso, 0|g =n = Z? 1 ,LL] -+~ Como os polos de 7
sdo de ordem um, temos r; = ... = 1 = 1, ou seja, g = 0. Além disto,
2<k<3. Sek=3entao gr(g;) =1e podemos supor que g; = z;j,
1 < j < 3. Em particular, gr(f;) = 1,1 < j < 3. Comparando os
residuos, obtemos que A; = pj, 1 < j <3. Logo, F € £(n;1,1,1).

Se k = 2 entao § = )\1 dfl +/\2 de , sendo Ay gr(f1)+ X2 gr(fz) =0.
Em particular, obtemos )ng% + )\ —952@ = 2?21 ,uj%?. Isto implica
que g1.g2 = 21.22.23, ou seja, gr(g1) = 2 e gr(gz) = 1, ou vice-
versa. Supondo que gr(g1) = 2 e gr(ga) = 1, temos gr(fi1) =2 e
gr(f2) = 2, logo A\a/A\; = —2. Portanto, fi/fs é integral primeira de
FeFeR(n;1,2).

Caso (ii). Neste caso, n tem polos de ordem um e dois residuos
distintos. Isto implica que o mesmo é verdade para 6. Logo k = 2,
ro = r1 = 1, e podemos supor que g; = 22022 — 23, go = 22, \g = 1 e
A1 = —2. Logo gr(f1) =2, gr(f1) = 1 e f1/f3 é integral primeira de
F. Portanto, F € R(n;2,1).

Caso (iii). Neste caso, n = dZQ - dz—zll —d(a.z9/21), logo g|lg = a.zo
e podemos supor que g; = 23 € 92 = 21, 0 que acarreta 1y = 1, ro = 2,
gr(f1) = gr(f2) = 1. Finalmente, vimos na observacao 3.3.1 da segéo
3.3, que F € L(n; gr(f1),gr(f2),p), onde p = (r1 — 1)gr(f1) + (r2 —
Dgr(f2) =1, ouseja, F € L(n;1,1,1). O

Observagao 5.1.1. E relativamente ficil calcular as dimensoes de
R(n;1,2) e L(n;1,1,1), j& que temos parametrizagoes especificas
destas componentes. Por exemplo, dim(R(n;1,2)) = n?+n —2e
dim(L(n;1,1,1) = 3n + 2. Deixamos estes cdlculos como exercicio
para o leitor (veja o Ex. 5.1). No entanto, um problema bem mais
dificil, e que até o momento estd em aberto, é calcular o grau destas
componentes.
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5.2 Componentes de Fol(n,2).

O objetivo desta secdo é demonstrar o seguinte resultado, cuja prova
original foi dada em [Ce-LN 1] :

Teorema 7. Para todon > 3, Fol(n,2) possui seis componentes irre-
dutiveis : R(n;2,2), R(n;1,3), L(n;1,1,1,1), L(n;1,1,2), PBL(n,2)
e Af(n;1,2,3;1,—1) (componente excepcional).

Prova. J& vimos nos capitulos anteriores que R(n; 2,2), R(n; 1, 3),
L(n;1,1,1,1), L(n;1,1,2), PBL(n,2) e Af(n;1,2,3;1,—1) sdo com-
ponentes irredutiveis de Fol(n,2). Vamos provar que Fol(n,2) é a
uniao destas componentes.

Seja F € Fol(n,2). Vamos supor que cod(sing(F)) > 2. Como
na prova do teorema 6, a idéia é considerar um 2-plano E em posigao
geral com F. Dado p € P\ sing(F), por abuso de linguagem, vamos
denotar por T,F o (n-1)-plano de P™ que passa por p e é tangente
a F em p. A dificuldade aqui é que, diferentemente do caso de grau
um, nem toda folheacdo de grau dois em P? pode ser definida por
uma, forma meromorfa fechada. Temos duas possibilidades :

(I). Existe p € P"\ sing(F) tal que T, F contém um plano E ~ P?
com p € E, o qual tem uma tangéncia ndo degenerada (de
Morse) com a folha L, de F em p.

(IT). Para todo p € P\ sing(F) e todo plano E C T,F, com p € E,
a tangéncia de L, com E é degenerada. Uma folheacdo que
satisfaz esta propriedade serd chamada de folheacdo de Monge-
Ampére.

Caso (I). Fixemos uma carta afim z := (z1,...,2,) € C* C P™ tal
quep=0e€C", T,FNC" = (z, =0) e ENC" = (z3 = ... =z, = 0).
Neste caso, podemos parametrizar uma vizinhanca U de p = 0 em L,
por z := (Z1,...,Zn-1) — (2,0(2)), onde ¢: V' — C é holomorfa, V
vizinhanga de 0 € T, F, ¢(0) = 0 e D$(0) = 0. O jato de ordem dois
de ¢ em 0 é da forma j%(¢,0)(x) = > i<ij<n_1@ijT;-T;. Dizer que
E tem tangéncia ndo degenerada com L, em p é equivalente a que
a forma quadrética Q(x1,xs) := Z1§i,j§2 a;;x;.z; seja ndo degener-
ada. Por outro lado, como p ¢ sing(F), F tem uma integral primeira
holomorfa local, digamos f: W — C,0 € W, tal que df(0) #0e (f =
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0)NW C L,. Como a vizinhanga U C L, é dada por (z, — ¢(z) = 0)
e flunw = 0, pelo teorema da divisdo de Weierstrass, o germe fg de f
em 0 pode ser escrito como fo(2, %) = (£, — (2)).u(2), onde u(0) #
0. Portanto, fo|gnw (21, 22) = —¢(x1, 22,0, ...,0).u(z1, 22,0, ...,0) :=
g(z1,22). Logo, j2(folenw) = u(0).Q(z1,z2), ou seja, é ndo degen-
erado. Em particular, F|g tem uma singularidade em p =0 € E e
uma integral primeira local com uma singularidade de Morse em 0.

Definigao 5.2.1. Dizemos que uma folheacio G em P? possui um
centro em q € P2 se q € sing(G) e G possui uma integral primeira g
numa vizinhanca de ¢ tal que g é uma singularidade de Morse de g.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o 2-plano F
estd em posicdo geral com respeito a F. De fato, como o con-
junto de 2-planos em posicao geral com F é denso, para todo € >
0, existe um mergulho linear 1: C?2 — C", da forma (z;,7s) =
(21,2, h(z1,22)) € C2 x C"2 tal que ||h|| < € e Ep, := 9(C2) esta
em posicao geral com F. Neste caso, se € é sufientemente pequeno, a
fungao f|g,nw € uma integral primeira local de F|g, e possui uma
singularidade de Morse num ponto g € E, N W (verifique).

Portanto, existe um 2-plano E C P", em posigao geral com F,
tal que G := F|g possui um centro ¢ € E. Como E estd em posigdo
geral com F, temos G € Fol(2,2) (E ~ P?). Vamos agora utilizar
dois resultados. O primeiro, devido a Dulac, classifica as folheagbes
G € Fol(2,2) que possuem um centro ¢ € P? e uma reta ¢ invari-
ante tal que ¢ ¢ £. O segundo, prova que, se G € Fol(2,2) possui
um centro ¢ entao existe uma reta ¢ invariante tal que ¢ ¢ £. Nao
demonstraremos estes resultados, uma vez que as provas sdo pura-
mente formais, envolvendo célculos simbdlicos que serdo indicados no
proximo capitulo. A demonstracao do teorema 5.1 pode ser encon-
trada em [Du] e a do teorema 5.2 em [Ce-LN 1].

Teorema 5.1. Seja G € Fol(2,2) tal que G possui um centro q € P?
e uma reta £ invariante tal que g ¢ £. Entdo G pode ser definida
por uma 1-forma meromorfa fechada. Além disto, se C2 C P? ¢ uma
carta afim, tal que £ € a reta do infinito de C?, entdo a forma fechada
n que representa G pode ser escrita de uma das maneiras abaizo :

(a). n = dh, onde gr(h) = 3.
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(b).nzzsz A %L onde \; € C* egr(f;)=1,1<j5<3.

(c). n =X\ gft + Ay %17 onde A\, A2 € C*, gr(f) =1 e gr(g) = 2.

(d). n 2521 Aj dejL +dg, onde gr(g) =1, \; € C* e gr(f;) =1,
1

i<2.

IA

(e). n = Z?:l Aj %7 +d(g/f1), onde A1, A2, f1, f2,9 sGo como em
(d).

(f)- n="%+d(g/f?), onde gr(f) =1 e gr(g) = 2.
(9)- n="4% +d(g/f), onde gr(f) =1 e gr(g) = 2.
(h). n="4% +dg, onde gr(f) =1 e gr(g) = 2.

(i). n="%+df, onde gr(f) =1 e gr(g) = 2.
(j)- n=3% — 24 onde gr(h) =3 e gr(g) = 2.

Teorema 5.2. Seja G € Fol(2,2) tal que G possui um centro q € P2.
Entao G possui uma reta invariante £ tal que q ¢ £.

Em particular, os teoremas 5.2 e 5.1 implicam que G é definida
por uma 1-forma meromorfa fechada n. Escrevendo 7 em coordenadas
homogéneas, obtemos o seguinte :

Corolario 5.2.1. Se G € Fol(2,2) possui um centro entdo G pode
ser definida em coordenadas homogéneas por uma forma fechada n
de um dos sequintes tipos :

(A). n=d(H/F?), onde gr(H) =3 e gr(F) = 1.

(B),n:Z?Zl/\]dlf”,onde/\ eC* gr(F;) =1,1<j<4, e

22 =0.
(C). n= Zj 1 JTL’ onde \j € C*, 1 <j <3, gr(F1) =gr(Fr) =
1 gT(Fg)—2€)\1+)\2+2)\3—0

(D). n = °2_ 0% 4 d(G/Fs), onde gr(G) = 1, gr(Fy) = 1,

j=1 -

1§j§3,>\1,/\2€(c;/\3€Cezj>‘j:0'
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(E). n= 40— 222+ d(G/F}), onde gr(Fy) = gr(Fs) = 1 e gr(G) =

N3

(F). n = dF1 - % + d(G/Fy.Fy), onde gr(Fy1) = gr(Fy) = 1 e
gr(G) = 2.

(G). n=9E—24L L 4(F, /F), onde gr(F) = gr(F1) = 1 e gr(G) = 2.
(H). n= SdG 248 " onde gr(H) =3 e gr(G) = 2.

A prova consiste em homogeneizar os polindmios que aparecem
nos diversos casos do teorema 5.1, isto é, substituir (z, y) por (z/z,y/z)
nestes epolindomios. Os detalhes sdo deixados para o leitor. Gostariamos
apenas de destacar a correspondéncia entre os casos no teorema e no
coroldrio : (a) <= (A), (b) < (B), (¢) <= (C), (d) e (¢) —
(D), () e (h) < (E), (8) < (F), () < (G)e(j) < (H).

A idéia agora é utilizar a mesma técnica da prova do teorema 6.
Pela proposicao 3.1.1, n pode ser estendida a uma 1-forma meromorfa
fechada 6 que define F em P". Podemos escrever

0 = Zug L d(g/ Y (5.1)

onde, 7 > 1, 330 pj.gr(f;) =0, 55 > 1 e gr(g) = > ;(s; — 1)gr(f;).
Comparando os residuos e os divisores de polos de 6 e de n = 0|g, de
acordo com o caso no corolario 5.2.1, obtemos o seguinte :

Caso (A). r = 1 e 0 = d(g/f}), onde gl = H, filg = F,
gr(g) = 3 e gr(f1) = 1. Neste caso, g/fi é integral primeira de F e
FeR(mL,3).

Caso (B). Neste caso 2 < r < 4. Se r = 4, podemos supor
que filg = F;, 1 < j < 4, o que acarreta p; = A;, 1 < j < 4,
e F € L(n;1,1,1,1). Se r < 3 uma ou mais das curvas fj|g é
redutivel, podendo ter grau dois ou trés. Conforme o caso, temos :
r = 3 e podemos supor que f;|g = F}, j = 1,2, e que f3|g = F5.Fy.
Isto acarreta p; = Aj, 7 = 1,2, e u3 = A3 = Ay. Obtemos que
F € L(n;1,1,2). Se r =2, temos duas possilidades : 1*. f; tem grau
um e fy grau trés, sendo f1|g = F1 e f2|p = F>.F3.Fy (por exemplo).
Isto implica que g3 = A1 e p2 = Ay = A3 = Ay = —A1/3. Obtemos
F € R(TL,].,?)) 29, f1|E = F1 FQ, f2|E = F3 F4, M1 = )\1 = AQ (§]
ta = A2 = A3, 0 que acarreta 6 = ,ul(—L —L) e F e R(n;2,2).
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Caso (C). Neste caso, r € {2,3}. Ser = 3 temos 0 = 2?21 udei?,
onde podemos supor que fj|lg = Fj, 1 < j < 3, o que acarreta
Hj = Aj? .7 = 1?2?37 € gr(fl) = gr(fQ) = 1? gr(f3) = 2. Obtemos que
F € L(n;.1,1,2). Ser = 2, uma das curvas f;|g é redutivel. Com um
argumento andlogo ao do caso anterior obtemos que F € R(n;2,2)
ou F € R(n;1,3). Deixamos os detalhes para o leitor.

Caso (D). Neste caso, r € {2,3}. Ser = 3 temos § = Z?:l 1 def—i—
d(g/fs), onde g|g = G e podemos supor que fij|lg = Fj, j = 1,2,3.
Isto acarreta p; = Aj e gr(f;) =1, j = 1,2,3. Como s1 = s3 =
1 e s3 = 2, obtemos da observagao 3.3.1 da secdo 3.3 que F €
L(n; gr(gr(fi), gr(f2),gr(fs),p), com p = 3 :(s; — Lgr(f;) = 1.
Logo, F € £(n;1,1,1,1). Se r = 2, uma das curvas f;|g é redutivel.
Como n = 2?21 )\j%} + d(G/F3), a curva (F3 = 0) é um polo
de ordem dois e grau um de 7, logo, podemos supor fi|g = F5 e
que (0)oo = fZ. Obtemos fao|lg = F».Fs e gr(fa) = 2. Neste caso
0= 2% — % +d(g/f1). A observagao 3.3.1 da secdo 3.3 implica que
F € L(n;1,1,2), como o leitor pode verificar.

Caso (E). Como os residuos de 71 sao distintos, o mesmo é verdade
para 6, logo r = 2. Podemos supor que f;|g = Fj, j = 1,2. Logo,
gr(f;j) =1, 5 = 1,2. Levando em conta o divisor de polos (7)o,
obtemos s1 = 3, s =1ef = Qf% - 4% +d(g/f?), onde g|z = G.
Logo gr(g) =2 e gr(f1) = gr(f2) = 1. Obtemos da observacao 3.3.1
da segdo 3.3 que F € L(n;1,1,2).

Caso (F). Como no caso anterior, r = 2 e podemos supor que
file = Fj, j = 1,2. Logo, gr(fi1) = gr(f2) = 1. Comparando os
divisores de polos, obtemos s; = s; =2 ¢ 0 = % — % +d(g/f1-f2),
onde gl = G e gr(g) = 2. A observagdo 3.3.1 da sec¢do 3.3 implica
que F € L(n;1,1,2).

Caso (G).r=2,81=2,80=1e0= % 72% +d(g/ f1), onde
file =G, f2|lp = F e g|g = F1. Logo, F € L(n;1,1,2).

Caso (H). Comparando 6| g com 6 obtemosr =2ef = 3%172%2,
onde fi|g = G e fa2|p = H. Neste caso, gr(f1) = 2, gr(f2) =3 ¢
® = f2/f2 é uma integral primeira de F. Veremos em seguida quais
as possiveis expressoes para fi e fy, mddulo automorfismo de P™.

Seja 2 uma 1-forma em C"*! que representa F em coordenadas
homogéneas e coloquemos w = f1.f2.0 = 3 fadfi — 2 f1dfs. Como
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wAQ =0, devemos ter w = £.Q), onde £ é linear, ja que os coeficientes
de 2 tém grau trés e os de w grau quatro. Como 6 = ﬁﬁ é
fechada, o hiperplano (¢ = 0) é invariante por F (veja o Ex. 5.5).
Em particular, (£ = 0) estd contido em algum nivel de ®, digamos
® = ¢, que corresponde a @, := f —c.f3, se c # o0, e Dy, = f2
se ¢ = oco. Na verdade ¢?|®,, pela proposicao 1.2.4 da secio 1.2
(Darboux). Consideremos um sistema de coordenadas homogéneo
(21,22, 23, 24, -+, Znsr1) € C*T! tal que £ = z4. Temos trés sub-casos
a considerar :

Caso (H.1). ¢ = 0. Neste caso, 27| f3, logo z4|fi. Como
24| 3 fadfi — 2 fidfs, obtemos que z4| fadf;. Portanto, z4| fa, ou
24 | dfy.

Se z4 | fo, temos f1 = z4.¢ € fo = 249, onde gr(¢) = 1, gr(¢) = 2,
ed= %g‘ﬁ Em particular, % = %‘1 + 3% — 2% que é logaritmica.
Obtemos que F € L(n;1,1,2).

Se z4 | dfy entdo f; = a.2%, onde a # 0. Logo, a >.® = (;—2)2
Portanto, ¥ = % é integral primeira de F e obtemos F € R(n;1,3).

Caso (H.2). ¢ = oco. Neste caso, z4| fo. Vamos supor que z4
ndo divide f1, j4 que este caso foi estudado no {tem anterior. Como
24 |3 fadfy — 2 fidfa, vem que z4 | dfa, logo f2 = 27.¢, onde gr(¢) = 1.
Logo, %<& — 3%{1—1 —42 2% e Fe L(n;1,1,2).

3
Caso (H.3). ¢ # 0,00. Apé6s compor ® & esquerda com uma
tranformacdo de Moébius, podemos supor que ¢ = —9/8. Neste

caso, 27 |8f + 9f2. Em particular, z; divide 8f; + 97 e (8f; +
9f3)z = 6(4fF.f12, + 3f2f22,). Coloquemos g; := f;(z,=0), 7 = 1,2.
Como 24 |8f% + 9f2, temos 8g3 = —9g3. Isto implica que existe um
polinémio linear m = m(z1, 22, 23, 25, .-, 2n+1) tal que g3 = —m?/2
e go = m3/3 (verifique). Se m = 0 entdo z, divide f; e fa, caso
que ja foi considerado anteriormente. Logo, podemos supor que
m # 0. Apéds uma mudanga linear no plano (z4 = 0), podemos
supor que m = z3. Portanto existem polindmios homogéneos g e h,
com gr(g) =1 e gr(h) =2, tais que
2 3

z z
fi= 773 +z24.9g€ fo= 33 + 24.h . (5.2)

Como z4 |4f%. f12, + 3f2f22,, obtemos de (5.2) que 24| 25.9 + h (ver-
ifique). Logo, podemos escrever h = —z3.g + z4.k, onde gr(k) = 1.
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Em particular,

22 23

f1=—?+249€f2 3—332494‘2?4]f (5.3)
Temos duas possibilidades : 1%- dzgAdzyAdg = 0. 2%- dzzsAdz4Ndg #
0.

Suponhamos dzg A dzy A dg = 0. Neste caso, g = a.z3 + b.z4,
2
a,b € C. Isto implica que fi = —% + a.z324 + b.2] := ¢(23,24) €

fa= %%—a.zgzél —b.2325+22.k = (23, 24) +23.k. Se dzgAdzyNdk =
0, entdo ® s6 depende z3 e z4, logo ® = P(z3/24) € 2z3/24 é integral
primeira de F. Isto implicaria que gr(F) = 0, ji que estamos supondo
cod(sing(F)) > 2. Logo, dzs A dzy N dk # 0. Ap6s uma mudanca de
coordenadas linear, podemos supor que k = z3 e ® s6 depende das
varidveis (22, 23, 24). Isto implica que F € PBL(n,2).

Por outro lado, se dzz A dzy A dg # 0 entdo, apés uma mudanca
linear de coordenadas, podemos supor que g = 23, 0 que implica
fi= —&—1—22 zge fo= 3 _Z22324+Z4 k. Se dzog Ndzz Ndzy Ndk = 0,
obtemos novamente que ¢ s6 depende de (22, 23,24) € F € PBL(n,2).
Se dza Adzg Adzg Ndk # 0, apds uma mudanga linear de coordenadas,
podemos supor que k = z;. Neste caso, temos

(2024 — 23/2)3

b =
(2123 — 202324 + 23 /3)?

(5.4)

Como o leitor pode verificar, neste caso, ® coincide com a inte-
gral primeira de (b) do coroldrio 4.2.2 da segdo 4.2.1. Logo F €
Af(n;1,2,3;1,—1). Isto termina a prova do caso (I).

Caso (II). F é de Monge-Ampére. Por motivos técnicos, vamos
dividir a prova em dois casos : n =3 en > 3.

Caso n = 3. Precisamos de dois lemas. A fim de nfo interromper
a demonstracao do teorema, daremos a prova do primeiro lema no
final. O resultado a seguir é essencialmente devido a Gauss.

Lema 5.2.1. Se F ¢ uma folheacdo de Monge-Ampére em P? entdo
todas as suas folhas sdo superficies regradas. Além disto, se L € uma
folha de F entao temos tres possibilidades :
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(a). L é um plano de P®. Neste caso, diremos que L é uma folha
planar.

(b). L é um cone (ndo planar) sobre um ponto q € P3, isto é, todas
as retas da regragem, contidas em L, passam por q. Neste caso,
diremos que L € uma folha conica com vértice em q.

(c). Existe uma curva algébrica T C P3, ndo planar, tal que L € a
superficie regrada gerada pelas retas tangentes a I'. Neste caso,
T C sing(F) e L ¢ algébrica. Diremos que L é gerada pelas
tangentes a curva L.

Lema 5.2.2. Seja F € Fol(3,k), k > 0, uma folheagcdo de Monge-
Ampére. Entao, ou bem, F € PBL(3,k), ou bem F tem uma inte-
gral primeira racional ®, a qual em algum sistema de coordenadas
homogéneo pode ser escrita como

zP(x,y) + Q(z,y)
w P(z,y) + R(z,y) ’

@(m,y,z,w) = (55)
onde P,Q, R sao polindmios homogéneos com gr(P)+1 = gr(Q) =
gr(R) :=¢.

Prova. Temos duas possibilidades :
(i). F possui uma folha L nao algébrica.
(ii). Todas as folhas de F sao algébricas.

Caso (i). Neste caso a folha L sé pode ser como em (b) do lema
5.2.1, ou seja, conica com vértice num ponto ¢ € P3. Consideremos
um sistema de coordenadas afins (v,y,2) ~ [z 1y : 2z : 1] € C?
tal que ¢ =[0:0:1:0]. Neste sistema de coordenadas as retas da
regragem de L sdo todas verticais, isto é, da forma t — (g, yo,t). Em
particular, L N C3 é um cilindro com base numa curva nio algébrica
v C C% x {0}. Seja w = Adx + Bdy + C dz uma 1-forma polinomial
que define F nesta carta afim. Dado um ponto (p,0) € v, a reta
t — (p,t) estd contida em L, logo w(p,t).0/0z = C(p,t) = 0, ou
seja, o polinémio C' se anula identicamente sobre L. Como L néo
é algébrica, obtemos C = 0, logo w = Adx + Bdy. A condigdo
de integrabildade de w nos fornece entao que ig/5.dw = 0. Como
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i9/9.dw = A.dzx + B.dy, obtemos que A, = B, = 0. Logo w =
A(z,y)dz + B(z,y)dy e F € PBL(3,k).

Caso (ii). Vamos supor que F ¢ PBL(3,k). Se todas as folhas de
F sao algébricas, entao F possui uma integral primeira racional ®,
pelo teorema de Darboux (Teorema 1.3). Escrevamos ® = F'/G, num
sistema de coordenadas homogéneo. O fecho das folhas de F sao as
componentes irredutiveis das superficies ®. := (F' —¢.G = 0). Vimos
no lema 5.2.1 que estas folhas sdo planares, conicas, ou superficies
geradas pelas retas tangentes a uma curva algébrica. Afirmamos que,
exceto por um numero finito de folhas, todas as outras sdo cones.

De fato, no caso das superficies geradas pelas retas tangentes
a uma curva algébrica v, vimos que v C sing(F). Logo sé pode
haver um numero finito destas. Por outro lado, se F possui uma
infinidade de folhas planares, devemos ter gr(F) = gr(G) = 1, ou
seja, gr(F) = 0, ja que cod(sing(F)) > 2 (veja o Ex. 5.2). Logo ®
possui uma infinidade de niveis conicos. Como estamos supondo que
F ¢ PBL(3,k), devemos ter uma infinidade de vértices para estes
cones (veja o Ex. 5.3). Seja X o fecho do conjunto {q € P3|q é
vértice de algum nivel ®., conico e irredutivel}. Afirmamos que X é
uma reta de P3.

Com efeito, suponhamos o contrario. Neste caso, existem trés
niveis irredutiveis, correspondentes a folhas L1, Lo, L3, com respec-
tivos vértices q1, g2, g3 nao alinhados. Apds uma compor ¢ a direita
com uma transformagao de Moébius e a esquerda com um automor-
fismo de P3, podemos supor que ¢; = [0:0:1:0], g2 =1[0:1:0:0],
@3=1[1:0:0:0,, L, =(F=0),Ly=(G=0)eL3=(F—-G=0).
Na carta afim (x,y,z) ~ [z : y : z : 1], estas folhas sdo cilindros, sendo
que as geratrizes de L, sao paralelas ao eixo z, as de Lo sdo paralelas
ao eixo y e as de Lj sdo paralelas ao eixo . Dai deduzimos que
F = F(z,y) (ndo depende de z), G = G(z,z) (ndo depende de y) e
F—G = H(y, z) (ndo depende de z). Como as folhas sdo irredutiveis,
temos também ¢ := gr(F) = gr(G) = gr(F — G) = gr(®). Note que
£ > 2, pois estamos supondo que gr(F) > 0. Expandindo estes
polindémios em mondmios e utilizando a relagdo F(z,y) — G(z, z) =
H(z,y), obtemos que F(z,y) = f(z) + g(y), G(z,z) = f(z) + h(z) e
H(z,y) = g(y) — h(z), onde f, g, h € C[t]. Deixamos esta verificagdo
para o leitor. Seja agora L, uma quarta folha correspondente a um
nivel conico e irredutivel ®., com vértice em ¢4, onde ¢ ¢ {0,1, co0}.
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Temos duas possibilidades : g4 € C? e ¢4 ¢ C3. Se g4 € C3, apés
uma translacio em C2, podemos supor que g4 = 0 € C3. Isto sig-
nifica que o nivel (F' — ¢.G = 0) é homogéneo, ou seja o polinémio
(1 —c¢)f(z) + g(y) — c.h(z) é homogéneo. Porém, isto implica que
f, g, h sao polindbmios homogéneos do mesmo grau £ > 2. Neste caso,
o polinémio F = f(z) + g(y) é decomponivel, contra a hipétese. No
outro caso, temos g4 = [a By 0], e as retas da regragem sao
paralelas ao vetor (a,3,7) € C?\ {0}. Em particular, o campo con-
stante V := a.0/0x + £.0/0y + 7.0/0z é tangente a L. Isto implica
que V(F — ¢.G) = ¢.(F — ¢.G), onde ¢ é um polindémio, ou seja,
(1=c)f (@) +9(y) — c.h(z) divide a(1 = ¢) f'(z) + B.9'(y) — 7-c-h' (2).
Isto sé é possivel se ¢ = 0 e neste caso, f'=0,0oug =0,0ouh’ =0,
ou seja, um dos polinémios, f, g ou h, é constante. Se f = ¢ é con-
stante, por exemplo, entdo F(z,y) = ¢+ g(y) e G(y,z) = ¢+ h(z)
tém grau um, pois caso contrario seriam decomponiveis. Neste caso,
todas as folhas seriam planares, contradigao. Portanto, X é uma reta
de P3.

Podemos supor que X = {[0:0: s:t]|[s:t] € P!} e que os niveis
F =0 e G = 0 sao irredutiveis e tém vértices em ¢ = [0: 0: 0 : 1]
e g =[0:0:1: 0], respectivamente. Neste caso, G = G(z,y),
F(z,y,z) é homogénea e gr(F) = gr(G) = £. Além disto, F, # 0,
ja que F' é irredutivel. Seja L3 uma outra folha conica com vértice
gs =[0:0:a:1], a # 0, correspondendo a um nivel irredutivel
(F—c.G =0), onde ¢ # 0. Neste caso, F —c.G = H(z,y,z—«a), onde
H é um polinémio homogéneo de grau ¢ (verifique). Em particular,
V =20/0z + y0/0y + (2 — @)0/0z é tangente a folha L3 e satisfaz
V(F —c.G)={.(F —c.G). Note que V = R3 — @.0/0z, onde R3 é o
radial. Como F' é homogénea e G = G(z,y), obtemos

L(F-—cG)=V({F —cG)=R3(F)—a.F, —c(zGs +yGy) =
=(F—aF,—c(zG,+yG,) = F,,=0. (5.6)
As relagoes em (5.6) implicam que F(z,y, z) = z.P(z,y) + Q(z,y) e
xGy+yGy—£.G = (.P,onde f = —a/c # 0 e P e () sdo homogéneos
com gr(P)=4¢—1e gr(Q) = ¢. Escrevendo G = Z?:o G;, onde G;
¢ homogéneo de grau j, obtemos da tultima relacdo que G; = 0 se

j<fl—1e—Gy_1 = B.P. Logo, G(z,y) = —B.P(z,y) + Ge(z,y).
Colocando R(z,y) := —B71.Gy(z,y), obtemos a integral primeira
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U= (2.P(z,9)+Q(z,y))/(P(z,y) + R(z,y)), a qual em coordenadas
homogéneas se escreve como em (5.5). O

Coroldrio 5.2.2. Seja F € Fol(3,2) uma folheagao de Monge-Ampére.
Valem as seguintes propriedades :

(a). Se F possui uma folha nao algébrica entio F € PBL(3,2).

(b). Se todas as folhas de F sao algébricas e F ¢ PBL(3,2) entdo
FeR(3;2,2).

Prova. Suponhamos que F ¢ PBL(3,2). Neste caso, pelo lema
5.2.2, F tem uma integral primeira do tipo ® = F/G, onde F =
z.P(m,y)JrQ(x,y), G = w.P(z,y)+ R(z,y) sdo irredutiveis e P,Q, R
s@o polinémios homogéneos com gr(P) =£¢—1 e gr(Q) = gr(R) = £.
Seja 2 uma forma integravel com coeficientes homogéneos de grau 3
que define F em coordenadas homogéneas. Podemos escrever F' dG —
GdF = H.Q), onde H é homogéneo de grau 2¢ — 4. Afirmamos que
H é uma constante e que ¢ = 2.

Com efeito, caso contririo, escrevamos a decomposicao de H
em fatéres irredutiveis como H{Zlhf"_l, si > 2,1 < i< r. Pela
proposicao 1.2.4 da secdo 1.2, dado i € {1,...,7}, existe uma fibra
(F —¢;.G = 0) tal que h;* divide F' — ¢;.G. Como F e G séo irre-
dutiveis, ¢; # 0, 00. Logo, ki | (z—c;.w)P(z,y)+Q(z,y) — ;. R(x, y).
Como F — ¢;.G tem grau um com respeito a t := z — ¢;.w, qual-
quer fator nao trivial de F' — ¢;.G necessiriamente divide P(z,y) e
Q(z,y) — ¢;.R(z,y) (verifique). Como P e @ — ¢;.R sdo homogéneos,
concluimos que h; = h;(z,y) = a.x + B.y, isto é, é linear. Como
hi"|P,1<i<r, obtemos ) .s; <{— 1. Por outro lado,

2€—4:g7“(H):Z(si—l)zz:si—rgﬂ—l—r =

i

— r+£<3 Comof>2er>1,vemquer =1e{ = 2.
Porém, neste caso, temos s1 —1 =s1 —r =20 —4 =0, logo s; =1,
uma contradicao. Logo, H é constante e 2¢ — 4 = 0, ou seja, { = 2.
Portanto, ¢ = F/G, onde gr(F) = gr(G) = 2. Isto implica que
F €R(3;2,2). O

Com isto terminamos a prova do teorema no caso n = 3.
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Cason > 3. Seja F € Fol(n,2) uma folheacdo de Monge-Ampére.
Temos duas possibilidades : 1¢. Existe um 3-plano £ C P", em
posicao geral com F, tal que F|g tem uma integral primeira ® = F/G
como em (5.5), onde gr(F) = gr(G) = 2. Neste caso, pela proposigio
3.1.1, ® pode ser estendida a uma integral primeira ¥ = f/g de F,
onde gr(f) = gr(g) = 2 e obtemos que F € R(n;2,2).

2%, Para todo 3-plano £ C P", em posicao geral com F, a
folheagdo G = F|g é um pull-back linear de uma folheagdo em
P2, Neste caso, todas as folhas de G sdo conicas com vértice num
unico ponto p(E) € E. Gostarfamos de observar que esta condigdo
é vélida para qualquer 3-plano F transversal a sing(F), j& que se
p € sing(Flg) \ sing(F) entdo F|g nao pode ter integral primeira
local com singularidade de Morse em p. Em particular, o conjunto
{E € Gr(n,3) | E estd em posicao geral com F} é aberto e denso em

Gr(n,3).

Lema 5.2.3. Seja F € Fol(n,k), k > 0, uma folheagio de Monge-
Ampére. Suponha que para todo 3-plano E C P™, em posi¢cdo geral
com F, a folheagiao F|g € um pull-back linear de uma folheagdo em
P2. Entdo F € PBL(n, k).

Prova. Provemos o lema para n = 4. Fixemos dois hiperplanos
distintos de E, F C P* em posicdo geral com F, tais que p(E) ¢ F.
Em coordenadas homogéneas E e F' sdo definidos por (L = 0) e
(M =0), onde L e M sao lineares. Coloquemos E)y := (L+A.M = 0)
e B, = F. Fixemos coordenadas homogéneas [z : 1 : T3 : T3 : 4]
tais que L = w4 e L1 = mp. Na carta afim C* := (zg = 1), F é o
hiperplano do infinito, Ey = (z4 = A) e Eg = E. Seja X := {\ €
P! | E) estd em posicdo geral com F}. Pelo que vimos acima, X é
aberto e denso em C. Seja f: X — P* definida por f()\) = p(E)) €
E). Afirmamos que f é holomorfa em X e se estende a uma funcao
meromorfa em P!,

Com efeito, seja © uma forma em C® com coeficientes homogéneos
de grau k+1 que define F em coordenadas homogéneas. Se f(\) € C*,
no ponto f(\) € ExNC* = (x4 = \) a forma Q(zo=1,24=1) tem o
k-ésimo jato nulo e o k + 1-ésimo jato nao nulo. Este é o unico
ponto em (x4 = A) com esta propriedade. Estamos usando aqui
que todas as folhas de F|g, sdo cones com vértice em f(A). Logo,
f(XA) é definido por jk(Q(m:l,M:/\),p) = 0. Em particular, f é uma
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fungao é algébrica, logo meromorfa em P1. Como f(0) = p(E) ¢ F e
f(o00) =p(F) € F, f nao é constante. Em particular, o conjunto ¥ =
{f(N) | X € P} é uma curva algébrica contida em sing(F). Como Y
corta F num unico ponto, para todo A € X, obtemos que gr(Y) = 1,
logo Y é uma reta nao contida em F' e na carta afim (zo = 1) temos
fA) = (f1(A), f2(A), f3(A), A), onde gr(fi) = gr(f2) = gr(fs) =
1. Apés a mudanga de coordenadas afim (y1,y2,ys,ys) = (z1 —
f1(24), @2 — f2(24), @3 — f3(2a), 2a), podemos supor que ¥ ¢ o eixo
(y1 = y2 = y3 = 0). Isto implica que j*(Q(zy=1,2,=1),(0,0,0,)) =
0. Por outro lado, podemos escrever 2|, —1) = w + z4.a + h.dzy,
onde

3 3
w= ij(ml,mg,acg)dacj = Q(zo=1,54=0) » ® = Z a;dz; , (5.7)
j=1

j=1

gr(ag) <k, 1< <3, e gr(h) < k1. Como (2 (romt msmry F(N) =
w+A.a|(z,=1) = 0, obtemos que w é homogénea de grau k+1 e a = 0,
ja que gr(e;) < k, 1 < j < 3. Além disto, ir(w) = 0, ir(dw) =
(k 4+ 2)w, onde R é o radial em C*, j4 que w representa em C3 ~ E
uma folheacdo de P2. Em particular, Q(zy=1) = wth.dzy. Utilizando
a integrabilidade de w e de w+h.dz4, obtemos (h.dw—dhAw)Adzy = 0
(verifique). Operando com i5/g,, € depois com ig nesta relacio, obte-
mos

h.dw—dhA\w = hy,wNdzy = ((k+2)h—R(h))w = —24.hy,.w —>

R(h) — x4.hy, = (k + 2).h. Esta relacdo implica que h é homogénea
de grau k + 2, como funcdo de (z1,x2,x3), logo h = ¢(x4), onde
¢ € C[t], j& que gr(h) < k+1. Logo, dh Aw Adxs = 0, 0 que implica
h.dw AN dxg = 0. Como dw A dry # 0, vem que h =0 e Q|(5y=1) = w,
0 que prova o lema para n = 4.

A idéia da demonstragio para n > 4 é semelhante. Deixamos esta
prova como exercicio para o leitor (veja o Ex. 5.7). O

Concluimos entao que :

(I). Se F nao é de Monge-Ampére entdo F estd numa das seguintes
componentes irredutiveis de Fol(n,2) : R(n;1,3), R(n;2,2),
L(n;1,1,1,1), L(n;1,1,2), Af(n;1,2,3;1,—1), PBL(n,2).
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(IT). Se F é de Monge-Ampére entdo F € PBL(n,2) UR(n;2,2).
Isto termina a prova do teorema. O

Prova do lema 5.2.1. Fixemos uma folha L de F e p € L.
Vamos supor que L ndo é um plano linearmente mergulhado. Seja
(E,(x,y,2) € C?) um sistema de coordenadas afins em P? tal que
p=0€C3eT,FNE = (z=0). Neste caso, podemos parametrizar
uma vizinhanga de 0 = p em L como ¢(z,y) = (z,y, #(z,y)), onde
#(0,0) = 0 e D¢(0,0) = 0. Como L é ndo planar, temos ¢ Z 0 e
D?¢ # 0. Vamos supor ¢: B — C, onde B é uma bola com centro

m (0,0) € C2 Dado w, = (z,,y,) € B, defina a seguinte forma
quadratica :

Qwo) (7, k) := duu(wWo).h? + 2 Py (wo).hok + dyy (wo) k> . (5.8)

Como T, F N E, ¢, = ¢(w,), é parametrizado por (h,k) — g, +
¢z (wo).h + ¢y (w,).k, a condigdo de que a tangéncia entre L e Ty, F
seja degenerada em ¢, é equivalente a que a forma quadratica em
(5.8) seja degenerada, ja que ¢(x, + h, Yo + h) — (H(w,) + o (wo). A+
by (wo).k) = 2Q(wo)(h, k)+O(|(h, k)|?). Portanto, @ue(ws).¢yy(wo)—
Guy(wo)? = 0, para todo w, € B. Em particular ¢ satisfaz & equagio
de Monge-Ampére, ¢zz.0yy — iy = 0. Como L néo é planar, alguma
das segundas derivadas parciais de ¢ é nao identicamente nula.

Caso (i). ¢gy = 0. Neste caso, COMO Ppg.Pyy = iy = 0, devemos
ter ¢y, = 0 ou ¢,y = 0. Suponhamos, por exemplo, que ¢,, = 0 e
¢z Z 0. Obtemos entdo que ¢(z,y) = a(z) + b.y, a € O(B), b € C.
Portanto, dado (Z,, Yo, ?(Z0,Y0)) € L, a reta vy, (t) = (20, Yo +
t,a(xo) + b(yo + t)) estd contida em L. Logo L é uma superficie
regrada. Além disto, as retas da regragem sdo paralelas neste sistema
de coordenadas e se encontram no ponto ¢ = [0: 1: b : 0] do plano
do infito. Logo, L é um cone sobre ¢ e satisfaz (b) do lema.

Caso (ii). ¢gy # 0. Neste caso, ¢pz, ¢yy # 0. Em particular, se
Gpa(w) # 0 (resp. ¢yy(w) # 0) entdo Q(w)(h, k) = m(gbm (w).h+
Pay(w).k)? (vesp. Q(w)(h, k) = 5= (day(w).h+ dyy (w).k)?), como
o leitor pode verificar diretamente.

Consideremos a folheacdo G de B definida por d¢p, = ¢y, dz +
¢y dy = 0. Note que G coincide com a folheacdo definida por d¢, =
Goy dr + Pyy dy = 0, j& que dé, A dpy, = 0. Em particular, ¢, e
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¢y sao integrais primeiras de G. Afirmamos que as folhas de G sao
segmentos de reta contidos em B.

Com efeito, fixemos um ponto w, = (,,Y,) € B tal que ¢y (w,) #
0. Neste caso, ou bem ¢z (w,) # 0, ou bem ¢y, (w,) # 0. Supon-
hamos, por exemplo, que ¢y, (w,) # 0. A folheagdo G é definida
numa vizinhanga de w, por ¢z, dz + ¢4y dy = 0, logo a folha de G
que passa por w, pode ser parametrizada numa vizinhanca de w,
por t — (¢,Y(t)), onde Y'(t) = —H(t,Y (t)), sendo H = ¢gy /0y =
G2y / dyy, numa vizinhanga de w,. Dai obtemos

YO(t) = —Ha(t,Y (1)) — Hy(t,Y (t)).Y'(t) = [-Ho + Hy-H] 1,y 1)) -
Por outro lado, com H = ¢, /¢y, temos

& — ¢m:y _ ¢xyy _ ¢aza:y _ ¢a:a:¢a:yy _ (%

Jy =Hy . (5.9)

Logo, Y"(t) = 0, o que implica que a folha de G por w, = (20, Yo)
é um segmento de reta e é parametrizada por t — (z, + t,y, + a.t),
a4 = —@pz(Wo)/Pgy(w,). Como ¢, e ¢, sdo integrais primeiras de
G, as funcoes t — ¢, (To + 1,90 + at) e t — ¢y(xo +¢,yo + a.t) sdo
constantes, logo

2
%‘b(%ﬁ’t Yotat) = %((bx (ott, yo+a't)+a'¢y(xo+t’ Yotat)) =0.
Em particular, ¢(z, + ¢, Yo + a.t) = ¢(0, y,) + b.t, onde b € C. Logo
aretat — (z,+ t,yo + a.t,p(x,,yo) + b.t) estd inteiramente contida
em L. Isto prova que L é regrada.

Provemos que se L nio é o plano T,F entdo satisfaz (b) ou (c).
Fixemos um ponto w, = (o, Y,) € B tal que a folha de G por w,
corta transversalmente o eixo (z = z,), por exemplo. Neste caso, a
folha de G que passa por (zo,y) é a reta parametrizada v, (t) = (z, +
t,y — H(zo,y).t), onde H = ¢pg/Pzy = Gzy/dyy. Vamos considerar
dois sub-casos :

Caso (ii.1). Todas as retas v, C TpF, se encontram num mesmo
ponto q € T,F. Vamos analisar o caso em que ¢ = (a,b) € C? e
deixar para o leitor o caso em que g estd na reta do infinito de T,F.
Como as retas 7,, se encontram no ponto (a,b), para y fixo, existe
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teCtalque z,+t=aey— H(x,,y).t =0b. Eliminando ¢, obtemos

H(zo,y) = —(y — b)/(zo — a), ou seja H(z,y) = —(y — b)/(z — a).
Afirmamos que a funcdo h: B — C definida por

h(m7 y) = ¢(ac,y) - (J} - a)¢m(£7y) - (Z/ - b)¢y(x7y)

é constante. Com efeito,

hﬂﬂ(m’y) = _(m - a)(bmm(x?y) - (y - b)¢my(m7y) =0,

jaque H = ¢py/¢ppy = —(y—b)/(z—a). Analogamente, hy,(z,y) = 0.
Logo h é constante. Coloquemos h(z,y) := ¢ € C. Ora, nolema5.2.1,
obtivemos a seguinte reta contida na folha L : §,(s) = (z + s,y —
H(w).s,p(w)+ ¢g(w).s — H(w).¢y(w).s). Fazendo s = a —x obtemos
Sw(a — ) = (a,b,c), como o leitor pode verificar. Logo L é um cone
sobre ¢ = (a, b, c).

Caso (ii.2). As retas v, ndo se encontram num mesmo ponto
de T,F. Neste caso, duas retas distintas v, e <y, se encontram em
Vy(t(y,41)), onde t(y,y1) = (y1—y)/(H(zo, y1) —H (20, y)). Tomando
o limite yllzzzy t(y,y1) = 1/Hy(z0,y) := 7(y), obtemos o ponto

W(y) :==7,(1(¥) = (2o + 7(¥),y — H(z0,y).7(y)) = (X(y),Y(y)) -

Este ponto estd bem definido para todo y tal que Hy(z,,y) # 0.
Afirmamos que H, # 0.

De fato, se H, = 0 temos H(z,y) = h(x). Por outro lado, (5.9)
implica que h'(z)/h(z) = H, = 0, logo H = a é uma constante e
vy () = (zo + t,y — a.t), logo todas as retas 7y, se encontram num
ponto na reta do infinito de T, L, o que foi excluido.

A curva s — W(s) é uma parametrizagdo local da envoltéria da
familia de retas integrais da folheagao G. Coloquemos

Z(s) = ¢(x0,5) + ¢u(T0,5).7(5) — H(zo, 5)'¢y(xo'5)'7—(5) .

Levando em conta que a reta 0,(t) = (v + t,y — H(w).t,p(w) +
¢z (w).t — H(w).¢,(w).t) estd contida em L, obtemos a curva para-
metrizada I'(s) := (X (s), Y (s), Z(s)) contida em L. Consideremos a
superficie parametrizada S(s,t) := I'(s) +I"(s).t. Esta é a superficie
regrada de retas tangentes a I'. Afirmamos que S C L.



[SEC. 5.2: COMPONENTES DE FOL(N, 2). 177

Para provar este fato, é suficiente demonstrar que, para s fixo, as
retas 0z, ) € ps(t) = I'(s) +17(s).t coincidem. Como ambas as retas
passam pelo ponto I'(s), é suficiente provar que as suas direges coin-
cidem. A diregao de §(,, ) é a do vetor v(s) = (1, —H (2, 5), ¢z (T0, 5)—
H(zo,s).¢y(xo,s)). Por outro lado, a direcdo de s é dada por I'(s).
Calculando explicitamente, obtemos I (s) = — I}[{y V)(g,,s), © que im-
plica a afirmacao. Deixamos este tltimo cdlculo como exercicio para
o leitor.

Em seguida provaremos que I' C sing(F). Isto implicard que I’
é algébrica. A curva I' nao é planar, pois caso contrario S estaria
contida num plano e L seria este plano. Isto implica que V(s) =
I(s) AT"(s) AT"(s) £ 0 (veja o Ex. 5.8). Fixemos s, tal que
V(s0) # 0 e coloquemos g, = S($,,0) =T'(s,). Set#0e V(s) #0
entdo Ss(s,t) = I"(s) +t.I"(s) e Si(s,t) = I"(s), logo Ts(s,p L =<
IV(s),I"(s) >.

Sejam z = (21, 22,23) € C3, um sistema de coordenadas afim,
tal que z(g,) =0, e w = 2?21 A(z)dz; uma 1-forma holomorfa que
representa F numa vizinhanga de g, = 0. Como Tg(s )L é gerado
por I'(s) e I'’(s), temos

w(S(s,t)).I'(s) =
w(S(s,t)).I"(s) =

w(go) I'(s0) =0

w(qo) I (5,) =0 (5.10)

0 =
0 =
Vamos provar que w(g,).I"(s,) = 0. Como V(s,) # 0, os vetores
I(s0), T"(s,) € T"(s,) séo linearmente independentes, o que im-
plicard w(g,) = 0, ou seja, ¢, € sing(F).

Derivando a segunda relagdo em (5.10) com respeito a t e a s em
s = S, t = 0, temos respectivamente,

3
D> _(DA;(go) T (50)) T (50) = 0
3
w(go) T (54) + Z(DAj(qo).rg-(so))f}’(so) =0

Logo, w(g,).I""(s,) = 0, como querfamos. Portanto I' C sing(F).
Como TI' é algébrica, a superficie gerada por suas tangentes também
é algébrica, o que prova o lema. O
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5.3 Exercicios.

Ex. 5.1. Prove que dim(R(n;1,2) = n>+n—2 e que dim(L(n;1,1,1)
3n + 2.

Ex. 5.2. Prove que uma folheacao de codimensao um de P, n > 2,
que possui uma infinidade de folhas de grau um, possui uma integral
primeira meromorfa do tipo P/Q, onde gr(P) = gr(Q) = 1.

Ex. 5.3. Seja F € Fol(3, k) uma folheagdo que possui uma infinidade
de folhas regradas que sdo cones sobre um mesmo ponto g € P3. Prove
que F € PBL(3,k).

Ex. 5.4. Seja F € Fol(3,2) uma folheagado de Monge-Ampére. Prove
que F tem uma integral prrimeira meromorfa ®, a qual pode ser
escrita em algum sistema de coordenadas homogéneo como

yz
wy —x2

Conclua que F € R(3;2,2) N L(3;1,1,2).

@(x? y? Z? w) =

Ex. 5.5. Seja F uma folheacao de codimensao um numa variedade
complexa M™. Suponha que existe uma 1-forma meromorfa fechada
w que define F fora de |w|oo U |w|o. Prove que as componentes irre-
dutiveis de (w)o e de (w)oo sdo invariantes por F.

Ex. 5.6. Seja F € Fol(n,2), n > 3. Suponha que existe um 2-plano
E C P™, em posigao geral com F, tal que F|g tem um centro num
ponto p € E \ sing(F). Prove que F, estd em alguma das compo-
nentes PBL(n,2), R(n;1,3), R(n;2,2), £(n;1,1,1,1), L(n;1,1,2),
Af(n;1,2,3;1,—1).

Ex. 5.7. Demonstre o lema 5.2.3 no caso n > 4.

Ex. 5.8. Seja I': (C,0) — C? um germe de curva holomorfa nao
constante. Prove que :

(a). Se I" AT = 0 entdo I' estd contida numa reta de C3.

(b). Prove que se I' AT” AT"" = 0 entdo I estd contida num plano
de C3.



Capitulo 6

Problemas e
conjecturas.

O objetivo deste capitulo é apresentar outros aspectos do problema da
classificagao das componentes irredutiveis dos espagos de folheagoes
de codimensao um. Na secao 6.1 estabeleceremos uma relacao com
o problema do centro, apresentando alguns aspectos deste ultimo.
Na sec¢do 6.2, introduziremos as seqiiéncias de Godbillon-Vey asso-
ciadas a uma folheagao e veremos uma caracterizacao no caso em
que a folheagdo admite uma seqiiéncia finita. Aproveitaremos para
enunciar alguns problemas e conjecturas motivadas pelos resultados.
Gostaria de agradecer a Hossein Movasati por ter contribuido de
maneira essencial na elaboracao da secao 6.1.

6.1 O problema do centro.

Num espaco projetivo de dimensao maior ou igual a trés, a condigao
de integrabilidade implica que o espago das folheagoes de codimensao
um possui varias componentes irredutiveis. Em dimensao dois, tal
condicao é sempre satisfeita, e como conseqiiéncia o espago das fol-
heacgoes de codimensao um de um determinado grau, é irredutivel.
Mesmo assim, nesse caso, um problema similar, o qual foi provavelmente

7

enunciado por Poincaré, é o problema do centro. Nesta secao pre-
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tendemos apresentar este problema e enunciar alguns resultados con-
hecidos.

6.1.1 A variedade das folheagoes com um centro.

Diremos que uma folheacdo singular F em RP? é algébrica, se ela
é definida em cartas afins por um campo polinomial. Diremos que
F tem um centro em p € RP? se p € sing(F) e numa carta afim
R2 C RP?, tal que p = 0 € R?, ela é representada por um campo
de vetores polinomial X, cujas trajetérias numa vizinhanga de p, sdo
homeomorfas a circulos que contém p em seu interior. Diremos que o
centro é de Morse, se p é uma singularidade nao degenerada de e X
possui uma integral primeira analitica local com uma singularidade
de Morse em p. No caso de folheagoes complexas, a definicao de
centro de Morse € similar.

Observagao 6.1.1. Sejam U C R? um aberto e f: U — R uma
funcdo analitica que possui uma singularidade de Morse em p € U. E
conhecido que, neste caso, existe um sistema de coordenadas analitico
(z,y) € R?, numa vizinhanga de p, tal que x(p) = y(p) = 0 e f(x,y) =
f(p) + 22 £ y?. Em particular, a folheagdo dada por df = 0, tem um
centro de Morse se, e somente se, f(x,y) = f(p) + 2 + y%. No caso
em que o centro p de uma folheacdo F nao é de Morse, em geral
F nao possui integral primeira analitica numa vizinhanca de p (veja
[Ce-LN-Be]).

O problema do centro, para folheacdes algébricas em RP2, pode
ser enunciado da seguinte forma :

Problema 1. Classificar os centros das folheacdes algébricas de RP2.

Este problema nos parece muito dificil. No entanto, se restringir-
mos aos centros de Morse, temos uma simplificagdo. Como a fol-
heacao é algébrica, podemos considerar a sua extensao analitica de
RP? a P2, que consiste simplesmente em considerar as equacdes poli-
nomiais em cartas afins R?, como equacdes em C2. Esta extensdo,
define uma folheacdo em Fol(2,k), para algum k > 1. Um centro
de Morse em RP? vai originar um centro de Morse em P2, como foi
definido no capitulo anterior. Denotemos por F.(2, k) o fecho do con-
junto das folheagoes em Fol(2, k) que possuem um centro de Morse.
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Exemplo 6.1.1. Uma folheacdo F € Fol(2,1) possui um centro de
Morse se, e somente se, possui uma integral primeira meromorfa ®,
a qual em algum sistema de coordenadas afim, pode ser escrita como
®(z,y) = z.y. Deixamos a prova como exercicio para o leitor (veja o
Ex. 6.1).

Como vimos no capitulo anterior, F.(2,2) foi estudada, num caso
particular, por Dulac em [D]. A simplificacdo que mencionamos, é a
seguinte :

Teorema 8. Para todo k > 1, F.(2,k) € um sub-conjunto algébrico
de Fol(2,k).

Prova. Notamos primeiramente, que F.(2,%k) é invariante por
Aut(P?), isto é, se F € F.(2,k) e ¢ € Aut(P?) entdo ¢*(F) € F.(2,k).
Seja F € F.(2, k) que possui um centro de Morse p € P2. Seja (z,y) €
C? uma carta afim tal que p = 0 € C2. Podemos representar F nesta
carta por um campo de vetores polinomial X = X7 +...4+ Xy + Xg 11,
onde X; é homogéneo de grau j, 1 < j <k, e Xy = g.R, sendo g
um polinémio homogéneo de grau k e R o radial. A idéia é demon-
strar que a condicao de que X possui um centro de Morse em 0
implica que os seus coeficientes satisfazem um sistema de equacoes
algébricas. Seja f: U — C uma integral primeira holomorfa de X,
onde 0 € U C C? é um aberto e 0 é singularidade de Morse de f.
A série de Taylor de f em 0 é da forma f = Z;‘;z fj, onde f; é
homogéneo de grau j, j > 2, e fo(z,y) é uma forma quadritica nao
degenerada. Apds uma mudanca linear de coordenadas, podemos
supor que fa(z,y) = x.y. Como f é integral primeira de X temos
X (f) =0. Expandindo esta relacdo em série de Taylor, temos

o0

0=X(f)= > X(f)=_ (> Xlf)

i>1,52>2 r=3 i4j=r

Na expansao acima, levamos em conta que X;(f;) é um polinémio
homogéneo de grau i + j — 1 (verifique). Ela implica que

> Xi(fi))=0,¥r=>3. (6.1)

itj=r
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Para r = 3 obtemos X;(z.y) = 0. Como 0 é singularidade néo
degenerada de X, obtemos X1 = a(zxd/0x — y9/dy), a # 0 (ver-
ifique). Dividindo X por a, podemos supor que X; = z9/0z —
y0/0y. Denotemos por F,(2,k) o conjunto dos campos polinomi-
ais X = X5 + ... + Xi + ¢.R tais que X3 = 29/9x — y9/dy e por
F.(2,k) = {X € F,(2,k)| X possui um centro de Morse em 0}. Va-
mos provar que FC(2, k) é uma sub-variedade algébrica de F,(2, k).
Isto implicard que F.(2, k) é algébrico.
Podemos reescrever (6.1) como

Xi(f)=— > Xi(fy),vr=2. (6.2)

itj=r+1

Estas relagoes sugerem que podemos determinar indutivamente f,., se
conhecemos fs, ..., fr_1. Denotemos por P,, o conjunto de polinémios
homogéneos de grau n em duas varidveis. O campo linear X; induz
um operador linear em L, : P, — P,, dada pela derivagao g € P, —
L,.(g9) := X1(g9) € Pn.

Lema 6.1.1. Se n € impar entdo L,: P, — Pn € um isomor-
fismo. Se n = 2m, € par, entdo ker(L,) = C.(z.y)™. Além disto,
Im(Loy,) =< 2*y7 | 4,5 #m >.

Prova. Note Xi(z'.y?) = (i — j)z*.y?. Logo, o conjunto de
monémios M,, = {zt.y’|i + j = n} é uma base de auto-vetores
para L,. Se n é impar entdo i — j # 0 para todo i,j com i + j = n.
Por outro lado, se n =2m e ¢+ j = 2m entao i — j = 0 se, e somente
se, 1 = j = m. Isto prova o lema. O

Voltando ao sistema (6.2), podemos determinar f, conhecendo
f2, ..., fr—1, sempre que r seja impar. Em particular, podemos deter-
minar f3 por X;(f3) = —Xz(2.y), obtendo f3(z,y) = Ly ' (—Xa(z.y)) :
F;(x,y,X2). Nesta notacdo estamos indicando que f3 é um polinémio
em (z,y), cujos coeficientes sdo polindmios dos coeficientes de Xo. Ao
tentarmos determinar fy, obtemos

L4(f4) = Xl(f4) = 7X2(F3(x7y?X2))7X3(xy) = F4({17,y,X2,X3) y

onde F4(SC, Y, X27 X3) = Zi+j=4 Pij (XQ? XS)xi‘yj? sendo -Pij (X27 XS)
um polinémio nos coeficientes de Xo e X3. Se f é integral primeira
de X entao a equagao linear acima tem solucdo, o que acarreta
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Pyy(X5,X3) = 0, pelo lema 6.1.1. Esta é a primeira equagdo que
define a variedade FC(2, k). Em seguida, pelo lema 6.1.1, podemos de-
terminar f5(z,y) = F5(z,y, X2, X3, X4) = L5 ' (— Xa(F1) — X3(F3) —
X4(z.y)). Ao escrevermos a sexta equagdo, de maneira analoga, obte-
mos Le(fs) = X1(fs) = Ziﬂ-:gPij(X27X3,X47X5)$i~ij a qual
tem solucdo se, e somente se, P33(Xo,...,X5) = 0. Esta é a se-
gunda equagao da variedade fFC(Q,k‘). Prosseguindo indutivamente
com este processo, para todo n = 2m, par, obtemos um polinémio
P (Xa, ...y Xom—1) tal que a equagdo em (6.2) tem solucdo se, e
somente se, Ppm(Xo, ..., Xom—1) = 0. Obtemos entdo a m-ésima
equagao algébrica de INFC(2, k). Levando em conta que X; = 0 para
j > k+2, vemos que se X € F.(2,k) entdo os coeficientes de
Xo,...,g.R satisfazem a todas as equagdes Pp,m(Xo,...,g.R) = 0,
m > 2. Seja Z. o ideal de F,(2,k) gerado pelos polinémios Py,
m > 2. Como o anel de polinémios é Noetheriano, este ideal é fini-
tamente gerado, logo V(Z.) = {X | Pnum(X) =0, m > 2} é um sub-
conjunto algébrico de F,(2, k). Isto prova que V(Z.) D F.(2, k). Para
provar a igualdade, é necessirio provar que todo X € V(Z.) possui
uma integral primeira local em 0 € C2.

Seja X € V(Z.). Neste caso, podemos resolver todas as equagoes
em (6.1) e obtemos uma série formal f = z.y + >, f; tal que
X(f) = 0. Em geral, esta série ndo converge. No entanto, podemos
utilizar o seguinte resultado devido a J. F. Mattei e R. Moussu :

Teorema 6.1. Seja X = Z;‘;e X; um germe de campo de vetores

holomorfo em 0 € C? com singularidade isolada em 0. Se eziste
uma série formal f = Z;’;r fi tal que X(f) = 0 entdo X possui
uma integral primeira holomorfa nao constante g = ZPT g; numa
vizinhanca de 0 tal que g. = f. a

Nao provaremos o resultado acima. Para o leitor curioso in-
dicamos a referéncia [Ma-Mo]. Este resultado implica que se X €
V(Z.) entdo X € F.(2,k). Logo V(Z.) = F.(2,k), o que prova o
teorema 8. O

Em seguida enunciaremos, sem provar, alguns resultados conheci-
dos sobre as componentes irredutiveis de F.(2,k). Assim como no
caso das folheacoes de codimensao um em dimensdo maior que trés,
temos componentes do tipo racional e logaritmico. Como no caso
de dimensdo maior, definimos R(2;p,q) como o fecho do conjunto
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das folheacdes de P2 que possuem uma integral primeira do tipo
FP/G1, onde gr(F) = q e gr(G) = q. Anélogamente, definimos
L(2;p1,-,pr), T > 3, como o fecho das folheagoes em P? que podem
ser representadas por uma forma logaritmica do tipo Z;=1 Aj %,

J
gr(fj) =pj; A €C,1<j<r,ed ;Ajgr(f;)=0.

Teorema 6.2. Para todop,q € N comd=p+q—2 e (p,q) # (2,2),
o conjunto R(2,p,q) é uma componente de F.(2,d).

No caso R(2,1,d + 1) podemos asumir que G = 0 é a linha no
infinito de uma carta afim C? C P2. Nesta carta afim a integral
primeira é o polindémio f := F|g=1 que tem grau d + 1. Esse caso
foi provado por Ilyashenko em [Il]. Generalizando o argumento de
Ilyashenko, a demonstragdo do caso geral, R(2;p,q), foi feita nas
referéncias [Mo] e [Mol].

Teorema 6.3. Para todo r > 2 e toda r-upla (1,ps,...,p,), onde
2 S N; 1 S D2 § S Dr € d:= Z;=2 bj — 1 Z 2; ‘C(2a ]-?pZ?"'?p'r‘) é
uma componente irredutivel de F.(2,d).

A prova do resultado acima pode ser encontrada em [Mo2]. Gosta-
ria de mencionar que o autor, em conversa privada, me disse que
possivelmente, com técnicas semelhantes, mas com algumas dificul-
dades técnicas, pode ser provado que L£(2;p1,...,p,) é uma compo-
nente irredutivel de Fe(2,d), d = 3", p; — 2.

Outro resultado, que ji foi mencionado no capitulo anterior, é o
teorema de Dulac (teorema 5.1), o qual, juntamente com o teorema
5.2, d4 uma classificagdo das componentes irredutiveis de F.(2,2).
Motivados pelo método da prova do teorema 7, veremos um método
de produzir centros de Morse a partir de folheagoes de codimensao
um em dimensdo maior que dois. Seja F € Fol(n,d), n > 3, d > 2.
Suponhamos que F nédo é de Monge-Ampére. Neste caso, para todo
mergulho linear ¢: P? — P™, em posigao geral com F, o 2-plano ¢(P?)
possui uma tangéncia de Morse com F, num certo ponto p € ¢(P?).
Em particular, a folheacdo ¢*(F) possui um centro em g = ¢~ *(p),
logo ¢*(F) € F.(2,d). Seja Z a componente irredutivel de Fol(n,d)
que contém F. Seja Z.(2,Z) o fecho em Fol(2,d) do conjunto das
folheagoes da forma ¢*(G), onde G € Z e ¢: P2 — P™ é um mergulho
linear. Claramente Z.(2,Z) é um sub-conjunto algébrico de F.(2,d).
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Conjectura 1. Para toda componente I de Fol(n,d), I.(2,7) é uma
componente irredutivel de F.(2,d).

A conjectura 1 é verdadeira nos seguintes casos : componentes
racionais, logaritmicas, d = 1 e d = 2. Neste ultimo caso ela decorre
da classificagao de Dulac. Para as componentes do tipo pull-back, este
problema s6 se coloca no caso dos pull-back nao lineares, uma vez que
os lineares sao Monge-Ampére. Neste caso, no entanto, o problema
pode ser reformulado da seguinte maneira : se ¢: P2 — P é um
mergulho linear e ®: P* — P2 é uma aplicagdo racional de grau k > 2
entdo ® o ¢: P2 — P? ¢ uma aplicacio racional de grau k. Se T é a
componente do tipo pull-back néo linear, podemos identificar Z..(2,7)
com o fecho do conjunto {G € Fol(2,d) |G = ¢*(F), F € Fol(2,r) e
: P2 — P2 é racional de grau k}.

Outro problema que se coloca, uma espécie de reciproca da con-
jectura 1, é o seguinte :

Problema 2. Dada G € F.(2,d), existe uma folheagdo F € Fol(n,d)
com n > 3, nao Monge-Ampére, tal que G = ¢*(F) para algum mer-
gulho linear ¢: P? — P" ?

Novamente, a resposta € positiva para as folheagoes do tipo racional
e logaritmico. Para encerrar esta se¢ao, enunciaremos uma conjectura
sugerida por H. Movasati.

Conjectura 2. Qualquer componente de Fol(n,d), ou de F.(2,d),
possui um elemento F tal que cod(sing(F)) > 2 e F possui uma
integral primeira meromorfa nao constante.

Para todas as componentes conhecidas, em ambos os casos, a
conjectura 2 é verdadeira.

6.2 Seqiiéncias de Godbillon-Vey.

Seja F uma folheagao de codimensdao um numa variedade algébrica
M de dimensdo n > 2, cod(sing(F)) > 2. Neste caso, existe uma
1-forma meromorfa w # 0, tangente a F (veja o Ex. 6.2). A forma
w é integravel. Além disto, se w; é uma outra 1-forma meromorfa
tangente a F entdo w; = f.w, onde f é meromorfa em M. Vamos



186 [CAP. 6: PROBLEMAS E CONJECTURAS.

denotar por M(M) o conjunto de fungdes meromorfas de M e por
M*(M) as meromorfas ndo identicamente nulas.

Definicao 6.2.1. Diremos que uma seqiiéncia (w;);>o de formas
meromorfas em M é uma seqiiéncia de Godbillon-Vey associada a
w, se wg = w e a 1-forma (2, definida pela série formal em M x C,

k
Q:=dz+ Z % W (6.3)
k>0

é integravel, isto é, Q A dQ2 = 0. O comprimento da seqiiéncia é o
menor N € NU {0, 00} tal que wy = 0 para todo k > N + 1.

Observe que Q|,—0 = w. Em particular, se a série Q converge
entdo ela define uma folheagdo G em M x C tal que G|.—g) = F.
Diremos também que (wg)r>0 é uma seqiéncia de G.V associada &
folheagao F.

A condigao de integrabilidade de ) é equivalente a seguinte :

k
k
dwi, = wo N\ w41 + Z <£> we AN wikt1—¢, K>0. (6.4)
=1

As relagoes em (6.4) podem ser obtidas efetuando o produto exte-
rior formal das séries em z de 2 e d). Deixamos este célculo como
exercicio para o leitor (veja o Ex. 6.3).

Observagao 6.2.1. Seja N o comprimento da seqiiéncia de G.V
(6.3). Segue de (6.4) que :

(a). Se N =0 entédo a forma w é fechada.

(b). Se N =1 entéo dwy = woAw; e dw; = 0. Em particular, F tem
uma estrutura transversal afim com polos num sub-conjunto
analitico de codimensdo um de M (veja a proposicdo 1.5.2 do
capitulo 1).

(c). Se N =2 entdo dwy = wp Awi, dwi = wp Aws e dwa = wy Awa,
como o leitor pode verificar. Em particular, pelo teorema 1.15
do capitulo 1, F tem uma estrutura transversal projetiva com
polos num conjunto analitico de codimensao um.
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Observagao 6.2.2. Seja w uma l-forma meromorfa integravel em
M com folheagdo associada F e uma seqiiéncia de G.V (wg)k>0. Se
f € M*(M) podemos definir ®: M x C— — M x C por ®(p,z) =

(p, f(p).z). Neste caso,

1 1
—o*(Q) =dz + wo+zw1+ +Z 'fk )
f f k>2k

Em particular, obtivemos outra seqiiéncia de G.V associada a F,
(@k)k>0, onde &g = f~two, @1 = wy + % e = fFtwg, se k> 2.

Mais geralmente, podemos obter outras seqiiéncias de G.V associ-
adas a F, operando com transformagoes definidas por séries formais
do tipo @(p,2) = (p, >_52, fi(p).27), onde fi € M*(M) (veja o Ex.
6.4). E possivel provar que duas seqiiéncias associadas a mesma fol-
heacdo diferem por uma transformacao formal deste tipo.

Proposigao 6.2.1. Seja M é uma variedade algébrica com dim(M) =
n > 2. Sew # 0 € uma 1-forma meromorfa integrdvel em M entdo
existe uma seqiiéncia de Godbillon-Vey para w.

Prova. Como M é algébrica, ela é pseudo-paralelizavel, isto é,
existem n campos de vetores meromorfos em M, digamos Y7, ..., Yy,
tais que o conjunto U = {p € M \ U;|Y|oo | Y1(P) A ... A Y, (p) # 0}
é aberto e denso em M. Este é um fato bem conhecido, cuja prova
deixamos como exercicio para o leitor (veja o Ex. 6.5). Em particular,
como dim(M) > 2ew # 0, existe j € {1,...,n} tal que f := iy, (w) #
0. Em particular, a fungdo f é meromorfaem M eseY := % Y;, entao
ty(w) = 1. O campo Y é meromorfo em M, logo podemos definir
uma seqiiéncia de 1-formas meromorfas indutivamente por wg := w e
wi+1 := Ly (wg), k > 0. Como w = wy é integrével, temos

0= iy(u)o AN du}()) = dwg — wo A iy(dﬁuo) = dwy = wy A iy(dﬁuo) .

Por outro lado, wy = Ly (wg) = iy (dwo) + d(iy (wo)) = iy (dwo), logo
dwy = wo A wy. Suponhamos que a relagdo (6.4) seja verdadeira para
k > 0 e provemos que ela é verdadeira para k + 1. Lembrando que
Ly od=do Ly, temos : dwyy1 = d(Ly(wk)) = Ly (dwg) =

k
k
= Ly [wo A wk41 + Z (£> we A wit1—¢] =

=1
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k
= w1 NWi41 +wo AWgya + Z , (W1 ANwWpg1—r +we Awpyog) =

=1
k+1
k+1
Zwo/\wk+2+z ( , >we/\wk+2—e )
=1

como o leitor pode verificar, utilizando que (Zfl) + (’z) = (k'gl). O
Estudaremos a seguir o caso de uma folheagao holomorfa de codi-

mensdo um que admite uma seqiiéncia de Godbillon-Vey finita.

Exemplo 6.2.1. Sejam S uma superficie de Riemann compacta e
g, ..., apn, ay # 0, 1-formas meromorfas em S. A 1-forma w em SxC
dada por w = dz+ chvzo Zk—Tak é integravel e define uma folheagao de
codimensdo um em S x C. Note que w se estende meromorficamente a
S x P!. Com efeito fazendo a mudanca de coordenadas z = 1/u em,
temos w = — %% —|—Z P kmk ag, a qual é meromorfa numa vizinhanga
de (u = 0). Logo w define uma folheacio F em S x P'. A forma
w admite uma seqiiéncia de G.V finita de comprimento N. De fato,
€Omo iy/9.w = 1, definindo wy, := Lgc/)az( ), obtemos esta seqiiéncia.

. . N—k
Um célculo direto mostra que wp = Z] 0 J,aj+k, se k < N, e

wr =0se k> N + 1 (verifique). Neste caso, temos também

Q= dt+zk'wkfd(t+z +Z t+z) —ay .
k=0

O teorema seguinte é uma generalizacao de um resultado devido a
C. Camacho e B. Scérdua (veja [Ca-Sc]). A prova original do mesmo
foi dada em [Ce-LN-Lo-Pe-Tou.

Teorema 9. Seja F uma folheagdo de codimensdo um numa var-
iedade complexa compacta M de dimensdo n > 2. Suponha que
F admite uma seqiiéncia de G.V de comprimento finito. Seja £ o
minimo dos comprimentos possiveis para uma seqiiéncia de G.V de
F. Entao temos as seguintes possibilidades :

(a). £ > 3. Neste caso, F é o pull-back de uma folhea¢iao G como no
exemplo 6.2.1 por uma aplicacio meromorfa ®: M— — S x PL,
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(b). £ < 2. Neste caso, F possui uma estrutura transversal projetiva,
afim ou por translagées, com polos num sub-conjunto analitico
de codimensdo um de M.

Prova. Seja (wg,ws, ...,wn) uma seqiiéncia de G.V finita para F,
com wy # 0. Suponhamos que F nfo possui estrutura transver-
sal projetiva, afim, ou por translagbes. Neste caso, N > 3 pela
observacao 6.2.1. Afirmamos que w;,ws,w3 nao sao identicamente
nulas.

De fato, as trés primeiras relagoes em (6.4) se escrevem :

dwo = wg A\ wq
dwi = wo A wa (6.5)

dws = wy A\ w3 + w1 A wa

Se w1 = 0, a primeira relacdo em (6.5) implica que wy é fechada, logo
F possui estrutura transversal por translagoes. Se wi # 0 e wy = 0,
as duas primeiras implicam que F possui estrutura transversal afim.
Finalmente, se w3 = 0, as trés relagoes implicam que F tem estrutura
transversal projetiva. Logo, w; # 0, j = 1,2,3.

Dadas duas 1-formas meromorfas em M, « e 3 tais que A a = 0,
vamos usar a notacdo 3//a. Notamos que, se 3//a e a # 0 entdo
existe f € M(M) tal que 8 = f.a. Deixamos a verificagdo deste fato
para o leitor. Precisamos de um lema.

Lema 6.2.1. Seja (wy,...,wn) como acima. Se k,£ > 2 entao wy A
we = 0. Em particular,

dwr, =wo Awgr1+ (k—Dwy Awg , 0<kE<N. (6.6)

prova. A relagdo de ordem 2N — 2 em (6.4) pode ser escrita como

IN—2
2N — 2
dwan_—2 —wo Nwan_1 = Z < ,

)we ANwaN—1-¢ -
(=1

Como N > 3, temos 2N — 2 > N, logo wony_o = wany_1 =0 e o
membro da esquerda se anula. Por outro lado, no somatério do lado
direito, se £ > N ou £ < N — 1, entdao wy A wany_1-¢ = 0, logo a
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relagao acima se escreve como 0 = [(%{,V:f) — (21\][\,72)]wN,1 ANwy =
(215:12)@\/,1 Awp. Portanto, wy_1//wn-

Suponhamos que a primeira afirmacao seja vélida para k,¢ > m,
onde 2 <m < N — 1, e provemos que ela é valida para k,£ > m — 1.
A relagdo de ordem N +m — 2 em (6.4) pode ser escrita como :

N+m—2
N+m-—2
AwN tm—2 — Wo A WNfm—1 = Z ¢ We NWNtm—1—¢
=1

Como m > 2, o lado direito da relagao acima é nulo. No somatorio
do lado esquerdo, todos os térmos se anulam para £ < m — 1 ou
¢> N, jaquew; =0sej> N. A hipétese de inducao implica que os
térmos em que m < £ < N —1 também se anulam. Restam apenas no
somatdrio os térmos de ordem £ = m—1e ¢ = N. Os térmos restantes
nos fornecem a.w,;,—1 Awy = 0, onde a = (N:;T;z) — (NJF]’:,%z) #0.
Logo wp—1//wn. Em particular, w;//wy para todo £ > m — 1, logo
existe g € M(M) tal que wy = gp.wny, m —1 < £ < N. Isto implica
que wi Awg =0, se k,£ > m — 1, como queriamos. A relacdo (6.6) é
obtida da relagdo de ordem k em (6.4) notando que wy A wi11—¢ =0
se £ # 1, k. Deixamos os detalhes para o leitor. O

Afirmamos que wy_1 # 0. Com efeito, suponhamos o contrario.
A relagdo (6.6) para k = N — 1 implica que 0 = dwy_1 = wy A
wn + (N = 1w Awn_1 = wp Awn, logo wy//wn. Logo a relagio de
ordem um em (6.6) se escreve como dw; = wp A ws € como wp//wn e
wa//wn, obtemos dw; = 0. Logo, F possui uma estrutura transversal
afim, contra a suposicao inicial. Portanto, wy_; = 0. Em particular,
podemos escrever wy_1 = fy_1.wn, onde fy_1 € M*(M).

Na observagdo 6.2.2 vimos que a mudanca de varidveis z = f.t,
onde f € M*(M), produz outra seqiiéncia de G.V associada a F,
(Or)k>0, onde On_1 = fN 2wy 1 e Oy = fNlwy. Fazendo

N-—-1
f=fn_1ewony = f’fv’!l wpn, os dois ultimos térmos do somatério se
escrevem como N.zV 1oy + 2NV.On. Como &/ /Wy, 2 <k < N —2,
existe fi, € M(M) tal que & = k!. fx.@wn. Em particular, chamando
wn de wy, a nova forma ) pode ser escrita como

N—
Q=dz4wotzwi+F(p,z)wn , F(p,2) = Z fi NN

Jj=

[\
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Fazendo a mudanca de varidveis z = u — 1 em (2, obtemos uma outra
1-forma meromorfa integravel 2 em M x C do tipo :

Q=du+ o +uwr + G(p,u).wn ,

onde G(p,u) = Z;VZng(p).uj, sendo gy = 1, gv-1 = 0 e @y =
wo — w1 + ... + (—=1)N.wy. A forma @y é integravel, mas a folheacao
associada a ela em M nao coincide necessariamente com F. Pro-
duzimos uma seqiiéncia de G.V auxiliar (&g, o1, ...,0n—2,0,wn), a
qual satisfaz o lema 6.2.1. Como  é obtida de § pela mudanca de
variaveis u = z + 1, obtemos

w=wy+w +..+t0ON_2+wN, W =gjwN, J>2. (6.7)

Como ja vimos anteriormente Wy A wy = 0, jd que &ny_1 = 0. Logo,
o = go-wn e dwy; = 0. As outras relagoes em (6.6) se escrevem como

{ dog = (k—1)&1 A&y ,k € {0,2...,N — 2} 63

dwy = (N—l)&)l/\wN

Lema 6.2.2. Se F ndo possui estrutura transversal afim com polos
entdo existem h, f € M*(M) tais que wy = h.df .

Prova. Substituindo &y = g.wn em (6.8) obtemos,
dgk/\wN—l—gK.dwN = (dgk—l—(N—l) gk &)1)/\LUN = (k‘—l)gk wiAN\wy —

(dgr + (N — k) gr@01) Nwn =0, k€ {0,2,...,N —2} . (6.9)

Suponhamos que existem k # ¢ € {0,2,..., N — 2} tais que g, g¢ # 0.
Neste caso, obtemos de (6.9) que

d d
((N_k)ﬂ —(N—z)ﬂ> Awy =0.

e 9k
Se além disto, ag ¢ := (N — lc)%‘[M —(N —f)ig% # 0, podemos concluir
que df Awy = 0, onde f := gév_k/gl]cv_e, j& que ar, = df /f. Neste
caso, existe h € M*(M) tal que wy = h.df e estamos feitos. Supon-
hamos que ag¢ = 0 para todo k # ¢. Vamos dividir o resto da prova
em VAarios casos.
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Caso I. Suponha que g = 0 para todo k € {0,2,..., N —2}. Neste
caso, temos
Wy = w1 +wn

e como dw; = 0, temos
dwy = dwy = (N— 1)(1)1 NWN = (N— 1)(1)1 A wo ,

logo F tem uma estrutura transversal afim com polos.
Caso II. Suponha que g # 0 para ao menos um indice k €

{0,2,..., N — 2}, mas ay¢ = 0 para todo k # £. Seja I = {k|gr # 0}.
1

d 1 d :
Neste caso, temos w— <& = md{% para quaisquer k,¢ € I. Logo,

k gk
a 1-forma meromorfa fechada

1 d
L
N -k gk

&

8=

independe de k € I. Note que (6.9) implica 8 A wy = 0.
Sub-caso II.1. 8 = 0. Escrevamos

Wwo=w1+gwN,g=gotge+..+gn2+1.

Como @y = —ﬁ%‘%, k € I, obtemos dgi A1 = 0, logo dgA w1 = 0.
Se g = 0, entdo wy = @; é fechada e F possui estrutura transversal

por tranlagbes. Se g # 0 temos

d <ﬂ> =d <ﬂ> tdwy = dwy = (N-1) &1 Awy = (N—1)ar A2 .
g g g
Em particular, como é.wo é meromorfa, também define F e do; = 0,
F possui uma estrutura afim com polos.

Sub-caso I1.2. 3 # 0. Como S Awy = 0, existe h € M*(M) tal
que wy = h.B, o que acarreta

dwNzi/\wN.

Das relagoes (6.8) e 5 A wy = 0 obtemos,

. N — 1dgs
d =(N-1 A = — IR A .
wy = ( )01 Awn N—_F o WN
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Comparando as duas ultimas relagoes obtemos

dh N —1dgy -
<h N_kgk>/\wN0.

Sub-caso II1.2.1. % + %%‘% = 0 para todo k € I. Neste caso,
temos dh Adgy, = 0 para todo k € {0,2,..., N —2}. Logo, dhAdg = 0.

Obtemos

Por outro lado, 8 = &1 + ﬁ%‘% =w — %1%, 0 que acarreta
=(1 .h ———dh
wo = (14 g.h) 01 N1

Se 1+ g.h = 0, wg é fechada, ja que dg Adh = 0. Se 1+ g.h # 0 entdo
wo 1 g

Trgh TN _11+gn

é fechada. Em qualquer caso, F é definida por uma 1-forma mero-
morfa fechada.
Sub-caso II.2.2. Existe k € I tal que p := 4 4 %i‘& # 0.

h k gk

Neste caso, fazendo f := hN_’“.g,iV_1 temos gft =(N—-kKpu#0e
df Nwy =0, o que acarreta wy = k.df, onde k, f € M*(M). O

O lema 6.2.2 implica que wy = k.df, onde k, f € M*(M). A
funcao meromorfa f: M — — P! ndo é constante, logo as componentes
irredutiveis dos seus niveis definem uma folheacdo de codimensao um
G em M com cod(sing(G)) > 2. No aberto U := M\ sing(G), as folhas
de G sdo subconjuntos fechados disjuntos e o espago quociente M/G,
da relagao de equivaléncia em U que identifica dois pontos na mesma
folha, se identifica naturalmente com uma superficie de Riemann,
digamos S. O fato de que M é compacta implica que M/G é de
Haussdorf. Este resultado é conhecido como teorema de fatoragao de
Stein (veja [H]). A aplicagdo quociente ¢: U — S, ¢(p) = folha de G
passando por p, é holomorfa e se estende a uma aplicagdo meromorfa
de M em S, que denotaremos pelo mesmo simbolo, ¢. As superficies
de nivel p~1(q), g € S, sao conexas e coincidem com as componentes
irredutiveis dos niveis f~!(p), p € P. Em particular, se ¢ € S
entdo f(¢~1(q)) é conexo e discreto, logo contém um tinico ponto em
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P!'. Podemos entdo definir uma aplicacdo holomorfa F: S — P! por
F(q) = f(¢7(q)) que fatora f, no sentido que f = Fo¢. Seja a # 0
uma 1-forma meromorfa em S e coloquemos p := ¢*(a) # 0. Note
que dp = 0, ja que da = 0.

Como wy A p = 0, existe hy € M*(M) tal que wy = hy.p.
Anglogamente, para todo k € {0,2,..., N — 2} existe hy, € M(M) tal
que wi = hg.u, ja que wx A p = 0. Logo, podemos escrever

wo :(Z)lJr(hoJrhz*F...Jrthz*l‘hN),u
Substituindo @y, = hy.4 na relacdo (6.8) obtemos

ou, h, =0

1 dhy, (6.10)
ou, (wl -

U
Seja J = {k # 1| hy # 0}. Dados k # £ € J, obtemos de (6.10) que

((z-1)dh—}:“—(k—1)d$>/w=0. (6.11)

Em particular, hlkv -t / hév ~k & integral primeira da folheacio G. Seja
r = mdc{k — 1|k € J} e consideremos inteiros nj, j € J, tais que
Z]EJ (j — 1) = r. Coloquemos h := Hjejhn'. Note que @ =

Dies ViRt h . Somando as relagdes em (6.11) com k fixo, obternos

dh dh dh k—1dh
0= 32 ((0-nFE - (e DG ) an= (G2 - T ) A

tes k £

Logo, hk/h% é integral primeira de G, para todo k € J. Pelo
teorema de fatoracdo de Stein, existe Hy: S — P!, holomorfa, tal
que hk/hk_;1 = Hj o ¢, ou seja hy = hk_:l.Hk o ¢, k € J. Colocando
Hy, =0 para k ¢ J, podemos escrever

wo=0+ (Y T Hyoo | u. (6.12)
k#1
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Por outro lado, as relagbes em (6.10) e ‘%fs Ap = kfld_}? Ap =0
implicam
1 dhyg 1dh 1dh

AL = — A= ——A — o1 ——— )Au =0 (6.13
A e i A iy AV (@1——=-)Ap=0 (6.13)
Em particular, existe k € M(M) tal que &1 = %d—}f + k.. Como
@1, p e dh/h sdo fechadas, obtemos por derivagdo que dk A p = 0.
Pelo teorema de fatoracao de Stein, existe uma fun¢do holomorfa
K: S — P! tal que k = K o ¢. Substituindo em (6.12) obtemos

1dh _
wo==—+Kopu+ | Y T .Hyoo|n (6.14)

r h
k#1

Finalmente, colocando ® := (¢, h): M— — S x P!, obtemos

e

rhwy =@ [ dz+r(K.z+ Z Hy.z
k£1

0 que prova o teorema. O
O lema 6.2.2 e o final da prova do teorema 9, implicam o seguinte
resultado :

Corolario 6.2.1. Seja F uma folheagdo de codimensdo um numa
variedade complexa compacta M, de dimensdo n > 2. Suponha que F
admite uma seqiiéncia de G.V finita de comprimento N > 3. Entao,
ou bem F é o pull-back de uma folheacio numa superficie S x P!,
como no exemplo 6.2.1, ou bem F possui uma estrutura transversal
afim ou por translagdes, com polos num sub-conjunto analitico de
codimensdo um de M.

No caso em que M = P", temos o seguinte resultado :

Corolario 6.2.2. Se uma folheacdo F de codimensdo um em P™,
n > 2, admite uma seqiéncia de G.V finita entdo, ou bem F € o pull-
back de uma folheacdo de P x P, como no exemplo 6.2.1, ou bem F
possui uma estrutura transversal projetiva, afim ou por translagoes,
com polos num sub-conjunto analitico de codimensdo um de M.



196 [CAP. 6: PROBLEMAS E CONJECTURAS.

Prova. Suponha que F nao admite estrutura transversal proje-
tiva, afim ou por translagoes. Neste caso, F é definida por uma
1-forma meromorfa w do tipo

N
w=®"(dz + szaj) ,
=0

onde ® = (¢1,¢2): P"— — S x P! e a; é 1-forma meromorfa em S,
0 < j < N. Queremos provar que S = P'. Temos duas possibilida-
des : 1% ¢ é constante. Neste caso, ¢7(ce;) = 0 para todo j =
0,...,N. Logo w = ¢3(dz), ou seja, w é fechada, contra a suposicgao.
2%, ¢ nao é constante. Logo, existe uma reta projetiva L ~ P!,
linearmente mergulhada em P” tal que ¢1|;, néo é constante. Como
L tem dimensdo um, a aplicacdo ¢1|r, := f é de fato holomorfa. Em
particular, existe uma aplicacdo holomorfa ndo constante f: P! — S.
Logo S ~ P!, por um resultado bem conhecido da teoria de superficies
de Riemann. O

No caso de folheagoes de grau dois em P”, temos o seguinte resul-
tado :

Proposigao 6.2.2. Toda folheacao de grau dois em P™, n > 2, ad-
mite uma seqiéncia de G.V de comprimento trés.

Prova. Seja F € Fol(n,2),n > 2. Vamos supor que cod(sing(F)) >
2.

Lema 6.2.3. Eziste uma aplicacdo birracional ¥: PP~ x P1— — P7
tal que, se G = U*(F) e A ¢ o conjunto de tangéncias de G com as
fibras da fibracdo vertical, dada por w : P"~1 x P1 — P11 entdo
temos duas possibilidades :

(a). A =N x P! onde N C P! é um sub-conjunto algébrico de
codimensao um.

(b). A =N xPt UP*" ! x{q}, onde N é como acima e q € P*.

Prove. Em primeiro lugar, sing(F) # 0 pelo teorema 1.13 da
secdo 1.4.3. Fixemos um ponto p € sing(F) e uma carta afim x =
(z1,...,2n) € C™ tal que z(p) = 0. Nesta carta afim, F é representada
por uma 1-forma integrdavel polinomial w, tal que w(0) = 0, j4 que
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p =0 € sing(F). Além disto, cod(sing(w)) > 2. Como F tem grau
dois, podemos escrever

w=w1 +wtws,

onde w; tem coeficientes homogéneos de grau j, 1 < j < 3, eip(w3) =
0, sendo R o radial. Se ws = 0 entdo ir(w2) # 0, j& que gr(F) = 2.
Seja Tang(F, R) o divisor de tangéncias entre F e o campo radial.
No sistema afim acima, temos Tang(F,R) = ig(w1) + ir(w2) =
F5+ F3, onde Fy = igr(w1) e F3 = ir(w2). Note que, se F; # 0 entdo
gr(F;) =j, j = 2,3. Veremos mais adiante que é possivel escolher o
ponto p € sing(F) de forma que Fy + F5 # 0. Por enquanto, vamos
supor este fato.

Seja m: M — C™ a variedade obtida de C™ por uma explosdo em
p = 0. Na sistema de coordenadas afim em questdo, a expressdo de
m numa das cartas de M é da forma

(1, ey Tn) = 7(t1y ey b1, 2) = (281, ooy 2.8n—1,2) == (2.8, 2) .
Escrevendo w; = i | Aj;(z).dz;, 1 < j < 3, obtemos

n—1
™ (wj) = Z Aji(zt,2)(zdt; +tidz) + Ajn(2.t,2)dz =

i=1
=27 (2.0 + Pj(t) d2) ,

onde @; = Z;:ll Aji(t,1)dt; e Pi(t) = ir(w;)(t,1). Em particular,
obtemos

(W) =z (Fa(t, 1) + 2.F5(t,1))dz + z.01 + 2°.@2 + 2°.@3)  (6.15)

A folheagdo m*(F) é definida nesta carta por Q = z~*.7*(w), onde

k > 1 é escolhido de tal forma que cod(sing(€2)) > 2. O divisor de
tangéncias de 7*(w) com o campo vertical 9/0z é dado por Fa(¢,1) +
zF5(t,1) = 0, se k = 1. Se Fy(¢,1) = 0, entdo k = 2 e o divisor de
tangéncias é F3(t,1) = 0.

Consideremos (t,z) € C"~1xC C P~ 1 xPL. A explosaom: C*~1x
C — C™ C P™ se estende a uma aplicacio birracional ¥;: P*~1 x
P!— — P". Seja G1 := U3 (F). O divisor de tangéncias A; de G; com
as fibras da fibragdo vertical {g} x P!, é dado na carta anterior por :
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(i)
(i)
(ii).

No casos (i) e (ii), o divisor A satisfaz (a) do lema 6.2.3 e colocamos
U =T, e G=G. No caso (iii), se Q(t) = mdec(Fy(t, 1), F5(¢,1))
podemos escrever Fy(t,1) = Q(t).f2(t) e F3(t,1) = Q(¢).f3(t), onde
mdc(fa, f3) = 1. Em particular, Ay = Q(¢)(f2(t) + z.f3(t)) e o con-
junto de tangéncias é dado por (Q(t) = 0) U (z = —fa(t)/f3(¢)).
Neste caso, para obter o lema, precisamos fazer mais uma modi-
ficacdo birracional. Definimos ¢: C*~1 x P1— — C"! x P! por

F3(t,1),se F, =0 e F3 #0.

Ay (
Al Fg(t, 1), FgEOGFQ 7_é0
Ay (

F2 t, 1) + Z.Fg(t, 1), se FQ,F3 ;_é 0.

P(t,z) = (t,m). Esta transformacao envia a hipersu-

perficie (z = —f2(t)/f3(t)) no hiperplano do infinito de C*~1 x C C
C" ! x P!. Consideramos v o 7 e estendemos a uma aplicacdo bir-
racional de P*~! x P! em P". Esta aplicacio satisfaz as propridades
requeridas no lema. Obtemos o caso (b) do lema 6.2.3, como o leitor
pode verificar.

Resta provar que podemos escolher o ponto p € sing(F) de tal
forma que Fs + F5 # 0. Suponhamos que Fy + F3 = 0. Neste
caso, temos necessariamente ws Z 0, pois caso contrario terfamos
gr(F) < 2. Além disto, F5 = F3 = 0, pois Fy e F3 sdo homogéneos.
Em particular, temos ig(w) = 0. Note que n > 3, pois paran =2, a
relacdo implica que w = f(x1 dzg — z2 dxy), logo sing(w) = (f =0)
tem codimensdo um. De (6.15) obtemos Q := 27 2.7%(w) = &1 +2.02+
22.03, onde @3 # 0. A idéia é provar que &1 = @y = 0. Suponhamos
por absurdo que @w; # 0. Grupando na relagao 2 A d€2 = 0 os térmos
da forma z7.dzA..., j = 0,1,2, e levando em conta que &; s6 depende
de t e ndo contém térmos em dz, obtemos respectivamente w1 A Wy =
@1 N3 = @y AN @3 = 0. Isto implica que Q = f.03, onde f é um
polinémio, como o leitor pode verificar. Se f nfo é constante entao
sing() D (f = 0) tem codimensdo um, contradi¢do. Logo, &1 = 0.
Deixamos o caso restante para o leitor. Obtemos assim que w = ws.
Em particular, F é o pull-back de uma folheacio em P"~! por uma
aplicagdo linear. Logo, existe ¢ # 0 tal que w3(g) = 0. Considerando
a translagdo T'(u) = u + ¢, obtemos T*(w3) da forma que queremos
(verifique). |
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Se o divisor A é como no lema 6.2.3, utilizando (6.15), entdo
®*(F) é representada em algum sistema de coordenadas afins por
uma 1-forma meromorfa 2 do tipo

3
Q=Fdz+>» ',

j=1

onde F' nao depende de z e n; ndo depende de z e de dz, 1 < j < 3.
Tomando a seqiiéncia de G.V como na prova da proposi¢do 6.2.1 com
Y = 0/0z, obtemos uma seqiiencia de comprimento trés. Isto prova
o teorema. O

O seguinte corolario decorre imediatamente dos resultados ante-
riores :

Coroldrio 6.2.3. Seja F € Fol(n,2), n > 3. Entdo, ou bem F €
um pull-back de uma folheacdo em P? por uma aplicacdo racional,
ou bem F possui uma estrutura transversal afim, ou por translagdes,
com polos num subconjunto algébrico de codimensdo um.

O corolario 6.2.3 motiva o seguinte problema :

Problema 3. E possivel demonstrar o teorema 7 do capitulo anterior
utilizando o coroldrio 6.2.3 ¢

Gostariamos de observar que no sdo conhecidos exemplos de fol-
heagoes de codimensao um em espagos projetivos que ndo admitem
seqiiéncias de G.V de comprimento finito. Este fato motiva a seguinte
conjectura :

Conjectura 3. Ezxiste um sub-conjunto U, aberto e denso em Fol(2,3),
tal que toda folheacao F € U ndo admite seqiéncia de G.V finita.

A seguinte conjectura é motivada pelo teorema 9 :

Conjectura 4. Seja F uma folheacdo de codimensao um numa var-
iedade algébrica de dimensao n > 3. Entdo, ou bem F possui uma
estrutura transversal projetiva, afim, ou por translagéoes, com polos
num sub-conjunto algébrico de codimensao um, ou bem F é um pull-
back de uma folheagcao G numa superficie algébrica por uma aplicag¢do
meromorfa.
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6.3 Exercicios.

Ex. 6.1. Seja F € Fol(2,1) uma folheagédo que possui um centro de
Morse. Prove que F possui uma integral primeira racional, a qual,
em algum sistema de coordenadas afim (z,y) € C? C P? pode ser
escrita com ®(z,y) = z.y.

Ex. 6.2. Seja F uma folheagdo holomorfa de codimensdo um numa
variedade algébrica M com dim(M) > 2. Prove que existe uma 1-
forma meromorfa w # 0 tangente a F. Prove também que, se w;
é outra 1-forma meromorfa tangente a F entdao w; = f.w, onde f é
meromorfa.

Ex. 6.3. Sejam M uma variedade complexa e (wy) x>0 uma seqiiéncia
de l—forkmas meromorfas em M. Defina a série formal Q = dz +
> k>0 rwWr em M x C. Prove QA dS) = 0 se, e somente se as relacoes
em (6.4) sao satisfeitas.

Ex. 6.4. Sejam F uma folheagao de codimensao um numa variedade
complexa M e Q =dz+) ;- i—?wk uma seqiiéncia de G.V associada

a F. Considere uma série formal z(p, w) = Zj>1 fi(p).w’, onde fi €
M*(M) e f; € M(M) para j > 2. Colocando ®(p,w) = (p, z(p,w)),
calcule a série formal ®*(Q2). Prove que a série formal

-1
Q= f171 — ()
L+ isn fi fjwi™
pode ser escrita com Q = dw + Zkzo Tj’c—fd)k, onde Wy = ffl.wo,

w1 =wi + % e Wi é meromorfa em M, para todo k > 2.

Ex. 6.5. Prove que toda variedade algébrica é pseudo-paralelizavel.
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