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Prefácio

Problemas que envolvem simultaneamente as estruturas aditiva e
multiplicativa dos números inteiros, em particular problemas aditivos
sobre números primos, costumam ser extremamente dif́ıceis, apesar
de muitas vezes terem enunciados bastante simples. Não se sabe por
exemplo se há infinitos pares de primos gêmeos, i.e., pares de primos
cuja diferença é 2. Também continua em aberto a famosa conjectura
de Goldbach: todo inteiro par maior ou igual a 4 é soma de dois
primos.

Outra conjectura clássica sobre primos que estava em aberto há
muito tempo é a de que existem progressões aritméticas arbitraria-
mente longas formadas exclusivamente por primos. A maior
dessas progressões conhecida atualmente é 468395662504823+
k · 45872132836530, 0 ≤ k ≤ 23, formada por 24 primos, descoberta
em 18 de janeiro de 2007 por Jaroslaw Wroblewski. Esta conjectura
foi finalmente demonstrada por Ben Green e Terence Tao em 2004.
Tao ganhou uma medalha Fields em 2006, principalmente por causa
deste trabalho.

O objetivo principal deste texto é expor o trabalho de Green e
Tao da forma mais auto-contida posśıvel. Sua demonstração uti-
liza o famoso Teorema de Szemerédi, segundo o qual qualquer con-
junto de inteiros positivos com densidade (superior) positiva contém
progressões aritméticas arbitrariamente longas. O trabalho de Green
e Tao usa ainda idéias de teoria ergódica, introduzidas por Fursten-
berg para dar uma prova alternativa do Teorema de Szemerédi, além
de técnicas introduzidas por Gowers para dar ainda outra demon-
stração deste Teorema de Szemerédi.

No caṕıtulo 1 apresentaremos diversos resultados sobre números
primos, incluindo a demonstração do Teorema dos Números Primos,
sobre sua distribuição assintótica, durante a qual faremos estimativas
sobre a função ζ de Riemann que serão usadas na prova do Teorema
de Green e Tao. Discutiremos também resultados ligados ao Teorema
de Szemerédi e a prova ergódica de Furstenberg.
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No caṕıtulo 2 apresentaremos a demonstração do Teorema de
Green e Tao que generaliza o Teorema de Szemerédi via a introdução
das medidas pseudo aleatórias. Neste caṕıtulo aparecem as técnicas
ergódicas e as técnicas de Gowers que mencionamos.

No caṕıtulo 3 provamos que existem medidas pseudo-aleatórias
em relação às quais os primos têm medida positiva, o que, pelos
resultados do caṕıtulo 2, permite concluir a existência de progressões
aritméticas arbitrariamente longas formadas por primos.

Apesar de sofisticada, a prova do Teorema de Green-Tao não re-
quer muitos pré-requisitos que não estejam contidos neste texto (em
particular não usaremos diretamente resultados de teoria ergódica
nem de teoria anaĺıtica dos números que não estejam demonstrados
nestas notas; por outro lado, alguma experiência prévia com esses
assuntos pode ajudar a compreender muitas das idéias da prova).
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1.4 Prova do Teorema dos Números Primos . . . . . . . . 13
1.4.1 A função de Von Mangoldt . . . . . . . . . . . 14
1.4.2 A função zeta de Riemann . . . . . . . . . . . . 15
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Caṕıtulo 1

Propriedades aditivas
dos números primos

1.1 Introdução

Um dos conceitos numéricos mais antigos é a noção de número primo.
Por definição um número p é primo se ele é diviśıvel somente por 1 e
por ele mesmo.

Os números primos aparecem em diversos resultados elementares
da teoria dos números, como o teorema de decomposição única em
fatores primos ou como os números tais que Z/pZ é um corpo.

Obviamente como a definição de número primo é de caráter mul-
tiplicativo, podemos extrair diversas propriedades multiplicativas el-
ementares. Por exemplo, o produto de dois primos não é primo. Ou
mesmo, não existem progressões geométricas de comprimento maior
ou igual à 3 formadas somente por primos.

Por outro lado, ao levantarmos perguntas de caráter aditivo pode-
mos nos deparar com algumas surpresas. Por exemplo, a soma de
dois números primos é primo? A resposta é: depende. Por exemplo
2+3=5 é primo, 2+5=7 é primo, mas 3+5=8 não é primo e nem
7+2=9. Por outro lado o postulado de Bertrand diz que para todo
natural N existe um primo entre N e 2N . Vê-se então que a seguinte
pergunta merece pelo menos um pouco de reflexão:

7



“ColoquioMateusGuguAlexNew”
2007/6/26
page 8

i

i

i

i

i

i

i

i

8 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

Existem progressões aritméticas de comprimento maior ou igual à 3
formadas somente por primos? E quantas existem uma vez que o

comprimento for fixado?

Veremos nestas notas como tal pergunta foi respondida por Ben
Green e Terence Tao. Mas, antes disso, iremos passear pelo mundo
dos números primos, vendo soluções parciais a esta pergunta e anal-
isando outras questões de caráter aditivo envolvendo os números pri-
mos.

1.2 Problemas clássicos sobre proprieda-
des aditivas de Números Primos

1.2.1 A conjectura dos primos gêmeos

Observando o exemplo da introdução, sabemos que nem sempre a
soma de um número primo com 2 é primo; mas, será que existem
infinitos primos com essa propriedade? Dizemos que p e p+2 são
primos gêmeos se ambos são primos. Exemplos de primos gêmeos
são: (3 e 5), (5 e 7), (11 e 13), (17 e 19), (29 e 31), (41 e 43). Um
dos problemas em aberto mais famosos da teoria dos números é a
conjectura dos primos gêmeos:

Existem infinitos primos gêmeos?

Um resultado importante devido a Brun [2] mostra que mesmo que ex-
istam infinitos primos gêmeos, eles se tornam muito escassos quando
olhamos para números muito grandes, o que torna a conjectura mais
dif́ıcil. De fato o teorema de Brun diz que a série dos inversos dos
primos gêmeos ı́mpares converge (para um número conhecido como
a constante de Brun):

(
1
3

+
1
5
) + (

1
5

+
1
7
) + (

1
11

+
1
13

) + (
1
17

+
1
19

) + ... < +∞.

Mais tarde reformularemos a conjectura dos primos gêmeos em uma
linguagem mais anaĺıtica.
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[SEC. 1.2: PROBLEMAS CLÁSSICOS SOBRE PROPRIEDADES ADITIVAS 9

1.2.2 A conjectura de Goldbach

Em uma carta a Euler, em 1742, Goldbach perguntava se todo número
maior que 2 é soma de 3 primos. Goldbach assumia que 1 era primo,
o que não é mais usado. Portanto uma conjectura equivalente é a
famosa conjectura de Goldbach é:

Todo inteiro par n ≥ 4 pode ser escrito como soma de dois primos?

Mesmo sendo fácil de enunciar, a conjectura de Goldbach ainda é
um dos maiores desafios da teoria dos números. Diversos resultados
parciais foram obtidos, mas nenhuma das provas parece se estender
a uma demonstração da conjectura de Goldbach.

Por exemplo, Schnirelman [8] mostrou que todo número primo
pode ser escrito como uma soma de primos, porém o número de
parcelas é maior que 300000, um pouco longe de 2, não?

Outra conjectura relacionada é chamada de conjectura fraca de
Goldbach:

Todo número ı́mpar n ≥ 9 pode ser escrito como soma de 3 primos?

Com respeito a este problema, temos o famoso teorema de Vino-
gradov [15], onde ele resolve a conjectura fraca de Goldbach para
números ı́mpares suficientemente grandes (maiores que 3315

).
Outro resultado interessante é o teorema de Chen [3], onde ele

mostra que um número par suficientemente grande é soma de um
primo com um quase-primo (um número com no máximo 2 fatores
primos).

Uma versão mais forte da conjectura fraca de Goldbach é con-
hecida como a conjectura de Levy:

Todo número ı́mpar n ≥ 7 pode ser escrito como soma de um primo
mais o dobro de outro primo?

Mais adiante, reformularemos estas conjecturas de maneira
anaĺıtica.

1.2.3 Primeiros Resultados sobre Progressões
Aritméticas e Números Primos

Um dos resultados mais clássicos neste assunto é o teorema de Dirich-
let que diz:
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Se a e b são primos entre si então a progressão aritmética a + nb
contém infinitos primos.

A prova deste resultado utiliza o conceito de L-séries (uma definição
mais avançada) devido a Dirichlet. No apêndice será dado um esboço
da prova em um caso particular.

O teorema de Dirichlet não diz que a progressão aritmética é for-
mada inteiramente de primos. Uma pergunta natural é se existe uma
progressão aritmética de tamanho infinito formada somente de pri-
mos. A resposta é negativa segundo o teorema de Lagrange-Waring:

Considere uma progressão aritmética formada somente de primos de
comprimento k e de razão d. Então necessariamente d é diviśıvel
por todos os primos menores que k. Em particular não existem

progressões aritméticas de comprimento infinito formadas somente
de primos.

1.3 Progressões Aritméticas em certos
subconjuntos de Z

A questão da existência de progressões aritméticas de tamanho finito
formadas de primos pode ser estendida da seguinte maneira:

Seja A ⊂ Z. Existem progressões aritméticas de comprimento
arbitrariamente grande formadas somente por números que

pertencem a A?

De certa forma, veremos que o conjunto P de números primos é
muito “magro”. Podemos então tentar atacar o problema primeira-
mente para conjuntos A “gordos”, onde as chances de se encontrar
progressões aritméticas sao maiores, e tentar adaptar os métodos de
prova para o caso de conjuntos “magros”. Obviamente um problema
central é a definição do que é um conjunto “magro” e o que é um con-
junto “gordo”. Nesta seção veremos certos resultados nesta direção.
Observe que não aplicaremos a ordem cronológica na exposição dos
resultados.
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[SEC. 1.3: PROGRESSÕES ARITMÉTICAS EM CERTOS SUBCONJUNTOS DE Z 11

1.3.1 O teorema de Van der Waerden

Suponha que você possui uma quantidade finita, digamos k, de cores e
use-as para pintar os números inteiros. Então, você obtém k subcon-
juntos disjuntos que formam uma partição dos inteiros. O teorema
de Van der Waerden diz que:

Pelo menos um destes subconjuntos é tão “gordo” que possui
progressões aritméticas de comprimento arbitrariamente grande.

Em particular, se tomamos duas cores e pintamos os primos de
uma cor e os não-primos de outra, obtemos:

O conjunto de números primos ou o conjunto de números
não-primos possuem progressões aritméticas de comprimento

arbitrário.

Mais adiante veremos provas do teorema de Van der Waerden.

1.3.2 Conjuntos com Densidade Positiva e o Teo-
rema de Szemerédi

Obviamente, o conjunto dos números pares possuem progressões
aritméticas de comprimento arbitrário (com razão 2, por exemplo).
Observe que num intervalo [1, N ] := {n ∈ Z; 1 ≤ n ≤ N} essencial-
mente os pares ocupam 1/2 deste conjunto. Da mesma maneira, os
números ı́mpares também tem essa propriedade e possuem progressões
aritméticas de comprimento arbitrário. Mais geralmente, escolhido
um número k qualquer se você olha para o conjunto de múltiplos de k,
este conjunto essencialmente ocupa 1/k de [1, N ] e possui progressões
aritméticas de comprimento arbitrário.

Com base nisto, podemos tentar dizer que um conjunto é “gordo”
se ele ocupa uma fração positiva do intervalo [1, N ]. Por outro lado,
como queremos progressões de comprimento grande, iremos pedir que
essa fração seja vista assintoticamente.

Definição 1.3.1. Seja A ⊂ N a densidade de A é:

d(A) = lim sup
N→∞

|[1, N ] ∩A|
N

.

Aqui, dado B ⊂ N, denotamos por |B| a cardinalidade de B.
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12 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

Obviamente a definição se estende naturalmente para subconjun-
tos dos inteiros. O primeiro teorema que lida com conjuntos “gordos”
ou melhor com densidade positiva é o teorema de Roth [7] de 1956:

Se A ⊂ Z tem densidade positiva então A possui infinitas
progressões aritméticas de comprimento 3.

O problema da existência de progressões aritméticas de compri-
mento arbitrário somente foi resolvido graças aos trabalhos de Sze-
merédi [9] em 1975:

Teorema 1.3.1 (Szemerédi). Se A ⊂ Z tem densidade positiva então
A possui infinitas progressões aritméticas de comprimento arbitrari-
amente grande.

Adaptações da prova do teorema de Szemerédi serão objeto de
estudo nos caṕıtulos posteriores, pois veremos a seguir que não se
pode aplicar o teorema nesta forma ao conjunto dos números primos.
Nas seções seguintes, daremos provas do teorema de Szemerédi.

1.3.3 O teorema dos Números Primos e Progressões
Aritméticas formadas por Primos

O motivo pelo qual não podemos aplicar o teorema de Szemerédi ao
conjunto de números primos se deve ao famoso teorema dos números
primos:

Teorema 1.3.2 (O Teorema dos Números Primos). Vale a seguinte
estimativa assintótica:

|P ∩ [1, N ]|
N

=
1

log N
+ o(1).

Aqui P é o conjunto de números primos e o(1) é uma quantidade que
vai a zero quando N →∞. Em particular d(P ) = 0.

Mesmo que os primos tenham densidade zero, a existência de
infinitas progressões aritméticas de comprimento 3 formada de primos
foi obtida em 1939 por Van der Corput (antes do teorema de Roth):

Existem infinitas progressões artiméticas de comprimento 3
formadas somente de primos.
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[SEC. 1.4: PROVA DO TEOREMA DOS NÚMEROS PRIMOS 13

Finalmente, em 2004, Ben Green e Terence Tao [5] obtiveram o
resultado geral. Tal teorema é objeto central de estudo deste livro:

Teorema 1.3.3 (Green-Tao). Existem infinitas progressões aritmé-
ticas de comprimento arbitrário formadas somente de primos.

1.3.4 A conjectura de Erdös-Turán

Sabe-se que a série
∑

1
n2 converge, porém, em 1737, Euler mostrou

que a série dos inversos dos primos diverge:

∑

p primo

1
p

= +∞.

Isto mostra que os números primos não são tão esparsos quanto os
quadrados de números naturais.

A conjectura de Erdös-Turán diz que conjuntos com tal propriedade
devem conter progressões aritméticas de comprimento arbitrário. O
teorema de Green-Tao é portanto um caso particular desta conjec-
tura:

Conjectura 1 (Erdös-Turán). Seja A ⊂ N tal que:

∑

n∈A

1
n

= +∞.

Então existem infinitas progressões aritméticas de comprimento ar-
bitrário formada somente por elementos de A.

Esta conjectura está completamente em aberto: não se sabe nem
se tais conjuntos devem conter progressões aritméticas de compri-
mento 3.

1.4 Prova do Teorema dos Números Pri-
mos

Nesta seção daremos um esboço da prova do teorema dos números
primos. Veremos suas relações com a função de Von Mangoldt e com
a função zeta de Riemann.



“ColoquioMateusGuguAlexNew”
2007/6/26
page 14

i

i

i

i

i

i

i

i

14 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

1.4.1 A função de Von Mangoldt

Em primeiro lugar, reformularemos o teorema numa linguagem inte-
gral e veremos suas relações com a função de Von Mangoldt.

Definição 1.4.1. A função de Von Mangoldt Λ : Z → R+ é dada
por Λ(n) = log p se n = pr, onde r ≥ 1 e Λ(n) = 0 caso contrário.

Observe que o teorema da decomposição única em fatores primos
pode ser expresso por:

log n =
∑

d|n
Λ(d). (1.4.1)

Definição 1.4.2. Dada f : X → R e A ⊂ X um conjunto finito,
definimos a esperança de f com respeito à A como:

E(f(n)|n ∈ A) = E(f |A) =
1
|A|

∑

n∈A

f(n).

Nesta linguagem o teorema dos números primos pode ser visto
como uma estimativa para a esperança da função de von Mangoldt:

Teorema 1.4.1. O Teorema dos Números Primos é equivalente à:

E(Λ|[1, N ]) = 1 + o(1).

Demonstração. Pela definição da função de von Mangoldt temos
que:

NE(Λ|[1, N ]) =
∑

p≤N

[
log N

log p
] log p ≤ log N

∑

p≤N

1

= log N · (|primos entre 1 e N |).
Isto dá uma das desigualdades desejadas (dividindo por N).

Por outro lado, se 1 < M < N então:

|primos entre 1 e N | = |primos entre 1 e M |+
∑

M<p≤N

1

≤ |primos entre 1 e M |+
∑

M<p≤N

log p

log M

< M +
1

log M
NE(Λ|[1, N ]).
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[SEC. 1.4: PROVA DO TEOREMA DOS NÚMEROS PRIMOS 15

Agora se N é muito grande então temos que 1 < M = N
log2 N

< N .
Substituindo na inequação acima obtemos que:

|primos entre 1 e N | < N

log2 N
+

NE(Λ|[1, N ])
log N − 2 log log N

.

Portanto:

|primos entre 1 e n|
N

< E(Λ|[1, N ])(
1

log N − 2 log log N
) +

1
log2 N

.

Isto conclui a demonstração porque log x
log x−2 log log x → 1 quando

x →∞.

1.4.2 A função zeta de Riemann

Uma das funções mais famosas na Matemática é a função zeta de Rie-
mann. Ela desempenha um papel fundamental na teoria dos números
e também aparece em diversas outras áreas (p.ex., análise complexa,
sistemas dinâmicos, etc.). Em particular, ela tem estreita relação
com a distribuição dos números primos devido à fórmula de Euler.
Nesta seção iremos estudar algumas propriedades desta função.

Definição 1.4.3. A função zeta de Riemann é dada pela única
extensão meromorfa da seguinte função anaĺıtica no domı́nio
{Re(s) > 1}:

ζ(s) =
∑

n≥1

1
ns

.

Proposição 1.4.1 (Fórmula de Euler). Se s > 1 é real, então a
seguinte identidade de Euler é verdadeira:

ζ(s) =
∏
p

1
1− p−s

.

Para provar esta fórmula precisamos de falar de funções multi-
plicativas. Dizemos que uma função f : Z → R é multiplicativa se
f(mn) = f(m)f(n) quando (m,n) = 1, e ela é estritamente multi-
plicativa quando esta relação vale sem restrição.
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16 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

Demonstração. Suponha que f é multiplicativa e limitada, então
em Re(s) > 1 podemos escrever:

∑ f(n)
ns

=
∏
p

(
∑
m

f(pm)pms).

De fato, em Re(s) ≥ δ > 1 temos que
∑

k≥1
f(k)
ks converge uniforme-

mente, por outro lado, seja P (n) =
∏

p≤n(
∑

m≥0 f(pm)p−ms), onde
s está fixo. Ora, P (n) é um produto finito de séries convergentes e
podemos então escrevê-lo como

∑
m∈An

f(m)
ms , onde

An = {r ∈ N; os fatores primos de r são menores ou iguais à n}.

Por exemplo se n = 3 temos que:

P (3) = (
∑
m

f(2m)2−ms)(
∑

j

f(3j)3−js)

=
∑

m,j

f(2m)f(3j)2−ms3−js

=
∑

m,j

f(2m3j)(2m3j)−s =
∑

m∈An

f(m)m−s.

Agora, obviamente {1, . . . , n} ⊂ An. Logo |P (n) − ∑
k≥1

f(k)
ks | ≤∑

k>n
f(k)
ks , donde o resultado segue pela convergência absoluta da

série.
Além disso, se f é estritamente multiplicativa, temos que f(pm) =

(f(p))m. Isto implica que
∑

m≥0 f(pm)p−ms =
∑

m≥0(f(p)p−s)m =
1

1−f(p)p−s , pela fórmula da série geométrica.
A fórmula de Euler segue então observando que a função f ≡ 1 é

estritamente multiplicativa.

Para nossos propósitos, estaremos interessados em conhecer regiões
onde a função zeta não se anula. De fato, isso faz parte de um prob-
lema importante à respeito da função zeta conhecido como a Hipótese
de Riemann: é sabido que os pares negativos −2,−4, . . . são zeros
da função zeta, chamados de zeros triviais, e outros zeros conhecidos
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[SEC. 1.4: PROVA DO TEOREMA DOS NÚMEROS PRIMOS 17

são da forma 1
2 + iα onde α é um zero da função

ξ(t) =
1
2
s(s− 1)π−s/2Γ(

s

2
)ζ(s), onde s =

1
2

+ it.

A Hipótese de Riemann afirma que

Os zeros não triviais da função zeta de Riemann tem parte real
igual à 1

2 .

Este é um problema muito dif́ıcil e tem posto a prova os esforços
de muitos matemáticos famosos. Neste livro iremos encontrar uma
região livre de zeros de forma elementar (usando análise complexa).
A prova do seguinte fato será dada no apêndice deste caṕıtulo:

Proposição 1.4.2. ζ(s) 6= 0 em Re(s) ≥ 1.

Para isso iremos estudar a analiticidade da função zeta de Rie-
mann e provaremos o seguinte fato: 1 é o único polo da função zeta
de Riemann em Re(s) > 0, ele é simples e tem reśıduo 1. De fato,
se [x] denota a função maior inteiro menor do que x então na região
Re(s) > 0 temos a expansão:

ζ(s) =
1

s− 1
+ 1 + s

∫ ∞

1

([x]− x)
x1+s

dx.

1.4.3 Prova Anaĺıtica

A principal ferramenta nesta demonstração é o seguinte teorema, cuja
prova será dada no apêndice:

Teorema 1.4.2. Seja f : [1,∞] → R, tal que f(x) = O(x), não
descrescente e f ∈ L1

loc. Dado s um parâmetro complexo, seja g
a transformada de Mellin de f , isto é, g(s) := s

∫∞
1

f(x)x−1−sdx.
Então, em Re(s) > 1, g é uma função anaĺıtica. Além disso, se
existe uma constante c tal que g(s)− c

s−1 tem continuação anaĺıtica
em {Re(s) = 1} então:

lim
x→∞

f(x)
x

= c.
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18 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

Em vista do teorema 1.4.2 e das propriedades da função zeta,
vistas acima, resta provar que xE(Λ|[1, x]) = O(x). Podemos provar
isto da seguinte maneira: observe que

∏

n<p≤2n

p ≤ 2n(2n− 1) . . . (n + 1) =
(

2n

n

)
< 22n.

Assim, temos
∑

n<p≤2n

log p < 2n log 2. Tomando n = 22k−1 (uma

espécie de decomposição diádica) vemos que
∑

2k−1<p≤2k

log p ≤ 2k log 2.

Somando estas desigualdades temos que:

∑

p≤2k

log p ≤
k∑
1

2i log 2 < 2k+1 log 2.

Logo, tomando 2k−1 < N ≤ 2k segue que
∑

p≤N

log p ≤ 2k+1 log 2 = (4 log 2)2k−1 < 4N log 2.

Portanto
∑

pm≤N

log p < (4 log 2)N1/m. Agora, lembrando que

E(Λ|[1, N ]) = 1
N (

∑
p≤N

log p+
∑

m≥2

∑
pm≤N

log p) e definindo α−1 = [ log N
log 2 ],

obtemos:

E(Λ|[1, N ]) ≤ 4 log 2
N

(N +
1/α∑
m=2

N1/2)

≤ 4 log 2(1 +
1

α
√

N
).

Isto mostra a limitação desejada.
Estamos então nas hipótese do teorema 1.4.2, o qual diz que

E(Λ|[1, N ]) = 1+o(1). Mas isto é equivalente ao teorema dos números
primos pelo teorema 1.4.1, o que conclui o argumento.

1.5 O Teorema de Van der Waerden

Nesta seção daremos duas provas do teorema de Van der Waerden:
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[SEC. 1.5: O TEOREMA DE VAN DER WAERDEN 19

Teorema 1.5.1 (Van der Waerden). Se colorirmos os inteiros pos-
itivos com um número k de cores, podemos achar progressões ar-
itméticas de comprimento arbitrário formadas por somente uma cor.

1.5.1 Prova Combinatória

Nesta seção, iremos provar o teorema de Van der Waerden através
do método de colorir em Combinatória. Para não carregar muita
notação, vamos denotar a progessão aritmética a, a+r, . . . , a+(k−1)r
por a+[0, k)r, e vamos supor que temos m cores com as quais iremos
colorir os números naturais de 1 até N .

Definição 1.5.1. Seja c : {1, . . . , N} → {1, . . . , m} uma maneira de
colorir. Dados k ≥ 1, d ≥ 0 e a ∈ {1 . . . , N}, um ventilador de raio
k, grau d com ponto base a é uma d-upla de progressões aritméticas
(a + [0, k)r1, . . . , a + [0, k)rd) onde r1, . . . , rd > 0. Para cada 1 ≤
i ≤ d as progressões a + [1, k)ri são chamadas de pás do ventilador.
Dizemos que o ventilador é policromático se seu ponto base e suas
pás são monocromáticas. Isto é, existem cores c0, c1, . . . , cd distintas
tais que c(a) = c0 e c(a + jri) = ci para j = 1, . . . k e i = 1, . . . d.

Observe que pela distinção das cores, se temos m cores, é im-
posśıvel termos um ventilador policromático com grau maior ou igual
à m.

É claro que o teorema de van der Waerden segue do seguinte
resultado:

Teorema 1.5.2. Sejam k, m ≥ 1. Então existe N tal que qual-
quer coloração com m cores de {1, . . . , N} contém uma progressão
aritmética de comprimento k monocromática.

Demonstração. A prova será feita em dois passos indutivos. Primeiro,
faremos indução em k: observe que o caso k = 1 é trivial; tomemos
k ≥ 2 e vamos supor que o teorema é verdade para k − 1.

Em seguida faremos indução em d. Isto é, afirmamos que dado
d, existe N tal que qualquer coloração com m cores de {1, . . . , N}
contêm ou uma progressão aritmética monocromática ou um venti-
lador policromático de raio k e grau d. Note que o caso d = 0 é trivial
e se provarmos que isso vale para d = m então pela observação feita
anteriormente, obtemos a progressão monocromática.
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20 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

Vamos tomar d ≥ 1 e supor que a afirmação vale para d − 1.
Seja N = 4kN1N2, onde N1 e N2 serão escolhidos depois e A =
{1, . . . , N}. Seja então c : {1, . . . , N} → {1, . . . , m} a coloração.
Obviamente {bkN1 + 1, . . . , bkN1 + N1} é um subconjunto de A com
N1 elementos para b = 1, . . . N2. Pela hipótese de indução em k e
d se N1 é muito grande, existe este conjunto possui uma progressão
monocromática de comprimento k ou um ventilador policromático
de raio k e grau d − 1. Se para algum b encontramos a progressão
monocromática, acabou. Portanto, vamos supor que para todo b =
1, . . . N2 sempre encontramos um ventilador policromático.

Logo, para cada b = 1, . . . , N2 encontramos a(b), r1(b), . . . , rd−1(b) ∈
{1, . . . , N1} e cores distintas c0(b), c1(b), . . . , cd−1(b) ∈ {1, . . .m} tais
que c(bkN1 + a(b)) = c0(b) e c(bkN1 + a(b) + jri(b)) = ci(b) para
j = 1, . . . , k − 1 e i = 1, . . . , d − 1. Chamaremos estas condições de
primeira e segunda propriedades do ventilador gerado por b. Em
particular, o mapa b → (a(b), r1(b), . . . , rd−1(b), c0(b), . . . , cd−1(b))
é uma coloração com mdNd

1 cores do conjunto {1, . . . , N2}. Nova-
mente pela hipótese de indução em k, se N2 é muito grande, existe
uma progressão monocromática b + [0, k − 1)s nesta nova coloração
com alguma cor da forma (a, r1, . . . , rd−1, c1, . . . , cd−1). Revertendo
a posição da progressão, podemos assumir que s é negativo, se for
necessário.

A idéia agora é transformar uma progressão de ventiladores idên-
ticos em um novo ventilador com um grau a mais, para completar
o passo de indução. Seja então b0 = (b − s)kN1 + a ∈ {1, . . . , N} e
considere o ventilador:

(b0 + [0, k)skN1, b0 + [0, k)(skN1 + r1), . . . , b0 + [0, k)(skN1 + rd−1))

de raio k, grau d e ponto base b0.
Vamos verificar que as pás são monocromática. Na primeira pá

temos c(b0 +jskN1) = c((b+(j−1)s)kN1 +a) por substituição. Pela
primeira propriedade do ventilador gerado por b + (j− 1)s segue que
c((b + (j − 1)s)kN1 + a) = c0(b + (j − 1)s) = c0(b) (pois a progressão
b + [0, k− 1)s é monocromática se 1 ≤ j ≤ k− 1). Da mesma forma,
em uma pá arbitrária, usando a segunda propriedade do ventilador,
temos que se 1 ≤ j ≤ k − 1 e 1 ≤ t ≤ d então:

c(b0+j(skN1+rt)) = c((b+(j−1)s)kN1+a+jrt) = ct(b+(j−1)s) = ct.
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[SEC. 1.5: O TEOREMA DE VAN DER WAERDEN 21

Se o ponto base b0 tem a mesma cor de uma pá, então encon-
tramos uma progressão monocromática de tamanho k, caso contrário
o ponto base tem cor distinta de suas pás e portanto encontramos
um ventilador policromático de raio k e grau d. Isto termina o passo
indutivo e a prova do teorema.

1.5.2 Prova via Sistemas Dinâmicos

Uma das grandes ferramentas em sistemas dinâmicos é a chamada
dinâmica simbólica, a qual consiste em estudar uma transformação
chamada shift. A seguir daremos a definição de shift e veremos como
Furstenberg usou tal maquinária para dar uma prova do teorema de
van der Waerden.

Seja A = {a1, . . . , ak} um alfabeto finito. Considere todas as
palavras infinitas compostas por letras deste alfabeto:

Ω = {(x1, x2, . . . , xn, . . . ) ; xi ∈ A}.

Este conjunto pode ser visto como um espaço métrico, através da
seguinte distância: dados x = (x1, x2, . . . ) e y = (y1, y2, . . . ), defina

d(x, y) :=
1
l

se l é o menor inteiro tal que xl 6= yl.

O shift é a transformação T : Ω → Ω definida por:

T (x1, x2, x3, . . . ) = (x2, x3, x4, . . . ).

É simples mostrar que o shift é uma aplicação cont́ınua com respeito
a métrica definida acima.

Com estes conceitos, Furstenberg usou o seguinte teorema de
dinâmica topológica (cuja prova será dada no apêndice) para demon-
strar o teorema de Van der Waerden.

Teorema 1.5.3 (Recorrência Múltipla Topológica - Furstenberg e
Weiss). Seja T : X → X cont́ınua e X um espaço métrico compacto.
Para todo k ∈ N e ε > 0 existe x ∈ X e n ∈ N tal que d(T in(x), x) < ε
para todo i = 1, . . . , k. Mais ainda, dado Z ⊂ X denso, podemos
escolher x ∈ Z.
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22 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

Vejamos como podemos provar o teorema de Van der Waerden
a partir deste resultado. Seja A = {c1, . . . , ck} o conjunto de cores
e z = (z1, z2, z3, . . . ) uma maneira de colorir N onde zi ∈ A indica
a cor do número i. Consideremos então z ∈ AN e T : AN → AN o
shift. Lembrando a definição da distância, temos que, para x, y ∈ AN

e m, l ∈ N, vale d(Tm(x), T l(y)) < 1 se e só se xm+1 = yl+1.
Em particular, se z ∈ AN então a progressão aritmética m,m +

n, . . . , m + kn é monocromática se zm = zm+n = · · · = zm+kn, ou
seja, se:

d(Tm−1(z), Tm−1+in(z)) = d(Tm−1(z), T in(Tm−1(z)))
< 1, para i = 1, . . . k.

Tomando X = {Tm(z)}∞m=0, temos que X é compacto, T é cont́ınua
em X e o conjunto Z = {Tm(z)}∞m=0 é denso em X. O teorema de
Van der Waerden segue então do teorema 1.5.3.

1.6 O Teorema de Furstenberg e suas apli-
cações no teorema de Szemerédi

Nesta seção daremos uma prova do teorema de Szemerédi baseada em
elementos de teoria ergódica (mais ou menos inspirados pela “prova
dinâmica” do teorema de van der Waerden). Primeiramente faremos
uma introdução aos conceitos básicos de teoria ergódica, em seguida
enunciaremos o teorema de recorrência múltipla ergódica de Fursten-
berg e, como corolário, obteremos o teorema de Szemerédi.

1.6.1 Breve Introdução à Teoria Ergódica

A teoria ergódica estuda iterações de uma transformação T : X → X,
onde X é um espaço de medida, do ponto de vista de uma medida
µ invariante pela transformação T (i.e., para todo subconjunto men-
surável A temos que µ(A) = µ(T−1(A))).

A presença da medida invariante dá muita informação estat́ıstica
sobre a estrutura de órbitas da transformação T , isto é, dos conjuntos
{Tn(x)}∞n=0, para quase todo x ∈ X com respeito a medida µ. Por
exemplo, o teorema de Poincaré diz que “se T : X → X é µ-invariante
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e µ(A) > 0 então para µ-qtp x em A temos que existe um n(x) ≥ 1
tal que Tn(x)(x) ∈ A”. Portanto existe um N tal que:

µ(A ∩ T−N (A)) > 0.

Em particular, vemos que, por menor que seja um conjunto con-
tendo um ponto x, se ele tem medida positiva então existem muitas
órbitas que começam dentro desse conjunto e voltam infinitas vezes
para este conjunto. Se o espaço de medida for topológico, então
podemos reformular o teorema de Poincaré da seguinte maneira:

Sejam T : X → X um espaço de medida e métrico (com respeito à
uma métrica d) e µ uma medida invariante por T . Então quase
todo ponto com respeito à µ é recorrente, isto é para quase todo

ponto x existe uma sequência nk →∞ de naturais tais que
d(Tnk(x), x)) → 0 quando k →∞.

Uma pergunta natural é se existem sempre medidas invariantes
para alguma tranformação T dada. Quando o espaço X é compacto
e a transformação é cont́ınua, a resposta é sim. A idéia da prova
deste fato é muito simples: tomemos uma medida qualquer arbitrária
e vejamos como essa medida muda pela ação da transformação, ou
melhor pela ação de iterados da transformação. Faça uma média
dessas medidas até o iterado N ; conforme N cresce, essa nova medida
tende a ficar menos senśıvel a ação de T . O ponto é tomar estudar o
limite quando N → ∞ e torcer para que uma medida limite exista;
de acordo com nosso argumento (informal) tal limite será invariante
por T .

Façamos agora a construção com mais detalhes. Como vimos
no parágrafo anterior, iremos tomar um certo limite de medidas, de
maneira que precisamos de um conceito de convergência de medi-
das. Como o espaço de medidas de Radon é o dual do espaço de
funções cont́ınuas é natural usarmos a topologia fraca, uma vez que
pela Análise Funcional teremos de graça resultados de compacidade
(ajudando na questão da existência de um “limite”).

Definição 1.6.1. Dizemos que uma sequência de medidas µk em X
converge fracamente para µ se para toda função cont́ınua f : X → R
vale: ∫

X

fdµk →
∫

X

fdµ.



“ColoquioMateusGuguAlexNew”
2007/6/26
page 24

i

i

i

i

i

i

i

i

24 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NÚMEROS PRIMOS

Como esta topologia é a topologia fraca, temos pelo teorema de
Banach-Alaoglu que:

O espaço de probabilidades em X (isto é, o conjunto de medidas µ
tais que µ(X) = 1) é compacto com respeito a convergência fraca.

Voltemos agora para a questão da existência de medidas invari-
antes. Seja η uma probabilidade qualquer. A ação dos iterados de
T na medida η será dada pelo push-forward, isto é, ((Tn)∗η)(A) :=
η(T−n(A)) para todo conjunto mensurável A. Uma observação im-
portante é que a propriedade de uma medida η ser invariante pode
ser traduzida na equação T ∗η = η.

Vamos considerar a seguinte sequência de probalidades:

µk =
1
k

k−1∑

i=0

(T i)∗η.

Em suma, estamos tomando médias temporais das medidas obti-
das por push-forward. Por compacidade, vemos que existe uma sub-
sequência µnk

que converge fracamente para alguma probabilidade µ.
Afirmamos que µ é invariante. De fato, temos as seguintes igualdades
que serão explicadas logo em seguida:

T ∗µ = T ∗(limµnk
)

= lim(T ∗(µnk
))

= lim(
1
nk

nk−1∑

i=0

(T i+1)∗(η))

= lim(
1
nk

(
nk∑

i=0

(T i)∗(η)− η + (Tnk)∗η))

= lim
1
nk

nk∑

i=0

(T i)∗(η)

= µ.

Na segunda igualdade usamos o fato que o operador T ∗ é cont́ınuo
na topologia fraca, pois T é cont́ınua. Com efeito, suponha que
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µk → µ fracamente e fixe f : X → R cont́ınua. Então temos que
f ◦ T também é cont́ınua e portanto:

∫

X

fd(T ∗µk) =
∫

X

f ◦ Tdµk →
∫

X

f ◦ Tdµ =
∫

X

fd(T ∗µ).

Para a quinta igualdade, observamos que, para toda f : X → R
cont́ınua, temos, por compacidade de X:

1
nk

∫

X

fdµ → 0 e
1
nk

∫

X

fd((Tnk)∗µ) =
1
nk

∫

X

f ◦ Tnkdµ → 0.

Logo as duas últimas parcelas convergem à zero fracamente.
Um exemplo concreto interessante para nossos propósitos futuros

é X = {0, 1}N e T o shift. Considerando a medida de Dirac de um
ponto x ∈ X, ou seja, δx(A) = 0 se x /∈ A e µ(A) = 1 se x ∈ A, então
a sequência µk = 1

k

∑k−1
j=0 δT j(x) possui um ponto de acumulação na

topologia fraca e este ponto é uma medida invariante pelo shift.

1.6.2 O teorema de Furstenberg

Uma pergunta natural a respeito do teorema de Poincaré é se dado o
conjunto A com medida positiva existe uma certa estrutura no con-
junto de iterados que retornam à A; mais precisamente, sabemos que
o conjunto é infinito, mas será que existe uma estrutura aritmética
neste conjunto? Esta pergunta foi resolvida por Furstenberg e sua re-
sposta é conhecida como o teorema de Recorrência Múltipla Ergódica
de Furstenberg.

Teorema 1.6.1 (Recorrência Múltipla Ergódica de Furstenberg).
Seja T : X → X µ-invariante, k ≥ 3 e µ(A) > 0 então existe N
tal que:

µ(A ∩ T−N (A) ∩ · · · ∩ T−(k−1)N (A)) > 0.

Este teorema é o coração da prova do teorema de Szemerédi
atráves de métodos da Teoria Ergódica. Para indicar ao leitor a na-
tureza deste resultado, veremos agora a prova do teorema de Fursten-
berg em certos casos particulares importantes.

O primeiro exemplo é tomar um sistema de Bernoulli. Novamente,
seja A um conjunto finito com r elementos, X = AN e T o shift neste
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espaço. Sejam p1, . . . , pr números não-negativos tais que
∑

pi = 1.
Isto dá uma probabilidade em A e tomando a medida produto temos
uma probabilidade em X.

A σ-álgebra produto é gerada pelos cilindros com um número
finito n de coordenadas, isto é conjuntos da forma C = {w ∈ Z; wi1 =
j1, . . . wjn

= jn} e a medida de Bernoulli é dada por µ(C) = pj1 . . . pjn

sendo depois estendida para a σ-álgebra gerada. É simples mostrar
que esta medida é invariante pelo shift (de fato basta mostrar que
µ(B) = µ(T−1(B)) apenas quando B é um cilindro).

Da mesma maneira, como os cilindros geram a σ-álgebra, basta
provar o teorema de Furstenberg para tais conjuntos. Sejam então
C0, C1, . . . , Ck cilindros e observe que se n é muito grande então as
coordenadas que definem os cilindros T−nl(Cl) são todas disjuntas.
Portanto, temos:

µ(C0 ∩ T−n(C1) ∩ · · · ∩ T−kn(Ck)) = µ(C0)µ(C1) . . . µ(Ck)) > 0.

Isto prova o teorema neste exemplo.
Outro exemplo seria um sistema periódico, isto é, uma dinâmica

tal que T p = T para algum p. Neste caso, o resultado é totalmente
trivial; uma dinâmica (menos trivial) nesta linha de racioćınio é o
seguinte exemplo quase-periódico: X = S1 = R/Z, µ a medida de
Lebesgue no ćırculo e T (x) = x + α(mod 1) para algum α.

Dado A um conjunto mensurável tal que µ(A) > 0, note que a
função

∫
1A(x + y)dµ(x) é cont́ınua em y. Logo, para todo ε > 0

existe δ tal que se |y| < δ então µ(A∩ (A−y)) > µ(A)− ε. Portanto:

µ(A ∩ (A− y) ∩ (A− 2y) ∩ · · · ∩ (A− ky)) > µ(A)− (k + 1)ε.

Escolhendo ε < µ(A)
k+1 , tomando o δ correspondente e definindo o con-

junto Dδ = {n ≥ 1; nα ∈ (−δ, δ)(mod 1)}, então, se n ∈ Dδ temos
que:

µ(A ∩ T−n(A) ∩ · · · ∩ T−nk(A)) > µ(A)− (k + 1)ε > 0.

Notemos que o primeiro exemplo é um caso particular de sis-
temas fracamente misturadores (“weak-mixing”), isto é sistemas que
satisfazem a seguinte igualdade, para todo A e B subconjuntos men-
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suráveis:

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

(µ(A ∩ T−nB)− µ(A)µ(B))2 = 0.

Adaptando a idéia do caso Bernoulli, prova-se que o teorema de
Furstenberg vale para sistemas fracamente misturadores (que pode-
mos chamar também de caso “pseudo-aleatório”) .

O segundo exemplo é um caso particular de sistemas compactos,
isto é sistemas tais que, para toda função f ∈ L2(µ), o fecho do
conjunto {f, Tf, T 2f, . . . , Tnf, . . . } é compacto. Adaptando a idéia
usada para rotações, prova-se o teorema de Furstenberg para sistemas
compactos (que podemos chamar também de caso “estruturado”).

No contexto geral, o teorema de Furstenberg segue então de uma
decomposição em vários ńıveis do sistema em partes fracamente mis-
turadoras e compacta, que não tem muita correlação entre si ao longo
de uma torre de extensões. Cabe ressaltar que a existência desta
torre de extensões é um fato altamente não-trivial (conhecido como
teorema de estrutura) e foge ao escopo deste livro. Entretanto, uma
versão desta idéia num contexto finitário será exposta no caṕıtulo 2
do livro.

1.6.3 Prova do teorema de Szemerédi

Uma vez com o teorema de recorrência múltipla podemos dar uma
prova rápida do teorema de Szemerédi usando o shift.

Sejam X = {0, 1}N e T : X → X o shift. Tome (xn) =
1A(n), onde 1A(x) é a função caracteŕıstica de A, e considere µk =
1
k

∑k−1
j=0 δT j(x). Então, como vimos anteriormente, a menos de passar

a uma subsequência, podemos supor que µ = lim µk é uma medida
invariante para T .

Defina Y = {(yn); y1 = 1}. Temos µ(Y ) = lim µk(Y ) = lim 1
k |A ∩

[1, k]| > 0 por hipótese. Logo, pelo teorema de Furstenberg, segue
que existe um N tal que µ(Y ∩T−N (Y )∩· · ·∩T−(k−1)N (Y )) > 0. Em
particular existem (infinitos) z ∈ Y ∩ T−N (Y ) ∩ · · · ∩ T−(k−1)N (Y ).
Isto é, existe x tal que x, x + N, . . . , x + (k − 1)N ∈ A. Isto prova o
teorema de Szemerédi.
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1.7 O Teorema de Szemerédi quantitativo

Nesta seção veremos algumas reformulações do teorema 1.3.1 de Sze-
merédi (muito úteis para os nossos propósitos futuros).

Começaremos por observar que o teorema de Szemerédi é equiva-
lente a seguinte afirmação:

Para todo k ≥ 1 e 0 < δ ≤ 1, existe um inteiro NSZ(k, δ) ≥ 1 tal
que, para qualquer N ≥ NSZ , todo conjunto A ⊂ {1, . . . , N} com

cardinalidade |A| ≥ δN contém pelo menos uma progressão
aritmética de comprimento k.

Logicamente, a afirmação acima implica diretamente o teorema
de Szemerédi.

Na outra direção, mostraremos agora que, se a afirmação é falsa
para um certo par (k, δ) então existe um conjunto Y ⊂ N∗ com
|Y ∩ {1, 2, . . . , n}| ≥ δr, ∀ r ∈ N∗ tal que Y não contém nenhuma
progressão aritmética de comprimento k.

Para isso, provaremos inicialmente que, se não existe NSZ(k, δ),
então, para cada n ∈ N∗, existe um conjunto Xn ⊂ {1, 2, . . . , n} com
|Xn ∩ {1, 2, . . . , k}| ≥ δk para 1 ≤ k ≤ n tal que Xn não contém
nenhuma progressão aritmética de tamanho k. Com efeito, seja εn =
max

1≤k≤n
((dδke − 1)/k) < δ. Afirmamos que, se N é suficientemente

grande e A ⊂ {1, 2, . . . , N} tem pelo menos δN elementos, então
existe m ≤ N − n tal que |A ∩ {m + 1, . . . , m + k}| ≥ δk, para
1 ≤ k ≤ n. De fato, se não for o caso, existem s ∈ N∗, k1, k2, . . . , ks ∈
{1, 2, . . . , n} tais que N ≥ k1 + k2 + · · · + ks > N − n e, para 1 ≤
r ≤ s, |A ∩ (∑

j<r

kj ,
∑
j≤r

kj

]| < δkr,, donde
1
kr
|A ∩ (∑

j<r

kj ,
∑
j≤r

kj

]| ≤
εn < δ, e logo δN ≤ |A| ≤ n + εn · N , o que é absurdo para N >

n

δ − εn
· Logo, basta tomar um conjunto A ⊂ {1, 2, . . . , N} com pelo

menos δN elementos que não contém nenhuma progressão aritmética
de tamanho k para concluir a existência de Xn.

Agora, para cada r ∈ N∗, seja πr : 2N → 2{1,2,...,r} dada por
πr(A) = A ∩ {1, 2, . . . , r}. Constrúımos indutivamente conjuntos
Y1, Y2, Y3, . . . com Yr⊂{1,2,. . ., r} para cada r ∈ N∗ tais que Yr+1 ∩
{1, 2, . . . , r} = Yr , ∀ r ∈ N∗ da seguinte forma: Y1 := {1} ⊂ Xn , para
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todo n ∈ N∗. Dado Yr, r ∈ N∗ tal que Yr = πr(Xn) para infinitos
n ∈ N, existe Yr+1 ⊂ {1, 2, . . . , r+1} com Yr+1∩{1, 2, . . . , r} = Yr tal
que Yr+1 = πr+1(Xn) para infinitos n ∈ N (de fato, se πr(Xn) = Yr ,
existem apenas duas possibilidades para πr+1(Xn)). Agora, é fácil
ver que Y =

⋃
n∈N∗

Yn satisfaz πr(Y ) = Yr , ∀ r ∈ N∗, donde πr(Y ) =

πr(Xn) para infinitos n ∈ N. Em particular, |Y ∩ {1, 2, . . . , r}| ≥ δr,
∀ r ∈ N∗ e Y não contém nenhuma progressão aritmética de tamanho
k.

Em seguida, vamos introduzir uma linguagem mais anaĺıtica e
finitária para obter uma outra reformulação do teorema 1.3.1. Com
este intuito, relembremos a seguinte definição:

Definição 1.7.1. Seja f : A → C onde A é um conjunto finito.
Então:

E(f) = E(f(n); n ∈ A) =
1
|A|

∑

n∈A

f(n).

Dada f : (Z/NZ) → R uma função, podemos definir Tnf :
(Z/NZ) → R os shifts da função por números naturais n ∈ Z/NZ (ou
n ∈ Z) através da fórmula: Tnf(x) := f(x + n). Diremos também
que uma função f : Z/NZ→ C é limitada se ‖f‖L∞ ≤ 1.

Com esta notação, podemos reformular o teorema de Szemerédi
do seguinte jeito:

Teorema 1.7.1 (Szemerédi – versão quantitativa). Para todo k ≥ 1
inteiro e 0 < δ ≤ 1 real, existem N0(k, δ) inteiro e c(k, δ) > 0 real
tais que, para todo N ≥ N0(k, δ) um número primo grande, qualquer
f : Z/NZ→ R+ uma função limitada com E(f |Z/NZ) ≥ δ verifica

E(
k−1∏

j=0

T jrf(x)|x, r ∈ Z/NZ) ≥ c(k, δ).

Observação 1.7.1. Com relação a versão quantitativa do teorema
de Szemerédi enunciada acima, iremos construir (no apêndice deste
caṕıtulo) alguns exemplos devidos a F. Behrend de subconjuntos S

do intervalo [1, N ] tais que |S| ≥ N
1− 2

√
2 log 2+ε√
log N e S não contém

progressões aritméticas de tamanho 3. Mais ainda, modificando o
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esquema do argumento de Behrend, veremos que, acerca do comporta-
mento de c(k, δ) acima em termos de δ, não podemos esperar em geral
que c(k, δ) tenha comportamento polinomial em δ (i.e., c(k, δ) ≥ δCk

para algum Ck > 0): com efeito, provaremos que c(3, δ) ≤ δc log(1/δ).

Observe que o enunciado do teorema 1.7.1 fornece (a pŕıncipio)
uma conclusão muito mais poderosa que o teorema de Szemerédi
usual. Com efeito, enquanto o teorema de Szemerédi permite con-
cluir apenas a existência de uma k-PA, a versão quantitativa permite
inferir a existência de c(k, δ)N2 k-PAs (ao menos). Entretanto, ape-
sar do teorema quantitativo de Szeméredi aparentar ter um enunciado
mais forte, afirmamos que os teoremas 1.3.1 e 1.7.1 são equivalentes.

Iniciaremos vendo porque o teorema de Szemerédi segue da versão
quantitativa: fixe k, δ e tome N um primo bem grande. Vamos su-
por que A ⊂ {1, . . . , N} tem cardinalidade |A| ≥ δN , pois A tem
densidade positiva. Seja N ′ um primo entre kN e 2kN (cuja ex-
istência é assegurada pelo postulado de Bertrand). Vamos considerar
{1, . . . , N} como subconjunto de Z/N ′Z e A′ o conjunto respectivo
de Z/N ′Z.

Ora, nossas escolhas implicam E(1A′ |Z/NZ) ≥ δ/2k. Pelo teo-
rema de Szemerédi quantitativo segue que:

E(
k−1∏

j=0

T jr1A′(x)|x, r ∈ Z/N ′Z) ≥ c(k, δ/2k).

Reescrevendo, temos que:

|{(x, r) ∈ (Z/N ′Z)2;x, x+r, . . . , x+(k−1)r ∈ A′}| ≥ c(k, δ/2k)(N ′)2.

Como N ′ ≥ kN e A′ ⊂ {1, . . . , N} temos que 1 ≤ x ≤ N e −N ≤
r ≤ N . Observe as progressões com r = 0 contribuem apenas com
no máximo N elementos. Removendo estas progressões e tomando
N grande, o lado direito da estimativa ainda é positivo e portanto A
contém a progressão x, x + r, . . . , x + (k− 1)r. Vamos ver agora que,
de fato, a versão quantitativa do teorema de Szemerédi é equivalente
à sua versão original. Já sabemos que a versão original é equivalente
à versão finita, i.e., à existência de NSZ(k, δ), ∀ k ∈ N∗, δ > 0. Logo,
para concluir a equivalência entres as duas formulações do teorema
de Szemerédi, basta mostrar a seguinte
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Proposição 1.7.1. Suponha que existe NSZ

(
k,

δ

2
)
. Então existem

N0 ∈ N e α(k, δ) > 0 tais que, se N ≥ N0 para todo A ⊂ {1, 2, . . . , N}
com |A| ≥ δN , existem pelo menos α(k, δ)N2 progressões aritméticas
de comprimento k contidas em A.

Demonstração. Seja m0 = NSZ(k, δ/2). Então, para todo m ≥
m0 , todo subconjunto de {1, 2, . . . , m} com pelo menos δm/2 ele-
mentos contém uma progressão aritmética de comprimento k. Seja
N grande. Para cada r com 1 ≤ r ≤ bN/m0c, dividimos {1, 2, . . . , N}
em r progressões aritméticas de razão r, do tipo {1 ≤ n ≤ N | n ≡
a(mod r)}, para cada a com 0 ≤ a ≤ r−1. Cada uma dessas PA’s tem
pelo menos bN/rc elementos, e portanto pode ser decomposta como
a união de bbN/rc/m0c progressões aritméticas disjuntas de razões
iguais a r, comprimentos ≥ m0 (e quase iguais) e portanto diâmetros
entre r(m0−1) e r(2m0−1). Se A ⊂ {1, 2, . . . , N} satisfaz |A| ≥ δN ,
para cada r, #{0 ≤ a ≤ r− 1 | #A∩ {1 ≤ n ≤ N | n ≡ a(mod r)} ≥
3δ

4
bN/rc} ≥ δr

4− 3δ
(pois t <

δ

4− 3δ
⇒ t +

3δ

4
(1 − t) < δ), e

(como t <
δ

4− 2δ
⇒ t +

δ

2
(1 − t) <

3δ

4
) se #A ∩ {1 ≤ n ≤ N |

A ≡ a(mod r)} ≥ 3δ

4
bN/rc, pelo menos

δ

4− 2δ
· bbN/rc/m0c das

progressões de comprimento ≥ m0 que criamos têm interseção com A
com proporção relativa pelo menos δ/2, e logo contêm uma k-PA. Isto

fornece pelo menos
bN/m0c∑

r=1

δr

4− 3δ
· δ

4− 2δ
bbN/rc/m0c > β(δ,m0)N2

k-PA’s contidas em A para N grande, onde β(δ,m0) = δ2/64m2
0 .

Cada uma dessas PA’s pode estar sendo contada algumas vezes, para
diferentes escolhas de r, mas se d é seu diâmetro, r deve ser um

divisor de d entre
d

2m0 − 1
e

d

k − 1
, i.e., r =

d

r′
, onde k − 1 ≤

r′ ≤ 2m0 − 1. Temos assim no máximo 2m0 − k + 1 possibili-
dades para r′, e logo para r, i.e., cada PA é contada no máximo
2m0 − k + 1 vezes. Assim, A contém pelo menos α(k, δ)N2 k−PA’s,

onde α(k, δ) =
δ2

64m2
0(2m0 − k + 1)

·
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Observação 1.7.2. A diferença da prova do Teorema de Szemerédi
quantitativo para as provas anteriores é que, devida a natureza finitária
dos argumentos, podemos obter cotas expĺıcitas para o número NSZ .
As outras provas, como são de caráter “infinito” (usam de certa
maneira o Axioma da Escolha) somente mostram a existência de tal
número e não dizem nada sobre a ordem de grandeza do mesmo. A
estratégia da prova deste teorema foi usada no resultado de Green-
Tao e será estudada no caṕıtulo 2. Recomendamos também a leitura
de [11].

1.8 Outros resultados

Nesta seção indicaremos, sem provas, outras maneiras de enunciar
algumas das conjecturas citadas acima. Em seguida apresentaremos
alguns resultados posteriores ao teorema de Green-Tao. Finalmente,
faremos alguns comentários sobre a natureza do número N0(k, δ).

1.8.1 A função de Von Mangoldt e Reformulações
de algumas conjecturas

Vimos nas seções anteriores, que o teorema dos números primos pode
ser enunciado em termos da função de Von Mangold como:

1
N

N∑
n=1

Λ(n) = 1 + o(1).

Na verdade, melhorar as cotas para a esperança da função de von
Mangoldt1 implica em diversas conjecturas. Vamos listar algumas
delas sem provas:

• A Hipótese de Riemann é equivalente à seguinte afirmação:

E(Λ(n)|[1, N ]) = 1 + O(N−1/2 log2 N).

• A conjectura dos primos gêmeos seguiria da seguinte afirmação:

lim inf
N→∞

E(Λ(n)Λ(n + 2) : 1 ≤ n ≤ N) > 0.

1Isto é, explicitar a velocidade de convergência para zero do termo o(1).
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• A conjectura de Goldbach é equivalente à:

E(Λ(n1)Λ(n2)|n1, n2 ∈ [1, N ] e n1 + n2 = N) > 0 ∀ N par.

• E, finalmente, a conjectura fraca de Goldbach é equivalente à:

E(Λ(n1)Λ(n2)Λ(n3)|n1, n2, n3 ∈ [1, N ] e n1+n2+n3 = N) > 0
∀ N ı́mpar.

1.8.2 Constelações de Primos e Progressões Poli-
nomiais

Um outro conjunto onde a noção de primalidade existe são os inteiros
Gaussianos Z[i] := {a + bi; a, b ∈ Z}. Neste caso, p é um primo
Gaussiano se ele só é diviśıvel por ±1,±i,±p e ±ip.

Uma forma em Z[i] é um conjunto finito (vj)j∈J ∈ (Z[i])J de
inteiros Gaussianos distintos. Uma constelação em Z[i] com esta
forma é qualquer J-upla (a + rvj)j∈J ∈ (Z[i])J (onde a ∈ Z[i] e
r ∈ Z[i]) de inteiros Gaussianos distintos.

A noção de constelação estende a noção de progressões aritméticas
para inteiros Gaussianos. A existência de muitas constelações for-
madas por primos Gaussianos foi demonstrada por Tao [12]:

Seja (vj)j∈J uma forma qualquer de inteiros Gaussianos. Então os
primos Gaussianos contêm inifinitas constelações com esta forma.

Por outro lado, uma maneira alternativa de generalizar o conceito
de progressão aritmética é: como uma progressão aritmética toma a
forma x + P1(m), . . . , x + Pk(m) onde Pi(m) = (i − 1)m, podemos
estender esta definição permitindo que Pi ∈ Z[m] sejam polinômios
com valores inteiros tais que Pi(0) = 0 (para i = 1 . . . k). Estas
progressões generalizadas são ditas progressões polinomiais.

A existência de infinitas progressões polinomiais formadas por pri-
mos foi demonstrada recentemente por Tao e Ziegler [13]:

Sejam P1, . . . Pk polinômios como acima; dado ε > 0 existem
infinitos inteiros x e m tais que 1 ≤ m ≤ xε e x + Pi(m) são primos

para i = 1 . . . k.
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1.8.3 Buracos no conjunto dos números primos

De certa forma, todos os teoremas e resultados que apresentamos aqui
tem em comum a busca de certos padrões no conjunto dos números
primos. Neste sentido, uma pergunta natural é quão esparsos são os
primos.

Seja então pn o n-ésimo primo, de modo que o tamanho do n-ésimo
buraco do conjunto dos primos é pn+1 − pn. O teorema dos números
primos diz que a média do tamanho destes buracos é essencialmente
log pn. Vamos definir ∆ como o menor número tal que existem in-
finitos buracos de tamanho menor que (∆ + ε) vezes a média dos
tamanhos. Isto é:

∆ = lim inf
n→∞

(
pn+1 − pn

log pn

)
.

Conjecturava-se que ∆ = 0 e isto foi provado em trabalhos recentes:
primeiro Goldston e Yıldırım [6]2 mostraram que ∆ < 1

4 e, em
seguida, Goldston, Motohachi, Pintz e Yıldırım [4] demonstraram
a conjectura. Nestes trabalhos, eles propõe um método para mostrar
a existência de números primos grandes muito próximos3.

Observação 1.8.1. Somente para ressaltar a dificuldade da conjec-
tura dos primos gêmeos, observe que a conjectura dos primos gêmeos
é uma afirmação muito mais forte do que o resultado ∆ = 0 de Gold-
ston, Motohachi, Pintz e Yıldırım (o qual não é nada simples de se
provar!).

1.8.4 O tamanho do número N0(k, δ)

Sobre a magnitude do número N0(k, δ) no teorema de Szemerédi
quantitativo, temos os seguintes resultados:

• T. Gowers provou que N0(k, δ) ≤ 22δ−ck

, onde ck = 22k+9
;

• R. Rankin provou que N0(k, δ) ≥ exp(C(log 1
δ )1+blog2(k−1)c);

2Os pingos nos i´s não existem no nome de Yıldırım!
3De fato, eles mostram que estes primos estão realmente bem próximos assu-

mindo uma conjectura de Elliot-Halberstam.
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• J. Bourgain provou que N0(3, δ) ≤ 2Cδ−2 log(1/δ);

• Espera-se que N0(k, δ) ≤ 2ckδ−1
, mas isto é um problema em

aberto (relacionado a conjectura de Erdös-Turán).

1.9 Apêndice ao Caṕıtulo 1

1.9.1 Prova do Teorema de Dirichlet no caso a = 1
e b qualquer

Nesta seção daremos uma prova deste caso particular usando polinômios
ciclotômicos.

Sejam ζn = cos( 2π
n ) + i sin( 2π

n ). Então, temos que ζk
n 6= 1 para

todo k = 1, . . . , n−1 e ζk
n 6= ζj

n para todo 1 ≤ k < j ≤ n−1. Podemos
escrever então:

Xn − 1 =
n−1∏

j=0

(X − ζj
n).

Observe que ε = ζk
n é uma raiz primitiva da unidade se, e só se,

(k, n) = 1. Além disso o número de ráızes n-ésimas primitivas da
unidade é dado por ϕ(n) onde ϕ é a função de Euler. Portanto o
seguinte polinômio é o polinômio de menor grau que possui todas as
ráızes n-ésimas primitivas da unidade:

Φn(X) =
∏

1≤k≤n−1 , (k,n)=1

(X − ζk
n).

Mais ainda, temos que Xn − 1 =
∏

m|n
Φm(X).

É um exerćıcio mostrar que se p é primo e r ≥ 1 então:

Φp(X) = Xp−1
X−1 = Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ X + 1

Φpr (X) = Xpr−1

Xpr−1−1
= Xpr−1(p−1) + Xpr−1(p−2) + · · ·+ Xpr−1

+ 1.

Observe que para todo k ≥ 1, Φk(X) é mônico com coeficientes
inteiros e que se k > 1 temos que Φk(0) = 1. Também pode-se provar
que Φk(1) é igual à p se k é uma potência de p e é igual à 1 caso
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contrário. Finalmente pode-se mostrar que |Φk(a)| > 1 para todo
a > 1.

Iremos usar as seguintes identidades. Se p é primo e divide n
então Φpm(X) = Φm(Xp) e se p não divide m e r ≥ 1 então:

Φmpr (X) =
Φm(Xpr

)
Φm(Xpr−1)

.

Além disso, utilizaremos um resultado devido a Legendre que diz
que os seguintes conjuntos formados por primos são iguais:

E1 = {p ; p|an − 1 ,mas p - am − 1, ∀1 ≤ m ≤ n− 1}
E2 = {p ; p|Φn(a) e p ≡ 1 (mod n)}
E3 = {p ; p - n e p|Φn(a)}.

Com este resultado, podemos provar o teorema de Dirichlet no
caso em que a = 1. Sejam pi ≡ 1 (mod b) primos com i = 1, . . . , r e
defina N = bp1 . . . pr. Temos então que |Φb(N)| > 1.

Tome p um primo que divide Φb(N). Pelas identidades acima
citadas, vemos que Φb(N) ≡ Φb(0) ≡ 1 (mod N). Portanto p não
divide N , logo p não divide b. Pelo resultado de Legendre, segue que
p ≡ 1 (mod b) e p 6= pi com i = 1, . . . , r. Repetindo o processo,
encontramos infinitos primos na progressão aritmética {1 + kb} com
k ≥ 1.

1.9.2 Prova da proposição 1.4.2

Primeiramente, iremos estudar a analiticidade da função zeta.

Proposição 1.9.1. 1 é o único polo da função zeta de Riemann em
Re(s) > 0, ele é simples e tem reśıduo 1. De fato, em Re(s) > 0
temos a expansão:

ζ(s) =
1

s− 1
+ 1 + s

∫ ∞

1

([x]− x)
x1+s

dx.

Demonstração. Seja P (x) = [x]. Então, em Re(s) > 2, temos que∑
n≥1

P (n)
ns e

∑
n≥1

P (n−1)
ns convergem e, obviamente,

∫∞
1

P (x)x−1−sdx é

anaĺıtica em Re(s) > 1. Invocamos então o seguinte lema:
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Lema 1.9.1. Sejam f(s) =
∑
n≥0

an

ns , em Re(s) > a, uma função

meromorfa e P (x) =
∑

n≤x

an tal que
∑ P (n)

ns e
∑ P (n−1)

ns convergem

em Re(s) > b e
∫∞
1

P (x)x−1−sdx é anaĺıtica em Re(s) > c. Então:

f(s) = s

∫ ∞

1

P (x)x−1−sdx.

Assim temos que ζ(s) = s
∫∞
1

[x]x−1−sdx em Re(s) > 1 (onde [x]
é a função maior inteiro menor que x). Por outro lado:

s

∫ ∞

1

x.x−1−sdx = s

∫ ∞

1

1
xs

dx =
s

1− s
(x−s+1)|∞1 = 1 +

1
s− 1

.

Em particular ζ(s) = 1
s−1 + 1 + s

∫∞
1

([x]− x)x−1−sdx, e o resultado
segue pois a integral converge em Re(s) > 0.

A prova do lema segue das seguintes igualdades em Re(s) >
max{a, b}:

f(s) =
∑ an

ns
=

∑ P (n)− P (n− 1)
ns

=
∑

P (n)(
1
ns
− 1

(n + 1)s
)

=
∑

sP (n)
∫ n+1

n

x−1−sdx = s

∫ ∞

1

P (x)x−1−s.

Agora é usar continuação anaĺıtica.

A seguir iremos obter uma região livre de zeros para a função zeta.
Esta região é relativamente simples de obter com as representações
anteriores:

Proposição 1.9.2. ζ(s) 6= 0 em Re(s) ≥ 1.

Demonstração. Vamos considerar primeiro o caso em que Re(s) ≥
σ > 1. Então pela fórmula de Euler temos:

1
|ζ(s)| =

∏
p

|1− p−s| ≤
∏
p

(1 +
1
|ps| ) ≤

∏
p

(1 +
1
pσ

).
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Agora este último produtório é convergente pois:

log
pn∏
p1

(1 +
1
pσ

) =
pn∑
p1

log(1 +
1
pσ

) =
pn∑
p1

∑

m≥1

(−1)m+1p−mσ

m

≤
pn∑
p1

p−σ +
pn∑
p1

∑

m≥2

p−σm

≤
pn∑
p1

p−σ +
pn∑
p1

p−2σ

1− p−σ

≤ 2
pn∑
p1

p−σ < ∞.

De fato, o mesmo argumento prova que se ai ≥ 0 e
∑

ai < ∞ então∏
(1 + ai) < ∞. Portanto ζ(s) 6= 0 em Re(s) > 1.
Na reta Re(s) = 1 iremos usar a seguinte identidade trigonométrica:

3 + 4 cos θ + cos 2θ = 2(1 + cos θ)2 ≥ 0. Vamos supor por absurdo
que existe um b tal que ζ(1 + ib) = 0. Considere a função φ(s) =
ζ3(s)ζ4(s+ ib)ζ(s+2ib). Note que s = 1 é um zero de φ (a ordem do
pólo cancela com a ordem do zero), portanto lim

s→1
log |φ(s)| = −∞.

Por outro lado, se s > 1 é real, temos que, para alguma sequência
an, vale

log |ζ(s + it)| = Re(log ζ(s + it)) = Re log(
∏
p

(1− p−s−it)−1) =

= −Re(
∑

log(1− p−s−it)) = Re(
∑ p(−s−it)m

m
)

=: Re(
∑

ann−s−it).

Logo:

log |φ| = 3Re(
∑

ann−s) + 4Re(
∑

ann−s−ib) + Re(
∑

ann−s−2ib)

= Re(
∑

ann−s(3 + 4n−ib + n−2ib))

= Re(
∑

ann−s(3 + 4e−ib log n + e−2ib log n))

=
∑

ann−s(3 + 4 cos(b log n) + cos(2b log n)) ≥ 0.
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Esta contradição finaliza a prova.

Vemos também que o argumento acima implica que a função
− ζ′(s)

ζ(s) tem um pólo em s = 1 do tipo 1
s−1 (o qual é único em

Re(s) ≥ 1).
Outra maneira de achar uma região livre de zeros é a seguinte:

usando a expansão do logaritmo em (1.4.1), temos que (pela mudança
de variável n = dm) em Re(s) > 1 vale:

∑
n

log n

ns
=

∑
n

∑

d|n

Λ(d)
ds

=
∑

n

∑

d|n

Λ(d)
(dm)s

=
∑ Λ(d)

ds

∑
m

1
ms

=
∑ Λ(d)

ds
.ζ(s)

Por outro lado:

d

ds
ζ(s) =

∑ d

ds
m−s =

∑ d

ds
(e−s log m) =

=
∑

m−s(− log m) = −
∑ log m

ms
,

donde temos a equação:

∑ Λ(d)
ds

= −ζ ′(s)
ζ(s)

.

Agora somando por partes temos que:

N∑
1

1
ns

≈ n

ns
|N1 +

N∑
1

s

ns
,

(1− s)
N∑
1

1
ns

≈ 1
Ns−1

− 1,

∑ 1
ns

=
1

s− 1
+ O(1).
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Novamente somando por partes:

N∑
1

log n

ns
≈ log n

ns−1
|N1 −

N∑
1

ns − sns log n

n2s
,

(1− s)
N∑
1

log n

ns
≈ log N

Ns−1
− 1

s− 1
+ O(1),

∑ log n

ns
=

1
(s− 1)2

+ O(1).

Em particular não existem zeros em Re(s) > 1 com s ≈ 1 e
também obtemos:

∑ Λ(d)
ds

=
1

s− 1
+ O(1).

Veremos agora algumas estimativas sobre ζ que serão úteis no

Caṕıtulo 3. Já sabemos que ζ(s) =
1

s− 1
+

∞∑
n=1

( 1
ns
−

∫ 1

0

dx

(n + x)s

)

em {Re s > 0}, e Re(log(ζ(σ + 2it)ζ(σ + it)4ζ(σ)3)) ≥ 0, donde
|ζ(σ + 2it)ζ(σ + it)4ζ(σ)3| ≥ 1, para σ ≥ 1, t ∈ R. Derivando a
expressão para ζ(s), obtemos

ζ ′(s) = − 1
(s− 1)2

+
∞∑

n=1

(∫ 1

0

log(n + x)dx

(n + x)s
− log n

ns

)
em {Re s > 0}.

Suponha que 10 ≥ Re s ≥ 1− b

log(|t|+ 2)
, onde t = Im s e b é

uma constante com 0 < b < 1/2. Temos então

∣∣ζ(s)− 1
s− 1

∣∣ ≤
∞∑

n=1

∣∣ 1
ns
−

∫ 1

0

dx

(n + x)s

∣∣

=
∑

1≤n≤|t|

∣∣ 1
ns
−

∫ 1

0

dx

(n + x)s

∣∣ +
∑

n>|t|

∣∣ 1
ns
−

∫ 1

0

dx

(n + x)s

∣∣

≤ 2
∑

1≤n≤|t|

1
nRes

+
∑

n>|t|

|s|
nRe s+1

,
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pois
1
ns
− 1

(n + x)s
= f(0)−f(x) = −f ′(d) ·x, para algum d ∈ (0, x),

onde f(y) = (n + y)−s satisfaz f ′(y) = −s(n + y)−s−1 ⇒ |f ′(y)| ≤
|s|

nRes+1
, ∀ y ∈ (0, 1). Assim,

∣∣ζ(s)− 1
s− 1

∣∣ ≤ 2
∑

1≤n≤|t|

1
n1−b/ log(|t|+2)

+
|s|

|t|1−b/ log(|t|+2)

≤ 2|t|b/ log(|t|+2)
∑

1≤n≤|t|

1
n

+
|s| · |t|b/ log(|t|+2)

|t|
= O(log(|t|+ 2)).

Temos também

∣∣ζ ′(s) +
1

(s− 1)2
∣∣ ≤

∑

1≤n≤|t|

∣∣
∫ 1

0

log(n + x)dx

(n + x)s
− log n

ns

∣∣

+
∑

n>|t|

∣∣
∫ 1

0

log(n + x)dx

(n + x)s
− 1

ns

∣∣

≤ 2
∑

1≤n≤|t|

log n

nRe s
+

∑

n>|t|

|s| log n

nRe s+1

= O(| log t|2 +
|s| log |t|
|t|Re s

)

= O((log(|t|+ 2))2).

Seja agora Z =
{
z ∈ C | 10 ≥ Re z ≥ 1 − β

(log(|Im z|+ 2))9
}
,

onde β é uma constante pequena. Temos |ζ(σ+2it)ζ(σ+it)4ζ(σ)3| ≥
1 para σ ≥ 1, donde, como |ζ(σ + 2it)| = O(log(|t| + 2)), para
σ + it ∈ Z, escolhendo σ = 1 + c

/
(log(|t| + 2))9, onde c > 0

é uma constante pequena, |ζ(σ)| = O(c−1(log(|t| + 2))9), donde
temos |ζ(σ + it)−4| ≤ |ζ(σ)|3|ζ(σ + 2it)| = O(c−3(log(|t| + 2))28),
e portanto |ζ(σ + it)−1| = O(c−3/4(log(|t| + 2))7). Como |ζ ′(x +
it)| = O((log(|t| + 2))2) para x ∈ [1, σ], segue que |ζ(1 + it)−1| =
O((log(|t| + 2))7), se tomarmos a constante c > 0 suficientemente
pequena. De fato, ζ(σ + it) ≥ Ac3/4(log(|t| + 2))−7 para uma certa
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constante positiva A independente de c. Assim, para

1− c

(log(|t|+ 2))9
≤ a ≤ 1 +

c

(log(|t|+ 2))9

temos

|ζ(a + it)− ζ(σ + it)| ≤ |a− σ| ·max{|ζ ′(x + it)|, a ≤ x ≤ σ}
= O(

c

(log(|t|+ 2))9)
· (log(|t|+ 2))2)

= O(c(log(|t|+ 2))−7),

donde

|ζ(a + it)| ≥ Ac3/4(log(|t|+ 2))−7 −O(c(log(|t|+ 2))−7)

>
1
2
Ac3/4(log(|t|+ 2))−7,

para c suficientemente pequeno. Se, por outro lado, σ < d ≤ 10, de
|ζ(d+2it)ζ(d+ it)4ζ(d)3| ≥ 1, segue que |ζ(d+ it)−4| ≤ |ζ(d)|3|ζ(d+
2it)| ≤ |ζ(σ)|3|ζ(d + 2it)| = O((log(|t| + 2))28), pois |ζ(d + 2it)| =
O(log(|t|+ 2)). Assim, |ζ(d + it)−1| = O((log(|t|+ 2))7), e segue que
a estimativa para |ζ−1| vale em toda a região Z.

Finalmente, se 0 < λ < 1 e σ ≥ λ, temos, como antes, para
s = σ + it,

∣∣ζ(s)− 1
s−1

∣∣ ≤ ∑∞
n=1

∣∣ 1
ns −

∫ 1

0
dx

(n+x)s

∣∣ ≤ 2
∑

1≤n≤|t|
1

nσ +
∑

n>|t|
|s|

nσ+1 ≤ 2
∑

1≤n≤|t|
1

nλ +O(|s||t|σ) = O(|t|1−λ) +O(|t|1−σ) =
O(|t|1−λ). Em particular, se Re s ≥ 3/4,

∣∣ζ(s)− 1
s−1

∣∣ = O(|t|1/4).

1.9.3 Prova do teorema 1.4.2

Nesta seção, iremos fixar uma f ∈ L1
loc([1,∞)), f ≥ 0, não decres-

cente com f(x) = O(x) e denotaremos por g sua transformada de
Mellin. Primeiramente vamos provar que g é anaĺıtica em Re(s) > 1.
De fato, fixe s tal que Re(s) > σ > 1 e tome um A grande tal que se
x > A então |f(x)| ≤ C|x|. Temos que:

|
∫ ∞

λ

f(x)x−1−s| ≤
∫ ∞

λ

Cx−σ ≤ C

σ − 1
λ1−σ.

Isto diz que lim
λ→∞

∫ λ

1
f(x)x−1−s =

∫∞
1

f(x)x−1−s. Logo g é anaĺıtica

em Re(s) > 1.
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Lembramos que se F ∈ L1
loc(0,∞) é limitada, então a transfor-

mada de Laplace L(z) =
∫∞
0

F (t)e−ztdt é anaĺıtica em Re(z) > 0.
Agora, um ponto importante é que se ela se estende para Re(z) = 0
então L(0) =

∫∞
0

F (t)dt. Provaremos isto mais tarde.
Vamos usar este fato para a função F (t) = e−tf(et) − c, com

t > 0. Ora, as hipóteses sobre f garantem que ela é limitada e está
em L1

loc(0,∞). Por outro lado, a mudança de variável x = et diz que
a transformada de Laplace de f é:

L(z) =
∫ ∞

0

(e−tf(et)− c)e−ztdt =
∫ ∞

1

x−2−zf(x)dx− (
cx−z

−z
)|∞1

=
g(z + 1)
z + 1

− c

z
=

1
z + 1

(g(z + 1)− c

z
− c).

Logo, pela hipótese de extensão de f , temos que L se estende à
Re(z) = 0 e portanto L(0) =

∫∞
1

f(x)−cx
x2 dx. Como consequência,

temos que c > 0 (do contrário a integral seria infinita pois f ≥ 0).
Vamos supor, por absurdo, que existe um δ > 0 tal que lim sup f(x)

x −
c > 2δ > 0. Tome ρ = c+2δ

c+δ > 1 e yn → ∞ uma sequência tal que
f(yn) > (c + 2δ)yn. Como f é não decrescente, então para todo
yn < x < ρyn vale:

f(x) ≥ f(yn) > (c + 2δ)yn > (c + δ)x.

Portanto, temos que ψ(x) := f(x)−cx
x2 > δ

x . Isto implica que:

∫ ρyn

yn

ψ(x)dx ≥
∫ ρyn

yn

δ

x
dx = δ log ρ > 0.

Fixando ε < δ
2 log ρ, segue que se a é grande temos (por convergência

da integral) que: | ∫∞
a

ψ(x)| < ε. Podemos tomar a ≥ yn0 para algum
n0, dáı temos que:

δ log ρ < |
∫ ρyn0

yn0

ψ(x)dx| ≤ |
∫ ∞

yn0

ψ(x)−
∫ ∞

ρyn0

ψ(x)| < 2ε < δ log ρ.

Este absurdo implica lim sup f(x)
x ≤ c. Um argumento análogo dá a

desigualdade desejada para o lim inf.
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Faltou então provar a afirmação sobre a transformada de Laplace,
isto é que a integral

∫∞
0

F (t) converge e é igual à L(0) se a transfor-
mada de Laplace se estende analiticamente para Re(z) = 0. Usando
um reescalonamento, podemos supor que |F | ≤ 1. Vamos considerar
as integrais truncadas Lλ(z) =

∫ λ

0
F (t)etz, as quais definem funções

anaĺıticas em todo o plano complexo, e provar que lim
λ→∞

Lλ(0) = L(0).

Seja então ε > 0 pequeno e tome R = ε−1. Por hipótese, é claro
que L tem continuação anaĺıtica em uma vizinhança de {Re(z) ≥ 0},
logo existe um δ > 0 tal que L é anaĺıtica em B = D(0, R)∩{Re(z) ≥
−δ}. Se W = ∂B, a fórmula de Cauchy diz que:

L(0)− Lλ(0) =
1

2πi

∫

W

L(z)− Lλ(z)
z

dz.

Agora usamos o seguinte truque: se ψ é anaĺıtica então a fórmula
de Cauchy diz que 2πiψ(0) =

∫
W

ψ(z)eλz

z dz e 0 =
∫

W
ψ(z)eλzz2

R2z dz.
Somando as duas igualdades e aplicando-as a função L − Lλ temos
que:

L(0)− Lλ(0) =
∫

W

(L(z)− Lλ(z))eλz(
1
z

+
z

R2
)dz. (1.9.1)

Vamos denotar por Iφ(z) = φ(z)eλz( 1
z + z

R2 ).
Agora, vamos separar essa integral em regiões. Seja W+ := W ∩

{Re(z) > 0} e W− := W ∩ {Re(z) < 0}. Como IL é anaĺıtica
em W , ela é limitada por uma constante C em W . Além disso,
existe um γ < δ tal que em W−

2 := W ∩ {−γ ≤ Re(z) < 0} temos∫
W−

2
|dz| < 2πε

C . Considere então W−
1 := W ∩ {Re(z) < γ} e W−

∗ :=
{Re(z) < 0}∩{|z| = R}. Observe que pela analiticidade de Lλ temos
que

∫
W− ILλ

=
∫

W−
∗

ILλ
.

Podemos decompor a integral (1.9.1) como:

2πi(L(0)−Lλ(0)) =
∫

W+
IL−Lλ

(z)+
∫

W−
1

IL(z)+
∫

W−
2

IL(z)−
∫

W−
∗

ILλ
.

Passando o módulo nessa igualdade e usando a notação x = Re(z) e
|z| = R temos que:

• A primeira integral é dominada por
∫

W+ eλx e−λx

x
2x
R2 |dz| = 1

R =
2πε.
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• A segunda integral é dominada por 2πBe−λδ1
∫

W−
1
|dz|.

• A terceira integral é dominada por
∫

W−
2

eλxB|dz| < 2πε.

• A quarta integral é dominada por
∫

W−
∗

eλx eλx

|x|
2|x|
R2 |dz| = 1

R =
2πε.

Logo |L(0)−Lλ(0)| ≤ 3ε+ B
2π

∫
W−

1
|dz|e−λδ1 , como queŕıamos demon-

strar.

1.9.4 Prova do teorema 1.5.3

A primeira observação é que se para algum k e ε a primeira parte do
teorema vale para x então ela vale para uma vizinhança inteira de x
e portanto para algum ponto de Z.

Em seguida, usando o lema de Zorn, podemos supor que X é min-
imal, isto é X não possui nenhum subconjunto Y próprio fechado tal
que T (Y ) ⊂ Y . Em particular, os conjuntos {Tm(x)}∞m=0 são densos
em X, o que mostra a afirmação para k = 1 (pois, por densidade,
existe um n ∈ N tal que d(Tn(x), x) < ε).

A prova seguirá por indução. Suponha que o teorema vale para
algum k ≥ 1, isto é, para todo ε > 0 existe x ∈ X e n ∈ N tal que
d(T in(x), x) < ε para i = 1, . . . , k. Afirmamos que o conjunto de tais
pontos é denso em X.

De fato, seja U ⊂ X um aberto e B ⊂ U uma bola de raio
menor que ε. Vamos definir Bm = (Tm)−1(B) de modo que estes
conjuntos formam uma cobertura de X (pela minimalidade de X).
Por compacidade temos uma subcobertura finita {Bm1 , . . . , Bmr}.
Seja δ > 0 um número de Lebesgue desta cobertura, ou seja, um
número tal que toda bola de raio δ está contida em algum aberto desta
cobertura. Tome x e n tais que d(T in(x), x) < δ para i = 1, . . . , k e
D a bola de centro x e raio δ. Então existe j tal que D ⊂ Bmj , em
particular Tmj (D) ⊂ B. Ou seja que Tmj (T in(x)) pertencem a bola
de raio ε centrada em Tmj (x) ∈ U . Isto prova a densidade.

Vamos voltar agora a prova do teorema. Fixe ε > 0. Pela hipótese
de indução existem x e n0 tais que d(T in0x0, x0) < ε/2 para i =
1, . . . , k. Tomando x1 tal que Tn0(x1) = x0, temos d(T (i+1)n0x1, x0) <
ε/2 para i = 1, . . . , k. Portanto segue que d(T in0(x1), x0) < ε/2 para
i = 1, . . . , k + 1.
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Por continuidade, existe ε1 < ε tal que se d(y, x) < ε1 então
d(T in0(y), x) < ε/2 para i = 1, . . . , k+1. Pela hipótese de indução no-
vamente, existe y1 tal que d(y1, x1) < ε1 e n1 tal que d(T in1(y1), y1) <
ε1/2 para i = 1, . . . , k. Por desigualdade triangular temos que:

d(T in0(T (i−1)n1(y1)), x0) < ε2 para i = 1, . . . , k + 1.

Procedendo desta maneira (tomando x2 tal que Tn1(x2) = y1)
encontramos pontos x2, x3, · · · ∈ X e naturais n2, n3, . . . tais que
para todo l temos:

d(T inl−1(xl), xl−1) < ε/2
d(T i(nl−1+nl−2)(xl), xl−2) < ε/2

. . .

d(T i(nl−1+···+n0)(xl), x0) < ε/2 para i = 1, . . . , k + 1.

Por compacidade, existem l > m tal que d(xl, xm) < ε/2. Por
desigualdade triangular temos que:

d(T i(nl+1+···+nm)(xl), xl) < ε , para i = 1, . . . , k + 1.

Logo, basta tomar x = xl e n = nl−1 + · · ·+nm para finalizar a prova
do teorema.

1.9.5 O exemplo de F. Behrend

Conforme anunciamos na observação 1.7.1, primeiramente vamos cons-
truir exemplos de subconjuntos S do conjunto dos inteiros não-negati-
vos ≤ N sem nenhuma progressão aritmética de tamanho 3 e com car-

dinalidade |S| ≥ N
1− 2

√
2 log 2+ε√
log N ; em seguida, adaptaremos esta técnica

para estudar o comportamento da função c(3, δ).
Dados d ≥ 2, n ≥ 2 e k ≤ n(d−1)2, considere Sk(n, d) o conjunto

de todos os números inteiros da forma

x = a1 + a2(2d− 1) + · · ·+ an(2d− 1)n−1

cujos d́ıgitos ai na base (2d− 1) estão sujeitos as restrições

0 ≤ ai < d e ‖x‖2 := a2
1 + · · ·+ a2

n = k.
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Note que Sk(n, d) não contém progressões aritméticas de tamanho
3: com efeito, caso existissem x, x′, x′′ ∈ Sk(n, d) tais que x + x′ =
2x′′, então

‖x + x′‖ = ‖2x′′‖ = 2
√

k

e
‖x‖+ ‖x′‖ = 2

√
k.

Logo, como a igualdade na desigualdade triangular ‖x + x′‖ ≤ ‖x‖+
‖x′‖ só pode ocorrer quando os vetores (a1, . . . , an) e (a′1, . . . , a

′
n) são

proporcionais, vemos que x = x′ = x′′ (porque estes vetores tem
normas iguais por hipótese).

Por outro lado, existem dn vetores (a1, . . . , an) satisfazendo a re-
strição 0 ≤ ai < d e n(d − 1)2 + 1 valores posśıveis para k. Conse-
quentemente, para algum k = K0, Sk(n, d) deve ter cardinalidade ao
menos

dn

n(d− 1)2 + 1
>

dn−2

n
.

Como todos os elementos de Sk(n, d) possuem módulo < (2d − 1)n,
se definirmos

ν(N) := max{|S| ; S ⊂ [1, N ], S sem nenhuma 3-PA},

obtemos que
ν((2d− 1)n) > dn−2/n.

Agora, fixado ε > 0 e dado N grande, escolhemos n = b
√

2 log N
log 2 c

e d satisfazendo
(2d− 1)n ≤ N < (2d + 1)n,

de maneira que

ν(N) ≥ ν((2d− 1)n) >
dn−2

n
>

(N1/n − 1)n−2

2n−2n

=
N1−(2/n)

2n−2n
(1−N−1/n)n−2

>
N1−(2/n)

2n−1n
= N1−(2/n)− log n

log N− (n−1) log 2
log N

> N
1− 2

√
2 log 2+ε√
log N .
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Agora pretendemos modificar ligeiramente o racioćınio anterior
para estudar o comportamento da função c(3, δ): fixamos d, n ≥ 1
inteiros (a serem escolhidos mais tarde) e definimos φ : {1, . . . , N} →
{0, . . . , 2d− 1}n por

φ(x) := (bx/(2d− 1)icmod(2d− 1))n−1
i=0 .

Para cada k entre 1 e n(d− 1)2, considere novamente os conjuntos

Sk(n, d) := {(x1, . . . , xn) ∈ {0, . . . , d− 1}n : x2
1 + · · ·+ x2

n = k}

e defina Ak(n, d) := φ−1(Sk(n, d)). Conforme já sabemos, Sk(n, d)
é livre de 3-PA (exceto as 3-PAs triviais {x, x, x}). Isto implica que
Ak(n, d) só pode conter progressões aritméticas (n, n+r, n+2r) onde
r é um múltiplo de (2d − 1)n. Em particular, o número máximo de
3-PAs em Ak(n, d) é N2/(2d − 1)n. Por outro lado, quando φ(x) ∈
{0, . . . , d−1}n, a probabilidade de x pertencer a Ak(n, d) é 1

n(d−1)2+1 .
Logo, temos a seguinte cota inferior para a cardinalidade de Ak(n, d):

|Ak(n, d)| ≥ c

nd2
2−nN.

Tomando n = c log(1/δ) e d = δ−c, obtemos que, para algum k,
o conjunto Ak(n, d) satisfaz |Ak(n, d)| ≥ δcN e o número máximo
de 3-PAs em Ak(n, d) é δc log(1/δ)N2. Em outras palavras, c(3, δ) ≤
δc log(1/δ).
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Caṕıtulo 2

Teorema de
Green-Tao-Szemerédi

2.1 Introdução

O principal objetivo deste caṕıtulo é apresentar as idéias da prova do
teorema de Green e Tao.

Grosseiramente falando, a prova deste teorema consiste em dois
passos:

• generaliza-se o teorema de Szemerédi para o contexto de me-
didas pseudo-aleatórias obtendo-se assim o teorema de Green-
Tao-Szemerédi (veja a seção 2.2 para mais detalhes);

• prova-se a existência de medidas pseudo-aleatórias nos
primos (ao longo das linhas dos recentes resultados de Goldston-
Yıldırım).

Uma vez que estes dois fatos já estejam provados, veremos que o
teorema de Green e Tao segue diretamente (veja a seção 2.2).

Porém, antes de entrar (na seção 2.4) nos detalhes do esboço de-
lineado acima , pretendemos motivar os conceitos e táticas da prova
do teorema de Green-Tao-Szemerédi através do esquema de prova
do teorema de Roth (o qual corresponde ao caso particular k = 3

49
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no teorema de Szemerédi) na seção 2.3 (enquanto que iremos deixar
as discussões relativas aos resultados de Goldston-Yıldırım para o
caṕıtulo 3).

A organização deste caṕıtulo será assim:

• na seção 2.2 apresentaremos mais detalhadamente o esboço da
prova do teorema de Green-Tao; em particular, iremos enunciar
precisamente os teoremas de Green-Tao-Szemerédi e Goldston-
Yıldırım; finalmente, demonstraremos o teorema de Green-Tao
assumindo estes dois resultados.

• na seção 2.3 esboçaremos a prova do teorema de Roth sobre a
existência de uma quantidade infinita de progressões aritméticas
de tamanho 3 (i.e., 3-PA) em conjuntos de densidade positiva,
o qual servirá de motivação para a prova do teorema de Green-
Tao-Szemerédi.

• finalizando este caṕıtulo, na seção 2.4, faremos a demonstração
do teorema de Green-Tao-Szemerédi.

Fechando esta introdução, observamos que ao fim deste caṕıtulo o
teorema de Green e Tao estará demonstrado exceto pelos resultados
de Goldston e Yıldırım, os quais deixaremos para discutir apenas no
próximo caṕıtulo.

2.2 Estratégia da prova do teorema de
Green e Tao

Durante o resto deste caṕıtulo, nós iremos fixar k ≥ 3 o tamanho
da progressão aritmética (PA) de primos que desejamos encontrar e
N := |ZN | será um número primo (grande) de modo que os elementos
1, . . . , N − 1 podem ser invertidos em ZN . Escreveremos o(1) para
denotar quantidades que tendem a zero quando N →∞ e O(1) para
denotar quantidades que ficam limitadas quando N → ∞. Em cer-
tos lugares do texto, as quantidades o(1) (resp., O(1)) tendem a zero
(resp., permanecem limitadas) dependendo de certos parâmetros (p.
ex., j, ε). Quando isto ocorrer, colocaremos os parâmetros subscritos
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nas quantidades (p. ex., oj,ε(1)). Além disso, abreviaremos quanti-
dades da forma O(1)X (resp., o(1)X) como O(X) (resp., o(X)).

Com estas notações em mãos, podemos iniciar a contextualização
do teorema de Green e Tao. Lembre que este teorema diz que para
todo k ≥ 3, existem infinitas k-PA (i.e., progressoẽs aritméticas de
tamanho k) formadas (apenas) por números primos. Além disso,
sabemos que o teorema de Szemerédi garante a existência de muitas k-
PA em subconjuntos de inteiros com densidade positiva. Mais ainda,
já sabemos também que o teorema de Szemerédi não implica o teo-
rema de Green e Tao porque os primos possuem densidade zero. En-
tretanto, a idéia de Green e Tao é :

• apesar do teorema de Szemerédi não se aplicar diretamente,
podemos modificá-lo para que ele funcione em subconjuntos
com comportamento (aditivo) fracamente aleatório1 (ou mais
precisamente pseudo-aleatório); este resultado será chamado
neste livro de teorema de Green-Tao-Szemerédi ;

• isto reduz o teorema de Green-Tao a provar que o conjunto dos
números primos é pseudo-aleatório, um fato que segue mais ou
menos diretamente dos trabalhos de Goldston e Yıldırım.

Daqui em diante, iremos detalhar os itens discutidos acima. Para
isso, começaremos com a definição de pseudo-aleatoriedade:

Definição 2.2.1. • Dizemos que ν : ZN → R+ é uma medida
se E(ν) = 1 + o(1).

• Uma medida ν : ZN → R+ satisfaz a (m0, t0, L0)-condição de
formas lineares se, para toda famı́lia de m ≤ m0 formas lineares
ψi : Zt

N → ZN , t ≤ t0, digamos ψi(x) =
∑

Lijxj + bi, onde Lij

são racionais com numeradores e denominadores menores que
L0, as t-uplas (Lij)1≤j≤t não são múltiplas racionais entre si e
bi ∈ Z quaisquer, então:

E(ν(ψi(x)) . . . ν(ψm(x))|x ∈ Zt
N ) = 1 + om0,t0,L0(1).

1O ponto de pedir aleatoriedade fraca é que desejamos depois usar o resultado
para os primos.
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• Uma medida ν : ZN → R+ satisfaz a m0-condição de correlação
se para todo m ≤ m0 existem pesos τm : ZN → R+ tais que
E(τ q

m) = Om,q(1) (condição de momentos) para todo 1 ≤ q < ∞
e

E(ν(x + h1) . . . ν(x + hm)|x ∈ Z) ≤
∑

i<j≤m

τm(hi − hj).

para quaisquer hi ∈ ZN (não necessariamente distintos).

• Uma medida ν : ZN → R+ é k-pseudo-aleatória se ν : ZN →
R+ satisfaz a (k · 2k−1, 3k− 4, k) condição de formas lineares e
a 2k−1 condição de correlação.

A definição pode parecer estranha no ińıcio, porém ela é baseada
em trabalhos de Goldston-Yıldırım, onde estuda-se majorantes para
funções modificadas de von Mangoldt (que por sua vez estão inti-
mamente ligadas aos números primos). Intuitivamente, as condições
acima falam que o conjunto de inteiros no suporte de ν tem pro-
priedades aritméticas (aditivas) fracamente aleatórias. A principal
vantagem destas condições é que elas são suficientemente fracas para
incluir o caso dos primos (apesar deste fato estar longe de ser triv-
ial) e permitir o uso de uma versão do teorema de Szemerédi para o
suporte destas medidas (veja o teorema 2.2.1 logo abaixo).

Munidos do conceito de pseudo-aleatoriedade, estamos aptos para
enunciar um dos resultados principais do trabalho de Green e Tao [5,
Theorem 3.5]:

Teorema 2.2.1 (Green-Tao-Szemerédi). Se k ≥ 3, 0 < δ ≤ 1 e ν é
k-pseudo-aleatória então para toda f : ZN → R+ tal que 0 ≤ f(n) ≤
ν(n) e E(f) ≥ δ temos que:

E(f(n)f(n + r) . . . f(n + (k − 1)r)|n, r ∈ ZN ) ≥ c(k, δ)− ok,δ(1).

Observação 2.2.1. Note que fazendo ν ≡ νconst ≡ 1 no teorema
acima obtemos automaticamente o teorema de Szemerédi como corolário.

A prova do teorema 2.2.1 é baseada nas idéias de Furstenberg (de
recorrência múltipla em teoria ergódica) e nas normas de Gowers.
Por enquanto, adiaremos a demonstração do teorema 2.2.1 para a
seção 2.4.
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Visando aplicar o teorema 2.2.1 para finalizar a prova do teorema
de Green e Tao, agora vamos ver como construir medidas (pseudo)
aleatórias relacionadas aos primos. Iniciamos por relembrar a definição:

Definição 2.2.2. A função de von Mangoldt é

Λ(n) :=

{
log p se n = pm

0 caso contrário .

Lembre que esta função está (essencialmente) suportada nos pri-
mos (pois a contribuição de potências de primos é pequena), de modo
que ela funciona como uma “função caracteŕıstica” dos primos. Em
termos dela, sabemos que o teorema de números primos pode ser re-
formulado como E(Λ(n)) = 1 + o(1). Para usar o teorema de Green-
Tao-Szemerédi no contexto dos números primos, precisamos achar
uma medida k-pseudoaleatória tal que ν(n) ≥ c(k)Λ(n). Porém é
sabido que tais medidas não existem!2

Para contornar esse problema usa-se o “W-trick”. Seja w =
w(N) → ∞ um parâmetro que pode crescer com N porém lenta-
mente (i.e., 1

w(N) = o(1)) e seja W = Πp≤w(N); p é primop. A função
de von Mangoldt modificada é:

Λ̃(n) =

{
φ(W )

W log(Wn + 1) se Wn + 1 é primo
0 caso contrário .

Agora temos uma função que ainda vê os primos porém deixamos
de ver potências e certas não-uniformidades vindas de produtos de
fatores pequenos. Considere w(n) com crescimento lento3, digamos
w(n) << log log log n, de maneira que o teorema de Dirichlet diz que:

1
N

∑

n≤N

Λ̃(n) = 1 + o(1).

2Basicamente porque os primos e a função de van Mangoldt estão concentra-
dos, para todo q > 1 inteiro, nas φ(q) classes residuais a(mod q) tais que (a, q) = 1
(onde φ(q) é a função de Euler), enquanto que medidas pseudo-aleatórias devem
estar equidistribúıdas em todas as classes de congruências módulo q; como o
quociente φ(q)/q pode ser feito arbitrariamente pequeno, vemos que não existem
majorantes pseudo-aleatórios da função de van Mangoldt.

3Apesar de pedirmos crescimento lento para w(n), pode-se constatar que, ao
revisar os argumentos do caṕıtulo 3, basta tomar w(n) uma constante bem grande
(dependendo apenas de k mas não de N).
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Em outras palavras, Λ̃ é uma medida. Nesta situação, o segundo re-
sultado chave do trabalho de Green-Tao [5, Proposition 9.1] (baseado
nos trabalhos de Goldston-Yıldırım) é:

Teorema 2.2.2. Se εk = 1/(k +4)!2k e N é um primo grande então
existe ν uma medida k-pseudoaleatória tal que ν(n) ≥ 2−k−5k−1Λ̃(n)
para εkN ≤ n ≤ 2εkN .

Assim como boa parte dos resultados importantes sobre os números
primos, a prova do teorema 2.2.2 passa pelo uso de certas regiões livre
de zeros da função zeta de Riemann. Porém, para não interromper-
mos o fluxo de idéias, deixaremos para o caṕıtulo 3 deste livro a
demonstração completa do teorema 2.2.2.

Finalmente, assumindo momentaneamente os teoremas 2.2.1 e 2.2.2,
demonstraremos o teorema de Green e Tao.

2.2.1 Prova do teorema de Green e Tao

Suponha que os teoremas 2.2.1 e 2.2.2 sejam válidos.
Se

f(n) =
1

k2k+5
Λ̃(n)1[εkN,2εkN ]

então:

E(f) =
1

Nk2k+5

∑

εkN≤n≤2εkN

Λ̃(n) =
1

k2k+5
εk(1 + o(1)).

Como o teorema 2.2.2 garante a existência de uma medida k-pseudo-
aleatória majorando 2−k−5k−1Λ̃ em [εkN, 2εkN ], podemos aplicar o
teorema 2.2.1 de Green-Tao-Szemerédi para concluir que:

E(f(n) . . . f(n + (k − 1)r)|n, r ∈ ZN ) ≥ c(k, k−12−k−3εk)− o(1).

Como o caso r = 0 contribui com um fator O( 1
N logk N) = o(1) na

expressão, obtemos a existência de uma P.A. em ZN (tomando N
grande). Mais ainda, sendo εk < 1/k e k ≥ 3 temos que essa P.A. é
uma P.A. leǵıtima de inteiros (e não apenas uma k-PA em ZN ).
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2.2.2 Alguns comentários

Uma vez que já reduzimos o teorema de Green e Tao aos teore-
mas 2.2.1 e 2.2.2, dedicaremos o resto deste caṕıtulo a prova do
teorema 2.2.1 de Green-Tao-Szemerédi (enquanto que a prova do teo-
rema 2.2.2 ficará para o caṕıtulo 3).

Entrentanto, para ilustrar as idéias por trás da prova do teorema
de Green-Tao-Szemerédi (as quais podem ser técnicas e duras numa
primeira leitura), faremos a prova do teorema de Roth (ou seja, do
teorema de Szemerédi no caso k = 3). Em seguida, passaremos a
demonstração propriamente dita do teorema de Green-Tao-Szemerédi
e assim encerraremos o presente caṕıtulo.

2.3 Prova do teorema de Roth

Conforme dissemos na introdução, para sentir o sabor da prova do
teorema de Green-Tao-Szemerédi, vamos ver um pequeno argumento
para encontrar 3-PA em conjuntos de densidade positiva, o qual, ape-
sar de ser bem particular e espećıfico, contém boa parte das idéias
que iremos estudar em seguida.

Definimos Λ3(f, g, h) = E(f(n)g(n + r)h(n + 2r) : n, r ∈ ZN ). O
teorema de Roth pode ser reformulado assim:

Teorema 2.3.1. Para toda f : ZN → R não-negativa com

0 < δ ≤ ‖f‖L1(ZN ) ≤ ‖f‖L∞(ZN ) ≤ 1

tem-se
Λ3(f, f, f) ≥ c(3, δ)− oδ(1).

Em outras palavras, queremos cotas inferiores para Λ3(f, f, f).
Começamos com a observação simples de que cotas superiores são
bem “fáceis” de se obter: por exemplo, pela desigualdade de Young,

|Λ3(f, g, h)| ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq‖h‖Lr ,

se 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ e 1
p + 1

q + 1
r ≤ 2.

Por outro lado, estamos interessados apenas em cotas inferiores
para Λ3 e, a priori, as estimativas superiores não parecem ser úteis
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para provar cotas inferiores. Entretanto, podemos decompor f como
uma parte “boa” g = E(f) e outra parte “ruim” b = f − E(f).
Usando a multilinearidade de Λ3, podemos decompor Λ3(f, f, f) em
oito pedaços:

Λ3(f, f, f) = Λ3(g, g, g) + · · ·+ Λ3(b, b, b).

Por hipótese, E(f) ≥ δ, donde o primeiro termo é Λ3(g, g, g) ≥ δ3.
Logo, boas cotas superiores dos outros termos (p.ex., a soma dos sete
termos restantes são de magnitude menor que δ3) nos levariam a
concluir o teorema de Roth.

Porém, a estimativa acima (via desigualdade de Young) não é boa
o suficiente, a menos que δ esteja próximo a 1 (digamos δ > 2/3).
Mas, podemos refinar nosso argumento de cotas superiores usando a
transformada de Fourier :

f̂(ξ) := E(f(x)eN (−xξ) : x ∈ ZN ),

onde eN (x) := exp(2πix/N). Da fórmula de inversão

f(x) =
∑

ξ∈ZN

f̂(ξ)eN (xξ)

obtemos que

Λ3(f, g, h) =
∑

ξ1,ξ2,ξ3

f̂(ξ1)ĝ(ξ2)ĥ(ξ3)×

E(eN (nξ1 + (n + r)ξ2 + (n + 2r)ξ3) : n, r ∈ ZN ).

As esperanças no lado direito acima são 1 se ξ1 = ξ3 e ξ2 = −2ξ1

e 0 caso contrário. Em particular,

Λ3(f, g, h) =
∑

ξ∈ZN

f̂(ξ)ĝ(−2ξ)ĥ(ξ).

Da fórmula de Plancherel ‖f‖L2(ZN ) = ‖f̂‖l2(ZN ) e da desigual-
dade de Hölder, segue que

|Λ3(f, g, h)| ≤ ‖f‖L2(ZN )‖ĝ‖l4(ZN )‖ĥ‖l4(ZN ). (2.3.1)

Usando esta estimativa, podemos provar que:
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Proposição 2.3.1. Seja f com uma decomposição f = g + b onde

‖g‖L∞(ZN ), ‖b‖L∞(ZN ) = O(1)

e
‖g‖L1(ZN ), ‖b‖L1(ZN ) = O(δ).

Então
Λ3(f, f, f) = Λ3(g, g, g) + O(δ5/4‖b̂‖l4(ZN ))

e
Λ3(f, f, f) = Λ3(g, g, g) + O(δ‖b̂‖l∞(ZN )).

Demonstração. Por hipótese, ‖g‖L2(ZN ), ‖b‖L2(ZN ) = O(δ1/2), donde
uma aplicação de Plancherel nos diz que

‖ĝ‖l2(ZN ), ‖b̂‖l2(ZN ) = O(δ1/2).

Além disso, as cotas L1 de g e b implicam

‖ĝ‖l∞(ZN ), ‖b̂‖l∞(ZN ) = O(δ).

Logo, a desigualdade de Hölder nos conduz a

‖ĝ‖l4(ZN ), ‖b̂‖l4(ZN ) = O(δ3/4).

A proposição segue decompondo Λ3(f, f, f) em oito partes e
usando (2.3.1).

Esta proposição sugere que uma estratégia para conseguir cotas
inferiores não-triviais de Λ3(f, f, f) passa por decompor f = g+b em
uma função boa g tendo o valor Λ3(g, g, g) “alto” e uma função ruim
b com norma l4 da sua transformada de Fourier pequena.

O leitor atento percebeu que já indicamos uma possibilidade de
decomposição: g = E(f) e b = f − E(f). Note que temos a cota
Λ3(g, g, g) ≥ δ3, uma estimativa relativamente boa, mas não temos
boas cotas para ‖b̂‖l4(ZN ); as nossas melhores cotas até o momento
são O(δ3/4), o que é ruim pois permite que o erro domine o termo
principal.4

4Com efeito, f = χ[1,δN ] tem Λ3(f, f, f) ∼ δ2 e Λ3(g, g, g) = δ3, por exemplo.
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Entretanto, podemos eliminar o caso de b = f −E(f) linearmente
uniforme, i.e., ‖b̂‖l∞ ≤ δ2/100. O problema é o que fazer se b não
é linearmente uniforme. Neste caso, adota-se a idéia de usar um
argumento de incremento na energia, i.e.,

• Argumento de incremento de energia: uma vez que b não
é uniforme, trocamos g por uma função com norma L2 maior.
Ao final de um número finito de passos, espera-se chegar a uma
função b uniforme (já que a energia é finita).

Logicamente, esta idéia tem que ser trabalhada em detalhes para ver
que ela conduz ao fim da prova do teorema de Roth. Para isto, vamos
introduzir a definição:

Definição 2.3.1. Dado K inteiro positivo, chamaremos as funções
f : ZN → C da forma

f(x) =
K∑

j=1

cj exp(2πiξjx/N),

onde |cj | ≤ 1 e ξj ∈ ZN de funções K-quase-periódicas. Além disso,
fixado σ > 0, dizemos que uma função f é (σ,K)-quase-periódica se
‖f − fqp‖L2(ZN ) ≤ σ para alguma função K-quase-periódica fqp.

Observação 2.3.1. Note que se f e g são funções (σ,K)-quase-
periódicas então fg é (2σ,K2)-quase-periódica.

O ponto importante no conceito de funções f quase-periódicas é
que podemos obter boas cotas inferiores de Λ3(f, f, f) neste caso:

Lema 2.3.1 (“Múltipla Recorrência” de funções quase-periódicas).
Dados 0 < δ < 1, M ≥ 1, 0 < σ ≤ δ3/100M e 0 ≤ f ≤ M uma
função não-negativa limitada (σ,K)-quase-periódica com E(f) ≥ δ,
então

Λ3(f, f, f) ≥ c(K, M, δ)− oK,M,δ(1),

para algum c(K, M, δ) > 0.

Demonstração. Seja fqp(x) =
∑K

j=1 cj exp(2πixξj/N) uma função
K-quase-periódica aproximando f e tome ε = ε(K, δ) > 0 uma con-
stante pequena. Pelo teorema de aproximação simultânea de Dirichlet
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(o qual decorre do pŕıncipio da casa de pombos), temos

E(‖rξj‖ ≤ ε para todo j ; r ∈ ZN ) ≥ c(ε,K). (2.3.2)

Aqui é fundamental ressaltar que a constante c(ε,K) > 0 não depende
de N . Por outro lado, considerando a dinâmica T (x) := x + 1 e
fixando r tal que ‖rξj‖ ≤ ε (onde 1 ≤ j ≤ K), temos:

‖fqp ◦ T r − fqp‖L2(ZN ) ≤ C(K)ε,

Isto combinado com a desigualdade triangular implica:

‖f ◦ T r − f‖L2(ZN ) ≤ δ3/50M + C(K)ε.

Aplicando T r novamente na estimativa acima obtemos também

‖f ◦ T 2r − f ◦ T r‖L2(ZN ) ≤ δ3/50M + C(K)ε.

Como a função f é limitada, destas estimativas decorre que:

‖f · (f ◦ T r) · (f ◦ T 2r)− f3‖L1(ZN ) ≤ δ3/2 + C(K)Mε.

Entretanto, sendo f ≥ 0, usando nossa hipótese E(f) ≥ δ e a de-
sigualdade de Hölder, obtemos

‖f3‖L1(ZN ) ≥ ‖f‖3L1(ZN ) ≥ δ3.

Logo, E(f · (f ◦ T r) · (f ◦ T 2r)) ≥ δ3/2−C(K)Mε. Escolhendo ε > 0
pequeno dependendo de δ,K e M , segue que

E(f · (f ◦ T r) · (f ◦ T 2r)) ≥ δ3/4.

Como f ≥ 0, tomando a média em r e usando (2.3.2), podemos
concluir

E(f(n) · (f ◦ T r)(n) · (f ◦ T 2r)(n) |n, r ∈ ZN ) ≥ δ3c(ε,K)/4.

Sendo Λ3(f, f, f) = E(f(n) · (f ◦ T r)(n) · (f ◦ T 2r)(n) |n, r ∈ ZN ),
terminamos a demonstração do lema.

Visando a utilização deste lema, estaremos interessados em de-
compor funções arbitrárias em uma soma de uma função quase-perió-
dica e uma função linearmente uniforme. Com este intuito, veremos
como construir sigma-álgebras cujas funções mensuráveis sejam todas
quase-periódicas:
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Lema 2.3.2. Sejam 0 < ε ¿ 1 e χ uma função da forma χ(x) :=
exp(2πixξ/N). Então, existe uma sigma-álgebra Bε,χ tal que ‖χ −
E(χ|Bε,χ)‖L∞(ZN ) ≤ Cε e, para todo σ > 0 existe K = K(σ, ε) > 0
com a seguinte propriedade: toda f função Bε,χ-mensurável satis-
fazendo a estimativa ‖f‖L∞(ZN ) ≤ 1 é (σ,K)-quase-periódica.

Demonstração. Seguiremos um processo randômico para obter a
sigma-álgebra desejada: tome α um número complexo no quadrado
unitário e seja Bε,χ a sigma-álgebra cujos átomos tem a forma χ−1(Q),
onde Q é um quadrado tal que os vértices de Q − εα estão sobre
εZ2. Note que esta sigma-álgebra possui O(1/ε) átomos e ‖χ −
E(χ|Bε,χ)‖L∞(ZN ) ≤ Cε. Em particular, resta apenas verificar a
segunda parte do lema para finalizar a prova. Observe que basta
verificar o fato desejado para σ = 2−n (onde n À 1) com proba-
bilidade 1 − O(σ) em α. Como Bε,χ possui O(1/ε) átomos, é su-
ficiente considerar o caso de f igual a função caracteŕıstica de um
átomo A de Bε,χ e provar a propriedade desejada com probabilidade
1 − O(c(ε)σ). Note que nesta situação podemos reescrever f como
f(x) = 1Q(χ(x) − εα). Aplicando o teorema de aproximação de
Weierstrass no disco |z| ≤ O(1/ε), encontramos um polinômio P (z, z)
com C(σ, ε) termos e coeficientes limitados por C(σ, ε) tal que |P | ≤ 1
no disco |z| ≤ O(1/ε) e |1Q(z)−P (z, z)| = O(c(ε)σ) para todo z neste
disco exceto por um conjunto de medida O(c(ε)2σ2). Isto implica que

‖1Q(χ(x)− εα)− P (χ(x)− εα, χ(x)− εα)‖L2(ZN ) ≤ c(ε)σ

com probabilidade 1−O(c(ε)σ) em α. Porém P (χ(x)−εα, χ(x)−εα)
é uma combinação linear de C(ε, σ) funções da forma exp(2πixξ/N)
com coeficientes limitados por C(ε). Ou seja, P (χ(x)−εα, χ(x)−εα)
é uma função K-quase-periódica (onde K = C(ε, σ)). Em particular,
f é uma função (σ,K)-quase-periódica. Isto conclui a prova deste
lema.
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Um corolário útil deste lema é:

Corolário 2.3.1. Sejam 0 < εj ¿ 1 e χj(x) = exp(2πixξj/N), onde
j = 1, . . . , n. Denote por Bεj ,χj

as sigma-álgebras fornecidas pelo
lema acima. Então, para todo σ > 0, existe K = K(n, σ, ε1, . . . , εn)
tal que toda f função Bε1,χ1 ∨ · · · ∨ Bεn,χn-mensurável satisfazendo a
estimativa ‖f‖L∞(ZN ) ≤ 1 é (σ,K)-quase-periódica.

Demonstração. Como o número de átomos na sigma-álgebra Bε1,χ1∨
· · · ∨ Bεn,χn é C(n, ε1, . . . , εn), basta provar o corolário no caso em
que f é a função caracteŕıstica de um átomo de Bε1,χ1 ∨ · · · ∨ Bεn,χn

.
Porém, nesta situação f é o produto de n funções de caracteŕısticas
de átomos das sigma-álgebras Bεj ,χj

. Logo, o corolário segue direta-
mente da combinação do lema anterior com a observação 2.3.1.

Outra propriedade interessante destas sigma-álgebras (além de
conter funções quase-periódicas) é a identificação de obstruções para
a uniformidade linear :

Lema 2.3.3. Sejam b uma função limitada com ‖b̂‖l∞(ZN ) ≥ σ > 0 e
0 < ε ¿ σ. Então, existe uma função da forma χ(x) = exp(2πixξ/N)
tal que a sigma-álgebra Bε,χ associada satisfaz

‖E(b|Bε,χ)‖L2(ZN ) ≥ σ/2.

Demonstração. Por definição, existe uma frequência ξ tal que
|̂b(ξ)| ≥ σ, i.e.,

|E(b(n) exp(−2πinξ/N)|n ∈ ZN )| ≥ σ.

Definimos χ(x) := exp(2πixξ/N) e reescrevemos a desigualdade acima
como

|〈b, χ〉L2(ZN )| ≥ σ.

Pelo lema anterior, sabemos que existe uma sigma-álgebra Bε,χ tal
que

‖χ− E(χ|Bε,χ)‖L∞(ZN ) ≤ Cε.

Por outro lado, sendo b limitado e a esperança condicional auto-
adjunta, podemos combinar as duas estimativas acima para concluir
que

〈E(b|Bε,χ), χ〉 = 〈b,E(χ|Bε,χ)〉 ≥ σ − Cε.
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Isto implica que ‖E(b|Bε,χ)‖L2(ZN ) ≥ σ − Cε ≥ σ/2, o que finaliza a
prova do lema.

O último ingrediente para a prova completa do teorema de Roth
é a seguinte proposição de estrutura:

Proposição 2.3.2 (“teorema quantitativo de Koopman-von Neu-
mann”). Sejam F : R+×R+ → R+ uma função qualquer, 0 < δ ≤ 1,
f uma função não-negativa limitada satisfazendo E(f) ≥ δ e σ :=
δ3/100. Então, existem uma constante 0 < K ≤ C(δ, F ) e uma de-
composição f = g+b tais que g é limitada não-negativa, E(g) = E(f),
g é (σ,K)-quase-periódica e b verifica

‖b̂‖l∞(ZN ) ≤ F (δ,K). (2.3.3)

Demonstração. A idéia será utilizar o argumento de incremento de
energia para construir g e b. Para esta construção, necessitaremos
de duas sigma-álgebras B e B̃ as quais sempre terão a forma Bε1,χ1 ∨
· · · ∨ Bεn,χn durante todo o argumento. Mais ainda, iremos querer
estimativas do tipo

‖E(f |B̃)‖2L2(ZN ) ≤ ‖E(f |B)‖2L2(ZN ) + σ2/4. (2.3.4)

Observe que, pelo teorema de Pitágoras, a estimativa acima equivale
a

‖E(f |B̃)− E(f |B)‖2L2(ZN ) ≤ σ/2.

A prova desta proposição utilizará o seguinte algoritmo:

• Estágio 0 : Começamos com B e B̃ iguais a sigma-álgebra trivial
{0,ZN}. Note que a desigualdade (2.3.4) é satisfeita automati-
camente neste estágio.

• Estágio 1 : Considere B uma sigma-álgebra da forma Bε1,χ1 ∨
· · · ∨ Bεn,χn , onde χj(x) = exp(2πixξj/N). Sendo a função
E(f |B) uma função limitada e B-mensurável, o corolário 2.3.1
diz que podemos encontrar K dependendo de δ, n, ε1, . . . , εn tal
que E(f |B) é (σ/2,K)-quase-periódica.

• Estágio 2 : Fazemos g = E(f |B̃) e b = f−E(f |B̃). Se ‖b̂‖l∞(ZN ) ≤
F (δ,K), encerramos o algoritmo. Caso contrário, vamos para
o estágio 3;
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• Estágio 3 : Como não terminamos o algoritmo no estágio 2,
temos ‖b̂‖l∞ > F (δ,K). Pelo lema 2.3.3, podemos encontrar
ε ¿ F (δ,K) e uma função χ da forma χ(x) = exp(2πixξ/N)
com uma sigma-álgebra associada Bε,χ tal que

‖E(b|Bε,χ)‖L2(ZN ) ≥ F (δ,K)/2.

Da identidade

E(b|Bε,χ) = E(E(f |B̃ ∨ Bε,χ)− E(f |B̃)|Bε,χ)

e do teorema de Pitágoras tiramos também que

‖E(f |B̃ ∨ Bε,χ)− E(f |B̃)‖L2(ZN ) ≥ F (δ,K)/2.

Aplicando o teorema de Pitágoras novamente, obtemos a esti-
mativa de incremento de energia:

‖E(f |B̃ ∨ Bε,χ)‖2L2(ZN ) ≥ ‖E(f |B̃)‖2L2(ZN ) − F (δ,K)2/4.

• Estágio 4 : Trocamos B̃ por B̃ ∨ Bε,χ. Caso ainda tenhamos a
estimativa (2.3.4), retornamos para o estágio 2; caso contrário,
trocamos B por B̃ e vamos para o estágio 1.

Afirmo que este algoritmo termina. Com efeito, fixado B (e con-
sequentemente K), cada vez que passamos pelo estágio 4 a ener-
gia ‖E(f |B̃)‖2L2(ZN ) aumenta de F (δ,K)2/4. Logo, o algoritmo ter-
mina ou a estimativa (2.3.4) é violada em C(δ,K, F ) = Cσ2/F (δ,K)2

passos. No segundo caso, trocamos B pela sigma-álgebra associada
às C(δ,K, F ) funções χ e parâmetros ε ≥ C(δ, F, K)−1 aparecendo
neste processo. Isto implica que a quantidade K associada a esta
nova sigma-álgebra B será trocada por uma quantidade da forma
C(δ,K, F ) e a energia ‖E(f |B)‖2L2(ZN ) cresceu pelo menos σ2/4 graças
a violação de (2.3.4). Por outro lado, o fato de f ser limitada garante
que esta energia não pode ser maior que O(1). Logo, estas trocas de
B descritas acima só podem ser feitas no máximo O(σ−2) vezes. Jun-
tando estas informações vemos que o algoritmo inteiro termina em
C(δ, F ) passos (e a quantidade K nunca ultrapassa C(δ, F ) durante
todo o processo). Isto conclui a prova da proposição.
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Finalmente, vejamos como encerrar a demonstração do teorema
de Roth: seja F : R+ × R+ → R+ uma função que escolheremos
em alguns instantes e apliquemos a proposição acima para decompor
f = g + b. Pelo lema 2.3.1, sabemos que

Λ3(g, g, g) ≥ c(δ,K)− oδ,K(1).

Combinando esta desigualdade com (2.3.3) e a proposição 2.3.1, temos

Λ3(f, f, f) ≥ c(δ,K) + O(δ · F (δ,K))− oδ,K(1).

Tomando F “suficientemente pequena”, podemos absorver a segunda
parcela do lado direito pela primeira parcela, de maneira que

Λ3(g, g, g) ≥ c(δ,K)/2− oδ,K(1).

Como K ≤ C(δ, F ) = C(δ), o teorema de Roth está provado.
Encerrando esta seção, recapitularemos abaixo os dois passos prin-

cipais da prova do teorema de Roth (o qual inspirará a demonstração
do teorema de Green-Tao-Szemerédi):

• primeiro passo: definir uma classe de normas (ditas normas
de Gowers ‖.‖Uk−1) para controlar a esperança de uma k-PA
estar no suporte de f ; note que, pela proposição 2.3.1, no caso
k = 3, a norma l4 da transformada de Fourier é um bom can-
didato;5

• segundo passo: generalizar o processo de incremento na en-
ergia acima discutido.

2.4 Demonstração do teorema de Green-
Tao-Szemerédi

Nesta última seção do presente caṕıtulo, provaremos ao longo de
várias subseções os resultados que nos ajudarão a formalizar as idéias
acima. Entretanto, como as demonstrações são técnicas, o leitor pode

5De fato, no caso k = 3, a norma de Gowers ‖.‖U2 é a norma l4 da transfor-
mada de Fourier; veja a observação 2.4.1 na próxima subseção.
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se perder um pouco dos nossos objetivos finais. Por isso, daqui em
diante, ao final de cada subseção, faremos um “resumo” dos resulta-
dos provados e como eles se encaixam na estratégia de incremento de
energia acima traçada.

2.4.1 Normas de Gowers

Seja {0, 1}d o cubo discreto d-dimensional, e w = (w1, . . . , wd) ∈
{0, 1}d. Se h ∈ Zd

N então w.h := w1.h1 + . . . wd.hd. Se {fw}w∈{0,1}d

o produto interno de Gowers é:

〈(fw)〉Ud := E(Πwfw(n + w.h)|n ∈ ZN , h ∈ Zd
N ).

A primeira observação é que se fw = f para todo w então 〈(fw)〉Ud ≥
0. Assim podemos definir as normas de Gowers (usando fw = f):

‖f‖Ud := 〈(f)〉
1
2d

Ud .

Uma ferramenta basilar para a análise das normas de Gowers é a
desigualdade de Gowers-Cauchy-Schwarz :

|〈(fw)〉Ud | ≤ Πw‖fw‖Ud .

A prova desta desigualdade segue do fato de que, quando fw não
depende de wd, vale a igualdade

〈(fw)〉Ud = E(E(
∏

w′∈{0,1}d−1

fw′,0(y + w′.h′) : y ∈ ZN )×

E(
∏

w′∈{0,1}d−1

fw′,1(y + w′.h′) : y ∈ ZN |h′ ∈ (ZN )d−1)).

Logo, por Cauchy-Schwarz, temos

|〈(fw)〉Ud | ≤ 〈(fw′,0)〉1/2

Ud 〈(fw′,1)〉1/2

Ud .

Como podemos trocar wd por qualquer outro d́ıgito, aplicando a de-
sigualdade acima d vezes, obtemos a desigualdade de Gowers-Cauchy-
Schwarz.
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Além disso, a fórmula binomial e a multilinearidade do produto
interno nos levam a desigualdade triangular de Gowers:

‖f + g‖Ud ≤ ‖f‖Ud + ‖g‖Ud .

Finalmente, temos a relação de monotonicidade:

‖f‖Ud−1 ≤ ‖f‖Ud ,

a qual é uma consequência de Gowers-Cauchy-Schwarz aplicado a
fw := 1 quando wd = 1 e fw := f quando wd = 0.

Observação 2.4.1. Como ‖.‖Ud são homogêneas, acabamos de mostrar
que ‖.‖Ud são semi-normas. Entretanto, ‖.‖U1 não é norma pois
‖f‖U1 = E(f). Porém, pode-se provar (por cálculo direto) que:

‖f‖U2 = (
∑

f̂(ξ)4)
1
4 ,

onde f̂(ξ) = E(f(x)e−2πiξ/N ; x ∈ ZN ) e vale a fórmula de inversão
f(x) =

∑
f̂(ξ)e2πixξ/N . Consequentemente, as normas de Gowers

para d ≥ 2 são normas genúınas.

Com esta notação, a generalização natural da proposição 2.3.1 é:

Teorema 2.4.1 (von Neumann generalizado). Se ν é uma medida
k-pseudoaleatória e f0, . . . , fk−1 ∈ L1(ZN ) são tais que |fj(x)| ≤
1 + ν(x) então se c0, . . . , ck−1 ∈ ZN são distintos, temos que:

E(Πjfj(n + cjr)|n, r ∈ ZN ) = O(inf ‖fj‖Uk−1) + o(1).

Demonstração. Começemos com algumas simplificações: a menos
de trocar ν por (ν + 1)/2, rearranjar fj , cj e transladar x por c0r,
podemos assumir que

|fj(x)| ≤ ν(x), ∀ x ∈ ZN , j = 0, . . . , k − 1,

inf
0≤j≤k−1

‖fj‖Uk−1 = ‖f0‖Uk−1

e
c0 = 0.
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Isto reduz o problema a provar que

E




k−1∏

j=0

fj(x + cjr)|x, r ∈ ZN


 = O(‖f0‖Uk−1) + o(1).

Dividiremos a demonstração desta igualdade em duas partes: na
primeira provaremos uma desigualdade de Cauchy-Schwarz e a apli-
caremos k − 1 vezes ao lado esquerdo da igualdade acima, obtendo
assim uma estimativa de E

(∏k−1
j=0 fj(x + cjr)|x, r ∈ ZN

)
por uma

soma com pesos de f0 sobre cubos (k − 1)-dimensionais; na segunda
mostraremos que a condição de formas lineares implica que estes pe-
sos são iguais a 1 em média, o que nos permitirá que deduzir o resul-
tado desejado.

Para enunciar a desigualdade de Cauchy-Schwarz de modo razoável,
introduziremos um pouco de notação. Dados 0 ≤ d ≤ k − 1, dois ve-
tores y = (y1, . . . , yk−1) ∈ (ZN )k−1 e y = (y′k−d, . . . , y

′
k−1) ∈ (ZN )d,

e um conjunto S ⊂ {k − d, . . . , k − 1}, definimos o vetor y(S) =
(y(S)

1 , . . . , y
(S)
k−1) ∈ (ZN )k−1 por

y
(S)
i :=

{
yi se i /∈ S
y′i se i ∈ S.

Em outras palavras, S indica quais componentes de y(S) provém de
y′ ao invés de y.

Lema 2.4.1. Sejam ν : ZN → R+ uma medida e φ0, . . . , φk−1 :
(ZN )k−1 → ZN funções das k−1 variáveis yi tais que φi não depende
de yi para 1 ≤ i ≤ k − 1. Suponha que f0, . . . , fk−1 ∈ L1(ZN ) são
funções com |fi(x)| ≤ ν(x) para todo x ∈ ZN e 0 ≤ i ≤ k − 1. Para
cada 0 ≤ d ≤ k − 1 e 1 ≤ i ≤ k − 1, defina

Jd :=E


 ∏

S⊂{k−d,...,k−1}
(
k−d−1∏

i=0

fi(φi(y(S)))×

×
k−1∏

i=k−d

ν1/2(φi(y(S)))
∣∣∣y ∈ (ZN )k−1, y′ ∈ (ZN )d

)
,
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e

Pd := E


 ∏

S⊂{k−d,...,k−1}
ν(φk−d−1(y(S)))|y ∈ (ZN )k−1, y′ ∈ (ZN )d


 .

Então para todo 0 ≤ d ≤ k − 2, temos a desigualdade

|Jd|2 ≤ PdJd+1.

Prova do lema 2.4.1. Considere Jd. Como φk−d−1 não depende de
yk−d−1, podemos tirar as quantidades dependentes de φk−d−1 da
média em yk−d−1, o que nos permite escrever

Jd = E(G(y, y′)H(y, y′)|y1, . . . , yk−d−2, yk−d, . . . , yk−1,

y′k−d, . . . , y
′
k−1 ∈ ZN ),

onde

G(y, y′) :=
∏

S⊂{k−d,...,k−1}
fk−d−1(φk−d−1(y(S)))ν−1/2(φk−d−1(y(S)))

e

H(y, y′) := E(
∏

S⊂{k−d,...,k−1}

k−d−2∏

i=0

fi(φi(y(S)))

×
k−1∏

i=k−d−1

ν1/2(φi(y(S)))|yk−d−1 ∈ ZN ).

Usando Cauchy-Schwarz,

|Jd|2 ≤ E(|G(y, y′)|2|y1, . . . , yk−d−2, yk−d, . . . , yk−1,

y′k−d, . . . , y
′
k−1 ∈ ZN )×

× E(|H(y, y′)|2|y1, . . . , yk−d−2, yk−d, . . . , yk−1,

y′k−d, . . . , y
′
k−1 ∈ ZN ).

Por outro lado, como |fk−d−1(x)| ≤ ν(x) para todo x,

E(|G(y, y′)|2|y1, . . . , yk−d−2, yk−d, . . . , yk−1, y
′
k−d, . . . , y

′
k−1 ∈ ZN ) ≤ Pd.
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Mais ainda, escrevendo a definição de H(y, y′) e expandindo os quadra-
dos trocando a variável yk−d−1 pelas novas variáveis yk−d−1, y

′
k−d−1,

vemos que

E(|H(y, y′)|2|y1, . . . , yk−d−2, yk−d, . . . , yk−1, y
′
k−d, . . . , y

′
k−1 ∈ ZN )
= Jd+1.

Isto completa a prova.

Aplicando este lema (k − 1) vezes, obtemos

|J0|2
k−1 ≤ Jk−1

k−2∏

d=0

P 2k−2−d

d .

Observe que, por definição,

J0 = E

(
k−1∏

i=0

fi(φi(y))|y ∈ (ZN )k−1

)
.

Para provar a desigualdade desejada, escolhemos6

φi(y) :=
k−1∑

j=1

(
1− ci

cj

)
yj

de modo que φ0(y) = y1 + · · · + yk−1, φi(y) não dependem de yi e,
para todo y, φ(y) = x + cir onde

r = −
k−1∑

i=1

yi

ci
.

Agora a transformação sobrejetiva Φ : (ZN )k−1 → (ZN )2 definida
por

Φ(y) := (y1 + · · ·+ yk−1,
y1

c1
+ · · ·+ yk−1

ck−1
)

6Estamos utilizando aqui que os números cj são distintos.
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tem número constante de pré-imagens, donde uma conta simples
mostra que

E




k−1∏

j=0

fj(x + cjr)|x, r ∈ ZN


 = E

(
k−1∏

i=0

fi(φi(y))|y ∈ (ZN )k−1

)
= J0.

Entretanto, Pd = 1+o(1) para cada 0 ≤ d ≤ k−2, pois ν satisfaz
a (2d, k − 1 + d, k)-condição de formas lineares. Em particular, das
estimativas anteriores obtemos

J2k−1

0 ≤ (1 + o(1))Jk−1.

Fixe y. Quando S varia sobre os subconjuntos de {1, . . . , k − 1},
φ0(y(S)) varia no cubo (k−1)-dimensional {x+w ·h : w ∈ {0, 1}k−1},
onde x = y1 + · · ·+ yk−1 e hi = y′i − yi, i = 1, . . . , k − 1. Logo,

Jk−1 = E


W (x, h)

∏

w∈{0,1}k−1

f0(x + w · h)|x ∈ ZN , h ∈ (ZN )k−1


 ,

com o peso W (x, h) dado por

W (x, h) = E(
k−1∏

w∈{0,1}

k−2∏

i=1

ν1/2(φi(y + wh))×

ν1/2(φk−1(y + wh))|y1, . . . , yk−2 ∈ ZN )

= E(
k−2∏

i=1

∏

w∈{0,1}k−1,wi=0

ν(φi(y + wh))×
∏

w∈{0,1}k−1,wk−1=0

ν(φk−1(y + wh))|y1, . . . , yk−2 ∈ ZN ),

onde wh ∈ (ZN )k−1 é o vetor com coordenadas (wh)j := wjhj e
y ∈ (ZN )k−1 é o vetor com componentes yj para 1 ≤ k− 2 e yk−1 :=
x − y1 − · · · − yk−2. Porém, a definição da norma de Gowers dizem
que

E


 ∏

w∈{0,1}k−1

f0(x + w · h)|x ∈ ZN , h ∈ (ZN )k−1


 = ‖f0‖2

k−1

Uk−1 .
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Portanto, basta provar que

E


(W (x, h)− 1)

∏

w∈{0,1}k−1

f0(x + w · h)|x ∈ ZN , h ∈ (ZN )k−1


 = o(1).

Como |fj(x)| ≤ ν(x), segue que é suficiente mostrar

E


|W (x, h)− 1|

∏

w∈{0,1}k−1

ν(x + w · h)|x ∈ ZN , h ∈ (ZN )k−1


 = o(1).

Por Cauchy-Schwarz, isto decorre imediatamente do seguinte lema:

Lema 2.4.2 (ν cobre uniformemente seus cubos). Para n = 0, 2,
vale

E


|W (x, h)− 1|n

∏

w∈{0,1}k−1

ν(x + w · h)|x ∈ ZN , h ∈ (ZN )k−1


 = o(1).

Demonstração. Expandindo o quadrado, vemos que basta provar
que, para q = 0, 1, 2, vale

E


W (x, h)q

∏

w∈{0,1}k−1

ν(x + w · h)|x ∈ ZN , h ∈ (ZN )k−1


 = o(1).

Porém, isto é uma consequência da condição de formas lineares:

• no caso q = 0, aplique a (2k−1, k, 1)-condição de formas lineares
com variáveis x, h1, . . . , hk−1 e formas lineares x + w · h, w ∈
{0, 1}k−1;

• no caso q = 1, aplique a (2k−2(k+1), 2k−2, k)-condição de for-
mas lineares com variáveis x, h1, . . . , hk−1, y1, . . . , yk−2 e formas
lineares
{

φi(y + w · h), w ∈ {0, 1}k−1, wi = 0 para 1 ≤ i ≤ k − 1
x + w · h, w ∈ {0, 1}k−1;
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• no caso q = 2, aplique a (k2k−1, 3k − 4, k)-condição de formas
lineares com variáveis

x, h1, . . . , hk−1, y1, . . . , yk−2, y
′
1, . . . , y

′
k−2

e formas lineares




φi(y + w · h), w ∈ {0, 1}k−1, wi = 0 para 1 ≤ i ≤ k − 1
φi(y′ + w · h), w ∈ {0, 1}k−1, wi = 0 para 1 ≤ i ≤ k − 1
x + w · h, w ∈ {0, 1}k−1;

Aqui estamos adotando as convenções yk−1 = x − y1 − · · · − yk−2 e
y′k−1 = x − y′1 − · · · − y′k−2. Claramente isto completa a prova do
lema.

Como dissemos antes, isto encerra a prova do teorema 2.4.1 de
von Neumann generalizado.

Observação 2.4.2. Note que só utilizamos a condição de formas
lineares na prova do teorema 2.4.1

Encerrando o estudo das normas de Gowers desta subseção, enun-
ciaremos um lema simples e útil sobre a distância de Gowers ‖.‖Uk−1

entre as medidas k-pseudo-aleatórias ν e νconst ≡ 1:

Lema 2.4.3. Suponha que ν é uma medida k-pseudo-aleatória. Então,

‖ν − 1‖Ud = o(1),

para todo d ≤ k − 1.

Demonstração. Observe que a condição de formas lineares para ν
implicam facilmente que ‖ν‖Uk−1 = 1 + o(1). Entretanto, podemos
refinar um pouco mais este racioćınio. Com efeito, note que, pela
monotonicidade das normas de Gowers, basta ver que ‖ν − 1‖Uk−1 =
o(1). Multiplicando por 2k−1, reduzindo nosso problema a provar que

E


 ∏

w∈{0,1}k−1

ν(x + w · h)
∣∣x ∈ ZN , h ∈ Zk−1

N


 = o(1).
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O lado esquerdo da identidade acima pode ser expandido como

∑

A⊂{0,1}k−1

(−1)|A|E

( ∏

w∈A

ν(x + w · h)
∣∣x ∈ ZN , h ∈ Zk−1

N

)
.

Olhando para a expressão

E

( ∏

w∈A

ν(x + w · h)
∣∣x ∈ ZN , h ∈ Zk−1

N

)

para um A ⊂ {0, 1}k−1 fixado, vemos que ela toma a forma

E
(
ν(φ1(x)) . . . ν(φ|A|(x))

∣∣x ∈ Zk
N

)
,

onde x := (x, h1, . . . , hk−1) e φ1, . . . , φ|A| são uma ordenação das |A|
formas lineares x 7→ x + w · h com w ∈ A. Obviamente estas formas
lineares não são múltiplas racionais entre si, donde a (2k−1, k, 1)-
condição de formas lineares pode ser aplicada para concluir a prova
do lema.

Façamos agora um resumo da discussão acima.

Resumo da subseção “Normas de Gowers”:

Nesta subseção identificamos normas naturalmente associadas ao prob-
lema de contar progressões cujos elementos pertencem ao suporte de
uma famı́lia dada de funções, a saber as normas de Gowers, e prova-
mos o teorema 2.4.1, o qual diz que as normas de Gowers majoram
o número de progressões no suporte de uma sequência de funções, a
menos de um erro negligenciável. Como vimos no caso do teorema de
Roth, esta majoração é importante para obter boas cotas por baixo,
o nosso objetivo inicial. O próximo estágio será a introdução do con-
ceito de anti-uniformidade, o qual desempenhará papel importante
no momento de decompor nossas funções nas partes boa e ruim.

2.4.2 Anti-Uniformidade

Como as normas de Gowers para d ≥ 2 são normas genúınas podemos
tomar as normas duais:

‖g‖(Uk−1)∗ := sup
‖f‖

Uk−1≤1

|〈f, g〉|,
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onde 〈f, g〉 denota o produto L2. Dizemos que g é anti-uniforme se
‖g‖(Uk−1)∗ = O(1) e ‖g‖L∞ = O(1).

Observação 2.4.3. Apesar de não pretendermos utilizar, note que
no caso k = 3, a observação 2.4.1 nos dá a fórmula:

‖g‖(U2)∗ =


 ∑

ξ∈ZN

|ĝ(ξ)|4/3




3/4

.

Observe que se g é anti-uniforme e |〈f, g〉| é grande então f não
pode ser uniforme pois |〈f, g〉| ≤ ‖f‖Uk−1‖g‖(Uk−1)∗ . Logo temos
uma obstrução para uniformidade.

Além disso temos uma maneira canônica de construir funções anti-
uniformes: dada F ∈ L1(ZN ), definimos a função dual de F como:

DF (x) := E(Πw 6=0F (x + w.h)|h ∈ Zk−1
N ).

Dentre as várias propriedades elementares destas funções, podemos
citar:

Lema 2.4.4. Seja ν uma medida k-pseudo-aleatória e F ∈ L1(ZN)
uma função qualquer. Tem-se:

• 〈F, DF 〉 = ‖F‖2k−1

Uk−1 ,

• ‖DF‖(Uk−1)∗ = ‖F‖2k−1−1
Uk−1 e

• se |F | ≤ 1 + ν, então ‖DF‖L∞ ≤ 22k−1−1 + o(1).

Demonstração. A identidade 〈F,DF 〉 = ‖F‖2k−1

Uk−1 segue direta-
mente das definições da norma de Gowers e DF , e deixamos como
exerćıcio para o leitor. Para provar a segunda identidade, considere
F 6= 0 (já que o caso F = 0 é trivial) e note que a definição das nor-
mas duais combinadas com a identidade 〈F, DF 〉 = ‖F‖2k−1

Uk−1 dizem
que basta provar que uma função f qualquer vale

|〈f, DF 〉| ≤ ‖f‖Uk−1‖F‖2k−1−1
Uk−1 .

Porém, a definição de DF mostra que 〈f,DF 〉 é o produto interno de
Gowers 〈(fw)w∈{0,1}k−1〉Uk−1 onde fw := f quando w = 0 e fw := F
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caso contrário, donde a desigualdade acima segue da desigualdade de
Gowers-Cauchy-Schwarz.

Finalmente, o último item segue da condição de formas lineares.
De fato, como F é limitada por 2(1+ ν)/2 := 2ν1/2, vemos que basta
provar

Dν1/2(x) ≤ 1 + o(1)

uniformemente para todo x ∈ ZN . Por outro lado, a definição de
função dual diz que Dν1/2 pode ser expandido como

E


 ∏

w∈{0,1}k−1−{0}
ν1/2(x + w · h)

∣∣∣∣∣ h ∈ Zk−1
N


 .

Como ν1/2 é uma medida k-pseudo-aleatória, segue da condição de
formas lineares que este termo é 1 + o(1).

Observação 2.4.4. Este é o único ponto onde a condição de formas
lineares com termos não-homogêneos bi 6= 0 é aplicada; com efeito,
na demonstração acima, todos os bi são iguais a x.

Chamaremos as funções DF , onde F é limitada (pontualmente)
por 1 + ν, de funções anti-uniformes básicas; uma propriedade rele-
vante destas funções é sua boa distribuição com respeito a ν:

Proposição 2.4.1. Se ν é k-pseudoaletória, Φ : IK → R é cont́ınua
e DF1, . . . , DFK funções anti-uniformes básicas, defina

Ψ(x) = Φ(DF1(x), . . . , DFK(x)).

Então, 〈ν−1, Ψ〉 = ok,Φ(1). Além disso, a quantidade da direita pode
ser tomada uniforme sobre um conjunto compacto de Φ’s.

Demonstração. A idéia será usar o teorema de aproximação de
Weierstrass e o fato de ν ser uma medida para reduzir nosso prob-
lema a provar esta proposição no caso mais “simples” de Φ ser um
polinômio.

Como de costume, podemos trocar ν por (ν + 1)/2 de modo que
|Fj(x)| ≤ ν(x) para todo x ∈ ZN , 1 ≤ j ≤ K.
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Lema 2.4.5. Seja d ≥ 1. Para todo polinômio P de grau d com
coeficientes reais (independentes de N) vale

‖P (DF1, . . . , DFK)‖(Uk−1)∗ = OK,d,P (1).

Demonstração. Por linearidade e aumentando K para dK se neces-
sário, basta provar o resultado para P (x1, . . . , xK) = x1 . . . xK . Ou
seja, queremos ver que

〈f,

K∏

j=1

DFj〉 = OK(1)

para todo f : ZN → R satisfazendo ‖f‖Uk−1 ≤ 1. Expandimos o lado
esquerdo como

E


f(x)

K∏

j=1

E(
∏

w∈{0,1}k−1:w 6=0

Fj(x + w · h(j))|h(j) ∈ (ZN )k−1)

∣∣∣∣∣x ∈ ZN




Fazendo a mudança h(j) = h+H(j) para todo h ∈ (ZN )k−1, tomando
a média em h, expandindo os produtos em j e intercambiando as
esperanças, podemos reescrever isso em termos do produto interno
de Gowers

E(〈(fw,H)w∈{0,1}k−1〉Uk−1 |H ∈ ((ZN )k−1)K),

onde H = (H(1), . . . , H(K)), f0,H := f , fw,H := gw·H para w 6= 0
com w ·H = (w ·H(1), . . . , w ·H(K)) e

gu(1),...,u(K)(x) :=
K∏

j=1

Fj(x + u(j)) para todo u(1), . . . , u(K) ∈ ZN .

Em particular, a desigualdade de Gowers-Cauchy-Schwarz e
‖f‖Uk−1 ≤ 1 reduzem o lema à prova da estimativa

E


 ∏

w∈{0,1}k−1:w 6=0

‖gw·H‖Uk−1 |H ∈ ((ZN )k−1)K


 = OK(1).
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Por Hölder, basta ver que

E(‖gw·H‖2
k−1−1

Uk−1 |H ∈ ((ZN )k−1)K)) = OK(1),

para cada w ∈ {0, 1}k−1 − 0.
Fixe w. Como 2k−1 − 1 ≤ 2k−1 e estamos em espaços de proba-

bilidade, basta provar

E(‖gw·H‖2
k−1

Uk−1 |H ∈ ((ZN )k−1)K)) = OK(1).

Esta última estimativa é verdadeira por um argumento assim:
w 6= 0 implica que a transformação w → w · H é recobrimento;
isto permite usá-la para mudar as variáveis de maneira que o lado
esquerdo da identidade acima é

E(‖gu(1),...,u(K)‖2k−1

Uk−1 |u(1), . . . , u(K) ∈ ZN ).

Usando as definições de norma de Gowers e gu(1),...,u(K) , podemos
expandir este termo como

E

0@ Y
ew∈{0,1}k−1

KY
j=1

Fj(x + u(j) + h · ew)

�����x, u(1), . . . , u(K) ∈ ZN , h ∈ Zk−1
N

1A .

Fatorando, chegamos na expressão

E




K∏

j=1

E(Fj(x + u(j) + h · w̃) |u(j) ∈ ZN )

∣∣∣∣∣ x ∈ ZN , h ∈ Zk−1
N


 .

Usando a hipótese |Fj(x)| ≤ ν(x), nossa tarefa fica reduzida a estimar

E

(
E(ν(x + u + h · w̃) |u ∈ ZN )K

∣∣∣∣∣ x ∈ ZN , h ∈ Zk−1
N

)
.

Fazendo a mudança de variáveis y = x + u e tomando a média sobre
x, nosso objetivo é provar que

E

(
E(ν(y + h · w̃) | y ∈ ZN )K

∣∣∣∣∣ h ∈ Zk−1
N

)
= OK(1).
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Neste ponto, estamos prontos para usar a condição de correlação, a
qual nos diz que

E

(
ν(y + h · w̃)

∣∣∣∣∣ y ∈ ZN

)
≤

∑

ew,ew′∈{0,1}k−1,ew 6= ew′ τ(h · (w̃ − w̃′)),

onde τ é uma função peso satisfazendo E(τ q) = Oq(1). Usando a de-
sigualdade triangular em LK(Zk−1

N ), vemos que basta provar apenas
que

E

(
τ(h · (w̃ − w̃′))K

∣∣∣∣∣ h ∈ Zk−1
N

)
= OK(1),

para todos w̃, w̃′ ∈ {0, 1}k−1 distintos entre si. Mas, sendo a trans-
formação h 7→ h · (w̃ − w̃′) um recobrimento, o lado esquerdo acima
é E(τK) = OK(1).

Voltemos agora a prova da proposição. Lembre que o lema 2.4.4
diz que as funções básicas anti-uniformes tomam valores no intervalo
I = [−22k−1

, 22k−1
]. Pelo teorema de aproximação de Weierstrass,

dado ε > 0, podemos encontrar um polinômio P aproximando a
função cont́ınua Φ de modo que

‖Φ(DF1, . . . , DFK)− P (DF1, . . . , DFK)‖L∞ ≤ ε.

Como ν é uma medida (i.e., E(ν) = 1 + o(1)), temos

|〈ν − 1, Φ(DF1, . . . , DFK)− P (DF1, . . . , DFK)〉| ≤ (2 + o(1))ε.

Por outro lado, combinando os lemas 2.4.3, 2.4.5, obtemos que

|〈ν − 1, P (DF1, . . . , DFK)〉| = oK,ε(1)

porque P depende apenas de K e ε. Fazendo N grande (dependendo
de K, ε), vemos que

|〈ν − 1, Φ(DF1, . . . , DFK)〉| ≤ 4ε.

Isto finaliza a prova da proposição 2.4.1.

Observação 2.4.5. A única vez em todo livro em que aplicamos a
condição de correlações foi no final da prova do lema 2.4.5.
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Resumo da subseção “Anti-Uniformidade”:

Nesta subseção introduzimos o conceito de anti-uniformidade, o qual
serve para identificar funções não uniformes (ou melhor, obstruções
para a uniformidade). Com efeito, vimos que toda função F gera nat-
uralmente uma função DF anti-uniforme básica tal que a correlação
〈F, DF 〉 será grande sempre que F não for uniforme; além disso,
vimos um resultado mostrando que a medida pseudo-aleatória se dis-
tribui bem com relação a álgebra gerada pelas funções anti-uniformes
básicas.

A seguir, estudaremos as sigmas-álgebras geradas pelos conjuntos
de ńıvel de funções anti-uniforme, as quais são as peças básicas da
sigma-álgebra com respeito a qual tomaremos esperanças de modo a
obter funções boas (= uniformes).

2.4.3 Sigma-Álgebras geradas por funções anti-uni-
formes básicas

Veremos agora como funções anti-uniformes básicas geram natural-
mente sigma-álgebras onde elas são bem comportadas (i.e. permitem
o uso do teorema de Szemerédi na sua forma original).

Proposição 2.4.2. Se ν é k-pseudoaleatória e DF1, . . . , DFK são
funções anti-uniformes básicas. Para todo ε < 1 e σ < 1/2 existe
uma sigma-álgebra B tal que se N é um primo grande então:

• ‖DFj − E(DFj |B)‖L∞ ≤ ε ∀j.
• Existe um Ω ⊂ B (conjunto excepcional) tal que E((ν +1)1Ω) =

OK,ε(σ1/2).

• ‖(1− 1Ω)E(ν − 1|B)‖L∞ = OK,ε(σ1/2).

Demonstração. O ponto de partida da prova desta proposição é o
seguinte lema garantindo que cada função gera uma sigma-álgebra:

Lema 2.4.6. Seja ν uma medida k-pseudo-aleatória, 0 < ε < 1
e 0 < σ < 1/2 parâmetros, e G ∈ L∞(ZN ) uma função tomando
valores no intervalo I := [−22k−1

, 22k−1
]. Então, existe Bε,σ(G) uma

sigma-álgebra tal que
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• (G pertence a sua própria σ-álgebra) Para toda B σ-álgebra,

‖G− E(G|B ∨ Bε,σ(G))‖L∞(ZN ) ≤ ε.

• (Complexidade limitada) Bε,σ(G) tem O(1/ε) átomos.

• (Boa aproximação por funções cont́ınuas de G) Se A é um
átomo de Bε,σ(G), então existe ΨA : I → [0, 1] tal que

‖(1A −ΨA(G))(ν + 1)‖L1(ZN ) = O(σ).

Mais ainda, ΨA pertence a um compacto E ⊂ C0(I) que inde-
pende de G, ν, N e A.

Prova do lema 2.4.6. Juntando o fato de ν ser uma medida com o
teorema de Fubini, temos

∫ 1

0

∑

n∈Z
E(1G(x)∈[ε(n−σ+α),ε(n+σ+α)](ν(x) + 1)|x ∈ ZN )dα

= 2σE(1 + ν(x)|x ∈ ZN ) = O(σ).

Portanto, podemos fixar α tal que
∑

n∈Z
E(1G(x)∈[ε(n−σ+α),ε(n+σ+α)](ν(x) + 1)|x ∈ ZN ) = O(σ). (2.4.1)

Definimos Bε,σ(G) como a σ-álgebra cujos átomos são G−1([ε(n +
α), ε(n + α + 1)]) para n ∈ Z. Isto está bem-definido porque os
intervalos [ε(n + α), ε(n + α + 1)] particionam a reta.

Claramente se B é uma σ-álgebra, então a função G restrita a
um átomo de B ∨ Bε,σ(G) toma valores num intervalo de diâmetro
ε, o que nos dá o primeiro item do lema (G pertence a sua própria
σ-álgebra). Agora, seja A := G−1([ε(n + α), ε(n + α + 1)]) um átomo
de Bε,σ(G). Como G toma valores em I, temos que n = O(1/ε) (caso
contrário, A = ∅). Isto prova o segundo item do lema (complexidade
limitada). Finalmente, seja ψσ : R → [0, 1] uma função corte fixada
tal que ψσ = 1 em [σ, 1 − σ] e ψσ = 0 em [−σ, 1 + σ], e defina
ΨA(x) := ψσ(x

ε −n−α). Obviamente, ΨA varia num compacto Eε,σ

de C0(I) (pois n e α são limitados) e a igualdade (2.4.1) implica
o terceiro item do lema (boa aproximação por funções cont́ınuas de
G).
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Agora voltamos a prova da proposição 2.4.2. Tomamos o seguinte
B := Bε,σ(DF1)∨· · ·∨Bε,σ(DFK), onde Bε,σ(DFj) é a sigma-álgebra
do lema 2.4.6. Claramente o primeiro item da proposição 2.4.2 segue
do primeiro item do lema 2.4.6. Por outro lado, como cada Bε,σ(DFj)
tem O(1/ε) átomos, B é gerada por OK,ε(1) átomos. Diremos que
um átomo A de B é pequeno se E((ν + 1)1A) ≤ σ1/2. Denote por Ω
a união de todos os átomos pequenos. Então Ω ∈ B e vale o segundo
item da proposição 2.4.2. Para provar o último item, basta provar
que

E((ν − 1)1A)
E(1A)

= E(ν − 1|A) = oK,ε,σ(1) + OK,ε(σ1/2)

para todo átomo A não pequeno. Da definição de pequenez, temos
que

E((ν − 1)1A) + 2E(1A) = E((ν + 1)1A) ≥ σ1/2

para A não pequeno. Logo, como σ é pequeno e N é grande, é
suficiente verificar que

E((ν − 1)1A) = oK,ε,σ(1) + OK,ε(σ1/2).

Por outro lado, sendo A a interseção de K átomos Aj ∈ Bε,σ(DFj),
j = 1, . . . , K, o lema 2.4.6 e a desigualdade de Hölder mostram que
existe ΨA : IK → [0, 1] tal que

‖(ν + 1)(1A −ΨA(DF1, . . . , DFK))‖L1(ZN ) = OK(σ),

donde

‖(ν − 1)(1A −ΨA(DF1, . . . , DFK))‖L1(ZN ) = OK(σ).

Além disso, ΨA está num compacto Eε,K,σ de C0(IK). Isto e a
proposição 2.4.1 (de distribuição uniforme com respeito a funções
anti-uniformes básicas) implicam

E((ν − 1)ΨA(DF1, . . . , DFK)) = oK,ε,σ(1) = OK,ε(σ1/2),

pois N é grande dependendo de K, ε, σ. Esta estimativa e a desigual-
dade triangular concluem a prova.
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Resumo da subseção “Sigma-Álgebras geradas por funções
anti-uniformes básicas”:

Nesta subseção associamos a cada função anti-uniforme básica DF
uma sigma-álgebra B com respeito a qual a esperença E(DF |B) de
DF aproxima DF (ou seja, DF é quase constante nos átomos de B)
e a medida pseudo-aleatória ν tem valores próximos a 1 em média
(com relação a B).

No estágio seguinte, usaremos esta maquinária de funções anti-
uniformes básicas e suas sigma-álgebras para formalizar o processo
de decomposição em partes boas (uniformes) e ruins (anti-uniformes)
através de uma indução. Um ponto fundamental será garantir que
este procedimento pára com um número finito de iterações. Isto
seguirá do argumento de incremento de energia.

2.4.4 O argumento de incremento na energia

Usando as sigma-álgebras de funções anti-uniformes básicas, podemos
obter a decomposição desejada em partes uniformes e partes anti-
uniformes:

Teorema 2.4.2 (Koopman-von Neumann generalizado). Seja ν k-
pseudoaleatória e f ∈ L1 tal que 0 ≤ f ≤ ν, ε << 1 e N é um primo
grande. Então existe uma sigma-álgebra B e um conjunto excepcional
Ω ∈ B tal que:

• E(ν · 1Ω) = oε(1) (o conjunto excepcional é pequeno).

• ‖(1 − 1Ω)E(ν − 1|B)‖L∞ = oε(1) (boa distribuição da função
fora do conjunto excepcional).

• ‖(1− 1Ω)(f − E(f |B)‖Uk−1 ≤ ε1/2k

(uniformidade em B)

Demonstração. A estratégia básica é a mesma do teorema de es-
trutura ergódica de Furstenberg7: começamos com a sigma-álgebra
B = {∅,ZN} e olhamos para a função f − E(f |B). Se ela for uni-
forme (i.e., vale o terceiro item acima), acabamos. Caso contrário,
usamos os resultados sobre anti-uniformidade para achar uma G1

7Este teorema diz que podemos decompor qualquer sistema como uma ex-
tensão weak-mixing de uma torre de extensões compactas.
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anti-uniforme com correlação não-trivial com f e adicionamos os con-
juntos de ńıvel de G1 a sigma-álgebra B. A propriedade de correlação
não-trivial irá garantir que a norma L2 de E(f |B) aumentará por uma
quantidade não-trivial8, enquanto que a pseudo-aleatoriedade de ν
mostra que E(f |B) fica uniformemente limitado. Neste ponto, repeti-
mos este procedimento até f−E(f |B) ficar suficientemente uniforme;
note que o algoritmo irá parar em um número limitado de passo (da
ordem de 22k

/ε) devido ao incremento de energia a cada passo.
Agora vamos escrever esta estratégia de modo um pouco mais

organizado. Fixe ε e seja K0 o menor inteiro maior que 1 + 22k

/ε.
Precisaremos de um parâmetro 0 < σ ¿ ε e tomaremos N grande
dependendo de ε e σ. Construiremos B e Ω através de uma sequência
de funções anti-uniformes básicas DF1, . . . , DFK em ZN , conjuntos
excepcionais Ω0 ⊂ · · · ⊂ ΩK ⊂ ZN e sigma-álgebras B0 ⊂ · · · ⊂ BK

para algum 0 ≤ K ≤ K0 assim:

• Passo 0: Iniciamos com K=0, B0 := {∅,ZN} e Ω0 := ∅.
• Passo 1: Fazemos FK+1 := (1− 1ΩK

)(f − E(f |BK)). Se

‖FK+1‖Uk−1 ≤ ε1/2k

definimos Ω := ΩK , B = BK e terminamos com sucesso o algo-
ritmo.

• Passo 2: Caso
‖FK+1‖Uk−1 > ε1/2k

definimos BK+1 := BK ∨ Bε,σ(DFK+1).

• Passo 3: Procuramos por conjunto excepcional ΩK+1 ⊃ ΩK em
BK+1 com

E((ν + 1)1ΩK+1) = OK,ε(σ1/2) (2.4.2)

e
‖(1− 1ΩK+1)E(ν − 1|BK+1)‖L∞ = OK,ε(σ1/2).

Se tal conjunto excepcional não puder ser achado, terminamos
o algoritmo com erro. Caso contrário, vamos para o passo 4.

8A idéia de usar uma correlação não-trivial para aumentar a norma L2 é
precisamente o argumento de incremento da energia.
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• Passo 4: Aumentamos K para K + 1. Se K > K0, terminamos
o algoritmo com erro. Caso contrário, voltamos ao passo 1.

Assuma por enquanto que o algoritmo termina sem erro no passo 3
ou 4. Então é claro que após no máximo K0 + 1 iterações, teremos
constrúıdo uma σ-álgebra B e um conjunto excepcional Ω com as
propriedades desejadas, exceto pelo fato de que os termos de erro são
OK,ε(σ1/2) ao invés de oε(1), para N grande dependendo de σ,K, ε.
Entretanto, isto pode ser remediado fazendo σ tender a zero bem
devagar.

Ou seja, reduzimos a prova deste teorema a mostrar que o al-
goritmo termina sem erro. A demonstração é por indução: como
hipótese para indução em 0 ≤ K1 ≤ K0, suponha que o algoritmo
ou termina sem erro ou atinge o passo 2 da K1-ésima iteração sem
retornar um erro. Note que isto é obvio para K1 = 0. Assumindo
isto provado para algum K1 < K0, desejamos provar o mesmo para
K1 + 1. Observe que podemos supor que o algoritmo não terminou
até o passo 2 do K1-ésima iteração. Neste estágio, temos σ-álgebras
B0, . . . ,BK1+1, funções anti-uniformes básicas DF1, . . . , DFK1+1 e
conjuntos excepcionais Ω0, . . . , ΩK1 já constrúıdos. Afirmamos que

‖DFj‖L∞ ≤ 22k−1
+ Oj,ε(σ1/2), (2.4.3)

para todo 1 ≤ j ≤ K1 + 1. Isto segue do passo 3 das iterações
anteriores (ou do passo 0 quando j = 1), os quais dizem que

‖(1− 1Ωj−1)E(ν − 1|Bj−1)‖L∞ = Oj,ε(σ1/2),

donde
E(ν|Bj−1)(x) = 1 + Oj−1,ε(σ1/2),

para todo x /∈ Ωj−1. Como 0 ≤ f(x) ≤ ν(x), conclúımos as estimati-
vas pontuais

0 ≤ (1− 1Ωj−1(x))E(f |Bj−1)(x) ≤ 1 + Oj,ε(σ1/2), (2.4.4)

das quais seguem, por definição de Fj ,

|Fj(x)| ≤ (1 + Oj,ε(σ1/2))(ν(x) + 1). (2.4.5)
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Em particular, uma simples aplicação do lema 2.4.4 prova a nossa
afirmação acima.

Por outro lado, como BK1+1 é a σ-álgebra gerada por

Bε,α1(DF1), . . . ,Bε,αK1+1(DFK1+1),

a proposição 2.4.2 permite encontrar Ω tal que

E((ν + 1)1Ω) = OK1,ε(σ1/2)

e
‖(1− 1Ω)E(ν − 1|BK1+1)‖L∞ = OK1,ε(σ1/2).

Definimos ΩK1+1 := Ω ∪ ΩK1 . Obviamente, ΩK1+1 tem as pro-
priedades necessárias para se executar o passo 3 sem erro, e portanto
podemos ir até o passo 2 da K1 + 1-ésima iteração (ou terminar sem
erro), como queŕıamos provar.

Em outras palavras, o que provamos até agora foi que temos ape-
nas duas possibilidades para o algoritmo: ou ele termina sem erro ou
percorre todo o caminho até a K0-ésima iteração. Para finalizar a
demonstração, a propriedade-chave é que no caso do algoritmo atin-
gir o passo 3 do K0 iterado, então vale a estimativa de incremento de
energia

‖(1− 1Ωj )E(f |Bj)‖2L2

≥ ‖(1− 1Ωj−1)E(f |Bj−1)‖2L2

+ 22k−2ε−Oj,ε(σ1/2)−O(ε2),

(2.4.6)

para todo 1 ≤ j ≤ K0 (se N é grande dependendo de K0 e ε).
Esta propriedade é suficiente para concluir a prova porque a desigual-
dade (2.4.4) nos dá

0 ≤ ‖(1− 1Ωj )E(f |Bj)‖2L2 ≤ 1 + Oj,ε(σ1/2), (2.4.7)

para todo 0 ≤ j ≤ K0. Como K0 é o menor inteiro maior que
22k

/ε + 1, o pŕıncipio da casa de pombos gera uma contradição para
ε pequeno, σ pequeno e N grande dependendo de ε, σ.

Finalmente, resta apenas saber mostrar a estimativa de incre-
mento na energia. A idéia é explorar o fato do algoritmo não parar
no segundo passo da (j − 1)-ésima iteração, o qual implica

‖Fj‖Uk−1 ≥ ε1/2k
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Isto combinado com a definição de Fj e o lema 2.4.4 diz que

|〈(1− 1Ωj−1)(f − E(f |Bj−1)), DFj〉| = ‖Fj‖2
k−1

Uk−1 ≥ ε1/2.

Por outro lado, as estimativas pontuais (2.4.3), (2.4.5), (2.4.2) acima
mostram que

〈(1Ωj
− 1Ωj−1)(f − E(f |Bj−1), DFj)〉 = Oj,ε(σ1/2),

enquanto que o lema 2.4.6 e a estimativa (2.4.5) falam que

〈(1− 1Ωj
)(f − E(f |Bj−1), DFj − E(DFj |Bj))〉 = O(ε).

Em particular, pela desigualdade triangular, ganhamos a cota infe-
rior:

|〈(1− 1Ωj )(f − E(f |Bj−1)),E(DFj |Bj)〉| ≥ ε1/2 −Oj,ε(σ1/2)−O(ε).

Como as funções (1 − 1Ωj ), E(DFj |Bj) e E(f |Bj−1) são todas Bj-
mensuráveis, podemos trocar f por E(f |Bj), de modo que obtemos

|〈(1−1Ωj )(E(f |Bj)−E(f |Bj−1)),E(DFj |Bj)〉| ≥ ε1/2−Oj,ε(σ1/2)−O(ε).

Usando Cauchy-Schwarz e a estimativa (2.4.3) conclúımos:

‖(1−1Ωj )(E(f |Bj)−E(f |Bj−1))‖L2 ≥ 2−2k−1+1ε1/2−Oj,ε(σ1/2)−O(ε).
(2.4.8)

Esta estimativa moralmente implica, pelo teorema de Pitágoras, a
estimativa de incremento de energia, o único problema sendo a pre-
sença dos conjuntos excepcionais Ωj−1, Ωj , os quais precisam de um
pouco de cuidado para serem tratados, já que não temos boas cotas
L2 para ν. Para resolver este pequeno contra-tempo, começamos por
notar que (2.4.2) e (2.4.4) implicam

‖(1Ωj − 1Ωj−1)E(f |Bj−1)‖L2 = Oj,ε(σ1/2).

Logo, a desigualdade triangular e (2.4.7) mostram que a estimativa
de incremento de energia (2.4.6) segue de

‖(1− 1Ωj )E(f |Bj)‖2L2

≥ ‖(1− 1Ωj−1)E(f |Bj−1)‖2L2 + ε1/2 −Oj,ε(σ1/2)−O(ε).
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Entretanto, o lado esquerdo acima pode ser expandido pela lei dos
cossenos como

‖(1− 1Ωj )E(f |Bj−1)‖2L2 + ‖(1− 1Ωj )(E(f |Bj)− E(f |Bj−1))‖2L2

+ 2〈(1− 1Ωj
)E(f |Bj−1), (1− 1Ωj

)(E(f |Bj)− E(f |Bj−1))〉.

Portanto, por (2.4.8), vemos que é suficiente provar a seguinte relação
de quase-ortogonalidade:

〈(1− 1Ωj
)E(f |Bj−1), (1− 1Ωj

)(E(f |Bj)− E(f |Bj−1))〉 = Oj,ε(σ1/2).

Como (1− 1Ωj )
2 = (1− 1Ωj ), podemos reescrever a identidade acima

como

〈(1− 1Ωj )E(f |Bj−1),E(f |Bj)− E(f |Bj−1)〉 = Oj,ε(σ1/2).

Agora observemos que sendo a função (1 − 1Ωj−1)E(f |Bj−1) men-
surável com relação a Bj−1, ela deve ser ortogonal a função E(f |Bj)−
E(f |Bj−1) porque Bj−1 é uma sub-sigma-álgebra de Bj por con-
strução. Em particular, podemos mais uma vez reescrever a expressão
acima como

〈(1Ωj − 1Ωj−1)E(f |Bj−1),E(f |Bj)− E(f |Bj−1)〉 = Oj,ε(σ1/2).

Usando novamente o fato de (1Ωj − 1Ωj−1)E(f |Bj−1) ser uma função
Bj-mensurável (donde segue que ela deve ser ortogonal a f−E(f |Bj)),
vemos que a identidade acima equivale a

〈(1Ωj − 1Ωj−1)E(f |Bj−1), f − E(f |Bj−1)〉 = Oj,ε(σ1/2).

Porém esta igualdade certamente é verdadeira porque 0 ≤ f ≤ ν
e valem as estimativas (2.4.2), (2.4.4). Isto completa a prova da
estimativa de incremento de energia (2.4.6) e, consequentemente, a
demonstração do teorema 2.4.2.

Resumo da subseção “O argumento de incremento de
energia”:

Nesta subseção usamos toda a maquinária de sigma-álgebras associ-
adas a funções anti-uniformes para exibir um algoritmo de construção
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de conjuntos excepcionais pequenos e uma sigma-álgebra (para uma
densidade f majorada por uma medida pseudo-aleatória) tais que
que a função f possui um comportamento uniforme fora do conjunto
excepcional. Em particular, isto nos mostra como decompor a função
f em parte uniforme e parte não-uniforme. Este foi o conteúdo do
teorema de Koopman-von Neumann generalizado 2.4.2. Mais ainda,
o algoritmo levando a prova do teorema de Koopman-von Neumann
generalizado era finito (i.e., ele parava em tempo finito) graças a um
argumento de incremento de energia a cada passo (de fato, como a
energia sempre crescia a cada passo e ela devia permanecer limitada
durante todo processo, isto levava rapidamente a conclusão desejada).

O último passo será aplicar a decomposição fornecida pelo teo-
rema 2.4.2 para finalizar a demonstração do teorema de Green-Tao-
Szemerédi.

2.4.5 Fim da prova do teorema de
Green-Tao-Szemerédi

Uma vez que já formalizamos (e quantificamos) toda a maquinária de
uniformidade, anti-uniformidade e decomposição em partes uniforme
e não-uniforme, a tarefa de imitar o esquema proposto na seção 2.3
para a prova do teorema de Roth visando demonstrar o teorema 2.2.1
de Green-Tao-Szemerédi é simples:

Sejam f , ν e δ como enunciado do teorema 2.2.1. Tome ε << δ
e considere B a sigma-álgebra do teorema 2.4.2 de Koopman-von
Neumann generalizado. Defina as funções:

• fU = (1− 1Ω)(f − E(f |B))

• fAU = (1− 1Ω)E(f |B).

Lembre que, por hipotése, 0 ≤ f ≤ ν (pontualmente) e E(f) ≥ δ.
Portanto, o teorema 2.4.2 garante que

E(fAU ) = E((1− 1Ω)f) ≥ E(f)− E(ν1Ω) ≥ δ − oε(1).

Além disso, temos que fAU ≤ 1 + oε(1), de modo que podemos usar
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o teorema de Szemerédi9. Em particular:

E(fAU (n) . . . fAU (n + (k − 1)r)|n, r ∈ ZN ) ≥ c(k, δ)− oε(1).

Por outro lado, sabemos que ‖fU‖Uk−1 ≤ ε1/2k

. Logo, pelo teo-
rema 2.4.1 de von Neumann generalizado, temos que:

E(f∗1(n) . . . f∗k
(n + (k − 1)r)|n, r ∈ ZN ) = O(ε1/2k

)

onde ∗j = U ou AU , e ∗j = U para pelo menos um j.
Assim obtemos que:

E(f(n) . . . f(n + (k − 1)r)|n, r ∈ ZN ) ≥ c(k, δ)−O(ε1/2k

)− oε(1).

Como ε é arbitrário, o teorema de Green-Tao-Szemerédi está provado!

Observação 2.4.6. O leitor mais atento percebeu a analogia evi-
dente entre as estimativas acima e a estimativas da proposição 2.3.1.
De fato, como não podia deixar de ser, em ambos os argumentos, nós
separamos o termo “bom” (no caso do Roth era Λ3(g, g, g) e no caso
do Green-Tao era E(fAU (n) . . . fAU (n+(k−1)r)|n, r ∈ ZN )) o qual é
relativamente grande (no caso do Roth era δ3 e no caso de Green-Tao
é c(k, δ) − oε(1)) e ficamos por estimar os termos “ruins” (no caso
do Roth eram Λ3(., ., .) onde alguma das entradas tinha a função b e
no caso de Green-Tao era E(f∗1(n) . . . f∗k

(n + (k − 1)r)|n, r ∈ ZN )
onde alguma das entradas tinha a função fU ). Para cumprir esta
tarefa, usamos Hölder no caso do Roth e o teorema de von Neumann
generalizado no caso de Green-Tao para reduzir o problema ao “fato”
(não-trivial) de que b no caso de Roth e fU no caso de Green-Tao
podiam ser escolhidas uniformes. Logicamente, este fato é obtido
do enunciado do teorema de Koopman-von Neumann generalizado, o
qual usa em sua prova o argumento de incremento de energia, con-
forme hav́ıamos dito bem no ı́nicio.

9Estamos fazendo uma pequena trapaça “inócula” aqui: como fAU não é lim-
itada por 1 exatamente e E(fAU ) não é minorado por δ exatamente, o teorema de
Szemerédi não pode ser usado diretamente. Porém, isso é facilmente contornado
se aplicarmos Szemerédi a uma função é igual a f módulo um termo da forma
oε(1), o qual pode ser trivialmente controlado nesse caso.



“ColoquioMateusGuguAlexNew”
2007/6/26
page 90

i

i

i

i

i

i

i

i

Caṕıtulo 3

Construção da Medida
Pseudo-Aleatória

3.1 A Medida Pseudo-Aleatória

Pretendemos provar neste caṕıtulo o teorema 2.2.2, que recapitulamos
a seguir (sob o nome de teorema 3.1.1):

Seja Λ̃ a função de von Mangoldt modificada, dada por

Λ̃(n) =





φ(W )
W

log(Wn + 1) se Wn + 1 é primo

0 caso contrário

(onde W = W (n) =
∏

p≤w(n)
p primo

p; aqui w(n) é uma função que tende

lentamente a +∞, mas observaremos no fim da prova que podemos
tomar w(n) uma constante grande).

Teorema 3.1.1. Se εk = 2−k
/
(k+4)! e N é um primo grande, então

existe uma medida k-pseudo-aleatória ν tal que ν(n) ≥ 2−k−5 k−1 Λ̃(n)
para εkN ≤ n ≤ 2εkN .

Vamos a seguir construir a medida ν. Sua construção e a prova
de que realmente é uma medida pseudo-aleatória estão fortemente
inspirados em resultados de Goldston e Yıldırım, principalmente [6].

90
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A função Λ̃ é uma modificação da clássica função de von Mangoldt

dada por Λ(n) =

{
log p se n = pk, p primo, k ≥ 1
0 caso contrário

. Essa modi-

ficação é feita para superar a falta de aleatoriedade do conjunto dos
primos provocada por razões locais, i.e., pelo seu comportamento
módulo primos pequenos.

Observamos agora que, se n = pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k , p1 < p2 < · · · < pk

primos, temos

∑

d|n
Λ(d) =

k∑

j=1

αj∑
r=1

Λ(pr
j) =

k∑

j=1

αj∑
r=1

log pj =
k∑

j=1

αj log pj = log n,

e logo, pela fórmula da inversão de Möbius (ver apêndice), Λ(n) =∑
d|n

µ(d) log(n/d) =
∑
d|n

µ(d) log+(n/d), onde µ é a função de Möbius

e log+(x) = max{log x, 0}, para x > 0. Isto motiva a seguinte
definição, de Goldston e Yıldırım:

Definição 3.1.1 (Soma truncada sobre divisores de Goldston e
Yıldırım). Seja R > 0 um parâmetro (nas aplicações será uma po-
tência pequena de N).

Definimos ΛR(n) =
∑
d|n

d≤R

µ(d) log(R/d) =
∑
d|n

µ(d) log+(R/d).

Podemos agora definir a medida ν:

Definição 3.1.2. Seja R = Nk−12−k−4
, e seja εk = 2−k

/
(k + 4)!.

Definimos a função ν : ZN → R+ por

ν(n) =





φ(W )
W

ΛR(Wn + 1)2

log R
se εkN ≤ n ≤ 2εkN

1, caso contrário

Provar que ν é de fato uma medida pseudo-aleatória (ou mesmo
uma medida) dará um certo trabalho. Entretanto é bastante simples
mostrar que ν majora Λ̃ como queremos:

Lema 3.1.1. ν(n) ≥ k−12−k−5 Λ̃(n) para εkN ≤ n ≤ 2εkN .
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Demonstração. Isso é trivial se Wn+1 não é primo, pois nesse caso
Λ̃(n) = 0. Por outro lado, se Wn+1 é primo, os divisores de Wn+1
são apenas 1 e Wn + 1 e, como W é grande, Wn + 1 > WεkN > R
(assumindo, como sempre fazemos implicitamente, que N é sufi-
cientemente grande), e logo ΛR(Wn + 1) =

∑
d|Wn+1

d≤R

µ(d) log(R/d) =

µ(1) log R = log R, donde ν(n) =
φ(W )

W
log R. Como

Λ̃(n) =
φ(W )

W
log(Wn + 1), e ν(n) =

φ(W )
W

log R =
φ(W )

W
· k−1 ·

2−k−4 log N , nossa afirmação equivale a log N ≥ log(Wn + 1)
2

para

εkN ≤ n ≤ 2εkN , mas isso segue de log N ≥ log(WN + 1)
2

, o que
certamente é verdade se o crescimento de W é suficientemente lento
(W ≤ N − 1 basta).

Precisaremos de dois resultados seguintes, que provaremos poste-
riormente, os quais são essencialmente devidos a Goldston e Yıldırım,
e que serão usados para provar que ν é uma medida pseudo-aleatória.

Proposição 3.1.1. Sejam m e t inteiros positivos. Para cada 1 ≤
i ≤ m, sejam ψi(x) =

t∑
j=1

Lijxj + bi formas lineares com coeficientes

inteiros Lij tais que |Lij | ≤
√

w(N)
/
2 para 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ t.

Assumimos que as t-uplas (Lij)1≤j≤t nunca são identicamente nulas,
nem há duas dessas t-uplas que são múltiplos racionais uma da outra.

Seja θi := Wψi + 1. Suponha que B é um produto
t∏

i=1

Ii ⊂ Rt de t

intervalos Ii , cada um tendo comprimento pelo menos R10m. Então
(desde que o crescimento da função w(N) seja suficientemente lento)

E(ΛR(θ1(x))2 . . . ΛR(θm(x))2 | x ∈ B) = (1 + om,t(1))
(

W log R

φ(W )

)m

.

Proposição 3.1.2. Seja m ≥ 1 um inteiro, e seja B um intervalo
de comprimento pelo menos R10m. Suponha que h1, . . . , hm sejam
inteiros distintos tais que |hi| ≤ m2 para 1 ≤ i ≤ m e seja ∆ :=
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∏
1≤i<j≤m

|hi−hj |. Então (para N suficientemente grande dependendo

de m, e supondo que o crescimento de w(N) é suficientemente lento)

E(ΛR(W (x1 + h1) + 1)2 . . . ΛR(W (xm + hm) + 1)2 | x ∈ B) ≤

≤ (1 + om(1))
(

W log R

φ(W )

)m ∏

p|∆
p primo

(1 + Om(p−1/2)).

Em geral, no que segue, usaremos a letra p sempre para denotar
primos, como aqui.

Vamos inicialmente mostrar como concluir a prova do Teorema 3.1.1
a partir das Proposições 3.1.1 e 3.1.2 para depois demonstrar as
proposições. Começaremos mostrando que ν é de fato uma medida.

Lema 3.1.2. A medida ν constrúıda na Definição 3.1.2 satisfaz a
estimativa E(ν) = 1 + o(1).

Demonstração. Aplicamos a Proposição 3.1.1 com m = t = 1,
ψ1(x1) = x1 e B = [εkN, 2εkN ]. Comparando com a Definição 3.1.2
temos E(ν(x) | x ∈ [εkN, 2εkN ]) = 1 + o(1), pois a Proposição 3.1.1

fornece E(ΛR(Wx + 1)2 | x ∈ B) = (1 + o(1)) · W log R

φ(W )
· Por outro

lado, obviamente temos E(ν(x) | x ∈ ZN\[εkN, 2εkN ]) = 1, pela
mesma Definição 3.1.2.

Combinando os dois resultados conclúımos a prova do lema.

Proposição 3.1.3. A função ν satisfaz a (k · 2k−1, 3k − 4, k) –
condição de formas lineares.

Demonstração. Sejam ψi(x) =
t∑

j=1

Lij +bi formas lineares como na

Definição 2.2.1, isto é, temos m ≤ k · 2k−1, t ≤ 3k − 4, e os Lij são
números racionais com numerador e denominador de valor absoluto
no máximo k de modo que nenhuma das t-uplas (Lij)1≤j≤t é nula ou
múltiplo racional de alguma outra. Queremos mostrar que

E(ν(ψ1(x)) . . . ν(ψm(x)) | x ∈ Zm
N ) = 1 + o(1). (*)
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Podemos supor que os Lij são inteiros, compondo ψ1, ψ2, . . . , ψm

com a multiplicação por k! dada por M : Zm
M → Zm

N , M(x) =
k!x(mod N), ∀x ∈ Zm

N . Como mdc(k!, N) = 1, para N grande, M é
uma bijeção, e o valor esperado não muda. Com isso, a cota superior
para os |Lij | muda para k · k! < (k + 1)!. Como w(N) tende a in-
finito quando N cresce, podemos supor que (k + 1)! <

√
w(N)

/
2,

tomando N grande. Precisamos deste fato para poder aplicar a
Proposição 3.1.1.

Como a definição de ν tem duas partes, não é posśıvel aplicar di-
retamente a Proposição 3.1.1. Vamos então dividir Zm

N em Qt blocos
de lados quase iguais, onde Q = Q(N) é uma função de crescimento
lento em N a ser escolhida posteriormente. Sejam então os blocos

Bu1 u2...ut = {x ∈ Zm
N ; xj ∈ [LujN/Q,L(uj + 1)N/Q]), 1 ≤ j ≤ t}

onde u1, u2, . . . , ut ∈ ZQ , e identificamos ZQ com {0, 1, 2, . . . , Q−1}.
Note que módulo um erro multiplicativo de 1 + o(1), podemos

escrever o lado esquerdo de (*) como

E(E(ν(ψ1(x)) . . . ν(ψm(x)) | x ∈ Bu1 u2...ut) | u1, . . . , ut ∈ ZQ).

Chamamos uma t-upla (u1, u2, . . . , ut) ∈ Zt
Q boa se para 1 ≤ i ≤ m,

cada conjunto ψi(Bu1u2...ut) está completamente contido no intervalo
[εkN, 2εkN ] ou é completamente disjunto deste intervalo.
Tomando a Proposição 3.1.1 e a Definição 3.1.2, observamos que
E(ν(ψ1(x)) . . . ν(ψm(x)) | x ∈ Bu1u2...uk

) = 1 + om,t(1), sempre que
(u1, u2, . . . , ut) for boa, pois podemos substituir cada fator ν(ψi(x))

por
φ(W )

W log R
Λ2

R(θi(x)) ou por 1, e, se o crescimento de Q é suficien-

temente lento, N/Q > R10m, pela definição de R e pela limitação de
m.

Se (u1, u2, . . . , ut) não é boa, podemos majorar ν por 1+
φ(W )

W log R
Λ2

R(θi(x)), multiplicar, expandir e aplicar a Proposição 3.1.1

a cada termo para obter uma cota do tipo

E(ν(ψ1(x)) . . . ν(ψm(x)) | x ∈ Bu1u2...uk
) = Om,t(1).

Veremos agora que a proporção de t-uplas (u1, u2, . . . , ut) ∈ Zt
Q

que não são boas é no máximo Om,t(1/Q), e logo o lado direito de (*)
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é 1+om,t(1)+Om,t(1/Q) = 1+om,t(1), o que conclui a demonstração.
Para isso, suponha que (u1, u2, . . . , ut) não é boa. Então existem i ≤
m e x, x′ ∈ Bu1u2...ut

tais que ψi(x) pertence ao intervalo [εkN, 2εkN ]
mas ψi(x′) não. Pela definição de Bu1u2...ut

(e pela limitação dos Lij),

temos ψi(x), ψi(x′) =
t∑

j=1

LijbNuj/Qc+ bi +Om,t(N/Q). Portanto,

para algum a ∈ {1, 2}, a εkN =
t∑

j=1

LijbNuj/Qc + bi + Om,t(N/Q).

Dividindo por N/Q, obtemos
t∑

j=1

Lijuj = a εkQ + bi Q/N +Om,t(1)

(mod Q). Como (Lij)1≤j≤t é não-nulo, o número de t-uplas
(u1, u2, . . . , ut) que safisfazem esta equação é no máximo Om,t(Qt−1).
Fazendo a e i variarem, conclúımos que a proporção de t-uplas que
não são boas é no máximo Om,t(1/Q), como queŕıamos.

Veremos a seguir como usar a Proposição 3.1.2 para mostrar que
ν satisfaz a condição de correlações. Para isso, vamos incialmente
estimar o fator

∏
p|∆

p primo

(1 +Om(p−1/2)) que aparece na proposição:

Lema 3.1.3. Seja m ≥ 1 um parâmetro. Existe uma função peso τ =
τm : Z→ R+ tal que τ(n) ≥ 1, ∀n 6= 0 e, para cada h1, h2, . . . , hm ∈
[εkN, 2εkN ] distintos, temos

∏

p|∆
p primo

(1 +Om(p−1/2)) ≤
∑

1≤i<j≤m

τ(hi − hj),

onde ∆ foi definido na Proposição 3.1.2, de modo que E(τ q(n) | 0 <
|n| ≤ N) = Om,q(1), para 0 < q < ∞.

Demonstração. Note que

∏

p|∆
p primo

(1 +Om(p−1/2)) ≤
∏

1≤i<j≤m




∏

p|hi−hj

p primo

(1 + p−1/2)




Om(1)

.
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Podemos então, usando a desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica (e absorvendo as constantes no fator e no expoente
Om(1)), tomar τm(n) = Om(1)

∏
p|n

p primo

(1+Om(p−1/2))Om(1) para cada

n 6= 0 (o valor de τ em 0 é irrelevante para o lema, pois estamos
tomando os hj distintos).

Para concluir a prova do lema, basta mostrar que

E
( ∏

p|n
p primo

(1+p1/2)On(1) | 0 < |n| ≤ N

)
= Om,q(1), para 0 < q < ∞.

Como (1 + p−1/2)Om(q) ≤ 1 + p−1/4 para todos os primos p, com
exceção de no máximo Om,q(1) primos, temos

E
( ∏

p|n
p primo

(1 + p−1/2)Om(q) | 0 < |n| ≤ N

)

= Om,q(1) · E
( ∏

p|n
p primo

(1 + p−1/4) | 0 < n ≤ N

)
.

Por outro lado,
∏
p|n

p primo

(1 + p−1/4) ≤ ∑
d|n

d−1/4, e logo

E
( ∏

p|n
p primo

(1 + p−1/2)Om(q) | 0 < |n| ≤ N

)

≤ Om,q(1) · 1
N

∑

1≤n≤N

∑

d|n
d−1/4

≤ Om,q(1) · 1
N

N∑

d=1

N

d
· d−1/4 = Om,q(1),

pois
∞∑

d=1

d−5/4 < ∞.

Podemos agora provar a condição de correlações.
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Proposição 3.1.4. A medida ν satisfaz a 2k−1-condição de cor-
relações.

Demonstração. Queremos mostrar que, para 1 ≤ m ≤ 2k−1 e
h1, . . . , hm ∈ ZN temos E(ν(x + h1) . . . ν(x + hm) | x ∈ ZN ) ≤∑
1≤i<j≤m

τ(hi − hj), onde a função peso τ = τm é limitada em Lq

para todo q.
Fixemos m, h1, . . . , hm . Vamos tomar a função peso constrúıda

no Lema 3.1.3 (identificando ZN com os inteiros entre −N/2 e N/2)
multiplicada por um fator constante Om(1) conveniente e definir
τ(0) = exp(Cm log N/ log log N), para alguma constante absoluta
grande C. Pelo lema anterior conclúımos que E(τ q) = Om,q(1) para
todo q, pois τ(0) só contribui com om,q(1) para o valor de E(τ q).
Trataremos inicialmente do caso em que dois dos hi são iguais. Nesse

caso, podemos usar a estimativa grosseira ||ν||L∞ ≤ exp
(

2 log N

log log N

)
,

que segue da definição de ν (na verdade obtemos facilmente da definição
que |ν(n)| ≤ log N · d(n)2, onde d(n) é o número de divisores de n;

temos, por outro lado, d(n) = O
(

exp
(

3 log N

4 log log N

))
– ver apêndice,

donde segue nosssa estimativa), e a afirmação nesse caso segue da es-
colha de τ(0).

Suponhamos agora que os hi são todos distintos. Seja

g(n) :=
φ(W )

W
· Λ2

R(Wn + 1)
log R

· 1[εkN,2εkN ](n).

Pela construção de ν, temos

E(ν(x + h1) . . . ν(x + hm) | x ∈ ZN )

≤ E((1 + g(x + h1)) . . . (1 + g(x + hm)) | x ∈ ZN ).

O lado direito acima pode ser reescrito como

∑

A⊂{1,...,m}
E

( ∏

i∈A

g(x + hi) | x ∈ ZN

)
.
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Note que para i, j ∈ A podemos supor que |hi − hj | ≤ εkN
(pois, caso contrário, a esperança correspondente se anula). Pela
Proposição 3.1.2 e pelo Lema 3.1.3 obtemos portanto

E
( ∏

i∈A

g(x + hi) | x ∈ ZN

)
≤ (1 +Om(1))

∑

1≤i<j≤m

τm(hi − hj),

e somando sobre todos os A, obtemos o resultado, após multiplicar
τm por uma constante adequada.

Os Lemas 3.1.1 e 3.1.2, e as Proposições 3.1.3 e 3.1.4 concluem a
prova de que ν é uma medida pseudo-aleatória e do Teorema 3.1.1.

Vamos agora nos dedicar a provar as Proposições 3.1.1 e 3.1.2.

3.2 Condição de formas lineares para ΛR

Vamos provar a Proposição 3.1.1. Lembramos que temos, para cada

i com 1 ≤ i ≤ m, uma forma linear ψi(x) =
t∑

j=1

Lij xj + bi em t

variáveis x1, . . . , xt . Os coeficientes Lij satisfazem |Lij | ≤
√

w(N)/2,
onde w(N) é uma função com crescimento lento em N . Supomos
que nenhum t-upla (Lij)1≤j≤t é nula ou múltiplo de alguma outra.

Definimos θi = Wψi + 1. Seja B =
t∏

j=1

Ij um produto de intervalos

Ij , cada um com comprimento maior ou igual a R10m. Queremos
provar a estimativa

E(ΛR(θ1(x))2 . . . ΛR(θn(x))2 | x ∈ B) = (1 + o(1))
(

W log R

φ(W )

)m

.

A primeira etapa da prova será eliminar o papel do bloco B. Pode-
mos usar a definição de ΛR para expandir o lado esquerdo como

E
( m∏

i=1

∑

di,d
′
i≤R

di,d
′
i|θi(x)

µ(di)µ(d′i) log
R

di
log

R

d′i
| x ∈ B

)
,
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o que pode ser reescrito como

∑

d1,...,dm,d′1,...,d′m≤R

( m∏

i=1

µ(di)µ(d′i) log
R

di
log

R

d′i

)
×

× E
( m∏

i=1

1di,d′i|θi(x) | x ∈ B

)
.

(3.1)

Devido à presença da função µ de Möbius podemos supor que os di,
d′i são livres de quadrados. Seja D = mmc(d1, . . . , dm, d′1, . . . , d

′
m)

o mı́nimo múltiplo comum dos di e dos d′i ; temos D ≤ R2m. Note

que a expressão
m∏

i=1

1di,d′i|θi(x) é periódica com peŕıodo D em cada

coordenada de x, e portanto pode ser definido com domı́nio Zt
D .

Como B é um produto de intervalos de comprimento maior ou igual
a R10m, temos

E
( m∏

i=1

1di,d′i|θi(x) | x ∈ B

)

= E
( m∏

i=1

1di,d′i|θi(x) | x ∈ Zt
D

)
+Om,t(R−8m).

A contribuição dos termos de erro Om,t(R−8m) para (3.1) pode
ser majorada grosseiramente por R2m(log R)2m · Om,t(R−8m) =
Om,t(R−6m(log R)2m). Basta mostrar, portanto, que

∑

d1,...,dm,d′1,...,d′m≤R

( m∏

i=1

µ(di)µ(d′i) log
R

di
log

R

d′i

)
×

× E
( m∏

i=1

1di,d′i|θi(x) | x ∈ Zt
D

)

= (1 + o(1))
(

W log R

φ(W )

)m

. (3.2)

Para provar isso, escreveremos o lado esquerdo como uma integral
de linha de um produto de Euler, que por sua vez pode ser escrito
em termos da função ζ de Riemann e outros fatores simples.
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Começamos usando o teorema chinês dos restos (e o fato dos di,
d′i serem livres de quadrados) para reescrever

E
( m∏

i=1

1di,d′i|θi(x) | x ∈ Zt
D

)

=
∏

p|D
p primo

E
( ∏

i,p|did′i

1θi(x)≡0(mod p) | x ∈ Zt
p

)

(o lado esquerdo é a probabilidade de que θi(x) seja múltiplo de di e
de d′i , para todo i ≤ m, o que equivale a θi ser múltiplo de p sempre
que p for um primo que divide di ou d′i , pois os di, d′i são livres
de quadrados). Note que a restrição p|D no lado direito pode ser
removida, pois, se p - D, p nunca dividirá did

′
i , donde o multiplicando

nesse caso é 1. Assim, escrevendo Xd1,...,dm(p) := {1 ≤ i ≤ m; p | di}
e

ωX(p) := E
( ∏

i∈X

1θi(x)≡0(mod p) | x ∈ Zt
p

)
,

para cada X ⊂ {1, 2, . . . , m}, temos

E
( m∏

i=1

1di,d′i|θi(x) | x ∈ Zt
D

)
=

∏

p primo

ωXd1,...,dm(p)∪Xd′1,...,d′m(p)
(p).

Podemos então escrever o lado esquerdo de (3.2) como

∑

d1,...,dm,d′1,...,d′m∈Z+

( m∏

i=1

µ(di)µ(di) log+

(E

d′i

)
log+

(E

d′i

))×

×
∏

p primo

ωXd1,...,dm(p)∪Xd′1,...,d′m(p)
(p).

A seguir, vamos expressar os logaritmos em termos de funções multi-
plicativas dos di, d′i por meio de integrais de linha. Para isso, usare-
mos o seguinte resultado:

Lema 3.2.1. Dado ε > 0, seja Γ(t) a reta vertical parametrizada por
Γ(t) = ε + it, −∞ < t < +∞. Temos então, para cada x > 0 real,
1

2πi

∫

Γ

xz

z2
dz = log+(x).
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Demonstração. Dado M > ε, seja Γ(M) a restrição de Γ ao inter-
valo

[ − √M2 − ε2,
√

M2 − ε2
]
. Se 0 < x < 1 considere o caminho

fechado Γ̃(M) formado por ΓM seguido do caminho

γ̃(M) : [− cos−1(ε/M), cos−1(ε/M)] → C, γ̃(M)(t) = Me−it.

Como a função xz/z2 não tem singularidades no interior de Γ̃(M),

temos
∫
eΓ(M)

xz

z2
dz = 0. Por outro lado, como 0 < x < 1,

∣∣
∫

eγ(M)

xz

z2
dz

∣∣ =

O( 1
M

)
, donde, nesse caso,

1
2πi

∫

Γ

xz

z2
dz = lim

M→∞
1

2πi

∫

Γ(M)

xz

z2
dz

= − lim
M→∞

1
2πi

∫

eγ(M)

xz

z2
dz = 0 = log+(x).

Se x ≥ 1, considere o caminho fechado Γ̂(M) formado por Γ(M)

seguido do caminho γ̂(M) : [cos−1(ε/M), 2π−cos−1(ε/M)] → C, γ̂(M)(t) =
Meit. A única singularidade de xz/z2 no interior de Γ̂(M) é z =

0, e xz/z2 = ez log x
/
z2 =

1 + z log x + z2 log2 x/2 + . . .

z2
= z−2 +

z−1 log x +
log2 x

2
+ . . . tem reśıduo log x em z = 0, donde

1
2πi

∫

bΓ(M)

xz/z2 dz = log x.

Como x ≥ 1 e Re z ≤ ε em γ̂(M),
∣∣∣∣

∫

γ̂(M)

xz/z2 dz

∣∣∣∣ = O( 1
M

)
, donde,

nesse caso,

1
2πi

∫

Γ

xz

z2
dz = lim

M→∞
1

2πi

∫

Γ(M)

xz

z2
dz =

= log x− lim
M→∞

∫

γ̂(M)

xz

z2
dz = log x = log+(x).
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A seguir, Γ1(t) denotará a reta vertical Γ(t) correspondente a

ε =
1

log R
, isto é, Γ1(t) :=

1
log R

+ it, −∞ < t < ∞. Temos, pelo

lema anterior,
1

2πi

∫

Γ1

xz

z2
dz = log+(x).

Note que Rz é limitado em Γ1 :
∣∣RΓ1(t)

∣∣ = R1/ log R = e, ∀ t ∈ R.
Podemos, usando a identidade acima, reescrever o lado esquerdo de
(3.2) como

(2πi)−2m

∫

Γ1

. . .

∫

Γ1

F (z, z′)
m∏

j=1

Rzj+z′j

z2
j z′2j

dzj dz′j ,

onde há 2m integrais de linha nas variáveis z1, . . . , zm, z′1, . . . , z
′
m em

Γ1 , z := (z1, . . . , zm), z′ := (z′1, . . . , z
′
m) e

F (z, z′) :=
∑

d1,...,dm,d′1,...,dm′∈Z+

( m∏

j=1

µ(dj)µ(d′j)

d
zj

j d
′z′j
j

)
×

×
∏

p primo

ωXd1,...,dm (p)∪Xd′1,...,d′m (p)(p).
(3.3)

Observe que o somando em (3.3) é uma função multiplicativa dos dj ,
d′j , e portanto temos (pelo menos formalmente) uma representação
em produto de Euler F (z, z′) =

∏
p primo

Ep(z, z′), onde

Ep(z, z′) :=
∑

X,X′⊂{1,...,m}

(−1)|X|+|X
′| ωX∪X′(p)

p

P
j∈X

zj+
P

j∈X′
z′j

·

Da definição de ωX(p) temos ωφ(p) = 1 e ωX(p) ≤ 1, donde Ep(z, z′) =
1+Oσ(1/pσ) quando Re(zj), Re(z′j) > σ. Portanto o produto de Eu-
ler acima é absolutamente convergente (e vale a igualdade em (3.3))
no domı́nio {Re(zj), Re(z′j) ≥ 1}, pelo menos.

Vamos agora explorar a hipótese sobre as partes lineares de
ψ1, . . . , ψm serem não-nulas e não serem múltiplos racionais de nen-
huma outra.



“ColoquioMateusGuguAlexNew”
2007/6/26
page 103

i

i

i

i

i

i

i

i
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Lema 3.2.2 (Estimativa do fator local). Se p ≤ w(N), então ωX(p) =
0 para todo conjunto não-vazio X. Em particular, Ep = 1 se p ≤
w(N). Se p > w(N), então ωX(p) = p−1 quando |X| = 1 e ωX(p) ≤
p−2 quando |X| ≥ 2.

Demonstração. A primeira afirmação é imediata, pois as funções
θj : Zt

p → Zp são identicamente 1 quando p ≤ w(N). Para a se-
gunda afirmação, observe que se p > w(N) e X = {j}, cada el-
emento de Zp é imagem por θj de pt−1 elementos de Zt

p , donde
ωX(p) = E(1θj(x)≡0(mod p) | x ∈ Zt

p) = 1/p.
Suponhamos agora que p > w(N) e |X| = 2. Vamos ver que

nenhuma das formas lineares puras W (ψi − bi) é múltiplo de nen-
huma outra módulo p. De fato, se fosse o caso, teŕıamos Lij ≡
λLi′j(mod p) para um certo λ e todo j ≤ t, mas, se a/q e a′/q′ são
dois racionais na forma simplificada com |a|, |a′|, q, q′ <

√
w(N)

/
2 e

a/q = a′/q′(mod p) então a = a′, q = q′. Portanto, todos os racionais
Lij/Li′j , 1 ≤ j ≤ t são iguais, e logo as formas lineares puras ψi − bi

e ψi′−bi′ são múltiplos racionais uma da outra, absurdo. Portanto, o
conjunto dos x ∈ (Z/pZ)t para os quais θi(x) ≡ 0(mod p) para todo
i ∈ X está contido na interseção de dois subespaços afins de (Z/pZ)t,
e portanto tem no máximo pt−2 elementos, donde ωX(p) ≤ p−2.

O lema acima implica, comparando com a definição de Ep(z, z′)
que

Ep(z, z′) = 1− 1p>w(N)

m∑

j=1

(
p−1−zj + p−1−z′j − p−1−zj−z′j

)
+ (3.4)

+ 1p>w(N)

∑

X,X′⊂{1,...,m}
|X∪X′|≥2

O(1/p2)

p

P
j∈X

zj+
P

j∈X′
z′j

,

onde o numerador O(1/p2) não depende de z, z′.
Vamos agora fatorar Ep como Ep = E

(1)
p E

(2)
p E

(3)
p , onde

E(1)
p (z, z′) :=

Ep(z, z′)
mQ

j=1

�
1− 1p>w(N)p

−1−zj
��

1− 1p>w(N)p
−1−z′j

��
1− 1p>w(N)p

−1−zj−z′j
�−1
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E(2)
p (z, z′) :=

mY
j=1

�
1− 1p≤w(N)p

−1−zj
�−1 �

1− 1p≤w(N)p
−1−z′j

�−1×

× �1− 1p≤w(N)p
−1−zj−z′j

�

E(3)
p (z, z′) :=

mY
j=1

�
1− p−1−zj

��
1− p−1−z′j

��
1− p−1−zj−z′j

�−1
.

Definindo Gj :=
∏

p primo

E
(j)
p para j = 1, 2, 3 temos F = G1G2G3

(pelo menos para Re(zj), Re(z′j) suficientemente grandes). Em ter-

mos da função ζ de Riemann, ζ(s) =
∏

p primo

(
1 − 1/ps

)−1, temos

G3(z, z′) =
m∏

j=1

ζ(1 + zj + z′j)
ζ(1 + zj)ζ(1 + z′j)

, e em particular G3 é holomorfa

em (Re z > 0)2m, e se estende de forma meromofa a uma vizinhança
do fecho deste domı́nio (na verdade a todo o C2m).

Para os outros fatores, faremos estimativas que permitem con-
tinuá-los analiticamente um pouco à esquerda dos eixos imaginários.

Definição 3.2.1. Para cada σ > 0, seja Dm
σ ⊂ C2m o domı́nio

Dm
σ =

{
zj , z

′
j | −σ < Re(zj),Re(z′j) < 100, 1 ≤ j ≤ m

}
.

Se G = G(z, z′) é uma função anaĺıtica de 2m variáveis complexas
em Dm

σ , definimos a norma de G em Ck(Dm
σ ) para cada k ∈ N como

||G||Ck(Dm
σ ) = sup

a1+···+am+a′1+···+a′m≤k

∥∥( ∂

∂z1

)a1
. . .

( ∂

∂zm

)am
( ∂

∂z′1

)a′1 . . .
( ∂

∂z′m

)a′m G
∥∥

L∞(Dm
σ )

onde a1, . . . , am, a′1, . . . , a
′
m percorrem os inteiros não negativos com

soma menor ou igual a k.
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Lema 3.2.3. Os produtos de Euler
∏

p primo

E
(j)
p para j = 1, 2 são ab-

solutamente convergentes no domı́nio Dm
1/30m . Em particular, G1,

G2 podem ser continuadas analiticamente a esse domı́nio. Além
disso, temos as estimativas

||G1||Cm(Dm
1/30m

) ≤ Om(1),

||G2||Cm(Dm
1/30m

) ≤ Om,w(N)(1),

G1(0, 0) = 1 + om(1) e G2(0, 0) = (W/φ(W ))m.

Nota: Os resultados do Caṕıtulo 1 sobre a função ζ mostram que
G3 se estende meromorficamente a Dm

1/2 ⊃ Dm
1/30m . A escolha de

σ = 1/30m no lema acima não é a melhor posśıvel, mas qualquer
σ positivo dependendo só de m seria suficiente. A dependência do
termo Om,w(N)(1) em w(N) não é importante, mas é posśıvel obter
sem muita dificuldade cotas do tipo w(N)Om(w(N)).

Demonstração. Vamos considerar inicialmente o caso j = 1. De
(3.4) e da expansão em série de Taylor das funções envolvidas, temos
a estimativa grosseira E

(1)
p (z, z′) = 1+Om

(
p−2+2/30m

)
em Dm

1/30m , o
que dá a convergência do produto e a estimativa de G1 em Cm(Dm

1/30m).
A estimativa para G1(0, 0) também segue dáı, pois os fatores do pro-
duto são identicamente iguais a 1 para p ≤ w(N).

A estimativa para G2 é fácil pois G2 é um produto finito de no
máximo w(N) termos, e a fórmula para G2(0, 0) segue diretamente

de
∏

p primo
p≤w(N)

(p− 1
p

)
=

φ(W )
W

·

Para estimar o lado esquerdo de (3.2), que escrevemos sob forma
de integral, precisamos do seguinte lema devido a Goldston e Yıldırım,
que provaremos posteriormente, o qual estima integrais de contorno
como as que aparecem nesse contexto:

Lema 3.2.4. Seja R um real positivo e seja G = G(z, z′) uma função
anaĺıtica em 2m variáveis complexas no domı́nio Dm

σ para algum σ >
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0. Suponha que

||G||Cm(Dm
σ ) = exp

(Om,σ((log R)1/15)
)
.

Então

1
(2πi)2m

∫

Γ1

. . .

∫

Γ1

G(z, z′)
m∏

j=1

ζ(1 + zj + z′j)
ζ(1 + zj)ζ(1 + z′j)

Rzj+z′j

z2
j z′2j

dzj dz′j

= G(0, . . . , 0)(log R)m +
m∑

j=1

Om,σ

(||G||Cj(Dm
σ )(log R)m−j

)

+Om,σ

(
e−δ(log R)1/10)

,

para um certo δ = δ(m) > 0.

Vamos aplicar este lema com G = G1G2 e σ = 1/30m. Pelo
Lema 3.2.3 e pela regra de Leibnitz, obtemos as estimativas

||G||Cj(Dm
1/30m

) ≤ Oj,m,w(N)(1), para todo j ≤ m.

Em particular, obtemos ||G||Cm(Dm
σ ) = exp

(Om,σ(log R)1/15)
)

desde
que o crescimento de w(N) seja suficientemente lento. O Lema 3.2.3
também nos dá G(0, 0) = (1 + om(1))(W/φ(W ))m. Conclúımos
que, se o crescimento de w(N) é suficientemente lento, nossa ex-
pressão integral para o lado esquerdo de (3.2) é, pelo Lema 3.2.4, (1+
om(1)

(
W log R/φ(W )

)m, o que conclui a prova da Proposição 3.1.1.

3.3 Correlações de ordem superior de ΛR

Vamos agora adaptar os argumentos acima para provar a Proposição
3.1.2. Temos agora apenas uma variável, mas não podemos usar o
Lema 3.2.2, pois as formas lineares só podem diferir pelos termos con-
stantes nesse caso. Contudo, os argumentos anteriores a este lema
continuam funcionando. Em particular, podemos escrever o lado es-
querdo da desigualdade do enunciado da Proposição 3.1.2 como

(2πi)−2m

∫

Γ1

. . .

∫

Γ1

F (z, z′)
m∏

j=1

Rzj+z′j

z2
j z′2j

dzj dz′j ,
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onde F é definido como em (3.3), com a diferença de que agora ωX(p)
deve ser definido como

ωX(p) := E
(∏

i∈X

1W (x+hi)+1≡0(mod p) | x ∈ Zp

)
.

Temos ainda ωφ(p) = 1 para todo p. O análogo do Lema 3.2.2 é o
seguinte:

Lema 3.3.1. Se p ≤ w(N), então ωX(p) = 0 para todo X 6= ∅.
Em particular, Ep = 1 quando p ≤ w(N). Se p > w(N), então
ωX(p) = p−1 quando |X| = 1 e ωX(p) ≤ p−1 quando |X| ≥ 2. Além
disso, quando |X| ≥ 2, temos ωX(p) = 0 sempre que p não divide
∆ :=

∏
1≤i<j≤s

|hi − hj |.

Demonstração. Quando p ≤ w(N), temos W (x+hi)+1 ≡ 1 (mod
p), donde segue nossa afirmação. Quando p > w(N), e |X| ≥ 1,
ωX(p) = 1/p quando todas as classes de congruência hi(mod p), i ∈
X são iguais, e ωX(p) = 0 caso contrário, e dáı segue o resultado.

Aplicando o lema acima, obtemos o seguinte análogo de (3.4):

Ep(z, z′) = 1− 1p>w(N)

m∑

j=1

(
p−1−zj + p−1−z′j − p−1−zj−z′j

)

+ 1p>w(N),p|∆ λp(z, z′)

onde λp(z, z′) é uma expressão da forma

λp(z, z′) =
∑

X,X′⊂{1,...,m}
|X∪X′|≥2

O(1/p)

p

P
j∈X

zj+
P

j∈X′
z′j

na qual a quantidade O(1/p) não depende de z, z′. Podemos então
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fatorar Ep = E
(0)
p E

(1)
p E

(2)
p E

(3)
p , onde

E
(0)
p = 1 + 1p>w(N),p|∆ · λp(z, z′)

E
(1)
p =

Ep

E
(0)
p

mQ
j=1

(1− 1p>w(N) p−1−zj )(1− 1p>w(N)p
−1−z′j )(1− 1p>w(N) p

−1−zj−z′j )−1

E
(2)
p =

mY
j=1

(1− 1p≤w(N) p−1−zj )−1(1− 1p≤w(N)p
−1−z′j )−1(1− 1p≤W (N) p−1−zj−z′j )

E
(3)
p =

mY
j=1

(1− p−1−zj )(1− p−1−z′j )(1− p−1−zj−z′j )−1.

Seja Gj =
∏

p primo

E
(j)
p . Então, como antes, F = G0G1G2G3 , e G3

é dado por
m∏

j=1

ζ(1 + zj + z′j)
ζ(1 + zj)ζ(1 + z′j)

, como antes. Para G0, G1 e G2,

temos o seguinte análogo ao Lema 3.2.3:

Lema 3.3.2. Seja 0 < σ ≤ 1/30m. Os produtos de Euler
∏

p primo

E
(`)
p

para ` = 0, 1, 2 são absolutamente convergentes no domı́nio Dm
σ . Em

particular, G0, G1 e G2 podem ser continuados analiticamente a esse
domı́nio. Além disso, temos as estimativas seguintes:

||G0||Cr(Dm
σ ) ≤ Om(1) · ( log R

log log R

)r ∏

p|∆
p primo

(
1 +Om(p2mσ−1)

)

||G0||Cm(Dm
σ ) ≤ exp

(Om((log R)1/15)
)

||G1||Cm(Dm
σ ) ≤ Om(1)

||G2||Cm(Dm
σ ) ≤ Om,w(N) (1)

G0(0, 0) =
∏

p|∆
p primo

(
1 +Om(p−1/2)

)

G1(0, 0) = 1 +Om(1)
G2(0, 0) = (W/φ(W ))m.
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Demonstração. As estimativas para G1 e G2 podem ser provadas
exatamente como no Lema 3.2.3 (os fatores adicionais λp(z, z′) que
aparecem no numerador e no denominador de E

(1)
p se cancelam em

primeira ordem, e portanto não criam dificuldades adicionais); vamos
portanto nos dedicar às estimativas sobre G0 .

Temos G0 =
∏
p|∆

p primo

E
(0)
p . O número de primos que dividem ∆ é

no máximo O(log ∆/ log log ∆) (ver apêndice). Usando a estimativa
grosseira

∆ =
∏

1≤i<j≤m

|hi − hj | ≤ Nm2 ≤ ROm(1),

vemos que o número de fatores no produto de Euler é
O(log R/ log log R). Diferenciando r vezes para 0 ≤ r ≤ m por meio
da regra de Leibnitz, obtemos uma soma de Om((log R/ log log R)r)
termos, cada um dos quais consistindo de Om(log R/ log log R) fa-
tores, os quais são iguais a alguma derivada de 1+λp(z, z′), de alguma
ordem entre 0 e r. Em Dm

σ , cada fator é limitado por 1+Om(p2mσ−1)
(na verdade, os termos que contêm um número positivo de derivadas
serão muito menores, pois o termo constante 1 é eliminado). Isso nos
dá a primeira estimativa sobre ||G0||Cr(Dm

σ ).
Para provar a estimativa seguinte, basta mostrar que

∏

p|∆
p primo

(
1 +Om(p2mσ−1)

) ≤ exp
(Om((log R)1/15)

)
.

Tomando logaritmos e usando a hipótese σ ≤ 1/30m, é suficiente
provar que

∑
p|∆

p−14/15 ≤ O((log ∆)1/15), pois ∆ ≤ ROm(1). Para

isso, como ∆ tem no máximo O(log ∆/ log log ∆) fatores primos (ver
apêndice), temos

∑

p|∆
p−14/15 ≤

∑

1≤n≤O(log ∆/ log log ∆)

n−14/15 = O((log ∆)1/15),

como queŕıamos.
A estimativa para G0(0, 0) segue da estimativa grosseira

E
(0)
p (z, z′) = 1 +Om(p−1/2).
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110 [CAP. 3: CONSTRUÇÃO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATÓRIA

Aplicamos agora o Lema 3.2.4 com σ := 1/30m e G := G0G1G2 .
Ainda pela regra de Leibnitz, temos

||G||Cm(Dm
σ ) = exp

(Om,σ((log R)1/15)
)
,

donde, pelo lema,

1
2πi

∫

Γ1

. . .

∫

Γ1

F (z, z′)
m∏

j=1

Rzj+z′j

z2
j z′2j

dzj dz′j ≤

≤ Om(1)
( W

φ(W )
)m(log R)m

∏

p|∆

(
1 +Om(p−1/2))+

+Om,w(N)

( (log R)m

log log R

) ∏

p|∆

(
1 +Om(p−1/2)

)
+Om

(
e−δ(log R)1/10)

,

e, escolhendo w(N) que cresça de modo suficientemente lento em
relação a N (e logo também em relação a R), o primeiro termo dom-
inará os demais, o que conclui a prova da Proposição 3.1.2.

Nota: De fato o argumento acima pode ser usado para dar uma esti-
mativa assintótica para o lado esquerdo da desigualdade no enunciado
da Proposição 3.1.2, em vez de fornecer apenas uma cota superior.
Para isso, basta estimar G0(0, 0) mais cuidadosamente. Isto foi feito
em detalhes por Goldston e Yıldırım no caso W = 1.

3.4 Prova do Lema 3.2.4

Provaremos agora o Lema 3.2.4. No que segue, R ≥ 2, m ≥ 1 e
σ > 0 serão fixados. Usaremos δ > 0 para denotar diversas constantes
pequenas, que podem variar de acordo com as retas verticais onde
faremos integração.

Vamos recordar a região livre de zeros para a função ζ de Riemann
obtida no (apêndice ao) Caṕıtulo 1:

Z :=
{
z ∈ C | 10 ≥ Re z ≥ 1− β

(log(|Im z|+ 2))9
}
,
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para um certo β ∈ (0, 1) pequeno é uma região tal que ζ é não-nula
e meromorfa em Z com um único pólo simples em 1. Além disso,
temos as seguintes estimativas, válidas para todo s ∈ Z:

ζ(s)− 1
s− 1

= O(|Im s|+ 2);
1

ζ(s)
= O((|Im s|+ 2)7).

Temos ainda que, se Re s ≥ 3/4, então ζ(s) − 1
s−1 = O((|Im s| +

2)1/4).
Podemos escolher β pequeno de modo que Z está contido na região

onde max{1 − σ, 7/8} < Re s < 101. As constantes envolvidas na
notação O( ) podem depender de β e σ, sem necessidade de menção
expĺıcita.

Além do caminho Γ1 dado por Γ1(t) = 1/ log R+it, −∞ < t < ∞,
definiremos dois outros caminhos:

Γ0(t) :=
β

(log(|t|+ 2))9
+ it, −∞ < t < ∞

e Γ2(t) := 1 + it, −∞ < t < ∞.

Assim, Γ0 é a fronteira esquerda de Z − 1, situada à esquerda
da origem, enquanto Γ1 e Γ2 estão situadas à direita da origem. A
utilidade de Γ2 vem do fato de que ζ(1 + z + z′) não tem nenhum
pólo quando z ∈ Z − 1 e z′ ∈ Γ2 (mas não estimaremos integrais em
Γ2).

O próximo lema fornece estimativas para as integrais seguintes:

Lema 3.4.1. Seja B uma constante fixada. Temos as seguintes es-
timativas:

∫

Γ0

∣∣Rz dz

z3/2

∣∣ ≤ O(
e−δ(log R)1/10)

∫

Γ1

(log(|z|+ 2))B
∣∣Rz dz

z2

∣∣ ≤ OB(log R)

onde δ = δ(β) > 0 é uma constante independente de R.

Demonstração. Como |Γ′0(t)| = O(1) e |z| ≥ c(|t|+ β) em Γ0 para
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uma certa constante c > 0, temos, para cada T ≥ 2,

∫

Γ0

∣∣Rzdz

z3/2

∣∣ ≤ O(1)
∫ ∞

0

R−β/(log(|t|+2))9

(|t|+ β)3/2
dt ≤

≤ O(1)
(∫ T

0

R−β/(log(|t|+2))9 dt +
∫ ∞

T

dt

t3/2

) ≤

≤ O(1)
(
T exp(−β log R/2(log T )9

)
+ T−1/2

)
.

Escolhendo T = exp((β log R/3)1/10), os dois termos da soma são
iguais, e da ordem deO(1) exp(− 1

2 (β log R/3)1/10) = O(
e−δ(log R)1/10)

,
o que demonstra a primeira estimativa do lema.

Para a segunda estimativa, basta usar o fato de Rz ser limitado em
Γ1 , donde, dividindo o intervalo de parâmetros em {|t| ≤ 1/ log R} e
{|t| > 1/ log R}, obtemos a estimativa desejada, pois {|t| ≤ 1/ log R}
é um intervalo de tamanho 2/ log R onde o integrando tem módulo
O((log R)2), enquanto

∫ ∞

1/ log R

(
log(t + 2)

)B · dt

t2

=
∫ 1

1/ log R

(
log(t + 2)

)B · dt

t2

+
∫ ∞

1

(
log(t + 2)

)B · dt

t2

= OB

(∫ 1

1/ log R

dt

t2
)

+OB(1)

= OB(log R) +OB(1) = OB(log R).

O próximo lema está relacionado com o caso m = 1 do Lema
3.2.4:

Lema 3.4.2. Seja f(z, z′) anaĺıtica em D1
σ e suponha que

|f(z, z′)| ≤ exp
(Om(log R)1/15

)
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uniformemente nesse domı́nio. Então a integral

I :=
1

(2πi)2

∫

Γ1

∫

Γ1

f(z, z′)
ζ(1 + z + z′)

ζ(1 + z)ζ(1 + z′)
Rz+z′

z2z′2
dzdz′

satisfaz a estimativa

I = f(0, 0) log R +
∂f

∂z′
(0, 0) +

1
2πi

∫

Γ0

f(z,−z)
dz

ζ(1 + z)ζ(1− z)z4

+Om

(
e−δ(log R)1/10)

,

para um certo δ = δ(σ, β) > 0 independente de R.

Demonstração. Observamos que temos decaimento suficiente no in-
tegrando para trocar a ordem de integração, e para mover caminhos
de integração em cada variável z, z′ mantendo a outra fixa, sem di-
ficuldades quando Im(z), Im(z′) → ∞, pelas estimativas sobre ζ na
região livre de zeros Z. Devemos apenas levar em conta o efeito de
mover caminhos de integração através de um pólo do integrando. Em
particular podemos mover o caminho de z′ de Γ1 para Γ2 , pois não
passamos por nenhum pólo do integrando nesse processo. Considere-
mos o integrando para cada z′ ∈ Γ2 como uma função anaĺıtica de z,
e vamos tentar mover o caminho de integração em z para Γ0 . Nesse
processo passamos por um único pólo em z = 0. O reśıduo nesse pólo

é
1

(2πi)2

∫

Γ2

f(0, z′)
Rz′

z′2
dz′, e portanto temos I = I1 + I2 , onde

I1 :=
1

2πi

∫

Γ2

f(0, z′)
Rz′

z′2
dz′ e

I2 :=
1

(2πi)2

∫

Γ2

∫

Γ0

f(z, z′)
ζ(1 + z + z′)Rz+z′

ζ(1 + z)ζ(1 + z′)z2z′2
dzdz′.

Para estimar I1 , movemos o caminho de integração para Γ0 .
Como antes, há apenas um pólo, duplo, em z′ = 0. O reśıduo nesse

pólo é
1

2πi

(
f(0, 0) log R +

∂f

∂z′
(0, 0)

)
, e portanto

I1 = f(0, 0) log R +
∂f

∂z′
(0, 0) +

1
2πi

∫

Γ0

f(0, z′)
Rz′

z′2
dz′ =

= f(0, 0) log R +
∂f

∂z′
(0, 0) +Om

(
e−δ(log R)1/10)
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para um certo δ > 0. A última igualdade é conseqüência da primeira
estimativa para f no Lema 3.4.1 (com B = 0).

Para estimar I2 , olhamos o integrando como uma função anaĺıtica
de z′. Movemos o caminho de integração em z′ de Γ2 para Γ0 , o que
está autorizado pelo decaimento em faixas verticais quando |Im z′| →
∞ do integrando. Fazendo isso, atravessamos exatamente dois pólos
simples, em z′ = −z e em z′ = 0. O reśıduo no primeiro é

1
(2πi)2

∫

Γ0

f(z,−z)
dz

ζ(1 + z)ζ(1− z)z4
,

o que fornece um dos termos em nossa fórmula para I.

O reśıduo em z′ = 0 é
1

(2πi)2

∫

Γ0

f(z, 0)
Rz

z2
dz, que é

O(
e−δ(log R)1/10) · exp

(O((log R)1/15)) = O(
e−δ̃(log R)1/10)

,

com δ̃ = δ/2.
O valor de I2 é a soma dessas duas quantidades com a integral

sobre o novo caminho de integração Γ0 , que é

∫

Γ0

∫

Γ0

f(z, z′)
ζ(1 + z + z′)Rz+z′

ζ(1 + z)ζ(1 + z′)z2z′2
dzdz′.

Nesse integrando temos |f | = exp(Om((log R)1/15)). Por outro lado,
temos

∣∣ 1
ζ(1 + z)

∣∣ = O((log(|Im z|+2))7),
∣∣ 1
ζ(1 + z′)

∣∣ = O((log(|Im z′|+2))7)

e, como Re z, Re z′ ≥ −1/8 em Γ0 , Re (z + z′) ≥ 3/4, donde |ζ(1 +
z + z′)| = O((|Im(z + z′)|+ 2)1/4), e portanto

∣∣ ζ(1 + z + z′)
ζ(1 + z)ζ(1 + z′)

∣∣ =

= O((log(|Im z|+ 2))7)(log(|Im z′|+ 2))7)×
× (|Im z|+ 2)1/4(|Im z′|+ 2)1/4) =

= O((|Im z|+ 2)1/2(|Im z′|+ 2)1/2) = O(|z|1/2|z′|1/2),
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pelas estimativas sobre a função ζ descritas anteriormente. Assim,
usando duas vezes (para z e z′) a primeira estimativa do Lema 3.4.1,
obtemos que a integral em questão é Om

(
e−δ(log R)1/10)

, para um
certo δ > 0.

Obtemos assim estimativas para I1 e I2 com erros que são
O(

e−δ(log R)1/10)
. Somando essas estimativas, completamos a prova

do lema.

Prova do Lema 3.2.4. Seja G = G(z, z′) uma função anaĺıtica de
2m variáveis complexas no domı́nio Dm

σ satisfazendo a hipótese

||G||Cm(Dm
σ ) = exp(Om,σ((log R)1/15)).

No que segue permitiremos que as constantes impĺıcitas no notação
O( ) dependam de m, β, σ. Queremos provar que a integral

I(G,m) :=
1

(2πi)2m

∫

Γ1

. . .

∫

Γ1

G(z, z′)×

×
m∏

j=1

ζ(1 + zj + z′j)
ζ(1 + zj)ζ(1 + z′j)

Rzj+z′j

z2
j z′2j

dzjdz′j ,

satisfaz a estimativa

I(G,m) = G(0, . . . , 0)(log R)m +
m∑

i=1

O(||G||Cj(Dm
σ )(log R)m−j)

+O(e−δ(log R)1/10
).

A prova é por indução em m. O caso m = 1 segue do Lema 3.4.2,
pois ∣∣ ∂f

∂z′1
(0, 0)

∣∣ = O(||G||C1(D1
σ))

e

∣∣ 1
2πi

∫

Γ0

G(z1,−z1)
dz1

ζ(1 + z1)ζ(1− z1)z4
1

∣∣

= O(||G||C0(D1
σ)) = O(||G||C1(D1

σ)),
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o que, por sua vez, segue de

∫

Γ0

∣∣ dz1

ζ(1 + z1)ζ(1− z1)z4
1

∣∣ = O(1).

A última estimativa é uma conseqüência simples de nossas estimativas
para ζ em Z.

Suponhamos agora que vale o resultado para um certo m ≥ 1.
Queremos prová-lo para m+1. Aplicando o Lema 3.4.2 nas variáveis
zm+1, z′m+1 , obtemos

I(G,m + 1) =

=
log R

(2πi)2m

∫

Γ1

. . .

∫

Γ1

G(z1, . . . , zm, 0, z′1, . . . , z
′
m, 0)×

×
m∏

j=1

ζ(1 + zj + z′j)
ζ(1 + zj)ζ(1 + z′j)

Rzj+z′j

z2
j z′2j

dzjdz′j+

+
1

(2πi)2m

∫

Γ1

. . .

∫

Γ1

(H(z1, . . . , zm, z′1, . . . , z
′
m)

+ r(z1, . . . , zm, z′1, . . . , z
′
m))

m∏

j=1

ζ(1 + zj + z′j)
ζ(1 + zj)ζ(1 + z′j)

Rzj+z′j

z2
j z′2j

dzjdz′j =

= I(G(z1, . . . , zm, 0, z′1, . . . , z
′
m, 0),m) log R + I(H,m),

onde δ > 0, H : Dm
σ → C é a função definida por

H(z1, . . . , zm, z′1, . . . , z
′
m) :=

∂G

∂z′m+1

(z1, . . . , zm, 0, z′1, . . . , z
′
m, 0) +

+
1

2πi

∫

Γ0

G(z1, . . . , zm, zm+1, z
′
1, . . . , z

′
m, . . . ,−zm+1)×

× dzm+1

ζ(1 + zm+1)ζ(1− zm+1)z4
m+1
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e

r(z1, . . . , zm, z′1, . . . , z
′
m)

:=
1

(2πi)2

∫

Γ1

∫

Γ1

G(z1, . . . , zm+1, z
′
1, . . . , z

′
m+1)×

× ζ(1 + zm+1 + z′m+1)
ζ(1 + zm+1)ζ(1 + z′m+1)

Rzm+1+z′m+1

z2
m+1z

′2
m+1

dzm+1dz′m+1

−H(z1, . . . , zm, z′1, . . . , z
′
m).

As funções G(z1, . . . , zm, 0, z′1, . . . , z
′
m, 0) e H(z1, . . . , zm, z′1, . . . , z

′
m)

são anaĺıticas em Dm
σ e, como

∫

Γ0

∣∣ dz

ζ(1 + z)ζ(1− z)z4

∣∣ = O(1), temos

||H||Cj(Dm
σ ) = Om(||G||Cj+1(Dm+1

σ )), para 0 ≤ j ≤ m,

donde (usando também o caso m = 1) ||r||Cj(Dm
σ ) =

Om(||G||Cj+1(Dm+1
σ )). Além disso, |r| = O(e−δ(log R)1/10

), pelo Lema
3.4.2. Temos portanto, usando a hipótese de indução,

I(G,m + 1) = G(0, . . . , 0)(log R)m+1+

+
m∑

j=1

Om(||G(·, 0, ·, 0)||Cj(Dm
σ )(log R)m+1−j)+

+ H(0, . . . , 0)(log R)m +
m∑

j=1

Om(||H||Cj(Dm
σ )(log R)m−j)+

+ r(0, . . . , 0)(log R)m +
m∑

j=1

Om(||r||Cj(Dm
σ )(log R)m−j) =

= G(0, . . . , 0)(log R)m+1 +
m∑

j=1

Om(||G||Cj(Dm+1
σ )(log R)m+1−j)+

+ H(0, . . . , 0)(log R)m +
m∑

j=1

Om(||G||Cj+1(Dm+1
σ )(log R)m−j)+

+O(e−δ(log R)1/10
) +

m∑

j=1

Om(||G||Cj+1(Dm+1
σ )(log R)m−j) =
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= G(0, . . . , 0)(log R)m+1 +
m+1∑

j=1

Om(||G||Cj(Dm+1
σ )(log R)m+1−j)

+O(e−δ(log R)1/10
),

que é o que queŕıamos provar.

Comentários: Podemos evitar o uso do teorema de Dirichlet tro-
cando Wn + 1 por Wn + b na definição de Λ̃(n), onde b satisfaz
mdc (b,W ) = 1, 1 ≤ b < W e é tal que #{1 ≤ n ≤ N | Wn +
b é primo} é máximo, pois, de fato, só precisamos da estimativa∑
εkN≤n≤2εkN

Λ̃(n) ≥ c · εk N , para alguma constante positiva c. Esse

mesmo truque deve ser usado na prova da generalização do teorema
principal para a existência de progressões aritméticas arbitrariamente
longas em conjuntos de primos com densidade positiva (tais conjuntos
não necessariamente conterão primos congruentes a 1 módulo W ). O
resto do argumento não precisa de modificações substanciais.

Olhando retroativamente para a prova, vemos que o termo de erro
no teorema principal não precisa ser o(1), mas basta ser, por exem-

plo,
1
2

c(k, δ)+o(1), o que permite tomar w(N) uma constante grande
dependendo apenas de k. Isto faz com que a perda na proporção de
primos devida à passagem de n para Wn+1 seja uniformemente lim-
itada em N , o que permite provar que existe uma constante γ(k) > 0
tal que o número de progressões aritméticas formadas por k números

primos entre 1 e N é pelo menos (γ(k) + o(1))
N2

(log N)k
· Por outro

lado, argumentos da teoria do crivo mostram que o número de tais
progressões aritméticas é Ok(N2/(log N)k), e logo a estimativa infe-
rior obtida difere do número correto apenas por um fator limitado.
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3.5 Apêndice ao Caṕıtulo 3: dois resulta-
dos elementares de teoria dos números.

I) A fórmula da inversão de Möbius.
Definimos a função de Möbius como a função µ : N∗ → Z dada por

µ(n) =

{
0 se existe p primo tal que p2 | n
(−1)k se n = p1p2 . . . pk , com p1 < p2 < · · · < pk primos

Em particular, µ(1) = 1 (1 é o produto de 0 fatores primos).

Obs.: A função µ é multiplicativa, i.e., mdc(mn) = 1 ⇒ µ(mn) =
µ(m) · µ(n).

É bastante comum associar a uma função f : N∗ → C outra função
g : N∗ → C dada por g(n) =

∑
d|n

f(d). A fórmula da inversão de

Möbius permite recuperar f a partir de g. Provaremos inicialmente
o seguinte

Lema 3.5.1.
∑
d|n

µ(d) =

{
0, se n > 1
1, se n = 1

Demonstração. Temos
∑
d|1

µ(d) = µ(1) = 1. Suponha agora que

n > 1. Seja p um fator primo de n. Temos X = {d ≥ 1; q2|m ⇒ q = 1
e d|n} = Y ∪ Z, onde Y = {d ∈ X; p - d} e Z = {d ∈ X; p|d} =
{p · d, d ∈ Y }. Se d|n e µ(d) 6= 0 então d ∈ X. Por outro lado, se
d ∈ Y , µ(p · d) = −µ(d), pois as paridades dos números de fatores
primos de d e de p · d são distintas. Portanto,

∑

d|n
µ(d) =

∑

d∈X

µ(d) =
∑

d∈Y

µ(d) +
∑

d∈Z

µ(d)

=
∑

d∈Y

(µ(d) + µ(p · d)) =
∑

d∈Y

0 = 0.
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Teorema A.2 (Fórmula da inversão de Möbius): Sejam f, g : N∗ →
C funções tais que g(n) =

∑
d|n

f(d), para todo n ∈ N∗. Então temos

f(n) =
∑
d|n

µ
(n

d

)
g(d), para todo n ∈ N∗.

Demonstração. Queremos provar que

f(n) =
∑

d|n
µ
(n

d

)
g(d) =

∑

d|n
µ
(n

d

)( ∑

d′|d
f(d′)

)
,

mas
∑

d|n
µ
(n

d

)( ∑

d′|d
f(d′)

)
=

∑

d′|n
f(d′) · (

∑

d′|d|n
µ
(n

d

))

=
∑

d′|n
f(d′)

( ∑

d̃| n
d′

µ(d̃)
)

= f(n),

pois
∑

d̃| n
d′

µ(d̃) =

{
0, se n/d′ > 1, i.e., se d′ < n

1, se n/d′ = 1, i.e., se d′ = n.

II) A ordem máxima de d(n).
Seja d(n), para cada n ∈ N∗, o número de divisores (positivos) de

n. Temos então o seguinte

Teorema A.3: Para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que n > n0 ⇒
d(n) < 2(1+ε) log n/ log log n.

Demonstração. Seja n = pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k , p1 < p2 < · · · < pk

primos a fatoração prima de n. Temos então

d(n) =
k∏

j=1

(1 + αj) =
∏

pj≤(log n)1−δ

(1 + αj)×

×
∏

pj>(log n)1−δ

(1 + αj), onde δ = ε/2(1 + ε).
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Para todo j, 1 + αj ≤ 2αj , donde

∏

pj>(log n)1−δ

(1 + αj) ≤ 2

P
pj>(log n)1−δ

αj

≤ 2log n/ log((log n)1−δ)

= 2log n/(1−δ) log log n

(de fato, n ≥ ∏
pj>(log n)1−δ

p
αj

j ≥ ((log n)1−δ)

P
pj>(log n)1−δ

αj

).

Por outro lado, para todo j, 1 + αj ≤ 1 +
log n

log 2
, pois n ≥ p

αj

j ≥
2αj ⇒ log n ≥ αj log 2. Assim,

∏

pj≤(log n)1−δ

(1 + αj) ≤
(

1 +
log n

log 2

)(log n)1−δ

= 2O(log log n·(log n)1−δ).

Temos então

d(n) =
k∏

j=1

(1 + αj) ≤ 2log n/(1−δ) log log n+O(log n/ log log n)

< 2(1+ε) log n/ log log n

se n é suficientemente grande, pois
1

1− δ
<

1
1− 2δ

= 1 + ε.

Corolário. Para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que n > n0 ⇒
#{p primo, p|n} < (1 + ε) log n/ log log n.

(De fato, temos 2#{p primo,p|n} ≤ d(n), para todo inteiro positivo
n.)

Nota: É posśıvel provar que, se p1 < p2 < · · · < pk são os k primeiros

números primos e Nk =
k∏

j=1

pj então d(Nk) > 2
log Nk

log log Nk , para k su-

ficientemente grande. De fato, pr < 2r log r, para todo r grande,

donde log Nk =
k∑

j=1

log pj < O(1) +
k∑

j=2

(log 2 + log j + log log j) =
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O(1) + k log 2 + k log k − k + o(k) + k log log k + o(k) = k(log k +
log log k − (1− log 2)) + o(k), donde

log Nk/ log log Nk < k(log k + log log k)/ log(k(log k + log log k))
< k = log d(Nk)/ log 2,

para todo k suficientemente grande.
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