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Toépicos em Processos Estocasticos

Eventos Raros, Tempos Exponenciais e Metaestabilidade

Adilson Simonis (IME / USP)
Claudia Peixoto (IME / USP)

Sumadrio:

Os conceitos de eventos raros, tempos exponenciais e metaesta-
bilidade desempenham um papel relevante na teoria de processos es-

tocdsticos espaciais.

Pretendemos introduzir, em um nivel elementar, algumas apli-
cacoes ja classicas na literatura e para tanto, discutiremos alguns
modelos que servem de laboratério para a construcao de situagoes

complexas.

Os modelos que trataremos com algum detalhe sdo: Passeio A-
leatério no Hipercubo (Ehrenfest), Processo de Contato, Exclusio e

Ising Ferromagnético.

Rio de Janeiro, julho de 2005.






PREFACIO

O ano de 1933 pode ser considerado um marco para a moderna
Teoria da Probabilidade devido & publicacdo do Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, livro escrito por Andrei Kolmogorov.
Vale lembrar que as idéias nele discutidas ja eram entendidas e dis-

cutidas por profissionais em revistas especializadas.

Desde entao houve um grande desenvolvimento desta teoria e sur-
giram novos problemas e desafios. Aqui temos como objetivo abrir
uma fresta aos interessados do que ja foi feito e quem sabe sucitar

perguntas do que podera ser estabelecido.

Os conceitos de Teoria da Medida e Integral de Lebesgue, obri-
gatorios aos estudantes da Probabilidade, ndo serdo pré-requisitos
para este curso. Queremos de uma certa maneira iniciar, desafiar e
propor idéias, muitas ja bem conhecidas, ao leitor que procura uma
4rea de pesquisa. Acompanhar esse livro é uma proposta de turismo

por alguns temas que vieram pdés Kolmogorov.

Eventos Raros (probabilidades tendendo a zero) tem como marco
os trabalhos de Grandes Desvios com relacdo a Lei dos Grandes
Numeros realizados por Chernoff em 1952. Tempos Exponenciais
(Distribuicdo de Probabilidade sem memodria) tiveram muitas ques-
toes colocadas e respondidas nos trabalhos de Freidlin e Wentzell em
1970. Situagoes onde um equilibrio instdvel sujeito a uma sucessio
de eventos raros leva, apés um tempo aproximadamente Exponencial,
ao equilibrio, conseqiiéncia de um Grande Desvio, teve como mode-
los precursores os trabalhos de Lebowitz e Penrose em 1979. Enten-

der este fenomeno via o comportamento tipico das médias temporais



das trajetérias abriu novas perspectivas e o trabalho de Cassandro,
Galves, Olivieri e Vares, em 1984, trouxe um avanco consideravel.
Muitas dessas questoes estao relacionadas e motivadas pela Mecanica

Estatistica.

Solicitamos especial atencdo aos exercicios propostos para um
melhor aproveitamento deste texto. Além de um primeiro curso
em processos estocasticos, enfatizamos que nada mais serd necessario

para poder acompanhar esta leitura, que esperamos, seja agradavel.

Esse livro existe devido ao convite de Claudio Landim e do apoio
da Comissao Organizadora do 252 Coléquio Brasileiro de Matemaética.

Adilson Simonis e Claudia Peixoto
Rio de Janeiro, Julho de 2005.



Os autores dedicam este livro as nossas queridas filhas Glducia e

Lais.
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Capitulo 1

Passeio Aleatorio no
Hipercubo

Neste Capitulo estudaremos tempos de parada para um passeio ale-
atério homogéneo em um hipercubo de dimensao NV, obtendo resul-

tados assintoticos.

A cada instante o processo assumird uma configuracio que serd
uma seqiiéncia de N elementos pertencentes ao conjunto {—1,+1}.
Teremos 2V configuracdes distintas possiveis que podem ser conside-

radas os vértices do hipercubo Hy.

A evolucao do processo dar-se-4 em tempo discreto e pode ser
descrita da seguinte maneira: a cada passo com probabilidade % o
passeio permanecerd no mesmo lugar e com probabilidade % modi-

ficard um de seus elementos escolhido de maneira uniforme.

Em nosso primeiro Teorema, exibimos a escala de tempo em que

dois passeios aleatérios acoplados encontram-se quando N cresce.

O segundo Teorema trata do instante do primeiro retorno a uma
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posicao ja visitada pelo passeio. Neste Teorema caracterizamos, com

probabilidade 1, como serd o primeiro retorno quando N cresce.

O Teorema 3 trata do tempo de retorno a um conjunto fixado.
Este tempo, devidamente normalizado, converge em lei a uma Ex-
ponencial de parametro 1 quando N diverge. O que foi feito neste
Teorema generaliza um resultado de Bellman e Harris [3] , onde é
tratado o tempo de retorno a uma tnica posicao fixada. O artigo [3]
estuda o modelo de Ehrenfest do qual o passeio aleatério no hipercubo

é uma espécie de versao microscopica.

Nosso quarto resultado refere-se ao instante de chegada do pas-
seio a um conjunto aleatério M C Hpy. Cada ponto do hipercubo
pertencerd a M com probabilidade %,'y > 0, independentemente
dos demais pontos e do passeio. Pontos em M serdo chamados de

pountos pretos.

Mostramos que o tempo necessirio para o passeio alcancar M,
normalizado pela densidade de pontos pretos, converge em lei a uma

Exponencial de parametro 1 quando N diverge.

Na seqiiéncia apresentamos a descricdo do modelo e enunciamos os
quatro principais resultados. Apos essa secdo seguirdo as respectivas

demonstracoes.

1.1 Notacao, definicoes e principais re-
sultados

Denotaremos por Hy = {—1,+1}*" o conjunto de configura¢des com

N spins (giros) £1 (hipercubo).

Elementos de Hy serdo representados por ¢ e (, ou seja, 0 =
(61,...,0n) onde 0; € {+1,-1},Vie {1,...,N}.
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Dado j € {1,...,N} e 0 € Hy, a configuragio obtida a partir de
o por uma troca de spin na posicdo j serd dada por o7, isto é:
(09); = Tis Sel:#]:;
(o), sei=]
Primeiramente definiremos o passeio aleatério homogéneo o (t) em
Hpy.

Tomaremos o(0) = 1, n € Hy e consideraremos a seguinte e-
volucdo estocdstica em Hpy: dada a configuracdo o(t) no tempo ¢
escolhemos um indice i € {1,..., N} com probabilidade % e tornare-

mos o spin o; igual a +1 com probabilidade 1.

Uma realizagdo desta evolucdo estocédstica pode ser obtida da
seguinte maneira: introduzimos duas seqiiéncias independentes de
variaveis aleatérias I(t) e U(t) onde t = 1,2,.... Estas seqiiéncias

estao definidas no espaco de probabilidade (Qn, Fn, IPn).

As varidveis aleatorias I(t) com valores em {1,..., N}, sdo inde-
pendentes e identicamente distribuidas e para todo k € {1,..., N},
1 1
IPN{I(t) =k} = &.

As varidveis aleatérias U (t) sdo independentes, identicamente dis-
tribuidas com distribui¢do uniforme em [0, 1], isto é, para todo u €
[0,1], Pn(U(t) < u) = u.

Assim,
oi(t—1,w) seI(t,w) #i;
oi(t,w) = +1 se I(t,w) =1; U(t,w) < %;
-1 se I(t,w) =i; U(t,w)> 3.

O passeio aleatério homogéneo pode ser construido a partir de um
outro passeio aleatério £(t). Tomamos £(0) = 1,1 € Hy e definimos

&(t),t € IN, como um passeio aleatério em H , definido no espago de
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probabilidade (€, Fo, IPg) com probabilidade de transi¢do dada por:
Py (é(k+1) =n' | £(k) =n) = &, para todo k >0, i € {1,...,N}
enc Hy.

Temos que Py (&(k+1) =n | (k) =n) =0.

Introduziremos agora um meio aleatério em nosso espaco de con-

figuracdes.

Seja M um subconjunto aleatério de H -, definido no espago de
probabilidade (ﬁN,?N,?N). Cada ponto do hipercubo pertencera
a M com probabilidade %,7 > 0, independentemente dos outros
pontos, ou seja, terd distribuicdo de Bernoulli.

Assim para qualquer F C Hy, P(MNF = ) = (1 — L)‘Fl,

N~
onde |F| é o cardinal de F'.

A partir de agora, se nenhuma ambigiiidade ocorrer, omitiremos

os indices dos espacos de probabilidades.
Notacao
&~ : passeio aleatério homogéneo com configuracio inicial £ (0) =

(=1,...,—-1).

&' 1 passeio aleatério homogéneo com configuracio inicial £€7(0) =
(+1,...,+1).

&M : passeio aleatério homogéneo com configuragao inicial 7 € Hy.

o~ : passeio aleatério homogéneo com configuragio inicial o~ (0) =
(—1,...,-1).

o™ : passeio aleatério homogéneo com configuragio inicial o+ (0) =
(+1,...,+1).
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o™ : passeio aleatério homogéneo com configuracdo inicial n € Hy.
ty =inf(t>0:0"(t) =07 (t)) : Tempo de parada.

¢ = =inf(t > 0: 0" (t) = 0¢(t)) : Tempo de parada.

V[0,N"] = {67 (0),...,0"(N)}.

0BS: A diferenca entre £(t) e o(t) é que £(t) salta a cada passo

com probabilidade 1, enquanto que o(t) tem probabilidade % de

nao saltar.

Resultados

Considere dois passeios homogeéneos o (t) e o~ (¢) construidos simul-

taneamente com o auxilio das varidveis aleatérias I(t) e U(t).

O Teorema 1, a seguir, mostra que o niimero de passos necessarios
para os dois passeios acima se encontrarem é da ordem de NlogN

quando N diverge.

Teorema 1: Seja ty, = inf(t > 0: 07 (t) = o~ (t)). Entdo,

. iy
lim (| bl >e) =0, Ve>0.

O Teorema 2, a seguir, mostra que o primeiro retorno do passeio
&(t) a uma posicdo ja visitada serd, com probabilidade 1, do tipo
€U) #E&31) Vi,j<k+1, e {k+2)={(k), para algum k.
Teorema 2: Sejam Sy = inf(k > 0: (k) € {£(0),...,&(k—1)}) e
Iy =inf(k>0:I(k) = I(k - 1)). Entéo, hm IP(SN—Fl) 1.

O Teorema 3 trata do tempo que o (t) gasta para retornar a um
conjunto fixado. Este tempo, convenientemente normalizado, tem lei

Exponencial de parametro 1 quando N diverge.
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Teorema 3: Sejam Ry = inf(k > 0: 0" (k) € V[0,N7]) e By =
min(n e N : IP(RN > n) <e ! ) Entao, para 0 < v < 1 temos:

J\Ili—r>nooP(RN > ﬂNt) —et

O préximo resultado refere-se ao tempo gasto, pelo passeio ho-

mogeéneo £(t), para alcancar um ponto do conjunto M.

Teorema 4: Seja © :inf(t >0:£(t) € M) Para0<y<led >0
temos: lim ?(UP(@ > N7t) —e7t > 6) =0.
N—o0

A demonstracdo do iltimo Teorema utilizard o fato de que as
posicoes ocupadas pelo processo serdo distintas a cada passo em um
tempo da ordem de N quando N diverge.

Os Teoremas 2 e 4 foram enunciados para o passeio £(t), suas

extensdes para o passeio homogéneo o(t) sdo imediatas.

Por convengao N7t = [N7¢].

1.2 Demonstracao do Teorema 1

Verificaremos que dois passeios homogéneos acoplados com configu-
ragdes iniciais tais que sua distancia seja mixima, encontrar-se-a0 em

um tempo de ordem NlogN com probabilidade 1 quando N diverge.

Teorema 1: lim
N—oo

Nty =1 em probabilidade.

Dem : Como mencionamos, ot (t) e ¢~ (t) serdo construidos usando o

mesmo w, isto é, a mesma escolha de indices I(¢,w) e a mesma escolha

de U(t,w) da seguinte maneira: dados ot (t), o= (t) e I(t+ 1) =i,
seU(t+1) <1 entio of(t+1)=+1, o (t+1)=+1;

seU(t+1)> entdo ot (t+1)=-1, o (t+1) = —1.

o=
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N
Definimos Dy (n) = 5% | 0/ (n) — 07 (n) |, como a distancia
i=1

no instante n entre os dois passeios.

Pela evolucao de o(t) temos que Dy (n) é uma Cadeia de Markov

em {0, %, ceey %, 1}, com probabilidade de transicdo dada por:

l1—2, sey=ux;
_ 1.

sey=1z— ;

0, caso contrario.

N

Primeiramente notamos que: ty = Y A;, onde Ay =1 e \; para
k=1

k =2,...,N sao varidveis aleatorias independentes Geométricas de

(k=1)

parametro py = 1 — =5~

O tempo )\, é exatamente o numero de passos que O Processo

Dn(n) gasta parair de 1 — £ a1 — £

Temos que as esperancas e variancias valem:

1—pr  N(k-1)

1 N
E = — = — == — -
Agora,
B N N N N 1
E(tN) =2 E()‘k) =X g = Y > %
k=1 k=1 k=1

N
Como [ Lldz =logN, temos:
1

Nlog(N —1) < E(ty) < N(1+1ogN).
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Assim para qualquer € > 0,

_ _ _ Var(ty)
P(|ty — E(tR)| > € B(ty)) < 52
( N N N ) 2[E(tN)P
N N
k—1
Z (N(kJrl))2 Z N k+1
_ k=1 _ k=1
B N N B N 9
Y vl @ N[ Y ]
k=1 k=1

N(N =1)[zoqpz + - + 1]
< =
- €2 N2log>?N €2 N2l0g2N

N
N(N-1)|1+ D S IN+1
< ( )[ k§2 (k 71)] _ N(N_l)[1+%_ 2SV(N+3)].

€2 N2log?N €2N2log2? N

Passando ao limite, temos:

lim 1P(|

N—o0

E(Z_v) 1 >e) =0. n

Coroldrio 1: Sejam 0" e 0¢ passeios homogéneos em Hy construidos

simultaneamente, com configuragdes iniciais 7, (. Suponha para 0 <

0, para qualquer ¢(N) com hm N

f <1, que Dy (0) = L. Entéo, lim IP(a”(t(N)) £ a<(t(N))) =

(N)

logN — = 0.

Dem : Primeiro notamos que:

ty =inf(t>0: {I(1),...,I()} = {1,...,N}).

Assim,
P(o7(H(N) # 04(1(V)) < Pty > o)) < FEBTED
Portanto por hipétese temos que:

Jim H’(a"(t(N)) £0¢ (t(N))) =0 n
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O préximo Coroldrio fornecerd um majorante para a velocidade
de convergéncia ao equilibrio.

t(N)
NlogN

Corolario 2: Seja t(N) com ]\}im = o0. Entéo,
—

(o)

o ol = o

onde ( € Hy .

Dem : Seja v(n) = 55 a medida uniforme em Hy. Esta medida ¢

invariante com respeito & evolucdo do passeio homogéneo, ou seja,

v(Q) = 3 v (o7 (t(V)) = ¢).

n€EHN
Assim, .
[P(o* (H(V)) =€) ~ 7] =
[P(ot (H(N) = ¢) = D v()IP(a"(H(V)) = ()| <
nEHN
> vm)|P(et (H(N)) = ) — P(a"(#(N)) = ¢)| <
nE€EHN

Y v(m)sup P(a™ (H(N)) # 0" (H(N)))

neHN K
Passando ao limite em N e utilizando o Corolério 1 a expressdo acima,

vai a zero e portanto temos o resultado.

OBS: O processo &(t) é periddico, além disso, para qualquer acopla-
mento, dois processos com configuragdes iniciais que diferem em um
nimero impar de posicoes nunca poderao se encontrar, sendo que a
distancia minima entre eles serd equivalente a uma posicao diferente.
Do Teorema 1, temos que a distancia em um tempo da ordem NlogN
entre dois passeios acoplados £7(t) e £¢(t) serd menor ou igual a 4

quando N diverge.
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1.3 Demonstracao do Teorema 2

Considere os seguintes eventos:

Jy = {(il,ig) €{l,...,N}?:4 :iQ}

21

J = {(il,...,igl) €{l,.. ., N S 1y €{0,2,...,2} Vi€
k=1

{(1,...,NYe (it rikrom 1) & Jm, ¥m € {1,...,1=1}, k> 1 e k+

o9m — 1< 2.

Lema 1: Paral > 3 temos: ]P({I(l),...,[(2l)} € Jl) < %

Dem : IP({I(I) I1(20)) € Jl) =10

Primeiramente notamos que |Jl| < 2N?=2 pois nas duas tltimas

posicoes os indices estdo fixados a menos de uma permutacao.

Agora dividiremos o conjunto J; em dois conjuntos disjuntos:
aqueles em que as trés ultimas posi¢des sdo ocupadas por indices dis-
tintos entre si e aqueles em que nas trés ultimas posi¢cdes aparecem

apenas dois indices distintos entre si.
Denotaremos esses conjuntos por J; e .J;' respectivamente.
Temos entdo que: |Ji| = |J/| + |J}']-
Note que:

|| < 3IN2'=3, pois as trés tltimas posicdes devem estar fixa-

das, a menos de uma permutacao, para que ocorra retorno.

|Jl”| < N|Jl,1|, pois eliminando o par que aparece nas trés
ultimas posicdes temos exatamente um retorno do tipo J;—1; além

disso, o algarismo repetido pode assumir no maximo N valores.

Portanto,

|| 3V N3 N |J_| _ 3! N3 N 2Nt 8
N2 < N2 N2 < N2 + N2 N3°
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Introduziremos agora as seguintes varidveis aleatodrias:

Sy =inf(k >2:&(k) € V[0,k — 1]), onde

VI0,k = 1] = {£(0),...,&(k = 1)}

Ty, =inf(k > 2: I(k) = I(k —1)),
T, =inf(k > 20: (I(k—20+1),...,1(k)) € J)).

Lema 2: Paral > 3 temos: IP(I;, <n) < n

2

Dem :

<y IP((I(k 24 1),...,I(k) € J,)

k=21
= (n— 21)1p((1(1), L I(2D) € Jl).
Portanto, utilizando o resultado do Lema 1 temos:

zp(rlgn) < %. L]

Teorema 2: Para Sy e I'y como definidos anteriormente temos,

lim JP(SN - rl) —1.

N—o0
Dem : Inicialmente observamos que Sy = minI}.
1>

Para provarmos este Teorema é suficiente mostrar que:

lim P([; < N'P < min T}) =1,
N—oo NIEO 5y
2 vz
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para algum 6 > 0.

Primeiro notamos que :

lim P(I; < N'*%) = Jim 1- P > N1+
— 00

N—oo

1 1448
= lim 1—(1— )V =1.
Mim 1= (1= )

Por outro lado,

N1+6

IP(N'**0 < min T;)>1-
N> N? >3 N?

1

AN S BN

Se tomarmos 0 < § < 5 a ultima expressdo vai a 1 quando N

2
diverge. Isto conclui a demonstracao do Teorema.

Corolario 3: Para 0 < v < 1 temos:

N“i“ooIP(Hf(O)’ LENTDY = Nt + 1) =1
Dem :

lim JP(|{§(O), LENTHY = N+ 1)

N— o0

— lim IP(SN > N”t) — lim zp(rl > N”t)
N—oo N—oo
fm (1- L)Y o

B Ngnoo( - N) B

Corolério 4: A varidvel aleatéria N~'Sx converge em lei para a

distribuicdo Exponencial de parametro 1 .

Dem : Basta provarmos que para qualquer ¢t > 0, temos:

lim IP(Sy >tN) =e"".

N—o0
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Agora, |[IP(Sx > tN) = IP(Ty > tN)| < P(T1 # Sy ).

Pelo Teorema 3, lim 1P(I‘1 # SN) =0.
N—o0

Por outro lado,

lim IP(F1 > tN) = lim (1 _ %)Nt — et

N—o00 N—o00

Portanto, lim IP(SN > tN) — et L]
N—o0

1.4 Demonstracao do Teorema 3

Obteremos agora resultados sobre o tempo de retorno do processo
ot (t) ao conjunto V[0, N7]. A partir de agora V[0, N"] sera denotado
por F' . Considere

Ry = inf(t >N7:ot(t) € F) e Rl = inf(t >0:07(t) € F)

Proposicao 1: Para0 <y <1le0< 4 < %, temos:

lim IP(RN > N1+5) 1.

N—o00

Dem : Do Teorema 2 temos que:

lim IP(| ) T' < N'™%) =0.

N—oo
1>2
Sendo assim,

lim P(Ry < N'*)
N—00
= lim P(ct(N"+1) =0T (N7))
N—o0
N7
< lim —.
N—o0

Como por hipdtese 0 < v < 1, o limite acima é zero.
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Portanto, lim IP(RN > NH“S) =1 [ |
N—00

Proposigao 2: Seja F fixado de cardinal N7,0 < vy < 1. Para § tal
que y+4d <1, Vn¢F temos: A}im IP(R}; > N'*°) =1.
— 00
Dem : Sem perda de generalidade a demonstracao serd feita para o
processo £". Primeiramente mostraremos que para uma configuracao
fixada em F', o processo &7 gastard um tempo maior que N9 para
encontra-la quando NN diverge.
N
Fixe ( € F. Defina d(n) = £ 3 |/ (n) — (;| a distancia do passeio
i=1
&M a ¢ no instante n. Por hipétese, d(0) > 1 pois n & F.
Observe que d(n) evolue como o modelo de Ehrenfest; ou seja,
uma cadeia de Markov com espago de estados {0,1,..., N} e proba-
bilidades de transicao dadas por:

N—i ..
se g =1+ 1;
Dij ——{ N7 y ’

N sej=1—1.
Sejam ny = inf(n > 1:d(n) =2), ny =inf(n > n; : d(n) =2), e
assim sucessivamente.

A cada retorno ao ponto ”2”, a probabilidade de em seguida visi-

tar o ponto ”0” antes de voltar ao 72" ¢é 2.

Seja K = inf(k > 1 : d(ny +2) = 0), entdo o tempo para "
alcancar ¢ é maior ou igual a K.

Mas,
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Note que para t = N't9 o limite acima vai a zero quando N diverge.
Agora terminaremos a demonstracio observando que:

IP(¢"(u) € F,parau < N'*?)
< 3" P(d(u) = 0,para u < N**° | d(0) = d(C,n))

CeEF

< N"IP(d(u )—0 para u < N'*° | d(0) = 1)
1468
<N (1- 1—— )
2
=N" (1 —exp{N'log(1 - N )})
2 4

_ N _ 1+46

= N7 (1= exp{N"* [~ (55 + 57+ )]})
—N7(1—exp{ oNd1 N5*3—§N5*5—...})

8
- N7 (1 —[1— 2N 4 NI SN g .]) +o(N)
= N72N°~1 4 o(N).

Portanto passando ao limite e utilizando a hip6tese v+ d < 1 temos

o resultado. [ |

Proposicao 3: Para 0 < v < 1 e qualquer ¢(N) tal que

. HN)NT . B
Jim == =0 temos: ngnoozp(RNM(N)) = 1.
Dem
JP(RN < t(N)) - 1P(U+(t) € F,para t < t(N))

P( (t) eF,paratSNlJra)
Hp( 7() € F para N1+6<t<t(N))
P

Ry < NH"S) +1P(a+(t) € F,para N'*0 <t < t(N)).
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Como pela Proposicao 1, A}im P(RN < NH“S) = 0, temos:
—00

IP(RN < t(N))
< o(N) (a+ ) € F,para N0 <t < t(N))
=o(N) + IP(c"(t) € F,para N'*° <t < #(N))
—IP(o"(t) € F, para N'T0 < ¢t < t(N))
+ IP(0"(t) € F,para N'*° < t < t(N))

<o(N)+ Z U(n)‘P(O‘+(t) € F,para N'*° < t < t(N))
n€EHN

. IP(a”(t) € F,para N'*0 <t < {(N)) ‘

_+_
_+_

+ Z (t) € F,para N'*° < ¢t < t(N))
neEHN

<o(N)+ > v(n)sup IP(o (N'F0) # og"(N1H9))
neEHN K
t(N)

+ Z v(n) Z IP(c"(t) € F)

neHn u=N1+38

<o(N)+ Y v(n)sup P(o (N'F) # g"(NH9))
n€EHN K
(N7 + 1)t(N)
L
Passando ao limite em NV, utilizando o Teorema I e a hipétese, temos

que a probabilidade acima vai a zero para algum 0 < § < 1.
Portanto, lim P(RN > t(N)) =1. |
N —oc0
Proposicao 4: Para §,¢ > 0 e qualquer ¢(N) tal que

t(N)' " u(F)

= . lim P(Ry <t(N)) =1.
NI N (log 1) — 0 femos s Jim PRy < t(N))
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Dem : Considere eventos A; = {o(s) € F'} e defina Z uma varidvel
t(N)

aleatéria positiva da seguinte maneira: Z = ) 174,3. Note que
s=0

{Z > 0} = {R}, < t(N)}. Aplicando desigualdade de Cauchy-

Schwarz ao produto Z1;7-0) temos que:

P(Z>0) > B2

Assim,

E t(N)1 1 2
IP(Z >0) = IP(R} <t(N)) > [ (Zfazg +4 {As})l
[E(ZS:N1+5 1{,43}) ]

t(N)

[ 7%” IP(A,) 2
= ™) — +o(N)
E( X 1,0+ X Ly
s=N1+¢ u#s
_ (t(N) — N'T0)2y(F)?
G =N (F) + Y P(A,Nn4,) T o(N)
uF#s

+ o(N)

Agora observe que:

a) > IP(AUHAS)

|u—s|>N1+38

t(N)
= > (tN)—k+1)IP(o(k) € F,0(0) € F)
k=N1+é
t(N)
= > (tN)—k+1)

k=N1+4

X

{3 v 3 we[Pe"(k) € Flo©) = 1)

ner EE€EHN
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~ P(o(k) € Flo(0) = ¢)|

+Yv) Y vOP(ok) € Flo(0) =€) }
ner E€EHN
H(N)

< Y (HN)—k+1)

k=N1+3
X |Xovin) D2 v©P(o" (k) # of () + v(F)?]
neFr £EHN

Usando a desigualdade de Markov e a majoracao que aparece no
Teorema, 1 obtemos que:

t(N)

Y P(AunA4) < Y (HN) - k+1)

|u—s|>N1+d k=N1+s$
[T v Y v MOV ey
neF §E€EHN
o) N(logN +1) A
= 2 () = k+ 1) p(F) ===+ v(F)’]
k=N1+

< t(N)logt(N) N(logN + 1) v(F) + t(N)*v(F)?
< UN) N (log + Dy (F) + H(N)*p(F)2,

b) Y IP(4,NA,) <HN)NWHL(F),

|u—s|<N1+8

Passando ao limite em N temos por hipétese que:
lim IP(RY <t(N)) =1.
Ngnoo ( N = ( ))

Basta mostrarmos agora que :
li IP(R" N)) - IP(R t(N))| =0.
Jim[P(RY > 1(N)) ~ P(Rx > 1(N))|
Mas pelas Proposigoes 1 e 2 temos que:

|IP(RY, > t(N)) — IP(Rn > t(V))] <
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sup IP (0" (N119) # oT(N'T9)).

Pelo Teorema 1 segue que a probabilidade acima vai a 0 quando
N diverge. |

OBS: As Proposicoes 3 e 4 fornecem limitantes para E(Ry) quando

N diverge.

Lema 3: Considere Sy = min(n € IN : IP(Ry > n) < e !). Entéo,
lim .ZP(RN > ﬂN) =e L
N—o00

Dem : Pela definicdo de 8y temos que:
P(Ry > fn) <e ' < IP(Ry > By —1).
Como,
0<IP(Ry >SN —1) —IP(Ry > fn) < IP(By —1 < Ry < BN);
concluiremos a demonstragdo utilizando a propriedade de Markov.

IP(fny —1 < Ry < fn)
=P(BN—1<Ry<Bn|o"(Bn—1)¢F)

x P(o* (By — 1) ¢ F)

= P(o(1) € F | 0(0) ¢ F) x P(o*(By — 1) ¢ F)

- 119(0(1) € F|o(0) ¢ F) x [P(0+(ﬂN ~1)¢F)

= Y P By -1 ¢F) + > vm)P(e"(By 1) ¢ F)]

neEHN neHn
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- IP(a(l) € F|o(0) ¢ F) x [zp(cﬁ(ﬂN —1)¢F)
- Y )P (Bx ~ 1) ¢ F]

neHN
N _
+ 227]\,|F|1P(0(1) € F|o(0) ¢F)
<P(o(1) € F|a(0) ¢ F) x > v(m)[P(c*(By — 1) & F)
neHN
N _ vy
Py - 1) ¢ F)] + 2
N _ o
< Y vmsup Pt By~ 1) £ 0By — ) + 2o T
neHN n

Passando ao limite quando IV diverge temos que o primeiro termo vai

a zero pelo Teorema 1 e o segundo vai a zero pelo Corolério 3 e pela

hipétese. Portanto, lim IP(Ry > Bn) =e™'. [ |
N—o0

Notacao: o(Bn) = a([Bn])-

Lema 4: Existe um ntimero real « satisfazendo e™! < a < 1 tal que

para N suficientemente grande e qualquer inteiro n temos:
IP(RN > BNn) < a™.
Dem : A verificagdo do resultado serd feita por indugéo.
Para n = 1 o resultado é por definicdo. Temos que
By = min{n € IN : ]P(RN > ,BN) < e_l}.

Assumiremos que a desigualdade vale para algum inteiro n. Pro-
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varemos para n + 1 usando a propriedade de Markov.

IP(Ry > Bn(n+1))

=Y IP(Ry > fnn,0(fnn) = 1) x IP(Ry > Bn | 0(0) = n)
n¢Fr

< IP(Ry > fnn) S;E]P(RN > Bn | a(0) =)
n

< a"sup IP(Ry > fn | 0(0) = 1).
n¢F

Agora pela Proposicao 1 e 2 temos que:

|P(RY > fn) — IP(Ry > By)]
= |IP(R} > Bn,0"(u) & F,u < N'*?)
- IP(RN > By, 0t (u) € Fyu < N1+‘S)|
< sup P(U+(N1+6) # a”(NH‘s)).

n

Pelo Teorema 1 temos que a probabilidade acima converge a zero

quando N diverge. Assim, para N suficientemente grande temos:

IP(Ry > Bn(n+1)) <a”e ! <a™th |

Teorema 3: Para 0 < v < 1 temos que: lim IP(];—N > t) =et.
N—o0 N
Dem : Para verificarmos que Ry normalizado por Sy tem lei Expo-

nencial de parametro 1 quando N diverge basta provarmos que:

a) A}im BlEn) -,
—00

b) lim_ |1P(RN > B (t + s)) - JP(RN > BNt)JP(RN > BNS)‘ -
0, para qualquer s, t fixados.

OBS: O segundo item garante que se a lei de % converge quando

N — 00, 0 limite precisa ser uma lei Exponencial (talvez degenerada).

Por outro lado, o Lema 3 juntamente com este item implicam que se ¢
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é um nimero racional positivo, entdo A}im IP(Ry > Bnt) existe e é
—00

igual a exp{—t}. Como a lei Exponencial é absolutamente continua,

isto é suficiente para provar a convergéncia para todo t real, o que

conclui a prova.

prova de a) : E(ﬁf\’”) = BLNL[OOOIP(RN > t)dt = fooolp(g—g > t)dt.

Passando ao limite em NV e utilizando o Lema 4 podemos aplicar
o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtendo:
o0 RN

lim IP(—— > t)dt = 1.
N—oo [y N

prova de b) : Primeiramente vamos mostrar o resultado para uma

configuracao inicial escolhida uniformemente em Hpy.

Observe os seguintes fatos:
Fato 1:

| 3 v P(RE > Bt +)

neEHN

=Y v)P(o"(w) ¢ F, Vue {1,...,Ant}

neHn

JiBnt + N0, Bt + s)})‘

< Z I/(n)lp(a”(u) € Fiparau € {fnt+1,...,6nt + NH‘S})

nEHN
Bnt+NS
<> ovm Y S P(e"w =)
nEHN u=pBnt (EF
< N'O(NY +1)

Assim a probabilidade vai a zero quando N diverge.
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Fato 2:

‘ Z I/(n)P(R]"V >5N5) - Z v(n)

n€EHN neHn

X P(J"(u) ¢ F\Nue {N'* . ,BNS})‘
< Z v(n) x P(U”(u) € F,parau € {1,...,N1+5})

N1+3

<Y v Y Y (o=

n€EHN u=1 ¢eF
N'O(N7 +1)
<——MmM——=.

Novamente, quando N diverge a probabilidade vai a zero.
Fato 3: Considere a seguinte expressao:

‘ Z V(n)JP(R]"V > Bn(t + s))—

neHN

3 u(n)zp(Ryv > BNt) x 3 u(n)zp(Ryv > BNS) ‘

neEHN neEHN
Agora utilizando a propriedade de Markov, e os fatos 1 e 2, temos

que a expressao acima € limitada por:

‘ > V(??)IP(R?V > But, 0" (Bnt) = ﬁ)

n€EHN k¢F

x []P(U”(u) ¢ F,\Yu e {N*9, . ,,BNS})

- IP(U"(U) ¢ F\Yue {N'*° .. ,BNS})] ‘

< S v Y sup P(oM(NTH) £ 0T(N1H)).

nEHN kg F REHN

Assim, passando ao limite quando N diverge e utilizando o Teo-

rema 1 temos que a expressao acima vai a zero.
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Resta-nos mostrar agora que:

Jim ‘IP(RN > BNt) - JP(R}?V > ﬂNt)‘ —0.

N —oc0

Com efeito,
‘]P(RN > ,BNt) . JP(U+(U) ¢ F,Yu € {N'+, . .,ﬂNt})‘ <

JP(RN < NM).

Da mesma forma,
‘IP(R?V > BNt) - zp(an(u) ¢ F\Yue {N™*, .. ,BNt})‘ <

JP(R}?V < N1+6).
Portanto,
‘]P(RN > ,BNt) — ]ID(R?V > ﬂNt)‘
< |1P(a+(u) ¢ FYu e {N', . ,BNt})
- ]P(J"(u) ¢ F,Yu e {N'* . ,BNt}) |

< sup Jp(a+(N1+6) ¢a"(N1+6)).
nEHN

Passando ao limite e utilizando o Teorema 1 temos o resultado. W

Lema 5: (Lema da Reflexdo) Para u, s fixados temos:

P(VI0,s]0V[s+15+u] = 0) = P(VI0,u— 1N V]u,u+5] = 0).

Dem : Seja C a classe de conjuntos tal que: C = {(il, coayine); €=
2c

1,2,--+ : > 1y 36 par para todo i € {1,...,N}}. Note que se
k=1

o(k) = n-* =g entdo (iy,...,ix) € C.
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Temos que:
IP(V[O,s]ﬂV[s+1,3+u] :(2))
:1P(17¢V[s+1,s+u],...,a(s) ¢V[s+1,s+u])
:P((il,...,iml) gC,paras+1<my <s+u,
ces (Bsy e e yim,) gC,paras—i—lgmsgs—}—u).
Por outro lado,
P(V[0,u— 10 V]wu+ 5] = 0)
= P(o(w) g V[0,u—1),....0(u+s) ¢ VI0,u—1))
:‘lp((lmwazu) ¢C,para1 S my S u— 15
coes (Bmay - -y turs) & C paral < my Su—l).
Portanto temos a igualdade das probabilidades. |

Corolario 5: Temos que o

lim P(V[0, NN VIN® +1,N" + N7 +1] #0) =0.

N—00

Dem : Utilizando o Lema 4 temos que:

IP(V[O, N AV[N®+1, N+ N” +1] = m)
P(VI0, N AVINY +1,N" + N7 +1] =0) =

IP(RN >NG+N7+1).

Passando ao limite, pela Proposicao 4 temos o resultado. |
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1.5 Demonstracao do Teorema 4

Seja © = inf (t > 0;&(t) € M); ou seja, o tempo que o processo &(t)

leva para alcancar o conjunto M.

Proposicao 5: Para 0 < v < 1, temos:

lim E(IP(© > N7t)) =e"".

N—oo

Dem : Notamos primeiro que para @ € Q fixado:

JP(@ > NVt) -

1 & 1 =
I{UGZM}N ZI{U“QM}“'N Z Liivinvegnry-

i1=1 inNve=1

Denotaremos por
Fy(N) = {(i1,.-.,inv¢) € {1,...,N}NEV [ =1,... Nt gt ¢
{n,n",....ni=i=1}} e por Fa(N) = {1,..., N}N"t F¢(N).

Seja i’ = (i1,...,invt) entao, E(IP(G > NVt)) =

1 _
—NNWt Z E(l{ngM}...1{ni1...iN—7t¢M})+
' €Fy(N)
1 _
NN Z E(I{WQM}...l{nil...iNngM}) =
' €Fa(N)
|F1(N)] 1\ Nveqt 1 _
v (- 57) + > Eggnry - Lpyinvegan)-

i €F5(N)

Pelo Corolario 3,

N T T Y09

= =0.
Nooo NNt ’ Nooo NNt
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Portanto,
lim E(IP(® > Nt li 1 —1 M —t
Jim B(P© > N19) = g (1-5)" " = e,

Teorema 4: Para 0 < 7 < 1, e € > 0, temos:
j P V4) — ot —
ngnoop(up(@ > N — et > e) —0.
Dem : Utilizando a desigualdade de Chebyshev temos:
— B 1 — A\ 2
JP(|1P(® >N —e > e) < 6—2E[(IP(® >Nt —e t) ] -

612[ [( ©> N”)) ] - 267@( P(© > N”t)) +EB(e )] =
LE{(r© > w2 (w0 > 0) o)

Resta-nos calcular E[(IP(@ > NVt))Q].

Para @ € () fixado,

PO > N"t)’] =

1 N
{1{neM}N21{nn¢M} DD 1{ni1---isz¢M}}><

i1=1 inve=1
{I{HQM}N Zl{n ‘1gM} - N Z {771 lN"/tQM}}
i7=1 USETES
Agora considere G* = {n'1,...,p1-+x7:}. Pelo Corolério 3,

lim |G*| - N"t=0.

N—oo

Por outro lado, fixado (zi‘, ceny i}k\mt) temos pelo Teorema 3 que:

lim Ip({n’_“’ 1. ..in}ﬂ{niT’.“’ni’{...i}’v”}?é@):0.

N—o0
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Assim,

B[P > N'1)*] = (1 - —) (1 — -2

NV)( ~ N7 + o(N).

Passando ao limite em N temos que :

lim E[(zp(@ > N%s)ﬂ = exp{—2t}.

N—00

Portanto, com o resultado da Proposicao 5:

lim P[|IP(© > N7t)—exp | > €] =0. [ |
N—o0
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Capitulo 2

Introducao aos Sistemas
Markovianos de
Particulas

Sistemas Markovianos de Particulas é um dos ramos da Probabilidade
fortemente influenciado por questdes propostas pela Fisica e Biologia.
Tais modelos surgiram na década de 60 do século passado e até hoje

despertam interesse por parte de especialistas.

Os primeiros resultados importantes foram obtidos por Frank
Spitzer e por Roland Dobrushin, mas foi o livro de Thomas Liggett,
Interacting Particle Systems, em 1985, que divulgou de maneira sélida

os alicerces da Teoria.

Um sistema consiste de muitas particulas onde cada uma delas, na
auséncia de interacao, evolue de acordo com um processo estocdastico
bem definido no espago e no tempo, porém, é imposta a este mecanis-
mo de evolugdo uma interacdo entre as particulas e como resultado

desta pertubacao o movimento das mesmas perde o carater Marko-

29
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viano apesar do sistema, como um todo, continuar satisfazendo a

propriedade de Markov.

Considere E um conjunto enumerdvel representando as possiveis
posicoes das particulas e  um conjunto finito de estados para as
mesmas. Usualmente temos E = Z<%, com d > 1 a dimensdo do
espaco e 2 = {0,1} o espaco de estados da particula. Denotamos
por QF o conjunto de configuracdes possiveis que serd o espaco de

estados do processo.

Representaremos por {n; : ¢ > 0} o processo assumindo valores
em QF e sua evolucdo poders ser descrita pelas taxas (intensidades)
em que ocorre mudanca de uma configuracdo para outra. No caso
em que FE é finito, descrever a transicdo de n para &,n — &, com

n# &,m,& € QF significa afirmar que
P(pp=¢/no=mn)=ct+o(t) quandot— 0T,

onde ¢ = ¢(n,§) é a taxa de transi¢ao de 7 para &, e o(t) é alguma
funcdo f(t) tal que lim @ =0.
t—0

A relagdo entre o processo e suas taxas de transicdo é dada pelo
gerador infinitesimal A de {n; : ¢ > 0}, aplicado em funcoes cilindri-

cas, da forma

Af(m) =" em.€) [£(&) - Fm)];

13
onde f cilindrica é uma funcao que depende de um ndmero finito de

coordenadas.

As escolhas das taxas satisfazem condigoes para que Af(n) < oo

para toda f cilindrica.

As distribuicoes estaciondrias (ou invariantes) do processo sao de-
terminadas pelo gerador infinitesimal. Dizemos que p é uma dis-

tribuigdo estaciondria para {n; : ¢ > 0} se e somente se [ Afdu = 0.



31

Em geral, as transicées de uma configuragdo para outra sao locais,
isto é, somente uma ou duas posicoes se alteram e tais taxas depen-

dem apenas de posicoes prozimas de onde ocorre a modificacao.

No caso em que a mudanca ocorre em apenas uma posicdo do
espago, por exemplo, temos que a taxa c(x,7n) de alterar a posigido x
quando a configuracio é € QF é dada por

Jim %P(nmh(:ﬂ) #n(z) [ m=mn)=clx,n).

Muitos modelos nesta area tem descri¢es simples e sua evolucdo
pode ser bem entendida. A questido de provar rigorosamente alguns
resultados para um modelo tem-se mostrado muitas vezes dificil e e-
laborada, e talvez por isso tem atraido o interesse de muitos. Apenas
para ilustrar, vamos considerar o modelo de um ima. Seja F = Z d
os atomos do ferro e @ = {—1,41} os possiveis giros do dtomo,
(uma traducdo livre de spins of an atom). Vamos definir 7' como a
temperatura e seja 3 = T~! > 0 a reciproca positiva da temperatura.
Para uma configuracido n € {—1, +1}Zd, o giro no atomo z € Z°

muda de sinal com taxa:

c(z,m) =exp{-B > @)}
yilly—=||=1
Este exemplo é conhecido como Modelo de Ising estocdstico. Note
que a taxa é pequena se o valor de n(z) concorda com a maioria de
seus vizinhos (estdo alinhados) e é grande se o valor de n(x) difere
da maioria de seus vizinhos. O propésito desta taxa é modelar a
intencao dos atomos preferirem ficar alinhados, ou com mesmo sinal

de giro, de seus vizinhos mais proximos.

Considere agora a situagdo em que o ferro é aproximado de um
forte campo magnético positivo, tal que a maioria dos 4tomos prefere

ter giro +1, e de repente afastamos o campo externo, e observamos
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a evolugdo temporal do processo {n; : t > 0} com taxa c(z,n). Para
simplificar, considere 19 = 41, isto é, 19(z) = +1 para todo = € z°,
e considere a questao do que acontece com a distribuicao do niimero
de dtomos que terdo giro +1 apds um tempo de espera grande. Em
particular, considere a questao de quando

lim IP(n(0) = +1) >

t——+o00

N =

Se o limite existe e a resposta é sim, entdo nosso modelo apre-
sentou uma situacdo em que o campo externo magnetizou o ferro.
Observacoes fisicas afirmam que a magnetizacdo ocorre para tem-
peraturas baixas mas ndo em temperaturas altas, o que é provado
rigorosamente pelo modelo (d > 2), e referido como transicao de fase

do modelo de Ising estocastico.

O valor de § que divide a fase do regime, presenca ou nao de
magnetizacdo, é denotado por ., o valor critico do modelo. Quando
estudamos evolugoes estocasticas muitas vezes estamos interessados
em possiveis estados de equilibrio, isto é, situacdes em que obte-
mos uma Lei de Probabilidade para as possiveis configuracoes que
ndo depende de t. O modelo de Ising em equilibrio é um antigo
problema matemadtico, e a evolucdo estocdstica tem recebido fortes
contribui¢des nas ultimas décadas. R. Schonmann (1994) estudou a
situacao em que a taxa do modelo de Ising estocastico é alterada para

incluir um campo externo h, isto é:

c(a,n) = exp{-pn(=)[ > nly)+h]}.

[ly—=]|=1

O campo externo provoca uma escolha do sinal do giro pelo dtomo
segundo o sinal de h. Foi mostrado que se h # 0 o processo {n; : t > 0}

tem um tnica distribuicdo estaciondria uj, qualquer que seja 8 > 0.
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A Lei de Probabilidade puy, satisfaz:

lim =pu_ e lim = .
h—0— =K h—0t fin = M

,

E natural considerar o caso simétrico, h = 0, e imaginar entdo
que existem duas configuragdes de equilibrio. Vamos considerar o
processo com configuragio inicial 79 = —1 e um campo externo h > 0
pequeno. Durante a evolugao do processo, possivelmente os atomos
nao percebam o campo externo e as configuragoes podem ser descritas
aproximadamente pela Lei de Probabilidade p—. Apds um tempo que
pode ser longo, o efeito do campo externo h > 0 comeca a aparecer
e o processo tenta ir para a Lei py, formando conglomerados de
atomos com giro de sinal + até se tornarem suficientemente grandes
(o tamanho dependendo de h e t) para ser formado e comegarem a
influenciar a dindmica o que mais cedo ou mais tarde leva para a Lei
f+. O Teorema de Schonmann apresenta a correta magnitude de h e

t e pode ser enunciado como segue:

Teorema: Para d > 2 e [ suficientemente grande, existem duas
constantes 0 < ¢; < ca < o0 tais que se h — 0T e t — oo, entdo 7,
converge em distribuicdo para p_ se limsup k%' Int < ¢;, e converge

em distribuicdo para pg se liminf A% 'Int > c.

O fenomeno de aparentemente estar em uma situagao de equilibrio
por um longuissimo tempo e depois, conseqiiéncia de uma sucessao de
eventos raros, convergir para o verdadeiro equilibrio é caracteristica

de sistemas que apresentam um comportamento metaestavel.

Sistemas Markovianos que possuem mais do que uma distribuicao
de equilibrio, por exemplo, passeios aleatérios com mais de um estado
absorvente, sdo comuns. O interessante é que muitos modelos de
particulas interagentes, dos mais simples possiveis, apresentam esta

caracteristica e muitos deles apresentam comportamento metaestavel.
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Um modelo cléssico, com amplas aplicacoes em propagacao de doen-

cas contagiosas é o Processo de Contato.

O modelo em que uma particula pode, em uma posi¢ao vizinha
incluir uma nova particula, ou desaparecer, modelando temporal-
mente a situacao de contigio e desenvolvimento de uma doenca, é
conhecida na literatura como o Processo de Contato. Este sistema
de particulas possui propriedades tais como aditividade, atratividade
e a auto-dualidade, que serdo apresentadas e discutidas na préxima,
secdo, mas nao é um processo de Markov reversivel. Além de a-
presentar transicdo de fase segundo um parametro de contaminacao,
apresenta uma estrutura de medida de equilibrio préxima em algum
sentido daquela do Ising estocéstico, onde para o parametro equiva-
lente 8 pequeno haveria apenas uma tnica Lei de equilibrio e para 3

grande a situacdo metaestavel pode ocorrer.

Certamente é um dos modelos de Sistemas de Particulas mais bem
estudados, mas ainda possue muitas perguntas sem respostas. Em
particular, a medida de equilibrio ndo trivial, que corresponde ao caso
de existir pelo menos uma particula no sistema, no caso supercritico,
isto é, o parametro de infeccdo supera um certo valor critico, até
hoje ndo é conhecida explicitamente e muito menos o valor exato do
parametro critico que determina a transicdo de fase. O modelo foi
introduzido por Harris (1974) e hoje existem pelo menos uma centena
de artigos em revistas renomadas além de diversas resenhas sobre o

tema assim como livros dedicados ao assunto.

Assim como o Modelo de Ising pode ser referenciado na literatura
como um estudo de estados de equilibrio e na situacao de evolucao
temporal, como o Ising estocéstico, o Modelo de Contato pode ser
visto como um caso de percolacao orientada quando a evolugao tem-

poral nao entra em consideracao.
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2.1 Processo de Contato

Considere {n(t) : t > 0} definido em {0,1}¥ e A > 0 um parametro
do processo. Vamos denotar por i ~ j quando duas posicoes em E
sdo vizinhas. Entdo para cada i € E temos que 1 — 7°, ocorre com

uma taxa definida por

o 1 sen(i) =1,
@ ={ sy =l e =0
onde |A| é o cardinal do conjunto A, e n'(j) é definido por 7(j) quando
i # j epor 1 —n(j) quando i = j,

A interpretagio é que as posicoes com 7)(i) = 1 estdo infectadas,
enquanto aquelas com n(i) = 0 sdo saudaveis, para todo i € E.
Posigoes infectadas passam a ser saudaveis apés um tempo aleatério
com distribuicdo Exponencial de taxa 1, e posicdes sauddveis pas-
sam a ser infectadas com uma taxa A proporcional ao nimero de
posicoes vizinhas que estao infectadas. Se E é finito, existe um unica
distribuicdo de probabilidade estaciondria para o processo, isto é,
atingindo a configuragdo 7(i) = 0 nada mais acontece. Denotamos
essa medida de probabilidade estacionéria por dgp.

No caso em que E = Zd, para algum d > 1, existe um valor

_1 2
2d—1°d

Ac(d) ainda néo é conhecido), tal que:

critico para o parametro A.(d) € ( ), (mas o valor exato de

e Se A < A.(d) entdo a tunica distribuicio estacionaria do processo
é 0y e para qualquer condigdo inicial o processo {n; : t > 0} con-
verge em distribui¢do para dg. A igualdade para essa afirmativa,
isto é, para A = A.(d) existe uma dnica medida estacionaria, foi
provada apenas nos anos 90 do século passado e foi considerado
por muito tempo um dos problemas em aberto mais conhecido

da area.
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e Se A > \.(d) todas as medidas de probabilidade estacionérias
do processo sao combinacoes convexas de duas medidas, a saber,
dg e v, para alguma v # dy. Nesse caso o Processo de Contato
é dito supercritico. Além disso, {n; : t > 0} converge em dis-
tribuicdo para v sempre que a condicdo inicial tiver um ndmero

nao finito de posi¢oes contaminadas.

Liggett (1985) mostrou, entre outras coisas, que o Processo de
Contato {n; : t > 0} em dimensdo d = 1, com A = A.(1) e con-
figuracdo inicial 79 = 1, converge em distribuicdo para dg, mas para
todo i € E, m¢(1) = 1 com probabilidade 1 para ¢ suficientemente
grande. No Apéndice pode ser encontrado outro exemplo de que con-

vergéencia em distribuicao nao implica em convergéncia quase certa.

Vamos definir uma ordem parcial no conjunto das distribuigoes
de probabilidade definidas em {0, 1}¥ por u < v se para toda funcao
crescente limitada em {0,1}¥ tivermos que [ fdu < [ fdv. Foi de-
monstrado em Liggett (1985) que isto é equivalente a existéncia de
uma distribuigio de probabilidade v definida em {0,1}¥ x {0,1}F
com marginais p e v satisfazendo y({(n,€) : n < &}) =1, onde n < ¢
significa que (i) < £(7) para todo i € E.

Definigao: (Acoplamento Bésico) Realizacdo conjunta {(n(t),£(t)) :
t > 0} de dois processos de Markov no mesmo espaco de probabili-
dade. O acoplamento basico consiste em realizar duas versdes do
processo com estados iniciais diferentes usando a mesma realizagao

dos Processos de Poisson usados na construgao grafica.

Temos que T :=inf{t >0:m =& [ no =n # £ = &} é aleatdrio
e pode ser +o00, e por construgdo n; = §f YVt > T, onde n,f é uma
notagdo para o valor do processo no instante ¢ com condic¢do inicial
(e k.
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O Processo de Contato é atrativo, isto é, para quaiquer dois pro-
cessos acoplados com condicoes iniciais n e £, com n < &, temos que
Nt < & para todo t > 0. Considere uS(t) a distribuicdo de probabili-
dade do processo no instante ¢t com distribuigdo inicial pu.

O semigrupo S(t) do processo {n; : t > 0} é definido para funcoes
fpor S(t)f(n) = IE" f(ne) = IE[f(ne) / mo = n]. Temos:

B f () = / " f () dps = / S(t) fp = / Flus ().

O Processo de Contato pode ser identificado como um conjunto
A={ie Z":ni) =1} c Z* de posicdes infectadas. Isto define um
processo de Markov {A; : t > 0} tal que A — AN{i}¢, parai € A, com
taxale A - AU{i}, parai ¢ A, com taxa Ax |j € A:||j—i|| =1].

Observe que o conjunto () é um estado absorvente. O processo,
ou as infec¢es sobrevivem se IP(Ay # 0, V¢ >0/ Ag = {0}) > 0.

Uma das propriedades do Processo de Contato é sua auto-duali-

dade que pode ser expressa por:
P0e A [ Ao=Z") =IP(A: # 0 | Ao = {0}).

Como IP(A; N { algum subconjunto de Z*} # 0 / Ay = Z") sdo
estocasticamente decrescentes em ¢, segue que existe uma distribuicao
de probabilidade estaciondria nao trivial (# dg) para o processo se e
somente se o processo sobrevive. Essa distribuicao de probabilidade
é dita a medida invariante extremal ndo-trivial. E natural concordar
que existe um valor A. € [0,00] tal que o processo sobrevive para
A > A; e ndo sobrevive para A < A.. Harris (1974) foi o primeiro
a provar que o valor critico é finito. Um pouco mais elaborado é o
argumento de Bezuidenhout e Grimmet (1990) que mostraram que o

processo se extingue quando A = A..
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Iremos estabelecer no préximo Capitulo o comportamento metaes-
tavel do processo de contato d—dimensional para qualquer parametro

de infeccao que seja superior ao valor critico.

2.2 Processo de Exclusao

Considere o espaco de estados do processo definido por {0,1}¥, onde

E ¢é um conjunto enumeravel. Defina p;;, para i, j € E, como
pii 20 e > pi=1
J

Particulas movem-se em E de acordo com a seguinte regra:

a) Existe no méximo uma particula em cada posicéo de E.

b) A particula em 7 espera um tempo com Lei de Probabilidade Ex-
ponencial de parametro 1 e entdo escolhe j com probabilidade p;;.
Se j ndo estd ocupado no instante do salto, a particula em i salta

para a posi¢ao j.
Definimos o processo {n;(i) : t > 0} por:
7:(i) = 1 se i estd ocupado no instante ¢ e 7:(i) = 0 se i estd vazio.
Paran € {0,1}¥,i,j € E, defina n¥ € {0,1}¥ por:
3 n(j) se k =1,
n(k) =< n()sek=j,
n(k) se k £, .
Para f cilindrica seja Af(n) = > pij [f(n™) — f(m)].
igin()=1—n(j)=1

Definindo para cada par i,j € E, Exponenciais independentes

N Aij
de parametro A;;, observe que p;; = Z)f De fato, temos que a
ij
7
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distribuicdo de probabilidade do minimo de Exponenciais indepen-
dentes é também uma Exponencial com parametro dado pela soma
dos parametros, e a probabilidade de que o minimo ocorra na j—ésima
varidvel é dada pelo seu parametro, J\;;, dividido pela soma dos
parametros das Exponenciais envolvidas ) ;.
J
Uma condi¢do para que tudo esteja bem definido é dada por:

sup Y pij < 00, 0 que ocorre em pelo menos duas situagdes impor-
A
tantes, a saber: p;; = pj; (simétrica) e p;; = po,j—; (homogénea).

(Simétrico) Zp” = Zp]z = 1. Portanto sup me =1

(Homogeneo) szj = Zpoj i = ZPOL = 1 Portanto supr” =1

No Processo de Exclusao quando a particula move-se de i para j,
tanto n(4) quanto 7(j) mudam de valor. Como o niimero de particulas
ndo se altera (sistema conservativo) temos diferencas qualitativas em
relacdo aos Processos de Ising Estocastico e de Contato. Para ilus-
trar algumas idéias vamos descrever o Processo de Exclusdo Simples
(interagdo com o vizinho mais préximo) em dimensdo 1 seguindo os
passos descritos por Liggett (1997), com o intuito de facilitar a leitura

do que segue.

A particula em ¢ € Z espera um tempo Exponencial de taxa 1 e
entdo tenta mover-se para i + 1 com probabilidade p e para i — 1 com
probabilidade 1 — p, onde 0 < p < 1. Quando a posi¢ao de destino da
particula estd ocupada nada acontece (isto é, a interacdo de exclusio

é sobreposta).

A Lei de probabilidade produto v, = plAl quando existem particu-
las em A C E com densidade p é invariante para o processo qualquer
que seja 0 < p < 1. Spitzer (1974) mostrou que as medidas produto

sao as unicas extremais quando p = % Quando p # % existem outras
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invariantes extremais, mostrado por Liggett (1976) usando técnicas

de acoplamento, medidas estas com suporte em
{n€{0,137:> n(x) [1 —n(z +1)] < oo},
T

quando 7 é constante fora de um conjunto finito.

O processo acoplado (m;,&) ¢ definido por: A mesma construgio
dada pelo Processo de Poisson é usado em ambas evolugoes dos Pro-
cessos de Exclusdo assim como a mesma probabilidade p de escolha

do vizinho a ser a nova possivel posicao da particula.

Defina uma discrepancia em i € E no instante ¢ > 0, quando
ne(i) # &(i). Observe que uma discrepancia pode mover-se ou de-
saparecer, mas nao pode ser criada. Temos entdo que a densidade
de posicoes onde 7 (i) # &:(i), ndo cresce como uma funcio de t¢.
Quando o processo acoplado {(nt,&) :t > 0} estiver em equilibrio,
a densidade (estamos considerando aqui apenas leis invariantes por

translagbes) tem que permanecer constante em ¢.

Agora siga os seguintes passos (apresentados em Liggett (1997)):
Ache as leis invariantes por translagdo extremais para o processo
acoplado e chame suas marginais de p e v,. Verifique que a lei con-
junta dos dois processos tem probabilidade 1 quando 1 < £ ou quando
& < 1. Mostre que para todo p € [0,1], vale que u < v, ou pu > v,.
Conclua que p = v, para algum p € [0, 1].

Liggett também relacionou a lei produto y; do Processo de Ex-
clusdo como uma aproximacao discreta da equacao diferencial par-

cial de Burger, isto é, uma aproximacdo discreta para a solugdo da

equacao
ou 0
21— Lu(l —w)] =
(1 o) S fu(1~w)] =0,
pode ser dada pela funcdo u(z,t) = u{n : n(z) = 1}.
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Este tipo de conexao hoje é conhecido como lei hidrodinamica do
processo e uma, excelente referéncia para essa area de estudo, que
inclui outras equacoes diferenciais relacionadas com outros processos
de particulas, é o livro Scaling Limits of Interacting Particle Systems
escrito por C. Kipnis e C. Landim (1999).

2.3 Ising Estocastico

Seja S = {-1, I}Zd o espaco de estados do processo. Paran € S
considere 7(i) o giro na posicio i € Z". As taxas (ou intensidades)
do processo podem ser descritas por uma funcao real definida nos
subconjuntos finitos de Z?, dita o potencial Ji; de interagao para os
pares i,j € Zz.

Se Jij = J(it+k) (j+k) Para todo i,j e k € Z?, o processo é dito
invariante por translagdo. Quando J;; = 0 se ||i — j|| > L para
algum L € IR o processo é dito de amplitude finita, onde definimos
||z|| = max{|z;| :i=1,...,d}.

A relacdo entre as taxas e o potencial é dada por:

c(x,n) = exp{— Y _ Jym(i)n(j)}-
4,
Quando J;; > 0 (caso atrativo) a taxa é menor quando 1(z) e 1(j)

tem o mesmo sinal. Se J;; < 0 a taxa é menor quando 7(i) e n(j) sdo

de sinais diferentes.

Considere F4 = a menor o—algebra gerada por {n(i) : i € A}.
Dizemos que uma probabilidade condicional y em Fza é um estado

de Gibbs com campo externo h = 0 se

p(n / Fac)(n) = pa(n / 0), paratodo o € S
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e todo conjunto A C Z?, onde
pa(n /o) occexp{—( > Jiym(imG)+>_ > Jim@m())}
{ZJ}CA i€EA jEA®

O simbolo « denota proporcional e o valor que torna uma pro-
babilidade é denotado por Z(A4). O conjunto dos estados de Gibbs
associados aos J;; é denotado por G. O Modelo de Ising Estocdstico é
um Processo de Markov, com evolugao local e com espaco de estados
S tais que as medidas de probabilidade em G sdo invariantes.

A taxas (ou intensidades) do processo satisfazem:

P (e+n(k) = —me(k) [ me) = c(k,n) h+ o(h).
Parane S ek e Z* defina
N m) sej#k,
n*(j) = { —n(k) sej=k.

Se o processo é reversivel, ou seja, pu(n)c(k,n) = pn*)e(k,n*),
dizemos que possui uma dindmica de Glauber. O gerador infinitesimal

do processo para fungoes cilindricas é dado por
Afm) =" elk,m) [F0r*) = F().
A

A dinamica de Glauber superposta ao Processo de Exclusédo serd
discutida no Capitulo 4.
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Capitulo 3

Processo de Contato

3.1 INTRODUCAO

O Processo de Contato basico foi introduzido por Harris [1] (1974), e
é um dos mais simples sistemas markovianos de particulas ndo-trivial
a tempo continuo. E simples pois a intensidade da interacao com os
vizinhos mais proximos é linear e nao-trivial pois apresenta transicao

de fase.

Técnicas apresentadas por Bezuidenhout e Grimmett [2] permi-
tem discutir a teoria do processo em dimensao arbitraria. Neste con-
texto, obteremos resultados para flutuagoes de densidade e para o

fen6meno da metaestabilidade.

Para processos atrativos e invariantes por translacdo, iniciando de
alguma medida invariante, resultados sobre flutuac¢ées de densidade
foram obtidos nos trabalhos de Lebowitz e Schonmann [3]. Para o
Processo de Contato supercritico unidimensional, seus resultados sao
vélidos para densidades menores que p, onde p é a densidade do pro-

cesso em equilibrio. Desenvolvendo uma técnica baseada na rapida

45
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perda de memdria, Galves, Martinelli e Olivieri [4] estudaram densi-
dades maiores que p no Processo de Contato supercritico unidimen-
sional, desta maneira complementando os resultados de [3]. Esten-
dendo a técnica de [4] obteremos resultados para flutuaces de densi-
dade maiores que p em dimensdo arbitraria. Além disso, adaptando
para o Processo de Contato d—dimensional uma técnica desenvolvida
por Ferrari, Galves e Liggett [5] em sistemas de particulas conser-
vativos, encontraremos as velocidades de convergéncia para a dis-
tribuicdo Exponencial das flutuagdes de Grande Densidade, quando

o processo inicia da medida invariante nao-trivial.

O enfoque trajetdria por trajetéria proposto por Cassandro, Gal-
ves, Olivieri e Vares [6], aliado aos resultados de Mountford [7], nos
permitira estender os Teoremas basicos para o fenomeno da metaesta-

bilidade no modelo de Contato supercritico multidimensional.

Neste capitulo apresentaremos a construcao grafica de Harris, re-
sultados sobre a perda de memoria e sobre flutuacoes de densidade do
Processo de Contato supercritico multidimensional. Na ltima sec¢ao
estudaremos o comportamento Metaestavel do Processo evoluindo em

volume finito.

O Processo de Contato em dimensdo d > 1 com parametro de
infeccdo A > 0 é um processo de Markov a tempo continuo com
espaco de estados P(Z?), o conjunto dos subconjuntos de Z?. A
construcao do processo pode ser feita através da representacao grafica
de Harris, exposta a seguir. Identificamos P(Z%) com {0, 1}Zd da

maneira usual.

Para x € Z", sejam {Uf : k > 1} os instantes de ocorréncia
de um processo de Poisson com taxa 1. Para cada y € Z* tal que
[z —y|| = 1, onde ||2|]] = |z1]| + -+ + |24] para z € Z“, sejam

{UY - k > 1} os instantes de ocorréncia de um processo de Poisson
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de taxa A > 0. Defina também UJ = Uy = 0.

Supondo que em z € Z? todos os 2d + 1 processos sdo mutu-
amente independentes e que os processos envolvidos para diferentes
valores de z € Z? sdo também mutuamente independentes, escreve-
mos no espaco-tempo Z% x [0,00) os simbolos 1 nos pontos (x,Uf)
e os simbolos — de (z,U;"") para (y,U; ). Seja (2, F, IP) o espaco
de probabilidade onde todos os processos de Poisson acima estdo
definidos.

Definicdo 3.1: Dados 0 < s < t, z,y € Z% e w € Q, dizemos que
existe um w — caminho de (z,s) para (y,t) se existir uma seqiiéncia
de instantes s = s9p < 51 < §2 < --- < Sp+1 = t e uma seqiiéncia
de posigoes = 20, 2',...,2" = y, com ||z' — z*!|| = 1 para
1=0,...,n—1, tal que

i) parai =1,2,...,n existe um — de (z'~!,s;) para (2%, s;),

ii) para i = 0,1,...,n os segmentos verticais {z'} X [s;, s;+1] ndo

contém o simbolo 7.

Para0 < s <tew € Q, definimos 5151’5) (w) € {0, I}Zd, por
{y € Z" : existe um w — caminho de (z,s) para (y,t), = € Zd},
e construimos para qualquer 7 € {0, I}Zd 0 Processo

& w) = J{e" W)}

zEN

O processo de Markov {£"(w) : 0 < s < t} é dito o Processo
de Contato com £ (w) = n € {0,1}%". Denotamos por & quando
s=0.

Para o espaco de probabilidade ({0, 1}% d, G, 1) onde as configura-

¢oes sao escolhidas segundo a lei u, com G a o—4algebra gerada pelos
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cilindros em {0, l}Zd, podemos considerar o Processo de Contato com
medida inicial p, isto é, o processo {&!' : ¢ > 0}, no sentido de esco-
lhermos aleatoriamente, segundo a distribuicdo de u, a configuragao
inicial. O processo {&}' : ¢ > 0} estd portanto definido no espago de
probabilidade produto (Q, F, IP)) ® ({O,I}Zd,g,,u).

Desta forma o processo {&F : t > 0} representa o caso em que
jt = 0;,1, a medida de Dirac concentrada na configuragio {z} C Z*.
Seja IP dada por IP = IP) ® p.

Dizemos que o Processo de Contato é supercritico quando o evento
Qo = {& #0, Vi >0} tem probabilidade IP estritamente positiva,

e definimos o parametro critico do processo por
Ae(d) = inf{A>0:IP(Qx) > 0}.

Liggett em [8] (1985) e Holley e Liggett em [9] (1978) mostraram
que 575 < Ac(d) < 2. Harris nos artigos [1] e [10] (1978) mostrou
que o processo com A > A.(d) tem duas medidas de probabilidade
invariantes extremais, v e dg. O suporte de v estd contido no conjunto
de todas configuragoes tendo densidade p := IP{0 € fozod}. Quando

A < A.(d) o processo tem dg como dnica medida invariante.

O processo de contato é atrativo, ou seja, dadas configuragoes
iniciais (1, (> € {0,1}Z° tais que (1(z) < (2(z) para todo z € Z*,
podemos construir versoes dos processos {&* : ¢ > 0} e {&* 1 ¢t > 0}
no mesmo espaco de probabilidade de modo que &' (z) < &*(z) para
todoz € Z% etodot > 0. Isso é satisfeito, por exemplo, se usarmos os
mesmos simbolos — e { para construir tais processos. Dizemos que
0s processos estao construidos no mesmo espaco de probabilidade,

quando estivermos utilizando essa particular versao conjunta.

A técnica desenvolvida em [4] no estudo das flutuagoes de den-

sidade baseia-se no seguinte resultado para o Processo de Contato
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supercritico unidimensional: dois processos com configuragoes inici-
ais diferentes, porém com um numero suficiente de particulas, quando
evoluem em um mesmo espaco de probabilidade tornam-se idénticos
rapidamente em alguma regido fixada do espago e permanecem assim
para sempre. Rapidamente significa um tempo muito menor que o
necessdrio para ocorrer uma visita ao evento anémalo (raro) partindo
da medida invariante. A demonstracao deste resultado decorre de
propriedades da posicdo aleatéria da particula mais & esquerda e mais

a direita do processo unidimensional no instante ¢.

Podemos estender para todo d > 1 a técnica acima descrita, e para
tanto utilizaremos uma aplicacao do Teorema da Forma que iremos
enunciar a seguir.

Para x € Z" considere t(z) = inf{t > 0 : z € £}, o tempo da
primeira infeccdo de z quando a condicdo inicial é dada pela con-

figuracio com apenas a posicio 0 € Z? infectada.

Definimos o conjunto dos sitios infectados pelo menos uma vez

t
até o instante ¢t por H; = |J €% e o conjunto dos sftios acoplados até
s=0

o instante ¢ por K; = &9 U (¢£°)°. Observe que £2(z) = ¢Z° () para
todo x € K; quando os processos estao construidos no mesmo espaco
de probabilidade.

O Teorema da Forma afirma que, para A > \.(d), existe um con-
junto convexo D C Z%, tal que, se w € Qoo = {2 #0, Vi>0}e

€ > 0, entao
(1—e)tD C H; C (1+ €)tD, para t > to(e,w), e
(1—e)tD C (H;NK;) C (1+e€)tD, para t>ti(e,w), (3.2)
onde

A= Grlggll e K= U @+lg509

rEH; rEK,
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Este Teorema é conseqiiéncia das seguintes hipdteses apresentadas
em Durrett e Griffeath [11] (1982) e que sdo validas a partir dos
resultados obtidos por [2] para o Processo de Contato supercritico em
{0,1}% * . Definindo o instante de primeira visita ao estado absorvente
para o processo que iniciou com apenas a posicao 0 € Z d por 70 =
inf{t > 0: &) = 0}, temos que existem constantes a,b e C' € (0,0)

tais que
Pt<71’ <o) < Ce ™ vpara t>0,
P(t(z) >t,7° = 00) < Ce™® vpara ||z|| < at.
Se além disso,
Pz ¢ K;,7° = 00) < Ce ™  para ||z|| < at,

entdo temos (3.2).

A construcéo grafica de Harris apresentada, além de permitir estu-
dar o processo com diferentes configuracdes iniciais, também permite

reverter a direcao do eixo dos tempos.

Para z,y € Zd, 0 <s<tew € N dizemos que existe um
w—caminho dual entre (y,t) e (z,t — s) (abreviado por (y,t) w—cd
(z,t—s)) se a posicao (z,t — s) puder ser alcancada de (y,t) através
de um w—caminho com os simbolos — substituidos por <« .

Para n € {O,I}Zd, definimos para 0 < s < t a configuracio
£ (w) € {0,1}#" por

EM(w) = {z € Z%: existe um (y,t) w — cd (z,t — s), y € n}.
O processo {55"’” (w) : 0 < s <t} é dito o dual do Processo

de Contato com &7 (w) = n € {0,1}%". Por simplificagio iremos

omitir o argumento w € Q. Temos que

(€M 0<s <t} 2{:0<s<H} o
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{enn#0} = {{ng™ #0},
paran e CE{O,l}Zd,tal que P(ffﬂn#@) = IP({N¢& #0).

A primeira igualdade é em distribuicio e a tltima é a propriedade
de autodualidade do Processo de Contato. Colocando ¢ = {0} e
n = Z%, temos que IP(¢ # §) = IP(0 € ¢Z"). Fazendo t — oo,
segue que IP(&) #0,Vt>0) =IP(0 € fozod) = p.

Observe que as hipdteses para estabelecer o Teorema da Forma
apresentado acima, a atratividade e a autodualidade do Processo de

Contato implicam que
| PEF(0)=1) — pl=P{0egf} — P{0ecl} =

P{g # 0} — P&, # 0} =
P{r% >t} — P{r° =00} =P{t <71° < >0} < Ce™¥

. 7’ d =17 . .

isto é, ¢Z° converge para o equilibrio em um tempo exponencialmente
rapido. Esta velocidade de convergéncia aliada ao Lema Basico, que
apresentaremos a seguir, permitird obter nossos resultados para den-

sidades an6malas maiores que p em dimensao d > 1.

A propriedade de rdpida perda de memoéria do processo seguird do
Lema (3.5) (Bésico), e de uma estimativa inferior a priori do tempo

de ocorréncia de um evento raro, que é feita na Proposigdo (3.13).

Definimos por 77 = inf{t > 0: ¢ = 0} o instante da primeira (e
ultima) visita ao estado absorvente para o processo que iniciou com

a configuracdo n € {0,1}%".

Seja Ty = {—N,...,N}* c Z% e defina, para 0 < ¢ < 1 fixado,
o conjunto A(Tn,q) = {n € {0,1}%" : ¥ 5(z) > ¢ |Tv|} onde

zel' N
ITn| = (2N + 1)¢ é o cardinal de I'y.
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LEMA 3.3: Sejam d > 1 e A > \.(d). Para todo 0 < ¢ < 1, existem
LeINec=c(dA\L) € (0,1), tais que para todo N > L e toda
n € AN, q), P{r"™™~ = 00} > 1 —exp {—cq(2N + )" '}.

Dem : O caso d = 1 segue do Teorema (3.29), pag. 303 de [8].
Suponha d > 1 e para r € IN\{0} fixado, seja

D, ={zeZ":|z|<ri=1,....,d}
o disco de raio r em Z2.

O resultado de [2] afirma que existe um disco finito D, = D e um

inteiro positivo L > r tal que para todo A > A.(d),
1P{§D sobrevive em[—L,L]d*1 X Z % [0,00)} = > 0.

Este fato permitird demonstrar nosso Lema.

Para N > L en € A(Tn,q) fixados, podemos escolher () # ¢ C
nNIT'y com

r
4 2 max{ Igpamgal 1

onde |[{| é o cardinal da configuracdo ¢ e [z] denota o maior in-
teiro menor ou igual a z, tais que os conjuntos = + (—L, L)' x

Z, com z € (, podem ser escolhidos como conjuntos disjuntos.

Seja 2! paral = 0,1,...,|¢| — 1, uma ordenacdo das posicoes
infectadas de ¢, isto 6, ¢ = {alen: 1=0,...,|¢|-1}.

O primeiro passo em nossa demonstragdo é determinar uma cota
inferior positiva para a probabilidade de obtermos no instante A > 0
fixado, uma cépia do disco D, para o processo { {fl :t>01}, 2l €,
isto é, do processo com condicdo inicial 2! que usa os simbolos de
nascimentos e mortes que sdo dadas na construgdo do processo {& :
t > 0}.
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Vamos definir um particular evento no processo {Efl 1t € [0, h]},
dado por uma seqiiéncia escolhida de contaminagdes de vizinhos mais

préximos, em intervalos de tempo

(kb (kD
n(r,d) * n(r,d)

], k=0,1,...,n(r,d) — 1,

onde n(r,d) = 2r + (d — 1)2r(2r + 1)4=1 e tal que no espago-tempo
a4+ {—r ..., r}¥x[0,h] C Z*x[0,00) nio ocorra nenhuma realizacao

do Processo Pontual associado a mortes.

A seqiiéncia de nascimentos é definida pela seguinte ordenacao

das contaminagoes:

No intervalo (0, ﬁ], a posigio 2! = (zf,...,2Y) contamina

seu vizinho mais préximo na direcio da coordenada z! & direita

(z} + 1,25,...,2!), e as (r — 1) préximas contaminagoes sdo feitas

nesta direcdo até contaminar (z! +r, 7}, ..., zY) no intervalo de tempo

—1)h T
((7:(7“,3) ’ n(r},zd)]

P'= (2f,...,2)) infecta na direcdo z! & esquerda seu

A seguir, z
vizinho mais préximo (z! — 1,25,...,2!), no intervalo de tempo

( rh (r+1)h
n(r,d) > n(r,d)

direcao até que no instante

], e este contamina seu vizinho mais préximo nesta

(2r)h
n(r,d)

(zh +j4,44,...,42Y), j=—r,...,—r, estardo contaminadas.

teremos que as (2r + 1) posigoes
A partir dai, continuamos a escolher a seqiiéncia de nascimentos
nos vizinhos mais proximos, primeiro as 2r posicoes
(z) +r 2l + 7,2} xy), j=-—r -1,1 r
1 ] ]5 39 da]_ [ y Lyl

e depois as 2r posigdes (z} +r — 1,74 + j,24,...,2Y), até infectar

todos as 2r posigoes

l l . l L
(l’l—T,l’z-f-],...,ﬂfd), ]__Ta"'a_]-;]-a"'ara
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e assim por diante para zl,...,z!,, e teremos no instante h que
fﬁl(y) =1 para todo y € Z< tal que lyi| <r+2l, i=1,2,...,d.

Definindo esta particular seqiiéncia de eventos de ffl no intervalo
[0, h], por D(h,r,d,\), teremos que a probabilidade de obtermos uma
cbpia do disco D, no instante h > 0, que denotaremos por p(h,r,d, \),
¢ limitada inferiormente por:

Ah ]n(ﬁd) e A

IP( D(h,r,d,\) ) = (. d)

Nosso préximo passo é determinar uma cota inferior para a proba-
bilidade do evento { ff #0, Vt>0},oqueimplicard no resultado

que queremos.

Definindo o processo de contato restrito a um conjunto I' ¢ Z¢
pela eliminacdo dos Procelssos Pontuais de Poisson definidos em T'¢,

, i 1
construimos o processo &, , para ' € { por:
—! 1 —a! 2! . .
& = e & =& restrito ao conjunto
o'+ (=L, L) x Z x [0,00) = 2! + R(L, d).

l m
Isto implicard que os processos EZK e EZK J#m, xtex™ € (, que
sdo versoes restritas do processo com condicao inicial 7, construidos
no mesmo espaco de probabilidade e determinados por Processos Pon-
tuais de Poisson definidos em conjuntos disjuntos, todos com mesma

taxa A > 0, terdao evolucoes independentes.
Temos entdo para cada z! € ¢ que
IP{ZIZ sobrevive em ! + R(L,d)}
= IP{ZO sobrevive em R(L,d)}
> P{ZO sobrevive em R(L,d), Z(,]L =D,}
=yp(h,r,d,\) > v IP{D(h,r,d,\)} >0,
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onde a primeira igualdade segue da propriedade de invariancia por
translacoes do Processo de Contato e a segunda da propriedade de

Markov. Observando que o evento

1

{€; sobrevive em ! + (—L,L)* ' x Z x [0,00)},
para algum z! € ¢, implica na ocorréncia do evento

{€"TN sobrevive em Z® x [0,00)},

1
pela construcao dos processos {{f :t > 0}, temos que

P{r"" =0} =P{ () {&#0, Vt>0}}

zeNNT' N

>SP{e#0, Vi>0y =P{ |J {& #0, Vi>0}}

1<[¢]—1

>P{ |J {E #0, vi>0}}
I<|¢l-1
K-
=1-1IP{ ﬂ {Ef = (), para algum ¢ > 0}}
=0

=1- H P{¢, =0, para algum t > 0}

I<|¢|-1
>1- H (1—’7P{D(haradaA)})
I<[¢]-1
> 1—exp{—yIP{D(h,r,d,\)}|C|}
|I‘N| d—1
>1- - =1- - :
>1—exp{ cq2N+1} 1 —exp{—cq(2N +1)" '}

COROLARIO 3.4: Sejam d > 1 e A > A (d). Para todo 0 < € <

1, 0 < ¢<1,existem L € IN e C = C(d,\,L) € (0,00), tais que
1

para todo N > max{ L, C(#—E) -1 Yetodane A(Ty,q),

P{" =00} > P{7""" =0} > 1-e
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Dem : A primeira desigualdade, que vale para todo N > 1, segue da

atratividade do processo.

ParaL € IN ec = c¢(d, A\, L) € (0,1), dados no Lema (3.3), escolha
N (e) tal que exp {—cq(2N +1)471} < ¢, isto 6,
1

C[——loge]ﬁ’ onde C = | a-T

N(e) > p ﬁ]

Portanto, para todo N > max{L, N(e)} o resultado segue. |

LEMA 3.5: (Basico) Sejam d > 1 e A > A (d). Para todo 0 < ¢ <
1, N>1, ne ¢ € ATN,q), existem a = a(d,\) € [1,0), ¢ =
c(d, N\, q) € (0,00) e C =C(d,\) € [1,00), tais que para todo t > aN,
P{¢](x) = & (x),Vz € Ty, } > 1—C|Tn|exp{—ct}.

Dem : Sem perda de generalidade ¢ = Z<.
Dado t > 1, segue do Lema (3.3) que existem constantes positivas
L e ¢, independentes de N, tais que
P(3 ye [—Lt, Lt]Y, n(y) =1, e 19 = 9
— Ip(Tm[—Lt,Lt]d — oo)

>1—exp{—cq(2Lt +1)771}.

Como (2Lt+1)471 > 14 (d—1) Lt temos que existe ¢; = ¢;(d, A, L)
tal que
1 —exp{—c'q(2Lt + 1)1}
>1—exp{—cq(l+(d—1)Lt)}
=1-—exp{—cq}exp{—c'q(d—1)Lt}
> 1 —exp{-ciqt}.

Observe que no caso d = 1, estamos usando o Teorema (3.29) pag.

303 de [8] para obter a constante positiva c;.
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Definindo para t > 0 a regiao K} = &/ U ({,ﬁzd)C temos para todo
t > 1 fixado que

{3ye[-Lt,Lt)*, n(y) =1 e TV =00} C

g (@) = €& (@) Ve e K}, 79 = 0} C

yen
{€(x) = €2 (2), ¥z e Tn } | J{Tw ¢ K}, 7Y = 0}
Portanto
P(g(x) =€2'(x) , Vo eTy) >
1—exp{—ciqt} —IP(Ty ¢ K}, 7 = ).

Além disso,

P(Tn ¢ K}, 79 =00) = IP( | {z ¢ K}, 7% = o0}),

zel' N

e segue pela invariancia por translacdes do Processo de Contato que

PIyg¢ K}, "=00) =P( |J {z¢K;, " =00}) <
z€lN+Y

In|IP(z ¢ Ky, 7° = 00).
ICn|P(z ¢ )

Usando as hipéteses do Teorema da Forma e observando que
[|z]| < Nd para todo z € T'y, temos que existem constantes posi-
tivas a, ¢ e C, independentes de N, tais que

P(Ty ¢ KY, 79 = 00) < |Dn|Cexp{—¢t},
para todo t > %.
Segue que existem constantes a, ¢, C tais que
P(§(@) =& (x), Yz eTy)
>1 — exp{—cigt} — |Tn|Cexp{-ct}

Nd
>1 — |I'n|Cexp{—ct}, paratodot>—.
a
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Escolhendo C' = max{C,1} e a = max{Z,1}, concluimos a de-
monstracao. |

COROLARIO 3.6: Sejam d > 1 e A > A.(d). Para todo 0 <
g <1, N>1, existem a = a(d,\) € [1,0), ¢ =c(d,\,q) € (0,00) e
C = C(d,\) € [2,00), tais que paratodor, s € IRy, com [r—s| > aN,

[Cov [Lagry,g) (&) - Lawn,g (€] <

CZ/(A(FN,q)) [exp {=c|r —s|} + Z/(A(FN,(]))].

Dem : Sem perda de generalidade assuma r > s e seja u = r — s.

Definindo A = A(T'y, q), temos pela estacionaridade do processo

BE[14(0) . 14(%) | = / o(d) E[La(ED)] =

A

/ (d) / V(A E[LAED) — 14(E9)] + [(A)] <
A
/ (d) / V(dQ)PEN(x) # €5(x),z € Tn] + (A .
A

Aplicando o Lema Bésico temos que existem o', ¢ e C', inde-

pendentes de N, tais que para todo u > a'N, a expressdo acima é
limitada por

/v(dn)/u(dC)C' ITn|exp{—cu} + [v(4)]

A
< C'|Inlv(A) exp {—cu} + [v(A)]%
Para todo N > 1, escolhemos o > o' tal que

C'|Tn|exp{—caN} < C'exp {—ca'N},
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isto 6, a > BNl 1 o/ e portanto para todo u > aN, temos
IE[14(&0)14(&)] < C'w(A) exp {—cu} + [v(4)]".
Observando que
| Cov [ 14(&) 1a(&) ]| < B[ 1a(&)-14(&) | + [v(4)P?

e definindo C' = max{2, C'}, o resultado segue. |

LEMA 3.7: Sejam d > 1 e A > A.(d). Para todo 0 < ¢ < 1 existem
LeIN, a=a(d,N) €[l,00) e c=c(d,\ L) € (0,1), tais que para
todo N > L e todas n5,{ € A(T'n,q),

P{€)(x) = & (), Ve €Ty, Vi >aN} >
1—exp{—cg2N +1)"'}.

Dem : Fixe N > L, onde L é a constante dada no Lema (3.3). Seja
R o tempo aleatério definido por

R%S =sup{t > 0: & (z) # & () para algum = € Ty},

Pelo Lema (3.3) existe ¢ € (0, 1), independente de N, tal que
P{3zeln, nz)=1ler" =+00 } =

}.

P{r"™'~ =0} > 1 —exp {7“1(2]\’“)(1_1

Iremos mostrar que a ocorréncia do evento R}(}C < aN, para

alguma constante a > 1, independente de N, segue da ocorréncia de

{3z € Ty, n(z) = le 7" = +oo} ( {3z € T, {(z) =1 e 7" = 400}

Observe que IP(t""T~ = o0) — 1, quando N — oo, para todo
0<qg<1.
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Primeiro note que existe t; = t1(e,w) > 0 tal que
P{3zeln, nz)=1em =400} <
P{E)(x) = 7 (x) Vo eTn, Vi>t}.
Seja y alguma posicdo infectada com menor norma L em 7 tal
que 7Y = 400.

O Teorema da Forma implica que existe um conjunto convexo D

tal que se w € Qs € € > 0, entdo
11
(1-et(D+y) C U (= + [—57 E]d),
€K}

para todo t >t} (e,w).

Portanto £/ N (1 —€)(D +y) C t7'K; e 7¢¥ = oo implicam que
(x) =€ () Vo e(l—e(D+y)t, V>t e tomando t; >t
tal que 'y C (1 —€) (D +y) t1, o resultado segue.

De maneira andloga, seja z alguma posicdo com menor norma, L
em ¢ tal que 7 = +00. O Teorema da Forma implica que existe &)
tal que Ty C (1—€) (D +2) ty C K, para todo ty > t}.

Tomando ¢ > max{t1,t>} e escrevendo K¢ = |J K7 temos que
yeC

P{&(x) =7 (x) Yo €Ty, V>t )
<P{&x)=¢Z"(2) Vo eTy, Vt>1i}

= P{¢)(z) = £Z"(2),Vz € Ty N K,V > £}
= P{€)(z) = € (2),Vz € Ty N K3Vt > £}
= P{¢](z) = £ (x),Vx € Tn, Vit > £}

Se garantirmos que para todo € > 0, existe a = a(d, A) € [1,00),
tal que IP(f(e,w) < aN) = 1 para todo N > L, o Lema estard pro-

vado.
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Para tal, vamos mostrar que para a dado no Lema Baésico e n €
IN, IP(limsup t(e,w) > naN) = 0.

Seja w tal que [[w[| = min{[ly[|,[|z[|}. Segue para todo n € IN,

P(t(e,w) >naN) < IP(Ty ¢ KJ\n , T = 00).

Pela invariancia por translagoes do Processo de Contato, temos

PIy ¢ KY y, TV =)
:IP(FN-}—U)¢KnaN, TOZOO)
=IP( U {z ¢ Kpan , 7° = o0})

zel' n+w
<|Pn|P(z ¢ Knan , T° = 00).

Observando que ||z|] < Nd + ||w||, e aplicando as hipéteses do

Teorema, da Forma temos que existem constantes positivas a, ¢; e

(', independentes de IV, tais que para n > 7||1‘;|LJ§VNd,

IP(z ¢ Kpan,° = 0) < C1|Tv|exp {—cinaN}.

Escolhendo o = max{%, 1}, como no Lema Badsico, temos para

lwll, N+
o

n* = max{[1 +

que

Z IP(t(e,w) > naN) < Z Ci|T'ny|exp {—c1inaN} =

n=n* n=n*

exp {—ciaNn*} <

Ci|r :
i N|1 —exp {—ciaN}

Aplicando o Lema de Borel-Cantelli o resultado segue. |
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3.2 Flutuacao de Densidade

Em Lebowitz e Schonmann [13] (1988), entre outros resultados de
Grandes Desvios para sistemas de particulas atrativos e invariantes
por translacdo em {0, 1}Zd, d > 1, foi provado que para p < ¢ <1
existe o limite

Jim o (ATN.0) = ~0:(o) (3.8)
—oo |I'ny]

e a funcdo ¢4 é convexa e crescente, com ¢4 (p) = 0 e ¢4 (1) <

—logp < 00, e que para 0 < ¢ < p existe o limite

Jim o logr(4-(Tvg) = 0@, 69

onde A_(Tn,q) = {n € {0,1}*" : ' n(z) < q|Tn|}, e a funcio ¢
zel'n

é convexa e decrescente, com ¢_(p) = 0e ¢_(0) < —log(l—p) < oo.

Além disso, definindo para 0 < a < b <1 o conjunto

B(Tx.a.b) = {n € {0.1}7 : a [Py < ) ne) <b|Twl},

zel' N
e para 0 < ¢ <1 a funcdo ¢(q) = max(¢, (q), ¢+(q)), entao existe

o limite

i |FN|logV( (Cn,a,b)) = — ot é(9) (3.10)

e a funcdo ¢ é convexa, com ¢(p) = 0 se e somente se p = q.

A medida invariante extremal v possui a propriedade FKG (abre-
viaturas de Fortuin, Kasteleyn e Ginibre) a qual afirma que para
quaisquer fungdes crescentes e continuas f, g : {0, 1}Zd — IR,

E,(f(mgm) > E,(fm)E.(9(n))
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onde IE, é a esperanca com respeito a lei v. Esta propriedade de v
aliada a sua invariancia por translacoes, permitiram naquele trabalho

mostrar que
V(A(FNaq)) Z V(A(FN N Alaq))U(A(FN N AQaq))a

onde A;, i = 1,2, sdo retangulos de lados n;,,n;,,...,n;, tais que
'y =AU AQ, e

d
ATNNALg) = {ne{0,1}7 . > n(z) >qTnnA}
ze€NNA;
i=1,2 para q > p, o que é suficiente, para mostrar a existéncia dos
limites (3.8), (3.9) e (3.10).

Definimos o primeiro instante em que o processo & alcanga o

conjunto A(Tn,q) por TH(q), isto é,
Ty (q) = inf{t > 0: & € A(Cn,q)},

e quando a configuracgdo inicial é escolhida segundo a distribuicdo v
denotamos o instante da primeira visita ao conjunto A(I'n,q) por
Tx(q)-

Também considerando sistemas de particulas atrativos e invari-
antes por transla¢do em {0, I}Zd, d > 1, que inclui o Processo de
Contato multidimensional, foi apresentado em [3] resultados de flu-
tuacoes de densidade. Os resultados obtidos sdo provados a partir de
hipéteses sobre a velocidade de convergéncia para o equilibrio. Suas
demonstracdes usam as propriedades de monotonicidade do processo
devido a atratividade. Se o processo comegar com a configuragdo em
que todas as posicoes estao infectadas, entao, durante a evolucao, sua
distribuicdo decresce para a medida de probabilidade invariante ex-
tremal v. Esta monotonicidade pode ser usada para estudar o tempo

que o processo leva para alcancar uma densidade menor que p, mas
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ndo funciona para densidades ¢ maiores que p. Com hipéteses su-
plementares sobre a velocidade de convergéncia para o equilibrio
e definindo Bn(q) por IP(TX(q) > Bn(q)) = exp{—1}, em [3] foi
mostrado, quando g < p, que :

a) 17 log Bn(9)2s ¢(q) quando N —s oo

b) LN log IET% (q) — ¢(q) quando N — oo

c) Ixla) Py Exp (1) quando N — oo

: ETS(9) _
d) Nh£>1m BNAEq) =1

Vamos estudar o instante da primeira visita ao evento A(T'y, q),

no caso q > p.

Para y € Z%, sejam {V,‘:Hy : k > 1} os instantes de ocorréncia

da superposicao de todos os Processos Pontuais de Poisson de taxa
)\ definidos em = € Z%, com ||z —y|| = 1.

Sejam {HkN : k > 1} os instantes de ocorréncia da superposicao
de todos os Processos Pontuais de Poisson definidos em I'y U B(T'w),
onde BTy) = {z € Z°NT% : ||z —y|| =1, y € Tn}, e com
6 =0, defina para n € {0, 1}Zd e 0 < s <t o processo

oo

X'[s,t) = Z 1{g§9,{}’<t, ) nEATN, O}
k=0 k

Por questao de clareza vamos utilizar, para todo d > 1, A >
Ac(d), N >1e0 < q<1 fixados, a notagio

A(FN,(]) por A7
A(CN,q—|Tn|7") por A7,
A(N) por (2Ad+1)|Tn]|.
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LEMA 3.11: Sejam d > 1e A > A (d). Paratodop < g<1, N>1
et>0, E[X"[0,t)] < v(A)+v(A7)A*(N)t

Dem : Para n € {0, l}zd et >0 temos

[0 t) - l{neA} + Z 1{0<0N<t g"N €A}
k=1

=lgpeay + Z Zl{o<v’”"y<t g"m_,yeA}

=y 1
yel' N k=

+ 21{0<w‘<t S

yel'n k=1

Considere para cada y € Z*, e cada z € Z" tal que ||z —y|| = 1,

os processos de contagem definidos para s > 0 por

Nm—)y(s) = Z 1{0<V,f_’y<s}7

k=1
Y(s) = Z 1{0<u}j<s}
k=1

e as fungdes fo—y, gy : {0, 1}Zd — {0, 1} definidas por

fasy(Q) = Lc=1: ¥ ¢(»)> Tnle-1} ©

z€TN\y

9O =1 ¥ ¢@)> Tnla}-

z€T N \y

Segue que

X"0,t) 1{776A}+ Z /f;rg)y ./\/Iay( )

=y
yern O

+Z/ )N (s),

yel'n 0
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onde & =lim¢!.
rts
Portanto,

X710,1) = / v(dn)peay + D / / p(d) fasy (61 )AN 7 (5)

r—y
yerny O

+ D /t/'/(dn)gy(ég)dw(s).

yel'n 0

Definindo para todo y € Z“, x € Z* tal que que ||z —y|| =1, e
todo s > 0,
M*7Y(s) = N*7¥(s) — Xs e
MY(s) = N¥(s) — s,

segue que

X"[0,t) = / v(dn)Liyeay

+ Y / / () oy (€1 ) AM=Y(5)

yery 0

+ Y / [ vt fas&as

yery 0

+ 2 j / v(dn)gy (€] )dMY(s)

yel'n 0

+ 3 / [ vima € 1as

yel'n 0

Como fyp—y (€1 ) e g, (&) para cadan € {0, 1}Zd, caday € Z%e

z € Z" com ||z—y|| = 1,530 F[(—00, s—)] mensurdveis e M*~¥, MY
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sdo martingais de média zero, temos que

EX[0,1)] = / v(d)Lipey

+ 3 / [ vt ee€ionds

yery 0

+ /t/V(dn)gy(ﬁg_)ds-

yel'n 0
Pela estacionaridade do processo temos que

E[X7[0,1)] = / V() Lpey

+ 3 / [ 70 s

yery 0

- / [ vda,(ds.

yel'n 0

Pela inclusdo dos conjuntos A(I'y,q) para p < ¢ < 1, isto é,
AN, q1) € A(TN, g2) quando g1 > g2 temos

t

EX0,0] <v(4)+ Y /V(A’))\ds + Y /U(A)ds
ere 0 yel'N

V(A) + [Tn|2dA (A7) + [T |p(A)t
< v(A) + v(A7)|TN|(2Md + 1)t

Isto conclui a demonstragao. |

PROPOSICAO 3.12: Sejam d > 1 e A > A.(d). Para todo p < ¢ <
1, N>let>0, P(v(A7)T¥(q) > t) >1—v(A) = X*(N)t.
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Dem : Pelo Lema (3.11),
P(v(A )T (g) <t) < IP(X[0,¢(r(A7)" ) >1)
< B[XY[0,t(r(4A7) )]
v(A) + X*(N)t.
]
PROPOSICAO 3.13: Sejam d > 1 e A > A (d). Paratodo p < ¢ <

. —1 _
le0<d< 1, existem L=L(5) € INecd =c(q,0) € (O,IO%M)
tais que para todo N > L,

P{ Tx(q) < [n|7" exp{c|Pnl} } < (2Xd +2) exp{~¢|Tn|}.
Dem : Do resultado (3.8) segue que parap < ¢g<letodo0<d <1
fixado, existe N(d) tal que

V(A7) < exp{—[6+(q) + 3w} paratodo N >N(9),
pois ¢4 (q) é continua para todo p < ¢ < 1.

Tomando ¢’ = W e aplicando a Proposicao (3.12) temos que

PP(T§(q) < [Tl exp {€/| T )

S v(A) + T e {0}
N
< + X0 0y

A*(N) exp {CI|FN|}]

< exp {—(¢+(q) +8)[Cn[}[1 + ITn|

= oxp {~(6+(a) + 8)[T ]}
XV exp {564 (@) + DITn ]}
< exp {~5(84(0) +)Tn[}[2 +22d]
=2(\d+ 1) exp {—c'|Tn]|}.
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Tomando L = N(§), o resultado segue. [ |

LEMA 3.14: Sejam d > 1e A > A (d). Paratodop < ¢<1, N>1
e s € IR, existe C = C(d,\) € (0,00) tal que

i§§| P(v(A7) TX(q) > (s +1))
—IP(v(A7) TX(q) > s)IP(v(A7) Tx(q) > t) |

< TW(A7) L+ M (VN + A+ (V)sh + v,

S2
Dem : Sejam ky = (1/(A’))71 ea=a(d,\) € [1,00) dada no Lema
Basico.

Para todo s > 0 fixado, escolha A(N) tal que A(N) < ks +aN.
(A(N) ird ser fixado a seguir).

Temos pela Proposicao (3.12) que
sup |IP(TX (q) > kns) — IP(& ¢ A,u € [A(N),kns])|
= sup{IP({€} ¢ A,u € [AW), msl} V(T (@) < )}

< P(T{(q) < AV)) < v(A4) + v(A N (N)AWN).

Além disso, usando a estacionaridade do processo, e a Proposicao
(3.12),

sup |IP(TX (q) > kn(s+1))
—IP({& ¢ A,u €0, knt]U[rnt + A(N), kn(s + t)]})|
= SEF]P({Q’; ¢ Auel0,mnt] | Isnt+AWN), mn(s+1)]}

() {T%(9) < kn(s +1)}) < P(T(q) < A(N))
< v(A) + v(AT)N(N)A(N).
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Segue para todo t > 0 que

|IP(T%(q) > kn(s+t)) — IP(T§(q) > kns)IP(Tx(q) > knt)|

< 2[1/(/1) + V(A_)/\*(N)A(N]

+|[IP(&, ¢ A,u € [0,knt]U [ent + A(N), kn(t + 5)))

— IP(Tx(q) > snt)IP(& ¢ Au € [A(N),kns])| (3.15).

Pela autodualidade e estacionaridade do processo temos
P({Z ¢ Aju€e[0,knt]U[knt + A(N),kn(s+ t)])

= /v(dC)IP(XC[O,mNt] =0)IP(XS[A(N),kns] = 0).

Portanto (3.15) é limitada superiormente por
2[v(4) + v(A")A(N)A(N)]

+ [ty [ vidnP(x700, ki) = 0)
P

Como os processos {£7 :u > 0} e {£5 : u > 0} estdo definidos no
mesmo espaco de probabilidade,

|[IP(X"[A(N), kns] =0) — IP(X[A(N), kns] = 0)]

< B[ 1 ixnam) mnsi=op = Lxeia).nns=0 |
< IP(€0(z) # &(z) algum z € Ty, algum u € [A(N), kns)).

Seja y alguma posicdo com menor norma L em 7 tal que 7¢¥ = co.
Pela defini¢do do conjunto K}, temos que a expressdo acima é
limitada por
IP(z ¢ KY algum z € T'y + y,algum u € [A(N), kns], 7¥ = 0)
< |In|IP(z ¢ KY paraalgum u € [A(N),kns],7¥ = 00).
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Definindo £* = [{755] temos que a expressdo acima ¢ limitada

por
ITn| ) IP(z ¢ KY para algum u € [kA(N), (k+ 1)A(N)], 7% = c0).

Pelas hipéteses do Teorema da Forma e com uma escolha con-
veniente de A(N), temos que existem constantes positivas b e C,
independentes de N, tais que para A(N) > aN a expressdo acima é
limitada por

ke

< ITn| S Cexp {—bRA(N)}
k=1
exp {—bA(N)}
1 —exp{—bA(N)}’
Como logz < z — 1 temos

Cln| < COIn|
ep AN =1 = bAN)

< Oy

Escolhendo A(N) = aN + /KNS, temos

Cln| . COfn|  _ COTn[VY(

DA(N) = b(kns)? \/_

Portanto (3.15) é limitada por

< 2u(A) + 2v(AT)AN(N) (L + aN)
4 CIFNI\/V(A*)

<2v(A7) —}—2/\* s ) + 2v(A7T)N(N)aN
n C|]__‘N|\/V -

by/s
< CVu(A7)[14 X (N)sz + \*(N)N +

T |

1
S2

I



72 [CAP. 3: PROCESSO DE CONTATO

onde C' = max{2, a, %}, o que conclui a demonstracao. |
COROLARIO 3.16: Sejam d > 1 e A > A.(d). Para todo p <

. 1-log(1—
g<1, N>1les € [l,o0), existem ¢ = c'(q) € (O,W) e
Cy = Ci(d, \) € (0,00) tais que

sup|IP (v(A™) Tx (q) > (s +1))
>0

— IP(v(A7) T (q) > 5)IP(v(A7) TR (q) > t)]
S Cl s N |FN| exp{—c'|FN|}.

Dem : Para s > 1, segue do resultado (3.8) que existe ¢’ = ¢(q) €
(0, kmiﬂ) tal que

C(r(A7))? [1+ X (N)N + X*(N)s? + @]

< Csexp{—c|Tn[}[1 4+ XN (N)N + X*(N) + [Tn|].
Portanto existem ¢ = ¢/(¢) € (0, =80=2)) ¢ ¢, = C1(d,\) €
(0, 00) tais que

Csexp{—c|Tn|} [1+ A (N)N + X (N) + |Tn|]
S Cl s N |FN| exp{—c'|FN|}.

3.3 Comportamento Metaestavel

Dizemos que um sistema estd em uma situagao metaestavel se ele per-
manece um tempo macroscopicamente longo em um estado aparente-

mente estaciondrio, e em particular, se suas estatisticas ao longo de
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suas trajetorias se estabilizam em torno deste estado, e se além disso,
a cabo de um tempo imprevisivel, isto €, assintoticamente Exponen-
cial, as estatisticas do processo tem uma quebra de coeréncia e o pro-
cesso se estabiliza em torno de sua verdadeira medida de equilibrio.
O comportamento metaestavel se caracteriza portanto pela existéncia
de um equilibrio aparente dado por uma medida que nao a esta-
ciondria, e que apds um tempo muito longo ocorre de fato a transicao
para o verdadeiro equilibrio como conseqiiéncia da ocorréncia de uma,
grande flutuagao devida a uma sucessao de eventos raros, sendo esta
feita de modo abrupto e imprevisivel. Esta abordagem de metaesta-

bilidade foi introduzida em [6].

O comportamento metaestavel é demonstrado para um modelo
de Campo Médio e para o Processo de Contato unidimensional com
valores de A muito grande em [6]. R. Schonmann [15], entre outras
coisas, demonstrou que esse comportamento ocorria para qualquer
A > Ac(1), onde A:(1) é o parametro critico do Processo de Contato
unidimensional. Estes resultados usam argumentos do tipo interse¢ao
de caminhos que se aplicam para o caso em que as particulas estao

em Z, mas ndo é possivel estendé-lo para dimensées maiores.

O projeto de estudar a metaestabilidade do Processo de Contato
multidimensional passa por duas etapas. Primeiramente a caracteri-
zagdo da falta de memoria do instante de transicdo e em seguida a

determinacao da estabilidade das médias temporais.

Técnicas desenvolvidas em [2] permitem enunciar os Teoremas
da Forma e da Convergéncia Completa para o Processo de Contato
em todas dimensoes. A estratégia basica é uma adaptacao dos ar-
gumentos de Barsky, Grimmett e Newman [16] (1989), que apesar
de ndo publicada é explicitada naquele artigo, isto €, sob a hipétese

que o processo sobreviva com probabilidade positiva a partir de uma
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Unica posicdo inicial, eles demonstram a existéncia de uma grande
regiao limitada de espaco-tempo que contém com alta probabilidade
muitas cadeias de infeccdo com certas caracteristicas, e através de um
posicionamento conveniente de cépias destas regioes, eles constroem
cadeias ndo limitadas. Este tipo de argumento, que pode ser chamado
de técnica dinamica de bloco, tem como vantagem em relacao as ou-
tras até entao usadas, a possibilidade de obter resultados para todas

as dimensoes.

Com estas técnicas [7] demonstrou que o tempo de morte do Pro-
cesso de Contato supercritico multidimensional em volume finito, de-
vidamente reescalonado converge em lei para a distribuicdo Exponen-

cial, realizando a primeira etapa do projeto acima descrito.

Para enunciar o resultado que as médias temporais se mantém
praticamente constantes sobre quase todas trajetorias até que uma
grande flutuacao ocorra, considere { () : £ > 0 } o Processo de
Contato com condigdo inicial n € {0,1}!, restrito ao conjunto I' C
Z%, isto é, tal que os Processos Pontuais de Poisson em I'¢ ndo sdo

considerados na evolucao do processo.

Seja Tp, = if{t > 0 : & (t) = 0} o tempo da primeira (e
ultima) visita do processo E?N ao estado absorvente, isto é, do pro-
cesso restrito a [y = {—N, ..., N}9 tal que ZZN (0) =n.

Uma funcéo f : {0, 1}Zd — IR é dita cilindrica se houver um con-
junto finito A € Z% tal que f(n) = f(n N A) para toda configuracio
n € {0, 1}Zd. O menor conjunto de Z¢ com esta propriedade é dito

o suporte de f e serd denotado por A(f).

Dado um ndmero real b > 0, N € IN e f cilindrica, as médias
. c s . =N
temporais sobre trajetérias de f com respeito ao processo {frZ(t) :

t > 0} serdo representadas pelo processo a valor medida {A} (s, f) :
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s > 0} dado por :

s+b
1 _I'n

) = 5 [HENW)

8

Iremos mostrar que :

TEOREMA: Para todo d > 1, A > A\.(d) e f cilindrica, existe uma
seqiiéncia crescente de numeros reais positivos { b(N,d),N > 1 }
—T R
tal que o processo { Aé\(’N d)(le[TFz],f) :s >0 } converge em lei,
quando N — oo, para um processo Markoviano de salto { A(s) :
s >0 } definido por:
v se s<T
A(S)_{ dp se s>T,
onde 7' é um tempo aleatério cuja distribuicdo é Exponencial de
média um, e v a medida invariante extremal nao-trivial do Processo

de Contato d—dimensional.
Mountford (1993) demonstrou que:

TEOREMA: Para todod > 1 e A > \.(d),

—Tn

Ty,

—T'n

Iy D Exponencial (1) quando N — cc.
E[Tr, ]

Este Teorema foi obtido a partir de resultados de percolacao ori-
entada que podem ser encontrados em R. Durrett [18].

Para cada y € Z¢, Ty serd um operador de translacdo sobre
fungdes cilindricas: (7, f)(n) = f(n™@), n¥(z) = n(z —y).

Dados f cilindrica e N, L € IN, definimos

Iypn(L) ={y € Z*: A(r,f) C [-N+ LN - L]' n z"},
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eseja IE,(f) = [ f dv aesperanca de f com respeito a v.

LEMA 3.17: Para todod > 1e A > A:(d), lim @GN+ _

—oo0 EJ Tr‘% ]

Dem : A Proposicao (2.1) de [6], isto é, que para N suficientemente

grande existe uma constante a € (0, 1), independente de N, tal que
P(T}Y < exp{aN}) < exp{-aN},
permite concluir que

lim P(TLY < (2N + 1)°%)

N — 00

. LN
< Jim P(Tr] < exp{aN})

< lim exp{—aN}=0.
N—00
Portanto, aplicando o Teorema anterior (Mountford), o resultado
segue. |

TEOREMA 3.18: Para todo d > 1 e A > A.(d), existe uma

seqliéncia crescente de nimeros positivos {b(N,d), N > 1} tal que:

i) Eb(gp‘fv)} — 0 quando N — o0
N

ii) Para todo € > 0 e f cilindrica, existe L = L(e) € IN tal que

N —
ez B e i (Lb(N,d), 7, f) — E,(f)| > e

tem probabilidade — 0 quando N — o0, onde
Fy =max{l € IN : 1 b(N,d) <Tr\}.
Dem : Como T?Z é quase certamente finita, para todo real positivo

b(N,d), Fn é uma varidvel aleatéria bem definida e quase certamente

finita com valores em IN.
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Se b(N,d) verificar a condi¢do (i) acima, segue do Teorema da
convergéncia em distribuicdo para a Exponencial (Mountford), que
IP[Fy =0] — 0 quando N — oc.

Seja, entdo (b(IV,d), N > 1) uma seqiiéncia satisfazendo (i). Dado
€ >0, f cilindrica, para k € IN e y € Z%, sejam os eventos

= [l Apn.q)(k BN, d), 7y f) = B (f)] > €]
Entdo, para todo m > 1, L >0,

PlEy21, (1 (1 (BG)]

1<k<Fn yEIA(f)N( )

:Z[P[FN—] U U Bqu\fyaFN:]]]
j=1 k=1y€lxc),~n(L)

j—1
- P[U U B’]f\,{wFN:j]

Jj=1 k=1y€ls), ~n(L)
[1 < FN < m]

NgE

3 %

M

j(2N 4+ 1)¢ P[BN Fny=3j
1 1Sk ye Ty (D) (B Fiv = J]

<.
Il
-

%

<FN<m]

—m~(2N + 1) max max max IP[BY,  Fy =jl.
) ) 321 1<k<j y€ln(s) n (L) [Bicy P = 1]

Para n € {0, l}Zd, seja K;' o conjunto dos sitios acoplados até o
instante ¢, definido por K" = {J, ¢, {& U ( Z%yey = ey (7).

Temos que para y € I5(s),n(L) o evento

[K; > [-N+L,N-L]'nz"
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para algum z € [-N + L,N — L]?N Z*, implica (estd contido em)
—I'n

[rof (€ (9) = 7 £ (677)).

Escolhendo L = L(¢) € INtalque 3 z € [-N+L,N - L]“nzZ*
com IP{T* = 00} > 1—¢, temos para t < TEZ, k< j,y € Ingy,n(L)
e N > L que IP[B,JC\{y, FN:j] =

PUA{)\(IN,d)(k b(Na d);Tyf) - -ZEV(f)| > E7-FN :]] <

(k+1)b(N,d)

1 B ¢
IPU A{)\(vad)(k b(N,d), 7, f) — m / Tyf(ftz )dt| > 2 ou
’ kb(N,d)
(k+1)b(N,d)
1 z* € L
v (62"t — I, (f)| > 5, Fy =]

kb(N,d)

Temos, trajetéria por trajetéria, em [ky = j], se k < j, y €
IA(f),N(L) e N > L,

(k+1)b(N,d)

1 a
N A4
|Ab(N,d)(k b(N,d), 1y f) - b(N, d) / T, f(&F)dt|
kb(N,d)
b(N,d)
< 2WL [ oyt onde 1= sup £
) N-rg K7} A o,
0

Definindo os eventos
(k+1)b(N,d)

d € El

C/]c\fy por Ub(]\lr,d) kb(]f\f " Tyf(gtz )dt_lEu(f)| > 5] € DévL por
b(N,d)

[% of Liry_,¢k:} dt > £] e finalmente C} = C,]CYO, notando

que IP[C}Y,] independe de y, temos

P[BY, Fy =j] < P[CN] + P[D;"").
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A desigualdade nos assegura que a parte (ii) estard provada se
a parte (i) estiver e pudermos encontrar {m(N,d), N > 1}, uma

seqiiéncia tal que:
P[1<Fy<m(N,d)] —1 e
m?(N,d) (2N + 1)d(1}€1§¥ P[CN] + max PIDY) —0
quando N —» co. A condigdo (a) pode, ainda, ser escrita como
P[T:Y < m(N,d) b(N,d) | — 1

quando N — oo e, em vista do Teorema de Mountford, como
N,d) b(N,d
%Fi’) — 00 quando N — oc.

E[Tr,]

Usando a notagao
_ N N,L
Y1 (b(N,d)) = maxP[C{'] + maxP[D;""]

e incluindo a parte (i) do Teorema, o nosso problema se resume em
encontrar L € IN e duas seqliéncias que satisfacam simultaneamente,
quando N — 00 :
) m(N,d) b(N,d)
E[TY]
b) m?(N,d) (2N +1)? ¢ (b(N,d) — 0
) BN .

—n
BTN

— X

Se mostrarmos que )y, (b(N, d)) < 2‘151:;)‘ onde C = Cle, f) é

uma constante positiva, teremos pelo Lema (3.17) que

E[T})]

m(N,d) = [m]%

b(N,d) = (EBTY])™ @N +1)#
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séo solugdes do nosso problema. A préxima proposicédo, conclui nossa

demonstracao. |

PROPOSICAO 3.19: Para todo d > 1, A > \.(d), e f
cilindrica, existem L = L(e, f) > 0, N=N(e,f)>Le U 6( ),
tais que 9, (b(N, d)) < bCEI ; para todo N > N.

Dem : Inicialmente vamos mostrar que existe uma constante positiva

_ N Ci1 |I'n|
C1 = Ci(e, f) tal que rgzai(IP(Ck ) < BV,d)

(k+1)b )
Para k € IN,seja X} = |3 [ f(&Z")dt — E,(f)|
kb
Temos para todo k > 1 e b(N,d) > aN, onde a = a(d, \) € [1,0)
¢ dada no Lema (3.5) (Bdésico) que

(k+1)b(IV,d)

mxt @y < A | P @@ e s

Eb(N,d)

Aplicando o Lema anterior, segue que existem ¢ = ¢(d, \) € (0, 00)
e C =C(d,\) € [1,00) tais que

(k+1)b(N.d)
E[Xb(N,d)] < 2||f||) / C|Ty|exp {—ct} dt <

kb(N,d)

20 ||f]] [T

2[|f1ICICw|
b(N,d)

e P kT, D) <

al|Q

para todo k > 1, onde C =
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Portanto, pela desigualdade de Markov,

€
I{lgf(.lP(C,{V) = rpax]P(X,g(N’d) > 5)

E>1
b(N,d) =
< e 2EEN 4T 1T
k>1 € € b(N,d)
_ Ci(e,f) IT'n|
- T uN,a)

Onde Cl :Cl(e,f) — 46’ Hfll

€

Analogamente, para controlarmos DkN’L, escolha L suficientemen-
te grande tal que existe z € [-N + L,N — L]¢N Z%, com ¢ = .

Para k € IN seja ka’L = % Lty p¢K: | r5=oc0} dt .

Ot

Segue que
b(N,d)
b(N,d),L; 1 P
EY, |= N, d) / PP(Tn_p ¢ K, 7° = oc0)dt
0
b(N,d)
w |
= y/ r ¢ K7, 7° = oo})dt.
0 N-L

Pela invariancia por translagdes do Processo de Contato,

. b(N,d)
Ey;NM9h = / P( |J fzgK?r=co})dt.
b(N, d) 0 z€2+TN_L

Temos para alguma a € (0,00) constante fixada que

E[ka(N,d),L] _

b(]&,d) / P U {z ¢ K, 7° = oco}) dt +
0

z€z+Tn—1
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b(N,d)
w5/
P {z ¢ K, 7° = o0}
o J LY, e
'n-z| N-L

Segue que existem a,¢ e U, todas em (0, 00) tais que
_ZE[Yb(N’d)

L
K ]
LT T
N—-L N—-L
t} dt
_ab(N,d)+ / C exp{-ct}
IFN Ll
Cn-z| , C|Tn| ITn—z]
N R D
ICnl CITn| _ Co Ty
S Wb(N,d) T 2b(N,d)  b(N,d)’
onde C; = max{l, g}
Segue que
Ly _ (N,d),L €
max IP(D,") = max P(|If] Y, >7) <
B 4 if]] Gole ) [T
k>1 € -~ b(N,d)
onde Cq(e, f) = Co 4€W”

Tomando C' = max{Cy, C>}, o resultado segue
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Capitulo 4

Superposicao da
Dinamica de Exclusao
ao Modelo de Ising

Como pode ser esperado, o comportamento de um sistema de particu-
las interagentes depende da natureza da interacdo. Aqui trataremos
a superposicao de uma dinamica de Exclusao simples simétrica a um

modelo de Ising Estocéstico (Glauber).

Nossa motivacdo é verificar, no limite quando a temperatura vai
a zero, para um volume finito fixado e de dimensao 2, se este modelo
ainda apresenta as caracteristicas essenciais associadas a metaesta-
bilidade. O modelo torna-se interessante quando escolhemos a taxa
associada ao Processo de Exclusdo constante e competindo com a

taxa de erosao de cantos.

De fato, se o campo externo h, é pequeno e positivo (0 < h < 1),
o sistema, quando a configuracgdo inicial é —1, ou seja, todos os sitios

assumem o valor —1, comporta-se como se estivesse em um estado

85
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estdvel por um tempo muito longo até a formacdo de uma gota de
spins positivos. Entao, em um tempo relativamente curto, evolui para
a configuracdo +1. No primeiro caso que estudaremos, o tamanho da
gota ndo depende de h como em [10] o que pode ser verificado no
Teorema 1.

Vale observar ainda que o modelo tratado aqui nao é reversivel e

sua medida invariante ndo é conhecida explicitamente.

A caracterizacdo do comportamento metaestavel aqui adotada é
aquela que considera a evolucao ao longo das trajetérias, o chamado
pathwise approach ou abordagem trajetéria por trajetoria, introduzi-

do por Cassandro, Galves, Olivieri e Vares [1].

E. Scoppola [13] apresentou um procedimento de renormalizagao
para cadeias de Markov com espaco de estados finito e probabilidades
de transicdo exponencialmente pequenas em um parametro 4 com o

qual os principais resultados de [10] foram obtidos novamente.

Como em nosso modelo o procedimento de renormalizacdo apre-
senta classes de equivaléncia nao triviais, nao poderemos utilizar o
resultado de [13] para provar que o tempo necessirio para alcangar
+1, quando o processo tem como configuragdo inicial —1, normalizado
por sua média tem distribuicao assintética Exponencial de média 1.
Desta maneira, apresentaremos outra demonstracao para este resul-
tado.

O Teorema 4 fornece o caminho tipico que o processo segue para
escapar do estado metaestdvel e alcancar o estdvel. A ferramenta
basica para demonstrar este tipo de resultado é a reversibilidade,
mas neste caso, como o caminho é curto, com a estimativa do tempo

total é possivel selecionar o caminho mais provavel de escape.
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4.1 Modelo e Resultados

Counsideraremos neste capitulo um modelo de Ising ferromagnético
bidimensional com interagdo a vizinhos mais préximos em um toro
finito An, com uma perturbacio aleatéria dada por um Processo de

Exclusao simples simétrico.

O processo assume valores em Xy = {—1,+1}~ onde Ay =
{1,...,N}? e seu gerador age sobre fungoes f cilindricas da seguinte

maneira:

Lfm = > cl@n)[fm")—fm]+ > c@y,n)[f"")—fm)],

TEAN z,yEAN

onde ¢(z,n) e ¢(x,y,n) sdo as taxas associadas a dindmica de Glauber
e de exclusio respectivamente, e que serdo descritas a seguir. Aqui
consideramos dinamicas de Glauber nas quais o contetdo do sitio z,

quando a configuracio é n € Xy, troca de sinal com taxa dada por

o(z,n) = 1, se A, H(n) <0;
)= exp{—BA,H(n)}, caso contririo;

onde H(n), o Hamiltoniano da configuragao 7, é dado por:

1 h
Hin=-5 > @) —5 > 0@
z,yEAN TEAN
llz—yl|=1
com ||z —y|| = |21 — y1| + |22 — y2|.

O primeiro termo, no Hamiltoniano, representa a soma sobre os
pares de vizinhos préximos de Ay, contando cada par somente uma

vez, e

() :{ ny) sex#y,

—n(y) caso contrdrio.
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Consideraremos 3 > 0 o inverso da temperatura e h > 0 o campo

magnético externo.

Para a dindmica de Exclusdo tomaremos a seguinte taxa de salto:

_ | exp{-ph}, sellz—y||=1,
c(z,y,m) = { 0, caso contrario,

com
n(z) sez#wzAy,

n"Y(z) =4 n(x) sez=y,
n(y) sez=uwm.

Para cada configuragdo inicial € Xy, as taxas acima definem
um processo Markoviano a tempo continuo {o/;¢ > 0}, tal que em
t =0, o/ = n com probabilidade 1. Para{ #(e Ve>0

P(of . =&/ o] =0

c(z,Q)e + o(e) se & = (* para algum x € Ay,
=< c(z,y,Q)e+ole) se& =" ||lz—vyl|l =1,
o(€) caso contrario.

Para cadan € Xy e A C Xy, definimos o instante de entrada
em A por T"(A) =inf{t > 0: 0] € A}.

O objetivo é descrever o comportamento do sistema quando este
parte da configuragdo —1 até alcancar +1 para N e h fixados e
tendendo a infinito (baixas temperaturas).

Algumas taxas associadas a dinamica de
Glauber

1) Criacio do primeiro spin positivo (e=2(4=h))
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—— - —— -
—— - ——
——+ 4+ ——+++-—

——t - - —— -+
——t+++-- ——t+++——
——t+++-- ——t+++——

Com as taxas acima é facil verificar que se h > 4 qualquer spin

negativo torna-se positivo com taxa 1 mesmo que seus vizinhos sejam
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negativos, por outro lado, qualquer spin positivo troca de sinal com
taxa que tende a zero quando § tende a infinito. Neste caso a acdo

do Processo de Exclusdo nao é percebida antes de T~2(+1) pois

lim P(T 4(+1) > exp{B(h—6)}) =0, VO0<J§<h.

B—o0
De fato T 1(+1), neste caso, é de ordem polinomial em N e

independe de .

Se2 < h<4eN >3 o sistema apds alcancar uma configuracdo
com um spin positivo terd quatro alternativas, a saber: com taxa 1 o
sistema retorna a —1, com taxa 4 ele cria um spin positivo vizinho ao
j& existente, com taxa (N? —5) exp{—[3(4— h)} cria um segundo spin
positivo ndo vizinho ao ja existente e com taxa 5 exp{—/Sh} o Processo
de Exclusdo atua e basicamente nada se modifica. Como as duas
iltimas taxas anulam-se no limite quando 8 tende a infinito apenas as
duas primeiras possibilidades sdo importantes. Se o sistema retornar
a —1 tudo recomeca mas se ele alcancar uma configuracdo com dois
spins positivos unidos entdo ambos terdo taxas exp{—pF(h — 2)} de
retornarem a —1 enquanto seus vizinhos negativos tornam-se positi-
vos com taxa 1. Assim, um par de vizinhos positivos formam a gota

critica para este caso.

Se 1 < h < 2 o sistema apds criar um par de vizinhos positivos ele
podera retornar a —1 com dois saltos de taxa 1 ou alcancar uma gota
de dimensoes 2 x 2 com um salto de taxa exp{—F(2 — h)} seguido
de saltos de taxa 1. Apds a formacdo desta gota a taxa de criacdo
de protuberancia (exp{—£(2—h)}) é exponencialmente maior, em £,
que a taxa de erosdo de cantos (exp{—ph}), desta forma, partindo de
uma gota 2 X 2 o processo visitard +1 antes de —1 com probabilidade
tendendo a 1 quando 3 tende a infinito.

Aqui investigaremos como se d4 a passagem de —1 a +1 para

pequenos campos magnéticos, isto é, 0 < h < 1.
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Em [10] foi estudado o comportamento do processo dado por
A = Ag, onde Ag é o gerador associado & dinamica de Glauber
definida acima. A questdo aqui é: O que acontece a este comporta-
mento quando adicionamos uma perturbacdo dada por um Processo
de Ezclusao? No caso em que a taxa de exclusdo for exp{—ph} ve-

remos que o tamanho da gota critica nao depende de h.
Antes de apresentar o Teorema 1 considere a seguinte definicio:

Definigao 1: Seja R o conjunto de configuragoes com todos os spins
negativos exceto por aqueles em um retangulo /1 x 15 que sao positivos,
com [y e [ menores do que N — 1. Para n € R denotaremos por
I(n) = min(ly,1s).

Teorema 1: Suponha quen € Re0 < h < 1.

a) Se l(n) > 3 entao ma IP(T"(+1) < T"(-1)) = 1.
— 00

b) Se l(n) =1 entdo ma IP(T"(-1) < T"(+1)) = 1.
—o0

c) Sel(n) =2ou Il(n) =3 entao

liminf IP(T"(+1) < T"(-1)) > 0;

B—o0

lim inf IP(T"(-1) < T"(+1)) > 0.

B—o0

O Teorema 1 tem como conseqiiéncia a possibilidade de dividir o
conjunto de configuragdes em trés subconjuntos néo vazios A, B e C
de tal modo que A e C sdo, respectivamente, as bases de atracdo de
—1 e +1, enquanto que o sistema partindo de qualquer configuracao
de B pode ir para A, ou C, com probabilidades comparaveis quando

[ cresce.

Proposicao 1: Suponha 0 < A < 1. O conjunto de configuracoes

pode ser particionado em trés conjuntos nao vazios A, B e C tal que
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a) Sene Ae e>0 entdo

lim P(T"(-1) < T"(+1),T"(-1) < €°9) = 1.

B—o0

b) SeneCee>0 entdo

lim IP(T"(+1) < T"(~1), T"(+1) < ""*+9) = 1.

B—ro00

c¢) Se n € B entdo
liﬁminflP(T"(—l) <T"(+1)) >0,
—00

1iﬁminf1P(T"(+1) <T"(-1)) >0,
— 00
e para todo € > 0
lim P(T"({-1,+1}) < e#"+9) = 1.
B—ro00
O préoximo Teorema caracteriza o tempo que o processo gasta para
atingir +1 partindo da —1.
Teorema 2: Considere T = inf{t > 0:0; - = +1}; entfio

T
m — 7 em distribuicdo quando 8 — oo,

onde 7 é uma varidvel aleatéria Exponencial de média 1.

Antes de continuarmos considere a seguinte notagio:
o T"=T"+1).
o T=inf{t>T":0] =—1}.
nec o
e M, denota o espago de probabilidade em X .
e (X ) denota o espaco das funcdes reais em X y.

Teorema 3:

a) lim glogT 1(+1) =6 —h em probabilidade.
B—o0
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b) lim L log B(T~(+1)) =6 — h.

B—00

Para n € {—1,+1}*~ definimos 7.5 como a configuracio obtida
de n trocando o sinal de todos os spins —1 com pelo menos dois
vizinhos opostos; e T_7 como a configuracdo obtida de n trocando
o sinal de todos os spins +1 com pelo menos trés vizinhos opostos.
Aplicando iterativamente T (respectivamente 7_) em 7 obtemos
uma seqiiéncia crescente (decrescente) de configuragdes que torna-se
constante apés um nimero finito de operac¢des. Denote por 7 (resp.

n) esta configuracao final.

Para0 < h <1, T e T_ ocorrem com taxa 1 para a dindmica

de Glauber. Temos assim o seguinte lema,

Lema 1: Se0<h<1e0< < hentdo

inf inf IP(A) :=ay >0,
ol P =ay
inf inf IP(B):=a_ >0,
B20 peX N

onde A e B sdo os seguintes eventos:

A:= {07
B = {0;’ =

(n)

Dem : Facilmente vemos que a; é a probabilidade de todas as trocas

7] para algum s € [0,636];0255 =@},
n para algum s € [0,e¢7];07,, = (n)}.

tais que n — (7]), onde cada passo ocorre com taxa 1. |

Pelo Lema 1, em um tempo de ordem €9, para qualquer 0 <
§ < h, o sistema partindo de n € {—1,+1}*~ pode ir com pro-
babilidade ndo nula para 77, mas ndo para uma configuracao maior
quando f tende a infinito. Desta maneira, A precisa ser o conjunto
de configuracdes 7 tal que partindo de 77 o processo visitard com pro-

babilidade 1 quando 3 tende a infinito a configuracdo —1 antes da
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+1. Assim, definimos A como o conjunto de configuracoes 7 tal que

(7) é igual a configuracio —1.

Novamente pelo Lema 1, o sistema partindo de € Xy pode ir
com probabilidade ndo nula em um tempo de ordem exp{(d}, para
qualquer 0 < 0 < h, para 7, mas ndo para uma configuracdo menor
quando 3 tende a infinito. Desta maneira definimos C como o con-
junto de configuragoes n tal que pelo menos uma das gotas de +1 em

(n) é um retdngulo com lados maiores do que 3 ou um anel de largura

maior do que 1 ao redor do toro.

Finalmente, B é o conjunto de configuragdes que ndo pertencem
a A nem a C. Partindo de n € B o sistema tanto pode alcangar —1

quanto +1 com probabilidades comparaveis, ou seja,

liﬁminf]P(T"(A) <T"C))>0,VneB
—00

liminf IP(T"(A) > T7(C)) > 0, ¥y € B.
— 00

4.2 Demonstracao do Teorema 1

Se n € R podemos supor sem perda de generalidade que temos [; e
Iy com I(n) =1 =1, <l tal que todos os spins em 7 sdo —1 exceto

aqueles dentro de um retangulo R = {1,...,l;} x {1,...,l2}.
Definiremos as faixas de R da seguinte maneira:
Hj :{17"'711} X {-7}5 JE {15"'5l2}7

V;:{Z.}X{l,...,lg}, iE{l,...,ll}.

Primeiramente, note que Y; = #{z € Hy : 0¢(z) = —1} ndo é um

processo de Markov pois seus saltos dependem da configuracido que o
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processo assume no momento. Ainda, um salto seguido da agdo de T—

pode destruir no méximo trés spins positivos quando estes formam

um bloco isolado.

Exemplo:

Desta maneira

YV, <Vi:=#{z € H : (T_oy)(z) = -1 ou oy(x)

Para provar a parte (a) do Teorema 1, necessitamos comparar o

nimero de spins negativos em H; com o processo {Xy; t > 0}, onde

Xo = 0 e suas taxas de salto sao

cx(n,n+3) =3le™ P 4 (1 — 2)e B+

cx(n,n—1) =1
Note que
cex(n,n+3) > mﬁmxc?(n,n +1,n)
+mnaxc}~,(n,n+2,n)

+ maxcy(n,n + 3,7)
n

cx(n,n—1) <mincy (n,n —1,7).
n

Agora, defina
Oy =inf{t>0:|Y;]=1-1}e
Ox =inf{t >0: X, >1—1}.
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Como conseqiiéncia de (4.1) temos que
POy >t) > IP(Ox > t).

Para estimar lim IP(©x > t) considere 17,75, ..., os instantes
em que alguma rﬁgg(i)ﬁca(;éo ocorreu em X;. Sabemos que 11,7} —
Tp—1,k =2,3,... sdo varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicado Ex-
ponencial de taxa (1 + cx(n,n + 3));

1
P(X = X - 1V)Y= - =
(X, Tie—s ) 1+cx(n,n+3) e,

cx(n,n +3)
P Xy, =X gy _xmnto) _
. i +9) 1+cx(n,n+3) P
Agora, para qualquer M > [%],
N

= Y POx<t|Ty<t<Tnpi) P(Ty <t<Tyy)

WE

]P(Gx<t|TN§t<TN+1)+ Z IP(TNSt<TN+1)

N:[é] N>M
M
. l

< Z IP(Xt, >1—1 para algum i € {[g],,N})

N=[§]
+ IP(TN <t< TN+1)

N>M

! M ! N-T41
Spfé1 +Mp(é1 +2M plal 4 Z Nplalpl—=+1
N=[§1+3

+ Z IP(TNSt<TN+1)
N>M

M
<3M plsl + M pls1 Y= 3pN 4 N P(Ty <t < Tnvs),
N=1 N>M
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onde [k] = menor inteiro maior ou igual a k.

Tomando t = exp{B(h([L]) —€)} e M = [(1+cx(n,n+3) + 0)t]
temos que este majorante tende a zero quando 3 tende a infinito,

para qualquer ¢ > 0.

Ainda, dado §; > 0, uma protuberancia aparece em um tempo
de ordem ! exp{f(h + d1)}, com probabilidade muito préxima de um
quando B tende a infinito o que implica que uma nova faixa serd
criada antes de t = exp{B(h([4]) — €)}.

Desta maneira o processo atinge uma configuracdo com uma gota
retangular ainda maior e pela Propriedade Forte de Markov o pro-

cesso recomeca desta nova configuragao.

Para provar a parte (b) do Teorema 1 é suficiente verificar que se
I(n) = 1 uma erosao ocorre em um tempo de ordem exp{3d},0 < 6 <
h, isto é, um tempo menor do que e’* com probabilidade préxima de
um quando [ tende a infinito e, desde que as taxas de salto e criagdo
de spins positivos sdo menores do que exp{—/34},0 < § < h, temos o

resultado.

Para a parte (c) é suficiente verificar que um salto seguido da acéo
de T_ pode destruir uma faixa de tamanho 3 e um salto seguido da
acdo de Ty pode criar uma nova faixa. O resultado segue do Lema
1. ]

4.3 Demonstracao da Proposicao 1

a) Usando o Teorema 1 e o fato de que 7 é alcancado em um tempo

de ordem polinomial em N temos o resultado.

b) Usando o Teorema 1 e o fato de que uma nova faixa é criada em
um tempo de ordem exp{B(h + d)}, V § > 0, temos o resultado.
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Antes de provarmos a parte (c) da Proposi¢ao 1 introduziremos a

seguinte definicao.

Definigao 2 : Uma configuracio n é dita estdvel se qualquer spin +1
possuir pelo menos dois vizinhos positivos e qualquer spin —1 possuir
pelo menos trés vizinhos negativos. Deste modo, uma configuracéo 7
é estavel se n = J; Ri,i € T onde R' sdo retangulos no reticulado de
lados i < 1% com I} > 1 para qualquer i € I, e dist (R', R/) > 2 se
i # j, onde dist (R, R7) = né;n ||z —yl||. Denotaremos este conjunto

yERI

por R*.

Para n € B, entdo (1) e (1) sio estaveis com 2 < I} <3, V k.

Agora, defina o tempo de parada
Ts =inf{t >0:0/ € S} ,Vne Xny.
Mostraremos que ﬁhm IP(T e < ePhte) =1.
—00

Como qualquer configuragdo em B, pelo Lema 1, alcanca uma
configuracao estavel em B em um tempo de ordem 1, iremos comparar
nosso processo com uma Cadeia de Markov cujo espaco de estados é o
conjunto de configuracoes estdveis em B, A e C, a qual descreveremos
abaixo.

A ax2 Mxs ... M2x (N-2) ¢
M3x3 M3x4 --- M3x(N—2)
Espago de Estados
onde n;; € R com l1(n) =i e la(n) = j.

De fato, considere t; = inf{t > 0: 0} = ¢ estavel},

try = inf{t >ty : Ut_l é estavel}, para k=2,...,
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~ —1 7 . 2
entdo {o;,"}i>1 € a Cadeia de Markov que queremos descrever (até

sua primeira saida de B).

Considere

o= {Aaca772><27772><37 <o T2 (N—2)5T13x35 T13x4, - - - 7773><(N72)} o
espaco de estados.

e A e C sao estados absorventes.

e p(n,¢) > 0 se 7 difere de ¢ por apenas uma faixa (horizontal ou

vertical) na gota de spins positivos ou n = (.

Na Cadeia de Markov descrita acima cada passo espera um tempo
Exponencial com média da ordem de exp{Sh}.

Defina N(t) o nimero de passos no intervalo [0,¢]; N(¢) pode ser
superestimado por um Processo de Poisson com taxa At, onde A é da
ordem de exp{—ph}.

Como o ntimero de passos em [0, exp?("+9)], V € > 0 vai a infinito
(~ €5¢) e B é composto por estados transitérios, entdo neste intervalo
de tempo o processo sai de B com probabilidade préxima de 1 quando
B tende a infinito.
Para provar liminf IP(T4 < T¢) > 0, e liminf IP(Te < T4) > 0,
B—00 B—00
é suficiente mostrar que cada seqiiéncia finita s = (sq1,...,sx) onde

s1 =mn,m € B,sk € CUA e p(si, si+1) > 0, tem probabilidade positiva.

Mas IP(s) > (3=)*, V k € IN, de modo que temos o resultado. M

4.4 Demonstracao do Teorema 2

Notagao: Por simplicidade T71(+1) = T. Considere D = AUB e
defina S=T —-T(C)
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Provaremos que

T(C
Q — 7 em distribuicao,
B
onde 7 é uma varidvel aleatéria Exponencial de média 1 e g esta
definido por

IP(T(C) > ~3) = exp{—1}.

Entao provaremos que

S
— — 0 em probabilidade quando S — oo
VB
a partir da qual segue que
— — 7 em distribuicdo quando S — oo (4.5)
VB
Apés fazer isto necessitamos somente trocar yg por ET, e isto

serd feito utilizando argumentos padroes.

Para provar (4.2) introduziremos uma dinamica restrita ao con-

junto D. Apresentaremos a idéia de maneira geral.

Uma técnica muito utilizada no estudo de alguns sistemas de
particulas é a de acoplar o processo original com o processo res-
trito a uma certa regiao conexa. Diremos que um conjunto ¢ de
configuracoes estd conectado se para qualquer par de configuracdes
m,1M2 € @ é possivel ir de 7; a 172 por uma cadeia de transformacoes,

em que uma unica dinamica ocorre em cada passo, sem sair de .

Nossa dinamica restrita a ¢ é definida pelas taxas

; _J clz,m) sen,n® €,
&(w,n) = { 0 caso contrario.

[ ey semm ey,
&(z,y,m) = { 0 caso contrario.
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Utilizaremos dois tipos de acoplamento como em [10]:

Acoplamento A: Paran € ¢, {5/} e {0/} saltam juntos até que
o ultimo saia de ¢, neste instante o processo restrito fica parado e

ambos comecam a evoluir independentemente.

Acoplamento B: Paran € ¢, {5/} e {5}'} evoluem independente-
mente até o instante em que se encontram; apds isso passam a evoluir

juntos.

Em nosso caso, ¢ = D. Considere ji(.) a medida invariante para

a dinamica restrita.

Lema 2: Considere Tﬁ =inf{t > 0: 6/ € A}, entdo
Jim P(Th < exp?"t9) =1, v § > 0.
—00
Dem :

]P(Tj < expﬁ(’”‘s))
= IP(Th < exp® ™) ny € A) + IP(Th < exp® ™9 g € B)

= (A + > IP(TG < exp® ™) IP(ng = o).
oc€eB

Pela Proposicao 1 e o Lema 1,

lim P(T4 < exp®™9) =1, seo€B.

B—o0

Entao, ma P(T% < exp®"+9) = lim [a(A) + i(B)] = 1. [ |
—00

B—00
Para o proximo Lema utilizaremos o Acoplamento B.
Lema 3: lim g(—1)=1.
B—o0

Dem : Considere © = inf{t > 0: 6" = —1}. Pelo Lema 2 e Propo-
sicdo 1 sabemos que ma IP(O < expPhton))y =1,V § > 0.
—00
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Por outro lado,

lim JP(&;l # —1,parat € [O,expﬁ(‘l’h*&?)]) =0. (4.6)

B—o0

Desta maneira, Bli_)ngo IP(57 = 6; %, para t < expP(hton)) =1.
Para t € [exp?(h+91) expf(4=h=92)] e pelo acoplamento B temos:

Bli_)n;o P(5,* # -1)

= lim { P(5; £ 1,6, =60) + P(5, L # —l,ét’l#&f)}
B—00

> Bli_)rr;O]P(&;l # 1,6, =6")

= Jim (5] # ~1) = /(D\{~1}) > 0.

(4.7)

Por (4.6) e (4.7) temos lim f(—1) = 1. |
B—o0

Agora provaremos (4.2) mostrando a correspondente perda de

memoria assintética. Isto consiste em verificar que
lim |Ag(s,t)| =0
Jim | Ag(s, )] =0,

onde definimos Ag(s,t) por:

P(T7HC) > (s +t)75) = IP(T7H(C) > s75) P(T4(C) > t5).
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Usando a Propriedade de Markov temos que:

P(T7C) > (s +t)735)

=Y IP(T™HC) > 575,055, = n) IP(T"(C) > ty5)
neD

= IP(T7H(C) > 575,05, = —1)IP(T~H(C) > ts)

+ Y IP(T7HC) > svys, 054 =n)IP(T"(C) > tvs)
neD\{~1}
< ]P(T L) > 375) ]P(Tfl(C) > t'yg)

+ Z P(T7LC) > s'yg,as_vlﬁ =n) IP(T"(C) > tyg).
neD/{-1}

Desse modo

Ap(s,t) < IP(T7YC) > syp, 055 # —1) < IP(6,4 # -1).

Por outro lado, IP(T1(C) > (s + t)vs)

> P07k =—10, =0/ T7HC) > s7p)

x IP(T7L(C) > sv,g)lp(Ti(C) > ty5)

+ ]P(a}lﬁ =—1,00" 7& 05/ T-C) > SVﬂ)
(7~

= PRk £ 105t = o) + PR # -1yt # o)

SYB

< ok, # -1) + P(ay* # ) = A(D/{-1)) + A(D/{~1}).

A probabilidade acima vai a zero quando § vai a infinito pelo

Lema 3 o que finaliza a prova. |

Para provar (4.4) observamos que 7' é maior do que o tempo
necessario para a criacdo do primeiro spin positivo partindo de —1,
assim temos 3 > exp{3(4 — h)}.
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O resultado (4.4) segue agora utilizando a parte (b) da Proposicéo

1. Para trocar g por ET, observe que, por monotonicidade
IP(T > vgu) < [IP(T > y3)]".

Usando (4.5) segue que IP(T > ~53) < 1 se 3 é grande, tal que

podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada como segue:

B IP(T > t)dt ®
lim — = lim =lim [ P(—>u)du=1. W

fooo g B B B—oo B
0

4.5 Demonstracao do Teorema 3

Vamos tratar agora o tempo T1(+1). Como mencionado, para obter-
mos a estabilidade das médias temporais necessitamos primeiro um
minorante para o tempo de tunnelling T~1(+1). Utilizando um re-

sultado de [13] obtemos o seguinte Teorema

Teorema 3:

a) lim glogT L(+1) =6 —h em probabilidade.
B—o0

b) lim & log B(T71(+1)) =6 — h.
B—ro00

Dem : A prova segue do esquema de renormalizacdo desenvolvido
em [13].

SO = {~1,+1}M, MO = {~1,+1,R},
SO =MO ={-1,+1,R}, MY ={-1,+1},

S®=MO ={-1,+1}, M® ={+1}
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Considere ¢ : IN — X y.

Vi= inf V(n,{) = inf inf I 4(¢)

neEM, neEM, ot
CeES CeES do=n
bt =C
t—1
= inf inf A(P;, b; = h.
nEM, ot (¢17¢1+1)

CES do0=n =0
bt=C

Vo= inf V()= inf inf IM(¢)

ey, M, S

ces™ ces™ Gt
t—1

. . <)

= lnf1 l(bnf A (¢i,¢i+1)
eEM™, s y
nCE«Sl bo=n, 1=0

bt =¢

t—1
. . —(0
= inf b Y K (65000) < Vi 6160 €SO
esm By =0
=6 — 2h.

Entdo do Teorema 2.1 em [13] temos a prova do Teorema 3.

4.6 A Saida Padrao

105

A estimativa de T71(+1) sugere a maneira pela qual o processo sai

de —1. Primeiramente note que uma configuracdo em B possui, pelo

menos, dois spins positivos e a configuracao

pertence a B.
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De fato, qualquer rotagdo ou translacdo de n* pertence a B. De-

notemos esta classe por M*.

. -2 ~ . .
Agora, considere M~ a classe de configuracoes com dois spins
positivos e M2 a classe de configuracdes com dois spins positivos
.. -—2
vizinhos (M? C M"). Temos que

Teorema 4: Bli_)rr;olp(a;%l ) e M?: a;i(s) € /\/l*) =1.

(

Dem: A prova deste resultado torna-se imediata a partir do Teo-
-1 5 , -1 —2

L) ¢ M?. Até T71(M") o Processo

de Exclusao apenas translada as configuragdes com um spin positivo,

rema 4. Suponha que o

desta forma utilizando os resultados para a dinadmica de Glauber [10]
temos que o tempo necessario para a criacdo de dois spins positivos
ndo vizinhos é maior do que exp(3(8 — 2h — €)) com probabilidade

proxima de um, para qualquer € > 0 quando 3 tende a infinito.

Agora, suponha que U;i(s) g M*. Desta maneira, esta con-
figuracdo tem, pelo menos, trés spins positivos. Mas a criacao destes
trés spins, sem passar por M*, (isto é, o Processo de Exclusdo nio
ocorre na configuracdo com dois spins positivos vizinhos), necessita
de um tempo maior do que exp(3(8—3h—4)), com probabilidade ten-
dendo a um, para qualquer delta positivo, quando 3 tende a infinito,
pois somente a dinamica de Glauber serd responsavel pela criacdo de

spins positivos.

Como 8 —2h > 6 —h e 8 —3h > 6 — h para qualquer h < 1 temos
o resultado. [ |

Note que o Teorema 5 implica que a saida de —1 a B, ndo segue

o caminho reverso, contrastando com a dinamica de Glauber.
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Apéndice A

Conceitos de
Probabilidade e
Processos Estocasticos

Existem experimentos onde mesmo que tentemos fixar todas as con-
digoes, o resultado elementar e indivisivel nao pode ser pré-determi-
nado. Estas situacOes sdo ditas aleatérias. O conjunto que contém
todos os resultados possiveis de um experimento aleatério é dito o
espaco amostral e iremos denota-lo por €.

Combinacoes de possiveis resultados elementares formam a familia
F dos eventos. Formalmente, queremos que os eventos sejam subcon-
juntos de Q tais que:

1) QerF.

2) Se A € F entédo seu complementar A° € F.

3) Se A, € F, paran =1,2,3,... entdo a unido |, , A, € F.

Dado qualquer conjunto € # ), o conjunto formado por todos os

seus subconjuntos, denotado por P(2), sempre define uma familia de

109
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eventos do experimento aleatério. A familia Fq = {Q, A, A, 0} para
qualquer A C Q, ou mesmo a familia trivial Fg = {Q, 0} satisfazem
(1), (2) e (3). Observe que Fy C Fa C P(D).

A familia F formada por subconjuntos de Q que satisfazem (1), (2)
e (3) é dita a o—algebra de eventos de 2. Temos que a intersecgio
de duas o—algebras quaisquer é uma nova o—algebra, menor que
qualquer uma das duas. E possivel encontrar duas o—4lgebras tal

que sua uniao nao seja uma o—algebra.

Os pares (2, F) sdo ditos espagos mensurdveis e construir um
espaco de probabilidade é associar alguma funcao IP, escolhida com
dominio em F e imagem em [0, 1], formando a trinca (2, F, IP), tal
que:

4) IP(Q) = 1.

5) Se A; parai =1,2,3,--- € F e para todo i # j, A4; N Aj = 0,
entdo P(U, A)) = 5 IP(Ay).

i=1

Uma dificuldade é que nem sempre, dado um espaco mensuravel
qualquer, conseguimos encontrar uma fungio IP satisfazendo (4) e
(5). Em particular, quando @ = IR e F = P(IR) esta dificuldade
existe. Apenas para ilustrar a idéia, no caso em que 2 = [0,1] C IR, e
tomamos a menor familia de eventos que contenha todos os intervalos
fechados contidos em (2, podemos definar IP([a,b]) = b — a, para
quaisquer 0 < a < b < 1, mas ndo somos capazes de definir esta IP
em P([0,1]).

A menor o—Aélgebra que contém todos os intervalos da reta real é
dita a o—4élgebra de Borel, denotada por 3. A menor o—algebra que
contém todos subconjuntos da reta real que podemos definir drea (e
que portanto contém f3) é dita a familia £ de Lebesgue, e nestes casos
podemos construir um espago de probabilidade através de escolhas

convenientes de IP.



111

Fixado (2, F, IP) qualquer, satisfazendo (1), (2), (3), (4) e (5),
temos o modelo de Kolmogorov, isto é, o modelo matematico para

um experimento aleatério.

A escolha de um espaco de probabilidade conveniente para um de-
terminado experimento aleatdrio pode ser determinante para o valor
da incerteza associada a um evento. O exemplo a seguir ilustra esta

idéia:

Paradoxo de Bertrand: Escolha ao acaso uma corda C;D em um
circulo de raio unitario. Qual é a probabilidade de que o seu compri-
mento exceda v/3?

Modelo Probabilistico (1): Seja Q@ = {(z,y) : 2> +y* < 1}, F
os subconjuntos de 2 mensuraveis Lebesgue, isto é, aqueles que tem
area, e defina para A € F a funcio IP(A) = w. Identificando
de maneira tnica a corda escolhida ao acaso por w € §2 e chamando

de (0,0) € Q a origem do circulo, temos que se o segmento (0,0),w

1

perpendicular a CD tiver um comprimento menor ou igual a 5, o

evento A ocorre. Segue que IP(A) = 1.

Modelo Probabilistico (2): Seja Q@ = {(z,y) : 2> +y*> = 1}, F
os subconjuntos de 2 mensuraveis Lebesgue, e defina para A € F a
funcao IP(A) = éu"egaifleA‘ Identificando de maneira dnica a corda
escolhida ao acaso por w € 2 e fixando C' € (), temos que se o
segmento C,w € [C + %’T,C + %’T], o evento A ocorre. Segue que
IP(A) = %

Modelo Probabilistico (3): Seja 2 = [0,1], F os subconjuntos de
) mensurdveis Lebesgue, e defina para A € F a funcdo IP(A) =
area de A. Identificando de maneira tnica a corda escolhida ao acaso
por w € Q e C, D pelos segmentos perpendiculares a 0,w, temos que

se w € [0,1] o evento A ocorre. Segue que IP(4) = 1. L}
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Escolhendo uma fungdo X : @ — IR := IR U {£oo} com al-
gumas restricoes, podemos levar nosso modelo probabilistico para
(IR,L,IPx), onde IPx é a probabilidade induzida pela varidvel ale-
atoria X, e a nova trinca forma um conveniente espaco de probabi-
lidade. A restrigdo para X é que {w € Q: X(w) € L} € F, 0 que é

bastante razoavel do ponto de vista de modelagem matemaética.

A probabilidade Py, induzida pela varidvel aleatéria (v.a.) X
é usualmente denotada por Fx(z) = IP(w € Q : X(w) < z), para
z € IR, e é dita a funcio de distribuicdo da v.a. X. A Fx também
¢é conhecida na literatura como funcao de distribuicdo acumulada de
X.

E facil ver que F'x é uma funcdo nao-decrescente, continua a di-

reita com
lim Fx(zp,)=0 e lim Fx(z,) =1
Ty —+—00 ZTn —+00

Na Teoria da Probabilidade a trinca (2, F,IP), em geral, nio
precisa ser explicitada, pois apesar de decisiva na construcao do mo-
delo, as propriedades das varidveis aleatorias sdo determinadas por
suas distribuicdes, independentemente do dominio onde as funcdes X

foram definidas.

Ao ampliar a trinca (IR, 8, Fx) incluindo na famflia dos eventos
B, que sdo obtidas por combinac¢des enumeraveis de operacées do
tipo U,N e complementacao de intervalos, subconjuntos de IR que
tem drea, temos um modelo probabilistico de Lebesgue. Incluindo
subconjuntos de um conjunto da familia de Lebesgue de area zero,

temos um espaco de probabilidade de Lebesgue completo.

OBS: Existe um subconjunto A € P([0,1]) tal que A ndo é de Borel,
isto é, ndo pertence a menor o —algebra gerada por todos os intervalos

contidos em [0, 1].
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Esta construcdo, devida a Vitali, considera a adicdo mddulo 1.
Para z,y € [0, 1] defina z *y por x +y ou por z +y — 1, dependendo

se x + y tem imagem em [0, 1] ou ndo, respectivamente.

Defina para qualquer A C [0,1] o conjunto Az = {axz :a € A}.
Denote por C os subconjuntos da familia de eventos de Borel tais que
A x z é um Boreliano e se tentarmos definir A\(B) = area de B, para
este A € C vale que A(A xx) = A(4).

Observe que a familia C é fechada para intersecgoes, isto é, se A
e B e (Centio ANB € C. Para A e B € C temos, trivialmente,
que AN B é de Borel e observe que A({AN B} xx) = A({A4} xx) +
A{B} xx) = AM{AUB} xx) = AM(A) + A(B) — A\({AU B} *z), e como
AUB = (AN B°) U B ¢é um Boreliano tal que A({AU B} x z) =
A{(AN B} xz) + M(B) = AM(AU B) — X(B) + A(B), segue que
AM{ANB}xz) =XA)+ A\(B) = M{AUB}) = A(ANB).

A familia C contém os intervalos de [0, 1], pois para qualquer in-
tervalo I C [0,1] temos que A(I x ) = A(I). De fato, a familia C é
um A\—sistema, isto é, contém (2 e é fechada pela formacao de com-

plementacao e de unides disjuntas enumeraveis.

Um A—sistema, que é fechado para intersecgoes, é uma o —algebra.
Temos que §2 € A—sistema. Se A € A—sistema, entdo A € A\—sistema

pois a classe é fechada por complementacao. Se {4, : n > 1} €
n—1
A—sistema entdo B,, = {4, N () Af)} € A—sistema pois é fechado
2
por intersecgbes, e notando que |J A, = |J Bn, o resultado segue.
n=1 n=1
Como [ é a menor o—algebra que contém os intervalos de [0, 1]

temos que 8 C C.

Segue que se A € f entdo Axx € e AN(Axz) = A\(A). Temos entdo

que A é invariante por translacao. Dizemos que z e y sao equivalentes
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(x ~ y) se xxr = y para algum r € [0, 1]N@, onde @ é o conjunto dos
nimeros racionais. Pelo axioma da escolha podemos construir um
conjunto onde cada elemento representa todos os seus equivalentes.
Seja H C [0,1] o conjunto formado por exatamente um representante

de cada uma das possiveis equivaléncias.

O axioma da escolha afirma que se existir uma particio de sub-
conjuntos nao-vazios de 2, (a unido é e sdo disjuntos dois a dois)
digamos {4y : 0 € O}, entdo existe um conjunto (pelo menos um) C
que contém exatamente um elemento de cada Ay, isto é, C'N Ay é

unitario para cada 6 € ©.

Considere agora enumerdveis conjuntos disjuntos H*r, com r € @,
pois dois niimeros racionais distintos nao podem ser equivalentes.

Para cada z € (0,1], z € H % r para algum r € @). Segue que (0,1] =

U (H =r).

req@

Temos entdo que A\(H) deve satisfazer a igualdade > A(H *r) =
re@
A(0,1], o que é impossivel pois A(H #r) = 0 para todo r € @. Se

MH xr) =a > 0 para todo r € @, entdo terfamos uma série infinita
de valores constante positivos igual a a o que também nao é possivel.
Segue que H ¢ f3, isto é, H C (0, 1] ndo é um conjunto Boreliano de
(0,1]. |}

Um dos conceitos importantes na Teoria é o da probabilidade
condicional. Seja (2, F,IP) um espaco de probabilidade. Se B € F
e IP(B) > 0, a probabilidade condicional de A dado B é definida por

P(ANB)

P4 B) = =

para todo A € F.

Se uma seqiiéncia de eventos {A; : ¢ > 1} forma uma partigdo

enumeravel de (2, entdo para qualquer B € F temos que IP(B) =
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> IP(A;)IP(B | A;). Segue deste resultado a férmula de Bayes: Para
i>1
todoi > 1:

Quando a imagem da varidvel aleatéria X estd contida em al-
gum subconjunto de IR que é enumerdvel, temos um modelo de pro-
babilidade discreto, caso contrario, quando a imagem de X é nao-
enumeravel, temos o modelo continuo. No caso discreto, a funcao
IP(X = z), para x € IR, permite caracterizar a distribuigdo da
variavel aleatéria X. No caso continuo, quando existe fx : IR — IR
tal que IP(X € A) = [ fx(z)dz para todo A € L dizemos que a

A

variavel aleatdria X é absolutamente continua.

Temos portanto no caso discreto que Fx(z) = >, IP(X =y) e
y<z

xr
no caso absolutamente continuo Fx (z) = [ fx(y)dy.
— 00

O conceito de varidveis aleatdrias independentes desempenha um
papel crucial na Teoria da Probabilidade. Duas varidveis aleatérias
X e Y definidas em (92, F, IP) sdo ditas independentes se e somente

se para todo z e y € IR,
P(X <z,Y <y) =IP(X <z)IP(Y <y).

O evento {X < z,Y <y} é uma abreviagdo para {X < z}Nn{Y <
y} € F.

Quando a v.a. X é discreta, isto é, sua imagem estd contida em
um conjunto enumeravel £ C IR, e g uma funcio de E — IR, defini-
mos o valor esperado de g(X) por E(g(X)) = ¥ g(z)P(X = z).

z€EE



116 [CAP. A: CONCEITOS DE PROBABILIDADE E PROCESSOS ESTOCASTICOS

o0

Para o caso absolutamente continuo, IE(g(X)) = [ g(z)fx(z)dz.

Dizemos que a v.a. X ¢ integravel se IE(|X]) < oo.

Para um evento B, com IP(B) > 0, definimos a fungdo dis-
tribuicdo condicional da v. a. X dado B por

IP(X < z,B)
F By=—=22/
x(a  B)= g a € I
- _ E(X1p)
e a esperanga condicional de X dado B por IE(X / B) = BE

onde

1(w)=1 sew € B,
0 sew ¢ B.

Exemplo: Considere a v. a. X(w) = w definida em 2 = (0, 1], com
IP((a,b]) = b—a, (a,b] C (0,1]. A v. a. X tem distribui¢do Uniforme
m (0,1]. A média de X é dada por IE(X) =

o=

(i-1)

n

Defina os eventos {A; : i = 1,...,n} por A; = ( , 1] e assuma

que um deles ocorreu. Entao

1
IP(A;)

/wfx(m) dm:l%_l. |

2 n
A;

E(X [ A) =

Considere uma v. a. discreta Y definida em 2 assumindo valores
distintos y; nos eventos A;,isto é, A; = {w: Y(w) =y}, i =1,2,....
Os conjuntos {A; : i > 1} formam uma particio de ) e para a v. a.

X integravel com IP(A;) > 0 definimos a v. a. discreta
E(X/Y)w =FEX /Y =y) para we€ 4.

E facil ver que E(E(X /Y)) = [E(X).
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Definimos a varidncia de uma v.a. por Var(X) = [E[X — [E(X)]?
e o desvio padrdo por DP(X) = y/Var(X).

A desigualdade de Markov é cldssica na literatura. Para f(X)
integravel e 6 > 0 temos para todo t > 0 que 1P(|f(X)| > 6) <
s IE[ |f(X)|' ]. Esta desigualdade permite afirmar dentre outras
coisas que IP( |X| > IE(X) +tDP(X) ) < #%, e portanto a v.a.
pertence ao conjunto (IE(X) — 3DP(X) , IE(X) + 3DP(X)) com
probabilidade maior ou igual a 8. Em particular,

Var (X))

52

¢ conhecida como desigualdade de Chebyshev.

P(|IX - B(X)] > 6) <

A desigualdade de Chebyshev é suficiente para estabelecer a Lei
fraca dos Grandes Nimeros: Seja {X, : n > 1} uma seqiiéncia de
v.as. independentes e identicamente distribuidas com [E(X;) = u
e Var(X;) = 0% < oo, isto é, formam uma amostra na linguagem
estatistica, defina as v.as. {ST" :n > 1} como a média empirica, isto
Sn = Xkt Xa  Temos que IP(|22 — | > 6) < 7‘;—; — 0 quando

’on C n

é
n — oo para todo § > 0.
Muitas vezes IE( lim X,) # lim IF(X,), e o Teorema da Con-
n—oo n—oo
vergéncia Dominada apresenta uma condicao suficiente para a igual-
dade: Sejam Y, X,{X,, : n > 1} v.as. em (Q,F,IP) tais que YV é
integrével, |X,| <Y Vn,e lim X, = X. Entdo X e X,, sdo inte-
n— o0
graveis e IE(X) = lim IE(X,).
n—oo

Considere {X,, : n > 1} v.as. definidas no mesmo espago de
probabilidade. Dizemos que X, converge em probabilidade para X
se para todo § > 0, lim IP(|X, — X| > &) = 0. Definimos con-

n—oo ,
vergéncia quase certa quando IP( lim X, =X ) = 1. E facil ver que
n— oo
convergéncia quase certa é mais forte pois implica na convergéncia

em probabilidade.
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A Lei Forte de Kolmogorov afirma que para uma amostra de v.as.
integraveis {X,, : n > 1}, a média empirica converge quase certamen-
te para [F(X).

Dizemos que uma seqiiéncia de eventos {A,, : n > 1}, por exemplo
aqueles definidos pela imagem inversa de uma seqiiéncia de v.as., tem

limite quando

n—o0

o0 (o 0] o0 (o 0]
liminf A,, := U ﬂ A = ﬂ U Aj =:limsup A,.
n=1k=n n=1k=n neo
Para ilustrar este conceito vamos considerar um jogador que toda
semana, de hoje até o final dos tempos, aposta na Megasena. Para a
n—ésima semana definimos a v.a. X, = 1 se o apostador ganha e zero

caso contrario (o mais provavel). O evento limsup A,, corresponde a
n— 00
ocorréncia de um nimero infinito de semanas onde o valor da v.a. é 1

e o evento liminf A, corresponde a ocorréncia de ganhar a Megasena
n— 00

em todas as semanas a partir de uma certa data, que pode demorar

muitos anos para acontecer, mas apés um numero finito de vitdrias,

bastando ter paciéncia, o jogador vai ganhar sempre.

O Lema de Borel-Cantelli afirma que se {A, : n > 1} sdo eventos
em (Q, F, IP) tais que:
(o)
a) Se > IP(Ay) < oo entdo IP(limsup A,) = 0.
n=1

n—roo

b) Se i IP(A,) = o0, e 0s {4, : n > 1} sdo independentes, entdo
P (lim sup A,) = 1.

n—oo

Como a probabilidade de ganhar na Megasena apostando 6 deze-
nas é uma em 50.063.860 (um evento mais dificil do que arremessar
25 moedas honestas e todas apresentarem a mesma face, tanto faz
se cara ou coroa. Basta uma moeda ser diferente que vocé perde), e

como os eventos {X,, : n > 1} sdo independentes segue pela parte (b)
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do Lema de Borel-Cantelli que a probabilidade de ganhar infinitas

vezes na Megasena é 1.

Vamos definir convergéncia em distribuicdo, ou em Lei, quando
consideramos a probabilidade IP x induzida pela v.a. X. Sejam {X,, :
n > 1} e X v.as. com funcoes de distribuicdo {Fx, : n > 1} e
Fx, respectivamente. {X, : n > 1} converge em Lei, para X se
lim Fx,(z):= lim IP(X, <z) = IP(X <z} =: Fx(z), para os &
n—oo n—oo
tais que IP(X = 1‘) =0.

OBS: E facil construir um exemplo de seqiiéncias de v. as. que
convergem em distribuicao mas nao em probabilidade. Por exemplo,
sejam X e {X; : 4 > 1} v. as. independentes com distribui¢do comum
N(0, 3). Entéo {X; : i > 1} converge em distribui¢do para X. Temos
para todo i > 1 que X; — X ~ N(0,1), e P(|X; — X| > ¢) =
2 —2Fx (e). Segue que para todo € > 0, lim IP(|X; —X|>¢€) #0,e
portanto ndo converge em proba\bilidaudez.ﬁoo |

Um dos resultados mais importantes da matematica, e tanto quan-
to o da convergéncia forte, forma os alicerces da moderna Teoria da
Probabilidade, é o Teorema Central do Limite que pode ser enunciado
da seguinte maneira: Seja {X,, : n > 1} uma amostra com IE(X;) =
pe0 < Var(X;) = 0 < co. Entdo {(2= — u)% :n > 1} converge
em Lei para a distribuicao Normal Padrao, isto é,

T

1 y?
_n T <L y — —_Z
o <) V2or / exp { 2 by

para todo x € IR quando n — oo.

Uma aplicacao imediata deste resultado é a construcao de inter-
valos de confianca no contexto da inferéncia estatistica. Suponha
que vocé tenha interesse em estimar a probabilidade de uma v.a. as-

sumir o valor 1, quando = {0,1}. Para tanto, vocé realiza uma
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amostra, isto é, observa n valores independentes desta v.a.. Um
possivel estimador (bom!) é dado pela média empirica definida por
X, = ST" = % O valor esperado da v.a. X; é [E(X;) =
px14+0x(1—p)=pparaalgum 0 <p <1, ondep=1IP(X =1).
Portanto, E(Yn) = % JE(i Xi) = =P = p. A variancia de X,
¢ dada por Var(X,) = (0~ p)*(1 - p) + (1 - p)’p = p(1 - p).
Pela independéncia dos {X,, : n > 1}, temos que Var(+ f:le) =
=

n

n
L 3 Var(X) = 2lp) < L,
1=

Sabemos que uma v.a. Z que tem distribuicdo Normal Padrao sa-
tisfaz a seguinte igualdade: IP(—I, 64<Z < 1,64) = 0,9. Podemos
escrever, devido o Teorema Central do Limite, que para n suficiente-
mente grande, a IP(—1,64 < M) < 1,64) ¢ aproximadamente

v/ p(1-p)

0,9. Segue que

1,64 1,64

P(- < (Xn—p)Vn) £ ==) 20,9,
1,64 — 1,64
isto é, IP(—2= < (X, — < 2 >
1St0 €, ( 4ﬁ_( p))—4\/ﬁ)_0597
- 1,64 X, +1,64
portanto IP (X, — ,0 < p §+7’6) >0,9,

4/n = 4fn =

0 que nos permite concluir que existe um intervalo aleatério dado por
X+ %, que pode ser tao pequeno quanto maior o valor de n, tal que
a probabilidade do intervalo conter o valor desconhecido de p supera o
valor de 90 %, ou mesmo arbitrariamente grande quando escolhermos
outro valor maior que 1,64. Em particular, escolhendo o valor 3 como
fizemos na desigualdade de Markov, obteremos uma probabilidade em

torno de 0,9973 quando a v.a. segue uma Lei Normal.

Uma versdo mais geral do Teorema Central do Limite é dada pela

condicdo de Lindeberg: Seja {X,, : n > 1} uma seqiiéncia de v.as.
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independentes tais que IE(X,) = u, e Var(X,) = 02 < oo, e pelo
menos um o> > 0. Entdo uma condicio suficiente para a seqiiéncia
(5= E(5)

VVarS,
convergir em Lei para a distribuicdo Normal Padrao é que para todo
€ >0,

n>1}

1 - 2
lim —— E x —pg) dFx, (z) = 0.
n—oo y/VarS, = ( ) *
lz—pur|> ¢ v/ Vars,
Existem ainda algumas condigdes suficientes para a convergéncia
em Lei em que a independéncia é suprimida. Muitas delas consideram
o conceito de covariancia ou de alguma outra medida de dependéncia

entre as v.as. A covariancia entre X e Y é definida por
Cov(XY)=IEXY)-EX)EY).

Quando X e Y sdo independentes temos que Cov(XY) = 0,
quando Cov(XY') = 0, dizemos que as v.as. sdo ndo-correlacionadas.

A.1 GRANDES DESVIOS

Considere {X; : 4 > 1} uma amostra aleatéria definida em um espago
de probabilidade (2, F,IP), com IE(X1) = p. Seja X, = L 3 X;

i=1

para qualquer n > 1. Como X é integravel sabemos que X ,, converge

quase certamente para p quando n — oo.

Cramer (1937) e Chernoff (1952) estudaram o comportamento
assintotico, quando n — oo, de %anP(Yn € A) para A € . Quando
u ¢ A temos que

lim IP(X, € A) = 0.

n—oo
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Nessas condigdes os eventos {X,, € A} representam uma situagao

de grande desvio em relacao a lei dos grandes niimeros.

Para uma ampla classe de eventos tais que u ¢ A tem-se que
P(X,, € A) ~ exp{-—nI(A)} sendo I(4) € (0,00). O simbolo ~
representa equivaléncia logaritmica, isto é, + In IP(X,, € A) — —I(A)
quando n — oo, com —I(A) dita a entropia em A.

Observe, aplicando a desigualdade de Markov, que para a > p e
todo t > 0,

IP(X, >a)=IP(ntX, > nta) = IP(exp {ntX,} > exp {nta})

Eexp (X, _ DOV Z S e (1))
exp {nta} exp {nta} exp {nta}
=1 % ]n = exp {n[ln IE(exp {t X1} — ta]}.

Portanto IP(X, > a) < exp {—n[ta — In [E[tX;)]}.

O Teorema de Cramer-Chernoff pode ser enunciado da seguinte

maneira:

Teorema: Considere Xy, Xs,... v. a. i. i. d. com [E(X;) = pu

e defina X,, = L 3 X;. Entdo - InIP(X,, € A) —» —I(A) quando
i=1

n — 0o, para todo A do tipo (—o0,a] ou [a, +00), com u ¢ A, sendo

I(A) caracterizado por I(A) = ilelg/\(A) onde

A(A4) = sup(at — In [E(exp {tX1}).
teR

Exemplo: Considere X ~ N(u,0?). Temos que
1 — .
Eln]P(Xn €A — _;IelgA(A)’

onde \(4) = sup(ta — In IE(exp {tX1})).
teR
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E facil calcular IE(exp {tX1}) = exp {tu + 10%*}, e como

AM(A) = sup(at — tp — %Uztz),

teR
segue que
a— a— [ 1 ,,a—p,\2
AA4) =( o2 Ja— ( o2 )“_502( o2 )
_0—p2 la—po 1oa—pe
(R =
Portanto IP(X,, € A) ~exp{—n ilelg A(A)}. [ |

O problema considerado por Cramer e Chernoff tem aplicacoes e
fortes desenvolvimentos quando consideramos familias de processos
estocasticos. Freidlin e Wentzell estudaram perturbacdes aleatérias
de sistemas dinamicos e uma excelente discussao desses tépicos pode
ser encontrado no recente livro Large deviations and metastability
escrito por E. Olivieri e M. E. Vares (2004).

A.2 PASSEIO ALEATORIO

Considere uma seqiiéncia de v. as. definidas em algum espaco de
probabilidade (92, F, IP). Neste caso as v. as. Xi,...,X,, terdo uma
distribuicao de probabilidade conjunta para todo n > 1. Dizemos que
as v. as. sdo mutuamente independentes se e somente se

n
IP(X) € B, X5 € By,..., X, € B,) = [[IP(Xi € By)

i=1
paratodo B; € 5, i=1,...,n.

Para {X; : i > 1} v. as. independentes e identicamente dis-

tribuidas vamos definir paran =1,2,...

Sp=X1+Xo+ -+ X,
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{S,, : n > 1} é dito um Passeio Aleatério.

No caso especial em que a distribuicao de probabilidade comum
dos X1, X5,... é dada por

PXpy=1)=p e PXp=-1)=1-—p, VEk>1,

para algum 0 < p < 1, temos o Passeio Aleatdrio Simples em Z. No
caso em que p = %, temos o Passeio Aleatério Simples Simétrico em
Z.

Exemplo: (Ruina do Jogador) Considere um Passeio Aleatério Sim-
ples, com 0 < p < 1, para modelar um jogo quando seu capital inicial
éa € {0,1,...,N}, para N > 1. Denote por S, o capital apés n

jogadas. O jogo termina quando S, visitar 0 ou N.

Temos que
P(Sppi=2+1/Spy=2)=p=1—-IP(Spt1=2—-1/ S, =x),

para todo z € {1,...,N —1},e IP(Sp41 =z / S, = z) = 1, quando
z=0ouN.

Vamos definir a probabilidade do evento ruina do jogador ini-

ciando com capital a por:
IP(S, =0 paraalgumn >0, S, # N paratodon >0/ Sy =a).

Denotando, por simplicidade, essa probabilidade condicional por
f(a), temos que f(0) =1e f(N)=0. Paraa € {1,..., N — 1} temos
dois casos:

r:= 1 =1 (caso simétrico) entdo: f(a) = Noa

r # 1 (caso assimétrico) entdo: f(a) =

1—pN—e
1—rN

Vale notar que quando N =40 e p = 0,52, f(20) é menor do que
0,05. m
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A.3 PROCESSOS ESTOCASTICOS

Vamos definir um processo de Markov homogéneo {{(¢) : ¢ > 0}
com valores em S enumerdvel, pelas seguintes duas condicoes nas
probabilidades de transicdo p;;(t) := IP[{(t) =4 / £(0) = 1] :

(D) pij(t — s) = IP[§(t) = j / §(s) = i] para todo t > s.

(ID) pij(t — s) = IP[E(t) = j [ &(s1) = in,- ., &(sm) = im,&(s) = i]
paratodot >se sy < - < 8y < 8.

A distribuicao de probabilidade para o estado inicial £(0) é dada
por: IP[£(0) = 4] =p?, i € S. Desta forma a distribuigio de probabi-
lidade conjunta das varidveis aleatérias £(¢1), ..., &(tn) para 0 = tg <
t) < --- <ty é dada por:

P[g(tl) :jlv"'a Zp]n ljn tn— 1) pijl(tl)p(i)-

A probabilidade do processo estar em j no instante ¢ > 0 é obtida

o0
por: p;(t) = Y pij(t)p}, j € S. Observe que
i=0
i(s +1) Zpk s)pr;(t), paras <t.

Tomando £(0) = i, temos p;;(s+1t) = szk( )pij(t), s,t >0, conhe-

cidas como equacoes de Chapman—KolmogorOV.

Seja P(t) := {p;;(t) : t > 0}, e T 0 tempo de permanéncia minimo
em qualquer estado com a restri¢io que IP[r > 0] = 1. Entdo as
pij(t) sdo continuas em t = 0, isto é, }lzimo P(h) =P(0) =1, onde I é

—
a matriz identidade. Além disso, para todo i # j em S, existe o
o Pu(h)

= ;.
h—0t h k&
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Os Aj; para 4,7 € S sdo ditas as tazas ou intensidades do processo.

As probabilidade de transicao satisfazem

pz] Z Azl»pk]
pz] szk /\k]

comi#j€ES.

Para Sy C S, com i ¢ Sy, temos que

Z pij(h) + pii(h) <1 e portanto

J€So
> pij(h)
1 —p“(h) > JjESo
h - h
Segue que A;; > > A;j, 0 que implica que A; > > Aij, quando
JESo J#i

h — 0t.
Se Xii = Y Aij e Ais < oo oestado i € S é dito estdvel ou regular.

J#i
O estado é dito instantineo se \;; = oo e absorvente se \;; = 0.

Quando todos os estados sdo estaveis, o processo é estavel, e neste

caso temos que p;;(t) sdo diferencidveis paratodot > 0etodoi,j € S.
o0
Além disso: %pz’j (t) = Z /\ikpkj (t) — /\iz'pij (t)
ki
A matriz A := {\;; : i,j € S} é dito o gerador infinitesimal do
processo {&(t) : t > 0}.

OBS: Considere o caso em que S é nao enumerdvel e {{(t) : t >
0} é um processo de Markov homogéneo assumindo valores em S.

Definimos as probabilidades de transicao por

IP(x,t,B) = IP[{(s + 1) € B / {(s) = x].
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Assuma que IP(z,t,B) é continua em zero, onde B é o conjunto
das funcées reais limitadas mensurdveis (isto é v.as. reais limitadas)
definidas em (2. Queremos caracterizar o comportamento do processo
{&(t) : t > 0} a partir da 2ELLE)),

Para X € B, defina ||X|| := sup |X(x)|. A transformacio T :
z€R

B — B é dita um operador linear se para quaisquer Xi, Xo €
B,ai,as € IR ﬁXOS, T(O{le + OéQXQ) = Ole(Xl) + OéQT(Xg).

T ¢é limitado se existir uma constante positiva M < oo tal que
[|ITX|| < M||X]||, para todo X € B.

O menor M tal que a desigualdade acima acontece é dito a norma

do operador T, denotado por ||T||. Portanto, ||T|| = sup %

X#0,X€B
Segue que ||[TX|| < ||T]] 1|1X]|.- Se ||T]| < 1, o operador é dito ser

contra¢ao.

Defini¢do: Uma familia {S(t) : t > 0} de operadores lineares limita-
dos definidos em B é dito um semigrupo de contragao se:

a) IS()X]| < |IX]| VX € B.

b) S(t+s) = S(t)S(s) = S(s)S(t) paratodo s,t>0.

Um semigrupo é dito fortemente continuo se

S(0)=1I e ||St)—1I]] -0 quando t— 0.

Para cada X € B et > 0 defina
+o0
(S0X)@) = [ X@Pe.tdy) = B [X (60)].

E fécil ver que é uma contracao:

IS@x1| _ sp S0 X (@)

sup — =
X€EB,X#0 ||X|| XeB,x#0 sup |X(z)]
z€R

IS@I =
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sup | X ()]
sup zER _q
xeB,x#0 sup | X(z)]
z€R

Usando Chapman-Kolmogorov temos:

+00
(S(t + 8)X) (z) = / X () P(x, 1, dy) =

+oo +oo

/ X(y) / P(a,t,d2)IP(z, s, dy) =

— 00

+oo
[ Pt (s6)X)@) = (SOS6)X) @)

Seja {S(t) : t > 0} um semigrupo fortemente continuo em B. Se
a seqiiencia {X,, : n > 1} em B ¢é tal que ||X,, — X|| — 0 quando
n — oo, dizemos que converge fortemente para X e escrevemos X =
() g, %o
Defini¢ao: O gerador infinitesimal A do semigrupo é definido por

AX = (x) lim SHX - X
t—0+ t

para aquelas X € B tais que o limite existe.

Seja Dy C B o conjunto dos elementos em B tais que o limite
acima existe. Se X1, X5 C Dj entao a1 X1 + asXs € Dy, isto é, A é
um operador linear em Djy. |

Exemplo: Considere {£(t) : t > 0} com valores em S finito. Temos
que {P(t) : t > 0}, onde P(t) = {p;;(t)}, P(0) = I, é um semigrupo.

Definimos para todo s; € S e X € B, com B o conjunto das

funcoes reais mensuraveis limitadas definidas em §2,

N
(P(H)X)(s:) = Zpij(t)X(Sj),
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onde N = |S| = é o cardinal de S. Temos que {P(t) : t > 0} é um

semigrupo de contracao. Isto é,

() = > i (DX () = BIX (1) / £0) =i] =

E:X(((t) = BEX('()).
Além disso:

D)= A X(y) = XX (@) + > A X ()
J

J#i

=D AGX @) + )N XG) =) N [X X (z)].

J#i J#i J#i
]
Uma questao importante é o estudo da existéncia de alguma Lei
de Probabilidade para o processo quando ¢t — co. Dizemos que a dis-
tribuigéo de probabilidade v é invariante para o processo se vP(t) = v
para todo t > 0. Note que vP(t) é a distribuicdo de £(t) quando a
Lei de £(0) é v

Proposigao: v é invariante se e somente se vA = 0.

4y =0.

Dem: Temos que vA = vP(t)A = pPH %V’P(t) =4

dt
Por outro lado, vA = 0 implica que vP(t)A = 0. Como vP(t)A =
vA segue que vP(t) = v. |

Definicdo: v é reversivel se para todo i,j € S,
v(i)pij = v(j)pji-

Proposigao: Se v é reversivel, entdo é invariante.

Dem: Se v é reversivel temos que

Zy(i)pij = Z p]l =v(j ijz =v(j u

% i
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A.4 PROCESSOS DE POISSON

Definicao A: Uma seqiiéncia ndo enumeravel de v. as. {N(t) : ¢ > 0},
onde N(t) = nimero de ocorréncias de um determinado evento em
(0,t], é dita Processo de Poisson de taxa, A > 0 se:

I) {N(tx) — N(tp—1), 1 < k < n} sdo varidveis aleatérias indepen-
dentes para todo 0 <ty <t; <--- <t, e todo n.

IT) N(0) =0e N(t) — N(s) tem distribuicio de Poisson de parametro
At —s), 0<s<t.

Essa definicio é equivalente a seguinte:

Defini¢do B: Um Processo de Poisson {N(t) : t > 0} é um processo

com valores em IN tal que N(0) =0 e:

I) Incrementos independentes,

IT) IP( exatamente 1 ocorréncia em (t,t+h] ) = Ah+o(h) para algum
A>0e

II) IP( pelo menos duas ocorréncias durante (t,¢ + h]) = o(h).

Nas condigoes (I) e (IT), o(h) denota fungdes f(h) com a proprie-
dade de que @ — 0 quando h — 0.

Vamos argumentar que as duas defini¢cdes sdo equivalentes.

A implica em B:
IP( exatamente 1 ocorréncia em (t,¢ + h] ) = Ahexp{—Ah}

= A — Ah(1 — exp {=Ah}) = Ah + o(h).

o0

oo
1 z* 1 E_ 1 a2 2
Para0 <z < 3, temos LEZ T <5 kzzx = 51— < z”. Portanto,

IP( pelo menos duas ocorréncia em (,¢ + h]) =
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Z exp{ /\h} ()\h)Q = o(h) quando h — 0.
k=2

B implica em A: Seja s = 0 e paran = 0,1,2,... defina E,, =
{exatamente n ocorréncias em (t,t + h]} e IP,(t) = IP[N(t) = n].

Para n = 0 temos

Po(t + 1) = Po(t)P[N(t +h) =0 / N(t) = 0]

quando h — 0.
Segue que IPo(t + h) — IPo(t) = —AhIPo(t) + o(h). Dividindo por
h e tomando o limite h — 0, temos %‘;(t) = —AIPy(t).

Paran > 1 temos

n

P,(t+h) = U{N N(t+h) =n})

= IPn(t)ﬂD(N(t+h):n/N(t):n)
+ Py 1(t)JP(N(t+h):n/N(t):n—1)

+ P U{N ) =k,N(t+h)=n})
= ]Pn( )]P(Eo) + P, (t)IP(Ey)
+ P(U{N(t) = kaEn*k})

k=0

= IP,(t)[1 = Ah— o(h)] + IPp—1(t)[Ah + o(h)] + o(h).

Segue que N(0) =0 e de"t(t) = —AIPy(t), implicam que

% (exp {At} Py (t)) = Nexp {\t}IP(t) + exp {/\t}%ﬂ% (t)=0.
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Temos, exp {\t}IPy(t) = ¢ (constante) e entdo IPg(t) = cexp{—At}.
Como IP(0) =1 temos que IPy(t) = exp {—At}. Agora,

dIPy(1)
dt

= —AIPq(t) + AMPo(t)
= —AIPy(t) + Aexp{—At}.

Como

dlexp{\}IP, (1) dIP, (t)
SRS — oA

= exp{ At} (=AIP1(t) + Aexp{—At}) + Nexp{At} /P ()
-\,

+ Aexp{At}IP;(t)

temos que exp{At}IP;(t) — IP1(0) = At e portanto
IP,(t) = Atexp{—At} + IP1(0) exp{—At}.
Como 1P, (0) = 0 paran > 1 pois IP¢(0) = 1, segue que
IP,(t) = Mtexp{—At}.

Pela hipétese de inducao, IPg(t) = Wifﬂw, segue que

dIp t
%() = —AMPjp1(t) + AP (1)
e portanto
dIPy11(t Nexp{—At}(At)*
110y, ) = ACRAO0"

oo dlexp{At} Py (t gk
isto ¢, dexpt ;t ra®] = A ey

Para concluir observe que

k+1
k!

A
exp{ At} Pr41(t) = /skds + IP;11(0) =

0



[SEC. A5: CONSTRUCAO GRAFICA 133

exp{—At}(Ap)**+!

Portanto, IPjy1(t) = RT1)!

Para s > 0, colocamos M (t) = N(t+s)— N(s), t > 0, e note que
M(0) =0. |

Defina 7; = instante da i-ésima ocorréncia, e T; = 7, — 7,1 = 0
intervalo de tempo entre ocorréncias. Entdao IP(T; > t) = IP(N(t) =
0) = exp{—At}, para t > 0, isto é, os {T; : i > 1} sdo v. as. exponen-

ciais independentes.

Observe que as v. as. T; ndo tem memoria, isto é,

IP(T;>t+s /T;>t) =IP(T; >s) paratodo s,t > 0.

A.5 CONSTRUCAO GRAFICA

Considere {£(t) : t > 0} um processo de Markov. Se {(t) = i, a taxa
de salto ao estado j é \;; e o tempo de espera para ocorrer este salto

segue uma distribuicdo exponencial de parametro A;;.

Para cada par i,j € S, defina processos de Poisson N%(t) com
taxa A;j. Considere {T,ij : k > 1} os instantes de ocorréncia do pro-
cesso {N%(t) : t > 0}. Defina 7§ = min; T]ij. Quando o processo esta
no estado i no instante t, escolhe saltar para a posi¢ao que correspon-
de ao primeiro evento dos processos de Poisson associados, isto é, o
primeiro instante dos processos {Fi : k > 1} que sdo as ocorréncias da
superposicdo de todos os processos de Poisson indexados pelo estado
i. Tome £(0) = ¢ e temos que

£(t) =i paratodo t€[0, 7i] e

£(t) =37 paratodo t€ (T, 75 se
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74 < 7% para todo | # j. Segue que
IP(E(t+h) =j [ &(t) =i) = P(NY(t+h)— N (t) = 1) = \;j+o(h).

Vamos definir o conjunto M = {ndo existem duas marcas dos
processos de Poisson no mesmo instante ¢}. E facil ver que IP(M) = 1.
Observe que M€ = {w : 34,4, k,I,m,n tais que 74 = 7}, Temos

que

.ZP(Tlij < lel) = ///\” exp{—/\ijt}/\kl exp{—/\kls}dt ds
0 0

o0

= A\ /exp {=Akis}H1 —exp{—A;;s}] ds
0

1 Akl _ Aij _
At +Xij A+ Ay

Segue que
Nij + Ak 0

i kY _ 1 _ _
.ZP(Tl —'rl)—l [/\kl+/\ij

De maneira andloga, vale que para todo m,n.

o)
Observando que IP(|J;2, 4;) < Y IP(4;), o resultado segue.
i=1
|
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A.7 EXERCICIOS

1- Apresente um exemplo em que a unido de o—4&lgebras ndo seja

uma o—4algebra.

2- Considere = [ 0,1 ], F = o—algebra de subconjuntos de Q
que contém todos os intervalos de 2, e IP(A) = comprimento de
A AeF.

Seja Ag = Q, A1 =AoN(3,2)°=100,2]U[3,1], A, =[0,1]U
[2,21U[8, Z]U[8,1] (isto ¢, retiramos a 3% parte central de cada um
dos intervalos de A;)

Prosseguindo deste modo obteremos {A4,,;n > 1}, sucessdo mond-
tona nao-crescente (A, D An11), onde A, é a unido de 2" intervalos
fechados.

O conjunto C =(77, A, ¢ dito o conjunto de Cantor .

Mostre que IP( C ) = 0. (Este é um exemplo de um conjunto

nao-enumeravel de probabilidade (comprimento) zero).

3- Dé um exemplo de duas varidveis aleatérias identicamente dis-
tribuidas tal que P{ X #Y } = 1.
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4- Considere a seqiiéncia de v. as. independentes {(X;,Y;)}i<i<n

com lei conjunta dada por :

P[(Xi,Yi) = (4, k)] =1 — pi se (4, k) = (0,0)

exp {—p;}pf
k!
exp{_pi} - (1 _pi) se (.7’ k) = (170)

onde 0 <p;<lparal<i<n.Qualaleide X;edeY;?

sej=1lek>1

5- Trés prisioneiros sdo informados pelo carcereiro, que nunca mente,
que um deles foi escolhido ao acaso para ser executado ao amanhecer,
e os outros dois irdo ser libertados. O prisioneiro A pede ao carcereiro
que lhe diga confidencialmente o nome de um dos que vai ser solto
entre os outros dois, ja que isto ndo lhe traz informacdo alguma,
visto que pelo menos um dos outros dois vai ser solto. O carcereiro
recusa, argumentando que se A souber isto, a probabilidade dele ser

executado que era % passa a ser % Quem tem razao ?

6- Para a varidvel aleatdéria X com distribuicio Geométrica de

parametro 0 < p < 1, demonstre que (Falta de meméria)
PIX>m+n /X >m]=IP[X >n], param,n=0,1,....
7- Sejam X e Y varidveis aleatérias assumindo os valores z1, s €

Y1, Y2 respoectivamente. Prove que COV(X,Y) = 0, implica que X

e Y sao independentes.

8- Sejam X1, X,,... varidveis aleatérias tais que
1 9 1

paran=1,2,....
Mostre que IE(X])") # IE(X™) quando n — oo, para todo
m=1,2...,onde X = lim X,.

n—aoo
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9- Considere N lancamentos de um dado equilibrado com duas faces
azuis, duas verdes e duas amarelas. Qual a probabilidade de que no

maximo duas cores ocorram nos primeiros £ < N lancamentos ?

10- Um rato estd preso em um labirinto. Inicialmente, ele escolhe
uma de duas dire¢des (direita ou esquerda) com probabilidade 3. Se
ele for para a direita caminhard pelo labirinto durante 3 minutos,
retornando a sua posicdo inicial. Caso ele va para a esquerda, com
probabilidade % ele caminhara durante 2 minutos e saird do labirinto,
e com probabilidade % ele caminhard durante 5 minutos, retornando
a posicao inicial. Qual o tempo médio de permanéncia do rato no

labirinto ?

11- Considere X, Xo,... varidveis aleatdrias independentes defini-
das por:
P(X:=1) = IP(X;=-1) =

Parak >2ealgumc>0, 0 <c <1,

P(X, = +1) = %(1 — o),
1
2%z

P(Xe=0) = (1- p)e

P(X) = +k) =

a ) Verifique se a condicdo de Lindeberg é satisfeita.
b ) Esta seqliéncia satisfaz o Teorema Central do Limite?

12- Para o passeio aleatdrio simples simétrico, iniciando na origem,
determine a probabilidade de retorno a origem quando a dimensao é
d > 1. Mostre que o tempo médio de retorno nao é finito para d = 1
e d=2,eé finito para d > 2.

13- Para N(t) um processo de Poisson de pardmetro A, calcule :
a) IP(N(t) = impar)
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b) IE(N(0,£)N(0,t + s))

14- Counsidere o espaco de estados 2 = {1,2}, e defina A\y 5 = A e
A2,1 = p. Determine p;(1,1) e p(2,1).

15- (Processo de Yule) Considere um modelo de crescimento popu-
lacional (de bactérias por exemplo), em que n&o existem mortes e que
cada particula se divide em duas com taxa 3, tal que ;41 = B 1,
e A;; = 0 para j # ¢ + 1. Mostre que iniciando com i particulas a
probabilidade de transicdo do processo de Yule é uma distribuicdo
Binomial Negativa, isto é:

wiid) = (12]) (exn(-p0)' (1 - expl-s0) "™

16- Seja {{(t) : t > 0} um processo de Markov e f : IR — IR uma
fun¢do mensurdvel. Apresente um exemplo tal que {f(&(¢)) : ¢ > 0}
nao é um processo de Markov.

17- Seja {&(t) : t > 0} um processo de Markov homogéneo com
espaco de estados Q = {z1,22,...,2n}. Supondo todos os estados
estaveis, mostre que o gerador infinitesimal é um operador limitado

no conjunto das funcoes reais limitadas definidas em Q.

18- Uma medida de probabilidade v é dita reversivel para o processo

com semigrupo S(t) se

/ FS(H)gdv = / 9S(b) fdv

para toda f e g funcoes continuas definidas em §2.
a ) Mostre que se v é reversivel entdo v é invariante.
b ) (Exemplo de uma cadeia de Markov irredutivel que tem medida

reversivel e medida invariante ndo-reversivel): Considere o passeio
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aleatério em Z com probabilidade de transicao dada por

p sey=x+1
Pey=4 1—p sey=z-1
0 se |z —y| > 2.

onde % < p < 1. Determine uma condicdo necessaria e suficiente para

a medida invariante ser reversivel.

19- (Simulagao) Considere o exemplo da ruina do jogador com ape-

nas a posicao N absorvente, isto é, para todo n > 1,
]P(Sn+1=1/5n=0) =p>0.

Simule para valores de p < % pequeno e N grande o tempo esti-

mado para o jogo terminar.

20- Umav. a. X tal que P(X =1)=1—-IP(X =0) =p, é
dita de Bernoulli com parametro p. Construa uma distribuicdo con-
junta de duas v. as. de Bernoulli, X e Y com pardmetros p < ¢

respectivamente, tal que P(X <Y) = 1.

21- Seja {S,}n>0 0 Passeio Aleatério Simples em Z com probabili-
dade p para a direita e 1 — p para esquerda.

a) Determine a média e variancia de S,, quando Sy = 0.

b) Calcule para todo k € Z a IP(S, =n+k |/ So = k).

c¢) Calcule IP(S2p41 =1/ Sp =0).

22- Duas particulas realizam simultaneamente dois Passeio Aleaté-
rios Simples Simétrico em Z, iniciando da origem, de maneira inde-
pendente. Determine a probabilidade de estarem na mesma posi¢ao

no instante n.
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23- Considere a seguinte matriz de transi¢ao:

1 2 3 45
1{0 2+ 2 0 0
210 0 0 &+ 2
310 0 0 + 2
4110 0 0 0
5\1 0 0 0 0

Determine a medida de probabilidade invariante desta cadeia.

24- Uma particula move-se de acordo a uma cadeia de Markov com
espaco de estados E = {1,2,...,¢ + d}, onde ¢ e d sdo ndmeros
inteiros positivos arbitrarios. Iniciando em qualquer um dos primeiros
c estados, a particula salta em um passo para um estado escolhi-
do uniformemente entre os outros d estados. Iniciando em qualquer
um dos d estados, a particula salta em um passo para um estado
escolhido uniformemente entre os outros ¢ estados. Ache a medida
de probabilidade invariante desta cadeia.

25- Considere o espago de estados £ = {—1,1}". Em cada instante
uma posicdo € escolhida com probabilidade % e troca de sinal com
probabilidade % Descreva um possivel acoplamento para determinar
o tempo de encontro de dois processos partindo das condicoes iniciais
(-1,...,-1) e (+1,...,+1).

26- Seja Y7,Ys,... uma seqiiéncia de ensaios de Bernoulli de para-

metro 0 < p <1 e defina paran > 2 :

seY, 1,Y, =88
seY,_1,Y,=SF
seY,_1,Y,=FS
seY, 1,Y,=FF

X, =

=W N =

Escreva a matriz de transicao associada.
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27- Considere um passeio aleatério simples com 0 < p < 1 em
{-N,-N+1,..,N—1,N}, iniciando em {0} e posi¢coes {N} e {—N}
absorventes, N > 1. Qual a probabilidade do processo ser absorvido

antes de retornar a origem ?

28- Apresente um exemplo de uma cadeia que tem uma probabili-

dade invariante que nao satisfaz a condicao de reversibilidade.

29- {Y(n):n > 1} seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes
com distribuicdo de Bernoulli de pardmetro 0 < p < 1. Defina a
seqiiéncia {X (n) : n > 1} por:

X(n) =Yn) + Y(n+1)

Mostre que {X (n) : n > 1} ndo é uma Cadeia de Markov.

30- (Modelo de propagagdo do boato) Considere n pessoas, n > 2.
Um sinal, que pode ser 0 ou 1, ¢ inicialmente conhecido pela pessoa
1, e digamos que vale S. Este sinal serd transmitido para a segunda
pessoa de maneira correta com probabilidade p ou transmitido como
1 — S com probabilidade 1 —p, 0 < p < 1. A seguir a segunda
pessoa transmite para a terceira o que recebeu com probabilidade p
ou transmite com valor alterado com probabilidade 1 — p. E assim
por diante até chegar na n—ésima pessoa. Se cada indivividuo toma
a decisdo de maneira independente, qual a probabilidade da n—ésima,

pessoa receber o sinal com valor S 7

31- (Modelo de Ehrenfest) Considere M bolas numeradas distri-
buidas ao acaso em duas urnas A e B. A cada unidade de tempo,
digamos n = 0,1,2,..., escolhemos uma bola dentre as M e trocamos

a sorteada de urna. Seja X (n) = (z1(n),...,xp(n)), onde

2i(n) = 1 se i—ésima bola estiver na urna A no instante n,
71 0 caso contrdrio
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a) Mostre que {X(n);n =0,1,2,...} é uma Cadeia de Markov em
Q= {0, 1}M.

M
b ) Defina para todo n > 0 a Cadeia (de Markov) Y (n) = > x;(n).
Qual a matriz de transigdo ?
¢ ) Defina o valor da diferencga entre o numero de bolas nas duas
urnas apés o n—ésimo sorteio por A, = 2Y(n) — M. Determine
IE(A)) e o valor do nh_)n;o IE(A),) quando a condigdo inicial é j bolas
naurna A, 7 =0,1,..., M.

32- Considere N bolas numeradas em uma urna. Retire uma bola
com reposi¢do e anote o0 namero obtido. Seja Ty o numero de retiradas
até obter k bolas distintas. (77 = 1). Qual a lei de Ty+1 — T}, para

k > 1?7 Determine, mesmo que aproximadamente, o valor de IE(Ty).

33- Considere N € IN. No cubo {0,1}" assuma que em cada um
dos N2V~ elos é marcada uma direcdo aleatéria via o lancamento
de uma moeda honesta e seja W = W (k,n) o nimero de vértices em
que exatamente k dos N elos apontam na direcdo do vértice. Seja
I o conjunto de todos os 2" vertices e X, o indicador que o vértice
a tem exatamente k£ de seus vértices apontados para ele. Definindo
By, ={f: |a — f] <1}, calcule

a) IE(W)

b)bi= 3 > IE(X.)IE(Xp)
a€l BEB,

c)be=3 > IE(XaXp)
a€l a#BEBy

34- (Problema dos aniversédrios) Suponha que n bolas sao distribu-
idas ao acaso em d urnas e que desejamos estimar a probabilidade de
que pelo menos uma urna receba k ou mais bolas, k = 2,3,....

Seja I = {a C {1,2,...,n} : |a|] = k}. Seja X, o indicador
do evento tal que as bolas indexadas por a fiquem na mesma urna, e

definaW = 3 X,.Para B, = {f € I : anf # 0}, determine IE(W)
ael
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e Y, > IE(X,)IE(Xg). Descreva em palavras o evento {WW = 0} e
a€l BeEB,

como poderia ser determinada uma aproximagcao para IP(W = 0).

35- O Processo de Contato pode ser identificado como um conjunto

A={iezZ: n@) =1} c Z* de posicdes infectadas. Mostre que

IP(A; N { algum subconjunto de Z%} # 0 / Ag = Z") sio estocasti-

camente decrescentes em t,

. —=I'N . =I'n z ;
36- Considere T~ =inf{t > 0: & = 0}, onde {§ : t > 0} é
o Processo de Contato restrito ao hipercubo I'y, ou seja o processo

definido por:
CN(-TW) = c(man)l{l‘ € I'n}-

Seja IP a lei deste processo. Mostre que
=/ 7l . .
IP(T " >t) decai exponencialmente em ¢ > 0.

37- No modelo de Ising com potencial de Kac, mostre que a taxa

dado abaixo satisfaz a condicao de balanceamento detalhado :

o) - e Bo@h @)
T e (=Bl @)} + exp (B, (@)

(= 501 o) tanh fhy(x) ] )

onde (@) = h+ (Jy x)(a) € (Jy x0) (&) = 52 s (2,9)0(0).

38- Para algum potencial arbitrario J defina a taxa
C(l'ﬂ?) = exp {_ Z J(A)n(A)}a
Adz

onde

n(4) = I nw).

yeEA
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Sejam Ty = {z : |jz]| < N} e Ty = Z® — T'y. Defina o processo

restrito a I'y por en(x,n) = c(z,7) 12| <N}
Para £ € {—1,1}'~ e ¢ € {~1,1}''~ considere n definida por

_ f(y)a Yy € I—‘N
n(y) { C(y), v¢ln

a ) Mostre que
en(@n®) _ bne(§)

en(z,n) b (€7)

onde definimos by (&) =exp{ >. J(A)n(4) }.
ANT ny#£0

b ) Defina Agg, em {—1,1}'~ por
CN(%??) se Elzfza xEFNa
AN, = — 2 en(mm) sed =¢
(313 z€el'ny
0 caso contrario.

Mostre que

D bnc(E)AY e = 0.
&I

OBS: O resultado acima mostra que by ¢ ¢ uma medida estacionaria

para o processo de Ising em {—1,1}'~ com condi¢do de fronteira .

39- Considere {¢ : t > 0} o processo de contato com € = {0, 1}Z°.
a) Mostre que o processo é atrativo.

b) Para para z,y € Z 0< s<tewe N dizemos que existe um
w—caminho dual entre (y,t) e (z,t — s) ( abreviado por (y,t) w—cd
(z,t—s) ) se a posigdo (z, t—s) puder ser alcancada de (y, t) através de
um w—caminho com os simbolos — substituidos por « . Paran € (Q,
definimos para 0 < s < t a configuracéo ég"’t) (w) € Q por ég"’t) (w) =
{x € Z": paraalgum y €7, existe um (y,t) w— cd (z,t —s)}.

Mostre que {ég”’t) 0 < s <t} = {fg"’t) 0 < s < t}em

distribuicao.
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c) Paran e ¢ € Q, mostre a autodualidade do processo, isto é,
{& nn#0}={Cng™ # 0}

d) Mostre que IP(€2 # 0, Yt >0) = IP(0 € ¢Z7).

40- Considere T~ = inf{t > 0: ZtFN = ()}, onde {&, : t > 0} é
o processo de contato restrito ao hipercubo I'y. Seja IP a lei deste
processo. Mostre que para cada s e ¢t € (0, 00);

PT Y >PT " >t)>PT "~ >s+1)
41- Para S um conjunto enumerdvel e p;; as probabilidades de tran-

sicdo da Cadeia de Markov definida em S, com
pij >0 e Y pij=1,
J
considere as taxas de transicao dadas por:
n— ni com taxa Z Pij,
Jmn($)#n(j)
onde ) oy
irin n se i,
n(k)_{ 1—n(k) sek=1.

Este modelo é conhecido como modelo do Votante Linear.

Uma possivel interpretacdo é que as posi¢des denotam individuos
que podem ter uma de duas opinides (digamos 0 ou 1) sobre de-
terminado assunto. Em um tempo Exponencial de parametro 1, o
1—ésimo individuo escolhe um j—ésimo individuo com probabilidade
pij € adota a sua opinido.

E imediato que as coinfiguracdes 7(i) = 0 para todo i € S, ou

n(i) = 1 para todo i € S, sdo estados absorventes do processo.

Mostre para o modelo do Votante que

v, SHMO0)n(1)] = (v, SH)n(0)) (v,S(H)n(1)) > 0,
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onde a medida inicial v, é a medida produto de densidade p, isto é,
para A finito v,{n:n(z) =1, z € A} = pl4l.

42- Faca a construcdo grifica do Modelo do Votante.

43- No processo de Exclusao, apresente uma medida invariante tal

que

v(n(z)n(y)) > v(n(z)) v(n(y))

Adilson Simonis e Claudia Peixoto



