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Prefacio

Sdo dois os objetivos principais destas notas. O primeiro é desenvolver de
forma elementar a teoria de integrabilidade Liouvilliana de equagdes dife-
renciais da forma

dy _ Plz,y)
de  Qz,y)’

onde P e (Q sio polindmios em duas varidveis complexas. Dizemos que
2 eguagao diferencial acima admite uma integral primeira Liouvilliana se
existe uma fungdo definivel por métodos ao alcance de um bom aluno de um
curso Céleulo Diferencial, eventualmente multi-valuada, tal que qualquer
determinagio é constante ao longo das solucdes da equagio diferencial.

O segundo objetivo é apresentar alguns aspectos recentes da teoria global
de folheages holomorfas em superficies projetivas tendo come fio condutor
o seguinte problema, proposto por Poincaré em [Po91]: é possivel decidir se
uma equagdo diferencial como acima admite uma integral primeira racional?

Para tentar cumprir estes objetivos dividimos o texto em duas partes.
Na primeira parte expomos de forma elementar alguns métodos cldssicos de
integragio e baseados em resultados recentes discutimos a sua surpreendente
eficicia.

No primeiro capitulo sdo expostas as nogbes bdsicas a serem utilizadas
ao longo do texto. Além de apresentar os conceitos de integrais primeiras,
fatores de integragfo e curvas algébricas invariantes, é posta em evidéncia
a dualidade entre 1-formas diferenciais e campos de vetores no plano com-
plexo.

No segundo capitulo apresentamos a estratégia utilizada por Darboux
para obter integrais primeiras para 1-formas polinomiais em C?. Destaca-se
nesse capitulo o critério de Darboux-Jouanolou que enuncia-se sucintamente
como: uma 1-forma diferencial polinomial admite integral primeira racional

duzido por Lie para resolver equagdes diferenciais. Este baseia-se no uso de
simetrias infinitesimais para obter integrais primeiras. Como resultado prin-
cipal do capitulo mostramos que um campo de vetores polinomial admite
um fator de integragio racional se, e somente se, admite uma simetria infini-
tesimal. Apds uma breve digressio para caracterizar as 1-formas racionais
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PREFACIO 2

fechadas e C? explicitamos a forma das integrais primeiras obtidas por
este paradigma.

No ¢quarto capitulo apresentamos o Teorema de M. Singer que carac-
leriza as coquagdes diferenciais polinomiais em €2 que podem scr integradas
utilizando o8 métodos do edleulo diferencial. Este capitulo pressupde mina
certa maturidade matenitica do leitor ao assumir alguna familiaridade com
aspectos bdsicos da teoria de extensido corpos. Isso deve-se ao fato de ¢que o
Teoremna de Singer ¢ wu resultado do dmbito da dlgebra diferencial e apesar
de expormos og conceitos desta teorta que utilizamos, cla basela-se na teorin
cldssica de corpos. Concluiinoes a primeira parte mostrando que, apds uma
pequena alteragao, o wmétodo de integragio de Darboux permite integrar
qualquer equagiio diferencial polinomial em C2? que possa ser integrada por
métodos do cilenlo diferencial.

Esta primeira parte é baseada em notas de um curso mininistrado no
IMCA(Pern) em Novembro de 2001.

A segunda parte exige muito mais do leitor. Supde-se wma certa fami-
liartdade com conceitos bdsicos de geometria algébrica/analitica incluindo
a correspondéncia entre fibrados lineares e divisores, rudimentos de teoria
de interseegio em superficies e téenicas de resolugfo de singularidades de
curvas e superficies,

No quinto capitulo definimos foltheagdos holomorfas singulares em su-
perficies, apresentamos alguns exemplos e concluimos com uma versiio mais
gerai do critério de Darboux-Jouanolou vailida para folheagdes holomorfas
de codimensao nm em variedades complexas compactas arbitrdrias.

O sexto capitulo trata de frmulas de intersecgio que terdo papel funda-
mental no restante do texto. Na primeira segio apresentamnos estas formulas.
Ao invés de demonstri-lag optamos por aplicd-las 4 alguns excmplos inter-
essantes que serdo utéis no capitulo seguinte. A segunda se¢do descreve
como estas fdrmulas comportam-se quando a. folheagiio é submetida a trans-
formagdes birracionais. Na terceira segio mostramos como as formulas de
intersecgio podem ser utilizadas para limitar o grau de curvas algébricas in-
variantes com singularidades moderadas. Goncluimos o capitulo mostrando
que folheagBes genéricas ndo admitem intepral primeira Liouvilliana.

- No sétimo capitulo apresentamos resultados clissicos de Poincaré e
Painlevé sobre a existéncia de cotas para o grau integrais primeiras racionais.
Simplificamos sensivelimente as demosntragdes ao utilizar as férmulas de in-
tersecgfo do capitulo anterior. Este capitulo é quase que inteiramente basea-
do em um artigo de Poincaré publicado em 1891, Entre as poucas excegdes
estdo um Teorema de Painlevé, apresentado em suas Ligdes de Estocolmo, e
um esbogo de demonstragao de um Teorema de Halphen utilizado de forma
essecial na argumentagio de Poincaré.
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No oitavo e 1iltimo capitulo esbogamos uma abordagem as questdes de
integrabilidade baseada na classificagio birracional de folheagtes em su-
perficies projetivas. Este capitulo descreve de forma abreviada alguns resul-
tados parciais de um trabalho em andamento sobre os problemas de Painlevé
e Poincaré.

Esperamos que estas notas motivem pesquisas sobre a questdo de inte-
grabilidade de equagdes diferenciais e mais geralmente sobre a teoria global
das folheagdes holomrfas.

Concluo agradecendo a César Camacho e os colegas do IMCA pelo con-
vite para ministrar uma primeira versio deste curso em Lima no més de
novembro de 2001. Agradego também a L.G. Mendes e 5.C. Coutinho pe-
lo entusiasmo e leitura atencisosa de parte destas notas. Algumas de suas
sugestdes foram incorporadas no presente texto enriquecendeo-o considerav-
clinente. Nio poderia deixar de fora dos agradecimentos os organizadores
do Coléquio Brasileiro de Matemstica por permiterem que eu compartilhe
o meu entusiasmo sobre o tema com os participantes do curso e os leitores
destas notas. Finalmente, agradego a Ecole Normale Supérieure de Lyon
pela hospitalidade e pelo excelente supaorte computacional, permitindo-me
fazer as iiltimas revisdes nestas notas nas melhores condigdes possiveis,

Lyon, 28 de maio de 2003.
Jorge Vitério Pereira
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Parte 1

Equacoes Diferenciais






CAPITULO 1
Nogoes Baésicas

Considere um sistema de equacdes diferenciais da forma
do

E = P(m;y)
(M) )
% = Q=)

onde P e ( sio polindmios complexos em duas varidveis. Dizemos que uma
fung¢do holomorfa ¢ : U € € — €2 é uma solugdo de (1) se para qualquer
t € U vale que

¢'(t) = (Pog(t), Qo g(t)).

A existéncia de solugGes para o sistema (1) é garantida pelo conhecido
teorema de existéncia e unicidade. Para a comodidade do leitor o enunci-
amnos abaixo.

Teorema 1 (Existéncia e unicidade). Considere wum  sistema de
equagdes diferenciais na forma (1). Entdo velem as sequintes afirmacdes:
a. Para qualquer p € C? existe um nimero real positivo Tp € uma fungdo
holomorfa ¢, : B(0,7p) — C? tal que ¢p(0) = p e G)(t) = (Po
$p(t), Q o ¢p(t)}, ou seja, ¢ é uma solugdo de (1) passando por p.
b. Seje U < C wm aberto contendo a origem. Se v : U — C2 6 uma
solucio de (1) tal que ¥(0) = p entdo Yy = ¢py onde V. =UN
0, 7p).

COMENTARIO 1. O Teorema acima vale sob hipéteses bem mais fra-
cas, Por exemplo podemos supor que P e (2 sdo apenas fungdes holomorfas
definidas em algum aberto de C2.

1. Integrais primeiras e fatores de integracao

Apesar do teorema 1 nos garantir a existéncia de solugbes locais para
o sistema (1) passando por qualquer ponto p € C?, na maioria das vezes
muito pouco de sabe sobre a natureza das solugGes. Entretanto em algumas
situagbes é possivel encontrar integrais primeiras para (1) e estas, de cer-
ta forma, permitem entender o comportamento qualitativo das solugdes da
equacdo diferencial em questdo.



1. INTEGRAIS PRIMEIRAS E FATORES DE INTEGRAGAO 8

Definigao 1 (Integral primeira). Seja U € C? um abertoe F: U - C
uma fungio holomorfa nio-constante. Dizemos que F é uma integral
primeira. e 7 para o sistema de equagdes diferenciais (1) se & é constante
a0 longo das solugbes de (1) contidas em U,

Exemplo 1 (Equagio de Lotka-Volterra)., Considere o sistema de
equacies diferenciais de Lotka-Volterra

ta

= = £ — by
9 Tt wr
2) :—{’f = —cy+ doy

onde a, b, ¢ ¢ d 380 nimeros complexos. Afirmamos que em qualquer aber-
to simplesinente conexo U contido em €2\ {x -y = 0} vale que qualquer
determinacio da fungao

P, y) =de + by — elogz — alogy
¢ mna integral primeira para (2).
De Fato se ¢ = (¢, ) : V — €2 é uma solugio do sistema (2) temos
gue
¢'(t) = (i () = bp1{t)da(t), ~cha(t) -+ depr(t)2(t))
e portanto %(F o )(t) = dF{p(t)) - ¢'(t) é igual a

(d - i) (ads — bpigp2) + (b - i) (—eda +ddrga) = 0.
(,51 ¢2

Conseqgiientemente qualquer determinagio de F é constante ao longo das
solugtes de (2), ou seja ¢qualquer determinagao de F' é wina integral primeira
do sistenia (2).

De posse da integral primeira podemos efetuar de maneira relativamente
siimples o estudo qualitativo das solugdes da equagso diferencial em questio.
Para exemplificar este fato vamos supor que a, b, ¢ ¢ d sdo reais positivos e
interpretar (2} como uma equagiio diferencial real. As curvas de nivel de
F passando por qualquer ponto do conjunteo U = {(r,y)|x > 0ey > 0}
sdo fechadas{exercicio para o leitor). Com isso podemos concluir que toda
solugfo com condigio inicial pertencente ao aberto U é periddica. O

Podemos associar ao sistema {1) a 1-forma diferencial holomorfa
w = Pdy ~ Qdzx.

Convidainos o leitor a verificar que F° € uma integral primeira para o sistema
(1) se, e somente se,

wAdF =10.

O simples fato de associar a 1-forma w ao sistema (1) algnmas vezes
torna a obtengdo de uma integral primeira uma tarefa trivial.

Quando a,b,c e d sio reais e positivos o sistema acima modela a competicio entre
espécies. :



1. INTEGRAIS PRIMEIRAS E FATORES DE INTEGRAGAO g

Exemplo 2 (Sistemas exatos). Suponha que o sistema de equagdes di-
ferenciais (1) € tal que
or _ 29

Bz oy’
Vé-se entdo que 2 1-forma diferencial w = Pdy— Qdz é fechada, i.e., dw = 0.

Portanto a fungio
(=)
Fz,y) = f w

(zo,%0)

obtida integrando w ao longo de qualquer caminho ligando um ponto inicial
arbitrdrio (wg,yo} a0 ponto (z,y) estd bem definida(pois w é fechada e C2
simplesmente conexo) e é tal que w = dF. Portanto F é uma integral
primeira para o sistema (1). O

Nos cursos bdsicos de equagdes diferenciais aprendemos que podemos
utilizar integrais ao longo de caminhos para obter integrais primeiras para
equagocs diferenciais que admitem fatores de integragio.

Definigao 2 (Fator de integragio). Seja U C C? um aberto e o : U —
C uma fungio holomorfa ndo-constante. Dizemos que p é um fator de inte-
gragiio para o sistema de equagdes diferenciais (1) se
auP  8pQ)
dr = By

Equivalentemente g é um fator de integragéo para (1) se a 1-forma diferencial
it - w ¢ fechada, ie., d{pw) =0. '

Exemplo 3 (Equagbes diferenciais lineares). Considere a equagdo
diferencial

% — o)y +b(z) , a,be Cla) .

Podemos associar a esta equacio a 1-forma racional w,
w = dy — (a{z)y + b(z))dz.

Ao tentar encontrar um fator de integragio i que dependa apenas da varidvel
2 vemos que y deve satisfazer

0=d{p -w)= (%+p-a(x))dm/\dy.

u(z) = exp (— f a(m)dw) .

é tal que d(pw) = 0 e portanto g é um fator de integragio para w. Cl

Vé-se entdo que
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2. Solugtes Algébricas

Como veremos ao longo do texto as solugbes algébricas de (1) terdo
um papel de destaque nas questdes relacionadas a existéncia de inteprais
primeiras ¢ de fatores de integragio.

Definigio 3 (Solugies algébricas). Seja ¢ : V € € — C* wma solugio
de (1). Dizemos que ¢ ¢ uma solugio algébrica se existe um polindmio
nao-nulo f € Clz,y] tal que f($(t)) = 0 para qualquer te V.,

Definicdo 4 (Curvas algébricas invariantes). Seja f € Clx,y]. Dize-
mos que C = {f = 0} ¢ uma curva algébrica invariante por (1) se para
“quakquer solugio de (1), ¢ : D(0,r) — C?, satisfazendo f{¢(0)) = 0 temos
que

i flg(t)) =0
para todo t € V.
Proposicao 1. Seja f € Clr,y] um polindmio reduzide. A curva

alyébrica C descrita implicitamente por {f = 0} € invariante por (1) sc,
¢ somente se, cxiste uma 2—-forma polinomial ©; tal que

wAdf =[Oy,
demonstragiio: Suponha que existe ©5 polinomial tal que
(3) wAdf=f-0y.

Seja ¢ : D(0, ) — C? wna solugio de (1) tal que f($(0)) = 0. Observando
que

w((1)) A df($(8)) = —(f o ) (t)dw: Ady,

segue de (24) que (f o pY(t) = 0, para qualquer ¢ € D(0,7). Portanto ¢ é
uma solugio algébrica de (1) e C € nma curva algébrica invariante.

Reciprocamente se C = {f = 0} é uma curva algébrica invariante temos
que para qualkquer solugio ¢ : V € € — C? contida em C vale que

(w A df)((t)) = 0

para todo ¢ € V. Portanto (wAdf)|c = 0 e pelo teorema dos zeros de Hilbert
2 f divide w A df. O

Pode-se interpretar geometricamente a proposigio anterior da seguinte
forma. O polindmio f, através de suas curvas de nivel {f = ¢,e € C}, define
uma decomposicio de C? em curvas algébricas. O espago tangente da curva
que passa pelo ponto p € C? coincidindo com o niicleo de df (p). Vé-se entiio
que o lugar de zeros de w A df coincide com as tangéncias entre as soluges
de (1) e as curvas de nivel de f. Nesses termos a proposigio nos diz que a
curva algébrica © = {f = 0} & invariante por (1) se, e somente se, C estd

2Utilizamos o teorema dos zeros de Hilbert apenas para garantir que se h € Clz,y] ¢
tal que ki = 0 entdo existe g € Clx, ¢] tal que h = fg.
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contida no lugar de tangéncias entre as solugdes de (1) e a decomposicio de
C? induzida por f.

Exercicio 1. Sejo f € Ciz,y] um polinémio(ndo necessariamente re-
duzido) e w uma 1-fornia polinomial. Prove que:

a. Se a decomposigdo de f em polinémios irredutiveis ¢ dada por f =
A™M ™ fi™ entdo
k

TR

b. A curva algébrica definida zmp[zcztamente por {f = 0} ¢ invariante
por w se, e somente se, w A gf- € wma 2—forma polinomial.

3. Campos de Vetores e Derivagoes

Podemos associar ao sistema de equagdes diferenciais (1) o campo de
vetores

b a

Se denotamos por C(z,y) o corpo das fungdes racionais em duas varidveis
vemos que o campo X atua sobre C(x,y) da seguinte forma :

X:Cazy) - Cay)
foe X()=P +Qa£

A aplicagio X : C(z,y) — Clz,y) é C-lmear e satisfaz a regra de Leib-
nitz, i.e.,

of

X(Af+pg) = AX(f)+pX(g)
X(f-9) fX(g)+9X(f),

onde f e g sio fungdes holomorfas e A e g mimeros complexos.

Definigao 5 (Derivagdes). Uma derivagdo de Clz,y) € uma aplicagdo
D :C(z,y) - Clz,y) Clincar e que satisfaz o regre de Leibniz.
Portanto qualquer campo polinomial X pode ser visto como uma deri-

vagdo. Reciprocamente dada uma derivagio D : C(z,y) = C(z,y) podemos
interpretar I como um campo de vetores racional da forma

i} a
D(z)z- + D(y)’a—y
Vé-se facilmente que o campo de vetores D é polinomial se, ¢ somente se,
D(C[»,3]} C Ciz,y]-
Se X = P% + Qa% e w = Pdy — Qdz entdo verifica-se facilmente que
para qualquer fungio racional f € C(z,¥)

wAdf —X(fidzndy,
dw div(X).
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Motivados pelas relagdes de dualidade acima dizemos que F é uma integral
primeira para X se, e somente se, X(F) = 0. Dizemos também que g é um
futor de integragio para X se, e somente se, div(pX)} = 0. Podemos ainda
reforiular a proposi¢io 1 do seguinte modo.

Proposigio 2. Seju f € Cle,y] wn polinémio reduzido. A curva
agébrice C = {f = 0} ¢ invariante por (1) se, ¢ somente se, cziste wm
polindmio Ly tal que

X(f)=Ls-f.



CAPITULO 2
O método de integragio de Darboux

Como vimos no capitulo anterior o problema de encontrar uma integral
primeira para um sistema de equagdes diferenciais da forma

# = Pl
“ & _ oy

com P, Q € C[z,y), é equivalente a encontrar uma fungio f tal que wAdf = 0,
onde w = Pdy — Qdz. Neste capitulo faremos uma exposigao da estratégia
utilizada por Darboux em [?] para atacar este problema.

1. Encontrando Integrais Primeiras

Considere a 1-forma polinomial w = Pdy—Qdz. Se w admite uma curva
algébrica invariante, dada implicitamente por {f = 0}, vimos no capitulo
anterior que

d
wh—=0
f i)

onde & ¢ uma 2-forma polinomial.

Definigao 6. Seja f uma curva algébrica invariante por w. Diremos
que a 2-forma polinomial ©; é um cofator de f.

Observe que se w possui grau d entdo os cofatores associados a eventuais
curvas algébricas invariantes possuem grau menor ou igual a d — 1.

Proposigdo 3. Sejow uma 1-forma polinomial em C*. Se ezistem cur-
vas inverianies por w dadas implicitamente por fi, fo,..., fo € niumeros
complezos(nao todos nulos) ay,on,. .. , o, teis que

alefl +a2@f2 +... -I-a:n@fn =0,

entdo w admyte uma integral primeira ¥, da forma,

F:Zailogfi.

=1
demonstragio: Considere a 1-forma meromorfa i dada por

dfy dfa dfy
== t o=+ ..t ay—==,
T=ay > fa o fn

13
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Claramente 7 é fechada(dy = 0). Vale ainda que 7 satisfaz

k) df T
(9) w/\n:Zaw/\—}:Za;GL:O.
i=1 ¢ i=l1

Portanto a fungio multivaluada

n
F:fﬂ:Za;logfi,
i=1

é tal que w A dF = w A = 0. Concluimos que F é wna integral primeira
para w. Mais precisamnente, ao tomarmos um aberto simplesmente conexo
U contido no complementar de {fy - f2++ fu = 0} obtemos gue gualquer
determinacio de F em U é constante ao longo das solugdes de w contidas
em U, £

Coroldrio 1. Seja w uma 1-forma polinomial de grau d em C%. Se w

admite d.;r' 41 curvas algébricas invariantes irredutiveis entdo w admite
uma integral primeira F da forma

113
F= Zai log f; .
i=1

demonstragio: Suponha que existem n = ﬂd;'—ll +1 curvas algébricas invari-
antes por w, dadas implicitamente por polindmios irredutiveis fi, fo, ...,
fn-

Os colatores associados a curvas algébricas invariantes sfo 2-formas di-
ferenciais de grau menor ou igual a d — 1. Comeo o C-espago vetorial das
2-formas diferenciais de gran menor ou igual a d — 1 possui dimensédo igual a
i(leQ temos que os cofatores associados as curvas f;,¢ = 1...n sao linear-
mente dependentes. Portanto existem niimeros complexos o, e, ... o0y
taig que
(6) 18 +aOp +... +an®p, =0.

Pela proposigao 3 temos o corolario. [}

Exemplo 4. Suponha que w = azdy + Pfydz, onde a e § sfo nimeros
complexos ndo nulos. Vé-se facilmente que as curvas algébricas descritas

implicitamente por {z = 0} e {y = 0} s&o invariantes. Calculemos portanto
os seus cofatores. O cofator associado a x é dado por

d
@wzwA—:B: —adz Ady ,
H i
enguanto o cofator associado a y é
d
@y=w\gy = fdz Ady .

Portanto
ﬁem + a@y = 0 .
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Conseqgiientemente F' = Flogz + alogy é uma integral primeira para w.

2, Critério de Darboux-Jouanolou

Jouanolou, em [Joir79], obteve como cordldrio das idéias de Darboux
expostas no inicio desta se¢io o belo teorema ! a seguir.

Teorema 2. Seja w uma 1-forma diferencial polinomial de grau d em
. d(d+1 0o , « .
C2. Se w admite J%l + 2 curvas algébricas invariantes entde w admite
wmea integral primeira racional.

demonstragio: Sejam fy, fo,..., fr as ﬂdzil)- + 2 curvas algébricas invari-
antes por w. Utilizando os cofatores associados a fi, fa,... , fr—1 podemos
construir uma. 1-forma racional n; da forma
dfy dfz dfy—1
M=o~ +ax—+...+ g
fi f2 fe’
tal que wAn = 0. De forma andloga podemos utilizar os cofatores associados
a fu, fa,..., fr para construir uma 1-forma racional 73 da forma
dfy dfs dfy
m=pfe=+ 0=+ .+ B=,
f2 f3 Jr

tal que w A ma = 0e G #0.

Como estamos tomando f; # 0 temos que o conjunto de pdlos de m
¢ 12 sdo distintos. Dessa forma temos que existe uma fungio racional ndo
constante F' tal que 1 = Fny. Tomando a diferencial exterior desta dltima
EXPIessio vemos que

dny = Fdna + dF A 1.

Como 1 e 12 sio fechadas concluimos que dF A ny = 0. Consegilentemente
sendo w Ay = 0 temos que w AdF = 0. Portanto F é uma integral primeira
racional para w. O

Corolério 2. Seje w uma 1-forma diferencial polinomial em C2. Egzis-
te uma integral primeira racionol pare w se, e somente se, w admite uma
infinidade de curvas algébrices invarientes.

demonstracio: Se w admife uma integral primeira racional entfo existem
f,9 € Clz,y), tal que
whd (i) =0,
g
¢ em particular
(7) wA(fdg —gdf) =0.

! De fato o resultado que aqui apresentamos é uma verséo simplificada de um teorema
de Jouanolou. O resultado original de Jouanolou é enunciado em um contexto bem mais
geral: folheagtes holomorfas de codimenséo um em espagos projetivos.
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Fagamos entdo fy = f ~ Ag, A € C. Segue que
whAdfy=wAdf —AwAdg.
De (7) vemos que -

i) dy
w A -i =wh .

f g
Conseqiientemente

w/‘\de:(f—/\g)wl\%:(f—)\g)w/\(%.

Logo wA %1 ¢ uma 2-forma polinomnial, ou seja, os fatores irredutiveis de [
$io curvas algébricas invariantes. Como A é uma nimero complexo arbitririo
temos nma infinidade de curvas algébricas invariantes.

Reciprocamente, s¢ o admite wna infinidade de curvas algébricas in-
variantes o teorema 2 nos garante que w admite uma integral primeira
racional. 0

Corolario 3. Sejow uma 1-forma diferencial polinomial em C2. Entdo
existe uma cota pare o grau dus curvas dlgebrices irredutiveis invartantes
por w.
demonstragio:  Se o mimero de curvas algébricas irredutiveis invariantes
por w ¢ finito entdo a cota ¢ igual a0 mdximo entre os graus destas. Caso
contririo pelo teorema 2 temos a existéncia de uma integral primeira racional
da forma f/g. Como toda curva algébrica invariante é fator de f — Ag para
algum A temos que seu grau é menor ou igual igual ao mdximo dos graus de
feg. U

3. Encontrandc Fatores de Integracao

Proposigio 4. Scje w umae 1-forme polinemial em C?. Se w ad-
mite curvas algébricas invariantes fi, fa,..., fnn € numeros complezos
oy, g, ... , 0 tais que

@10y, + 28y, + ..+ Oy, = dw

ent@o w admite wmn fator de integragdo do forma

T
F=]]s.
i=1

demonstragio: Caso existam nimeros complexos g, ag,... ,q, tais que
18 +0Op + ...+ 0Oy, = dw

entdo a 1-forma racional fechada 7, dada por

df1 dfs dfn
=@~ e+ .. =,
TEEH T, " Fa
¢ tal que dw = (—n) Aw.
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Ao considerarmos a fungdo multivaluada

F:exp(/n) i SR

vemos que dF = F7 e portanto
d(Fw)=dF Aw+ Fdw =10.

Logo F é um fator de integragio para w. Mais precisamente se tomarmos um
aberto simplesmente conexo U contido no complementar de {fi-foriifro=
0} temos que para qualquer determinagio de F em U a l1-forma Fw é
fechada. Sendo U simplesmente conexo segue que Fw é de fato exata em U
¢ sua primitiva é uma integral primeira para wiy - O

Coroldrio 4. Seja w uma 1-forma polinomial de grau d em C2. Se w
+1
admite —5‘—2-"'——1 curvas algébricas invariantes irredutiveis entdo w admite um
fator de integracdo ou uma integral primeira da forma

(8) =15

demonstragio: Suponha que existem n = M curvas algébricas invari-
antes por w, dadas implicitamente por polmomlos irredutiveis fi, fa, ...,
fn
Os cofatores associados a curvas algébricas invariantes sdo 2-formas di-
ferenciais de grau menor ou igual a d — 1. Como o C-espacgo vetarial das
2-formas diferenciais de menor ou igual a grau d — 1 possui dimensao igual
ﬂdill temos que os cofatores associados s curvas fi,4 = 1...n ou sdo
hIchlI mente dependentes ou formam uma base para o C-espago vetorial das
2-formas diferenciais de grau menor ou igual a d — 1. No primeiro caso
existem nimeros complexos(ndo todos nulos) @, ag, ... ,ay, tais que

{9) a19f!+agef2+__,+a"@fn=0,

e pela proposicio 3 vemos que

n
F=Y oilog i,

i=1
é uma integral primeira para w. Tomando a exponencial de I, que ainda 8
uma integral primeira, temos uma integral primeira como (8). Quando os
cofatores geram o espago das 2—formas polinomiais de grau menor ou igual
a d—1 temos que dw, que é uma 2-forma polinomial de grau menor ou igual
a d — 1, pode ser escrita como uma combinagéo linear dos ©y,. Assim, pela
proposi¢iio 4 temos um fator de integragdo da forma (8). ]

Exemplo 5 (Equagfo de Lotka-Volterra revisitada). Considere o sis-
tema de equagdes dlferenmaus de Lotka-Volterra
& — oz — fzy
10 : ,
(10) 4 = —yy+dzy
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onde a, f,7 e § sio nimeros complexos. Discutir a existéncia de integrais
primeiras para (10) é o mesmo gue discutir a existéncia de integrais primeiras
para a 1-forma diferencial
w = y(y — dx)dz + z(a - Fy)dy.
Verifica-se facilineute que as curvas algébricas dadas implicitamente por
{x = 0} ¢ {y = 0} séo invariantes, e scus cofatores sio dados por

B, = w/\% = (By—wdesady, e
0, = m/‘\%fZ = (v — 6z )dx A dy.

Ein geral estes cofatores sio linearmente independentes. Entretanto ao con-
siderarmos a diferencial de w, vemnos que
dw = (@ — fy) — (y = dz)dz Ady = -0, — Oy,

¢ portanto

Ty

de
s = w A (__ - _J) .
Logo vemnos que (xy)~! ¢ um fator de intepragio para w e temos como
integral primeira a fungio multivaluada F dada pela integral de (zy)~lw,
ol sgja,

F= [Y

Ty
dx ly

— )= — A4
f('r z) -+ (a By,
= ~fx—Py+ylogz +alogy.

Proposi¢ao 5. Scjatw uma 1-forma polinomial. Se existem duas formas
racionais fechadas n) e 72 tais que

dw=mAw ie{l,2}

entdo w admite um fator de integragio racional. Em particular se w admite
dois fatores de integragéo da forma
k
I1#
i=1

entdo w admite um fator de integragio racional.

demonstragio: Considere a 1-forma g = g — n2. Segue das hipéteses que
w Anp = 0. Portanto existe uma fungéo racional b tal que h-w = ny. Como
no ¢ fechada temos que k& é um fator de integragdo racional para w. (]

Resumimos na tabela a seguir os tipos integrais primeiras obtidas ao
longo do capitulo através de relagdes lineares entre os cofatores associados
a curvas algébricas invariantes e a diferencial exterior da 1-forma a ser in-
tegrada.
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[ RELAGOEs

[ TirO DE INTEGRAL PRIMEIRA

Y ai®p=dv,0;€C

e

Zaie_ﬁ_;o you €C

> aslog fy

S b, =0,0€Q

F/G com F,G e Clz,y

Tabela 1: Relagdes entre cofatores e integrais primeiras
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CAPITULO 3

Integrabilidade na presenca de simetrias

The ecarliest researches in the subject of differential equatious were
devoted to the problem of integration in the crude sense, that is
Lo say to finding devices by which particular equations or classes
of equations could be forced to yeld up their solutions directly,
or be reduced to o more tractable form.( ... ) Thus on the one
hand, there exists a number of apparently disconnected inethods of
integration, cach adapted only to one particular class of equations(
- )

This heterogencous mass of knowledge was co-ordinated in a
vory striking way by means of the theory of continuous groups. The
older methods of integration were shown to depend upon one gen-
eral principle, which in its turn proved to be a powerful instrument
for breaking newground.( ... )

E. L. INncE {Incdd]

Neste capitulo vamos investigar a correlagiio entre stmetrias ¢ integra-
bilidade. Buscamos nina abordagem clementar e baseada em propriedades
bésicas do colchete de Lic entre campos de vetores, Apesar das idéias terem
forte apelo geométrico escolhomos wma abordagem gque depende apenas de
dlgebra lincar e de algumas das propriedades de campos de vetores e deri-
vagoes expostas no capitula 1.

Na siltima segdo apresentamos a caracterizagio de 1-formas racionais
fechadas em €2, Cowm isso podemos precisar explicitamente a forma. das
integrais primeiras de equagdes polinomiais que adinitem simetrias infinites-
imnais. Esta caracterizagio também terd importincia no préxime capitulo.

1. Colchete de Lie e simetrias infinitesimais

Definigao 7. Sejam X e Y campos de vetores holomorfos em C2. O
eolchete de Liede X e Y, denotado por [X, Y], é o campo de vetor holomorfo
dado pela expressio

(X0 (@) = ¥ (X)) gz + (X)) - Y (X)) 5

Exemplo 6. Sejam X e Y sio campos lineares em C2? dados por

X = ag+bE,
Y = c:ca%+dy%,

20
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com a,b, ¢ e d mimeros complexos, entdo o colchete entre X e ¥V ¢

a (¢}
[X,Y} = G.Ca—:; + bdgy‘ .

Definigio 8. Seja X um campo de vetores racional em C2. Dizemos
que wm campoe de vetores racional ¥ € uma simetria infinitesimal de X se
existe uma fungao racional y € C(w,y) tal que [X, Y] =pu- X.

Exemplo 7. Considere X e Y como no exemplo 6 e suponha que ac # 0
¢ bd # 0. Neste caso, se existe A € C(z, y) tal que
[X,Y] = AX

verifica-se que A é de fato um funcio racional constante, ou seja, A € C.
Explicitando a,b, ¢ e d verifica-se que ¥ é uma simetria infinitesimal de X
se, e somente se, ¥ ¢ um miltiplo do campo radial, i.e.,

& e
Y=\ (:E'EE + ya—y) .
Proposigéo 6. Sejam X e Y campos de vetores racionais em T2 e T =
det(X,Y)!. Se T # 0 entdo

X,Y] = (div(Y) Y(T)) X+ (X () div(X)) v.

demonstragdo: Suponha que X = a.-(% + b?)% eY = caa; + da%. Portanto

T =det(X,Y) = (‘; ;) =ad - be,

Ie) 7]
[X, Y] = (X(e) - Y(a)) 5~ + (X(d) ~ Y (8)) 5
Decompoendo [X, Y] com respeito a X ¢ Y temos que

det([X, Y], Y},  det(IX, Y], X),,

Y] = T T
Portanto a prova da proposicfio reduz-se a demonstrar que
det([X,Y],X) = —-X(T)+T div(X) e
det([X,Y],Y) = -Y{(I)+71-div(Y).

Mostremos ento a validade da primeira igualdade.
Utilizando a multilinearidade do determinante vemos que

(11) X(T) = det (ﬁﬁﬁ)) d) - det (g x 8) ’

"Aqui det{X,Y) denota ¢ determinante da matriz cujas colunas sio dadas por X e
Y.
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e (e

(12 delfx,v],2) = de () ) - o (Y ).

Conseqgiientemente, apds somar (11) e (12),
X(1) +det([X, Y], X) = det ()}g((g'; :1) — det (ig‘z)) ’;) .
Descnvolvendo a expressao a eiquerda verifica-se que
X(T) + det{[X, Y], X) = (ad — be) - divX =T . divX,
¢ com isso conclifios gue '
det({X, ¥}, X) = = X(T) + T - div(X) .
Calenlos completamente andlogos mostram que
det([X,Y],Y) = =Y(T) + T - div(Y),

¢ temos a validade da proposigio. O
2. Bimetrias e fatores de integragfio racionais

Teorema 3. Scjo X wum campo de vetores polinomial em C2. [Friste
um fator de inteqragio racional para X se, ¢ somente se, X admnite uma
gimetria infinitesimal.

demongtragio: Suponha que X = PB% + Qz% admite nma simetria infini-

tesimal. Por definigio existe um campo de vetores racional ¥ e uma fungio
racional g tal que

[X,Y]=uX.
Segue da proposigio 6 que T = det(X,Y) ¢ tal que
X—g)- +div(X) =0.
Conseqiientemente temos que
. HaTr) 8(rQ) XTr .
liv(TX) = =t 2L — =0.
div(TX) - oy T Tt div(X) 0

Concluimos que T' é uma fator de integragio racional para X,
Se por outro lado X admite win fator de integragdo racional, o qual
denotaremos por A, temos que

1 (6)\6 6/\6)

T dwX \Oyds 9z 0y
é tal que
- _ X
T= det(X,Y) = m‘ .

Como A é fator de integragio para X vale que
0 = div(AX) = MdivX + X ()),
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logo T = A. Pela proposicio 6 temos que
YT
IX,Y]= ( ; )+d1 (Y))

Com isso vemos que Y é uma simetria infinitesimal para X e conclufmos a
prova do tecrema. O
3. Formas racionais fechadas

Uma consequéncia interessante do teorema que acabamos de demonstrar
é que para obter uma descrigdo explicita das integrais primeiras que podem
ser obtidas utilizando simetrias infinitesimais basta descrever os carmpos de
vetores racionais de divergente nulo ou, equivalentemente, descrever as 1-
formas racionais fechadas.

Teorema 4. Scje 17 uma I-forma racional fechada n em C2. Entdo 5
pode scr escrita na sequinte forma:

P
df; g
= A-—’+d(—~—ﬁ~),
=2

onde n; € N, A; € C*, g, f; € Clz,y] e 0s f; sdo polinémios irredutiveis. As
curvas dlgebricas f; = 0 sdo os pdlos de 77 e os Aj’s sdo os residuos de n em

torno de f; = O:
1
7 2mi ¥

onde v; sdo pequenos circulos em torno de f; = 0.

demonstracdo: Sejam f1, fa,...,fp € A1, Az,...,Ap como no enunciado.
Entio a 1-forma meromorfa
df;
N=n5- EAJ fj
i

¢é fechada e satisfaz

(13) /’;.Q=0,

7

para qualquer j = 1,... ,p. De fato
d .
/Q e 2m—2)\fij’.
T i=1 T 'fj

Via a férmula de mudanga de varidvels vemos que

/’dfJ f dz _ |2mi sek=j,
-~ Fiom # 0 sek+#£j

pois estamos supondo os f; irredutiveis. Provamos assim (13).
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Utilizaremos agora o fato nio trivial de que ¢ primeiro grupo de homolo-
gia de C2\ {f1- f2--+ f» = 0} com coeficientes complexos é gerado pelos Vi
ver [CMB82] e referéncias 14 citadas. Em termos mais concretos para toda
I-forma §2 definida no aberto U = C2\ {f; - fa--- f, = 0} satisfazendo (13)
temos que existe umsa fungio holomorfa H : U — € tal que

(14) Q=dH .

Resta mostrar gque a fungdo holomorfa H definida no aberto U ¢ de fato
uma fungao racional, i.e., H € C(z,y).

Para tanto iremos utilizar a seguinte propriedade das fungdes holomorfas
definidas em abertos do plano complexo®: se para todos xg e yo fixados as
fungoes 2 — H(xg, 2) ¢ 2z — H(z,yy) sdo racionais entdo H ¢ uma funcao
racional.

Suponha, sem perda de generalidade, que o conjunto de pdlos de §1 nao
contéin retas da forma s —e=0ey— ¢ =0, onde ¢ € C. Considere entio
a fungio fo{z) = H{c,2), para algum ¢ € C. Se i, : C ~ C? denota a
aplicagiio de inclusio dada por z — (¢, 2) entdo f; = i2H e segue de (14)
. qiie

df. = dit H = i, Qm pz )dz com p, g € Clz}.
o(z)
Claranente podemnos tomar ¢ € C[z] mdnico e ao denotarmos por
ay,dy,. .. 4y € C as suas raizes podemos escrever

4(z) = (z— )" (z —a2)" --- (2 — )"

onde ny, i = 1...7, séo inteiros positivos. Considere entdo a decomposigio
em fragdes parciais de ‘H, ie.,

(2}
%(“Z*)'=T(Z)+ZE( e otk onder € Clz] e ayj € C.

Pela definiciao de © pode-se verificar que a;; = 0 para qualquer ¢ = 1.
Com isso podemos garantir que 4 primitiva de Z e 2¢dz, e portanto f., ¢ uma
funcdo racional para todo ¢ € C. Argumentando da mesma forma podemos
garantir que as fungdes z — H{z, ¢) também sdo racionais para todo ¢ € C.
Concluimos que H ¢ de fato uma fungio racional e temos assim a prova do
teorema. O

O leitor pode encontrar uma versdo do teorema 4 para l1-formas mero-
morfas fechadas em [CM82].

Exercicio 2. Seja X wm campo de vetores polinomial em C2. Prove
que X admite wne simetria infinitesimal se, e somente se, X admite uma

£Veja exercicio 10 na pigina 72 de [Chag0].
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integral primeira da forma
u g
E Ajlog fi + (“T—ﬂp) :
= HEREE .fp

onde n; € N, &y € C*, g, f; € Clz,y] € 08 f; sdo polindmios irredutiveis.
& Ti i

25



CAPITULO 4

Integrais primeiras liouvillianas

During the period Letween 1833 and 1841, J. Lionville presented
a theory of integration in finite terms, He determined the form
which the integral of an algebraic finction must have when the in-
tegral can be expressed with the operations of elanentary analysis,
carricd out a finite number of times,

J.F.Rirr [RLitag)

Noste capitulo iremos caracterizar as equagbes diferenciais polinomiais
no complexo que podem ser integradas via os métodos do cdlculo diferencial.
O primeiro passo para tanto é formalizar a vaga sentenga acima, e o ambi-
ente natural para fazé-lo é a teoria de corpos diferencidveis, parte da dlgebra.
diferencial, Néao iremos nos aprofundar no assunto, ¢ ainda falando vaga-
mente, podemos dizer que o resultado que apresentarcemos nesse capitilo
esta para a teoria de corpos diferencidveis assim como a caracterizagio dos
ntimeros construtiveis * ostd para a teoria de corpos.

1. Rudimentos de Algebra Diferencial

Estamos interessados em descrever as 1-formas polinomiais que possam
ser integradas através de wna sequéncia finita de operagdes familiares a
um aluno de cdleulo diferencial. De forma imprecisa, uma funciio é dita
liouvilliana se pode ser escrita a partir das fungdes racionais utilizando wma
sequéncia finita das seguintes operagoes:

1. soma e produto;
. diferenciagao;
. intepracgio de 1-formas fechadas;
. exponenciacio ;
. solugdo de equagdes algébricas.

o ks o N2

Para definir o conceito de fun¢io liouvilliana de modo mais preciso uti-
lizaremos alguns conceitos bdsicos de dlgebra diferencial.

Definigao 9 {corpo diferencial). Seja K um corpo e A um conjunto
finito de derivagdes de K. Dizemos que o par (K, A) é um corpo diferencial
se para quaisquer d1,d2 € A e f € K temos que d2(81(f)) = 81(d2(f)).

! Aqueles que podern ser construidos a partir dos inteiros utilizando régua e compasso.
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Exemplo 8. Segue do lema de Schwarz que
d9f 8 of
dxdy By dx
para qualquer f € C(z,y). Portanto o par (C(m,y),{z%, %}) é um corpo
diferencial.

No que segue iremos trabalhar apenas com o corpo diferencial
Clz, ), {£, %}) ¢ extensdes liouvillianas deste.

Definigao 10 (extensdo liouvilliana), Uma  eztensio  lLiouvilliana
(K,A) de (C(m,y},{a‘%, %}) ¢ um corpo diferencial obtido da seguinte

mancira. Existe uma torre de corpos diferenciais (K;, A;), i = 1,...,n, tal
que:

L. (Ko, 80) = (C(&,9), {2, &) € (K A) = (K, A);

2. KhcKyC--- C.Kn=K;

3. Ajlk,, = Ai—1 e denotamos A; = {a%, %}

4. O corpo de constantes de K; coincide com C, isto é
af _of
K; =C.
{f € % =y 0} C
5. K; = Ki—1(t;) onde #; é de um dos 3 tipos abaixo:
6.a. t; é algébrico sobre K;_i,
ot; Ot;
. e K.
6.b. o oy
18t 10t
3.C. ———, ——— & Kj_j.
G.c t; Oz’ t; Oy € i1

COMENTARIC 2. Se f é um elemento de K, por consfrugéo f pode ser
visto como uma fungio analitica em um certo aberto Uy de G2,

A condigio 4.b nos permite adicionar a primitiva de uma forma difer-
encial fechada com coeficientes em Kj_;; e 4.c permite que adicionemos a
exponencial de um elemento de K;_.;.

Se K ¢ uma extenséo liouvilliana de C(z,y) entdo para todo elemento
f € K podemos considerar a sua diferencial exterior como

df = a'fd + a—fciy,
e portanto df é uma 1-forma com coeficientes em K. Denotaremos o K-
médulo de 1-formas com coeficientes em K por %, i.e., @ pertence a Q}{
se, & somente se, a se escreve como & == adz 4 bdy, onde a,b € K.

Utilizando as formas diferenciais podemos reformular as condigtes 4.b e
4.c na definigdo de extensao liouvilliana como

4b. dt; € D,
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TN 1
4.(.. _-1.!5 [ SlKi—] .

Definigio 11. Sejn w wma 1-forma racional em C2. Dizemos que w
pussut wmna integral primeire Bowvillianae se existe wina estensdo liouvilliana
i i . .y - o P e a
(K, (550 o)) de €, y) ¢ wm elemento f € K tal que df #0 ¢

whdf =0.

2. Critério de Singer

O préximo resultado, devido a Singer, ver [Sin92], caracteriza as 1-
formas racionais C? que admitem integral primeira liouvillizna.

Teorema 5. Scw ¢ wna 1-forma racional em C? entdo w admite uma

integral primeira ouwvilliane se, ¢ somente se, existe uma 1-forma racional
Sfechada 1y tal que dw =y Aw.

Como veremos a seguir a esséncia da prova do teorema estd no seguinte
lema.,

Lema 1. Scjoe K win extensdo de (C(m,y),(?%,z%)) e K(&) wma cz-
tensao de K tal que ou (o)} t ¢ alyébrico, ou (b) 'IT" € Q ou (c) dt € Q.
Se w € $Y) entio

dw = gAw
dny = 0

admite solugdo em Q. se, ¢ somente se, admite solugio em ‘Q-}f(t)'
prova: B claro que qualguer solugiio em Q}( também € solugdo em Q}{(c)'
Suponha cntio que temos wm solugio n em Q}f(t)' Vamos analisar cada
possibilidade para ¢ separadamente,

(a) t ¢ algébrico. Seja o wma automorfismo de Galois da extensio
K(t) : K. Se ) é fechada entdo o*n também & , e portanto

i
dw=| —r— Z o' | Aw.
[K(t) - K] FEGal(K(t):K)

Temos pottanto uma solugiio em ﬂ}(.
(b) % e k. Uma soluggo 5 € Q}((t) pode ser escrita como

n = a(t)dz + b(t)dy ,

onde a,b € K(t). Considerando a série de Laurent de a e b podemos escrever
71 na forma

[s.9]
= Z £n; com m; € Q.

i=—k
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Como ¢ é transcendente vemos que dw = 5 A w implica que’
mAw = dw paraz.=0,
0 parais#0.

Sendo 7 fechada temos que
o0

; .dt
(15) 0= Z i (dni +3T /\n,-) .

i=—k

Observando que para todo inteiro ¢ maior ou igual a —k
.dt
dn; +‘LT/\'m € Q}{

segue de (15) que dny = 0. Conseqiientemente np € 02}, é uma solugao.
(c) dt € Qj. Escreva n como

Ef:ﬂ tini
p(t)

onde 7; € €2} e p(t) é um polindmio ménico em K [t] de grau !. Diferenciando
obtemos

n:

k K

0 =p(t) (Zt‘dm +at N A m) - (Z ti'qi) Adp(t).
=0 i=0

Lembrando que p(t) ¢ médnico, vé-se que o coeficiente de #*+* na expresséo

acima é dny, e portanto dn, = 0. Como dw = 7 A w temos que

k
p(t)dw = (Z tim) Aw,
i=0 '
e portanto k é maior ou igual a . Se k ={ entdo dw = n; A w e temos uma
solugio em Q}{. Caso k& > [ entdo mp A w = 0 e conseqilentemente existe
h € K tal que 73 = hw. Logo temos uma solugdo em (2} dada por

dw = —% Aw.
. 0O
Prova do teorema 5: Suponha que exista n fechada tal que dw =5 A w.
Entao existe uma extensdo liouvilliana K de C(z,y) onde podemos definir

F =exp ( f n). Claramente, F' satisfaz dF = F - 7. Assim
(&) = Fdw —dF Aw
(7)==
Ao adjuntar a primitiva de % & K obtemos uma extensgo liouvilliana de K,
e consequentemente de C[z,y], onde w admite uma integral primeira.
Reciprocamente se w admite uma integral primeira F na extensio liou-
villiana K entdo existe h € K tal que dF = hw. Como anteriormente

al"w=—ﬁ Aw.

h

=0.
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Aplicando repetidas vezes o lema 1 vemos que existe uma 1-forma racional
7 e C? tal que dw =5 A w. a

Coroldrio 5. Seje w wma 1-forma racional em C?. Sc w admite uma
integral primeira Houvilliana entdo w admite uma integral primeira liouvi-
lliana da formao

/ff«l e .fk)_‘kcfl"’-"f:“w,
onde g, fi € Clzy,... ,m), v€Cen; eNparai=1,... k.

prova: Pelo teorema b se w possui integral primeira liouvilliana entdo existe
uma 1-forma racional fechada i euja exponencial da integral é uma fator
integrante de w, i.e., w admite uma integral primeira liouvilliana da forma

fef"w.

Integrando n obtemos o resultado. O

3. O método de Darboux revisitado

Assumindo que somos capazes de determinar todas as curvas algébricas
invariantes por uma 1-forma polinomial w em C2, o método de integracio
de Darboux, como apresentado no capitulo 2, ndo estéd muito longe de de-
terminar se w admite uma integral primeira liouvilliana. De fato o método
de Darboux bascia-se na busca 1-formas diferenciais da forma,

p
dF:
7= 3N
o
tais que
do=nAuw.

Por outro lado, o teorema 4 nos diz que 1-forma racional fechada em C2 &

da forma
p )
df.
= E :Aj_f?"—'_d(ﬁ) .
fj 1 fp

Resta portanto alterar o método de Darboux para que este passe a levar em
conta a contribuigio dada pelo termo

g
d|
(77)

Definicéio 12. Seja w uma l-forma diferencial polinomial de graun d e
f,g € Clz,y] polindmios sem fatores comuns. Dizemos que b = exp(g/f) é
um fator ezponencial da 1-forma polinomial w, se

dh

wh—

h

na expressao de  acima.
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é uma 2-forma polinomial de grau menor ou igual a d — 1. BEsta 2-forma
é chamada de cofator do fator exponencial A, Denotaremos o cofator de h
por &y,.

Proposigao 7. Seja w uma 1-forma polinomial de grau d e h =
exp(g/ f) um fator exponencial para w. Entdo valem as sequintes afirmagdes
1. A curva elgébrice {f = 0} ¢ invariante por w;
2, O polinémio g € C[z,y] sotisfoz a seguinte equagdo
wAdg=g9r+ fOy .

demonstragio: Deixamos a prova da proposicio como exercicio para o leitor.

’ O

Utilizando argumentos andlogos aos utilizados ao longo do capitulo 2

¢ a caracterizagio das formas racionais fechadas o leitor poderd facilmente
provar a seguinte proposigio,

Proposicao 8. Seja w uma 1-forma polinomial em C2. Se w admite

p curvas alyébricas invariantes distintas f;, for i = 1,...,p, e g fatores
erpenenciais independentes e;, for § = 1,... ,q, entdo valem as seguintes
afirmacoes .

(a) Se existem A;, p; € C ndo todos zero tais que

P q
S NOn+ Y piOe = dw,
i=1 j=1

entdo a fungdo (multi-valuada)

'\k PJ Pq
ff Tt W

é uma integral primeira pare w.
(b) Se existern A, p; € C tais que

P g
D NOn+) i =0,
=1 =1
entdo a fungdo(multivalueda)

F= Z)\ilogfi-l—z,ojlogej
¢ uwma integral primeira de w. Quando todos 0s ;i sdo inteiros w
wdmite uma- integral primeire: inonovaluade dada por

exp(F) = fi™ - fyher? et
(c) Se existem A; € Z tais que

> AOy, = dw

entdo ezistem a; € C, n; € N e g € Clz, y] tais que e funcdo

o %3 g
11 az"'fppexP(fm fﬂp)
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¢ uma integral primeire pare w.

Resumimos na tabela a scguir os tipos integrais primeiras obtidas ao
longo do texto. Segue do Teorema de Singer que qualquer 1-forma poline-
ial que possua integral primeira liouvilliana enquadra-se em ao menos um
dos casos da tabela.

[ RBLAGOES | Tiro DE INTEGRAL PRIMEIRA

Y iy, + 5 80, = d f Fo o g,
Z @y, Zﬂi@“i ={) Z wg log fi + Zﬂj log e;
DO mdw, €2 |- f R exp (”(;f")
L

L

F
Z aip =0, €Q o tom F,G € Clz,y]
Tabela 2: Relagdes cntre colatores e integrais primeiras

Para que todo o processo de integragio via o mdétodo de Darboux possa
ser cousiderado wn algoritmo para decidir se nma equagao diferencial ad-
mite, on nio, wna integral primeira lionvilliana basta que possamos resolver
algoritinicamente dois problemas.

1. Dada wma 1-forma polinomial w limitar o grau das curvas algébricas

invariantes.

2. Dada uma 1-forma polinomial w e uma curva algébrica invari-
ante {f = 0} limitar o gran dos polindmios g € Clx,7] tal que
exp{g/ f*),k € N, é um fator exponencial para w.

De fato se resolvemos (1) e (2) podemos, em principio, determinar todas
as curvas invariantes e todos os fatores exponenciais que w admite. De
posse dessa informagio o método de Darboux(revisitado) reduz ¢ problema
de integragio a wn simples problemma de dlgebra linear.



Parte 2

Folheacgoes



CAPITULO 5

Folheagbes em Superficies

Na primeira parte desta monografia investigamos a existéncia de integrais
primeiras para cainpos de vetores ¢ formas diferenciais polinomiais no plano
complexo. Na abordagem exposta as parametrizagoes das drbitas no pos-
guem relevincia. Q essencial é a decomposi¢do do espac¢o induzida pelas
6rbitas. Faz-se entdo natural a introdugfio do conceito de folheagfio holo-
morfa singular.

O capitnlo comega com a defini¢io de folheagdo holomorfa singular
em superfices complexas incluindo as definigoes dos fibrados (co)tangente
e (co)normal das folheagdes. Apds uma breve andlise de alguns exemplos
de folheagdes que terdo relevincia em nosso estudo estabelecemos o andlogo
do critério de Darboux-Jouanolou no contexto de folheagtes holomorfas em
varicdades complexas compactas.

1. Definicao
Uma folheagio holomorfa singular F de uma superficie complexa S é
determinada pelos seguintes dados:

i. uma cobertura por abertos {Uy}aca de S;
ii. para cada aberto Uy um campo de vetores holomorfo Xy € X(U,);

sujeitos as seguintes condigdes
iil. se Ux O U, # @ entdo existe ga, € O*(Ux N U,,) tal que

Xy= Gxpe e X,u.i
iv. se U, NU, NU, # O entdo

O Guoe * Goeh = 1.

A colegdo {gx.}xpuen, por satisfazer iii. e iv., determina um elemento de
HY(S,0*), ou equivalentemente, determina um fibrado em retas sobre §.!
Denominaremos o fibrado associado a colegfio {g.} por fibrado cotangente
de F e o denotaremos por TF*,

! Explicitamente dada a colegio {gx,} podemos definir um fibrado em retas complexas
sobre S através da colagem de abertos da forma Uy x C via a identificagBo (za,v) ~ (T, w)
se Ty = 1, e ¥ = gn,w. Reciprocamente, um fibrado em retas sobre § determina um
elemento de F'(S, 0*), para maiores detalhes remetemos o leitor & [GH94].

34
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Uma maneira equivalente de definir uma fotheagio em uma superficie
complexa S € através de uma colegio de 1-formas holomorfas, mais precisa-
mente uma folheagdo F de uma superficie complexa § é determinada pelos
seguintes dados

¥

i’. uma cobertura por abertos {Ux}aea de S
ii’. para cada aberto Uy uma 1-forma holomorfa wy € Q%{U);
sujeitos as seguintes condiges
iii". se Un N Uy # @ entdo existe hy, € O*(UxNU,) tal que
wy = hay - wy;
iv'. se UxNU, NU, # @ entdo
h)m. g h;ux char =1.

Denominaremos o fibrado associado a colegdo {hy,} por fibrado normal
de F ¢ o denotaremos por NF,

COMENTARIO 3. Quando S = C? temos que H*(S,0*) = 0 e portanto
todo fibrado definido sobre C? ¢ analiticamente equivalente ao fibrado trivial.
Sendo assim temos que folheacio holomorfa singular em C? pode ser dada
por um campo holomorfo global ou uma 1-forma holomorfa global.

COMENTARIO 4. Vamos sempre assumir, salvo meng3o em contririo,
que as folheagGes tratadas possuem conjunto singular de codimensio maior
ou igual a 2. Observe que nio perdemos generalidade ao fazer tais hip6teses
sob o conjunto singular. De fato se D é a componente de codimensdo 1 do
conjunto singular da folheagdo entdo podemos dividir as equagdes locals da
folheagdo pelas equagdes locals de D obtendo uma folheagio com conjunto
singular de codimensdo ao menos 2.

Ao longo do texto daremos énfase a folheagGes em superficies projeti-
vas. Neste contexto uma folheagio pode ser dada tanto por uma 1-forma
meromorfa global quanto por um campo meromorfo global como mostra a
seguinte proposigio.

Proposigio 9. Seja F uwma folheagdo holomorfa em uma superficie pro-
jetiva S. Entdo existe X, um campo meromorfo global, e w, uma 1-forma
meromorfa global, induzindo F que satisfazem as seguintes igualdades no
grupo de Picard de S

TF = (X)oo— (KX)o,

NF = (w)oeo—(wo-
demonstragio: Seja {X,} uma colegio de campos de vetores que define F.
Como Xo = gapXp © {gap} é um cociclo em H'(5,0*%) associado & TF*
podemos interpretar a colegio {Xo} como uma segdo do fibrado vetorial de
posto 2 TS @ TF*.
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Sendo S projetiva temos que qualquer fibrado vetorial sobre S possui
muitas se¢des meromorfas.? Se @ é uma se¢do meromorfa de TF temos que
a8 restriges de ¢ aos abertos Uy, que denotaremos por oq, satisfazem as

~ - . X,
relagbes o, = gufi -og. Sendo assim em Uq N Up vale que %: = a—g. Logo a

colegio {—f%u} define uma scgio meromorfa X do fibrado TS@TF @ TF =
T8, ie., X & um campo meromorfo global definindo F.

Como cstamos supondo que F possui conjunto singular de codimenséo
2 temos que divisor associado a X ¢ exatamente o divisor de pdlos menos o
divisor de zeros de o mais o divisor de zeros de {X.}. Consequentemente
temos que a ignaldade

TF = (X)oo — (X0,

vale a nivel de divisores maédulo equivaléncia linear.
As afirmagbes a respeito da 1-forma w provam-se de forma completa-
mente andloga., O

Coroldrio 6 (Férmula de adjungiio}, Seja F uma folheagao holomorfa
cin uma superficie projetiva S. Enlio

Kg=TF@NF*,

onde Ky denota o fibrado candnico de S, i.e., o fibrado de 2-formas holo-
morfus,

demonstragio: Seja Q2 uma segio meromorfa de Kg, ie., §1 € uma 2-forma
meromorfa global. Se X é um campo meromorfo global induzinde F temos
a contragio de § por X define uma 1-forma meromorfa global definindo F.
Segue portanto da propoesigao anterior que

NF = (ixQ)oo — (ixo0,

o que conclui a prova do coroldrio. O

2, Exemplos de Folheagoes

2.1. Fibragoes. Seja w : § — ¢ uma fibragio, i.e, uma aplicagao holo-
morfa sobrejetiva de uma superficie projetiva S para uma curva algébrica C.
Claramente 7, através de suas curvas de nivel, induz uma folheagéo sobre 5.
Se (¢ é uma outra curva algébrica ¢ o : € — C' é uma aplicagio holomorfa
entéo a composigio

o =roa:85—=C,

induz a mesma folheagio que m. Ou seja a wma mesma folheacdo esté asso-
ciada a vdrias fibragdes. Entretanto existe sempre uma. fibragdo com fibras
conexas que é Unica a menos de isomorfismos. Este é o conteiido do Teorema
de fatoragiio de Stein que enunciamos a seguir. Para uma demonstragao o
leitor pode consultar [Fi76).

ZPode-se deduzir este fato do teorema de anulamento de Serre, ver [Har'77).
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Teorema 6 (Teorema de Fatoragio de Stein). Se 7 : § — ' ¢ uma
fibracdo entdo ezistem uma curva holomorfa C' e aplicagies holomorfas o :
C'>5Cep:8— C tais que

1. p possui fibra genérica conexa erT=poa;

2. se existe ¢ : 5 — C” ea' : C" = C tais que q possui fibra genérica
coneza e ™ = go o entdo existe um automorfismo 8 : ¢! = C" tal
qguea=c'offeqg=0Bop.

Estando interessados em folheagdes induzidas por fibragées podemos
sempre assumir que as fibras genéricas das fibracdes consideradas sio
conexas.

- Cabe salientar que ao estudarmos folheagdes de P2 vemos que fibrages
ngo aparecem diretamente. Isto deve-se & inexisténcia fibragdes n : P2 — C
qualquer que seja a curva algébrica C. De fato, se m é uma tal fibragiio e p
e g sdo pontos distintos de C entdo Fp = #~1(p) e F, = 7~(q) sio curvas
algébricas disjuntas. Logo F, - F; = 0 contradizendo o Teorema de Bézout.

Entretanto as fibragdes aparecem de forma natural como a resolugio(ver
capitulo 6) de folheagdes que admitem inteprais primeiras racionais.

2.2. Folheagdes associadas a equagdes diferenciais lineares. Seja
D C C o disco unitério

dY
dz

uma equagao diferencial meromorfa linear de posto 2, i.e., A(z) é uma matriz
2 % 2 cujas entradas sdo fungbes meromorfas,

As solugdes de (16) definem uma folheagio de D x C2. Explicitamente
se A= (ay;) e Y = (y1,y2)” entdo esta folheagio é definida pelo sistema de
1-formas

(16) =A(z)-Y,zeD

dyr — (an(2)n + are(2y)dz = 0

dys — (a21(z)n + ass(2)y2)dz = 0.
Claramente o grupo de homotetias H = {(2,Y} — (z,A " Y)}rcer deixa
invariante a folheagéo induzida por (16) e portanto temos uma folheagio
definida no quociente de I x C2 por Hi.e., D x C.

Se (z,w) = (2, 11/y2) sdo coordenadas de DxC ¢ DxC entdo a folheacio
quociente é dada pela 1-forma meromorfa

dw — (a12(2) + (a11(2) — age(2))w —~ an (z)wz) dz=0

Evidentemente, procedimento similar pode ser aplicado a equagdes dife-
renciais lineares de segunda ordem, i.e., equagdes da forma

d?
dz

onde a e b sfio fungdes meromorfas.

y+a@) L1 b(z) =
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Exemplo 9. A equaciio hipergeométrica de Gauss
{17) 21 =2 +(c—(e+b+1)2)w —abw =0,

sempre que ¢ ¢ Z_, acdmite como solugao geral em uma vizinhanga da origem
a fungio (veja [Hil97])

{i8) #2) = C1F{a,b,e;2) + Caz ™ Fla—e+ 1,b—c+ 1,2 ¢ 2),

onde Cf, Cy siio constantes arbitrarias a serem deterininadas pelas condigoes
inticiais e

((Lbcz)_1+z Ju (0)n P
n=1 )
Aqui, (p) denota p(p+ 1){p+2)--- (p+n—1).

A cldssica mudanga e varidveis y(z) = —dlogw(z), veja [Hil97] p.
104, associa uma folheagio de Riceati a qualquer equagio diferencial linear
de segunda ordem. Nesse novo sistema de coordenadas a folheagio induzida
pela equagio hiperpeométrica de Gauss pode ser escrita como

(19} w=2(1-2)dy— (2(1 = 2)y* + (¢ — (@ + b+ 1)z)y + ab) dz.

Seed Q,a=1-k, k € N, ebéarbitririo entdo a folheacdo induzida por
(19) nio adiite una integral primeira racional e possui uma curva racional
invariante de gran k + 1 definida pelo polindmio

y-F(l—k,bcz)—F(1-kDbcez).

Muitao foi feito no estudo de equagdes diferenciais lineares no século XVI-
II e XIX. Matemiticos como Gauss, Schwarz, Jordan e Klein investigaram
equagoes diferenciais lincares sobre a reta projectiva. Em particular abor-
daram o problema de determinar as soluges algébricas de uma dada equagao
diferencial lincar. Varios aspectos da teoria neste periodo sdo apresentados
no belo livre [Gra00].

Mencionamos aqui as investigacdes sobre equagdes diferenciais lineares
dado que estas e as equagdes de Riccati estdo intimamente relacionas e a
teoria cldssica serd uma bem vinda fonte de exemplos para as questdes que
pretendemos discutir.

2.3. Folheagbes Transversais a Fibragoes. Diremos que uma fol-
heagfio F de S é transversal a uma fibragdo 7 : S — C se a fibra genérica
de w € completamente transversal a F. Observe que a defini¢io nfo exclui
a invaridncia por F de fibras de .

Entre as folheacbes transversais a fibragdes as folheagles de Riccati
caracterizam-se por serem folheagbes transversais a fibragoes racionais, i.e.,
o género da fibra genérica de 7 é zero.

Quando a fibra genérica de « é hiperbdlica, i.e. possui género maior ou
igual a 2, folheagGes transversais a 7 possuem integral primeira meromorfa.

Quando a fibra genérica de m possui género um existem exemplos de
folheagBes sem integral primeira meromorfa desde que 7 seja uma fibragio
isotrivial,
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Exemplo 10. Seja (Fg)acc a familia de folheagdes holomorfas de P2
definida por
0
Xo= (@~ (e - y?)n + 0F - Dy - ast)
Estas folheagdes, coristruidas por Lins Neto e¢in {LINO2b|, sio folheagdes
de grau 4 em ]P%. Verifica-se facilinente que as nove retas definidas pelo
anulamento de

(@ -1 - 1) (2® -

sdo invariantes por todas as folheagbes F. Apds explodir os doze pontos de
intersecgio tripla destas retas obtemos uma familia linear de folheagées de
uma superficie racional S tal que todo elemento ¢é transversal a uma fibragio
eliptica. Em [LINO2b] encontramos uma demonstragio de que o conjunto de
pardmetros a € € para os quais as folheagbes associadas possuem integral
primeira racional é um subconjunto dense e enumerdvel de C.

Veremos mais adiante que todas as folheagtes na familia descrita acima
possuem integral primeira Liouvilliana, o mesmo valendo mais geralmente
para folheagdes transversais a fibra genérica de uma fibragdo por curvas
clipticas.

2.4, Os exemplos de Jouanolou. Os primeiros exemplos de fol-
heagoes algébricas de JP’% sem curvas algébricas invariantes datam da década
de 1970 e foram obtidos por Jouanolou. Em [Jou79] pode-se encontrar a
demonstragio de que para qualquer inteiro d maior ou igual a 2 as folheagbes
induzidas pelos campos sobre C2

N i

X = (1 —ayh) = + (¢ - 1) —,

(L—mf) g + @ -y g

nio possuem nenhuma curva algébrica invariante em IP%. Em particular so
exemplos explicitos de nio integrabilidade Liouvilliana.

3. O Teorema de Jouanolou

Em [Jou78] Jouanolou generaliza o critério de Darboux-Jounolou, ap-
resentado no capitulo 2 deste texto, para folheagdes holomorfas de codi-
mensao 1 em variedades complexas compactas sujeitas a certas hipoteses. A
primeira hipétese é que toda 1-forma holomorfa é fechada e a segunda esta
relacionada com a sequéncia espectral de Hodge da variedade em questio.
Apresentaremos um refinamento de de tal resultado, devido a E. Ghys v.
{Ghy00], onde as hipéteses de Jouanolou sobre a variedade complexa com-
pacta sio eliminadas. Apesar de todo o texto concentrar-se em folheagGes em
superficies fazermos aqui uma excegio dado que a generalidade ndo complica
a prova.
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Teorema 7. Seju F uma folheagdo singular holomorfa de uma var-
iedade complexa compacte M. Se F admite uma infinidade de hipersu-
perficies analiticas invariantes entdo F admite uma integral primeira mero-
morfa.
demonstragio: Denote por Div(F) € Div(M) o grupo abeliano gerado pela
hipersurficies irredutiveis invariantes por F e por .Q} o C-feixe das 1-formas
holomorfas fechadas sobre M. Observe que apesar de Ql nao ser um Oyy-
feixe temos que M, Q) ) € um C-espago vetorial de dlmcnsan finita para

todo inteiro positivo 1. Pam tanto basta escrever a sequéncia longa em
cohomologia associada a scquéncia exata curta de feixes

0=+C—=0y—0—0,
e usar que HY{M, O) ¢ H(M.C) possuem dimensdo finita para todo inteiro
positivo 4.

A derivada logaritmica g — ‘—iﬂ induz um homomorfismo de H'(M, ©*)
para H'(M, QL 7). Compondo o homommﬁsmo candnico Div(M) — Pic{M)
coin a der |v.ula logaritmica obtemos um homomorfismo

Div(F) - HY(M,0}).
Seja Divg(F) o nicleo da aplicagio C-linear

Div(F)®C — H'(M,5}).

Se H=3% 1ol H® ¢ um elemento de Divg(F) entéo existe um recobri-
mento {7} de M, fungoes gg-) : UinU; — C* e formas fechadas n; € QN(U;)
tais que
*a 1'estri(;?10 de H® ao aberto U; ¢ definido por uma funcéo holomorfa
(U G
. seU N #U cntaoH() _JI)H()

2!
. EI 1 (1)%.;_ =

Podemos entao associar a H € Divg(F) a 1-forma meromorfa fechada
Oy definida em U; por
g(l)
1
w3 a0
Gi5
Observe que O estd bem definida a menos da adigio de uma 1-forma global

holomorfa. Portanto o produto exterior de @y com w & HO(M ' ® Ng),
onde w induz a folheagio F, induz um homomorfismo

HO(M, 02 @ Nr)

u: Divo(F) - w A HOQM, QL)
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Suponha agora que F possui ao menos
H° (M, 5 ® N.'F)
wA HO(M, Q}.)

hipersurficies invariantes. Temos portanto que a dimensio do nicleo de u ¢
ao menos 2. .

Se H pertence ao micleo de u verifica-se facilmente que podemos escolher
as 1-formas n; € Q1(U;) de modo que a 2-forma w A O seja identicamente
nila e que os pélos de Oy estejam contidos no suporte de H.

Tomando dois elementos linearmente independentes do ntdcleo u
podemos construir formas meromorfas de fechadas ©; e ©2 com conjun-
to de polos distintos e tais que w A©; = wA B, = 0. Logo existe uma fungao
meromorfa ndo constante f tal que ©; = fB,. Diferenciando esta tiltima
expressdo concluimos que f € uma integral primeira para F. 0O

Brunella em [Bru00] fornece uma prova alternativa do resultado aci-
ma utilizando o formalismo de formas logaritimicas. Dado as limitacées de
tempo para a preparagio deste texto ndo pudemos tratar das formas log-
aritmicas na presente versdo. Observamos apenas que as formas logaritmicas
sio utilizadas de forma essencial por Brunella e Mendes, em [BGMO00), para
abordar o problema da limitagéo do grau de hipersuperficies invariantes por
uin sistema de Pfaff e que Esteves, em [Est02], utiliza os resultados de
' [BGMOO| para controlar a regularidade de Castelnuovo-Mumford de con-
juntos algébricos invariantes por folheagGes em espagos projetivos.

dimg H'(M,Q}) + dimg +2



CAPI{TULO 6

Foérmulas de Interseccio

Pai demontré quelques  proprictés des équations intégrables
algébriquement.  De pareils résultats n’ont pas pour le mo-
went grand valeur; mais ils pourraient en acquérir le jour ol
'on pourra reconnaitre si ces propriétes s’étendent aux équations
non intégrables, ou si elles ne sont pas toujours vraies pour ces
équations; dans le premier cas, en cffet, on aurait un théoréme
général applicable & toutes les équations différentieles, et dans le
second cas on posséderait un critérium permettant de démontrer
que les équations de certaines catégories ne sont pas intégrables.

IlzNnr POINGARE

Eutre as ferramentas introduzidas por Poincaré nas suas investigagoes
sobre a integrabilidade de equagées diferenciais estio versdes de algumas das
férmulas de interse¢io apresentadas neste capitulo para o caso particular de
folheagdes de IP’% comn integral primeira racional.

As duas primeiras segSes deste capitulo sio dedicadas a tais férmulas
de intersecgio que seriio fundamentais no estudo que segue. A exposigio é
fortenente influenciada pelo livro [Bru00) ¢ convidamos o leitor a consulta-
lo para as provas aqui omitidas. Um outro motivo que nos levou a omitar
deliberadamente estas provas é que temos um excelente texto em portugués,
notas de win curso do coléquio anterior por Mércio Soares e Rogério Mol(ver
[MS01]), onde o leitor também poderd encontrar as demonstragdes aqui
omitidas.

Como aplicagiio das férmulas de intersecgiio apresentamos alguns resul-
tados conhecidos sobre cotas para o grau de curvas algébricas invariantes
além de explicitar uma classe genérica de equagdes diferenciais cujos ele-
mentos nio admitem integral primeira liouvilliana.

1. Férmulas de Intersecgiio

1.1. Ordem de tangéncia. Seja F uma folheagdo em uma superficie
projetiva. § e €' C S uma curva algébrica reduzida tal que cada componente
de € ndo ¢ invariante por F. A ordem de tangéncia entre F e C é dada por

)
tang(F,C) = tang(F, C,p) = dimg——
,; : ,%; < fon Xp(fp) >

42
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onde Xp € um campo de vetores holomorfo definido em uma vizinhanga de
p € induzindo F, f;, é uma equagio local para C em Op e X,(-) é a aglo de
Xp como derivagdo no anel local O,

Proposigao 10. Scja F uma folheagdo em uma superficie projetiva S
e C C 5 ume curva algébrica reduzida tal que cada componente de C nio é
invarianie por F. Entdio valem as seguintes igualdades:!

NF-C = x(C)+ tang(F,C)
TF-C = C-C-tang(F,C).

Exemplo 11 (Folheagdes no plano projetivo). Quando tratamos de fo-
lheagoes do plano projetivo um dos invariantes mais bdsicos que podem ser
definidos é o grau.

Scja F uma folheagdo do plano projetivo PZ. Se L é uma reta de P% nio
invariante por F entfio o grau de F é definido como a ordem de tangéncia
entre L e F. Observe que a boa definigdo do grau de uma folheagio segue
«a proposigio 10.

Scja w = a(z, y)dz + b(z, y)dy uma 1-forma polinomial em C2. Vé-gse
facilmente que esta 1-forma induz uma folheacdo holomorfa F em !P’%. De
fato IP% pode ser coberto por trés abertos Ug, Uy e Uj isomorfos a €% com
coordenadas, respectivamente, (z,y), (v, v) e (v, 8) que relacionam-se como
abaixo

Escreva a(z,y) = Zfﬁl ai(z,y) e b(z,y) = E:Ll bi(z,y) onde a; e b; s8o
polinémios homogéneos de grau i e ou ag ou by séo ndo nulos.

Nas coordenadas t =2 ey = é, W escreve-se COIMO
4 a;(v, D{vdu — udv)  bi{v,1)du
Z uit? T R .
i=1

Se z-a4+1y-by € identicamente zero vemos que a forma acima possui conjunto
de pdlos de ordem d + 1 e caso contrdrio a forma acima possui conjunto de
pélos de ordem d + 2. Conclufmos por portanto que se £-aa +y-bg = 0
entdo NF = Opz(n + 1) e caso contririo NF = Opz (d+2).

! Aqui e simbolo x(C) denota & caracteristica de Euler aritméiica de C, ou seja,
x(C)=-Ks-C-0C-C,
e ' - C denota a auto—intersecgdo de C, ie,,

C - C = grau0s(0)c.
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Contas similares com & 2-forma dzAdy nos mostram que K| P2 = Opz{-3)
- I ’ - * C
e viz a formula de adjungio deduzimos que

prr ) Oreld=2) sezragty -ba=0
Opz(d—1) se z-aq+y-ba#0.
Sepue da proposigao 10 gque
- [ d-1 se £oag+y-by=0
tang{F, L} = { d s 3-agty byt

¢ portanto conclufmos gue no caso em que = ag + ¥y - by = 0 o grau da
folheagio é d — 1. J4 quando 2 - ey +y - bg # 0 o grau da folheacio ¢ d. O

1.2. Ordem de anulamento. Sejam C uma curva reduzida invariante
por F, f uma fungio holomorfa reduzida representando €' em torno de um
ponto p € C ¢ w uma 1-forma gerando F em torno de p. Sendo C invariante
por JF, podemos escrever w como
(20) gw = hdf + fn,

onde 7 é wina 1-forma holomorfa, ¢ ¢ b siio fungdes holomorfas relativamente
‘primas, veja em [MS01]. Pode-se verificar gue a ordem de anulamento de

%I ¢ nio depende da fatoragio escolhida, e portanto podemos definir

h
Z(F,C,p) = ordem de anulamento de §b|g emp.

Exemplo 12. Scja F a folheagio de C? induzida pela 1-forma
w = pydx — qudy .

A curva C definida por {z” — 39 = 0} ¢ invariante por F. Calculemos
Z(F,C,0).

Seja ¢ : C — €2 a parametrizacao de Puiseaux de C, i.e., ¢(t) = (12,17).
Se g e h sdo como em (20) entéio que a ordem de anulamento de (k/g)c em
} € C? é dada pela ordem de anulamento ¢*(h/g). Fazendo o pull-back de
ambos os membros de (20) obtemos a igualdade:

¢*g(pqtPdt) = ¢*h{pqt?idt) .
Concluimos que
Z(F,C,0)=p+q—pg.
O
Definiremos a ordem de anulamento de F ao longo de C, que denotare-

mos por Z(F,C), como sendo a soma das ordens locais de anulamento nos
pontos de C, i.e.,

Z(F,C) =y Z(F,C,p).
peC
A prova da préxima propogigio, pode ser encontrada em [Bru00].



1. FORMULAS DE INTERSECGAQ 45

Proposigdo 11. Seja F uma folheagdo em uma superficie compleza S
e C uma curva reduzida invariante por F. Entdo

Nr-C = C-C+2(F,C)
Ts-C = x(C)-Z(F,C).

Quando C é uma curva lisa irredutivel temos que a ordem de anulamento
de F em um ponto p de C coincide com o indice de Poincaré-Hopf de um
campo X, local, que gera F em torno de p. Se z é um pardmetro local de C
temos que o campo X quando restrito a C escreve-se como u(z) -z‘“a‘%, onde
1 € uma unidade de Og,, nesse caso temos que a ordem de anulamento em
p ¢ precisamente k.

Postergaremos o célculo da ordem de anulamento ao longo de curvas
singulares para a se¢io 2. Entretanto o fato da ordem de anulamento ser
positiva em curvas lisas juntamento com a proposigéo 11 nos permite deduzir
como coroldrio um caso particular de um resultado provado originalmente
por Cerveau e Lins Neto em [CLIN91].

Corolério 7. Seja F wma folheagdo de grau d em ]P%. Se C ¢ uma
eurva lisa invariente por F entdo

grau(C) < grau(F) + 2.

demonstragio: Como NJF == OP% (d + 2), ver exemplo 11, a proposi¢io 11
implica que

(d+2-c)-c=2(F,C),

onde ¢ denota o grau de C. O resultado segue da positividade de Z(F,C).
O

1.3. Indice de Camacho-Sad. Scja C um germe de curva invariante
por uma folheagio F de uma vizinhanga da origem de um ponto p € C2.
Suponha que F é induzida por uma l-forma holomorfa w, e 7,k como em
{20}. Definimos o indice de Camacho-Sad como

1 1
CS(F,Cp) = —5s [
Q indice acima foi primeiramente definido no caso de curvas lisas em [CS87]
para provar o Teorema do Idice que enunciamos a seguir. A generalizagio

aqui apresentada para o caso de curvas reduzidas com singularidades arbi-
trérias é devida a Suwa, ver [Su98].

Teorema 8. Se C C § € uma curve algébrica invariante por uma fo-
lheagdo F de uma superficie projetiva S entdo

ct= Y CS(F.Cp).
PECsing(F)
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2. Singularidades e Transformagdes Birracionais

Scja F uma folheagio em uma superficie §. Na vizinhanga de um ponto
regular p a folheagdo F ¢ localmente trivial. Mais precisamente existe um
aberto U contendo p ¢ mina submersio f : U — C tal quo as folthas de Fy
coincidem com as curvas de nivel de f.

Ja na vizinhanca de pontos singulares a situagio ¢ bem distinta: a
folheagdio tanto do ponto de vista topoldgico, quanto do ponto de vista
analitico, pode apresentar comportamente bastante complicado.

A teoria local encontra-se bastante desenvolvida ¢ estes avangos sdo mais
evidentes na classe das singularidades reduzidas.

Definigdo 13. Scje p € S wna singuleridade de F. Seje X wm campo
holomorfo com singularidedes isoladas que gera F em uma vizinhanca de p
¢ denotemnos por Ay e Ay 03 autovalores da parte lincar de X em p. Dizemos
que p ¢ reduzida se vole uina das sequintes alternatives:

da. )\1-/\')_7&0 (:/\1/,\2¢Q+;
o Aprde=0e A+ A #10.

Quando p é nma singnlaridade reduzida com parte linear invertivel, item
a. da definigio acima, distinguimes dois casos.

a.l. A;/As ¢ R: Neste caso sempre existe uma equivaléncia local entre a
folheagdo em guestiio ¢ a folheagao induzida pela parte lincar de um campo
gue a induz como nos garante o Teorema de Linearizagio de Poincaré,

a.2. M /h; € R\ QV: Neste caso ndo temos em geral a equivaléncia, nem
mesmo formal, com a parte lincar. Intervedm na lincarizacio ressonfincias e
condigdes diofantinas no quociente de autovalores, ver [CS87] e referéncias
14 contidas.

Quando a parte linear de p ndo ¢ invertivel nem nilpotente dizemos que
p 6 uma seli-né. A estrutura analitica é bastante rica como o leitor pode
conferir consultando [MRS82].

Para uma exposigiio bastante agraddvel sobre a teoria local de folheagGes
holomorfas aconselhamos o leitor a consultar [Lo02].

As singularidades reduzidas estdo longe de exaurir todas as possibili-
dades para as singularidades das folheagBes em superficies. Entretanto o
uso de transformagBes birracionais permite dessingularizar a folheagio ob-
. tendo uma nova folheagio onde todas as singularidades séo reduzidas.

Exemplo 13. Seja F uma folheagio em C? induzida pela l-forma
w = pedy — qydz, onde p e ¢ e que so inteiros positivos primos entre
si. Vemos que a parte linear do campo associado possui uma singularidade
na origem com autovalores p e q e portanto o {(dnico) ponto singular de F
nio é reduzido.

Seja Sp = C2 e m : 51 = Sp o blow-up da origem de C2. Mais pre-
cisamente a superficie §; é obtida via a colagem de duas cdpias de C* com
coordenadas (z,t) e (y,u) através da identificagio (y,u) = (zt,1/t). O
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aplicacio 7 é definida como w(zx,t) = (z,tx) nas coordenadas (z,t) e como
7(y,u) = (uy,y) nas coordenadas {y,u).
Fazendo pull-back de w por m obtemos

el T ({p — g)tdz + pzdt), nas coordenadas (x,?)
¥ {({p — q)udy — gydu) , nas coordenadas (y, u)

Observe que 7"w n&o possui singularidades isoladas, de fato #~1(0) é isomor-
fo a € e coincide com o conjunto singular de 7*w. Apés dividir as expressdes
acima pela equagéo do divisor excepcional vemos que a folheagio em § ap-
resenta exatamente duas singularidades quando p # g . Uma na origem das
coordenadas (x,t) com quociente de autovalores %E e a outra na origem das

coordenadas (y,u) com quociente de autovalores -"%‘1. Se p > ¢ vemos que a
singularidade na carta (x,¢) é reduzida(quociente de autovalores negativo)
enquanto a singularidade na carta (y,u) nio é reduzida. Quando p < ¢
temos mua situagdo andloga sé que com o papel das singularidades trocado.
O caso p = ¢ é distinto e vemos que nesse caso o divisor excepcional no é
invariante e a folheacdo obtida é regular, i.e., livre de singularidades.

Iterando o processo acima, sempre fazendo blow-ups nas singularidades
nio-reduzidas, verifica-se facilmente que apds um niimero finito de blow-ups
obtemos uma folheagfio com todas as singularidades reduzidas. Observe que
o niimero de blow-ups necessédrios para a resolugdo estd relacionado com o
niimero de passos do algoritmo de Euclides para calcular o maximo divisor
comum entre p e q.

Como ji observamos podemos sempre, através de blow-ups, resolver uma
folheagio holomorfa de uma superficie complexa. FEste é o conteddo do
Teorema de Seidenberg.

Teorema 9 {Seidenberg). Seja F uma folheagéo em uma superficie 5.
Existe uma superficic S e uma aplicagdo holomorfaw: S — 5 tais que 7 €
uma composicdo de blow-ups e todas as singularidades de m*F sdo reduzidas.

No restante desta segdo analisaremos o comportamento dos fibrados asso-
ciados as folheagdes e dos indices previamente definidos quando submetidos
4 blow-ups.

Terdo papel de destaque na discussio que segue dois indices associa-
dos 4s singularidades isoladas de folheagBes em superficies. O primeiro é
a chamada multiplicidade algébrica da singularidade; se p é uma singular-
idade de uma folheacio F definimos a multiplicidade algébrica de p como
sendo a ordem do primeiro jato nfo-nulo de uma 1-forma que gera JF em
torno de p. Mais precisamente se w =, w;, onde w; séo formas polinomi-
ais homogéneas de grau 7 em coordenadas locais ao redor de p temos que a
multlicidade algébrica de p € o menor & tal que wy # 0. Denotaremos por
a(p) a multiplicidade algébrica de p.

Q segundo indice associado a uma singularidade p serd denotado por
i(p) e definido da seguinte forma. Seja U uma vizinhanga de p onde F seja
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gerada por uma 1-forma holomorfa w ¢ com singularidade isolada em p. Se
denotarmos por v U = U o blow-up de U em p vemos que 7*w é uma
L-forma holomorfa em U que se anula ao longo do divisor exepcional E.
Seja k o maijor inteiro tal que 7*w seja divisivel pela k-ésima poténcia da
equagio local do divisor excepeional. Definiremos Hp) como sendo ignal a
k.

A multiplicidade algébrica ¢ o indice {(p) relacionamn-se da seguinte for-
IS

Proposigio 12. Sejnw wna | -forme holomorfa defininida em wina viz-
whange de ovigem de C? ¢ com singuluridede ne origem. Entéo.

Up) = a(p) se B for invariante porm* F
pr= a(p) + 1 caso contrario

demonstragio: Excrcicio para o leitor, c

2.1. Fibrados. Vejamos como os fibrados associados & folheagio
comportam-se com respeito a blow-ups.

Proposigdo 13. Sejo F wne folhicagdo cm wina superficic projetive S.
Sem: 85 = 85 éaexplosdo de um ponto p de § ¢ F ¢ a folheagdo pull-back
de F entdo valem as sequintes igualdedes no grupo de Picard de S:

L Kg=n*(Ks) ® O4(E);

2. TF =" (TF) @ Qs((l(p) - 1)EY);

3. NF* = m*(NF*) @ O5(l(n)E);

demonstragio: Seja { uma 2-forma meromorfa em S regular em p. Temos
portanto que 7% é uma 2-forma meromorfa em §. Se (i, y) sdo coordenadas
locais em uma vizinhanga de p entdo Q0 escreve-se nesta vizinhanga como
w(z, y)de A dy, onde u ¢ uma unidade. Fazendo t = ¥/ vemos que nas
coordenadas (¢, ) de § vale que 7 = u(z, tz)-zdzAdt e consequentemente

Kz =n"{Kg) ® O4(E),

provando o item (1).
Para mostrar o item (3} raciocinamos de forma andloga. Se w & uma
1-forma meromorfa gerando F temos que NF = Og((w)ee — {w)g). Como

NF = Os((7*(w))oo — (*(w))o) temos que
NF = 1*(NF) ® Og(~l(p)E),

o que é suficiente para provar o item (3).
O item (2) sepue dos itens (1) e (3) quando combinados com a férmula
de adjungio. (|

2.2, Ordem de anulamento. Tera também interesse o comportamen-
to da ordem de anulamento com respeito a blow-ups.
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Proposi¢iao 14. Sejo F uma folheagdo em um superficie projetiva com-
pleza ¢ seja C uma curva algébrice invariante por F. Sep € C € uma
singularidede de F entdo

Z(.T,C’,p) = (E 6)(!(?) —-F -C’-) + ZZ(?aa:Q) »
T
onde C ¢ o transformado estrito de C, E o divisor ezcepcional obtido ao
czplodir p e ¢ = p sdo todos os pontos de C que estdo sobre p.
demonstragio: Seja w: § — § o blow-up de p. Se E é o divisor excepcional
,i.e, E =x~1(p), entdo
7" Nr = N+ (p)E,

mC=C+(E-C)E.
Como 7#*Ng - #*C = Nx - C obtemos que
NF-C = (Np+I@)E)-(@+(E-T)F)

= Ng-C+ (E-@)(Nf-E)

= Nz.C+lip) (E-C).
Comparando esta igualdade com a propoesicio 11 podemos deduzir que

C-C+2(F,C)=C-C+2Z(F,C)+I(p)-(E-C).

Finalmente de

C.C=C-C—(E-OF,

obtemos a proposicio. O

3. Cotas para o grau de curvas invariantes

Apés a longa digressio sobre os conceitos bdsicos da teoria de folheagdes
em superficies veremos como podemos utilizar esta tecnologia para auxiliar-
nos na questio de integrabilidade. Como j& observamos no final da Parte
1 do presente texto é suficiente para tanto controlar-mos o grau de curvas
algébricas invariantes.

A parte do caso de curvas a cruzamentos normais um dos primeiros
resultados sobre a limitaga do grau de curvas algébricas invariantes é devido
a Carnicer e pode ser enunciado como se segue:

Teorema 10 (Carnicer). Seje F uma folheagdo de PZ livre de singu-
laridades dicriticas. Se C ¢ uma curva algébrica reduzida invariante por F
entdo

grau{C) < grau{F) + 2.

Brunella, em [Bru97], nos mostra que o resultado acima pode ser de-
duzido da proposigio 11 e do teorema abaixo:
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Teorema 11 (Brunella). Seja F uma folheagio em uma superficie com-
pleza 8 ¢ p € 8§ uma singularidade ndo-dicritica de F. Se C é uma germe
de curva invariente passando por p entdo

Z{(F,C,p) 20,

¢ « igualdade s6 vale quando C ¢ « unido de todas as separatrizes passando
por p.

Exemplo 14. Seja F uma folhcagio em uma superficie algdbrica § ¢
p € 5 uma singularidade radial de F. Suponha que F admite uma cur-
va algébrica invariante C passando por p. Pela proposigio 14 temos que
Z(F,C,p) = r(2—r), onde r ¢ o mimero de ramos de C passando por p. [

Exemplo 15. Seja € uma curva algébrica na superficie algébrica S.
Suponha que € possui uma singnlaridade p da forma y* — 2 + ho.t. e
que todas ag outras singularidades de C, caso existam, sejam na pior das
hipoteses nds ordinarios. Suponha que F ¢ gualquer folheagio holomorfa
deixando € invarjante. Entdo pela proposicio 14 obtemos

Z(F,C,p) = k(l(p) — k) + Z(F,C,q) = k(1 - k) + 1,

" observando que Z(F,C,q) > 0, por que ¢ é um ponto liso de C, e que
Z(F,C,y) = 0 implica que £ é genericamente transversal a F e conse-
quentemente {{p) > 2. Como a contribuigio de nés érdindrios para Z(F, C)
¢ sempre ndo negativa,

Z(F,C) =z Z(F,C,p) > —k® + k + 1.
Em purti(:nlar

kzkl k2 — k-1

3 < 2 ———— <]
deg(C) < deg(F) + 2+ o2(C) deg(F) +2+ P

O

COMENTARIO 5. Os exemplos anteriores nos mostram que para con-
trolar o indice Z(F,C,p) basta conhecer a resolu¢io da singularidade e o
nihimero de ramos da curve € passando por p. Utilizaremos este fato sem
demonstri-lo no iltimo capitulo destas notas.

4. Centros e integrabilidade

Seja € uma curva algébrica reduzida em uma superficie projetiva S
¢ F uma folheagio holomorfa de 5 deixando C invariante. Suponha que
todas as singularidade de F sobre C sdo reduzidas e que nenhuma dessas
singularidades é sela-né. Podemos entdo decompor Sing(F) N C como

(21) . Sing(FyNC = 51U S U S,

onde S sdo as singularidades de F localizadas na intersecgio de componentes
irredutiveis distintas de ¢, Sy sdo as singularidades de F localizadas nos
nds de componentes. irredutiveis de C e Sy séo as singularidades de F em
pontos lisos de C,
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Antes de enunciar a préxima proposigio lembramos que o numero de
Milnor de uma singularidade p de uma folheacio F ¢ definido como o niimero
méximo de singularidades que aparecem em uma vizinhanga arbitrariamente
pequena de p quando F é submetida a uma pequena perturbacio local.
Denotaremos o nimero de Milnor de p, a folheagio estando subentendida,
por p{p). Para uma defini¢do mais formal do nimero de Milnor e uma prova

do Teorema de Darboux que utilizaremos a seguir o leitor deve consultar
[MS01].

Proposigao 15. Seja F uma folheagdo holomorfa de grau d em PZ. Se
C' ¢ wma curve reduzida invariante de grau c tal que todas as smgulandades
de F sobre C sdo reduzidas e tal que nenhuma dessas singularidades é uma
sela-nd entdo

. 2
dd—2) -2k +1) + 3c + (i‘:—‘) +23gc=2 % up),
: pESing(F), pC

onde Ci, 1 <1 < k, sdo as componentes irredutiveis de C, Sing(F)NC é
decomposto como em (21} e sip denota a cardinalidede de St.

demonstracio: Decomponha Sing(F) N C como em (21) e denote por s; a
cardinalidade de S;. Para todo né p de C temos que Z(F, C,p) = 0, logo

s = Z(F,C).

Segue portanto da proposigio 11 que

_ S
deg(F) + 2 = deg(C) + 3ea(C)

e consequentemente, apds elevar ao quadrado,

2
@) )+ =0 o ()

Se eserevemos C = C)U. . .UCy, onde C; sdo as componentes irredutiveis
de C, entdo

deg(C)? Zdeg(C 42 Z deg(C;) - deg{C;)
1gi<ick
Podemos entdo verificar que

(23) deg(C)? = " deg(Cs)* + 281,
i
jd que

s = Z deg(C;) - deg(Cy) .

1<i<i<k
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O ndmero de singularidades de F ¢ dado pelo Teorema de Darboux que
nos diz que

#8ing(F) = deg(F)* +deg(F) + 1= > u(p),
pESing(F)
¢ portanto
(24) > pi(p) = deg{F)? + deg(F) + 1 - s; — sy — sq1.-
PESing(F), pc’
Combinando (22), (23) ¢ (24) obtemos
(25)
~ 2
(€N 1 el FVE — O Joer . dill = '
Zd%(c,) + deg(F)* - 2(deg(F) + 1+ sn) + (deg(C)) =2 . Z ).
pESing(F), pel’

Se n(C;) denota o niimero de nds de C; entao pela férmula do género

29(Ci) = (deg(Cs) — 1)(deg(Ci) — 2) — 2n(Cy)

e apds somar sobre g

2= -2 g(C:)+ Y deg(Ci)? — 3deg(C)} + 2k

L

Finalmente, substitnindo esta iltima equagio em (25), temos

2
©od(d - 2)~ 2k + 1) + 3c+ (f‘—'ﬂ) r25gc)=2 Y up),
' ¢ i PESing(F), pdC
provando a proposigao. O

4.1. Naoc-integrabilidade de folheagoes. Via a proposicio 15
mostraremos como garantir a nao-integrabilidade genérica para folheagaes
no plano projetivo de grau d, d > 2.

O primeiro passo é entender a relagiio entre os fatores de integragdo e as
singnlaridades de F. Trabalharemos apenas com singularidades com a parte
linear nio degenerada. Nesse contexto o lema abaixo mostra que o trago da
parte linear do campo definindo F na singularidade sempre que ndo nulo
forga a passagem do conjunto de zeros e pélos do fator de integragio pela
singularidade. .

Lema 2. Seja X um campe de vetor holomorfo em wma vizinhanga de
0 e C? ¢ew = ixde Ady a 1-forma dual o X. Suponha que 0 ¢ uma
singularidede de X Caso exista uma 1-forma n tal que dw = 7 A w enido o
trago de DX(0) ¢ nulo.

demonstragio: Se w = ixdr Ady entdo dw = divXdz Ady = (Tr(DX(0)) +
h.o.t.}dz A dy. Como 0 é uma singularidade de X entdo

(n Aw)(0) = 0 = (Tx(DX(0))dz A dy.
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Teorema 12. Seja F uma folheagdo em P de grau d > 3. Suponha
que F ¢é reduzida e livre de selus-nds. Se o nimero de centros de F € menor
que ﬂdz;zl entdo F ndo admite integral primeira louvilliana.

demonstragdo: Seja N = Epgc £(p) o nimero de centros de F. Suponha
que F admite uma integral primeira liouvilliana. Entdo pela proposicio 15
e pelo lema 2 temos que

d(d—2)—2(k+1)+3c< 2N .

Se N < d(d—z_zl entdo 3¢ — 2k < 2. Como k dencta o mimero de componentes
de uma curva de grau ¢ segue que ¢ = 1, um absurdo. O

Coroldrio 8. Seja F uma folheagio em IP% de grau d > 3. Se F é re-
duzida ¢ livre de selas-nds e de centros entio F ndo admite integral primeira
liouvilliona.

demonstragfo: Segue imediatamente do Teorema 12. (I



CAPITULO 7

Alguns Resultados Classicos

La question de Pintégration algébrique des équations différenticlles
du premier ordre et du premier degré n’a pas attiré Pattention des
géometres autant quelle méritait. La voie a été onverte, il y a
viugt ans, par un admirable travail de M. Darboux; mais les ana-
lystes ont &é fort longtemps sans sy engager, ct ce n'est que tout
récemment que le probléme a été repris par MM. Painlové et Au-
tonne, dans denx Mémoires que I’ Académic vient de récompenser.
Limportance du sujet e décide a publier quelques résultats qui
s'y raportent, bien qu'ils soient fort incomplets.
Henpt PoiNcang
Com as palavras acima Poincaré inicia a sua nota publicada no Comptes
rendus d I'Académie des Sciences em 1891 sobre o hoje denominado proble-
ma de Poincaré. Nela sdo anunciados alguns resultados sobre a limitagio do
grau de integrais priteiras racionais para folheactes holomorfas do plano
projetivo. As provas dos resultados aparecem logo em seguida, ainda em
1891, em wmn artigo publicado no Rendiconti del Circolo Matemitico di
Palermo. E neste artigo que a maior parte deste capitulo é baseads. Bus-
camos fornecer demonstragdes modernas, ainda que fidis as provas originais,
dos resultados 14 contidos. Apresentamos ainda resultados de Darboux e
Haiphen utilizaclos de forina fundamental na argumentagao de Poincaré,
Observamos que alguns dos resultades apresentados neste capitulo
também aparecem e [GZ97] ¢ em {Men98].

1. Valores Notaveis

Seja S uma superficie projetiva, C' uma curva algébrica e f: 8§ --» C
uma aplicagio racional sobrejetiva. Observamos que a aplicacio f induz
uma folheagio em S. Pelo Teorema de fatoragao de Stein podemos assumir
sem perda de generalidade que f possui fibra genérica irredutivel. Scja D
uma. componente irredutivel de uma fibra de f. Associamos a D o iteiro
np que por defini¢io ¢ a ordem de ramificagio de f ao longo de D. Mais
precisamente se p é um ponto regular da folheagio induzida por f sobre D
podemos tomar coordenadas locais {(z,y) onde D = {z = 0} e a folheagdo ¢
dada por {z = constante}. Nestas coordenadas a aplicagdo racional escreve-
se como f(z,y) = ¥ para algum inteiro positivo k. Tomamos np = k.

Proposigao 16. Seja S uma superficie projetiva, C wna curva
algébrica e f : § --+ C uma aplicagdo racional sobrejetiva com fibra genérica

54
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irredutivel. O fibrado conormal da folheagdo induzida por f ¢ dado por
N*'F = (%) ® Og (Z(np - 1)D) ,

onde o somatdrio estende-se a todas as componentes irredutiveis de todas as
fibras de f.

demonstragao: Seja w uma 1-forma racional sobre C. Por definigio temos
que f*(w) é uma secdo ndo identicamente nula de f*(Qc). Observamos
também que o conjunto de zeros de f*(w) ¢ igual ao pullback por f dos
zeros de w unido com

> {np-1)D,

onde o somatdrio estende-se a todas as componentes irredutiveis de todas as
fibras de f. Logo para qualquer segio meromorfa w de l¢ temos que f*w
¢ uma se¢ao meromorfa de N*F anulando-se em D com ordem np — 1. A
proposicao segue destas observagbes. 0

No restante do capitulo nos restringiremos ao plano projetivo. Para
comegar reformulemos, em termos mais concretos, a proposigao acima.

Seja F : P4 --+ C uma fungéo racional com fibra genérica irredutivel. Se
gscrevemnos Focomo %, onde (G e H sio polindmios homogéneos de mesmo
grau pertencentes & Clz, y, 2] entdo a 1-forma

Q = HdG — GdH,

induz nma folheagio F de IF’%. Entretanto a 1-forma {2 ndo possui, em geral,
singularidades isoladas. Para A € C escrevernos

(26) G—\H = fi - fia... f

onde G — ool = H, k = k(A) e n; = n;(A) séo inteiros positivos e f; séo
polindmios homogéneos irredutiveis para ¢ =1...k.

O coroldrio da proposicio 16 que apresentamos a seguir ¢ originalmente
um resultado de Darboux.

Corolario 9. Seja F a folheagdo induzida por F : IPE: --+ C entdo vale
e igueldede
k(A
grau(F) = 2- gran(G) — 2 — Z Z(ni —1) - grau{frq) .
AeC i=1
demonstragio: Lembrando que para uma folheagdo em IP% temos o isomor-
fismo
NF = Op(grau(F) +2),

o coroldrio segue imediatamente da proposigao 16. Apresentamos a seguir o
esbogo de uma argumento mais préximo da prova original.
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Scja w uma forma homogénea em C* com conjunto singular de codi-
mensiio 2 induzinde F. Como F é uma integral primeira temos que
w A d% =0 ¢ portanto

(27) GdH — HdG = A - w,

onde A ¢ um polindmio homogéneo. Se G = oG +UH ¢ H) = ¢G + dH
sio ontros geradores do peneil G + AH entdo as 1-formas GdH — HdG ¢
© GdHy — Hdd) diferem pela multiplicagio de uma constante complexa nio
nula, Portanto tomando Gy = G — AH onde A é umn valor notdvel vemos
que f;’l‘i" divide A mas f'% nio divide A para todo i entre 1 ¢ k.

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que se f é um fator
irredutivel de A entiio existe A e 4 tais que f = fy;, ver [?, pg. 111]. Com
isso temos gque o polindmio homogéneo A é, médulo multplicagio por uma
constante complexa ndo nula, dado por ‘

k{A)
IIII s
AeC i1

(O resultado segue comparando os graus de ambos os lados da equagio (27).
O

Corolério 10. Sejo F uma folheagdo de grau émpar. Se F admite uma
integral primeira racional F' entdo F possui ao menos uma fibra ndo reduzi-
da.

Seguindo a nomenclatura cldssica os valores A para os quais G — AH nio
¢ irredutivel serio chamados de valores notdveis de F. De acordo com a
decomposicio em fatores primos (26) Poincaré classifica os valores notdveis
em cinco egpécies:

¢ primcira espécie: todos os expoentes n; sfo iguais a um, ou seja,
GAH ¢ uma curva reduzida mas néo irredutivel;

+ scgunda cspéeie: o mdximo divisor comum dos expoentes n; é igual
a um e ao menos um n; é diferente de um;

» terceira espécie: 0o mdximo divisor comum dos expoentes n; é maior
que um sem que todos os expoentes n; sejam iguais entre si;

e quarta espécie: todos os expoentes n; sdo iguais entre si sem serem
iguais a um, ou seja G — AH ¢é uma poténcia perfeita de uma curva
reduzida mas nao irredutivel;

e quinta espécie: G — AH & uma poténcia perfeita de uma curva irre-

dutivel. g

Os valores notdveis das quatro witimas espécies serdo denominados wva-
lores criticos. Observe que somente os valores criticos interveém na férmula
apresentada no coroldrio 9. Segue deste fato que quando temos no mdximo
dois valores criticos podemos sempre resolver o problema de Poincaré como
mostra o proximo resultado.
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COMENTARIO 6. Atengdo para o fato de que defini¢iio de valor critico
que apresentamos acima coincide com a definigfio usual de valor eritico para
a restri¢ao de F ao complementar do conjunto singular de F.

Proposigio 17. Seja F uma folheagdo de ]P’2 Se F admite una inte-
gral primeira racional com no mdrimo dois valares criticos entido F € dada
por uma 1-forma fechada racional em IP% comn pdlos simples e de grau igual
ao grav de F mais dois.

demonstracdo: Podemos supor sem perda de generalidade que os valores
criticos estdo contidos no conjunto {0,00}. Podemos entdo escrever G = gt

’ll
g2° gy e H = hY™ - W)™ .. ™ onde g; e h; sio polindmios homogéneos
llledlltlvelb e m; e 1n; Sio mtelros positivos. Segue do coroldrio 9 que
k i

gran{(F}+2 = 2.grau(G) - Z("" —1)-grau(g;) — Z(mi —1) - graufhy)
i=1 i=1

Z grau(g;) + Z grau(h;)

i=1
Temos portanto que a folhear;ao é induzida pela 1-forma racional fechada
{
_ d!]z dh;
W = Zﬂ,l Zm;h—t .
=1 i=1 .
Obviamente w possui pélos simples e conJunto polar de grau igunal a
grau(F) + 2. O

Proposicdo 18. Sejo F uma folheagdo de IP% tal que todas as singu-
laridades possuem parte lincar ndo-degenerada. Seja F = % uma integral
primeira para F cuja fibra genérice € irredutivel. Se A € T € um valor

notdvel de F ¢
G—AH =up -us

¢ uma decomposicdo de G—MH onde vy e us ndo apresentam fatores comuns
entdo eriste uma singularidade reduzida em {u1 = 0} N {ug = 0}.

demonstracio: Sejaw: 85 ]P% uma resolugio de F, ie., m é uma com-
posigao de blow-ups tal que (Fox) : § — C seja uma fibragio. Como a fibra
genérica de F é irredutivel vemos que a fibra genérica de /' o w também o
é. Consequentemente, por argumentos sirnples de topologia, temos que toda
fibra de F o é conexa.

Se C}, respectivamente Cy, denota o transformado estrito de {u; = 0},
resp. {us = 0}, a fibra sobre A de (F o) é a unido de C1 e (3 com cadeias
de curvas racionais que sdo contraidas por .

Sob as nossas hipdteses verifica-se facilmente que cada cadeia conexa de
curvas racionais contraida por = intersecta C1 U C2 em apenas um ponto.
Logo a inexisténcia de singularidades reduzidas em {ul = 0} N {up = 0}
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implica que a fibra de (F o) sobre A é desconexa. Esta contradigdo conclui
a prova. a proposigio. O

Coroldrio 11. Scju F uma folheagdo de ]P’% tal que todas as singular-
idades possuem parte linvar ndo-degenerada.  Seje F = 7(7 umae integral
primeira pare Foowje fibra genérica & trredutivel. Valem as sequintes afir-
MagGes:
L. O wihinero de valores notdveis das quatro primeiras espéeics ¢ menor
o tyual ao nidmero de singuleridedes reduzidas de F.

2. Se todes as singularidades reduzides possuem quociente de autovalores
igual a —1 entdo es velores notdveis pertencem a primeira, quorte ou
quinte espécics.

demonstragao: O itemn (1) segue imediatamente da proposicio ji que para
as (uatro primeiras espécies de valores podemos sempre decompor G — AH
em a0 wmenos dois fatores 1) e ug primos entre si.

Para provar o item (2) se

G—AH = . fi2...

éa decomposi¢io de G — AH em fatores primos entio basta mostrar que
todos 0s expoentes n; sdo iguais.

Se os expoentes 7; nao sio todos iguais, podemos supor que existe 1 <
J<ktalquen; =n; parai < fen;#n parai> j.

Tomando uy = f1 -+ fi' e uz = f{i'--- fit* segue da proposicéo 18
que alguma das curvas {f; = 0}, ¢ = 1...7 intersecta alguma das curvas
{fi=10},i=j+1...k, em uma singularidade reduzida. Médulo eventual
reordenagio podemos supor que {f; = 0} intersecta {fr = 0} em nma
singularidade reduzida p e portanto fi(p) 40 parai=2... k- 1.

Vemos entdo que e coordenadas locais em torno de p, dadas por
(=,9) = (f1, fx), a folheagdo é induzida pela 1-forma

1 - .
w = Wd(lel sy oeu) = ngy(l 4 @)dz + nga(l - 4)dy + zydu

onde u = 1 4 & é uma fungio holomorfa nfo nula em uma vizinhanga de p.
Como, por hipdtese, o quociente dos autovalores em p é igual a —1 temos
que 71 = ng. Um absurde que mostra que todos os expoentes n; sio iguais
entre si.

O

2. Fibras miiltiplas

Diremos que F~1(A) é uma fibra multipla se A é um valor notavel de F
pertencente a uma das duas iltimas espécies. A andlise das fibras miiltiplas
de uma folheagio que admite integral primeira racional é baseada no seguinte
Teorema de Halphen.
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Teorema 13. Sejam F, G, H .trés polinémios homogéneos em C? primos
entre si. Sep,q,r sdo inteiros positivos tais quep > g = r = 2 e FP+-G94-H"
¢ um polindmio identicamente nule entdo valem as seguintes afirmagdcs.

1.

I 1 1
~+-+->1;
r a r

2. Exzistem polinémios homogéneos f,g,h em C? ¢ uma aplicagio ho-

mogénea ¢ : €2 - C3 tais que f=Fo¢p, g=Gogd eh=Hogp.

cshbogo da demonstracio: Diferenciando a relagio FP + G+ H™ = Q e
tomando o produto exterior ora por dFF, ora por dG e ora por dH deduzimos
que

dFAdG _ dGAdH  dH AdF
rHT1 T pFp—1 - qGe-1
Logo, como F, G e H sfo primos entre si, vale que
grau(F) + grau(G) -2 > (r— l)grau(H)
gran(G) + grau(H)—2 > (p-— L)grau(F)
grau(H) + graw(F) -2 > (g — L)grau{G).

Se k = p prau(F) = ¢ - grau(G) = r - grau(H) entdo somando as trés
desilgualdades anteriores temos
T (N
iy q r rp q T
e portanto
Ll
P g T
concluindo assim a prova do item (1).

Para provar o item (2) primeiramente verifica-se que as dnicas possibil-
idades para (p,q,r) sdo (2,2,m),(2,3,3),(2,3,4) e (2,3,5), onde m = 2 ¢
um inteiro positivo arbitrdrio. Entdo para cada terno (p,¢,v) constroi-se
polindmios homogéneos em duas varidveis P, (), B do menor grau possivel
tais que PP + Q9 + R™ = 0. Por exemplo para solugdes da forma (2, 2, m)
fazemos

Pla,y) = " +y")

Qey) = 6™ -v™
R(z,y) = ay.

Se M é a hipersuperficie de C? definida por #f + y7 + 2™ = 0 pode-se
demonstrar que og polinémios P, Q) ¢ R como acima definem uma aplicacio

p=(PQ,R):CP =M
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que de fato, quando restrita a C?\ {(0,0}}, é o recobrimento universal de
M\{(0,0,0}}. O resultado segue levantando-se a aplicagiio (F, G, H) : C* —
M para mmna aplicagio em Ce.

COMENTARIO 7. Uma abordagem alternativa provar o proximo
corolirio pode ser encontrada em [GZ97|, ver proposigio 3.1. O leitor
atenciososo verificard que esta abordagem também fornece-se uma prova do
Teorema de Halphen cuja prova acabamos de esbogar.

Corolério 12. Seju F wna folhcagdo de PE tal que todas as singular-
tdades possuem parte lineer ndo-deyenerada. Seju F = %'- uma integral
primeire para F cuja fibra genérica ¢ irredutivel. Volem as sequintes afir-
mMaCoes:

L. O raimero de valores notdveis das trés ultimas espécies € menor ou

igual o dots.

2. O mimero de valores notdveis € menor ou igual ao nimero de singu-

laridades reduzidas de F mais dois.

3. Se todas as singularidades reduzides possuem quociente de autovelores

wgual o —1 entdo Lemos no mdzimo dois velores criticos.

demonstragio: Os itens (2) e (3) seguem facilmente do item (1) combinado
com o corolirio 11, Vamos portanto estabelecer o item (1),

Supounha que temos ao menos trés valores notdveis das trés idltimas
espéeies. Compondo F' com um antomorfisma de € podemos supor que estes
valores notdveis sio 0,1 e co. Logo existem polindmios homgéneos A4, B e
CtaisqueG=A", H=-B%¢ G~ H = —C". Portanto A4+ B4+ C" =0
¢ pelo Teorema de Halphen existem polindmios homogéneos g e h em C?
¢ uma aplicagio homogénea ¢ = (¢1,dn) : C* = C? tais que G = gop e
H = hod¢. Como os graus de g e de h sdo distintos de um concluimos que
{G@ — AH =0}, para X fixado, é uma unido de curvas pertencentes a familia
dada. por

o

— = cle.

b2
Em particular a fibra gen’erica de F n#o é irredutivel. O coroldrio segue
desta contradigdo. !

Teorema 14. Seje F uma folhecacdo de P% tal que todas as singular-
idades possuem parie linear ndo-degenerada ¢ que todas as singularidades
reduzidas possuem quociente de autovalores igual @ —1. Se F = G ¢ uma
integral primeira racional de F com fibra genérica irredutivel ent@o existem

inteiros positivos reletivamente primos p e q tais que
pq(grau(F) + 2} = grau(G)(p + q) .
Em particular existe uma cota para o grau de G em fungdo do grau de F.

demonstracio: Pelo item (2) do coreldrio 11 todos os valores notdveis per-
tencem a primeira, quarta ou quinta espécie e pelo item (3} do coroldrio
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12 temos no méximo dois valores criticos. Podemos supor sem perda de
generalidade que estes valores notdveis sio 0 e co. Podemos entdo escrever
G = g" e H = h™ onde g e h sdo polindmios homogéneos reduzidos e m
e 1 8o inteiros positives. Observe que como estamos supondo que a fibra
genérica de F ¢é irredutivel verifica-se facilmente que m e n sfo primos entre
si. O coroldrio 9 pode entdo ser escrito como

gran(F)+2 = 2. grau(G) — (n—1) - grau(g) — (m — 1) - grau(h)
(2 I ) (mf; 1)) - gran(G)

n

e portanto

grau(F) + 2= id

+m
- grau(G).
Tomando p=n ¢ ¢ = m temos o resultado. [}

Coroldrio 13. Seja F uma folheacdo de ]P’% tal que todas as singulari-
dades possuem parte linear ndo-degenerada, todas as singularidades reduzi-
das possucm quociente de autovalores igual a —1 e existe ao menos uma
singularidade radiol. Se F = % é uma inlegral primeira racional de F com
fibra genérica irredutivel entdo F' ndo possui valores criticos. Em particular

(grau(F) +2)
5 :

demonstragao: Seja p uma singularidade radial de Fenw : § — IP% o blow-
up de ]P’% em p. Se E denota o divisor excepcional de w entéo a restri¢io de
f=For 3 E é uma aplicagio racional de C em C. Pelo Teorema 14 temos
que f possui no miximo dois valores criticos. Observe ainda que o grau de
f éigual a (), 0 nimero de ramos da folha genérica C' que passam por

28

grau(G) =

71 il
Escrevendo F = ﬁﬁl como na prova do Teorema 14 temos que f = -((,%r%
A férmula de Riemman-Hurwitz implica que

2 = 2:.1p(C) —grau{gon)-(n— 1) —grau(kom) - (m — 1)
= 2-7p(C} —2-7rp(C) + grau(g o w) + grau(h o 7).

Consequentemente temos que grau(g o w) = grau(hon) = 1. Comon e m
sfo primos entre si conclufmos que n = m = 1 e portanto F nfo possui

valores criticos.
[}

Baseado ainda no Teorema de Halphen, Painlevé em suas Ligdes de
Estocolmo [Pa73] mostra que o problema de Poincaré possui solugio em
uma, outra situagdo. A cada singularidede reduzida p de uma folheagio F
podemos escrever o quociente de autovalores como —ﬂm onde u(p) e v(p)
sdo inteiros positivos primos entre si. Utlhzando esta. nota,gao o resultado
de Painlevé enuncia-se da seguinte forma.
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Teorema 15. Scja F uma folheagdo de P2 tal que todes as singula-
ridades possiem purte linear ndo-degenerada e tal que tode singularidade
reduzida com quocicnte de autovalor diferente de —1 satisfaz p(p) > 6 ¢
v(p) > 5. Se F admite wina integral primeira racional entdo F ¢ definida
por wne forma racional fechada com pélos simples e congunto polar de grau
igual a grau(F)+2. Em perticulor podemos decidir se F admite uma integral
primeira, racional.

demonstragio: Se F possui no médximo dois valores criticos a existéncia da
forma racional fechada segue da proposi¢io 17.

Suponha entdo que F possui ao menos trés valores criticos. Pelo Teorema
14 existe wna singularidade reduzida p tal que g(p) > 5 e v(p) > 5. Scja
F = % uma integral primeira com fibra genérica irredutivel e A o valor
critico cuja fibra contém p. Argumentos similares ao utilizados na prova do
corolirio 11 mostram que a fatora¢io de G— AH é tal que toda fator aparece
com multiplicidade a0 menos seis.

Segue do coroldric 9 que

1 1 1
il R 1) grau(G) .

onde n > 2 e m > 3. Temos claramente um absurdo que implica que F
possiui no mdximo dois valores criticos.

Concluimos que dada uma folheagio F satisfazendo as hipéteses do Teo-
rema decidir s¢ F adinite uma integral primeira racional reduz-se a decidir
se existe uma forma racional fechada com conjunto polar de gran igual a
grau{F) + 2 e residuos inteires. Claramente isso implica que é possivel de-
cidir se F admite integral primeira racional. a

Em geral as técnicas apresentadas nio sio suficientes para limitar o grau
das integrais primeiras como o exemplo a seguir nos mostra.

grau{F) + 2 < (

Exemplo 16 (Bis do exemplo 10). Seja (Fplaec a familia de fol-
heagdes holomorfas de PZ definida por

Xo= (&~ (o= arP) g+ 0 = Dy - ca?)
Em [LN02a] Lins Neto mostra que F, admite integral primeira racional se,
e somente se, & pertence ao conjunto Q+7-QU{-+o00}, onde 7 = exp(2mi/3).

Para os valores que possuem integral primeira temos exatamente trés
valores criticos e cada fibra é a unifo de trés retas com uma curva racional
com multiplicidade trés, confira em [LINO2b]. O grau destas curvas racionais
ndo ¢ limitado uniformemente para toda a familia.

Seja F, uma folheagdo da familia acima que admite integral primeira
racional, ¢ uma folha genérica desta folheagéo pardmetro e Fi = ry ri,ri €2,
i = 1,2,3, a fatoragio das fibras sobre os valores criticos de uma integral
primeira com fibra genérica irredutivel entdo temos que
grau(e;) = grau(g') 3.
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e portanto o corolario 9 1&-se como

grau(Fo) +2 = 2.grau(C)—3-2-graufe;)
— 6_

3. Sobre o Problema de Painlevé

Ainda no mesmo artigo de 1891 Poincaré investiga o problema de
Painlevé: Reconhecer se fotha genérica de uma folheacdo de ]P’C é uma curva
algébrica de género geométrico dado.}

As consideragoes feitas por Poincaré sobre este problema sio baseadas
no Teorema que apresentaremos a seguir. A nossa demonstragio utiliza as
formulas de indice apresentadas no capitulo 6.

Antes de enunciar o resultado vamos estalecer alguma notacio. Dada
una singularidade p de uma folheacio F que seja dicritica e com parte linear
invertivel denotaremos o quociente de autovalores em p por EH— onde p(p)
e v(p) sio inteiros positivos primos entre si. Se C' é uma curva algébrica
invariante por F denotaremos por rp(C) o nimero de ramos de C passando
por p. Podemos agora enunciar o resultado de Poincaré.

Teorema 16. Seja F uma folheagdo de grau d de PL com integral
primeira racional. Suponhae que todes as singularidades dicriticas possuem
parte linear invertivel. Se C é uma folhe genérica de F entdo velem as
sequintes iqueldades

L 0= Y (0 ulpvip)
pEDic{F)
2 NF.C= ) mp(C)ulp)+v(p)
peDic(F)

390 =1+ Y 2 o) +vlo)

pE Die(F) d + 2 ]

demonstragio: Se C) e Cp sdo folhas genéricas de F as tnicas singularidades
de F sobre € e Cy sio as singularidades dicriticas. Logo vale que

Ci=C-Cr= )Y (Ci-Cap.
peDic(F)

10 leitor que consultar os artigos originais de Poincaré encontrard a seguinte passagem'
na sua nota do Comptes Rendu de 1891:

M. Painlevé a posé le probléme suivant: Reconnaiire si l'intégrale
générale de Pequation différentille est une courbe algébrique de genre
donné, et il & énoncé un certain nombre de remarquables propositions
qui peuvent aider & trouver la solution, au meins dans certains cas par-
ticuliers.
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Se p € Dic(F) é uma tal singularidade entiio existem 2k = 2rp(C)
niimeros complexos distintos as;, §'=1,2¢i=1...k, tais que Cy é local-
mente equivalente a

k
(28) H(wﬂ(?) ~as P = 0.

i=1
Se 7,(C) = 1 entdo
O = dimg ———-—O”
<@t — ap Y, ol - a1yt > <zt yY >

(C1 - Cy)p = dimg

e portanto (Cp + Ca)p = pr. Em geral pela bilinearidade do produto de
intersecgiio temos que (C) - Ca)y = 1,(C)%u(p) - v(p), 0 que é suficiente para
mostrar o itemn (1).

Passemnos entao a prova do item (2).  Calculemos inicialmente
Z(F,Cy,p). Como a forma local de ¢ = €} em torno de p é dada por
(28) temos que Z(F,C,p) é ignal a

rp(C) - Z(F, (P — a1y}, p) — (1(C)? — ()} - plp) - v(p)

Pelo exemplo 12 temos que
Z(F,C,p} = rp(CHulp) + v(p) = pulp) - v(p)) = (rp(C)* = r3(O)) - (o) - v(p) ,
on seja.

Z(F,C,p) = 1p(C)(ulp) + v(®)) — 7o(C)* - p(p) - v(p) .

O item (2) segue diretamente da férmula NF - C = C - C + Z(F,C), ver
proposicao il.
Passenios entdo a prova do item (3). Pela fSrmula do género temos que

goy= =2 5 (r;iu(p) (p) _ rpl(l— pup) = u(p))) ,

2 peDic(F) 2

e pelos itens (1) e (2) deduzimos que

c—1{c—-2) ¢ (d+2c 1

soy= =l c B0 5
pE Dic(F)
e portanto
d—1 1
(20) oy =14 820 1 s
pEDic(F)

Pelo item (2) temos que

LY, M)

peDic(F) d +2
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e a0 substituir em (29) concluimos que

90 =143 3 (W) +ueniE-1),

peDic(F)

provando assim o Teorema. t
Vejamos o que o Teorema acima nos diz a respeito do problema de
Painlevé. Analisemos primeiramente o caso em que todas as singularidades
dicriticas sdo radiais.
O item (1) do Teorema escreve-se como

(grau{F) + 2) - grau{C} = Z 2r,{Cy,
peDic(F)

¢ 0 item (3) como

gran(F) -1 1
g(C) =1+ c [--————J
pﬂ%;(ﬂ grau(F) +2 2
Portanto

Conclui-se entdo que:

e ou 05 praus de F ¢ C sfo nimeros pares ou algum dos dois graus é
divisivel por 4;

» se¢ o grau da folheagio for 4 entéio o género de C € 1;

s s¢ o grau da folheagiio menor que 4 entic o género de C é zero e
o gran de ¢ é igual a 2 para folheagdes de grau 2 e igual a 4 para
folheagdes de grau 3;

¢ se o grau da folheagdo for maior do que 4 entfo o género de €' é maior
do que 1 e uma vez fixado o género de C o grau estd determinado.

Analisemos agora o caso em que todas as singularidades possuem parte
linear invertivel. Seja entdo F uma folheagBo com todas as singulari-
dades com parte linear invertivel. Associemos a F o0s nimeros racionais
m(F), M(F), k(F), K{F) definidos da seguinte forma:

B gran(F) -~ 1 _
mF) = i ((”(p)+”(p”grau(f)+2 )

_ grau(]:)
MF) = peDIF) () + grau(}‘)+2 1)

(
k(f) = i ( gratz(—;)y E) )2)
( 1(p) + v(p) )

K(F) = grau(F) + 2

;pEch(.?-')
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Corolérig 14. Seja F uma folheugdo de EP% com integrel primeire
racional tal que todas as singularidades dicriticas possuem parte linear in-
verttvel. Se m(F) > 0 ¢ C ¢ uma folha genérica de F entdo

k(F) < gran{C') < K{F)
M(F) ~ 29(C)—2 ~— m(F)

demonstragio: Pelo item (3} do Teorema 16 temos que

4(C) = O [up) + vipp EE =L
A0 =1+ 3 [0+ v E -1

¢ portanto
m(F) Y mplC)<2(C)-28 M(F) >, n{0).
peDic(F) peDic(F)
Segue do item (2) do Teorema 16 que

(grau(F) + 2) - grau{C) = Z r(CYp{p) + v(p)}
peDic(F)

¢ consequentemente, ja que k(F) > 0, valem as seguintes desigualdades:

k(F) - Z 1p(C) € prau(C) < K(F) - Z rp(C) .
pe Dic(F) pEDic(F)
Se m(F) > 0 podemos combinar as desigualdades acima provando assim
o corolario, |
Observe que se o grau de F for estritamente maior do que quatro entao
automaticamente temos que m(F) > 0.

CoMENTARIO 8. L.G. Mendes em um apéndice de sua tese de doutora-
do, ver [Men98|, obtendo uma generalizacdo do Teorema 16 sem impor
restrigdes nas singularidades. Como coroldrio ele mostra que se
deg(F) 42

3 1
onde o maximo é tomado entre as singularidades dicriticas do pencil, entio
o género geométrico da folha genérica €' é maior do que um e é possivel
limitar o grau de C em fungio do género de C.

max {(p) <

4. Singularidades Dicriticas

Teorema 17. Seja F uma folheagdo com integral primeira racional tal
que todas as singularidades possuem parte linear invertivel. Denotando por
r(F) o ndmero de smgulamdades radiais de F, valem as seguintes afir-
magoes.

1. Se todas as singularidades dicriticas sdo radiais entdo

(grau(F) +2)°

r(F) > 1 ;
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2. Se todas as as singularidades dicriticas sdo radiais e todas singulari-
dades reduzidas sdo centros entdo vale a igualdade
grau(F)?
4 H
demonstragio: Se todas as singularidades dicriticas sdo radias os itens (1)
¢ (2) do Teorema 16 léem-se como

grau(C)? = Z Tp(0)2
peDie(F)

(grau(F) +2)-grau(C) = 2 Y n(0).
pEDie(F)

r(F) =

Logo se £ é uma varidvel arbitrdria vale que

Z (rp(C)t — 1)* = grau(C)? - £2 — (grau(F) + 2) - grau(C) - ¢ + #Dic(F),
pe Dic(F)
onde §Dic(F) denota a cardinalidade de Die(F). Como o lado direito da
expressao acima ¢ nio negativo para qualquer ¢ € R temos que
(grau(F) + 2)*

4 bl

o que prova o item (1). Observe ainda que vale a igualdade se, e somente
se, rp(C) = ry(C) para quaisquer p e ¢ em Dic(F).

Passeimnos agora a prova do item (2). Pelo coroldrio temos que a integral
primeira irredutivel de F n&o possui valores criticos e como todas as singu-
laridades dicriticas sio radias temos que o nimero de singularidades radiais
é exatamente o nimere de auto-intersecgio de uma folha genérica. Logo
_ (grau(F) + 2)°
==
como queriamos demonstrar. ' O

r(F) = {iDic(F) 2

7(F)



CAPITULO 8

Dimensao de Kodaira e Integrabilidade

Neste dltimo capitulo vamos relacionar a recente classificacio birracional
de folheagdes holomorfas em superficies projetivas com a integrabilidade de
folheagdes holomorfas. Na primeira se¢do vemos a definigdo de dimensio
de Kodaira ¢ descrevemos a classificagdo birracional de folhcagbes emn su-
perficies projetivas em fungio da dimensfio de Kodaira. A segunda segio
¢ dedicada a investigar a integrabilidade de folheages de tipo especial, ou
scja, aquelas folheagdes cuja dimensio de Kodaira ndo é maximal. A integra-
bhilidade de felheagoes com dimensio de Kodaira maximal, i.e., folheacdes de
tipo geral é assunto da terceira segio. Finalmente na ¢uarta se¢io propomos
uma solugio algoritmica para o problema de Painlevé baseada na classifi-
_cagio birracional de folheagtes.

1. Dimensao de Kodaira

A dimensio de Kodaira no contexto de folheagdes holomorfas foi in-
troduzida independentemnente por McQuillan ¢ Mendes em [McQO01] ¢
iMen00. Para definir a dimensio de Kodaira de uma folheagio reduzi-
da! F consideramos o seu fibrado cotangente, que denotamos por T*F, ¢
consideramos o seguinte limite

. log KO(S, T*Fon
kod{F) = limsup logh (5, T"F7") .

n—oo0 logn
Pode-se demonstrar que o limite superior acima sempre existe e pode assumir
um dos seguintes valores: —00,0,1 ou 2. 2 Diremos que a sequéncia de
ndmeros inteiros

Po(F) = K28, T* F®™), para m € N*t,
é o plurigénero de F. Nesses termos a dimensio de Kodaira mede o cresci-

mento do plurigénero da follieagio.

'Reduzida ne sentide de Seidenberg, ver apéndice
2De fato para qualquer Gbrado em retas £ e qualquer variedade projetiva M o limite
superior

0 An
lim sup logh™(M, C7") R
n—oo0 logn
existe e é igual a dimensdo de Jitaka do fibrado em retas £. Esta dimensdo pode assumir
¢ umn dos seguintes valores: —o0,0,1,2,... ,dimc M.

68
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Quando estamos em uma variedade algébrica M consideramos o
candnico de M como sendo o fibrado linear das formas diferenciais holomor-
fas de posto mdximo. Vejamos como a dimensdo de Kodaira comporta-se
no caso de curvas algébricas. '

Exemplo 17. Quando a variedade algébrica em questio é uma curva C,
o fibrado em questdo é o fibrado linear das 1-formas holomorfas. Portanto

log h%(C, QL*"
kod{C) = limsup logh™(C, 2 7) )
R—00 logn
No caso em que C ¢é a esfera de Riemman temos que qualquer 1-
formma diferencial meromorfa temos sempre dois pélos a mais do que ze-
ros{contando com multiplicidade). Ou seja 1L = Opz(—2). Portanto temos

que h*(C, Q‘C@m) = 0, para qualquer n, e conseqiientemente kod(C) = —oo.
Quando €' é um toro temos que C' é um grupo de Lie e portanto tem
fibrado tangente e cotangente triviais. Logo h9(C, Qé.@n) = 1 e vemos que
C ¢ tal que kod(C) =0
Finalmente, quando C tem pénerc maior ou ignal a dois o Teorema de
Riemman-Roch nos diz que
g sen=1

i) 1 @n _
(G Qe _{n(29—2)+1—g sen>1 "

e portanto temos que kod(C) = 1. J

Um das propriedades essenciais do candnico de uma variedade algébrica
é que ele comporta-se bem com respeito a aplicagtes birracionais. O bom
comportamento aqui é no sentido de que o plurigénero fica invariante, ou
seja, se M e N sio variedades algébricas, ambas de dimenséo m, birracional-
mente equivalentes entéo

ROM, Q") = RO(N, ey
para qualquer inteiro positive n. Jd no caso das folheagdes o candnico nio
possui tdo boas propriedades.

Lema 3. Se n : § 8 ¢ o blowup de um ponto p € S, F € uma
folhcagdo em S ¢ F = «*F ¢ a transformada estrita de F entdo valem as
sequintes afirmacdes.

1. Existe wna aplicagdo natural

me : HYS, T*F) —» HY(S, T*F)
que é injetiva.

2. Sel(p) <1 entdo m. € um isomorfismo.

3. Uma segdo o € HY(S,T*F) pertence a imagem de T, se, e somente

se, I(p) <1 ou o € HY(S, T*F @ m,!®-1).
demonstragho: Seja £ o divisor excepcional de w. A restricio de 7w a U =
5\ E induz um biholomorfismo entre U e §* = S\ {p}. Podemos identificar
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via este isomorfismo a restrigéio de T*F 32U com a restrigdo de T*F a §*,
Logo se s € HY(S, T*F) é uma se¢io nao-nula entio a restrigdo de m,(s) a
S* ¢ uma seglio ndo-nula de T*Fjg.. Temos portanto provado o item (1).

Reciprocamente se o € HO(S,T*F) é uma sec¢do de T*F entdo w*c é
uma scegio de m*T*F. Pela proposi¢io 18 temos que

T™F =a"(T"F)® O0s((1 - i{(p)E),

logo para que 7*g seja uma secio de T*F é necessdrio e suificiente que &
possua multiplicidade algébrica I(p) — 1 em p. Os itens (2) e {3) seguem
" facilmente desta afirmagio. O
Duas folheagbes birracionalmente equivalentes podem  possuir
plurigéneros distintos. Entretanto o Teorema de fatoragfo de aplicagoes
birracionais ¢ o lema anterior implicam que, quando restritos a folheagbes
reduzidas, o plurigénero torna-se um invariante por transformagbes
birracionais como enunciado abaixo.

Proposi¢ao 19. Scja F uma folheagdo reduzida na superficie alyébrica
51 ¢ G uma folheugdo reduzida na superficie algébrica S3. Se eriste uma
aplicegio birracional S| — S mandendo F a G, entio Pn(F) = Pa{G),
pare qualquer inteiro positivo m. Em perticular kod(F) = kod(G).

Com este resultado cin mente define-se entdio a dimensdo de Kodaira de
uma folheagio holomorfa singular F em uma superficie complexa compacta
S comno sendo a dimensdo de Kodaira de qualquer folheagio reduzida birra-
cionalmente equivalente . Observe que toda folheagio holomorfa em uma
superficie complexa é birracionalmente equivalente a uma folheagiio reduzida,
pelo Teorcma de Seidenberg.

Definigao 14. Seja F uma folheacio em uma superficie compacta §,
e G qualquer folheagio reduzida bimeromorficamente equivalente a F. A
dimensio de Kodaira de F é dada por

0 * (RN
kod(F) = limsup log h (5, T"G5") .

300 lOg n

Em [McQ01] McQuillan classifica, em fungio da dimensio de Kodaira,
as folheagGes em superficies projetivas. Esta classificagfo, como no caso de
curvas e de superficies, nfo encerra a teoria de folheagGes. Apenas divide as
folheagtes em quatro classes onde os problemas poderdo ser atacados com
métodos especificos para cada classe. Sumarizamos a classificagao na tabela
a seguir e aconselhamos o leitor interessado a consultar [Bru00] e [Bru03]
para a prova da classificagdo.
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kod(F) | Descri¢ao
—co | fibragdo racional
folheagoes modulares
0 a menos de recobrimentos ramificados e apli-
cagbes birracionais F & gerado por um campo
holomorfo global.
1 folheagiio de Riccati
folheagao turbulenta
fibracao eliptica nio isotrivial
fibragao isotrivial de género > 2
2 tipo geral

Tabela 1: Clussificagdo de folheagdes holomorfas em superficies algébricas

Lembramos que uma folheagéio F em uma superficie S é de Riccati (resp.
turbulenta), se existe uma fibragao racional (resp. eliptica) em S, cuja fibra
genérica é completamente transversal a F.

E importante entender que a tabela nio estd dizendo que toda folheagio
de Riccati tem dimensdo de Kodaira 1, por exemplo. Existem folheagfes
de Riccatl que também sdo fibragdes racionais, e portanto tem dimensdo de
Kodaira negativa. Um outro exemplo sdo folheagbes turbulentas que sdo
geradas por campos holomorfos globais e tem dimensio de Kodaira 0.

2. Integrabilidade de Folheagdes de Tipo Especial

Analisaremos separacdamente a integrabilidade para cada classe de fo-
lheagdes com dimensio de Kodaira estritamente menor do que 2.

2.1. Dimensao de Kodaira negativa. As folheagdes com dimensio
de Kodaira negativa foram as 1ltimas a serem classificadas, ver [Bru03] e
referéncias 14 contidas. Temos apenas duas possibilidades. A primeira é que
a folheagao é uma fibracio racional, i.e. a fibra genérica é isomorfa a C. A
segunda possibilidade é que a folheaggo é uma folheagio modular. Ao invés
de uma definigdo geral mostramos a seguir um exemplo destas folheagdes.
Para uma defini¢do precisa e informacio sobre como obter o exemplo que
segue o leitor deve consultar [MP02].

Exemplo 18. Denote por H2 = H x H o produto de dois semi-
planos superiores H = {z € C|lmz > 0}. Existem subgrupos I' de
PSL(2,R) x PSL(2,R) tais que 3 H?/T" sio variedades quasi-projetivas.
Exemplos cldssicos destas variedades sio as chamadas superficies modulares
de Hilbert.

3Consideramos nqui a agio de PSL{2,R) x PSL(2,R) dada por
©: PSL(2,R) x PSL(2,R) x HE  — HF

a; by az b2 oz o arrzn1+b az-z2d-bo
a di) '\e do) "7 ercahdr ca-vatda )
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Scja G a folheagdo de H? induzida por uma das duas projecoes naturais
H? - H. Claramente G é invariante pela agdo de " e portanto induz uma
[olheagiio em H2/T.

Existemn grupos I' como acima tais que o quociente é uma superficie
racional, i.c., birracionalmente equivalente a P4. Em [MPO02] sio cons-
truidos alguns modelos explicitos para estas folheagoes emn lPé. Ean particular

gquando
I' = PSL (2,2 [HT‘/‘;D ,

temos gue as folheagdes induzidas pelos campos em C?
I

o =y 32z — 36z
y = 80y — 60zy — BOz?

&
Il

3 2
-y + Z:L‘y +z
] .
¥y o= “Eyz + 202y — 6025
correspondem as folheagdes de H2/T induzidas pelas fibragds H? — H.

Como coroldrio da classificagao de folheagdes de dimensdo de Kodaira
negativa em superficies projetivas temos a seguinte proposicao.

Proposicao 20. S¢ F uma folheagdo reduzida de wmae superficic
racional entio F € uma fibracdo recional se, e somente se, kod(F) = —oo ¢
todas as singularidades de F possuem quocienie de auto-valores racionais.

2.2. Dimensio de Kodaira zero. As folheagdes em superficies com-
plexas compactas com dimensio de Kodaira zero foram caracterizadas por
McQuillan, em [McQO1], com o seguinte teorema.

Teorema 18. Seja F ¢ uma folheacdo relativamente minimal em uma
superficic projetiva X. Se kod(F) = 0 entdo existe wm recobrimento rami-
ficado w: Y = X e um morfismo birracional p: Y —» Z tal gue p.(n*(F)) é
uma folheagdo gerada por um campo de vetores holomorfo global com zeros
isolados.

Segue facilmente deste resultado que se F possui dimensdo de Kodaira
zero entdo o género geométrico de toda curva irredutivel invariante por F é
menor ou igual a um.

As folheagGes geradas por campo de vetores globais também jd estdo
classificadas. A classificagio descrita nas pdginas 84 a 88 de [Bru00] pode
ser resumida da seguinte forma. Quando a superficie tem dimensdo de Ko-
daira nio negativa a folheagdo ¢ uma fibragéo de Seifert com fibras elipticas
ou é uma folheagdo linear em um toro. Quando a dimensdo de Kodaira da
superficie é negativa a classificagio pode ser resumida na seguinte tabela.
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h''(X) | Descrigao
> 2 | fibragfio racional
1 fibragio racional
suspensao de uma representagao
g m{ABX)) - Aut(CP(1))
¢ birracionalmente equivalente a um campo de ve-
tores em CP(1) x CP(1)} da forma v; & v,.

Tabela 2: Classificagdo de cempos de vetores globais
em superficies algébricas de dimensio de Kodaire negativa

Segue da classificagio acima que uma folheacio gerada por um campo
holomorfo global sempre pode ser descrita por uma forma meromorfa fecha-
da. A seguir fornecemos uma prova deste fato que independe da classificagio
dos campos holomorfos em superficies projetivas.

Proposicao 21. Se F € uma folheagdo em uma superficie algébrica S
gerada por um campo holomorfo global entdo F é gerada por uma forma
meromorfa fechada.

proof: Scja X um campo holomorfo global gerando F, w uma 1-forma mero-
morfa tangente a F, H C Aut(S5) o subgrupo a um parimetro gerado por
X e G o fecho de H.

Primeire considere o caso em que para todo Y € G, onde G denota
a dlgebra de Lie de G, temos que w(Y) = 0. Nesse caso as drbitas de
G sdo tangentes a F. Como G é fechado e a agdo € algébrica entdo as
orbitas sio variedades quasi-projetivas. Consequentemente toda folha de F
¢ algébrica. O cirtério de Darboux-Jounaolou implica que F admite uma
integral primeira racional f : M — CP(1). Portanto a 1-forma fechada df
induz F. .

Suponha agora que existe ¥ € G tal que w(¥) # 0. Como Y estd na
dlgebra de Lie de Aut(F) vale que Ly (w) Aw =0, onde Ly :=dix +ixd é
a derivada de Lie com respeito a Y. Logo

dw(Y)Aw+ey(dw) Aw=10.
Vemos entdo que ﬁ é tal que
w wAdw(Y)) - w(Y)dw
d = 3 =0.
w(Y) w(Y)
e portanto a 1-forma ﬁ é fechada e a proposigio estd demonstrada. O

Exemplo 19. Seja (Fa)aec 2 familia de folheagdes holomorfas em P2
definidas por

Xa= (5 = 1)(o - o) g + (4 ~ Dy = aa?) -

Essas folheagGes , construidas por Lins Neto em [LNO2b), sdo folheagGes de
grau 4 em P4 com singularidades de tipo analitico local fixo e com integrais
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primeiras de grau arbitrariamente alto. McQuillan, veja [Bru00}, mostrou
que o exemplo de Lins Neto a menos de um recobrimento ramificado de
trés folhas e transforinagoes birracionais é equivalente a campos de vetores
globais cin um toro complexo de dimenséo 2 e, em particular, que a dimensio
de Kodaira de cada excinplo especifico é zero. 1

Teorema 19. Seju F uma folheagdo de uma superficie racional §. Sc
kod(F) = 0 entdo F adnite integral primeire lowilliana.

demonstragio: Mddulo aplicages birracionais podemos supor que F é rel-
ativamente minimal. Pelo Teoremna 18 existe uma variedade projetiva ¥ ¢
um recobrimento ramificado m: Y — 8 tal que 7*F é bimeromorficamente
ecquivalente a uma folheagio gerada por um campo holomorfo global, Por-
tanto, pela proposigio 21, #*F & gerada por uina forma meromorfa fechada.

Denote por k(Y), o corpo de fungies racionais de Y. A aplicagio w induz
a inelusio :

7wt K(S5) — k(YY)
f = fom,

de corpos diferenciais, Como @ é um recobrimento finito entio existem
t1,... ,tg € B(Y) tais que

k(Y) = k(X)(tli o ,ttf) = }C(:E,'! )(t]_,. i ;td) ’

Ou scja o corpo k(YY) ¢ uma extensio finita de k(S) = k(z,y), obtida pela
adjuncio dos elemnentos t1,... ,tq. ’

As derivagtes 2%1 grj de k(z,y) cstendem-se de maneira tinica a deri-
vagbes de E(Y). Dessa forma podemos ver k(Y) como um corpo diferen-
cial que estende k(x,y) munido das derivagbes 2%, c% Como os elementos
t1, ..., tq sdo todos algébricos sobre k(z,y) entao k(YY) é uma extensio li-
ouvilliana de k(S).

Comeo em Y a folheagdo é dada por uma forma meromorfa fechada, via
uma extensdo liouvilliana de &(Y) podemos adicionar uma primitiva para
a forma fechada definindo #*F. Consequentemente existe uma extensio
liouvilliana de k(z,y) onde F admite uma integral primeira. O

2.3. Dimenséo de Kodaira um. Se F é uma folheagao reduzida de
uma superficie projetiva S com kod(F) = 1 entdo por defini¢io existe um in-
teiro positivo ng tal que HO(S, T*F®") admite duas se¢des algebricamente
independentes, digamos g1 e s3. O quociente destas segdes define uma apli-
cacdo racional

A.5-»cC,
.
a qual por sua vez define uma folheagdo holomorfa G em S. Segue que G é
uma folheagdo por curvas algébricas e livre de singularidades dicriticas, ver
[Bru00] pigina 118.

De acordo com o género geométrico da folha genérica de G temos as
seguintes possibilidades:
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1. Género maior ou igual a 2: F ¢ uma fibragao isotrivial de género
major ou igual a 2;

2. Género um: F coincide com G e é uma fibragio eliptica nio-
isotrivial ou F é uma folheagdo turbulenta;

3. Género zero: F ¢ uma folheacdo de Riccati.

Salvo nos casos em que F é uma folheagio furbulenta ou F é uma fol-
heagiio de Riccati temos que F possui integral primeira racional. Analisemos
portanto estes dois casos separadamente.

2.3.1. Integrabilidade de Folheagies Turbulentas. Trataremos primeira-
mente do caso em que F é uma folheagio turbulenta.

Proposigio 22, Seja § uma superficie algébrice e m : § = € uma
fibracao eliptice de S. Se F € uma folheagdo transversal a fibra genérica de
7 entdo F admite wma integral primeire Liouvilliana.

demonstracio: Segue de [Bru00, prop. 6, pdgina 69] a existéncia de um
recobrimento p : ¥ — S, ramificado a0 longo de um nimero finito de fibras
de 7, & de uma aplicagfio bimeromorfo g : Z --+ Y tal que mropog: 2 = C
é wm fibrado elfptico, Le. uma fibragio eliptica sem fibras miltiplas e sem
fibras singulares, tal que (w o p o g)*(F} ¢ uma folheagdo turbulenta néo-
singular com respeito a % o p o g. Estando interessados na integrabilidade
Liouvilliana, conceito que é invariante por recobrimentos finitos ramificados
e aplicagdes birracionais, ver prova do Teorema 19, podemos supor sem
perda de generalidade que F é transversal a fibra genérica de um fibrado
eliptico.

Scja. entdio {U;} uma cobertura de C tal que V; = #~(U;) 2 U; x B,
onde E é uma curva eliptica. Se (z,y) sdo coordenadas para U; X E temos
que F restrita & V; é dada por uma fortna meromorfa w;, onde

dy quando ndo hd fibras invariantes em V;
wi = I‘% +dy quando hd fibras invariantes em ¥;

Acima A(z) denota uma fungdo holomorfa que anula-se precisamente sobre
as fibras de m;, invariantes por F. Observe ainda que as 1-formas mero-
morfas w; como definidadas acima sdo fechadas.

Se V; NV; # O temos que existem g;; € O*vaj tais que w; = giwy.

Afirmamos que as fungdes g;; sdo constantes. De fato como as formas w;
sao fechadas temos que dgij A w; = 0 e consequentemente as funcdes g;; sdo
constantes ao longo das folhas de f]l&-nv,-- Por outro lado como V; = U; x E
temos que as fungdes g;; sdo constantes ao longo das fibras de 7 e a afirmagio
segue.

Segue da existéncia de segbes meromorfas para o fibrados lineares sobre
variedades projetivas a existéncia de fungdes meromorfas ¢; : V; --» C tais
que gij = g; Logo podemos definir as formas meromorfas globais Q) = ;—’ii e

n= dgi" Vemos ainda que 7 é fechada e que
dl=nAf.
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Logo F admite wina integral primeira Liouvilliana. (]
2.3.2. Integrabilidede de Folheagdes de Ricceti. Seja 8 uma superficic
projetiva ¢ w2 § — B uma fibragio com fibra genérica irredutivel & racional.
Uma folheagio F de S ¢ uma folheagio de Riccati se é completamente
lransversal i fibra genérica de .
A andlise da integrabilidade de eqnagdes de Riceati que apresentaremos
a segnir ¢ baseada no seguinte Teorema de Liouville, ver [Lo01].

Teorema 20. e equacio diferencial de Riccati do forma

W afa)y? + bla)y + (),
i

comn eoeficientes ¢, b,c € C(x) admite uma integral primeire lowvilliana
se, ¢ somente se, a folheagdo induzida em C? admite uma curva algébrica
inverianie com graw ewt y positivo.

Seja B* ¢ B oaberto maximal de B tal que F é completamente transver-
sal o 7~ {p) para todo p € B*. Observe que retrigio de 7 & 7! (B*) ¢ uma
Bbragiio com fibras lisas. O levantamento de caminhos de B* 20 longo de
folhas de F induz uma representagio H @ m (C*, p) = Aut(CP(1)).

Quando F possui wma curva algébrica invariante C tal que a projecao
me : C — B é sobrejetiva vemos que o a imagem de H possui ao menos
uma érbita finita. Verifica-se facilmente que o fecho de Zariski da imagem
de H ¢, médulo conjugagiio, um dos seguintes grupos:

L. G é finito;

o-{( 8).(3, fasce)

3. G é triangular, i.e., G é um grupo afim.

Seja F uma folhieagio de PZ e p: § — PZ a resolugio minimal de F. Se
p*F & uma folheacio de Riccati de S com respeito a fibragio n : § — CP(1)
diremos que F é uma folheagio de Riccati de P2 com respeito a aplicagiio
racional o p~! : P4 -~+ CP(1).

Lema 4. Seja F wma folheagio de Riccati de IP% com respeito a apli-
cagdo racional 7 : P4 --+ CP(1). Suponhe que C é uma curva irredutivel
wmvariante por F gue ndo estejo contida em nenhuma fibre de w. FEntdo
cxiste wina cota pare o grou de C e, funcdo do grau de F, do grau de me €
do tipo de singularidades de F.

esbogo da demonstragio: Uma vez que o grau de mjc estd limitado temos
que existe uma cota inferior para o indice Z{F, C, p) para toda singularidade
p de F. O

Para controlar o grau de ¢, utilizaremos a classificagio dos subgrupos
finitos de SL(2,C).

Teorema 21. Seja F uma folheagdo de Riccali em P4 com respeito a
aplicagdo racional w : P — CP(1) entdo
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Erupo ordem do grupoe | ordem da menor drbita
ciclico C; q 1
dihedral Dy 2q 2
tetrahedral 12 4
octahedral 24 6
jicosahedral 60 12

TABELA 1. Subgrupos finitos de PSL(2,C)

1. E posstvel decidir se F admite wna integral primeira Liouvilliona.
2. E possivel decidir se F admite uma integral primeira racional.

eshogo da demonstragio: Suponha que F admite uma integral primeira Li-
ouvilliana. Segue do teorema de Liouville que F admite uma curva algébrica
invariante C tal que m¢ : € — C é sobrejetiva e que o fecho de Zariski da
monodromia é virtualmente solivel. Pela classificagido dos grupos virtual-
mente soliveis de SL(2, C) vemos que existe uma curva algébrica invariante
C por F tal que o grau de mc ¢ menor do que 12. Segue do lema 4 que
podemos obter uma cota explicita para o grau de C' e portanto podemos
decidir se F admite uma integral primeira liouvilliana.

Para provar o item (2} observamos que salvo nos casos me que o grupo
¢ ciclico ou dihedral temos um controle sobre o grau de m¢ para qualquer
curva algébrica irredutivel C invariante por F. Quando o grupo é ciclico
podemos mostrar que a folheagao é dada por uma forma racional fechada
com pdlos ao longo das fibras de « invarinates por F e de duas curvas
algébricas invariantes transversais a « e invariantes por F tais que o grau
da restrigio de « a qualquer uma destas duas curvas é um. O caso dihedral
¢ mais delicado e um tratamento detalhado aparecerd em [Pe03].

Observamos ainda que o esbogo de prova que apresentamos acima é
baseado no Algoritmo de Kowacic’s e o leitor poderd obter mais detalhes
sobre o caso dihedral consultando [Ko86]. O

3. Integrabilidade de Folheagoes de Tipo Geral

Vamos mostrar a seguir que para folheagies de tipo geral com grau e in-
variantes bimeromorfos fixados é possivel limitar o gran de curvas algébricas
invariantes de género g. Esta se¢fio é inteiramente baseada no artigo [Pe02].

3.1. Cotas para o grau de integrais primeiras. Ao contrdrio do que
é feito em [Pe02] vamos tratar apenas do caso mais simples onde supomos
que a nossa folheagdo possui integral primeira racional. A diferenga essencial
com o caso geral é que, apds resolugdo, podemos trabalhar com um curva
invariante sem singularidades.

Teorema 22. Seja F uma folheagdo de tipo geral em PL. Suponha que
F admite uma integral primeire racional. Enido existe uma cote pare o grau
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du integral primeira dependendo apenas do grau ¢ do plurigénero de F e do
yénero geométrico da folha genérica,

demonstragio: Seja o 1 8§ = P& a resolugdo minimal de F. Denote pot G a
folheagao reduzida o*(F). Como F admite uma integral primeira meromorfa
o G ¢ livre de singularidades dicriticas vemos ¢que G ¢ uma. fibragio.

Seja € a fibra genérica de G. Como F é de tipo geral podemos supor
que o género de C é ao menos 2, O teorema de Riemman-Roch nos diz que

@k
KC,QL Y =k(2g—-2)—g+1,

se k ¢ pelo menos 2. Seja 72 0 menor inteiro nio-negativo tal que P, (G) >
np(2g — 2) — g + 1. Pela escolha de ng, a aplicagdo de restrigio

¢ - HY(S, Kg®™) -+ HY(C,05%™),

possui niicleo ndo -trivial. Em outras palavras existe wmna segdo holomorfa
globul s de K% que se anula identicamente em C.

Como o é nm morfisino, para qualquer se¢io holomorfa s de Kg® temos
que .5 ¢ mna segiio holomorfa de TF*®. Observando que

o (H(S, K§)) C HO(PE, TF*®) =2 HO(BE, Op (i - A(F) —4)),,

podemos identificar o, 89 com um polindmio homogéneo de grau ng - (d(F) —
1} em trds varidvels. Portanto a folha genérica de F possui grau menor ou
ignal a ng - (d(F) — 1). J

A cota obtida no Teorema acima parece depender em uma infinidade de
invariantes de F, B, (F) para todo inteiro positivo m. Podemos entretanto
ulilizar a alture de F para substituir o plurigénero como pardmetro para a

cota.,

Lema 5. Seja F uma folheagdo de tipo geral. Se a altura de F é h

entdo
n+2
Ph-n(f)z ( 9 )

demonstracio: Seja V < HO(S, Kj?"') o espago vetoria! gerado pelas trés
segOes algebricamente independentes de K?h. Se denotarmos essas secdes

por sp, 51 € sz e considerarmos o morfismo ¢ : 5 — ]P’%,
¢{p) = (s0(p) : 51(p) : s2(p)),
obtemos que V = ¢*(HO(P, Opz(1))). Portanto
¢*(H(PE, Opa (n))) € HY(S, KE™),
e 0 lema esd demonstrado. O

Corolario 15. Seje F uma folheacdo holomorfa de tipe geral em ]P%.
Se F admite uma integral primeira racional entdo existe uma cote para o
gray da integrol primeira dependendo apenas do grou e do altura de F e do
género geoméirico da fibra genérica.
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demonstracfio: Segue facilmente do lema 5 e a prova do teorema 22, a

4. Problema de Painlevé

Os resultados apresentados nas segbes anteriores sugerem o seguinte algo-
ritmo para decidir se F, uma folheacio de IP%, admite uma integral primeira
racional de género g.

Scja m : § — P% a resolugio minimal de F ¢ G = #*F e g um inteiro
ndo-negativo.

Passo 1. Se todos os quocientes de autovalores de G sdo racionais facan =1 e
asselnos ao passo 2, caso contrdrio conclua que F nao possui integral

. primeira racional.

Passo 2. Se F admite uma integral primeira racional de grau menor ou igual
a n concliimos que F possui uma. integral primeira racional.

Passo 3. Se AO(S,T*G®™) = 0 faga n = n + 1 e retorne ao passo 2 sendo
passemos ao passo 4.

Passo 4. Se kod(g) = 0 conclua que F possui integral primeira Liouvilliana
sendo passemos ao passo 5.

Passo 5. Se kod(§) = 1 determine a fibracio canénica e utilize os resultados
da secdo 2 para decidir se F admite integral primeira racional senfo
passemos ao passo 6.

Passo 6. Conclua que G é de tipo geral, calcule a altura de G e utilize os resul-
tados da segdo 3 para decidir se F admite integral primeira racional
com folha genérica de género g.

Acreditamos que a conclusio do passo 5 possa ser refinada. De fato para
termos uma resposta afirmativa, ainda que algoritmica, para o problema de
Painlevé resta saber se podemos decidir se uma folheagio de dimenséo de
Kodaira zero ¢ uma fibragao eliptica isotrivial. Os resultados de [LINO2a]
sugerem que de fato este é o caso.

Salientamos ainda que todos os passos do algoritmo descrito acima po-
dem ser efetivamente implementados. Uma abordagem detalhada de tal
implementagio pode ser encontrada em [Pe03]. £ bom deixar que ndo
afirmamos que tal algoritmo poderd ser implementado de forma eficiente.

Observamos ainda que este algoritmo, apesar de considerar que o género
da integral primeira esta fixado, enquadra-se no espirito da abordagem pro-
posta por Painlevé em suas Ligdes de Estocolmo, ver [Pa73)], para resolver
o problema de Poincaré.

J'ajoute quon ne peut espérer résoudre d'un coup qui consiste
4 limiter n.* L'énoncé vers lequel il faut tendre doit avoir la
forme suivante: ”On sait reconnaiire si Pintégrale d’une équation
F(y,4,2) = 0 donneé est algébrique ou ramener Pequation aux
quadratures.” Dans ce dernier cas, la question reviendrait a re-
counaitre si une certainé intégrale abélienne(de premiére ou de
troisiéme especd) n’a que deux ou une périodes.

“n denota o grau da integral primeira
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