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Prefacio

Objetivamos neste texto a apresentacio de alguns tépicos modernos
da combinatéria a alunos da graduacio. Devido & natureza elementar da
drea, podemos discutir tépicos ndo tdo distantes da fronteira do conhe-
cimento em um texto como este, voltado a jovens iniciantes. Esperamos
que 0s leitores possam ter uma idéia do que se faz em combinatéria hoje
através destas notas.

A combinatéria € uma 4rea vasta, que continua a crescer vigorosa-
mente. Tépicos de pesquisa que tém se mostrado frutiferos incluem a
teoria extremal dos conjuntos, os métodos probabilisticos e os métodos
algébricos. Escolhemos alguns dos resultados mais conhecidos nestas
linhas de pesquisa para formar uma fotografia da area. Com o intuito
de apresentar a combinatéria como uma disciplina integrada no grande
universo da matemaAtica, procuramos apresentar aplicagoes dos resul-
tados e das técnicas da combinatdria em outras 4reas; em particular,
damuos especial atencfio a aplicacies em geometria elementar.

No Capitulo 1, discutimos alguns resultados fundamentais da teoria
extremal dos conjuntos: discutimos, dentre outros, o teorema de Sper-
ner (1928) e o teorema de Erdds, Ko e Rado (1961). Discutimos também
alguns resultados bésicos da teoria de Ramsey. Damos duas aplicactes
do teorema de Sperner (uma 3 anilise/geometria e outra a um problema
da teoria dos nameros). Apresentamos também neste capitulo algumas
aplicacoes da algebra linear & teoria extremal dos conjuntos. E no Ca-
pitulo 2 que apresentamos talvez a aplicagfo mais espetacular da teoria
extremal dos conjuntos nos anos recentes: expomos o contra-exemplo
de Kahn e Kalai (1993) para a conjectura de Borsuk (1933). Discutimos
neste capitulo também o nimero cromdtico c(n) do R*, o niimero mi-
nimo de cores que precisamos usar para colorir os pontos do B® se nio
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vi PREFACIO

queremos ter dois pontos & distincia 1 da mesma cor. O crescimento
exponencial de c¢(n), conjecturado por Larman e Rogers (1972), foi pro-
vado por Frankl e Wilson em 1981. Surpreendentemente, a ferramenta
bésica deste capitulo é um resultado elementar da teoria extremal dos
conjuntos, que pode ser provado através de consideragtes de indepen-
déncia linear de certos polinémios.

No Capitulo 3, elaboramos um pouco mais a noc¢io de configuragoes
monocromAaticas inevitiveis em coloragbes do R®: estudamos uma 4rea
da teoria de Ramsey conhecida como a feorie de Ramsey euclideana; as
investigagGes originais neste topico foram realizadas por Erdés, Graham,
Montgomery, Rothschild, Spencer e Straus no inicio da década de 70. |
Apresentamés neste capitulo alguns resultados mais novos de Fra.nkl,.
Rodl e KifZ (os resultados realmente recentes estdo além do escopo
deste texto).

No Capitulo 4, discutimos um método probabilistico poderoso que
teve suas origens em um trabatho de Ajtai, Komlés, e Szemerédi (1981),
e atingiu seu pleno potencial na demonstragio de Ridl (1985) da con-
jectura de Erdds e Hanani (1963), sobre coberturas e empacotamentos
quase-6timos (sistemas de Steiner aproximados). Terminamos o Capi-
tulo 4 com alguns resultados recentes sobre coberturas em hipergrafos
regulares.

Supomos que os leitores estdo acostumados com argumentos combi-
natorios elementares e tém familiaridade com nogées da 4lgebra linear,
aritmética modular, e teoria elementar das probabilidades.

O leitor perceberd que temos, freqgiienternente, preocupagdes assin-
toticas: muitas vezes definimos uma fungdo f(n) de forma combinatoéria
(tipicamente como o tamanho méximo de algum objeto combinatério,
parametrizado pelo inteiro n) e entdo nos perguntamos se sabemos quan-
to é f(n) explicitamente, em fungéio de n; caso ndo consigamos determi-
nar o valor exato de f(n), tentamos estimar f(n) para n grandes. Para
apreciar os resultados que apresentaremos, & importante que o leitor
tenha familiaridade com a ‘hierarquia’ das fungdes mais comuns, como,



PREFACIO vii
por exemplo, o fato que
1< loglogn € logn < n° K n° K n'%" < * < nl € n* < ¢,

onde supomos que € e ¢ sdo constantes arbitrariascom 0 < e <1 < ¢
(escrevemos f(n) < g(n) se limy e f(n)/g(n) = 0). Ademais, o leitor
terd maior facilidade em acompanhar a ‘substancia’ do que estamos
discutindo em vérias ocasides se ele tiver familiaridade com estimativas
para fatoriais e coeficientes binomiais. Com isto em mente, compilamos
um pequeno apéndice com algumas estimativas padrdo para n! e para
expressdes envolvendo coeficientes binomiais.

E com imenso prazer que agradecemos 4 organizacio do 23° Co-
Iéquio Brasileiro de Matemdtica pelo apoio e oportunidade de ampla
divulgacao deste material.

Finalmente, agradecemos o apoio do CNPq através do PRONEX
(projetos 416/96 e 107/97) e dos auxilios 300334/93-1, 300647 /95-6,
910064/99-7 e 468516/2000-0. Agradecemos também o apoio da FA-
PERJ e da FAPESP.

Carlos Gustavo T. de A. Moreira <gugu@impa.br>
IMPA, Instituto de Matematica Pura e Aplicada
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Yoshiharu Kohayakawa <yoshi@ime.usp.br>
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Notagoes e alguns termos de uso fregiiente

] ={1,...,n}

P(X)={Y:Y C X}, o conjunto das partes de X’

k-conjunto: um conjunto com k elementos

Sistemas de conjuntos, hipergrafos: um sistema de conjuntos nada mais
¢ que um conjunto de subconjuntos de um conjunto fixo. Um
hipergrafo ¢ um sistema de conjuntos cujos membros tém todos
a mesma cardinalidade.

lz], [=1, {z}: |z] & o maior inteiro menor ou igual a z e [z] = —|—z].
Escrevemos {z} para a parte fracionaria de z, isto &, {z} =z —
|z].

|zl, llzll, |X|: se z & um vetor em um espago euclideano, entio ||z||
denota a norma euclideana de z. Por simplicidade, usamos tam-
bém a notagio |z| para a norma de z. Para um conjunto X,
escrevemos |.X | para a cardinalidade de X.

(5), (§): escrevemos (§) para o coeficiente binomial, que ¢ definido
como (z)p/k! = z(z — 1) ... (z — k+ 1)/k! se k & um inteiro nio-
negativo e & 0 se k & um inteiro negativo. Se X & um conjunto,
(¥) € o conjunto {Y € X: [Y| = k} dos k-subconjuntos de X.
Claramente, |(3)| = (If .

O(f(n)), o(f(n)): escrevemos O(f(n)) para qualquer funcio g(n) sa-
tisfazendo |g(n)| < Cf(n) para todo n > ng, onde C e ny séo
constantes. Escrevemos o(f(n)) para qualquer fungfio g(n) satis-
fazendo limy,_,o g(n)/ f(n) = 0; em particular, o(1) denota uma
quantidade que tende a 0.

~, &, > escrevemos f(n) < g(n) se f(n) = o(g(n)). Ademais, as
vezes escrevemos f(n) ~ g(n) se lim,_,o, f(n)/g(n) = 1.






CAPITULO 1

Uma introdugdo a teoria extremal dos conjuntos

1. Introducao

Neste capitulo, discutimos alguns resultado fundamentais da teoria
extremal dos conjuntos. Nés nos restringiremos a alguns resultados
apenas, abrindo assim espago para algumas aplica¢ies um pouco mais
elaboradas. Esperamos que este capitulo sirva como uwma introducio
a esta rica 4rea da combinatéria, mas também esperamos que o leitor
que tenha seu interessado despertado consulte os excelentes textos de
Anderson [5], Babai e Frankl [7], e Bollobas [11].

2. Dois teoremas extremais classicos

Comegamos discutindo dois teoremas classicos, que sdo possivelmen-
te os dois resultados mais conhecidos da teoria extremal dos conjuntos:
o teorema de Sperner de 1928 e o teorema de Erdds, Ko, e Rado, provado
em 1938, mas publicado apenas em 1961.

2.1. O teorema de Sperner. Comegamos com uma observagio
da teoria elementar dos nimeros.

2.1.1. Um problema extremal da teoria dos nimeros. Dados 1 + 1
inteiros distintos de [2n] = {1,...,2n}, ndo & dificil ver que ha dois
elementos desta seqiiéncia que sfo relativamente primos (exercicio!).
Por outro lado, um pouco mais de meditagdo também revela que hé
dois elementos nesta seqiiéncia com um dividindo o outro. Esta segunda
afirmagfo é um exercicio um pouco mais dificil (sugestdo: escreva cada
um dos n + 1 nimeros na forma 2*m, onde m ¢ um inteiro impar).

Podemos enunciar a segunda afirmacio acima da seguinte forma:
o maior nimero de elementos que podemos ter de [2n] sem ter dois
elementos, digamos z e y, com z dividindo y ¢ n. Note também que

3



4 1. TEQRIA EXTREMAL DOS CONJUNTOQOS

este limitante de n nfo pode ser melhorado, pois podemos considerar
os n niimeros-n+1,...,2n. _

2.1.2. Um problema extremal para conjuntos. Passemos agora a con-
siderar problemas extremais anlogos para conjuntos. Seja A C P([n})
uma familiade conjuntos. O que podemos dizer sobre o tamanho de .A se
sabemos que A néo contém dois membros, digamos Ae B, com A C B?
Seja f(n) a maior cardinalidade possivel para tal familia A.

Urmna primeira observagéo que podemos fazer é que

o sz (7).

para todo k. De fato, se tomamos para A a familia de todos os subcon-
juntos de [n] com k elementos, entdo a propriedade que exigimos esté
satisfeita, e temos |A| = (}). Para maximizar o limite inferior em (1),
tomamos k = |n/2].

O nosso resultado desta se¢io, provado em 1928 por Sperner [68],
mostra que vale a ignaldade em (1) com k = |n/2{, isto &,

7= (1721

Na verdade, provaremos um resultado de aparéncia talvez um pouco
técnica 4 primeira vista, mas que implica o resultado desejado. O Te-
orema 1 abaixo é devido, independentemente, a Bollobas [9] (em uma
forma mais geral), Lubell [537], Yamamoto [71], e Meshalkin [60]. Di-
zemos que dois conjuntos A e B sdo compardveis se A C B ou B C A,
e dizemos que A e B sdo incompardveis caso contririo.

TEOREMA 1. Seja A C P([n]) uma familia de conjunios cujos mem-
bros sdo incompardveis enlre si. Entgo

@ () s

AcA



2. DOIS TEOREMAS EXTREMAIS CLASSICOS 5

DEMONSTRAGAO. Consideraremos permutagbes #: [r] — [n]. Po-
demos representar 7 escrevendo a segiiéncia

(3) (1), 7(2),...,7(n),

que nada mais é que uma ordenagdo dos inteiros em [n]. Vamos dizer
que uma permutacio m e um conjunto A sio compativeis se os pri-
meiros |A| elementos na seqiiéncia (3) formam uma permutacio dos
elementos de A, isto &, se

(4) A={mx(1),...,w(|AD}.

Seja P o niimero de pares (m, A) com 7 uma permutacdo de [n] e A um
membro de A com 7 e A compativeis. O que podemos dizer sobre P?

Por um lado, se temos um conjunto 4 € .A fixo entdo o nimero de
permutacgdes 7 compativeis com A é exatamente

(5) [Afl(n — 4]

Qual é o niimero de conjuntos A € .4 compativeis com uma permutacio
fixa 77 E facil ver que a nossa hipotese sobre .4 garante que este nimero
é no mdzimo 1! Concluimos que

(6) DA -AN=P< Y 1=nl,
AcA T
de onde segue que
Al — |A})!
() Z B — <1l
AcA
Naturalmente, (7) & equivalente 4 desigualdade (2), e o teorema est4

provado. O

A demonstragio brilhante do Teorema 1 que apresentamos acima é
devida a Lubell [57]. Temos como corolario do Teorema 1 o seguinte
resultado, que foi o resultado originalmente provado por Sperner [68].



6 1. TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS

COROLARIO 2. Se A C P([n]) ndo contém dois elementos compard-

veis, entdo

® 412 (7a1):

DEMONSTRAGAO. A designaldade (8) segue de (2): basta observar
que o coeficiente binomial (3) é maximo quando & = [n/2]. |

2.1.3. Uma aplicacdo & andlise. Apresentamos aqui uma aplica¢io’
do teorema de Sperner 4 anélise. Consideraremos um problema geomé-
trico que tem origem nobre: trata-se de um problema que Littlewood e
Offord [55] estudaram em wm trabalho de 1943, com o objetivo de pro-
var limitantes superiores para o niimero tipico de raizes reais de certos
polinémios aleatérios. Vamos descrever brevemente o resultado final de
Littlewood e Offord, antes de passar ao problema geométrico.

Sejam ag, . . . , 6, nlimeros complexos fixos e suponha que temos uma

seqiiéncia €, ...,&, com &5 € {—1,1} para todo j. Considere agora o
polindmio
(9} Plz)=ap+e1012 + -+ + €,0,7".

Quantas raizes reais tem a equagdo P(z) = 0 tipicamente? Aqui, enten-
demos por ‘tipicamente’ 0 seguinte: suponha que escolhemos os sinais ¢;
aleatoriamente, de forma independente; em outras palavras, considera-
mos todos os 2" polindmios da forma (9) com os a; fixos, e escolhemos
um ao acaso, com todos eles equiproviveis. Estamos interessados em
saber, entio, qual é tipicamente o nimero de rafzes reais de tal poling-
mio aleatério. Foi esse o problema que Littlewood e Offord atacaram
em [55}.
O resultado principal de [55] é o seguinte. Ponha

M = |ao| +|ar] + - - + |an]-
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Entdo todos os 2* polinbémios P(z) como em (9), exceto por no méximo

0 (MT) = o(2")
logn

deles, sdo tais a equagio P(z) =0 tem no méximo

10(log n) (log M + 2(log n)5)
Vagan]
raizes reais. Por exemplo, grosseiramente falando, se todos os a; tem a
mesma ordem de grandeza, entdo esse niimero de raizes é O ((logn)%).
Para provar o resultado acima, Littlewood e Offord consideraram
um problema geométrico que basicamente pergunta o quao concentrada
pode ser a distribui¢fio das 2" somas do tipo

> &t

1<5<n
onde os €; s40 novamente £1. E este o problema geométrico que pas-
saremos a considerar agora. Por conveniéncia, mudamos a notagio, e
passamos a escrever z; em vez de a; (1 € j < n). Ainda, mencionamos
que 0 que segue € independente da discussio acima.

Suponha que 2, ..., 2, sejam nlimeros complexos fixos, ndo necessa-

riamente distintos, com |z;| > 1 (1 £ j < n). Paracada € = (g;)1<j<n €
{-1,1}", considere a soma

(10) S(e) = Z €;2;.
1<j<n

Quantas das somas em (10) podem cair em um disco fechado de raio 77
Littlewood e Offord provaram que este niimero &

(r+1)2°
VT

onde C é nma constante universal. Alguns exemplos simples mostram

(11) <C logn,

que o limitante (11) € 6timo, a menos possivelmente pelo fator logarit-
mico. (Esses exemplos s&o simples; nds os veremos em breve.)
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Em 1945, Frdés publicou um melhoramento do limitante (11): ele
provou que o fator logarftmico ndo é necessério [18]. A ferramenta que
ele usou foi justamente o teorema de Sperner!

TEOREMA 3. Sejam-21,. .., %, nimeros complezos fizos com |z;| > 1
para todo 1 < § < n, er > 0 um niimero real. Entéo o nimero de somas
da forma (10) que pertencem a um mesmo disco fechado de raio T €

(r +1)2°
(12) < B

onde B é ume constante universal.

E levemente mais conveniente fazer uma renormalizacio do proble-
ma, para enxergarmos melhor a sua natureza combinatéria. Some-
mos z + -+ + 2, & soma em (10) e dividamos por 2. Temos assim
uma soma da forma

(13) S@) = &z,
1<5<n

onde & = (J;)1<j<n € 05 0; pertencem a {0,1}. Note que uma certa
colecdo de somas da forma (10) est4 contida em um disco fechado de
raio T se e 86 se as somas correspondentes da forma (13) pertencem a um
disco fechado de didmetro r. Temos assim uma formulagao equivalente,
com as somas em (13) (§; € {0,1}, 1 £ j < n) e didmetro r. Para
evitar confusdo, quando falamos nesta formulagio escrevemos A para o
diametro.

O exemplo que mostra que o resultado de Erdés ndo pode ser me-
lhorado, a menos do valor da constante, é o seguinte exemplo simples:
suponha que A > 0 é um inteiro fixo e tome

(14) z1=---=z,,=1.

Considere inteiros consecutivos ug < « -+ < ua tais que

@)+ ()
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seja maximo. Grosseiramente falando, os u; distribuem-se em torno
de n/2, simetricamente. Considere agora a famfilia de conjuntos

= (o)

Note que se A, A" € A, entdo claramente HAI - |A’” Sup —up < A,
pois os inteiros u; sdo consecutivos. Considere agora as somas

(15) 5(4) =34

jeA
para todo A C [n] (naturalmente, estas sfo as somas da forma (13)).
No nosso exemplo (14}, se consideramos as somas em (15) com A € A,
temos que (%) a diferenca de quaisquer dois deles ¢ < A e (ii) temos

(16) =3 (n) EC(AJ&%)zn

0<j<a MY

dessas somas, onde ¢ é uma constante absoluta positiva e supomos
que n 2 no(A). Concluimos que o Teorema 3 ndo pode ser substancial-
mente melhorado. (A estimativa em (16) pode ser deduzida da formula
de Stirling; veja o Apéndice A.)

Provemos agora o seguinte lema, que diz que o Teorema 3 vale no
caso em que 0s 2z; sdo todos reais positivos.

LEMA 4. Sejam 31,...,%, nimeros reais fizos, com z; > 1 para
todo 1 < j<m, e A >0 um ndmero real. Entdo o nidmero de somas
da forma
(17) S(A4)=)Y =z (AcCh])

JEA
que pertencem a um mesmo intervalo fechado de comprimento A é

(18) < (18] + 1), ) <1

onde C € umea constanie universal.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que as somas em (17) pertengam a um
‘dado intervalo fechado I de comprimento A para certos A C [n]. Se-
ja A= A(I) C P([n]) o sistema de conjuntos formado exatamente por
estes A, isto &,

(19) A={AC[n]: S(4) € I}.

O que podemos dizer sobre A7 Se temos em A uma cadeia de conjuntos
(20) Apg C---C Agcom A;_ # A; paratodo 1 <4< ¥,

entdo claramente

(21) S(Ag) — S(Ad) 2 4,

de onde segue que £ < A, pela definicdo de .A. Um pequeno raciocinio
agora mostra que se toda cadeia como em (20) contida em A é tal
que £ < A, entdo

(22) A=AU--UAp),

onde cada A; (0 < j < A) é um sistema de Sperner, isto é, no contém
dois membros A # A’ com A C A’. Pelo Corolario 2 e a formula de
Stirling {veja o Apéndice A), concluimos que

n (A+1)20
Ln/2J) SRy

para uma constante absoluta C. O limite (18) segue de (19) e (23). O

(23) < (1A + 1)(

OBSERVAGAO 5. Erdés 18] e Sperner [68] de fato provaram que se
toda cadeia como em (20) contida em .A é tal que £ < A, entdo A tem
no miximo

(24) max O;A (:,)
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membros, onde 0 méximo é tomado sobre todas as seqiiéncias de inteiros
consecutivos up < --+ < u[a). Claramente, (24) ¢ a soma dos JA| + 1
maiores coeficientes binomiais na n-ésima linha do tridngulo de Pascal.
Note que o limitante superior (24) pode ser atingido.

Agora podemos provar o Teorema 3.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 3. Fixe 2; (1 < j < n) e r como
no enunciado do teorema. Cada 2; é tal que a sua parte real Rez;
ou a sua parte imagindria Im z; & em valor absoluto > 1/v/2 > 1/2.
Considerando nma rotagio por 7/2, ou equivalentemente a troca dos Z
por iz; (1 < j < n, i = +/—1), podemos portando supor que | Rez;| >
1/2 para todo 1 < j <%, onde ¢ > n/2. Ademais, claramente podemos
trocar z; por —z; para qualquer j, de forma que podemos supor que
temos 1

Rez; > 3
para todo 1 < j < ¢. Fixe agora os valores de g; € {£1} para j > ¢, de
forma arbitrdria. Note que ha 2°* formas de se fazer isto.

Considere as 2¢ somas da forma

(25) Z g5z, comg; € {£1} (1 <5 < 1).
1<t

Ponha

(26) zj=2Rez; 21 (1<j<t).

Se N das somas da forma (25) pertencem a um disco fechado de raio r,
entéo, considerando apenas a parte real dos z;, temos N somas da forma

(27) Z g5, com g; € {+1} (1 < j <),
1<%t

contidas em um intervalo fechado de comprimento 4r (veja (26)). Pelo
Lema 4,

29) Nsuren(),, ) e
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Provamos que para cada uma das formas de se fixar os g; € {%1}
(t < § € m), o nimero méximo de somas da forma (25) que pertencem
a um mesmo disco fechado de raio r € limitado superiormente por (28).
Como temos 2™~ formas para fixar os ¢; (§ > t) e £ > n/2, temos, para
uma constante absoluta B, no miximo

(dr +1)2¢ . (r+1)2"
WOt )2 gn—t « T 202
‘\/E - -\/7_1

somas da forma (10) em um mesmo disco fechado de raio r, como que-

C

riamos demonstrar. A prova do Teorema 3 esta completa. O

Finalmente, mencionamos que a histéria desse problema geométrico i
nio acaba com o resultado de Erd6s acima. Passemos a considerar a
verséio com somas do tipo (13) (§; € {0,1}, 1 £ j < n) e didmetro A.
Passemos também a considerar os z; no R? (até agora, tinhamos d = 2).
Agora a nossa hipotese sobre os z; € que eles satisfazem {|z;|| > 1 para
todo 1 € j < m. Colocamos V = (z;)1<j<n. Ponha

(29) s = {5(6): 6 € {0,1}"};

isto &, T é a famflia das 2" somas possiveis da forma (13). Aqui, quere-
mos considerar ¥ como um ‘multiconjunto’, isto é, levamos em conta a
multiplicidade com que cada elemento ocorre em . Agora pomos

m(V,A) = max | BN 5,

onde o0 méaximo & tomado sobre as bolas fechadas B € R? de didmetro A.
Finalmente, pomos

m(n, A) = my(n,A) = mgxm(V, A),
onde o méximo é tomado sobre todas as seqiiéncias V' de vetores
Ziy..., 2 €ER?

com ||z;]] = 1 para todo j.
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O Teorema 4 (veja também a Observagio 5) diz que my(n,A) é a
soma dos |A] + 1 maiores coeficientes binomiais na n-ésima linha do
tridngulo de Pascal.

Katona [48] e Kleitman [49] provaram que my(n, A) = (L;:/lZ j)seA <
1, e isto foi generalizado por Kleitman [50] para d > 2 (inclusive para
normas arbitrarias em R%). Varios resultados seguiram-se para A > 1,
até que, finalmente, em um trabalho publicado no Annals of Mathema-
tics em 1988, Frankl e Fiiredi [30] provaram o seguinte teorema, que
confirmou uma conjectura de Erdés (veja [51]).

TEOREMA 6. Seja d > 1 um inteiro e A > 0 um nimero real fizo.
Entdo

mafn, 8) = (18] +1+00) (7. )

onde o(1) = 0 conforme n — oo.

Concluimos observando que, com o que temos 4 disposicdo, podemos
provar uma cota superior da forma

(30) @4+ 0 )

para mg{n, A), onde ¢(d) é uma constante que depende apenas da di-
mensio d.

2.1.4. Uma aplicag¢do ¢ teoria dos nimeros. Nesta segio, apresenta-
mos uma aplicagido do teorema de Sperner i teoria dos nfimeros. Esta
aplicagéo estd relacionada com o que discutimos em §2.1.1. Dizemos
que uma seqiiéncia de inteiros positivos a; < @ < ... & primiliva se ne-
nhum g; divide outro g; (Z < 7). Vimosem §2.1.1 que qualquer seqiiéncia,
primitiva em [2n] tem no méximo n elementos. No que segue, ao tratar-
mos de seqiiéncias primitivas A = (a;), sempre supomos a; < az < ---.

Uma medida interessante para o ‘tamanho’ de seqiiéncias A = (g;)
é a funcéo

(31) A=Y,

2 <z :
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isto &, a soma dos inversos dos membros de A que sio < z (z € R).

Note que no caso em que a seqiiéncia A = (a)el<2<..., temos
(32) lim ——A(z) =1
:cgglo logz (z) =1,

pois

1
(33) log(n+1) < H, = Z —<logn+1

k

1<k<n

para todo n > 1. As desigualdades em (33) podem ser provadas com-
parando-se a soma com a integral [ dz/z = logn. (O nimero H,
acima & conhecido como o n-ésimo nimero harmédnico. Aproximagbes
mais precisas de H,, surgirio mais 4 frente nestas notas.) Em geral, o
limite no lado esquerdo de (32) (quando ele existe) & conhecido como a
densidade logaritmice de A = (a;).

O que podemos dizer sobre A(z) se A = (a;) é uma seqiiéncia pri-
mitiva? Nesta se¢do, vamos provar o seguinte teorema de Behrand [§],
de 1935.

‘TEOREMA 7. Eziste uma constante absoluta ¢ > 0 tal que, para toda
seqiiéncia primitive de inteiros A = (a;), temos

1 logn
34 Aln) = — Lo
(34) =3 5 = gt

para todo n > 3.

Comegamos com um aquecimento. Escreva d(m) para o niimero de
divisores (positivos) de um inteiro positivo m. Por exemplo, d(6) = 4.

LEMA 8. Temos

(35) > d(m) < 3zlogz,

msz

para todo ¢ > 2.
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DEMONSTRAGAO. Note que d(m) é o ntimero de jeitos de se fato-
rar m como o produto ordenado de dois inteiros (os d(6) = 4 divisores
de 6 correspondem s fatoracdes 1 x 6, 2x 3,3 % 2, e 6 x 1). Assim, a
soma do lado esquerdo de (35) é

‘1
a,b,

onde escrevemos Y., para a soma sobre todos os pares (a,b) de inteiros
positivos com ab < z. Entretanto,

Sr =T 1=Y % <23 L <soga
ob a<z b<z/a asz o us.'.ca

Na altima desigualdade acima, usamos que o niimero harménico H, =
141/24...+1/a & limitado superiormente por loga+1 < 3loga para
todo a > 2 (veja (33)). O

Fixemos agora uma seqiiéncia primitiva A = (q;). Queremos provar
a desigualdade (34). Para cada inteiro u > 0, seja r(u) o niimero de
elementos a; em A tais que q; divide u. Vamos considerar a soma

(36) oln) = r(w).

u<n

¥ 13
Escrevendo } 7 para a soma sobre todos os pares (m, a;) com ma; <
n, m inteiro, e a; um elemento de A, temos

oam=3 1

que é igual a

(37) ZZ1=ZEJ=nZ%+0(n).

2 <N mai<n a;<n aln ¢

Como de costume, escrevemos O(f(n)) para qualquer funcio g(r) com

l9(n)] < Cf(n)
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para todo n > ng, onde ng € C s@o constantes independentes de n.
De (37), deduzimos

(38) Z —=~o(n) + O(1).

Para provarmos (34), é suficiente estimar p(n) por cima de forma apro-
priada. Para tanto, estimaremos r{u) (veja (36)).
O que podemos dizer sobre r{u)? Suponha inicialmente que

(*) todos os elementos de A = (a;) sfo livres de quadrados (isto &,
nenhum divisor de ¢; € um quadrado > 1 (i > 1)).

No que segue, escrevemos w(v) para o nimero de divisores primos distin-
tos de v (por exemplo, w(12) = 2). Claramente, segue da hip6tese (*),
da primitividade de A = {g;), e do teorema de Sperner, Corolario 2, que

(39) @5 (o) =0 ()

(A dltima estimativa segue da formula de Stirling para fatoriais; veja
o Apéndice A.) Estimemos p{n) distingiiindo os  que tém muitos

divisores primos daqueles que tém poucos divisores primos:

gu() gulu)
40 < ol — ol 22—
( ) g(n) - ugn,;(u)ge ( w(u)) ’ u<n¥(u)>£ ( v w(u))

- o() \/_n+0 (5) 2.

usn

Podemos agora usar que 3, .. 2°(% < 3 d(u), que, pelo Lema 8, ¢
O(nlogn). Em (40), tomamos £ = loglogn. Disto resulta que

“ =0 (r Tagiogs):

e a estimativa (34) segue para o caso em que (*) vale, devido a (38).
Precisamos agora eliminar a hip6tese (*).
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Seja (o) a subsegiiéncia de A = (a;) formada pelos elementos a,( J
de A com a(k) = k? ¢, onde ¢ & um inteiro livre de quadrados; em
outras palavras, a subseqiiéncia ( Ek)) é formada pelos elementos de A4
cujos fatores quadriticos maximos sdo exatamente k2. Temos

@ Y=

a,<n k>1 (k]<n t'
e Y mErsY =
_ YA T
k>1 @ anpe B E>1 K o*<n
P

Como a seqiiéncia (q,-(k)) € claramente primitiva e também & formada
por inteiros livres de quadrados, podemos aplicar a desigualdade (34),
isto &, temos

1 logn )
43 =0 .
(43) % qfk) (\/Iog logn

Como )., k=? converge (de fato, esta soma & (2) = 72/6), a desi-
gualdade (34) segue de (42) e (43). O Teorema 7 estd provado.

Observagao finais. O leitor pode ficar curioso em saber o quio bom
é o limitante (34). Uma seqiiéncia primitiva canénica é a seqiiéncia dos
primos (py), € nesse caso temos

(44) Z 1_ loglogn + O(1),

Pein P :
que é muito menor que o lado direito de (34) (para (44), veja, por
exemmplo, a Se¢do 7 do Capitulo 22 de Hardy e Wright [44]). Entretan-
to, podemos incrementar esta construgio de forma simples. Considere-
mos primeiro como lidar, separadamente, com os segmentos iniciais dos
inteiros [n} = {1,...,n}. Fixe um inteiro n > 3. Seja A, C [n] 0 con-
junto dos inteiros 1 < k < n com exatamente £ = }loglogn| divisores
primos, levando em conta multiplicidades. Formalmente, se Q(k) & na-
mero de divisores primos de % contando multiplicidades (por exemplo,
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Q(12) = 3), entéio
-(45) CAp={k:1 <k <neQk)=loglogn]}.

Antes de continuarmos, observamos que a escolha do valor de £ pode ser
entendida levando-se em conta um resultado de Hardy e Ramanujan,
que diz que (k) & tipicamente loglogn para 1 < k < n (veja [44,
Capitulo 22, Secdo 10]).

Voltemos aos nossos conjuntos Ay, em {45). E facil ver que A, C [n]
¢ primitivo (ou melhor, a seqiiéncia crescente correspondente é uma
seqiiéncia primitiva), isto &, para quaisquer dois elementos distintos a
e a’ em A, temos que a ndo divide ¢’. Vale o seguinte resultado, devido °
a Pillai [61].

TEOREMA 9. Emiste uma constante absolute ¢ > 0 tal que, para
todo n 2> 3, temos

_clogn
46
(46) ag ~ loglogn'

Seja (cn,) uma seqiiéncia decrescentes de reais positivos com ¢, — 0
conforme n — co0. Pode se construir uma seqiiéncia infinita (a;) 2 partir
dos A, {n > 3) para a qual vale o seguinte: para infinitos valores de n,
ternos

Cn Iogn
47
(47) ‘IZ(% \/Iog Togn

Fechamos esta se¢iio enunciando sem prova um resultado de Erdés,
Sarkdzy, e Szemerédi [27], que melhora o teorema de Behrend.

TEOREMA 10. Para toda segiiéncia primitiva de inteiros A = (a;),
temos

1 logn
48 — =0 ——=.
(48) ;; a; (\/loglogn)
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Em vista das observagdes acima, o Teorema 10 ndo pode ser substan-
cialmente melhorado. Finalmente, o leitor deve comparar os Teoremas 9
e 10 para observar a diferenca substancial que existe entre seqiiéncias
primitivas finitas e infinitas.

Uma excelente referéncia para os resultados desta secio é a mono-
grafia Sequences, de Halberstam e Roth [43].

2.2. O teorema de Erdds, Ko, e Rado. Na Seciio 2.1, inves-
tigamos quantos membros um sistema de conjuntos A C P([n]) pode
ter, se supomos que A ndo contém dois elementos comparaveis. Uma
outra gama de problemas extremais para sistemas de conjuntos vém da
imposicio de condigdes sobre as intersegbes dos membros do sistema.
Por exemplo, o que podemos dizer sobre |A| se um sistema A C P([n])
é tal que todo membro de A intersecta qualquer outro? Dizemos que A
é um sistema inlersectante quando vale esta condigio.

O problema acima é facil: claramente podemos ter sistemas inter-
sectantes com 27! elementos; basta por exemplo considerar o sistema

A ={AC[n]: 1€ A}.

Por outro lado, se temos > 2" ! membros em .4, entdo necessariamen-
te A contém um conjunto A e seu complemento A¢ = [n] \ 4, que
claramente implica que A nfo é intersectante.

O problema extremal de determinar 0 major tamanho de um sistema
intersectante contido em

(%)= tacm:a=8

& muito mais interessante. De fato, este problema foi estudado por
Erdds, Ko, e Rado em 1938, embora o resultado tenha sido publica-
do [25] apenas em 1961.

E facil construir um sistema intersectante 4 ‘grande’ de k-conjuntos
(isto &, conjuntos com k elementos) contidos em [n]. Observemos inici-
almente que se 2k > 7, entdo podemos tomar A = (I7), pois quaisquer
dois k-subconjuntos de [n] se intersectam neste caso. Suporemos daqui
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para frente que 2k < n. Neste caso, podemos tomar
(49) Ay={AC [n}: |A|=kele€ A}

Claramente, temos que Ay é intersectante e

(50) ol = (1 71):

O teorema de Erdds, Ko, e Rado afirma que todo sistema intersectante
formado por k-subconjuntos de [n] tem tamanho no méximo |Agf =
(771), desde que n > 2k. Ademais, se um tal sistema tem tantos mem-
bros quanto Ay, entdo ele é isomorfo a Ay, desde que n > 2k; em outras .
palavras, existe essencialmente uma tnica forma de se construir um tal
sistema de cardinalidade méximal

Como o leitor ja deve imaginar, dizemos que dois sistemas de con-
juntos A C P(X) e B C P(Y) sio isomorfos se existe uma bije-
cgio b: X — Y tal que A € A se e 56 se

b(A) = {b(a): a € A} € B.

O teorema de Erdés, Ko, e Rado é como segue.

TEOREMA 11. Seja A C ([;]), comn > 2k > 0. Se A € um sistema
intersectante, entdo

(1) A< (37h)

Ademais, se n > 2k e vale a igualdade em (51), entdo A € isomorfo ao
sistema Ay definido em (49).

DEMONSTRAGAO. Usaremos um métode muito engenhose inven-
tado por Katona. Consideremos ‘permutacgtes ciclicas’ dos elementos
de [n]:

(52) QS: Aoy A1y vy 1,
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onde os indices sdo considerados médulo n. Mais formalmente, consi-
deramos bijegbes .
$: Z/nZ = [n),

e colocamos a; = ¢(i) para todo . Dado uma tal ¢ e um conjunto A C
[n] com |A| = k, dizemos que ¢ e A sio compativeis se A ocorre como
um ‘segmento’ em (52). Formalmente, a condicio que exigimos é que A
seja igual a {@iy1,..., @41} Dara algum i € Z/nZ. (Note que, como os
indices sdo médulo n, o conjunto A pode ‘dar a volta'.)

Observemos inicialmente que, dada uma permutacio ciclica ¢ como
em (52},

(*) existem no méximo k membros de A que sdo compativeis com
esta permutagao.

De fato, seja A € A um membro de A compativel com ¢. Suponha
que A = {a;yy,...,a;4} para um dado i € Z/nZ. Paracada 2 < j < k,
podemos considerar os conjuntos disjuntos

Jy e Jf C Z/nZ

dados por

JJ- = {ai+j—|_n/2_] yerey ai-{"j"l}

TF = {8isgs- -, Girgeingay }-
Claramente, apenas um dentre Jie Jf pode conter um membro de A,
pois J; NJ;" = 0. Por outro lado, todo membro A’ de A que é diferente
de A mas é compativel com ¢ precisa estar contido em Ji ou J;’ para,
algum j, pois A’ N A # 0. A assergfio (*) esta provada.

Agora contamos de duas maneiras os pares da forma (¢, A) com ¢
uma permutacéo ciclica e A um membro de A com ¢ ¢ A compativeis.
Seja P o mimero de tais pares. Devido & (*), fixada uma ¢, existem no
méximo % tais pares. Por outro lado, fixado 4 € A4, temos

n X kl{n — k)
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permutagdes ciclicas compativeis com A. Concluimos que

|Alnkl(n — k)l = P < "k = nlk,

de onde (51) segue.

A prova da unicidade das configuracdes extremas para o caso em
que n > 2k é um pouco delicada, e fica como um bom exercicio para o
leitor. a

Antes de passarmos para o nosso proximo topico, fica como exercicio
para o leitor esclarecer a situagio no caso em que n = 2k. O que sdo os
sistemas intersectantes A C (2)?

Consideremos agora sistemas £-intersectantes de k-subconjuntos de
[n], isto &, sistemas de conjuntos A C (%) com |4 N B| > £ para to-
do A ¢ B € A. Naturalmente, até agora temos considerado sistemas
1-intersectantes. Erdds, Ko, e Rado também provaram limitantes supe-
riores para o tamanho de sistemas f-intersectantes para £ > 1.

Considere a seguinte construgao simples de sistemas £-intersectantes
(¢ > 1). Seja L C [n] um conjunto com £ elementos. O sistema ¢-
intersectante fizado por L é o sistema

(53) A ={ACn): A=k, L C A).

Note que |AL| = ::f) Para o caso em que n é grande em relagdo a k, os
sistemas Ay, fixados por #-conjuntos L sfo os sistemas Z-intersectantes
de tamanho maximo.

TEOREMA 12. Paratodof ek com1 < £ < k eviste umng = no(4, k)
para o qual vale o seguinte. Se A C (7)) ¢ um sistema £-intersectante
en > ng, entio

54 = (32g)

Ademais, se vale a igualdade em (54), entdo A é um sistema fizado por
algum £-conjunto L C [n).
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DEMONSTRAGAO. Seja A um sistema, f-intersectante como no enun-
ciado. Naturalmente, nfio ha nada a fazer se ¥ = ¢, e portanto su-
pomos k& > £. Podemos tarmbém supor que A é mazimal, isto &, ao
adicionarmos qualquer %-conjunto B contido em [n] a A, se B ¢ A, o
sistema A deixa de ser f-intersectante.

Da maximalidade de .4 segiie que h4 dois membros A e A’ € A
com |[ANA'| = £ Seja L = AnA'. Se todos os membros de A
contém L, entdo A C Ay e no ha nada a provar. Supomos portanto
que

(55) existe B € Acom |[BNL| < L

Ponha U = AU A’ U B e suponha agora que C € A\ {4, &', B}.
Afirmamos que

(56) ICAU|>e+1.

De fato, note que C contém um elemento de B \ L, pois [BN L| < £
e [CNB| > £. Portanto, se L C C, a nossa afirmacio j4 est4 verificada.
Suponha que L ¢ C. Entdo, para que |C N A|, |CNA'| > ¢, precisamos
que [CN(AUA")| > £+1 (pois L = AN A’ tem exatamente £ elementos
e L ¢ C). Novamente, a nossa afirmacgo (56) est4 verificada.

Note que (56) vale também para C € {4, A, B}. Portanto temos,
muito generosamente,

(57) Al < 2IUIJ-<§_1 (“ ; v ').

De fato, todo membro C de A pode ser escrito como C; UC, onde C) =
CNUeC,=C\U. Como h4 2lUl possibilidades para C; e, dado Cy,

j

i<k—2—1
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possibilidades para C; {pois |Ca| < k—£—1), a desigualdade (57) segue.
Note que o lado direito de (57) & O(n*~%"1) e o lado direito de (54) nfo
& O(n*~*-1). Finalmente, lembre que deduzimos (57) supondo (55).

O Teorema 12 est4 provado: se (55) vale, entfo (57) vale e portan-.
to (54) vale estritamente para n suficientemente grande; por outro lado,
se (55) ndo vale, entdo todo membro de A contém L. 0

3. Técnicas da algebra linear

Consideraremos nesta segido teoremas extremais para sistemas de
conjuntos A com restricGes de paridade nas cardinalidades das inter-
secOes entre pares de membros de \A. O nosso primeiro resultado é o -
seguinte.

TEOREMA 13. Suponha que A C P{[n}) € um sistema de conjuntos
tal que
(3} |A] é émpar para todo A € A,
(i) |AN A'| € par para todo A e A’ € A com A# A'.
Entdo |A| < n.

DEMONSTRAGAO. A prova deste teorema usa uma técnica um tanto
inesperada: 4lgebra linear sobre o corpo I, = GF(2) dos inteiros mo-
dulo 2. De fato, consideremos os vefores caracteristicos X4 = (xEA)),-E[n]
dos membros A € A, Aqui, temos

1 ifie A

para todo ¢ € [n]. Afirmamos que os vetores x4 (A € A) sdo linearmen-
te independentes sobre F,. Note que isto termina a prova, pois estes
vetores estdo contidos em ¥y, que tem dimensio n.

Para provar a independéncia linear dos vetores x4 (A € .4), suponha
que tenhamos

(58) > daxa =0,

AeA
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com A4 € F, para todo A € A. Usamos agora o fato que podemos
definir um produto escalar F§ x F — I, colocando-

(59) (x,y)= xTy mod 2 = Z z;y; mod 2,
1<i<n

onde x = (z;) ey = (). (A tnica propriedade que queremos so-
bre (x,y) & que ele seja linear na segunda entrada: (x, \y; + Agya) =
AL(X, ¥1) + Aa(x, ¥2)). Fixe agora 4, € A, e considere o vetor caracte-
ristico x4, de Ay. Segue de (58) que

(60) D Aa(a %) = (Xags D Awxa) = 0.

AcA AeA
Entretanto, as hipdteses () e (#) do nosso teorema implicam que o
lado esquerdo de (60) é A4,! Dai segue que os vetores x4 (A € A) sfio
linearmente independentes, como queriamos demonstrar. O

A demonstragio muito elegante do Teorema 13 acima merece ser es-
tudada com cuidado. Este texto usarad argumentos desse género virias
vezes. O leitor apreciara o poder do argumento algébrico acima ao ten-
tar encontrar uma prova puramente combinatéria do resultado acima.
Tente!

O que ocorre se mudamos as paridades no enunciado do Teorema 137
Suponha que exigimos agora que 0s membros de A tenham todos car-
dinalidade par, e mantenhamos a condigfo (i)} (todas as intersecdes
pares). Temos aqui uma situagio surpreendentemente diferente, co-
mo mostra a seguinte construcio. Considere inicialmente uma, particio
de [n] em pares, como por exemplo

(61) [nj ={1,2}u{2,3}u...

(o tiltimo bloco desta parti¢do é na verdade um conjunto unitério se 7 é
frnpar). Sejam p,...,P|n/2) 08 pares que compde esta particdo. Ponha

(62) A={AC[n]: se p; N A % B, entso p; C A}.
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Isto &, os membros de A sdo os conjuntos que podem ser escritos como
uma unido dos p; (1 < i < [n/2]). Claramente, |A| é par para todo A €
A e (ii) do Teorema 13 vale para A. Enfretanto,

|A| = 2l

Isto é, trocando a hip6tese na paridade exigida em (i) no Teorema 13
passamos a permitir sistemas com um niimero exponencial de membros.
(Antes os sistemas tinham no méximo n membros!)

Precisamos agora encontrar limitantes superiores para os nossos no-
vos sistemas. Na verdade, o nosso resultado diz que a construcio que
estudamos acima fornece sistemas extremais. :

TEOREMA 14. Suponha que A C P([n]) é wm sistema de conjuntos
tal que

(2) |A| € par para todo A € A,
(i2) |AN A'| € par para todo A e A€ A com A# A'.
Entido |A| < 2172,

A prova do teorema acima exige que estudemos Algebra linear sobre
corpos finitos (na verdade, F>) com um pouco mais de cuidado.

3.1. Alguns fatos da Algebra linear. Seja F um corpo, pos-
sivelmente finito, e seja V um espago vetorial sobre F. Uma fun-
¢io B: V x V — F & bilinear se ela for linear em cada coordenada:

B(du+ pv, w) = AB(u, w) + pf(v, w)

Blw, M+ ) = M(w, u) + pflw,v)

para todo Ae p € Fetodou,v,ew € V. Se V = [, as formas
bilineares S sobre V sdo exatamente as aplicagbes (u,v) — f(u,v) =
uT By, onde B ¢é uma matriz n X n com entradas em F. Dizemos que S
é siméirica se a matriz associada a § € uma matriz simétrica, isto &,
BT = B,
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Um produto interno em V é simplesmente uma forma bilinear si-
métrica. Fixe um produto interno 3 sobre V, e suponha que V tenha
dimensao n. Podemos identificar V com F™. -

Dizemos que dois vetores u e v sio ortogonais se S(u,v) = 0, e
escrevemos u L v nesse caso. O espago ortogonal W= de um subespa-

¢o W <V & dado por
(63) Wt ={veV:v 1l wparatodo w e W}

Note que W+ & um subespago vetorial de V.

Dizemos que um vetor ndo-nulo v € V & isotrdpico se v L v. Se U,
W < V sio dois subespagos de V, dizemos que U/ ¢ W sao ortegonais se
todo u € U é ortogonal a todo w € W. Nesse caso, escrevemos U L W.
Dizemos que um subespago W < V é {otalmente isotrdpico se W L
W. Note que, em particular, se W & totalmente isotrépico, entio todo
elemento de W é isotropico. Ademais, se W é totalmente isotrépico,
temos W < W+,

Finalmente, dizemos que o espago V & singular se VN VL #£ (0).

PROPOSIGAO 15. Seja V' um espago vetorial de dimensdo n e seja f3
uwm produlo interno sobre V.
(1) Para todo subespago W <V, temnos
dim W +dim W+ > n.

(1i) O espagoV ndo € singular se e sd se a matriz B associada & B
€ nao-singular, isto &, tem determinante ndo-nulo.
(#1) Se V ndo € singular, entdo para todo subespaco W <V, temos

dimW + dim Wt = n.

DEMONSTRAGAO. Seja B a matriz associada & forma 8. Usamos
nesta prova alguns fatos elementares sobre sistemas de equactes lineares.
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() Seja wy, ..., ws uma base de W. Um vetor v € V pertence a W+
se e 50 se -

(64) wi By =0, para todo 1 <i < d.

O sistema linear acima tém d equactes, de forma que a dimenséo do
espaco das solugdes W+ & > n—d. Dai segue que dim W +dim W+ > n.

(#%) Suponha que B ¢ singular. Entdo existe um vetor ndo-nulo v €
V com By = 0. Claramente, 8(u,v) = uTBv = 0 para todo u €
V, de forma que v € VN VL £ (0) e V &, por definicio, singular.
Suponha agora que B seja ndo-singular. Entdo o sistema (64) (com d =
n e w,...,w, uma base de V) admite apenas a solucgio trivial v =0 *
pois os vetores w! B (1 < i < n) sio linearmente independentes. Dessa
forma V1 = (0), e V é nio-singular.

(#7) Suponha que w; (1 < i < d) formam uma base de W, como
na prova de (¢). De (i), sabemos que B é ndo-singular. Portanto, os
vetores wi B (1 < i < d) sdo linearmente independentes. Dai segue que
o espago de solugdes do sistema (64) tem dimensfio exatamente n — d,
de onde temos dim W + dim W+ = n. |

COROLARIO 16. Seja V' um espago vetorial de dimensdo n, munido
de um produto interno. Ademais, suponha que V' sejo ndo-singular.
Intgo todo subespago totalmente isotrdpico W de V tem dimensio <
n/2.

DEMONSTRAGAO. Seja W um subespago totalmente isotrépico de V;
temos W < W+, Como V nio é singular, temos de (#ii) da Proposi-
cdo 15 que

2dimW < dimW + dim W+ =n,

o que completa a prova deste corolério. O

3.2. Prova do Teorema 14. Temos agora as ferramentas da 41-
gebra linear necessdrias para provar o nosso teorema.

PROVA DO TEOREMA 14. Seja A C P([n]) como no enunciado de
nosso teorema. Como na demonstracio do Teorema 13, consideremos
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os vetores caracteristicos x4 (A € A) dos membros de A. Seja W o
subespago de V = Iy gerado por estes x4 (A € A). Consideramos o
produto interno candnico

(x,y) = xTy mod 2 = x" I,y mod 2

sobre V; a identidade I, é a matriz associada a este produto interno.
Note que temos, portanto, um espago nio-singular. Pelas hipéteses (i)
e (it) de nosso teorema, temos que W é um subespago totalmente iso-
trépico. Segue do Corolério 16 que dimW < n/2. Naturalmente,
temos dimW < |n/2]. Ademais, como estamos sobre I, claramen-
te |A| < W] < 2dmW < aln/2] O

3.2.1. Observagoes. Note que os Teoremas 13 e 14 tratam dos casos
“impar/par” e “par/par” da paridade das cardinalidades dos membros
de A e intersecBes dos pares de membros de A. Deixamos como um exer-
cicio para o leitor esclarecer a situagio para as variantes “/mpar/fmpar”
e “par/impar”.

Terdo papel fundamental no Capitulo 2 resultados extremais para
sistemas de conjuntos envolvendo restrigdes médulo » {com p um pri-
mo impar) para as cardinalidades das intersectes dois a dois de seus
membros (veja o Teorema 33).

3.3. O teorema de Fisher. O que podemos dizer sobre um siste-
ma de conjuntos se sabemos que a cardinalidade da intersecio de guais-
quer dois de seus membros é exatamente um valor dado? E intuitivo
que tal restrigio é muito mais forte que restricdes de paridade, como
temos visto até o momento. Provaremos o seguinte resultado, &s vezes
chamado de o teorema de Fisher ndo-uniforme, usando 4lgebra linear.

TEOREMA 17. Fize infeiros 1 < £ < n. Suponha que o sisterna de
conjuntos A C P([n]) € tal que |AN A'| = £ para quaisquer A, A' € A
distintos. Entdo |A| £ n.

O resultado original provado por Fisher em 1940 aplica-se a sistemas
com mais restricbes. Bose [12] provou o resultado acima no caso em
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que todos os membros de .4 tém a mesma cardinalidade, usando 4lgebra
linear; de fato, foi esta nota de Bose de duas pdginas que introduziu esta
técnica no estudo de problemas extremais para sistemas de conjuntos.

Na mesma, época, independentemente, de Bruijn e Erd6s [16] prova-
ram o caso £ = 1 do Teorema, 17, por métodos combinatérios. Note gue
mesmo o caso em que £ = 1 é de fato interessante: além da construcéo
6bvia em que todos os membros de A contém um elemento fixo e séo
disjuntos a menos deste elemento, ha ainda os exemplos dos planos pro-
jetivos finitos, em que todo par de linhas se intersectam em exatamente
um ponto.

Majumdar [58] e Isbell [45] independentemente provaram o Teore-,
ma 17; a prova que damos abaixo é devida a estes autores.

Prova DO TEOREMA 17. Consideremos primeiro o caso em que
existe um A € A com |4| = £. Entdo todos os outros membros de A
contém A e nio se intersectam fora de A. Portanto |4]| < 14+n—f < n,e
portanto o nesso resultado vale. Supomos daqui para frente que [A| > £
para todo A € A.

Para simplificar a notagio, suponha que A = {4,,...,4,,}. Consi-
dere os vetores caracteristicos dos A;: para cada i, seja x; = (Ti)1<j<n
onde

0 sejé&A;
(65) Tij = J # 4
1 sejeA;.

Provaremos que os vetores x; (1 < ¢ < m) sdo linearmente independen-
tes, de onde poderemos concluir que m < n.

Considere a matriz M = (z;;) € {0,1}™*" formada pelos z;; defini-
dos em (65); equivalentemente, as linhas da matriz M sao justamente
os vetores x; (1 < i < m). E facil ver que vale a identidade

(66) A=MMT =0J+ D,

onde J denota a matriz m X m com todas as entradés iguaisale D =
diag(di, . .., dm) & a matriz diagonal com as entradas d; = [4;} —£ >0
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(1 £ £ m). Fazemos agora duas observagdes: se as linhas x; de M
ndo sdo linearmente independentes, entdo existe um vetor nio nulo y =
(y;) € R™ com yTM = 0, de forma que

(67) yT Ay = 0.

A nossa segunda observagio é que, devido a (66), ¢ lado esquerdo de (67)
pode ser escrito da seguinte forma:

y Ay = yT(¢J — D)y = ty" Jy + y" Dy

Y S et Y

1€i<m 1<ji<m 1<i<m
2
2
=£( Z y,-) =+ E d,-yz- > 0,
1<i<m 1<i<m

o que contradiz (67). Assim, podemos concluir que as linhas x; (1 <4 <
m} de M sio de fato linearmente independentes, de forma que temos
necessariamente m < n. O Teorema 17 est4 provado. O

3.3.1. Uma intersecdo proibida. Embora a relacio com o Teorema 17
seja apenas na forma, nio resistimos e mencionamos aqui sem prova um
resultado profundo de Frankl e R&dl sobre sistemas de conjuntos com
restricbes na cardinalidade das interseqbes de pares de seus membros.
Paul Erdds [20] propds em 1976 a seguinte conjectura: se um sistema
de conjuntos A C P([n]) é tal que ndo ha em A dois membros A e A’
com [AN A'| = |n/4], entdo [A| < (2 — &) para alguma constante
absoluta € > 0. Em outras palavras, a protbicdo de ezatamente uma
cardinalidade para as intersegdes dois a dois provoca uma queda ex-
ponencial no tamanho do sistema. {No Teorema 17, exigimos que as
interse¢des sejam todas de uma cardinalidade dada; aqui exigimos que
elas sejam quaisquer, a menos de um fnico valor.}) Erdds ofereceu 250
dolares pela resolugdo desta conjectura.

Onze anos mais tarde, esta conjectura foi provada por Frankl e R6-
dl [36], na seguinte forma mais forte. Seja m(n,£) o tamanho méximo
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de um sistema de conjuntos .A C P([n]} que nfio contém dois membros A
e A com [ANA|=¢ '

TEOREMA 18. Para todo 0 < 77 < 1/4 existe uma constante € =
g(7) > 0 para o qual temos

m(n, ) < (2—¢)"
para qualquer inteiro £ com nn < £ <.(1/2 — p)n.
Para o caso em que £ = |n/4}, o resultado explicito & que
(68) m{n, |[n/4]) < 1,99%,
e, mais geralmente, se £ = | gn], temos

(69) m(n, len]) < (2 - &*/2+ o(®))™

Tomando A, C P([r]) como sendo o sistema de todos os subconjuntos
de [n] com estritamente mais de (1 + g)n/2 elementos, vemos que

m(n, lon]) = (2 - &* + o(e’))"
e, no caso especifico em que ¢ = 1/4, vemos que
m(n, |n/4]) = 1,9378".

Estes limites inferiores para m(n,£) mostram que (68) e (69) néo estio
muito longe de serem limitantes 6timos.
A demonstracio do Teorema 18 é bastante complexa.

4. O teorema de Ahlswede e Khachatrian

Vimos no Teorema 12 que se n é suficientemente grande em relacdo
a k, entdo um sistema {-intersectante de k-subconjuntos de [n] tem no
méximo (?77) membros. Ademais, os exemplos extremos sio os siste-
mas A;, fixados por ¢-conjuntos L. E natural perguntar se tal restricio
sobre n é necessaria.
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Consideremos as seguintes construgdes alternativas para sistemas 4-
intersectantes A; (0 < ¢ < (n — £)/2) sobre [n]. Para cada inteiro 3
com 0 < 2¢ < n — £, pomos

(70) Ai={ACn]: |Al=4k, |AN [+ 24} > €41},

Note que, de fato, os A; sdo £-intersectantes: se A e A’ sdo dois membros
de A distintos, entdo temos que AN A'N[£+ 2] C AN A’ tem pelo
menos { elementos. Ademais, note que Ay nada mais é que o sistema
£-intersectante fixado pelo f~conjunto L = [¢].

Consideremos um caso extremo: tome £ = 2, k = 2r, e n = 4r,
Entao o sistema 2-intersectante A; comi=r—-1¢

A1 ={AC [n]: |4 =k, |[An[2r]| > 7+ 1},

e tem cardinalidade

o wanH{(E)- ()~ Gr) )

Por outro lado, um sistema Ay, fixado por um 2-conjunto L (veja (53))
tem

(72) [Az| = (;1: : Z) = G T 0(1)) (;:)

Comparando (71} e (72) vemos que, em geral, a construgdo {70) com ¢ >
0 pode fornecer sistemas £-intersectantes maiores que aqueles fixados por
£-conjuntos L.

Nio é dificil provar que se 1 > no(k), entdo |.4;| é méximo para i = 0.
O exemplo acima mostra que para certos casos extremos, 0 méaximo
dos |.A;| & atingido para valores ¢ > 0.

Seja M (n, k, £) a cardinalidade méxima de um sistema #-intersectante
de k-subconjuntos de [#]. Entdo M (n,k, £) > max; |A;]. Ademais, se n
é suficientemente grande em relagio a &, entdo vale a igualdade (este &
o Teorema 12).
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CONJECTURA 19. Para todo 1 € £ < k < n, vale que
(73) M(n, k,8) = max | A,

onde o mdzimo € tomado sobre 0 < i < (n—£)/2.

A conjectura acima é devida, nesta generalidade, a Frankl {29]. 0
caso £ = 2, k = 2r, e n = 4r ja ocorre no artigo original de Erdds, Ko,
e Rado [25], de 1961.

4.1. A resolucio da Conjectura 19. Um dos grandes resulta-
dos da teoria extremal dos conjuntos em anos recentes foi a resolugao
completa da conjectura de Frankl, Conjectura 19, por Ahlswede e Kha- -
chatrian [1] em 1997,

TEOREMA 20. A Conjecture 19 € verdadeira.

A conjectura de 1938 de que M(4r,2r,2) é dado por [ A,_1| (ve-
ja (71)) foi um dos problemas favoritos de Erdds. A demonstragéo do
Teorema 20 & um tanto rebuscada, e est4 fora do escopo destas notas.

5. O teorema de Ramsey

Embora 6bvio, o principio da case do pombo, também conhecido
como o principio de Dirichlet, pode ser empregado de formas sutis,
muitas vezes permitindo provar resultados de forma inesperada. Este
principio pode ser enunciado da seguinte forma: se colocamos n + 1
pombos em 1 casas, entdo alguma casa vai receber mais de um pombo.

Nesta se¢do, discutiremos brevemente uma versdo mais sofisticada
deste fendmeno basico da natureza, conhecida como o teorema de Ram-
sey. Para uma discusséo introdutéria i teoria de Ramsey, o leitor pode
consultar [15]. Uma excelente referéncia (mais avancada) é a monogra-
fia [42].

51. O pi'incipio de Dirichlet. Se o leitor ndo est4 familiarizado
com aplicagbes do principio da casa do pombo, entdo é bem natural que
ele esteja um tanto desconfiado: como pode um principio tao ébvio ter
qualquer conseqiiéncia mais interessante? Apenas para ilustrar o uso
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deste principio, expomos aqui um resultado bem conhecido de 1842 de
Dirichlet, sobre aproximagaes diofantinas. Este resultado nio sers usado
no resto do texto; resolvemos inclui-lo porque ele é um dos melhores
exemnplos que ilustram o poder do principio da casa do pombo.

TEOREMA 21. Seja o um niimero irracional, entdo ezistem infinitas
solugdes racionais pfq pare a desigualdade

P 1
a?<l,

(74) o <7

DEMONSTRAGAO. Fixe um inteiro @ > 1. Considere os Q+1 ntime-
ros 0,{a},{2a},...,{Qa} € [0,1), onde escrevemos {z} para a parte
fraciondria de x, isto &, {z} = z — |z|. Considere os Q intervalos

k-1 k

Iy = [——, —) c 0,1
Q Q [ H )

para 1 < k < . Note que estes @ intervalos particionam o inter-

valo [0,1). Pelo principio de Dirichlet, dois dos @ + 1 mimeros {ic}

(0 < i < Q) pertencem a um mesmo intervalo I;; suponha que eles

sejam {ia} e {je}, com ¢ > j. Entdo

. . 1
(75) [io} - {ja}| < 5
Portanto, tomando g =i —j > 0 e p = [ia] — | ja], deduzimos de (75)
ue
i g5l < =
o

Dividindo por ¢ e lembrando que ¢ =i — j < @, temos que

(76) o< Lsd
7] Q@ " g
e assim encontramos uma solugdo para (74).
Como « ¢ irracional, o lado esquerdo de (76) é estritamente positivo,
digamos > 1/Q’, para algum inteiro positivo @'. Repetindo o argumento
acima para este (', podemos encontrar uma aproximagdo p'/q’ para «



36 1. TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS

tal que

!

P
d

<L b

7@ ~ (¢)?*

Como 1/¢'Q’ < 1/Q' < | — p/q|, 2 aproximacdo p'/q' é uma nova

(77)

o —

aproximagéo de . Podemos assim deduzir que (74) de fato tem infinitas
solugoes. O

J4 encontramos neste texto uma outra aplicagéo do principio da casa
do pombo: uma seqiiéncia primitiva de inteiros contida em [2n] t&m no
méaximo n elementos. (Vocé fez o segundo exercicio sugerido no comego
da Secio 2.1.17}

5.2. O teorema de Ramsey para grafos. Passaremos agora a
discutir um resultado cl4ssico de Ramsey [63], de 1930. A grosso modo,
o teorema de Ramsey & uma versiio iterada do principio da casa do
pombo.

Uma 4rea rica da combinatéria, conhecida como a teoria de Ramsey,
lida com resultados relacionados ao teorema de Ramsey e a outros resul-
tados que sio manifestacdes de um fendmeno basico, assim descrito por
Theodore S. Motzkin: “desordem completa é impossivel”. Estudamos
no Capitulo 3 uma subéarea da teoria de Ramsey, a saber, a teoria de
Ramsey euclideana, introduzida em um trabalho de 1973, dedicado a
Motzkin pelos ilustres autores P. Erdés, R. L. Graham, P. Montgomery,
B. L. Rothschild, J. Spencer, e E. G. Straus [21].

5.2.1. O teorema de Romsey. Aqui, restringimo-nos a versio mais
simples do teorema de Ramsey, que é a versao para grafos. Um grafo
nada mais é que um par (V, E), onde V & o conjunto de vérticesde Ge &
é um conjunto de pares de vértices de G: £ C (g) Os elementos de F
sd0 as arestas de G. Usnalmente, dizemos que uma aresta e = {z,y} €
E de um grafo G = (V, E) liga os seus eziremos z e y. Quando dois
vértices z, y € V de G formam uma aresta {z,y} € E de G, dizemos
que z e y sdo adjacentes.

Um cligue em um grafo G = (V| E) é um conjunto U C V de vértices
com (5) C E, isto &, tal que todos os pares de vértices em U formam
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arestas de G. Um conjunto independente em G & um conjunto W C V
de vértices com ()N E = B, isto &, nenhum par de vértices em W forma
uma aresta de G. Pomos '

w(G) = max{|U]: U & um clique em G}

a(G) = max{|W|: W & um conjunto independente em G7}.

O teorema de Ramsey simplesmente diz que grafos grandes precisam
conter cliques ou conjuntos independentes grandes.

"TEOREMA 22. Sejam k e £ inteiros positivos. Entdo eziste um in-
teiro ng = no(k, £) tal que todo grafo G com pelo menos ng vértices é tal
que w(G) 2 k ou (@) > £.

Muitas vezes, se a conclusfio do Teorema 22 vale para um inteiro n,
€SCrevernos

(78) n = (k, £).

Ademais, definimos como o nimero de Ramsey R(k,£) o menor valor
possivel para o inteiro ng(k, £) no enunciado do Teorema 22, ou, equi-
valentemente, o menor valor de n para o qual (78) vale. Naturalmente,
o Teorema 22 afirma que R(k, £) < oo para todo ke £ > 1.

A prova do Teorema 22 é baseada na aplica¢io do principio da casa
do pombo de forma iterada.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 22. Claramente, temos
(79) R(1,€) = R(k,1) =1

para todo k e £ > 1. Suponha agora que ke £ > 2, e que R(K',#) < oo
para todo par (k',#') com k' + ¢ < k + £. Vamos provar que

(80) R(k,£) < R(k —1,8) + R(k, £ — 1).
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Seja G = (V, E) um grafo com n = R(k,£ — 1) + R(k — 1,£) vértices.
Devemos provar que G contém um clique de ‘cardinalidade &k ou um
conjunto independente de cardinalidade £. Fixe um vértice z de G.
Pelo principio da casa do pombo, ou (i) = & adjacente a R(k — 1,£)
vértices, ou (i)  ndo é adjacente a R(k, £ — 1) vértices de G.

Suponha que vale o caso (i) acima. Considere o grafo G' cujo con-
junto de vértices Y & o conjunto de vértices y de G com z e y adjacentes
(os ‘vizinhos de z); definimos o conjunto de arestas em G' como o con-
junto En (%), isto &, dois vértices y e ¢’ € ¥ sdo adjacentes em G se
e 50 se 0 forem em G. Pela definicio de R(k — 1,4}, o grafo G’ contém
um clique de tamanho k¥ — 1 ou contém um conjunto independente de,
tamanho £. Note que se tal conjunto independente existir em G”, entao
ele é também um conjunto independente em G e ndo hé nada mais a
fazer. Caso & contenha um clique U’ de tamanho k, entdo observamos
que U = U'U{z} é um clique em G de tamanho %, e assim terminamos
a prova.

Suponha, agora que vale o caso (i) acima. Considere o grafo G” cujo
conjunto de vértices Z é o conjunto de vértices 2 € V' \ {z} de G com z
e z nio-adjacentes e z # z; definimos o conjunto de arestas em G"
como o conjunto E N (%). Pela definicio de R(k,£ — 1), o grafo G”
contém um cligue de tamanho k ou contém um conjunto independente
de tamanho £ — 1. Note que se tal clique existir em G”, entdo ele &
também um clique em G e nio h4 nada mais a fazer. Caso G” contenha
um conjunto independente W de tamanho £ - 1, entdo observamos
que W = W" U {z} é um conjunto independente em G de tamanho £.

Isto conclui a prova do Teorema 22. O

OBSERVAGAO 23. A demonstragio acima do Teorema 22 de fato
implica que

(81) R(k,2) < (’“ ! ¢ B 2).

De fato, a desigualdade (81) pode ser provada por indugdo usando-
se (79) e (80).
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Um problema numérico famoso relacionado ao teorema de Ramsey
é o seguinte. Ponha

(82) R(n) = R{n,n).

PROBLEMA 24. Determine ou estime R(n).

Sabe-se o valor de R(n) para valores pequenos de n. E trivial
que R(1) = 1 e que R(2) = 2. Um exercicio bem conhecido é pro-
var que R(3) = 6. J4 & mais dificil provar que R(4) = 18 (tente!). O
que se sabe sobre R(5) é que

43 < R(5) < 49.

Para mais detalhes sobre valores exatos dos nameros de Ramsey, veja a
‘Resenha dinamica’ de Stanislaw Radziszowski [62].

O que podemos dizer sobre a ordem de grandeza de R(n)? Pela
Observacido 23, temos que

2n — 2 c
(83) R(n) < (n— 1) < ﬁtf"
para alguma constante positiva ¢ > 0.

Como podemos limitar R(n) por baixo? Claramente, provar que
R(n) > N significa provar que existe um grafo com N vértices que nio
contém nenhum clique de tamanho n nem contém nenbum conjunto
independente de tamanho n. A primeira vista, pode ser surpreendente
que este seja um problema dificil.

5.2.2. O limitante exponencial de Erdds. Um resultado influente de
Erdds foi o seu limitante inferior exponencial [19] para os nimeros de
Ramsey R(n), publicado em 1947. Embora a prova deste resultado seja
muito simples, foi ela a demonstragio definitiva de que o assim chamado
método probabilistico é fundamental na combinatéria.

TEOREMA 25. Para todo n > 2, temos R(n) > 2™2.

DEMONSTRAGAO. Podemos verificar por inspecio que R(n) > 27/2
de fato vale para 2 < n < 4, de forma que podemos supor que n > 5.
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Consideremos grafos G sobre V = [INV], onde
N =22,

definidos da seguinte forma: para cada par de vértices distintos e e b €
V, lance uma moeda honesta e coloque a aresta {a,b} em G se e s6-se
a moeda der cara. Note que definimos assim um grafo aleatdric G.

Mais formalmente, para cada 1 < a < b < N, considere uma varivel
aleatéria X, com

1
]P(Xa,b = O) = ]P(Xa,b = 1) = 5,
com todas as varidveis X, (1 € @ < b < N) independentes. A ares-
ta {a, b} pertence ao grafo aleatério G se e s6 se X, = 1.
Qual é o nimero esperado de cliques de tamanho n em G7 Para
cada subconjunto U C V de n vértices, escreva Yy para a varidvel

indicadora 0-1 que vale 1 se e 50 se U € um clique e &. Entdo
(84) P(Yy =1) = 2-(3) = 2-(),

O nimero total de cliques de tamanhonem G éY =}, Yy, onde a
soma & sobre todos os n-subconjuntos de V. Assim, o niimero esperado
de cliques de tamanho n em G &, devido a (84),

(85) EW) =B(3 ) = SB) = Y by =) = (1 )7 @),

onde usamos uma propriedade fundamental do valor esperado, a assim
chamada linearidade (o valor esperado de uma soma de vari4veis alea-
térias é a soma dos valores esperados dessas varidveis). Analogamente,
se Z & o nimero de conjuntos independentes em G, podemos deduzir
que

(86) E(Z) = @: ) 9-(3).
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De (85) e (86), podemos deduzir que

-(87) IE(YV-;- Z)=2 (’:) 9-() < 9 (%)“ 9-n{n-1)/2

n/29—(n-1)/2\ * n
52(—-—-——-——62 2 ) :2(—-—-—6\7{5) <1,

K

onde usamos que 7 > 5 e que (}) < (ea/b)® (veja Lema 94 do Apéndi-
ce A)

O que podemos deduzir de (87)?7 O nimero esperado de cliques
e conjuntos independentes de tamanho n em G é < 1. Claramente,
algum grafo G gerado da forma acima precisa ser tal que o nfimero de
tais conjuntos é 0, pois caso contrario o niimero médio de tais conjuntos
seria pelo menos 1! Daf segue que existe um grafo G com N vértices
com w{G) < n e &(G) < n, e portanto R(n) > N. |

O argumento de Erdds, com um pouco mais de cuidado nas estima-
tivas, fornece o seguinte resultado:

(88) R(n) > 52("-1)/2

para todo n > 1. Este limitante, entretanto, ainda pode ser melhorado
levemente, usando-se técnicas mais avancadas da teoria de probabilida-~
de. Usando o assim chamado Lema Local de Lovész [26], Spencer [67]
provou que o limite inferior em (88) pode ser melhorado por um fator
de 2, isto &, vale que

(89) R(n) > %2("“)/2

A desigualdade (89) de 1975 é ainda o melhor resultado que se conhe-
ce nesta direcio. Por outro lado, mais de 50 anos apds o limitante
superior (83) ter sido provado, Thomason e R6dl independentemente
provaram limitantes superiores de ordem de grandeza menores que o
lado direito de (83). O limitante superior mais forte que se conhece
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para R(n) hoje é devido a Thomason [70], que diz que existe uma cons-
tante absoluta ¢ > 0 para o qual temos

2n -2
(90) R(n) < n~l/2+e/VioEn ( 1 ) :
Note que o limitante de Thomason (90) é aproximadamente n~'/2 menor
que o limitante em (83). (O limitante de Rédl [41] para R(n) era
basicamente um fator de loglogn menor que o lado direito de (83).)
Para a grande frustracio de todos os envolvidos, os seguintes pro-
blemas de Erdds, de 1947, persistem.

CONJECTURA 26. O limiie

(91) lim R(n)"/"

n—od

existe.
PROBLEMA 27. Encontre o velor do limite em (91), caso ele ezista.

O que se sabe sobre o Problema 27 & que

(92) V2 < lim irolfR(n)l/“ < lim sup R(n)'™ < 4,

que é o que ErdSs ji sabia em 1947. Erdés oferecen 100 délares pela
resolugdo da Conjectura 26, e ofereceu 250 délares pela resolucio do
Problema 27.

Na Seclio 5.3, exibiremos explicitamente um grafo que prova que R(n)
cresce pelo menos cubicamente em n. No Capitulo 2, Secio 5, exibire-
mos um grafo que prova que R(n) cresce superpolinomialmente com 7.

Serd, a teoria extremal dos conjuntos que nos daré informacdes sobre
os cliques e sobre os conjuntos independentes dos grafos que vamos
construir explicitamente na Se¢do 5.3 abaixo e na Se¢io 5 do Capitulo 2.

5.3. Construgoes explicitas. Considere as triplas do conjunto [n]
e defina um grafo G, sobre elas, definindo como arestas exatamente os
pares de triplas de tém exatamente nm elemento em comum. Formal-
mente, o grafo G tem conjunto de vértices V = ([g]) e conjunto de
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arestas

E= {{A,B} e (‘;) |AnB|=1}.

Vamos provar que os cliques e conjuntos independentes de @y, sio ‘pe-
quenos’.

TEOREMA 28. Seja G, o grafo definido acima. Entio
(93) w(Gp), ¢{G,) < n.

DEMONSTRAGAO. Suponha que Ai,...,4, € V formam um clique
em G,. Entfo temos uma familia de subconjuntos de [n] com cada
par de conjuntos distintos intersectando em exatamente um elemento:
o Teorema 17 implica que w < n. Concluimos que w(G,) < n.

Suponha agora que By,...,B, € V formam um conjunto indepen-
dente em G,. Entdo temos familia de subconjuntos de [n], todos de
cardinalidade émpar, com cada par de conjuntos distintos intersectan-
do em 0 ou 2 elementos, isto é, em um namero par de elementos: o
Teorema 13 implica que o < n. Concluimos que a(Gy) < n. 0

COROLARIO 29. Para todo n, existe um grafo que pode ser explici-
tamente descrito que prova que R(n+1) > (3).

A construgio de Gy, acima é devida a Zsigmond Nagy (1972). Como
mencionado anteriormente, veremos no Capitulo 2 uma construcio ex-
plicita de um grafo que prova que R(n) cresce mais rapido que qualquer

polinémio em n.

5.4. O teorema de Ramsey para hipergrafos. Ramsey provou
o seguinte resultado mais geral em seu trabalho original [63].

TEOREMA 30. Sejam k, £, e r inteiros positivos com k > £. Entdo
existe um inteiro positivo Ny = Ny(k, £4,7) para o qual vale a sequinte
assercdo: se N 2 Ny, entédo

(¥} toda r-coloracao dos {-subconjuntos de [N] colore todos os £-
subconjuntos de algum k-subconjunto de [N] da mesma cor.
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Podemos enunciar a propriedade (*) do Teorema 30 mais formal-
mente da seguinte maneira. Para toda r-coloracio ¢: (%)) — [r], exis-
te K C [N] com |K| =k tal que ¢ | (¥) & constante. A propriedade (*)
é muitas vezes expressa da seguinte forma compacta:

(94) N — (k)L

O k-conjunto garantido em (*) & dito ser monocromdtico. O menor
inteiro Ny = No(k, £,7) para o qual vale a conclusio do Teorema 30, ou,
equivalentemente, 0 menor inteiro NV para o qual vale (94), é conhecido
como o nimero de Ramsey B (k).

O leitor deve verificar que de fato o Teorema 30 generaliza o Teore-
ma 22 (basta considerar o caso r = 2 no Teorema 30).

O Teorema 30 serd particularmente importante na Secdo 5 do Capi-
tulo 3.

5.4.1. Prova do Teorema 30. A prova do Teorema 30 fica mais trans-
parente se introduzimos a relagio

(95) N = (k1,... k)Y,

onde os k,...,k; s8o inteiros positivos: vamos dizer que (95) vale se
qualquer r-coloragio ¢: ([JX ]) -+ {r] dos £-subconjuntos de [N] admitir
um ki-conjunto KX C [n] com ¢ | (%) constante e igual a 4, para al-
gum 1 < ¢ < 7. O menor inteiro N para o qual (95) vale ser4 denotado
por RE(ky,... k). A desigualdade que generaliza (80) naturalmente &

(96) RO(ky,... . k) <1+ R¥D(Ry,...,R),
onde

Ry = ROk — 1, ks, ..., ky),
R2 = R(g)(kl,kz - 1,.. .,k-,-),

R.= ROk, ky,..., k ~1).
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Deixamos a prova de (96) como um exercicio para o leitor. (Sugest3o:
observe que se temos uma r-coloragéo ¢ dos £-subconjuntos de [N] entéo
podemos temos uma r-coloragdo ‘induzida’ nos (¢ — 1)-subconjuntos
de [N —1], a saber, aquela em que a cor de um (£ —1)-subconjunto X C
[N —1] & a cor ¢(X U{N}) de X U{N} na coloragio original ¢.)

O Teorema 30 segue de (96).






CAPITULO 2

A conjectura de Borsuk e o niimero cromatico de R"

1. Introdugao

Neste capitulo vamos discutir dois problemas classicos de Geometria
Combinatéria, resolvidos recentemente por meio de técnicas de dlgebra
linear e teoria extremal dos conjuntos: a conjectura de Borsuk e o cres-
cimento exponencial do niimero cromatico de R®.

Em 1933 o famoso topélogo Karol Borsuk propds um problema que
ficou conhecido como a “Conjectura de Borsuk™ E possivel dividir um
subconjunto limitado qualquer de B em d + 1 conjuntos de didmetro
menor?

60 anos depois, Jeff Kahn e Gil Kalai [47] mostraram que a con-
jectura de Borsuk & espetacularmente falsa: se f(d) é o menor nimero
tal que qualquer subconjunto limitado de R? pode ser dividido em f (d)
conjuntos de didmetro menor entdo f(d) > (1,1)‘/‘?, para d suficiente-
mente grande. Vamos apresentar uma modificacio desta prova devida a
A. Nilli que implica que f{d) > (1,2)¥? para d suficientemente grande,
e uma outra modificacio de A. Raigorodski e B. Weissbach, que fornece
um contra-exemplo explicito em dimensdo 561 (o atual recorde).

O miimero cromético de R® é o menor k tal que é possivel pintar os
pontos de R® usando % cores sem que haja dois pontos de mesma cor
4 distancia 1. Nao & dificil ver que o niimero cromético de R* cresce
no miximo como uma exponencial. Vamos mostrar um teorema de
Frankl e Wilson [34] de 1981, que implica que o mimero cromatico de RB*
cresce exponencialmente, provando uma conjectura de 1972 de Larman
e Rogers [54]: é maior que (1,2)" para n suficientemente grande. O
trabalho de Frankl e Wilson introduziu as técnicas principais utilizadas
neste capitulo. Nele & provado um pouco mais deo que enunciamos: de

47
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fato, se dividimos R* em menos que (1,2)" subconjuntos, em um desses
subconjuntos todas as distincias positivas sdo realizadas.

2. Espagos de polinémios

Nesta secio vamos provar alguns resultados técnicos que utilizam a
nogao de independéncia linear em certos espacgos de polinémios. Esses
resultados terfo um papel fundamental nas segles seguintes sobre o
nfimero cromatico de R® e a conjectura de Borsuk. Comegamos com
um lema sobre independéncia linear:

LEMA 31. Sejam f1, fo,- .-, fn: X = Z fungdes definidas num con-
junto arbitrdrio X. Suponhamos gue eziste um nimero primo p e ele-
mentos T1,%o,...,%n € X tais que pt fi(z:), Vi ep | fi(z;), Vi # 7.
Entdo f1, fa,- .., fn 880 linearmente independentes sobre Q, i.e., se uma
combinagdo linear > ;_, ¢;f; com coeficientes em Q € identicamente nula
em X entdo ¢; = 0 pare todo 1.

DEMONSTRAGAO. Se existe uma combinagdo linear com coeficientes
racionais Y ;_ ¢:f; que se anula em X, podemos supor que ¢ € Z
para todo ¢ (multiplicando pelo m.m.c. dos denominadores), e, talvez
dividindo por um inteiro adequado, que mdc(c;,c2,...,6,) = 1. Em
particular, existira i tal que p{ ¢;. :

Teremos assim 3., c;fj(z:) = 0, o que é um absurdo, pois p |
fi(z:), Y # 4, mas p ndo divide ¢; e ndo divide f;(z;), donde p néo
divide c; fi(z;), e portanto também ndo divide } 7, ¢;f(z:)- O

Vamos agora apresentar um lema que permite em determinadas si-
tuacgdes substituir um polinémio em vérias varidveis por um polindémio
multilinear que assume os mesmos valores em certos conjuntos. Um po-
linémio multilinear é uma soma de mondmios em que cada variével apa-
rece com expoente 0 ou 1. O espaco dos polindmios multilineares com
coeficientes racionais nas varidvels z;,%2,...,Zn € um espaco vetorial
sobre Q de dimensio 2", gerado pelos monémios z(p (I € {1,2,...,n})
definidos por z(n = z;,Ts, . . . T;, 56 I = {41,83,. .., %}
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Se k£ < n, o espaco dos polindmios multilineares com coeficientes
racionais nas varidveis 1, Zsq,..., 2z, de grau menor ou igual a k£ é um
espaco vetorial sobre @ de dimenséo Z?:o (;‘), gerado pelos monémios
z(ny, I C{1,2...,n} com |I| < k.

LEMA 32. Sejam f(z1,22,...,2,) um polinémio em n varidveis so-
bre @ A ={0,1}" C Q' e ={-1,1}* C Q*. Se f tem grau < s
entdo existem polindmios multilineares fi e fo de graus < s tais que f,
coincide com f em £ e fo coincide com f em Q,.

DEMONSTRAGAO. Como zf = =z; se z; € {0,1} e k > 1, para obter
f1 basta trocar todos os expoentes positivos na expansdo de f por 1.
Para obter f; usamos o fato que z? = 1 se z; € {—1,1}, e trocamos
todos os expoentes pares na expansiio de f por 0 e todos os expoentes
impares por 1. O

Vamos agora provar um teorema de Deza, Frankl e Singhi [17] que
limita o tamanho de familias de subconjuntos de um conjunto finito
dadas certas restrigbes (médulo p) sobre os tamanhos das intersecSes
2 a 2 desses conjuntos (a prova que apresentaremos é de Alon, Babai, e
Suzuki [3]). No que segue, escrevemos = € L (mod p) se z = £ (mod p)
para algum £ € L.

TEOREMA 33. Sejam p um mimero primo e L um conjunto de s
nimeros inteiros. Suponha que F = {A;1, As,...,An} € uma familia de
subconjuntos de um conjunto de n elementos tal que

(4) |4l € L (mod p} (1<i<m);
(i) |AinA4j] €L (modp) (1<i<j<m).

Entdo
2 n
mey ( )
=0 J
DEMONSTRAGAC. Vamos considerar o seguinte polinémio em 27 va-

ridveis (2,y), £ = (T1,-- ., %n); ¥ = (Y1, -+, ¥n):

F(.T, y) = H((.’B, y) - E), onde (ﬂ’J, y) = Zmiyi-
i=1

el
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Consideramos agora os polindémios em n varidveis f;(z) = F(z,v;),
onde v; € {0,1}" & o vetor de incidéncia do conjunto A;, isto &, v; =
('Uils Vizy .- 3”2'!1.): onde

1se j € A

v Ose jé A,

Pela definicdo de F' e pelas hipoteses do teorema, p | fi(v;) se i #
jept filv), Yi. Pelo Lema 32, podemos trocar os polinémios f;
por polindmios multilineares ]?; de grau < s que coincidem com f; em
{0,1}", e portanto nos vetores v;. Pelo Lema 31, ﬁ,};,...,’vm séo
linearmente independentes sobre Q. Como a dimensdo do espaco dos
polindmios multilineares em n varifveis de grau < s & 3%_; (7), temos

m < Yin (5)- =

COROLARIO 34. Sejo p um primo e F uma familia de subconjuntos
com 2p — 1 elementos de um conjunto com n > 2p elementos. Se a
intersecdo de dois conjuntos da familia nunce tem ezatamente p — 1
elementos entdo |F| < 3P0 )

DEMONSTRAGAO. Tomamos L = {0, 1,...,p— 2} e notamos que F

satisfaz as hipéteses do Teorema 33. O

PROPOSIGAC 35. Sejam p um primo impar e n = 4p — 2. Seja
Q ={(z1,22,...,2,) € {-1,1}" |21 =1 e |{i | z: = —1}| € par}.

Dizemos que dois elementos x,y € Q sdo quase-ortogonais se |{z,y)| =
2. Se @' C Q ndo contém nenhum par de vetores quase-ortogonais entdo

p—2 n
!
< .
@13 (})
i=0
OBSERVAGAO 36. Dados z,y € Q, {(z,y) = (4p—2) —2|{i | z; # w:}|
é sempre congruente a 2 mddulo 4, pois, como z ¢ ¥ tém ambos um
mimero par de coordenadas —1, a cardinalidade de {7 | z; # y;} é par.
Assim, [(z,9)| 2 2, Vz,y € Q.
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PROVA DA PROPOSIGAO 35. Observemos inicialmente que, se Q' C
@) ndo contém nenhum par de vetores quase-ortogonais e z,y € Q' sio
tais que (z,y) = £2 (mod p) entdo z = y. De fato, (z,y) ¢ {~2,2},
e, como (7,y) = 2 (mod 4), terfamos (z,y) = +2 (mod 4p), e como
—(4p—2) < (2,9} < 4p — 2, devemos ter (z,y) € {—(4p — 2),4p — 2}.
Entretanto, como z; = y;, nfio podemos ter (z,y) = —(4p—2). Portanto
(z,9) =4p—2,donde z = y.

A cada y € Q' associamos 0 polindmio em n varidveis de grau p — 2

dado por
Fyz)= [I (=zv)-37), onde z=(z1,2s,-...,2,).
je{ﬂslr'-’P—l}
JE{2,p-2}

As observagBes acima mostram que p | Fy(z), YV # y mas p | Fy(z),
Vz. Pelo Lema 32, podemos substituir os polinémios F,, por polinémios
multilineares ﬁy de grau < p— 2, que coincidem com F, em {-1,1}* >
@'. Pelo Lema 31, esses polindmios sio linearmente independentes,
donde o nfimero deles, que é |@'], ndo excede a dimensdo do espago
dos polindmios multilineares de grau < p — 2 em n varidveis, que &

i (D) - O

OBSERVAGAO 37. A Proposigdo 35 também é valida para p = 9.
Para mostrar isso, observamos inicialmente que a prova acima implica
que se z # y, (z,¥) € {0,1,3,4,5,6,8} (mod 9), e, se T = y, {z,7) =
34 =7 {(mod 9). Consideramos agora os polinémios

Fy(m) = H ((‘T"!y)_j))

je{0,1!3l4!516?8}

associados aos elementos y de ', e notamos que, se z = y, 3 1 Fy(z),
e, se T # ¥y, 3 | Fy(z). Pelo Lema 32, podemos substituir os polinémios
F, por polindémios multilineares Fy, também de grau < 7, que coinci-
dem com F, em {-1,1}** D @'. Aplicando o Lema 31 (com p = 3),
concluimos que os polindémios fy $80 linearmente independentes, donde
Q1 < Sk (%) = 055732,
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3. A conjectura de Borsuk é falsa

TEOREMA 38. Sejam p um primo impar oup =9, n=4p—-2ed=
ni{n—1)/2 = (2p — 1)(4p — 3). Entio eziste um conjunto S C {-1,1}4
de 22 pontos em R tal que qualquer particio de S em subconjunios
de menor didmetro tem pelo menos

/5 ()

partes.

DEMONSTRAGAO. A Proposi¢io 35 da Se¢do 2 deste capitulo (e a °
Observacio 37 subseqiiente, para o caso p = 9) mostra que se

Q={z=(z1,%2,.--,%) € {~1,1}" |31 =1 e }{i | z; = —1}| & par},

entdo |{z,y)| > 2, Vz,y € Q, e, se & C @ ndo contém nenhum par de
vetores quase-ortogonais (i.e., tais que |{z,7)| = 2) entdo

-2 n
@13 (3)
i=0
Consideremos a funcio h: R* — R* que, a cada vetor

z = (%1,...,%,) € R",

associa a matriz simétrica (ai;)i<ij<n Onde a;; = T; - T; (se olharmos
z como um vetor coluna, h(z) = z-27). Sez = (z1,...,zn) e y =

W15+ > Un)s
(hz), b)) = D (miz) (viys)
1<ij<n
= ( Z ﬂ?iyi)( Z %‘yj) = (-’B:y)2;

1<ign 1<j<n
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|a(z) ~ )" = [A@)] + |h(y)* - 2(h(z), h(y)) .
= |o* + lyl* - 2(z, y)*.

Em particular, se z,y € Q, entdo
Ih(:l’i) - h’(y)P = 2n® — 2(3;: y)z < 2n® — 8:

valendo a igualdade se e somente se z e y sio quase-ortogonais. Seja
agora g: R — RM"~1/2 que leva cada matriz n X 7 nos termos abaixo
da diagonal, isto &, g((as)1<ijcn) = (@ij)1<icicn Se z,y € {=1,1}",
entdo h(z) e h(y) serdo matrizes simétricas em cujas diagonais todos os
termos sdo iguais a 1. Assim, i(z) — h(y) é uma matriz simétrica cuja
diagonal é nula, donde |A(z) — h(y)[* = 2|g(h(z)) — g(h(y))|%. Assim, a
restricdo de g a
h({-1,1}") > R(Q)

preserva a ordem entre distancias: |h(z) — h(y)] < |h(2) — h(w)] se e

somente se [9(h(z)) — g(h(y))| < |g(h(z)) — g(h(w))|.
Nosso conjunto S serd g(h(Q)). Se dividirmos S em menos de

/5 ()

partes, alguma dessas partes ters, assim como a parte correspondente
em (), mais de Y 57 (3) elementos. Pela Proposigio 35 da Secdo 2,
haver4 dois vetores quase-ortogonais z e y na parte correspondente em
@Q, e portanto |A(z) — h(y)]* = 2n* — 8'e |g(h(z)) — g(h(¥))I2 = n® — 4

serdio méximos, donde |g{(z)) — g(h(y))| & igual ao diametro de S. O

O caso p = 9 fornece imediatamente um contra-exemplo para a
conjectura de Borsuk em dimensdio d = 17 x 33 = 561: Precisamos de

34 932
( j) = 705573z~ 008

pelo menos

232/2

7
J=0
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pedacos de dismetro menor para cobrir o conjunto S, donde, na notagdo
da introdugio deste capitulo, f(561) > 609 > 562.

Vamos usar este teorema para provar o resultado enunciado na in-
troducdo deste capitulo. Primeiro enunciamos um lema simples que nos
permite estimar fatoriais.

LEMA 39. Para tedo n > 1, temos

n\" n\"
e(—) Snlgne(-—) .
e e
A prova do Lema 39 pode ser encontrada no Apéndice A.
OBSERVAGAO 40. Uma estimativa mais precisa é dada pela Férmula *

de Stirling, segundo a gual

!
m — =1,

n—oo ple~N+/2n7
Um esbogo da prova da Férmula de Stirling é dado no Apéndice A.
Um fato elementar mas importante sobre coeficientes binomiais é
que somas de trechos iniciais da n-ésima linha do tridngulo de Pascal
podem ser limitados basicamente pelo maior dos termos sendo somados,

desde que o trecho contenha < cn termos, onde ¢ < 1/2 (veja detalhes
no Apéndice A). Aqui, usaremos o seguinte resultado.

LEMA 41. Suponha que 0 < k < (n+1)/3. Entdo
b /n n 1 1 n
(97) ;(j)<(k) (1+§+§5+...)-_-2(k).
A prova simples do Lema 41 é dada no Apéndice A.

TEOREMA 42. Se d € suficientemente grande eziste um subconjunto
finito de B? que ndo pode ser dwidido em menos de (1,2)‘/3 partes de
menor didmetro. '

DEMONSTRAGAO. Sejam p o maior primo tal que d' = (2p—1}(4p—
3) < d, e n = 4p — 2. Identificando R¥ com R? x {0} C R?, obtemos,
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pelo Teorema 38, um conjunto finito S € R¥ C R? que nfo pode ser

r—2 )
/%)
=0 M
Note que p— 2 < (4p — 1)/3, de forma que o Lema 41 nos diz que

g(?) <(,75) (g rmra)=2(,",)

dividido em menos de

partes de menor didmetro.

Assim,

2u—2/§ (7;) S zn_s/(p:)
— 24P—5(p — 2)'(3p)| N 24p—1p!(3p)!

que, pelo Lema 39, é maior ou igual a

277162 (p/e)*(3p/)* _ Lup-se (ﬂ)”

4pe(4p/e)*r - p
e 97 P vy p{1-o{1})
" 8 (TE) B (ﬁ) '

Como, pelo teorema dos nimeros primos, d = d'(1 + o(1))}, donde p =
\/g(l — 0(1)), segue que

p=2 VE(1-o(1)}
n—2 n 27 s vd
E - 1,2

se d é suficientemente grande, pois (27/16)VY/® =1,2032.-. > 1,2. O

Néo é dificil ver que f{d} & no méximo exponencial. De fato, se
X C R? tem diametro £ e z € X, entio X estd contido na bola fechada
B(z,£), de centro % e raio £. Podemos supor sem perda de generalidade
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que X & compacto (se ndo substitufmos X por seu fecho). Consideremos
uma unifo disjunta maximal de bolas abertas

B(z;,2/4) (1<i<m)

de raio £/4 com os centros z; em B(z, ). Todas essas bolas estio con-
tidas em B(z,5£/4), e, como sdo disjuntas, devemos ter

vol(B(z,56/4)) .4
= vol(B(z;, £/4))

Por outro lado, as bolas abertas B(z;, £/2) cobrem B(z,£). De fato, se
y € B(z, O\UL, B(z;, £/2) entdo B(y, £/4)NB(z;,£/4) = B para todo i, *
e poderfamos acrescentar B(y,£/4) 4 nossa colecio de bolas abertas,
contradizendo sua maximalidade. Como B(z, £) € um compacto contido
na uniéio de bolas abertas

05 () =0 (07 (= 59))

existe n € N tal que

B_(:J:—,?)—CQB (:c,—,—z—(%l)).

Como o didmetro de B (z;,né/2(n + 1)) é néf/(n+1) < £ para todo i, e
m < 5% segue que f(d) < 5% para todo d.

OBSERVAGAOC 43. No final da Segéo 4 veremos como decompor R?
como A;UA,U- - U Ay, com os A; fechados, k < (3+0(1))?ez,y € 4; =
|z—y| # 1. Se X C R? tem didmetro £ entdo X C X = UJ_,I(eA;i’j nXx).
Como X tem dismetro £ e x,y € £4; = |z —y| # £, diam(¢4;nX) < ¢,
V7, donde £(d) < (3 + o(1))%

A melhor estimativa conhecida para f(d) é

f(d) < 5dvd(4 +logd) (g)dﬂ < (1,23)4,
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para d suficientemente grande, devida a Schramm [66).

E interessante observar que a conjectura de Borsuk é verdadeira para
corpos convexos com fronteira suave (isto &, dominios compactos cuja
fronteira é uma hiperficie de classe C'), como foi provado por Hadwiger;
descrevemos a seguir sua demonstracgo.

Observamos inicialmente que se a fronteira de wm corpo convexo
pode ser dividida em & subconjuntos de didmetro menor, 0 mesmo vale
para o corpo todo. Para ver isso basta tomar um ponto no interior do
corpo € dividir o corpo como uniZo dos cones com vértice no ponto e
bases nos conjuntos em que a fronteira fot dividida.

Provamos agora que é possivel dividir a bola unitaria (e portanto
também a esfera unitéria) em R* em n+ 1 pedagos de menor didmetro.
Podemos fazer isso por indugfo: se dividimos B(0,1) C R* como 4; U
Ay U---UA,, com diam A; < 2, Vi, podemos dividir a bola unitaria
em "', B = {(z1,Z,...,%n41) | 22+ - + 22, < 1} como Ay U
Ay U---UA,, onde Ay ={(z1,...,Tns1) € B | Zn+1 2 €}, 0nde e >0
¢ bem pequeno e, para 1 < i < n+1, 4; = {(z1y...,Zq11) € B |
(z1,...,%Z,) € A; € Ty < £}

Seja agora 2 C R® um corpo convexo com fronteira suave, e seja
M a sua fronteira. Seja agora f: M — S™ ! a aplicacdo normal de
Guauss, isto €, a cada ponto de M associamos o vetor normal unitério
que aponta para fora de 2. Em outras palavras, f(z) serd um ponto na
esfera unitaria S"~! tal que os planos tangentes a M em z e 2 57! em
f(z) so paralelos, ¢ M e 5™~! estdo do mesmo lado desses hiperplanos.

Como {1 & convexo, f & uma bijegio (de fato um homeomorfismo).
Dividimos agora S*~! em n + 1 conjuntos compactos Ay, As, ..., Any
(ndo necessariamente disjuntos) de diametro menor que 2 (isto &, ne-
nhum A; contém nenhum par de pontos antipodas), e dividimos M nos
n+1 conjuntos compactos f~1(4,), F~1(4s), ..., fY(Ans1). Vamos ver
que cada um desses conjuntos tem difmetro menor que o didmetro de
M, o que pela observagio inicial encerra a prova. Para isso, basta ob-
servar que se z,y € M s8o tais que |z — y| = diam M entdo os planos
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tangentes a M em z e em y sdo paralelos, donde f(z) e f(y) sfo anti-
podas, logo = e y nio podem pertencer a um mesmo conjunto f~I(A4;)
de nossa decomposicio. O

4. O ntimero croméatico de R*

Seja c(n) o ndmero cromdtico de R™, isto é, ¢(n) é o menor inteiro
positivo m tal que é possivel decompor R® como A; U A, U---U A, de
modo que, para todo %, temos ,y € A; = |z — y} # 1. Por exemplo, a
configuracio de 7 pontos no plano na Figura 1 mostra que ¢(2) > 4, isto
é, 0 nfimero cromético do plano é pelo menos 4. Naquela configuragéo,
os tridngulos ABC, BCD, AB'C' e B'C'D’ séo trifinglos equildteros ,
de lado 1. Ademais, a disténcia entre D e D' é 1. Fica como um
exercicio facil para o leitor verificar que de fato esta configuragio prova
que ¢(2) > 4.

Figura 1 ¢(2) > 4

Dl

Cll

BI

A B

Por outro lado, ndo é muito dificil provar que ¢(2) < 7 (exercicio!).
O valor exato de ¢(2) ndo é conhecido. O melhor que se sabe & que

(98) 4<c(2) <7

As cotas em (98) permanecem inalteradas por mais de 45 anos.
Nesta secfo, estamos interessados em provar que ¢(n) cresce expo-
nencialmente com n (na verdade, vamos provar algo mais forte). A
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préxima proposigio ji mostra que o crescimento de c(n) é pelo menos
exponencial.

PROPOSIGAO 44. Sejam p um primo e n > 2p. Eriste um conjunto

com (2:—1) ellementos A C R* tal que qualguer subconjunto de A com
p— n

mais de ) i, J.) elementos contém dois pontos d disténcia 1.

DEMONSTRAGAO. Tomaremos

1
A=—=0n,2p—1),
o (r,2p — 1)

onde, para k < n, Q(n, k) C R* é o conjunto dos vetores de incidéncia
dos subconjuntos de k elementos de [n] = {1,2,...,n}; isto &, a cada
um dos (}) subconjuntos B C [n] com k elementos, associamos o vetor
vp = (Z1, T2, - .-, Ty) € Q(n, k) dado por

0 sei¢B
1 sei€eB.

Ti = Xp (z) =

Vamos provar que, se dividirmos (n, 2p— 1) em menos de (,,*)/(,”,)
partes, alguma delas conterd um par de vetores & distincia /2p.

Para isso, notemos que se By, By C [n] tém 2p — 1 elementos cada, o
quadrado da distancia entre seus vetores de incidéncia é |vg, — vg,|* =
2(2p — 1 — |By N By|), que é igual a 2p se e somente se |B; N By| =
p—1. Assim, pelo Corolario 34, um subconjunto de Q(n, 2p—1) que nio
contenha nenhum par de vetores 4 distancia +/2p deve ter no méximo

> (7) elementos, o que implica o resultado. O

O proximo lema, devido a Larman e Rogers, permitird provar que
se dividirmos R* em no méiximo (1,2)" subconjuntos, entdo em um
desses subconjuntos todas as distancias serfo realizadas, desde que n
seja suficientemente grande.

LEMA 45. Se X C R* € um conjunto finito com k elementos tal que
qualquer subconjunto de X com mais de v elementos contém dois pontos
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¢ distdncia 1 entdo, se dividirmos R® em menos de k/r subconjunios,
em algum deles todas as disténeias serdo realizadas.

DEMONSTRAGAO. Suponha por absurdo que R* = 4;UA,U---UA,,
onde m < k/r e existem oy,as,...,0, > 0 tais que z,y € A; =
|z — y] # . Tomamos conjuntos Y1,Ys,...,Yn C R® congruentes
respectivamente a o X, X, ..., ey X tais que

Yi+Yat - tYn={nt+m++ym|neY; 1<i<m}

tenha k™ elementos (ou seja, y1 + Y2+ FYn =21+ 22+ -+ 2y
com ¥;,2 € ¥, 1 <1 < m, implica y; = 2z, 1 € ¢ € m). Deixamos *
para o leitor a prova da existéncia de tais conjuntos ¥; (por exemplo,
por indugfo em m: supomos que Y; + - -+ ¥ir1 tem k™! elementos, e
aplicamos uma isometria a o, X para obter Yi,; use o fato que dados 2
ewem Y+ -+ Y1, T eyemo,X, 2 # y, quase nenhuma isometria
U satisfaz Uz + 2 = Uy + w).

Como B=Yi+Ye+-+Yn=Bn(A4UAU---UA4,) =
(BNA,)U(BNA)U---U(BNA,) tem k™ elementos, e m < k/r, existe
i < m tal que BN A; tem mais de §™/(k/r) =r - k™! elementos. Por
outro lado, B pode ser escrito como unifo disjunta de k™! {ranslacdes
de ¥;:

B=J%+2),
Z

onde a unido é sobre z € Y1 U---UY;, UY¥ U---UY,, donde, para
alggm z e Y1 U - UY;_1 UYi1 U UYy, temos |(Y; +2) N A4 > r.
Como Y; + z é congruente a ;. X, existem, por hipétese, dois pontos de
(Y; + z) N A; 4 distancia ¢;, 0 que é uma contradicdo. |

Podemos agora provar o
TEOREMA 46. Se n € suficientemente grande e m < (1,2)" entdo,

dada gualquer decomposicio R®* = Aj U Ay U---U A,,, ezistei < m tal
que, para todo d > 0, ezistem z,y € A; com |z —y| = d.
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DEMONSTRAGAO. Combinando a proposi¢do e o lema anteriores,
concluimos que dado p primo com 2p < 7, se-m < (2;—1) / ;’;& (’;), en-
tao vale que todas as distancias sio realizadas em algum A; (1 <7 < m).
Como podemos supor que n > 3p — 4, temos que Y 5 (5) < 2(;1),
’ -1 n : n
donde (5" ,)/ 3550 () > (o) /2(20)- Seja ax = (57 ,)/2(,2;). Te-
mos

a1 _ (B—2k+1)(n—2k)k _ (n—2k+1)(n— 2k)
o 2kQk+1)n—k+1) 22k+1)(n—k+1)

Se k= an, 0 < @ < 3, a 1azdo az4./ax ¢ aproximadamente

1-2)? 1

da(l-a) 4da(l—a) !

que é uma fungdio decrescente de (0, ) em (0, c0), e & maior que um se
e somente se 0 < o < 2‘4—‘@. Assim, para maximizar a;, devemos tomar
k préoximo de (2‘4—‘/5)11, Seja entdo p o nimero primo mais proximo a
().

Agora usamos que, fixado £ > 0, se @ € (g,1 —€) e n — oo, entdo

n 1 (1-+o(1)}n
() = (F=ar=)

(veja Lema 95 no Apéndice A). No nosso caso, como p—1 = (8+0(1))n
e2p—1=(28+0(1))n, onde B = 3:;1@, segue que

() /20) - (i)™

Para concluir a prova, basta observar que

p(1 - p)'-?
GRYP(1 - 267

=1,2071.-->12.

O

O teorema anterior implica que o mimero croméatico c(n) do R* sa-
tisfaz ¢(n) > (1,2)", para n suficientemente grande. Nao & dificil ver



62 2. DOIS RESULTADQS GEOMETRICOS

que ¢(n) < 9™ para todo n: consideramos uma unifo disjunta maxi-
mal de bolas abertas de raio 1 em R*, (J;2, B(zi,1) C R*. Devemos
ter Uy B(2:,2) = R®, pois se y ¢ B(z;,2) para nenhum ¢, entfio
B(y,1) N B(z;,1) # § para todo i, contradizendo a maximalidade de
U2, B(z;,1). Cobrimos agora B(0,2) por no méximo 9" bolas de raio 3
(consideramos uma colego disjunta maximal de bolas de raio 3 centra-
das em B(0, 2) e dobramos seus raios), digamos B(0,2} € UL, B(y;, 3),
onde m < 9™ Seja agora A; = U2, Blz: +y;,1). E facil ver que
AUA U UA, =R"ez,y€ A; = |t —y| # 1. Se quisermos os A;
disjuntos basta substituir 4; por A; = 4;\ U, A 1<i<m.
Vamos agora provar a melhor estimativa superior assintética conhe- .
cida para c{n), provada em 1972 por Larman e Rogers [54]:

TEOREMA 47. c¢(n) < (3 + o(1))™

DEMONSTRAGAQ. Sejam Z™ o conjunto dos pontos de R* com coor-
denadas inteiras, e T = R" /Z" o toro n-dimensional obtido como quo-
ciente de R® pela relagio de equivaléncia ~ dadapor s~y &z —y €
Z"*. Dado z € R* denotamos por T € T™ sua classe de equivaléncia, e por
m: R* — T" a proje¢io canénica dada por #(z) = Z. Dados u,v € T",
definimos a distancia d(u,v) como d{n~*(u), 7"} (v)) = min{|z—-y}, z €
77 (u),y € 771(v)}, ou seja, d(n(z), 7(y)} = min{|z — y + 2|, 2 € Z"}.
Dado uw C T" e r > 0, definimos a bola aberta B(u,r) = {v € T* |
d(u,v) < r}. Definimos também 7(z) + #(y) = 7(z + y).

Consideremos uma unido disjunta maximal de bolas abertas em T"
de raio %, digamos | JI_, B(y;, 7). Temos U, B(uj, 3) = T* (de fato,
se y ¢ UJ-, B(u;, ), Bly, 1) seria disjunto de 7L, B(x;, 3}, contradi-
zendo a maximalidade).

Seja P; = {v € T | d(v,u;) < d(v,u;}, Vi # j} o poliedro de
Voronoi em T" associado a u; € C = {u;,1 < ¢ < m}. Dado z €

7 us),

(99) (P = | (B:+v),
vEZL™
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onde P, = {yeR ||ly==i < |y—2|,Vz € 271(C)} ¢ um poliedro, o
poliedro de Voronoi associado a z € 771(C) C R".

Note que a unifio (99) acima é uma unido disjunta, pois, de T* =
UL, B(u;, 3) segue que P; C B(uj, &), cujo didmetro & menor que 1.
Além disso, como as bolas B(uy, ) sfio disjuntas, P; > B(u;, 1).

Podemos entdo escrever :P;, = z+Q}y, onde ¢J; é um poliedro convexo
em R* que contém B(0, ;) e esta contido em B(0, 1), para cada z €

~1(C). Fixamos § > 0 pequeno e definimos os conjuntos

~ 2+ 8)z + ~ .
f U (rrab0)- U (B en)cr

zex—1{C) zex=1(C)

Temos que y,z € A = ly — z| # 3. De fato, para cada z € 7~1(C),
Q. C B(0,}) =z + 75Q= C Bz, 6_:25) = ly—2 < 3, Vy,z €
Z+ 137 735@2. Por outro lado, dados dois pontos distintos z;, 2, € 7=1(C),
%€ Pa:n Yz € P:m:

_@+dz+nm 1
AT T3y STt Eegte
e
. 2(2+5)$2+'y2 — 0
2 3+46 3+5m”

se o é o plano mediador de Z1Z3, 7, e z, estio em lados opostos de
o, 1 estd do mesmo lado de z; e y2 do mesmo lado de z,. Como
B(zi, 1) C Py, 1 = 1,2, segue que as disténcias de z; ¢ z; ao plano

o 580 maiores ou iguais a ;, donde as distancias de z; e 2z ao plano o

2446 .1

513 ' 1 © portanto a distincia de 2; 2 z; € pelo

sd0 maiores ou 1g‘ua.13 a

246,15 L
s>

Vamos mostrar agora que & possivel cobrir R* com no méaximo (3 +

menos

36)" translacbes de A, se n é suficientemente grande. Isto encerrard a
prova, pois nesse caso também seria possivel cobrir R* ¢om no méximo
(3 + 36)" translacdes de 34, ¢ , numa translacio de 34, ndo h4 dois
pontos & distancia 1.

Para mostrar nossa afirmacgio, vamos provar que é possivel cobrir
T com no méaximo (3 + 36)" translagdes de A = w(,:l—) Como, para
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todo u € T existe um tnico z € #~'(u) N [0,1)?, dado um conjunto
X C T" podemos definir o volume de X (que denotaremos por vol(X))
como o volume de 7~ 1(X)N{0,1)* em R*. Temos vol(T*) = 1 e, como
U, B = T, S vol(Fy) =1 (de fato, se ¢ # j, vol(P,N P;) = 0,
pois 7~L(P; N P;) est4 contido numa unifo enumeravel de hiperplanos}.
Além disso, se z € 7" (u;),

vol(P;) = vol P, = vol @,

1 1
1 e
Vo (.’L‘"i- 3+5Qm) (3+5)nvo Q.
Dados 1,72 € 7 1(u;),
1 1
(x1+3+6Q ) W(mﬁm%)’

pois @y, = Qg,. Assim, como

A=7r( U (m+3

zer—1{C)

Qz)) =-i=61 Qi

coim

Qi=Ui+W(3+5QI,)1

onde z; é um elemento arbitrario de ! (u;), temos

1
VOI(A) = (—3+—6)n",'
pois @i ﬂ@j = ) para todo i # j, e
vol Q; = L _ g 1 ol (P)
’_(3+5)” %= 3+6)" e

Dados conjuntos A’, X ¢ T sempre existe uma translagio de A',
A+ v C T, tal que vol((A’ +v) N X) > vol(A') - vol(X). De fato, a
média de vol({A' +v)NX) parav € T" ¢ igual a vol(4') vol(X). Usando
repetidamente este fato, concluimos que, para todo inteiro positivo k
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existem vy, v, ..., vp € T" tais que
k
vol (T” VU +85)) < (1 - vol(4)*
=1
(essa idéia, adaptada para conjuntos finitos, serd muito usada no Capi-

tulo 4).
Usaremos este fato com

A':fr( U ($+ﬁ126Qz)) C 4,

zer—1{C)
para o qual .
(A = —unr
vold) = Grae
como antes, e k = (3 4 36)", para obter v, vq,...,v; € T" com

k ]. (3+3J)“ 3438 yn
vol (T"\U(A’ +vy) | < (1 - (_3+2—6)“) < e~ (555
=1

< (W%Wﬁ)n <ol (B (”’ m?iTa)))’

se n é suficientemente grande, donde, para todo v € T®,

5(wq5vm)

intersecta |J}_, (4’ + vy), e portanto existem z € 77(C) e § € e

com
]

4(3+26)
Finalmente, se @ C R" & convexoe B(0,7r) C @,sey € Q,0< A < 1
e |z — Ay| < r(1 — ) entdo 2 € @, pois, se

[ — (w{z +7) +v;)| <

z—=My
1-X7

Z =
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temos (1=
T -
IFZ‘1 < 1 _ A - T}
donde 7 € B(0,7r) C @ e portanto z = Ay + (1 — A)Z € Q. Assim,
fazendo

1 3446 3426 1

@=373% A=355 Y~ 345

temos

s 1
B(?”4(3+25))C3+5Qz

(pois ¥ = Xy), donde |u — (7(z +7) + v;)| < Tﬁ%m implica

Ev; +7 :c-l-LQ
=Y 3+67%)"

Portanto, temos

0(A+'uj) =CJ U (vj+1r(m+3i—6Qm)) =T",

J=1 j=lgex—1(C)

0 que completa a prova. O

5. Uma construcéo explicita na teoria de Ramsey

O nosso objetivo nesta segio é expor uma construgio de uma familia
de grafos, devida a Frankl e Wilson [34], que prova que os niimeros de
Ramsey diagonais R{n) crescem superpolinomialmente com n (veja a
Segdo 5.3 do Capitulo 1).

Comecamos provando um corolario do Teorema 33.

COROLARIO 48. Seja A C (M) um sistema de k-conjuntos e L um
conjunto de s inteiros. Suponha que, para todo A e A' € A distintos,
temos |AN A'| € L. Entdo

(100) YEDY (’;”)

0<j<s
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DEMONSTRAGAO. Claramente, podemos supor que L C [k — 1].
Suponha ainda que 4 = {4;,..., 4.}, como no Teorema 33, ¢ seja p
um primo maior que k. Entio as condicbes (z) e (i) daquele teorema
se aplicam. Concluimos que (100) vale. O

Consideremos agora a seguinte construgéo de um grafo G = G(n, p).
Seja p um primo e n um inteiro positivo e ponha

o v=()

O nosso grafo G terd como conjunto de vértices o conjunto V acima.
Dois vértices A e B € V serdo adjacentes em G se e s6 se

(102) |AN B[ = -1 (mod p).

Observamos que se p = 2, entdo o grafo G(n,p) = G(n,2) é exatamente
o grafo construido por Nagy (veja Secdo 5.3).
Vamos agora provar um limitante superior para «(G) e w(G).

TEOREMA 49. Para tode primo p e inteiro positivo n satisfazendo

(103) p-1< ™0,

temos

) alGm), wEm) <2(," )
DEMONSTRAGAO. Suponha que os vértices Ay, ..., 4, formam um

clique em G = G{n, p). Note que o Coroléario 48 aplica-se ao sistema 4 =
{Adi:1<i<weomk=p"—lel={p-1,2p~1,...,p  —p—1},
de forma que s = p — 1. Daf segue que

(105) I EDY (7;)
0<7%s

Suponha que By,..., B, formam um conjunto independente em G =
G(n;p). Note que o Teorema 33 aplica-se ao sistema B= {B;: 1 <i <
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a} com L = {0,1,...,p — 2}, de forma que s = p — 1. Dai segue que

(106) a=8< Y C‘)

0<j<s

Agora usamos o Lema 41 para estimar a soma que ocorre no lado direito
de (105) e (106). A tnica hipotese do Lema 41 que temos de verificar é
verdadeira aqui, pois j4 estamos supondo (103), de forma. que

n n n
o 210
023 J s p—1
O Teorema 49 segue de (105)-(107). 3.

O Teorema 49 fornece limitantes inferiores super-polinomiais para os
nimercs de Ramsey, através de grafos definidos explicitamente. Pars
verificar esta asser¢do, basta de escolher os pardmetros n e p de forma
apropriada.

TEOREMA 50. Para todo € > 0, existe uma constante to = to{e) para
o qual vale o seguinte. Se t > &y, entdo podemos definir ezplicitamente
um grafo G; com pelo menos

(108) exp { (ji - E) 1(3;?;5}

vértices e tal que o(G:), w(Gy) < t. Em particular, este grafo mostra
que

(109) R(%) > exp { G - s) S;igt} .

DEMONSTRAGAO. Seja t um inteiro dado, que podemos supor ser
convenientemente grande. No que segue, suporemos tacitamente que ¢ >
ip para uma constante 7y convenientemente grande.

Seja p o maior primo satisfazendo

logt

110 —_
(110) P= 2loglogt
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Pelo teorema dos nimeros primos, sabemos que

- 1 logt
111 =1 -—o0(1
(111) p=(5- o) i,

onde o(1) — 0 conforme ¢ — co.
Note que, devido a esta escolha de p, temos

p+2plogp < logt,
de onde segue gue
(112) (ep?)" <.

Afirmamos agora que

(113) 2(;’_3 1) <t

De fato, note que

(114) 2(;’_3 1) <2 (pef 31)%1 < (er”)?,

onde usamos que

2 2
Wﬁ?.egep

A afirmagéo (113) decorre de (112) e (114).
Agora provamos que

wo () zee{ (i) )

desde que t seja suficientemente grande. Para verificar (115), use o
Lema 94 do Apéndice A e observe que

w0 (7)) () e
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Entretanto, temos
(117}

logt \’ (logt)?
2] =(1—0o(1 — =] logl =[|=—-
p"logp = o(1)) (2loglogt) oglog? ( o1 )) loglogt

onde o(1) — 0 conforme ¢ — co. A desigualdade (115) segue de (116)
e (117).

Apgora estamos prontos para terminar a prova do Teorema 50. Na-
turalmente, tome para G; o grafo G(n,p) com p como acima e n = p°.
Entdo o nimero de vértices em G; &, devido a (115), pelo menos o valor
dado em (108). Ademais, as desigualdades (104) do Teorema 49 e (113)

nos dizem que Gy = G(n,p) & tal que
a(Gt): w(Gt) <t

O Teorema 50 esta provado. O

5.1. Grafos de Paley. Um grafo explicitamente definido que pa-
rece ser um bom candidato para provar limites inferiores exponenciais
para os nimeros de Ramsey R(f) sdo os grafos de Paley Qp. Suponha
que p seja um primo com p = 1 {mod 4}, de forma que —1 & um residuo
quadratico médulo p. Os vértices de ¢}, sio os inteiros médulo p e dois
vértices distintos z, y € Z/pZ sdo adjacentes em ), seesése z —y é
um residuo quadritico médulo p. Como —1 é um residuo quadratico,
esta relacio de adjacéncia é de fato simétrica e portanto temos um grafo
bem definido. :

Sabe-se que (J,, tem vérias propriedades que o tornam parecido com
o grafo aleatério & considerado na prova do Teorema 25 do Capitulo 1
{0 limite inferior exponencial de Erdés para R(f)). Acredita-se que para
valores esporadicos de p, os grafos Q, podem ser tais que a(Q)) e w(Qp)
s80 pequenos.

No Capitulo 4, discutiremos brevemente uma construcéo de um sis-
tema de conjuntos baseada em residuos quadriticos.



CAPITULO 3

Teoria de Ramsey euclideana

1. Introducao

No comego da década de 70, um grupo de mateméticos ilustres,
a saber, P. Erd6s, R.L. Graham, P. Montgomery, B.L. Rothschild,
J. Spencer, e E. G. Straus, iniciaram a investiga¢do de um problema,
geométrico na teoria de Ramsey [21, 22, 23]. Basicamente falando, eles
estavam interessados em saber quais configuractes finitas de pontos, a
menos de congruéncia, inevitavelmente ocorrem monocromaticamente
em qualquer coloracio de espagos euclideanos de dimensio suficiente-
mente alta, se usamos um numero fixo de cores. Em seu trabalho de
1973 [21], aqueles autores estabeleceram os fundamentos desse t6pico
da teoria de Ramsey, hoje conhecido como a teoria de Ramsey euclide-
ena. Neste capitulo, vamos estudar alguns dos resultados bésicos desta
area. Os resultados das Secbes 2 a 4.1 s80 todos deste trabalho que
lancou este t6pico de pesquisa. Nas se¢bes seguintes, apresentamos al-
guns resultados mais recentes de Frankl, R6dl, e K¥iZ. Uma excelente
resenha recente da 4rea é [40].

Precisamos comegar com algumas definigoes. Como usual, uma, r-
coloragdo de um conjunto X & simplesmente uma funcdo ¢: X — C,
onde C é um conjunto com 7 elementos, chamados cores. Em geral,
tomamos C = [r] = {1,..., 7}, de forma que nossas cores sio os inteiros
de 1 a r. No que segue, uma configuracdo de pontos, ou, simplesmen-
te, uma configuracdo, € uma colegio finita de pontos em um espago
euclideano. Para enfatizar a finitude, usaremos &s vezes o termo ‘con-
figuracgio finita’. No que segue, estamos interessados na estrutura de
nossas configuracdes como objetos geométricos.

71
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Seja K uma configuragio finita. Vamos escrever R(K,n,r) pé,ra a
seguinte assercio:

(R) Em qualquer r-coloracdo de R*, existe uma configuragio K’ C
R™ congruente a K cujos pontos recebem todos a mesma cor.

Podemos enunciar (R) mais formalmente como segue: para toda r-
coloracio ¢: R® — [r], existe uma isometria ¢: K — R* tal quese K' =
K) C R*, entdo ¢ [ K’ é constante (escrevemos ¢ | K' para a fun-
¢io K’ — [r] com p € K' — ¢(p), isto &, a restri¢do de ¢ a K').

Como usual, se os pontos de uma configuracio K’ estdo todos co-
loridos de uma mesma cor, entdo dizemos que K’ é monocromdiica. A
asser¢io R(K,n,r) diz que copias monocroméaticas de K sio inevita-
veis em r-coloracbes de R". (Naturalmente, uma cdpic de K & uma
configuragao congruente a K.)

Dizemos que uma configuragio K é Ramsey se, para todo r, a
asser¢io R(K,n,r) vale para n suficientemente grande, isto &, exis-
te ng = no(K,r) tal que se n > ny, entdo R(K,n,r) vale. Note que
se uma configuracio K é Ramsey, entdo toda configuracdo semelhante
a K também & Ramsey.

O principio da casa do pombo mostra que se K é uma configura-
¢do com 2 pontos, digamos, a distancia 1 (por exemplo, K = {0,1}),
entio K é Ramsey. De fato, se n > no(K,r) = r + 1, entdo exis-
tem 7 + 1 pontos z; (1 <1 < 7+1) em R* com todos os pares {;, z;}
(1 <4< j<r+1)adistancia 1: basta tomar z; = (1/v/2)e;, onde
0s e; € R sdo os vetores da base candnica. Daf segue que R(K,n,r)
vale para K = {0,1} desde que n > no(K,7) =7+ 1.

O leitor perceberi nesse ponto a relacio entre o que estamos co-
mecando a discutir e tépicos que ja discutimos: o nimero cromético
do R é > r se e s6 se R({0,1},n,r) vale. Traduzindo nossos resultados
sobre o nimero cromético do R* para este contexto, vemos que exis-
tem constantes c;, co > 0 para os quais R({0,1},n,7) vale se r < 207
e R({0,1},n,7) ndo vale se r > 22",

Neste capitulo, estamos tratando de configuragGes genéricas, mais
ricas que dois pontos 4 distancia 1. De fato, algumas delas tém tanta
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estrutura que é possivel eviti-las em colorag¢des com um nfimero limitado
de cores, mesmo que consideremos espacos de dimens&o arbitrariamente
alta. Por exemplo, a configuragdo K = {—1,0,1} C R ndo é Ramsey.
Este ¢ um bom exercicio que o leitor pode tentar atacar agora, antes de
ler este capitulo.

Quais configuragdes K sdo Ramsey? Esta & a pergunta central da
teoria de Ramsey euclideana.

2. Um resultado de compacidade

Vamos comegar com um lema bésico. Para provar que se |K| = 2,
entdo K & Ramsey, usamos uma configuracio finita de pontos em R* (a
saber, r-1 pontos com todos os pares de pontos & mesma distancia). O
nosso primeiro lema diz que se uma configuragdo é Ramsey, entio isto
pode ser sempre provado considerando-se apenas configuracdes finitas
de pontos de R".

LEMA 51. Seja K uma configuracdo Ramsey e r > 1 um inteiro.
Entéo existe um configuracdo finite L = L(K,7) tal que, em qualquer
r-coloracdo de L, existe uma configuracio K' C L congruente a K cujos
pontos recebem todos a mesma cor.

Para provar o Lema 51, usaremos um argumento bem-conhecido
de compacidade. Para tanto, precisamos de um resultado classico da
topologia, o teorema de Tychonov.

TEOREMA 52. Seja X, (A € A) uma familia de espagos compactos.
Entdo o espago produto Y = [[,.4 X» € compacto.

O leitor que néo est4 familiarizado com o conceito de compacidade
e o teorema de Tychonov deve acreditar no Lema 51 e continuar sua
leitura mais adiante. Mencionamos ainda um exercicio instrutivo para
aqueles leitores: suponha que a conclusio do Lema 51 seja falsa; mostre
que entdo podemos encontrar uma r-colora¢io de Q* sem cépias mo-
nocrométicas de K. Para provar este fato, use o princfpio da casa do
pombo e o fato que Q* é enumerével.

Provemos o Lema 51.
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DEMONSTRAGAO DO LEMA 51. Seja K uma configuragio Ramsey
e r > 1 um inteiro dado. Suponha por contradigio que nenhuma con-
figuragéo finita L é tal que a conclusio do Lema 51 vale. Seja n um
inteiro positivo arbitrario. Pela nossa hipotese, podemos r-colorir qual-
quer subconjunto finito de R* sem criar uma c6pia monocroméatica de K.
Gostariamos de provar que & possivel ‘colar’ tais r-coloragbes em uma
finica r-coloracio do R todo, sem criar copias monocromaticas de K.

Se I, C R® é uma parte finita de R* e ¢: R* — [r] & uma r-coloragio
de R", vamos dizer que ¢ & L-boa se ¢ restrita a L ndo gera um copia
monocromética K' ¢ L congruente a K. Note que, para cada parte
finita I de R™, sempre existe uma coloragdo ¢ que é L-boa. _

Tome, para cada p € R", o espago discreto X, = [r], que é compacto.
Pelo Teorema. 52, o espago produto ¥ = HpelR" X, & compacto. Note
que podemos identificar os pontos de Y’ com as r-coloracfes de R*. Para
todo conjunto finito L C R*®, ponha

(118) F,={¢€Y:¢éL-boa}.

Claramente, Fy, é fechado e nio-vazio. Ademais, a intersec¢do finita de
conjuntos da forma Fy, (L C R" finito) & ndo-vazia. Da compacidade
de Y segue que

L

onde a intersecéio é tomada sobre todos os conjuntos finitos L C R*. Um
ponto na intersecdo em (119) é uma r-colora¢io de R® sem uma c6pia
monocromética de K. Como n era arbitrario, temos uma contradigio
com o fato de K ser Ramsey. Esta contradicio termina a prova do
Lema 51. d

2.1. Conjuntos infinitos. O que acontece se temos um conjunto
infinito Z C R?? Pode valer a propriedade R(Z,n,r) para algum n
suficientemente grande e, digamos, 7 = 2?7 O seguinte resultado de
Erd6s et al. [22] mostra que isto ndo ocorre para nenhum Z infinito!
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TEOREMA 53. Sejo Z qualquer subconjunto infinito de R%. Entio RY
pode ser colorido com um nimero infinito de cores de forma que todas
as configuragées semelhantes a¢ Z recebam todas as cores usadas.

Mantendo uma das cores na coloragio acima e identificando todas as
outras, obtemos uma bi-coloragio do R? sem cépias semelhantes de Z
monocrométicas.

COROLARIO 54. Se Z € um conjunto infinito de pontos de um espago
euclideano, entdo o propriedade R(Z,n,T) néo vale para nenhum n e
nenhum r > 2.

3. O teorema do produto

Provaremos nesta seciio um resultado que nos permite construir va-
rias configuragies Ramsey. Se ¢ = (a;)7 € B* e b = (b,)7 € R¢, pomos

(120) axb={ai,...,aby,...,0)7 € R+,
Mais geralmente, se A C R* ¢ B C R™, pomos
(121) AxB={axb:a€ Aebe B} C R*%.

O resultado principal desta se¢iio é o seguinte.

TEOREMA 55. Se A e B sdo configuracdes Ramsey, entdo Ax B é
uma configuracdo Ramsey.

DEMONSTRAGAO. Suponha que A e B sio Ramsey. Seja L =
L(A,7) uma configura¢io finita tal que qualquer r-coloragfo de L gera,
uma cépia monocromética de A. Tal configuracio L existe devido ao
Lema 51. Suponha que L C R™. Analogamente, seja L' = L'(B,r'")
uma configuragio tal que qualquer r'-coloracio de L' gera uma copia
monocroméitica de B, onde

(122) r =l

Suponha que L/ C R*. Afirmamos que
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(1) L+ L' ¢ R™™ ¢ tal que toda r-coloragdo de L x L' gera uma
cOpia monocromatica de A x B.

Para provar (1), fixe uma r-coloragio ¥: L+ L' — [rl de L = L'. Esta
coloracio 1 define naturalmente uma r'-coloragiio ¢’ de L', a saber, a
coloracio ¢': L' — [r]L com

¢'(q) = ((p* @))per.

Pela escolha de L, sabemos que existe uma cépia B' C L' de B mono-
cromética na coloragio ¢'. Esta cor comum dos pontos de B’ define uma
r-coloracdo ¢: L — [r], a saber, a coloragdo em que, para todo p € L,

temos ‘

(123) d(p) = ¥(p*q),

onde g & qualquer elemento de B’ (como B’ é monocromaético, o lado
direito de (123) é independente de g). Pela escolha de L, sabemos que

existe uma copia A' C L de A que é monocromatica na coloragio ¢.
E facil ver que a coloragio 1 é constante em A’ = B’. Provamos
portanto a validade de (1). O Teorema 55 segue imediatamente de ().
O

Um tijolo é um conjunto da forma I; X «+ - x I, C R® para algum 7,
onde os I; = [a;, 5] C R sio intervalos com a; < b;. Os vértices desse
tijolo sdo os vetores da forma (z;)<;<n, onde cada z; pertence a {a;, b;}.
Veja a Figura 2. Pelo fato de configuragdes com 2 elementos ser Ramsey,
segue do Teorema 55 que o conjunto de vértices de um tijolo é Ram-
sey. Naturalmente, todo subconjunto de um tal conjunto de vértices &
também Ramsey.

As observacdes acima provam que o (conjunto de vértices) de um
tridngulo retangulo € Ramsey. Ademais, é um exercicio de geometria
simples (mas ndo deixe de fazer!) que o conjunto de vértices de todo
triangulo agudo est4 contido no conjunto de vértices de um tijolo apro-
priado. Dai segue que todo tridngulo agudo é também Ramsey. Temos
ainda o seguinte resultado provado em 1986 por Frankl e Radl [35].
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Figura 2 O belo tijolo AB * AC « AA’

>

\

Q
A
\

TEOREMA 56. Todo tridngulo obtuso é Ramsey.

A prova do Teorema 56 &€ um tanto delicada e fica para a Segdo 5.2
abaixo.

Observagdo. Para ser mais preciso, o enunciado do Teorema 56 de-
veria ser que o conjunto de vértices de todo tridngulo obtuso é Ramsey.
Entretanto, serd conveniente para nds identificarmos nossos tridngulos
com seus conjuntos de vértices. Ademais, muitas vezes identificaremaos
nossos tijolos com seus conjuntos de vértices também,

4, Conjuntos esféricos

Até agora, provamos resultados ‘positivos’ para a teoria de Ramsey,
isto &, resultados que afirmam que certas configuracGes sio Ramsey.
Nesta secflo, vamos discutir resultados ‘negativos’. Comecemos com o
seguinte resultado.

TEOREMA 57. A configuragio K = {—1,0,1} néo é Ramsey.

DEMONSTRAGAOQ. Fixe n > 1. Vamos mostrar uma 4-coloracio ¢
de R" que nio contém uma coépia monocromitica de XK. Pomos, para
todo z € R®,

(124) ¢(z) = |l|z]l*] mod 4,
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onde ||z|| = +/{z, ) & a norma euclideana de z. Suponha que esta 4-
coloragio gera uma copia monocromética K’ de K. Sejam z e u € R?
com ||uff = 1 tais que K' = {z — u,z,z + u}. Pelo fato de K’ ser
monocromatico, existem inteiros a; (¢ € {—1,0,1}), um inteiro r €
{0,1,2}, ereais 0 < ¢; < 1 (i € {—1,0,1}), tais que

(125) ”ﬂ’;‘ —u|]2 = 40‘._1 +T+9...]_, ”512”2 = 400+T+90,
e
(126} |z + u||® = da; + 7 + 6;.

Expandindo ||z £ u[]* = (z + 4,z £ u) e usando (125) e (126), obtemos ‘

14+ 2{z,u)=4(a_y —ag) +0_1 — b

1—2{z,u)=4(a; — ap) + & — bo.

Dai segue que
(127) 2= 4((1_1 + a1 — 2a0) + (9._.1 + 6 — 290).

Entretanto |#_; +8; — 26| < 2, e portanto (127) ndo pode ocorrer. Este
absurdo prova que a assergio B(K,n,4) ndo vale. Como n é arbitrario,
concluimos que a configuracdo X nao é Ramsey. O

O resnltado que fornece a condigio necessaria mais restritiva conhe-
cida para uma configuracio ser Ramsey é o seguinte. Dizemos que uma
configuracio K é esférica se alguma esfera contém uma copia de K.
Isto &, podemos encontrar uma copia K’ de K em algum R* de forma
que existe um ponto w € R* equidistante de todos os pontos em K'.

TEOREMA 58. Toda configuracdo Ramsey € esférica.

Claramente, o Teorema 58 implica o Teorema 57, pois a configura-
¢ao K = {—1,0,1} ndo pode ser imersa isometricamente em uma esfera.
De fato, se K' = {z_,, %, %1} é uma copia de K em R", por geometria
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elementar (planar) vemos que nfo h4 um ponto w equidistante de z;
para todo <.

Para provar o Teorema 58, usaremos o seguinte lema que caracteriza
configuragbes esféricas.

LEMA 59. Uma configuragio K = {zo, 21, ..., 7} ndo é esférica se
e s0 se ezistem reais cy, ..., c; ndo todos nulos tais que

(128) S cilmi —20) =0
1<i<k
[
(129) > alllwl® — llzol?) =5 0.
1<i<k

DEMONSTRAGAO. Suponha que K seja esférico. Digamos que a
configuragiio K C R* esteja contida na esfera de centro w € RB® e raio r.
Suponha que existam reais ¢y, ..., ¢; tais que (128) valha. Observe que

f2:ll” = lloll* = ll: — wli* — Iz — wll? +2(z; — 0, w) = 2(z: — 20, w).

Assim, temos

> ellladl® = flzol®) =2 3 eiw: — z,)

1<i<k 1<i<k

= 2< Z c;(z; —:co),w> = 0.
1<i<k
Dai segue que de fato (128) e (129) nio podem valer simultaneamente
no caso de K ser esférico.

Suponha agora que K nio seja esférico. Note que podemos supor
que K ¢ minimalmente n8o-esférico, isto &, todo subconjunto préprio
de K é esférico.

Comegamos observando que se K é afim-independente, isto &, se os
vetores z; — zo (1 < i £ k) s#o linearmente independentes, entio K &
esférico. (Para cada ¢, considere o hiperplano afim H; que contém os
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pontos equidistantes a zp € a z;. Estes hiperplanos se intersectam em
pelo menos um ponto, que é equidistante de todos os z;.)

Como estamos supondo que K nio é esférico, podemos deduzir que
existem reais ¢y, . . ., €, N30 todos nulos, para os quais (128) vale. Supo-
nha que c; # 0, e que a esfera que contém {zq,...,Zx-1} tem centro w
e raio r (lembre que K é minimalmente ndo-Ramsey). Entdo

> cilllzl = llzll?)

1<i<k
= 3 (o = wlP = llzo - wl?) = 2( 3 alwi - z0),w)
1<i<k L<igk
= cx(llzx — wll® ~ Jloo — w[|) # 0,
e portanto (129) vale. Isto completa a prova do Lema 59. O

O nosso préximo lema é o ingrediente combinatério principal para a
prova do Teorema 58.

LEMA 60. Sejam ci1,...,c; e b nimeros reais, com b # 0. Entdo
existe um inteiro v e alguma T-coloragdo de R tal que toda solugdo da

equagao

(130) > clyi—vo) =

1<i<k
comy; € R (1 <1< k) nao € monocromdtice.

A prova do Lema 60 é delicada, e deixamos para mais adiante. Pro-
vemos agora o0 Teorema 58.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 58. Seja K = {=z,...,zz} C R
uma, configuragio Ramsey. Precisamos provar que ela é esférica. Supo-
nhs por contradi¢io que ela no seja esférica, e considere reais cy, ..., cg,
néo todos nulos, e b # 0 satisfazendo (128) e (129) do Lema 59.

Fixe uma r-coloragio ¥ de R tal que a equacio

(131) > alyi—w)=b

1<i<k
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néo tenha nenhuma solugo 1, ...,y € R monocromética. Tal colora-
¢a0 existe pelo Lema 60. Definamos uma r-coloragéio ¢ de R, pondo

(132) ¢(z) = (||z))*).

Afirmamos que esta coloragdo ndo cria uma c6pia monocromética de K.
Como a tinica restri¢io que temos sobre n & que ele seja tal que K C R”,
esta afirmagdo completara a prova do Teorema 58.

Para provarmos nossa afirmagéo, suponha que K’ = {},...,z}} C
R"® seja uma cOpia monocromatica de K na coloragdo ¢. Ajuste a nota-
¢do de forma que a aplicagdo ¢: z; — z} (0 < i < k) se estenda a uma
isometria de R*. Provemos inicialmente que

(**) asidentidades (128) e (129) valem para os pontos 7} (0 < i < k)
de K'.

Claramente, temos

(133) > il —zp) =0,

1<i<k
isto &, a identidade (128} vale para os z! (0 < i < k). Por que
a identidade (129) vale também para os z} (0 < ¢ < k)? Supo-
nha primeiro que a isometria ¢ preserve a origem. Entdo claramen-
te [|#}][® = |le(zi)]|® = ||z:]|* para todo 0 < i < k, e (129) vale nesse
caso. Consideremos agora uma translagio por z € R*. Temos

S ailllas + 2l = flas + 2|?)

1<i<k

= 3 alllod® ~ o) +2(z

¢z — zo)>
1<i<k E

<i<

= ) ailllzll® — flzoll*) = b # 0.

1<i<k

Como a configuracio K’ pode ser obtida a partir de K através da aplica-
¢do de uma isometria preservando a origem, seguida de uma translacio,
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deduzimos que (129) vale também para os z} (0 < i < k). Prova-
mos (**). -

Entretanto, o fato de K” ser monocromatico de acordo com ¢ implica
que se tomamos y; = ||zi||? (0 € ¢ < k), entdo temos uma solugio
monocromética de (131) de acordo com . Isto contradiz a escolha de ¢

e a nossa afirmacdo esta provada. Isto completa a prova do Teorema 38.
]

4.1. Demonstracio do Lema 60. Vamos de fato provar um re-
sultado mais geral.

TEOREMA 61. Sejam K um corpo de caracteristica 0 e cy,...,Cg, b
elementos de K com b # 0. Entdo existe uma (2k)*-coloragio ¥ de K
tal que a equacdo

(134 3 - o) =

1<i<k
nio tem nenhuma solucio em K com v(y;) = ¥(yi) paratodo 1 <1 < k.

Claramente, o Teorema 61 implica o Lema 60. Antes de provar o
Teorema 61, vamos provar um lema auxiliar.

LEMA 62. Eziste uma 2k-coloracdo ¢ de R tal que e equagao
(135) > (mi—af) =

ndo tem nenhuma solugio com ¢(z;) = ¢(z}) pare fodo 1 < i < k.

DEMONSTRAGAO. Para definir uma coloragio ¢ como no enunciado,
consideramos R/(2), os reais médulo 2. Podemos identificar R/(2) com
o intervalo [0,2). Seja r € R — 7 € R/(2) a proje¢io candnica. (Con-
cretamente, 7 = 2{r/2}, onde escrevemos {z} para a parte fracionéria
de z, isto &, {z} =z — [z].)

Particione o intervalo [0,2) em 2k intervalos da forma [a,b), todos
de mesmo comprimento, isto é, com comprimento 1/k cada. Sejam I;
(1 €4 < 2k) estes intervalos. Ponha ¢(r) =4 onde i & tal que 7 € [;.
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Observe agora que se ¢(z) = ¢(z'), entdo |z — /| = 2m + 0 para
algum inteiro m e algum @ real com |f] < 1/k. Suponha agora que (135)
admite uma solugio com ¢(z;) = ¢(z!) para todo 1 < i < k. Entdo,
para todo i, temos |z; — z}| = 2m; + 8; para um inteiro m; e um real 6;
com |f;] < 1/k. Segue que

(136) Z (;—z)=2m+8
1<i<k
para algum m inteiro e @ satisfazendo 0 < |f| < 1. Entretanto, nestas
condig¢des, nio podemos ter (135), pois (135) e (136) conjuntamente nos
dariam que
2m+0 =1,

0 que é claramente impossivel. O Lema 62 est4 provado. I
Vamos agora provar o Teorems 61.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 61. Consideremos K como um es-
pago vetorial sobre Q. Fixe uma aplicagio linear

T:K—Q

tal que T'()) = 1. Fixe também uma 2k-coloracio ¢ de R como no
Lema 62.

No que segue, estaremos apenas interessados nos valores de ¢ nos
racionais @@ C R (porque estaremos interessados na imagem de T, que

¢ Q). Por outro lado, o leitor poder4 facilmente verificar que, no caso

em que K = R, podemos simplesmente tomar T(y) = y/b (y € R) e
usar que ¢ estd definida sobre toda a reta R.

Para cada r € K, ponha

(187)  9(r) = (#(T(cr)icick = ($(T(err)), -, (T (k7)) € [2Kk]%.

Temos assim uma (2k)*-coloragio ¥ de K. Suponha que temos uma
solugdo de (134) com

(138) ¥(y:) = ¥(y;) para todo 1 <i < k.
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Aplicando T a (134), obtemos

(139) > (Tlews) — T(ew))) = 1.

1<i<k
Ponha z; = T(cy:) e o = T(cyl). A condigio (138) implica, em
particular, que, para todo 1 < i < k, a i-ésima coordenada de ¥(y;), a
saber ¢(T(ciy;)) = é(z;), coincide com a i-ésima coordenada de ¥(y}),
a saber ¢(T(ciyh)) = o(z}). Isto &,

(140) d(z;) = ¢(z}) para todo 1 < i <k,

o que contradiz a escolha de ¢. Esta contradigio completa a prova do
Teorema, 61. O

5. Tridngulos e poligonos regulares

Discutimos nesta se¢do alguns resultados mais avancados. Inicial-
mente, discutiremos como o teorema de Ramsey classico pode ser usado
para provar que certas configuragbes especificas sio Ramsey. Na segdo
seguinte, provamos o Teorema 56. Na Secio 5.3, discutimos o caso dos
poligonos regulares. '

5.1. Preliminares. Recordemos o teorema de Ramsey para hi-
pergrafos (veja Teorema 30 da Segdo 5.4 do Capitulo 1): Sejam k,
£, e r inteiros positivos com k > £. Entdo, eriste um inteiro posiii-
vo Ny = Ny(k,£,7) para o qual vale o sequinte assercdo: se N > Ny,
entdo

(*) toda r-coloragdo dos £-subconjuntos de [N] colore todos os ¢-
subconjuntos de algum k-subconjunto de [N] da mesma cor.

Lembre que escrevemos
(141) N — (k)L

se a propriedade (¥) é verificada.
Como podemos usar o teorema original de Ramsey acima na teo-
ria de Ramsey euclideana? O seguinte exemplo mostra que podemos
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construir configura¢gdes Ramsey de forma muito simples, devido ao Te-
orema, 30.

EXEMPLO 63. Considere A = (—1,1,0)7, B = (~1,0,1)T, e C =
(0,—1,1)T € R3. O triangulo ABC & istsceles obtuso: os lados de ABC
tém comprimento a = v/2, b = v/6 ¢ ¢ = v/2, de forma que a? + ¢ < B2,
Entretanto, ABC & Ramsey. De fato, podemos aplicar o teorema de
Ramsey da seguinte forma para provar esta assercio.

Ponha K = {A, B,C} e seja dado um inteiro positivo r. Vamos
provar que R(K,n,r) vale se

(142) n — (3)2.

Considere todos os vetores ¥ = (yi)i<i<n de R* que tém exatamente
duas coordenadas ndo-nulas e que, ademais, sfo tais que estas duas
coordenadas sdo —1 e 1 ‘nesta ordem’, isto &, se y; e y; £ 0 e i < 7,
entdo y; = —1 e y; = 1 (os demais y;, k ¢ {i,5}, séo todos nulos).
Denotaremos por y(P) o vetor y que acabamos de descrever, onde P =
i, }-

Seja ¢ uma r-coloragiio de R*. Entdo temos também uma r-coloracio
dos vetores y(P) acima. Afirmamos que h4, dentre estes y(P), uma c6-
pia monocroméitica de ABC.

Note que a r-coloragdo dos y(P) (P € (1)) induz uma r-coloragio
dos conjuntos P € ([g}). Usando (142), podemos supor, sem perda de
generalidade, que os pares P contidos em {1, 2,3} s@o todos da mesma
cor. Entretanto, isto significa que os pontos y(P), com P € ([g}), re-
ceberam todos a mesma cor em ¢. Como estes 3 pontos formam um
triangulo congruente a ABC, provamos R{K,n,T).

A técnica que acabamos de ver pode ser incrementada para provar
que todos os tridngulos obtusos sfo Ramsey. Vamos provar este resul-
tado na proxima secio.

5.2. Triangulos. O objetivo desta se¢fio é provar o Teorema 56,
de Frankl e R6d] [35]. Para ilustrarmos a técnica, comecamos provando
que certos tridngulos especificos sdo Ramsey.
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LEMA 64. Seja t > 2 um inteiro. O tn'ti_ngulo ABC de lados \/2t,
Vot e \/_ 8t — 6 € Ramsey.

DEMONSTRAGAO. Fixe r um inteiro positivo arbitrario. Seja n tal
que n — (2t + 1)2~1, ou, em palavras, seja n tal que toda r-coloragdo
dos (2t — 1)-subconjuntos de [n] necessariamente contém um (2t + 1)-
conjunto monocromético. Vamos provar que a propriedade R{(ABC, n,r)
vale.

Ponha z; =iparatodo 1 <i<tex; =2t —iparatodofi < i <
2t - 1. Paracada P = {j, < jo < -+- < ja—1} C [n], definimos y =
Y¥(P) = (yj)1<j<n € R* colocando y;, = ; para todo 1 < ¢ < 2t —1
e y; = 0 para todos os demais § € [n].

Seja ¢ uma r-coloragio de R®. Esta r-coloragio induz uma 7-
coloragdo dos y(P) (P C [n], |P] = 2t — 1} e, conseqiientemente, uma
r-coloracio dos P C [n] com |P| = 2t — 1. Pela defini¢io de n, sabemos
que existe um (2¢ + 1)-subconjunto de [n] que € monocromético nesta
coloragiio. Suponha que este (2t + 1)-subconjunto seja

@=1{k < - <kpn1} C[n]

Se
Pr={k < <ky1}, Po={ka< - <ka}

Py={ks < - <kapul}

entdo y(P,), y(P,) e y(P;) formam uma cépia monocromatica de ABC,
e & prova do nosso lema estd completa. 0

Note que o tridngulo ABC do Lema 64 é isésceles e o sen maior
angulo tende a 7 conforme ¢ — co. O Lema 64 e o teorema do produto,
Teorema 55, implicam que qualquer tridngulo isésceles é Ramsey, como
mostra o argumento a seguir.

Seja A’BC um tridngulo is6sceles com A'B = A'C. Vamos consi-
derar uma construggo em R®. Seja H um plano que contém o segmen-
to BC e tal que a projegdo ortogonal A de A’ em H seja tal que o
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tridngulo ABC seja um tridngulo semelhante a um tridngulo como do
Lema 64. Claramente, A'BC C ABC*AA’. O Teorema 55 e 0 Lema 64
implicam que A'BC' é Ramsey (veja a Figura 3).

Figura 3 A’/BC C ABC + AA'
Al‘

A construgfio acima prova um resultado um pouco mais geral, como
segue.

LEMA 65. Sejam ABC e A'B'C' dois triéngulos. Sejam «, B e vy,
ed, B ey os angulos destes tridngulos em A, B eC, e em A', B
e (', respectivamente. Suponha gue

tan 8 tanf’

14 < .
(143) @« tany  tan+y/

Se ABC ¢ Ramsey, entio A'BC ¢é Ramsey.

DEMONSTRAGAOQ. Podemos supor que BC = B'C’; de fato, .supo-
mos que B = B’ e C = ’. Ademais, suponha que ABC esteja contido
no plano H. Devido & hipdtese (143), podemos supor que ABC & ob-
tido pela projegdo ortogonal de A'B'C’ = A'BC em H (o ponto 4 é a
projecio ortogonal de A' em H). Veja a Figura 4; observe que a razdo
entre as tangentes em (143) é CX/BX.

Se ABC & Ramsey, entdo A'BC = A'B'C’ C ABC = AA' &€ Ramsey,
devido ao Teorema 55. O

Podemos generalizar o Lema 64 da seguinte forma.
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Figura 4 Triangulos satisfazendo (143)

A

LEMA 66. Sejam p e q inteiros positivos e € > 0 um nimero real.
Entdo eziste um tridngulo ABC que é Ramsey e que satisfaz as seguinies
propriedades: se B ey sdo os éngulos em B e C de ABC, entio (1) B+
v <€ e (i) [tan B/ tany — p/q| S €.

DEMONSTRACAO. Seguiremos os mesmos passos da prova do Le-
ma, 64, e portanto seremos breves em certas partes do argumento.

Seja r um inteiro positivo. Usaremos os z; (1 < 4 < 2¢— 1) da prova
do Lema 64. Desta vez, escolhemos n tal que

n— (2t+p+g-—1)2"

Consideremos os pontos y(P) € B* (P C [n], |P} = 2t — 1) como na
prova do Lema 64. Suponha dada uma r-coloragiio de R", e considere a
r-coloragio induzida por esta coloragio nos (2t — 1)-subconjuntos de [n]
através dos y(P). Suponha que

Q={k < < karyprg-1}
seja um (2¢ 4+ p + ¢ — 1)-subconjunto monocromatico de [n]. Considere

P = {kl < < kzt—1}5 P = {kp+1 << k2t+p—1}:
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Py = {kpsgs1 < -+ < katipig-1},

e ponha 4; = y(B) (i € {1,2,3}). Seja o; 0 angulo de A; no tridngu-
lo A1A3As. Uma conta um pouco entediante mostra que oy + a3 = 0
e tan oy / tan a3 — p/q se fazemos t — co. O

Podemos agora provar o Teorema 56. Na demonstragio abaixo, es-
crevemos Ty, .; para o tridangulo A;A42A4; que ocorre na demonstragio
do Lema 66. Abaixo, vamos dizer que um tridngulo T é eguivalente
no sentido do Lema 65 a T, ,, se pudermos deduzir que T' é Ramsey
por aquele lema e pelo fato de T, ,, ser Ramsey, por valerem as rela-
cles (143) entre T e T}, ;.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 56. Seja ABC um tridngulo obtu-
so. Suponha que o, B e «y sejam os angulos de ABC em A, B e C.
Suponha que a > f, v (note que o > 7/2).

Consideraremos uma constru¢io em R3. Seja H o plano que con-
téem ABC. Aplique uma rotagio de § em ABC, em torno do eixo AB,
e seja Cy a imagem de C por esta rotagio. Seja Cp a projecio orto-
gonal de Cj no plano H. Note que Cj percorre o segmento CCrya a0
fazermos @ variar de 0 a 7/2. Este segmento é perpendicular & reta
determinada por A e B. Ademais, Cr/o pertence a esta reta mas nio
pertence ao segmento AB.

Consideremos o tridngulo ABG; C H. Sejam off), B(6) e () os
angulos deste tridingulo em A4, B e Cy. Veja a Figura 5. E facil ver que

tanﬁ(ﬁ) . CoXp > Ay Gy _ AC,/Q
tany(§) =~ BXy, = AgB ~ AB '

para todo 0 £ 8 < 7/2 e, ainda,

0= tanvy(f)  AB

(144)

Seja g o quociente no lado direito de (144) e escolha p e g > 1 inteiros
tais que ¢ < p/g < tanB(0)/tany(0) = tanB/tan~y. Um argumento
de continuidade implica que existe um # para o qual vale que ABCy &
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Figura 5 O argumento para o Teorema 56

equivalente no sentido do Lema 65 a algum Tp g4, e portanto ABGCy é
Ramsey.

Note agora que ABC C ABGCj* C3C}, onde, recordamos, Cj & a
imagem de C pela rotacio de ABC em torno do eixo AB pelo angulo §
e Cj é a projecio ortogonal de C; em H. Como ABCj; é Ramsey,
segue do Teorema 55 que ABC é Ramsey. Isto completa a prova do
Teorema 56. ]

COROLARIO 67. Todo tridngulo é Ramsey.

O leitor pode achar interessante o contraste entre o Teorema 57 e o
Corolario 67: embora todo tridngulo seja Ramsey (Coroldrio 67), a con-
figuragio K = {—1,0,1}, que pode ser considerada como um tridngulo
degenerado, nfio é Ramsey (Teorema 57).

5.3. Poligonos regulares. O objetivo desta segio é provar o se-
guinte resultado, devido a KiiZ {52].

TEOREMA 68. Todo poligono reqular é Ramsey.

Na realidade, K¥{Z provou resultados mais gerais em seu artigo, mas
a prova que veremos do Teorema 68 contém virias das idéias usadas
em [52], além de evitar algumas tecricalidades necessarias para de-
monstrar tais resultados mais gerais. Cabe mencionar que o problema
de decidir se o pentigono regular é Ramsey ficou aberto por 20 anos.
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5.3.1. Configuracées E-Ramsey e o teorema do produto. Precisamos
refinar o conceito de uma configuragfio ser Ramsey. Para tanto, conside-
raremos configuragées K nas quais temos uma relacio de equivaléncia E
definida. Diremos que K é ‘E-Ramsey’ se, para todo 7, toda r-coloraciio
de um R" com n suficientemente grande resulta em uma copia de K em
que vértices E-equivalentes sempre tém a mesma cor. Apresentemos
esta defini¢io formalmente.

Seja K uma configuragio e £ C K x K uma relacio de equivalén-
cia sobre K. Esta relagio E particiona K em classes de equivaléncia;
denotaremos a colecfo destas classes de equivaléncia por X/E. Vamos
escrever Rg(K,n,r) para a seguinte asser¢io:

(ER) Em qualquer r-coloragdo de R", existe uma configuracdo K' C
R™ congruente a K com cada uma das classes de equivaléncia
em K'/E monocromética.

Por exemplo, se K/E é unitario (temos apenas uma, classe de equivalén-
cia), entdo a assergdo Rg(K,n,T) coincide com a asser¢io R(K,n,7).
Por outro lado, a assercio Rp(K,n,r) vale trivialmente se |K/E| = | K|
(isto &, se cada ponto de K forma uma classe de equivaléncia por si 86).

Formalmente, podemos enunciar (ER) como segue: para toda r-
coloracio ¢: R* — [n], existe uma isometria t: K < R® tal que, pon-
do K’ = o(K) e ' = «(E) = {(s(z),(y)): xEy}, temos que ¢ | C é
constante para toda classe de equivaléncia C € K'/E’. No enunciado
informal acima, identificamos E' com E da forma natural; no que segue,
quando temos uma relagdo £ sobre uma configuragio K e K' é congru-
ente a K, muitas vezes denotaremos também por E a relagio sobre K’
naturalmente definida por E e a congruéncia entre K e K.

Suponha agora que K seja uma configuracio e que F seja uma re-
lacdo de equivaléncia sobre K. Dizemos que K é E-Ramsey se, para
todo inteiro » > 1, existe ng = ny(K, E,r) tal que se n > ng, en-
tdo Rg(K,n,r) vale.

Sejam A e B configuragGes dadas, e suponha que E e F sdo relactes
de equivaléncia sobre A e B. Definimos a relacio E x F sobre A x B
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colocando
(a,b)(E x F) (a',0)

se ¢ 50 se aFa’ e bFY.
Deixamos para o leitor a prova da seguinte generalizagdo do teorema
do produto, Teorema 55.

TEOREMA 69. Suponha que temos relagdes de equivaléncia E e F
sobre configuragbes A e B. Se A é E-Ramsey e B € F-Ramsey, entdo Ax
B ¢ E x F-Ramsey.

No que segue, teremos uma configuragio fixa K e uma relagio de
equivaléncia E sobre K. Usaremos entfo que se K & E-Ramsey, entio
K™ = K % ... % K (m fatores) ¢ E™-Ramsey, onde E™ = E % .- % &
(m fatores).

5.3.2. Demonstragcdo do Teorema 68. Suponha que K seja o con-
junto de vértices de um poligono regular com ¢ lados. Digamos K =
{Zo,...,Zs-1}, com anotagdo de tal forma que as arestas de K sio zoz1,
Z1%3, etc. No que segue, os indices dos z; sio sempre tomados médulo t.

Usamos abaixo a isometria #: K — K dada por b(z;} = x4 para
todo i, que corresponde a uma rotagio de 27/t em torno do centro de K.
Sejam Ej, ..., F;_; as seguintes relagtes de equivaléncia sobre K: em E,
(0 < n < t), as classes de equivaléncia séo

(145) {:Uo, e ,In}, {$n+1}, {$n+2}; ey {.'L'g_l}.

Vamos provar a seguinte asser¢io por inducdo em n:
(1) K é E,-Ramsey.

Claramente, a prova do Teorema 68 estars completa se provarmos ()
paran=1—1.

Comecamos observando que a base de nossa indugfio é trivial, pois
as classes de equivaléncia relativas a Ey séo todas unitdrias. Suponha
agora que 1 < n <t e que K seja E,_;-Ramsey.

AFIRMACAO 70. A configuracdo K € E,-Ramsey.
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DEMONSTRAGAO. Para provarmos esta afirmacio, fixe um intei-
ro r > 1. Seja m um inteiro tal que

(146) m — (i1

Como estamos supondo que K é E,_,-Ramsey, o Teorema 69 implica
que K™ & ET" -Ramsey.

Sabemos que se N é suficientemente grande, entfo em toda r-colo-
ragio de RY temos uma copia K de K™ em R tal que cada uma das
classes de equivaléncia em K /ET | é monocromética. Afirmamos que
existe uma copia K' de t'/2K em RY tal que cada uma das classes de
equivaléncia em K'/FE, é monocromética. De fato, vamos encontrar K’
dentro de K.

No parégrafo acima, escrevemos t'/2K para a configuragio

{t122;: 0 < i < 8}

Claramente, se conseguirmos encontrar X! C X como descrito acima, a
Afirmagio 70 estard provada, pois K’ é congruente a t1/2K e este filtimo
é semelhante a K.

Suponha que ¢ seja uma r-coloracio de K CR" tal que

(11) cada uma das classes de equivaléncia em K/E™ | é monocro-
mética.

No que segue, queremos encontrar K' C K como acima. Por simpli-
cidade, identificamos K com K ™ de forma que procurames K’ C K™
congruente a t/2K com cada C € K'/E, monocromatica.

Paracada P={i; <+ - <i4,} € (t['_”l), vamos definir n pontos

uO(P),...,uV(P)
em K = K™, Paracada 0<j < 7, poINos

u0)(P) = (u,gﬂ(p)) — (ugf’(P), . qu(P)) e K = K™,

1<k<m
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onde

Ty sek¢P
b“(mj)=:zj+a sek=1i, € P (1§a<t).

(147 «P(P)= {

A r-coloragio ¢ de K = K™ induz uma r*-coloragdo ¢ dos (¢ — 1)-
subconjuntos P de [m)] através dos ul)(P) € K = K™ (0 < j < n). De
fato, colocamos

$(P) = (O (P)) o ser = BEOP)), .., gD (PY) € [r]"

para todo P € ([™). Pela escolha de m (veja (146)), existe um -

subconjunto monocromético M de [m] nesta r™-coloragdo 3. Suponha
que

(148) M={k < <hol}.

Considere a aplicagio v: K — K =K™ tal que

(149) L(.Z') = (yk)lgkgm = (ylr e ':y'm) € -E. = Km:

onde

k¢ M
(150) D L
b (z) sek=koeM(0<a<t).

Pomos

(151) K'=yK)c K=Km™,
e afirmamos que

(152) K' & congruente a t'/2 K

e
(153)
¢ & constante em cada uma das classes de equivaléncia em K'/E,,.
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Note que as asser¢oes (152) e (153) completam a prova da Afirmativa 70.

A asser¢iio (152) & ficil ver: de fato, basta observar que a aplica-
¢io 11 K — K = K™ aumenta distancias por um fator de t¥/2, pois b &
uma isometria. Ponha agora

gi=uz;) e K=K™ (0<j<t).
Para provar (153), precisamos simplesmente provar que
B(ah) =+ = g(a}).
Provemos que
(154) ¢(zi_;) = d(z}) para todo 1 < i < n.

Seja. z_; o vetor em K™ que coincide com z!_; nas coordenadas em M, e
que, em todas as coordenadas fora de M, é constante e igual a z;_,. Note
também que z}_; = ¢(z;_,) & constante e ignal z, fora de M (veja (149)
e (150)). Como z¢E,_12;_1, pois ¢ < n, temos z}_, E™ ,zf_ . Devido &
hipotese (1) sobre ¢, temos que

(155) ¢lai1) = d(zi1).

Lembre agora que ky = minM e k;_; = max M (veja (148)). Observe
agora que, na verdade, temos uli=V(M \ {ko}) = 27_,. Ademais,

(156) PV (M N\ {ko})) = p(ubD(M\ {kes})),

pois M & monocromético em relagdo & coloragio 1. Note agora que 7} =
t(z;} € K™ coincide com w1V (M \ {k;—1}) nas coordenadas em M, e
que, em todas as coordenadas fora de M, este vetor é constante e ignal
a z9. Como 0By 1z;_1, pois ¢ < n, temos vl (M \ {k,_1})E™ 2.
Devido & hipotese (1) sobre ¢, temos que

(157) (M N\ {ken})) = o).

Assim, concluimos de (155)-(157) que (154) vale.
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Isto completa a prova de (153) e portanto a Afirmagao 70 esté pro-
vada. ' 0

A Afirmacdo 70 completa o passo de indugio de nossa prova indutiva
de (1). Como ja mencionado anteriormente, isto prova o Teorema 68.

6. Alguns resultados mais avangados

Discutimos nesta breve secao alguns resultados mais avangados.

6.1. Resultados envolvendo a teoria dos grupos. Como men-
cionado anteriormente, K¥i% [52] deduziu que poligonos regulares sio
Ramsey a partir de um resultado mais geral. Nesta se¢do, enunciamos -
dois resultados de [52], sem prova.

Seja K uma configuragio, e suponha que G seja um grupo de isome-
trias de K. Escrevemos F¢ para a relagdo de equivaléncia sobre K em
que zEgy se e 56 se g(z) = y. Claramente, as classes de equivaléncia
desta relagio sio as drbitas da agdo de G em K: dado z € K, a sua
drbita por G é

Orbg(x) = {y: existe g € G tal que g(z) = y}.
A ¢rbita de z coincide com a classe de equivaléncia de z na relagio Eg.

TEOREMA T1. Suponha que K seja uma configuragio e que G seja
um grupo de isometrias de K. Se G é solivel, entio K é Eg-Ramsey.

Claramente, no caso de um poligono regular de ¢ lados, podemos
tomar como G o grupo ciclico de ordem ¢£.

Abaixo, dizemos que uma configuragio K é fransitive se para todo
e y € K existe uma isometria g de K tal que g(z) = y. Equivalente-
mente, a configuragido K é transitiva se existe uma nica orbita na agao
do grupo de isometrias de K.

TEOREMA T72. Sejo K uma configuracdo transitiva. Se K admite
um grupo sohivel de isometrias com no mdzimo duas drbitas, entdo K
é Ramsey.
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K¥1% observa que com o teorema do produto (Teorema 55) e o Te-
orema 72, podemos deduzir que todos os cinco sélidos platdnicos sao
Ramsey (exercicio!).

6.2. ConfiguragGes super-Ramsey. J4 observamos a relagio 6b-
via entre a propriedade da configuracio X = {0, 1} ser Ramsey ¢ o fato
do nimero cromético do R" tender a infinito conforme n — co. No Ca-
pitulo 2, provamos que o mimero cromético do R é exponencial em n,
e portanto podemos deduzir que existem constantes c;, ¢y > 0 para os
quais R({0,1},n,7) valese r < 2" e R({0,1},n,7) ndo valese r > 2°2n,
A grosso modo, o ‘limiar’ para o nimero de cores r para a validade da
propriedade R({0,1},n,7) & exponencial em n.

Surpreendentemente, ndo é apenas no caso de configuragdes simples
como K = {0, 1} que este limiar & exponencial, Na realidade, para toda
configuragdo K que hoje sabemos ser Ramsey, este limiar é exponencial.
De fato, toda configuragio Ramsey que conhecemos hoje é também o
que chamamos ‘super-Ramsey’.

Seja K uma configura¢io. Dizemos que K é super-Ramsey se exis-
tem constantes C' > 1, £ > 0, e ng = np(K} tais que, para todo n > ng,
existe uma configuragdo X = X,, C R* tal que

(@) |X|<Cm,
(i) se Y C X ndo contém uma copia de K, entdo

Y] < {X]/(1+e)".

Note que, em particular, se K & super-Ramsey com constantes C e &
como acima, entdo a assergio R(K,n,7) vale para todo r < (1 +¢)",
desde que 7 seja suficientemente grande.

Frankl e Rod] provaram o seguinte resultado [33].

LeEMA 73. Todo tijolo é super-Ramsey.

O resultado acima é apenas o lema inicial da prova de que todo
simplexo ndo-degenerado é super-Ramsey, um resultado de Frankl e
Rédl [33], publicado no Journal of American Mathematical Society.
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TEOREMA 74. Suponha que K seja uma colegdo de d + 1 pontos
afim-independentes em R®. Entdo K ¢é super-Ramsey.

A demonstracio do Teorema 74 envolve argumentos sofisticados da
teoria extremal dos conjuntos e geometria.

Observagdes finais. Existem ainda dois conceitos relacionados & pro-
priedade de ser Ramsey. Uma configuragéio K pode ser o que se chama
‘esfera-Ramsey’ e, ainda, ‘hiper-Ramsey’.

Seja K uma configuracio finita. Seja S™(g) C R a esfera de
raio p em R*** ¢ centro 0. Vamos escrever S(K, g, n,7) para a seguinte
assercao:

(S) Em qualquer r-coloragio de S™(g), existe uma configuragio
K' C S™(p) congruente a K cujos pontos recebem todos a
mesma cor.

Dizemos que uma configuracio K é esfera-Ramsey se, para todo 7,
existe um real g e um inteiro n para o qual a assercdo S(K,g,n,7) é
verdadeira. Uma configuracio K é hiper-Ramsey se ela admitir con-
figuraces esféricas X C S™(p) satisfazendo (i) e (i) da definicio de
configuracoes super-Ramsey e, ademais, podemos escolher g arbitraria-
mente préximo do ‘circunraio’ gy de K, isto &, o raio da menor esfera
contendo K (estamos sendo deliberadamente concisos nesta definicéo).

Graham [38] provou que tijolos sdo esfera-Ramsey. Matouek e Ro-
dl [59] provaram que simplexos ndo-degenerados sdo esfera-Ramsey. A
prova deste ltimo resultado depende de certos argumentos que foram
primeiro usados na teoria de espagos de Banach. Finalmente, Frankl e
Rodl [31] provaram que simplexos ndo-degenerados sio hiper-Ramsey.

7. Problemas em aberto

H4 varios problemas em aberto nesta area. O mals importante &
a seguinte conjectura de Graham, que oferece 1.000 dolares pela sua
resolugdo (veja, por exemplo, [39]).

CONJECTURA 75. Todo congunio esférico é Ramsey.
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O primeiro caso ainda em aberto da Conjectura 75 é aquele em que
temos uma configuragio genérica de 4 pontos em um circulo. Sabe-se
que se os 4 pontos no cfféulo determinam um trapézid (dois de seus
lados sdo paralelos), entdo eles formam uma configuragio Ramsey. Este
resultado, que generaliza o Corol4rio 67, é devido a K¥i% [53].

No outro extremo do espectro, temos problemas bastante especifi-
cos que ainda estdo em aberto, como o seguinte problema de 1979 de
Erdds [28].

PROBLEMA 76. Seja T um trifngulo ndo equildtero. Vale entdo a
propriedade R(T,2,2)?

O caso do tridngulo equilatero precisa ser excluido. Considere a
coloragdo do plano com duas cores, em que {z,y) & colorido da cor
|2z/+/3] mod 2. Um argumento geométrico simples mostra que, nesta
coloracgiio, nfio ha um tridingulo equilatero de lado 1 monocromético.

Um problema mais modesto que o Problema 76, sugerido por Rédl,
¢ o seguinte: € verdade que existe uma constante absoluta ng para o
qual todo tridngulo T é tal que R{T,7p,2) vale? Para apreciar este
problema ainda mais, o leitor deve recordar o contraste j4 observado
entre o Teorema 57 (o ‘tridngulo degenerado’ K = {-1,0,1} ndo &
Ramsey) e o Corolério 67 (todo tridngulo ¢ Ramsey).






CAPITULO 4

Coberturas e empacotamentos em hipergrafos

1. Introducio

Um hipergrafo é uma familia de subconjuntos finitos de um conjunto
dado, todos com o mesmo ntimero de elementos, isto é, dado um con-
junto A e um inteiro positivo 7, um hipergrafo (ou r-hipergrafo) sobre A
é um subconjunto H de (%) (usualmente o que se chama de hipergrafo
éopar (A, H), HC (f), mas neste capitulo serd conveniente identi-
ficar hipergrafos e familias de subconjuntos). Costumamos chamar os
elementos de H de hiperarestas de H.

Dado um hipergrafo H sobre um conjunto finito A, e um elemento
% € A, definimos o greu de z em H gry(z) = |{C € H |z € C}|. Um
hipergrafo H & dito regular se gry (z) niio depende de T, isto &, se existe
b tal que gry(z) = b para todo z € A. Nesse caso, dizemos que H &
b-regular. Dados dois elementos «,y € H, definimos gry(z,y) = |{C €
H | {=z,y} C C}|.

Neste capitulo estaremos interessados em dois parimetros extremais
associados a hipergrafos, relativos a coberturas e empacotamentos opti-
mais em H. Definimos a(4,H) = min{k € N | 3C,,C,,...,Cr € H
tais que A = U;.“___l C;} (o tamanho minimo de uma cobertura de A por
elementos de H), e (A, H) = max{k € N|3C,,C,,...,C € H com
CiNC; =B, Vi # j} (o tamanho maximo de um empacotamento em H ).
Estaremos particularmente interessados em estimar esses parimetros no
caso de hipergrafos regulares.

Se |4l = n e H C (%) & um hipergrafo sobre A, & facil ver que
B(A,H) < 2 < a(4, H). Por outro lado, se a(4, H) estiver proximo
de % entfio B(A, H) também estars. Mais precisamente, se a(A, H) <
2(1 + 7) entdo B(4,H) > (1 ~ 7). De fato, se m < l+7), e

101
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C1,Cy,...,Cm € H sio tais que A = [JI-, Cj, se definimos, para ca-
daz e A diz) =|{1 <j<m|z e Cj}, teremos >, d(z) =
S wca Soger Xo; (2) = ity Ypea Xo (@) = rm < n(l + 7). Assim, se
para cada z € A retiramos d{z) — 1 elementos de {C1,C5,...,Cn} que
contém z, retiramos no méximo Y . 4(d(x) — 1) = rm — n < n7 ele-
mentos de {Ci,...,Cn}, obtendo assim um empacotamento com mais
de m —nt > & —nr = {1 — r7) elementos. Este fato ser4 importante
na proxima segio.

Em geral pouco pode ser dito sobre estimativas gerais de (A, H)
e oA, H) (por exemplo, se dois elementos de H sempre se intersec-
tam, 8(4, H) = 1, e se a unido dos elementos de H ndo & ignal a 4,
oA, H) ndo esta definido). Entretanto, para hipergrafos regulares (ou
“quase” regulares) vamos mostrar resultados gerais sobre estimativas
desses parimetros extremais (por exemplo, (4, H) < Z(logr +1) e
B(A, H) > n/r? para todo r-hipergrafo regular H sobre um conjunto
A de n elementos). Mostraremos também que essas estimativas nao
podem ser assintoticamente melhoradas sem hipoteses adicionais (veja
a Secdo 3).

Um marco do assim chamado métode probabilistico foi a demons-
tragio devida a Rodl [64] de uma conjectura de Erdds e Hanani [24]
de 1963, sobre empacotamento e coberturas, que ficou em aberto por 22
anos. De fato, R5d]l mostrou que, em certas condigbes, o4, H) e
B(A, H) sio assintoticamente iguais a n/r. O método de Rodl pode ser
visto como o resultado de um refinamento de algumas idéias j& presentes
em um trabalho de Ajtai, Komlés, e Szemerédi [2], onde esses autores
lidam com um certo problema da teoria dos grafos com o objetivo de
atacar um problema da teoria combinatéria dos niimeros. Uma versdo
‘abstrata’ do método de Rédl foi desenvolvida por Frankl e Radl [32];
veremos neste capitulo a versdo de Pippenger (veja, por exemplo, [37]).

Q método de Rodl, as vezes chamado de Rddl nibble ou o método
semi-aleatdrio, mostrou-se capaz de lidar com uma grande gama de
problemas e é hoje uma das ferramentas probabilisticas indispenséveis
da combinatéria contemporinea.
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Descrevemos agora a conjectura de ErdSs e Hanani (a prova desta
conjectura serd apresentada na Seglio 2). Dados n > & > ¢ > 1 intei-
ros, dizemos que um k-hipergrafo H C (1) sobre [n] = {1,2,...,n}
& um (n, k,t)-empacotamento se [C N C'| < ¢, VC,C' € H, C #
C'. Definimos P(n,k,t) como a maior cardinalidade possivel de um
(n, k, t)-empacotamento. Um tal hipergrafo H & dito uma (n, k, t)-
cobertura se para todo B C () existe C € H tal que B ¢ C. Defini-
mos C(n, k,t) como a menor cardinalidade de uma (n, k, )-cobertura.
E facil ver que P(n,k,t) < (})/(¥) < C(n,k,t). A conjectura de
Erdgs e Hanani diz que, para k e ¢ fixos, limyeo P(n, k,8) (¥} /(%) =
limg, 00 C(n, k, ) (':) /(%) = 1. Assim, num jogo como a loto ou a sena,
com n nimeros, cujo objetivo & acertar os ¢ niimeros que s3o sorteados
(no caso da loto, n =100 e ¢ = 5, e, no caso dasena, n =50 e t = 6), se
k e 1 estdo fixos e n é grande, entdo o nimero minimo de cartdes de k
nimeros que devemos jogar para garantir que acertaremos os £ nimeros
sorteados & (1+0(1))(3)/(5)-

2. O teorema de Rédl

Vamos mostrar a seguir a versdo de Pippenger do teorema de Rodl:

TEOREMA 77. Dados r > 2 inteiros e K, € > 0 reais, eziste § > 0
para o qual vale o sequinte. Suponha que H é um r-hipergrafo sobre um
conjunto F' com |F| =n e existe d satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) gry(z) < Kd para todo z € F,
(ii) (1-6)d < gry(z) < (146)d para pelo menos (1—8)n elementos
z € F,
(iii) gry(z,v) < dd pare todo  # y.
Entéo a(F,H) < (1+€)2 e B(F,H)>(1-¢)2

Antes de provar o teorema, vamos ver como ele implica a conjectura
de Erdds e Hanani, enunciada na introducio deste capitulo:

Dados n > k > ¢ > 1, construimos um (’:)-hipergra,fo sobre ([’:]),
H(n,k,t) = {(5), B € (1)}, Como cada subconjunto de ¢ elementos
de [n] esta contido em (}_7) subconjuntos de k-elementos de [r), temos
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B rn e (X) = (325), paratodo X € (})). Por outro lado, dados X, Y €
("), X # Y, temos s = X UY| > ¢ + 1, donde gryppy(X,Y) =

(+~%) < (}=i-1)- Fixados k e ¢, temos

lim n—t—1 n—t —l'mﬁ 0
ni}oo k—t-——l k—-t —n—wonmt )

Portanto, dado § > 0, se k e £ sdo fixos e n & suficientemente grande, as
condi¢bes do teorema, sdo verificadas, com d = z::) Isso mostra que

lim 8 (( t) H(n,k t)) = lim 8 (([:']),H(n,k,t)) =1

Por outro lado, é facil ver que

(([ ]) Hin,k t)) Cln, k),
g (([?]),H(n,k,t)) = P(n,k, 1),

0 que encerra a prova.

A prova do Teorema 77 utiliza o método probabilistico de maneira
fundamental. As condicdes (i), (ii) e (iii) do enunciade sio condiges de
regularidade fraca, ou melhor, de regularidade com tolerdncia é. O se-
guinte lema mostra que, se escolhermos aleatoriamente um subconjunto
pequeno de hiperarestas de um hipergrafo fracamente regular com tole-
rincia pequena e retirarmos os vértices cobertos por essas hiperarestas,
obtemos, com alta probabilidade, um hipergrafo fracamente regular com
tolerancia ainda pequena, e permite estimar os parimetros desse novo
hipergrafo.

LEMA 78. Sejam dadosr, o, e K > 0. Dado § > 0 existem § =
§(r, &, a,K), ng = ne(r, 8,0, K) e dy = dp(r, &, ¢, K) > 0 para os quais
vale o seguinte. Suponha que H € um r-hipergrafo sobre F, |F|=n >
ng, e existe d > dy satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) gry(z) < Kd para todo z € F,
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(i) (1—0)d < gry(z) < (1+8)d para pelo menos (1—8)n elementos
el
(iii) gry(z,y) < dd para todo T # y.
Entio eviste X C H tal que, se F' = F\ (Upcx A) e H = {Ac H |
A C F'}, temos:
(a) 1-de-2<|X|<(1+8)a-2
(b) (1—den < [F| < (148 n
(c) (1—8eoC"1d < grpn(z) < (14 8e~2~1d para pelo menos
(1 —&")|F’| elementos z € F'.

Antes de provar o lema, vamos ver como ele implica o Teorema 77:

2

PROVA DO TEOREMA 77. Seja o € (0,1) tal que (25— < 1+ £
aZ
(todo « suficientemente pequeno satisfaz isso, pois lim,_,g 2 = 1),

e seja k um inteiro positivo tal que e¥e’-®) <« s0z. Definimos §; =

1—e= < e ~le,paral < j <k, 6; = min{l—e=*, §(r, ;i 1,0, K)},
onde K = Kebor-1) Afirmamos que, se n e d sdo suficientemente
grandes (o que é automético se § é suficientemente pequeno) e & = 4,
entdo valem as conclusdes do teorema.

De fato, aplicando k vezes o Lema 78, obtemos conjuntos X, ..., X}
de arestas de H e subconjuntos Fy, Fi, Fy,..., F de F com Fy = F,
e | Fy| < |Fyp1] < e ~2|Fy|, para 0 < j < k—1 (donde ef(-2=a®)p, <
|F3} < /" ~%n, para todo § < k) e |Xjp| < e’ - - F—‘?—' < e .
2. ¢fo*~alp, para todo j < k — 1 tais que Fyy = Fj \ (Usex; 4);

0<i<k-1

Temos entdo |Fy| < eFe’—alp < 5.7 * T, donde podemos, usando uma
hiperaresta de H para cada elemento de Fy, cobrir F; com no méaximo
sor * hiperarestas. Por outro lado, U;le X; cobre F\ Fy, e | ULI X;| <
e¥ &.n Zf;é efle?=a) « z. 1_—":;2_—“ < 2(1+ £), donde podemos cobrir
F' com menos de 2(1+ £) + 5% - n = 2(1 + £) hiperarestas de H,
ou sefa, a(F H) < 1+ £)2 < (1+ g)%. Por outro lado, como vimos
ap6s a definicdo de f(F, H), a(F, H) < 2(1 + £) implica B(F, H) >
Bl—r-f)=(1—-¢)k O

T
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Antes de provarmos o Lema 78, vamos recordar algumas nogoes de
probabilidade em conjuntos finitos. Dado um conjunto finito 2, uma
probabilidade em Q pode ser vista como uma fungao P: Q — [0,1] tal
que 3o P(z) = 1. Dado A C §, definimos P(4) = S wea P(z). Dois
eventos A, B C §) sio ditos independentes se P(A N B) = P(A)P(B).
Uma variavel aleatéria em  é uma fungio £:  — R. Definimos o valor
esperado de £ por E(£) = 3. P(%)é(z), a varidncia de € por V(£) =
T e P(2)(E(z) — E())?, e desvio padrdo de § por D(¢) = NG}

Uma ferramenta importante para a prova do lema é a desigualdade
de Chebyshev:

B(¢ — E(6)] > AD(¢)) < % paratodo A > 0.

De fato, se
A={z € Q] ¢) —EE)| > 1D}
entao
V(E) =EE)? = 3 P)(E(z) - E©)* > D P(z)(€(z) — EE)?
zefl zEA
> (AD(E)? Y P(z) = X'V (£)P(4),

donde P(A) < 3.

Em particular, se D(§) = o([E(€)]), tomando A = /[E(€)I/D(£),
a desigualdade de Chebyshev mostra que P(¢(z) = (1 + o(1))E(£)) ¢
1 —o(1).

ProOvVA DO LEMA 78. Vamos mostrar que se 0 ¢ suficientemente pe-
queno (isto &, se § = o(1)) e d e n sio suficientemente grandes entdo vale
o resultado. Para isso escolheremos aleatoriamente o conjunto X C H
de hiperarestas a serem retiradas: paracadaC € H, a probabilidade de
termos C € X ser4 sempre igual a p = a/d, sendo esses eventos mutua-
mente independentes (a rigor nosso espago amostral serd = P(H), e,
para cada X C H, teremos P(X) = plXI(1 — p)IFI-1X1),
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Temos

1 1 nd
|H| = ;wengrH(:c) = ;(n(l—o(l))d(1+o(1))+Kd-o(n)) = T(l+o(1)).
O valor esperado de |X| & p|H| = 28(1 + o(1)). Por outro lado, a
variancia de |X| & p(1 — p)|H|. De fato, definindo

16 =3 (7)ot = 1

temos

m

7@ =3 5(7 e -y = mia+ 1 -,

e
£1) = 3 ats = (7)1 = pm =l — De +1 -,

e portanto, se m = |H|,

m

2(x) = Y o(7 )1 -5 =1 0) =pm = piE

$=0
e

m

V(X)) = B(X ) — B(X])? = (Z & (";")pﬂu—p)m—s) - (el

s=0
= @*f"(p) + pf'(p)) — (p|H|)? = pPm(m ~ 1) + pm — p*m?
= p(1 — p)m = p(1 — p)|H|.
Assim,
V(IX]) =p(1 - p)|H| < p{H| = E(|X]),

donde
DX]) = VV(IX]) = o(E(IX])),
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e, pela desigualdade de Chebyshev, com probabilidade 1 — o(1) teremos
|X| = (1 +o(1))E(|X]) = (14 0(1))2", o que implica a condigdo (a), se
n & suficientemente grande.

Vamos agora mostrar que a condicio (b) vale com probabilidade
1 — o(1). Para isso, para cada z € F', consideramos a variivel aleatoria,
&, definida por

0 caso contririo.

¢ _{lse:cgéUCExC’

Seja £ = 3 cp s Note que & = [F\ Ugex C| = |[F']. Temos E(&) =
PzeCeH=C¢X)=(1-p)Fzl. Assim, se

a 8(1+o(1))

(@) = (1+o)d, EE)=(1-5) =e™+o)

(isso acontece para (1 —o(1))n elementos  de F'). Como sempre temos
0<E() <L

E(F'|) =E¢) = > El&) = (1—o(1))n(e™ + 1)) + o(n)
=ne™® + o(n) = ne”*(1 + o(1)}.

Vamos agora estimar

V(IF)) = V(€) = E((¢ —E€)?) =K _ (& - El&))))

=S E((& —E&)) + D E((m — E(&) (& — E))
zel F AT
oY
=S E((& —B&)) + Y (Blety) — EE)EE))-
zeF o,yeF
Ty

Por outre lado,

E((Em - E(fm))z) = E(‘fﬁ) - ]E(g:n)2 < E(ﬁi) = E(&z)
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(pois & = &), e se z,y € F, z # y, E(¢:6) = P(C ﬂ-{m,y} = B,
VC € X) = (1 — p)gra@tera)-eul=y) donde

B(£e&) — BE)E(E,) = (1 — p)Fn@Hest)-sabn) _ (1 _ pers(een)
< (1—p)-FalEy) _ 1 = (1 _ Ey-old) _
<(1-p) 1-=) 1

= (14+0(1)) — 1 =o(1).

Assim,
VIFD <D EE)+ Y o(l) <n+o(n?) = o(n?),
TEF @ yeF
THY
donde
D([F'l) = V/V(|F]} = o(n) = o(E(|F")),
e portanto

|F'] = B(F')(1+ 0(1)) = ne™*(1 + o(1))

com probabilidade 1 — o(1), o que mostra que a condigio (b} vale com
probabilidade 1 — o(1).

Por fim, vamos mostrar que a condi¢do (c) também vale com proba-
bilidade 1 — o(1). Para isso, é suficiente mostrar que

Z]P(:c ¢ F' ou gry(z) = (1+ o(1))e V) = (1 — o(1))n.
zeF .

De fato, essa soma é o valor esperado da variavel aleatéria |B| onde
B=(F\F)U{z € F'|grp(z) = (1+o(1))e g}
Como
V(IB)) =E(|BI") - E(|B|)* < n* - ((1 - o(1))n)* = o(n?),

temos

D(iB[) = VV(|BI) = o(n) = o(E(|B]})),
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donde, com probabilidade 1 — o(1), |B| = (1 + o{1)E(B|) = (1 —
o(1))n=n—o(n) =n —o(|5]). '
Como

P(z ¢ F' ou gry(s) = (1 + o(1))e~¢ D)
=Pz ¢ F') + Pz € F)P(grp(z) = (1 +0(1))e " Vd | x € F),
basta provar que
Z]P(grﬁn(m) = (14 0(1))e g |z € F') = (1 — o(1))n.

Dizemos que y € F & razodvel se (1 — 8)}d < gry(y) < (1+8)d, e que ¥
é ruim caso contrario. Dizemos que uma hiperaresta C € H & boa se,
para todo y € C, y é razoével. Temos

|{C€H|Cn5.0éb0a}]§ZI{yGC|yéruim}|
CeH

= 3 HCeH|yeo)

yeF
¥ € ruim

< én - Kd = o{nd).
Dizemos que z € F é 6timo se x é razoével e

{C € H|z e CeC nioéhoa}| <Vi-d=old).

Temos

Z|{C’€H|$€CeCnﬁoéboa}|=Zl{meFlmEC}[

e F CeH

=r|{C € H | C ndo & boa}| < rKénd = o(nd),

donde

rKénd
T5d - n(6 + rKv6) = o(n).

|{z € F | z ndo & 6timo}| < dn +
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Basta provar entao que, para todo z € F 6timo,
P(gryy (z) = (1 + o(1))e ¢ | z € F') = (1 — o(1)).

Se z € F & 6timo entdo {C € H | z € C} = {C,,C,...,Cy},
onde k£ = d(1 + 0(1)), e C; & boa, ¥j. Assim, como gry(y,z) = o(d),
Vy,z € F, y # 2, para todo j temos

HCE€H|z¢CeCNC; #08} = (1+0(L)(r - 1)d.

A probabilidade condicional P( - | z € F') pode ser vista como uma
probabilidade em P{H\{Cy, C, ..., C}}) onde escolhemos um conjunto
X c H\ {Cy,...,Ci} de hiperarestas a serem retiradas: para cada
C € H\{G,...,Ci}, a probabilidade de termos C € X ser4 sempre
igual a p = %, sendo esses eventos mutuamente independentes. De agora
em diante trabalharemos com essa probabilidade.

Sejam &;, 1 < j < k, as varidveis aleat6rias definidas por

€=

0 se existe C € X com CNC; # P
1 caso contrario,

ef= Z;?:l £;. Temos
§= Bl (.T),
a\ (o) (r—=1)d
E(E) = (1-2)
para todo 7, donde

= ¢=or=1) 4 o(1)

E(£) = k(1 + o(1))e " = d(1 + o(1))e~""V.

Assim, para encerrar a prova, basta mostrar que D(¢) = o(d). Temos

k k k
V(E) = 2 (BE)) —BE)) + 3 D _(BEts) ~ E(E)EE)),
=1 i=1 ;;1
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como antes. Temos E(£2) — E(§)* < E(¢f) < 1. Por outro lado,
como C; é boa, [{C € H||CNCi| = 2} = o(d), donde [{1 £ j <
k| CinC; # {z}}| = o(d). Além disso, se C; N C; = {z}, como
{C € H\{Cy,...,C:} | CNC; # B ou CNC; # B} = (14-0(1))(2r—2)d,
E(&&;) = (1 — ){+etNCr=2), ¢ portanto E(&:&;) — E(6:)E(;) = o1).
Assim,
V(€) € k + o(kd) + o(k®) = o(d?),
donde
D(&) = /V(&) = od)-

Portanto, as trés condices (a), (b) e (c) valem com probabilidade 1 -
o(1), o que encerra a prova. O

3. Coberturas e empacotamentos optimais

O nosso objetivo desta se¢io é investigar estimativas para coberturas
¢ empacotamentos optimais.

3.1. Preliminares. Nesta se¢io provaremos estimativas gerais so-
bre o tamanho de coberturas e empacotamentos optimais em hipergra-
fos {quase) regulares, ¢ mostramos exemplos onde essas estimativas séo
assintoticamente 6timas.

Estendemos a definicio dos pardmetros « e § para familias quaisquer
de subconjuntos de um conjunto finito F: dado C C P(F), definimos

' k
a(F,C) = min{k € N|3C,,Cy,...,Cy € C tais que F = | | C;}

j=1

€
,B(F,C)=ma.X{kEN|301,Cg,...,Ck ¢ C com C,-ﬂCj=(D, V'&#—'j}

Além disso, dado z € C, definimos grp(z) = |{C € C | z € C}|.

Apesar de alguns dos resultados desta se¢io se referirem a familias
gerais de subconjuntos de um dado conjunto finito, nosso foco principal
continua sendo em hipergrafos regulares. Vamos dar alguns exemplos de
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hipergrafos regulares que aparecem naturalmente em certos problemas,
e de aplicacOes de resultados desta secdo nesses casos:

Se F' admite uma métrica d, e r & um nimero real tal que |B(z, r)| =
Hy € F | d(z,y) < r}| ndo depende de z, entdo C = {B(z,r) |z € F} é
um hipergrafo regular. De fato, se |B(z,r)| = @, para todo z € F, dado
m€F, {CeC|zeC)={zeF|dz,z) <7} =|B(z0,7)| = a,
donde C é um a-hipergrafo a-regular. Em particular, se G é um grafo
regular, e d ¢ a distancia usual em G, dada por d(z,y) = min{k € N |
Az1, 33, ..., 3 € V(G) tals que {z;, 7111} € e(G), Vi < k} (onde V(GR)
é o conjunto dos vertices de G e e(G) € o conjunto das arestas de G}, a
condi¢io acima ¢ satisfeita com r = 1. De fato, se G & a-regular entao
|B(z,1)| = a+1, para todo = € G. Portanto, o Corolério 81 mostra que
existe X C V(@) com no maximo l%ﬁﬂ(lag(a + 2) + ) elementos tal
que, para todo z € V(G), z € X ou existe y € X com {z,y} € e(G).

Outro exemplo é o caso F = I; x I X -+ X I, onde os I; sdo
conjuntos finitos, 1 < j < m, e d ¢ a disténeia de Hamming, dada por
d((e1,...,am)y (b, ..., bn)) = {1 € j < m | a; # b;}|. Nesse caso,
dado r > 0, temos

Lr)

|B(z,7)| =Bz 1)) =1+ > H 2] =

k=1 1<fi<foa< < <m  i=1

que ndo depende de z. No caso em que existe a tal que |[;| = a para
1 < j < m, temos |B(z,r)| = 3V, (M (a — 1)k, e |F} = a™. Pode-
mos pensar em F como o conjunto de possiveis cartdes numa loteria
exportiva generalizada com m jogos, em que ha a possiveis resultados
para cada jogo (na loteria esportiva usual, m = 13 e @ = 3: cada jo-
go pode terminar em vitéria, empate ou derrota do time que tem o
mando de campo). Se 1y € F for o resultado da loteria numa dada
semana, para cada r > 0, B{z,r) & o conjunto dos cartdes que erram
no méaximo r resultados, ou seja, que fazem pelo menos m — r pontos.
Se h{a,m,r) = a(F,C), onde, como antes, C = {B(z,r),z € F}, entdo
h(a, m, m—p) é a responta & seguinte pergunta: Numa tal loteria, quan-
tos cartdes (no minimo) devem ser jogados de modo a garantir que, em
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pelo menos um deles, vamos fazer pelo mesno p pontos. Esta pergunta
(o problema da loteria esportiva) motivou o nosso interesse pelo assunto
deste capitulo.

Seb =57 (™) (a—1)F, o Corolario 81 mostra que 4~ < h(a, m, m—
p) < &-(log(b+ 1} + 7). Por outro lado, se » < [m/a], bastam a car-
tBes para garantir os p pontos (isto &, k(a,m,m — p} < a). De fato, se
no cartdo j marcamos a opgdo j em todos os jogos, para 1 < j < q,
garantimos que, em um dos cartdes faremos pelo menos [m/a] pontos.

Estes fatos, junto com as estimativas do Lema 92 do Apéndice A
mostram que, dados a € Ne a € (0,1), se m é grande e p = (@ +o(1))m
entdo h{a,m,m —p) = (go{a) + o(1)})™, onde

1 sea<l/a

aa® (1"“)1—a sea>l/a

a—1

gol@) =

Se ¢ e r = m — p estdio fixos e m & grande entdo & possivel dar
estimativas melhores para h{a,m,7). De fato, temos a

PROPOSIGAO 79. Egziste ¢ = c(a,7) tal que h(a,m,r) < c- %, onde,
como antes, b=3;_o (7)(a — 1)*.

Antes de provar isso, vamos fazer uma digressdo sobre espagos pro-
jetivos, que serdo uteis nessa prova e nas estimativas sobre empacota-
mentos no fim deste capitulo. Para toda poténcia de primo g, existe um
finico corpo (a menos de isomorfismos) com ¢ elementos, que denotare-
mos por F,. Se g é primo, I, é simplesmente o corpo Z{gZ. Dado um
inteiro positivo 7, o espaco projetivo de dimenséo n sobre F, que deno-
taremos por P*(F,), & o quociente (F7+1)*/F; de (Fp*')* = Fy+ \ {0}
pela relaciio de equivaléncia ~ dada poru ~ v & 3A € F; =T, \ {0}
tal que v = Mu. Temos [P*(F,)] = L. Se n = 2, P*(F,) ¢ o pla-
no projetivo sobre F,. Em geral, denotamos os elementos de P*(F,)
por (ag : @ : -+ : Gn), onde (ag,ay,...,8,) € Fptt\ {0}. Temos
(bp : by + «++ : b)) = (@ : a1 : *+- t @,) Se e somente se exis-
te A € F, tal que b; = Ag;, paral < 7 < n. A cada elemento
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v = (ag ! a1 : ag) € P*(F,) associamos a reta em P2(FF,)
gu = {(IL'(} ¥ A .’L‘g) 1= IPQ(IFQ) | gty + a7, + GaTy = 0}

Nao ¢ dificil mostrar que |¢,| = g+ 1 para todo u, se u # v, [£,NE,| = 1,
e que, dado w = (& : 1) : z2) em P2(F,), [{u € P2(F,) | w € 4,}| =
[4w| = ¢+ 1.

Vamos agora provar a Proposicdo 79.

PROVA DA PROPOSIGAO 79. Mostraremos inicialmente que, se g &

uma poténcia de primo, n é um inteiro positivo e
n+l
m = ‘fq__‘l_l

entdo h(g,m,1) = %, onde b = 1+m{g—1) = ¢"*! (essa & uma das raras
sitnacbes onde ha coberiuras perfeitas, isto é, coberturas que também
sdo empacotamentos). Para isso seja A uma matriz {(n + 1) x m cujas
colunas vy, us, ..., Un 880 vetores em I}.T‘,’;,‘+1 cujas classes de equivaléncia
cobrem todo o espago projetivo P*(IF,), ou seja, dado qualquer w €
Fptt, existem A € F; e 1 < j < m com w = v, Seja X C FT' o
conjunto dos vetores u € F* tais que A-u = 0. Note que, como A tem
posto n+1, X é um subespago de Fi* de codimensdo n+ 1, e portanto
tem ¢™ "1 = £ elementos. Afirmamos que F? = Uyex B(u,1). De
fato, dado ¥ € ", teremos A -4 = 7 € ™. Pela construcdo, existem
1<j<meleF,com¥=),logo AT —De;) =A-TU—AA ¢ =
¥ — Av; =0, onde ¢; € o j-ésimo vetor da base canénica de Fy*, donde
U — Ae; € X. Como d(% — Ae;, 4} < 1, isso prova a afirmagdo. Tais
subespagos X s@o conhecidos como Cddigos de Hammming.

Mais geralmente, fixado r > 1, se o = rm = r (%) entio

g
(g, 7, 7) < & De fato,
% = (1,0 -00) € = () |y € X, 15 <)

é tal que r
yd q
|X|=|X|"= it
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= | B(@,r).
feX
Note que, se m > 2r,

’5=i@)(q—nf < (r+1)@)(q-1)’ < ¢+ DT

F=0
r=+1)r" . r+1)r"
= I g gy < Ty,
donde (r+1) ~
~ r+1)r" ¢
h(g,m,7) < e =

Por outro lado, se X € Iy x --- x Iy é tal que Iy x +++ X [} =
Upex B{v,7) entdio, se z >k, Y = X x Ij3q x --- X I, é tal que

Y] = |X |y x -+ x L

XXy XTgy X xIy= U B(w, 7).
weyY
Assim, no caso geral, dado a > 1, escolhemos uma poténcia de primo
g, ¢ | a, e escrevemos os conjuntos I; de a elementos como F, x J,
onde |J| = a/q. Assim, dado m, escrevemos I) X -+ X I, = F* x J™
"“:1'1) < m (temos

portanto 72 > &), e portanto [y X - -+ X Iy = F* x Fr=™ x J™, donde,

Tomamos ainda o maior ineiro n tal que m =7 (

2 - s rry ﬁI 2
como & possivel cobrir F* por 9@ bolas de raio r, onde by = ¢™*!, pela
observagdo acima & possivel cobrir Ff' x F'™ x J™ por & bolas de
0
raio r. Se m > 2r, temos

T

b:= Z (Tg)(a— DF < (r+ 1)(?)(&— 1)" < (T-i—l)ff—;(a— 1)

k=0

<(r+ 1)—(q —:!1)T - (@ —1)"

< ity (qrf"l)r(a_ 1y

!
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(3r) .
S(T+1) rl (a'_l)r' 0
donde o
g < cla r)ET-
b3 h
onde

cla,7) =(r+ I)G’I%ﬂ.

Unm interessante problema em aberto & determinar se, de fato,
am
hla,m,r) = (1+0(1)) 2.

Isso ndo é conhecido nem no caso ¢ = 2 {mas é verdade se ¢ = 2 e
7 =1). Veja o Capitulo 12 de [13].
O restante deste capitulo corresponde ao trabalho [14].

3.2. Cotas superiores para coberturas. Vamos incialmente pro-
var uma versdo ligeiramente melhorada de resultados classicos de John-
son, Stein e Lovéasz (veja [46, 69, 56]).

Dizemos que uma familia C de subconjuntos de um conjunto F &
(a, b)-semiregular se |C| < a para todo C € C e gro(z) > b para todo
z € F. Ocasionalmente, chamamos a-hipergrafos b-regulares de familias
(a,b)-regulares.

PROPOSIGAO 80. Sejam a e b inteiros positivos e suponha que C é
uma familia semiregular de subconjuntos de um conjunto F' de n ele-
mentos. Seje m = |C|. Entdo, para todo inteiro positivo &',

n log(mt'/bn) m 1
YcaF ey SR L TN 2
a (F.C) log(l1—b/m) b 1<;;Z§£' j
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Em particular, se £ = [-':f], temos a(F,C) £ f(a,b,m,n}, onde

. _
m 1 : '

— - <

; JE 3 seb<mf\/n

2+
-E =2
(158) fla,bym,m) =4 ™ (log (Im) )
b m
-2 og(-m—T:) +% se b >m/f/n.

Além disso, se b < m/\/n, temos

3 !hﬂ

159 fabmm<ie?

m
3(10g(a + 1) + 'Y):
2<r<a
onde v = 0.5772156649... € o constante de Euler.
Vamos provar a Proposigdo 80 na segdo abaixo.

COROLARIO 81. Seja F um conjunto de n elementos e C um a-
hipergrafo b-regular sobre F'. Seja ainda £ = min{a, [n/a}}. Entéo

(160) [%1 <a(Fc) < o8H_ "‘/ J Z“

log 1- a/n

r-l

(log(a+ D+7) - loge +%

Nosso resultado principal desta secio, apresentado na Segdo 3 (ver
Proposigio 6), mostra que as estimativas para «(F, C) acima sdo assin-
toticamente 6timas para certos hipergrafos regulares.

3.3. Prova da Proposigdo 80. Inicialmente enunciamos e prova-
mos dois lemas auxiliares. Para o resto desta subsegdo, fixamos uma
familia (a, b)-semiregular C de subconjuntos de um conjunto finito F,
onde a e b sdo inteiros positivos. Sejam n = |F| e m = |C|. Nosso
primeiro lema segue de um argumento de contagem dupla:

LEMA 82. Temos am > bn. Além disso, dado qualquer A C F,
existe C € C tal que |C N A} > (b/m)|A|.
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DEMONSTRAGAO. De fato, para cada B C F temos

maz Y |CNBl=Y Y xcls)
CeC CeC zeB
= > xcl@) = grclz) > 4B,

TE€B Cel z&B

onde, como sempre, xc € a fungio caracteristica do conjunto C, isto &,
xc(z) = 1se z € C e xo(z) = 0 caso contrario. Tomando B = F,
obtemos am > bn, 0 que prova a primeira desigualdade no nosso lema.
Tomando B = A, deduzimos que 3 ... |C N A| > 64|, o que implica
que existe um conjunto C' € C para o qual |C' N A| > (5/|C|)|A|, como
afirmamos.

O

Um coroléario imediato do Lema 82 é o seguinte:

COROLARIO 83. Para ceda inteiro positivo k, ezistem Cy,...,Cy €
C tois que

(161) |7\ U c|<n(1—i)k.

Um coroldrio mais fino do Lema 82 & o

COROLARIO 84. E possivel cobrir qualquer A C F com no mdzimo

(162) % Z‘ —Z—

boGed T b G

membros de C, onde £ = [br/m] er = |A|

DEMONSTRAGAO. Podemos cobrir 4 por Cy,C,,... € C tais que,
para cada i, a cardinalidade de C; N (4 \ U, ¢;; C;) ¢ a maior possivel,
dados Cy,...,C;_y. Para 1 < s < A, seja ks o nimero de conjuntos C;
nessa cobertura tais que |C; N (A\ U,¢;;C5)| = s. E facil ver que o
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Lema 82 implica |

(163) b <, kit 2k < 2—;)”- k2 sy £ T
para todo s. Além disso, obviamente

(164) i+ 2+ +sks <7

para todo s, e

(165) ki 42k +---+ak, =1

Notemos também que a > £. De (163)—(165) segue que

i+t ke
1 1
= —(ky + 2ks + -+ ak, —_— (ki +2 1.7
(b + 2+ +a )-z-l(Z (J+1)(1 ),
<j<a
r om 1 1
<tamy Loy
a b 1<j<£‘?+1 t<i<a Ji+1)
_T Ez <M1
E b e — b 15207
como afirmamos. O

Podemos finalmente provar a Proposicdo 80.

Prova DA PROPOSICAO 80. No caso b < m/+/n, o resultado em
(158) segue do Corolario 84 tomando v = n. A primeira desigualdade
em (159) segue de

e portanto

A segunda desigualdade em (159) é evidente.
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Em geral, dado um inteiro positivo £, tomamos r = m¢' /b, e aplica-
mos o Corolério 83 com o menor & que faz o lado direito de (161) ficar
menor ou igual a r. A partir dai, aplicamos o Corolario 84. Isso nos da
a estimativa

log(r/n) m 1
S gl-m) T 2, T

Para provar a desigualdade «(F,C) < f(a,b,m,n) no caso b > m//7,
basta tomar £ = |m/b| e aplicar a desigualdade acima.

Alguns calculos (que deixamos como exercicio) completam a prova.
Os dois ingredientes principais desses calculos sfo as desigualdades

Z l—log!s—')’< i——l—,
ST 2k 12k(k+1)
gue vale para todo inteiro positivo k e
1 1 1
Tlogl-2) 3 ¥
valida para 0 <z < 1. O

4. Cotas inferiores para coberturas

Trabalharemos com familias de translactes de subconjuntos de a
elementos de Z/nZ.

Se A={0,1,...,.a—1} CZ/nZeC ={A+1|t € Z/nZ}, onde
A+t={z+1t|z € A}, entdo a(Z/nZ,C) = [n/a].

Na outra dire¢do, temos o seguinte resultado:

PROPOSIGAO 85. Eziste ay € N tal que se n > a > ay entdo, para
algum A C F :=Z/nZ com [A| = a, a familie C = {A+t |t € Z/nZ}
€ tal que

(166) (F,C) > ko= (1 _ 1211t;gg1;>ga) loga
ogm
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12logloga rn |
>(1 one )(E 1)loga.

Um aspecto interessante da Proposicio 85 é que ela implica a exis-
téncia de hipergrafos regulares com o grande. Além disso, os parametros
n > a sdo livres e (166) fornece boas estimativas independente da rela-
¢io entre n e a. Convidamos o leitor a comparar as cotas em (160) e
(166) para os casos em que (i) a ~ logn (ii) @ ~ n/logn e (iii) a ~ n/2.
Ao responder uma pergunta de Tuza, Alon [4] obteve cotas precisas
para o caso (ii), embora, a rigor, as familias em [4] néo fossem hipergra-
fos (seus elementos tém cardinalidade média a). Observamos também
que, na Proposicdo 85 acima, por simplicidade, nés nos restringimos a -
a-hipergrafos b-regulares com a = b.

4.1. Prova da cota inferior. Vamos provar a Proposigdo 85. A
prova, serd, dividida em dois casos, de acordo com o tamanho de a. Vamos
considerar inicialmente o caso em que a & grande; o outro caso requer
uma idéia adicional.

4.1.1. a grande. Vamos supor que a > n/(logn)®. Consideramos
todos os subconjuntos de a elementos de Z/nZ, tomados com igual
probabilidade. Vamos estimar a probabilidade de que um tal conjunto
A tenha k translacdes que cobrem F', onde & € um inteiro positivo dado,
i.e., vamos estimar a probabilidade p(n, a, k) de que existam #,...,% €
Z/nZ tais que (A+1,)U- - -U(A+1;) = Z/nZ. Note que 1 —p(n, a, k) &
a probabilidade de que (A +%,)U---U (A +1t) # Z/nZ para quaisquer
t1,...,tx € Z/nZ, e, (A°+ ) O -+ N (A°+ 1) # @ para quaisquer
t1,...,tx € Z/nZ. Observe que, dados 1,...,% € Z/nZ, temos (A° +
f1) N---N (A°+2x) # 0 se e somente se existe z € Z/nZ tal que
{x—tl,...,:c—tk} C A°

Fixemos T = {t;,...,1x} C Z/nZ.

AFIRMAGAOQ 86. Seja r = [n/k*|. Ezistem za,...,%, € Z/nZ tais
gue o0s conjuntos B; = z; — T = {&; — t1,...,zi — e} (1 £ i < 1) sdo
dois a dois disjuntos.
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DEMONSTRAGAO. Tomamos z; = 0. Suponhamos que j4 escolhe-
mos Z1,...,T,, com s < n/k?, tais que By, ..., B, sio dois a dois dis-
juntos. Como s < n/k? claramente U = |J,..,(z; = T) tem menos
que n/k elementos. Portanto, a cardinalidade média da intersegéo de U
com z — T, para z € Z/nZ, é estritamente menor que 1, donde existe
Ts4t € Z/nZ tal que z,4; — T & disjunto de U. A afirmagio segue por
inducdo. (Veja também a Secdo 3.) ]

Vamos agora provar a nossa proposi¢io. Para qualquer conjunto fixo
T = {t;,...,1x}, a probabilidade de que z — T' C A® para algum z €
Z[nZ & maior ou igual 4 probabilidade de que z; — T C A° para algum
jelr]:=={1,...,7}, onde os z; (1 £ j < r) sdo dados pela afirmacdo
anterior. Esta dltima probabilidade é 1 — p{n, a, k,7), onde 5(n, a, &, 7)
¢ a probabilidade de termos z; — T ¢ A° para cada j € [r]. Para
estimar {n, a, k,7), consideramos subconjuntos aleatérios A C Z/nZ
construidos da seguinte forma: fazemos y € A com probabilidade a/n,
independentemente para cada y € Z/nZ. A probabilidade de que A
tenha m elementos é (*)(a/n)™(1 — a/n)* ™, que & maximal para m =
a, donde a probabilidade de termos |A| = « ¢ pelo menos 1/(n+1). Com
essa distribuiciio de probabilidade, os eventos B; = z;—T ¢ A° (5 € [r])
sao independentes (pois os conjuntos B; sio dois a dois disjuntos), e a
probabilidade de cada um desses eventos é 1 — (1 — a/n)*. Assim, a
probabilidade de B; ¢ A° para todo j € Ir]ée (1—-(1-a/n)*)". Logo,
temos

pln,a,k, 7y =P (Vj € [r] temos z; — T ¢ A°

A = a)

< (n+1)P(Vj € [r] we have z; — T ¢ A°)

= (n+1) (1— (1—%)’7,

e assim p(n, a, k) € no maximo

(167) (Z)ﬁ(n, a,k,7) < (:) (n+1) (1_ (1_ %)k)
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"
M1{,_f1_2& k
<n (1 (1 n) ) .
Seja k = —fBloga/log(l — a/n) < B(n/a)logn, onde § < 1. O lado
direito de (167) é n*** (1 — a=#)", que & menor que

- 2
pI B ® gyry (_a_ka) < exp (_EE}%; +logn (1 +log* n)) .
Se B < (1 — 12(logloga)/ loga), entdo a>~?/f*nlog’n > log® n para n

suficientemente grande.

Como log®n 3> logn(1 + log' n), temos p(n,a,k) <« 1. Portanto
existe A C Z/nZ com |A| = a tal que (A+2,)U- - U(A+#;) # Z/nZ para
quaisquer %y, ...,% € Z/nZ. Isso implica que, para algum A C Z/nZ
com |A| = a, temos a(F,C) > ko, onde ko é dado em (166). Isso
completa a prova da Proposigdo 85 no caso a > n/(logn)®. '

4.1.2. o pequeno. Vamos agora tratar do caso em que a & “pequeno’,
isto &, a < n/(logn)®. Sejam

_ . _1 __10logloga
(168) b= [a(loga+1)], 7r=/[loga], €= o §= Toga
e
_[1-4é o
(169) k= [1 +Er(10ga) _‘ .

Vamos usar a seguinte afirmac¢io, que provaremos a seguir.

AFIRMAGAO 87. Ezistern 0 < 1; < b (1 < i < a) tais que se Ag =
{7, 7.} ¢ {0,1,...,6— 1} C Z/rbZ, entdo

(Au +t1) u---u (Ao +tk) # Z/'rbZ
pare quaisquer ty, ..., % € Z/rbZ.

Vamos agora provar a Proposicio 85 para a < n/(loga)® assumindo
a Afirmacdo 87. Seja £ = |n/(r + 1)b], e sejam y; (1 < i < @) como
na Afirmacio 87. Seja Ay = {¥,..-,7,} C Z/rbZ, e seja A = {y; mod
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n,...,Y% mod n} C Z/nZ. Afirmamos que
(170) (A+s)U---U(A+s,)=Z/nZ

implica m > £(k + 1). Para provar isso, suponha que (170) vale para
certos sy, ...,8m € Z/nZ. Para 0 < j < £, sejam

Bj={jb{r+1)+¢|0< g <rb}

IJ={ZSTH|(A+S,)HBJ%0}

Os conjuntos I; sdo dois a dois disjuntos, pois o didmetro de A + s; &
no maximo b, e a distancia entre B; e B;y, € b+ 1. Além disso, cada I;
dever ter pelo menos & + 1 elementos, pois

U(A+Si) D B;j

i€l

implica que
(4o +5) = Z/rbZ,
iel;
o que, pela escolha de Ay = {7,,...,7,}, implica que |I;| > k.
Para encerrar a prova, basta notar que

Lk+1) = l('r —:—zl)bJ (H _T_ ir(loga)g-} + 1)

g ((?‘—fl)b - 1) 1 :Lj(loga)a

n s _ 11logloga
> b(r +1) (loga) (1 loga

n 12logloga
tose) (1 Z3E2%%)

a
2(1 lzlogloga) logclz ,
loga log

1—afn

>
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para o suficientemente grande. O

PROVA DA AFIRMAGAO 87. Consideraremos um subconjunto alea-
torio Ag de {0,T,...,b— 1}, em que cada elemento pertence a Ag com
probabilidade a/b, independentemente. A probabilidade de que Ay te-
nha m elementos é L(a/b)™(1 — a/b)*~™, que é maximal para m = a.
Assim, a probabilidade de que um tal conjunto Ag tenha a elementos
& pelo menos 1/(b + 1). Como antes, vamos estimar probabilidades
condicionais em relagio ao evento |4| = a.

Fixemos ty,...,tx. Vamos estimar por cima a probabilidade de que
(171) (Ao + tl) u---u (A(] -+ fk) = Z/T'bZ.

Seja T = {t1,...,tx}. Observemos que (171) ocorre se e somente se
para todo z € Z/rbZ, , o conjunto z—T' = {z—11,...,z—1x} intersecta
Ap. Sejam

£ 57.
(172) 8= [1 +6'|"'b-| e §p= ‘Vﬁ] .

Provaremos agora os seguintes fatos (veja a Afirmacgo 86):

(*} Existem z,,...,z, tal que, para cada ¢, temos:
N =" k
l(z: = TYN{0,1,...,6—1}| < (1+E);_

(**) Existem Ti,.. ., Feo € {Z1,...,T,} tais que os conjuntos T; — T
(1 € j < sp) sdo dois a dois disjuntos.

Para provar (*), basta observar que o nimero médio de elementos
em (z —TYN{0,1,...,6—1} (z € Z/rbZ) & k/r. A prova de (**) &
similar & prova da afirmacfo: suponhamos j4 ter escolhido Zy,...,Z,, €
{z1,...,z,} tais que os conjuntos T; — T (1 < j < s1) sfo dois a dois
disjuntos, mas s1 < s/k%. Entdo
s

(173) | U(@—Tﬂ=&k<k

1<i<s
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Se escolhermos z; € {z1,...,,} aleatoriamente, a probabilidade de que
um elemento dado z € Z/rbZ pertenga a z; — T é no maximo k/s, pois
k = |T| translagbes de T contém z. Por causa de (173), a cardinalidade

esperada de
(z: ~T) N U (z; —T)
1<i<a
é estritamente menor que 1. Portanto, a seqiiéncia ), ..., Z,, pode ser
estendida com um novo elemento z; € {zi,...,z,}. Isso completa a

prova de (*¥).

No resto da prova, vamos concentrar nossa atencio nos Z; em (**).
Podemos verificar facilmente que a probabilidade de que (Z; —T)N Ay #
@ para todo 1 < § < sy é no méaximo

(=05

Portanto, a probabilidade de que, para algum T' = {¢1,...,%} C Z/rbZ,
tenhamos (Z; — T) N Ap # 0 para todo 1 < j < g, dado que |4y| = q,
& no maximo

(174) (b+ 1)(rb)* (1 ~(2- %)“*5)” ) .

Vamos estimar (174) por partes. Nos célculos abaixo, vamos assumir
tacitamente que a é grande. Como 1 —a/b>1—1/(loga + 1),

ay (L+ek/r Lk
(175) (1 - 3) > exp (—(1 + s)m) .
Temos
(176) 8 +a)m§g7) > (1-6)loga.

Juntando (175) e (176), temos

£)k/r\ 99
(177) (1 _ (1 _ %)(1+ %/ ) < (1 _ a—1+5)ao
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b
< 148 ET )
"exp( ¢ (1+s)k2)

Com bastante folga, temos rb/k* > a/3(loga)*, e portanto

146 ETD a’

> i
(1+¢)k? ~ 7(loga)’

(178) a
Por outro lado, temos
(179) (b + 1)(rb)* < exp (4(loga)?) .

Juntando (177), (178), e (179), vemos que a expressdo (174) é limitada
por cima por

(180) €Xp (—7(1:—;)5 + 4(10@ a)") .

Pela nossa escolha de & (veja (168)), temos a’ = (loga)'? > (loge)®,
e portanto a expressio (180) & menor que ¢ para a suficientemente gran-
de. Conclufmos que a probabilidade de que Ag satisfaca as condigdes
da Afirmacdo 87 é positiva, o que implica o resultado. U

4.2. Cotas inferiores construtivas. Lembre que provamos a exis-
téncia de sistemas C com «(F,C) grande tomando F' = Z/nZ e consi-
derando transladados A +1¢ (¢t € Z/nZ) para conjuntos aleatérios apro-
priados A C Z. Lembre também que na Secdo 5.1 do Capitulo 2 men-
cionamos que os conjuntos dos quadrados em corpos finitos podem ser
usados para ‘simular’ (muito vagamente fala.ndo) subconjuntos aleat6ri-
os (os vizinhos de 0 no grafo de Paley sdo justamente os quadrados; veja
a Secdo 5.1 do Capitulo 2). Nesta se¢do, vamos ver que os quadrados
em um corpo finito formam um bom conjunto explicito A para a nossa
construgdo do sistema C.

De fato, como j& observado por Alon [4], se tomamos para n uma
poténcia de primo ¢ e tomamos para A C F = F; o conjunto dos
quadrados em ¥,, entdo

C={A+t|tel,}
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é um sistema (a, a)-regular com e = (g—1)/2 e

(181) o(P,0) > (5ol ) teg,

onde escrevemos lg para o logaritmo na base 2. O limite em (181) segue
do resultado abaixo de [10] (veja Lema 9, Capitulo 13), que citamos sem
prova. Seja x o caracter quadratico em F,, de forma que x(z) = £{e-1)/2
(z € F,). Temos x(z) € {+1,0}, com x(z) =0sez=0e x(z) = 1 se
e 50 se & um quadrado em F, \ {0}.

LeEMA 88. Se T C Fy e k = |T, entdo

(182) ’q -S Tl -x=-1) l < ((k—2)2 4 1) ¢/2 + kv,
z¢T teT

O Lema 88 é de fato uma conseqiiéncia de uma estimativa bem co-
nhecida de Weil para somas de caracteres (veja [10]). Este resultado
de Weil foi uma de suas ferramentas importantes para a sua demons-
tracdo da Hipdtese de Riemann para curvas sobre corpos finitos. Uma
referéncia acessivel ¢ a monografia de Schmidt [65].

Para deduzir (181) do Lema 88, seja T' C F, um conjunto arbitrario
comk = |T| =|(1/2)lgg—1glgq|. O elemento = € F, nio sera coberto
pelos transladados A +¢ (¢ € T) se e s6 se £ — T ndo encontra A, isto
é, £ —t ndo & um quadrado para nenhum ¢ € 7. Agora, o niimerc de

2 T -x(z—1).

z¢T teT

tals = é

Como, pela escolha de &, temos

1 k
27%g > 5("3 — 2)¢'? + 274" % + oL

a existéncia de tal = segue de (182).
Finalmente, observemos que nosso limite inferior &y na Proposicio 85
para o caso em que a = /2 (onde supomos que 1 é par por simplicidade)
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21

Ademais, o limite superior para a(F,C) no Corolario 81 para este caso
élgn + 1. Assim, a construgdo de Alon fornece um limite que difere do
‘valor correto’ por um fator de 2 apenas.

5. Empacotamentos

Disctutimos brevemente o problema de se encontrar empacotamen-
tos grandes em familias regulares. Suponha que C seja uma familia de
subconjuntos de um conjunto F. Seja S(F,C) o maior inteiro r para o
qual existem conjuntos Cy, ..., C, € C dois a dois disjuntos.

PROPOSIGAO 89. Suponha que C seja uma familia (a, b)-regular so-
bre um conjunto F' de n elementos. Entdo

(183) a— <B(F,C) <

213

A Proposicio 89 segue do lema abaixo.

LEMA 90. Seja C um sistema (a,b)-regular sobre um conjunto F.
Deada uma subfamilia C C C comr elementos, eziste uma subfamilia B C
C de conjuntos dois a dois disjuntos com pelo menos r/ab membros.

Para provar a Proposi¢io 89 a partir do Lema 90, observe que se C é
como no enunciado daquela proposigao, entdo podemos tomar € =Cno
Lema 90. Note que entiio r = |C| = |C] = bn/a, e portanto r/ab = n/a?,
e o limite inferior em (183) segue. O limite superior em (183) & 6bvio.

Agora provamos o Lema 90.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 90. Seja s a cardinalidade méxima de
uma familia de membros de € dois a dois disjuntos. Suponha por con-
tradicdo que s < v/ab, e seja Cy,...,C, € C uma tal familia de cardina-
lidade maxima. Seja A = U1<,< , Cj. Temos que |A]| = as, e portanto o
niimero de membros de C que encontram A é no maximo abs < r = |C].
Portanto existe Cyyy € C que ¢ disjunto de todos 0s C; (1 < j < s), 0
que contradiz a maximalidade de Cj,...,Cl. Cl
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5.1. Um exemplo. O nosso objetivo agora é mostrar que os limites
na Proposi¢io 89 ndo podem ser substancialmente melhorados sem hipé-
teses adicionais. De fato, dada uma poténcia de primo ¢ podemos tomar
para F' o conjunto dos pontos do plano projetivo finito canénico sobre
o corpo Iy e para C a colegdo das linhas desse plano projetivo (lembre
que discutimos planos projetivos na Se¢do 3.1). Entdo |F| = ¢*+g+1,
o sistema de conjuntos C é (g+1, g+ 1)-regular, e 8(F,C) = 1. Note que
o limite inferior em (183) nos diz que B(F,C) > (¢* + g+ 1)/(q + 1)?,
que tende a 1 conforme g — co.

Mais geralmente, dado um inteiro positivo r, podemos tomar F,. =
Fx{1,2...,r}eC={Lx{j}|LeC 1<j<r}(istoé F.éa
unido disjunta dos pontos de r cépias disjuntas do plano projetivo finito
sobre F, e C, é a colegdo de linhas destas copias). Temeos que |F,| =
r{g°+g+1), osistema C, & (¢g+1, ¢+ 1)-regular, e 8(F,C) =r,0 que é
préximo do limite inferior (g® + g + 1)/(g + 1)? dado por (183), desde
que g seja grande. Podemos usar estes exemplos para mostrar gue, dadas
seqiiéncias de inteiros (ax) e (ng), com ax — 00 & ng/aZ — co conforme
k — o0, existem seqiiéncias (@) e (fi) tais que @z/ax e 7ix/ny tendem
a 1 conforme £ — oo, e para os quais existem F*) e C¥) tais que C®) ¢
uma familia (&, & )-regular de conjuntos sobre F*), onde |F®)| = 7,
& -~ ~1

. fig,
klggoﬁ(p(k)’c(k)) (&—ﬁ) =1
(aqui usamos o fato que sempre existe um primo entre z e (1 + o(1))z,
que decorre do teorema dos nameros primos).

6. Observacoes finais

Se ¢ é um inteiro positivo, ponha
a(a,n) = max a(F,C),

onde o maximo é tomado sobre todas as familias (a,b)-regulares de
conjuntos C sobre um conjunto F' de n elementos, e b > 1 & arbitrario.
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Ponha

f(a) = limsup Eu:)z(a,n).
n—occ T¢

Nossos resultados implicam que, para cada a fixo, temos

(184) loga — 10logloga < f(a) < Z L loga+v+0 (l) .
1<k<a k a

Considere o caso em que a = 2, isto &, o caso dos grafos regulares.
Nio & dificil mostrar que (2/n)e(2,n) = 4/3 + o(1) conforme n — oo,
de forma que f{2) = 4/3. De fato, para o limite inferior, basta tomar
para C uma colegio de, digamos, k tridngulos disjuntos nos vértices sobre
um conjunto F' de cardinalidade 3k. Entdo c(F,C) = 2k e concluimos -
que f(2) > 4/3.

Para provar o limite superior, mostramos que qualquer grafo b
regular G (b > 0) necessariamente contém um emparelhamento que
cobre pelo menos 2/3 de seus vértices. Lembramos que um emparelha-
mento em um grafo é simplesmente uma colegio de suas arestas que séo
duas a duas disjuntas. Um vértice v & coberte por um emparelhamen-
to M se algum membro de M contém v.

Provemos a asser¢io acima sobre grafos b-regulares G. Seja M um
emparelhamento méximo em G, e suponha que U é o conjunto de vér-
tices cobertos por M. Suponha por contradicio que |U| < (2/3)n,
onde n = |[V(G)|. Ponha W = U® = V(G) \U. O W-grau gry(u) de
um vértice u em U é o niimero de vizinhos de v em W. O W-grau médio
de um vértice em U é

(185) |W|6/1U].

De fato, para ver isto, primeiro observe que as b arestas incidentes a um
vértice em W t8m seus outros extremos em U, pois M é um empare-
lhamento méximo (ndo pode haver uma aresta contida em W). Desta
observacdo segue que o niimero de arestas entre W e U é |[W|b, e por-
tanto o W-grau médio de um vértice em U é de fato dado por (185).
Mas dai segue que existe uma aresta e € M cujos extremos z e y sfo
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tals que
(186) grw(z) + gry (y) > 2|W(b/[U] > b.

Note que gry, (z), grw (v) < b (por causa da arestae = {z,y} C U). Por-
tanto (186) implica que gry (z), gry (¥) > 2. Mas entdo existem vértices
distintos z’, ' € W, com z’ adjacente a z e ¢/ adjacente a 3. Observe
agora que M\ {e}U{zz', yy'} € um emparelhamento maior que M, o que
contradiz a maximalidade de |M]. Esta contradicio mostra que M de
fato cobre pelo menos (2/3)n vértices de G, e portanto a(F,C) < 2n/3.
Isto implica que f(2) < 4/3.

PROBLEMA 91. Determine ou estime f(a) precisamente pare to-
do a > 3 fizo.

Ademais, observamos que seria muito interessante melhorar as co-
tas inferiores que podemos obter através de construgdes explicitas (veja
Secdo 4.2).






APENDICE A

Estimativas para fatoriais e coeficientes binomiais

1. Fatoriais

O seguinte lema elementar d4 uma estimativa para fatoriais que &
correta a menos de um fator polinomial pequeno.

LEMA 92. Para todo n > 1, temos

n\" N\
e(—) Snlgne(—) .
e e

DEMONSTRAGAO. Para n = 1 as duas desigualdades sio igualdades.
Se a, = e(n/e)" e b, = ne(n/e)" temos, para todo n > 1,

n I
(187) an+1=(n+1) (n+1) Sn+1=(n+,1)'
ap e n n!

PEGER) (n+1 " ban
- e n b, ’

e o resultado segue facilmente por indugdo. A desigualdade que usamos

em (187}, a saber, {(n+ 1)/n)® < e < ({n + 1)/n)™t!, segue de

E
—— <log(l+¢)<e,
1+s_0g( )_

valida para todo e > 0. O

Como é bem conhecido, uma estimativa mais precisa para fatoriais
é dada pela Férmula de Stirling.

TEOREMA 93 (Férmula de Stirling). Temos

I
. .
hm e 1
n=oe plte~N\/Inr

135
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ESBOCO DE PROVA. Notemos inicialmente que
n V .
f logzdz =nlogn—n-+1.
1
Por outro lado, essa integral &

n—1
> b

j=1

onde
k+1
by = f logz dzx.
k

Ponha,

1 1
ak=§(logk+log(k+1)) e ck=log<k+§).

E facil ver que ai < by, < ¢z para todo k. Temos ainda
n—1 !

Z a; = log %

j=1

Por outro lado,

1 1
MM+D)<%&+U’

1
ck—ak=§]0g(1+

cuja série converge, e portanto

56, = o (L)

=1

converge. Isso mostra que existe uma constante positiva ¢ tal que
n\n
nl=(e+o(1)) (2) VR

E possivel mostrar que ¢ == +/27 calculando

w/2
I, =f (cosz)" dz
0
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através da recorréncia I, = (1 — 1/n}l,_; (n > 2), com valores inici-
ais Iy =7/2e I = 1, e usando o fato que

In+1
1
I,

quando 72 — 0. ]

2. Coeficientes binomiais
A seguinte estimativa elementar para coeficientes binomiais é muito
ftil.

LEMA 94. Sejam a > b inteiros positivos. Entdo

s ©<(5) ()"

DEMONSTRAGAO. Temos

(189) (‘;) = (%

onde (a); = a(a—1)...(a—b+1). Comoa > b, temos (a—i)/(b—i) > a/b
para todo 0 < 7 < b, e a primeira desigualdade segue. Para a segun-
da desigualdade, apresentamos um argumento elementar de Babai [6].
Lembre que 1 4+ z < €° para todo z € R (compare, por exemplo, os
graficos). Assim, para todo = > 0, temos

(190) (:) <y (Z)mk = (1+2)° < €%,

Tomando = = b/a, temos

que é equivalente a (188). O

Podemos estimar coeficientes binomiais da forma (Z) com b vm fator

constante de @ como no lema a seguir.
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LEMA 95. Seja 0 < o < 1 uma constante. Entio

. o) (L;nj) =1+ Uunm.(a“(l _la)l_.a)ﬂ .

Em particular,

Em (191) e (192) acima, o(1) denota um termo que tende a 0 quan-

do n — oo.
DEMONSTRAGAO. Provemos (192). Vamos ignorar os | |. Temos

(193) (:n) = (an)!((?!— PRI

Pelo Lema 92, deduzimos que (193) est4 entre

n"t 1
ea(1 — a)n?(an)e((1 — a)n)li-a" 7 en?(ae (1 — a)-d)"

n-nt n
elan) (1 — a)ym)a-ar _ e(a>(l — a)l-*)*’

donde (191) segue. Para provar (191), basta usar a Férmula de Stirling

(Teorema 93) em vez do Lema 92. O

E fregiiente encontrarmos somas da forma

k
1) >()

=0
onde k < en com ¢ < 1/2. E também comum estarmos interessados em
estimar a soma em (194) a menos de fatores constantes. Nestes casos,
podemos estimar esta soma pela maior parcela que ocorre nela, pois o0s
coeficientes binomiais () decrescem geometricamente se |j—n/ 2] & uma
fracdo positiva de n.
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Um caso que usamos varias vezes nestas notas & dado no lema a
Seguir.

LEMA 96. Suponha que 0 < k < (n+1)/3. Entdo

(195) gc’)<(:) (1+%+%+...)=2(:).

DEMONSTRAGAO. Note que (;f’)/(jfl) =n—j+1)/j>2sl1<
j £ (n+1)/3. Portanto, a primeira desigualdade em (195) de fato vale
¢ 0 nosso lema est4 provado. O

Em geral, temos o seguinte lema.

LEMA 97. (i) Para toda constante 0 < ¢ < 1/2, eziste uma
constante B = B(c) tal que se 0 < k < en, entdo

w  EE)s()

(i) Seja b uma constente positiva fiza. Entdo, quando n — oo,
temos

n 2
(197) | 3 (J) = (1 +o(1))b*\/;ﬁ 2",
l7—n/2|<b
onde b* € o nimero de parcelas presentes na soma no lado es-

querdo de (197).

Finalmente, vamos enunciar um resultado que nos diz onde esta o
‘peso’ em cada linha do tridngulo de Pascal: naturalmente, temos

(198) 3 (:) =9m,

0<k<n

mas onde estd concentrada a ‘massa’ na soma do lado esquerdo de (198)?
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LEMA 98. Sejo w = w(n) uma fungdo com w — oo conforme n —

oo. Enido

(199) > (:) = (1+0(1))2",

onde 3 indica soma sobre todos os k satisfazendo
(200) [k - g| < wvi.

Ademais, se para alguma constanie ¢; > 0 temos w = w(n) — ¢; quan-

do n — oo, enido

(201) > (’:) = (e2 +o(1))2",

para uma constante ca = coley). Temos e2(0) = 0.

O Lema 98 pode ser provado com as cotas para coeficientes binomiais
que discutimos acima. Devido ac Lema 98, podemos dizer que a soma
em (198) est4 concentrada em uma faixa de largura da ordem de /1 <
n em torno de k = n/2.

O valor da constante ¢; no Lema 98 é dado por

Y
202 =c(c) = — e " 2 dg.
(202) a=ale)=—= [
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