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Introducao

O objetivo central dessas notas é apresentar, da maneira mais elementar possivel,
alguns resultados basicos, de cunho geométrico, sobre folheagdes holomorfas
singulares de dimensao 1. A razdo para isso estd na esperanga de que esse texto
possa motivar alunos recém-ingressos, ou em vias de ingressar num programa
de doutorado, a se interessarem por esse tipo de assunto matemético que, diga-~
se de passagem, é muito bonito. Muito, porém, deixou de ser dito aqui e,
por isso, recomendamos fortemente o livro de T. Suwa, [Sul], como leitura
paralela e complementar. Entretanto, essas notas sfo o embrido de um texto
mais abrangente que, esperamos, serd completado em breve.

Na primeira parte do texto introduzimos alguns tépicos de peometria com-
plexa, mais especificamente propriedades bisicas de variedades complexas, fi-
brados vetoriais, classes de Chern e teoria de feixes. O material apresentado é
necessdrio nao apenas & compreensao dos resultados posteriores, como também
é interessante em si por trazer informacfo matemdtica formativa em geral.

Na segunda parte apresentamos resultados bésicos, alguns deles cldssicos,
outros mais recentes, sobre folhcagbes holomorfas de dimensio 1. No capitulo
7, discorremos sobre as propriedades do ntmero de Milnor. No capitulo 8§,
apresentamos resultados sobre a teoria de indices para folheagdes em ambientes
de dimensdo 2. Seguimos, ai, a apresentacio de [Br2], [KS] e [CLS). Aplicagdes
relevantes, como os resultados de classificagio obtidos por M. Brunella, [Br]
e [Brl], ndo estdo todavia presentes, Finalmente, no capitulo 9, apresentamos
uma versao genérica, devida a 8.5, Chern, do teorema de P. Baum e R. Bott, um
resultado geométrico fundamnental para a compreensio ¢ o estudo das folheacbes
holomorfas.

Fizemos o possive]l para, ao longo do texto, apresentar com clareza e de-
talhamento todos os cdleulos envolvidos, esperando nao ter deixado muitos ar-
gumentos obscuros. Consideramos ainda pré-requisito essencial para a leitura
deste texto conhecimentos basicos da teoria de funges de varias varidveis com-
plexas e de topologia algébrica. Recomendamos [Gun| como referéncia para o



~

primeiro assunto e [Spa] para o segundo, além da parte introdutéria de [GH]
para ambos.

Expressamos nosso agradecimento a Gilcione Costa pela leitura de versdes
preliminares desse texto e a Ana Paula Paiva pelo criterioso trabalho de revisao.

Por fim, somos gratos a C. Camacho e a P. Sad pela sugestao de escrever
esse trabalho, ao IMPA pela hospitalidade durante o verdo de 2001, quando
parte dessas notas foram escritas, ¢ A orpanizagio do 232 Coldéquio Brasileiro de
Matematica pela oportunidade de publicé-lo.

Belo Horizonte, maio de 2001

Marcio G. Soares Rogério S. Mol

*Mrabalho parcislmente financiado por PRPq-UFMG, CNPq (Projeto: Folheagdes, ...de
grupos) e PRONEX-Sistemas Dindmicos.



Parte 1

Nocoes Geométricas






Capitulo 1

Variedades complexas

1.1 Definicoes
Iniciamos recordando alguns conceitos bésicos.

Definicao 1.1.1 Uma variedade complera (C*, C°, analftica real) de dimen-
sd0 1 é um espago topolégico M, de Hausdorff, conexo, com base enumerivel,
munido de uma estrutura analitica (C*, C°°, analitica real) definida da seguinte
maneira; existe uma cobertura de M por abertos, {Ua}aca, e homeomorfismos
o : Uy = Va, onde V, C C™ & aberto, tais que as fungbes de transicio
o © ! sdo holomorfas (C*, C®°, analiticas reais) onde definidas. As car-
tas locais {Ua,Pataca tonstituem um atles de M e dois atlas, {Us, Pataca €
{Ws,%s}per, sao ditos equivalentes se sua uniio formar um atlas (isto ¢, as
P © d)g_l sa0 holomorfas, C%, €, analiticas reais). Uma estrutura analfiica
(C*, C*, analitica real) é a classe de equivaléncia de um atlas.

Definicao 1.1.2 Se M é uma variedade complexa de dimenséo 7, um subcon-
junto conexo N C M é uma subvariedade de dimensido m de M desde que, para
cada © € N, exista uma carta {Uy, q} do atlas de M, com z € Uy, tal que pp, 6
um homeomorfismo entre UyNN e um aberto de C™x {0} ¢ C™xC™ ™ = C™,

Definigdo 1.1.3 Dadas duas variedades M e N, uma fungio f: M — N é
holomorfa, respectivamente C*, C™, analitica real, sc as compostas go fop, ™!
(onde definidas) forem holomorfas, respectivamente C*, C*°, analiticas reais,
onde . € ¢z sdo cartas locais em M e em N.

Definicao 1.1.4 Seja X um subconjunte de uma variedade complexa M, X é
um subconfunio analitico de M se, para cada = € M, existem uma vizinhanca,

5



6 CAPITULO 1. VARIEDADES COMPLEXAS

aberta U'C M de z e uma funcio holomorta f : U — CP tais que XNU = f~1(0)
(p pode depender de z).

1.2 Espaco tangente

Umna variedade complexa de dimensdo n é, naturalmente, uma variedade real de
dimensio 2n. Dado p € M tome, em torno de p, uma carta {Uq, e} do atlas
analftico de M, com coordenadas reais

(%1(a) 2(a)s - - > Fn(9): ¥ ()
(z1(q) + 1(g), - 2al@) +in(2)) = (21(2)s-- -5 2a(0)),
q € Us. O espago tangente real 2 M em p, T,M, é o espago vetorial das fungGes
v : C®(M,R) — R satisfazendo:
(i) v é R-linear,
(i) w(fg) = g(p)o(f) + fp)v(9)-
Por definicdo, se¢ f € C*°(M,R), entéo

by = O o vzt
x4 Jr;

Per (Q)

(¢alp)) (analogamente para os y;).

E imediato que
d J o
), o(): C*(MR) — R
o ), 5 o)

s30 vetores tangentes a M em p. Além disso

0 a )
{0 0o 50 5 )}
é uma base de T, M.

Exercicio 1 Se M™ é uma variedade real G, entdo o espago tangente a M
em p, T,M, é o espago vetorial das fungdes v : C°°({M,R) — R satisfazendo:
(i) v é R-linear,
(i) »(fg) = g(Mv(f) + fp)v(g)-
Mostre que, se f, g € C®(M,R) coincidem em uma vizinhanga de p, entéo
v(f) = w(g). Mostre que, se h é constante em uma vizinhanca de p, entéo
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v(h) = 0. Em seguida, tome uma carta ¢, em torno de P (podemos supor

wa(p) =0). Se g: U — R ¢ uma fungio €, onde 0 € IJ ¢ walUs) é aberto,

mostre que g se escreve g(z1,...,%a) = (0} + 31, ¢i(#1, ..., Z.)7;. Portanto,

se f € C°°(M,R), entio, fazendo g = foip;! conclua que f = o)+ fize.

Aplique 8/0z; ¢ obtenha uma expressio para as f;(p). Em seguida, aplique v e

deduza que v(f) ¢ uma combinagéo linear dos (8/8x;)(p). Finalmente, mostre
que {{8/0x;)(p)}i=1,...,n 530 linecarmente independentes.

Se T,M® ¢ o complexificado de T,M, T,M® = T,M @ C, entio
dimeT, M € = 9n, e escolhemos para 1,M € via Y, & base
8 e, a8 d
{E(P),:CE(P),---,Z)‘Z—H(P), E(T))} ;
onde
aJ 1/ 8 .0 a 1/ 0 . 0
5;;([’) =3 (aTk(P) - %@([))) ) a—zk(P) =3 (a?;(P) + %éy—k(f’)) .

O fibrado tangente real a M, TM, é a unido TM = UPE mIpM. Agora, em
termos de coordenadas locals, j4 que um vetor tangente a M em um ponto esti
identificado a um vetor de R,

TU, = U LM = {(p,va) : p € Us,vs € R*™},
pels

de onde concluimos que TU, tem a estrutura do produto U/, x R?", Portanto,

T™ = [ JTUs = | JUa xR?",

onde, para p € UsNUg, (p, ) e (p, vp) sio 0 mesmo ponto de T'M se, e somente
se,
va = Dl(¢aov3")@s(p)us. ()

Logo, TM ¢é uma variedade analitica real obtida colando-se os Uy, x R®™ através
da identificagio (). As fun¢bes de transicao para TM sfo dadas por

Pap = (Pao s, Digacezh)).

Por outro lado, como as projegdes Uy, xR*® 12 7, e UgxR?® 22, Upg coincidem
na interse¢io U, x R N3 x R?™, fica bem definida a projeciom: TAf - M
cuja expressio local é (p,v) — p.
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Vamos considerar (%) mais detalhadamente. Colocando éag = (P © :,oEl e

escrevendo éaﬁ(mlayhu-,mn,yn) = (41,1, ,Un,Va), temos que a derivada
DBup = D(pac QOEI) é representada pela matriz
Ouy,v1) O, v1)
N O(x1,11) (Tny Yn)
[Deaﬁ] = E ‘- . E ]
O(un,vn)  O(un,va)
6(-'31,?]1) a(mn:yn)
de
onde Bu;  ug
AMug,v) Bz Oy ]
—_— e — hd . < < .
O Tg, Yr) Bu; Oy | l<sjksn
by, Byk

Sc_1a TMC® o Lomplemﬁcado de TM, isto é, TM® = {J,cpr T,M©. Ponha
Buap = (O1,... @n), onde ©; = u; + iv;. As fungdes de transigio de TM®

sdo dadas por (@,,43, D@ag), sendo que D@ap é considerada como uma trans-
formacgao linear complexa. Uma vez que

9 _ l(i_ifz‘_
sz o 2 B.’Ek Byk ’

0 _1(2,40)
0z, 2 \ Oy Oy /)’

a mudanga da base {8/8z;,8/0y;} para a base {8/0z;,0/0%;} é dada pela

matriz / /
= 1/2 1/2 . T A S 7
P = (—i/? 1/2) com P = (1 —i)'

Passando da base

9 9 9 o\ [0 8 8 0
bz O O Oy D 92,07, ' 0z 07 |

a matriz que representa DOqp fica

Pt 0\ /Owm) | )\ (P - 0
(1, ) A,y Yn)
Aun,vn) O um,yvn)

0 - P/ \B@,m)  O@mya)/ \O - P
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Oz . Om
80, 86,
g =1
0z 0 Oz,
B 90, 0
62«’1 . azn
a(:jn aéﬂ
8z1 0 6Zn /
Ao fazermos a mudanga da base
o 0 0 oYy (0 2 0 0
Oz 07" ' Oz, 02, par Oz’

a matriz acima se transforma em

90,

— " e aél
3.3‘1 (;"2:,-1
80, o 90, 0
82-'1 an _
0 0 96,
e o
0 - 0 90,
621
ou seja, é da forma
=y _ ea,ﬂ U
[D@ﬂﬁ] - ( U @aﬁ ) 1
onde

LY
Oup = i .
( 0z; ) 1<i,j<n

det DO,p = detOqpdetBap = det Oap det Bap

Em particular,

88, |’
Oz,

90,
Oz,

= |detOug|* > 0,

Y0z, 8% 8%,

b
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de onde concluimos que uma variedade complexa M ¢é orientdvel. Além disso,
da. forma final da matriz [D@aﬂ] concluimos que, em cada ponto p € M, os
sepuintes subespagos estio bem definidos e nio dependem da carta local esco-
lhida em torno de

o - {94 a_ . c
TI’M = <-5z—1(p),,5-z:(p)>CCTpM

chamado de espago tangente holomorfoa M em p e
0 7]
T'M = (3=~(p)r- - 5=—(1))  C TpM®
P <621 (p)'l H 6211 (p) C C P
chamado de espago tangente anti-holomorfo a M em p. Observe que
T,ME = T,M & T, M. Obtivemos assim uma decomposicio
TM® = TMeT"M,

sendo que T'M §é o fibrado tangenie holomorfo de M e T"M, o ﬁbmda tangenie
anti-holomorfo de M. As fungdes de transi¢io de T'M sdo (pa © cpﬁ ,Oap) € Bs

de T" M sio (pa 0 05 1 Ogs)-
Se TM* ¢ o fibrado cotangente real e TM®*, TV M*, T" M* séo os cotangentes
Gbvios, suas fungdes de transi¢io sdo dadas, respectivamente, por

((Pcz © ‘P,El, ((E')aﬁ ®§aﬁ)T)_1) 1 (‘Pa ° ‘PEi’ (egﬂ)—l) ?

-1 =T 7t
CRICOA]
Scja agora f : M™ — N™ uma aplicagio holomorfa. A matriz de
Df(p): T,M* — Tf(p)Nc,

relativa s bases
) o, . 0 P c
{20 ) gt 5eli) | do T

{00 o FO g U g SN | e Ty

é dada por
=) 0
[Df(p)] = =

afi
0 8z; ()
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Em particular, se D f(p) é isomorfismo, entdo

det (52 (p))

ou sg¢ja, biholomorfismos preservam orientacio.

det Df(p) =

1.3 Formas diferenciais

Uma p-forma C° w em uma variedade complexa M se escreve, em coordenadas
locais, como uma soma de termos dos tipos frdzy, gydys e hrd(z,y)k, onde
drp = dwy Adxgy A Nz, dyy = dyg, Adyg, A+ Ady;,, d{z,y)x é um
produto de p formas dos tipos dx,, e dya, € f1, g7, hx sdo fungdes complexas.
Agora, dz; = (1/2)(dz;+dZ;) e dy; = (1/24)(d2; —dZz;). Substituindo nos termos
cuja soma € w, concluimos que uma p-forma em M se escreve

= O Kiyinidnd 2 A Adz AdZ ANz,

o que abreviamos para w = Y k7 sdzr A dz;. Dizemos que cada parcela dessa
soma ¢ uma p-forma do tipo (r, s}, 7 + s = p. O fato de uma forma ser do tipo
(v, s} ndo depende do sistemna de coordenadas, uma vez que TM® = T'M&T"M
{exercicio). Além disso, uma p-forma w se expressa de modo tinico como uma
solna

w = w0 + w(P—lul) et w(OJ’),

onde w(™%) é do tipo (r,s). Seiam A*(M) a C-ilgebra C°(M,C)} e AP(M) o
Q°(M)-médulo de p-formas complexas C° sobre M. A decomposi¢ic acima
fornece uma decomposicao

aP(M) = a,(?’ro) (M) & a(p_l,l)(M) [ Y ) a)(ﬂ,p)(M)‘

A derivada exterior d complexifica e fornece d : QP (M) — AP (M), satis-
fazendo as propriedades habituais. Agora, dada f € Q°(M), temos localmente

df = Z 75 0% +Zafd‘

Definimos

ar _ o OF s O
df";az,- e df—;azidzz.
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8f e Of nio dependem do sistema local de coordenadas. Para uma forma,
W) =3 Kiyiyinseda02in A Adzi, AdZi A - AdZg,, ponha

8™ = 3" Ok i gande N Acee Ndzi, NdZ Ao NdZ,
uma forma do tipo (r+1,5) e
B = " Bk, s A iy Ao Adzi, NdZjy Ao A dZ,
do tipo (r,s +1). Ficamos com
dw*) = 8w 4 Buw™),

Como d nio depende do sistema de coordenadas locais, 0 mesmo ocorre com d

¢ 0. Para uma p-forma arbitrdria w = 3 w(™*), fazemos
r4-s=p
Ow = Z ™) ¢ Bw = Z D™,
r4s=p rs=p

Temos d = & + 0 e valem
H(wP An) = BwP An+ (—1)"w? Adn,
B(wP An) = DwP Anp+ (—1)7wP A B
Além disso,
906 4 90 4§ + DO = ddw™) = 0.
Comparando os tipos de formas presentes na soma acima, concluimos que
98 =0, §0+99 =0, 80 = 0.
Uma (p, 0)-forma wP0) = ¥ firip@zy, Ao Adzi, é holomorfa se os coefi-
cientes fi,..i, sdo fungdes holomorfas. Nesse caso,

Ow = ngil,...,i,,/\dzh /\~--/\dz,-P = 0.

Reciprocamente, dw®™0 = 0 implica que os coeficientes de w séo holomorfes.
Para formas holomorfas temos que dw = dw.

Finalmente, recordamos que a orientagio de uma variedade complexa é de-
terminada pelo elemento de volume. Localmente, 1880 se lé:

. TL
dzy Adyy A Adan Ady, = (-;-) dzy Adzy A+ Adzp A dZn.



1.4. SOBRE A DUALIDADE DE POINCARE 13

1.4 Sobre é dualidade de Poincaré

Recordamos brevernente alguns aspectos da chamada dualidade de Poincaré
(veja [Spa], [DeRh], [BoTu)).

Se M é uma variedade complexa compacta de dimensdo n denote, respectiva-
mente, por H3(M,Z) e HI{(M,Z) os g-ésimos grupos de homologia singular e de
cohomologie singular de M, com coeficientes inteiros. O teorema de dualidade
de Poincaré nos diz que

HI(M,Z) = Hi_,(M,Z). (DP1)

Em geral essa dualidade falka quando M nio é compacta. Nesse caso neces-
sitamos trabalhar comn a cohomologia singular com supories compactos, definida
da seguinte maneira: os subconjuntos compactos de M podem ser ordenados
parcialmente por inclusio (K < K’ se, e somente se, K € K’). Os grupos
HI(M, M\ K) formam entio um sistema indutivo, indexado pelos subconjun-
tos compactos de M, com HI(M, M\ K) — HI(M, M \ K') induzida pela
inclusao. Ponha

lim

SMEY = —
Hee ) K compacto

HI(M, M\ K),

onde tomamos o limite direto ([AM]). E claro que, se M é compacta, entdo
HI(M,Z) = HY(M,Z). Com essa construgio recuperamos a dualidade, que
agora se lé&:

HL(M,Z) = H_,(M,Z). (DP2)
Tensorizando por C ¢ invocando o teorema do Coeficiente Universal, obtemos
Hi(M,C) = H_ (M,C). (DP3)

Por outro lado, temos duas cohomologias de De Rham, a de formas fechadas,
pr(M,C), e a de formas fechadas com suporte compacto, HY , (M, C). Elas
obviamente coincidem se A é compacta. Sob certas hipdteses em M (existéneia
de uma boa cobertura finita, [BoTu]), ¢ esse é 0 caso ao longo de todo esse
texto, temos que cssas duas cohomologias tém dimensao finita. Além disso, a
dualidade de Poincar¢ assume a seguinte forma:

Hpr(M,C) = (HI5H(M,C))". (DP4)
BEsse resultado é obtido mostrando-se que a aplicacfio bilinear
HLp(M,CY x HI;R(M,C) — C
wm — [ wny
Jm
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é nao degenerada.
Por outro lado temos o teorema de De Rham ([DeRh]-théoréme 17°):

H;o%(M,C) = Hpp(M,C),
do qual .segue que, como o espago vetorial H o5 (M, C) tem dimensgo finita,
HZ9(M,C) = H.pH(M,C), {DP5)

sendo que esse isomorfismo ndo é natural, uma vez que escolhas de bases estao
envolvidas. Por (DP3) obtemos

HH(M,C) = H'5L(M,C). (DP6)

Para explicar (DP6) vamos considerar 4 : V — M, uma subvariedade com-
plexa, compacta, de dimensio g. O dual de Poincaré de (V] € Hj(M,C) ¢é
obtido da seguinte maneira: dada uma g-forma fechada w em M, seu pull-back
a V, i*w, pode ser integrado sobre V uma vez que esta é compacta. Agora,
existe uma (n — q)-forma fechada com suporte compacto, 1y, caracterizada por

/w=/w/\nv Y w.
v M

Além disso, myv determina univocamente uma classe de cohomologia
[nv] € HXp%(M,C), chamada de dual compacto de Poincaré de [V].

Scja agora i : V — M uma subvariedade complexa, fechada (como subespago
topolégico de M), dimeV = ¢. Associamos a V uma classe de cohomologia
7] € Hp (M, C), determinada de modo tinico, da seguinte maneira: se w é
uma ¢-forma fechada em M, com suporte (,ompa(,to entao seu pull—back aV,
i*w, também tem suporte compacto (pois V ¢ fechada) e, portanto, f, i*w tem
sentido. Logo, temos um funcional linear

v :
H po(M,C) 3 ] | /V o
e, uma vez que (HY (M, C))* 2 HLZ(M,C) (por (DP4)), ao funcional f,

corresponde uma tinica classe ["rh,] € HE (M, C), chamada de dual fechado de
Poincaré de V. Temos que 1y, é carac tmlzada por

./;/i*w = ./];J“’An{/ V[w] € H ,x(M,C).
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Portanto, se V é compacta, o dual compacto de Poincaré de V, [9v], coincide
com o dual fechado de Poincaré de V, {n,], ou seja, a aplicagio natural

Hiph(M,C) — HLp(M,C)

envia [pv] em [7]. Em outras palavras, podemos sempre supor que o dual
fechado de Poincaré de uma subvariedade compacta tem suporte compacto.
Além disso, se U C M é um aberto, contendo a subvariedade compacta V e,
se [nvu] € HZph(U,C) é o dual compacto de Poincaré de V em U, eutiio,
estendendo v,y como 0 a M, obtemos uma forma 7iv que é o dual compacto
de Poincaré de V em M pois

/i*w = /w/\nv,y = /wAﬁv,
JV JU JM

e v € caracterizada por tal propriedade. Resumindo, o suporte do dual com-
pacto de Poincaré de V pode ser concentrado numa vizinhanga aberta arbitraria
de V. Esse é um sintoma do chamado principio de localizagdo.






Capitulo

Fibrados vetoriais

2.1 Definigoes

No que segue, por espago topolégico entendemos um espa¢o de Hausdorff, com
base enumerdvel ¢ conexo.

Definigao 2.1.1 Seja X um espaco topolégico. Um fibrado vetorial real de
posio n sobte X € um espago topoldgico E juntamente com uma projegdo

continua E —— X satisfazendo:

(i) #~Y(z) == E, (a fibra de E sobre z € X ) tem a estrutura de um espaco
vetorial real de dimensdo n, ¥z € X.

(ii} existem wma cobertura de X por abertos, X = |J Us, ¢ homeomorfis-

acA
oS

4 :W‘l(Ua) —s U, xR™

tais que Vo € A, se ¢ € U, entéo
Our: FBe — {z} x R" 2 R"
¢ um isomorfismo de espagos vetoriais reais.

E ¢ chamado de espago total do fibrado, X 6 chamado de base do fibrado e
as O, sdo chamadas de trivializagdes locais de E.

Definicdo 2.1.2 Uma se¢do de E Ty X é wna aplicacio continua s : X — E
tal que (7o s)(x) = = Va € X, ou scja, s(z) € Ey.

17
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Exemplo 2.1.3 O fibrado trivial sehre X, denotado por R, é definido por
R” = X xR"

Ir :
X

[
onde w(z,v}) = z. Se f: X £, R™, entdo seu grafico s(z) = (z, f(z)} &
uma seciao de R™. Reciprocamente, uma segio s : X — R" define uma fungéo

f:X-—qu".

Exemplo 2.1.4 TM e TM* sao exemplos de fibrados vetoriais. Secoes desses
fibrados sdo campos de vetores e 1-formas diferenciais, respectivamente.

Sc s : X — E é uma secio de E, entdo

Oposly,: Up — UsxR"
2 Oa(s(@) = (¢, Su(z)
é o grafico de S, : Uy — R™. Logo, se¢des sdo localmente fungdes a valores em
R™.
Scjam E 7, X um fibrado de posto n, {Uq} uma cobertura trivializadora

-,

¢ {O,) trivializagdes locais de E. Dado x € Ua, Gag : Bz — R™ é a restrigao
de B, : 7Y (Uy) — R™ a E;. Denotando Uag = Uy N Up, definimos

Oap : Usp — GL(n,R) por Oap(z) = @am@Ei.
Diagramaticamente

e
Ugpp x R™ =P TN (Uyg) % Ugpg x R”

(m,0) | (z,Bap(x)v).

As BO,p sAo continuas e satisfazem a condigdo de cociclo (produto em
GL(n,R))
Oap8+4Ove = I em Uspy ¢ Cap = @E}I. (I)
As B, g sao chamadas de fungdes de transigdo de E. Observe que, se s ¢
umna segao de F, entao

OapSs = Sa- (1)
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Definigdo 2.1.5 Sejam E e F fibrados vetoriais sobre X. Um morfismo
: E — F ¢ uma aplicagdo continua tal que o seguinte diagrama comuta

@

E — F
TE l J,ﬂ'F
X —_—
Id

e Y\g, : Bz — Fy élinear ¥z € X. Se ¢ é uma bijecdo e ¢~ é um morfismo,
entao ¢ é chamada de isomorfismo.

Vamos examinar esse conceito mais detalhadamente. Suponha que E e F
sdo fibrados sobre X e que {U,} é wma cobertura trivializadora comum a E e a
F. Sejam {Og} ¢ {na} as trivializacdes de E e F, respectivamente. Se ¢ é um
morfismo de E em F, entéo ¢ induz ¢q : Uy X R™ — U, x R™ dada por

UaxR® 2= aiy)
Pal Lo Po = NaopoOFL.
Ua X Rm :}: 'ﬂ';l(Ua)

Agora, @, se expressa na forma @q(®,2) = (2,a«(z)v). Dai vem que
Q
ot Us =5 LR™ R™) satisfaz

Naptts = aa@aﬁ Va,ﬁ. (III)
De fato, considerando o diagrama

e a

wsl Le 1#a

Usp xR™ o 75 (Ua ) e Usp xR™

obtemos

wp(,1) = 1g0ng" 0 pa 0 Qa0 O (,0)
= Ny onﬁ_l 0pg(r, 1) = Pe0Bao0 651(:11,1:)

= (7, Mas(@)ap(x)) = (v,0(x)Oas(@)0).
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[v]
Reciprocamente, uma familia a, @ Uy <, L(R™,R™) determina um mor-
fismo de E em F desde que

Napls = aa@aﬁ ern Ugﬁ y VCf, ﬁ (III)

Observe que E & isomorfo ao fibrado trivial R™ se, e somente se, existem
q K 56, 3

0
Ao : Uy <, GL{n,R) tais que ag = a,Osp em Uy p, Ya, 8.
Uma descricio alternativa (e 1til) de fibrados vetoriais é a seguinte:

Exercicio 1 Scja {U} uma cobertura aberta de X. Suponha dadas, em Us g,

Oup : Uag — GL(n,R) continuas satisfazendo Oap0g,0ya = I em Uspy e

Oup = @Ei em U,y (note que Oy = I). Seja F = [[ Us x R™ (unido
acd

disjunta com a topologia ébvia) e defina a seguinte relagio de equivaléncia

em F:
(o, x,u) ~ (B,9,0) &= =y, Baplzlv=u e Usp#0.

Q quociente F/ ~ tem a estrutura de um fibrado vetorial real de posto n sobre
X, tinico a menos de isomorfismo, cujas funcées de transi¢do séo as Cap.

Freqiientemente, fibrados sio construidos a partir de uma familia de fungbes
de transicéo.

Em tudo o que foi feito acima, se trocarmos R por C obtemos a nogao de
fibrado vetorial complexo. Além disso, se X é uma variedade complexa e as
trivializagdes forem de classe C°° ou holomorfas, teremos fibrados complexos
™ ou holomorfos.

2.2 Algumas construgoes envolvendo fibrados

2.2.1 O produto tensorial

Se E ¢ E' sio fibrados vetoriais sobre X, de postos n e 7 respectivamente, seu
produto tensorial B @ E' é o fibrado cuja fibra sobre z € X é E; @ E,. As
fungoes de transi¢io de B ® E' sio

Oap(r) ® OLg(x) : R"@R™ — R* @R™.

Note que se E e E' tém posto 1, entdo esses cociclos de transigio sdo simples-
mente o produto O 07 4.
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2.2.2 Subfibrados, quocientes e determinantes

Se E -5 X 6 um fibrado vetorial, um subfibrado consiste em um subconjunto
F C F tal que a projegdo 7 ¢ as trivializagdes locais de E dio a F uma estrutura,
de fibrado vetorial real. Dado um subfibrado F de E, as fibras F;. sio subespagos
de Ez e o fibrado guociente E/F ¢ formado tomando por fibras Ey/F,. Mais
precisamente, seja {Uy, } uma cobertura trivializadora de E. Temos um diagrama

0
Uwo xR* £ 1Y U.,) 25y, xR

T T T

Uag x R™ r iz (Uap) o Uag x R™,

onde as flechas wverticals sdo indusbes. Assim sendo, temos que
(z,v) = (£,0a5(z)) e que (z,v) — (2,7.5(z)v). Agora, ¥ v € R™ essas
duas aplicagbes coincidem e, portanto, ©4g(z)g» = 7ag(z). Logo, O4 g se

expressa na forma )
Oup(m) = [ Tl paﬁ(m))_
a(x) ( 0 (o p(T)

Considere uma seqiiéncia exata curta 0 — R™ 5 R™ — R™ /R™ — 0 (T li-
near). Isso nos permite definir o fibrado quociente E/F da seguinte maneira: um
vetor w € R™ se escreve w = v4u, v € R™, u € R*™™. Entao
Ou p()(0, 1) = (7 )0+ ()1 Cop (8110 ©, OO T (TN+ e () € R™,
a classe de @4 g(x}(v, u) no quociente R /R™ coincide com a classe de (o g(x)u.
O fibrado E/F é definido pelos cociclos de transi¢io (5. O fibrado determi-
nante de E & o fibrado det E = A" E, cuja fibra 6 A" E,. Seus cociclos de
transi¢do sao det O, g, de onde temos

det; eap = dct'r;uﬂ ® det (3,

e concluimos que
det £ = det ' ® det E/F.

Observe que obtivemos um isomorfismo, pois na argumentacio acima estd im-
plicita a escolha de bascs dos espags vetoriais considerados.

Exercicio 2 8e ) — F i) E-4 G —06uma seqliéneia exata de fibrados
vetoriais sobre X, isto é, 0 — Fp — E, — G, — 0 é exata Vo € X,
entdo f identifica F' com um subfibrade de F e g induz um isomorfismo entre
E/Fed.
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2.2.3 Soma de Whitney

Se F e E' sao fibrados vetorials sobre X, de postos n e m respectivamente, a sua
soma direta E@ E' é o fibrado sobre X cuja fibra sobre cadaz € X ¢ E; @ E.
Trivializacdes locais O, ¢ @), de E e E’ (relativas & mesma cobertura aberta
{Ua} de X) induzem trivializagdes locais de E, & E, por

0, @0, 77 (Up) » U x R"®R™.
Logo, 0s cociclos de transi¢do de Ey & EY, sdo dados por

(Cup ®OLp)(z) = (@ag('f‘) @;2(-'3)

) ‘R*"R™ — R"@R™.

2.2.4 O fibrado dual

Recorde que uma aplicagdo linear f : V' — W induz uma aplicagéo linear
T W* — V* definida por
fT . W* . V*
a — fTla): V = R
—

v (e f){v),

cuja matriz é a transposta da matriz de f. Se Qg : 771 (Us) — Us X R™ é uma
trivializacao de F, entdo

O 1Y Us) — Up x RY

é, por definigio, uma trivializacio do fibrade dual E*. Os cociclos de transicéo,
relativamente aos de F, sdo

-1 -1 -1 1.y -1
©h'ef = (eh7el) = (0u85)") = (8%
Novamente, se o posto de E ¢ 1, entiio os cociclos de transi¢io de E* séo @;},.

2.2.5 CLB(X)

Suponha que E é um fibrado vetorial complexo de posto 1 sobre X. Seja {Oq}
a familia de trivializacdes de E. Escolha fungdes continuas fo : Us — C que
nao se anulam em ponto algum de U,. Entdo as g = fo©a constituem uma
nova familia de trivializagdes de E e os cociclos de transigéo estdo relacionados
por e sfs = fa®ap (veia (I1I)). Portanto, de 2.2.1 ¢ 2.2.4, concluimos que
as classes de isomorfismos de fibrados complexos de posto 1 sobre X formam
um grupo abeliano, CLB(X), com a operagio (E,E') — E @ E', para a qual
E~l = E~
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2.2.6 Imagem reciproca
Considere o diagrama,
E
I,
vy L X

onde f é continua. f induz um fibrado sobre ¥, f~1E, chamado de pull-back
ou imagem reciproca de E via f. Como conjunto, f~'E é o preduto fibrado
Y xx E CY x E definido por

I7'E = {(y.e): fly) =7(e)}.

Esse ¢ o dnico subconjunto maximal de Y x E tal que o seguinte diagrama

comuta \
YxE > f1lg 2 g
pll f lﬂ'.
Y — X

Note que se E é trivial, £ = X x C™, entdo
JT'E = {(g,(=0) iz =fy)} = {(y,v):yeY,veC™} = ¥ xC"

Logo, utilizando trivializagbes de E, concluimos que a fibra de f~1F sobre y
é isomorfa a Ey(,y. Além disso, se tivermos uma composi¢io Z -2 Y -5 X s
entio (fog) 'Exg-1f1E.

Exercicio 3 Determine as fun¢bes de transicdo do fibrado f~1E.

2.3 Alguns exemplos de fibrados holomorfos

2.3.1 [V]

Sejam M uma variedade complexa compacta e V C M um conjunto analitico
de codimensdo 1. Cubra M por abertos U; nos quais V é definido por f;~1(0)
(fi + Ui - C, reduzida). Em Uj; temos a relagio f; = i f;, onde wij &
holomorfa ¢ néo se anula em ponto algum. O fibrado de posto 1 [V] & definido
pelas fungdes de transico w;; = f;/f;. Observe que [V] admite uma secio
holemorfa sy definida por V. De lato, sobre o aberto trivializador U; temos

Ui x C L Vi,

m N e
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e a segio sy : U; — [V]jy, ¢ dada pelo grifico de fi, sy, (2) = w0 Nz, fi(2)).
Além disso, os zeros de sy definem V. Suponha agora V' também definido por
g; = 0 em U;. Entdo f;/¢: nfo se anula em ponto algum de U; e

fi fi
ﬁlJ gj fj ﬁ (P‘LJ _.E_,
gi gi
ou seja (veja (I11)),
fi f-j
-‘-'-ﬁi- = I
gi g (pjg[,-

¢ concluimos que o fibrado dado pelas p;; ¢ isomorfo ao fibrado dado pelas ;.
Assim sendo, a V fica associada a classe de isomorfismo do fibrado [V].

2.3.2 O fibrado tautolégico L*

Recorde que o espago projetivo complezo de dimensao n, g, é o quociente de
C™*1\ {0} com respeito & relagio de equivaléncia

z~w < A€ C” tal que z = Aw.

A classe de z é denotada por (2] on (2o : 21 ¢ ... : 2n) e a aplicacfio quociente
C™* — P? é denotada por Q. Munimos P¢ da topologia induzida por @, o que
o torna um espago compacto, Além disso, PZ é uma variedade complexa para a
qual adotamos o atlas {Us, e}, 1 =0,...,n, U; = {[z] €PL : z # 0}, sendo as
w; : Uy — C™ definidas por

FA) 7 Z,
W20 211 eeniZn) = | —yeiey—yeey — ),
Zi Zi 2z

onde 7 7 denota omissfo. Para evitar notagio excessivamente pesada, con-

sidere g ¢ ;. Temos entdo

- % 2
wolzo:z:...t2n) = (1,—1,...,—“—) = (T1y...5Tn),

0 Ziz1 2 Zj+1 Zn
(,0‘1'(20'.211...:271) = (—",...,—'—,1,'—'...,—'

(yl:- ' -1?]_1'11,yj+1’- . -1?]11)‘
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-1
Up; _Pi°%0 Up; tem a forma

@i o po~ (21,

= , s

_ 1 I Ti-1 Tjt1 Tn
.,.’L‘n) pp ent R St e PR el I
T Ty x; Z; xj

A derivada D{p; o 9o~} = O fornece um cociclo de transicio para o
fibrado tangente holomorfo T'Pg, ©;¢ : Up; — GL(n,C) e tem matriz

0 ... 0 —— 0 0 0
1 -
™1
= 0o =% o 0 0
w3 i
T2
- 0 -2 o 0 0
ej0= h.'l'
Tne 1
0 0 0o Il g . = ¢
:I’Ij T4
0 0 .0 -Z 9. o L
T &4

Bm particular, det©,o = (~1) (1/:1:.,-)”""I = (-1) (Zo/Zj)n+1. Mais geral-
mente, as fungbes de transigho D{p; o goj_l) = ©y; satisfazem

det ©;; = (—1)™*7 (z;/z:)"*.

Tome o fibrado trivial PZ x C™? - P2, O fibrado teutoldgico ou universal
é o subfibrado de posto 1 de C™™! que consiste dos pares ([w], z) € P¥ x ¢+
tais que z esti na reta definida por [w] (dai o nome):

L' = {(lw],z): 31 € C tal que z = tw}.
Nas coordenadas do aberto U, temos que
Ly, = {((z0:...: za),8(20,...,20)) ; t €C}.
Os cociclos de transi¢io sfo definidos por

&5 a9
Uiy xC =Ly, &, Us x C

([2h8) F———— (=, 04([z])).
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Apora, em Uy,

20 z; ZnY _ (% 20 i Zn
— ey Len,— 1 = | — — e =, =
25 Zj Zj % % % Zi

¢, portanto,

9i([2]) = Z em Ui;.

Zj

2.3.3 O fibrado hiperplano L

Seja H um hiperplano em Pg, isto é, H = {P(z) = 0}, onde P : c*tl - Cé
um polindémio de grau 1, P(0) = 0. Por uma mudam;.a linear de coordenadas,
podemos supor H = {2 = 0}. Em U;, i # 0, H é definido por f; = z/z; = 0.
O fibrado L, que representa a classe de isomorfismo dos fibrados da forma [H],
é definido pelas fungoes de transicao

20
Ji % %
Wiy = = = 5= = — em Uy.
TR A
%

Exercicio 4 Mostre que dois hiperplanos quaisquer definem fibrados isomorfos.
Observe que L é o dual de L', pois i = @;}1. Agora, dado d € Z, o fibrado
L{d) é definido por
L¥=L&---®L, se d >0,
e’

d vezes
L{d) =
L®4=I® -®L, sed<0.
~—,__/

—d vezes

Seja agora D = P~1(0) C P, onde P : C™*1 — C 6 um polinémio homogéneo
de gran d > 0. Em U;, D ¢ dado por

Zo 2 Zn 1
Pl= .., 1..,2..,=] = —dP(zo,...,z,-,...,z_,-,...,zn) =0
-4 Z3 Z; Z;

o, em Uj, através de

2q Zi Zn 1
P("'—.,...,—-,...,l,...,—.) = ';P(Z(),...,Z,‘,,...,Zj,...,zn) = (.
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O fibrado [D] é entdo dado pelos cociclos de transicio

¢ Fa d
Yis = 5 = (Z—T)
i
d

Logo, v;; = (:p,-j)d e [D] = L(d). Segue de 2.3.1 que D é definido por uma secio
de [D}.

2.3.4 O fibrado candnico K,

Se M ¢é uma variedade complexa, o fibrade candnico Kjr de M é definido por
Ky = (detT'M)". Se M =Pg, uma vez que os cociclos de transigio de det TP
580

o n+l
det O35 = (—1)‘“(—’.) !

Zi

temos que

T

. z- n+1 .
(-1 dety; = (2) (-
e, por (L1I), detT'IP¢ ¢é isomorfo ao fibrado cujos cociclos de transicio sdo

(2;/z:)"™, ou scia, det T'PE = L(n + 1). Logo,

Kpn = L(n+1)"2L(-n—1).

2.3.5 O fibrado candnico Ky

Suponha que V — M & uma subvariedade da variedade complexa compacta M.
O fibrado normal Ny de V em M &, por definicdo, o quociente

T My

Ny = )
v TV

Logo, temos a seqiiéncia exata curta
0 — TV — T My~ Ny — 0

e, de 2.2.2, (det T"M}jv = det T'V ® det Ny. Como esses sdo fibrados de posto
1 concluimos _
Kv = K, ® det Ny,
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Suponha agora que V tem codimensdo 1, Entdo a formula anterior se 1@
Ky 2 Ky, ® Ny. Tomando uma cobertura trivializadora suficientemente
fina {U;}, comum aos fibrados acima, temos que, em U;, V' é definida por f; =0
(pois é subvariedade de dimensao n— 1) e [V] é dado pelos cociclos de transigio
wij = fi/fi- Apora, em Uy, fi = wi;f;, 0 que acarreta df; = f; dpi; + @45 df;
e, ao longo de V, dfi = p;;df;. Por outro lado, em U; NV, T'V é definido pelo
nticleo de df; ¢, portanto, df; define uma se¢io holomorfa do dual Ny, que néo se
anula em ponto algum pois V é subvariedade. Seja ¢; : w~1(U;NV) — UiNV xC
umas trivializaciio local de Ny e ponha S; = (;df;. Entéo, (;” 16, = wi6; 15, ou
seja, Si = G i Si = Gij 45 Sy, e por (I) concluimos que as df; definem uma
se¢ao holomorfa global de N3 ® [V]jv que nio se anula em ponto algum. Logo,
N} & [V]|v ¢ isomorfo ao fibrado trivial e, portanto, Ny 2 [V]y,. Obtivemos a
férmula de adjungdo
Ky = KMIV @ [th.

Exercicio 5 Suponha que F ¢ um fibrado vetorial holomorfo de posto n sobre
M. Se E admite n segdes holomorfas linearmente independentes, entio E é
holomorficamente isomorfo ao fibrado trivial C”,



Capitulo 3

Classes de Chern

3.1 Conexoes

Seja F ™, M um fibrado vetorial complexo C° de poston. Se l/ ¢ M é
aberto, recorde que denotamos por @°(U) a C-algebra C°°(U,C), por GF (o
CLO(U)-médulo de p-formas complexas C* sobre U/, por

dim M

a'U) = P a*)

p=0

a dlgebra graduada de formas diferenciais complexas C® sobre I/. Denote por
A (U, E) o @°(U)-médulo C=(U, A" TM®*@E). Note que @°(U, E) é 0 médulo
de se¢oes C° de E sobre U.

Definicao 3.1.1 Uma conexdo em E é uma aplicagio C-linear
V:Q%(M,E) — QM E)
satisfazendo a regra de Leibniz
V{fs) = df ® s+ fV(s), ¥V feQ’(M), sea’(M,E).

Antes de mais nada, observe que esse é umn conceito local, ou seja, se uma
se¢ao s ¢ identicamente nula num aberto U entdo V(s) = 0. De fato, dado
x € U, tome uma funcio p € QU ) com suporte compacto e que vale T numa
vizinhanga V' C U dec x. Entao, dp® s ++ pV(s) = V(ps) = 0 nos diz que V{s)
se anula em V. Esse cardter local de uma conexfio nos possibilita restringi-la a

29
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abertos de M e, além disso, se {U,} é uma cobertura aberta de M, entio uma
conexdo V em F fica completamente determinada por suas restricdes Vyy,.
Também vale o

Lema 3.1.2 Eristem conezrdes.

Demonstracao: Seja {U,} uma cobertura aberta de M, trivializadora de
ambos TMC® ¢ E. Para cada a, escolha s* = (s¥,...,55) um referencial de
E]U & Uy X C", isto &, 5% € A°(Uy, E) e, para cada z € Uy, {s§(z),...,s%(z)}
é uma base de E,. Se1a {pa} uma particdo da unidade subordmada a {Ua}.
Defina V& em U, por V(%) = 0, Vi (note que V*(fsf) = df ® sf} e estenda
Ve a secdes arbitririas sobre U, utilizando a defini¢io de conexiio. Entéo,

= Z pava

¢ uma conexiio em E. Note que V(fs) =3, paVfs) = 2o padf ® 5. O

Exercicic 1 Mostre que a derivada exterior d : a’(M,c) — a*(M,C) é
uma conexéo sobre o fibrado trivial €.

Mantendo as notagdes de 3.1.2 temos que, no aberto U,, V se expressa
através do referencial s® por

V(s®) = Z 0% ® 5%
=1
onde as 05 sdo 1-formas C° sobre U,. A matriz de 1-formas 8% = (0] é

por (lefmlgao, a matriz de V e Ua. Se s* e s% sdo referenciais sobre U e
Ug, respectivamente, entdo, em Ugg, olcs estao 1e1ac10nados _por uma matriz

invertivel go g = [gi;] tal que 5§ =37 giss ,',, com Gap t Unp <, GL(n,C). Daf
vem que, denotando g = [Gis),

Z‘qw ®sf = V() = quzg ® 55 + ZguV(s”’)
= quﬂ ® 55 +Zq” (ZG:M ® "L)
= Z dgi; ® Z Giesg + Z 9ij Z ij @ Z Grese
3 £ H k Fi

= Z quug?ﬁ ®Sp +Z qu fkgke ®S?

ik
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e, portanto,

6% = dgapgyp + 9as0 95 p: (Iv)
Uma vez dada uma conexdo V em E, estendemos tal nogiio definindo um ope-
rador de cardter local (também denotado por V)

V:0Y(M,E) — Q*M,E),
exigindo que
Viw®s) = dw ®s5—wAh V(s) (regra de Leibniz),

onde w € A'(M) e s € (M, E) (o sinal menos & natural, uma vez que w &
uma 1-forma).

Exercicio 2 Mostre que V(f(w ® 5)) = df A (w ® 8) + fV(w A s), onde
fea(a).
Definigéo 3.1.3 A curvatura da conexao Vé Ky =V o V.
Observe que
V(V(fs) = V(df @s+ fV(s)) = 0—df AV(s)+df AV(s)+ fV(V(s)).

Isso nos diz que Kv(fs) = fKv(s), ou scja, Ky é Q°(M)-linear. Por outro
lado, o valor de K'y(s} num ponto 2z € M depende apenas do valor da secdo s
em z, e néo dos valores de s em pontos em qualquer vizinhanga de x. De fato,
se s% = (sY,..., %) 6 um referencial local de E sobre U,, com z € U, ¢ s, s’ sdo
duas segOes tais que s(x) = s'(x), entdo s — &' = 3, f;8% em U, com fi(z) =0,
e dai Ky(s —s') = Ky(s) — Ky(s') = Ky (3, fis?) = T, fiKv(s?) se anula
em x. Portanto, Ky ¢ uin tensor, chamado de tensor de curvatura da conexdo
V. Ainda em termos de um referencial local temos

Ky(sf) = V(V(s2)) = V (Z 0% ® .s.-g)
b
> d6% ®@sT =) 0% A V(s2)
i J

DA ®SE D 05AD 0% @ sk
i i k
= ) dif /- (Z 8% A 9;1) ® 2.
k i

k
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Assim sendo, Ky é dada localmente pela matriz » x n de 2-formas C%°
0% = di* — 8% Ab™,
onde ©F = dig; — > 0, A Og;.
k

As matrizes da curvatura gozam da seguinte propriedade: sejam s e 57 refe-
renciais locais sobre U, e Ups respectivamente, relacionados através de
-1 - ~
9o p = |9i5], com g5 = [§i;]. Entéo, em Uap,

Kv(st) = Kv (Zgijs?) = D 9K (s)
F J

= 3 gy O es = > 905 @5
ik

.ilk

= D 0505 ® ) Gust

ik ¢
— .08 5 o
= Gij ke & sy,

3kE

isto €,
0% = gap©%g7} (V)

3.2 Polindémios invariantes
Scja M(n,C) a dlgebra de matrizes n x n sobre C.
Definigio 3.2.1 Um polinémio invariente sobre M(n,C) é uma fungéo
P:M{nC)—C
que é polinomial nas entradas de uma matriz e satisfaz
P{g7'Ag) = P(A), YAe M(n,C), Vg€ GL(n,C).

Exercicio 3 Mostre que sdo equivalentes:
(i) P(g"' Ag) = P(A),VA e M(n,C) eVg € GL(n,C).
(i) P(XY)=P(YX),VX,Y € M(n,C).
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Os exemplos basicos de tais polindmios sio as fun¢des simétricas elementares
dos autovalores, ou seja, os polindmios C; definidos por

det(t] +A4) = > Cna(A).

i=0

Mais precisamente, C,_;(A) = tr(A"" A). Em particular, C,{A) = det A e
Ci1(A) = trA.

Denotando por I(n,C) a dlgebra de polindmios invariantes, temos que essa
é isomorfa a C[Cy,...,Cy] (para uma demonstragio veja [BoCo}).

Exercicio 4 Mostre que uma série de poténcias formal f(z,...,z,)

simétrica, isto &, f(zrq1);--+2Zr(m)) = f(21,...,2n), para toda permutacio T
de {1,...,n}, é uma séric de poténcias nas funcdes simétricas elementares
1y .-+, 0p, Onde
ap = E 2y 24y
(SRR -4 7

Exercicio 5 Mostre que uma funcéo holomorfa f : M(n,C) — C, invariante
por conjugacio, ou seja, f(g~'Ag) = f(A) Vg € GL(n,C), é dada por uma
série de poténcias nos polindmios elementares C;.

Sejam F . M como acima, V uma conexio em E e Ky a curvatura de
V. Num aberto trivializador Uy, Kv é dada por uma matriz n x n de 2-formas
©° e, como 2-formas comutam entre si, tem sentido considerar P(©%), onde P
é um polindmio invariante, e, além disso, como as matrizes de Ky satisfazem a
relagio crucial ©% = g, 50 g;}j em Uy g, concluimos que

P(©%) = P{gap®°g;}p) = P(6°)

para qualquer polindmio invariante P. Dai vem que, se P tem grau k, entéo,
definindo
P(Kv)w, = P(O%),

temos que P(Kvy) é uma 2k-forma global em M, independente de quaisquer
trivializagtes de E. O nosso proximo passo é mostrar que tais formas descem a
HEp(M,C).

Lema 3.2.2 Se P ¢ um polinémio invariante entdo dP(Kvy)}=0.

Demonstragao: Existem vérias demonstracdes desse lema fundamental (veja,
por exemplo, [GH] ou [BoCo] para demonstragdes de cardter geométrico). A que
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apresentamos é devida a J.Milnor e J.Stasheff [MS], e prima pela elegincia. B
puramente formal e vilida nfo somente para polindmios, mas também para
séries de poténcias formais.

Dado P, escreva P(A) = P([ai;]) e olhe para a matriz de derivadas
B = [8P/8a;;}. Observe que

dP(lai;]) = Z Ba dau

A primeira identidade formal é
dP(A) = tr(BTdA), (%)

onde BT ¢ a transposta de B. De fato, (BTdA);; = E B day;, e entdo

oP

tr(BTdA) Z Blday; = 5-—da,m = dP(A).
A sepunda identidade formal é
ABT = BTA. (%%)
Para ver isso note que, como P ¢ invariante, pelo exercicio 3, P(XY) = P(Y X).

Considere a matriz Ej; = {ey;] onde eps = 8;70;5 (frata-se da matriz que tem
entrada 1 na posicdo (4,i) e 0 nas demais). Temos que

(Esi)rs = {0, ser#j e (ABji)rs = {0, SGS%"':

Qis, ST =] Qp5, 58 8=1.

Olhe para a identidade P((I + tE;;)A) = P(A(I 4+ tEj;)). Derivando em
relacio a t ¢ avaliando em ¢ = (), obtemos

opP apP
- Dt (EjiA)rs = m’(AEji)rsa
o que fornece (% *)
NCLA o 7
" e 6”'_1'3 N - 00 o

Tome um aberto trivializador U, de E e sejam 6% e ©% = [Of] as ma-
trizes de V e de Ky em relacio a wn referencial sobre Uy, Entéo, denotando
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B= [6P/6@,?‘j] (observe que B é uma matriz cujas entradas siio formas de prau
par) temos, por (x),
dP(©%) = tr (BT AdO%). (% % %)

Vamos estudar o fermo BT A dO<. Em primeiro lugar, temos
Of = dif; — 505, A7, e dai
’ k

4o = d(deg—29gcAag,.) = =) dIL NG+ Y 0% AdOE
k k k
= = (05 — O ABS)ABY + D 0% A (d6F; — 63 A BE;)
k k
= =) ORANL+D 05A0F,
k k

ou seja, obtivemos a idenfidade de Bianchi,
dO® = A0 — 0% AR,
Substituindo em (% % *), ficamos com
dP(0%) = tr(BTA(*AG— Q2 A8%) = tr(BTAE°AQ*— BT AG% AGY),
que, por (x*), equivale a
dP(©*) = tr((BT A8*) A Q% — 0% A (BT A8%))
¢, portanto,

dP(0%) = Z ((BT A BN A OL —0OLA (BT A eﬂ)ik) .
ik

Agora, ©F; ¢ uma 2-forma, logo comuta com qualquer outra forma, do que
concluimos que dP(©%) = 0.. O

3.3 C(lasses caracteristicas

Acabamos de ver que, se P ¢ um polindmio invariante de grau k, entdo P(Kv)
define uma classe em HE% (M, C). Nosso objetivo agora é mostrar que tal classe
depende apenas da classe de isomorfismo do fibrado F, ou seja, nio depende da
conexao V.
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Para demonstrar isso utilizaremos uma operagdo muito 1itil na cohomologia
de De Rham, chamada de integracio ao longo das fibras, a qual passamos a
descrever na situagiio que nos interessa.

Considere o fibrado trivial M x R — M. Localmente, uma forma diferen-
cial €% w sobre M x R? se escreve como uma combinacio linear de formas dos
sepuintes tipos:

Tipo (1) : w = f(z*,t)dt; Adx, com |I| < ¢,
Tipo (II) : w = f(z%,t)diy, Adz§ = flz*)dt; A--- Adlg Adx,

onde t = (f1,...,8g), diy =dty, Ao Adty 0y <o <y, [I| =7, dby A Adiy
determina a orientagio de RY e #* sdo coordenadas locais em M. Definimos um
operador linear p2° : @*(M x R7) — Q@*"9(M) por

pt'w = 0, se w é do tipo (1),
plw = (A] f(m“,t)dt;q) dz%, sew é do tipo {II),

g

onde A7 é o g-simplexo standard. Note que p2' abaixa em ¢ unidades o grau
de uma forma. Seja i: (M x A9) — M x A? a inclusdo. Entio temos a

Proposigao 3.3.1 p2 od+ (=1)"d o p2 = pf2° 04>,

Demonstraciao: Comegamos trabalhando as formas w de tipo (I}. Suponha
w = f(z%, t)dt; Adz$, com |I| < ¢— 1. Nesse caso, d(p2’w) = 0 e p2* (dw) = 0.
Por outro lado, i*w = 0 e a proposicao segue. Se w = f(x=,t)dir A dr§, com
|[I| = ¢ — 1 e, digamaos, di; =dt1/\---/\&£-/\---/\d.tq, entio

B8 1; ndty A dsS

dw = Z diAde/\dTJ+6

= - IZ /\df;Ad':-kAdTJ+( 1)'"18f

dty A« Adtg Ada

e p(dw) = (—1)1 (A] “dity A /\dtq> dx5. Invocamos agora a versao

combinatdria do teorema de Stokes (veja [St, p.109]). Temos que

(-1 gidh/\ CAdt, =Z( 1)/ [f'r )by A Adl A< Adiy,
A i=0 A4()
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onde A%(j) é a j-ésima face de A9. Mas

g
P8 (rw) = | Y (-1Y / F(z®,t)dty A Adty A--- Adty | da§,
=0 a)
0 que demonstra a proposi¢ao nesse caso.
Quanto as formas de tipo (II), se w = f{z®,f)dt; A --- A dty A dz$, entéio
t*w = 0 e o lado direito da igualdade se anula. O cdlculo do lado esquerdo é o
seguinte:

af o
dw = Zéﬁdmg/\dtl/\“./\dtq/\dm‘]
T s

a
(-—1)‘* . fa dty A--- Adby A dzf AdzS

e daf

P (dw) = (-1)"> 58};(#1/\ ‘Adiy | AdzE A daS,

E o\ Av

4 d(pd") = ( I fle®,dti A--- A dtq) dz5, o que fornece
Ad

dpt'y = > ;J:dtl A Adtg | Adaf A dzS.
k O\ Ay
Portanto, p2"(dw) + (—1)""'d(p2"w) = 0 e a proposigio estd demonstrada. O

Seja agora B M um fibrado vetorial complexo de posto n sobre a var-
iedade complexa M. Eutéo

T X id

E x R? M xR?

define um fibrado vetorial sobre M x R? cuja fibra tem a mesma dimensio
que a fibra de E. Tomando uma cobertura trivializadora {U,}, comum a
E e TM®, e um referencial local 5% = (s§,...,5%), temos que secdes de
(E % Rq)luﬂ = Uy x R x C" se expressam na forma (z%,1) — 3, f(2%,1)s2,
onde t = (f1,...,14).
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Tome q + 1 conexdes VO, V!,..., VY sobre E e considere a soma convexa
vhlee (1—ty —tg—=--— tq)vo + tlvl 4+ th‘f.
V0142 define uma conexo sobre E x R?, cuja matriz sobre Uy é
BOLr @S = (] g by — o — 1) + T A SRR L
A curvatura Kvyo.....e em U, é entdo dada por
eﬂ,l,...,q,a - de(),l,...,q,a _ 90,1 ..... g p 00,1,...,q,a.
Recorde que I(n,C) denota a dlgebra de polinémios invariantes. Defina
P(VO,VL,...,V9) : I(n,C) — Q* (M)
por
i grP
POP) = (5)  PUkeo)
2w
onde grP denota o grau de P, se g =10, e por
PV, V..., V1) = (~)/Bpd" (p(vOl-1)),
onde p2' : A*(M x RY) — @* (M) ¢ a integracdo ao longo das fibras.
Vamos examinar P detalhadamente no caso ¢ = 1. Tudo se reduz simples-
mente a
. s NTF
PV, V)P) = o2 (P(VO)(P)) = o2 ((5;) P(Kvﬂ-i)) .
Invocando o lema fundamental 3.2.2, temos que dP{Kyo.:1) = 0 e, aplicando a
proposicio 3.3.1,

dP(V°, VI)(P)) = (%)grg(pf‘P(Kvo.l)) - (;,;)grgfﬁ‘(i*P(Kvo.x))-

Agora, pela versio combinatéria do teorema de Stokes,

1 o i AlG ™ -
P2 0im = S (-1pr ) = -1,
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onde i; : M — M x [0,1} é a inclusfio 4;(z) = (z,5). Logo,
A
APOVNP) = (55)  (3PUvos) =it P(Eons)
i \IP
= (x)  (PUos) = PUEw)
= P(V)(P)—P(V)(P).
Em particular, as formas fechadas P(Kye)} e P(Kv1) diferem, a menos da cons-

tante (/(27))""", pela forma exata d(P(V°, V1)(P)). Acabamos de demons-
trar a

Proposigio 3.3.2 A classe [P(Kvy)] € Hpp(M,C) independe da conexdo V
sobre E.

A classe [P(Kv)] = [P(E)] depende apenas da classe de isomorfismo (C°°)
de F e é chamada de classe caracteristica de E.

Antes porém de discorrermos mals sobre o tema de classes caracteristicas,
retornamos & aplicacio P. A versfio combinatéria do teorema de Stokes fornece

g

) e

Pqu 0d* = Z(_]‘)Jg)* ()

F=0
que, substituida na igualdade da proposicdo 3.3.1, nos d4
q 4 1 P OAYLG
P2 od +(—1)" do p' = Z (—1) pou 4,
J=0

Essa igualdade e o lema 3.2.2, que nos diz que a forma P(V%9)(P) é fechada,
possibilitam mostrar que

Exercicio 6 P(V°, V1,...,V9) é alternada em V°,V!,..., V.

Exercicio 7

d(P(V°,V1,..., VI)(P)) = Xq:(—nip(v‘),...,@,...,V‘I)(P).
i=0

Retornando &s classes caracteristicas podemos resumir o que foi feito acima
da seguinte maneira: se I{n,C) ¢ a digebra graduada de polindmios invariantes
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e E % M é um fibrado vetorial complexo de posto 7, obtivemos um homo-
morfismo de 4lgebras, chamado de homomorfismo de Weil,

In,C) — HER(M,C)
P — [P(K)]
onde K é a curvatura de qualquer conexéo em E.

Definicao 3.3.3 Scjam C;, 7 = 1,...,n, os polindmios simétricos elementares
dos autovalores de uma matriz n x n. As formas de Chern de uma curvatura
Ky associada a uma conexio V sobre E sao

i
c(Kv) = G (%KV)
e as classes de Chern de E sido ¢o(F) =1,
G(E) = [a— (%K)] € HZn(M,C).

¢(B) =1+ ci(E)+ -+ cn(E) é a classe de Chern'total de E.

Isso ¢ um pequeno abuso, pois na realidade as classes de Chern ¢;(E) sio
definidas em H?%(M,Z). Porém, a chamada teoria de Chern-Weil nos diz que
estamos falando essencialmente dos mesmos objetos. Agora, se M é uma va-
riedade complexa, ¢;(M) denota a i-ésima classe de Chern do fibrado tangente
holomorfo de M.

3.3.1 Propriedades das classes de Chern

1) Naturalidade. Considere o diagrama

E
L7 Entio ¢;{(f'E)= f*c:(E).
N J€7

Para ver isso, suponha que ¥V é uma conexio em E. A conexfio f*V, in-
duzida por V em f!E, é definida da seguinte maneira: sejam g s 0s cociclos
de transicio de E, relativamente & cobertura trivializadora {Us}. Colocando
Vap = F7HUo) 0 f~HUp), temos que f*gap 580 0s cociclos de transi¢éo de
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FlE. f*Vyy, é definida pela matriz de 1-formas f*0%, onde 0% é a matriz de
V em U,. Observe que isso fornece de fato uma conexdo, pois vale IV},

0% = d(f"908)(Gap © F) ™t + (gap 0 £)F 0% (gup 0 ).

Portanto, as curvaturas estfo relacionadas por K v = f*Ky e o resultado
segue.

2) Férmula de Whitney do produto. Se E A MeF —p—> M sdo dois fibrados
munidos das conexdes Vg e Vg, entdo a soma E ® F admite uma conexiio
natural Vegr = Ve @ V, cuja curvatura tem matriz expressa localmente por
OFer = 0% © O%. Agora,

det(t] + OFgr) = det(t] + OF)det(t] + O%).
Comparando os coeficientes de ¢ correspondentes encontramos que
(EGF) = o(E)(F).
Em particular,
alBE@F) = a(B)+a(F),
cH{EBF) = (E) + ¢ (B)aa(F) + eo( F), ete.,

cnde o produto é o induzido pelo produto exterior de formas.

3) Classes de Chern do dual. Sejam E " M ¢ E* - M seu dual. Se g, 5 séo

. - - -1 -
os cociclos de transiciio de E, entio (ggﬁ) 840 0s de E”. Dada uma conexio
V sobre E, suas matrizes locais estdo relacionadas por (IV)

8% = dgapgns +9a9°9, b
Transpondo essa igualdade obtemos

-1 -1 T
(93:,6) dgi";;+(g§,a) (6°) 93;,6- (x)

I

(6"
Como d ((ggﬂ)—l) = -(ggﬁ)_ldgzﬁ(gg ﬁ)_1, substituindo em (%) chegamos a
o -1 —1,,.T
(6)" = —d((g25)" ) %5+ (655) " (6% 6.
Multiplique por —1,

(=0*)" = d((gZa) ") 655 + (aT5) (=07 gL,
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Ora, isso é (I'V) para E*, ou seja, podemos definir uma conexéio V* sobre E*
cuja matriz no aberto trivializador Uy, € (—HQ)T. A matriz da curvatura de V*
em U, é (lembre-se que #% & uma matriz de 1-formas)

0" = d((=0%)7) — (=07)7 A (=6%)7 = —(d8* ~ 6 A 6°)T = -0,
Agora, a transposicio A — AT ¢ obtida através de conjugacio em GL(n,C)
e, portanto, P*(—02T) = (—1)*P;(©%), pois P* & homogéneo de grau i. Logo,
a(B*) = (—1)'e( B).

4) Produtos tensoriais. As classes se Chern de um produto tensorial de fibrados
vetoriais sdo obtidas através das rafzes de Chern. Nio falaremos sobre isso,
enviando o leitor interessado a [Hir]. En’cretant%, faremos o cdlculo explicito
de 1{E® L), onde E X, M tem posto n e L = M é um fibrado em retas.
Sejam gap © hapg 0s cociclos de transigio de E e L respectivamente. Como
hep ¢ uma fungao escalar, as transigoes locais de £ ® L sfo dadas pelo produto
Vap = 9o phapg. Sejam Vg e Vi conexdes em E e L, cujas matrizes em relagio
a uma cobertura trivializadora comum séo 8¢ e 0% (8% é uma 1-forma). Ambas
satisfazem (FV), ou seja,

6% = dgapgnp + 9as959x5
8% = dhaghyl + hapfihsy
Considere a matriz 8% + 8%1,, onde I, ¢ a identidade n x n. Entao
0%+ 031, = dgapgy s+ 9aplags s + dhaphy yln + hapbi b pln
= (d9apgap + dhaphspln) + (9ap0592 s + hapblhTbln)
= (dgaphap + gapdhopln)hy 5025 + Japhap(0% + 0312)h 5005
= d(gaphap)hys9ns T Joshops(0F + 05 1)P s box b
= dvapVyp+vapl0f +03I0)5 5.

Essa tltima expressfo é (I'V) para a matriz de 1-formas 8§ + 67 1,,. Portanto,
essas definem uma counexfio em B @ L cuja curvatura é Ky, + Ky, I,. Dai
conclufrnos que

a(E®L) = tr (é%(KVE +KVLIn)) = ¢1(E) +ney(L).
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Exercicio 8 Mostre que ¢;(E® L) =
F

(Ne(B)a(l)y7, 2<i<n.
=0

3.3.2 Fibrados holomorfos de posto 1
Sejam M uma variedade complexa de dimensdo n e L —— M um fibrado holo-

morfo de posto 1.

Definicao 3.3.4 H = {H,}.car é uma métrica hermitiana em L se
(i) H. é um produto interno hermitiano em L,.

(it) dados U C M aberto e 5 : U — Ly uma secio holomorfa, a funcao

v — R
z — Hz(s(z)"s(z))

é G,

Suponha que {Us} é uma cobertura trivializadora de L e que {g, g} sio os
cociclos de transicio (holomorfos) correspondentes. Se s é um referencial sobre
Uy entdo s* = g, gsP ¢, fazendo Ha(z) = H(s%(z), 5%(2)) (note que H,(z) > 0),
temos que

H&(z) = H(Sa(z),‘ga(z)) = gaﬁﬁaﬁH(Sﬂ(z)asﬂ(Z)) = Igaﬁleﬁ(Z)a
ou seja, Hy = g pfa sHp. Reciprocamente:

Lema 3.3.5 Seja {Hu} wma colegdo de fungdes C°° definidas em {U,} sa-
tisfazendo Ho(z) > 0 e Hy = gapfapHp. Entdo existe uma tnica métrica
hermitiana em L tal que H.(z) = H(s*(2), s*(z)).

A demonstracio fica como exercicio.

Uma conseqiiéncia do dito acima é a seguinte: suponha que {H,} ¢ induzida
por uma métrica hermitiana em I.. Entdo, dado k € Z, a colegio { HE} satisfaz
&s condigbes do lema relativamente 4s fungdes gF - Portanto, {HX} determina
uma métrica hermitiana no fibrado L*.

Um fibrado holomorfo mumide de uma métrica hermitiana é chamado de
fibrado hermitiano. Definimos uma conexdo Vg num fibrado hermitiano L,
chamada de conezrdo métrica, através da familia de 1-formas de tipo (1,0)

8% = flog H,
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em cada aberto trivializador [7,. Para ver que isso define de fato uma conexéo,
observe que log Hy = log(ga gfagHs), do que deduzimos que vale (IV):

agaﬁ BH‘B —1 3 -
Aol 4 S = dousgzh + gan(O1o8 Hp)az),

A curvatura Kv,, associada & conexo métrica é entdo dada pela 2-forma
de tipo (1,1)

0% = df* — 8% A8* = d§® =dBlog H, = 00log H,,

8log He = 8108(ga pfa sHp) =

portanto, ¢1(Kv,) = =Kv,, e dai

a(L) = [%KV,{] = [%éalogH] € HZp(M,C).

Sejam apora M compacta ¢ D C M uma subvariedade analitica de codi-
mensao 1. Se {fa, Us} sdo os dados locais que definem D, como em 2.3.1, entéo
o fibrado [D] ¢ dado pelas transi¢des go 5 = fo/fs. Vamos supor que o fibrado
(D] 7, M admite uma métrica hermitiana H e seja K a curvatura da conexo
métrica induzida por H.

Teorema 3.3.6 ¢;,([D]) € o dual de Poincaré do ciclo definido por D.

Demonstragio: Seja 1 uma (2n — 2)-forma fechada C°° em M. Devemos
mostrar que [, (%K ) At = [p1. Como integragio em variedades é um
procedimento local, tomando uma cobertura trivializadora {U,} de [D], basta
mostrar que [, (%;K ) Ay = [, A, ¥- Seja e* um referencial de [D] sobre U,

¢ considere a secdo s,(2) = fo(2)e®. Em U,, a matriz da curvatura induzida
pela conexdo métrica é

@* = didlogH, = dilog H(sa(2),4a(2))
= dt)log(_fafaH(e"‘,e“)) = dalOg(fafaha)s
onde h, > 0. Como 9 é fechada,
d(alogﬂ(sa(z),.«,—a(z))w) = dBlog H(sa(2),5a(2)) A% = O% A
Tome a vizinhanga tubular de D N U, em M definida por
Tol(e) = {|5a(2)| < €} C U,. Entéo

f Q%A = lirrb [ % AY = lina / d((’) log Ha A 1/))
L £—
U Ua\Ta(e) Ua\Ta(e)
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¢, levando em conta o fato de que 8log(fafoha) = df» /fa + Oha/hy, a orien-
tagho e invocando Stokes,

gi_ri% / d(alogHaAth)z—Eil% / %qu,_llm f .il,\q/

Ua\Ta(€) T (e) T (€) “

Agora, a forma (Gho/ha) A ¢ tem cocficientes limitados em U, e
lime_,o vol(8T,(e)) = 0. Logo, lim._, J:S*Ta( » (Gha/he) At = 0 e nos resta
calcular — lime_g -!;STq(e) (dfe/fo} A1, Para fazer isso, seja zo € D NU,. Exis-
tem uma vizinhanca V,, C U,, imagem de um polidisco, ¢ um sistema de
coordenadas (wn,. .., wn,) em torno de 2, tais que nessas coordenadas f, = wy,
ou sgja, Vzp N D = {wn = 0} e, além disso, reduzindo ¢, se necessirio,
OTw(e) N Vzy = {|un| = €}. Escreva as coordenadas (wy,...,w,) na forma
(wy,w') e a forma ¢ como 3 = ¥(w)dw' A dT + p, onde g contém termos
envolvendo dw; ou dw;. Denotando por A{w’) o polidisco ébvie, ficamos com

— lim [ Yo A = — hm / / d_‘u}‘ Aplw)dw A dT,

e—0 . P
BTo ()NVig A(w’) [wy]=e¢

pois a integral envolvendo y se anula, e

dw
— lim / / A Ppw)dw' AdT = —2mi f (0, w)du' A da
b
Aw’) |y |=e Aw')
= 27 / ’l/).
DV,
Conclufmos que f,, K A1) = —2m% [, 9 e 0 teorema estd demonstrado. 0

Exemplo 3.3.7 A classe de Chern de I,

Comegamos estudando a forma de Fubini-Study. Em C™*! tome o produto her-
mitiano usual {(Zo, ..., Zn),(Wo,...,Wp)) = 3, Z:W; ¢ considere a projecio
canbnica m : C™1\ {0} — P2 Dado um aberto U C Pg, U # P, seja
Z:U = C™! ym lcvantamento de U, isto é, uma aplicacio holomorfa tal que
7o Z = idy. Considerc a (1, 1)-forma C*°

= a2 _ a2
w = 271_()c)lo[.,|Z| 27rddlog,|Z| .



46 CAPITULO 3. CLASSES DE CHERN

Se W:V — C*! & um levantamento de V e p € U NV, entdo, escrevendo
Z = (foy- s fu)y W = (go,--,gn), temos que 7Z(p) = 7mW(p) e, portanto,
(fol®),- . -, Fu(®)) e (90(p), . .., gn{p)) se projetam sobre o mesmo ponto p € P¢.
Logo, existe uma fun¢do holomorfa A em U NV tal que W = AZ, e entdo

8blog|[W|*> = 88log|AZ> = 8blog(AA|Z]%)
= 00log|Z|* +08(log A +1log ) = dlog 1Z|?,

pois 88(log A +log A) = 8log A — 88log A = 0, ja que A é holomorfa. Portanto,
w é uma (1, 1)-forma fechada global em P¢, chamada de forma de Fubini-Study.

Uma expressao manusedvel de w é obtida tomando o aberto Up = {Zy # 0} e 0
levantamento Z(z1,...,2n) = (1,21,...,2s). Nesse caso,

i 95 o L.
w o= —0Blog(l+) ] %)
_'i_ E dz; A dz; _ (Z Zidz,-) A (E zidii)
27 1+ZZ,;5,: (1+Ezi2i)2 )

A forma de Fubini-Study define um produto hermitiano em T'Pg (fibrado
tangente holomorfo) e, escrevendo w = 5= 3, ; hij(2)dz A dZ;, a matriz hermi-
tiana [hi;] é 2 matriz desse produto.

Exercicio 9 Mostre que

[wﬂ'= wAhA---Aw =1
i By ™ vezes

Passamos agora a L*. No aberto trivializador U; = {Z; # 0}, com coorde-
nadas (2] = (z1,--.,%i, 1, Zi41, - -+, 2n), definimos o produto hermitiano H; nas
fibras por Hi(([2], %), ([2],v)) = {u, v}, onde {,} é o produto hermitiano usual
em C™*1, Isso quer dizer que

n
H«;(t(Z}_, cer Zis Ly Zigny e zn): '9(21’ s Zin L Zig1, o0, zﬂ)) = ﬁ’:Z(l + z‘-"-zi)'

i=1

Logo, cm termos do referencial s'([2]} = (21,..., 2,1, 2Zit1,.. ., Za), O produto
fica definido por H; = ¥ 1, (1+2%). Como as transigdes de L' so gi; = zi/2;,
¢ imediato que H; = g;;7:;H;. A conexao métrica ¢ dada, em Uj, por

gt = dlog (Z(l + ziz-))

faz]
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e a curvatura por

(")i = 56109,' (Zn:(l +Zifi)) .

i=1
Assim sendo,
* ?’ oy = =
€1 (IL ) = [-2—;68 log (;(1 + zizi))} e H_%R(Pg, C).
Agora, L é o dual de L7 e sabemos que ¢ (L) = —¢; (I*). Daf vem que

(L) = [;—;’561%‘ (Zn:(l + Zizi)):l = [%35 log (i(l + z,-f,'))

i=] i=1

Mas essa € a forma de Fubini-Study w e concluimos que h = jw] = ¢;(L) é o
dual de Poincaré de um hiperplano. h é chamada de classe hiperplana.

Terminamos esse exemplo calculando as classes de Chern de PZ. Tal cdlculo
¢ imediato a partir da chamada segiiéncia de Euler, que é a seqiiéncia exata
natural

0—C — L®"H) _, p/pn

onde C ¢ o fibrado trivial de posto 1 P% x C — P2, L&) — Lo ... gL
N —

7+ 1 vezes
e T'P¢ ¢é o fibrado tangente holomorfo. Observe que, dualizando a seqiténcia

acima, obtemos

0 — TP o) oy,

Vamos explicar a seqiiéncia de Euler. Tome a aplicagio quociente
72 C™N\ {0} — PZ ¢ o aberto Up = {Zo # 0}, Z = (Zo,...,2Zn), com
2 = ZifZy, i = 1,...n, as coordenadas em Py nessa carta local. Temos ime-
diatamente que

ZodZ; — Z:dZy

¥

m™dz; =
3

24
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e que
g d
. = Dn{Z}=—
U (Z)az,- m{ )321
Z 1 0
—Eﬁ’ = 0
= : RPN 1 | i-ésima posicio
z, 1 5
_-Z-? 0 Z—o 0
19 .
Z—ng—i, seti#0

ZZgaz,, ner ei=0.

Portanto, no ponto z = m(2), T:Pg é gerado por m(Z)8/07Z;, i = 0,...,n,
submetidos 3 relagido de Euler

7(2) (Zz,.%) = 0.
i=0 *

Além disso, se A : C™! — C é um funcional linear, entfio o campo
w{Z) = M(Z)8/62; induz um campo holomorfo em Pg, pois mv{Z) = mw(tZ)
YieC* ¥V ZeC™! Mais geralmente, um campo de vetores homogéneo de
gran 1 em C*** desce a P.

Agora, a fibra de L* sob:e z = w(Z) é o subespago gerado pelo vetor Z. Por
dualidade, L, = {(Z)5&  Uma secio de L®"*' ¢ entdo dada por
5 = (A1,...,An), onde os A; 830 funcionais lineares. Defina um morfismo de

fibrados ¢ : LO"*1 — T'PE por
>N
(1—0 62 )

¢ é sobrejetiva, pois Y i oA 8/8Z; define um campo holomorfo em Pg e os
1,(0/0Z;) gevam T'Pz. J4 o nicleo de ¢ é o fibrado trivial sobre Pg, gerado pela
secdo (Zp, Z1,- - -y Zn), uma vez que vale a relagio de Euler. Com a seqiiéncia

0— C — L&) 7P 0
em mios, temos wma decomposicio C°°

Lo+ ~ 7pl g,
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Pela férmula de Whitney do produto (L®™+Dy = (1£p)"+ o
c(PE®C) = (PZ). Logo, 1+ ¢1(BE) + -+ cn(PR) = (1+h)" Tt ¢

(BD) = (” ! l)hi.

3.4 Residuos

3.4.1 O niicleo de Bochner-Martinelli

Apresentaremos brevemente esse conceito, necessdrio em demonstragdes futuras.
. ——
Em R™, considere as formas w; = (~1)" 1.1:1-(19:1 Ao Adrg A -2 Adzyy,,
i=1,...,m. Observe que dw; =w =dx; A--- Adry, Vi e ponha

onde kp, ¢ uma constante a ser determinada. ¢, é uma forma fechada €°° em
R™\ {0}. De fato,

dpm = kpdlp|™ AL wi+km|z|TT YT dws

= kmdlr|T" AT wi knm|a T w

e, como d|z|™™ = —m|z| """ Hzydzy + - - + Tmdrm), temos que
m
djz| ™" A Zwi = —mix| ™ %z w,
i=1
e entdo dpm = —kmmlz| " w + kmm|z] T "w = 0.

Segue do teorema de Stokes que, se ST~ C R™ ¢ a esfera de centro 0 ¢ raio
7, entdo [¢m—1 ¢m ndo depende de 7. Podemos assim escolher k, de tal modo

que [gm-1 pm = 1. Além disso, ¢, fornece um gerador de Hpym 1(S™1).

Exercicio 10 Mostre que &, ¢ dado por

— 1)
%, se m = 2q
bm =
' !
(29)" sem =2q+ 1.

2mgagl’
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1 zdy — ydx
Por exemplo, em R? temos ¢p = — ————.
plo, ¢’2 o 12 + ?]2
Se identificarmos C™ com R?™, ento ¢an Se escreve como uma soma
Bn + Ba
tan = 'HTH,
onde n ——
B, = ¢ 2:’.:1 wi(z) A W(Z)
no— n 2n ’
||
sendo

w(z) = dzy A~ - Ndazg,
wiz) = (-1 'Hda A AdE A Adz,
_ 11!112—1! (n— 1)!'
(2mi)"
B, é uma (n,n — 1)-forma fechada C*° em C" \ {0} chamada de nicleo de

Bochner-Martinelli. Observe que B, ¢ uma forma real quando restrita a §27~!
e que

£ = (

/ B, =1 Yr>0.
. SE:;—I

Por exemplo, em C temos By = (1/27i)dz/z.

O niicleo de Bochner-Martinelli fornece uma generalizagio da férmula inte-
gral de Cauchy, sob o ponto de vista de bolas euclidianas. Para precisar isso
note que By, é uma (n,n - 1)-forma fechada e que, se f ¢ uma fungéo holomorfa
definida numa vizinhanca de (0 € C”, entéo

A(fBy) = df ABn+fdBn = 0

pois By é fechada ¢ a parcela df A B, se anula jd que f € holomorfa. Tome agora
uma bola euclidiana B.(0) centrada em 0, cujo fecho estd contide no dominio
de f. Dado 0 < € < 7, seja B(0) a bola euclidiana de raio €. Segue do teorema
de Stokes que

0 = / d(f B, = [an_ / B,
B{0)\ B.(0) 8F.(0) 8B.(0)

ou seja,

fBn = / f B,.
8B, (0) 8B, (0)
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Mas, como By, normaliza o volume das esferas,

lim / fBn = f(0)

e—l})
8B.(0)
obtemos
fB. = f(0).
8B,(0)

Mais geralmente, o nicleo de Bochner-Martinelli em C™ x C™ é definido por

s Yo wilz — w) A wlw)
" Iz — w|*™™

ﬁn(za w) =

o Ty (O T o = ) Ay (dz — dg) Aoy A - A duwn
i Iz _ fwf2n .

3.4.2 Residuos de Grothendieck

Falaremos agora sobre residuos de Grothendieck, uma generalizacio pontual da
noc¢io de residuo de Cauchy em uma varidvel. Sejam f;: V = C,i=1,...,n,n
fungdes holomorfas definidas em um aberto 0 € V C C”, satisfazendo f;(0) = 0
para todo i e f~1(0) = {0} oude f = (fi,..., fa). Sejam U uma bola euclidiana
de centro 0 contidaem Ve Dy = {f; =0}NU, U; =U\D;c U*=U \ {0}.
Note que os U; formam uma cobertura aberta de U*. Vamos considerar n-formas

meromorfas
Y — g(z)dzy A~ Adzy
- bl

J1(2) -+ fal2)

onde g é holomorfa em V.

Definigao 3.4.1 Seja I' o n-ciclo real definido por T' = {|fi(z)| = €} e munido
da orientagfio dada por d{argfi) A--- Ad{argfs) > 0. O residuo de w em 0 é

L\ [g(z)dzy A Adz,
%) / filz) - fa(z)

Resgw = (

O primeiro fato a se notar ¢ o seguinte: a n-forma w é holomorfa em
U\ U;D; e, portanto, dw = 0 nesse aberto. Daf vem que Resgw depende ape-
nas, por Stokes-Herrera ([Bun] ou [Her]), das classes I' € H,(U \ U;D;,Z) e
[w] € HEp(U\U;D;, C). Outra propriedade ¢ que Resgw 6 linear em g e é alter-
nado em relagio as f; devido & orientagdo de I'. Além disso, suponha que g estd
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no ideal {f1,..., fn), gerado pelas f; no anel dos germes de fungdes holomorfas
em 0 € C" Afirmamos que nesse caso Respw = 0. Para ver isso basta supor,
devido A linearidade de Res em relagio a g, que g = hf;. Entdo w assume a

forma
_ h(2)dz Ao Adzg

fa(2) -+ fu(2)
e é holomorfa no aberto U’ = U\ Dz U...UDy D U\ UL Di. A cadela

={filz)| £ & |fi(M =€7=2,. n} C U’ & tal que DA = 4T e, pelo
teorema de Stokes * frw= _[A dw = 0,

Lema 3.4.2 Se f ¢ um biholomorfismo local em torno de 0, entdo vale

g(0)

RGSQ\’JJ = m .

Demonstracdo: Ponha w = f(z}. Entao

f,.( (gofN)(w) @A,_.Adwﬂ -9 di, dn

det DF(f—1{w)) wy w, ) detDf(2) f N
g(z) dz dzp
__deth(z) dCth(Z)T N A f—ﬂ

glz)dzmy A Adzn

fi(2)-- fa(2)

Pelo teorema de mudanga de varidveis

1N" [ 1\" (go f~V)(w) dun dwn,
oo = (57) [ = (3) | ®Bmon w "
r fw;i|=¢

w;|=

¢ pela férmaula integral de Cauchy

(L) [ ol oyt o(0)
2 det DF(f~Yw)) un Ulp det Df{0)

w;|=¢€

O lewa atima é um caso particular da seguinte Lei de Transformagdo:

Teorema 3.4.3 Sejam f,q: V — C" holomorfas com f~1(0) = g~1(0) = {0}.
Escreva f = (f1,---2fn)s 9 = (g1,-..,9n) € suponhe que fenhamos
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9i(z) = 3_; 045(2)f;(2), onde A(2) = [ai;(2)] € wma matriz com entradas holo-
morfas. Enido

Reso ( h.dzlf 1/\ -. -. -f/\ dzn )
n

Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrada em ([GH, p.658]).

De posse da Lei de Transformagio é possivel demonstrar os seguintes fatos
sobre os residuos pontunais: suponha que w = (dfi/fi) A --- A (dfa/fn), onde
J15...y fr 880 como acima. Entio

Resy (hdetAdzl /\---/\dzn) ‘
g1 Gn

1)} Respw = (Dy -+ Dy)o, 0 niimero de intersegio em 0 das hipersuperficies
{divisores) definidas por f; = Q.

2) Resow = dimcOrn/(f1,...,fa). Em particular, se f; = 8g/d2z para al-
guma fungéo holomorfa g : V — C, com g(0) = 0 e 0 € C™ um ponto critico
isolado, entdo Resyw = u{g,0), o nimero de Milnor de g em 0.

3) Respw ¢ o grau da aplicagio f = (f1,..., fn)-

Uma relagéo entre o residuo de Grothendieck e o micleo de Bochner-Marti-
nelli pode ser obtida via cohomologia de Dolbeault {veja [GH]) da seguinte
forma: considere a aplicacao £ : U — C" x C" definida por F(z) = (z+ f{2), 2)
e olhe para a forma n, = gF*8,. Entao

e = () [“heert - v

g2n-1







Capitulo 4

Feixes

4.1 Definigoes e exemplos

Definigao 4.1.1 Um feize de grupos abelianos sobre um espago topoldgico X
consjste de um espaco topoldgico S e de um homeomorfismo local 7 : § — X
satisfazendo:

(a) Vp € X 7~Hp) ¢ grupo abeliano;
(b) As operagies de grupo sio continuas na topologia de S.

Dizemos que o espago topoldgico X é a base do feixe. A aplicacfio 7 é chamada
de projecdo, enquanto cada grupo abeliano 8, = 7#71(p) é denominado haste
sobre p. No item (b) da defini¢io acima queremos dizer que a aplicagio

(#1,22) €D — 3 —29€ 8

é continua, onde D = {(z,13) € & x &;7(x1) = n(w2)}, com a topologia
induzida pela topolopia produto de & x 8.

Exemplo 4.1.2 Seja G um grupo abeliano com a topologia discreta. Conside-
ramos X x G com a topologia produto, e a projeciio 7 : (p, q) EXxG—opeX.
O feixe assim produzido é chamado de feize constante e é denotado ainda por
G. Suas hastes sio isomorfas ao grupo G. Excmplos relevantes para o decorrer
dessas notas sd0 os casos em que G = Z,R on C, com a estrutura aditiva, on
ainda G = R* = R\ {0} ou C* = C\ {0}, com a estrutura multiplicativa. No
caso em que G = {0}, o feixe produzido é denominado feize nulo ¢ é denotado
simplesmente por 0.

c
o
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Dado um aberto U € X, uma segio de S sobre U é uma aplicagio continua
s:U — 8 tal que mos(p) = p V p € U. Observamos que, em virtude do fato
de 7 ser homeomorfismo local, todo ponto z € S estd na imagem de alguma
se¢io (sobre algum aberto convenientemente escolhido em torno de p = m(x)),
e que imagens de se¢des formam base da topologia de § em x. Além do mais,
duas se¢oes coincidindo em um ponto coincidem em toda uma vizinhanca deste
ponto. O conjunto das secdes de S sobre U é denotado por S(U). Este €
sempre nio vazio, pois sempre contém a se¢do nula: aquela que associa a cada
p € U o elemento neutro do grupo abeliano §p,. Dadas se¢Oes 51,82 € S(U),
definimos s + 2 : U — S efetuando, em cada haste, a operagdo de grupo:
(51 + s2)(p) = 51(p) + s2(p). Segue que 57 + s2 é continua e, portanto, é uma
secdo. Isso prové a S(U) uma estrutura de grupo abeliano, onde o elemento
neutro é a segéo nula.

Exemplo 4.1.3 Scja G um feixe constante sobre X. Se U C X ¢ aberto, entéo
uma se¢ao s € G(U) é uma fungio localmente constante s : U — G.

Nos parégrafos seguintes, apresentaremos uma construgo alternativa de
feixes, operacionakmente mais 1itil,

Definicio 4.1.4 Seja X um espago topolégico. Um pré-feize de grupos
P = {P(U)} sobre X consiste de uma correspondéncia que a cada aberto U C X
associa um grupo abeliano P(U), e a cada par de abertos I/ C V C X associa
um homomorfismo p}; : P(V) — P(U), satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) P(#) é o grupo trivial;

(b) p; = idpqry, & identidade em P(U), para todo aberto U C Xj

(¢) ply o Y = p¥¥ para todos abertos U CV CW C X.

Os prupos P(U) sdo denominados grupos de segdes e os homomorfismos pg,
homomorfismos de restricdo. Essa terminologia decorre do seguinte: a um feixe
S ¢ associado canonicamente um pré-feixe P = P(S), fazendo corresponder
a cada aberto U o grupo de segdes P(U) = S(U) e a cada par de abertos
U C V C X o homomorfismo de restri¢io p; : s € S(V) — s|ly € S(U).

Reciprocamente, hd uma maneira candnica de associar a um pré-feixe P
um feixe § = F(P). Dado p € X, seja Up = {U C X; U aberto, p € U}.
Definimos a seguinte relacio de equivaléncia entre segbes sobre abertos de U, :
51 € P(Uy) ~ s2 € P(Us) se existe um aberto U € Up,, com U C Uy e U C Uy,
tal que pgl (1) = pi?(s2). Definimos

S = |J PWy/~,

U<,
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o grupo de germes de secdes de P em p. A aplicacio de projecio associada
a esse quociente induz homomorfismos py;, ¢ P(U) — S, compativeis com os
homomorfismos de restrigao: pyp 0 pfy = Pv,p, sempre que U C V. Fazemos
8 =U,ex Sp» com a aplicagio de projegio 7 : S — X tal que 7(Sp) = p. Para
cada aberto U C X e segio s € P(U), tomamos p(s) = Upew pup(s), a imagem
da secio s em S. S, provido da aplicagio 7 e da topologia gerada pelas imagens
das se¢es, é um feixe cujas hastes sdo os grupos Spe

Exemplo 4.1.5 Considere sobre o espago topolégico X o pré-feixe P que asso-
cia a cada aberto U C X, U # 0, o grupo G, onde G é um grupo abeliano nio
trivial fixado, cujos homorfismos de rvestricio sdo identicamente nulos:
pri9g€G - 0€ Gsempreque U CVelU# V. F(P) 6o feixe nulo,
donde P(F(P)) tem todos os grupos de secdes nulos.

Para evitar a anomalia apresentada no exemplo acima, temos a

Definigao 4.1.6 (Axioma de feixe) Um pré-feixe P sobre um espaco topolé-
gico X satisfaz o azioma de feire se, e somente se, para todo aberto U C X,
dadas uma cobertura {Us}aca de U e sebes s, € P(U,) satisfazendo

Ue — Uﬂ - ‘ a H Al Ay
PUzAU,(Sa) = Pyl nu,(sp) sempre que o, B € A, entdo existe uma tinica segfio
s €P(U) tal que pfj =so Va € A
Em outras palavras, um pré-feixe satisfaz o axioma de feixe se, e somente se,
seqoes locais compativeis com as operaces de restricio se colam de maneira
tinica.

Exercicio 1 Dado um feixe S, prove que seu pré-feixe de segdes P(S) satisfaz
o axioma de feixe.
Exercicio 2 Prove que o pré-feixe P satisfaz o axioma de feixe se, e somente se,
existem isomorfismos @y : P(U) — P(F(P))(U) associados aos abertos I/ C X,
compativeis com as operagies de restrigao.
Exemplo 4.1.7 Nos exemplos que seguem, apresentaremos alguns feixes a par-
tir dos grupos de se¢fes que os geram. As aplicagdes de restriio serdio sempre
a restricio dos objetos considerados (fungdes ou formas diferenciais).
X = M variedade 0%

C* : G®(U) = {fungdes C* em U};

ar: ar(U) = {p-formas C* em U};

2P . ZP(U) = {p-formas fechadas C* em U};
X = M variedade complexa e V C M subvariedade analitica:
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O : O(U) = {fun¢des holomorfas em U};

O* . ©0*(U) = {fungdes holomorfas nunca nulas em U};

a®9) . g'rU) = {(p, g)-formas C= em U};

Z@a), 29 () = {(p, q)-formas J-fechadas C*® em U};

P QP(U) = {p-formas holomorfas em U};

Ty : Ty (U) = {funcdes holomorfas em U nulas em U NV}.
Observagio: em (O consideramos a aplicacfo de multiplicagao.

Exemplo 4.1.8 Scja M variedade complexa. Dado um aberto conexo U C M,
O(U), o anel de fungdes holomorfas em U, é um dominio de integridade. Pode-
mos, portanto, formar seu quociente

QU) = {(£,9) € OWU) x OU);9#0} [ ~,

onde a relagio de equivaléncia ~ ¢é definida por
(f,9) ~(f,9) < fa-fg=0.

A operacao (f1,91), (f2,92) = (f1f2,g192) estd bem definida e fornece a Q(U)
a estrutura de anel comutativo com unidade. Denotamos a classe de (f,g)
nesse anel por f/g. Essa classe corresponde & fungio holomorfa definida para
p € U\{g =0} por r(p) = f(p)/g(p). O préfeixe {Q(U)}, com homomorfismos
de restricio definidos pela restri¢io de fungdes, ndo satisfaz, em geral, o axioma
de feixe. O feixe induzido por esse pré-feixe é denominado feize de germes de
fungdes meromorfas em M ¢ é denotado por M. Uma fungdo meromorfa no
aberto U ¢ M ¢ definida como sendo uma secao de M sobre U. A incluséo
O(U) «— Q(U) dada por f — f/1 define uma incluséio natural O — M.

Exercicio 3 Sejam M variedade complexa e U C M um aberto. Verifique que
uma fungdo meromorfa m € M(U) é fornecida pelo seguinte conjunto de dados:
umna cobertura aberta {Us taca de U e fungtes holomorfas fu, ga € O(Us), com
9o # 0 Va € A, tais que fagpju,, = f9alt., sempre que Ung # 0.

Dado um feixe S sobre um espago topolégico X, um subfeixe de S ¢ um
aberto R C & tal que, para todo p € X, R, = RN Sy ¢é subgrupo de 8.

R serd, assiim, um feixe, cuja projecio é a restricio a R da aplicagio de
projecio de 8. Dado um subfeive R de &, podemos definir o feixe quociente
I = §/R, tomando como haste sobre p € X o grupo abeliano I, = 8,/R,,
¢ provendo 7 = Upe x Ip da topologia quociente associada & projegio natural
$:8 — T (U CT é aberto se, e somente se, ¢~ *(U) C 8 é aberto).
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Considere & e 7 feixes sobre X, 7 e ¢ as projecdes correspondentes, pY; e
73 os homomorfismos de restricio sempre que I C V C X sio abertos. Um
homomorfismo de feizes @ : § — T 6 uma aplicagdo continua que preserva
as hastes, ou seja, ®(S,;) C T, ¥V p € X, que, restrito a cada haste, 6 um
homomorfismo de grupos. & induz, através da composi¢io, homomorfismos
®*: S{(U) — T(U), U C X aberto, que comutam com as aplicacdes de restricio:
¥ o pff = 7 o &% sempre que tivermos abertos U C V C X.

Equivalentemente, um homomorfismo de feixes pode ser definido a par-
tir dos pré-feixes de se¢des: para abertos U C X, sio dados homomorfismos
@7 : S(U) — T{U) compativels com os homomorfismos de restricio. Esses
induzem um homomorfismo de feixes @ : § — 7.

Um homomorfismo de feixes @ : § — 7 é um isomorfismo de feizes se possuir
uma aplicagio inversa que também é um homomorfismo de feixes. Dizemos,
neste caso, que & ¢ 7 sao isomorfos e denotamos & =2 7.

Dado um homomorfismo de feixes € : § — 7, o niicleo de ®, denotado por
Nue(®), consiste da pré-imagem por @ da se¢io nula de 7 sobre X. N uc(P) é
um subfeixe de S. A imagem de ® também é um subfeixe Im(®) C 7. Segue
que Jmn(d) =2 8§ /Nuc(P).

Exercicio 4 Prove que nm homomorfismo de feixes @ : § — 7 ¢ injetivo se, e
somente se, Nuc(®) = 0, onde 0 denota o feixe nulo.

® ¢ sobrejetiva quando Im(®) = 7. Temos, neste caso, T /Im(®) = 0.

Proposigao 4.1.9 Considere ® : 8§ — T wm homomorfismo de feizes e
b7 : S(U) — T(U) os homomorfismos induzidos nos pré-feizes de secées.
Entdo:

(a) © € injetiva se, e somenie se, ®f; : S(U) — T(U) € injetiva pare todo
aberto U C X contendo p.
(b) ® € sobrejetiva se, e somente se, para cade = € T eziste um aberto

U C X contendo p = o(x), e uma se¢do s € T(U) passando por = tal que s estd
na imagem de O}, : S(U) - T(U).

Exercicio 5 Prove a proposicao 4.1.9

Em outras palavras, a proposi¢ao acima diz que a injetividade de um homo-
morfismo de feixes ¢ equivalente 3 injetividade das aplicactes induzidas nas
se¢bes. A sobrejetividade, por sua vez, expressa o cardter local desta teoria: a
pré-imagem de uma segdo pode ser encontrada, porém reduzindo-se convenien-
temente o aberto sobre o qual ela esti definida.
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Exemplo 4.1.10 Consideremos M = C* ¢ a aplica¢io exp : Op — O)y que,
dado um aberto U C M, associa

f(2) e O(U) — exp(2mif(2)) € O (V).

exp é um homomorfismo sobrejetivo de feixes, uma vez que, localmente, sempre
podemos produzir um ramo de logaritino para uma fungao holomorfa que néo se
anula. Por outro lado, a aplicagio exp* : Op (M) — O)(M) nio & sobrejetiva,
uma vez que a secio dada por z + z em ), (M) ndo possui pré-imagem.

418

Exercicio 6 Seja @ : § — 7 um homomorfismo de feixes. Prove que @
isomorfismo se, e somente se, para todo aberto U C X, @} : S(U) — T(U)
isomorfismo.

(2

Exercicio 7 Prove que os feixes § e F(P(S)) séo isomorfos.

Dados homomorfismos de feixes @ : R = S e W: § — T, dizemos que a
seqiiéneia

¢ oW
RoS85=T
é erata sc Imn{®) = Nuc(¥). Uma seqiéncia ezala curta de feixes ¢ uma
seqiidéncia da forma
4 T
0-RISIZT a,
exata om cada uma das trés passagens intermedidrias. Ou seja, @ ¢ injetiva, ¥
¢ sobrejetiva ¢ I'm(®) = Nuc{¥), Nesse caso, R pode ser identificado com o

subfeixe ®(R) C S ¢ vale T & §/$(R). Reciprocamente, se R é um subfeixe
de &, a inclusfio #nc: R — & dd origem a uma seqiiéneia exata curta

0-RESTYS/R -0,
onde proj : § — §/R denota a projegio natural.

Exemplo 4.1.11 Considere M varicdade complexa e a aplicagio exp : O — O
definida no exemplo anterior. O micleo desta aplicacio é o feixe constante Z, o
que resulta na seqiiénela exata curta

0=-Z—-0= 00" -0



4.2. COHOMOLOGIA DE FEIXES 61

4.2 Cohomologia de feixes

Seja & um feixe sobre um espago topoldgico X e U = {Ua }aea uma cobertura
de X. Denotamos Us,...c, = Vie; Unss @05 .-, 04 € A

Definigdo 4.2.1 Uma g-cocadeia de I com coeficientes em S é uma funcio
que a cada (q+1)-upla ordenada (ao,...,a,) € A9F! associa uma secdo
fao...qu € S(Uau...aq)-

Usamos a notagio { fap...w,) Para representar uma g-cocadeia. O conjunto
das g-cocadeias de U com cocficientes em § é denotado por C?(U,8). Como
C9(U,S) é um produto de grupos de se¢des, também possui estrutura de grupo.
Note que um elemento de C%(U, S} associa a cada aberto U da cobertura If uma
se¢io de S(U). Um homomorfismo de feixes & : § — 7 induz uma aplicacio
@7 1 CHU,8) — CUU, T), levando (fap...a,) em (2*(fag...a, ), onde * denota
as aplicagoes induzidas entre grupos de segoes.

Definimos o operador de cobordo dy : CY(U,8) — C¥1 (U, 8) da seguinte
forma:

d"?((fau..:aq)) = (gao...aq+1)’

onde
q+1

gao-..qu-e.] = Z(_l)kpk(fao...zk...aq+1)’

k=0

& simbolizando a auséncia do fndice indicado e py referindo-se & aplicacio
. Uc! P T TN

de restri¢io S
§80 DU g _ ‘

denotando por d, os cperadores de cobordo associados a ambos os feixes, temos

dq0¢>;=@;+lodq.

Se ® : § — 7 ¢ um homomorfismo de feixes,

Lema 4.2.2 dgiq0dy =0

Demonstragdo: Tome uma cocadeia (fo,..o,) € CI(U,S). Temos

dq((fan---aq)) = (gan...aq_,_l) S Gq+1(u,8),

onde
g+1

g&o'.-aq+1 = Z(——l)kl)k(fao...ak...aq+1 )'
k=0

Por sua vez,

dﬁ'+1((g&0---aq+1)) i (hﬂto--.&q+2) € Cq+2(u18)=
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onde
g+2

h'Ctn...a‘H,z = Z(—l)lpl(g&o...aj...Cxq+2).
I=

Uma vez que

=1
= k ~ -
gao...al...aq_l.g - Z(_l) pk(fao...ak...nq...a,‘.+2)
k=0
q+2
k+1
+ Z (—1) pk(foto...ag...;;.,...aq+2)’
k=Il+1
encontramos
g+2 -1
) k
h'a(]-uaq+2 = Z(_l) ol (Z(ﬂl) pk(fuo...gk...Eg...aq.;.z))
=0 k=0

a+2 a+2
k1, ~ - =
-+ Z p; ( Z (-1 ao m._.ak...aqn)) = 0,
I=0

k=i4-1

pois a cada parcela da primeira soma corresponde uma parcela de sinal oposto
na segunda soma. O

Definimos

Z9U,8) = {f € C1U,S);dg(f} =0},

ou seja, o micleo do operador d, : CHU,8) — CT™U,S). Os clementos de
Z4(U4,8) sdo chamados de g-cociclos. Defininos ainda, para ¢ > 1,

BYU,S) = {f € CIU,S5); g€ CT(U,S) tal que f =dg—1{9)},

ou seja, a imagem do operador dy—q : C97HU,8) — C*U,S). Seus elemen-
tos sio chamados de g-cobordos. No caso em que ¢ = 0, convencionamos que
BO(U,S8) = 0. Do lema 4.2.2 temos que B(U,S) C Z9(U,S) ¥ q = 0. Podemos,
portanto, definir

HYU,S) = Z9(U,S)/BYU,S),

0 ¢-ésitno grupo de cohomologia de S em relagdo a Y. Uma vez que os homo-
morfismos @} : CY(U, S} — CI(U, T) induzidos por um homomoriismo de feixes
$:5-T (omutam com os operadores de cobordo, eles induzem homomorfis-
mos entre grupos de cohomologia: &7 : HI(U,S) — HIU, 7).
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E instrutivo entendermos o grupo H(U,S) = Z°(U,8). Um clemento
f = (fao) € C°WU, S) estd em Z°(U, ) se, e somente se, do(f) = (Gapa,) = 0.
Visto que

Us U,
Gaoar = Py, ! (fa1)_PU ? (ft:!o)1

apeoy apoe]
termos que do{f) = 0 se, ¢ somente se,

U,

k. (fey) = pg"“ (fao) ¥V a0, 1 € A.

agay ;e

Em outras palavras, ¥V ag,a1 € A, as secdes fop € S(Uny) € fa; € S(Ua,)
voincidem nas interse¢des Uggq, , €, portanto, definem uma secio global. Resulta
daf a identificacio H°(U,S) = §(X).

Objetivamos construir uma teoria de cohomologia que seja intrinseca ao
espago topoldgico X. Os grupos de cohomologia até agora produzidos estio, no
entanto, vinculados & escolha de uma cobertura U = {Ua}aca. Livramo-nos
dessa dependéncia recorrendo ao conceito de limite direto (veja [AM]). Dadas
duas coberturas U = {Us}aea ¢ V = {Va}gen de X, diremos que ¢ é um
refinamento de V se existe uma aplica¢io, denominada aplica¢io de refinamento,
T: A — B tal que Uy C Via) ¥ @ € A. Denotamos, nesse caso, Y < V. “=<”
estabelece uma relagio de ordem parcial na familia das coberturas abertas de
X. Dadas duas coberturas abertas V = {Vg}gep ¢ W = {W, }yer, é sempre
possivel encontrar uma cobertura Y = {Unglaca tal que U < Ve Uf < W,
Por exemplo, podemos tomar A = B x T, Ui, = Vg N W,, e aplicagbes de
refinamento r; : (8,v) — B, que realiza U < V, e r2 : (8,7) — 7, que reali-
za U < W. Uma aplicagio de refinamento r : A — B induz homomorfismos
Ty C1{V,8) — CU,S), que fazem corresponder (960..8,) — (fao,__aq), onde

vr(l:xo)...r[rxq)

fcxg...aq = Pu (gr(ao)...r(aq))-

oy

Esses homomorfismos comutam com os operadores de cobordo. Induzem, por-
tanto, homomorfismos nos grupos de cohomnologia: r; : H4(V,8) — HY(U,S).

Mais de uma aplicagio de refinamento pode, a principio, estabelecer a relacio
i < V. No entanto, passando & cohomologia, todas estas aplicagdes induzem o
mesmo homomorfismo:

Lema 4.2.3 Dadas coberturas U = {Uataga ¢ V = {Valgep com U < V,
e aplicagdes de rvefinamnento 7,79 : A — B, entdo o0s homomorfismos
i, 5 HI(V,8) — HY(U,S) séo iguais.

Demonstragdo: Identificando H°(V,S) = H%U,S) = S{X), temos que
ri,r3 ¢ H(V,8) - H°U,S) coincidem com a aplicacio identidade. Pode-
mos entéo supor ¢ > 1. Tome g € H9(V, 8), correspondendo & classe do cociclo
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(96o...8,)- Consideremos r1(g) e r3(g) € H %, S), representados pelos cociclos
(féo...aq) e (fgo...nq)7 Ollde *

Vv,

1 — ri{eg)iari{eg)

ageay — FlUahong (97‘1(1.10)...:'1(&,'.))5
v

2 — rz(ag).-.r2lay}

ap..ay — FUqq...aq (grz(ao)...rz(aq))-

trar 2 1 . ,
Devemos mostrar que (f3,. o, — fao...a,) TePresenta a classe nula na cohomolo-
gia. De fato, uma verificagao simples mostra que

(fczxo...a., - f;o...aq) = dq—l((h‘ao---aq-l))=

onde
g—1
k
han...a.,_1 = Z(_l) pk(g'rl(&0)---1‘1(ak)rz(ak)...rg(aq._.l))
k=0
Vri(ag)...ri{op)ra(ag) o, —
ef)k-_—ﬂyl( 0)--ri{apdra(ag).~ralay 1)' 0

LT ERE T A IR PPes §

Os grupos H(i,S), indexados pela familia das coberturas abertas de X,
com a relacio de ordem parcial dada pela nogio de refinamento ¢ os homomor-
fismos ry : HY(V,8) — HY(U,S) sempre que U < V, constituem um sistema
direto de grupos abelianos. Definimos o ¢-ésimo grupo de homologia de X com

coeficientes emn & como sendo o limite direto deste sistemas:

HY(X,S) = lmHIU,S).

4.3 Seqiiéncia longa de cohomologia
Um feixe é definido pela colagem de objetos satisfazendo propriedades locais.
A existéncia de objetos globais, ou seja, segbes, é um problema essencial dentro

desta teoria. Um instrumento para resolvé-lo é a segiiéncia longa de cohomolo-
gia, que apresentaremos a seguir.

Lema 4.3.1 Seje 0 — R 2 8 % T — 0 uma seqiiéncia ezata curia de feires
sobre o espago topoldgico X. Entdo, dado um aberto U C X, e seqiiéncia

0-RU) L s L T)

é erata.
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Demonstracdo: A injetividade de ®* segue da proposigio 4.1.9. Basta, entéo,
mostrarmos que Jm(®*) = Nuc(¥*). Uma vez que Im(®@) = Nuc(¥), temos
Im(®*) C Nuce(¥*). Considere entio uma secio g € Nuc(¥*). Temos que
g(p) € Nuc(¥) V p € U. Tendo em vista o item (b) da proposigio 4.1.9,
visto que ® : R — Im(®) = Nuc(¥) é sobrejetiva, para cada p € U podemos
encontrar um aberto V, C U contendo p e segio fv, € R(V;) tal que
o*(fv,) = pgp {g). Como ®* é injetiva em qualquer aberto, essas secdes locais
sdo unicamente determinadas. Portanto, elas se colam em uma secio f € R(U)
tal que ®*(f) =g. O

Um espago topoldgico é paracomnpacto se é Hausdorff e se toda cobertura
aberta possui um refinamento localmente finito que também é cobertura (veja
[Mun]). Variedades diferencidveis sio exemplos de espagos paracompactos.
Temos o resultado central desta secio.

Teorema 4.3.2 Seje 0 — R 28357 50 uma seqiiénecio erate curte de
feizes sobre o espago topoldgico paracompacto X. Entdo eristem homomorfismos
byt HY{X,R) - HI"YX,R) de fortne que a seqiiéncia

0 -  RX) B osxy B 7x) &
8 mxRr 3 mwxs 4 mxn A
4 xR 4
Ve ge-yx,T) st
xRy B HYx,S) U mux,T) %
E‘, H‘H‘l( X, 'R,) q’;_tl
¢ exata.

Demonstragzo: Seja If = {Uy}laca uma cobertura localmente finita de X.
Pelo lema 4.3.1, para todo aberto I/ C X, a seqiiéncia

0—-RW) B s L T(W)
¢ exata. Uma vez que cada grupo C4(U, R) ¢ produto direto dos grupos R(Us),
a seqiiéncia

i %
0- CHU,R) 3 CUU,8) = CIU, T)

é exata ¥V ¢ > (0. Obtemos mmna seqiiéncia cxata curta

T

0— CUU,R) Y Cvu, ) B T, T) — 0



66 CAPITULO 4. FEIXES
definindo C*(U, T} = T3 (CHU, S)). O diagrama

0 - CWURrR B cws B Turn - 0

do | do | do |

0 - R B ows B Twun - o
dy | dy | dy |
dq——l 1 . dq—l ! . dq—l !

0 - CIUR) I sy B TWUT) — 0
dq l dq ! dq l

0 - CTWR) oS T T™MUT) — o

dgt1 | dot1 | dev1l

comuta, sendo que as linhas s8o sequenua.s exatas.

Definimos, inicialmente, & : H (U4, T) — H(U,R), onde H' (L{ T)é
o prupo de (ohomolobla produz1d0 a partir dos grupos de cocadeia C° (b{ 7).
Seja h € H (U, T) uma classe representada pelo cociclo (Ray.. a,) € U, T).
Da sobrejetividade de ¥} obtemos uma cocadeia (gaq...a,} € CVYU,S) tal que
Uo((ag...a,)) = (hao...aq). A comutatividade do diagrama nos fornece

V11(de({Jao..0, ) = dol(Pao.a,)) = O

Uma vez que cada scqiidneia horizontal é exata, é possfvel encontrar nma co-

cadeia (fag..apey) € CTTHU,R) tal que 85,1 ((foo..apn)) = del(ag...x,))-
Uma vez que

‘I’;+2(dq+l((f&o.--aq+1))) = dq+1(‘1’;+1((fao...a.,+1))) = dq+1 (d'q((gao...aq))) =0

e @7, o ¢injetiva, (faq...auq, ) ¢ um cociclo. Corresponde, entdo, a uma classe em
H37HU, R), que definimos como sendo §,(h). A verificacao de que §, independe
da escolha do representante de b em C(U,T) e de que é um homomorfismo &
deixada para o leitor. Deixamos ainda a verificagdo de que a seqiiéncia
®; v E
=5 HIU,S) =S HWMT) =
3 % @]
= HUTY Y RY B ogM(Y,s) W

¢ exata. Dadas coberturas U = {Ugtaca ¢ V = {V3}pep, com U < V, ¢ uma
aplicacao de refinamento r : A — B, temos que, assim como $* e ¥*, r7 comuta
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com os homorfismos 6, definidos para cada cobertura. Passando ao limite direto,
encontramos seqiiéncias exatas de grupos de cohomologia

- - £

L3 —
% omxs 4 mxT 5B
& gex,p) "H ogenx,s) e

Concluimos a prova observando que, em decorréncia da regularidade assumida
para X, H(X,7) = H9(X,T). A prova desse fato é um exercicio de topologia,
feito no lema a seguir,

Lema 4.3.3 Na sitnacdo do teorema acima, femos FQ(X, T)=HIYX,T).

Demonstragio: Basta provar que, dada uma cocadeia (hay..q,) € C?(U, T),
existemn um refinamento W = {W,lyer < U = {Uataca, 7 : I' = A a
aplicacio de refinamento, e uma cocadeia (gy,..q,) € CIW,T), tais que
Te((Pag..an)) = V3({gro...v,)). Podemos supor que a cobertura U é locaimente
finita. Uma vez que X ¢ paracompacto, é normal ([Mun]). Podemos encontrar
uma cobertura V = {Va}aea de X tal que Vo, C U, Vo € A. Paracadap € X,
escolhemos uma vizinhanga W, de p € X, satisfazendo:

(i) Wp € V, para algum a € 4;

(if) se Wy NV, # 0, entdo W, C Uy;

(iii) se p € Uap...,, CNtAO pﬁ;"'"“" (hap..a,) ¢ & imagem por ¥* de alguma
segao de S(Wp).
Note que (iii) é possivel pela sobrejetividade de W. Para cada aberto W, se-
lecionamos r(p) € A tal que W), C Vi) C Uppy. 7 : X — I é aplicagio de
refinamento que realiza {Wplpex < {Uataca. Suponha Wy, ., # 8. Uma
vez que Wi p, C Vigpo)..r(p,)s t0mos Wp, NV y #0V k= 0,...,¢. De (ii)
decorre que W, C Ur(m) VE=0,...,q, donde Wy, . p, C Wy, C Ur(,,o),_lr(pq).
Portanto, a cocadeia rg{(haq...a,}) tem associada a Wy, 5. a secio

Us(pgy...m(py) Whro Ur(pp).oorlpg)
Wog..pg (hr(T’O)---T(Fu)) - ‘()Wro...pq ° Pw, (h"(f’o)'--""(l’q))'

O resultado segue de (iii}, uma vez que pyy, o (”°) "(”“)( Pr(po)...r(p,)) €5t4 na imagem

de ©*. O
4.4 Algilns calculos cohomoldgicos

Seja & um feixe de grupos abelianos sobre um espago topoldgico X que ad-
mite uma cobertura localmente finita If = {Uy}aca. Uma particio do unidede
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para S subordinada & cobertura I ¢ uma familia de homomorfismos de feixes
{éa : § — S}aca satisfazendo:

(i) £alSp) =0V p € X\ Uy;

(i) Spcabalz) =z Vres.
A soma em (i) envolve apenas um mimero finito de parcelas nao nulas, uma vez
que a cobertura é localmente finita. Estd, portanto, bem definida. Dizemos que

um feixe é fino se admitir partigio da unidade subordinada a toda cobertura
localmente finita.

Lema 4.4.1 Seja X wn espaco fopoldgico admitindo uma cobertura localmente
finita U = {Ustaca. Seja S um feire sobre X admilindo uma particdo da
unidade {£4 1 8§ — S}aga subordinada a Y. Entdo HIU,S5)=0V ¢ > 0.

Demonstragio: Dado um cociclo f = (fap..a,) € CI(U,S) definimos, para
cada @ € A, go = (ap..ay_1} € CTH{U,S) fazendo

gag...aq_]_ = ga(f&&o...aq_l)s

onde £ é o homomorfismo induzido nos grupos de segoes. Na defini¢do esten-
demos £4(faao..ay—:) € S(Uscg...cyr) & uma segio sobre Usg...ay_, fazendo-a
identicamente nula em Usg...ay—1 \ Uaag...oyes- Deixamos para o leitor a veri-
ficagio de que dg—1(ga) = &5(f), onde & : CiU,S) — CU,S) ¢é a aplicagio
induzida entre grupos de cocadeia (nesta passagem utiliza-se o fato de que f é
um cociclo). As propriedades da parti¢io da unidade fornecem

g1 (z gcx) = qu—1(9a)=Z€;(f) = [,

afA aEd 1=

o que conclul a demonstragio. O

Como conseqiiéneia do lema, temos o

Teorema 4.4.2 Se S € feize fino sobre umn espago topoldgico paracompacto X,
entdo HY(X,85}=0V q > 0.

Exemplo 4.4.3 Se M & uma variedade C*° ¢ U = {Uus}aca ¢é uma cobertura
localimente finita, ¢ sempre possivel encontrar uma partigio da unidade C*°
subordinada a U, isto é, una familia {€, + M — [0, 1]}aca de fungoes C* tais
que {p € MiEa(p) 20} CUaVacAe Y cabalp)=1Vpe M. Se 8§ é um
feixe de germes de fungdes ou formas diferenciais sobre M, como os feixes C™°
e 0P, ou ainda, no caso em que M é holomorfa, o feixe a‘™® uma particio da
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unidade C*° induz, através da multiplicagio em cada haste, uma particio da
unidade para § subordinada a Y. C°, GF e Q™9 sdo, portanto, feixes finos.
Do teorema, seus grupos de cohiomologia de ordem positiva sdo nulos.

Seja M variedade C*°. O lema de Poincaré ([BoTu|) nos diz que uma forma
diferencial fechada é localinente exata. Temos a seqiiéncia exata de feixes

0-Coc*datda’—...

1

onde as fun¢bes ¢ formas consideradas sdo complexas. Dela, extraimos as
seqliéncias exatas

0 - € - Cc* % 20 5 ¢

0D - ' S a4 oz oo

Fixe p > 0. Uma vez que HI(M,C*) = 0V g > 0, da seqiiéncia longa de
cohomologia associada & primeira dessas seqiiéneias curtas obtemos

0 — H"YM, 2" - HP(M,C) — 0.
Da segunda seqiiéncia, visto que HI(M, Q) =0V ¢ > 0, provém
0— HP™3(M, 2% — HP7Y (M, 2} — 0.
Prosseguindo, encontramos uma cadeia de isomofismos
HP(M,C) =~ HPYM,Z'
HP=2(M, 2%

[

~ HY(M, 27,

Porém, nas duas primeiras linhas da seqiiéncia longa de cohomologia associada
& d
D=2t sar 'S 2P0

encontramos

0— 2P (M) — a1 (M) S 27(M) - HY(M, 27~ - 0.
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Segue que

(M, 2 = ZM) o oproM,0),

(@ ()

onde HE (M, C) denota o p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham. Uma
vez que HO(M,C) = HY, (M, C) = C, provamos o seguinte:

Teorema 4.4.4 (De Rham) Se M € variedade C°°, entdo Vp >0
H?(M,C) & HY,(M,C).

Consideremos, agora, M variedade complexa. O lema de Poincaré-g
([Gun, v.I]} diz que toda (p, q)-forma d-fechada é localmente J-exata. Resulta
que é cxata a seqiiéncia de feixes

0=C = 0P 3, alel) E,a(pﬁ) —_
de onde obtemos scqiiéneias exatas curtas
0 - o = g9 A 2l 0

0 — gz gl & z@2) 9

0 — 2@, qlek) 3 opktl)

Fixe p > 0 e g > 1. Uma vez que H"(M,CL(’"’S)) =0Vk>0rs >0,
computando as seqiiéncias longas de cohomologia associadas a essas seqiiéncias
curtas, obtemos, como no teorema de De Rham, uma cadeia de isomorfismos

Ha(M,Qr) = HI (M, 200
H-2( M, 2502

12

é HY(M, Z(mq—l)).
Da seqiiéncia
0 — g1 _, glpe—1} B, oea)

produzimos

0— z(p,q—l)(M) N a,(rl.q—l)(M) E, Z(P.Q)(M) — HY(M, z(p.q—l)) -0,
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de onde obtemos

zpa) (M)

HY (M, 2Pe-1)y o= _
( ) a(a(P'q_l)(M))

oy g

o grupo de cohomologia de Dolbeault de ordem (p,q). Para g = 0, temos ainda
HO(M, (p) = Hg‘O(M ) & {p-formas holomorfas em M} . Vale, portanto, o

Teorema 4.4.5 (Dolbeault) Se M ¢ variedade compleza, entdo ¥ p,q > 0

HY(M,QP) = HDY(M).

4.5 Fibrados em retas e cohomologia de feixes
Seja M uma variedade complexa.

Definigac 4.5.1 O grupo de classes de isomorfismos de fibrados em retas holo-
morfos sobre M é denominado grupo de Picard de M e denotado Pic{M).

Se L é um fibrado em retas holomorfo sobre M determinado, em relacio a
uma cobertura If = {U,}, pelo cociclo (ga,g), onde gog € O*(Uyg), temos que
(gap) define um elemento de Z1(U, O*) que, por sua vez, define um elemento
de H'(M,©O"). Essa correspondéncia, que independe da cobertura escolhida,
atribui a mesma imagem a fibrados isomorfos. De fato, se I/ ¢ dado pelo cociclo
(9ap)s ¢ L = L', existem fo € O7(Uy,) tais que fo = (924/9a8)fs em Uag.
Porém, isso significa que

(908) — (9ap) = do(fa)

e, portanto, (ges) € (g,p) delinem o mesmo elemento de H'(M, O™). Definimos,
assim, um homomorfismo Pic(M) — H'(M, O™},

Exercicio 8 Verifique que o homomorfismo acima é um isomorfismo.

Temos, portanto, a
Proposigao 4.5.2

Pic{M) = HY(M,O").
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Continuamos com o fibrado em retas L. Tendo em vista o isomorfismo acima,
podemos produzir sua imagem pela aplica¢éo
6 : HY(M,0*) — H*(M,Z),
induzida pela seqiiéncia exata curta
0-Z—0Z 0" —0.

Essa aplicagio ¢ construida seguindo o diagrama (veja a demonstragio do teo-
rema 4.3.2)

o\u,0) =T TWo) - 0
d |
0 — C*U,Z) — C*U,0)

Podemos tomar cada U, simplemente conexo, de forma que, para cada par
(e, ), podemos calcular log gaps. Assim,

(L log; ga,a) e CYU,0)

2re

é pré-imagem de {gag) por exp e

51((ges)) = dx((g—:;;k’ggﬂﬂ))

1
= '2_;5_; (loggﬁ'y - logg&’y + logQQﬁ)

A inclusio i : Z — C induz uma aplicagio 0 — H2(M,Z) — H?(M,C). Enxer-

gamos, pois,

1
% (10{.‘,’9,37 — log gay + lOgga,G} = Hg(Ms C). (4-1)
Pelo teorema de De Rham, H2(M,C) 2 Hpr(M,C). Temos entdo o
Teorema 4.5.3 A imagemn de §1{(gap)) e Hpa(M,C) € ¢ (L).

Demonstragio: Tomamos uma conexio V em L definida, em relagéo & cober-
tura {Uy}, por 1-formas 8%. Essas satisfazem

0 = dgapgus + 9ab’ 9o
= dloggep + 6° (4.2)
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e a curvatura Ky ¢ dada por uma 2-forma fechada © € 2%(M), expressa em
U, por
0% = df* —0° N> = 4B~ (4.3)

Por definicao,
e (L) = [%I{v] € H%,R(M,C).

Estudaremos a imagem de © pela scqiiéneia de isomorfismos do teorema de De
Rham. O primeiro delos,

Z22(M)
@iy 1

provém da seqliéncia curta
- 2'oal s 220
Sepuimos o diagrama
cou,aly & ¢
do |
0 — C'U,2Yy - cyu,ab)

U, 2% — 0

da direita para a esquerda, de cimna para baixo. Temos, esquematicamente,
0 = (8%) € TU, 2D = (6%) € COU, Q) (por (4.3))
— (% 0% e oYU, ZN).
O segundo isomorfismo,
HY (M, 2" — HY*(M,C),
¢ induzido pela seqiléncia
0-CoC® 42 .
Seguindo o diagrama
clu,c*y & w2y - o
dy |
0 — C*U,C) — C*}U,C™) )
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temos
(68 — 82y € C'U,2Y) — (~loggas) € CYU,C>) (por (4.2))
—  (—loggpy +1og goy — log gog) € c? U, C).

Multiplicando a tiltima expressio por /{2m), encontramos (4.1). Isso conclui a
demonstracio. O

Descrevemos a seguir um método de cdleulo de ¢1(L). Sejam {Ua}laca
uma cobertura aberta localmente finita de M, trivializadora de ambos TM€
e L, ¢ {pateca uma partigio da unidade subordinada a essa cobertura. Para
cada o € A, seja 8% a secdo de L sobre U, tal que, na trivializagio Uy x C,
$a(p) = 1V p € Uy Obscrve que, se Upg # 0, 5% = ggas”. Como no lema
3.1.2, defina, para cada « € A4, uma conexdo V* em U, tal que V*(s%) =0, e

faca
vV = ZpaV“.

Por (IV) da se¢éio 3.1, a matriz da conexdo V# em relacio ao referencial s* é
dlog gae- Portanto, a matriz da conexdo V em U, é dada por

4% = Zpgdloggga.
B

Porém, se¢ 6, ¢ a matriz da curvatura em Up, por (4.3) temos

0% = Y d(psdlog gsa)-
B

Uma vez que

afl) = [-Q%Kv],

concluimos a demonstragao da

Proposig¢ao 4.5.4 Nas condigbes acima,

) .
a(Dp. = mzd(ﬁﬁdloggaﬁ) € Hpr(M,C).
5
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4.6 Feixes holomorfos

Sejam S e 7 feixes de grupos abelianos sobre o espago topolégico X. Sx 7, com
a topologia produto, possui estrutura de feixe sobre X x X. Seu grupo de se¢des
sobre 7 x V' C X x X, onde U,V C X sdo abertos, & da forma S(U) x T(V).
Definimos o produto fibrado entre os feixes S e 7 por

SxxT = {(x,y) € §xT; n(z) ==(y)},

com a topologia induzida por § x 7. Na defini¢do, denotamos por 7 a
proje¢io associada aos dois feixes. S xp 7 ¢ a restricao de & x T & diagonal
D ={(p,p) € X x X}. Como conseqiiéneia da definicio,

(SxzT)p = SpxTpVpeX.

Sobre um aberto U C X, cada se¢do de s € (Sx-7)(U) é produzida restringindo
uma se¢do {f,g) € (S x T)(U x U), onde f € S(U) e g € T(U), & diagonal, ou
seja, 5(p) = (f(p),g(p)) Vp e U.

Sejam & um feixe de grupos abelianos ¢ A4 um feixe de anéis (comuta-
tivos, com unidade) sobre X. Dizemos que & é um feize de mddulos sobre A
(ou ainda, um feize de A-mddulos) se existe um homomorfismo de feixes
AxyS — S tal que, Vp € X, a aplica¢io induzida em cada haste A, x Sp = S
define em S a estrutura de Ap-médulo. Note que, para cada abclto U C X
a aplicagdo mdumda {A X, S)(U ) — S(U) proporciona a S(U) estrutura de
A(U)-médulo. Ou seja, temos um pré-feixe de médulos sobre um pré-feixe de
anéis, sendo a estrutura de médule compativel com os homomorfismos de res-
tricdo. Re(,lplocamcnte, dados um pré-feixe de grupos abelianos {S(U)} e um
pré-feixe de anéis {A(U)}, tais que S(U) tem a estrutura de A(U)-médulo para
todo aberto U/ C X, de forma que essa estrutura seja compativel com os ho-
momorfismos de restrigdo, ento os feixes induzidos 8§ e A sdo tais que S é um
feixe de .A-mddulos.

Se § e T sao feixes de A-mddulos, definimos S @4 7 como o feixe de
A-médulos induzido pelo pré-feixe S(U) ® gy T(U). As hastes desse feixe
sao da forma S, ®4, Tp. Obscrve que S ®4 A 2 S, pois A®4 X = X para
todos A anel e X A-moddulo.

O feixe Hom 4 (S, T) é produzido a partir do pré-feixe cujos espagos de secdes
sobre o aberto U C X sfo os A(U)-médulos Homg,, (S\v, Tiv). Homes(S, A)
é chamado de feize dual ¢ 8, e é denotado por §*.

Defini¢ao 4.6.1 Scja M uma variedade comnplexa. Um feirve holomnorfo sobre
M é um feixe de médulos sobre O, o feixe de germes de fungdes holomorfas
em M.
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Exemplo 4.6.2 O ¢ feixe holomorfo, assim como QF. A estrutura de O-médulo
é induzida pela multiplicagio de fungdes complexas, no primeiro caso, e pela
multiplicacao de funcao complexa por p-forma holomorfa, no segundo.

Exemplo 4.6.3 Na mesma linha do exemplo anterior, Ty, o feixe de germes
de func¢des holomorfas que se anulam sobre a subvariedade analitica V' de M,
é um feixe holomorfo. Uma vez que Zy é subfeixe de O, cada haste Ty, é um
ideal do anel O,. Por essa razao, esse feixe é chamado de feize de ideais de V.

Exemplo 4.6.4 A inclusdo @ — M e a multiplicagiio nas hastes fazem do
feixe de germes de fungdes meromorfas um feixe holomorfo.

Exemplo 4.6.5 Dado n > 0, O™ é o feixe obtido restringindo o produto direto
Ox...xO (nvezes) a D = {{p1,...,pn) E M X ... X M; p1 = ... = pa}.
A haste sobre p € M 6 O = Oy x ... x Op. A operagéo

O, x0; — 0Op
(g, (f1s.o o fu)) +— (gf1,...19fn)

induz em O estrutura de feixe de O-mddulos. Denominamos O" de feize
holomorfo livre de posto n.

O™ possui 1 se¢es canduicas ¢; = (0,...,1,...,0), = 1,...,n, consistindo
da fungio constante 1 na j-ésima entrada e da fungio nula nas demais.

Defini¢do 4.6.6 Um feixe holomorfo § sobre uma variedade complexa M ¢
coerente se, para cada p € M, cxiste um aberto U, C M contendo p ¢ uma
seqiiéncia exata de homomorfismos de feixes

O™y, 2 0"y, 5 Sly, — 0.

Algumas palavras a respeito da defini¢io. Sees,...,en € O"|y, 50 as segdes
candnicas de Oy, entdo as segdes 51 = Ur(e1),---» 90 = ¥ylen) € S(Up) geram
S\, como Oy, -mddulo no seguinte sentido: V ¢ € Uy, 51(q), ..., 8n{q) geram
84 como Og-médulo. Além disso, Nue(¥) C Oy (o chamado feixe de relagoes
entre $1,...,%,) ¢ também gerado como Oy, -modulo por nm nimero finito de
5eQOes. 7

Um feixe holomorfo livre é, de maneira trivial, coerente. Vale mencionar que
o micleo de um homomorfismo O™ — O entre feixes holomorfos livres sobre
uma variedade complexa M é localmente coerente (teorema de Oka). Se V é
subvariedade analitica de uma variedade complexa M, entdo seu feixe de ideais
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Zy é coerente (teorema de Cartan). Veja [Gun] para uma demonstracio desses
resultados.
Uma classe especial de feixes coerentes é a seguinte:

Defini¢ao 4.6.7 Um feixe holomorfo § sobre a variedade complexa M & lo-
calmente livre de posto n se, para cada ponto p € M, existe aberto Upc M
contendo p tal que Sjy = Oy

Um feixe localmente livre de posto 1 é chamado de feire invertfvel.

Exercicio 9 Demonstre que, se § e T sao feixes holomorfos localmente livres
sobre a variedade complexa M, entdo Home(S,7T), = Home,(Sp, 75) para
todo p € M.

Exercicio 10 Demonstre que, se § ¢ feixe holomorfo localmente livre, entdo
8" = Home(S, O) é localmente livre de mesmo posto que .

Exercicio 11 Demonstre que, se S e 7 sio feixes holomorfos localmente livres,
entio
Homep(85,7T) =2 §* Qe 7.

Exercicio 12 Demonstre que, se § é feixe holomorfo invertivel, entfo
S®o S = 0.

Exemplo 4.6.8 Seja E fibrado vetorial holomorfo de posto n sobre a variedade
complexa M. Definimos O(EY), o feize de secdes associado a E, tomando, para
cada aberto U € M, OQ(E)(U) como o grupo de se¢des holomorfas de E sobre
U. Afirmamos que O(F) é localmente livre de posto n. De fato, em cada aberto
trivializador Uy de E, By, = Uy x C" (como variedades complexas), de onde
resulta um isomorfismo natural de feixes O(E)y, = Of_.

Reciprocamente, a um feixe localmente livie 8 de posto n podemos associar
um fibrado vetorial holomorfo de posio n. Basta tomarmos uma cobertura
{Us}taca de M para a qual existem isomorfismos ¢, : Oy, — Sj. para todo

-1 . 13 n P e . .
o €A SelUs # 0 ¢3'o¢g : Oy, — Oy, ¢ isomorfismo de feixes,
correspondendo, portanto, a uma fungdo ¢gug : Usg — GL{n,C) cujas entradas
sdo holomorfas em Ugg. O cociclo determinado por ¢apg induz um fibrado
vetorial holommorfo E sobre M, cujos abertos trivializadores sdo os U, a € A.

Exercicio 13 Mostre que E ¢ E’ sfo fibrados vetoriais holomorfos isomorfos
se, e somente se, os feixes O(E) e O(E'} sdo isomorfos.
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Temos, portanto, uma bijeqio entre classes de isomorfismo de fibrados veto-
riais holomorfos de posto n e classes de isomorfismo de feixes localmente livres
de mesmo posto.

A correspondéncia definida acima é funtorial. Isto é, a cada homomeorfismo
de fibrados vetoriais holomorfos ® : E; — E» é associade um homomorfismo de
feixes O(®) : O(E;) — O(Ey), satisfazendo (a menos de isomorfismo):

(a) se O(®) : O(E1) — O(E2) e O(¥) : O(Es) — O(E3) séo homomorfismos
de fibrados vetoriais holomorfos, entio O(¥ o @) = O(¥) o O(®);

(b) se idg : E — E ¢ idog) : O(E) — O(E) denotam as aplicagdes identi-
dade do fibrado vetorial e do feixe correspondente, entdo O(idg) = ido(g)-

Essa correspondéncia leva o fibrado trivial M x C™ no feixe O". Além disso,
ela respeita o produto tensorial, ou seja, O(E ® Ez) & O(E) Qo O(Es), e
preserva os duais, ou seja, O(E*) & O(E)* = Homo(O(E), ).

O conjunto de classes de isomorfismos de feixes invertiveis tem estrutura de
grupo abeliano induzida pelo produto tensorial. A identidade desse grupo éo
feixe O, enquanto 8* = Home(S,O) ¢ o clemento inverso de §. Da discusséo
acima, temos um isomorfismo entre o grupo de Picard e o grupo de classes de
isomorfismo de feixes invertiveis.

Exemplo 4.6.9 Seja E fibrado vetorial holomorfo de posto n sobre a variedade
complexa M. Definimos o feize de se¢ées meromorfas de E, denotado por
M(E), através do produto tensorial

M(E} = M ®p O(E).
Em um aberto U C M, trivializador de E, uma se¢io s € M(E) é dada por
5 = m1 Qo) s1+-..+ Mg Qo) 5k-

Reduzindo o aberto U, podemos supor mq = fi/g1,...,mx = fr/gr, onde
fieeees flrGir--- g6 € OU), com gi,...,9x # 0. Tomando g € O 0 minimo
miltiplo comum de gi, ..., gk, s b1 = gf1/g1,.. - he = 9fx/ gk, escrevemos

h hy
5 = ? oy s1+...+ ? Bow) %k

1
E Bow (hysy + ...+ hesi)

= -® g,
p ow)

onde 3 é secio de O(E)(U). Da discussdo acima, vemos gue uma se¢ao mero-
morfa de E é fornecida pelos seguintes dados: uma cobertura {Ua}aca de M
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por abertos contidos em abertos trivializadores de E, funcdes holomorfas nao
nulas go € (Uy) e aplicagbes holomorfas s, : U, — C" para todo o € A, tals
que
1 1
—5q = Gap—sg se Usg # 0,
Yo 98
onde Oap : Uag — GL{n,C} siio as fungdes de transicio em relagio & cobertura
dada.

Como vimos, o cdlculo da cohomologia de um feixe depende da passagem por
um processo de limite direto envolvendo coberturas abertas da variedade. No
caso de feixes holomorfos coerentes, esse inconveniente pode ser evitado, como
discutiremos a seguir. Temos o seguinte resultado (veja [Gunl, p.44]):

Teorema 4.6.10 Seje S umn feire de grupos abelianos sobre o espaco Haousdorff
paracomnpacto X. Seja U = {Uy}aca uma cobertura aberta localmente finita de
X. Suponha que HY(Uyy...qr,S) = 0 para todo ¢ > 0 e para todos k& > 0 e
g, ..., € A, Entdo

HIX,8) =2 HYU,S).

Uma cobertura satisfazendo as condi¢des do teorema é denominada cobertura
de Leray em relaggo a §. Temos a seguinte definicio:

Definigao 4.6.11 Uma variedade complexa S é de Stein se H %S, 8) = 0 para
todo feixe holomorfo coerente § e para todo q > 0,

Exemplos de variedades de Stein sdo bolas complexas ¢ polidiscos de C* ([Gun]).
Se dois abertos de uma mesma variedade complexa sdo variedades de Stein,
ent&o sua interse¢io ¢ de Stein. Assim, wuma cobertura localmente finita de
uma variedade complexa M por abertos biholomorfos a bolas ou polidiscos é
uma cobertura de Leray em relagio a qualquer feixe holomorfo coerente S.
Resumindo essa discussio:

Teorema 4.6.12 Sejarn M wariedede compleza e S feize holomorfo coerente
sobre M. Se U = {Ua}laes ¢é uwma coberture aberta localmente finita de M tal
que ceda U, € variedade de Stein, entdo

HYM,S) = HYU,S).






Capitulo 5

Outros tépicos

5.1 Divisores

Seja M uma variedade complexa compacta. Uma hipersuperficie analftica é um
conjunto analitico S C M localmente dado pelos zeros de uma fungio holomorfa.
Ou seja, existe uma cobertura {Uy }aca de M por abertos e fungGes holomorfas
fo € O(Uy,) tais que Syy, : {fo = 0}. Uma hipersuperficie S é dita irredutivel se
sempre que escrevermos S = S1USy, com S; ¢ S hipersuperficies, entdo §; = §
eS2=0,0u8 =0e S =5 Observamos que toda hipersuperficie pode ser
escrita, de maneira tinica, como unido finita de hipersuperficies irredutiveis.
Com efeito, isso decorre do fato de que Op ¢ dominio de fatoragio tinica para
cada p € M ([Gun)]), e da compacidade de M.

Definigao 5.1.1 O grupo de divisores de M, denotado por Diuv(M), é o grupo
abeliano livre gerado pelas hipersuperficies irredutiveis de M, ou seja,

Div{M) = @ Z S,

AEA
onde {Sx}sea ¢ a familia de todas as hipersuperficies irredutiveis de M.

Um elemento de D € Div(M) é chamado de divisor. Ou seja, um divisor é
uma sorma formal finita 715 + - - - + 7Sy, onde cada S; ¢ uma hipersuperficie
analitica irredutivel, com cocficientes n1,...,ny € Z. D=n1 8 +--- + ;8 &
um divisor efetivosen; >0V j=1,...,k

A uma fungio meromorfa global nao nula m € M(M) corresponde um
divisor dado pela soma formal de suas componentes de zeros e de polos, com coe-
ficientes iguais &s snas multiplicidades (com sinal negativo, no caso dos pélos).

81
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0O divisor associado a m € M{M) é denotado por (). Note que se duas fungdes
meromorfas nio nulas my,my € M(M) sio tais que (m1) = (mg), entdo existe
¢ € C* tal que my = cy.

Dados um divisor D = 715 + -+ 4+ nuSk e um aberto Uy, C M no qual
fia=0,7=1,...k, sio equagbes reduzidas de Jj, associamos a fun¢io mero-
morfa 1%, ... fik € M{Ua).

Recordamos da se¢io 2.3.1 que a uma hipersuperficie S, dada em cada aberto
U, pela equagio fo = 0, é associade o fibrado em retas holomorfo [S] definido
pelo cociclo (fop), onde fog = fo/fs em Uyg. Definimos um homomorfismo
[-]: Din(M) — Pic(M) fazendo corresponder

D=mn8 + - +mS; +— [D]=[51]®" @ & [Si]®™.

Essa aplicagio ndo é, em peral, injetiva. Podemos, porém, caracterizar seu
nicleo.

Proposi¢io 5.1.2 [D] = 0 se, e somenle se, existe fungdo meromorfa
m € M{M) tal gue D = (m).

Demonstragio: Suponha D = (m) =ny 51 + - - - + 1 Sk. Tomamos cobertura
{Us}aca de M e equagdes locais reduzidas f;o = 0 para Sjlva: 7= 1,... k.
Sempre que Uag # 0, temos fungdes fap € O (Uag) tais que fia = fiasfis-
[(m)] é induzido pelo cociclo Yug = flag--- repg € O%(Uap). O resultado
segue, observando que fr4 ... fo% /my, € O*(Uy) induz, em Uyp, 0 mesmo
. cociclo. Portanto, ()] é o fibrado trivial.

Reciprocamente, s¢ D ¢ dado localmente por [, ... fik, € O(Us), [D] é
induzido pelo cociclo wap = flhg- - fias € O*(Uag), onde fio = fi08fip
sempre que Upg # 0. Se [D] ¢ isomorfo ao fibrado trivial, existem funcbes
Yo € O*(Uy) tals que Yo = Papps em Uag, sempre que Upg # 0. As fungdes

L ,:‘,‘g/(pa € M(U,) coincidem nas intersecdes Uys. Portanto, definem
wmna fungio meromorfa m € M(M) tal que (m) = D. a

Em outras palavras, dois divisores Dy ¢ D, induzem o mesmo fibrado se,
¢ somente se, diferem um do outro pelo divisor de uma fungdo meromorfa
m € M(U), ou seja, D1 = Dy + (m). Dois divisores nessa situagdo sio di-
tos linearmenie equivalentes. A nogio de equivaléncia linear define em Div(M)
wna relacio de equivaléucia. Portanto, [ - ] induz um homomorfismo injetivo

Div{M)
equivaléncia linear

— Pic(M). (5.1)

Uma sc¢ao holomorfa ndo nula de nm fibrado induz um divisor tomando,
localiente, o conjunto de seus zeros. Se s ¢ uma tal se¢ho, denotaremos o
divisor associado por (s).
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y -

Proposicio 5.1.3 Seja L um fibrado em retas holomorfo e s € HY(M, O(L)),
s # 0. Entdo [(s)] e L sdo isomorfos.

Demonstragao: Se s é definida em cada aberto trivializador U, por
Sa € O(Uy), na intersegio Uy # 0, temos sq = Sag5g, onde s,g é 0 coci-
clo que defire L. Uma vez que (s)v, tem equagio s, = 0, conclufmos que
[(s)] = L. O

Uma se¢do holomorfa néo trivial de um fibrado em retas induz um divisor
efetivo, ao qual o fibrado original corresponde pela aplicacio [ - ]. Reciproca-
mente, se D é efetivo, {D] possui ao menos uma secio holomorfa nio nula: se

Lo fre = 0 define Diy_, so = f{"}xff"; € O(U,), por sua vez, define
uma se¢io s € H°(M, O([D])). Por essa razdo, um fibrado em retas que admite
uma se¢ao holomorfa néo trivial é chamado de efetivo.

De modo mais geral, uma se¢io meromorfa s de um fibrado em retas L
induz um divisor (s), tomando, localmente, conjuntos de zeros e pdlos, com
respectivas multiplicidades e sinais. Seguindo o procedimento acima, temos que
[(s)] = L. Além disso, dado um divisor D, as funcGes que localmente fornecem
suas equagdes se colam em uma secdo meromorfa ndo nula de [D).

Se D ¢ um divisor tal que HO(M,O(|D)])) é nio trivial, entio, dada uma
secio ndo nula s € H(M, O([D])), existe uma fungdo meromorfa m € M(U)
tal que (s) = D+ (m). Tal fungio é obtida, localmente, pelo quociente entre s e
a se¢do meromorfa definida por D. Reciprocamente, se existe fungio meromorfa
m € M(M) tal que D+ (m) é efetivo, entiio D+ (m) define uma segéo holomorfa
s € HY(M,O([D])). Bscrevendo D =37, ., naSx (apenas finitos ny ndo nulos),
tal m deve possuir as seguintes propriedades:

(i) S ¢ divisor de zeros de m com multiplicidade maior ou igual a —n,, se
1ty < O

(i1) Sx € divisor de pélos de 7n. com multiplicidade no maximo ny, se ny > 0;

(iii) Sx nfo ¢é divisor de pdlos de m, se ny = 0.

Visto que duas se¢Bes nfio nulas $; ¢ sy definem o mesmo divisor se, e somente
se, existe ¢ € C* tal que s3 = ¢ 51, podemos identificar o conjunto dos divisores
efetivos linearmente equivalentes a D e o espago projotivo Pe{ H(M, O([D])).

5.2 Variedades projetivas

Definigao 5.2.1 Uma varicdade complexa M é projetiva se existe um mergulho
holomorfo 4 : M « Pg para algum n > 0.
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Como i : M < P? é mergulho, i(M) é subvariedade analitica de Pg. Reci-

procamente, uma subvariedade analitica M C ]Pg & uma variedade projetiva,

tomando, na definicio, a aplicagio de inclusao i : M — Pg.

Definicio 5.2.2 Um conjunto algébrico em Pg é o conjunto de zeros de uma
G c 3

familia {P} de polindmios homogéneos Px(zo, 21, .- .+ Zn) nas coordenadas ho-

mogéneas de Pg.

Podemos, na definicao, tomar a familia finita. De fato, se i é o ideal gerado
pelos Py, i é finitamente gerado, uma vez que Clzo, 21, - - -, zn| € noetheriano.
Cada gerador P de i é tal que P(Azg,Az1,...,Azy) = 0V A € C, para cada
(20 : 21 © ... 2s) nO conjunto algébrico. Assim, P ¢ polindmioc homogéneo. O
conjunto de zeros de um tinico polindmio é chamado de hipersuperficie algébrica.

Vimos que L% onde d > 0, possui segbes holomofas induzidas por po-
lindmios homogéneos de grau d nas varidveis zp,21,...,2n. Afirmamos que
cusas sao todas as segbes de L®¢, De fato, suponha que s seja uma segio
que nio se anula sobre {zp = 0}. Entdo s/z§ induz uma fun¢io meromorfa
m € M(C*1\ {(0,...,0)}), constante sobre as retas passando pela origem,
cujo conjunto de pélos é {zg = 0} e tem multiplicidade d. Assim, f = z§m é
uma func¢o holomorfa em C™ 1\ {{0,...,0)} e, pelo teorema de Hartogs, se
estende a uma funcio holomorfa em C™F!, satisfazendo f(Az) = A%f(z) para
todo A € C. Concuimos que f é um polindmio homogéneo de grau d e, portanto,
s & a sccdo induzida por esse polindmio.

Exercicio 1 Calcule 0 mimero de mondmios distintos de grau d nas varidveis
20,21, . .., 2n. Conclua que, se d > 0,

dime HY(PZ, O(d)) = (d:n),

onde O{d) denota O{L{d)).

Uma fungdo racional em PZ ¢ uma fun¢do meromorfa induzida pelo quociente
de dois polindmios homogéneos de mesmo grau em zp, 21,. .., Zn.

Proposicao 5.2.3 Toda funcdo meromorfe em PE € racional.

Demonstragio: Seja m. € M(Pg) fungdo meromorfa ndo nula. Considere
Dy seu divisor de zeros ¢ Ds sen divisor de pélos. Pelo que foi dito acima,
existem polindinios homogéucos Py, Py € Clzg, 21, ... ., 2n] tais que D1 = (Py) e
Dy =(P,). Afirmamos que Py ¢ P; tém o mesmo grau. De fato, se
dy = graw(Py) ¢ dg = grau(Py) fossem tais que dy > da, a fungéo mP2zg" / Plzgz



5.3. NUMERQ DE INTERSECAO EM SUPERFICIES 85

seria holomorfa em PZ, nula sobre {z = 0} e, por isso, identicamente nula.
Logo, mP,/P; é uma fun¢io holomorfa em PP que nunca se anula. E, portanto,
idéntica a uma constante ¢ € C*, de onde resulta m = ¢P; [P O

Proposigao 5.2.4 Toda hipersuperficie analftica em PE é uma hipersuperficie
algébrica.

Demonstragdo: Seja V C P¢ uma hipersuperficie analitica. Uma vez que o fi-
brado hiperplano I gera Pic(Pg), temos que [V] = L®9 para algum d € Z. Visto
que [V] possui segio holomorfa néo trivial, temos ainda ¢ > 0. Porém, a segéo
induzida por V em HO(PE, O(d)) corresponde ao divisor Pz, 21,...,2) = 0,
onde P ¢ polindmio homogéneo de grau d. Portanto, V : {P(z, 21, ..., 2z,) = 0}.

O

De um modo mais geral, temos o ({GH, p.167])
Teorema 5.2.5 (Chow) Todo conjunie analitico em P2 € algébrico.
Citamos ainda o seguinte resultado [GH, p.161]:

Teorema 5.2.6 Todo fibrado emn retas holomorfo sobre uma variedade projetiva
possut secdo meromorfe nio frivial,

Segue o

Coroldrio 5.2.7 Seja M wvariedade projetiva. Entéo (5.1) define um isomor-
fismo
Din(M)

equivaléneia linear

& Pic(M).

5.3 Numero de intersecao em superficies

Consideraremos, de maneira breve, o conceito de mimero de interse¢io em su-
perficies complexas. Sugerimos também [GH, p.60-65] para um tratamento mais
completo sobre esse assunto.

Seja M uma superfivie complexa. Se M é compacta e § C M & uma curva
complexa compacta,temos que ¢1{[S]) € HE(M,C) é o dual de Poincaré do
ciclo determinado por S em H3(M,Z) (no caso em que § é nao singular, veja
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3.3.6; no caso geral, consulte [GH, p.141]}). Se L é um fibrado em retas holo-
morfo, definimos o nimnero de interse¢do entre S e L por

S L = ./'mus*]) Aer (L))

M
= :9/(:1(11) € Z.

Estendemos tal conceito linearmente ao grupo de divisores de M, definindo,
assim, uma forma bilinear

Div(M) x Pic(M) — Z.
Dados divisores Dy, Ds, definimos seu nimero de intersegdo fazendo
Dy-Dy = Dy-[Da] = D2 [D4].
Temos, assim, uma forma bilinear simétrica
Div(M) x Div(M) — Z.
Se 51 e Sz s80 germes de curvas analiticas no ponto p € M, sem componentes

em comum, definimos o ntmero de interse¢io entre S e Sz em p como

@)
(8 - S2)p = dimg—">r
? (f1, f2}’
onde fi,fo € O, fornecem equagdes reduzidas de 51,82 e (f1, f2) denota o
ideal gerado por esses elementos. Um estudo de dimensdes desse tipo sera feito
no capitulo 7. Na linguagem daquele capitulo, (S,52), = g(v,p}, onde v é o
campo de vetores em torno de p de componentes (f1, f2).

Propoesicio 5.3.1 Sejam 51 e S curvas analiticas comnpacias sem componen-
tes em comum. Enido

S1:8 = > (S-S

PpESINS:

Demonstragio: Tomamos {Us}aca uma cobertura localmente finita de M tal
que Sy tem equagio reduzida f = 0 em U,. Seja {pa}aca uma particdo da
unidade subordinada a essa cobertura. Assim, [S3] é definido pelo cociclo (fag),
onde fag = fo/fs s¢ Uap # 0. Escrevemos S1NSa = {p1,...,pr}. Suponhamos
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ainda que, para cada j = 1,..., k, exista um tinico aberto Ue, tal que p; € Uy,
e, além disso, que Uy, N U‘J= = 9 se 4 7 7. Temos entio

a(S2lp., = D AHpydlog fayy)

YEA
= Y d{pyd(log fa; —log fy))
YEA
= =d{pa,dlog fo;) ~ > d(pydlog f,).
Yoy
Seja
) = Z ﬂﬂyd’ IOg f’r‘

TEA\{G]_,...,CZL-}
Observe que w é nula em uma vizinhanga de cada p;. Temos

A, = [ (~dlpaydlon fug) ~ dug,,)
S]f:\Uaj Slr']ch_.,
= /dlogfaj— / dw]UQJ_,
8;8: 511U,

onde 9;51 = 5, U Sg, orientada comeo a fronteira de SN B4 .5'3 e B" denotando
a esfera, e a bola de raio £ > 0 suficientemente pequeno com centro em 7.
Supondo 57 irredutivel em p; ¢ tomando o(7T) uma pala.metrlzaga,o de Puiseux
de 5 em torno de p; (teorema 6.2.7), concluimos que a primeira das inteprais
acima ¢ a multiplicidade de fo,; 0 (T} em 7" = 0. Portanto, fazendo uso da
proposi¢éo 7.3.1 adiante,

/ dlogf&, = (31'52)}'1_.,--
8,5,

O resultado segue, observando que

—./-dw = Z / w = 0.

S i=1a.s,
O
Na situagio da proposigio acima, Sy - Sa > 0 e a designaldade estrita vale

se, e somente se, S1 ¢ Sy se intereeptam. Segue que, se Dy e Dy sdo0 divisores
efetivos tais que Dy - Ds < 0, entio D) ¢ Da tém uma componente em comum,
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5.4 Explosao em uma superficie

Consideramos duas copias de C2, chamadas de U; e Uy, com coordenadas (z, 1)
e (u,y), respectivamente. Através do biholomorfismo

Ui\ {t=0} — U\{z=0} (52)
(£,t) +— (%,f’r) >

identificamos os pontos de Uy \ {# = 0} e Uz \ {s = 0} e, assim, construimos
uma superficie complexa C .
s =2 . . . .
Temos uma aplicagio m: C — C? definida da seguinte maneira:

n(z,t) = (z,tz) em Uy,

m(u,y) = (uy,y) em Ua.

o . . . ~ P =2 .
Note que 7 estd bein definida (respeita a identificagio que dé origem a C' ) e é
holomoifa. Temos

"TWI((Oa 0)) = {(O’t) € Ul} U {(u1 0) € U2}

Esse conjunto de pontos, submetido 2 identificago (5.2), ¢ a reta projetiva PL
e é denotado por P. Além disso,

e € \P — €\ {(0,0)}

. e =2 . _
¢ um biholomorfismo. Tal aplicacio m : € — C? é chamada de ezplosdo ou
blow up em (0,0) € c2,

Proposigao 5.4.1

P-P = -1
Demonstragio: Note que, em U7, P tem equagio = = 0, enquanto em Uy
sua equacio ¢ y = 0. Assim, em Uyp = Uy N Us, [P] é dado pelo cociclo

q12 = x/y = Lft. Tomamos {p1,pe} uma particio da unidade subordinada a
{U1,Us}. Temos

ci({Pjw, = ﬁd (pgdlog (%))1

(P, = %d (Pldlog (%))
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e1(Ly € H}p(M,C) é identicamente nula em uma vizinhanca das origens de
ambos os sistemas de coordenadas. Assim, tomando em PN U um circulo 7,
de raio r suficientemente grande de forma que pp = 1 fora de 7, e aplicando

Stokes, temos
" 1 1
P-P = 2 (P — =
/ alfy = om /”“Og(t)

P '.?'r-

O

Para definir a explosdo em wm ponto p de uma superficie complexa M,
adotamos o procedimento a seguir. Tomamos coordenadas locais holomorfas
em uma vizinhanga de p, digamos ® : U — C?, tais que ®(p) = (0,0). Sejam

=2 _ - =2 ,

7 : C — C? a explosao em (0,0) € CPel = 7 H{$(U)) c C". Produzimos
uma superficie complexa M colando M \ {p} e U através da identificacio
~ -2
U\{p}cM — U\PCC

pelo biholomorfismo TF|TI]1(UJ\ (0.0} © ®. As aplicagbes

M\{p} - M\{p} v — U
g — ¢ q — ®lomg(g)

se identificain em uma aplicagio holomorfa, que, abusando da notagdo, serd
denotada por 7 : M — M. Ela satisfaz:

(i) 7 '(p) ¢ uma reta projetiva, ainda denotada por P, tal que
P.P=-1;

(i) T p M\ P — M\ {p} é um biholomorfismo.
Proposicao 5.4.2 Se 7 : M — M é uma exploséo em p € M e Ky, Kpz
denotamn os fibrados candnicos de M, M, enido

Ky = m[Ku Q[P

Demonstragao: Basta observar que, se w = a(z,y)dz A dy ¢ uma 2-forma
holomorfa em vizinhanga de (0, 0) € C2, a explosdo em (0,0) produz

mw(x,t) = a(z,xt)rdrAdt  nas coordensdas (x,1),

mw(z,t) = aluy,y)yduNdy nas coordenadas (u,y).
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Assim, uma se¢io local de Kps € levada por 7 em uma secio de Ky que se
anula identicamente sobre P com multiplicidade 1. O

Seja S um germe de curva analitica em p = (0,0) € C2. Seja f(z,y) = 0 sua
equagdo local reduzida. Escrevemos

f('ﬂ,?}) = Z fk(m’y)1

k=m

seu desenvolvimento em série de Taylor, onde f,,, # O.

Definicao 5.4.3 O niimero m é chamado de multiplicidade de S em p e é
denotado por my(S).

Observe que S ¢ lisa (ou seja, é uma variedade complexa) em p se, ¢
somente se, m,(S) = 1. De fato, my(S) = 1 equivale a (3f/0z)(p) # 0 ou
a (0f [8y)(p) # 0.

Efetuemos uma explosio em p. 7715\ {p}) é uma curva analitica fora de
P = 77Y(p) de equagio

o0
(z,2t) = Z felmzt) = 2™ D 2™ fi(1,1) (5.3)
k=m k=m
nas coordenadas (r,1) e
e oo
Flany) = > filuyy) = 4™ D ¢* " fulu, 1) (5.4)
k=m k=m
nas coordenadas {(u,y). Assim,
: f@at) S m
T,f) = Sse— = T t
fla.t) = =2 kgmf fe(1,1)

¢

f (:;1 y) 3y fio, 1)

k=m

f(w‘a 1/)

definem equacdes para a curva analitica 7°8 = #=1{S\ {p}). A curva 7*5 é
chamada de¢ transformado estrito de S. Observe que os pontos de interse¢io
entre 75 ¢ P = 7~ 1(p) sdo dados pelas rafzcs de fia(1,t) = 0 e, possivelmente,
(1,) = (0,0) se frn(0,1) = 0. Em particular, se fm(2,y) possui um termo em



5.4. EXPLOSAO EM UMA SUPERFICIE 91

y™, entdo (u,y) = (0,0) ndo estd em 7*S N P. Observe que, se S é lisa, 75 e
P 580 transversais

Se § ¢é uma curva analitica passando por um ponto g € P distinta de P,
entio 7(S5) ¢ uma curva analitica passando por p. De fato, uma vez que 7
¢ uma aplicagao holomorfa prépria, decorre que 7{S) é um conjunto analitico
(Veja [Gun]).

Seja M uma superficie complexa e m uma explosio em p € M. Se § é uma
curva analitica compacta contendo p, entdo, por (5.3) e (5.4),

* —_ &m
m[S] = [PI*" ®[x*5),
onde m = 11,(5). Uma vez que 7*[S] - P = 0, temos
a*S P = —mP.P =
Sejam S5y e Sy curvas compactas em M tais que p € S; N Sy, com
my = Mp(S1) € g = my{S2). Temos
S1-8 = w[Si] 7S]
= ('m.lP + 7*51) - (‘IHQP + ‘H'*Sz)
= -ty +ma P78y + meP - 778 + %8 - 7% 8y,
de onde obtemos
71’*51 - W*Sz = Sl - Sz — ML g,
Em particular, fazendo S; = Sy = 5,
S-S = §.85—m?
e, o caso em que S é lisa,
™55 = §-§-1
Dado um ponte p em uma superficie (omplcxa M, dizemos que 7 é uma
seqiléneia finita de explosfesem pse m = mpo0---0 7r1, onde m; é explosio em p e
T ¢ exploséo em algum ponto de (-1 0---0 7r1) {p), £=2,...,n. Note que
7~ 1(p) é wma uniio n de retas projetivas, La.da uma delas associada a uma das
exploqoes, com ¢rugamentos normais. Cada um desses cruzamentos é chamado
de esquina. Se S é um germe de curva analitica passando por p, podemos iterar
os transformados estritos associados a cada explosio e definir 78 = 7% ... 7}
Uma demonstragio para o seguinte teorema pode ser encontrada em [CSl]

ou [BK]. Observamos que o teorema 6.2.2 adiante contém uma prova desse
resultado.

Teorema 5.4.4 Se S € um germe de curva enalifica em p € M, entdo eriste
umnae seqiéncia finita de explosbes em p, denotade por w, tal que 78 € lisa.
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Capitulo 6

Folheacoes holomorfas

6.1 Definicoes

Seja M uma variedade complexa de dimensio n > 2.

Definicao 6.1.1 Uma folheagdo holomorfa nio singular de dimensdo k {ou
codimensdon — k) em M, onde 1 < k <n—1, é dada pelo seguinte conjunto
de informacoes:

(a) uma cobertura {Us}aca de M por abertos;

(b) para cada @ € A, um biholomorfismo &, : Uy — D*x D™ *, onde D = C
¢ o disco unitdrio na origem;

(c) sempre que Uyg = Uy NUps # 8,

Pag: a(Uag) — Dp(Usp)
(z,w) +— @ﬁoégl(z,w) = (p1,92)

satisfaz Qap(z,w) = (1(z, w}), pa{w)).

Cada aberto U, é chamado de aberto trivializador da folheagio. Por (b),
Uy € decomposto em variedades de dimensao k da forma &71(DF x up}, onde
wo € D" ¥, chamadas de placas. Por (¢}, as placas se sobrepdem nas interseqoes
de abertos trivializadores da seguinte forma: se Py C Uy € Py C Ug s#o placas,
ouPaNPg=0ouPoNPp=P,NUs=PsNU,.

Definimos a seguinte relagio de equivaléncia em M: p ~ q se existem pla-
cas Py,...,Pp,comp € Py eq € P, tais que NPy # 0 parai = 1,...,n—1,
A classe de equivaléncia de p € M por essa relacio é chamada de folha

95
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por p. Cada folha, com a topologia gerada pelos abertos de suas placas, possui
estrutura de variedade complexa de dimensdo k imersa em M. Uma folheagio
proporciona, portanto, uma decomposi¢ao da variedade em subvariedades imer-
sas de dimenséo k, duas a duas disjuntas. O espago tangente & folheagdio F em
p € M, denotado por Tp,F, é definido como o espago tangente, no ponto p, &
folha passando por esse ponto. Tem, portanto, dimensio k. Dizemos que duas
folheacGes sfio iguais se todas as suas folhas coincidem.

Exercicio 1 Mostre que uma folheacio pode ser dada pelo seguinte conjunto
de informacgoes:

(a) uma cobertura {Us}aca de M por abertos;

(b) para cada a € A, uma submerséo holomorfa ¥ : Uy — crk;

(¢) semnpre que Ugg = Us N Ug # 0, uma aplicagio holomorfa

qjaﬁ ' Uaﬁ — GL('T?’ - ky C)
que satisfaz Yoy, = Yas¥p\v.,-

Exemplo 6.1.2 Se v é um campo de vetores holomorfo ndo singular em um
aberto U ¢ M, entdo o tcorema do fluxo tubular holomorfo implica que U possui
uma estrutura de folheagio de dimensado 1. Observe que, se U C M ¢é aberto
com U NT # @, admitindo um campo de vetores nao singular % que satisfaz
Vung = foyng para alpuma fungio f : UNU — C* holomorfa, entdo v ¢ &

induzem a mesma folheacio em UL, Temos, assim, uma folheagao definida em
Uul. Reciprocamente, uma folhcacio de dimensao 1 é induzida localmente por
campos de vetores nfo singulares, Basta tomar, em cada aberto trivializador
Us, 0 campo v, = D(®Z1)0/82, onde (z1,(22,...,2n)) s80 coordenadas de
D x D™ !. Observe que, se Uayg # 0, para cada p € Uag, existe fag(p) € C* tal
que va(p) = fap(p)ug(p). A funcio fop : Usg — C* assim definida é holomorfa.
Portanto, o seguinte conjunto de dados:
(a) uma cobertura {Us}eca de M por abertos;

(b) para cada « € A, um campo de vetores holomorfo ndo singular v,
cm Uy,

(¢) sempre que Uys # @, uma fungio homomorfa fop : Uas — C” tal que
Votling = JaBV8|Unag
define uwma folheagao de dimensdo 1 em M.

Definigao 6.1.3 Uma folheacdo holomorfa singuler de dimensdo k (ou codi-
mensdo n — k), onde 1 £ k € n— 1, em uma variedade complexa M é uma
folheagio ndo singular de dimensdo k& em M\ S, onde S é um conjunto analitico
em M de codimensdo mator ou igual a 2,
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Exigiremos, ainda, que o conjunto S da definigdo acima seja minimal no
seguinte sentido: néo existe subconjunto analitico préprio § C § tal que a
folheacdo regular em M\ S se estenda a M\ 5. Nessas condigbes, § é chamado de
conjunto singular da folheagio. O conjunto singular da folhea¢io F & denotado
por Sing(F). Os clementos de Sing(F) sfo chamados de pontos singulares ou
singuleridades, enquanto os elementos de M \ Sing(F) sdo chamados de pontos
regulares. As folhas de F sdo, por defini¢io, as folhas da folheacdo regular
Fm\sing(F)- Duas folheages singulares F e F' sfio iguais se:

(i) Sing(F) = Sing(F');

(if) as folheagdes regulares Fian sing(#) © F|an\sing(7") 580 iguais.

De agora em diante, usaremos o termo folheagao para designar folheacio
holomorfa singular.

Proposigao 6.1.4 Toda folheagdo de dimensdo 1 € induzida localmente por wm
cempo de vefores holomnorfo.

Demonstragao: Uma vez que o problema é local, podemos considerd-lo em um
polidisco P € C". Seja F folheagio em P. Fp\ging(r) é uma folheagio holo-
morfa ndo singular ¢, de acordo com 0 exemplo acima, existem uma cobertura
aberta {Us}aca de P \ Sing(F) e campos de vetores v, em U,
induzindo F|y,, satisfazendo wgu,, = faprpu,, sempre Usg # @, onde
fap + Uag — C* é holomorfa. Escrevemos cada um desses campos em coor-
denadas: v, = (ﬂug"'), . ,1),(1a)). Uma vez que P\ Sing{F) ¢ conexo, podemos
supor v$® # 0 para todo & € A. Para cada o € A,

@ _u0 @t 6.1)
41 1}‘5101) rrecalin—1 ’U,(—;a) '

580 fungbes meromorfas cm U,. Se Uyp £ 8, visto que ValUnp = faBV8IU. 5

temos
() _ (8} (o) €5)]

gl - Q1 1-"1911_—1 = gn—l'
Assim, as defini¢des locais de (6.1) sdo compativeis e definem fungdes mero-
morfas g,...,gn—1 em P\ Sing(F). Uma voz que Sing(F) tem codimensio
pelo menos 2, o teorema de extensdo de Levi ([GH]) nos permite estender
g15-+ -, 9n—1 & fungdes meromorfas em P, ainda denotadas por g1,...,gn_1.
Seja A o minimo mdltiplo comum dos scus denominadores (em um polidisco,
uma fungio meromorfa é o quociente de fungdes hiolomorfas - veja [Guu]). O
campo © = (hgy,..., hgn_1,R) é holomorfo em P, seu conjunto singular estd
contido em Sing(F) e induz F em M \ Sing(F). G
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Seja F uma folheagio de dimenséo 1 na variedade complexa M. Sejam U,
e Ug C M abertos, com Ung # #, nos quais. F ¢é induzida por campos holomor-
fos vy € vg, respectivamente. Sabemos que existe fop : Uap \ Sing(F) — C”
holomorfa satisfazendo vay, ;\Sing(F) = SfapPa|Uas\Sing(F)- Pelo teorema de
extensdo de Hartogs, estendemos fn.z a uma fun¢ao holomorfa em Ugg, ainda
denotada por fog. Esta fun¢do ndo se anula. De fato, seu conjunto de zeros,
se diferente de vazio, seria uma variedade analitica de codimensao 1 inteira-
mente contida em Sing(F), conjunto analitico de codimensio pelo menos 2.
Por fim, temos vau,; = fasVe|U.s: UMa vez que essa relagio é satisfeita em
Uaﬁ \ S""ﬂg(}-)

Resulta dessa discussio que uma folheagio de dimensio 1 em uma variedade
complexa M ¢é definida pelo seguinte conjunto de dados:

(a) uma cobertura {Us}aca de M por abertos;

(b) para cada @ € A, um campo de vetores holomorfo v, em Uy cujo conjunto
singular tem codimensdo maior on igual a 2;

(¢) sempre que Uns # @, uma fungdo homomorfa fap : Uss — C* tal que
?}aluuﬂ = faﬁ?}.@lua,ﬂ'

Sejam M variedade complexa e U C M aberto. Seja w uma l-forma dife-
rencial holomorfa em U tal que Sing{w) = {p € U;w(p) = 0} tem codimensio
maior ou igunal a 2. Dizemos que w ¢ integravel se existe uma folheagdo F néo
singular de codimensio 1 em U \ Sing{w) tal que T,F coincide com o miicleo de
w(p) para todo p € U \ Sing{w). O teorema de Frobenius ({CL]) diz que uma
1-forma w é integravel se, ¢ somente se, w A dw = 0 (observe que essa condi¢éo
¢ trivialmente satisfeita se M tem dimensfo 2). Reciprocamente, seguindo os
mesmos passos do que fizemos para campos de vetores, mostra-se que toda
folheacio holomorfa de codimensdo 1 é induzida localmente por uma 1-forma
holomorfa integravel.

Sciam U, U C M abertos com UM # @, w e & 1-formas holomorfas em U e
U, respectivamente, ambas integraveis e com conjunto singular de codimenséio
pelo menos dois. Suponha existiv uma folheagdo F de codimensgo 1 em U U U
tal que Fly e F o sao induzidas por w ¢ &, respectivamente. Note que, se

PE (Uﬂl})\(Smg(u)Uqu(w)), entdo existe g{p) € C” tal que w{p) = g(p)(p).
A funggo g : (UNTU)\ (Sing(w) U Sing(®)) — C* assim definida é holomorfa

Se estende, pelo teorema de Hartogs, a umna fung¢do holomorfa g : U N 7— C"’
tal que w = g em U NT.

Resumindo essa discussdo, uma folheagio de codimenséo 1 em uma variedade
complexa M é definida pelo seguinte conjunte de dacos:

(a) uma cobertura {Us}aeca de M por abertos;
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(b) para cada @ € A, uma 1-forma holomorfa integrivel w, em [, cujo
conjunto singular tem codimensio maior ou igual a 2;

(¢) sempre que Ung # @, uma funcio homomorfa Gap : Uag — C” tal que
waanp = g&ﬂwﬁIUa,ﬂ'

Definicao 6.1.5 Seja JF folheacio de dimenséio 1 em uma variedade complexa
M. Dado p € M, a multiplicidade algébrica ou simplesmente multiplicidade
de F em p, denotada por m,(F), é a multiplicidade em p de algum campo
holomorfo que induz F em torno de p.

Note que a defini¢ao independe da escolha do campo de vetores. Além disso,
mp(F) # 0 se, e somente se, p € Sing(F).

Definigao 6.1.6 Seja F uma folheacio de dimensio 1 em uma variedade com-
plexa M. Dado p € Sing(F), uma separairiz em p é um germe de conjunto
analitico V' contendo p invariante por F, ou seja, V \ Sing(F) é, localmente,
uma uniao de folhas de F.

6.2 Folheagoes em sﬁperficies

Seja F uma folheagio (de dimensio 1) em uma superficie complexa M (uma
variedade complexa de dimensdo 2). Uma vez que F tem, ao mesmo tempo,
dimensfio e codimenséao 1, ela é localmente induzida tanto por um campo de
vetores holomorfo quanto por uma 1-forma holomorfa. Assim, se F é definida
em uma vizinhanga de p € M por um campo v, escrito em rela¢io a um sistema
de coordenadas (z,y) no qual p = (0,0) na forma

7 o= 'vl-,---—---l-'uz(,)—TJr = (u1,m),

Oz

entdo F ¢é também definida pela equagio w = 0, onde w é a forma dual de v,
wlr,y) = —vady + vdy.

Seja m = mp(F). Desenvolvemos em séries de Taylor

=] 00
M o= E Mk, Vo = E Wak,
k=m k=m

onde vy, ¢ vy denotam os termos de grau & de vy ¢ g, respectivamente. Seja
71 M — M uma exploséo em pe P = 7~ 1(p). Como Tanpe P MAP — M\{p} é
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biholomorfismo, F) "M\ {p} pode ser tla,nsporta.da. a uma folheagdo em M \ P, que
denotaremos por F. Mostraremos a seguir que F estende-se de maneira natural
a M. Denotaremos essa extensio por 7*F e a designaremos por transformado
estrito de JF.

Nas coordenadas (z,1), a explosio se expressa na forma #(z,t) = (7, zt), de
onde obtemos

T w(x, 1) —uy(r, mt)dz + vy (3, ot)(zdt + tdx)

(—va(z, zt) + ton (z, zt))dz + 201 (T, TT)dE. (6.2)

Nas coordenadas (u,%), temos m{u, y) = (uy,y) e

mwluyy) = —voluy,y)(udy + ydu) + vy (uy,y)dy
= (—uva(uy,y) + va{uy, y))dy + yvz(uy, y)du. (6.3)
Observe que as 1-formas acimas induzem, fora de P, a folheagao F. Temos dois
casos a considerar:
Caso 1: —Tvam + ym = O

Nesse caso, p ¢ dita singularidade ndo dierftice. Fatoramos z™ em (6.2) e
obtemos

w(z, t) = 2™ ((—vam (L, )+ m (L, e fiz, £))de+r(inm(l, t)+xg(z,t))dt),

onde fi e g1 s&o holomorfas. Multiplicando por 1/2™, obtemos a forma holo-
morfa

@ (x,1) = (—vam(1.1) + tuim(L, 1) + 2 f1(z,1))dr + 2{vim(L, 1} + xgy (z,t))dt
Em (6.3), fatoramos ™. Multiplicando por 1/4™, encontramos

Dau,y) = (—1uvam(u, D4+vim(u, 1)+yfolu,y))dy+y(—vam(u 1)+yge(u, y))du.
Observe que, na intersegio dos abertos coordenados (z,t) e {u,y)

0 = M,

onde fo e ga sdo holomorfas. Uma vez que Gn e @ teém smi_,ulandadcs isoladas,
definem uma folheacdo n*F cm M que estende F. Ela possui as seguintes
propriedades:

(i) P é invariante por m*F.

(ii) As singularidades de 7*F sobre P séo em mimero finito, correspondendo
as rafzes de —vam (1, 1) + fm1m(1,1) e, possivelmente, a uma outra singularidade
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na origem do sistema de coordenadas (u,y). Se v1m(0,1) # 0, todas as sin-
gularidades de m*F sobre P se encontram no aberto coordenado (z,t). Essa
situagio € equivalente a vy, possuir um termo em y™, o que é sempre possivel
por meio de uma mudanga de coordenadas.

Caso 2: —auay, + yuym = 0.

Nesse caso, dizemos que p é singularidade dicritica. Fatoramos £™+! em (6.2)
e obtemos

arw(r,t) = 2T (—vame1 (1, 8) + torme1 (L, 8) + 2fi1(z, 8))d
+ (v1m(1,8) + w91 (, 1) )dE),

onde f e g; sdo holomorfas. Multiplicando por 1/z™+1, encontramos
n(r,t) = (—vemt1(l, 1)+ toLmea (L 1)+ fi(m, £))dz+ (v1m(L, 1) +2gy (2, 1)) dL.
O mesmo procedimento nas coordenadas (u,y) resulta em

2w y) = (—wvem1(u,1) + vimi1(u, 1) + yfa(u, y))dy
+ (_”2m (u, 1) + 492 ('U!., y))d'u

Uma vez que, na interse¢ao dos abertos coordenados
que, s
lf:‘-'11 = tm+1£)2,

as duas formas definem uma folheagiio 7*F em M que estende F. Nesse caso,
m*JF tem as seguintes propriedades:

(i) P ndo ¢ invariante por #*F.

(i) Assingularidades de 7*F sobre P correspondem, nas coordenadas (z, t),
as solugbes do sistema de equagdes

'"'1"2,'m.+1(1!t) =+ t’i}]_.m+1(1,t) = 0
‘U]_m(l,t) = 0,

e, possivelmente, a mais uma singularidade na origem do sistema (u, y). Logo,
se v2m(0,1) # 0, 0 que corresponde a wg,, possuir um termo em 3™, todas as
singularidades de #*F estfio no sistema (=, 1), Tal situagio pode ser obtida por
uina mudanga de coordenadas,

(iif) As fothas de 7#*F sfio transversais a P, com excegio das que passam
pelos pontos correspondentes as rafzes de vim (1, 1) = 0 e, possivelmente, daquela
que passa por (u,y) = (0,0). Se van(0,1) # 0, entdo a folha por (u,y) = (0,0)
é também transversal a P.
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Uma separatriz de F em p € Sing(F) é um perme de curva analitica. Um
germe de curva analitica 5 contendo p de equacio local f = 0 é separatriz por
p se, e somente se, v(f) = 0 sobre S. Em particular, se S é irredutivel e f =0
é equacdo reduzida, S é separatriz se, e somente se, v(f) = fg para alguma
fun¢io holomorfa g. Se w ¢ a forma dual a v, isso equivale a w A df = f7, para
algnma 2-forma holomorfa 7. Note que, se S é uma separatriz em p, #*5 dd
origem a separatrizes de 7*F nos pontos de P N 7*S. Reciprocamente, se S
é uma separatriz de =*F em ¢ € P, entdo «(5) é umna separatriz em p. De
fato, W(S') é um germe de curva analitica, pelo teorema da aplicagido propria
([GH]). Da discussio acima, segue que uma singularidade dicritica admite um
ndmero infinito de separatrizes, correspondendo as folhas por pontos regulares
de P = 7w~ 1(p) e &s scparatrizes por singularidades de 7*F sobre P.

Scia p € Sing(F) tal que my(F) = 1. Fixemos um campo holomorfo v que
induz F em torno de p. Sejam A e Az os autovalores da parte linear de v.

Definigdo 6.2.1 Dizemos que p é singularidade reduzida de F se alguma das
cuas situagoes seguintes ocorre:

(1) M #0, Ao £0 ¢ Ai/Ae € QF
(11) A]_#(]G)\2=0011)\1 =0(‘.A2-‘f:0.

Uma singularidade do tipo (i) é chamada de simples, enquanto uma singu-
laridade do tipo (ii) ¢ chamada de sela-nd.

Dada uma seqiiéncia finita de explosdes em p, ou seja, ¥ = Tp0- 0wy, onde
71 6 explosdo em p ¢ g, cxplosdo em algum ponto de (m_10---0 71'1)_1 (»)
para k = 2,...,n, podemos definir 7*F iterando os transformados estritos as-
sociados a cada explosdo. O seguinte teorema, devido a Seidenberg [Sei], serd
demonstrado no final do préximo capitulo.

Teorema 6.2.2 Sejam F  jolheagdo em wma superficie e
v € Sing(F). Euntio eviste uma segiéncia finita de erplosdes m em p tal que
todas as singularidades de m F sobre n71(p) séo reduzidas.

Na situacio do teorema acima, dizemos que 7 ¢ uma resolugdo de F em p e
que as singularidades de 7*F sobre 77 (p) estdo resolvidas.

Informacdes a respeito do comportamento da fothea¢fio em torno de singu-
laridades reduzidas podem ser obtidas a partir <das formas normais apresentadas
nas proposicoes de 6.2.3 a 6.2.6. Demonstragbes para esses resultados podem
ser obtidas nos capitulos 3 ¢ 4 de [CS1]. Fixcmos p € Sing(F) com my(F) =1,
um campo v que induz F em torno de p e w sua 1-forma dual. Sejam A; e Ag
os antovalores da parte linear de .
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Proposigao 6.2.3 (Formna normal de Poincaré) Se A; # 0 e Az # 0 satisfazem
(i) M/A2 gR™ e -
(i) A/Az, AafA & ZY' oud =X ea parte linear de v € diagonalizdvel,

entdo eriste um biholomorfismo local & entre uma vizinhanca de p e uma vizi-
nhanca de (0,0) € C? tal que w = ®*, onde

@ = Azdy — Agydr.

O conjunto dos pares (A1, Ag) € C* x C" satisfazendo A1/A; € R™ é chamado
de dominio de Poincaré.

Proposigao 6.2.4 (Forma normal de Siegel) Se Ay # 0 e Xy # 0 satisfazem
A/As € R, entdo existe win biholomorfismo local ® entre wma vizinhanca de
p e uma vizinhance de (0,0) € C? tal que w = ®*Q, onde

w = (Ar+zyf(z,y))dy — (Aay + 2yg(z, y))dx,
flz,y) e glz,y) sdo funcées holownorfas.

No caso de uma sela-nd, temos a seguinte forma normal:.

Proposicdo 6.2.5 (Forma normal de Dulac) Se p € sela-nd, entdo existe uma
mudence de coordenadas holomorfa @ tal que w = ®*&, onde

@ = o ldy + (y(1 + 2a®) + f(=,y))da,
F{z, 1) é holomorfa e lem multiplicidade p + 2.
Para a sela-nd, temos ainda a seguinte forma normal formal:

Proposicao 6.2.6 Se p é wma sela-nd, entdo eriste wna mudanca de coorde-
nadas formal © tal que w = ®*&, onde

@ = 2" ldy + y(1 + Ax")dr.

Dos resultados acima, temos que

(i} Nas formas normais de Poicaré e de Siegel, os eixos coordenados {r = 0}
¢ {y = 0} sdo separatrizes.

(ii) Na forma normal de Dulace, temos que o eixo {x = 0} é uma separa-
triz, a chamada separairiz forte da sela-né. Eventualmente, pode haver uma
segunda separatriz, correspondendo a {y = 0} na forma normal formal. Essa
serd chamada de separatriz fraca.

Enunciamos o seguinte resultado (veja [CS1] ou [BK]):
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Teorema 6.2.7 (Parametrizacio de Puiseux) Se § é um germe de curva ana-
litica irredutivel em (0,0) € C2, distinta dos eixos coordenados, com equagio
local reduzida f = 0, entdo existe um germe de aplicagdo holomorfa

a: C0 — Cz,(0,0)
T — (T, T(T)),

onde u ¢ holomorfa com u(0) # 0 e my(f) = min{m, n}, cuja imagem coincide
com a curva S.

Exercicio 2 Verifique, utilizando a parametrizagio de Puiseux e as formas nor-
mais acima, que, se p ¢ uma singularidade reduzida, entfio todas as separatrizes
em p sa0 aquelas descritas em (i) e (iL).

Segue do exercicio acima e do teorema 6.2.2 que uma singularidade admite
um nimero infinito de separatrizes se, e somente se, no processo de resolugéo
ocorrer alguma singularidade dicritica.

6.3 Fibrados associados a uma folheagao

Scjam M uma variedade complexa ¢ F uma folheagio holomorfa de dimensao
1 em M. Tomamos U = {Uy}aea uma cobertura de M por abertos tais que,
para cada « € A, F|y, ¢ induzida por um campo holomorfo v,. Sempre que
Usp = Ua NUg # 0, cxiste fog € O%(Uag) tal que vy = fogug. O cociclo (fap)
induz, portanto, wn fibrado em retas holomorfo em M, o fibredo cotangente a
F, denotado por Tx. Seu dual T = (T'F)* é chamado de fibrado tangenie a F.

Exercicio 3 Scja V = {Va}gep outra cobertura de M, de forma que, para cada
B € B, Fly, ¢ induzida por um campo holomorfo vg em V. Verifique que o

fibrado Tx definido a partir de V e {vg}per é isomorfo a T'r.

Proposicio 6.3.1 Ewxiste uma aplicacdo de fibrados f : Ty — TM tal que:
(a) ¥ p € M\ Sing(F), firs, ¢ injetiva e f({(Tx)p) € a refa langente a
folheacdo F em p;
(b) p € Sing(F) se, e somente se, firy), = 0.
Além do mais, se f : Tr — TM € wina outra aplicagdo de fibrados satisfa-

zendo (a), ent@o existe h € O*(M) tal que f = hf. Em particular, f também
safisfaz (b).
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Demonstracao: Tomamos {U,}aeqa uma cobertura aberta de M tal que
¥V o € A existe um campo holomorfo v, induzindo F U.- Seia Ap € Ao
conjunto de todos os indices ap € A tais que Uy, N Sing(F) # . Definimos
Voo = Uao \ Sing(F) para ap € Age V, = U, paraa € A\ Ap. {Vataca € uma
cobertura aberta de M \ Sing(F).

Para cada o € A, tomamos numa trivializaco local

TF]V., o Va x C.
Dado = € T'ryy,, = ~ (p,t) na trivializacio local acima, definimnos
Ja(p) = tua(p).

A definigio local acima se compatibiliza através do cociclo {1/ fag)s
onde vy = fopvg scmpre que Vog # 0, e uma aplicacio de fibrados
I Trisnsingtry = TM. O teorema de extensio de Hartogs permite esten-
der essa aplicagiio a f : T — TM. Uma vez que p € M \ Sing(F), temos
Ua(p) # 0, e a condigio (a) é satisfeita. Nas vizinhangas do tipo U, \ Sing(F),
tro € Ao, f ¢ construida levando cada fibra sobre p € Uy, \ Sing(F) na diregao
de TM definida por va,(p). Uma vez que vy, sc anula sobre Uy, N Sing(F), a
extensdo de f a esse conjunto é necessariamente nula. Portanto, a condigio {b)
também ¢ satisfeita.

Considere_ f: Tr — TM outra aplicacio de fibrados satisfazendo (a). Uma
vez que f e f sdo lineares nas fibras, existe uma funcio holomorfa A definida
em M \ Sing(F), que nunca se anula, tal que, ¥ p € M \ Sing(F),

N, = ) firsy,-

Pelo teorema de Hartogs, h se estende a uma fungdo holomoifa que nunca se
anula em M {pois o conjunto de zeros de uma fungio holomorfa tem codimensio
1), de modo que a relagio acima é vélida em todos os pontos de M. ]

Corolério 6.3.2 F ¢ folheacdo ndo singular (Sing(F) = 0) se, e somente se,
Tr € subfibrado de TM.

Observe que, se M ¢ uma variedade compacta, segue da proposigio 6.3.1
que duas aplicagdes de fibrados f, f : T — TM, satisfazendo {a) ¢ (b), diferem
uma da outra pela multiplicagio por uma constante nae mila.

Seja f : Tr — TM aplica¢io de fibrados cono na proposigio. Se U ¢ M
¢ um aberto e s é uma se¢io holomorfa de T em U, entdo fo s é um CATNPO
holomorifo que induz F em U. Analogainente, a imagem por f de uma secdo
meromorfa resulta em um campo meromorfo tangente a F.
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De modo similar & construgio de Tr, podemos produzir fibrados a
partir das 1-formas holomorfas que geram localmente uma folheagio F de
codimens@o 1. Tomamos U = {Us}teca uma cobertura de M por abertos tais
que, para cada @ € A, uma 1-forma holomorfa w, induz Fly,. Se Usg # 9,
existe gag € O (Uap) tal que wa = gapwp. O cociclo (gop) induz em M um
fibracdo em retas holomorfo Ny sobre M. Este é denominado fibrado normal a
F. Definimos o fibrado conormal a F por Ny = (Ng)*.

Exercicio 4 Prove o audlogo ao exercicio 3 para Nz.
Como no caso do fibrado tangente, temos:

Proposigio 6.3.3 Existe uma aplicagio de fibrados g : N3 — T*M tal que:
(a) ¥V p € M\ Sing(F), giny), € injetiva e o espago tangenie a Femp
coineide com o niicleo de cada elemento ndo nulo de g((Nx)p);
(b) p € Sing(F) se, e somenie se, 9Nz, = 0.
Além disse, se §j : Ny — T*M € uma outra aplicacdo de fibrados satisfazen-
do (a), entdo ewiste h € O*(M) tal que § = hg. Em particular, § também
satisfaz (b).

Exercicio b Prove a proposigio 6.3.3.

Corolério 6.3.4 F ¢ folheacdo ndo singular se, e somente se, N3 € subfibrado
de T*M.

A imagem de uma se¢ao local holomorfa (ou meromorfa) de Nt pela aplicagao
g: Nt — T*M é uma l-forma holomorfa {ou meromorfa) que induz F.

No restante desta se¢do, M denotard uma superficie complexa. Portanto, se
F ¢ uma folheagio em M, tanto Tx quanto Nx estfo definidos. Temos, nesse
caso, uma dualidade entre os dois fibrados, expressa pelo seguinte resultado:

Lema 6.3.5
Ky = T ® Nz,
onde Ky € o fibrado canénico de M.

Demonstracdo: Uma segio holomorfa local nao nula de Apr, ou sgja, uma
2-forma holomorfa nao singular, estabelece, por contracio, um isomorfismo entre
campos holomorfos e 1-formas holomorfas que definem F. Assim

O(Kp) & Homo(O(TF), O(NE)).
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Porém, pelo exercicio 11 da pagina 77, temos
Homo(O(Tx), O(Nz)) = O(TF) ®o O(N;))
e o resultado segue. |

Coroldrio 6.3.6
a(M) = a(Tr) + a(NF).
Demonstragio: Temos, por um lado,
ei{Kum) = —e1(M).
Por outro,

a(Tr®Nz) = e(TE)+a(Ng)
—e1(TF) — ca(Ng).

a
Scjam 7 : M — M uma explosdo em p € Sing(F) e P = n~1(p). Definimos
my(F), sep é nio dicritica,
. =
mp(F)+ 1, se p é dicritica.

Temos
Proposigao 6.3.7

Np.p = n°(N3) @ [P]*™.

Demonstragao: Scja U C M nma vizinhanga de p. Uma secio holomorfa s
de Nz em U corresponde a wma 1-forma holomorfa que induz F em U. 7*(s)
¢ uma 1-forma homomorfa que induz #*F em 7= *(U) \ P, se anulando com
multiplicidade ignal ou superior a . sobre P. O resultado segue, considerando
que as secdes holomorfas de [P]®™ sao fungdes meromorfas com pélo em P com
multiplicidade maxima . 0

Da expressdo acima, tomos
a(Np-z) = a(m™(Np) + a((P®™)
= 7 (e1{Nx)) + e (P).

Aplicando essa igualdade a P, ¢ considerando que 7*(¢;(N)) = 0 em P,
encontramos
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Corolario 6.3.8
m = —¢i(Nieg) - P =c(Ng-x)- P.
Analogamente & proposicio 6.3.7, temos para o fibrado tangente:
Proposicao 6.3.9
Ty = 7 {(TF) @ [P]®™L,
Demonstracio: De 6.3.5 e 5.4.2, temos
Trhr@Npyr = 7 (TrQ@Nz)®[P]
™ (Tz} @ n*(NF7) ® [P].
Da proposigao 6.3.7 resulta
Tr.r @7 (NE) Q@ [PIP™ = n"(Tz) @ n"(N3z) ® [F].

Tensorizando com (7*(Nz))* ® [P]®"™ e tomando o dual, encontramos o
resultado desejado. 1

Exercicio 6 Com a notagdo da proposicao 6.3.7, prove que
(a) 3(Nep-7) = G(Ng) — m?
(b) ca(Np=r)er (M) = ey (Ng) - e2(M) — .

6.4 TFolheacoes em espagos projetivos

Seja F uma folheagio em Py de dimensdo 1. Entdo, Tr & O(k) para algum
k € Z. Feita a escolha de coordenadas homogéneas (zp @ 21 @ ... : 2,) em
P?, tomamos a se¢io meromorfa s de O(k) induzida por z§. A imagem de
s pela aplicagdo f : Tx — TPE ¢é um campo de vetores meromorfo » em Pg.
 é holomorfo no aberto afim Uy : {zp # 0}, onde induz a folheagdo F, e {zp = 0}
é divisor de zeros com multiplicidade k, se k& > 0, ou de pdlos com multiplicidade
—k, se k < 0. Escrovemos
Moy = Pro oo+ Pag,

onde Pp,..., P, € O(Up). Mudando coordenadas para U; : {z; # 0}, 7 # 0,
encontramos, em Upj,

1 ad 1 s d
L == —_—— P | = —_— - P — 4.
'1)|UJ ( T? Py) 61]1 + (']"7 Pl T? .1) 8?12 +
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1 Ty i) 1 Tig1 i)
—Pi1— 5P| =— +{ =P, — <tlp,
+(-”"j = x5 '7) dy; (-’ﬂj e =i 7 ] By

1 Tn g
—p,-=2p | =
-+ + (’I‘-,. T? J) t')yn

Pl

3] 13] 5]
= nyia—y; + (1P — :thszj)b?; +-+ (nPio1 — ylyij)ggg

[s

g g
+( Pty — ?]1?/_1'+1P3')m +-t+ (P — mynPj)g?-
7 an

Considerando a primeira componente de U)y7;, VEMOs que (1/:1:?)}:’:J se estende
a uma fungdo meromorfa em U;. Levando em conta as demais componentes,
obtemos que cada P;, i = 1,...,n, também se estende. Repetindo o argumento
para cada um dos abertos coordenados, concluimos que, parai=1,...,n, P; se
estende a uma fungio meromorfa em PZ, ou seja, a uma funcio racional. Visto
que P; é holomorfa em Up, P; é num polindmio.

Suponha j escolhido de forma que P; seja o polinémio de maior grau dentre
Py,...,P,. O divisor {20 = 0} corresponde, em Uy, a {#1 = 0}. Para ana-
lisar sua multiplicidade, basta considerarmos os termos homogéneos de maior
gran. Para esse fim, tomamos P, ..., P, as partes homogéneas de Py, ..., P,
respectivamente, de mesmo grau que P; (eventualmente, alguns desses termos

sdio nulos), Duas situagées se colocam:
(i) As equagdes

(P~ 4P =0

Piy—yP=0
Pt — 1B =0

(B — 9P =0
séo satisleitas Nesse caso, a multiplicidade de {25 = 0} pode ser lida no coefi-
ciente de 8/8)y,
1 1 7
Ao, ).
h n n

de onde vemos que grau(FP;) = 2 — k. Agrupando os fermos homogéneos de
maior grau de v)y,, obtemos

P; b g ] 0
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onde G = 15_?' /x; é polindmio homogéneo de grau 1 -k e, portanto, k < 1. Note
que, nesse caso, o hiperplano {z = 0} ¢ invariante pela folheaggo.

(i) Pelo menos uma das igualdades do item (i) ndo ¢é satisfeita. Nesse caso,
a multiplicidade de {# = 0} pode ser lida no coeficiente correspondente, de
onde vemos que grau(P;) = 1 — k ¢, portanto, < 1. Nesse caso, o hiperplano
{zo = 0} néo é invariante pela folheagdo.

Resumimos essa discussio no seguinte resultado:

Teorema 6.4.1 Seja F folheagio em Pp com Tr =2 O(k). Entdok <1l eF €
induzida em um aberto afim por um campo de vetores holomorfo com coeficientes
polinomiais que pode ser escrito na forma

o] 7] o] 7]
G(Tl'aTl-l-'FTng:I:) +Q1-(§E+.”+QHE1

onde
(a) G € homogéneo de graw 1 —k ou G =0

(D) Q1,...,Qn sdo polinémios de grau no mdzimo 1 — k (ou nules). Se
G =0, entdo ao menos win desses polindmios tem gran 1 — k;

(¢) O hiperplano no infinito em relagdo a esse aberto afim é F-invariante
se, e somente se, G = (.

O nimero 1 — k do teorema acima é chamado de greu da folheagao F e é
denotado por grau(F).

Seja apora F folhieacio de codimensdo 1 em Pg. Seja k € Z tal que
N% = O(k). Escolhemos a se¢io meromorfa de O(k) induzida por zf. Sua
imagem pela aplicagio Nj — T*Pe é uma 1-forma meromorfa w em PZ, holo-
morfa em PE se k > 0, oy, sc k < 0, holomorfa no aberto afim Up com divisor
de pélos com multiplicidade —k em {2 = 0}. Escrevemos

Wy, = Pidn + -+ Ppdzy.
As coordenadas 41, ...,y e U; 580 tais que

Y2 Yi 1 Yi+1 Un
T = ——heeey Tl = Tj = —, Tip1 = geeny by =

" 7 n i ’ o

Portanto, em Up; devemos ter

i 1
31 n n



6.4. FOLHEACOES EM ESPACOS PROJETIVOS 111
+Pj+1d(yj+l) +Pd("'}'n)
n in
1 1
Py ( dyz — —d?h) "+ P ( dy; — '_'dyl) + P (“—2%‘1)
W Y n

1 1 g
+ P dyjer — Xy )+ 4 Py [ —dy, — Y2
it (J AR }1) o (?}1 T yl)

1
—-5(?121’1 +o P+ Pyt g Pipn 4+ yn Pa)dy
¥

P, P;_ Py P,
+Ldyy + o+ —-d i+ dw-u + o Dy,
Ht i1

Suponha j escolhido de forma que .Ff,- tenha maior grau dentre Py, ..., P,. Sejam
Py ... P, as partes homogéneas de mesmo grau que P; de P,..., P, (eventual-
mente, alguns desses sfio nulos). Temos duas situages:

) N _
YePr+ -y P+ Pt yin P+ Ay Pa =0,
o que corresponde A igualdade

TP 4z, Py = 0.

Nesse caso, existe 7 # j tal que grau(F) = grau(P;). A multiplicidade de
{zo0 = 0}, que corresponde no aberto afim U; a {1 = 0}, pode ser lida cm

1p (7’2 —]lf"ﬂ)
31 n I i

de onde vemos que & = —(grau(P;) + 1). Uma vez que, nessa situagdo,
grau(P;) > 1, temos que & < —2. Note que o hiperplano {z = 0} nio é
J- invariante.

(ii) . } ~ - _
WPt +y P+ By yiaPisr+ oy Py # 0,
o que corresponde a } _

P + -+, By -;é 0.

Nesse caso, a multiplicidade de {zp = 0} ¢ lida no coeficiente de dyy, mais

especificamente em
1 1, 1 1
2P(12"‘!“_1-"1J—n)1
" "\ " Mt

de onde vemos que k = —~(grau{P;) + 2) ¢, portanto, £ < —2. Note que, nesse
caso, o hiperplano {zy = 0} é F-invariante.
Resumindo essa discussio:
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Teorema 6.4.2 Seja F folheacdo em PL com N} 2 O(k). Entdo, k < —2 e
F € induzida em um aberto afim por uma 1-forma holomorfa integrdvel com
coeficientes polinomiais do tipo

Piday + -+ Ppdzy,,

Se d & o maior dentre os graus de Py,..., Py, ¢ P1,...,Pn sdo suas paries
homogéneas de grau d (algumas dessas nulas, eventualmente), enido

(a) se 1P+ + 3,8, =0, entio d = —1 — k e o hiperplano no infinito
em relagdo a esse sistema de coordenadas ndo ¢ invariante por F;

(b} se 21 Py + -+ 7Py # 0, entdo d = —2 —k e o hiperplano no infinito €
invariante por F.

O ntmero -2 — & é chamado de grau da folheagao F.



Capitulo 7

Nitmero de Milnor

7.1 Definicoes

Seja v um germe de campo de vetores holomorfo em P € C", expresso em
coordenadas por o = (vq,...,u,).

Definicao 7.1.1 A dimensdo do espaco vetorial

. O
dimge L ,
(P T

denotada por (v, p), é chamada de nimero de Milnor do campo v em p.

Na defini¢ao, O, ¢ 0 auel de germes de funcées holomorfas em pe ..., um)
denota o ideal de O, gerado por vy,...,on.

Proposicéo 7.1.2 ju(v,p) = 0 se, e somente se, p néo & ponio singular de v,
Demonstragdo: O ntmero de Milnor é nulo se, e somente se,

W1, 00) = Oy,
0 que ocorre se, ¢ somente se, existem funcoes holomorfas gy,..., ¢, € O, tais

que
I = quom+ ...+ gnvn.

Tal fato, por sua vez, ¢ equivalente A existéncia de alguma componente de v que
nao se anula em p. O

113
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Proposigio 7.1.3 0 < u(v,p) < oo se, e somente se, p € singuleridade isolada
de v.

Demonstracio: Se p é singularidade isolada de v, temos V({v1,...,vs}} = {p}.
Logo, I(V({v1,...,vn))) = m,, onde m, é o ideal maximal das fungdes de O,
que se anulam em p. Pelo teorema dos zeros de Hilbert (Nullstellensatz), ternos
I(V{{v1,...,vn}))) = Rad{vy,...,vs), onde

Rad{vy,...,v.) = {f € (9,,;3"’c € {v,...,vs) para algum k € N}.

Rad(vy,...,v,) é finitamente gerado (pois @, é noetheriano), logo existe r > 0
tal que mj = (Rad(vi,... ,'un))"c C {v1,...,vn). Segue que

. Oy, 0
p(v,p) = dimgs——— d1mc—p.
{v1,. 'Un) my
Visto que m], é gerado por monémios de grau r nas varidveis 2, . s Zny Opfm7,

é gerado sobre C pelos mondmios de grau inferior a . Logo, dim CO,, jmy < oo
e, portanto, u(v,p) < oo.
Reciprocamente, suponha p(n,p) < co. Temos a cadeia de ideais

(W1, ta)+mp, D . D (Ug,...,un)+mE
) (‘!)1,...,'1),,,),

de onde resultam as desigualdades

) O . 0
d E < d 2
T Un) +m, ~ = Gite {15+, n) +“‘;’:
. O
< dime T = p(v,p) < oo.

Logo, é possivel escolher 7 € N tal que dimeOp/my = dichp/m;"'l, o que
implica
(U1, vn+my = (v1,...,00) -|—rn;,""1
e, em particular,
m; C {1, ..., vn) +mptL
Segue do lema de Nakayama ([Eis]) que
my C {v1,...,Un)

Tomando variedades dos dois lados, encontramos

{0} = V(m3) D V{{n,...,vn)),

o que couclui a demonstracio, [
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7.2 Indice topolégico

Suponha o campo holomorfo v definido numa vizinhaca aberta U de p € C",
com p singularidade isolada de ». Definimos o indice topoldgico de v em p,
denotado por ind,v, da seguinte forma: identificamos C™ =~ R?" ¢ passamos a,
‘enxergar v como um campo de vetores real. Escolhemos € > 0 suficientemente
pequeno, de forma que » : I/ C B?® — R?"® tenha apenas p como singularidade
em B, (p) C U, a bola fechada de raio € centrada em P, e fazemos

, v

ndyZ = gran-—:

[lfl”

onde
o PSR — s
(=1l
v(z)
[ (2)]

52"=1(p) denotando a (2n — 1)-esfera de raio € centrada em p e Sin-t g
(2n — 1)-esfera de raio 1 centrada na origem (veja [GP]).
Temos o seguinte resultado:

Teorema 7.2.1 p(v,p) = indyv.
Antes de provarmos o teorema, faremos alguns resultados preliminares.

Lema 7.2.2 Seja Be(p} C C" a bola de raio ¢ centrada em p, com ¢ suficiente-
mente pequeno de forma que p seja o dnice singularidede de v em B,. Entdo,
a equagdo v(z) — wy = 0 possui exatamente indyv solugdes em B. para quase
todo wy € C™ nume vizinhanga de 0.

Demonstragao: Tomamos § satisfazendo 0 < § < min, ¢ g2u—1., [[v(2)|. Pelo
teorema de Sard, o conjunto dos valores criticos da aplicagio v : B, (p} — C™ tem
medida de Lebesgue nula. Escolhemos, entio, wy € C®, valor regular contido na
imagem de v. »~1{wyp) ¢ uma subvariedade mergulhada em Be(p) de dimensio
zero, ou seja, ¢ um conjunto discreto. Pela escolha de 8, seus pontos nio se
acumulam em 8B(p) = 52*~1(p). Logo, v~L{wp) tem cardinalidade finita.
Uma vez que fungdes holomorfas preservam orientacéo, essa cardinalidade serd
igual ao grau da aplicagio

v(z) —wyp

G iz€8SM ) — T 0
< o) T



116 CAPITULO 7. NUMERO DE MILNOR

Se
o2 €SP0 — o
entao
G: 0,1 x $"l(p) — Sf’(“; f
L Rl A1)
12 = ()= tuwo]

é uma homotopia entre g; e go. Portanto,

#v 7 (wo) = grau(g)
= gra,u(gz) = indov.

i

Denotaremos O, ainda por O, on O, ., para fazer referéncia ao sistema
de coordenadas z = (z1,...,2,) em torno de p € C". Fixemos, entdo, sistemas
de coordenadas z = (z1,...,2,) e w = (W1,...,wn) em torno de p € C" e da
origem de C", respectivamente. Consideramos o campo v como uma aplicagéo
holomorfa v : U ¢ C™ — C". O homomorfismo

v 0, — O,
fw) — fou(z)
induz, de maneira natural, uma estrutura de @,-médulo em O..
Lema 7.2.83 O, € um v*(Oy)-mddulo gerado por p(v,p) elementos.
Demonstracao: Consideramos o germe de variedade analitica
V = {(z,w1,...,wn) € C%;‘,o);wi =wy(z),i=1,...,n}h
Seja i = I(V) C Os,u, onde O, é 0 anel de germes de fungdes holomorfas em
(p,0) nas varidveis (z1,..., 2n, W1, ..., Wy). i é ideal primo (pois V é irredutivel)

gerado por w; — v;(z) para i = 1,...,n, igual ao micleo do homomorfismo
sobrejetivo

P . O,y — 0O

Logo,

~(0,. (7.1)
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Sejapy = 2F +ap.12f "1 +.. .+ag, onde ag, ..., ap-1 € Oy, . 2. w, um polindmio
de Weierstrass na varidvel z; pertencente ao ideal i. Dado g € Orw, pelo
teorema da divisdo de Weierstrass, obtemos r, ¢ € Os,,..oozwlz1), com r =0 ou
grau(r) < k, tais que g = gp; + 7. Uma vez que r é unicamente determinado,
podemos definir o homomorfismo :

‘Il* : Oz,w — Oz2g-~,zu|w[zl]
g — r ’

que, composto com a projecao

Oz z w[Z]_] Oz _
0 21| = - ETMLLT & D y0eey By 3
L2y Zae .w[ ] in 032,“_’2”,1”[.21] in Ozz""!zu.w [ 1]?
onde 2; € a classe de z; em O, .. .. wlz1]/(iN O.,.....z0,wlz1]), resulta no homo-
morfismo

Oz Ly 318
V.0 — EeeEwa o7
2w iﬂ Oz‘g,..-,zrnw[ 1]

Afirmamos que ¥ é sobrejetivo. Em primeiro lugar, observe que o polinémio
P =zt 12514 +ag e (Oza,rzn,w/ (iNOsy ... 2, w))[2], onde &; denota a
cassede aj em Oy, z,,0/(N0x,... 2, ), Possui Z; como raiz. Assim, qualquer -
clemento de (O, .. ,z,,w/(iNOx,,... 2. w))[Z1] s€ escreve como um polindmio em 2
com grau inferiorar. Se f = b,_127 7 4. . . bp € (Ozgyozn i/ (N0 2 ) [E1],
entdio f = b_12] '+ ...+ € Oz, onde b; é um representante de 5,— em
Ozgrrrznw 6 tal que U(F) = f. Uma vez que Nuc(W¥) =i, obtemos o isomorfismo

Ozxw [a¥] OZQ!‘--:zu,w [21]

i - iNOy,, .. 20w
Repetindo o procedimento acima, em n etapas obtemos
Cew oo Ouw . o
T T Tnog v B
onde 23,..., 2, sdo definidos de maneira aniloga a ;. Porém, iN ©,, = {0}.

De fato, se f € iN Oy, entdo f ¢é identicamente nula sobre a imagem de v, o
que resulta em f = 0. Temos, portanto,

Oz,w

: = Ow[fl,...,fn],

que, em conjunto com a relagdo (7.1), nos fornece

O, =& Oulf, ..., 5]
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Segue da construgdo do isomorfismo acima que a imagem de Oy em O, ¢
1*(Oy). Com essa identificagio, temos que O, é uma extensio inteira de v*(Oy)
perada por Z,..., Z,. Portanto, O, é um v*(Oy)-médulo finitamente gerado.
Tomemos ¢1,...,9u € O, onde p = u(v,p), representantes de uma base de
0./ {v1,...,v,) sobre C. Seja N o submédulo de O, gerado por esses elementos.
E claro que O, = N+ {v1,...,v,) . Temos ainda O, = N+ {vy,...,vn)0;, pois
1€ @,. Uma vez que N é finitamente gerado e (v1,...,v,) C my, concluimos
do lema de Nakayama ([Eis]) que O, = N. O

Uma vez que gi,...,g, ¢ um sistema de pardmetros, é possivel provar que
@, é um v* (O, )-médulo livre gerado por gi,..., g, (veja [Eis], [Na}).

Demonstragao: (Teorema 7.2.1) Sejam K, e K, os corpos quociente de O, e
1*(Oy), respectivamente. Como cada 2; ¢ inteiro sobre v*(0y), temos
K, = Kyl2,...,2s) €, além do mais, esta extensao & algébrica.

Afirmagio: A extensdo K./K,, tem grau g = u(v,p).

Demonstragao: Viste que gy,...,9, geram O, como v*(0y)-médulo livre,
segue que g1,...,9u 40 linearmente independentes sobre K. Seja h € K.
Escrevemos h como polindmio em %, ..., 2, da forma

ho= 3 (Cyin/da. i) 3 .- B,

onde ¢, ..., i ...i,, € 1*(Oy). Seja a o produto dos denominadores. Temos
— Sh Ftu
ah = E €iynin 21 ---Znts

onde e, .4, = ¢y, 0. /8.0, € v (Ow). Cada mondmio do tipo 2;" pode ser
escrito como combinagio linear de gq,. .., gn com coeficientes em v*(0,,). Logo,
€ possivel escrever

ah = fi;gm+... +f,r.:gm
onde f1,..., fu € v*(Ow). Portanto,

h = (fifeygr + ...+ (fu/a)gy,

de onde concluimos que gy, ..., g, formam uma base de K./K, e a dimensio
desta extensao é u. |
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Pelo teorema do elemento primitivo {veja [H]) existe uma combinag8o linear
£ =c121+.. +cnZn com coeficientes em K, tal que K, = Ky |€]. Obtemos novas
-coordenadas, ainda denotadas (z1,...,2,), efetuando a mudanga de varidveis
zy = & Assim, K, = Kylz1]. Seja P o polinémio minimo de 2, sobre K
(P ménico e irredutivel). Temos grau(P) = [k, : Ky) = p. Como z; é inteiro
sobre ©*(0y,), concluimos que cada coeficiente de P é raiz de um polindémio
com cocficientes em v*(0,,) ([Bis,p.125]). No entanto, como @, é dominio de
fatoragao inica ([Gun, v.II]), ¢ também integralmente fechado. Portanto, cada
coeficiente de P estd em v*{(,). Escrevemos

p—1
Plx) = ¥ ¢+ Z Aj(o, .. vp)2d,
=0

onde Aj(un,...,un) € Oy paraj=1,...,z~1. Além disso, para j =2,...,n,
eSCIeVeInos
m(3)
zi= Y b(vr,...,va)2k, §=2,...,n, (7.2)
k=1

onde bjr(wi,...,wa) € Oy para k = 1,...,m(j). De (7.2) temos que, se
2=(P1.-sPn)q=(q1,...,0:) € C" s30 pontos distintos tais que »(p) = v(q)
entdo p1 # q1. Pelo lema 7.2.2, para |lwo| suficientemente pequeno fora de
um conjunto de medida nula, a equagio v(z) — wp possui exatamente indgy
solugbes. Cada uma dessas solugdes, pela observacio anterior, d4 origem a uma
rajz distinta do polindmio x# + Z;:& A;(wg)rI. Portanto, i > indy Z.
Por outro lado, escolhendo mwy tal que o polindmio
-1
Plz) = x¥ 4 ZAj(wo)m-’ :

i=0
possua y rafzes distintas, construimos, a partir de (7.2), ¢ pontos na pré-imagem
de wp por v. Portanto, p = indpZ. O

Exercicio 1 Mostre que o ntimero de Milnor é aditivo em cada componente.
Ou seja, se v = (v1,...,7,) é wn perme de campo de vetores holomeorfo com
. . . 1) (2 -

singularidade isolada em p € C" tal que v = 1)§ )fug ), definindo

) = (fu{l),wz, vy ) e v = (?Jiz),’vg, .-+3Up), entdo

plop) = pe,p) + pe,p).
Exercicio 2 Seja v = (v1,...,7,) um germe de campo de vetores holomorfo
com singularidade isolada em p € C™ ¢ ¥ = (v + T p_, fr¥r, ¥2,...,vs), onde
J2s s fn € Op. Mostre que p(v,p) = p(d, p).
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Proposicio 7.2.4 Seja v = (v1,...,v,) um germe de campo de vetores holo-
morfo com singularidade isolada em p € C°, p(v,p) = 1 se, e somenie se, a

matriz
I = (Q”_')
92 /1gi,i<n

Demonstragao: Suponha L nfo singular. Para z em uma vizinhanga de p
temos ©(z) = L(z — p) + 7(z — p), onde r(z — p) corresponde a0s termos de
ordem superior a 1. Uma vez que L é nao singular, existe € > 0 tal que
lir(z — o)l < 1 L{z — p)|| para todo z € S2*~'(p). Deixamos para o leitor a
verificacio desse fato. A aplicacio

é ndo singular,

G: [0, x §21(p) — St
L{z) + tr(2)
(.2) 12 + ()l

é uma homotopia entre v/|jv|| e L/||L]. Logo, grau(v/||v|)) = grau(L/|L|).
O resultado segue, observando que grau(L/|L|]) = 1.
Reciprocamente, suponha p(v, p) = 1. Seja g € Oy cuja classe gera O, sobre
C. Para cada f € O,, existem oy € C ¢ germes h{, ...hf € O, tais que
f = ong+ h{vl +...+ h;flv.n.

Em particular, para f = 1, escrevemos

1 = oy +h%v1 +...4+ h,llvn.
Da expressio acima, obtemos que g(p} # 0. Para cada i =1,...,n, escrevemos

Zi—p; = Qg+ him+...+hfv,,

onde p = (p1,.--,Pn). Calculando em p, encontramos o, = 0, donde

z—p; = hfor 4+ ...+ ki,

Derivando e relagio a z;, obtemos

. (‘)'111 . an
h¥i{p)— . Z(p)—I(p) = 1. .
PGB+ B G E) = 1 (7.3)
Por sua vez, derivando em relagio a z; para j # i, encontramos
O N
T p) =} o hE(p)— = 0. : .
B BGEE) + RO G0 (74)

De (7.3) e (7.4} concluimos que L é nao singular. O



7.3. CAMPOS EM SUPERFICIES 121

7.3 Canipos em superficies

Seja v campo de vetores holomorfo em uma superficie complexa M com singula-
ridade isolada no ponto p. Tomamos coordenadas (r,y) € C? nas
quais p = (0,0) e v = (v,2). Seja a(T) = (T™,T™u(T)), onde u(p) # 0 e
Mp(v) = min{m,n}, uma parametrizagio de Puiseux para v;*(0). Como v
€ vz néo possuem componentes comuns, vy o a{T) nio é identicamente nula.
Temos:

Proposigio 7.3.1 Seja v = (v1,v2) como acima. Entdo u(v,p) é a multiplici-
dade de va 0o a(T) em T =0,

Demonstracfo: Basta notar que os pontos da forma (0,¢) € €2, com
¢ # 0 e |¢| suficientemente pequeno, sdo valores regulares de v. Deixamos essa
verificagao para o leitor. Tomando um valor regular para v da forma wy = (0, ¢)
suficientemente préximo da origem, o nimero de solugdes da equaggo »(2) = wo
numa bola de raio suficientement pequeno é, por um lado, u(v,p) e, por outro,
a multiplicidade de vy 0 &(T) em T = 0. &

Sejam v; e v fungdes holomorfas numa vizinhanca de p = (0,0) € €2, que
se anulam simultaneamente somente neste ponto, com multiplicidades m; e my,
respectivamente. Fazemos

-~ miz, ot
mxr,t) = L‘r"’;-l,
- volx, 2t
gz, 1) = _(.,F’;"l

As rafzes em comum de % e Gy sobre {x = 0} ocorrem em mimero finito. Esta-
belecendo a notagio i((v1, v2), p) para fazer referéncia ao campo de componentes
(1, v2), temos o seguinte

Lema 7.3.2

#((01,v2),p) = mams + Z u{(1, D)}, q).
ge{x=0}

Demonstragdo: Vamos supor, inicialmente, v irredutivel e vy 1(0) distinto
dos eixos coordenados (nesse caso as contas sao ainda mais simples). Seja
a(T) = (™, T"u(T)), onde 1(0) # 0 e m1 = min{m,n}, uma parametrizacio
de Puiseux para »7'(0). Suponha my = m < n (se nio for esse o caso, inverte-
mos 0s papéisde z e y). A curva &(T) = (T™,T" ™u(T)) é uma parametrizacio
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de Puiseux para 97 (0). Além do mais, ¥ ¢ irredutivel, uma vez que v; o0 é. Se
q = &(0), temos

p((H1,82),q) = mg(tz 0 &(T))
- m (vz_a(’{“l_)
7\ (Tmu(T)y™

= #((1’11U2):p)_mm2 = “((1}111’2):p)_m1m'2:

o que demonstra o resultado para vy irredutivel. Se vy é redutivel, o resultado
segue do fato de que a multiplicidade e o nimero de Milnor (em cada compo-
nente) sdo aditivos. o

Se F &6 uma folheacio em wuma superficie complexa e
p € Sing(F), entdo, escolhendo um campo de vetores v que induz 7 em torno de
#, podemos definir o ndmero de Milnor da folheacdo em p por p(F,p) = u(v,p).
E imediato que a defini¢io independe da escolha do campo v.

Proposicio 7.3.3 Sejam F uma folheagdo em uma superficie comple:m Me
p € Sing(F) . Sejam . M — M uma exploséo em p e P = n1(p}). Suponha
p ndo dicritica. Entdo

WF.p) = (mp(F))? — (mp(F)+ 1) + D (" F,q).
geEP

Demonstragio: Tomamos coordenadas (x,y) nas quais p = (0,0) e F & in-
duzida pelo campo » = (v1,v3). Mudando coordenadas, se necessério, podemos
supor que v € v tém, ambos, ordem m, onde o = m,(F), e que todas as sin-
gularidades de 7" F est@o no sistema de coordenadas (z,t) de M (0 que equivale
a v possuir um termo em y™). Nesse sistema, 7*F é induzida por

1
e, t) = m—m(:m;l (z,xt), va(x, xt) — toq (2, 21))
= (2d1(xz, 1), P2(z, t) —tﬁl(z,t)).
Temos entao
IL(ﬁ1 G’) = )‘L((.’L’,ﬁg _tﬁ1)1Q) +[_L(('l—)1,'ﬂ2 '—t‘ﬁl),q)

Da proposigio 7.3.1, se ¢ = (0, o) € P, temos que p((z, T2 —i6;), ¢) é a multipli-
cidade de @2(0, t)—#7; (0, ) em o, que, por sua vez, coincide com a multiplicidade
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de fp como raiz do polinémio vay,(1,t) — tv1m(1,1), onde U1m € Vgm denotam os
termos de grau m de v; e v3, respectivamente. Logo,

Z p((m,Bg — t),q} = pgrau(vem(l, ) — toim(1,1)) = m+1,

geEP
donde
Do Fa) = (m+1)+ Y w((51, 5 — th),q)
geEP qEP
= (m+1)+ ) p{(d1,5),q). (7.5)
gepP
Do lema 7.3.2,
Zi"'(('ﬁliﬁ2)sq) +Tn'2 = “((”11?}2),17) = M(]‘-,P) (76)
9EFP
(7.5) e (7.6) provam a proposicao. o

Proposigao 7.3.4 Sejamn F uma folheagio em uma superficie compleza M e
p € Sing(F). Sejam m: M — M uma ezplosio emp e P=m ~Y(p). Suponhap
dicritica. Entdo

WF,p) = (mp(F))? +mp(F) =1+ plx"F,q).

qeP

Demonstragao: Fixamos coordenadas (r,y) nas quais F é induzida numa vi-
zinhanga de p = (0,0) pelo campo v = (v, 12). Podemos supor que todas as
singularidades de 7*F est&o no sistema de coordenadas (,t) da explosao em p.
Isso significa que vy possui um termo em y™*+!, onde m = m,(F). Visto que
ZU2m — Yim = 0, o8 termos de gran 7o de v; sdo miiltiplos de x e, além disso,
zvg — Yy tem multiplicidade m + 2. Temos, por um lado,

pl(vr,7ve ~yv1),p) = p((mn, 2v2),p)
#((v1,2)), ) + p({v1,v2),p)
= (m+1)+p(v,p). (7.7)

Por outro lado, se
- 1
(T, t) = el (x, zt),

flz,t) = m71+-2-(mvz (z,zt) — xtvy(z, zt)),
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decorre do lema 7.3.2 que

(w1, 202 —yon),p) = m(m+2)+ > p((81, ), 9). (7.8)
gEP

O resultado segue de (7.7) e (7.8), observando que #*F é induzida nas coorde-
nadas (m,t) pelo campo @ = (#1, f). O

7.4 Resolucao de singularidades

Seja F uma folheagio em uma superficie complexa M ¢ p € Sing(F)
tal que m,(F) = 1. Tomamos um campo v que induz F em torno de p
e um sistema de coordenadas holomorfo (r,3) no qual p = (0,0) e
v = (v1,u3) = 118/0z + v20/8y. Uma vez que mp(F) = 1, v tem parte linear
ndo nula. Pela forma canénica de Jordan, podemos supor que a parte linear de
» tem uma das seguintes formas:

(1)(3 g),AeC*; (2)(’:; fz),Al,,\zecc*;
® (5 5)rec @ (g5)

Descreveremos, nos proximos resultados, o comportamento de cada um dos
tipos acima em relagio a explosbes. Seja, entdo, m uma explosio em p,
P = n~1(p) a reta projetiva associada e 7*F a folhea¢do induzida.

Proposigao 7.4.1 Se p ¢ singularidade do tipo (2) com Ay = A2 = A, entdo
w*F ndo possui singularidades sobre P,

Proposicao 7.4.2 Se p € uma singularidade do tipo (2) com Ay # Ag, entdo
m*F possui duas singuloridades sobre P, ambas do tipo (2), com autovalores
Ai — Ag, Az e Ap, Ag — Ay, respectivamente.

Exercicio 3 Demonstre as proposicoes 7.4.1 e 7.4.2,

Proposicio 7.4.3 Se p é singuloridade do tipo (3), enido m*F possui uma
tinica singularidade, do tipo (1), sobre P.
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Demonstragao: Suponhamos F induzida em torno de p = (0,0) pela 1-forma
w(z,y) = Az +y+ fldy — My + g)dz,
onde f e g tém ordem 2. Nas coordenadas (z,t), m*F & induzida pela 1-forma
a(z,t) = ( +tf — §dz + Az + tz + 2 f)dt,

onde f(z,t) = f(z,7t)/x e §{z,t) = g(x,vt)/z tém ordem pelo menos 1 na
varidvel z. Segue que g = (0,0) é a iinica singularidade de 7*F sobre z = (. Se
o coeficiente de dz em & tem ordem pelo menos 2, temos de imediato que g é
do tipo (1). Isso no serd o caso apenas quando g{z,y) = 52+ ---, 0 que resulta
em §(z,t) = x +-- .. Nesse caso, g é ainda do tipo (1), pois os autovalores da
parte linear sao A e {.

Deixamos para o leitor a verificagio de que a origem do sistema de coorde-
nadas (u,%) ndo é singularidade de 7*F. [}

Uma singularidade do tipo (4) é chamada de nilpotente.

Proposigao 7.4.4 Sep ¢ uma singularidade nilpotente, entdo n*F possui sobre
P uma dnica singularidade q tal que my(n*F) = 1 ou my(a*F) = 2. No
primeiro caso, g € nilpotente, e uma exploséo em q origina uma singularidede
de multiplicidade 2. Em ambas as situacdes, uma explosdo na singularidade de
multiplicidade 2 produz duas (uwma de multiplicidede 1 e outra multiplicidade
2) ou trés singularidades (todas de multiplicidade 1), sendo que nenhuma das
singularidades de multiplicidade 1 € nilpotente.

Demonstragdo: Suponhamos F induzida por
w(z,y) = (y+ fldy + gdz,

onde f e g tém ordem pelo menos 2 em p = (0,0). Nas coordenadas (z,t), 7*F
¢é induzida por

oz, t) = (& +1if + g)dz + (bz + z fdt,

onde f(z,t) = f(z,xt)/z ¢ § = g(z,zt)/x tém multiplicidade pelo menos 1
na varidvel #. Vemos, por essa expressdo, que ¢ = (0,0) é a tnica singulari-
dade sobre P nas coordenadas (z,t). Deixamos para o leitor a verificacio de
que a origem do sistema de coordenadas (u,y) da exploséo néo ¢ singularidade.
Note que m,(n*F) serd diferente de 2 apenas no caso em que ¢ é da forma
g9(z,y) = 2% + -+, o que implica em g(z,t) = 2 + ..., donde q é nilpotente.
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Porém, uma vez que o coeficiente de dt em @ nio ¢ da forma % + - - -, uma nova
explosao em ¢ dé origem a uma singularidade de multiplicidade 2.

Deixainos como exercicio a verificacio de que wina explosio na singularidade
de multiplicidade 2 obtida no pardgrafo anterior dd origem a 2 ou 3 singulari-
dades conforme descrito no enunciado. W

Exercicio 4 Complete a demonstragic da proposicao 7.4.4
Podemos, entdo, demonstrar o teorema 6.2.2:

Demonstragio (Teorema 6.2.2): Seja F uma folheagiio em uma superficie e
p € Sing(F). Em primeiro lugar, analisernos os casos em que mpy(F) =1lepé
de um dos tipos (1), (2) ou (3).

Tipo (1): p jé é uma singularidade reduzida;

Tipo (2) se A1/A2 € Q1, p é singularidade reduzida. Se A1/Az € Q™ pela
proposigao 7.4.2, uma seqiiéncia de explosbes origina singularidades do tipo (2}
com A1 = As, que, POr sua vez, ndo produzem mais singularidades com mais uma
exploséo (pela proposicao 7.4.1), ou singularidades do tipo (2) com A1 /A2 € Q7;

Tipo (3): pela proposi¢io 7.4.3, uma explosio dé origem a uma. singularidade

do tipo (1), que é reduzida.
Observe que, se u(p) = 1, entdo p é singularidade de um dos tipos (2) ou (3),
e p pode ser resolvida. Basta, entdo, mostrarmos que, efetuando explosoes, as
singularidades obtidas sdo dos tipos (1),(2) ou (3}, ja tratados, ou tém niimeros
de Milnor estritamente menores que a singularidade original. Das proposigoes
7.3.3 e 7.3.4, uma explosio em p origina singularidades com nimeros de Mil-
nor estritamente menores, com excecao do caso em que p ¢ ndo dicritica e
my(F) = 1 (nesse caso, a soma dos niimeros de Milnor das novas singularidades
¢é maior em uma unidade). Se tal singularidade é de um dos tipos (1), (2) ou
(3), sabemos que é possivel resolvé-la. Resta, portanto, analisar o caso em que
p é singularidade do tipo (4).

Tipo (4): levaremos em conta o gue foi descrito na proposi¢io 7.4.4. Se
uma explosao em p resulta em uma singularidade de multiplicidade 2, entéo
uma nova explosiio nessa singularidade origina singularidades com nimeros de
Milnor estritamente menores que u(p) = p{F, p). No caso em que uma exploséo
em p resulta em uma singularidade nilpotente, uma explosio nessa singula-
ridade produz uma singularidade de multiplicidade 2 com mimero de Milnor
4(p} + 2. Uma nova explosio nessa singularidade resulta em singularidades de
multiplicidade 1 néo nilpotentes, que ji consideramos, ou, possivelmente, em
uma singularidade § de multiplicidade 2 tal que p(7) < p(p). Uma nova explo-
sdo em 4 produz singularidades com nimeros de Milnor estritamente menores
que p(p). Isso conclui a demonstragio. O



Capitulo 8

Indices em superficies

Ao longo deste capitulo, M denotard uma superficie complexa. (ndo singular)
provida de uma folheagio singular F.

8.1 Indice CS

Sejam p € Sing(F) e S separatriz em p. Tomamos uma 1-forma holomorfa w
que induz F em torno de p e uma fun¢do holomorfa f tal que f = 0 é equaco
local reduzida de S.

Lema 8.1.1 ([LN}) Nas condigées acima, exzistem germes de fungdes holomor-
fas g e h, relativamente primos e ndo identicamente nulos sobre S, e germe de
1-forma holomorfa n, tais que

gw = hdf + fn. (8.1)
Demonstragéo: Consideramos o problema em uma vizinhanga de (0,0) € C2,
Escrevemos w = pdr + gdy. Mudando coordenadas, se necessario, podemos
supor que {# = 0} néo ¢ invariante por F, o que nos d4 g Z0e f, #0. Uma
vez que S ¢é invariante por F, temos
df Aw = fhkdx Ady
para alguma fungio holomorfa k, ou seja,

f::r:q_fyp = fk.

127
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Obtemos )
fow = fylpdz + gdy)
= (fzq— fk)dz + fyqdy
= q(fadz + fydy) — fkdz,
uma decomposigio como em (8.1}, onde g = f,,, h = q e n = —kdz. O

Reciprocamente, a existéncia da decomposi¢ao (8.1) implica que a curva §
de equagie f = O é invariante pela folheacfo induzida por w = 0. De fato,
temos w A df = fn A df, ou sgja, w A df =0 sobre S.

Denotaremos por 85 a curva § N 82, onde S2 é uma esfera de raio £ > 0
suficientemente pequeno com centro em p, orientada como a fronteira de SN BE.
Considerando a decomposi¢ao acima, temos a

Definicdo 8.1.2 ([CS],[LN]) O indice Camacho-Saed de F com respeito a S em
p ¢é definido por

1
CS(F,Sp) = ~5- /%
s

Sep € M é ponto regular de F, a defini¢io acima pode ser estendida fazendo
CS(F,8,p)=0.

Proposicio 8.1.3 CS(F,S,p) independe das escolhas feilas na definigdo.

Demonstragio: Devemos provar a independéncia da defini¢o em relagéo:
(i) & equagao local de F; (ii) & equacgio local de S; (iii) & decomposicio; (iv) &
escolha de £ > ( suficientemente pequeno.

(1) Suponha @ uma outra l-forma holomorfa induzindo F numa vizinhanca
de p. Nessa vizinhanga, existe uma fungao holomorfa ¢ nunca nula satisfazendo
@ = ww. Da decomposi¢io (8.1), produzimos

9& = whdf +@fn,

decomposigio associada a &. O resultado segue.

{ii) Uma outra equagio local f =0 para § satisfaz f = ¢ f, onde 9 ¢ holo-
morfa e nunca nula em uma vizinhanga de p. Substituindo em (8.1), obtemos a
decomposicio

g = hapdf + J(hdip +vn).
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Segue que
__1_fhdqp+1,bn _ 1 fdp 1 [q
2mi hap - 2ri f ¥ 2mif R
88 8s 88
- L / ]
T oami ) R
a5

(iti) Considere duas decomposices associadas a w e a I

gw = hdf + fy,
Gw = hdf + f7.
Temos _
0 = gwAgw = hfdf A+ fhg Adf + F2n AT,
donde

(At — b)) Adf + fy A = 0.
Concluimos que, sobre S, by — hij = 0. Segue que

_1 fn_ __L/ﬁ
2mi f T 2mi S R
a5 a8
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(iv) n/h & uma 1-forma holomorfa sobre uma curva. Portanto, é fechada.

O resultado sepue do teorema de Stokes.

0

Proposicao 8.1.4 Sejam Sy, Sy separairizes de F em p, sem componenies em

comum, e S =5, U 8,. Entdo

CS(F,8,p) = CS8(F,8,p) + CS(F,82,p) + 2(S: - Sa)p.

Demonstragao: Sejam f; = 0 ¢ f = 0 equagdes locais reduzidas para §; e

Sz, respectivamente. Obtemos decomposicoes

qw = hydfy + fim,
gow = hadfs + fons.

Multiplicando a primeira das equagdes por fohs, a segunda por f 4, e somando,

obtemos

(fahagr + fihaga)w = hiho(fadfy + frdfe) + fi falham + ham)

= hihodf + f(ham + hame),
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onde f = fifs. Trata-se, pois, de uma decomposi¢io para S. Calculamos, a
partir desta,

1
0575 =~z [ (R+72)
: a5

1 1
= OS(F,51,p) +CS(F,52,p) — 5 %_% Z_Z

85, 85,
pois 885 = 851 U 85,. Por outro lado, uma vez que
mo_ a4
hy hifi fi’
temos 1 1 df
mo_ 1 1 _ B
i) — ) R S2)p-
XA 88,
Analogamente,
1 72 _ 1 dfs
i | b~ omi ] fo - C1 S
3%, a8,
o que conclui a demonstragéo. O

Exemplo 8.1.5 Considere a folheagfio induzida em uma vizinhanca de
0,0) C? por

wlz,y) = = +yflz,y))dy — y(e + zg(z, y))dz,

com A, # 0, onde f(z,y) e g(x,y) sio holomorfas. Temos separatrizes
S1:{y=0}e Sz: {r=0}

_ oY [ ety N N
CS(F:SI,U) - 27[_":3‘/ ( m()\l-{-yf(r.r:,y)) dﬂ: - All

1

De forma andloga, CS(F, 82,0) = A1/ Aa.

Exeraplo 8.1.6 Se S: {= = 0} ¢ a separatriz forte da sela-né dada pela forma.
normal de Dulac '

w = oP*idy + (y(1+ AaP) + f(z,y))da,
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onde p > 1 e f(x,y) é holomorfa com multiplicidade pelo menos p + 2, entio

1 P
OS(7.5,0) = _mfy(1+/\m”)+f(m,y) W =0
a5

Seja S € M uma curva compacta, invariante pela folheacio F. O nilmero
de singularidades de F sobre § é finito, de forma que faz sentido definir

CS(F,5) = Y CS(F,S,p).
PES
Teorema 8.1.7 ({CS],(KS]) Nas condigées acima,
CS(F,8) = §-8.

Demonstragdo: Temos

S8 = a(s])-§ = _/'cl([sn.

5

Passemos ao c¢élculo da iiltima integral.

Escrevemos Sing(F) = {p1,...,pn}. Produzimos U = {Ua}aca, cobertura
localmente finita de M, tal que, para cada o € A, F |v. tem equacio local
wg = 0, wg 1-forma holomorfa e S)y, é dada pelos zeros da fungio holomorfa
fo- Supomos que, para cada k = 1,...,n, existe um tinico aberto U,, contendo
Pk, € que Uy, NUy; =0, se k 3 j. Tomamos decomposicdes

JoaWWa = hadfa + fa"?a- . (82)

Sempre que a € A\ {a1,..., 2}, escolhemos w, e f, de forma que Mo =0 na
decomposi¢iio associada.

Se Unpp = Ua NUp # 0, existem pop € fup € O*(Uap) tais que, em U,g,
Ws = PapWa ¢ fa = fapfy. Os cociclos (pap) e (fap) definem Nj e [S],
respectivamente. Tomamos, por fim, {pq }aca, particio da unidade subordinada
a U{. Da proposi¢io 4.5.4, temos

a(lShu, = —E%Zd(p,,d(log Fra))-

De (8.2), temos
Ao AWy + goldwe = dhe Adfy + df, Ao + falna
= (dhq ~Na) A dfe + fadfa,
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resultando, em U, N & {uma vez que gate = hodfs),

dhy  d9a Mo
dw, = AL A L
“ ( he I R, Na
[ "?a)
= |d{log—)—— ] Aw, 8.3
(a(1eg2) - 72 =
Em Ugyp N S, temos
Gala = hatfa
_ ads
Ba
h W h
= e 9608 b s,

foa b faahp

o que resulta em

hg ho
= = — . 3.4
95 T fapPap (8.4)
Ainda em Ugg N S,

dwg = dpasAwe+ Pasive

h
= (dtpaﬁ AWy + Pap (d (log —“) - Ei)) A wg
G he
= | d(logpeg) +d (logh—“ - 77_0:) Awg.
e h

Uma vez que, em Ug N 5,

temnos, em Uyg N S,

Tl na h’,ﬁ ho
d{log v, =-—-——+d(10'——)—d(lo’———). 8.5
(logpag) = 3= h % o . (8.5)
Por outro lado, tomando logaritmos e diferenciais na relagio (8.4), obtemos
h h.
d(log fap) = —d{logpap)-+d (log —‘1) —d (log‘ —“)

g8 o

= B _Ta (8.6)

hg e
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Para k=1,...,n, temos

A([Divyns = —5r > dlpsd(og fse,)
B
1
= 5 ; dpg A d(log faa, )

1 Now Mg
= ——%'g dou I8
2#5; ”"A(h hs

e
Considerando que g =0 se U, 5 # 0 e 8 @k, @ 3,4 Po = 1, Obtemos

1 .
("I([S])fUaan = %dpuk A -E‘i
(241

Temos .
[ats) =3 [ s
5 =1y, ns

Escolhemos, em torno de pg, uma bola By suficientemente pequena de forma,
que pa,)p, = 1. Temos

a(S) = = [ dpe AT
/ 2mi P,

Ua, NS Un, NS

-_— / dpak A
(Ua, \Bi)NS

1 g
= — [ pﬂlk'n_" = CS(}-,S,'PJ:)-

Py,

8.2 Teorema da separatriz

Sejam M uma superficie complexa e D = SiU...US, uma unifo de curvas
analiticas compactas em M. Mp = () € M(n,Z), onde my; = S; - 8, é
denominada matriz de interse¢io de D,
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Lema 8.2.1 Sejam 7 wuma segiiéncia finita de explosies em p € M e
a=1p) = D = P, U...UP,, onde cada P; é uma reta projetiva. Entdo, Mp é
negativa definida.

Demonstragio: Observamos, em primeiro lugar, que se M € M(n,R) e
Q € GL(n,R), entdao M & negativa definida se, se somente se, QM@ o é.
De fato, identificando R™ 2 M(n x 1, R),

My < 0 VoeR® < (Qu)M(Qv) < 0 VveR”
= H@MQw < 0 VveR"

Como conseqiiéneia, qualquer renumeragao das retas projetivas P; preserva o
fato de M ser negativa definida.

Provaremos o lema por indug?ao no ndmero n de explosbes que compdem
7. Se n = 1, o resultado é imediato. Suponha que a matriz de intersegio

de D = P, U...U P,, divisor associado a uma seqgiiéncia de n exploses, seja
negativa deﬁmda Seja Tay1_uma explosao em um ponto g € D. Escrevemos
D= 1 DU 7rn+1(q), =P U...UP, 1, onde cada P; é uma reta projetiva.

Temos dois casos:
Caso 1: g ndo ¢ uma esquina.
Renumeramos as retas projetivas de D e D de forma que

Isn+1 = 71';-41-1((1),
Pn N 13“4.1 # 0,
Pj =7h P paraj=1,...,n

M E
MD=(Et1 _nl):

onde M € M(n—1LR), E€ M({n—1) x 1,R) e n; € Z;. Entao

Escrevemos

M,y E 0
Mf) = E“t bt 151 -1 1
0 1 -1

Sewv = (vy,u,t) € R™! (com a identificagio R™ = M (nx1,R)), ondev; € R !,
u,t € R, entao
Mgy = viMyvy +viBu+uBy + (—ny — 1)u® + 2ut ~ 12

= wviMpvg — (u—1)%,
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onde vg = (v1,u) € R”. Suponha v # 0. Se vy = 0, entdo ¢ # 0 e a expressao
acima € negativa. Se vg # 0, entdo, uma vez que Mp é negativa definida,

v"Mpy < —(u—-1)% < 0.

Portanto, Mp ¢ negativa definida.
Caso 2: ¢ ¢ uma esquina.

Nesse caso, renumeramos as retas projetivas de D e D de forma que
P = W::—ll-l(q):
P}c._l ﬂﬁk %ﬁ e ﬁkﬂpk_g.l 5&@,
151 u...u 13;;._1 e lsk.l.l U...u 15"+1 580 conexos,

Pj=mn, 1P; para j=1,...,k—1,

Piy1 = W:z-i-l‘P.‘f para j=k,...,n.
Suponha
M, Ey e 0
MD E{ —T 1 : ,
1 —7s Eé
0 R N

onde M; € M(k— LR), Mz € M(n—k+ LR), By € M((k—1) x 1,R),
Ee M((n—k+1)x1,R) e ny,nz € Z,. Entdo

M, B 0
Bf —m—1 1 :
My = 1 -1 1
: 1 -np-1 Ei
0 By M3

Dado v = (v,u,%,5,12) € R*, onde v; e R¥2, 1, € R™*, u,t,5 € R, temos
v Mpy = viMyv +oiEiu+uBiu 4 (—ng — 1) + 2ut + 2 + s
+(—ng — 1)s% + sELvg + viEys + v Mouy
= vyMpvg — (—u+1 + 5)?,
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onde vo = (v1,u,8,v2) € R". Suponha v # 0. Se v = 0, entdo t # 0 e
vt Mpv < 0. Se v # 0, uma vez que Mp é negativa definida,

v Mpv < —(—u+t+s)? <0
Portanto, My ¢é negativa definida. o

O teorema seguinte foi originalmente demonstrado por C. Camacho e P. Sad
([CS]). A demonstragio que aqui apresentamos é devida a M. Sebastiani ([Seb]).

Teorema 8.2.2 (da separatriz) Seja F uma folheagdo holomorfa em uma su-
perficie compleza M. Se p € Sing(F), entdo F admite separatriz em p.

Demonstragio: Por contradigio, suponha o resultado falso. Dos itens (i) e
(ii) da pagina 103, p néo ¢é reduzida. Seja 7 uma seqiiéncia finita de explosdes
que resolve F em p. Escrevemos 77 i(p) = LU...UP,, onde F,..., P,
a0 retas projetivas. Seja V o espago vetorial sobre R cuja base é A,..., P
V tem dimensdo m e admite uma forma quadrética ¥ definida por

Y(P;, P;) = P By

¥ é negativa definida pelo lema 8.2.1.

Scja € o conjunto das n— 1 esquinas de Py U...U Py, Definimos &5 = ENF;.
Seja W o espago vetorial sobre R cuja base sdo os pares da forma {p,7) tais
quep € £, j=1,...,n. W tem dimensdo 2n — 2. Em W definimos a forma
quadritica © da seguinte maneira:

0 se p#q,
B((p, 1) (g, k)= 1 se p=g e j#k,
Re(CS(n*F,P;,p))se p=q e j=k.

Note que {W,®) é a soma direta ortogonal

@(WP)(I)P)!

pEE
onde W, ¢é o espago de dimensio 2 gerado por (p,7) e (p,k), onde p € P; N P,

o1 @p = (I)lufp.
Dado p € &, p € Pj N Py, ®, corresponde & matriz

e 1
M¢p_(1 ak)’



8.3. INDICE DE VARIACAO 137

onde oy = Re(CS(n*F, P}, p)) e ap = Re(CS(n*F, Py,p)). Uma vez que p é
reduzida, segue dos exemplos 8.1.5 ¢ 8.1.6 que:

(i) se p é simples, CS(r*F, P;,p) CS(m*F, P,p) = 1, o que implica em
(241547 S 1;

(ii) se p & sela-né, CS(n*F, P;,p) = 0 ou CS(7*F, Py, p) = 0, 0 que resulta
em a;op =0,
Em ambos os casos, det (Mq) ) < 0. Portanto, ®, nio é nega.twa. definida.
Concluimos, dai, que o niimero de autovalores nega.twos de @ é menor ou igual
an—1.

Por outro lado, definimos uma aplicaggo linear f: V — W por

HEEID )
PEE;
Temos
Q(f(P) f(Pr)) = 1 = Py P = U(P;, ) se j#k.

Observe que cada P; é invariante por n*F, pois, caso contrério, p admitiria um
nimero infinito de separatrizes. Além disso, se ¢ € P; \ £; é singularidade de

7*JF, entdo, uma vez que g é reduzida e sua finica separatriz estd contida em PJ,
q € uma sela-né com separatriz forte contida em P;. Assim, CS(n*, P, q) =
Temos entao

(f(F), f(P)) = Y Re(CS(n*F,Pj,q))
qeE;

= Y Re(CS(n*F,P;,q))

g€ P;

= Re Z CS8(n*, P;,p)
PeEF;
= Re(P; - P;} (por8.1.7)

= P P = U(F;,F).

Uma vez que f ¢é injetiva ¢ ¥ é negativa definida, conclufmos que & possui pelo
menos » autovalores negativos, o que nos d4 uma contradicio. O
8.3 Indice de variacao

Sejam p € Sing(F) e uma 1-forma holomorfa w que induz F em um vizinhanga
U de p. Dado um ponto regular ¢ € U, existe, em uma vizinhaca de g, uma
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1-forma holomorfa v tal que i
dw = vAuw. (8.7)

Se v/ é outra 1-forma satisfazendo (8.7), temos
(v=vYAw = 0,

implicando que v e ¢’ coincidem sobre as folhas de . Podemos, assim, definir
uma, 1-forma multivaluada v em U\ Sing(F), univaluada quando restrita a cada
folha de F, satisfazendo a relagdo (8.7). Tal 1-forma é chamada de erponencial
de w.

Exercicio 1 Demonstre que existe a 1-forma v descrita acima.

Seja S wma separatriz em p € Sing{F). Como na secio anterior, seja
a8 = SN 83, € > 0 suficientemente pequeno.

Defini¢ao 8.3.1 (JKS]) O indice de variagdo de F com respeito a S em p é
dado por

1
Var(F,S,p) = %/V
8s
Se p € M\ Sing(F), estendemos a defini¢io acima fazendo Var(F, S, p) = 0.
Proposicio 8.3.2 Var(F,S,p) independe das escolhas feifas.

Demonstragio: Suponha @ outra equagio local para 7 em p. Numa vizi-
nhanca de p, existe ¢, fun¢io holomorfa que nunca se anula, tal que @ = w.
Entéo

do = dpAw-+pdw
dp Aw+ v Aw

d
(—(’D+u> A@,
@

logo U = dip/p + v define, em vizinhanca de p, a forma exponencial de &. Uma
vez que
1 dp 1
i | (F+7) = [
as 85
o resultado segue.

Por fim, Var(F,S,p) independe da escolha de € > 0 suficientemente pe-
queno, visto que a forma holomorfa « é fechada quando restrita a S. O

I

O resultado que segue é imediato a partir da defini¢éo 8.3.1.
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Proposigao 8.3.3 Se S e Sy sdo separatrizes em p, sem componentes em
comum, e § =5, US,, entdo

Var(F,8,p) = Var(F,S,p) + Var(F,Sy,p).
Para § C M uma curva compacta F-invariante, definimos

Var(F,5) = ZV&T(F,S,p).
pES

Teorema 8.3.4 ([KS]) Nas condigées acima, temos
Var(F,5) = —¢(N3)-S.

Demonstragio: Tomamos, como na prova do teorema 8.1.7, cobertura local-
mente finita U = {Uy}aca, particio da unidade {Pataca subordinada a I/
e, para cada « € A, l-forma holomorfa w, induzindo F e fungio holomorfa
Jo definindo S em U,. Sejam (pag) € (fas) cociclos tais que WE = Pupiy
e fa = fapfs sempre que Upp # 9. Consideremos Sing(F) = {py,..., Pn}
Us, © tnico aberto de U que contém pg, sendo que U, N Ua,; = @ sempre que
k # j. Fazendo as escolhas apropriadas, podemos supor que dwg, = 0 sempre
quea € A\ {a,...,a}.

Considere, para cada @ € A, v, a forma exponencial de w,. Note que, se
a € A\ {a1,...,0n}, vo = 0. Da equagio (8.3), deduzimos que, sobre U, N S,

ho o

Uy = d (log E;) — :—a

Além do mais, em U, NUzN S, (8.5) nos fornece
d(log pap) = vg — Va-
Temos, para k= 1,...,n,
" 1
ANF)va,ns = —5— Y d(pyd(log 9yay )
v

1
= -"% E d[)-rf\ (Vak —"Vo)-)
5

1
= -Z“Edpak A Vo, -
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Tomando Bj bola centrada em pg, suficientemente pequena de forma que
Poy| B, = 1, temos

" 1
CI(N.’F) = 5 f Aoy, N\ Ve,
Ua, NS Uy, NS

= = [ A(Poy, A Vey,)

- L [ Voo = ~Var(F,8,pe)-

Isso conclui a demonstragao, pois

n

[ (g = 3 [ ar(N3).

ka1 i
s U NS

8.4 Indice GSV

Sejam p € Sing(F) e S uma separatriz de F em p. Tomamos f = 0 uma equagio
local reduzida de S, w = 0 uma equagio local de F, e associamos a decomposigio
gw = hdf -+ fn. Seja, como antes, 85 = §N S2, € > 0 suficientemente pequeno.

Defini¢ao 8.4.1 {[GSV]) O indice Gomez-Mont-Seade- Verjovsky de F com res-
peito a § em p é definido por

GSV(F,S,p) = % / ‘i(hh//;).
3s

Se p € Sing(F), convencionamos que GSV(F,S,p) = 0. O indice GSV
depende apenas da folheagio F e da curva S.

Exercicio 2 Mostre que GSV(F, S, p) independe das equagtes locais de F e
S, da decomposicfio escolhida e de £ > 0 suficientemente pequeno (na defini¢éo

de 89).

Suponha S lisa em p. Tomando coordenadas locais nas quais S tem equagéo
y = 0, F ¢ induzida por uma forna do tipo w = ypdr + qdy, onde p e ¢
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sdo holomorfas, o que nos dd uma decomposi¢io com g = 1 e h = q. Do
principio do argumento para fun¢bes de uma varidvel complexa, temos, nesse
caso, GSV(F,5,p) > 0. Além disso, GSV(F,S,p) = 0 se, e somente se,
p ¢ Sing(F). Esse indice, no entanto, pode assumir valores negativos.

Seja @ um isomorfismo entre I-formas e campos holomorfos em uma. vizi-
nhanga de p, induzido por uma 2-forma holomorfa nio singular. Se w induz a
folheagdo F, entdo v = ®(w) também induz F. Considerando a decomposicao
(8.1), temos

f

g
onde v) e vz sdo campos meromorfos. Note que g = 7 € que v; € tangente as
curvas de nivel de f. Se tomamos § € C\ {0} suficientemente pequeno de forma

que S5 : f = & scja lisa, teremos, pelo principio do argumento (Z e P denotam
os mimeros de zeros e de pélos, respectivamente),

Z(vys;ne) — Ploys;ns) = Z((h/g)ssns) — P((h/9)|55nB)
1 / d(h/g)

2mi

hig ’
85

v = Qw) = g@(df)-f- ®(n) = v + vy,

onde 855 = 9(S5 N B). Por outro lado, se § é suficientemente pequeno, temos

1 [dbjg) _ 1 [d(h/g) _ |
Ea.s'/ e = 2’“’4 e GSV(F, S, p).

Exemplo 8.4.2 Seja F a folheagio induzida numa vizinhanga de {0,0) € C?
por
w(z,y) = 2(A +yf(z, y)ldy — y(he + gz, y))dz,

onde A, Az # 0 e f(z,y),g(7,y) sdo holomorfas. S : {y =0} e Sz : {z = 0}
sao separatrizes. Temos

1 dlz(M +yf(z,y)
GSV(F,51,0) = omi m(,\ll-}-yf(m,y)) =L
a8

1

De forma analoga, temos GSV(F, S2,0) = 1.

Proposicao 8.4.3
Var(F,S,p) = GSV(F,S,p)+ CS8(F,S,n).
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Demonstracio: Da decomposi¢io

temos

Diferenciando essa expressao e considerando que, sobre S, gw = hdf, encon-

ramos d(h/g) m
i = (G2-7) e

Aplicando as definigoes,

1 a(h/g} 7
Var(F,S5,p) = =— -
2mé.5' ( hfg h)

1 {d(h/g) _L/Q

2% hig 2ni ] h
as 88

= GSV(F,Sp)+CS(F,S,p)

O
Se § C M é uma curva compacta F-invariante, definimos
GSV(F,S) = Y GSV(F,S,p).
pES
Coroldrio 8.4.4
GSV(F,8) = —ci(Nz)-§—-S5-8.
Demonstracao: Aplicando os teoremas 8.1.7 e 8.3.4,
GSV(F,8) = Var(F,S)—CS8(F,S)
= —¢j(Ngx)-§-8-8.
O

Proposicio 8.4.5 Sejam Sy, 52 separatrizes de F em p, sem componenies em
comum, e §= 5, US85,. Entio

GSV(F,5,p) = GSV(F,S1,p) + GSV(F,S2,p) — 2(S1 - S2)p.

Demonstragao: O resultado segue das proposi¢fes 8.1.4, 8.3.3 ¢ 8.4.3. O
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8.5 Indice de tangéncia

Seja § C M uma curva analitica cujas componentes sao todas ndo invariantes
por . Dado p € S, tomamos f = 0 uma equacae local reduzida de S e v
um campo holomorfo que induz F em p. f e »( [} geram o ideal {f,v(f )} de
Op. Uma vez que S ndo é invariante por F » V({£,2(f))) = {0}. Portanto, a
dimensio

Op

dime-—2—

{(£iv(f))
¢ finita,
Definigao 8.5.1 O indice de tangéncia de F em relagdo a S em p é dado por

Op
{f,v())

Como Tang(F, S, p) é dimensio de um espago vetorial, esse niimero é sempre
inteiro néo negativo. O indice acima est4 bem definido, como mostra a

Tang(F,8,p) = dime

Proposigéo 8.5.2 Tang(F,S,p) independe da escolha das equagbes locais de
S edelF.

Demonstragdo: Seja ¥ outro campo local que induz F. Temos 4 = 3pv para
algum germe de fun¢do holomorfa 1 tal que 1(p) # 0. Como 1 é unidade em
Op, temos

(FL5(£) = (Hiu() = (fv()

€ o resultado segue.
Seja f = 0 uma outra cquagio local reduzida de S em p. Existe um
germe de fungao holomorfa ¢ em p, com (p) # 0, tal que [ = f. Temos

o(f) = v(f) = v()f + @v(f). Portanto,
(FoolD) = (ehiol)f +ou(f) = (o),
0 que conclui a demounstracio. a

Exercicio 3 Se S ¢ lisa e w é uma 1-forma holomorfa que induz a F em torno
de p, entdo Tang(F,S,p) é a ordem do zero de w)s em p.

O indice de tangéncia é nulo se, ¢ somente se, a folheagfo e a curva sdo
transversais.
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Proposigio 8.5.8 Tang(F,S,p) = 0 se, e somenie se, existem coordenadas
locais (z,y) em p = (0,0), nas quais S temn equagdo local y = 0 e F € a folheagdo
induzida pelo campo 8/8y. Em particular, se Tang(F,S,p) =0, entdo S ¢ lisa.

Demonstragio: Se tais coordenadas existem, segue da definicBo que
Tang(F,S,p) = 0. Reciprocamente, se Tang(F,S,p) = 0, temos
O, = {f,v(f)), ou scja, existem g,h € O, tais que 1 = gf + hv(f). Visto
que f(p) = 0, temos 1 = h(p)v(f)(p). Logo, v(f)(p) # 0, de onde concluimos
que p ¢ Sing(F). Obtemos, entdo, coordenadas locais (z,w)} para as quais
p = (0,0) e a folheagdo é induzida por v = §/0w. Se f = 0 é a equagiio local
de S nessas coordenadas, encontramos (8f/0w)(p) # 0. Portanto, localmente
S é o préifico de uma fungiio z v+ h(z). As coordenadas (z,y) = (z,w — h(2))
satisfazemn as condigdes do enunciado. O

Se § ¢ M é curva compacta cujas componentes néo sao invariantes por JF,
definimos
Tang(F,8) = ZTang(}",S,p).
reS

Note que a soma envolve apenas um mimero finito de termos nio nulos.

Teorema 8.5.4
Tang(F,8) = 8-S —cai(TF)-S.

Demonstragio: Seja U = {Us}aca uma cobertura localmente finita de M tal

que, para cada o € A, existem fo € O(U,) que define Sy, e campo holo-

morfo v, que induz Fy,. Se Ung # 0, existem ap, fap € O*(Uyp) tais que
o« = Vap¥p € fo = fapfp. Temos

7’a(fa) = #)uﬂ'”,ﬁ(fa,ﬁfﬁ)
Yapup(fap)fo + basfasra(fs)-

Logo, em SN Uyg,
va(fa) = VPopfasvs(fs)-

Portanto, va(fa)|3 € O(U, N S)) se colam em uma secdo de Txe @ [S]IS
A demonstracio é concluida observando que, para cada p € S,

(”a(fa) : S)P = Tang(F, Sip)'
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Sejam F e G folheacbes em uma superficie compacta M. Tomamos uma
cobertura {Us}aea tal que para cada o € A existe um campo holomorfo v, e
uma 1-forma holomorfa w, em Uy, que induzem F e G, respectivamente. Se
Uap # 0, existem fop, gop € O*(Ua) tais que vy = fagts € we = Gapwg. Os co-
ciclos (fas) e (gap) induzem T3 e Ng, respectivamente.  Definimos
do = iy wa € OU,), a contraciio de w, por v,. O divisor de tengéncias
entre 7 e G, denotado por Drg, é o divisor de M definido em U, por d, = 0.
Note que, sempre que Ugg # @, do = fapgasds. Concluimos, entio, a

Proposicio 8.5.5
[Drg] = T ® Ng.

8.6 Multiplicidade ao longo de uma separatriz

Seja S separatriz lisa em p € Sing(F). Em coordenadas locais (x,y) para as
quais p = (0,0) e S': {y =0}, F é induzida por uma 1-forma holomorfa
 wmy) = yf(z,y)de + g(z, y)dy,

onde ¢{0,0) = 0 ¢ g(x,0) # 0. Seja mo a multiplicidade de g(z,0) em z = 0.
Tal mg é chamado de multiplicidade de F em p ao longo de S e ¢ denotado por
ma{F,S).

Exercicio 4 Mostre que mp(F,S) independe da escolha das coordenadas
locais.

Se 7 é uma explosio em p, entdo 7*5 ¢ também lisa. Se ¢ = 7*S N P, onde
P =n"1(p), temos a
Proposicao 8.6.1
mp(F,8) — (mp(F)— 1)  sep € ndo dicritica
mg(mr* F,x"8) = T e e )
p(F, 8) — mp(F) se p € dicritica.
Demonstragao: 7*F ¢ induzida nas coordenadas (x,t) por

() = —((tf (@, tx) + tg(a, tx))dz + ag(a, tr)dt),

onde m = m,(F) + 1, no caso dicritico, ou m = my(F), no caso ndo
dicritico. Temos 7*§ : {t = 0}. Assim, mg(n}F,n*S) é a multiplicidade de
(1/2™)xg(x,0) em = = 0. Mas esta é m,(F,5) + 1 — m, o que prova o
resultado. O
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Lema 8.6.2 Se p € Sing(F) € ndo dicritica, entdo

mp(F)+1 = Y mg(a"F,P).

qESing{n*F)

Demonstragao: Seja

w@y) = Y (frlz,v)de + gi(z, y)dy)

k>m
uma 1-forma que induz F em p, onde m = m,(F). Nas coordenadas (z,t), n*F
¢ induzida por
wiz,t) = (fm(L?) +tgm(1,1)}dz + gm (1, )di + zp(, ),

onde p ¢ uma l-forma correspondente aos termos de ordem superior a m.
Mudando coordenadas, podemos supor que gn,(0,1} # 0, de forma que
grau(fm(1,1) + tgm(1,2)) = m + 1. Mas, se ¢ = (0,%p) € Sing{x*F) N P,
mg(m*F, P) é a multiplicidade de fo como raiz de fm(1,1)+1gm(1,1). Portanto,

>, mg(mF,P) = grau(fm(1,t) +1gm(1,1))
gESing(m*F)

= m+1 = mp(F)+1.
]

A proposicio 8.6.3, apresentada a seguir, generaliza o lema anterior para
uma seqiiéncia finita de explosdes. Estabeleceremos antes a notagio necesséria.
Seja 7 uma seqiiéncia finita de explosdes em p € Sing(F). m : My —» M ¢é
a primeira explosfo dessa seqiiéncia e denotamos Pl(l) =Ty Yp), Dy = Pl(l) e

Fi1 = n}F. Indutivamente, dada a explosio m, : My, — Mn_; em
Pn-1 € Dy C My, definimos
7(:1) = "Tf:l(pﬂ"'l):

P™ = mpMY se k=1,...,n—1,

onde convencionamos que pg = p e My = M, e fazemos D, = Pl(") u...u P,(,"),
Fn= W;fn_1 .
Associamos a cada reta projetiva um peso p, fazendo p(Pl(l)) = le, se
n>1,
n—1 -
p(PMY = p(PPY) sel<j<nm,

p(BMYy = 3 pBfY).

Pu-—1 EP;E"_U
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Em outras palavras: opeso 1 ¢ atribuido & reta projetiva proveniente da exploso
em p € M; uma vez introduzida, a reta projetiva preserva seu peso nas explosdes
subseqiientes; e cada nova reta projetiva tem como peso a soma. dos pesos das
retas projetivas que contém o ponto que lhe deu origem.

Suponha que p admita apenas um nimero finito de separatrizes. Isso signi-
fica que todas as singularidades que surgem no processo de resolugio de P séo
nao dicriticas. Ou ainda, todas as retas projetivas sio invariantes. Se qE P(")
singularidade de F,,, definimos uma multiplicidade relative alterada da segumte
forma:

“(Fn, P Mg(Fa, Pj(n)) —1 se g é esquina;
m{(Fn, i) =
' ’ mg(Fn, P j(ﬂ)) se g ndo € esquina.

Proposicao 8.6.3 Se p € Sing(F) admite apenas um nidmero finito de sepa-
rairizes, entdo

mp(F)+1 = z p(P}n))m;(fn, PJ-(n)).
gESIing(Fu)

Demonstragdo: Provaremos por indugéo em n. O caso n = 1 foi provado
no lema 8.6.2. Suponha a férmula verdadeira para n explosdes. Efetuamos a
explosao T,y em p, € Dy,. Temos dois casos a analisar:

Caso 1: p, nao é esquina.
Sep, € P,E“), a finica parcela alterada por uma explosio em p, é

p(PENYms (Fua P = p(PYmy,, (Fa, P,

Seg= P,S"‘H) n P(n"'l) entdo, da proposi¢io 8.6.1,

Me(Fasts PoD) = 1y (Fny PIY) = (g, (F) — 1).

Assim,
PPN M (Fry B = p(PEDYing(Fgr, DY — 1) 8.8)
+p(PI Yy, (Fa).

Uma vez que ¢ é uma esquina,

M (Frprs POTYY = mg(Fppn, P — 1, (8.9)
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Analisemos, entdo, o termo /)(P,E”H))mp" (Fn). Como P,E"H) é a finica reta

projetiva de D{"T1) que intercepta P,(lfl'l), temos

p(PEDY = p(BMY). (8.10)

Por outro lado, do lema 8.6.2,

My (Fa)+1 = 5 me(Frer, PO (8.11)
repiEY

Substituindo (8.9), (8.10) e (8.11) em (8.8),

PPy (F o, )
= (B Yma(Fp, PO 4+ (P ng(Fasr, PEY) — 1)

+ oS Y me(Fan, PO
rePTI\{q}

PP DY, PHYY 4 p( PO I (F o, PO

+p(PEy Y mi(Feen, POTY).
rePI T\ g}

Isso conclui a demonstracio nesse caso.
Caso 2: pp é esquina.

Se pn € P,S?) n P;E:), entdo a explosdo em p, altera as parcelas

p(PENms (Fu, PIY) o p(PE ), (Fro PYY).
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Sejam gy = P(""’l) NPT ¢ g = P,E:"H) N P&, Temos
pBENME, (Faa P + p(BE)m3, (Fuy PEY)
= p(PI)(mp (F, BI) = 1) + p(PI) (o, (Fy P = 1)
= (PN (g, (Fy PETY) 4 mp (Fa) = 1) - 1)
+ PP Y (mge(Fuy POFY) + 10 (Fa) = 1) = 1)
= p(PI) (g, (Fn, PFD) = 1) + p(PE) (g, (Fa, PEHY) - 1)
+ (p(PIHV) + (BT (1, (F) — 1)
= p(PIymy (Fo, PEDY + (P Oyms, (Fa, PEHY)

+ p(PEE Ny, (Fa) = 1).

Resta ver que o dltimo termo acima corresponde 4s parcelas devidas as
singularidades de P,(:_:_'il'l). Do lema 8.6.2,

WLP?I. ("Fn) + ]‘ = Z Tn"l"(fﬂ.-l-lj n:.‘:_.l))
rEP_(:_Hl)
Logo,
mpu (fﬂ) - ]'
= Z ’1'1’!.,-(.7'-“+1, 75141-1)) —2
EP(v_;—-ild)

= Z n""r'(}:ﬂ+11 Pr(;ﬁl))
rePINT P\ (01,02}
+ (Mg (Frar, PTY) = 1) + (g, (Fap1, POEDY = 1)
= S A Feen, BOY)
rePIT P\ {g1,02}
+ M, (Fart, PAD) + mi, (Fas1, B,

Completa-se, assim, a demonstracéo da proposigio. O
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8.7 Curva generalizada

Definigio 8.7.1 Dizemos que F é uma curva generalizada em p € Sing(F) se
néo existemn selas-nds em sua resolugao.

Lema 8.7.2 Suponhe que p € Sing(F) admita apenas duas separatrizes lisas
transversais. Se F é curve generalizada em p, entdo p é reduzida.

Demonstracio: Provaremos, em primeiro lugar, que my{F) = 1. Se esse néo
for o caso, efetuamos uma seqiiéncia finita de explosGes 7 de forma a resolver 7
em p. Uma vez que hé apenas duas separatrizes em p, 7~ Y(p) é n* F-invariante.
Sejam §; e Sz as duas separatrizes lisas transversais em p, D = T (p), P, e
P, as retas projetivas de D que interceptam 7*S; e 7*S; nos pontos g1 € Py
e gz € Py, respectivamente. Observe que as tinicas singularidades de 7 F fora
das esquinas de D sdo q; e go. De fato, uma singularidade fora das esquinas
de D seria uma sela-né, por admitir uma tinica separatriz, e essa situacdo estd
descartada por hipdtese. Além disso, p(P1) = p(Pz) = 1. Temos pela proposi¢éo
8.6.3
Mol F) = p(P) Mgy (*F, Pr) + p(Pr) my (1 F, By) = 2

e, portanto, m,(F) = 1, como queriamos.

Urna vez que mp(F) = 1, p se enquadra em um dos tipos {1),(2),(3) ou (4) da
pégina 124. Examinemos cada um desses. O tipo (1), uma sela-né, é descartado,
pois p é curva generalizada. O tipo (3) origina uma sela-né por uma explosio e
também ¢ descartado. Consideremos o tipo (4). Por um lado, uma exploséo m;
em p origina uma dnica singularidade sobre a reta projetiva P = wy’ Yp). Por
outro lado, os transformados estritos das duas separatrizes lisas transversais
em p interceptam P em dois pontos distintos, que sio singularidades. Assim,
descartamos o tipo (4). Resta o tipo (2). Nesse caso, A1/A2 & @7, pois, caso
contrério, teriamos, pelo lema 8.7.3 a seguir, um mimero infinito de separatrizes
em p. a

Lema 8.7.3 Sep € Sing(F) tem parte linear ndo nula, diegonalizdvel, com au-
tovalores A1, A2 # 0 satisfazendo M\ /Xy € QF, entdo existe um nimero infinito
de separatrizes em p.

Demonstragdo: Se A /Ay € Z1\ {1} ou Aa/X; & ZT \ {1}, pela proposigio
6.2.3, podemos supor F definida pela 1-forma

w = Ayzdy — Agydr.

Suponha Az/A1 = p/q, onde p,q € Z* sdo primos entre si. A fungio meromorfa
®(x,y) = =" /y7 € tal que

d(®(z,y) Aw = 0.
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Portanto, as curvas de nivel ®(z,y} = ¢, ¢ € C, (ou seja, as curvas de equacgao
z? — ¢y? = 0) sdo separatrizes de F em p.

Se M/d2 € ZT \ {1} ou Az/\ € ZT \ {1}, pela proposicio 7.4.2, uma
seqiiéncia finita de explosdes em p produz uma singularidade com parte linear
diagonalizivel, cujos autovalores tem razdo 1. Essa singularidade é dicritica.
Suas separatrizes se projetam em um nimero infinito de separatrizes em p. I

Lema 8.7.4 Suponha F curve generolizada admitindo uma separatriz lisa em
p € Sing(F). Entdo existe uma oulra separatriz em p.

Demonstragao: Provaremos por indug¢ao no mimero minimo de explosdes que
resolvem F em p. Se p é reduzida, entdo nao ha nada a provar, pois p é simples
e admite duas separatrizes lisas transversais.

Suponha que n > 1 é o nimero minimo de explosGes necessério para a reso-
lugdio de 7 em p. Suponha ainda o resultado verdadeiro para singularidades que
se resolvem com menos de n explosdes. Seja S separatriz lisa em p. Efetuamos
uma primeira explosio m; em p. Seja P = w7 (p) e po = 7SN P. Se houver
outra singularidade em P distinta de pp, a hipitese de inducgdo se aplica e
encontramos, por ela, uma separatriz no contida em P que se projeta em uma
separatriz em p distinta de S. Basta, entdo, considerar o caso em que pp é a
linica singularidade de #}F em P. Se n*S e P sio as tinicas separatrizes em pg,
entao, pelo lema anterior, pp € reduzida. Temos

Mp(F) +1 = mu(7*F,P) = 1,
o que resulta em m,(F) = 0, contradizendo o fato de p ser singularidade. O

Definigao 8.7.5 Seja p € Sing(F). Uma dessingularizagdo para o conjunto de
separatrizes de 7 em p é uma seqiiéncia de explosdes m em p tal que:

(i) as separatrizes de 7*F por D = w~!(p) siio todas lisas e disjuntas;

(ii) nenhuma dessas separatrizes passa por uma esquina de D;

(iil} todas as separatrizes sdo transversais a D.
Se, além disso, todas as singularidades de #* F sao reduzidas e estio sobre retas
projetivas invariantes de D, dizemos que 7 é uma dessingularizacio para JF
em p.

z

Observamos que é sempre possivel dessingularizar uma folheacdo no sen-
tido da defini¢do acima. Se p € Sing(F) admite apenas um niimero finito de
separatrizes, entdo a seqliéncia de explosdes que resolve F em p é uma dessingu-
larizagio para F. No caso cm que p admite um nmimero infinito de separatrizes,
em primeiro lugar resolvemos F em p e, em seguida, atendemos aos demais itens
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da definicao levando em conta o seguinte (sugerimos ao leitor que complete os
detalhes da demonstragio):

Exercicio 5 Sejam 5 ¢ S; curvas analiticas lisas que se interceptamem p € M.
Tome coordenadas locais (z,y) nas quais p = (0,0), S1 : {y = 0} e Sz tem
equacio local reduzida f(z,y) = 0. Defina a ordem de tangéncic entre 5; e
S; em p, denotada por m,(S1, S2), como a multiplicidade em 2 = 0 de f(z,0).
Observe que m,(Sy,S2) = 1 se, e somente se, 51 e Sz sdo tranversais. Seja
7 uma explosio em p. Mostre que, se mp(5),52) = 1, entdo #*5; e 752
nio se interceptam sobre P = w~}(p). Mostre ainda que, se mp(S1,52) > 1 e
q=7n*5) Nx*82, entao

mg(n*S1,m*82) = mp(S1,52) — 1.

Teorema 8.7.6 ([CLS]) Suponha F curva generalizada em p € Sing(F).
Entdo F e seu conjunto de separetrizes sido dessingularizedos pela mesma se-
giiéncie de explosdes.

Demonstragao: Por defini¢do, a dessingularizacio de F implica a dessingula-
rizacio de seu conjunto de separatrizes. Reciprocamente, seja 7 uma seqiiéncia
de explosdes que dessingulariza o conjunto de separatrizes de J em p. Basta
mostrarmos que todas as singularidades de 7*F sio reduzidas. As singulari-
dades de ™ F que se situam em alguma esquina de D = 7~1(p) ou na intersegio
da parte lisa de D com o transformado estrito de alguma separatriz admitem
apenas duas separtarizes lisas. Sdo, portanto, reduzidas.

Essas sao todas as singularidades de 7*F, pois uma singularidade de 7*F que
nio se enquadrasse em nenhum desses dois tipos admitiria uma tnica separatriz
contida em D, contradizendo o lema 8.7.4, n

8.8 Curva generalizada = GSV =0

Definicio 8.8.1 Uma separatriz § em p € Sing(F) é ndo dicritica se existe
uma seqiiéncia de explosdes @ em p tal que

(a) 7 }(S) tem cruzamentos normais;
(b} #~(p) é invariante por 7*F.

Note que, se p admite apenas um numere finito de separatrizes, essas séo nio
dicriticas, bastando tomar, na defini¢io, a seqiiéncia de explosdes que resolve F.
Por outro lado, uma separatriz lisa ou uma separatriz com cruzamento normal
em p sdao sempre nao dicriticas,
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Proposicao 8.8.2 Se S ¢ wna separatriz ndo dicritica, entdo
GSV(F,8,p) = 0.

Demonstragao: Provaremos o seguinte: se § é uma unifio de componentes
irredutiveis de S e 5” é a unido das componentes de S que nio estio em S,
entio

GSV(F,8,p) 2 (9 -8"),.

Seja f = 0 uma equagio local para S (nfio necessariamente reduzida).
Sejam Sy,...,Sk as componentes irredutiveis de S com equagbes locais re-
duzidas f; = 0,...,fr = 0. Existem inteiros positivos ni,...,n; tais que

f=f1"...fg*. Seja Gy a folheaciio definida numa vizinhanca de p pelas curvas
de nivel de f. Gy ¢ induzida pela 1-forma wy = f E_Ll nidf; [ f;.

Lema 8.8.3 Se S € lisa, entdo Gy ¢ nio singular em p. Se S tem cruzamento
normal em p, entdo G € linearizdvel em p.

Demonstragdo: Suponha § lisa em p. Nesse caso, existem coordenadas locais
{z,y) nas quais p = (0,0), §: {y =0} e f = y™, de forma que G é induzida por
dy e é, portanto, nao singular. Se S tem cruzamento normal em p, coordenadas
locais sio obtidas de forma que Sy : {x =0}, So: {y =0} e f = 2™ y"2. Nesse
caso, Gy € induzida por nyydz + nozdy. O

Lema B.8.4 Com a notagdo acima, temos
(a) mp(F) 2 mp(Gy)
(b) GSV(F,8',p) > GSV(Gs,5,p).

Demonstragao: Provaremos por indugio em n, o niimero minimo de explosdes
que torna S curva com cruzamentos normais.
Se n =0, entdo temos duas possibilidades: .

(i) S ¢ lisa em p. Nesse caso, p ndo é singularidade de Gy e, portanto,
GSV(Gs, S, p) =0 e mp(Gy) = 0. Ambas as desigualdades sdo satisfeitas, pois
GSV(F,S5,p) = 0, visto que 5 ¢ lisa, e my(F) > 0 sempre.

(ii) S tem cruzamentos norinais. Nesse caso, Gy é lincarizdvel. Temos
mp(Gs) = 1 e, como p € Sing(F), necessariamente m,(F) > 1. Quanto & se-
gunda desigualdade, GSV (G, 5',p) = 1, se §’ consiste de uma tinica separatriz,
e GSV(Gs,8,p) = 0, no caso cm que §' = S. Uma vez que GSV(F, S1,p) > 1
e GSV(F,S2,p) 2 1, onde S, e 5, sdo as componentes irredutiveis de S, a
desigualdade (b) é também satisfeita.
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Suponha n > 0 e que (a) e (b) sejam vilidas sempre que um niimerc menor
que n explosbes transformar S em uma curva com cruzamentos normais. Seja
7 uma explosio em p, P = 1~ Y(p), F = ©*F, Gy = n*G5 ¢ §; = ©*5;, onde
51,...,5; 880 as componentes irredutiveis de S em p. P é invariante por F.
(pois S é n3o dicritica) e por §;. Cada singularidade de G em P é também
singularidade de 7. Em torno de uma tal singularidade, G 7 € dada pelas curvas
de nivel de f o7w. Aplicando a hipétese de indugio

GSV(F,P,q) > GSV(G;,P,q)

sempre que ¢ € PN Sing(Gr). Se g € P nio é singularidade de G¢ mas é
singularidade de F, entdo a desigualdade ¢ trivialmente satisfeita.
Do coroldrio 6.3.8, temos ¢1(Nz) - P = my(F). Aplicando o corolério 8.4.4,

'm,p(.'F) = —1 + 2 GSV(]T)P:Q),
qEPnSing(.’;-')

"np(gf) = -1+ Z GSV(GJ':P’Q)-

gEPNSing(Gr)

Comparando as duas igualdades, encontramos mp(F) > m,(Gy).

Seja m; a multiplicidade de S; em p. Entéo fi = fj o se anula em P com
multiplicidade m;. Se ™ = mp(F) e w é uma 1-forma holomorfa que induz F
em p, entdo @ = 7w se anula em P com multiplicidade 7. Se g; € a intersecao
entre S'j e P, e t é uma coordenada local para P, podemos escrever, numa
vizinhanca de q;,

o = tmwo,

f;' = tmjf 0
onde wp ¢ uma 1-forma com zero isolado em ¢; e fp é uma equagio reduzida
para §;. Da decomposigio :

gw = hdf; + fin
obtemos _ . :
GtTwe = ht™idfo + fo(mt™ “hdt 4 t™ 1),
onde j=gom, h=hon ¢ fj=n*n Temos
N "tﬁ "tm~
GSV(ESpa) = 5 [ S (h ’ )

omi | Rtms \ gi®
85 '3




8.8. CURVA GENERALIZADA = GSV =0 155
[ (5g(BY st
= o (ﬂd (g) + (m; —m)?)
85;
1 g.(h .
= 53 Hd (-g—) + mg{m; —7H)
855
= GSV(F,5;,p) + mj(m; — 7).
De maneira andloga, se Ty = m,(Gy), entdo
GSV(Gf’gj:QJ) = GSV(gf:Sjap) + m.’i(m.‘f - mf)‘

Pela hipétese de indugfio, GSV(F, 5;,q;) > GSV(G £85,4;). Uma vez que
T > Ty, encontramos

GSV(F,S5,p) 2 GSV(Gr,S;,p).
Levando em conta a proposi¢éo 8.4.5, conclui-se a prova de (b). 0
A demonstrag¢do da proposi¢io segue, por fim, do
Lema 8.8.5
GSV{(Gs, 5, p) = (8- 8"),.

Demonstragao: Tomamos f = fi... fi uma equagio reduzida para 3. G 7 é
induzida em torno de p por w = df. Suponha §* = $; U...U 8y,. Temos

df = d(f1... feafro+1--- I
= d(fr-- fro)fror1-- Su+ froo Frod(fig - - - fi)

A partir desta decomposiciio, encontramos

1 1
GSV(G;,8\p) = -—./——-—d e
(Gs, S, p) 573 | Fomr o Tr (Frot1--- f)
a8
1 dfkg+1 dfk)
— — —-—+... _
2mi (fko+1 * fe
85"

(8" Skot1)p + -+ + (5" - Se)p
(s - S”)p.
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Teorema 8.8.6 ([Br2]) Seja F uma curva generalizade admitindo apenas um
nimero finito de separatrizes em p. Se S € a unido das separairizes de F em p,
entdo

GSV(F,8,p) = 0.

Demonstragio: Observando a demonstragio da proposicio 8.8.2, vemos que
a desigualdade estrita vale apenas quando F possui em P um niimero maior de
singularidades que G 7. Tal fato, porém, néo ocorre pelo teorema 8.7.6. Portanto,
GSV(F, 8, p)=(5,5")p. Tomando & = S, temos GSV(F,S,p) =0. |



Capitulo 9

O teorema de Baum-Bott e
aplicacoes

Nesse capitulo exibimos um teorema devido a P. Baum e R. Bott ([BB1)), e ex-
ploramos algumas de snas conseqiiéncias. A cronologia por trés desse resultado
é a seguinte: inicialmente Bott, em [Bo], demonstrou o teorema para campos
holomorfos globais numa variedade compacta M - a chamada férmule de Bott.
Como tais campos s8o raros e muitas vezes inexistentes, Baum e Bott generali-
zaram esse resultado em [BB1] a campos meromorfos, que sio abundantes (esses
geram folheagdes holomorfas singulares de dimenséo 1 em M). Mais tarde, em
[BB2], Baum ¢ Bott fizeram uma generalizagio brutal de [BB1], obtendo re-
sultados globais sobre folheagbes holomorfas singulares de dimensdo qualquer
numa variedade compacta.

Apresentamos aqui uma versée genérica do teorema de [BB1], devida a
3.8.Chern ([Ch]). Escolhemos fazer isso por duas razdes: a primeira delas é
que a demonstragio dada por Chern é puramente geomeétrica, introduz o leitor
a técnicas muito tteis no dmbito da geometria diferencial e néo faz uso de ins-
trumental muito sofisticado. A segunda razéo ¢ que o resultado de [BB1] é um
dos resultados de [BB2]. Este faz uso de técnicas outras e mais sofisticadas
que demandariam um longo texto explicativo. Infelizmente, porém, devido &
limitagio de tempo para a feitura dessas notas, nio nos seria possivel apresen-
tar de modo claro e bem fundamentado o conteiido de [BB2). Deixamos, desse
modo, tal tarefa para um futuro texto.

Cabe dizer que A. Lins Neto ¢ B. Scdrdua deram uma demonstracio direta
do resultado de [BB1], no caso bidimensional, em ([LSc]}. Também relacionado
ao contetido desse capitulo é o trabalho de A. Aratjo e I. Vainsencher [AV],

157
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9.1 Fibrados virtuais

Seja M uma variedade complexa. Denotamos por Vec(M) o conjunto das
classes de isomorfismos de fibrados vetoriais complexos O sobre M, E " M.
Vec(M) é um semigrupo comutativo em relagio & operagio @, cujo elemento 0
é o fibrado de posto zero sobre M. Se denotarmos por Vec, (M) o subconjunto
de Vec(M) formado pelas classes de isomorfismos de fibrados de posto n, entao
Vecn(M) possui um elemento distinguido natural, a classe do fibrado trivial de
posto n, C*.

Ao semigrupo Vec(M) associamos um grupo abeliano K(M), satisfazendo
a seguinte propriedade universal: existe um homomorfismo de semigrupos
T : Vee(M) — K(M) tal que, para qualquer grupo G ¢ I' : Vec(M) — G
homomorfismo de semigrupos, existe um Gnico homomorfismo R : K(M) — G
tal que o diagrama. abaixo comuta

Vec(M)

r
T| N F'=ReT.

K(M) — G

K{M) é construido da seguinte maneira: considere o homomorfismo diagonal
de semigrupos !
A: Vee(M) — Vee(M)x Vec(M)
E — (E,E)
e ponha K(M) = Vee(M) x Vec(M)/A(Vec(M)), ou seja, [(F,G)] = [(F',G")]
se, e somente se, F = F'®E, G = G'®E. K(M) ¢ um semigrupo pois definindo

a soma “+ " por [(F1,G1)] + [(F2, G2)] = [(F1 ® F»,G1 @ G3))], temos que essa
é bem definida, uma vez que

R =F|®E G =G&FE FloFR=(FloeF)o(E®E)
{F2 =F,0oFE, Gy=G,®F = { Gi®G=(GiaoGL)d(E®E).
Apora, a permutacio
o: Vec(M)x Vee(M) —v Vec(M)x Vec(M)
(F,G) s (G,F)
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induz um elemento simétrico, pois {(F,G)] + [(G,F)] = (F@ G, Feo G)] e
(F®G, F&G) € A(Vec(M)). Portanto, K(M) é um grupo abeliano, o chamado
grupo de Grothendieck de M,

Defina T : Vec(M) — K(M) por T = goi, onde esses sio os homomorfismos
de semigrupos

Vec(M) , Vec(M) x Vec(M) 4, K(M)
E — (E,0) — [(B,0)].

Exercicio 1 Mostre que, se I' : Vee(M) — G é um homomorfismo de semigru-
pos, entdo temos um diagrama comutativo

VeM) L K(M)

r| LK(T)
¢ Y& ke.
Além disso, se G é um grupo, entdo T é um isomorfismo. Conclua daf a
propriedade universal satisfeita por K(M).

Como Vec(M) é um semi-anel com o produto {E, F) — E® F, K(M) tem,
na realidade, uma estrutura de anel.
Denotando por [E] a classe [(E,0)] em K(M), temos que

[(F.G)] = [(FO]+((0,6)] = [(F0)]-[(G,0) = [F]-[G],

ou seja, os elementos de K(M) sdo da forma [F] — [G].
A fim de obtermos uma caracterizagio mais operacional dos elementos de
K(M), precisamos do

Lema 9.1.1 Seje F T M um fibrado vetorial complezo C*, onde M & com-

pacta. Entdo, existe um fibrado vetorial complero C*°, F P, M, tal que E@ F
é trivial,

Demonstragdo: Seja ['(E) o cspago vetorial das secdes C°° de E. Um subes-
pago V. C I'(E) é amplo se a aplicagio ¢ : M x V = E, ¢(z,s) = s(z), é
sobrejetiva. O fato interessante ¢ o seguinte: I'(E) contém um subespago amplo
de dimenséo finita. De fato, seja {U,} uma cobertura finita de M, trivializadora
de E, e seja {pa} uma parti¢io da unidade subordinada a {U,}. Como Ey, ¢
trivial, escolha um subespago amplo de dimensao finita V, C (B, ).
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Defina 7, : Voo — I'(E) por

Ma5a)(z) = {g:.(z)s,,(m), 2 le

Agora, dado = € M, existe « tal que po(z) > 0. Logo, far : Vo — Ea
é sobrejetiva, onde Tax = 7a(8a)(z). Concluimos que a colegio {7} define
um homomorfismo 7 : [, Vo — I'(E) cuja imagem é um subespago amplo de
_dimenséo finita de T'(E).

Com isso em mios, é imediato que existe um inteiro n tal que o homomor-
fismo de fibrados 10 : M x C* — E ¢ sobrejetivo. Mas ent&o temos a seqiiéncia
exata curta

0= Nucyp - C* = E—0,

edai E® Nucy = C", 0

Supondo M compacta, seja G um fibrado tal que, para algum n, F@ G é
isomorfo ao fibrado trivial C" sobre M. Entao

(B] - [F] = [E]+[G] - ([F]1+[G]) = [E®G]-[C]]

e concluimos que todo elemento de K{M) é da forma [H]—[C?]. Por outro lado,
se E ¢ F s30 tais que [E] = [F], entfo existe um fibrado G tal que E®G = FoG.
Tomando um fibrado H tal que, para alpum n», G & H = C", concluimos que
EaGeH 2 FeGo®H, o que implica EGC" =2 FOL". Acabamos de mostrar
que [E] = [F] se, ¢ somente se, E e F' sfo isomorfos se somarmos a ambos um
fibrado trivial de posto suficientemente grande {esse conceito é conhecido como
equivaléncia estdvel de fibrados).

Os elementos de K{M) sdo chamados de fibrados virtuais e escreveremos &,
em voz de [E], para denotar tais objetos, desde que nao haja possibilidade de
confusio.

Sejam Exy, ..., Fx k+1 fibrados complexos C* sobre M e considere o fibrado
virtual E =8 (-1)'E; € K(M).

Definicio 9.1.2 A classe de Chern total de E, ¢(E), é o elemento
k 13
o(B) = [] etE)TY € Hpp(M,C).

i=0

A componente de ¢(F) em Hf)jR(M,C) ¢é a j-ésima classe de Chern, ¢;(E),
de E.
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Exemplo 9.1.3 Ilustramos a definicio acima em um caso que nos serd itil
mais adiante. Suponha que E seja um fibrado de posto m e L um fbrado em
retas. Entao,

eE~L) = o(E)e(L)! = zgf))
_ 14+ c(BY+- +en(BE)
B 1+ ey (L)

= T+a(@ -+ +eal®ll - @)+ + (-1 @)+
= [+ a(E)+- eI +al?) + +a(L?) +-]
= 1+ [a(B) + @) + ((B) + a(B)a(l?) + oL+

ou seja, expandimos formalmente 1/(1+¢; (L)), multiplicamos por ¢(E) e toma-
mos os termos de grau j. Assim sendo,

a(E~L) = e1(E) + 1 (L*),
@(E—L) = ca(E)+ cr{B)er(L*) 4 1 (L*)?
e, mais geralmente,
¢(E—L) = (B} +¢;1(B)er (L) + -+ e{L*), 1<j<m.
Observe que e (E — L) = cn(E ® L*) (veja exercicio 8 do capitulo 3).

A defini¢io acima é natural. Para ver isso, relembramos a construgio de
classes caracteristicas no contexto da K-teoria. '

Seja P € C[Xy,...,Xn) um polindmio simétrico, homogéneo, de grau
[ £ n = dimcM. P é um polindmio nas funcdes simétricas clementares,

O1,...,0n, das varidveis Xi,...,X,. Como P tem grau I, podemos escrevé-
lo sob a forma P = P(ey,...,0;), onde P é um polinémio. Definimos P(E)
por

P(B) = P(ci(E),...,a(E)) € HYp(M,C).

Da defini¢ao de c(E) temos que ¢;(E) é um polinémio nas classes de Chern de
Eg,..., Es e concluimos que

P(B) =) F(Eo)--+ PHEy),

onde P{(E;) é um polinémio nas classes de Chern de E;. Tome V*,...,V°
conexoes sobre Ep,..., Ep, respectivamente, Escreva V* = (VE,...,V°). Seja
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K7 a curvatura associada a V4, j = 0,...,k e ponha K* = (K*,...,K°).

A 2l-forma
i o i 0 k i k
_z h e AP
P(2K*) iPl(2K)/\ /\1(2K)

é fechada uma vez que, pelo lema 3.2.2, dP} ((i/2w)K7) = 0. Portanto, P(E)
estd bem definida.

Para. ver que P(F) nao depende da escolha das conexGes v, ..., V0, vamos
repetir o que fizemos em 3.3. Defina um operador P por

P(V*)=P (%K) . )

Se tivermos duas familias de conexdes Vi = (VE,..., V) e Vi = (V%,..., V),
formamos as somas convexas

s

Vi=(1-0Vi+tVi, j=0,...,k,

que definem conexdes sobre os fibrados EixR — M x R, e tomamos as cur-
va.tura.s correspondentes, K7. Ponha K& = (K§,...,KD), Kt = (K§,...,K}),
=(V*k,..., V9 e K* = (K*,...,K°). Defina P por

P(vs Vi) =62 (PN =o' (P(£R")),

onde P G a mtegragao a0 longo das fibras. A roposicao 3 3 1 nos diz que
pl ‘od+dopd = A , 0 que equivale a p2 od+dopd =1i§—i}, onde
ix: M- Mx[0,1]éa nu.lusao ix(x) = (z,A). Dai vem que

o (35 5(0 (359) -4 ((25),

pois, pelo lema 3.2.2, p2" od (P (E@T_rf{—*)

)=0
a(r(58)) - (r (55)) =7 (555) -7 ()

e entio

= {. Mas

* TEY _1'_ * | _1_ *
dP(VO,Vl)_P< WKU) P<2WK1),
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ou seja, P(E) ndo depende da escolha da familia de conexdes. Além disso, como
Y _p(t +
P(5:55) - P (5K ) =P(v9) - P(¥3),
obtivemos
dP(Vg, V1) = P(Vg) — P(V]).

Se tivermos agora q + 1 familias de conexdes V; = (V§,...,¥9),0<¢<gq,
formamos suas somas convexas

Vis(l-ti— o —tg)Vh+ 1V +- +4,Vi, 0<j<k,

que definem conex@es sobre os fibrados BY x RY —s M x RY e tomamoa as cur-
vaturas correspondentes, X7. Ponha V* = (VE, .. LV e K* = (K*,...,K9).
Usando (ff), defina P por

P(Ve,- -, V5) = o (P(V*).
Lembrando que, por 3.3.1,
pel od+ (1) do pp' = 24" 07,
onde i: (M x A7) —» M x A7 é a inclusdo, obtemos

AP(Ts,... V) = ()™ S (-1 (T, Vo).
=0

Aqui hd uma diferenga de sinal, ¢aso g seja par, em relacio ao obtido no exercicio
7 de 3.3. Isso se deve a que omitimos o fator (—=1)1%% em (f).

Definicéo 9.1.4 Considere uma seqiidncia exata de fibrados vetoriais comple-
xos C'°° sobre M,

i Nk—1 )3 Yo
0 B g, M M g ™ g 0,
esejam V*,..., V% V! conexdes em Eg, ... s Eo, E_1, respectivamente. Entao,
= (V*,...,V°, V1) é compativel com a seqiiéncia ezata se o seguinte dia-

grama é comutativo:
a’(M,E) —— Q'M,E)
7 1@

i—1
Ny,

a’(M, B;_;) a(M,E;_y).
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A aparéncia um pouco obscura dessa definigio serd elucidada pelo

Lema 9.1.5 Seja

Tk Me—1 7o

1
0 B2 By M B B ——0
wma segiiéncia ezata de fibrados vetoriais complezos % sobre M. Dada uma
conexdo V! sobre E_1, eristem conexdes v, ..., V° sobre Ey, ..., Ey tais que
T = (V*,..., V0, V1) € compativel com e segiiéncia erata.

Demonstragdo: Usamos indugdo em k. Se k = 0, temos a seqiiéncia exata

O—M—rEo——@—4E_1 —0.

Entio Ep ¢é isomorfo a F_;, e podemos definir uma conexao V? em E; por
Vos) = V™ no(s)). V* = (V°, V1) é compativel com a seqiiéncia exata
acima. Observe que V° é determinada de modo tinico por V~! e por nq.

Suponha agora que o lema é verdadeiro para k—1e considere uma seqiiéncia
exata

Tk Te—1 !

0—— Ek Ek....l o

L E

:E...] —s (.

Seja F um subfibrado vetorial de Ey—; tal que
Ey_y = F & m(Ee),

onde 7. (Ey) é a imagem de 7y : Ex — Fy—1. Isso nos fornece a seqiiéncia exata

771:—2‘

0— > F Fr_s M By B, 0.

Pela hipdtese de indugio aplicada a essa seqiiéncia, temos que existe
v* = (V+1,...,V°% V™) compativel com ela. Munimos 7:(Ex} de uma
conexao V e consideramos V* a conexiio em By tal que (V*,V) é compativel
com a seqiiéneia exata

0—— Ep ——v i (Ep) —— 0.

V* existe pelo argumento do caso k = 0. Em Ep, = F & ne(Bg), tome a
conexdo VF~1 @ V. Entdo

7' = (Vk’ vk—l ® v’ vk—2‘ . ,VO, V-l)
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é compativel com a seqiiéncia exata

00— E; il s B nk_l:-'- m » Eg o N I N}
e o lema estid demonstrado. 0
Lema 9.1.6 Sejam

0 > By, il » By Tt s oo WLE_l——aO

umna segiiéncia exate de fibrados vetorieis complexos C* sobre M, V*,...,V°,
V! conezdes sobre os E; tais que V* = (V*,...,V°,V~1) ¢ compativel com
essa seqiéncia e K* = (K*,..., K% K1) as curvaturas correspondentes. De-
note por { o fibrado virtual ¢ = Zf:o (- 1)’:E,-. Se P é um polinémio simétrico,
homogéneo, de grau l < n = dimcM, entdo P(E_,) = P(().

Demonstragao: Se F é um fibrado virtual, j4 sabemos que
P(B) = P(c1(E),...,c( B)),

onde P é um polindmio. Em particular, P(E.) = (cl(E_l),...,q(E_l))
e P(¢) = P(ci(¢)-.-,a(C)). As classes de Chern totais de F_; e de ¢ sio,
respectivamente

C(E_l) = 1+C1(E_1)+"'+Cn(E—1),
() = 1+a(l}+-- +el),

onde algumas dessas podem se anular, dependendo dos postos dos fibrados en-
volvidos. Se mostrarmos que ¢(E_;) = ¢{({), entdo o lema estard demonstrado,
jé que teremos ¢;(E_1) = ¢;{€) e, portanto, P(E_;) = P((). Apora,

(E_y) = det (I + %K-l)

e, notando (i) = (—1)*, temos que

c(() = ﬁ (det (I + %Ki‘))em.

i=0

Logo, nos resta mostrar que

det (I + %K‘l) f[ (det (I + —K"D Ew- (b)

i=0
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Isso é feito por indugdo em k. Se k =0, a seqiiéncia exata se reduz a
7o '

0 » B » B 0

e, como nesse caso Ep e E_y sio isomorfos, é imediato que o(Ep) = ¢(E_q).
Suponha que () é verdadeira para k — 1 e considere a segiiéncia exata

Y LI N o NUPR LU N

+ E-l ‘0.

Como no lema anterior, escolha um subfibrado vetorial F' de Ey.-1 tal que
Ey1 = F &nu(Ey).

Seja p : Ex—1 — F a proje¢io no primeiro fator associada a essa decomposicio.
Como 1®p: Q1 (M, Ex_q) — Q(M, F), usamos

0 0 LA 1®p 1
a’(M,F)—— Q°(M,Brq) —— Q" (M, EBpy) ——— Q (M, F)

para definir uma conexio V em F por
V = 1@p)VL

Se Ky é a curvatura associada a essa conexio, entdo, como Ep = ni(Ex),
invocando a férmula de Whitney obteinos

i ey i i
_— = det —— — K .
det (I+ 21{1{ ) de (I+ 2WK )det (I+ o \v) (1
Além do mais, V* = (V,V*72,...,V?, V1) é compativel com a seqiiéncia
exata
0 F BB P B ™ B, ——0.

Com isso temos, pela hipotese de inducao, que
i . i e(k—1) k=2 i A\
o, — K = —_— —K* .
de (I + 5o ) (det (I+ %KV)) 1;[0 (det (I +5-K ))
Eliminando det (I + -%;Kv) em {¥) e substituindo na igualdade acima, encon-

tramos ’
i _ k i : €(%)
det(I+2—7FK ) = H(det(I+§K)>

i=0
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e ¢ lema estd demonstrado. O

Uma conseqiiéncia interessante do lema 9.1.6 é a seguinte: suponha que
tenhamos uma seqtiéncia exata

Mh=1 m

0B B, 2 M e 0

e seja = Ef___o (=1)°E;. Acrescente um zero (= E_1) a essa seqiiéncia

Tk Me—1 . ™

0— B, Er_y o

s Eg

30 —— 0.

Se V* = (V*,...,V9, V1) & compativel com essa tltima seqiiéncia, entio
¢(¢) = 1, ou seja, se temos um fibrado virtual ¢ cujos componentes estio liga-
dos através de uma seqiiéncia exata, entdo ¢;(¢) = 0 para 7 > 0. Segue daf a
seguinte

Proposicao 9.1.7 Seja

]2 "71:-1‘ Th

0 Ey s B » B »0

wma seqiiéncia e:m.fa de ﬁbmdos vetoriais compleros C™° sobre M. Se € denota
o fibrado virtual 35, (—1)" " E;, entdo c;(€) = c;(Eo).

Demonstracao: Se]a ¢ = E,_D( 1)'E;. Pela observagio que antecede a
proposi¢io temos que ¢{¢) = 1. Apora ( = Ep — £ ¢ entdo

1 =¢f) = c(Bo—£&) = o(Ep)/el€),
o que fornece ¢(€) = o{Ep). a

9.2 Conexoes parciais

Sejam E um fibrado vetorial complexo, €, sobre a variedade complexa M e
H um subfibrado vetorial complexo, C*®, de TM€. O dual de H, H*, é um
subfibrado quociente de 7M€" (excrcicio). Denote por p : TMS* — H* a
projecao.

Defini¢ao 9.2.1 Uma conerdo parcial em E é um par (H,6), onde H é um
subfibrado vetorial de TM®" ¢ § é uma aplicagiio C-linear

6: Q°(M,E) — Q}(M,H* Q E),
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satisfazendo

8(fs) = pldf) ® s+ f8(s), Vfea’(m).

Observe que as conexdes parciais, da mesma forma que as conexfes, tém
cardter local pois, se s € Q%(M, E) é identicamente nula no aberto U, entdo
6(s) = 0 em U. Segue daf que podemos tomar a restrigio de (H,8) a U e
obtermos uma conexio parcial

§:a°(U,E) — Q'U,H* ® E).

Definigao 9.2.2 Seja V : Q°(M, E) — Q'(M, E) uma conexdo em E. V é
uma ezfensdo de (H,8) se o seguinte diagrama é comutativo:

a°(M,E) —=—  aMM,E)

5
N lpo®1
a*(M,H*® E).

Lema 9.2.3 Toda conexdo parcial (H,8) admite uma extensdo V.

Demonstragao: Seja {U,} uma cobertura aberta de M, trivializadora de E,
de H* e de TM®". Seja e® = (5, .. .,e2) um referencial de E sobre U,. Entio

T
§ef) = > 5@
i=1

Usando p, podemos encontrar 1-formas 6§ tais que p(ff;) = +f}. Assim, defini-
mos uma conexéo Vg, sobre Ejy, , através da matriz de 1-formas [0%]:

Valed) = > 0% @ef.
=1

Sobre U, temos que

v
A’ Uy, BEy,) —— A'(Us, Ev..)

6
N lp®1

Q' (Ua, H* ® Ep,)

é comutativo. Tomando uma partigio da unidade {p,}, subordinada & cobertura
{U,}, temos que V =Y po Vo define uma conexdo em E que estende (H, ).
]
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Lema 9.2.4 Sejam (H,8) uma conezdo percial e s € Q°(M, E) uma secdo
satisfazendo: s(z} # 0, Y& € M e 6(s) = 0. Entdo eziste uma conezdo V sobre
E, que é uma extensdo de (H,6), tal que V(s) = 0.

Demonstragdo: Tomamos {U,} como em 9.2.3. J4 que s{z) nio se anula
em ponto algum, completamos a sua restricio s, = S|y, a um referencial de
Ey,, € = ($a,€5,...,€2). Usando a mesma notacio do lema anterior temos
que 7173 =0 e, eacolhendo #7; = 0, procedemos verbatim como em 9.2.3. ]

Temos uma aplicagio natural

a°(M,H) x AQ*(M,H*) — Q°(M)
(w,w) — wlu).
Assim sendo, u € Q°(M, H) determina uma aplicago
i(u) : QXM H*) — Q°(M).
Generalizando, u € A°(M, H) determina uma aplicagio (também notada i{u))
i(u): G°%(M,H*®@ B) — Q% M, E).

Observe que, se f € Q°(M), entéo u(f) = i(u)p(df). Se (H,8) é uma conexio
parcial em E, valem as sepuintes igualdades imediatas:

(s +uz)6(s) = i(ur) 8(s) + i(uz) 6(s)
i(fu)d(s) = fi(w)b(s)

W(u)(8(s1 +52)) = i(u)6(s1) + i(u) b(s2)
W(u) 6(fs) = u(f)s + fi(u)é(s)

Exemplo 9.2.5 Um exemplo interessante de conexfo parcial é obtido da se-
guinte maneira: recorde do capitulo 1 que temos decomposicBes em somas

dirctas
TM® = "M aT"M,

TMC* — TIM* @T”M*,

onde T'M é o fibrado tangente holomorfo, 7”M o tangente anti-holomorfo,
T'M* o cotangente holomorfo e 7" M* o cotangente anti-holomorfo. Se U é um
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aberto trivializador desses fibrados, entdo {9/8z1,...,0/02m} é um referencial
de T'M sobre U ¢ {dz1,...,dzm} é um referencial de T'M* sobre U.

Suponha agora que E é um fibrado vetorial holomorfo sobre M. O operador
3 induz

5:a°(M,E) — a'(M,T"M*® E)

por 8(fs) =8f @ s+ f8s. O par (H,6) = (T M, 3) é uma conexéo parcial em
E. Note que, se U C M é aberto e ['(Ejyy) denota o espago de se¢des holomorfas
de E|U, entao

T(Ey) = Nuc {3:Q°(U, Ey) - Q' (U,(T"M" ® E)w)} -

Assim sendo, se s* = (s§,...,5%) é um referencial holomorfo de E sobre o
aberto trivializador Uy, entdo 8(s¥) = 0, i = 1,...,n. Daf vem que, se V é
uma conexio em E que estende 8, entdo, em relagio a um referencial holomorfo
de E, a matriz [0%] de V é constituida de formas do tipo (1,0). De fato, em
relacio a uma cobertura trivializadora {U,} de E, como fibrado holomorfo,
temos que V{s$) =3 .85 @ sf. Agora, a projegao

)
p: TM® — T'M*
é dada. por
p(05) = » (657 +651) = oGP

Logo, se V estende 3, entdo

Asp) = P0GV @55 = 0,

3
o que nos diz que 8&?’1)"” = (. Essas conexdes sio chamadas de tipo (1,0) ou
tambémn de compativeis comn ¢ estrutura compleze de M.
9.3 Mais sobre conexoes métricas

No capitulo 3 introduzimos o conceito de métrica hermitiana em fibrados holo-
morfos de posto 1. Passamos agora a considerar fibrados de posto arbitrario.

Seja F A, M um fibrado vetorial complexo sobre M.

Definicio 9.3.1 h = {h:}:cnm é uma méirica hermitione em E se:

(i) k. é um produto interno hermitiano em Eg;
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(ii} se Uy é um aberto trivializador de E e s® = (s%,-..,52) é um referencial
de E sobre Uy, entdo as funcdes

hij: U — R

» 14,7 <k, sio de classe 0.

z o h(sf(z),53(2))
Um fibrado vetorial holomorfo munido de uma métrica hermitians é chamado
de fibrado hermitiono.

Um referencial local de B, s = (s1,...,5;), é unitdrio se {51(2),...,8:(2)}
é uma base ortonormal de F,. Observe que existem referenciais locais ortonor-
mais, pois, se U, é um aberto trivializador, podemos aplicar ¢ processo de
Gram-Schmidt a um referencial de E..

Exercicio 2 Mostre que, se {Ua} ¢ uma cobertura de M que trivializa E, hy é
uma métrica hermitiana em Eyy,, e {pa} é uma particio da unidade subordinada
a {Ua}, entdo b =Y pahy 6 uma métrica hermitiana em E.

Se u e s sdo segdes de E, denotamos por (u,s) o produto interno dessas
seqdes, isto &, (u(z),s(2)} = h.(u(2),s(z)). Seja agora V uma conexdio num
fibrado hermitiano E. V é compativel com a métrica se

d (u’ 3) = (V(U), 5) + (u) V(S))

Lema 9.3.2 Se E ¢ um fibrade hermitiano, existe uma vnica conexdo V em E
gue € compativel com a estrutura compleza e com a métrica.

Demonstracdo: Pelo exemplo 9.2.5, (T M,d) é uma conexfo parcial em
E que, pelo lema 9.2.3, admite uma extensiio V compativel com a estrutura
complexa, pois ¢ do tipo (1,0). Seja s* = (s¢,...,s%) um referencial local de E
sobre Uy. Escreva a matriz de V, relativamente a U, como % = [65]- Impondo
a condi¢ao de compatibilidade com a métrica, obtemos, uma vez que 07 é uma
(1,0)-forma,

dhfy = d{sF,s%) = Y 6%.h%;+ > 07 he,.
m m
Por outro lado, dhf; = Ohg; + Bhf; e, comparando tipos,
O = 08,2, =  Oh% = 0he
T

= _ e q — (kT o
dhf‘j—rzn:f)‘-" hiy = Oh® = (h*)T g,

jm'tim
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Agora, 8% = h*(h=)"" ¢ a iinica solugio de ambas as equagbes acima. O

A conexdo obtida acima é chamada de conezdo métrica. Observe que, se s%
é um referencial unitério, entdo 6f; + E ={.

Sejam agora E e F' dois fibrados hermitianos. Em F® F temos uma métrica
hermitiana definida por

(5@u,s @u) = (58 W u,u).

Lema 9.3.3 Sejam E e F fibrados hermitianos sobre M e Vg, Vi, as cone-
zbes métricas em E e F. Defina conerdes em E @ F por

(Vhg ®1)(s®u) = Vp(s)®u e (1®Vi)(s®u) = s®Va(u).
Bntdo, Vp, ® 14+ 1Q Vi, € a conexdo méirica em E @ F.

Demonstragdo: £ imediato que p(Viy; ® 14+ 1® Vi) = I ¢ entéo essa
conexdo ¢ compativel com a estrutura complexa. Quanto & compatibilidade
comn a méfrica, temos

(u,w)((Vhg(s), 8} + (5, Vag(s)))
+{5,8V(Vap(u), ') + (u, Vap ()

{({(Veg®1+1@ Va5 ®@u), s @u')
H{s@u, (Vi ®1+1Q Vi )(s' ®@u)).

d{s @u,s @u')

O lema 9.3.2 nos diz que a matriz da conexac métrica em F é dada por:
0% = Or=(h*)7. (1)

Dai vem que 8h® = @*h™ ¢ entlo 0 = JOh™ = JI*h® — 0* A OR*, ou seja,
a0“h™ = 6% A Oh™, o que fornece

oe% = 0% A 6%, (2)
Assim sendo, a curvatura Ky, da conexfio métrica tem matriz local
0% = df* —85AN0° = 90>+ 0F% — 9 N B> = 8% (3

¢ portanto

FO* = 0. (4)
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Suponhamos agora que E = T'M » o fibrado tangente holomorfo de M.
Munimos 7'M de uma métrica hermitiana e tomamos a conexio métrica V,,
correspondente,

Se (2§,...,2%) sdo coordenadas locais em M, a torgdo 7% = (7f,...,79) ¢
o vetor definido pelas (2, 0)-formas

n
T =) dzf AOG 1<i<n, (5)
j=1

A titulo de curiosidade, lembramos que uma variedade M é chamadsa de
Kahler se T'M pode ser munido de uma métrica hermitiana cuja tor¢io ¢ nula.
Aplicando & a ambos os lados de (5) e utilizando {3), obtemos imediatamente

978 = = dFABY 1<i<n. (6)
i=1

Retornamos agora a situagio em que L é um fibrado holomorfo de posto 1
sobre M. Recorde do capitulo 3 que, se H, é 2 métrica hermitiana em L, entio,
8¢ gap 580 as transi¢des (holomorfas) de £, temos

H, = .Qa,ﬁgaﬁHﬁ, (7)
e que a conexio métrica Vg é dada pelas matrizes
¢* = Blog H, (8)

no aberto trivializador U,. J4 a curvatura Ky # ¢ dada pelas 2-formas de tipo
(1,1)
®* = J0log Hy. (9)

Bm coordenadas locais (8) se escreve ¢y = 2_:(0log He /028) dz& e entdo
(9) assume a forma

_ /Blog H.
o — Zd(—a—i’?—“)/\dzf‘ = Ywrads, (10)

onde ¥ = 3(Blog Hy/025), 1 < i < n. Note que oy =0.
Considere a matriz 2* = [£25] definida em U, por

i = 05 —dfAgf 1<ij<n (11)
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Lema 9.3.4 Sejam {U,} uma cobertura irivializadora comum a T'M e L e
a matriz de (1,1)-formas em Uy definida por Ef; = —dz3 AYF, 1 < 4,7 < n.
Se Bop sdo as transigdes de T' M, entdo

Z® = BaaZBZ;.

Demonstragio: Suponha as transigdes de T'M* e de T'M dadas por
deft = Y Algd,
)

a _ 43'6
5 = LPepp

J

onde A = (B"fﬁ)-l. Notando Ba_é = [O;’ﬁ], temos que Aqg = [C‘i};] Um
cdleulo répido mostra que

- dlog Hy ij »{ OlogHg
8( az¢ )~ 2 B0\ 5 )
i i
ou seja, ¥f = 2, B;’ﬁ 't/)f. Portanto
— 13 . 25 i
BE = —dfAYY = - AL df A Biwl = Y ChL B =,
I " Lu
Por outro lado, a entrada 45 da mairiz Bog E'GB;; é
— _ ' i £i
£u

Comparando as duas igualdades acima obtemos Zf; = (Bag E'GB;[}) _eolema
i
estd demonstrado. O

Resumimos o feito acima da seguinte maneira: considere o fibrado "M ® L,
cujas transicdes s80 Beg ® gop = gapBag, uma vez que L tem posto 1. Entao,
as matrizes definidas por (11)

0% = Q%+ =7, (12)
onde ©% é a matriz de curvatura da conexio métrica em M, satisfazem

Q% = (Bap ® gop) Qﬁ(Baﬁ ®9aﬁ)"1- (13}
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9.4 Mais sobre polinémios invariantes
Recorde do capitulo 3 que um polindmio P : M (n,C) — C é invariante se
P(gAg™') = P(A} VYAecM(@®»,C), Vge GL(n,C).
Os polindémios C; definidos por
det(tl + A) = #* + CL{AR" 1 + .. + Cn(4A)

s30 tais que qua]quer polindmio invariante P se escreve como um polinémio nos
Ci, P(A) = P(C1(A),...,Cn(4)). Em particular, qualquer polinémio invarian-
te de grau n é uma combinag:éio linear dos sepuintes:

PY(A)} = Ci'(4)---Cp(A), (14)
onde v = (v1,...,0n) EN", ) + 20 +-- -+, = .
Explicitamente, temos que, se A = fay;), J, = (41,...,7) € {1,... ,n} é um

multifndice de ordem r, I, = (4y,...,%,) é uma permutacio de J,. e 65’; é o sinal
da permutagio,

C(A) !Zsf Qiggy *** Qipgos (14 bis)

onde a soma ¢ sobre todas essas permutagdes.
Considere agora uma aplicacio k-linear

P Mn,C)x---x M(n,C) — C

k vezes

simétrica, isto é, P(Al, CAR) = (A,,(l), s Ag(r)), onde o é uma per-
mutagio de {1,...,n}. P ¢ invariante se

ﬁ(AI: Ak) (gAlg 1,---,9/‘1.&:_9'—1) Vg € GL(TL,C)
Uma tal P determina um polindmio invariante P, de grau k, por
P(A) = P(A,...,A).

A reciproca desse fato ¢ verdadeira, ou seja, qualquer polindmio invariante

P ¢ a restri¢ao a diagonal de uma aplicagfo k-linear simétrica, invariante, P.
Essa aplicagio P é determinada por P de modo inico e é chamada de polamzag:ao
completa de P.
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Por exemplo, a polarizagio dos C, é a seguinte: dadas uma matriz A,
n % n, e multiindices I, J C {1,...,n}, denote por Az s 0 menor [a;;lier,jes. Se
(Ay,...,Ar) € (M(n,C))", o é uma permutagio de r elementos e I C {1,...,n}
é um multiindice de ordem r, seja A a matriz r X r cuja i-ésima coluna é a
i-ésima coluna da matriz A7, Entéo

Cr(A1,.. ., Ay) = lZZdetA
o |I|l=r

onde a soma ¢ sobre todas as permutagoes de r elementos.

9.5 Localizacao de classes caracteristicas

Considere uma se¢io holomorfa £ do fibrado 7'M @ L. Se {U,} é uma cobertura
trivializadora de ambos T"M e L, tomamos, sobre cada U,, coordenadas locais

& = (2§,...,2%) e o referencial holomorfo {8/82F,...,0/82; } de T'M. Nessas
coordenadas temos que &y, se escreve

« 0
= ;61 B_Z?’ (15)

onde £ é uma segio holomorfa de L, 1 < i < n. Seja p € M um zero de &.
Tome coordenadas em torno de p tais que 2*(p) = 0. Expandindo £ em série
de poténcias, temos £ = 3. a;;25 + Sf(2*), onde os termos de 57 tém grau
> 2. A parte linear de £% em p é entdo

Z(me)aa, (16)
i3y
a Dl
Sepe U,@ com zP(p) =0 ¢ a # B, entdo &P tem parte linear em p

E (ng ,) o (17)

onde a;; = ——(p), 1 <4, <n.

i
onde aj; = E(p)1<73<n
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Passando das coordenadas z? para as coordenadas z® teremos, com as

notagdes usadas no lema 9.3.4,

(i) 2% = :pfxﬁ(zf y+-+,22). Expandindo em série de poténcias temos

22 _Z 7 (p)2f + RY,

onde os termos de Rf tém grau > 2, B;;; = [C;fﬁ] e Bup s20 as transi¢des de
M

(ii) Z BY iﬁ

A parte linear de £ se transforma em

S S ecthm | 3 B
i i £ Py Oz

= Y (CheyBLm) —a—f

L5k, 8

Portanto,

= Y BX(p)a:;;C5(p).
i,7
. -1
Mas 03,6 = ((Bg,e) )jf Ba,g = (Bgﬂ)ki. Daf vem que
A = 3 (BRa(o)) o ((BZa0) ™)

i

0 que acarrcta

6 - _
[dﬁ (P)} BZp(») ® 925(p)) [gﬁa (P)] (BZs(p) ® gZa(p) ™

Sumarizando, temos o



178 CAPITULO 9. O TEOREMA DE BAUM-BOTT E APLICAGCOES
Lema 9.5.1 Seja P um polinémio invariente. Entdo

#([550]) -~ ([5e])

isto é, o niimero P(JE(p)) = P ([%ﬁ- (p)]) € C ndo depende das trivializagées
de T'"M ® L, qualquer que seja p € M tal que {(p) =

Vamos agora considerar as derivadas covariantes da se¢io €. A conexdo
métrica em T'"M @ L é dadapor V= (V,®1)+(1®Vg), onde Vp e Vg sio
as conexdes métricas de 7'M e de L, respectivamente. Escrevendo a matriz da
conexdo Vi na forma _

o5 = > Tidz,
k

temos entao

(Ve®1)+(1® V) (E?a—f;)

=
= ValeD) ® oz + 5 0V (57

& | (28 1om )
= (d +&70log Ha) © S0 6_2‘-;
= (déF +£80log Ha) (Zg“r dzk)
Portanto,
ve) = v|Yel
- ; t‘('?zf‘

H

Xij (d&* + £20log Hay +Zg, l";",:dzk) ® %.
Defina E&* por

ol = 2L _gal_Sa . Ypaies, (18)
i
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Exercicio 3 Mostre que a colegio E = {E°}, onde

— —Z( +§¢ 6IOE',H ZI‘ ) ®d2k

define uma secdo (global) de "M @ T"M* @ L.

Temos que
- i —dlo H i
BEF = —£23 aga ~ D &y
0 (19)
= —£yp - erarg.
i
Por outro lado,
QO = O%—dzf Ay
= 00% —dzZ AyPE
= 5( Z I‘ﬁ‘}d%") — dz{ AR
i
= —(Dodep ABrE) - def Aug
3
Agora,
Wenag = —i(") (Z dzg A BTG ) — i(€%)(daf A )
(20)

= —Zaaar‘ — &5,

4 que i(£%)dzg = 0, pois £* é holomorfa. Comparando com (19), obtemos
IEY = i(€*)0%: (21)

Seja P um polinémio invariante de grau n = dimgM. Por (13) temos que
P(Q*) = P($¥). Assim sendo, a colegio {P(2*)} define uma (n,n)-forma
global em M, denotada por P(f1). Seja P a polarizagiio completa de P e faca

P2, E%) = (T)B(E",.. E*, Q%,...,0%) 0<r<n  (22)
T ~ ~ N v

n—r T
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P.(Q2*, E*) é uma (r,r)-forma com coeficientes em L““” Agora, (4) e (10) nos
dizem que 90 =0 e (21) nos dd dE* = i(£™)N°. Logo,

OP.(Q%, E*) = ( ) EP(E“ L H{EFN%, ... E%,0%,...,9%)
=1 (23)
= i(E%)Pra(Q%, B).
Seja w a (1,0)-forma dual da se¢do £, isto §,
P heafides
T Tuennde

definida fora dos zercs de £. It claro que i(£%)w®™ = 1. Além disso, um cdlculo
simples mostra que

£

i(E*)0w® = 0.
Faca
M = w®A (Bw)™ " A PO, E%) 1<r<n—1. (24
Entao
i(€*) 0107

= i(e%) [(Ewa)"" AP, E®) —w A (Bw™)" A EP,(Q“,E"‘)]

n—r

= @) AP, EX) — (Bw) T AH(E) Pria (0%, EX).

Sepue-se que
-1
i(E%) {5 [z Hﬁ] +P,,(Q°‘,E°‘)} = 0. (25)
r=0

Note que P,(0%, E*) = P(Q)u.. Agora, d[E"_ H“] + P(Wy, € uma
(n,n)-forma em Uy \ {p : &(p) = 0} e (25) nos diz entao que

-1
F3} [Z ng] + P(Q)y. =0.

r=0

Por outro lado,

T® = =) g (26)
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¢ uma (n,n — 1)-forma e, portanto, Y% = dT*. Logo, dT™ = Py, em
Us \ {p : £&(p) = 0}. Como, pelo exercicio acima, a colecio {T*} define uma
(r,n — 1)-forma global T em M\ {p: £(p) = 0}, concluimos que

P(Q) = dY em M\ {p:¢£(p) =0}. (27)

Essa igualdade crucial nos diz que a (n,n)-forma P()) é exata fora dos zeros
de £ e portanto

P (£0)] =0 e mBRON 060 ~01,).

Agora, € é dada localmente pelas matrizes Q% = ©% + =%, invariantes por
conjugagdo, onde ©% é a matriz de curvatura da conex&o métrica em T'M e
E% ¢ produzida a partir da matriz de curvatura da conexio métrica & em L.
Assim sendo, {2 carrega informagio sobre as classes de Chern de T'M e de L.
Vamos explorar isso. Por (14 bis) temos

1151 LI

(a4 1 g (23 o
Cr(1%) = ;Zﬁ;n. Y
" IL

Reescrevendo com o auxilio de (11) ficamos com

1 —sfT i
Co(¥) = 5 D0 (-1 () { DG O%, A AOE,
0<Ls<r
ANdag | AYE A.../\dzﬁ/\'l,bﬁ},

onde, na segunda soma, ji,...,Jr ¢ uma permutagio de 4y,...,i, € a soma &
sobre todos os {i3,...,%4.} C {1,...,n}. Dentre essas permutagies temos duas
possibilidades: ou bem j,...,js ¢ uma permutagio de iy,...,1, e, nesse caso,
Js+15-+.,Jr € uma permutagio de i,41,...,4,, ou bem o bloco 41,...,i, nao
é preservado pela permutagao. Nessa (ltima situacio, cada parcela da soma
contém um fator da forma } 1, OF A dzff = —51';" (por (6)). Também temos
que 5@% = ¢ = 0 e concluimos que, se o bloco i1,...,%s ndo é preservado,
entdo todas as parcelas correspondentes estao na imagem de &. A soma acima
assume entdo a forma

1 s T i1 y0enis A o
a@) = 1 Y (){ B ©F . AL AGE,.

: &
0<Ls<r

A Z{)‘i:"'l'lo“ﬂi.f- dz(:t

Jatdyeeade MEES

AP /\.../\dzﬁ/\i/’)f‘r}+5.f\;‘.‘.

Tutl
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Por outro lado, segue de (14 bis) que

T8 ( 1 T 1a+1, ,'-r o
(@%) Z dzJ ey ¥

o (s
(7‘ — 5)‘ Fot1radr a1 A A dzj,- A let',.

e ficamos com
C- (%) = Z C:(8%) A (@) + dAL, (28)
0<s<r

Observe que, como as AZ sdo obtidas das formas de torgo, a colegio {A7}
define uma forma global, A,, em M.
Seja agora

Co(0%,8%) = Y Co(@)A(B*)™ 1<r<n.
0<s<r

C(©%, &%) é claramente invariante por conjugacho em relagio as transigdes de
T'M ® L e portanto, denotando por K, e Ky as curvaturas de T'M e de L,
respectivamente, temos uma (r,r)-forma global em M

Cr(Kn,Kg) = Z Cs(Kn)ANKg° 1<r<n.
O<s<r

Fazendo
CY(Kn, Kp) = CP(Ep, Kg)A.. A Ci(Kn, Kpg),

do exemplo 9.1.3 temos que

g M,C) 3 [(%)lulﬂ(f{h,KH)] - ¢(T'M®L)

(29)
= (T'M - L*),
onde denotamos v = (v1,...,¥n), W =1 + 200 +---+nvp, e /(TM - L*) é
o sepuinte polinémio nas classes de Chern de VM — L*:
F(IM-LY) = SMT'M-L*)...dr(T'"M - L"). (30)
Invocando (28), concluimoes que
() = CY(Kn, Kg)+09,. (31)

Portanto, se |v| = n, entdo ¥, é uma (n,n—1)-forma e 8%, = dU,. Segue que

HZW(M,C) > [(%)nc”(m] = #(T'M - L*). (32)
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Agora, se P é um polinémio invariante de grau n, entio P(Q) é uma combinagio
linear dos C¥({2) e representamos isso por P(£2) = S{C¥(Q)). Logo,

i

[(ﬁ)"p(m] = S((T'M-I7)). (33)

A igualdade acima elucida as terminologias localizagdo e anulagdo pois, por
(27), P(£2) é exata fora dos zeros de £. Assim sendo, as classes caracteristicas
(T'"M -~ L*), |v| = n, se “anulam” fora dos zeros de ¢ e portanto estdo
“localizadas” em vizinhancas desses pontos. Além do mais, segue de (31) e
do teorema de Stokes que, para |v| = n,

/ CcH(Q) = f (C*(Kn, Kn) +d¥,) = / C¥(Kn, Kr).  (34)
JM M M

Note que a iltima dessas integrais é independente das métricas hermitianas
escolhidas, pois € a integral de uma classe caracteristica de 7'M ®L. Portanto, se
P é um polindmio invariante de grau n, entéo [, P(f)) independe das métricas
hermitianas escolhidas.

9.6 O teorema de Baum-Bott

Seja £ uma segio holomorfa de TVM ® L cujos zeros sao isolados. Se pe M
¢ um tal zero, recorde do lema 9.5.1 que a matriz JE(p) estd definida, a menos
de conjugagao, pelas transi¢des de T'M ® L. p é dito ndo degenerado se
det .JE(p) # 0. Temos entao o

Teorema 9.6.1 Sejam M uma variedade compleza, compacta, de dimensdo
n, L um fibrado holomorfo de posto 1 sobre M e £ wma secdo holomorfa de
T'M ® L, cujos zeros sdo isolados e néo degenerados. Considere as classes de
Chern do fibrado virtwal T'M — L*:

G(T'M —L*) = &(T'M - L*)...e(T'M — L*)

v={(vi,...,¥), n=vwvy+ 2vs + -+ .

FEntio

' . C*(J¢(p))
STM-L") = Y S
;\[ (mécrr=y 8 TEC)

Demonstragao: Sejam py,...,p; 0s zeros de £. Escolha vizinhangas coor-
denadas disjuntas Bae(p;) de cada um desses pontos e, em cada uma dessas
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vizinhangas, tome o referencial holomorfo 8/92,...,8/8z,, onde (21,...,2n)
s50 as coordenadas locais. Seja h; a métrica hermitiana em Bac(p;) definida por

<_(f’_ i) _ {1 ,sej=2¢
dz;’0z/ |0 ,sej#fL.
Tome uma métrica hermitiana hg qualquer em M \ U{p:} e seja {po,p;} uma
particio da unidade subordinada & cobertura M\ UB(p;), B2c(p:). Defina uma
métrica hermitiana em M por h = poho + 3, pih. I; imediato que, para cada
i, a curvatura métrica K, = 0 em Be(p;). Faga o mesmo com o fibrado L,
escolhendo a métrica dada por H; = 1 em Bz.(p;) e Ho qualquer em M\ U{p;}.
Obviamente, Ky = 0 em Be(p;).

Seja P um polindmio invariante de grau n. Usando (27) e Stokes

i i \" i\"
[ ()= [ (&@)-% [ -(m)T®
M\UB.(p:) M\UB.(p:) P BB.(p:)

Vamos estudar fj Be(pi) —(¢/2m)* Y. Em B¢(p;) temos, invocando (18) e usando
Ky, = Kg =0, que E; = —9€;/0z; e que @;; = 0. Logo, P,(£, E} = 0 para
1<r<ne

Po( E) = P(E) = (-1)"P(J§) onde J§ = [3—2]
Por (24) & (26)
T = o3I, = - = (-)™PUOwA@W T (37)

=0
Mas nessas coordenadas

w = Ei é‘f_dz" — <dz’ E)
Ei & gi (gsg)

¢ entdo
5&) _ _(dz,dﬁ) _ (dz1£> (f,df)

<£’£) (5"5)2

Portanto .
)n—-l _ (dz,f) A (_1)11—1 (dz,dﬁ)n_

NG {d,€) .
wh (e €™

(€,€)
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Desenvolvendo o lado direito da igualdade acima, obtemos

w A (Ew)n— {€, 5)"("_1){( H= (n =Dldzy A---Adz,
o — _ (38)
AZ(—])’_’lgid&/\-“/\dﬁi/\" ./\d{n}.
A hipétese det(JE(p;)) # 0 nos diz que
dzi A Adzp = dt(JE)dglA Adt,
e (38) se transforma em
) ( 1) 'J’l'. — 1)' 1—1
ad
I = e & (39)

AN NG A NdEy AdELA - A dy.

Recorde, da segio 3.4.1, o niicleo de Bochner-Martinelli B,. O lado direito
de (39) é precisamente
(2ni)"
det(J€) "
{37) fica entéo

"% t(Jg)
° i\ Pg)
‘("2?) T = daqe®
Mas entao
ARV P(JE) _ P(JE(pi))
f (QW) I= det(JE)Bn T det(JE€(p:))
9B.(p:} @B.(p:)

e (35) assume a forma

_ P(IE(p:))
(QTTQ) B ;det(-ff(}"i))’

M\UB.(p:)
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Portanto,
[r(ze) =m [ P(39) - Tatgn @
M M\UB.(p:)

Segue imediatamente de (30), (33), (34) e (40) que, se v = (v1,...,vn) €
n = v + 2wy + - - - + Ny, entdo

. o CY(JED:))
[ @y -=3 G5

M

e o teorema esti demonstrado. a

9.6.1 Comentarios sobre o teorema de Baum-Bott

O teorema acima apareceu inicialmente em [BB1]. Vamos discorrer um pouco
sobre esse resultado. Observe que (40) nos d4

’ i _ _PUIE(p)
/ d (%Q)  det(JE(p:)’
M\UB. (p:)
Recordando sobre residuos de Grothendieck, temos que o lema 3.4.2 fornece
PUSD)) _ g, (PUDLN 2 Ndkr)
det(JE(p1)) Pi £1...6n

Na demonstragao acima, fizemos uso essencial da hipdtese genérica de que
det(J&(p;)) # 0 para obter (39), o micleo de Bochner-Martinelli. O resultado
de [BB1] retira essa hipdtese e é o seguinte:

Teorema 9.6.2 Sejam M umae variedade compleza, compacta, de dimensdo
n, L um fibrado holomorfo de posto 1 sobre M e £ uma seg¢do holomorfa de
T'M ® L, cujos zeros sio isolados. Considere as classes de Chern do fibrado
wirtual T"M — L*;

C(T'M-L*) = & (T'M—L")...c(T'M — L*)

v=_(r, . ¥} n=uv + 2+ -+ nv,.

/c"(T'M-L*) = D, Res, (CV('M)d&A”'Adf“).
. {r . ’ 61 P §n
M mE(p)=0}

Entao
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Observe que ambos os teoremas, 9.6.1 e 9.6.2, sdo realmente resultados sobre
folheacdes holomorfas singulares de dimensio 1. De fato, um teorema devido
a J. Carrell e D. Liebermann ([CrLb]) nos diz que existem “poucos” campos
holomorfos globais numa variedade compacta de Kihler. Jé campos meromorfos
880 abundantes. Apora, um campo meromorfo é da forma X = &/¢, onde £ é
uma se¢do holomorfa de VM ® L e ¢, uma secio holomorfa de L. Portanto,
se os zeros de £ nio interceptam os zeros de ¢, o principio de localizagdo nos
diz que as classes de Chern de T'Mf — L* séo calculadas em termos de X numa
vizinhanga de cada um dos zeros de £.

Por exemplo, em P{* existem muito poucos campos holomorfos globais. Se-
jam C™ um aberto afim de PZ' e X um campo polinomial em C™. X induz um
campo meromorfo em P¢' e, conseqiientemente, uma folheagdo singular de di-
menséo 1. Tensorizando T'P¢* com uma poténcia suficientemente alta LY, onde
I é o fibrado hiperplano, temos que X define uma, segiio holomorfa global de
T'M QLY pois cancelamos os pélos de X ao longo do hiperplano no infinito. O
mesmo se aplica a M™ C P¢’, uma variedade projetiva lisa. O espago de segdes
holomorfas de TV M QL f“M, NG ®Lf°M), tem dimensdo crescente com k. Além
disso, se k é suficientemente grande, uma secio genérica ¢ € I(T' M ®IL|’°M) tem
seus zeros isolados e ndc depenerados.

9.7 Abplicagoes a folheagdes em espacos
projetivos

Recorde do capitulo 6 a defini¢io de folheagio de dimensio 1 em Pg. Dada
uma tal folheagao F, de grau d > 2, vamos noté-la F¢. Seu fibrado tangente
é Tr 2 (1 -~ d). Suponha que o conjunto singular de F¢, Sing(F9), seja um
conjunto finito de pontos. Escolha um hiperplano em P? que ndo é invariante
por F% e ndo contém pontos de Sing(F?) e chame-o de Hy,. Em C" = Pe\ Heo,
F ¢ dada por um campo polinomial da forma

g o) o a
X = G(Zlag-l-'"-l-zn*,(k—n) +Q1a;+"'+QnE,
onde G # 0 é homogéneo de grau d e os Q; sdo polindmios de grau < d. Suponha
que F¢ é ndo degenerada, ou seja, nos zeros p de X, a derivada DX (p) satisfaz
det DX (p) # 0.
A primeira (e simples) conscqiiéneia do teorema de Baum-Bott é a

Proposigdo 9.7.1 O nimero de singularidades de F2 (ou o nimero de zeros
de X} éadr +d 1 4-..4+d4+1.
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Demonstragio: O campo X tem um pélo de ordem d — 1 ao longo de H e
portanto induz uma segio holomorfa de T'Pg @ {d— 1), cujos zeros sao isolados
e ndo degenerados. O polindmio Cp,, avaliado em DX (p), nada mais é que

Ca(DX(p)) = det DX(p).

Portanto

#{p: X(p)=0} = {M%ﬂ} ———i’;ﬁ%ﬁ%’ = chn(il“’]PI:‘ ~L(1-d)).
Agora, por 3.3.7 e por 8
e (TPE —L(1 —d))
= en(TPR) + 1 (TP er(L(d— 1)) + - + g (L(d — 1))
= o(T'PE) + (d = Vea—rt (TP et (L(1)) + -+ + (d — 1) e (L(1))"
= Cu(T'PR) 4+ {d - Denr (TP h + -+ (d — 1)"h",

onde h ¢ a classe hiperplana. Por outro lado,
(T'E) = (”":l)h‘ 0<i<n

¢ obtemos

en(T'PP — L(1 — d)) Zn: (“H) (d— 1)h™.

=0

Lembrando que f,, h™ =1, ficamos com
"

5 (e

[ (T - L1 - )

"
45 c

B

3=0
= d"+d" 1+ +d+ 1
0

A segunda aplicacio que vamos apresentar ¢ uma generalizagido da anterior.
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Seja V % P¢ uma hipersuperficie projetiva lisa, de grau d,. Suponha
que tenhamos uma foltheagio de dimensio 1 F¢, de grau d > 2, tal que V
seja invariante por F¢, isto é, dado P € V, a folha de F¢ passando por p
estd inteiramente contida em V. Um fato que nfo demonstraremos aqui é que
Sing(F4) NV # @ (veja [So]). Suponha que Sing(F4) NV seja um conjunto
finito de pontos {py,...,px} e considere a restricio de F¢ a V, 1*F%. Essa
¢ dada, numa vizinhanga de cada ponto p; € Sing(F4) NV, por um campo
holomorfo X; tangente a V, com Xi(p;) = 0. Exigimos entdo que esse campo
tenha parte linear nio degenerada em p;, ou scja, det DX; (pi) # 0. Com isso
temos o

Teorema 9.7.2 O nimero de singularidades de F2 em V ¢

n—1
#Sing(FYNV) = 3 [14 (~1)'(dy — 1)*] a1

i=0

Demonstragao: Escolha um hiperplano em P2 que seja transversal a V e néo
intercepte Sing(F9) NV e chame-o de Ha. Em C° = P\ Hoo, F2 é dada por
um campo polinomial X, cuja restri¢io a V \ H,, induz 'i*fl‘.f,\ g+ O fibrado
tangente de F¢ é L(1 — d) e portanto o fibrado tangente a i*F? é a imagem
reciproca ¢"IL{1 — d). Como o campo X tem um pélo de ordem d — 1 ao longo
de Heo, a rtestri¢io de X a V induz uma se¢io holomorfa de 7'V ® L{d-1),
cujos zeros sdo isolados e ndo degenerados. Por 9.6.1 temos entio

) Cn1(DXv(p)) _

#(Sing(FHNV) = det DXjv(p)

f enmt(T'V—1*L(1-d))
{p: X,y (p)=0} v

e nos resta caleular [, co1(T'V — i*L(1 — d)).
Por 2.3.5, o fibrado normal a V é Ny = [V]y e da seqiiéncia exata

0— TV — i*T'PE — Vv —0
concluimos, usando a férmula de Whitney (se¢io 3.3.1), que
(@) = e(V)[Vy),
0 que nos dé
a(V) =aPe) ~c1(V)e([V]y) 1<i<n-1.

Por 2.3.3 ¢ 3.3.7

e(Pe) = (njl)hi e c([Vly) = dsh.
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Isso nos permite calcular indutivamente os ¢;(V') e obtemos

c,-(V)=[Z( 1) (n+1)d";}h" 0<i<n-—1

k=0
Como
en—1(T'V —"L{1 — d))
= ca1(V) + cae(V)cr(L(d = 1)) + -+ + e (L(d — 1))~
= cno1(V) +ena(V)h(d = 1) + -+ A" 7Hd = 1)" 7,

deduzimos que
n—1 i n+1 .
enct(T'V — L1 —d)} = > [(Z (—1) ( ) d‘;) h“'1] (d—1)"
ju=Q k=0
Agora, h é o dual de Poincaré de um hiperplano em Pg e portanto h"™! é o dual
de Poincaré de uma intersecdo de n— 1 hiperplanos genéricos em Pg, ou seja, de

uma reta. Como V tem codimensdo 1, f,, k™! conta as intersegdes de V com
uma reta genérica em Pg. Mas isso é precisamente d,, o grau de V. Logo

/v ea (T'V — " L(1 ~ d))
() o

= ZI[Z( 1) (”“) d"‘“] (d— 11

i=0 Lk=0
n—1 ] .
= ¥ 1+ (V- 1) @it
i=0
O
Observe que, tomande d, = 1 no teorema 9.7.2, obtemos que uma fo-

lheacdo de dimensdo 1 em PP}, de grau d e nio degenerada, possui exatamente
d*~1 4+ d"% 4 ... 4+ d + 1 singularidades, o que nos dé o resultado de 9.7.1.
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