Introducao aos Espacos de Escala
(EDPs em Processamento de Imagens)






Publicagoes Matematicas

Introducio aos Espacgos de Escala
(EDPs em Processamento de Imagens)

Ralph Teixeira
PUC-RJ

impa

232 Coléquio Brasileiro de Matematica



Copyright ® 2001 by Ralph Teixeira
Direitos reservados, 2001 pela Associagio Instituto
Nacional de Matematica Pura e Aplicada - IMPA

-Estrada Dona Castorina, 110

22460-320 Rio de Janeire, RJ

Impresso no Brasil / Printed in Brazil

Capa: Noni Geiger

232 Coléquio Brasileiro de Matem:itica

Aspectos de Modelagem Matemitica em Dinimica dos Fluidos — André
Nachbin

Caleulo Variacional e Controle Otimo — Antonio Leitao

Computational Methods in the Local Theory of Curves — Abramo Hefez e
Marcelo Escudeiro Hernandes

Contornos, Conjuntos Convexos e Autématos Celulares — André Toom

Inteiros Quadréticos e o Grupo de Classes — Antonio J. Engler e Paulo Brumatti
Introduction to Toric Varieties — Jean-Paul Brasselet

Introdugiio aos Espagos de Escala (EDPs em Processamento de Imagens) —
Ralph Teixeira

fndices de Campos Holomorfos e Aplicagdes — Marcio G. Soares e

Rogério S. Mol

Notes on Morse Theory — Daniel V. Tausk, Francesco Mercuri e Paolo Piccione
One Dimensional Dynamics: the Mathematical Tools — Edson de Faria ¢
Welington de Melo

Partial Regularity of Solutions of the 3-D Incompressible Navier-Stokes
Equations — Hermano Frid e Mikhail Perepelitsa

Perfect Simulation of Spatial Processes — Nancy L. Garcia

Riemannian and Submanifold Geometry — Carlos Olmos

Topicos em Combinatéria Contemporinea — Carlos Gustavo Moreira e
Yoshiharu Kohayakawa

Uma Introdugdo Sucinta a Algoritmos de Aproximagio — Cristina G. Fernandes
et al

Distribuigio:

IMPA

Estrada Dona Castorina, 110
22460-320 Rio de Janeiro, RJ
e-mail: dic@impa.br
http://www.impa,br

ISBN: 85-244-0176-1



Conteudo

Preficio vii
Introdugao ix
01 EscalaeCiéncia . ... .. ... ... . . ... ix
0.2 Escala em Computagdo Gréfica . . . ... ... .......... xi
021 Porqueecomo? .. .... .. ... iiuiuuutnnn xi

022 Onde? .. .. ... ... . .. i, xiii

03 EBstruturadoLivro . .. ... ... ... ... ..., xiv
031 ParteI. . .. ... . . . . e xiv

032 ParteIl . ... .. .. .. . xv

033 ParteIIl. . . ... .. ... . i it xvi

034 ParteIV. .. ... .. . . .. .. xvi

035 ParteV .. ........... e e e e e e e e e e xvii

I Ferramentas 1
1 Transformadas de Sinais N&o-Discretos 3
1.1 ConvolugBes . . . v v v v v e e e e e e 3
1.2 TransformadadeFourier . . . ... ... ... .. ... ...... 5

1.3 Transformada Bilateral de Laplace . .. ... ... .. ...... 11

1.4 Transformadas Bidimensionais . .. ... ... .. .. ...... 13

1.5 Exercicios . . . . . . . o i i e e e e e e 16

2 Transformadas de Sinais Discretos 19
21 Convolughes . . . . v v v v v v e e e e e 19
2.2 Transformada de Fourier de Tempo Discreto (DTFT) . ... .. 21
23 Transformada Z . . . .. . ... . .. . . . .. e 24
2.4 Transformadas Bidimensionais .. . .. ... ............ 28
25 Exercicios . . . . . . . . o i e e e e e e 30

3 Transformadas de Sinais Finitos 33
3.1 Convolugdes Circulares . . . . . . . . .. .o . oo i i 33
3.2 Transformada de Fourier Discreta (DFT) . ............ 34

iii



iv

CONTEUDO

3.3 Transformadas Bidimensionais . .. .............. .
34 ExerciCios . . . . . . . e e e e e e e e e

A Fungao Gaussiana e a Equagdo do Calor

41 ATFuncio Gaussiana . . ..... ... ...t
42 AEquagBodoCalor ... ... ... ... ... ... . ... .....
4.3 CasoBidimensional . . . . ... ...................
44 Exerciclos . .. . . .. ... e

II Espago de Escala Gaussiano

5

Espacgo de Escala Gaussiano

5.1 Caso Unidimensional . . . . .. ... ... . i
5.2 CasoBidimensional. . . . . .. . .. .. . . . e
53 Exercicios . . . . . . . L e
Discretizagdo Espacial

6.1 Caso Unidimensional . . .. ... ... ... ... ... ..
6.2 Caso Bidimensional. . . . . .. .. ... ...
6.3 Exercicios . . ... .. .. . .. ...

Discretizagio Temporal

7.1 CasoUnidimensional . . . ... ... ................
7.1.1 Equaglio Explfeita . .. .. ... ... .. ... ......
7.1.2 Equacdo Implicita . . . ...................

7.2 CasoBidimensional . . . . . ... ... ... ... ... ..... -
721 Equagao Explicita . . . ...................
7.22 PEquagdoImplicita . .....................

7.3 Discretizagiio Somente no Tempo™® . . . ... ... ... .....
7.31 Equaggo Explicita . .. ... .. ... ... ... .....
7.3.2 EquagoImplicita . ... .. .. ... ... ........

74 Exercicios . .. .. ... ... ... e

Invariantes geomsétricos

8.1 Motivacio: detecgiodearestas . . . .. .. .. ... ... ...
8.2 Invariantesdiferenciais . . . .. ... ... ... ... . ......
8.3 Deteccodedetalhes . . . .. ... ... .. ... L. ...
831 Arestas . . .. .. ... e
8.3.2 Junges .. ... . ... ... e
8.3.3 Arestas por Laplaciano . .. ................
84 Exerciclos . . . . . .. e e e e

43
43
46
49
51

53

55
56
59
62

65
66
69
72



CONTEUDO ' v

9 Derivadas Discretas 103
81 IntrodugBo. . . . v v v i e e e e e e e e 103
0.2 Discretizaglo . . . . . v . v it it e e e e e e e e 103

921 M4scaras paraderivadas 1D . . . . . .. ... oL 105
9.2.2 Maéscaras paraderivadas 2D . . .. .. .. ... L., 106
8.3 Séries de Taylor e Derivadas Discretas®* . .. ... ... ... .. 107
831 CasolD .. ... .. .. e 107
932 Caso2D . ... ... . e 112
94 Exerclcios . ... ... ... . e 121

10 Abordagens Axiomaticas 123

10.1 Via EquagBes Diferenciais Parcials . . . . . ... ... .. .. .. 123
10.1.1 Casoecontinuo. . . . . . . . o v it i 123
10.1.2 Caso Discreto . - . . . o . i i e e 126

102 ViaConvolughes . . . . . . . v v v i i i e 130
10.2.1 Casocontinuo. . . . . . . . . . ... 130
10.2.2 CasoDiscreto . . . . . . . .. . o e e 132

10.3 Exercicios . . . . v v i i e e e e e e e e e e . ... 133

11 Conclusao da Parte II ' 135

III EDPs Nao-Lineares 137

12 Suavizagio Fora das Arestas 139
12.1 O modelo de Perona-Malik . ... ................. 139
12,2 Detecgio de Arestas via Funcionais de Energia . . . . .. .. .. 146

13 Suavizag¢ao Morfolégica 149
13.1 Movimento por Curvatura . . . . . . ... .. ... ... 150

13.1.1 Definicioe Propriedades. . . ... .. .. ... .. ..., 150

13.2 Formas Multi-Eseala . . . - . . . . . o oot i i i 152

13.3 Computando Movimentos por Curvatura.. . . . . . .. ... ... 154

13.4 A Equagdo do Calor Imtrinseca . . . . . ... .. ... ... ... 155
13.4.1 FiltroMediano . . . . . . . .« o ot oo 158

13.5 Espago de Escala Morfolégico Afim . . . . . . ... ... ... .. 160

136 Bxercicios . . . . . . . . i e e e e e e e e 162

IV Esbogo Primitivo 165

14 Esbog¢o Primitivo 167
141 Bolhas . . . . v - o o e e e e e e e e e e e e e 167

14.1.1 Arvoresdebolhas . . .. .. i ittt 172

14.2 Hierarquia multi-escala . . . . . . . . ... . s 172

14.3 Importancia de bolhas multi~escala . . . . . . .. ... ... ... 175

14.3.1 Tempo de vida efetivo de uma bolha multi-escala . . . . . 176



14.3.2 Volume efetivo de uma bolha . .. . ...
1433 Concluséo . . . . . . . . . v v v vt
144 Exerclcios . . . . . . . . . v i e

15 Singularidades™*

15.1 O Teorema da Fungdo Implicita. . . . . . ... ..
15.2 Trajetdrias de Pontos Criticos . . . . . ... ...
15.3 Classificacfo de singularidades . . ... .. ...

1531 CasoID . . . . ... ... . ...

1532 CasoND . ... ..............
15.4 Genericidade de Singularidades . . . .. .. ...
15.56 Familiasde Fungdes . . . ... ... .... ...

15.5.1 Teorema de Classificagdo de Thom . . . .
15.6 Aplicagiio aos Espagos de Escala . . .. ... ..
15.7 Exercicios . . . .. ... ... ... ... .....

16 Algoritmos

16.1 Detecgodebolhas . . . .. .. .. ... .....
16.1.1 Bolha a partir de méximo local . . . . . .

16.1.2 Bolha a partir de um ponto qualquer

16.1.3 Todas as bolhas de uma imagem . . . . .
16.1.4 Arvoresdebolhas . ... .........
16.2 Deteccio de bolhas multi-escala . . . . . . ., ..

16.2.1 Como determinar pares candidatos?

16.2.2 Problemas e refinamentos . . ... .. ..
16.3 EstruturadeDados. . . . ... ... ... ....

V Referéncias

17 Implementagio de convolugoes

17.0.1 ExtensGesde f .. ... ... .. .. ...
17.0.2 Algoritmos para convolugbes . . . ... .

18 Curvatura de Curvas Planas

18.1 Expressfio em coordenadas cartesianas . . . . . .
18.2 Parametrizagio por comprimento de arco . . . .
18.3 Curvatura de curvasdenivel . .. .. ... ...

18.4 Curvatura das curvas integrais do gradiente

19 Funcoes Modificadas de Bessel

CONTEUDO



Prefacio

Este livro é baseado inicialmente nas notas do curso de Espagos de Escala
lecionado no IMPA em Abril-Junho de 1999 e novamente em Marco-Junho de
2000. Muito da estrutura deste livro foi herdada de [28], j4 que este foi o livro-
texto inicialmente utilizado no curso. O livro amadureceu quando foi escrito
como livro-texto para a Escola de Computagio 2000 (o leitor atento notara
que varios capitulos estdo intactos desde entdo). As principais mudangas desde
aquele livro sdo o acréscimo dos capitulos sobre Equagfes Diferenciais Nao-
Lineares e algum material mais avangado (e bastante tedrico) sobre o uso da
Teoria das Singularidades em Espagos de Escala. (O objetivo é ambicioso: que
este livro seja 1til tanto para o matemdtico interessado na belissima teoria ao
redor dos Espagos de Escala como também para os que queiram diretamente as
suas aplicagdes em Visao Computacional e Processamento de Imagens.

Portanto, ¢ natural que o livro apresente mais material do que o estrita-
mente necessdrio num curso introdutdrio acs Espagos de Escala. Por exem-
plo, os capitulos da primeira parte, sobre Transformadas de Sinais e sobre a
Gaussiana, apresentam material que talvez seja bem conhecido do piblico al-
vo. Também, quase todas as “contas” necessdrias para demonstrar os vdrios
resultados estdo aqui presentes; o leitor que nfo esteja interessado nesses
cdlculos pode ignorar todos os lemas apresentados no livro assim co-
mo as demonstragoes das proposigoes. No entanto, tais cdlculos tendem
a reforgar o método que estd por tris da teoria de Espagos de Escala; sem este
_ método, ha o perigo de a teoria parecer ser um bando de resultados dispersos.

Se¢des que nao s30 necessarias para o prosseguimento do curso sdo marcadas
com ¥ e podem ser sacrificadas dependendo do tempo disponivel. No entanto,
algum do material nestas segdes é extremamente enriquecedor; parte dele é,
acreditamos, inédito. O instrutor encarregado do curso deve analisd-las com
muito carinho.

Por outro lado, este livro nio menciona alguma das conexdes da teoria de
espagos de escala com outras subdreas de processamento de imagens. Enquanto
esta versio é mais completa do que a original, ainda had auséncias lamentaveis:
faltam a relacio entre espagos de escala e wevelets (espagos de escala tradicionals
correspondem a uma wavelet base de primeiro momento nulo) e, como sempre,
mais aplicagGes praticas em visao.

O autor gostaria de agradecer aos colegas Jonas de Miranda Gomes e Luiz
Velho pela motivacio de escrever este livro e por virias sugestbes essenciais a

vii
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respeito de sua organizacio; ao sluno Moacyr Alvim Silva pela ajuda e paciéncia
com revisdes do texto e discussdes esclarecedoras; ao aluno Anderson Mayrink
da Cunha pela implementagio de grande parte dos algoritmos aqui descritos e
pela confecgio de algumas das figuras; e a todos os alunos do projeto Visgraf
que implementaram os algoritmos aqui expostos durante os cursos de 1999 e
2000. No entanto, quaisquer idéias estapafirdias presentes no texto sdo respon-
sabilidade exclusiva do autor!, fora os exatos 97 erros tipogrificos e de célculo
que foram deixados propositalmente para o entretenimento do leitor.

O autor contou também com a ajuda financeira indispensivel do CNPq
(processo 300956/98-3), com a fantdstica infra-estrutura do IMPA e com o apoio
do Departamento de Matemética da PUC-RJ. A estas organizagdes, sinceros
agradecimentos.

10 autor também deve um agradecimento & NovalginaTM que proporcionou intervalos sios
entre acessos febris durante os dias finais de preparo desse manuscrito. Apesar disso, o leitor
deve ter cuidado ao atacar as partes mais herméticas do texto — o autor estd completamente
certo de que tudo que estd mal escrito € claramente culpa de seu estado alterado. :)



Introducao

Neste capftulo, descreveremos brevemente como o conceito de “escala” apa-
rece em varias ciéncias; em particular, notamos que o conceito de multi-escala
(ou processamento em vérias escalas) jd tem aparecido de diversas formas em
Processamento de Imagens e Visdo Computacional. Brevemente, mostraremos
ao leitor que a tecria de Espagos de Escala deve ser considerada ji nos primeiros
mddulos de Visdo Computacional, de acordo com o modelo de Marr em [30).
Por fim, na dltima secfo, listamos os capitulos deste livro notando a sua fraca
interdependéncia.

0.1 Escala e Ciéncia

A percepgio de um objeto depende profundamente da escala em que ele é
observado. Observando a sua méo com o brago estendido, vocé provavelmente
perceberd o seu formato geral, e algumas das texturas maiores de sua pele — as
juncoes dos dedos, o “M” da palma da sua méo e aquela marca de nascenga
que vocé tanto odeia. Aproxime sua mao de seus olhos e vocé comecard a
perceber estruturas que ndo pareciam estar 14 — impressoes digitais e outras
pequenas texturas. Em geral, & medida que um observador se afasta do objeto
observado, detalhes do objeto tendem a ficar “borrados” unindo-se para formar
novas estruturasZ.

Um 6timo exemplo de como a percepgio do mundo muda com a escala é o
video de 9 minutos “Powers of Ten” ([8]), que nos leva numa viagem do limite
longinguo do universo até o interior de um atomo através de mudangas de escala
(visite o website [34] para uma amostra). Outro exemplo é o mosaico da figura 1
que apresenta uma estrutura global bem distinta da estrutura observada quando
examinada em escala mencr (baseado em [11]; veja também o website do Projeto
Visgraf [48]).

Muitos associam imediatamente a palavra “escala” & cartografia. A obten-
¢io de mapas em escalas maiores segue o principio da generalizagdo cartogrifi-
ee (como em [31]), e mapas sdo 1iteis exatamente porque omitem informagdes

23e o observador for miope como o autor, o processo serd grandemente acelerado; por
outro lado, observadores hipermétropes notarao o efeito inverso para um pequeno intervalo
de distincias...
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Figura 1: Um bebé composto por vérias fotos de uma tinica pessoa.

indesejiveis em escalas grandes! As seguintes propriedades bdsicas de mapas
cartograficos (planos) nos perseguirdo pelo resto deste livro:

s Isotropia (ndo héd diregdes preferenciais) — um detalhe é representado da
mesma maneira independentemente de sua orientagio;

¢ Invaridncia por translagdes (nfo hé locagbes preferenciais) — um detalhe é
representado da mesma maneira independentemente de sua localizagio;

o Causalidade (ndio hd detalhes espirios) — detalhes presentes em escalas
maiores tém causa em escalas menores; & medida que a escala cresce,
“novos” detalhes sao introduzidos apenas como consegiiéncia de detalhes
j8 presentes (que, em geral, desaparecem para criar os novos).

O estudo dos fractais é um outro ramo da ciéncia que tem recebido bas-
tante atengdo onde a nogdo de escala parece desempenhar um papel fundamen-
tal. De fato, uma das propriedades mais intercssantes dos fractais é que eles
possuem “auto-semelhanca”, isto é, parecem formar “figuras semelhantemente



0.2. ESCALA EM COMPUTACAO GRAFICA xi

complicadas” independentemente da escala em que sdo analisados. E desta
multitude de detalhes que surge a complexidade de tais estruturas — e, de certa
forma, a nogio de que fractais podem ser modelos melhores para praticamente
todos os objetos do mundo natural (incluindo cbjetos de estudo da prépria car-
tografia, como linhas de costa ¢ montanhas, por exemplo).

Por outro lado, os elementos fundamentais da geometria euclideana, como
“ponto” e “reta’ nfo tém escala, isto é, sBo representados de maneira dnica
através de escalas. Isto quer dizer que tais elementos néo sfo apropriados para
uma representacao multi-escala para sinais e imagens — precisaremos de algum
outro modelo matemdtico.

0.2 Escala em Computacao Grafica

0.2.1 Por que e como?

A idéia de processar um sinal ou uma imagem em diversas escalas ndo ¢
nova em Processamento de Sinais. O primeiro trabalho em detecgio de arestas
que sugere o uso de operadores de diversos tamanhos parece ser [39]. Outro
exemplo simples de representagio multi-escala de um sinal é tomar sucessivas
subamostragens como niveis de uma pirdmide. A esperanca destes esquemas de
representagao é realizar parte do processamento em niveis mais altos, onde a im-
agem é pequena e simples, e s6 descer aos niveis mais complexos se estritamente
necessario. No mesmo espirito, as quad-trees e oct-trees procuram repre-
sentar objetos grificos dividindo-o recursivamente em pedagos menores até que
cada um deles seja “simples” o suficiente, como em [25]. Infelizmente, tais rep-
resentacoes ndo costumam apresentar invariincia por translagtes — translade o
objeto a ser representado e a sua representagac muda violentamente. Uma outra
alternativa bastante estudada nos 1ltimos anos é a representagio por wavelets
(veja [5], por exemplo), que praticamente gera a mesma teoria dos espagos de
escala sob uma abordagem diferente — esperamos abordar mais explicitamente
a relag@o entre wavelets e espagos de escala num trabalho futuro.

Em suma, o processamento de sinais em diferentes escalas simplifica. a com-
putagio; é malis ficil detectar detalhes em escalas maiores, onde o processamento
ndo ¢é distraido por ruido ou textura, e depois, se necessdrio, segui-los para es-
calas menores para melhorar a sua localizago. Assim, queremos uma teoria
que represente um objeto grifico em diversas escalas; que o objeto seja simplifi-
cado & medida que a escala aumenta; ¢ que a representagac seja razoavelmente
robusta frente a algumas transformacoes basicas (translagbes ¢ rotagdes).

A invaridncia por translagdes praticamente impede o uso de subamostragens;
o espaco de escala de um sinal serd representado por algo como a figura a
seguir, enquanto o espago de escala de uma imagem serd algo semelhante &
figura 2; sem querer estragar a surpresa, as figuras sao simplesmente suavizagoes
com filtros Gaussianas de variincia crescente. Mas a idéla n&o é simplesmente
suavizar o sinal em diversas escalas — j4 que criamos uma estrutura adicionando
uma dimensdo extra ao nosso sinal, procuraremos analisé-la como um todo,
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0.2.2 Onde?

Antes de respondermos onde entra a teoria de espagos de escala em Viséo
Computacional, devemos explicar o que entendemos por Visdo Computacional.
O processo de Visao é o problema inverso do processo de sintese de imagens. A
sintese é um problema direto e razoavelmente bem entendido, enquanto a visio
é um problema mal-posto: nao sé pode haver mais de uma descrigao vélida
para uma mesma imagem, mas também pequenas variagbes na imagem podem
levar a descrigbes radicalmente diferentes. O diagrama da figura 3 ilustra esses
conceitos (tanto para Visdio Computacional como para Visfio Natural).

in S <
0 %%
IMAGENS [_ ¥ DESCRICOES

Sintese de Imagens
() T

Processanomto de Imagens: Andlise de Censs:
comyressan, limpen, ... Recanhecimento de padrides, 1A, ...

Figura 3: Panorama da Computagio Gréfica

Um dos modelos mais bem aceitos para o processo de Visdo Computacional
é o modelo de David Marr (de [30]), esbogado no diagrama da figura 4. Este
modelo assume que processos de “baixo nivel” repassam informagéo analisada
a processos de “alto nivel”, formando uma espécie de “pipeline”. De fato, héa
razoes fortes para acreditar que o “pipeline” nio deve ser unidirecional: acredita-
se que, pelo menos no caso da visao natural, é comum que os processos mais
inteligentes retornem dados aos processos mais simples para verificar hipoteses.
De qualquer forma, a teoria de Espagos de Escala deve entrar bem cedo no
processamento, antes do processo de detecgao de arestas. Em particular,
existem indicacdes de que a visdo natural realiza uma andlise multi-escala a
nivel equivalente ou mais baixo do que os primeiros processamentos de deteccéo
de arestas.

Note também que um sistema genérico de visdo nfo tem conhecimento a
priori da relagio entre a escala minima presente nos dados de entrada (chama-
da escalo interna) e a escala dos objetos importantes da imagem — mais uma
motivaciio parta criar uma teoria que encompasse vérias escalas. Pelo mesmo
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TDescrigEo de cena

Reconhecimento de objetos
{através da comparagiio com
protétipos)

Modelo 3D

“Parsing”
{formacSo de objetos)

Esbogo 214D

Formas a partir de
Movimento, Estéreo,
Sombreamento e Texturas

Esbogo primitivo

Processamento de Baixo Nivel:
Filtragem, Detecglo de
Arestas, Agrupamento

Imagem digita

Conversio Fotdnica
{cdmera ou olho)

TLuz (fétons)

Figura 4: Modelo de Marr para Visio Computacional

motivo, é razodvel supor que nenhuma escala scja tratada diferentemente das
demais, ou seja, queremos criar uma certa “homogeneidade” também através
das escalas.

0.3 Estrutura do Livro

0.3.1 Partel

Os-conceitos principais da maioria dos capitulos deste livro podem ser en-
tendidos independentemente dos demais. No entanto, para que o leitor entenda
profundamente todo o método por trds dos espagos de escala, recomendamos
uma boa experiéncia com as ferramentas utilizadas. A parte I se dedica a apre-
sentar tais ferramentas e estabelecer gradativamente a notagio a ser usada no
resto do livro.

Assim, os capftulos 1, 2 e 3 apresentam conwolugées, transformadas de Fouri-
er, a transformada de Laplace ¢ a transformada Z sob o ponto de vista da
Algebra Linear; mesmo o leitor que tenha um bom conhecimento destes tdpicos
pode descobrir que nossa abordagem é instrutiva e revela algumas conexdes
“ocultas” entre estes objetos. Optamos por escrever os casos continuo, discreto
e finito separadamente — mesmo considerando as virias analogias entre eles, hé
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uma surpresa ou outra. H& virios exercicios interessantes, alguns dedicados a
criar familiaridade com o assunto, outros que podem surpreender até mesmo
leitores mais calejados.

O capitulo 4 apresenta a fun¢do Gaussiana, suas propriedades e o papel que
ela desempenha na solugdo da equagdo do calor {ou equagdo de difusao linear).

0.3.2 Parte II

A parte II trata do espago de escala, Gaussiano em si, Iniciamo-la com o
capitulo 5, que define o espage de escala Gaussiano e procura formalizar as suas
principais propriedades, como linearidade, invaridncia por translagdes, semi-
grupo e causalidade (também isotropia no caso multidimensional).

Ja com um olho na implementagio, o capitulo 8 trata da discretizagde nas
coordenades espaciais do espago de escala. A discretizagio é feita de forma a
manter-se as boas propriedades encontradas no caso continuo. O niicleo de Pois-
son simétrico € apresentado como a versdo discreta da Gaussiana, e mostramos
como usa-lo também no caso multidimensional para gerar espagos de escala
discretos no espaco.

No capitulo 7 discutimos o que fazer se precisarmos de uma discretizacdo
em escala — veremos que a equagdo do calor pode ser discretizada de maneira
explicita ou implicita, e resolvemo-la em todos os casos, apresentando os nicleos
“binomiais” simétricos {que sdo de fato trinomiais) e os nucleos geoméiricos
simétricos. Em particular, é possivel discretizar o espago de escala somente
na escala, apesar de ndo sabermos aplicages diretas deste caso — esta situagio
gera o nicleo exponencial siméirico. _

O capitulo 8 discute como obter invariantes geométricos — isto é, expressdes
dependendo das derivadas que procuram encontrar diretamente os detalhes de-
sejados de uma imagem. Apresentamos trés aplicagbes imediatas: detecgdo de
arestas, jungbes e o uso do Laplaciano. Como exercicio, notamos um outro
fato que parece um pouco escondido na literatura de Visde Computacional: o
Laplaciano é um péssimo detector de arestas quando estas tém alta curvatural

O capitulo 9 mostra como gerar o espaco de escala das derivadas de um sinal,
tdo necessdrias para o cémputo dos invariantes geométricos. Como bbnus, acres-
centamos uma, discussio rigorosa de como obter derivadas discretas que pode
ser estendida para o caso multidimensional. Esta discussfo gera méscaras para
derivadas parciais que sdo corretamente assimétricas, e que surpreendentemente
nio sdo exatamente as mais comumente encontradas na literatura.

No capitulo 10, partimos para uma discussio mais ariomdtica que essen-
cialmente diz que o espago de escala Gaussiano é a tinica maneira de definir
um espago de escala que satisfaz as condigdes de linearidade, invaridncia por
translacio, causalidade e simetria (rotacional). De um ponto de vista estri-
tamente tedrico, esta discussfio viria antes da definigio do espago de escala
Gaussiano; preferimos adis-la até aqui para que o leitor possa chegar mais rapi-
damente aos resultados e para que ele adquira mais familiaridade com os espagos
de escala antes de lidar com tais assuntos de interesse mais abstrato.
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Finalmente, o capftulo 11 apresenta em uma pagina uma visao geral do que
seria a detecgao de detalhes multi-escala utilizando nosso método — talvez o
leitor deva vislumbri-lo agora para comegar a se familiarizar com o panorama
da teoria.

0.3.3 Parte II1

Na parte ITI, apresentamos algumas idéias inicias sobre Espagos de Escala
néo-lineares. Esta drea tem sido objeto de intensa pesquisa recentemente e
limitamo-nos apenas a motivar a introdugéo de alguns modelos néo-lineares sem
entrar a fundo na matemética envolvida (2o leitor interessado em mais detalhes,
recomendamos entusiasticamente o livro [9] e as notas de aula preliminares [17]).
Assim, no capitulo 12 abordamos brevemente a idéia de modificar a conduténcia
na equacido do calor para obter equaghes diferenciais que “borrem” pouco a
imagem perto de suas arestas, para que estas sejam mais facilmente detectadas
em escalas majores. Esta é a idéia principal de equagdes como a de Perona-Malik
ali apresentada.

No capitulo 13, apresentamos algumas equagbes diferenciais que séo mor-
folégicas, isto é, equacdes diferenciais invariantes por mudangae de contraste. A
principal destas equacdes é a de movimento por curvatura, que tem propriedades
matemsticas belissimas e jd foi sugerida para gerar espegos de escale de formas
(“shapes”). Mencionaremos a conexéo desta equagio com o filtro mediano e
apenas mencionaremos uma outra EDP que é invariante por transformagoes
afins {chamado de AMSS).

0.3.4 Parte IV

A parte IV trata de uma outra possivel aplicagio dos espagos de escala:
o cilculo de um esbogo primitive baseado no conceito de bolhes (que esper-
ancosamente correspondem a estruturas de uma imagem). O capitulo 14 oferece
uma possivel definigdo para tais bolhas e mostra como estrutura-las e ligé-las
através das escalas, criando bolhas multi-escale. Discutimos brevemente como
calcular a importincia de bolhas multi-escala distintas. A maioria dos resulta-
dos (que esperamos nfo ser contra o senso comum) € apresentada inicialmente
Sem provas.

E no capitulo 15 que oferecemos um gosto da Teoria das Singularidades
que estd por tras dos resultados sobre bolhas. Na verdade, vérios resultados
podem ser obtidos usando apenas o Teorema da Fungdo Implicita que também
apresentamos neste capitulo. Acreditamos que esta é uma étima oportunidade
para apreender um pouco sobre essa teoria tendo como meta, a classificagio dos
eventos de bolhas de um espago de escala Gaussiano.

O capitulo 16 mostra mais explicitamente os algoritmos e estruturas de de-
dos a serem usados no cileulo das tais bothas multi-escala. Estes foram os
algoritmos implementados pelos alunos do projeto Visgraf em 1999 e 2000. Co-
mo o chmputo das bolhas multi-escala pode gerar massivas estruturas de dados,
estamos sempre procurando maneiras mais eficientes (e robustas) de realizé-lo.
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Assim, sugerimos ao leitor interessado que verifique freqiientemente o website
doProjeto Visgraf (www.visgraf.impa.br) onde as bibliotecas serfo apresentadas
- esperamos oferecé-las como software de dominio piblico ao final de nosso
projeto.

0.3.5 ParteV

O primeiro apéndice descreve alguns detalhes sobre como obter extensdes
de um sinal finito ¢ como implementar a convolugdo discreta em cada caso.
Um caso especial é o dos nicleos recursivos, que podem ser implementados de
maneira extremamente eficiente. Tais micleos podem ser usados para aproximar
outros nicleos; por exemplo, apresentamos brevemente a aproximagéo do nicleo
Gaussiano de Deriche (de {7]).

Os outros dois apéndices apresentam material de referéncia sobre a curvatura
de curvas planas (um conhecido invariante geométrico) e sobre as funcdes modi-
ficadas de Bessel (que sio cruciais na defini¢fio do micleo de Poisson simétrico).
A bibliografie que fecha o livro est4 longe de refletir todo o trabalho que tem
sido feito na area de espagos de escala — ela tende apenas a refletir algumas
escolhas pessoais do autor.






Parte 1

Ferramentas






Capitulo 1

Transformadas de Sinais
Nao-Discretos

1.1 Convolucgoes

Seja um operador (ou filtro) L que recebe um sinal unidimensional f (z) :
R — R e retorna um novo sinal unidimensional (Lf)(z): R — R.

Definigao 1.1 L € lincar se
L{f+Xxg}(z)=Lf(z)+ \Lg(x)
pare quaisquer sineis f e g e qualquer constante ) € R.
Definicao 1.2 L € invariante por translagdes se
L{f(z—a)}=(Lf)(z—a)
pore quelquer sinal f e quolquer constante o € R.

Se definirmos o operador translagio dado por Tog (z) = g (x — o) entdo esta
definigdo equivale a

+ LoT,=T,0oL

Filtros lineares invariantes por translagbes sdo muito comuns em processa-
mento de sinais, e portanto merecem uma caracterizagdo mais explicita. Para
tanto, utilizaremos uma “fungao” bem conhecida em processamento de sinais.

Definicio 1.3 A funcdo delta de Dirac (também denominade impulso unitdrio)
é a fungdo com a propriedode de amostragem
+00
fl)é(u) du= f(0) para quelquer f : R — R

-0Q
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que também satisfoz
§(x) =0 para qualquer z #0

A definicio acima nio é rigorosa; de fato, estritamente falando, é impossivel
definir uma fungdo 6 : R — R que satisfaga a definigfo acima. No entanto, é
possivel definir “fungdes generalizadas” tal como § acima em Anélise Funcional®
e, por incrivel que parega, tais “funcdes” podem ser operadas da maneira usual.
Note que em particular tomando f =1

/;-:QE(u) du=1

Portanto, por assim dizer, a funcio delta é nula em qualquer ponto exceto
na origem, onde seu valor ¢ infinito o suficiente para que a srea sob seu grifico
seja exatamente 1,

Note que uma simples mudanga de varidveis nos dd

+o0 +oo

fa)be-u) du= | flz—v)8(v) dv=F{z—0)=f(a)

—oo -0

¢ as fungbes &, (z) = 6 (x — ) formam uma base natural do espago de fungdes;
para tanto, leia a expressdo acima : f(z) é um vetor que pode ser decomposto
como uma combinagio linear (nfio uma soma, mas uma integral) dos vetores
64 (z), cada um com coeficiente dado por f (u).

Proposigao 1.4 Toda transformagcdo linear L invariante por translacées € do-
da por uma convolugdo
+o0

(Lf) () = (F* h) (2} = fu)hiz—u) du

onde h = L6 é a resposta de L ao impulso unitdrio.

Demonstragao. De fato, seja h(z) = (L6) (x). Como L é linear
+o0 o0
ep@=2{ [ swie-va) - [ Lo vhi=
+00
=L° F)L{6(z —u)}du

e portanto, usando a invaridncia por translagoes

+00 +oo

(L} (z) = F ) (L) (x —w)du = F)h{z —u)dz = (f *h) (z)

—o0 —00

1A idéia da Anslise Funcional é definir § (z) como o limite de uma seqiiencia de fungdes
fn (z), todas elas positivas, satisfazendo [ fn () de = 1 e com suportes cada vez menores
com intersecao {0}. Tal limite ndo existe no sentido cldssico, mas pode ser bem definido num
espago de funcionais que inclui de maneira natural.o espago das fungdes f:R— R Parao
leitor interessado, recomendamos [19].
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A fungdo h = L6 é chamada funcdo de espalhamento pontual da transfor-
magéo linear L. Fregiientemente, usaremos a notagiio Lpf = f x h.

Dados dois sinais quaisquer, nem sempre a convelugio entre eles estd bem
definida. No entanto, se nos limitarmos a sinais de quadrado integrével, isto &,
tais que

+00
/ IF @)? du < +oo

entdo a integral da convolugdio converge. Mais ainda, nao é dificil provar as
seguintes propriedades da convolugéo

Proposicao 1.5 Dados sinais f, g e h de quadrado integrdvel

frxg=gxf
(F*g)*h=f*(gh)

fré=f
d(f*g) _df

_ .. 9
dz il A

sendo esta tdltime expressio vdlida sempre gue as derivadas envolvidas forem
vdlidas.

Comentario 1.6 Note que muitas funcbes que ndo sdo diferencidveis passam
a ter derivadas quando introduzimos fungdes generalizadas (como o funcéo delta
de Dirac). Por ezemplo, o funcgdo degrou unitdrio

_J 0,5ex <0
u{z) = 1,sex >0

passa o ter como derivade a funcdo delta
v (z) = 6(z)

Estas “novas derivades” tém as mesmas propriedades dos derivadas “usuais”.

g

1.2 Transformada de Fourier

Uma boa maneira de entender uma transformacio linear é estudar a sua
diagonalizacio. Se {6,} é uma base do espago de fungBes, que outra base di-
agonalizara a convolugdo? Em outras palavras, que vetores sao autovetores da
convolugio?

Se estendermos o nosso espago de fungdes para incluir fungdes complexas, a
resposta é surpreendente.

r

Proposicdo 1.7 A fungdo e, (z) = e*™¥= ¢ wm autovetor do operador Ly
{qualgquer gue seja h).
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Demonstragio. De fato,

+00 )
Luew(z) =hxe, = f h () 2 E—u) gy =

- ( f_ Jr e_;:"“h(u) du) L2y (w) ey, (2)

mostra que e, € um autovetor com autovalor dado pela expressio

. Foo ,
hw)= f h(w) e~ 2 dy
—0Q

Note que a escoltha de uma convolugio (de um h) nio muda os autovetores
que sdo sempre OS INESMOS €., mas corresponde apenas a uma escolha dos
autovalores £ (w). A fungdo h (w) é chamada funcde de transferéncia do filtro
Lp. _

Assim, a operagio Ly f = h* f pode ser realizada da seguinte forma (nova-
mente, compare esta descrigio As transformages lineares em R™):

s Decomponha f na base e,,; neste contexto, ao invés da combinagio linear
usual com um somatdrio, temos

“+00

flz)= " f(w)ew (@) dw

onde os coeficientes f {w) de cada vetor ey tém de ser determinados de
alguma forma;

e Multiplique cada f (w) (que é o coeficiente do vetor e,) pelo autovalor
correspondente h (w);

¢ Recompeonha a combinagio linear para obter Ly f
+eo .
Lnf= [ hw)fw)es (@) du
—co

E o nosso grande problema é: como obter os tais f {w)? Felizmente, podemos
definir neste espago de fungfes o seguinte produto interno entre duas fungdes f
eg

+oo —_

{(f,9)= f{u) g (u) du

Note que a definigio acima satisfaz todas as propriedades usuais de um
produto interno (lembrando que {f, g} = (g, f}).

Afirmacao 1.8

{ewrsews ) = & (W1 — ws)
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Esta afirmacdo nao pode ser demonstrada apenas com o material que ex-
pusemos até aqui, De fato, o leitor que tentar provd-la diretamente de nossas
defini¢bes encontrard integrais divergentes que nio podem ser resolvidas com o
cilculo tradicional. No entanto, este resultado pode ser entendido da seguinte
forma: duas fungBes do tipo ey, (z) = e¥™¥12 ¢ ¢, (z) = €2™¥3% nio se cor-
relacionam, a menos, é claro, que w; = wq (caso em que ¢las se correlacionam
e muito).

Mais importante, esta afirmagdo diz que a base formada pelos vetores e,,
é ortogonal com este produto interno! Assim, os f (w) que queremos serdo
simnplesmente a projegao do vetor f na diregio de ey, isto é

+o0

Flwy={few) = F(w) e 2miws gy,

—oQ
Defini¢ao 1.9 A Transformade de Fourier de uma funcgdo f(t) € dade por
~ +m ]
flw)= f(u)e > du
sempre que esta integral for vdlida.

Note que a notagdo apresentada para a fungao de transferéncia h & consis-
tente com esta definigio.

Proposigao 1.10 (Transformada de Fourier Inversa) E possivel decompor
uma fungdo f(z) como uma “combinagdo linear” dos vetores e, da seguinte
forma

+oo | X
f@= [ fwene

Demonstragao. Usando a defini¢io de f e a afirmacio 1.8 com e ¢ e,

Y . +eoo +oo
f (,w) e2mwx dw =/ f(u) —2miwu 21r1w::: du dw =

- —ec J—co

_re i ([ e i) dum [ s b= £

+o00

Definicao 1.11 A Transformade Inversa de Fourier de um sinal g {w) é deno-
tada por

+o0
§(z) = g(w)e

—C

2riwz dw



8 CAPITULO 1. TRANSFORMADAS DE SINAIS NAO-DISCRETOS

Coroldrio 1.12 A Trensformada Inversa de Fourier nade mnais € do que a
Transformada de Fourier de um sinal “refletido”, isto €, dada g (w)

§=g(~w)

ou em outras palavras, dada f (),

F@)=f(-2)

Uma maneira comum de encarar a Transformada de Fourier em processa-
mento de sinais: f (w) mede o quanto de uma freqiiéncia w estd “presente” no
sinal f(z). De fato, o sinal e, (z) = €¥"**, cuja parte real é cos (2mwz), € 0
sinal “purc” de freqiiéncia w e f(w) é o peso de e,, na reconstrugio de f (z).
Por esse mesmo motivo, diz-se que f (x) é a representagéo de f no dominio do
tempo ou dominio do espaco, enquanto f (w) € a representagio do mesmo sinal
no dominio da freqiéncia. ) X

Note também como a intensidade da freqiiéncia w em Lnf € f(w)h (w),

isto é, ha um ganho de |fz (w)l (possivelmente com defasagem dada pela fase de

h {(w)) na freqiiéncia w quando f passa pelo filtro Ly,. Por esse motivo, quando
o ganho é alto perto de w = 0 mas baixo para |w| grande, dizemos que Ly é
um filtro de passa-baiza (apenas as freqiiéncias baixas sobrevivem a esse filtro).

Por outro lado, se lfz ('w)| é alto para |w| grande e baixo para w perto de 0, Ly,

é um filtro de passe-alte.
Algumas das propriedades bésicas da Transformada de Fourier seguem abai-
X0:

Afirmacao 1.13 As seguintes propriedades sdo vdlidas (f e h sdo sinais quais-
guer; [ (z) =1}

6 =T(w) (e portanto T =6 (w) )
fxh=f.h (e portanto fh=fxh)
9(2) = 8% f=f(z—a) > g(w) = f ()™ (e assim, |§(w)] = |f @)])
9(0) = f () > sw) = 7 (%)
9(z) = f'(x) = & « f = §(w) = (¥).f = 2miwf (w)
A seguir, apresentamos alguns exemplos de Transformadas de Fourier.

Exemplo 1.14

1
a<z<a

—_ 2a’ —_ —_
h(z) { 0, caso contrdrio

e —_— =

aJa 2a —2miw 2rwa

. 1 [ . 1 —2miwmn | ¢ in(2
= h(w) = _/' ~2miwn gy, € _ sin (2rwa)
U=—a
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cujos grificos seguem abaizo (para a = 2):

1
08
0.6

04

0.2

-4 -2 0 2 x 4 -4 -§ v U U
0.2 -0

h(z)

Note como o Transformaeda de Fourier é maior em baizas fregiiéncias {como
w =0, onde f(0) = 1), indicando que h é um filtro de passa-baiza (ndo muito
ideal). Quanto maior o valor de a, mais saliente € este pico. Também vale o
pena noter que quandea — 0, h— b e h — 1, como esperado. Alids, a fungdo
§ é em geral definida através de um limite deste tipo.

Exemplo 1.15

+,0<x< 2
= Fgr Y = —
h(z) { 0, caso contrdrio

1 e—2miwn Ze

. 1 [ .
=>h(w)=-—2~5‘/‘0 ¢ du=2_a —2miw

sin 2TWe  _srie
= e
=0 2rwa

Como fz(w) é compleze, mostramos abaizo o0s grdficos de h(z) e Ifz(w)‘ =

sin 2rwa

Sl pare 6 = 2!

1
0.8
0.6
0.4

0.2

-4 2 o 2 4

-0.2

h(z)

Este exemplo ressalte uma propriedade jd indicada: trensladar h no tempo
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(a unidades pare o direita) simplesmente muda a fase de h {multiplica h por
e~2"wa ) mas ndo muda o seu ganho®.

Exemplo 1.16

_ | cos(2rugz), e <z <a
f=)= { 0, caso contrdrio
a
= flw) = / cos (2mwgu) e” 2T Wy ==
_ 1 (sin(2am (w +wp)) + sin (2am (w — wp))
T o w4 wo W — 1wy

cujos grificos seguem abaizo (pare ¢ =2 e wp = 0.5):

L5

-4 2 0

F
S

.5

Ar\f\l\f\f\nﬂ nﬂl\fmn,\n
y VV-XVVVHU UU!&\:‘VVV\QVU

15 0.5

f (@) fw)

Note como a Transformada de Fourier acusa as fortes presencas das freqiiéncias
w = 0.5. FEstes picos tém altura aproximadamente igual a a e ficam mais
salientes 4 medida que a cresce. Note que como f ndo foi “normalizada”, o
valor de f (w) perto de w = Lwy ird explodir quando e vai para infinito. Esta
observagdo estd associada & propriedade de manutencio de energin a seguir.

Afirmagéo 1.17
[ vwra= [ |fw)| w

Em outras palevres, a energia do sinel f (u) no dominio do tempo € a energia de
f (w) no dominio da fregiiéncia. Isto ndo ¢ surpreendenie jé que os coeficientes

F(w) e os coeficientes f(u) nede mais sdo que decomposicGes de f em bases
ortogonais distintas.

2Literalmente, |FL('w)| = |'i23;‘:° |, mas usamos esta fungio sem o médulo a titulo de

comparagio com o exemplo anterior. As partes negativas simplesmente indicam uma fase de
.
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1.3 Transformada Bilateral de Laplace

Definicido 1.18 Dada uma funcdo f : R — R, definimeos a sue Transformadae
Bilateral de Loplace como

e = [ et

[eo]

A 'Transformada Bilateral de Laplace nada mais é do que a Transformada
de Fourier onde escrevemos s ao invés de 2miw. A diferenca é que em geral s é
real, enquanto 2miw é complexo; se permitirmos que s e w sejam complexos, é
imediato verificar que

§ (w) = £; (2miw)
sf 8
Ly(sy=71 (%)

A integral da Transformada de Laplace pode muito bem nao convergir para
uma gama de valores de s. Em geral, a sua expresséo sé faz sentido se f(t)
apresenta decaimento rdpido quando ¢ — *o0. Neste caso, temos as seguintes
propriedades:

o Norma?®:

00
f®)dt = Ly (0)

—o0
e dizemos que f é normalizada quando
+o0
) dt=Ly(0) =1

o Média:
”=f t£(8) dt = L} (0)

é o valor médio de f.

e Varidncia para fungdes normalizadas:
o= [ (-’ f) da=
—o
o0
= / £2f(t) dt — p* =

= L7(0) - p?

é a varidncia de f quando f é normalizada.

3Esta norma nfo tem relagio direta com a norma Lp apresentada anteriormente, isto &,

1
{(F{t), _f(t))é = [ _:":: LF (&) dt] . Este tipo de “norma” & mais utilizada no contexto de
probabilidades; no nosso caso, utilizaremo-la quande tratarmos de nicleos de convolugao.
Para um nticleo K (2), freqiientemente pede-se que [°° K (&) dt = 1.

00
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s Convolugdo:
Lrspa=Ln Ly

isto é, a Transformada de Laplace leva convolugies em produtos (isto nio
deve ser uma surpresa, j& que a Transformada de Fourier tinha a mesma
propriedade). Portanto, dadas duas fungdes normalizadas f; e fo com
transformadas £y e £3, médias py € po e varidncias o? e 02, a média e a

variincia da convolugo serdo
p=—L(0) ==L (0) L2(0) — £1(0)£5(0) = p1 + peo
0% = L£7(0) — p? = L}(0)La(0) + 2£4 (0)L5(0) + L2 (0)L5(0) — 4 =
= (oF + 1) + 2pp2 + (0F + ) — p* = 0} + oF

onde usamos £ = Lf,.f,.

e Derivada:
Lo (s)=5Ls(s)
jAque Ly =se & =5« f.
¢ Reflexdo:

f2)=fi(-t)=>

= Lo(s) =L, (—8); pg = —p; 0% =0}

Comentario 1.19 Tanto a Transformada de Fourier como a Tronsformada de
Laplace sdo ferramentas bastanie utilizades para resolver equagdes diferenciais,
j& gque ambas transformaem derivadas em multiplicagdes. A titulo de exemplo,
considere a equacdo diferencial parcial com condicdo inicial

OF (x,t) _ OF (z,1)

ot O
Pz, 0) = fo (:E)

Podemos obter a solucdo dele aplicando a Transformade de Fourier & varidvel
z. Assim, no dominio da fregiiéncia
OF (w,t) -
EFrame 2miwF (w,t)
F(w,0) = fo (w)

cuja solugde € claramenie
ﬁ' (w,t) — eZ-.-riwth (,w)

Dada a solugdo no dominio da fregiiéncia, ¢ Transformade Inversa de Fourier
nos dd a solucdo no dominio do espago; neste caso, usando gue b, = e~ 2mwv

F(x,t) = (6_¢ * fo) (z) = fo (z +1t)
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1.4 Transformadas Bidimensionais

A teoria discutida até aqui é facilmente generalizada para o caso multidimen-
sional. Nesta se¢éo, indicamos os principais resultados associados a convolucgdes
e Transformadas de Fourier bidimensionais; a extensio para maiores dimensdes
é imediata.

Definicao 1.20 A funcdo delta de Dirac bidimensionel € a fungdo com a pro-
priedade de amostragem

f flz,y)é(z,y) dA = £(0,0) para qualquer f:R®> - R
R2
gue também satisfaz

§(z,y) =0 pare qualguer (z,y) # (0,0)
Afirmagao 1.21 Defina 6,4, = 6 (z — 20,y — %0). Entdo

P @) b (@13) dA = £ (z0,20)

Afirmaggo 1.22 Tode transformacdo linear L {que leva fungdes de duas vari-
dveis em fungdes de duns varidveis) inveriante por translagées é dade por uma
convolugio

Lf@b)=(f=m @b [ f@)ha—sb-y) dA
onde h = L§ € a resposta de L ao impulso unitdrio bidimensional.
A convolugio bidimensional satisfaz as mesmas propriedades que a con-

volugdo unidimensional. Em particular, a propriedade da derivada da con-
volugéo pode ser aplicada a qualquer derivada parcial:

O(fxg) _O0f . Og
oz _ﬁ*g_f*aa:
(f+g) _0O0f . B¢
Oy _By*g_f*ay

Comentario 1.23 Pode-se realizar o convolugdo em apenas ume das vdrias
varidveis de duas funcdes; por ezemplo, o partir de f(z,y) e g(z,¥) podemos
realizar uma convolugdo somente no primeira varidvel, mantendo y fizo

+00
hiz,y)=frcg= fluy)g(z—uy) du
-_—0
Quando isto ocorrer, usaremos a notagio *, para indicar a varidvel que foi con-
voluida, como indicado acima (se tol varidvel ndo for dbvie do contexto). E
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importante distinguir esto convolugdo da convolugde verdadeiramente bidimen-
stonal! Por exemplo, ndo é surpresa que

B(f*ag) _0F, . _ .. 2
il i E A ALl =

mas para ¢ derivacdo em 1 precisemos de uma regre tipo produto

O(f*s9) _Of dg
& By *z g+ [ *o 3y

Esta dltima forma deve ser aplicade sempre que calcularmos derivadas parciais
com respeito o varidveis gue ndo estdo na convolucdo!

Os autovetores da convolugio sdo agora dados por autovetores da forma

€10,109 (z,y) = elrilunztuay)

que representam de certa forma fregiiéncias puras na diregio {(ws,ws). A
titulo de ilustragéo, segue abaixo o grifico da parte real de ey, .., a saber,
cos (unz -+ way)

Py w =1, we =0.3

Defini¢do 1.24 Dade uma funcdo f : R? — R, definimos a sua Transforma-
da de Fourier como

f(wl}wz) = / f (m’ 'y) 3_2"riw1$e—21riw2-y dA
R2

Note que a sua inversa €

Flzy) = -[ f (wy, wy) e¥TWLT 20 gy oy,
RZ
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Exemplo 1.25 Se h somente depende de uma varidvel, digamos, h{z,y) =
g (z), entdo

lo o] o0
R(wy,ws) = / / g(x) g~ imIMT g—2miuny g dy =
-0 J=co

/oo g (;‘[,‘) 8_211'1'101:1: (/m e_2wiw1ydy) de =
—00 —00

A . sin2mwia
g(wp) lim —————
a—ec UL

ndo € ezatamente a Transformade de Fourier de g (e provavelmente ndo con-
vergird). O problema € que o sinal h(z,y} = g(z) tem energic demais. Mesmo
gue tentemos consertar este problema tornando

_[ 9@, —a<y<a
h(m,y)—{ 0, caso conirdrio

ainda temos

< . sin 2mwsa
b (wy, wp) = § (w) —

»

¢ a transformada de h ainda ndo € eratamente a transformade de g. Estos
observagbes sdo casos especiais da sequinte propriedade.

Proposicio 1.26 Dadas duas fungdes f,g: R — R, construa o produto tenso-
rial

hiz,y) = f (x) g{(y)

Entio a Transformada de Fourier de h €
b (wy, wz) = f (w1) § (wo)

Demonstragiao. De fato
R [e=] o0 X .
h (w1, ws) = f / h(z,y) e 2ruiTe2mWY doyy dy =
—oo J—s0

o0 o0
- / / f (@) g (y)e 2% dg dy =
—00 J —0D0

B (f: fl@)emie d:::) ( /_ :9 (y) e~ 2wy dy) =
= £ (w1) § (wa)

onde assumimos que todas as integrais acima convergem. «

Corolario 1.27 A fungao h(z,y) = 6 (z) g(y) tem Transformada de Fourier
h{wn,wz) = §(w2).
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Afirmagao 1.28 As seguintes propriedades sdo vdlidas (f e h sdo sinais bidi-
mensionais quaisquer; I(z,y) = 1)

§ =1 (wy,ws) (e poﬁant0f='6(w1,w2))
m =fk (e portanto ﬁz = f*ft)
9(z,9) = £ (5~ 0,y — ) =  (ws, w2) = f (wn, wp) e ot (1) = |f])

0(2,9) =  (az,09) =  (wn,un) = = F (2, 22)

o’ @
g aé . s\ » .z
g(z,y) = gi‘ =5 * f = g {wy,we) = (a)f = 2miwn f (wy,wa)

———

1.5 Exercicios

1) Vocé provavelmente ji viu alguma espécie de “equalizador gréfico de
dudic”. Por exemplo, as versGes mais recentes do conhecido programa “free-
ware” Winamp™ tém um equalizador embutido:

Use a linguagem deste capitulo para explicar o que um “equalizador” faz
com um sinal de dudio (idealmente). Alguns pontos que devem estar presentes
¢m sua resposta:

i) Se a amplitude dos sinais que entram e saem do equalizador sfio fin (t) €
Jouz (t) (em funcio do tempo), qual a relagio entre fou € fin?

ii) Qual a fungdo de cada slider no equalizador? O que sdo “60”, “170”,...,
“16K”"7?

ifi) A figura acima mostra uma espécie de gréfico que se assemelha & posicio
dos sliders. Isto seria o grifico de qué?

iv) Se todos os sliders estiverem na posicdo central (0 db), o que acontece? E
se todos estiverem no topo (+20 db)? Qual a diferenca sonora entre esses dois
casos?

2) Um sinal de dudio f;, (£) é processado por um filtro linear gerando uma
saida fout (t). Um modelo para este processamento é

Jout () = (fin * R) (£)

onde k é um nicleo de convolugio e ¢ representa tempo. Tal expressao parece
indicar que fou: (to) (para um #g fixo qualquer) depende dos valores de fi, (2)
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em toda a reta real. No entanto, filtros de dudio vao “cuspindo” a resposta
Jour & medida que f;, entra (isto é, o filtro ainda nio sabe os pedagos de f;,,
“estéio por entrar”). Como explicar esta aparente contradicao? Tendo em vista
este fato, que tipo de nicleo h esperamos encontrar? Mais ainda, se o filtro tem
um tempo de processamento At (isto ¢, mudangas no sinal f;, em ¢ = ¢y 86
podem ser sentidas em fou: em ¢ = 5 + At), como fica a condigio em h?

3) Demonstre as propriedades bésicas da convelugio (Proposi¢io 1.5) e suas
versdes bidimensionais.

4) Demonstre as propriedades da Transformada de Fourier (Afirmagdes 1.13
e 1.28).

5) Mostre que se f{z) é real entdo f(w) = f(—w). Conclua que f(0) é
real. Generalize para a Transformada de Fourier bidimensional.

8) Considere f(x,7) = cos(2mwy 2 + 2rwny) = Ree~2miwiz+w2y), Vamog
encontrar o comprimento de onda e a diregio de f em fun¢do de w1 e ws.
(a) O que sdo as curvas de nivel de f7
(b) D& um vetor perpendicular as curvas de nfvel de f. Que &ngulo este vetor
faz com o eixo z?
(c) Qual a distancia entre as curvas sucessivas que correspondem a f =1 (com-
primento da onda)?

7) Mostre que se f (z) > 0 para todo z, entdo | f (w)| <7 (0) para qualquer
w; em outras palavras, no dominio da freqiiéncia, a componente mais forte de um
sinal positivo é a componente continua. Generalize para o caso bidimensional.
Quando ocorre a igualdade?

8) Uma longa barra numa imagem parece produzir “linhas de freqiiéncias”
na sua Transformada de Fourier. Vamos descobrir porque isto acontece:
{a) Calcule a Transformada de Fourier da fungdo f (z,y) = 6 (z) (versdo ideal-
izada de uma barra fina e longa). H4 tais linhas?
{b) Calcule a Transformada de Fourier da fungdo indicatriz de um retingulo
2m x 2n centrado na origem com lados paralelos aos eixos (isto é, uma funcéo
que vale 1 dentro do retdngulo € 0 fora dele).
(c) Suponha que m >> n, por exemplo. H4 tais linhas (ou segmentos)? Onde?

9) a) Utilize uma Transformada de Sinais (Fourier ou Laplace) para mostrar
gue a solucdo geral f (z) : R — C da Equagdo Diferencial Ordindria

f{z)=-K f(z)
onde K é uma constante positiva, é dada por

7 (z) = KyeVF® 4 Kpe~VE
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b) Utilize uma Transformada de Sinais (Fourier ou Laplace) para encontrar
todas as fungdes F (z,¢) que satisfagam a Equacgio Diferencial Parcial abaixo

#r_ o
012~ o2
F(z,0) = fo(x)
oF
Et— (.’.C, 0) ={

10) Se uma rotagio de coordenadas de angulo @ & aplicada a uma fungéo
f (z,y), como muda a sua Transformada de Fourier?



Capitulo 2

Transformadas de Sinais
Discretos

2.1 Convolugoes

Como no capitulo anterior, considere um operador L cuja entrada é agora
um sinal discreto unidimensional f [n] : Z — R e cuja saida serd um outro sinal
discreto Lf [n] : Z — R. Note o uso de colchetes ao invés de parénteses para
indicar que o sinal é discreto, notagéo que adotaremos daqui por diante.

Nesta se¢io examinaremos brevemente a classe dos operadores L que sejam
lineares e invariantes por translages (cuja definicho é similar & do capitulo
anterior). Desta vez, faremos uso da versio disereta da fungio delta de Dirac:

Definicao 2.1 A fun¢do delte de Dirac discrete (ou impulso unitdrio discreto)
¢ definida por

§[0]=1
6[n)=0sen£0

Coroldrio 2.2 A funedo delte de Dirac discreta € a inice com a propriedade
de amostragem

+oo
Z fle)de] = f0] para qualquer f:Z — R
Note que
+oo
Fflnl= 3" fledéln—q

¢ as seqiiéncias 4, [n] = & [n — o] sfo uma base natural do espacgo de seqiiéncias.

19
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Proposicio 2.3 Toda transformagdo linear invarianie por translagdes € deda
por uma convolugdo discreta

+o0
Lff = (f+Mn = > flolkin-a

onde h = L8 € a resposte de L ao impulso unitdrio.

Demonstragao. Seja h = L6. Entdo como L ¢ linear e invariante por
translagbes

+00 teo
Lf[ﬂ]=L{ > f[ﬂf]5[n—0~']}= > L{flelsin—cf} =

400 Foo
= 3 flelL{sfr—al}= > fldh[n—ol=fxh

a=—0c0 a=—c0

sempre que os somatdrios acima convirjam fortemente.

A funcdo h = Lé é chamada de fungdo de espalhamento pontual discreta de
L; como antes, usaremos Ly f = f * h.

Note que nem sempre a convolugio de duas seqiiéncias estd bem definida
(de fato, até mesmo a demonstragio da proposi¢do acima falha se os somatoérios
nela envolvidos ndo convergirem). No entanto, se nos limitarmos a seqiiéncias
de quadrado somével

+o0
ST IF ) < +oo

entdo a convolugio estd bem definida e as seguintes propriedades séo validas.

Proposicio 2.4 Dadas seqiiéncias f, g e h de quadrado somdvel

fra=gxt
(Fxg)xh=F*(gxh)
Frb=f

A(fxg)=Afxg=f+Ag
onde Af é a seqiiéncia definida por Af [nj= f[n+1] — f[n].

Em particular, sinais finitos (isto é, com suporte finito: n > M = f[n] =0
para algum M) satisfazem todas essas propriedades. Note também que a tdltima.
propriedade vem das duas primeiras, ji que Af = K * f onde K = L —1]é
centrado em —1 (isto é, K [0] = -1).
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2.2 Transformada de Fourier de Tempo Discreto
(DTFT)

Se Ly, é um operador convolucao qualquer definido por Ly {f} = f = h, serd
que podemos diagonalizé-lo? Se sim, que base o faz? Quais os autovetores do
operador convolugdo? -

Proposigio 2.5 A segiibncia ey [n] = ™™ ¢ um autovetor do operador Ly
(qualquer que seja h).

Demonstracao. De fato,

+o0
Lhew I’n,] =hx Ey = Z h [a] e27l't'w('n—a) =

oa=—0o

+-co
= ( Z B [C!] e—Zwiwa) e2miumn — fl. (,w) ew [,n]

[a B tate o]

mostra que €, é um autovetor com autovalor dado pela expressao

-~ +°°
h(w) = Z h o] e ?miwe
Qe =00
Novamente, toda convolugéio tem como autovetores os mesmos vetores €u;
apenas os autovalores h (w) é que mudam de convolugéo para convolugio. Note
uma peculiaridade deste conjunto de vetores: como n é sempre um inteiro,
ew [] = ew+1 [n] para qualquer w. Em outras palavras, basta considerarmos os
vetores e,, para 0 < w < 1 — qualquer outro valor de w apenas repete vetores
jé& considerados.
Como decompor uma seqiiéncia f [n] como combinagio linear desses e,, (com
0 < w < 1) para que possamos realizar a convolugdo via produtos? O caminho
certo € tentar algo na linha do produto interno

+oo
(o) =3 flelgfe]

que estd definido no sentido cldssico para todas as seqliéncias de quadrado
somével. De certa forma, os vetores ey, formam uma base ortogonal (isto néo
faz sentido na anélise clissica — os vetores e, nfo sdo seqiiéncias de quadrado
somavel). Este fato nos sugere o uso do produto interno para decompor uma
seqiiéncia f [n] em componentes de diversas freqiiéncias.

Definicao 2.6 A Transformada de Fourier de Tempo Discreto* (Discrete-Time

10 nome que se dé a esta transformada & bastante infeliz: gostariamos de chami-la de
Transformada de Fourier Discreta, mas este nome é reservado para uma outra situa¢io que
serd discutida no capitulo seguinte: o caso em que f[n] é uma seqiiéncia finita (isto &, um
vetor em R™)
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Fourier Transform, ou DTFT) de uma segiiéncia f [n] € dada por

F@)=(few)= 3 flajetrive

a=—00
sempre que este somatério for vdlido.

Como f (w) é periddica de periodo 1, é comum imaginé-la como uma fungéo
f:o, 1] —Rou f:[~3, 3] — R. Note também que, felizmente, a notagio h
acima é consistente com essa definicio.

Estranhamente, a afirmacio de que os vetores e,, sio ortogonais nos indica o
caminho certo mas ndo é necessdria para demonstrar a férmula da Transfor-
mada Inversa. Ao invés, o resultado que precisamos ¢ um célculo simples cuja
demonstracic deixamos ao leitor:

Lema 2.7

1
/ e*™ day = § [n]
0

Proposicao 2.8 (Transformada Fourier Inversa de Tempo Discreto) A
seqiiéncia f [n] pode ser decomposta como uma “combinacdo linear” dos vetores
ey do seguinie forma

1
finl = [o £ (w) v quy

Demonstragio. Usando a defini¢go de f e o lema acima

f f ,w) e2mwu dw = f Z f a] e—2mwa 2riwn dw =

Q_Z_:mf [o] ( f e2ritn—ajw dw) = a:ﬁm flaléfn—a)=fn]

Definicdo 2.9 A DTFT Inverse de um sinal g (w) € denotada por
1 -
it = [ g
0

Intuitivamente, f (w) mede o quanto de uma fregiiéncia w estd presente na
seqiiéncia f [n); como freqliéncias que diferem por 1 sio indistinguiveis numa
seqiiéncia discreta (e; [n] = €™ = 1 = gg[n]), basta considerar 0 < w < 1.
Diz-se que f (w) é a representagio da seqiiéncia f [n] no espace da fregiiéncia.

As propriedades basicas da DTFT seguem abaixo:
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Afirmagfo 2.10 As seguintes propriedades sdo vdlidas (f e h sdo seqiiéncias
quaisquer; [[n] = 1)

fpl=1
]ﬁ;;] = i §(w—k) (extensio periddica de & (w) )
k=—co
Frhe=fi
fR=Fxh

gl = fln— o] = §w) = f () 72 (e |5 (w)| = |7 (w)])

Exemplo 2.11 Seje h[n] = 1 paran € {-1,0,1} (h[n] = 0 caso conirdrio).
O filtro Ly, é um filtro "“boz”, que suaviza um sinal f. De fato, a convolucdo
substitui f [n] pela média de seus 3 valores vizinhos

fln-U+flrl+flr+1]]
3

Lpfln] =

No espaco da fregiiéncie, tem-se

h(w) = % (¥ + 14 e72™¥) = % (2cos2rw + 1)

cujo grdfico segue abaizo (usando —0.5 < w < 0.5)

-0. -0.2 0 0z, 0.4
4 -0.2

confirmando que h é um filtro razodvel de passa-baiza (mas note que, por ex-
71(0.5)| > |ﬁ(03)| ). Por ezemplo, se f ¢ uma discretizagdo do degrau
unitario, tem-se

emplo,

111
111

f= . J0J0
Fxh=[..[0]0

kel =

fojrd 2

Exemplo 2.12 Por outro lado, se h=[-12 —1], sua DTFT ¢ dada por
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04 02 O 02, 04
h (w) = 2 — 2 cos 2nw
e Ly, € um dtimo filtro de passa-alta. Por exzemplo

f= .. 1010]0]0 1(1(1]1
frh=|..|O]O]JO]-1]1]|0]0O]|O

Comentédrio 2.13 Note que a DTFT corresponde & Transformade de Fourier
da amostragem pontual de um sinal, isto €,

+o0
9(@)= 3 filbls—n]=gw)=F(w)

n=—od

onde § corresponde & Transformade de Fourier “tradicional” (que, neste caso,
€ naturalmente periddica) enguanto f € a DTFT de J. Assim, se utilizarmos
a prdtica (comum em Processamento de Sinais) de identificar um sinel discreto
com uma some de impulsos

Flmg@) = Y Fiklox(2)
k=—oo

a Transformada de Fourier passa a ser uma dnica transformada.

2.3 Transformada Z

Definigio 2.14 Dada ume segiiéncia f[n] definida para n inteire, definimos
a sue Transformada Z (também denominada fungdo geradora) como a série de
poténcias

pr(=Y fin)e"

A Transformada 7 ¢é basicamente a DTFT onde usamos z ao invés de e~ 2™,
Muitas vezes esta substituigio nos permite trabalhar de maneira bem mais
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simples. Em geral, uma série de poténcias desse tipo converge apenas para
71 < |z| < re (para algum ry, r2); em particular, se tivermos uma expressio
para a Transformada Z de uma seqiiéncia vilida para |z| = 1, podemos calcular
a sua Transformada de Fourier via

f(w) = o5 (e72)

Caso a Transformada Z seja bem definida (e diferencidvel em volta de z = 1),
temos as seguintes propriedades:

e Normalizacio
Y flr)l=5(1)

¢ diz-se que f é normalizada quando

nsz [0l = ps(1)=1
e Média
. nimnf (= #5)
e Varidncia
o = ni (n— )=
= n_iwn(n —1) f[n]+ nimn(l —2p) f [n] + & ni:mf [n] =

= ¢f() +p— o’
se f é normalizada.

s Convolugio

’

Ph+fa = PHPf:2

Em particular, se fi e f2 sfo normalizadas, com Transformadas Z dadas
por @1 € o, médias 1 e yo e varidncias of e o3, a convolucgdo fi * fo terd
média g =y + yp e varidncia o2 = 6% + o3. De fato

P =Phefs = P12 =
p=¢'(1)= wi(l)soz(l) + o1 {1)wh(1) = p1 + p2
? =" () +p—p*=
=4{ =¢ (1)502(1) + 201 (1)h (1) + 01 (1B (1) + p — p? =
=( — i + 1) + 2mpz + (03 — pa+p3) +p— 4t
= 0'1 + 0'2
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¢ Reflexfo

falnl = A[-n]=
= @2 (2) =01 (z7%); w2 = —p; 03 =0}
Exemplo 2.15 Do mesmo modo que as Transformada de Fourier e Laplace sdo
ferramentas utilizadas na resolucdo de equagdes diferenciais, a Transformada Z

(ou a DTFT) pode ser usade para resolucio de equacdes diferenciais discretas.
Por exemplo, se quisermos F 1 Z xR — R {al que

Bl Rl - B 1)

Fy[n] = folnl

podemos notar que Fy [n]—F; [n — 1] = (K * Fy) [n] (onde K = [—11] € centrado
em —1) e aplicar & Transformada Z

dor,
5 = (#—L¢n
PRy = Pfo
entdo
or, = " Digp,
Mas note que
(z=1)t _ =t {2ty _ ,—t ﬁ 2 ﬁ 3
e =et(e*) =e 1-!-tz+22 +3rz + ..
vale para |z] = 1. Portanto
2 3t
= ot vy

Note que ¢ DTFT poderia ser utilizada com o mesmo propdsito, mas as inte-
grais envolvidas sdo dificeis de resolver (tente!); a Transformade Z providencia
automaticamente uma substituicdo agraddvel (e~ ao invés de z).

Proposicao 2.16 A solugdo da equagdo diferencial

OF;

o —ArF
€ dada por

F=TixF

onde T, € dade por

o0 " an t2 t3
T‘=ZE(A) =5+tA+5A*A+§A*A*A+---

n=0 "
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Demonstragio. A demonstragao ¢ anédloga & resoluciio do exemplo acima;
basta tomar a Transformada Z da equagéo diferencial e resolvé-la

o, = €P4pp,
portanto, a sclucdo é da forma F; = T; * Fp onde

s B o4
fPA'{"?SOA'f'...

t2

or,=e¥4 =1+tpa+ 5

e aplicando a Transformada Z inversa? terminamos a demonstragio. «

Definicao 2.17 Com a notagdo acima, o nicleo A é chamadoe gerador infinites-
imal do semi-grupo T;. Uma maneira mais sucinta de ezprimir a relacdo entre

AeTté

O, _ y Tosn =T

h—0 h = AT

Note que a condigio de que T; seja um semi-grupo (isto &, T3, * T, = T3, 44,)
& necessdria para que o gerador infinitesimal exista independente de ¢; entdo
podemos ser ainda mais sucintos:

o Th— 6§
A= fim =

Comentario 2.18 A série
o
pr(z)= > fln] 2"
=—00

é conhecida em Varidveis Complezas como série de Laurent da fungdo vy (2).
No ezemplo acima, a expansdo de e'* como série de poténcias de z era simples.
No caso geral, a resposta pode ser obtida usando o IDTFT

1
f [n] = -/; f(w) g2miwn g,

Para escrevé-la a partir do Transformade Z, use a mudange de varidveis z =
— 27w
[

fw) = o5 (2); dz = —2mie™ " dw = —2miz dw

Assim, se C & a circunferéncia de centro 0 e raio 1 no plano complexo

f[n]=[-c§0f(z)z—nﬂ__ifcii-(§) dz

—2miz 2w

2E reconhecidamente varrendo possiveis problemas de convergéncia para debaixo do
tapete...
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e esta seria a formula da “Inverse da Transformade Z7. Usando a teoria de
Varidveis Complezas, pode-se mostrar que: A

i) Se s (z) € analitica no anel r1 < |z| < ro, entdo a série de Laurent cujos
coeficientes f [n] sdo obtides pela férmula acima converge de fato para @y (z)
para r1 < [2] < ro;

ii) Se uma série de Laurent converge para uma funcdo analitica @5 (2) num anel
r1 < |2| < 7, entdo seus coeficientes tém de ser obtidos pele férmula acima.

2.4 Transformadas Bidimensionais

Mais uma vez, nao é dificil generalizar a teoria acima para o caso multidimen-
sional. A titulo de referéncia, apresentamos os principais resultados associados
a convolugdes ¢ Transformadas de Fourier bidimensionais, deixando a extenséio
multi-dimensional ao leitor.

Definicao 2.19 A funcdo delta de Dirac discreta é definida por

§[m,n] = 1, sem=n=0
WU 0, case contrdrio

Afirmag8o 2.20 Defina §; 1 [m, n] =§[m —4,n—k|. Enido

Flmn)= > Fli k)8 lm,n]

jlk=_°°
para qualquer sinal bidimensional discreto f : Z* — C.

Proposigao 2.21 Tode transformacgde linear invariante por translogbes (que
leva f: 22 - C em Lf : Z% — C) ¢ dada por uma convolugio discreta

+o0
Lffmyn] = (fxR)[m.n) = 37 fliklh[m—jn~k

jlk=_°°
onde h = L& € a resposta de L ao impulso unitdrio.

A convolugio bidimensional discreta satisfaz as mesmas propriedades que a
unidimensional discreta. Seus autovetores tém a forma

Cwy,wa [m! n] = ?milwimtwen) para 0 < wy,wz <1
Definigao 2.22 Dada uma seqiiéncie f : Z2 — C, definimos a sua DTFT
COTMo
~ o - - I3
flonu)= 3 fljKletmmie ik g < uy wp <1
Fik=—o0

Sua inverse é

1 p1
f [m,n] — f f f (w1,wz) e21riw1m621riw2n dw1 d’w2
0 Jo
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Afirmacfo 2.23 As seguintes propriedades sdo vdlidas (f ¢ h sdo segiiéncias
bidimensionais quaisquer; I[m,n] = 1)

6m] =1

]I_-["r;,h;r.] = Z §(wy — J,we — k) (trem bidimensional de pulsos)

jik=—00
Feh=fh
fh=Fxh

g[m:n] =f[m_a:n_b] =
= § (w1, w5) = f (wg, wp) e, g () = | £ (w)
Vale a pensa também ressaltar a versio bidimensional da Transformada Z.

Definigao 2.24 Deda uma segiiéncia f : Z2 — R definimos o sua Transforma-
da Z como

o0
P (ZI!ZQ) = Z f[m! n] i
ma=—00
Afirmacao 2.25 Em geral

—2miw —2miw
le 2)

Fw,wo) =y (e

Afirmagdo 2.26 Se f € separdvel em fi e fa, isto é, f{m,n] = fi[m] fa[n],
entdo

s (Zla z2) =¥hH (21)99}'2 (22)
£ (i, wz) = fi (wr) fo (w2)

Em particular, usando esta propriedade podemos construir filtros bidimen-
sionais passa-baixa a partir de dois filtros unidimensionais passa-baixa.

Exemplo 2.27 A Transformada Z do filtro “box” bidimensional centrado em

(0,0

1 -1 — - _
vp (2,y) =5 (sy+ay ™ +27y+a Y +oty e Yy +1) =

Cfltz+zt (1+y+y?
. 3 3

6 que B € separdvel em dois filtros box unidimensionais. O grdfico de B (w1, w,)
é

o
-
[~

\
oo}
il
N=-2
pr——

LN
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0.9.5

B= 1 (2cos2mw; + 1) (2 cos 2w, + 1)

2.5 Exercicios

(1) Demonstre as propriedades bdsicas da convolugdo discreta (Proposigdo
2.4) e suas versdes bidimensionais.

(2) Demonstre as propriedades da DTFT (Afirmagdes 2.10 e 2.23).
(3} Mostre que se f é periddica entdo f*g (se existir) serd também periddica.

(4) Mostre que

Fiw Fag)lj (J;mfm) (J_Z_ng[ﬂ)

{assumindo que os somatérios duplos que aparecem convergem em qualquer
ordem; isto é verdade, por exemplo, se f e g forem sinais finitos).

(5) Considere o filtro b; = [ 1 [ 1] isto &,

1
= on= 0, 1
by [n] { 0, caso contrério

e deﬁila

bnﬁb;l * b1 * ., 3k b}_ = bn—-l %* bl

(a) Mostreque by ==[ 1 [n [ [ (D [ .. [n] 1] isto§,

o=

(b) Calcule &) (w) e use-o para determinar b, (w). Faga o gréfico de b,. Conclua
que b, é um filtro de passa-baixa.
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(6) Considere f =C[ ... [0 01 [ 8] 8% { A ... |(centrado em 1, isto
¢, f[0] = C), onde § < 1. Encontre uma expressao compacta para @y (z) (ela
deve ser vilida para |z]| < ﬁ) ¢ para a DTFT de f. Use-as para normalizar f,
e entdo calcule a sua média e varidncia.

(7) Encontre todas as familias de seqiiéncias f; [n] que satisfazem

O o) = fy ] + £l — 1

Escreva f; em fungfo de fo usando convolugGes.

(8) Uma longa barra numa imagem parece produzir “segmentos de freqiién-
cias” na sua DTFT. Vamos descobrir porque isto acontece:
(a) Calcule a DTFT da funcéo f [z,y] = 6 [z] (uma barra fina e longa discreta).
H4 tais linhas?
(b) Calcule a DTFT da fungéo indicatriz de um retngulo (2m 4+ 1) x (2n + 1)
com lados paralelos aos eixos, centrado na origem.
(c} Suponha que m >>> n, por exemplo. H4 tais linhas (ou segmentos)? Onde?

{(9) Dado um sinal discreto f [r], considere a suavizagio L, f = f * by, onde
hi[ml=1, m=0,1
Nesta quest&o procuramos restaurar um sinal que foi suavizado pela aplicacio

de L]_.
{a) Calcule ¢ (z), a Transformada Z de h;. Usando a série formal

=14z+224+2°+ ..

1-=2

escreva a Transformada Z Inversa de ‘pl—l(ﬁ como

ha[m] = (-1)™, m >0

(b) Mostre diretamente que ho é um inverso de convolucgio de hy, isto &, que
hl * hz = 6

(¢) Considere o sinal fo[n] = (=1)" (n € Z). Calcule diretamente fo * h; e
(.fO * hl) * hg.

(d) Por uma simples inspecéo do sinal fy, vemos que wy = % ¢ uma de suas
freqiiéncias predominantes. Qual o valor de A (wg) = ¢ (e=?mw0)? Qual o
ganho que a convolucio com hs produz na freqiiéncia wg?

(e) O que vocé conclui a respeito do uso de k2 como filtro inverso de A7
[Nota: algumas das propriedades bésicas da convolugo ndo estdo funcionando
aqui; o problema ocorre porque fy e he ndo decaem suficientemente répido em
+co, € a Transformada Z utilizada ndo converge para |z| = 1; dados estes hy ¢
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ha, para que (f = h1) * ho = f é necessdrio que f[n] — 0 quando n — —oo;
surpreendentemente, isto ndo é suficientel]

(10) Poderiamos driblar os problemas de convergéncia no problema anterior
ao calcularmos a Transformada Z Inversa de

1 (2)
A (2) + B?

para alguma constante B.
(a) Considere o filtro

ha[n] = (—1)" (cos @)™ cos((n+ Va), n >0, cosa # £1
Mostre que k3 [n] — 0 quando n — Foo. Mostre que
limo ha {n] = ha [n]

pontualmente. Isto é, hz é um filtro que aproxima hg, mas kg ¢ mais “bem-
comportado™. _ .
(b) Usando que 2 cos (na) = €= + e~ mostre que a Transformada Z de ha
é
¥1 (2)
@3 (z) +tan’ o

(que vale para |z| = 1). Portanto, a convolugio com hg é uma restauragao
parcial razodvel de f * k;.



Capitulo 3

Transformadas de Sinais
Finitos

3.1 Convolucoes Circulares

Desta vez, considere uma transformagao linear L : RY — R¥ (ou CV —
C¥). Estamos interessados nos operadores I que satisfazem a seguinte pro-
priedade

L(ag,al,...,aN_l) = (bo,bl,...,bN_l) = (31)
= L(an-1,20,01, -, aN-2) = (In-1,b0,b1, ..., bn_2)
que é semelhante & invaridncia por translagio dos capitulos anteriores.

H4 uma maneira mais compacta de enunciar tal propriedade: seja & a trans-
formagéo linear dada por S (ap, a1, ...,an-1) = (av—1, 6o, a1, ..., an—2), isto é

[0 0 0 0 17
1 00 00
g 10 00
¥=100 1 00
(000 .. 10|
Entéo a propriedade 3.1 diz que L& = L.
Denotemos a base candnica de RY por
8 = (1,0,0,...,0)
b= (0,1,0,...,0)

Sn-1=1(0,0,0,...,1)

33
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Note que Ldy € suficiente para determinar todos os outros Lé. De fato, se
Lép = (ho, h1, h2, ..., hn)
entéo usando a propriedade 3.1 seguidas vezes obtemos

L& = (hn—1,ho,R1, ..., Ay —a)
L2 = (s, By, iy oo )

Léy_1 = (h1,hay ...y hn—1, ho)

e nesta base L pode ser representada pela matriz

hg hy_1 ... Ml
hi ho . ho
ha hy .« hg
hv-1 hnv_a o Ry

Corolério 3.1 Toda transformagdo linear L satisfazendo 8.1 € dada por uma
convolugdo circular

) N—-1 N-1
(Lf); = (frebY; =D fehiok+ D Fehvajoe = fih(i—k) mod N
k=0 k=gl k=0
pare qualgquer vetor f € RN (ou CV ), onde h = L&;.

O vetor & faz o papel da fungo delta de Dirac dos capitulos anteriores. A
propriedade de amostragem torna-se

(f:aﬂ) = fO

para qualquer vetor f = (fq, f1, ..., fv—1). Novamente, como h = L&y determina.
completamente a transformacio L, usaremos a notagio Lpf = f =, h.

Proposicio 3.2 Dados vetores f, g ¢ h em CN

Frcg=g*.f
(f*cg)*ch:"f*c(g*ch)
Frebp=f

3.2 Transformada de Fourier Discreta (DFT)
Nao é dificil diagonalizar um operador.do tipo Ly : C¥ — CV.

Proposicao 3.3 Se a ¢ uma raiz N-ésime da unidade (o = egﬁi"’), o vetor
e=(La,a®,..,a¥"1) € um autovetor de Ly,
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Demonstragao. A j-ésima componente de Lpe = h * ¢ ¢ dada por

N-1 N-1
> hke(Kymoan = Y hao’F
k=0 k=0

jé que aN =1 = oV i~k = o3~ Entio

N-1
(Lne); = (Z hka_k) o

k=0
Como o somatdrio nio depende de j, concluimos que e é um antovetor
Lpe=Je

com autovalor dado pela expressao
N-1 .
A= Z hke_g_"ﬁ—w
k=0

|

Note que se o percorre todos os valores possiveis para as N-ésimas rafzes da
unidade, os vetores e correspondentes formam uma base ortogonal de C. Nao
é dificil renormalizé-los para obter uma base ortonormal.

N—l)

2wi
Lema 3.4 Os vetores e, = VIF (1,a,02,...,a onde a =e®¥ (parg w =

0,1,...,N —1) sdo ortonormais, isto €,

1, se wy = wq

{wss €wn) = buoyun = { 0, se wy # wy

Agora ¢ simples decompor um vetor qualquer f = (fq, f1,..., fn—1) na base
{ew}y=0,,. n—1- Primeiro, vamos & expressio de cada um dos coeficientes em
€w.

Definigao 3.5 A Transformada de Fourier Discreta (Discrete Fourier Trans-
form, ou DFT) de um vetor f = (fo, f1, ..., fzv—-1) € dada por

i gy N2 -
Ju={few) = W kzﬂfke

Para evitar (ou criar) confusio, devemos mencionar que hd 2 outras defi-
nigoes ligeiramente diferentes da DFT na literatura, trocando a constante na
frente do somatério por :,%,- ou por 1. Também, o nome DFT é urm pouco infeliz
mas consagrado pela literatura (gostarfamos de chamé-la de Transformada de
Fourier Finita). Finalmente, note que com esta defini¢io o autovalor A corre-
spondente ao autovetor &,, de Ly nio é exatamente fbw; ao invés, temos

Lye, = VN fzwew
A recomposigac do vetor f é dada pela Inversa da DFT:
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Corolario 3.6 (Transformada Inversa de Fourier Discreta) Um vetor f
em CV pode ser recomposto como

N-—

f= waew

=0

-

g

ou seja, suc j-ésima componente (na base candnica) € deda por

N-1

l 3 ari
= g 2 fe

w=

A nossa escolha mantém uma certa simetria entre as definiges da DFT e
da IDFT. Se escolkéssemos a constante % na DFT, teriamos que utilizar 1 na
IDFT, e vice-versa. Preferimos a nossa definicio pois, além de simétrica, vem
naturalmente de uma base ortonormal.

Definicao 3.7 A DFT Inversa de uma segtiéncia finita g = {90, 01, .-, gN-1} €
denotada por

- 1 phiat 27r|'jw
=R e

w=0
Intuitivamente fw mede o quanto da freqiiéncia §; esta presente na seqiiéncia
finita de valores {fo, f1,..-, fv—1}. A titulo de ilustracio, no caso em que N
é par, note que a oscilagio mais rdpida que pode ser bem representada por
uma tal seqiiéncia f corresponde a ey = 71!7 (1,-1,1,-1,...,1, —1) (freqgiiéncia
N2 = 1

N =z}
Com esta defini¢ao da DFT, temos:

Afirmacao 3.8 As seguintes propriedades sdo vdlidas (f e h sao vetores quais-
quer em CV; fh representa o multiplicagdo componente a componente)

.1
b= (L1,01)
r———— 1
(1L = = b
Fh=VN fh
fﬁsz*c&

=% = §u = P fw (em particular, |jw| = !fw|)

Comentario 3.9 FFT (Fast Fourier Transform) ¢ VFFT (Very Fast Fourier
Transform) ndo sdo outras transformadas de sinais — tais siglas se referem a
algoritmos ripidos que caleulam o DFT agui apresentada, usualmente quando
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N € poténcia de 2. Tais algoritmos sdo tdo eficientes que fregiientemente é
preferivel ealeular

f*ch=+NIFFT (FFT(f) . FFT (h))
através da expressio do lodo direito do que a pertir do definicdo da convelugdo.

Comentario 3.10 Tombém vale a pena notar que € posstvel calcular f+h para
sinais discretos e finitos através de uma convolugdo circular — basta escolher N
maior do que a soma dos tamanhos dos sinais f e h, que sdo completados
COM ZET08:

f=(ofi fo)=Ff=Uofi - f1-100..0) (tamanko N> L+ M —1)
= (ho b1 . hag—1) = h = (g b1 .. hag—1 00 ... 0) (idem)

= frch=| foho fohi+ fihg . froihm-i 00..0|=fxh
e —_
posigdo O pogigdo 1 pogigdo L+M-—-2

Usando um elgoritmo como o FFT (em geral, escolhe-se N como uma poténcio
de 2)

frhw frh=VN IFFT (FFT (f) FFT (h))

e a convolucdo (ndo-circular!) do lado esquerdo € calculada através de FFT's
(fato que aumenta a confusio entre as diversas Transformadas de Fourier exis-
tentes).

Além do comentério acima, hd uma outra relagio entre a DFT e a DTFT.
Partindo de um vetor f € CV, monte a segiiéncia g estendendo f periodica-
mente, isto é

g[n] = famod N

Entéo
;] N-1 N
§(w) = N c;)faﬁ(w—]—v) para w € [0,1)

{0 lado esquerdo § é uma DTFT; no lado direito, fo é uma DFT). Isto é e, g (em
seu periodo [0, 1)) € a soma de impulsos localizados nas freqiiéncias 0, 1 d N, vy

NN1 cujas amplitudes sdo fos f1s Fas s fin—1, respectivamente. Sucintamente, f
é uma amostragem de gl.
Este fato simples permite o cdlculo exato da convolugao nao-finita

de sinais discretos g[n] = famean (periédico) e i [n] (ndo necessaria-
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mente periddico) via DFTs. De fato, tomando a DTFT de g h:
G*h) (w) =g w)h(w) = («/_ Z fab (w N)) hw) =

- a
gv: ) Z fuh (57) 6 (v~ )
Seja agora v € CV a IDFT (finita!) de foh (&), isto é
Ba = fah (%) a=0,1,..,N—1

(novamente: ¥ e f sio DFTs enquanto i é uma DTFT). Comparando a DFT
de v com a DTFT de g * h e usando novamente a propriedade supracitada
(g# h') [n] =Unmod N
Resumindo:
Proposigao 3.11 Se g ¢é um sinal discreto peridédico (extensdo periédica de f
eujo tamanhe € N) e h é um sinal discreto qualquer, entdo
g * h = extensdo periédica do sinal finito v

onde (DFT (v)), = (DFT(f)), h (%) ,w=0,1,.,N—1
sempre que g * h ezistir.

Este processo serd fundamental para o cdlculo computacional de convolugdes
entre dois niicleos infinitos discretos — veja o apéndice sobre convolugdes (pense
bem: que outra maneira vocé teria de calculd-las?).

3.3 Transformadas Bidimensionais

A generalizagiio da DFT para o caso bidimensional parte da escolha das
dimensdes M x N dos sinais a serem utilizados. A fungio delta de Dirac e sua
propriedade de amostragem sgo idénticas ao caso discreto. A titulo de notagao,
usaremos I, = {0,1,...,n — 1}.

Proposigao 3.12 Toda trensformacdo linear (que leva f : Iy x Iy — R
em Lf : Ins x Iy — R) invariente por translagles circulares em ambas as
direcGes (de Ips e Iy ) € dada por uma convolugdo circular

M-1N-1

Lfm,u = (f *g h’)m,n = Z Z fj,kh(m—j) mod M,(n—k) mod N

=0 k=0

onde h = L6 € a resposte de L ao impulso unitdrio.
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Os autovetores desta convolugo circular tém a forma
1 i ®imat
(eﬂu.wz)m,n = me wi( Fhmtiin) para (wi,ws) € Ing X Iy
Definigao 3.13 Dada uma matriz (ume irnagem monocromdiica) f : Ip X

Iy — R, definimos o sua DFT como

M—iN-1
1

Funun = TN 30 Fiae 2 RIYRE) parg (wy,w) € Ing x Iy

=0 k=0

Sua inversa é

fm,n = m ‘wl’wzeZﬂi(%m+y§n)

gE 1 ][;if= ! &
vVMN vVMN
e 1 ..
ko = ———F.h
freh= !
—_
h=———Ffx*.h
h= ! *e

gmn = fim~a) mod M,(n~B) mod N => Gy p = Jury 0, e2ri(ws fy+waf)

Exemplo 3.15 Ezibimos aqui ume imagem monocromdtica e a sua Transfor-
mada de Fourier. A imagem & esquerda foi renormalizade pera que preto=0 e
branco= 1. O brilhe do imagem & direite foi alterado para maior visibilidade e
sua coordenada (0,0) estd no centro da figura.

Novamente, a seguinte afirmacggo € essencial para o cdlculo de convolugbes
com imagens que sdo estendidas periodicamente ou por espelhamento.
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Afirmacao 3.16 Seja g a extensdo periddica de uma imagem f

g [m:n] = frmmod Mnmod N

entdo

(g * h) [ma ﬂ.] = Ummod M,n mod N

~ fUun Wa

ONnde Dy g = faun ugh (ﬁ’ N) ¥{wy,we) € Ing X Iy

3.4 Exercicios

(1) Demonstre as propriedades basicas da convolugio circular (Proposigéo
3.2) e suas versdes bidimensionais.

(2) Mostre que os vetores e,, sdo, de fato, ortonormais (Lema 3.4).
(3) Demonstre as propriedades da DFT (Afirmacdes 3.8 e 3.14).

(4) Mostre a relagdo entre a DFT e a DTFT para sinais peri6dicos

N—-1 oo
gn] = famean = Z Z feb[n— (Nj+k)] =

k=0 j=—o0
N-1
= §{w) =-\;—N > faé(w— %) para w € [0,1).
a=0

Dica: o valor da DTFT de I [n] indica que

00

S el = f: S(k—a)= i §(—k —a)

j=—c0 k=—00 k=—o00

para qualquer a; vocé vai querer também usar o escalamento da fungfo delta

§{azx) = éé‘ (z)

(5) Considere a imagem f;; a seguir, de tamanho 256 x 256 (branco= 1,
preto= 0). A figura da direita representa a magnitude da DFT de f, cujo brilho
foi alterado para maior visibilidade. A freqiiéncia (0,0) corresponde ao centro
desta figura. As linhas brancas mais fortes sdo as indicadas pelas setas (de fato,
estas eram as tlnicas razoavelmente visiveis antes da alteragéo em brilho; mais
exatamente, tais “linhas” sfo compostas por vérios segmentos concatenados):
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fasexose fas6x256

{a) Calcule a DFT da imagem M x N dada por f;; = 8 [f]. H4 tais linhas?
{b} Calcule a magnitude da DFT da imagem de um reténgulo (2m 4+ 1} x
(2n + 1) com lados paralelos aos eixos, centrado na origem.

(c) Suponha que m >> n, por exemplo. H4 tais linhas? Onde estdo as mais
fortes? Mostre que tais linhas diminuem de intensidade & medida que nos afas-
tamos da origem do dominio da fregiiéncia.

(d) As figuras acima parecem contradizer (c): do centro para as bordas, vemos
uma linha forte (indicada pela seta central), algumas linhas fracas paralelas
& central e entdo duas linhas mais fortes (indicadas pelas outras duas setas).
Como explicar esta aparente contradigio?

(6) Este exercicio requer o aux{lio de um programa que calcule a DI'T de
uma imagem bidimensional e realize operagdes mateméticas; qualguer bom pa-
cote matemdtico terd tal capacidade.

(a) Utilize uma imagem teste & sua escolha, digamos, f [z,y]. Calcule a sua DFT

f [w1,ws) = 7 [wy, wa] €®1:%2] ¢ extraia a magnitude | f [wl,wg]l =1 [wy,ws] €

a fase ei®lm1 2], Tente reconstruir a imagem f fazendo a IDFT da magnitude,
#[21, z2]; vocé reconhece a imagem original? Tente varias formas de visualizagio
— veja a magnitude, a fase, a parte real e a parte imaginria de 7 (que é com-
plexa). Faga 0 mesmo reconstruindo a imagem como a IDFT da fase giflwswal,
Qual das reconstrugdes reteve mais caracteristicas da imagem original?

(b) Agora tome duas imagens f e g de mesmo tamanho. Repita o processo do
item anterior obtendo as imagens 1, €%/, r, e e%s. Agora multiplique-as para
obter 7% e r,e'% e entdo aplique a IDFT a ambas estas imagens (ndo se
esqueca de visualizé-las em vdrias formas). Vocé consegue reconhecer alguma
das imagens originais?

(¢) De acordo com a andlise acima, qual das duas componentes da Transformada
de Fourier Discreta parece ser mais importante no reconhecimento de estruturas
de uma imagem: a magnitude (amplitude) ou a fase?






Capitulo 4

A Funcao Gaussiana e a
Equacao do Calor

4.1 A Funcao Gaussiana

Definigao 4.1 A funcdo Gaussiana (também conhecide como distribuigdo nor-
mel) de varidncie o? € a fungdo dada por

1 ol
G(x)z\/z_qme b

O pardmetro ¢ é costumeiramente chamado desvio-padrde de G (z). Como
G (x) é uma func¢éo par (G (z) = G (—xz)), é imediato verificar que sua média ¢
i = 0. Antes de prosseguir, devemos mostrar que G (x) ¢ uma funcio normal-
izada.

Proposicao 4.2 Se G (z) € dada pela férmula acima, entdo
+o0
G(z)dz=1

—0Q

Demonstragio. Seja A o valor da integral acima. Um truque interessante
¢é passar o problema para o cilculo de duas varidveis

= ([ Zatwe) ([ Ta0a)-

= f 1 sk (@) ga
R

2 2mo?
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e ertdo usar coordenadas polares

A? = L - drdp =
e 2mo?

2 —+oo
= 51;7/ / re" 2" dr df =
1] 0

1 o0
= Fﬂ'j (27?) [—026—#73 = 1

r=0

Como claramente A > 0, temos A =1. «

A partir de uma fun¢io Gaussiana, cria-se um filtro Gaussiano Lgf = f *G.
Filtros Gaussianos sgo muito utilizados em processamento de sinais pois eles
nos déo filtros de passa-baixa que ndo geram oscilagSes, como veremos a seguir.

Lema 4.3 Dados b ¢ ¢ reais, c >0

oo+bi 2 +o0 2
f e % dz =f e dx
—ood-bi -0

Demonstragfio. Este fato pode ser demonstrado usando fatos de célculo
de duas varidveis (Teorema de Green); preferimos uma demonstragao ansloga
mas mais sucinta por utilizar o jargio de Varidveis Complexas: considere no
plano compiexo o retdngulo R com vértices —a, a, a -+ bi, —a + bi. Como e
¢ analitica dentro deste retdngulo, tem-se

f e~ dp = 0
R

b
f e—r.'(cv.+ti)2 dt
0

dt =

< fb Ie—c(a+ti)2
—Jo

b _ b
= / (' =2") g = ¢~ / et dt < e’ (be®)
0 0

a+bi 2
f e %% dz
i

O mesmo pode ser feito para o outro lado vertical do retangulo; assim

a 2 a+-bi 2
f e dx uf e % dz
—a —a+bi

Tome a — 00 € o resultado estd demonstrado. «

< 2be—ca"e?

Proposigéao 4.4 A Transformade de Fourier de um filtro Gaussiano de vari-
éncia o? é dada por

(“;.(w) = 6—262772102
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Demonstracio. Basta completar os quadrados no expoente para obter

oo 1 2 i
e-—m:ﬂ e— Wlwmdx —

—eo V2o

o0 1 1 2. 32 2 2.2
= e—m(z+2a mw) dz e2cr .(—-w w ) _
V2m

—co V2TO

+ootdniwe?
_ f 1 6—#:‘;2(1:[: e-z-.-rzar’wz
—ootdmwiwea? V 2no

Pelo lema acima, a integral & esquerda pode ser calculada de —oo a oo; portanto,
pela proposiciio 4.2, ela vale 1; entgo

é‘rf(w) — '3—2'rr2¢:r'2'u)2

Note que & §é, a menos de uma constante de proporcionalidade, a Gaussiana

de variincia (ﬁ)2 Seguem abaixo os grificos de G (z) e G (w) para o2 = 2

(note que as escalas dos graficos sdo diferentes):

0.8[
0.6
0.4

0.2]

-4 -2 o 2 4 -1 0.5

G (z)

g

Corolério 4.5 A Transformada bilateral de Laplace de G (z) é
Le(s)= eho’s?
Coroldrio 4.6 A wvaridncia de G ¢, de fato, o2, isto é
L£A(0) = o?
Por comodidade, daqui por diante utilizaremos 02 = 2t para obter a notagéo

1 1.2

Gt ((L‘) = me'ﬂm
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¢ portanto
G't (,w) - e—-4‘n'2w2t
Lg (s) = gt

Vale notar que o niicleo Gy € conhecido em Equacdes Diferencias Parciais como
nicleo de Poisson ou ndcleo do celor. Repetindo: G nada mais é do que um
niicleo Gaussiano de variincia 2t. O motivo desta escolha de representacio
ficard claro em breve.

Proposicio 4.7 (Semi-grupo) A convolugdo de dois nicleos Gaussianos de
varidncias o% e 0% produz um nicleo Gaussiano de varidneia o} + o3, isto é

Gy, *x Gi, = Gyt
Demonstragio. Basta notar que

'CGH (8).66‘2 (s) = 632(t1+t2) = L"Gt1+tz {s)

Finalmente, cdlculos que deixamos a0 leitor mostram que:
Afirmacao 4.8 O micleo Gaussiano Gy () satisfaz
o6 _ o6
ot Ox2
}in{% G, (z) =6(z)

4.2 A Equacao do Calor

Apesar da nomenclatura ser consagrada, a equagio do calor descreve nio
56 a maneira como calor se difunde em um meio homogéneo, mas serve para a
difusdo de qualquer substdncia que obedeca a Lei de Difusdo de Fick:

Afirmagao 4.9 (Lei de Difusao de Fick) A difuséo de uma substdncia A
em umae substincie B se propaga da regido de maior densidade pare as regides de

menor densidade; a toza de difusdo € proporcional ao gradiente da concentragdo
de A em B.

Em outras palavras, se v é a velocidade de propagacio da substancia A e p
¢ a densidade de massa de A em B, entfo a Lei de Fick diz que

v=-KVp
para alguma constante positiva K. No caso unidimensional, isto se resume a

v(z) =— gzg
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Queremos obter uma equagao diferencial que, a partir.desta lei, nos diga a
variagio da densidade p com o tempo. Para tanto, seja M (z,t) a quantidade
de massa no intervalo I = [zg, 2] (para algum xy fixo) no tempo t. Uma simples
lei de conservagiio de massa relaciona v com esta quantidade

oM

5 =Y (@) + v {(20)
Mas a densidade é definida como p (z,t) = 42 (z,t), portanto

Op M _B(—v(x)+v(ze) v
ot dxot Oz T

Esta equag8o ¢ simplesmente a lei de conservago de massa. Se agora uti-
lizarmos a Lei de Fick, obtemos a seguinte equagdo para p

ap 0%
a (x:t) - Ka_mg' (mlt)

Se soubermos a distribuigio inicial de massa p (z, 0), é possivel entdo resolver
esta equagio para descobrir como p varia com o tempo.

De fato, a equagao diferencial acima foi estabelecida para a condugio de
calor em meios homogéneos por J. Fourier antes da sua interpretacio como
um processe de difuséo explicitada acima (a analogia entre os processos de
transporte de calor e transporte de matéria é que foi estabelecida por A. Fick,
em 1855).

Definicao 4.10 A equagio do calor unidimensional (com condicdo inicial) € o
sequinte equacdo diferencial parcial parabolica

OF (z,) _ 0°F (x,%)
o Oz
F(z,0) = fo (z)

Tal EDP também & conhecida como eguagdo de difusdo. Note que tomamos
K =1 (o que fisicamente significa apenas uma mudanga de unidades, e nio
afetard o comportamento da solugio). 1

Proposigao 4.11 A solugdo da equacdo do calor unidimensional

or _or
8t Hx2
F(.’E,O) = fO ((L‘)

€ dada pela convolugdo

Fz,t)=Ge(z)* folx)
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Pemonstragio. Hé vérias maneiras equivalentes de resclver a equacéo do
calor: pode-se simplesmente verificar a solugao acima (o que é imediato, usando
a afirmagio 4.8); outra opgio é observar que a transformacio que leva F (z,0)
em F(z,t) tem de ser linear e invariante por translacdes, e portanto dada por
uma convolugio a ser determinada; aqui, preferimos mostrar como encontrar
a solugao aplicando a Transformada de Fourier {em z) a ambos equagdes para
obter uma equacio em £ (w,t)

oF

A 'Hé.t_ -~
P (w,0) = fo ()

= (2miw)? F

entdo

% £ —~4mw2w?E

F(w,t) = fo(w)e
Assim, vé-se que F' (z,t) é dada por uma convolugio de f com a Transformada
de Fourier Inversa de e~47"%"¢; esta poderia ser calculada pela formula da IFT,

mas j& sabemos que é G, (z); entdo

F(z,t) = fo(z) * G: (z)

A figura a seguir mostra o gréfico de um sinal fo (z) e da correspondente
solucdo da equagdo do calor F (z,t) = fo (z) * G; {z):

0 ",

A condigfo inicial fp (z)... .6 F(z,t) = Gy (z) * fo (x).

Note um dos efeitos da aplica¢gio da equacgio de difusio a um sinal inicial
fo; a difuso parece fazer com que F fique cada vez mais simples & medida que
t aumenta, tendendo a uma situagio estaciondria (“temperatura constante”);
assim, F'(z,t) parece perder estrutura & medida que ¢ aumenta.
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4.3 Caso Bidimensional

A extensio da Gaussiana ao caso bidimensional é dada pela férmula

G (z,3) = Gu (2) Gu () = e~k ()

4t
Note que a Gaussiana assim definida é uma fungdo separédvel e rotacionalmente
simétrica (de fato, pode-se mostrar que a Gaussiana é praticamente a tnica
funcio com tais propriedades; vide exercicios}. Assim, é fécil calcular a sua
Transformada de Fourier.

Corolério 4.12

é\f (wy,we) = é: (wl) ét ('wg) = 3_47"2 (w?+w§)t

Py

Gh (=) G1 (wy,wa)

Por estes motivos, o filtro Gaussiano Lg, : fo — fo* Gt é um dos mais
utilizados como filtro passa-baixa em processamento de imagens {em geral com
desvio-padrio de no mdximo alguns pixels — o valor exato de ¢ é freqiiente-
mente obtido por experimentacio, sem uma razio mais forte). A convolugiio
com a Gaussiana tende a eliminar rapidamente ruidos de alta freqiiéncia, co-
mo evidenciado nas figuras abaixo {lembre-se que t = 202 nfo & exatamente o
desvio-padréo).
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foxGh foxGa

Corolério 4.13 O nicleo Gaussiano bidimensional também tem a propriedade
de semi-grupo

th * Gﬂz = Giytt,
Afirmacao 4.14 O nicleo Gaussiono Gy (z,vy) satisfaz

G _ _, .G &G
E—V G—EE?-F'W
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Afirmagao 4.15 A solugdo F (z,y;t) da equacdo do calor bidimensional

OF _ _,
5 = V'F

F(I,‘y;O) = fO (xiy)

{onde o Laplaciano € calculado apenas nas varidveis = e y) é dada pela con-
volugdo

Fz,yt) = Gy (z,y) * fo (7, 9)

Assim, um exemplo da equagio do calor em agdo ¢ dado pelas figuras acima
- basta interpretar os indices dos filtros Gaussianos como tempo de difusdo.
Portanto, as figuras mostram F'{z,;t) para t =0, 0.01, 0.02, 0.5, 1 e 2.
Finalmente, a extensio ao caso multidimensional é imediata; basta usar
||

-1
e at

Gg (X) =

1
(4nt)¥
onde x é um vetor em RY, Ent&o, a equagio do calor multidimensional

E—VF

F(x;0) = fo (x)
tem solugéo dada por

F{x2) = G () * fo(x)

4.4 Exercicios

(1) Vamos mostrar que as fun¢des da forma Ce("+¥") si0-as Gnicas fungdes
rotacionalmente simétricas que podem ser decompostas como um produto ten-
sorial de fungdes de uma varidvel. De fato:

(a) Se escrevermos f em coordenadas polares f(z,y4) = g(r,d), entdo f é
rotacionalmente simétrica g% = 0; conclua que toda fungio rotacionalmente
simétrica tem que satisfazer

16f _19f
zOz yoy
(b) Descubra que se f (z,¥) = fi1 (x) f2 () entdo

L@ e L —aqnw

para a mesma constante c.
~ . . . , 2, 2
{¢) Resolva estas equagtes diferenciais e mostre que f é da forma Cea(=+v7),
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(2) Neste capftulo, encontramos a Transformada de Fourier da Gaussiana

1 R
G, (z) = e F o Gy (w) = et W'
vidni
usando argumentos de varidveis complexas. Vamos aqui descobrir duas outras
maneiras de chegar ao mesmo resultado.
(a) Mostre diretamente que a Gaussiana (5, satisfaz a equagao do calor

56, _ 96,
ot Ox?
aplique a Transformada de Fourier a ambos os lados da equacéo e use que Go=146

para obter G;.
(b) Encontre todas as solugfes de

f' (=) = K1z f (z)
f(0)=K>

e conclua que a Gaussiana G; é€ a tnica solugio da equagao

3Gg (Z) _ T
ér 2 G: (=)
a menos de uma constante de multiplicidade. Aplique a Transformada de Fourier
(ou Laplace) na varidvel = a ambos os lados da EDO acima ¢ entdo obtenha G
(vocé vai precisar de Gy (0) =7).
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Capitulo 5

Espaco de Escala Gaussiano

Comeo vimos no capitulo 4, a convolugio de um sinal com o niicleo Gaussiano
tende a eliminar estruturas de escala menor, dependendo da variincia escolhida.
Uma pergunta comum em processamento de sinais é a seguinte: que variéncia
escolher para a Gaussiana a ser utilizada numa determinada suavizagio de um
sinal? O quanto devemos suavizar nosso sinal (ou imagem) de maneira a eliminar
estruturas pequenas e pouco importantes, sejam elas rufdo ou textura ou mesmo
objetos de pequeno tamanho que desejamos ignorar?

Como discutido no capitulo introdutério, um sistema genérico de visio com-
putacional ndo tem informagdo alguma a priori sobre as escalas importantes
presentes na imagem de entrada. A solugio natural é realizar o processamento
de baixo nivel simultaneamente em todas as escalas, deixando a decisio sobre
as escalas a serem ignoradas para os médulos de alto-nivel (mais “inteligentes”)
do nosso sistema de visao.

Assim, nos parece natural definir como o espago de escala de um sinal a com-
posigéo deste sinal convoluido com Gaussianas de todas as varidncias possiveis.
Esse processo aumenta & dimensdo da nossa estrutura de dados em 1: um sinal
unidimensional gera um espaco de escala bidimensional, uma imagem gera um
espaco de escala tridimensional, e assim por diante. A dimensio extra € a escala.

Devemos notar que o objetivo da criagio de um espago de escala nio é so-
mente o de suavizar um sinal em diversas quantidades. Queremos também, se
possivel, aproveitar as estruturas do sinal vistas afravés de escalas distintas.
Por exemplo, uma aresta detectada numa escala maior serd trazida para escalas
menores para que se encontre sua verdadeira localizagio na imagem original;
uma bolha multi-escala (a ser definida no capitulo 14) terd importincia deter-
minada por seu volume através de vérias escalas.

Mais tarde, veremos gue € possivel definir espagos de escala usando outros
nicleos de convolugdo ligeiramente diferentes do Gaussiano (capitulo 10); mais
ainda, é possivel criar estruturas semelhantes & espacos de escala que nio vém
de convolugdes. Por este motivo, apresentaremos uma defini¢io para o espago
de escala Gaussiano que envolve a equagio do calor ao invés da convolugio com
a Gaussiana; isto pode parecer um pouco menos intuitivo, mas veremos que é

55
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convenientemente generalizdvel.

Por simplicidade, comegaremos nosso estudo do espago de escala Gaussiano
com sinais unidimensionais. Procuraremos entao descrever matematicamente
algumas das boas propriedades desse espago de escala, criando principios gue
nos guiardo através do livro. S6 entfo estenderemos a teoria para imagens; a
partir daf, a extensio para sinais multidimensionais ¢ imediata.

5.1 Caso Unidimensional

Defini¢do 5.1 Dado um sinal fp : R — R, definimos o espago de escala Gaus-
siano de f como a funcdo F : R X Ry — R (representade por F (z,t) = Fy (z))
que € solucdo da equacgdo do calor

OF,(z) _&°Fi ()
at = Bz
Fy(z) = fo (=)

Coroldrio 5.2 O espago de escala de f pode ser obtido atrevés de convolugdes
com Gaussianas

(5.1)

Fy(z) =G (2) * fo (2)

Veja a figura da pdgina 48 para um exemplo de um espago de escala de
um sinal unidimensional. O espago de escala Gaussiano tem as seguintes pro-
priedades bdsicas:

» Linearidade: a transformagio que leva o sinal original fo (z) ao espago
de escala F; (z) ¢ linear;

» Invaridncia por translagoes: se ¥ é uma translagio qualquer, o espago
de escala de Sfy é &F, pois

K(z) * Sfolz) = S (K(z) « fo(x));
para qualquer micleo de convolugdo K (no caso, K = Gy);
o Causalidade: O sinal fp é simplificado com a escala.

As duas primeiras propriedades vém do fato que a equagio do calor € linear
e todos os seus termos sdo invariantes por translagdes'. Come vimos no capitulo
1, linearidade e invarifincia por translagbes equivalem a exigir que F; seja gerado
por uma. convolugio de um niicleo K; (que pode depender da escala ¢) com o
sinal original fo.

Ja a terceira propriedade, uma caracteristica essencial do espago de escala
Gaussiano, ndo estd ainda bem definida. Para entendé-la methor (e também para
classificar outros tipos de espacos de escala quando eles aparecerem), devemos
formalizd-la.

1De fato, esta tiltima propriedade vale para qualquer equagio diferencial parcial envolvendo
apenas constantes, F e suas derivadas parciais; veja capitulo 10.
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Definigao 5.3 Um cruzamento de zero (CZ} de uma fungdo continua f(z) €
um intervalo fechado [a,b] (possivelmente com a = b) tal que

f (la, b]) =0

lim sinal f (x) = — lim sinal f(x) #0
T—a_ z—by

A definigho acima pode parecer um tanto criptica mas sua explicagiio é sim-
ples: conta-se um cruzamento de zero para f () cada vez que o grifico de f
cruze o eixo Oz. Tal cruzamento pode ocorrer num ponto (se f(xp) = 0 e
f’ (o) # 0 isto definitivamente acontece; tome @ = b = %) ou num intervalo
(pode ser que f seja nio-nula por algum tempo, alcance 0 em a e permaneca ali
até b, s6 entdo mudando de sinal; conta~se um CZ também neste caso). Por
exemplo, f(z} = z? nfio tem CZ’s enquanto f (z) = z% tem um CZ em z = 0.
Se f(z) > 0 em R, f ndo pode ter ecruzamentos de zero (mesmo que f tenha
ZEI08).

Proposicao 5.4 (Causalidade CZ) Dada fy (z) contfnua qualquer, conside-
re o seu espago de escale Gaussiano Fy(z); o nimero de cruzamentos de zero
(CZ) de Fi(z) ndo aumenta & medida que t cresce.

Demaonstraciio. Veja capitulo 10 para uma discussdo mais detalhada desta
propriedade e referéncias. »

Coroldrio 5.5 Se fy ¢ diferencidvel, entdo o nimero de mdrimos e minimos
de Fy (z) ndo aumenta & medida que t cresce.

Demonstragdo. De fato, méximos e minimos (com relagio a z) de F; (z) =
Gi(z) * fo (z) sio CZ de

9o

B G (z) * B
que é o espago de escala de fj (z). »

Em particular, se os detalhes que procuramos forem dados por CZ de ex-
pressdes lineares envolvendo as derivadas espaciais de F}, esta propriedade nos
garante que o niimero de detalhes diminui (ou, pelo menos, nio aumenta) &
medida que aumentamos a escala! Esta idéia serd explorada no capitulo 8.

No entanto, as duas propriedades acima sfo muito restritivas; em breve, ver-
emos que o espaco de escala Gaussiano ndo as satisfaz no caso multidimensional.
Uma. propriedade mais fraca que também reflete a simplificagio do sinal é dada
pelo principio do maximo.

Proposicdo 5.6 (Principio do Méximo) Se F, (z) tem um mdrimo local em
xz =xg (pare t flzo), entdo

GF: (x0)

5 =0
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Se zg € um minimo local

OF; (z0)
~a 20

Demonstragao. A condicio de méximo (minimo) local claramente indica
que %@L (zp) <0 (ou > 0). Como F; satisfaz a equagio do calor, a propriedade
estéd demonstrada. «

De fato, o principio do méximo cldssico diz que F; (zg) desce sempre que
zo for estritamente um méximo local ou fizer parte de um platd méximo local
(mesmo que %IZL (o) = 0 — o leitor que quiser uma abordagem rigorosa pode
consultar [38]); assim, méximos locais “descem” e minimos locais “sobem” &
medida que 2 escala cresce?.

Da figura da pégina 48, é possivel vislumbrar duas outras propriedades do
espago de escala Gaussiano: a suavizago quase que instantinea do sinal original
¢ a propriedade de semi-grupo, descritas a seguir.

Proposicao 5.7 F;(z) € uma funcdo suave (infinitamente diferencidvel) pare
qualguer t > 0 fizo.

Demonstragdo. De fato, note que

b= G e = T o)

que existe pois a fungfic Gaussiana Gy (z) é suave para qualquer ¢ > 0. «

Proposigao 5.8 A partir de um sinal fy(z) montamos o espago de escala
Gaussiano Fy (z). Entdo o espago de escala de hy(z) = F, (x) é dado por
Hy () = Fys, (3).

Demonstragdo. Basta utilizar a propriedade de semi-grupo da fungio
Gaussiana
Hy (z) = Gi (z) * ho () = Ge (%) * (G, (2) * fo (2)) =
= Gryeo (2) * fo () = Foas, (z)

2REis aqui o principio do maximo unidimensional em sua generalidade: suponha que F (z,t)
satisfaz

-

aF PF ar
< Zo —_
gt =mY a2 oY) Bz

em um dominio E do plano z,t onde a (z, t) e b(z,t) sio limitadas e a (z,t) > u > 0 para algu-
ma constante p. Suponha que 0 méximo de F em F ¢ atingido num ponto interior P (zp, fg).
Se Q € um ponto de E que pode ser conectado a P por um caminho de segmentos horizontais
ou verticais subindo (isto &, com t crescente}, entac F(Q) = F (P). Em particular, se E(tp)
€ a reta ou segmento horizontal (t = #p) dentro de E que contém P, F (E(ty)) = F (P). Estes
resultados s8o vilidos também se P estiver na componente E (f5) da fronteira no topo de E

2
(isto ¢, tal que (wo,%p — £) € E para € pequeno positivo), desde que F, ?3_5’ %;f— e %—f sejam

continuos em E U E(ty).
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A demonstragio acima é um tanto desnecessdria se voltarmos & equacio
do calor: a propriedade simplesmente diz que “jogar fo(z) na méquina do
espago de escala, esperar um tempo ty e entdio esperar mais t; é o mesmo que
esperar tp -+ ¢; desde o comego do processo”. De fato, qualquer processo que

seja expresso por uma equacio diferencial do tipo %‘ =F {F, %, ‘g—g—, } terd
esta propriedade.

5.2 Caso Bidimensional

Defini¢io 5.9 Dado uma imagem continua fo : R? — R, definimos o espago
de escala Gaussiano de fo como a fungdo F : R? x Ry — R (denotada F; (z,y)
onde t € Ry ) que € solugdo da equacio do calor bidimensional

OF; (z,y)
ot

Fy (:r,y) = fo (I,y)

De maneira similar ao caso unidimensional, sabemos gue

62Ft (:L‘, y) + 32Ft (-Ta )

=72 =
- V -Ft (msy) - 6.732 ayg

(5.2)

Afirmacgéo 5.10 A solugdo de 5.2 pode ser expressa como uma convolugdo com
Guaussionas bidimensionais

¥ (:I:,y) =G, (an) * fO (z,y)

Comentdrio 5.11 (Separabilidade) A convolucde acima pode ser calculade
através de duas convolugbes com Gaussianas unidimensionais

£ (-'L',y) =G, (y) *y (Gi (:L‘) *z .fO (:E, y))

onde cade convolugdo € feite apenas na varidvel indicada. Este propriedade
facilitard a computacdo dos espacos de escola Gaussianos para imagens.

A figura 5.1 na pidgina 60 apresenta o espago de escala Fi de uma imagem
para nove valores positivos de ¢: 0.25, 0.5, 1, 2, 4, 8, 16 e 32.

Além da linearidade e da invari@ncia por translacbes, o espaco de escala
Gaussiano bidimensional tem umsa outra vantagem: a invaridncia por rotagbes
do dominio.

Proposicéo 5.12 Seje fo uma imagem qualguer e go = Rgfo correspondente
rotacio de fo de dngulo 8. Entio o espagco de escala Gy (de go) € a rotagdo de
dngulo 0 de F; (espago de escala de fo), isto €

G: = Ry Fy
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Figura 5.1: Espago de escala do logotipo do IMPA.

Demonstragao. De fato, como convolugdes sdo invariantes por rotagdes

Ro (F) = Ro (Gy (=, 9) * fo (z,9)) =
= Ry (G (z,9)} * Ry (fo (z,7)) =
) = Ry (G (z,7)) * 9o (z,¥)

€ a proposi¢io segue imediatamente jd que a Gaussiana bidimensional é rota-
cionalmente simétrica (RgG; = Gy). =

Tentemnos agora entender o que seré o principio da causalidade em 2D. Note
que ndo faz sentido falar em nimero de cruzamentos de zero de uma imagem,
jé que em geral os cruzamentos de zero de uma imagem formam um conjunto
de curvas, néo um conjunto discreto de pontos.

Por outre lado, pode-se falar do mimero de méximos e minimos locais de
uma imagem genérica (ou de um sinal N—dimensional). No entanto, nioc é
verdade que o nimerc de pontos criticos diminua com a escala no espago de
escala de uma imagern qualquer.
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Exemplo 5.13 Tome uma imagem cujo grifico consiste de dois morros, um
mais alto do que o outro, conectados por uma fina crista (vejo figura acime) —
a crista evite o que seria um segundo ponto de mdrimo no morro mais baizo.
Aplicando a eguacdoe do calor a esta imegem, a erista desce muito mais rdpido
que o2 morros, e um segundo pico se forma no morro mais baizo. Mais explici-
tamente, uma funcdo que exibe este comportamento é

Fy(z,y) = —2° + day® ~ 4° — 8t + 2t

O leitor pode verificar que F, satisfaz a equagiio do color e tem pontos criticos
em (:I:\/%,O) € (1,:&@), sendo gue apenas ( %’-,0) € mdzimo local (os
outros sdo selas). No entanto, note que este ponio de mdximo nio existe

para t < 0 e portanto € crieado com o aumento de escala. Abaivo estio os
grificos de Fi.perto da origem para t = —0.06,t =0 et = 0.06

05 9 o5 o2 ¥ LTS T B
04 04 04
0.2] 02 02
Ior a0 a0
0.2 02 -02]
0.4 04 0.4

0.1 g 0.1 0z 0.1 g 0.1 0.2 0.1 [} 0.1

02
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Assim, para sinais N-dimensionais, somos praticamente forgados a perseguir
apenas a versio mais fraca do principio da causalidade: o principio do méximo.

Proposi¢io 5.14 Se F; (z,y) tem um mingmo (mdzimo) local em (zqa, yo) (pare
t fizo), entdo

JF,
a—; (zo,20) 20 (<0)

Demonstragao. A condi¢io de minimo local indica que a matriz das se-
gundas derivadas

FF 852
( F

8% F, F

Sydz oy

é positiva definida. Em particular, todas segundas derivadas contendo apenas
uma varidvel

2 oF
8z2’ By?

sdo positivas. Como V2F é exatamente a soma dessas derivadas, V2F > 0. Se
F satisfaz a equagio do calor, a propriedade estd demonstrada. =

Vale a pena notar que a propriedade de semi-grupo ainda vale; pode-se
deduzi-la a partir da equagéo diferencial, ou a partir da propriedade de semi-
grupo das Gaussianas.

Finalmente, o caso multidimensional é uma extenso natural dos resultados
obtidos nesta segio. Novamente, o iinico principio de causalidade que pode ser
perseguido é o principic do médximo — os outros falham (ou néo fazem sentido)
no caso de espagos de escala Gaussianos.

5.3 Exercicios

(1) Encontre os espacos de escala das seguintes fungdes (sugesto: pense nos
autovetores da convolugdo com Gy quals sdo os autovalores correspondentes?)
{a) fo (z) =cosax
(b) fo(x) =sinazx
{c) fo(z) =4sinz + 3.1sin2.1z + 1.85in8.2z — cosx
(d) fo(z,y) = cos (az + by)

(¢) fo(w,y) = sin(az + by)
(f) fo (z,y) = 3sinz+2siny+0.5sin (2z + 3y)+0.6sin (3x — 2y)—cos (z — 1.1y)
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A imagem da questdo 2(f) é a imagem do exemplo na pigina 49.

63

(2) Encontre os espagos de escala das seguintes fungbes (sugestdo: pense nos
autovetores da convolugdo com Gy; quais 880 os autovalores correspondentes?)

) fo(z) =621 +3z2 -2
) folz,v) =23 —y® +sin(2z)

D

(a) folz) =
(b) fo(z) =22
(c) fo(z) =2?
Ed) fo(z) ==
(

(8) Escreva o operador Laplaciano bidimensional V* = 59?2 + -%25 em coor-
denadas polares. Conclua que o Laplaciano é de fato rotacionalmente simétrico.

Sugestde: obtenha primeiro
a i) a
"o~ "8 oy
o__9..98
a0 Yoz "7y

e a partir daf

B LB LE L F 8 3
52 Va2 T Ay? xy@x@y yay Oz
A(rg) L8 & & 8, 8
o a2 TV g +2my8:c3y+y6y o

concluindo que

2 8 106 18 &

b T B S S
Vi=oz o7~ ocE Trar T o2






Capitulo 6

Discretizacao Espacial

Vimos que o espago de escala Gaussiano, definido a partir da equacio do
calor

OF; ) =

Bt
Fo(2) = fo (z)

ou, equivalentemente, a partir de convolugbes com Gaussianas

Ft(a:) = Gt(:l’:) * fg(m)
Gi(z) = 6'5%

Zh @)

1
VArt
tem boas propriedades de linearidade, invaridncia por translagbes e causalidade.
No entanto, para aplicagies computacionais, precisamos responder & seguinte
pergunta: como discretizar o espago de escala Gaussiano? Neste capitulo, vamos
nos preocupar com a discretizagéo no espago (2) mantendo a escala (¢) continua.

E vidgvel nio discretizar a escala t? A resposta é positiva: o espago de
escala ndo precisa ser calculado em todas as escalas simultaneamente; para
encontrar estruturas multi-escala, é suficiente calculd-lo em diferentes escalas
sob encomenda. Assim, a teoria dos espagos de escala com escala continua
pode ser utilizada computacionalmente.

Entdo, como discretizar o espago de escala na varidvel espago? Inicialmente,
apresentamos 3 alternativas?

1. Fazer amostragens de Gaussianas de diferentes varidncias e usi-las co-
mo um nicleo de convolugo discreto. O problema deste método é que os
niicleos encontrados néo satisfazem exatamente as propriedades de causal-
idade e de semi-grupo — portanto, nfo hd garantias de que o sinal se sim-
plifique 4 medida que a escala aumenta.

2. Construir uma teoria de espago de escala discreto a partir dos axiomas
de convohigao e causalidade; podemos descobrir todos os niicleos de con-
volugdo diseretos que tenham tais propriedades e entdo verificar quais (se

65
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algum) se aproximam do nicleo Gaussiano. Este método sera discutido
no capitulo 10; para o leitor interessado, este é o método utilizado em [28].

3. Discretizar a equagdo do calor; é este o método que analisamos na segio
seguinte; ele é mais simples e direto do que o0 método axiomatico, e acaba
apresentando os mesmos resultados.

Infelizmente, a computagio das convolugbes que encontraremos é um pouco
trabalhosa. O apéndice 17 descreve com mais detalhes como implementar con-
volugtes “infinitas”; em particular, para aplicagdes que precisam de uma im-
plementagio eficiente da convolugdo com a Gaussiana mais do que das pro-
priedades de causalidade e semi-grupo, apresentamos em 17.0.2 uma quarta
alternativa: 0 método recursivo de Deriche.

6.1 Caso Unidimensional

Discretizando a equacdo do calor unidimensional apenas no espaco, encon-
tramos

=Fn+1]-2FR 0]+ Fn—-1]=(1,-2,1) % F; [n] (6.1)
Fy[n] = foln]

onde lembramos que n € Z enquanto t € R,

BF + ['n]
ot

Proposigao 6.1 A solugdo de 6.1 pode ser expressa através da convolugio
Fiin} = R (n] = fo[n]
onde Py [n] é o nicleo de Poisson simétrico
P;[n] = e~ 21,(2t)
e I, (2t) € a fungdo modificada de Bessel' de ordem n aplicade no ponto 2t.

De/monstragéo. Para verificar a solugfio, basta usar as propriedades das
funcgtes de Bessel

In—l (t) + In+1 (t)

I, = :

Io(t) =6()

em 6.1. Ao invés de fazé-lo, preferimos mostrar como utilizar a Transformada
Z para encontrar a solugdo. Primeiro, escreva 6.1 como uma convolugio

aF
ot
1Para a definigio e propriedades das fungBes modificadas de Bessel, vide Apéndice.

(1,-2,1)% F
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A Transformada Z de F deve entéo satisfazer
aaLtF = (%—2+z) or =
= or = pp, 172!
e I' pode ser escrita como uma convolugio
F[n] = fon] * P; [n]

onde o nicleo P, [n] vem do desenvolvimento da expressao de pp,

elz+i-2)t _ i P, [n] 2"

Comparando tal expressfo com a definigio da fun¢io modificada de Bessel de
ordem inteira, vé-se que

P,o=e% (..I_g(2t), I_1(2t), Io(2t), [1(2¢), I2(2t), ..)

As fungdes modificadas de Bessel fazem parte de virias bibliotecas matema-
ticas de programacio. Em geral, elas sio calculadas por relages recursivas ou
como solugbes de uma equagio diferencial (vide Apéndice).

HA uma outra maneira de encarar os nicleos de Poisson simétricos e as
fungGes de Bessel; para tanto escreva

op, = el Dtz -1}t

¢ observe que os coeficientes do desenvolvimento da primeira exponencial em
série de poténcias de z, a saber,

le—1)t _ gt i t’;_z:"
n=0
formam a distribuigdo de Poisson de média p =1t
pre”#
!

PoissonDen (n; p) =

A segunda exponencial terd os mesmos coeficientes em ordem inversa (troque 2
por z~! na Transformada Z). Isto é, P, pode ser expresso explicitamente como
uma convolugio de duas distribuigdes de Poisson de média =1

_ 2 8 _ 83 42
.Pt =£ ¢ (...O,I,t,ﬁ,ﬁ,z!-,...) * € t (...Z!-,ﬁ,i,t, 1, 0,)

ou, usando a definicdo da convolugio, chegamos & seguinte expressdo explicita

2t o t2k
Pl =gl St
2 F e+ n))



68 CAPITULO 6. DISCRETIZAGAO ESPACIAL

A seguir, mostramos o grifico de P, [n] para uma gama de valores de ¢ e n;
note como F; [r] = 6[n] e como para outros valores de t o nicleo“de Poisson
simétrico se assemelha 4 funcgio Gaussiana G.

Pi[n] = e~2I,, (26)

Pode-se mostrar (vide capftulo 10) que o nimero de cruzamentos de zero
de F;[n] = P;[n] * fo[n] diminui & medida que ¢t aumenta para qualquer fo;
como F; é gerado por uma convolugio, isto significa que o ntimero de méximos
(minimos) locais também diminui com a escala.

Uma das grandes vantagens do niicleo de Poisson sobre outras discretizagdes
da Gaussiana é que ele possul a propriedade de semi-grupo! De fato,

PP.xPs = PP, PP = elotB)(s+1-2)
= P, % Pg = Pa+,6

= PPays =~

Assim, o cdleulo de um espago de escala que utilize nicleos de Poisson pode
ser feito “incrementalmente”, usando pequenos passos de tempo (escala). Esta
propriedade j& era de se esperar, ja que a defini¢8o do espago de escala associado
a esses ntcleos vem de uma equagio diferencial.

Hi varios outros paralelos entre o comportamento das Gaussianas (no caso
continuo) e do nicleo de Poisson simétrico (no caso discreto). Por exemplo,
como acontece com Gy (T), a varidncia de P, [n] é 2t:

2
~1_ ; 2t 1 gz i
wp, = e(z-t—z 2)t = ‘10?’1 (Z) — (F +t2 (1 _ ?) ) e( + 2)t =

= Varianciap, = ¢p, (1) + pp, — uh, = 2t

A Transformada de Fourier de P, {n] é obtida colocando z = ¢*™* na expressdo
de pp,:

ﬁ.t (‘UJ) — e—:i\tain2 W e—47r2w2t — ét (:C) para w = 0
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Também, com a escolha mais natural das derivadas discretas? D, e Dy,

8,G (z) = 8, ( \/‘%6_31?”2) =-2G.()
DR fn] = 2 (Bln+ 1= Piln—1) = S (T (20) = T (20)) =

e 2 [ 2n n
=3 (—gfn (2t)) = —ﬂPt [n]

.
e, é claro

B:n:rGt (:1?) = ath (:C)
Dy Pi[n) =P [n+1] - 2P [n]+ P [n—1} = 8,P, [n]

Como P; tem tais propriedades semelhantes 4s da Gaussiana, dizemos que o
niicleo de Poisson simétrico P, [r] é a versao discreta da Gaussiana G;(z).
Os gréficos abaixo mostram como este nicleo discreto aproxima bem uma Gaus-
siana de variéncia o2 = 2t, especialmente para altas variincias. A esquerda
mostramos os graficos de F; [n] € G (z) superpostos parat=0.1,t =let = 4.
A direita ests o gréfico de G (n) — P, [n} para valores de # que vio de 0.1 a 2.0
(as melhores aproximagdes correspondem a valores maiores de t}.

o e

.
e

R

5 0

GiePparac?=2t=0.2,2e8 Gi(n)~ P n]parat=0102,.,20

6.2 Caso Bidimensional

- Como estender nosss andlise para espagos de escala de imagens? Basta
discretizar a equagao do calor
JF;

T =L F

2() leitor que quiser se convencer que estas 530 escolhas naturais para as derivadas discretas
deve se dirigir ao capitulo 9, enquanto as propriedades de I, {t} estéo no apéndice.
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onde L serd uma discretizagio do Laplaciano bidimensional atuando em F. Por
exemplo, a maneira mais simples de discretizar tal equagdo é usar derivadas
discretas semelhantes as apresentadas na se¢io anterior em cada direcio e soma-
las

OF, [m,n] _
— =
=F[m+1,n]+ F[m—1,n]+ F[m,n+ 1]+ F [m,n — 1} — 4F |m, n}

Tal equacfo corresponde a

%?:L*F

onde L é escolhido como o nticleo de convolugao

0 1 0
L=j1 -4 1
01 0

Esta nio é a tinica escolha possivel para a discretizagdo do Laplaciano; a
discretizagdo mais geral do Laplacianc é dada pela convolugio com

c 1—-2¢ c
L= 1—-2c —4+44c 1-2¢
C 1-2¢ ¢

onde, na literatura, costuma-se usar apenas ¢ < 1. Nossa preferéncia é ¢ = 3,
por gerar o Laplaciano mais rotacionalmente simétrico possivel (vide capitulo
9).

Proposicao 6.2 A solugdo de

OF, [m,n]
ot
Fo[m,n] = fom,n]

= L, % F, [m,n]

pode ser descrita pela convolugdo

Fiy[m,n] = P{_gc * P(yl—2C)t * PE™ % PRV % fo [m, 7]
onde o8 nicleos de convolugdo bidimensionais sdo dados por

Pglmyn] = Pa[m]é{n]; PY[m,n] = Pa[n}6[m]
P2tV [m,n] = Py [m]§{m —n]; PE7Y[m,n] = Pa[m]8fm +n}
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Demonstragio. Para verificar a solugio; use @« = (1-2c)t e @ = et
lembre que ¢t nao é uma das varidveis da convolugio, portanto

oF, _
A

x v
=(1-— 2c){ap * PY 4 PZ x o }*Pm+y*Pg_y*fo+

Oo

6‘P”+y op;™¥
c P%x PYx * P37V P”'H”* B
+ [ [ { 8 )6 B + D ﬁ * f 0

A partir dai, basta usar repetidas vezes a propriedade do nriclec de Poisson
simétrico

oF,

Wt =(1 -21)%PR,
nas respectivas direcGes, para terminar os calculos. No entanto, estamos no-
vamente mais interessados em mostrar como enconfrar a solugio usando a
Transformada Z a duas varidveis {(aqui denominadas x e y). Temos

0
% = PLPF = ¢F = pf, €51 =

= F=K=*f
onde K [m,n] é o coeficiente em 2™y™ da série
ox = et = ete(avtay ™ vz lyta Ty )+ (1=26) (mba T by T ) —4ekde}
= e(1_2c)t(m+%—2) e(l-zc)t(y*'%-?) ect(my+;’~;—2) e"t(f"f"‘é"ﬂ) _
= PPA a0y PP 2 PPV PPITY
isto &,

K= Pu —2c)e * *« PtV PGV

(1 2¢)t

Comentario 6.3 O leitor deve notar que 03 4 nicleos presentes na convolugdo
acima sio de fato bastante simples: PT é um nicleo de Poisson simétrico dis-
poste somente no “eiro x”, ou diregdo 0°, de sua estrutura bidimensional (todos
o0s outros coeficientes sio 0); uma convolugdo de uma imagem com P® pode ser
feita convoluindo separadamente cede linhe de imagem com o nicleo de Pois-
son simétrico. Analogamente, P¥, P®tV ¢ P*¥ somente tém coeficientes nas
diregdes 90°, 45° e —45°, respectivamente. Convolugdes com estes micleos cor-
respondem a convoluir separademente cada colune (diagonal principal, diagonal
secunddria, respectivamente) com um niicleo de Poisson simétrico.
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Exemplo 6.4 Considere o caso do espago de escale do Laplaciano mais simples
(c = 0); pode-se calcular Fy[m,n] e partir da imagem inicial fo [m,n] através
de duas convolucdes.com nicless de Poisson dispostos nas diregdes das linhas e
das colunas da imagem

FE,=FF+Pi«+fy

A generalizacio deste método para maiores dimensfes é trabalhosa mas com-
pletamente andloga. Por exemplo, em 3 dimensdes, o Laplaciano é comumente
discretizado como uma matriz 3 X 3 x 3. O caso mais simples apresentard uma
solugio do tipo

Fy[m,n, k] =Ptz*-Pty*Ptz * fo [m,m, k]

mas o uso de Laplacianos mais genéricos (possivelmente para aumentar a sime-
tria rotacional) pode envolver até 13 convolugoes.

Em geral, ndo 36 o Laplaciano, mas qualquer matriz /N —dimensional 3 x 3 x
3 % ... x 3 simétrica com relagio ao seu centro permite o uso do método acima;
a solugfo serd dada por 3N2_1 convolugdes com niicleos de Poisson diversos em
varias diregdes.

Comentério 6.5 Podemos também explicar agora a utilizagéo dos filtros “dife-
renca de Gaussianas” (filtros DOG) para o cdleulo do Leplaciano de um espago
de escala, comumente encontrado na literatura. Como

VzGt (z) = 8,G; (z) =~ Geyas (-‘Jzt— G (z)

vele a aprozimagdo
V2Fg = V2 (G; * f[)) = szg * f{] e

1 1
~ At (Gesar* fo— Gy x fo) = i (Ferar — Fr) o Fyar — Fy

Note que essa aprozimagdo também & vdlida se utilizarmos as discretizagdes
com nicleos de Poisson e substituirmos o Laplaciano por sue discretizacéo cor-
respondente.

6.3 Exercicios

1) O objetivo desta questdo é mostrar que P, [r] ¢ unimodal e positivo no
dominio do espago (o roteiro abaixo mostra como chegar ao resultado sem uti-
lizar causalidade CZ). Suponha n,t > 0

a) Complete as lacunas corretamente:

Pin+1]— P [n-1] =777

%[“3 = ((297) #n B} [n)

Pi[n] = 777
k=0
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b) Mostre que o niicleo de Poisson simétrico é positivo, isto é
Pn] >0
¢} Mostre que
Filn—-12Fn+1]
d) Mostre que, para 0 < ¢ < n+ 1, tem-se
Pin) > P [n+1]

Em particular, isto garante que F; é unimodal para 0 £ < 1.
e) Use a fungéo

f()=¢e"(Pfn] - Pfn+1])

para mostrar que F; ¢, de fato, unimodal para qualquer .






Capitulo 7

Discretizacao Temporal

No capitulo anterior discutimos como discretizar a Gaussiana no espaco; isto
serd vidvel se calcularmos o espago de escala em cada escala sob encomenda;
em outras palavras, isto funcionard se nunca precisarmos calcular o espaco de
escala como um todo para todas as escalas.

Caso contrério, se quisermos uma representagdo computacional do espago
de escala como um todo, precisaremos também discretizar a varidvel tempo
(escala); como fazé-lo?

Imagine que as escalas a serem consideradas serdo da. forma nAt para n €
N e At escolhido a priori. Uma opgo de construcio de espaco de escala é
simplesmente usar os niicleos simétricos de Poisson calculados somente em tais
escalas discretas

Faae = (PAt)*n * fo = Paas* fo
onde Pay = e 288 (. I_o(2At), I_1(2At), Ip(2A%), I; (24A¢), I (2A8), ...)

E importante notar que esta é uma solugdo vidvel, que certamente satisfara
as propriedades de homogeneidade, semi-grupo e causalidade. O motivo de nao
darmos mais atengdo a esta solugio neste capitulo é um s6: j4 a discutimos
bastante no capftulo anterior.

Mas serd que hé outras opgdes? Afinal, ja que decidimos discretizar a escala,
ndo nos parece tdo importante satisfazer uma equagio diferencial que contenha
o termo % (e foi de uma tal equagio que surgiram os nucleos de Poisson).

Uma idéia é buscar todos os espacos de escala discretos na escala e no
tempo que satisfagam os axiomas de linearidade, homogeneidade (invariancia
por translagio) e causalidade. Esta abordagem axiomética serd discutida no
capitulo 10. No entanto, preferimos aqui obter resultados semelhantes seguindo
uma linha de raciocinio mais direta: vamos discretizar diretamente a equagio
diferencial.

75
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7.1 Caso Unidimensional

7.1.1 Equagao Explicita

Uma maneira de discretizar a equagio do calor é

Firatn] — Fi[n]

A7 =Fn+1} - 2F [n]+ F[n—1] (7.1)

Fyln] = fo ]
Proposigao 7.1 A solugdo da equagdo 7.1 € dada por

Fias = (Bae)" * fo [n]
onde Ba; = (At 1 — 2At At)

A equagdo e sue solugdo sdo estdveis se e somente se 0 < At < -é-
Demonstragao. Basta re-escrever 7.1 como

e a solucio é imediata. Para verificar sua estabilidade, calcule o ganho miximo
da DTFT de Bat (usando que —1 < cos2mw < 1)

Bpa; = 20t (cos2mw — 1) + 1=
= —~4At+1< By <1
Para que a solugiio seja estdvel, ¢ necessdric que nenhuma freqiiéncia se-

ja amplificada quando da convoluciic com Ba; (caso contririo, as sucessivas
convolugdes fariam eom que uma tal freqiiéneia “explodisse” em Fyyja:), isto é

|Bm‘<1=>a -;—

-

Transformada Z e DTFT
A Transformada Z de Ba; é facilmente obtida

wBs, =1+ At (24271 - 2)
Colocando z = e~2"* gbtemos a DTFT
Ba: (w) =1-—4A¢ sin? 7w

Note que Ba; ¢ um filtro de passa-baixa, e sua DTFT & unimodal somente
para 0 < At < %
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Causalidade

Que principios de cansalidade sio satisfeitos por um espago de escala assim
determinado? O principio do méiximo ¢é facilmente dedugzido:

Fnl2FKn-1,Ffn+1] =

Fioas [n] — F; [n’]
= —2 At
= Fiyat[n] £ Fi[n]

=Fn+1-2F[n+Fn-1<0=

Ja o principio de causalidade por cruzamentos de zero, a saber,

I > k= #CZ (Fiyjar) £ #CZ (Fiprat) (7.2)

somente vale para 0 < At < %. A demonstragio ndo é muito dificil, mas

preferimos adiar sua discussao para o capitulo 10.

Aqui vale a pena esclarecer (ou criar) uma confusgo: se utilizarmos passos de
tempo diferentes Aty e Ats, ndo podemos garantir o principio da causalidade!
Em outras palavras,

jA > kAt b #0Z ((Bml)*j " fo) < #CZ ((B,Mz)*k % fg) .

Repetimos: a tinica afirmacio vilida feita a respeito da diminui¢fio do ntmero
de cruzamento de zeros é 7.2, que vale para At fixo e determinado a priori,
menor do que 5.

Semi-grupo

Claramente, a familia de ndcleos K; = (Bas)" satisfaz a propriedade de
semi-grupo para At fixo, escolhido a priori, isto é

Kminmat = (Bag)" ™™ = (Bag)*™ * (Bas)*™ = Ko * Kn

No entanto, a mudanca na escolha do passo de tempo, além de quebrar a
propriedade de causalidade, também destrdi a propriedade de semi-grupo. Em
outras palavras, em geral .

Bau +at, # Bat * Bai,.

Isto quer dizer que o valor de F; ndo ¢ independente do passo de tempo At
escolhido! Por exemplo, se escolhermos At = %, temos Fp = (31 /4) g Fo;
se escolhermos At = 1, temos Fy = (B; /3)*16 * fp. Infelizmente, estas duas
expressdes para Fp déo resultados diferentes!

Assim, suponha que escolkemos um certo valor para At e calculamos todo
o espaco de escala Fya: (k € N) baseado neste At. Se a aplicagio em questéao
pedir entdo F%;, nao hd saida: temos de diminuir o passo de tempo para %
— e, Se quisermos manter a coeréncia de nossa discretizagio (e a propriedade
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de causalidade dos cruzamentos de zero), todo o espago de escala tem de ser
recalculado com este novo passo de tempo! Este é um dos motivos pelos quais
deve-se considerar com carinho o espaco de escala com escala continua discutido
no capitulo anterior (que satisfaz a propriedade de semi-grupo para qualquer
escala nao-negativa).

Caso limite: At — 0

Como o célculo de F; depende do passo de tempo At escolhido, uma idéia
natural é tomar At = £ e deixar n — oo, isto 4, olhar para

Jim (B) "+ s

e talvez tomar este limite como o valor “verdadeiro” de Fy. Qual ¢ esse limite?

N&o ¢ dificil adivinhar a resposta observando o que acontece com a equagéo
do calor discreta & medida que At — 0: o espago de escala F} se aproxima ao
espaco de escala gerado pelo niicleo de Poisson apresentado no capitulo anterior.
Em outras palavras:

Afirmagao 7.2

lim (B_t_)m =P

n—eQ ™

Demonstragio. Analise a Transformada Z de Kns = (Bl)m:

3 nft AR YE t(z'—2+2)\"
l?oKn,t_((PB_‘t‘_) —(;;z +(1_2E)+Hz) —(1+—n-—-—

Tomando i — co

1
lim — {3 -2+2)
Jim o, P,

7.1.2 Equacgao Implicita

A equagdo explicita da subsegio anterior n#o é a tinica maneira coerente de
discretizar a equagéio do calor - também podemos usar uma discretizagio com
aproximacio implicita, isto é, tomar a derivada espacial no tempo t -+ At:

Fyyat [n] = F [n]
At

= Fyyae[n+1] = 2Fpa 0] + Frrae [n — 1] (7.3)
Fy[n] = foln]
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Proposigao 7.3 A solugio da equacdo 7.5 € dade por

Fins = (Aa)™ = fon)]

_l-a 3 2 2 3
ondeAAg—1+a(...a ?alaa?ad.)
- YITa6i-1
Vv1+4At+1

A equacdo e sua solucdo sdo estdveis pare qualquer Af > 0.
Demonstragao. Re-escreva a equagio na forma
(AL 1+ 2A8 — At) x Fiypae [n] = Fi [n]
Como resolver esta “deconvolugéic”? Apligue a Transformada Z

(—Atz™! + (1+ 2At) — At2) oF,, ., = OF, =
= Fiiat = Aas x Fy

onde

1 b1
—Atz7 + (1+2A8) — Atz 2 — At (1 - 2)°

PhAa: =

Para encontrar Aa,, devemos expandir esta expressiio como uma série de po-
téncias em z. Abrindo @4,, em fracoes parciais, obtém-se

_1—a 1 + o
YA =T o\T-az 72—«

onde ¢ < o = %;—1 < 1 éraiz de (1~ a)?At = a. Usando agora as
1

expansoes
1

=1+az+a’s®+..
1l — oz
o

azl

=az +at2 2 +al2 34

z—a 1—az!

tem-se
+o0
1—o [n] ,m
(PAAI - 1 +a j : 144 14
n=—00

e portanto podemos escrever o niicleo Aa; explicitamente
l—«a
l+a

1Note que a primeira expansio é vélida para |az| < 1 e a segunda ¢ vélida para |%| < 1;
como |o| < 1, ambas sio vilidas para |z] = 1 — fato crucial para a corregio de nosso método.

Anp = (.o alac®a.)
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onde A[0] = 3% = —zAmy ¢ 0 elemento central.
Finalmente, note que a magnitude da DTFT de Aa; é obtida usando z+271 =
2 cos 2w na expressao de wa,,

1
1+ At (2 — 2cos2mw) =

AAt (w) =

1 .
— < <1
= Traa; S Aa(w) <

e portanto nenhuma freqiiéncia é amplificada na convolugio com Apy; portanto,
a solugio ¢ estdvel para qualquer At > 0. »

Comentdrio 7.4 Note que, estendendo a definigdo de A e B para indices neg-
ativos, tem-se

A_arxBag =6
para At < % (fi_m ¢ A_as ndo estdo bem definidos para At > % ).

Comentdrio 7.5 Computacionalmente, ¢ convolugGo com o nicleo Aa: ex-
presso ne forme acima pode ser muito custose. Uma outra expressdo para este
espaco de escala € sugerida pela fatoragdo

1 1
l—azl—az1

PAa: = (1 - 0.')2
que mostra que Aa; € a convolugdo de dois micleos geométricos, a saber,
Ape=(1-a)(.00001ac?c®.)x(1-a) (.. a®a10000..)

Esta expressdo € itil pois a convolugdo com um nicleo geoméirico uniloteral
pode ser feite de maneire simples (veje o apéndice, segdo 17.0.2). De fato, se

Ta=(1-a)(.00001aa’a.)
entdo calcular a convolugdo com T,
Lo =1 Ty
corresponde a6 interpolagdo recursiva
Lyjn+ 1] =alzfn] + (1 — a) Ly [n]

e pode ser feita “da esquerda para a direita”. A convolugdo com o nidcleo re-
fletido eguivale & recursdo oposta

Lijn—1] = aLs[n]+ (1 —a) Ly [n]

As duas recursées realizadas consecutivamente equivalem & convolugdo com Apy.
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Comentdrio 7.6 Analogemente ao comenidrio anterior, podemos resolver a
equagdo 7.8 esquecendo completamente a convolugdo e voltando & equacgdio difer-
encial discreta

Fiyat[n] — Fi[n]
At

Basta usar esta relagdo recursiva diretamente para moniar ¢ espago de escela
da esquerda para a direila.

Fiint[n+1) =

+2Faein] — Firar[n — 1]

Transformada Z e DTFT

Como visto na demonstragao cima, a Transformada 7 do niicleo Aa; é
1
1-At(z+2"1-2)
e a sua DTFT, obtida tomando z = e~ 27§
1
1+ 4Atsin® mw

Desta expressao, ¢ facil ver que Aa; € um filtro de passa-baixa, unimodal
para qualquer At > 0.

PAr: =

Ans (w) =

Causalidade

Pode-se mostrar (vide capitulo 1) que o mimero de Cruzamentos de Zero
de F; diminui com %. Isto é, se At > 0 ¢ fixo, entdo para qualquer fg

3> k= #CZ ((Aa) * fo) < #CZ ((Aa)™ * o)

J4 o principio do maximo, se escrito na forma da dltima se¢do, nfo é valido.
De fato, tome por exemplo fy = (01 0 K), centrado em f; [0] = 1. Se usarmos
fo para montar o espago de escala, o valor de

Fae[0] = (Aas % £o) 0] = T (1+ Ko?)

pode ser feito arbitrariamente grande simplesmente tomando-se K > 0; assim,
o méximo local Fp [0] = 1 sobe ainda mais para Fa, [0] > 1.

Podemos salvar o principio do méximo da seguinte forma: se n = ng nos da
um maximo local de F; [n], entdo F; [ng] desceu na iteracao passada, isto é

Fi_an] 2 F, [n]

A demonstracio ¢ imediata e deixamo-la para o leitor.

Finalmente, vale a pena citar novamente que o uso de diferentes passos de
tempo At quebra o principio da causalidade (como na segio anterior). Em
outras palavras

Bty > kity > #CZ ((Asn)? * fo) < #CZ ((Asw)™ x o)
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Semi-grupo

A mesma discussdo da se¢fio anterior vale para o espago de escala gerado pela
discretizagio implicita. Enquanto a famflia de nicleos K; = (Aa,)™ satisfaz
a propriedade de semi-grupo (discretamente) para At ﬁxo, & mistura de passos
de tempo traz problemas (jd que infelizmente Ap; * Aa; # Aga;). Assim, uma
vez escolhida a discretizacho em At, tem-se

Fane (2) = (Aae)™™ * fo (z) # Anas * fo (2)

Uma. vez calculado o espago de escala com passo A, se precisarmos caleular
Fm, devemos recalcular todo o espago de escala (ou abandonar as propriedades

de causalidade e semi-grupo).
Caso limite: At —0
N ovamente como o cédleulo de F; depende do passo de tempo At escolhido,
tome At =L + ¢ analise
»1
dm, (44) s

Observando o que acontece com a discretizagio implicita & medida que At —
0, vislumbramos este limite: o espago de escala F; deve se aproximar novamente
a0 espago de escala gerado por miclecs de Poisson.

Afirmagao 7.7

lim (AL)*“ =P

n—0o0 n

Demonstragio. Analise a Transformada Z de T, = (A%)m

n t ¢ t\ " zl_242z\7"
on = (oag)" = (ot (162 - ) (1o 2y

e, tome n — oo

lim YT, = et( 2+z) =pp,
TL= 00O

7.2 Caso Bidimensional

Agora, além da escolha entre uma discretizagio implicita ou explicita, h4
vérias escolhas possiveis para a discretizagio do Laplaciano na equagéo do calor.
Note-se que o caso multidimensional é uma extensdo imediata dos métodos a
seguir (mas as contas a se resolver ficam cada vez mais trabalhosas).
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7.2.1 Equagao Explicita

Como mencionamos no capitulo anterior, a forma genérica para a discreti-
zagdo do Laplaciano de F' é L, = F', onde o niicleo L, é dado por

c 1-2¢ ¢
Le=|1—-2¢c —4+4¢ 1-—2¢c
¢ 1-2¢ c

Assim, a discretizagio explicita da equagio do calor é

F;H-At [m3 n] — Ft [ms n] —
At

(Lc * Fi) [m! n]
Fy[m,n] = fo[m,n]
Proposicao 7.8 A solugdo do equagdo acima € dade por

Fins = (Bae)™ * fo [m,n]
onde Bpay = 6+ AtL,

A equagdo e sua solucdo sGo estdveis se e somente se as sequintes condigbes sdo
satisfeitas: ¢ < £ €0 < At < min (%, 4(T-1-2'E')') .
Demonstragio. A solugio ¢ imediata a partir de
Fione [myn] = (6 + ALL,) * Fy {m, n)

Para a estabilidade, calcule a DTFT de Ba; = (6 + AtL,):

Bar=

=1+ 24t (cos 2wy + cos 2mwp — 2) 4 4cAt (cos 2wy — 1) (cos 2wy — 1) =

=1—4A¢t (sin2 7wy + sin® 'n"wg) + 16cAt sin? mwy sin® Twe =

(desin® mwy — 1) (desin ww, — 1) — 1
¢

=14 At

Para que a solucéio seja estdvel, ¢ necessario que |Bm| < 1 para quaisquer wi,

ws. Uma analise cuidadosa revela apenas cinco pontos criticos de B, indepen-
dentes de At, correspondendo a (sin® wy, sin? mws) = (0,0),(1,0),(0,1),(1,1)
e (%, L) (este dltimo ¢ sempre um ponto de sela e 56 existe se ¢ > ). Assim,
03 possiveis méximos e minimos de B sao, respectivamente, 1, 1 —4At, 1 —4At,
1 — 8At + 16cAt {0 quinto ponto nio precisa ser considerado). Entéo

—151—4At51=>05At§%

1 1
— - < < - < —
1<1 8At+16cAt__1=>c_2eAt_é(l_zc)
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Transformada Z e DTFT

.

A Transformada Z (aqui, com varidveis = e y) de Ba: pode ser expressa
COmO

(2e{fz+z' 1)+ 1) (2e(y+yt~1)+1) -1

YBas (m,y) =1+At
e, como visto acima, sua DTFT &

(4csin® mw; — 1) (desin? rwg ~ 1) — 1
c

BAt ('wl,’!.U2) =1+ At

que serd unimodal para 0 < ¢ < 1.
A seguir, mostramos o grifico de Eé (At = 3 fixo) para diversos valores de
¢: 0, %, 5 1 5 € 3. Note como o ponto de sela aparece apés ¢ = 1 ¢ a solugdo

torna-se instavel para ¢ > % {pois hi freqiiéncias onde B> 1).

—1 =1
c=0 =5 =1

c=1%

(<)

Vale a pena mencionar que, perto da origem, ¢ = -é- gera as curvas de
nivel mais “circulares” dentre os gréficos acima (correspondendo ao Laplaciano
isotrépico — veja capitulo 9).
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Causalidade

Como ¢ dificil falar em ndmero de cruzamentos de zero de sinais bidimen-
sionais, perseguiremos apenas o principio do méximo. Se definirmos um méximo
local de F'[m, n] usando vizinhangas de 8 pontos, isto é

F[mg, no] € max. local < F[mg,ng] > F [mg + p,ng +v] para Jy|,lv| < 1

entéo ¢é facil verificar que o princfpio do méximo vale para qualquer discretizagao
Lecom0<e < %, J4 que num maximo local

(Lo * F) [mo,nol = (1-2¢) Y (F[mo+j,no+ k] — F [mo, no])
|7 1+]kj=1

+c¢ Y (Flmo+jno+k ~ F[mo,no]) <0
bil=lk|=1

Por outro lado, se usarmos vizinhangas de 4 pontos, isto &,
Fmo,no] é méx. local & F[mg,no] = F [mo + u,n0 + ] para |p]+ || <1
© mesmo argumento mostra que o principic do méximo sé vale para ¢ = 0 (que
corresponde & discretizagio separdvel do Laplaciano).
Semi-grupo

Novamente, a familia de nicleos Tja; = (Bas)™ satisfaz a propriedade de
semi-grupo para At fixo, escolhido a priori, enquanto o uso de diversos passos
de tempo quebra a propriedade de semi-grupo, isto é, em geral

Bag+at, # Bat, * Bag,.

7.2.2 Equacao Implicita
A discretizagdo implicita da equagfo do calor bidimensional

Foni - F
- At
Fo [m,n} = fofm,n]

=L¢* Fypag

tem propriedades semelhantes & sua versdao unidimensional.
Proposicao 7.9 A solugdo de equagdo acima € dade por

Fine = (Aae)"  fo[m,n]

¢
de Apy = IDTFT
onde Lac (c + At — At (4esin® mw; ~ 1) (desin® mw, — 1) )

A equagdo e sua solucdo sdo estdveis pare c < % e gualquer At > 0.
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Demonstragao. Re-escreva a equagio implicita na forma
(6 — AtLe) * Fiyar = Fy
e aplique a Transformada Z

(1 = AtﬁoLc) PFya. = PR =
= Fat=Aar*x B

onde
-1 _
Phae T T " Ator.
— 1 —
1+ At (ot ot —4) — Ate(z 27 - 2) (2 + 25 - 2)

‘ c
et At—At{c(n+2t—2)—1) (c{zet+ 5t —2) - 1)

Para encontrar Aa:, deveriamos expandir esta expressio como uma série de
H

poténcias em 2z; e 2s; no entanto, a expressio é complicada e preferimos sim-

plesmente expressi-la através da DTFT

. 1
Ant

- 1+ 4A¢ (sin2 mwy + sin? ‘}T‘U.}g) — 16cAtsin® mun sin® mwp
c

- c+ At — At (4csin2 Tw — 1) (tlcsin2 Twy — 1)

Quanto & estabilidade, note que Aa; (0,0y=1e Aas {wy,ws) # 0 para quaisquer
(w1, ws). Assim, |AM| < 1, é equivalente a
1 At ¢
—_—=14=— -A? (4csin® mwy — 1) (desin® rws — 1) > 1

J4 vimos que os pontos criticos desta expressdo (que é B_m) independem de
At e correspondem a (sin® mwy, sin® mws) = (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) e (£, ),
sendo este dltimo um ponto de sela; os valores dela nas primeiras quatro opgdes
sdo 1, 14+-4At, 14+4At, 1+ 8At~ 16cAt. Assim, a estabilidade da solugio pede

1440t > 15 At>0
148At—16At2 1 e < 7

Comentério 7.10 Novamente, note que se estendermos as definicdes dos ni-
cleos biditnensionais A e B para indices negativos, entéo

Aas*B_py =18

pare At > —% e At(1—2c) > —%. Fora destes intervalos Ap; néo estd bem
definido.
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Transformada Z e DTFT
Desta vez, esta informagdo € o que temos a respeito de Ax;. Resumindo o
que se viu acima, a Transformada Z e a DTFT de Aa; podem ser escritas como
Paa (@:) = (elz+ —1—1)11)(%( Ty D1
1 — Ap=a=re APy

1
(4esin® mwy —1}{4csin® —1)-1
1— At UL ccsn T

Apr (w1, ws) =

Ilustramos a seguir o grafico de ./1% (At = 1 fixo) parac=0,%,1,1,1,2
Novamente, note como a solugio torna-se rapidamente instavel para ¢ > % (pois
hé freqiiéncias onde A > 1).

Causalidade

O principio do méximo néo vale na sua forma habitual: maximos locais
de Fja: podem subir na convolugdo com Aa; atingindo um valor maior em
Fii+1ya:- No entanto, se falarmos de méximos locais (usando 8-vizinhancas) de
F;+1)a € suas posigGes relativas a Fjay, entdo podemos salvar um principio de
causalidade: tais méximos locais desceram na iteragdo passada. A verifi-
cagio deste fato ¢ simples e deixada ao leitor.
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No caso de 4-vizinhangas, nio s6 é necessério usar esta segunda forma do
principio do méximo mas também devemos exigir ¢ = 0 na discretizacio do
laplaciano.

Semi-grupo

Claramente a familia de niicleos Tja; = (Am)*j satisfaz a propriedade de
semi-grupo para At fixo. O uso de diversos passos de tempo quebra a pro-
priedade de semi-grupo, isto é, em geral

AAz1+At= # -AAtl * AAtz'

7.3 Discretizagao Somente no Tempo*

A propésito, é possivel discretizar a equagiio do calor apenas no tempo (ape-
sar de ndo termos em mente quaisquer aplicacbes especificas deste caso).
7.3.1 Eguacgao Explicita

Obtém-se

Firas(z) — F, (z)
At

Pade-se escrever isto como uma convolugo para cada avango At no tempo

Fipat(z) = (6 + At6") » Fy (x)

= F{ (a)

onde & é a Fungdo Delta de Dirac ¢ 6 ¢ a sua segunda derivada. Isto gera um
espago de escala do tipo

*n i B2k
Faar =6+ At8") " x fy = Z (:) (A aa;'io —
k=0

= fo+nAtfl + (’;) (ALY Fi¥ + ... + (A1)™ £520)
N6 caso multidimensional, o mesmo raciocfnio nos dé

Fipas (%) = (6 + At.V6) (x) * F (x)

onde V26 é o Laplaciano da fungio § multidimensional.
O espago de escala obtido néo satisfaz as propriedades de causalidade; até
mesmo a estabilidade falha, pois a Transformada de Fourier do niicleo base

(6 -IT._AT(S”) (w) = 1 — dn?w?At

indica que a convolugdo ampliara freqiiéncias grandes (w > E\%ﬁ' — note que hé
também mudanga de fase). Observe que, assim mesmo, o principio do méximo
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claramente ¢ satisfeito. A propriedade de semi-grupo mais uma vez vale se At
for fixado a priori, mas rui se vdrios passos de escala forem misturados.
Finalmente, vale a pena observar o que acontece tomando At = % en— oo

com t fixo. Tem-se
= (5 + iéu) * Fy
n

onde

r—

*711l 2 2 n
Jim_ (5 + -3-5”) = lim (1 - 4“1:” t) = et = G, (w)

n—00

como era de se esperar.

7.3.2 Equagao Implicita

Neste caso

Fipat(z) - F(2) _
AL t+At (z)

Proposicdo 7.11 A solugdo de

Ferat(z) — Fi{z) _
At +At (z)

[

Fipae (z) = (Bae * Fe) (z)
onde Ey € a ezponencial simétrica
1
Vi
Demonstragiao. Nio é dificil verificar a solugio diretamente, usando que
(-‘ﬂﬂ)z =1 qtp. e que %—’;’l = §(z). Para encontrar a solugdo, todavia,

d=
escreva a equagio como uma convolugio

(5 - Até”) * FE+AI = Ft

E(z)= —e”"‘”] A=—

e aplique a Transformada de Fourier na varidvel x a ambos os lados

(1 + At 4n?w?) Fipar (w) = F (w)
__ 1
1+ At A2y
Portanto, Fi;a; € dado por uma convolugio de F; com um micleo Ea; que
satisfaz

Ft+At (w) = ﬁ't (w)

by () 1 1 ( 1,1 )
t = 252 Aes T ]
1+ 4n2tw?  4rine A TY s
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Um raciocihio ndo muito rigoroso € separar E, (w) em fragies como acima, e
aplicar as regras conhecidas as translagSes em w; assim, bastaria calcular H (z)
tal que H = -11;, asgim: :
H(w) == => H (w) =27 = H (z) = 27i6 =
= H (z) = 2miu (x)

onde u (x) é a fungho degrau unitdrio. Portanto

E(z)= (27r'iu (z) ™IV + 2min {(—x) efﬁ%) = %e"\!f"

v

Repetimos que este racioc/nio nfo é muito rigoroso; o melhor seria ir direto &
IFT de E; (w) usando z = 2miw:

jos] eEvriwz 1 00t e%2 p
E, = —_— - — -—
(@) j:w T+ &2t ™ = 3 f_m,- 1— 22"

Se x > 0, use o quadrado R de vértices —ai, ai, —2a + ai, —2a — ai (com a
grande o suficiente) para estimar a integral acima. Em primeiro lugar, note que

Tz — AT
i. £ 4= f A e dz =
ori Jp 1— 2% i fpA—zA+2 2X

devido & presenca do péloem 2z = =A = ...Lt, A medida que @ — co, esperamos
que a integral em R seja. a integral de —ai a a¢. De fato, em cada um dos outros
trés lados de R temos
2a
2t — Tt —1

fidz<f 17| <
1=z =) TE—q

Assim, quando a -+ o0, a contribuigio destes trés lados vai para 0, e entdo

%2 e—,\:z:

1
Elo)=5o im | 7=m% = 5

rd

Finalmente, note que o raciocinio tem de ser revertido se x < 0; para que as
estimativas funcionem, o quadrado a ser usado tera vértices —at, ai, 2a + ai,
2a — ai, e entao

eAw

(=) = 5y

Assim, temos o espago de escala gerado por

Al|

Foae(z) = (62)\ )* *Fo(z), A= \/—_
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Este espaco de escala satisfaz a causalidade de cruzamentos de ZEro, € .porta,nto,
a causalidade de mimero de extremos (veja capitulo 10), desde que At seja fixo
a priori. A Transformada de Fourler do niicleo base

. 1
|EA* (“’)| = T4 anfwiit =1

indica que este espago de escala é estdvel para qualquer At > 0, Também &
imediato verificar que o principio do méximo vale em sua forma modificada (um
mdximo local de Fiqa: acaba de descer, ete.). Mais uma ves, a propriedade
de semi-grupo claramente vale se At é fixo a priori, mas ndo funciona para
diferentes passos de escala.

Mais uma vez, note o que acontece fixando t = nAt e tomando n — oo.
Tem-se mais uma vez '

lim (E‘M ('w))n = lim (—1-)’1 = e~ 1mw = &, ()

n—oa n=o0 \ 1+ 4m2w2l
Finalmente, o caso N-dimensional é bem mais complicado e gera
Fanr = (EAt)*" * Fy

onde

1
E =IFr| ———

tem de ser calculado.

7.4 Exercicios

(1) Considere uma discretizagio mista da equagio do calor do tipo

Foun—F 1 1
%:5[—12 ~ U Fit 5 [-12 ~ 1 * P

Usando os métodos apresentados neste capitulo, mostre que ela é equivalente a

Firae=Tarx Fy
onde TAt = 2AA=; —§

(2) O que ocorre se na discretizagio mista acima as constantes a € b {com
a+ b= 1) forem utilizadas ao invés de 1 e 1? Mostre que, neste caso

Foar=Tax Fy

onde Thy = é (Agar — b6)
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Em particular, usa as expresses explicitas de Aa; e Bag, a saber
Aps = —: (.ofcfalaa?a.) onde0< (11— e At=a<1
Bas = (At 1 — 2At At)

para mostrar que

lim n(A%—é) —Bac—6

—0d

Por que isso é desejavel?



Capitulo 8

Invariantes geométricos

8.1 Motivacao: detecgao de arestas

Um passo importante do processamento de imagens ¢ a detecgiio de arestas,
isto é, dos pontos da imagem onde hé variacio brusca de intensidade de cin-
za (estas arestas tipicamente geram um “cartoon” da imagem, e tipicamente
contém muito mais informagéo do que o resto da imagem). Como fazé-lo?

A titulo de motivacgo, convidamos o leitor a pensar primeiramente no caso
1D - o que seriam pontos de variacio “brusca” de uma funcio f: R—R? A
resposta mais natural € procurar por pontos onde a derivada de f é grande. Mais
especificamente, se quisermos eleger um ponto para cada “aresta”, a resposta
natural é escolher pontos de méaximo local de f, — ou seja, pontos onde f., =0
(para ser um pouco mais preciso, procurarfamos méximos locais de |fz| — que
sdo pontos onde frzr =0 e fz fozr < 0).

Como estender esta nogio para o caso bidimensional mantendo a. idéia intu-
itiva de “aresta”? Dada uma imagem I : R? — R, infelizmente, nio podemos
tentar méximos locals de |VI| — tipicamente, esse maximos locais consistiriam
de um conjunto de pontos isolados — mas queremos curvas no conceito de ares-
ta! Enquanto esses pontos isolados devem fazer parte do conjunto de pontos de
aresta, havemos de conectd-los de alguma forma através de curvas.

Alids, uma das grandes dificuldades da formalizacio matemética do conceito
de aresta € que pessoas diferentes tém idéias intuitivas distintas sobre o que deve
ser uma aresta nos casos mais ambiguos. Convidamos o leitor a dizer onde ele
acha que deveriam estar as arestas da imagem a seguir — e depois observar seu
gréfico e suas curvas de nivel, perceber que ela nio é simétrica e, possivelmente,
mudar ligeiramente a localizagio de suas arestas... Ao final do capitulo, vale a
pena também examinar as imagens do exercicio 1.

93
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Onde estdo as arestas?

Iss6 tude dito, mma maneira razoavelmente natural de definir as arestas de [
é considerar o conjunto de pontos que sfo méaximos de |VI| na diregdo desse
mesmo gradiente. Em outras palavras, escolhemos um “corte” da imagem
numa diregdo perpendicular a suas curvas de nivel; dentre os pontos deste corte,
escolhemos aquele onde |VI| é méximo para ser o ponto de aresta. Fazendo
iss0 para todos os cortes possiveis, teremos uma curva de pontos de aresta
como desejado. Nio encontraremos apenas pontos isolados pois ndo descartamos
pontos onde |VI| € grande s¢ porque ha outros priximos onde |VI| € ainda maior
— a comparagio ¢ restrita a cada um dos cortes que fizemos.

Como expressar essa condigiio através da geometria diferencial da fungio
I? Para facilitar os cdlculos, utilizaremos o sistema gradiente de coordenadas
locais (u, v) - isto é, dado um ponto P na imagem, olhamos para um sistema de
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coordenadas com origem em O = P ¢ eixos Ou (tangente & curva de nivel de f
passando por P) e Ov (na diregdio do gradiente VI passando por P). Note que,
indicando derivadas parciais por indices, I, =0 e I, = |VI]. Queremos entdo
pontos onde [, é miximo na dire¢io de v, isto é, pontos onde

Iy =0
Ty <0

Em coordenadas cartesianas, temos que calcular a direcdo do gradiente

Li+I,7

VE+ I
para obter
Ly=8,|VI| =V (/2 +1) &=

Usals + Lyloy) T+ (Inyle + Ly Iy) 7Y ( LT+ L, T
VE+E JE+E

Lopl2 + 2L LIy + I, I2
= Ivv = Ig + Ig

&y =

e, de maneira semelhante
_ Lzaold + 8lugy 2L, + 315y, L IE + Ly, I3
(12 +12)**

I-wv =V (Ivv) ' €u

Como 56 interessam os sinais, podemos entdio olhar somente para as condigdes
envolvendo os numeradores

Loy = LIy = Lo I2 + 2L, LI, + 1,12 = 0

vov = I3 owy = Logely + 8loayI2 L, + Blayy Lo d2 + Ly I3 < 0

Em outras palavras, as arestas de I sio os CZ de [, onde [,y & negativo.

Imediatamente, vemos no raciocinio acima uma necessidade béasica do pro-
cessamento de imagens: se quisermos calcular tais quantidades computacional-
mente, € essencial que saibamos discretizar todas as derivadas parciais de uma
imagem I. Em particular, se trabalhamos com um espago de escala de I, pode-
mos querer calcular as arestas desta imagem em vérias escalas, Este problema
serd abordado no capitulo seguinte.

Mais ainda, o processo acima de detecgio de arestas tem outras propriedades
interessantes. Sendo apresentado como o conjunto de zeros de uma fungao {Lou)s
as arestas de I podem ser calculadas de maneira simples com precisio sub-
pixel; automaticamente, tais arestas serdo curvas (ji conectadas corretamente;
compare COm Processos que criam varios pontos a serem conectados mais tarde).
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A condigiio extra f,, < 0simplesmente elimina partes dessas arestas, mantendo
a conectividade proveniente diretamente do modelo.

Finalmente, uma anélise mais cuidadosa desse modelo revela outras pro-
priedades altamente desejiveis. Por exemplo, essa defini¢io de arestas € invari-
ante por rotagoes e translagSes de coordenadas. Isto pode ser visto de maneira
geométrica (é claro que €, e &, acompanham tais rotagdes e translagBes) ou de
maneira algébrica (a expressio que usamos pode ser escrita como derivadas de
I com relagho a u e v, no caso, como I,). Outras propriedades dessa represen-
tacdo sdo resumidas no quadro abaixo:

Invariéncia
da, Raz&o geométrica Razdo algébrica
representagao
- Derivadas de I
Translacdo oo . .
de €y ¢ &, acompanham invariantes
coordenadas translacées por translaces
- Derivadas de
Rotagdo . m -
de €y € &y a.coglpa.nham . co:p relacfo a u,Y
coordenadas rotacoes invariantes por rotagoes
. Expressoes I, e Ly
Rescalamento Méximo de I, homogéneas em ordem
de acompanha de derivagao;
coordenadas rescalamentos sinais ndo mudam
Transformagao VI ndo muda diregio; Expressoes vy € Tyuy
afim da Msx de I, acompanha homogéneas em grau;
imagem de I transf. afins sinais ndo mudam

8.2 Invariantes diferenciais

Em geral, imagine que procuramos algum detalhe (caracteristica, “feature”)
da imagem I. Queremos descobrir descritores (expresstes envolvendo derivadas
de I) que expressem propriedades da imagem (tais detalhes serfo, digamos,
zeros destas expressdes). No entanto, nao é qualquer expressao que nos dé um
bom descritor. Por exemplo, a expressio I; depende demais do sistema de
coordenadas escolhido. Queremos uma certa invaridncia de nossos descritores
com relagiio a transformacfes bdsicas na imagem. As expressdes que apresentam
essas invaridncias sfo chamadas invariantes diferenciais.

Invariincia por translagdes de coordenadas

Para que um descritor seja invariante por translagdes, é suficiente utilizar
expressoes que dependam somente de derivadas de I,
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Invariancia por rotagoes de coordenadas

Neste caso, basta que o descritor dependa somente de derivadas de I com
relagdo s coordenadas locais 4 e v. Por exemplo, I, = 0 {ndo muito interes-
sante) e I, = |VI| sdo invariantes por rotages. Em geral, qualquer expressio
envolvendo I, Iy, Iy, Tuy, Juv, Ty, ete. serd invariante por rotagdes de coor-
denadas.

Invaridncia por transformagdes monétonas da imagem

Estamos interessados aqui em descritores que ndo mudem caso recodifique-
mos os niveis de cinza de uma imagem I. Matematicamente, queremos que o
descritor seja 0 mesmo para as expressdes

I fol

qualquer que seja a fungiio mondtona f: R — R.

Por que isto ¢ desejivel? Imagine que mudamos o brilho da imagem (ou
talvez o nivel de iluminagéo da sala onde ela foi obtida, como um todo); os
valores dos niveis de cinza mudam por uma transformac¢io mondtona de in-
tensidade, isto é, pixels com niveis iguais de cinza continuam com os mesmos
valores entre si e pixels mais escuros continuam mais escuros (apesar dos valores
de cada um ter mudado possivelmente de maneira nfo linear). Seria interes-
sante que nossos detalhes fossem encontrados nos mesmos locais, isto é, que a
nossa fungdo descritora néo variasse & medida que alteramos o brilho da imagem
original.

Intuitivamente, uma transformacio monétona de niveis de cinza mantém
as curvas de nivel de I intactas, simplesmente mudando seus rétulos (reempi-
lhando-as em novas alturas). Assim, qualquer expressdo que dependa somente
das formas das curvas de nivel permanece invariante. Em particular, temos a
curvatura! de suas curvas de nivel

_ Lngl} = 2Ly LoDy + 1, T2
= 3
(Z2+15)*

. = fuu
I 1,

e a curvatura das curvas integrais de seu gradiente
(Ig — IS) Iy + L1y (Iyy = Isa) _ I

pr = =
(z2+ 1)} b

Pode-se mostrar que & e g s8o os tinicos invariantes béasicos de uma imagem
I utilizando derivadas de I de ordem até 2. Em outras palavras,

Kfol = KJ
Kfol = [

!Para uma reviséo da definigio de eurvatura e das expressbes abaixo, veja apéndice ao final
deste livro.
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para qualquer fungio monétona f: R — R,
Resumindo, se quisermos criar um descritor que seja invariante por mudancas
de brilho, basta usarmos qualquer fungio de & e u.

Invaridncia por transformac@es afins da imagem

Se exigirmos somente invaridncia por transformacdes afins (imagine na dis-
cussao anterior que f seja da forma f (x) = ax+b), outros invariantes aparecem:
de fato, Gpays (f o I) = a®+P (8,0,01), portanto fungdes como

I_Z Ia::z: ﬁ Ix:ﬂ
I, Ly, LI,

g
@

sao todas invariantes por funcbes afins.

Note também que as solugdes de equaces homogéneas em grau de diferen-
clagao, como por exemplo

InyIzz -+ Ia:mey + Iﬂm’;mz + Ixnyy =0

(note: cada “mondmio” tem 4 derivadas parciais) serfio invariantes se aplicarmos
uma transformacfo afim a /. Em outras palavras, se um detalhe é o conjunto
de zeros de uma fungio homogénea em grau de diferenciagiio, tal detalhe per-
manecers invariante ao aplicermos uma funcio afim ao conjunto de niveis de
cinza de 1.

8.3 Detecgao de detalhes

Como discutido acima, nossa abordagem para detecgio de detalhes é en-
contrar expressdes (descritores} dependendo de I cujos zeros sejam os detalhes
procurados (alguns zeros podem ser eliminados através de seletores, isto é, in-
equagSes que envolvam outras expressdes diferenciais). Se o detalhe deve apre-
sentar certas invaridncias, espera-se que o descritores e seletores apresentem as
mesmas invaridncias.

8.3.1 Arestas

Como visto acima, defina uma aresta como um conjunto de pontos onde | V|
é maximo na diregdo da curva integral do gradiente. Utilizando coordenadas u
e v, procuramos pontos onde I, é um maximo local na direcio v:

Iy, =0
Ly <0
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Em coordenadas cartesianas, nosso descritor I, € nosso seletor I, sdo expres-
S08 COIOo :

L2420, LI, + I, I B

I
wy 1-32: + ‘Ig 0
1y o Jaweld 4 3y B2y + 8Ly LI2 + Ly I3
vy T
- (12 +12)*2

Arestas assim detectadas sdo invariantes por translagdes e rotagdes de coor-
denadas de I, assim como por transformagoes afins do brilho da imagem. Este
detector de arestas é comumente chamado detector de Haralick.

A figura a seguir mostra a detec¢fo de arestas usando este método aplicada
ao espaco de escala do logotipo do Impa (que foi exibido na figura 5.1, pigina
60). Note como as texturas sdo proeminentes em escalas menores, escalas inter-
medidrias sio boas para registrar as letras do logotipo e escalas maiores tendem
a detectar a estrutura da faixa de Méebius como um todo.
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8.3.2 Juncgoes

JuncGes sdo caracterizadas por pontos de alta curvatura e de alto gradiente
(por proximidade a arestas). Isto sugere o uso de algum tipo de produto entre
as expressdes abaixo

Lol2 — 2Ly LI, + Iy I2
3/2
(I2+12)
VI = (B+12)% =1,

_ fuu
I

enquanto & |VI| é uma expressio razodvel, seria interessante eliminarmos os
problemas que surgem perto de pontos onde o denominador envolvido é pequeno.
De fato, um bom descritor é

=k |VIP = Lo I2 — 2Ly Lol + Ly 12 = L, I

pela simplicidade computacional da expressio. Para escrevermos tais detalhes
como zeros de expressdes, note que os méximos locais de £ correspondem a

Fp =0
l‘-é-u =0
kuukvv - wa g 0
Fog <0

Quando assim apresentadas, jungles sao invariantes por translagdes ¢ ro-
tagBes de coordenadas da imagem, assim como por transformacdes afins do
brilho.

8.3.3 Arestas por Laplaciano

Um descritor comum em processamento de imagens é o Laplaciano. Pontos

onde o Laplaciano é zero sdo comumentes usados para detecgiio de arestas,
estéreo e detecgiio de bolhas:

A2F=me+Fyy=Fuu+Fvv=0

’

O descritor Laplaciano € invariante por rotagoes ¢ translagbes de coorde
nadas; seus zeros sio invariantes por mudangas de brilho. Mais ainda, o Lapla-
ciano é um operador linear! Apesar destas propriedades desejdveis e da. simplici-
dade de sua computagio, gostariamos de ressaltar que o uso da expressao acima,
providencia uma localizacio muito pobre de arestas que tenham alta curvatura
(vide exercicio 1).

8.4 Exercicios

Laplaciano e Detecgao de Arestas
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(1) Apresentamos a seguir os graficos e as imagens correspondentes & fungéo
flz,y) = H—xgl_i_—cyg para 3 valores distintos de ¢.

(iyc=1
(i) c=3
(i) e=9

(a) Marque nas imagens & direita as arestas que vocé detecta (use seu olho
apenas; use os graficos & esquerda apenss para driblar possiveis ruidos devidos
& impress#o).

(b) Utilize o descritor Laplaciano para detectar as arestas de f (z,y) para
qualquer ¢ > 1. Classifique a forma das arestas de acordo com os possiveis
valores de c. Em que casos a sua resposta se assemelha & obtida em (a)?

(c) O que este exercicio revela a respeito do uso do Laplaciano em detecgéo
de arestas?

(d) Numericamente, utilize o detector de Haralick para obter as mesmas
arestas e compare os resultados com (a).
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2) Neste capftulo, apresentamos o sistema de coordenadas gradiente; resumi-
damente, dada uma imagem (diferencidvel) I (z,y) e um ponto P nesta imagem,
este € o par de eixos perpendiculares u-v tal que no ponto P

IL,=0el, =|VI|

Vimos também como escrever alguns invariantes geométricos basicos neste sis-
tema de coordenadas

Detector de Haralick : LpI2 + 2Ipy LTy + Iy I2 = Iy
Laplaciano : Ipg + Ly = Tyy + L
Leoly = 2Loyloly + Iyl L
(z+n2)* L

Curvatura de curvas de nivel :

as igualdades sendo vélidas no ponto P. Nesta quest&o vamos definir o sistema
de coordenadas p-g.

a) Dada uma imagem I (z, y) e um ponto P nesta imagem, prove que € possivel
encontrar um par de eixos perpendiculares p-¢ tais que Iy = 0 no ponto P.
[Sugestdo: pense no valor de I, no ponto P & medida que giramos os eixos; o
que acontece depois de um giro de 90 graus?]

b) E simples escrever os trés invarjantes citados acima neste sistema de coor-
denadas no ponto P. Faga-o. Exatamente que propriedade dos invariantes
acima. faz com que este processo seja, de fato, simples?

3) A expressio do detector de Haralick
H = FpuF} + 2Fpy FoFy + Fypy FE = Fyy

¢ invariante por rotagdes (onde v ¢ a diregdo do gradiente de F no ponto onde [
vai ser calculado). No exercicio acima, vocé viu que, no sistema de coordenadas

g
_ 2 2
H = FppF + FogFy
pois Fy, = 0 em qualquer ponto do plano. No entanto, € importante notar que

OpH # 8 (FppFa + FygF2) = FpppF2 + 3F2 Fyy + FpgoF2 + 2F g Fpy F
Como éxplica.r esta aparente contradigdo?

4) A expressdo
k= meFg - 2FzszFy + Fny_g = Fuu

é invariante por rotagdes (onde u é a direcio perpendicular ao gradiente de F
no ponto onde & vai ser calculado).

a) O sistema de coordenadas pq é tal que Fpy = 0 em A; qual a expresséo
mais simples para & que pode ser escrita no ponto A?

b) Calcule 8,% no ponto A. Escreva-o em fingio das derivadas parciais de
F nas diregbes p € ¢ no ponto A. {Cuidado!]



Capitulo 9

Derivadas Discretas

9.1 Introducao

Se um espago de escala é gerado a partir de uma convolugio, digamos,
F; (x) = K, (x) * f (x), podemos obter qualquer uma de suas denvadas parciais
espaciais usando uma das seguintes expressdes

Oz Fy (X) = 8z (K (X) * fo (X)) = Bea Ky () * fo (x) = K, (X) * Ora fo (%)

onde 0z« pode ser qualquer derivada parcial (possivelmente mista). Note que,
mesmo que a fungo original fy ndo seja diferencidvel o bastante para o célculo de
Oz fo, podemos calcular 8z« (K (x)) * fo (x) desde que o niicleo de convolugio
K o seja. Esta expressio também mostra que 8.« F é um espaco de escala
(correspondendo ao sinal inicial 8.« f5). No caso da difusio linear, podemos
escrever

8 (8o F}) = V2 (8o Fy)

e entdo gz« F, {x) é um espaco de escala.
Nesta, segfio, examinaremos como cbter tais derivadas quando o espago de
escala é discreto espacialmente.

9.2 Discretizagao

Gostarfamos de definir um operador Dyze discreto (correspondente i Oga
no caso continuo). Desejamos que este operador seja linear e invariante por
translagbes, portanto podemos escrevé-lo como uma convolugao:

DyaFy = Dya + (K fo) = (Dza x Ki) * fo

Note que se K; € uma familia de niicleos de espago de escala (com & propriedade
de serni-grupo, como ocorre no caso N-dimensional) que comute com Dya,

-D:n“th = Ligo *th * fO = Ktz—-h * (DI" * Kt; * fU) = Ktz-—h * -D:.':"‘Fh

103
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e D, F também serd um espaco de escala no caso discreto. De fato, quase qual-
quer operador/ntcleo Do satisfaz essa propriedade; nossa grande preocupagao
é encontrar um que seja coerente, isto &, um que aproxime a derivada continua
4 medida que diminufmos o “passo espacial”.

A expressdo Dge * (Ki# fo) = K # (Dya * fp) mostra entdo que hd duas
maneiras equivalentes de obter o espago de escala da derivada Dga * fo!

¢ Construindo diretamente o espago de escala a partir de Dz« * fo por con-
volug@o com os niicleos de espago de escala KG;

« Diferenciando o espago de escala F; = K * fo;

Veremos abaixo que a diferenciacio ¢, em geral, uma convolugdo com um
niicleo de pequeno suporte (por exemplo, para imagens, hd boas aproximagGes
das derivadas de primeira e segunda ordem que correspondem a nicleos 3 x 3);
portanto, é mais simples utilizar o segundo método caso o espago de
escala F, esteja (ou precise ser) calculado!

Este principio é provavelmente o mais importante deste capitulo, portanto
vamos repeti-lo: caso vocé ja tenha calculado o espago de escala de fj,
nio calcule o espacgo de escala Gaussiano de ;- fp através de con-
volugdes deste com a Gaussiana (discreta)! Ao invés, simplesmente
calcule a derivada D, do espago de escala de fp. Alids, mesmo que o
espago de escala de fy ndo tenha sido ainda calculado, o segundo método é quase
td0 custoso quanto o primeiro e provavelmente gerard melhores resultados; mais
ainda, o segundo método é a tinica opgdo se fp néo for diferencidvel!

Calcular F; = fo * P; e entao D, F; € mais simples.

S6 nos resta agora encontrar tais operadores derivada. Acreditamos gue a
maneira correta de encontrar tais operadores discretos coerentes vem da andlise
de séries de Taylor proximas do ponto em questio; o resultado é o resumo
abaixo, onde apenas apresentamos as mdscaras correspondentes a cada derivada
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discreta (uma “mdscere” é um niicleo de convolugao j4 refletido para facilitar
a sua visualizacio; na nossa notagdo, a origem de cada méscara corresponde ao
nuimero central ou ao nimero destacado). O leitor interessado no processo de

obtengio de tais nicleos por Férmulas de Taylor o encontrard na segio a seguir
(9.3).

9.2.1 Madscaras para derivadas 1D

Sugerimos o uso das seguintes aproximagdes o (h?) (daqui por diante, h
representard o espagamento do grid usado para discretizagio)

1
z='2_h[

para gerar todas as outras derivadas através da relagdo recursiva

1
D ~101); Do =75[1 —21]

Dmn = Dxn.—z * sz

obtendo uma familia de aproximagoes (todas de ordem o (h%)) cujas mascaras
tem tamanho n+1 (se n é par) ou n+2 (se n é impar). Note que, infelizmente,
Dyy # Dy * Dy, De fato, Dy, é uma verséo amostrada de D, * Dy

Enguanto a opgdo acima é a nossa favorita, abaixo apresentamos outras
opgOes de mascaras coerentes no caso unidimensional. A lista mostra todas as
méscaras Otimas para cada tamanho apresentado.

e Tamanho 2
[—i 1} ou Dy =

Dyy = [-11] o(n)

=
=

s Tamanho 3
1
Dy =g [-101] o (h?)
1
Dey =75 [1 ~21] =Dy x Dy o (r?)

P

e Tamanho 4

4Dz+=61—h[—2 —§6—1]=DI+*%[25—1] o (h®)
4Dm_=%[l—6§2]=Dm_*é[25—1] o (h®)
Dm=%[1—§10]=?113[01—§1] o{h?)
Digoy = % [-13 —31] = Daz ¥ Dos of(h)

Daygo— = % [-18 —31] =Dz * D, o(R)
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¢ Tamanho 5

1 1
sDp =11 —808 —1=D;x=[-18 -1] o (%)

1 1 .

D00 = 15pp [F116 = 3016 — 1] = Do x 5 [-114 — 1] o(hf)
1

Dmma:=2_h3[

1
Diszs =731 =46 —41] =Dy % Dy 0(B7)

—120 ~21] =D, * D, o(h?)

9.2.2 Mascaras para derivadas 2D

Sugerimos o uso das seguintes méscaras 3 x 3 que nos déo aproximacdes
o (h?) de suas respectivas derivadas

1 L1 41
4|;D,=—| 0 0 o
n h 2R O o,
L[ o2 L1 101
Dae==5 110 =20 10 |; Dy===5 | -2 —20 -2
120 |7 9 2% 1 10 1

1 -1 0 1 1 1 -2 1
Dmy = 4—h2' 0 0 0 H Dzzyy = }L‘Z -2 4 -2

1 0 -1

pois estas apresentam “simetria rotacional” (num sentido que ficard mais claro
adiante} de ordem o (h*). Para derivadas de maior ordem, sugerimos o uso das
relagdes recursivas (para m,n > 0)

Dmm+2yn+2 = Dmxyy * Dmmyn
Dzm+2y = D:z::z: * ,Dxmy
- Dmym-i-? = Dyy & Dmym
.Dmm+2 = Da:a: % Dzm
Dym+2 = Dyy * .Dym

que definem todas as derivadas parciais de maneira tinica.

Em geral, mostraremos que toda méscara 3 x 3 coerente de ordem o (h?)
para D, tem a forma

0

0

1
Di=—]| -1 0
1

A B C
} + 'EMwyy + EMmy + - Maayy

0
1
0 h
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onde

-1 0 1 -1 2 -1
1 -2 1
Megyy=| -2 4 -2
1 -2 1

Para determinar os parametros A4, B e C, vale notar algumas restrigdes de-
sejé,veis Por exemplo, para que D, seja simétrica na diregéio y, precisamos ter

= 0 {0 que equivale a forga:r D, (f(z,y)) = Dz (f (z,~y)) para qualquer f
dlscreta) Na literatura, é comum usar também C = 0 e escolher A arbitrari-
amente no 1ntervalo [0,3] sem uma explicagio convincente; acreditamos que

=0e A= — geram a aproximagao mais “corretamente assimétrica”, como
mostraremos na secdo seguinte. :

De maneira andloga, a expressio o (hz) mais genérica para D, é

6 0 0
1 A B C
-D:z:a: = ”ﬁ'i ; —02 é =+ EMIW[ + = B2 Mmmy + — h2 M:z:zyy

mas por motivos de 81metrla. rotacional a serem explicitados mais tarde prefe-
tims A=B=0eC = — (que geram o conhecido “Laplaciano simétrico”
encontrado na literatura).

Para Dy, temos a expresséo o (k%) mais geral como

-1 0 1
1 A B c
Doy = g2 [ g g _01 ] + e Mewy g Meoy 3 55 Maowy

mas preferimos A=B=C =0,
Finalmente, mostraremos que a tnica aproximagéo coerente de Dy, em
tamanho 3 x 3 & a apresentada acima.

9.3 Séries de Taylor e Derivadas Discretas*®

9.3.1 Caso 1D
Maiscaras de tamanho 2

Para obter mdscaras de tamanho 2 que sejam candidatos para D, usamos
uma das seguintes séries de Taylor de f

F@kh) = f @ LR @)+ o @) £ 2 @) +o (1)
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Entao
f(JJ-{-h;—f(iC) =f'($)+g-f”($)+0(h2)
f(x)_i(m_h) =f!(2)—gf”(ﬂ’3)+0(h2)

nos ddo aproximagdes o (h) para f' (z) cujos erros sio comandados pela segunda
derivada de f. As mdscaras correspondentes sio
1, & .

Doy = 7 [-11] ou Do = £ [-11]

Miscaras de tamanho 3

Se usarmos ambas as séries de Taylor ao mesmo tempo, temos

h) — - h?

f($+ ) f(ﬂ: h’) =f’($)+-—fm($)+0(h3)
2h 3

que gera uma aproximagio o (hz) de f'(z), comandada pela terceira derivada

de f, cuja méscara € a conhecida aproximagio central da derivada

1
D, =5 [-101]

Note que D; = Dgy # 2 [11] = Dy— + 1 [11]; portanto, D, pode ser vista
como uma versdo suavizada de Dyt ou D,—. A série de Taylor explicita porque
D, é uma aproximacdo melhor do que D4 ou Dg_: ganhamos uma ordem de
aproximagéo (de k a h2). O prego a pagar é uma méscara maior.

Podemos também usar uma combinagfo linear de f (z + h), f (z — k) e f{x)
para zerar os termos em f e [

h) -2 - ., h2
LEEn =2 @S Eh) iy

e

(z) + o (h?)

obtendo uma aproximacgo o (h?} de f" () comandada pela quarta derivada de
f e cuja méscara é

1
Dup =351 —21]

Mascaras de tamanho 4

Para tamanho 4, escrevemos as séries em ordem o (%)
4h? 8h? 16h%
Flo+2h) = £ (@) +20f (2) + o 1" (@) + 5 £ (@) + - 1 (@) + o ()

2 3 4
Fleth) = @) £hf () + =" (@) £ 37 @) + 5 f™ @) + 0 (49)
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Para simplificar o trabalho, escreva os coeficientes destas séries numa matriz
4 X 4 como abaixo

f hf AZ £ h_33 Fr
2
flz—h) 1 -1 1 -1
f(x) i 0 0 0
flz+h) 1 1 1 1
Flz+2r) 1 2 4 8
A matriz acima mostra como escrever f (z + ah) (a = —1,0,1,2) como com-

binagges lineares das derivadas de f no ponto z (de acordo com as séries de Tay-
lor de ordem o (h*}). Queremos exatamente o contrario: escrever as derivadas
de f como combinagbes lineares das expressdes do tipo f (z + ah). Para tanto,
tudo o que temos de fazer é inverter a matriz 4 x 4 acima! Assim, como

-1

1 -1 1 -1 0 1 0 o0
100 0| _|-3 -% 1 -1
111 1| ~[4% -1 1 o0
12 48 AR

entdo, lendo as linhas
f(z)=0f(z—h)+ f(x) +0f (x+ k) + Of (z + 2h) + o (h?)
hf’(:c)=—%f(:r—h)—-;—f(:c)-i-f(x-%—h)—%f(z+2h)+o(h4)
P @ =31 W~ @)+ 2+ R +0f (e 420 +o ()

3
%f’”(m):—%f(a:—h)-’r-%f(m)—%f(m+h)+%f(a:+2h)+o(h4)

Enquanto a primeira expresséo nao é itil, as outras trés nos dio méscaras
de tamanho 4 que aproximam as derivadas do lado esquerdo. As méscaras sio

1 o
a5 236 1]
1 <

Doz =35 [1 —210]

4-Dz+ =

Dagzy = % [-13 -31]

que correspondem a aproximagGes pelo menos o (k%) , o (h?) e o (h), respecti-
vamente. Note que D, é a méscara de tamanho 3 encontrada anteriormente.
Analisemnos as outras mascaras individualmente.

Primeiro, note que 4D,q = Doy % % [25 ~ 1] pode ser considerada um tipo
de suavizacdo de D.. A combinagio correspondente

—2f(z—h)—3f(z) +6f(z+h)— f(x+2h) _
6h

3 .
£/(@) + T35 (&) +o ()
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nos d4 uma aproximaggo o (h®) cujo erro é comandado pela quarta derivada.
Para D4, obtemos a combinagao

~flz—h)+3f(z)—3f(z+h)+ f(x+2h)
3

= (@) + 51 @) +o (W)

que nos dé uma aproxima¢do o (h) cujo erro também é comandado pela guarta
derivada. Note que Dyzpy = Dgg * Dya..

Outras possibilidades surgem se utilizarmos a série de f (z — 2h} ao invés de
f (z + 2h). Enquanto a méiscara para D, ndo muda, temos

aDo- =1 ~632] = Dm_*%[—152]
5 -

1331] = Dyg* Do

EEI—

?"I'-';-l'-*

Maidscaras de tamanho 5

As séries
flz+2h)=
2 3 4
= f (z)x2hf’ (x)+f‘-’3~f”( JE= 8;‘! 7 (z)+ mh f‘“’( )i32h ¥ (z)+o0 (h°)
flzxh)=

h? B3 Rt h®
= f (@) 2 hf (@) + =" (@) £ o f" (@) + T (@) £ g7 f7 (@) + 0 (°)

dio origem & matriz (em o (h®))

2

f h fr h.T f” %?_ fm };_‘; fiu
—8

flz—2n) 1 -2 4 16
flz—h) 1 -1 1 -1 1
. flzy 1 0 0 0 0
flz+h) 1 1 1 1 1
flz+2n) 1 2 4 8 16

cuja inversa é

flw—2h) f(z—h) flz) flz+h) flz+2h)

I 0 0 1 0 0

/ 1 2 2 1
f:f 12 3 0 3 12
B2 f" _ 1 2 ~5 2 _.L
29 3 1 3 24

_ fm _L 1 0 1 L
31 12 6 6 12
R fw L i 1 1 1
24 3 g 6 24
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As linhas nos dio as seguintes mdscaras

mﬁﬁu ~808 —1]=DI*%[—18 —1]
5Dzﬁﬁ[--lm _3016 -1]=13m*11§[—114 ~1
Dm=2_’113[-120 —21) = D, % Dy
Dmﬁh—l‘in _46 —41] = Dy Das

que serdo aproximagfes pelo menos o (h1), o (£®*), o (h?) € o (k) de suas respec-
tivas derivadas.
De fato, 5D, corresponde & expressao

fz—2h) —8f (z— h) +8f(z+ k) — f(z + 2h)
12

— 7 @) - 2 @) o (19)

que nos dé uma aproximagao o (k*) cujo erro é comandado pela quinta derivada
de f.

Para 3D, ., obtemos um “cancelamento extra” e

—f (& — 2h) + 16 (z — k) — 30f (z) + 167 (z + k) —  (z + 2h)
12h2

4
— '@ - Je @) +o (W)

é uma aproximagso o (k1) com erro comandado pela sexta derivada!.
Para D, temos uma aproximagio o (h?‘) comandada pela quinta derivada

—f(z—2h)+2f(x~h) —2f (x+h)+ f (z +2k) _
2h3 -

= " (z) — 3h%f" (z) + o (h%)
Finalmente, para Dy, 6btemos uma ordem extra: o (h?) na sexta derivada

fz—2h)—4f(z—h)+6f(z) —4f(z+h)+flz+2h) _
hi

= f* () + 4h2 f* (z) + o (B®)

INote que esta aproximagio & melhor do que a gerada por Dz « Dy = -4—,1‘5 [i0 -201].
De fato, esta expressio corresponde a
flz—2h)—2f (=) + f(z+ 2h)
4h2

que geraria uma aproximag3o apenas o (h2) (preciséo jd obtida com a mdscara de tamanho
3).

h2
=" @+ 317 (=) +o(h?)
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Conclusio

Note como as melthores mdscaras de tamanho 5 para a terceira ¢ quarta
derivadas 80 Dygy = Dy % Dyy € Dyzog = Diy % Dy (ambas de ordem o (h?)).
Em geral, pode-se mostrar que a relagio recursiva

D:cn = Dzn—Z * me

nos dé aproximagdes o (h?) cujas méscaras tem tamanho n + 1 (se n é par) ou
n+2 (se n é impar). Tais derivadas discretas sdo Gtimas para seus tamanhos e
simples de computar, justificando essa nossa escolha.

O leitor familiar com Algebra Linear poders entender o problema de obten-
¢ao de mdscaras da seguinte forma:

* O espago das mdscaras de tamanho n é identificado com R™;

® Uma base é dada pelas mdscaras elementares ¢; = [100...0], ez =
[010..0], ... ee;, =[000...1)], cada uma delas representando uma
expressao do tipo f (z * ah);

¢ As séries de Taylor de ordem o (h™) nos mostram como escrever a base {e;}
em termos de uma outra base, dada pelos vetores vg = f (z), v1 = hf’ (z),

vy = %zf” (IL‘), ey Up = b,-rn]'f{ﬂ) (!I:),

» As matrizes montadas a partir dos coeficientes da série de Taylor sio nada
mais que matrizes de mudanga de base!

* Queremos as derivadas escritas como méscaras, isto é, queremos escrever
os vetores ¥; em funglo dos vetores e;; portanto, tudo que hé a fazer é
obter a matriz de mudanca de base inversa.

e Note que as matrizes que aparecem segundo este método serfo matrizes de
Vandermonde nao-singulares, justificando o porqué de {v;} ser de fato
uma base; assim, o método funciona para qualquer tamanho de méscara
desejado.

9.3.2 Caso 2D

O método acima pode ser estendido para o caso bidimensional se utilizarmos
séries de Taylor a duas varidveis. Na primeira subsegio abaixo, abordamos o
problema de determinar boas mdscaras 33 na forma da resolugio de um sistema
linear de equagdes; veremos que sobram 3 “graus de liberdade” na determinacéo
das derivadas de primeira e segunda ordern, e restringimos tal liberdade procu-
rando outras propriedades desejéveis de nossas aproximagdes (além da coeréncia
quando b — 0).

A presencga de tais graus de liberdade nio deve surpreender os leitores mais
familiares com Algebra Linear: a escolha da “base de derivadas” (a base {v;} na
notagio anterior) néo é t3o imediata quanto era no caso 1D. No exemplo acima,
as mascaras 3 x 3 correspondem a um espago de dimenséio 9. Se escrevermos
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as séries de Taylor em ordem o (h3), obtemos as derivadas £, fz, fy, fox, fzy
e fyy - 6 candidatos a vetores. Assim, haverd uma ambigilidade na escolha de
méscaras, explicando a presenga dos 3 graus de liberdade. Por outro lado, a
utilizagiio de ordem o (h“) leva a 10 candidatos a vetores; pior ainda, nao sé eles
séo linearmente dependentes (como teriam de ser), mas pode-se ver que estes 10
candidatos varrem um espaco de dimens&o apenas 8. Mesmo que joguemos fora
um deles (digamos, fy..), ainda ndo podemos resolver o problema de mudanga
de base! Na segunda subsegio abaixo mostramos como escolher uma base de
derivadas corretamente.

Madscaras 3 x 3 por sistemas lineares

Como no caso 1D, utilizamos combinagdes lineares de férmulas de Taylor; a
duas varidveis e em ordem o (h*), temos

f(z+ah,y +bh) = f(z,y) + (ah) fz (z,9) + (bh) fy (z,7) +

2 2
+ (a;z) faz (2,9) + (aB) (BR) oy (2,3) + @ fou (59) +
3 2
+ (a3i!)f$$$ (a:,y) + ?’(L;H(bmfx:cy ($,y) +
3 (ah) (bh)* (bh)3

+ Sayy (2, 9) + Tfyyy (z,9) + ‘5 (r*)

3l
Portanto uma madscara 3 X 3 dada por
Qg Q7 Qg
Q3 4 Qg
Qp &1 Q2

corresponde a apf (z — b,y — h) +arf (z,y —h) + .. + asf (z + h,y + h), que
tera os seguintes termos de ordem até h?

em f : op+ o+ ap+az+oy+as+og+ ar+os
em hf, : —og+ g —as+ag—ag+os
emhfy, : —ap—~on—as+ag+ar+as

h2
em ?fxm D aptootaztas+og+as

hz
em ?fyy T aptogtastagtartog

em hzfzy T oo —as —agtog
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Apgora escolha a sua derivada discreta favorita e resolva o sistema linear
correspondente! Por exemplo, para encontrar uma aproximacio para f., force
os termos acima a serem 0, ,—11, 0,0,0 e D respectivamente — encontrar-se-4 uma
aproximagdo pelo menos o (k?) para tal derivada (apés a inevitével divisio
por h); para encontrar fy., tente 0,0,0, -%,0 ¢ 0 (aproximagio pelo menos
o(h) de fzz); Para fry, tente 0,0,0,0,0, %; e assim por diante.

Vale a pena notar que hd 6 equacdes lineares para 9 incégnitas; portanto,
nossas solugdes terfio 3 graus de liberdade. Alids, como os sistemas de equagbes
lineares para fz, frz, foy, €tc. sio exatamente os mesmos a menos dos
termos independentes, vale a pena encontrar primeiro a solugiio homogénea,
do sistema linear (que nos di os tais 3 graus de liberdade). Igualando os 6
termos acima a 0, encontramos a seguinte sclugéo homogénea

Gg Q7 g
Sg H &3 (4 Of = AMmyy + BM,;my + CM;[;xyy
an Q1 G

Agora, basta encontrar uma solugio particular para cada sistema menciona-
do acima. Por exemplo, o sistema linear para f, tem como solugdo particular

0 00
Dzz—lh--101+%
0 00

(separamos h dos coeficientes A, B e C dentro de Sy por conveniéncia).

Similarmente, as solugdes particulares para D, e D, ddo as expressies
gerais
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0 0 0
Dm=i{1 -2 1 +S0
0

h2 0 h2
-1 0 1
1 So
Dy m[g’ 8_01]+§

As expressoes gerais de D, e Dy, sio andlogas &s de Dy e Dy,.

Agora, qual o significado de cada um desses graus de liberdade em S37 Como
escolher os seus pardmetros? Para responder a esta pergunta, temos de voltar
as Férmulas de Taylor e usar ordem o (hf). Os termos até h2 j4& haviam sido
determinados; os termos com A2 e A% sdo

h3
€m gfxmm :

3h°

cm ?fmzy :

3h3

€111 —gl—'fzyy H

3
em ¢ Juywy *

h4

em Efmm:m H

4p?

em TN Joaey ¢

6ht

em o Jeeyy ¢

4ht

em il Soyyy ¢

hd

em - Sywuy ¢

—ag + og — a3 + o5 — ¢ + ag (igual ao termo em hf;)

—p — o2 + o + Qg

—txp + g — g + Oy

—ap — a1 — @2 + ap + ar + ag (igual ao termo em A f,)
B2

op + a2 + o3 + a5 + ag + ag (igual ao termo em 7fm)

ag — 3 — o + g (igual ao termo em A2 fy,)

ag + a2 + o + ag

ap — ag — ag + og (igual ao termo em A% fyy)

h2
ap + a1 + g + o + a7 + ag (igual ao termo em ?fyy)

Assim, estabelecemos as seguintes 9 correspondéncias {(agui com termos em
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h® também; a tltima foi calculada em o (h?))

0 00
010 -f=f
00 0]
[ 0 0 0]
1 h3 h®
5 -1 0 1 “f=hfz+ _“fmmm+_fmm=rrr+o(h6)
0 0 0 6 120
"0 1 0]
1 h3 h®
5 0 0 0 'f=hfy+?fyyy+f2_0fyyyyy +o (k%)
0 -1 0
- -
0 0 0 "
1 =2 1 |-f=h%for+ Efza:w:c +o (hﬁ)
(0 0 0]
i 0 1 0 1 h,4
0 -2 0} f= hzfyy + Efyyyy to (hs)
(0 1 0] |
1 i -1 0 1 i . 7 h4 h4 6
2 0 0 0 |-f=h fmy-l-?.fm:cy‘*‘Ffzyyy"'o(h )
| 1 0 -1
[ -1 0 1 ] 5 5
1 20R 10k
E 21 3 —12 -f= hsf;cyy + Tf:cxmyy + Tfmyyyy +o (hﬁ)
1 -2 1 .
1 F 10R5 20R5
—2- 01 g 01 ‘ f = haf;c;z:y + Tfma:a:zy + _5T“fm:nyyy +o (h’ﬁ)
[ 1 -2 1 X
—12 42 —12 f =R fouyy + = (fozzzyy + frzyypy) +0 (hs)

que explicitam uma base do espago vetorial de todas as mdscaras 3 x 3 que é
adequado & descri¢fio das suas correspondentes aproximagdes de Taylor. Estas
relagoes sdo fundamentais no entendimento da relagio entre méscaras e aprox-
imacBes discretas de derivadas! Por exemplo, note que as 3 tiltimas expressdes
(correspondentes aos tais graus de liberdade) sdo de ordem h® e A%, e portanto
nilo faréio diferenca alguma se procuramos combinagdes lineares que sio aprox-
imagBes o (h?) de algo! Denotaremos as 9 méscaras acima respectivamente por
Mo, My My, Mzzy Myy, Mzy, Myyy, Mooy € Mygyy (de acordo com o primeiro
termo de suas Férmulas de Taylor).

Muitos argumentariam a esta altura que a melhor escolha para D, seria
ento ‘“—"rhﬂ Afinal, por que acrescentar Myy,, Mz ou Myg,,? No entanto,
note que a série de Taylor associada a M, ji vem com um termo em f,., do
qual nio podemos nos livrar (pelo menos nao dentro do tamanho 3 x 3 imposto).
Talvez a presenga dessas outras derivadas de ordem mais alta possa “abrandar” a
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intrus@o do termo em frg;. A escolha dos termos a serem adicionados dependem
do objetivo da aproximagio.

Um possivel critério de escolha é o seguinte: no caso continuo, o operador
9z néo ¢ rotacionalmente simétrico, mas sua integral com relagio a x é rota-
cionalmente simétrica. Em outras palavras, queremos manter a propriedade de
que fr é a derivada com relagio a z de um objeto rotacionalmente simétrico
(a saber, f). Enquanto é impossivel manter tal propriedade no caso discreto
(J&4 que a introdugdo de um grid dificulta até mesmo a definicio do conceito
“rotacionalmente simétrico”), podemos pelo menos manter tal propriedade na
aproximagao de Taylor correspondente. Afinal, a aproximacio geral de D, com
pardmetros A, B ¢ C corresponde a

1
D;-f= h (M + AMyyy + BMpy + CMMW) f=

h2
= fo+ g foza + AR fayy + BE fay + OB fazyy + 0 (%) =

= ( F+h? (% + Afyy) + Bh2f,, + CH3 fmy) +o (k%)

que serd, a derivada com relago a  de uma expressao rotacionalmente simétrica .
(em ordem o (h?)) se e somente se A = £ e B = C = 0. Acrescentamos ainda
mais uma ordem para ver que essa escolha de pardmetros nos dé

8 B2 bt 10 5
Dy-f= % (f + ‘Evzf) + F (f:l:s:a:a:x + ?fmmmyy + Efmyyyy) t+o (hs)

(note que ¢ impossivel conseguir a simetria rotacional em ordem o (h5)) € a
mdscara correspondente ¢, explicitamente

-1 0 1

-1 01

(a mascara D,, é obtida de modo anilogo).
Uma vantagem adicional de tal escolha é que o cdlculo da norma do gradi-

ente usando tais mascaras serd automaticamgnte rotacionalmente simétrico em
ordem o (h*}. De fato, escrevendo g = f + L-V?f, vé-se que

Dy -f=gs+o(h?); Dy-f=g,+0(h) =
= (Dz- )2 +(Dy- f)* = Vgl + o (h%)

note-se que nenhuma outra mdascara 3 x 3 apresenta tal simetria no
cdlculo da norma do gradiente até esta ordem.
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Similarmente, partimos da expressdo geral

1
7 (Maez + AMzyy + BMygy + CMaayy) - f =

h2
= fma: + 1_f:c:z::c:c + Ahfa:yy + Bhfzzy + Chzfmmyy +o (h’s) =

= ‘92 ( f+ Bhf, + fu + C'hzfyy) + Ahfrzy + 0 (h%)

e vemos que D, serd a derivada segunda com relagio a x de algo rotacional-
mente simétrico até a maior ordem possivel quando A=B=0e { = %
Usando esses pardmetros (e uma ordem adicional)

Doz f = 32 (f+ 12V2.f) +o(rY)

e obtemos uma “simetria rotacional” de ordem o ('h4)! A expressdo correspon-

dente de D, é
1 1 -2 1
Dyp=— 1| 10 =20 10
IT a
12k 1 -2 1

A vantagem adicional desta escolha (e da escolha andloga para D,,) é que
o caleulo do Laplaciano usando esta méscara é rotacionalmente simétrico em
2
ordem o (h*). De fato, tome g = f + & V2f e temos

2 2
Dys - f—ﬂ+o(h4); Dy - f-ﬂ+o(h4)

= (Dzz + Dyy) - f=V?g+0 (h‘*)

e note-se novamente que nenhuma outra escolha de mascaras 3 x 3 apre-
senta tal simetria rotacional até esta ordem.
Para D,

1
"‘? (Mmy + AMg;yy + BMIIy + CMJ:g;yy) =
2 h2 2 3
= fuy + - frzzy + 5 Soyyy + Ak foyy + Bhfozy + Ch2 fopyy + 0 (B?) =

62 h.2
= B2 By 5y (,f + -——V2f + Ahf, +Bhf + Chzfmy) + o (h3)
e a escolha natural é de fato A=B=C =0.

Usando uma ordem adicional nota-se que

32

h2
Dy, -f= 325y (f+ sz) +o (k)
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¢ obtemos novamente o (h*) na “simetria” desejada. A expresséo final para Dy,
éA
1 -1 0 1
-D:Ey = —2 0 0 0
W10 2

Finalmente, note que a tinica combinagao linear das 9 méscaras acima que dé
uma aproximagio de Dyyy, corresponde a tomarmos apenas a iltima, a saber

1 1 -2 1
Dogyy = 2 -2 4 -2
i -2 1
entdo

h2
Drzyy * f = famyy + IT) (fz::z:zzyy + fmmyyyy) +o (h4) =

o I

é novamente “rotacionalmente simétrica” em o (h*).

Meétodo geral

No caso geral, se procurarmas mascaras m X 7, a base de derivadas correta
. Rt . .
a se usar € }Z:!Tf;iyj onde ¢ € {0,1,...m—1} e j={0,1,..,n — 1}. Com esta
base podemos estender o método do caso 1D com sucesso.

e Caso 2 x 2: usamos a seguinte matriz 4 x 4

Coef.de — em | f hfy hfy, hify

fzy) 1 0 0 0
flz+hy) 1 1 0 0
flzy+h) 1 0 1 0

Fl+hy+h) 1 1 1 1

e sua inversa

flzy) flz+hy) flz,y+h) flz+hy+h)

b 1 0 0 0
hfs -1 1 0 0
hf, -1 0 1 0

hif 1 -1 -1 1
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cujas linhas (guando reformatadas em 2 x 2) nos dao

0 0] h2 B3 4
1 0' h2 h3
|20 | =t T Gt o)
-1 1] h3 B3
[ 1 -1 'f=hzfzy+?fmy+?fmyy+o(h4)

(note como temos de verificar para onde véo os termos frz e fyy que
néo apareciam na nossa base). Uma aproximacio de 3 tem um grau

: 8
de' liberdade (assim como By)’ ¢ possivel também a.prox1ma.r B2y Com
méscaras 2 X 2:

1 0 0 -1 1 ]).2
Dm+=E(|:_1 1]+O[ 1 _I:I) 3 o{h)
17-1 117. 6%
Dm+y+=ﬁ[ 1 ___1:l 520y o(h)

¢ Caso 3 x 3: usamos a seguinte matriz 9 x 9

Ponto f hf, 2= hf, Kify, Ebm M By B
b~k 1 -1 1 -1 1 -1 1 1
6-h 1 0 0 -1 0 0 1 0 0
hb—h 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1
-0 1 -1 1 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0 0 0 0
RO 1 1 1 0 O 0 0 0 0
bk 1 -1 1 1 -1 1 R | 1
6k 1 0 0 1 0 0 1 0 0
bt 101 1 1 1 1 1 1 1
cuja 1nversa e
o f 0 0 0 0 1 0@ 0 0 0]
B 0 0 0 -1 0 i 0 0 0
2
Bfw 0 0 0 L1 -1 1 0 0 0
hfy 0 -3 0 0 0 0 0 3 O
h2fa:y % 0 —% 1] 0 0 _i, 0 i_
5 [
Bfew =t 4 < 0 0 0 & 4§
:2 fuy 01 ‘% ? (1] -1 01 01 % [1)
O B S SR
B LV B T S TR e S B

cada linha desta matriz (depois de uma normalizacio e colocagio em for-

mato 3 x3) nos d4 wma das méscaras My, Mz, M, M., Myy, Moy, Mzyy,
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M:n:z:y € M:z::z:yy- Como Jfrza, fyyy:  m— fa:a::cy, f:nyyy € fyyyy néo aparecem
diretamente na tabela acima, os seus coeficientes devem ser calculados a

posteriori utilizando as méscaras encontradas para gue determinemos cor-
retamente todas as expressdes em o (h®) (como feito na subsegao anterior).

9.4 Exercicios

1) Para calcular invariantes geométricos (que venham de convolugdes) per-
to das bordas de um sinal, a solugio mais comum é simplesmente estender 2
imagem além de suas bordas de uma forma pré-determinada: com zeros, peri-
odicamente ou por espelhamento. Uma, outra idéia é simplesmente assumir que
a imagem é desconhecida além de suas bordas e adaptar o processamento a
esta condigéo. No sentido desta iiltima idéia, dado um sinal f [n] definido apenas
para n 2 0, encontre as melhores aproximacdes discretas da primeira e segunda
derivadas de f em n = 0 usando mdscaras de tamanho 3 (para clarificar: sua re-
sposta dependerd de f [0], f{1] e f [2] mas ndo pode depender de f[-1]; vocé
pode supor que f é a amostragem de um sinal continuo onde um espagamento
de grid h foi utilizado). Qual a ordem das aproximacdes encontradas?






Capitulo 10

Abordagens Axiomaticas

O espaco de escala Gaussiano revelou-se 1til por suas propriedades de lin-
earidade, invaridncia por translagGes, semi-grupo e causalidade (cuja forma mais
fraca é o principio do maximo). Serd que hé outros espagos de escals com tais
caracteristicas? A resposta €, sucintamente, no: neste capftulo, mostraremos
que os tinicos espagos de escala satisfazendo propriedades de linearidade, in-
varidncia, semi-grupo e causalidade (e isotropia para o caso multidimensional
continuo, simetria para o caso multidimensional discreto) séo os apresentados
previamente neste livro.

Hé duas abordagens diferentes para a anélise deste assunto (que, basica-
mente, levam aos mesmos resultados). A primeira é partir de uma equagio
diferencial parcial genérica e entdo pedir que cada uma das propriedades sejam
verificadas. No final, esperamaos ficar com uma familia de equactes que nos déo
possiveis espagos de escala. Esta é a abordagem da préxima secio. ‘

Uma segunda abordagem (que ¢ a linha principal de [28]) é supor que o
espago de escala serd gerado por uma convolucao do tipo K; * f; para uma
familia de niicleos de convolugio K, que satisfazem uma condicio de causalidade
de cruzamentos de zero. Esta abordagem ji assume linearidade e invariincia por
translages (via convolugdo}, mas n&o for¢a a condigdo de semi-grupo a priori.
Infelizmente, por tratar de cruzamentos de zero, esta teoria s6 funciona bem para
o caso unidimensional. A segunda segio deste capitulo descreve brevemente esta
abordagem.

10.1 Via Equacoes Diferenciais Parciais

10.1.1 Caso continuo
Caso Unidimensional

Esta subse¢do é completamente dedicada a mostrar e esclarecer a seguinte
proposigio de unicidade.

123



124 CAPITULO 10. ABORDAGENS AXIOMATICAS

Proposigio 10.1 A egquagdo do calor define o dnico (a menos de translagdes
proporcionais 4 escala) espago de escala ndo-trivial linear, invariante por trans-'
lagdes que satisfoz a propriedade de semi-grupo e o principio do mdzimo.

Se supusermos que o espago de escala F; vem de uma equacio diferencial, a
propriedade de semi-grupo pede uma equagio parabdlica do tipo

OF, 0°F,
oz’ 8z

JF,
Et' =F {Ft,
Fo(z) = fo{x)

Se nos restringirmos a equagdes lineares, somente teremos equagdes do tipo

% =G @) F+C (:c)—+C’2( )
onde Cy (z), Cy (z), etc. sdo fungbes quaisquer.
Agora, se pedirmos também invaridncia por translacaes, somos forgados
& concluir que Cp, Cy, ete. tém de ser invariantes por translagdes, e, portan-
to, constantes. De fato, queremos que tanto F; (z) como G;(z) = F; (z — a)
satisfacam a equagdo acima, isto é

8%F,
Oz

+ ..

3 G (m) 8G;(z) OF, ( Ok Fy (z — a)
ZC‘“( == = ZCk(a:—a)—
Finalmente, o principio do mdximo pede que %‘} < 0 sempre que E

tenha um minimo local; em particular, devemos ter %f < () sempre que ={

e W < 0, ndo importando quais o0s valores das outras derivadas de F (z ) {que
pode ser tomado como condigdo inicial fo)!. Isto indica que a vinica equacio
diferencial satisfazendo linearidade, invariancia por translages, semi-grupo e
causalidade quaisquer que sejam as condigdes iniciais tem de ser da formal

OF, _ _OF _ 0°F,
Tt = %% TP
Fy (z) = fo(x)

com « e § constantes e § > 0. H4 somente quatro casos a considerar:
e Se a =3 =0, a equagdo claramente tem solucfio constante em ¢
Fy(z) = fo(z)

que nao tem graca.

1Para o leitor mais cético, tome fo(z) = 2® — Az™ como condigio inicial onde n > 2. Note
que = = 0 é um minimo de fy (z) e portanto deve subir; mas ‘%’:‘ =2Cz —An{n—1)Cr em
t = 0. A dnica maneira disto ser pomtwo para qualquer ) € tomando Cp, = 0. O mesmo
argumento funciona com fg (z) = A + x2 para mostrar que Cp = 0.
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e Se a # 0 mas 8 = 0, a solugho ¢ simplesmente uma translagio do sinal
original com a escala (veja exemplo 1.19)

Fy(z) = fo(z + at) = (6—at * fo) (z)
que também ndo tem graga.

®Sea=0ef #0, temos a equagio do calor com a solugio dada por
convelugbes com Gaussianas, possivelmente acelerada pelo fator 3, vistas
no capftulo 5

F; (z) = Gp: (z) * fo (x)

¢ Finalmente, se @, 8 # 0 a situagio é simplesmente uma mistura das duas
anteriores; a solugdo é uma translagio (progressiva) do espago de escala
Gaussiano

Fi{z) = (6-at * Gae % fo) (z) = Gpt (z + at) * fo ()
Caso bidimensional

O raciocinio da se¢do anterior se estende ao caso bidimensional e multidi-
mensional; a tnica possivel surpresa é que precisamos pedir uma condicdo de
isotropia para chegar a um #nico espago de escala. Esta subsecio se dedica a
mostrar e discutir;

Proposigao 10.2 A equagdo do calor define o unico (o menos de translagées
proporcionais & escala) espaco de escale multidimensional ndo-trivial linear, in-
variante por translagdes e rotagdes gue satisfez a propriedade de semi-grupo e
o principio do mdximo.

Vamos nos restringir ao caso bidimensional {0 caso multidimensional é ana-
logo). As propriedades de semi-grupo e linearidade levam a

OF; QItEF,
Bt ZCj'k Oxs By*
Ik

e a invaridncia por translagGes forca os ;) a screm constantes a serem
determinadas.
. . = . . . BF
Agora, o principio do. maximo vai exigir que S < 0 sempre que houver
um maximo local; em particular, isto deve valer sempre que

2 H
oz~ By * 022’ Oy? Lkl s
Bzdy ay

independentemente dos valores das outras derivadas parciais de F;. Assim, a
equagdo tem de ser da forma

oF, | OF OF; 2 0% F,
W_Aax +Bc’9y +C oz

Fy (ﬁ,’y) =Jo (x:y)

32.F|t 2 82Ft
dxby +E oy?

+2D
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com |D| £ CE. Uma rotagio de coordenadas pode ser feita para desaparecer
com 2 derivada mista; por abuso de notagao escreveremos
OF; OF, 8F; 2 O F, 20 F}
— =A—+B—— +C*"——+ E*——
a8 oz Tay T TE e

F()(.’E,y) =f0($’y)

A solugdo é uma Gaussiana anisotrépica (dependendo da razdo entre C e
E), composta com uma. translagao {dependendo de A e B)

Fy(z,9) = Gepe (‘/g(x + At), \/g(y + Bt)) * fo(z,v)

Vale a pena notar que tal equagio pode ser utilizada para o tratamento de
imagens que tenham dire¢des preferenciais conhecidas a priori. Em particular,
hé forte evidéncia que indica a presenca de células em nosso sistema visual que
realizam operagdes de convolugho semelhantes 3 convolugdo com Gaussianas
anisotrdpicas como a mostrada acimal .

Quando adicionamos a condigdo de que nosso espaco de escala tem de ser
isotropico, isto é, invariante por rotacgoes, é que somente nos resta a OpPGaD
de tomarmos C' = Ej; entdo, voltamos & solugfo j& conhecida da equagio do
calor (composta com uma translagio, re-escalada):

Fi(x,9) = Gozs (z + At,y + Bt) * fo (z,3)

10.1.2 Caso Discreto
Caso Unidimensional

Argumentos semelhantes se aplicam ao caso discreto. Agora, temos:

Proposigio 10.3 A eguagio do calor discreta define o tnico espago de escala
discreto no espago, ndo-trivial linear, invariante por translagées e simetrias que
satisfaz a propriedade de semi-grupo e o principio do mdrimo.

Suponha que F; [n] é um espago de escala discreto no espago. O fato de que
Fy [n] satisfaz a condigio de semi-grupo em ¢ exige uma equagio diferencial
parabélica do tipo

_[n] =f{th}

Se o espago de escala é linear em fj [n], no nos resta opgio exceto aceitar
que F {F};,n} é linear em F}, isto é

Sbl= 3 ALnRD)

j=-o0
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onde os coeficientes A [4, n] podem muito bem ser diferentes para cada n.

A invariéncia por translagbes diz que o lado direito é expresso por uma
convolugéo. De fato, considere o espago de escala F'[n] gerado por fo [n] = & [n)
¢ 0 espago de escala G [n] gerado por gg [n] = fo [n — a]

a—atc-;—t[n]= Z Aljn]Geld] = Z Al F; [ - of

j=—c0 j=—eo
A invariéincia diz que G [n] = F; [n — a], e portanto,

9G;

8., _ OF:
ot

o0
)= —d= Y Alin—d Rl
j=—

Tomando ¢ = 0, onde F; = §, ficamos apenas com

Alo,n—a] = Afa,n|
e a equacdo original torna-se

o0

== > An-jlR[[l=A«F
j=—00

onde o niicleo de convolugéo A é definido por 4 [n] = A[0,n].

Se A for “bem comportado”, ele serd o gerador infinitesimal de um semi-
grupo T; e a solugio da equacio do espaco de escala serd simplesmente (veja
segdo 2.3):

F=Tix*fo
tZ
'I{g=5+tA+§A*A+...

Agora adicione uma pitada de causalidade & nossa mistura; para uma idéia
da teoria em volta da causalidade de cruzamentos de zero, veja a préxima se¢ao.
Aqui, analisaremos o principio do maximo: queremos que 22t [n] < 0 sempre que
Fy [n] tiver um méximo local, isto é, sempre que Fj [n] > F;[n— 1), F; [n + 1].
Em particular, use as seguintes fungdes teste para tirar conclusdes a respeito de
A

e Tome fo[n] = +(6[n)+6n+1]+&[n — 1]), que tem um méximo local
em n = 0; entéo

(A% (6461 +6_1))[0) 0= A[0] + A[L] + A[-1) =0

e Tome fq [n] = —& [n £ 1], que tem wm maximo local em n = 0; entdo

—(A*(S;tl)[O]SO:*A[:I:lIZO
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e Para [b| > 2; tome fy[n] = §[n] + Ab [n — b], que tem um maximo local -
. em n = §; entao
YA, (A*(6—A6p))[0] = A[0] —AA[B] £0= Alb] =0

Juntando as informagdes acima, concluimos que o gerador infinitesimal A é
da forma

A=(a —a—b b

onde a,b > 0. Nao ¢ dificil ver que isto é suficiente para satisfazer o principio
do méaximo; afinal

(Axfo)[n] =a(fo[n+1]~ fo[n]) +b(fo[n ~1] - fo[n]) <O

sempre que fp [n] for um maximo local.
A equagdo resultante

%1-} ] = aFy[n + 1] — (@ + b) Fi [n] -+ bF: [n — 1] (10.1)

Fy[n] = fo[n]

pode ser resolvida pelos métodos da segio 2.3 (¢ melhor exemplo sendo o niicleo
simétrico de Poisson do capitulo 6). Mas vamos colocar um iltimeo togue na
nossa receita: se pedirmos uma simples condi¢io natural de invaridncia por
reflexao, isto é,

F; [n] é o espago de escala de fo[n] =
= F;{—n] € o espaco de escala de fp [—n]

entdo é ficil ver que A deve ser simétrico, isto é, a = b, e a equagio torna-se

%=a(1 _21)+F,
Fy[nl = foln]

cuja solugdo € exatamente a encontrada no capitulo 6 (exceto pelo possivel re-
escalamento dado por )

Fr=Fa=fo
P, [n] = niicleo de Poisson simétrico

Caso Bidimensional

A aplicagfio dos argumentos da secdo anterior ao caso multidimensional dis-
creto leva a:
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Proposigao 10.4 A equagdo do calor discreta define o tnico espago de es-
cala discreto no espago multidimensional, simétrico, ndo-irivial, linear, invari-
ante por translacdes que satisfaz a propriedade de semi-grupo e o principio do
mazrimo.

Exibimos o caso bidimensional. As propriedades de semi-grupo e lineari-
dade levam a

Selmal= 3 Alikmal Rl

jak="'°°
¢ & invariancia por translagtes faz com que

Alj, k,m,n}=A[0,0,m — j,n — k]

Portanto, definindo um niicleo bidimensional por A[m,n] = A[0,0,m,n)
chegamos & forma da equag8o diferencial com uma convolugio

oF
at
Fy[m,n] = fo[m,n]

{min] = (-A * Ft) [m! 'n']

Cuja solugio é novamente
Fyfm,n] =Ty x fo

2
Tt=6+tA+%A*A+...

Sabemos que é dificil falar em causalidade por cruzamentos de zero neste
caso, e temos poucas esperangas com causalidade de nimero de méximos e
minimos. Assim, nosso toque de causalidade fica por conta do principio do
maximo, que vai exigir que %‘ < 0 sempre que houver um maximo local em
F;. Usando uma vizinhanga de 8 pontos para a definicio de méximo local e
usando fungdes teste semelhantes 4s da subsegfio anterior, chegamos a

a as ag
A= a4y as Qg (10.2)
ar ag ag

9
Zaj=0

j=1
41,02, a3, G4, G6, G7, a5, ag = 0
(uma. vizinhanca de 4 pontos torna o) = a3 = a7 = ag = 0). Isto gera uma

familia de espagos de escala assimétricos (alguns dos quais podem muito bem
ser aplicados).
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Se desejarmos, condigdes de invaridncia por simetria impostas ao espago
de escala se traduzem em condigdes de simetria em A. Por exemplo, se exigirmos
invaridncia por simetria em relagao & origem

F;[m,n] é o espago de escala de fy[m,n] =
= F; [-m, —n] é o espaco de escala de fo [-m, —n)
entdo A é simétrica com relagio a seu centro, isto &
@) = 4g5a2 = Qg; A3 — a7;04 = Qg

Se também pedirmos simetria com relagio ao eixo horizontal (e vertical),
entao sé nos resta

a b a c 1-2¢ ¢
A= b —4a-4b b | =(2a+b)| 1-2 —4+4c 1-2¢
a b a C 1—2¢ c
a 1
= Le< =
2atb o 0SCeS3

que ¢ um miltiplo do Laplaciano mais geral L, j4 apresentado nos capitulos 6
e 9 (para vizinhangas de 4 pontos, ¢ = 0 é a tinica opgéo).

10.2 Via Convolugoes

Aqui, abandonamos a propriedade de semi-grupo, retendo apenas as con-
digdes de linearidade e invaridncia por translagdes (leia-se, convolugdes), mais a
causalidade de cruzamentos de zero (que s6 funciona bem no caso unidimension-
al); esta ¢ a abordagem em [28]; vamos descrevé-la brevemente nesta subsegdo.

10.2.1 Caso continuo

Defini¢dio 10.5 K : R — R € um niicleo de espago de escala se pare qualquer
sinal fo

#cz (K * fo) < #cz (fo)

Afirmacao 10.6 K é um nicleo de espago de escala se e somente se sua Trans-
formade Bilateral de Laplace for da forma

— C --p.9+t32 2
Lx(s) = Ce 1;[1 SYra

pare uma regido do tipo |Re (s)| < k, ou, equivalentemente, se e somente se

K(@-y) K@a~—u) - K(@—w)
K(z1—y) K(za—y2) .. K(Zn-—10)

K(xl'_ Yn) K($2"” Yn) K(mn'_'yn)
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para quaisquer Ty <Tp < .. < Ty €Y <Y < .. <Y em R.

Demonstragao. Veja [42], [18] e [20]. »

Como a convolugio de niicleos corresponde ao produto de suas transformadas
de Laplace, a primeira parte da afirmagio acima indica que todo niicleo de

espago de escala € uma convolugéo de niicleos bésicos que pertencem
as seguintes categorias:

o Amplificagbes
Lrg(s)=C—= Kc=C$§
¢ TranslagGes
Lr(s)=e ™=K, =4,
* Gaussianas

Lr(s)=e* <K, =G,

e Exponenciais truncadas:

A
Ats

|Ale=M® ge sinal (A)z >0
0 se sinal (A)z < 0

Lic(s) = <=>K,\;{

O tnico nicleo que pode parecer um pouco surpreendente é o dltimo. No
entanto, note que sua “versdo simétrica” é o nicleo exponencial simétrico apre-
sentado na segio 7.3.2, ja que

A A 1 A A
.CKA(S)ACK,\(_S)zA_}_SA_S:E(A—'—S_S—A)=
1 1
—E(KA"]‘K—A)_‘CE: pa:fa./\—%

A partir dai, a idéia ¢é criar famflias de nticleos K usando os nicleos acima,
e gerar um espago de escala como F; = K} * fi; note que nio ¢ qualquer familia
que gera um bom espago de escala — afinal, se escolhermos K, aleatoriamente,
somente sabemos que #cz (Fi) < #cz (fo), mas nada se sabe sobre #¢0z (F;,)
comparado a #¢z (F3,) para t; > t2 —- a causalidade CZ em geral s6 é satisfeita
se os nicleos escolhidos formarem wn semi-grupo! Assim, a tdnica boa opgao
para t continuo é a familia de Gaussianas; para passos de tempo discretos,
escolha qualquer niicleo de espago de escala e convolua-o repetidas vezes com o
sinal original.
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10.2.2 Caso Discreto

Definigao 10.7 Um ndcleo K : Z — R € um micleo de espago de escala se
para qualguer seqiiéncia f

#oz (K * fo) < #cz (fo)

Afirmacgao 10.8 K ¢ um niclec de espago de escala se e somente se sua Trans-
formeda Z tiver a forma

ox(z) = Okes*8 ]

i

{1+ e;2)
(1—-Biz) 1 —vz"1)
com C' > 0: ke Z: ai:ﬂi:"ﬁ 20, nB‘h’ﬁ <le Eai +ﬁi + 7 < oo Equ":valen'
temente, K € um nicleo de espago de escala se e somente se todos os determi-
nantes menores de

K(0] K[-1] K[-2]

K] K[0] K[-1]

K2 K[ K[
forem nédo negativos (K [n] é também chamada uma seqiiéncia de freqiiéncia de
Pélya).

Demonstragéo. Veja [41], [43] e [20]. «

Novamente, a primeira parte da afirmaggo acima indica que todo niticleo
discreto de espago de escala é uma convolugio de niicleos bésicos que
pertencem as seguintes categorias:

o Amplificactes

pr(2)=C+= Kc=0C6§
¢ Translagbes

wr(2) = 2F < K, =6
o Poisson (e reflexdes)

2 3
‘PK(2)=8°‘Z4=>KQ=(DOOIQ%%...)

_ 3 p2
wi(2) = eP* ' <= Kp= ( I 81 000...)
+ Binomiais

wr(z) =1+ oz <= K,, = (1)
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e Geométricos ou binomiais recursivos

1
wr(z) = =5 = Kp ={(1BGG.)se0<p <1
T
1
ox(e) = Ty == K = {(P Al 1) se 0 < <1

Todos estes micleos ja foram vislumbrados em capitulos anteriores, especial-
mente suas versdes simétricas que foram encontradas nos capitulo 6 e 7.

A partir daf, escolhe-se uma familia de nicleos K; usando os micleos aci-
ma para gerar um espago de escala F; = Kj * fy; para que t seja continuo,
precisamos da propriedade de semi-grupo e as distribuices de Poisson sdo as
linicas aceitdveis. Caso contririo, qualquer niicleo dos citados acima pode ser
utilizado como base de um espago de escala.

Vale a pena notar que a amostragem do micleo Gaussiano dada por

Kifn]= ___1___3—%7
Vit
¢ um ntcleo de espago de escala como definido acima (baseado em uma “multi-
tude” de nidcleos binomiais — calcule a sua Transformada Z ou veja exercicios).
No entanto, a familia X; nfo tem a propriedade de semi-grupo; portanto, dados
1 >ty > 0, existe um sinal fo [n] para o qual

#oz (K, * fo) > #oz (K, * fo)

apesar de valer que, para qualquer sinal fo [n]:

#oz (K, * fo) < #cz (fo)

10.3 Exercicios

{Nota: a maioria dos exercicios deste capitulo sao inspirados por exemplos
de [28]].

(1) Escreva a solugdo da equagéo 10.1 como a convolugio do sinal original
fo com dois micleos de Poisson (unilaterais) distintos.

{2) Que funcdes teste vocé usaria para provar que um gerador infinitesimal
de um espaco de escala bidimensional disereto tem a forma mostrada em 10.27

(3) Utilizando somente as definigbes 10.5 e 10.7, mostre que niicleos K e K
de espago de escala t&m as seguintes propriedades, tanto no caso continuo como
no caso discreto:

a) K é positivo (ou K é negativo, mas K ndo troca de sinal);
b) K * fy ndo tem mais pontos extremos que fo {assuma fp diferencidvel no caso
continuo};
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¢) K é unimodal.
-d) K * K é também um niicleo de espago de escala

{(4) Mostre que o seguinte niicleo continuo K (z) (definido através de sua
Transformada de Fourier) nio é de espago de escala

2 _ 1, |'w|50'
K(w)_{ 0, lwl>a

(5) Mostre que o seguinte niicleo (continuo) nio é de espago de escala

1, lz|<ea
K(z)={ 0, im}>a

{6) Seja. K o niicleo discreto com trés elementos (1 L 1}. Encontre um sinal
discreto fy [n} tal que

#oz (K * fo) 2 #cz (fo)

mostrando assim que K nfo ¢ um nicleo de espago de escala (apesar de ser
positivo e unimodal).

(7) Explique (intuitivamente) porque vocé espera que um niicleo de espago
de escala K deva. ser unimodal tanto no dominio do tempo como no domfnio da
freqiiéncia.

(8) Mostre que

= [8 36 81 36 8]

é ummodal tanto no dominio do tempo como no dominio da fregiiéncia (para
we ( % 2)) No entanto, mostre que K nio é um niicleo de espaco de escala.
{Sugestao: tente sinais da forma fo =[a —bc —d]).

{9) Seja Ky nj = T—-e Yo {(uma amostragem da Gaussiana). Mostre que

o0

YK (z) = Ct H (1 + qfﬂﬁ'lz) (1 + qfn+lz—1)

n=0

para constantes C; e g; (dependendo de t). Use a caracterizagio em 10.2.2 para,
concluir que K [r] é um niicleo de espaco de escala.



Capitulo 11

Conclusao da Parte 11

A esta altura, podemos gerar um esbogo do que seria um sistema de proces-
samento de imagens e detecgiio de detalhes (caracteristicas, features) baseado
em espago multi-escala através do esquema abaixo:

Sinal de entrada discreto: fy

Buavizacao por nucleos: G+ (suporte largo)|

4

Sinal suavizado: F (espaco de escala)

1
[Operadores de diferenca: Dy (suporte pequenc)
4

Aproximacgoes: &y F

4
[Operacoes pontualg

Descritores/Invariantes (geom. diferencial): |VF|, kr, pr, -.-

[Comparacoes com pixels vizinhos (calculo de Zeros ou CZs})

4

Singularidades(features): Pontos/Curvas na imagem

Normalmente, o primeiro passo desse processo ¢ feito através de convelugtes
com Gaussianas (possivelmente discretas), mas hd outras opgles. Assim, é
possivel desistir das condigbes de linearidade (desistindo por completo da idéia
da convolucdo) e adotar algum outro método de “suavizagio”. Esta tem si-
do uma drea extremamente ativa em Visdo Computacional recentemente — na
préxima parte, apresentaremos algumas EDPs néo-lineares que perfazem esta
“suavizagdo”.
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Na parte seguinte do Hvro, discutiremos um possivel descritor a ser usado
com 05 espagos de escala que ndo segue exatamente 0 processo acima — as bol-
has multi-escala, que geram uma espécie de esbogo primitivo que acompanha
uma imagem monocromdtica. Voltaremos & suavizagio linear pela Gaussiana,
e provaremos alguns resultados interessantes sobre a formacgio e destruigio de
bolhas usando conhecimentos bésicos de Teoria das Singularidades.



Parte II1

EDPs Nao-Lineares
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Capitulo 12

Suavizacao Fora das Arestas

Um dos principais defeitos do Espago de Escala Gaussiano é que ele pode
modificar violentamente a estrutura das arestas de uma 1ma.gem, COmMo Por ex-
emplo na figura 8.3.1. B claro que parte deste comportamento ¢ desejdvel, ji que
as arestas de estruturas de pequena escala devem desaparecer na suavizagio, mas
as vezes até mesmo arestas importantes sdo deslocadas durante a suavizacio,
como comprovado pelo comentdrio 15.8.

Mas esta caracteristica ocorre porque o Espago de Escala Gaussiano “di-
funde” igualmente nas arestas ou fora delas; o modelo fisico da equagio do calor
linear surge quando assumimos uma condutincia de calor constante ao longo
de toda a imagem (veja a secio 4.2). E se medificdssemos essa conduténcia
para gue houvesse mais condugBo de calor (mais difusfo) longe das arestas, e
menos condutincia perto delas? A equagioc pode ficar mais complicada, mas
hi esperanca de que as arestas permanegam nftidas por mais tempo & medida
que a escala aumenta, talvez até mesmo eliminando a necessidade de um “back-
tracking” rumo & escalas menores para a localizagio espacial da aresta. Esta é
a idéia do modelo de Perona-Malik [36] e suas variantes, que apresentaremos a
Seguir.

No final deste capitulo, apresentaremos brevemente uma outra idéia para
detectar arestas, que vem de um modelo probabilistico e acaba aparecendo como
urn problema de minimizagio para um funcional de energia. Ao fim, resolver
o problema de minimizacao acaba se transformando em resolver uma equagio
diferencial, cujos algoritmos de resolugo sdo muito semelhantes & criagdo de
novos espagos de escala.

12.1 O modelo de Perona-Malik

Na se¢ao 4.2, vimos gue a Lei de Difusio de Fick leva a uma equagfo dife-
rencial do tipo
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onde K era uma constante positiva que estabelecia quio rapidamente duas subs-
tancias se misturavam. No caso da difusfo do calor ao longo de uma barra
nio-homogénea, escrevemos

oF bo) ar
'ﬁ=ai““a)

onde F(x,t) é a temperatura da barra no ponto z no tempo t e C(z) é a
conduténcia térmica da barra no ponto 2. A equagio torna-se linear apenas
se a conduténcia for constante (tomamo-la como 1 para obter a equagio do calor
clissica). Em geral, 0 modelo de difusio torna-se uma equacio nao-linear

oF _ 8 ( OF\ _8COF  .&°F
5t =z \" W% " O
F(2,0) = I (z)

onde I (z) é novamente a distribui¢o inicial de calor na barra. Note que C (z)
€ alto nas partes da barra onde o calor se espalha rapidamente, e pequeno nas
dreas mais “isolantes” com respeito ao calor. Se C (z) = 0 numa parte da barrs
entdo %‘-;"- =0=> F(z,t) = I(z) e a distribui¢io de calor, por mais desigual que
seja, ndo muda com o tempo £.
A versfio bidimensional é semethante
O —V.(CF)=VC-VL+CAF (12.)
F(z,50)=1(z,y)

(o termo 3 direita mostra como a equagio acima é rotacionalmente simétrica).

Aqui estd o centro da idéia de Perona e Malik [36]: ao invés de tomarmos
a “condutincia térmica” como constante e chegarmos & difusio linear, por que
néo colocarmos uma conduténcia menor onde esperamos encontrar arestas, isto
¢, onde o gradiente de F' é grande? Assim, a imagem F se suavizaria apenas nos
pontos onde a suavizagho é necessiria, mantendo as arestas nftidas para uma
andlise via um detector de arestas.

Idealmente, gostariamos de fazer com que C (z,y) = 0 se hd uma aresta
passando pelo ponto (z,y) e C(z,y) = 1 caso contrério. Infelizmente, nio h4
como fazer isto - se soubéssemos exatamente onde as arestas estdo, ndo haveria
necessidade de criar este processo todo para manter as arestas no lugar!

Ao invés disso, colocamos C' com valores menores onde hé mais chance
de encontrar uma aresta, isto é, nos pontos onde [VF| é maior. Por exemplo,
podemos tentar

1

I

Cl (SE, y) =

ou

Ca (a,) = e~ 50
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(onde k € um parametro a ser estimado dependendo do espago de escala dese-
jado) ou outras fungdes C (|VF|) onde C é uma fungio decrescente de |V F.

Vamos proceder a uma répida andlise da equagio diferencial 12.1 para ambas
as conduténcias Cy e C; apresentadas acima. Assim, suponha que a conduténcia
C' é uma funcgio do gradiente de F, isto é, C = C (VF):

1
1+ %4

Ca (u) = e

Ci(u) =

Para simplificar a anélise, vamos nos limitar ao caso unidimensional, que sera
entdo escrito como

O = 2 (C(F) F) = OFFa 4 OFea = (CFa+ O)F (12

{a derivada & direita é com relagio ao argumento da fungio C (u)).

Em primeiro lugar, note que 12.2 é causal no sentido do principio do méximo.
De fato, num ponto critico (F, = 0) ela se resume a F; = CF,; e portanto
maximos locals ndo sobem e minimos locais ndo descem (desde que a con-
duténcia satisfaga C (0) > 0, que é o caso tanto para C; como C;). Assim,
os valores maximos e minimos da imagem F' (., %) serdo limitados pelos valores
méximo e minimo de F {-,0) — 0 que é um sinal de estabilidade desejavel.

Por outro lado, as derivadas de F podem explodir & medida que a equacao
avanca. Podemos verificar isto escrevendo u = F; e diferenciando 12.2 com
relagio a o para encontrar

%1‘ = (C" () -+ C (1)) s + (C” (W) + 20" () 2

Note que nos pontos criticos de u temos

du
i (C'u+ C)uy,

¢ o principio do méximo néo valera se houver pontos criticos de © tais que
C'F+C<0
(alids, diretamente de 12.2, vé-se que em pontos onde isto acontece, aquela EDP

se assemelha a uma Equagfo do Calor Inversa). Montando a fungfio A (u) =
uC (1), tem-se

4 (u) = = WO @) = C'u+ C

e portanto esta instabilidade sempre ocorrerad para valores de u = F; que estejam
na parte decrescente da fungio A. Para as condutincias sugeridas acima, vemos
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que

2
1+%7 —%‘r}.u 1_112
AL {u) =uCy (u) = —— = A (u) = )22 = L
1+% (1+% (1+%)
2 2 2
Az (1) = uCh (u) = ue” 37 = A} (u) = ( - %) e 267

e ambas as equagdes diferenciais resultantes serio instdveis em u = F, préximo
a pontos onde [F;| > k — e tais pontos de alto gradiente estdo préximos exata-
mente das arestas que querfamos manter intactas!

Em suma, enquanto a fungdo F satisfaz o principio do méximo, ndo h4
nenhum controle nos maximos e minimos das derivadas espaciais de F. O efeito
desta instabilidade na aproximagio numérica é especialmente notado guando a
imagem inicial I é uma faixa cujo gradiente de cinza é comparavel a k. Por
exemplo, se F gradativamente se estende de 0 (preto) a 1 (branco), a equagdo
diferencial 12.1 gerard um “efeito escada” em F, mantendo-a limitada entre O e -
1 (F; é que “estourard” gerando os vérios degraus de F'). Uma aresta gradual
se divide em vérias arestas menores, produzindo um efeito indesejavel. Veja as
figuras a seguir para um exemplo deste efeito.

Este efeito escada pode ser evitado através de uma regularizacio do célculo
do gradiente, através de uma suavizagio Gaussiana:

1
1+ 2% [V (G2 % F)|?

Clz,y) =

A discretizagdo da equagdo diferencial é razoavelmente imediata (apenas pre-
cisamos dos operadores a_a:c' e a%’ e entdo precisamos decidir como discretizar g’?)
e oferece resultados interessantes. A presenga da Gaussiana no denominador de
C (z,y) ndo deve assustar — afinal de contas, qualquer discretizacio de |[VF| ja
envolveria uma suavizagao de qualquer forma.

Ha outras alternativas para a escolha de C (z, y); Nitzberg e Shiota [33], por
exemplo, propuseram uma equagio diferencial que nfo sé preserva arestas mas
também procura enfatizé-las espalbando niveis de cinza até os lados das arestas
em potencial. Infelizmente, uma anglise mais profunda destes métodos escapa.
ao escopo deste livro.
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o

: 2 1 i 1 o . L ) L .

[*] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 5 10 15 20 25 30 35 40 45 Bt

O efeito escada: note como a versio 1D da EDP de Perona-Malik quebra uma
aresta suave em vérias arestas menores sem ofender o principio do
maximo; este efeito é devido & instabilidade da. EDP em relacao a Fj.
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O logotipo do IMPA passa pela EDP de Perona-Malik; usamos a conduténcia
C3 sem suavizacio extra e k = 10; as imagens correspondem a. 0, 5, 10, 20, 40,
100, 200, 400 e 1000 iteracbes. Note que a imagem atinge um estado
praticamente estaciondrio, e que as arestas que na imagem original eram
suavizadas (anti-aliased) no final aparecem pixeladas.
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o

EDP de Perona-Malik com um valor maior para k (usamos k = 20 — isto é,
apenas arestas onde o médulo do gradiente vale mais que 20 sio respeitadas).
Note os “vazamentos Gaussianos” perto das arestas mais fracas (que ja podia
ser observado para k = 10 em alguns locais). O efeito dos vazamentos acaba

por borrar completamente a imagem para um grande nimero de iteragdes.
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12.2 Deteccao de Arestas via Funcionais de E-
nergia

H4 uma gama de métodos de detecgdio de arestas que se baseiam em mini-
mizagio por funcionais de energia. Apresentamos aqui apenas uma brevissima
introduggo a tais métodos (veja o artigo de David Mumford em [9] para outras
referéncias). Inicialmente, considere o seguinte exemplo de suavizagéo de sinais.

Exemplo 12.1 Dada uma fungdo f: [a,b] — R considere os funcionais
b
Big}= [ 0@)-f @) &
b
g}~ [ (¢ @) ds

para uma funcdo diferencidvel gualquer g : [a,b] — R. Note que Ey mede quanto

g se distancia de f e By € uma medide de quanto g é “bem comportade”. Para
obter uma eprozimagdo suave de f, podemos considerar a fun¢do g que minimiza

E{g} = (B1 + aF) {g}

onde o pardmetro o controla o que € mais importante: obter uma fungdo suave
ou ficar perto de f. Assim, se & = 0, uma solugdo possivel é g = f (se f for
diferencidvel); por outro ledo, & medida que a — oo, g(z) = K (constante)
torna-se uma das melhores solugcdes. Para encontrar g matematicamente, pre-
cisamos utilizar o cdlculo das variagdes e encontrar uma egquacdo diferencial
parae g, neste caso

g-og’ =§

Uma idéia semelhante pode ser usada para segmentaco de sinais unidimen-
sionais — o chamado “Weak String Model”, A idéia é usar a suavizagio do
exemplo acima, mas permitir a introdugfio de alguns pontos onde g pode se
“quebrar” — mas ndo podem ser pontos demais, senfio haverd uma tendéncia
para quebrar g em todos os lugares!

Definigio 12.2 Dade uma funcdo f : [a,b] — R, o funcional de energia do
weak string model é dado por

b 2
Blo.s =i [ G@-s0F @t [ @) drup(s

onde § € um conjunto de saltos {t1,t,...,tn} tal que @ = tg < 1) < ty <
o K tp < tnyy = by g € uma funedo diferencidvel em cada intervalo da forma
[tistiy1] (mas possivelmente descontinua em cada ty ); # (S) = n é simplesmente
o nimero de elementos de S. Note que podemos ajustar o fidelidade ao sinal f
(através do ajuste do pardmetro i) e a quantidade de arestas desejados (através
do ajuste de v).
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Queremos entédo encontrar g € S que minimizem F {g, §}; S sera considerado
o conjunto de arestas do sinal f original enquanto g serd uma reconstrugio
suave-por-partes de f que atende a tal segmentacao.

O caso bidimensional é semelhante, mas o funcional de energia (comumente
denominado “funcional de Mumford-Shah”) se parece com

E{g,8} = 1 jD (90— f)? dA+ fD Ve dA+ve(s)

onde S & em geral um conjunto de curvas ¢ e(S) pode ser tomado como a soma,
de seus comprimentos (hé outras opgdes para e (S)).
O caso discreto unidimensional é mais simples. Q funcional se torna

E{g,S} =12 (9 — £+ (41— g;)* +v.#(S5)
i

igs

onde S ¢ um conjunto de indices, cada um indicando a presenca de um bordo
entre f; e fj41. Este funcional é normalmente re-escrito como

E{g,}=p2 (6~ FY+> (@i~ a) A=) +vd 4

onde !; é a fung¢lo caracteristica de S, isto é,[; = 1se j € § e l; = 0 quando
Jj ¢ S. O problema é entéo encontrar a seqiiéncia g; e a segiiéncia bindria I;
que minimizem o funcional F {g,{}. Surpreendentemente, existem algoritmos
de programacio dindmica que encontram g e [ rapidamente neste caso discreto
unidimensional (dada a seqiiéncia inicial f).

Os casos continuos e o caso discreto multidimensional sio bem mais dificeis.
Uma idéia é comegar de {g, S} quaisquer e mudé-los lentamente (localmente)
para que a energia E {g, S} caia. Tais métodos encontram minimos locais do
funcional E, mas nio hi garantia que os minimos encontrados sejam préximos ao
minimo global. Resultados melhores sdo obtidos se mudangas bruscas (globais)
sao adicionadas esporadicamente, cada vez menos freqiientemente — a idéia
bésica do “simulated annealing”. Uma discussio mais profunda deste tépico
foge ao escopo de nosso curso.

E interessante notar que métodos de interpretagio de imagens com “fun-
cionais de energia” tém uma interpretagio probabilistica forte. A idéia geral é
que a “energia” de uma disposicao de arestas refletiria a “probabilidade” dagquela
interpretagio, algo como

Pr(Arestas corretamente localizadas) ox ¢~ #-Energia

Ao leitor interessado, sugerimos novamente a consulta a [9] e referéncias ali
contidas.






Capitulo 13

Suavizagcao Morfolégica

Neste capftulo abordaremos equagbes diferenciais que sejam morfoldgicas?
(também chamados de geométricas), isto ¢, invariantes por mudanga de brilko.
Na segéo 8.2 discutimos brevemente ums possivel motivagio para criar des-
critores que possuam tal invaridncia: mudan¢as de brilho podem ser cansadas
por mudangas na intensidade de iluminagio de uma cena, durante o processo
de captagao de uma imagem ou mesmo durante sua reproducio em uma teia
ou impressao; dentro de certos limites, estas mudancas ndo deveriam modificar
muito a interpretagio da imagem obtida. Naquela secio, discutimos como en-
contrar descritores que possuissem tal invaridncia, mas o leitor atento deve ter
notado uma certa futilidade em usé-los em um espaco de escala Gaussiano —
afinal, a equag8o linear do calor nfio é invariante por contraste! Em suma, um
processo de detecgio de detalhes multi-escala que seja invariante por mudancas
de brilho deveria comegar por uma equagao diferencial gue também o fosse!

Ha uma segunda motivagio para analisar espagos de escala morfolégicos: se
quisermos criar estruturas multi-escala para formas (“shapes”, em geral uma
regifio do plano limitada por uma curva fechada), faz sentido criar uma equagéo
diferencial para a evolugio desta forma (ou, equivalentemente, da curva que a
limita) que dependa apenas de suas propriedades geométricas. Se esta forma for
determinada por uma curva de nivel de uma imagem, queremos evoluir a2 imagem
independentemente em cada curva de nivel. Mas que processo deformaré cada
uma das curvas de nfvel? Que propriedades desejamos para este processo?

Iniciaremos este capitulo apresentando um tal processo de deformacio de
curvas com belissimas propriedades matemadticas: o movimento por curvatura.

! A morfologia matem4tica em processamento de imagens é uma colegio de métodos que
trata uma imagem como formada por suas curvas de nivel, independentemente de seus rétulos.
Assim, a morfologia matemdtica é a esséncia dos métodos invariantes por mudanga de brilho,
justificando o titulo deste capitulo — apesar de quase ndo tratarmos aqui dos métodos da
Morfologia Matemdtica na maneira tradicional.

149



150 CAPITULO 13. SUAVIZACAO MORFOLOGICA

13.1 Movimento por Curvatura

Propagagio de “frontes” determinadas por equages diferenciais que depen-
dam apenas de propriedades locais sio assuntos estudados hd um bom tempo;
algumas aplicagdes fisicas incluem propagagéo de fogo ([26] e [44]) e crescimen-
to de cristais ([4] e [27]), dentre outras?. Nos dltimos 20 anos, o assunto tem
recebido bastante atengfio, especialmente depois que uma série de artigos (a
saber, [15], [13] e [16]) provou que o Movimento por Curvatura mais simples
{para curvas imersas em R?) tem varias propriedades fascinantes (sem querer
estragar a surpresa: qualquer curva imersa no plano permanece imersa, sem
auto-intersegoes e converge a um “ponto redondo” - explicaremos estas pro-
priedades com mais detalhes a seguir). Aproximagdes numéricas sdo abordadas
em [35] e [45], e os problemas com o surgimento de singularidades sio abordados
em {3] € [10].

N&o é nenhuma surpresa que uma evolugio de curvas com tal apelo ge-
ométrico tenha encontrado aplicagbes em Visio Computacional. Por exemplo,
em [23], [21] e [24], Kimia apresenta um método de classificagao de formas
bastante atraente (veja também [47] e [32] — uma nogao dessas idéias serd ap-
resentada ainda neste capitulo). Aplicacées do Movimento por Curvatura &
suavizagdo de imagens podem ser encontradas em [1] e [2].

13.1.1 Definicao e Propriedades

Definigdo 13.1 Seja C(t), 0 <t < Thmrax, uma familia de curvas C? fechadas
imersas em R? parametrizadas por Q(s,t). Dizemos que C(t) satisfaz o movi-
mento por curvatura média® (MCM) quando

Qi(s,t) = K(s, )N (s, 1) (13.1)

onde #(s,t) e N(s,t) sdo a curvatura de C(t) e seu vetor normal unitdrio apon-
tando para dentro no ponto Q(s,t) (veja figura 15.1).

A solucio mais simples do MCM & a familia de circulos de raio R(t) =
\/Rg — 2t (deixamos ao leitor a verificagio de que esta é de fato uma solugio
de 13.1). Intuitivamente, 0 MCM faz com que dedos finos da curva C(t) encol-
ham rapidamente devido & alta curvatura de suas extremidades, partes retas
permanegam razoavelmente imdvels e partes cdncavas se movam para fora e
desaparegam, fazendo com que a curva fique rapidamente convexa. De fato, es-
peramos que a forma fique “arredondada” a medida que o tempo passa, € entdo
encolha e desaparecga.

2De fato, como Superficies Minimas so estacionarias no Movimento per Curvatura Média,
0 agsunto possui raizes ainda mais antigas.

3A palavra média aparece porque pensamos neste movimento como a instéincia bidimen-
sional de um movimento de superficies mais genérico.
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Figura 13.1: Convencao de orientagies para o MCM

E interessante notar o que ocorre com o comprimento L (t) e a drea A(t) da
curva em questdo. De fafo, nao ¢ dificil mostrar que (veja exercicios)

L'({t)=— f K*dL
c(t)

Aty =27

Em particular, note que A(f) = Ag — 27wt e portanto a regido em questdo
desaparecerd depois de exatamente Ay/27 unidades de tempo!
Quanto & curvatura, alguns cdleulos mostram que « (s,t) satisfaz

Ok
ot
desde que a segunda derivada do lado direito seja tomada com relagdo ao
pardmetro de comprimento de arco. Assim, a curvatura satisfaz uma
espécie de equagdo do calor (o que indica suavizagio instanténes da curva em
questio mesmo que ela seja inicialmente ndo diferencidvel). Em particular, us-
ando esta equagéo ¢é ficil notar que uma curva convexa (caracterizada por k£ > 0
em todos seus pontos) tem de permanecer convexa (ji que, se k > 0, podemos
garantir uma espécie de “principio do minimo” para & (s) — teremos 8" > O ¢
#% > 0 em qualquer minimo local, portanto minimos locais de  (s) ndo “de-
scem” e x permanece positivo). Por outro lado, ndo hd. nenhum principio do
méximo para  (s) — de fato, o termo 3 faz com que a curvatura cresga rapi-
damente e v4 para infinito em tempo finito, como sugerido pelo exemplo do
circulo acima.
O leitor que queira ver as idéias acima apresentadas com mais rigor deve
consultar [15], [13] e [16]; estes artigos mostram que

— ."i” +K’3

e Curvas inicialmente néio diferencidveis tornam-se diferencidveis “instanta-
neamente”;
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e O movimento por curvatura ndo cria singularidades ou auto-intersegdes

até o momento final £ = 42

¢ Curvas nfo-convexas tornam-se convexas em tempo finito;

+ Curvas convexas permanecem convexas e finalmente convergem para um
“ponto redondo”.

A idéia de um “ponto redondo” merece uma clarificagio: a idéia é olhar
o . 13 ' - 2 Ll - -
para & razao isoperimétrica -‘L’E da curva em questdo. A conhecida desigualdade

isoperimétrica afirma que % > 4x para curvas C? fechadas no plano, com
igualdade ocorrendo somente para circunferéncias. Para o caso do MCM, pode-

se mostrar facilmente que

L2) L f 2 L
— | =-2= k*dL —7w—
( A i A ( e(t) A
LZ

e [14] mostra que o lado direito é sempre negativo e que a razdo < decresce
para 47 & medida que A se aproxima de 0 (exceto para circunferéncias, quando

%;- = 4r independentemente de ¢ e o lado direito é sempre 0).

13.2 Formas Multi-Escala

Nesta segfio, descreveremos brevemente algumas idéias por trds da teoria
computacional de formas proposta por Kimia em [22], [23], [21], [24] e [47] que
usa ¢ MCM de maneira essencial.

Nés, humanos, conseguimos classificar formas quase sem pensar. Enquanto
é verdade que a descrigio de uma forma € bastante dependente do observador
(e hé evidéncias fortissimas de que a relagio “forma A ¢ semelhante a forma
B” nao é uma relaciio de equivaléncia, talvez nem mesmo uma relagio no
sentido matemdtico da palavral), nds tendemos a concordar que, por exemplo,
a forma do corpo humano é basicamente composta por cabecga, tronco, dois
bragos e duas pernas {pelo menos numa certa “escala”). Como chegamos a
essa subdivisio? Como ensinar um computador a fazé-la (nfio estamos téo
interessados em encontrar os nomes, mas em encontrar a subdivisio em si)?
Mais ainda, associamos uma hierarquia a esses objetos {como formas, o tronco é
a “raiz” & qual pertencem a cabega, tronco e membros) e temos uma flexdbilidade
incrivel em encontré-los (veja um Dali ou um Picasso para notar isso).

Para o resto de nossa discussao, vamos ignorar toda a informagéo que vem de
percepgio de profundidade ou funcional, cor, movimento, textura etc. e vamos
nos concentrar apenas na forma. Assim, imagine que temos uma certa curva
no plano que descreva essa forma, e gostarfamos de extrair informagoes sobre
essa forma, algo como “olha, sdo trés manchas, duas das quais sdo conectadas
por uma espécie de pescogo e uma terceira que estd colada na primeira”. Como
fazer isto?
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A idéia de Kimia ¢ usar movimentos por curvatura para fazer este proces-
samento computacionalmente. Mais exatamente, apliquemos o seguinte movi-
mento & curva @ (s,t) parametrizada por s no tempo ¢

Q:(s,t) = (a + Br(s, 1)) N(s,1)

onde o e § sdo constantes, x é a curvatura e N é o vetor normal unitirio como
discutido anteriormente.

Se & = 0, temos o MCM discutido na segfio anterior (a presenca de 8 sim-
plesmente reescalard o tempo ¢, fazendo o processo mais rapido ou mais lento;
podemos muito bem imaginar que § = 1). Como vimos, qualquer curva se
tornard um ponto redondo permanecendo suave durante todo o processo. Uma
figura humana com bragos, pernas, pescogo e dedos simplesmente se tornard
uma pequena mancha, nunca se subdividinde durante o processo, néo impor-
ta qudo finos sejam o pescogo ou os seu dedos. Este processo é chamado um
processo de difusdo aplicado & nossa forma inicial.

Por outro lado, se § = 0, temos Q; = aN, que é chamado um processo de
reagio aplicado & forma inicial®. A solugio dessa equacdo pode ser escrita como

Q(st) = Q(s,0) + ot N(s,0)

por algum tempo, mas ndo é imediato definir o que a solugdo deva ser em geral
— a curva pode desenvolver rapidamente auto-intersegdes e singularidades onde
N nio estd bem definido (por exemplo, assim que ¢ = amlnu, isto acontecerd)!
Ainda assim, é possivel definir uma espécie de “solugéo fraca” — basicamente, a
solugéo serd composta pelas curvas de nivel da fungfio distancia & curva original.
O leitor deve se convencer de que qualquer “pescoco” presente na forma inicial
acabard quebrando a forma em partes, ndo importa quio pouco “pescogudo”
ele seja. Por exemplo, comeg¢ando com uma. figura humana, os dedos das méaos €
dos pés rapidamente se separam do resto do corpo; a seguir, os bragos e pernas
e a cabega se separam do tronco. Os dedos devem desaparecer primeiro, depois
bracos e pernas, a cabega e finalmente o tronco some. Enfim, um processo
ligeiramente desagraddvel para a cobaia utilizada.

E se utilizarmos outros valores para o e 87 Observe a razio a/# — quando
esta for pequena, esperamos que o processo seja semelhante ao de difuséo e ape-
nas pescogos bem pescogudos devam se quebrar durante o processo; por outro
lado, quando a razdo é grande o processo é de reagfio e quase todos os pescocos
se quebram — a menos que eles sgjam muito pouco proeminentes. Construin-
do um espago de reagdo-difusdo com todas as evolugdes para todos os valores
de /B, podemos considerar o valor de a/f necessirio para fazer um pescogo
se quebrar como a “pescogudez” daquele detalhe; assim, podemos determinar
computacionalmente onde estéo as divisdes e determinar quio importante cada
uma delas é (observando também quanto tempo aquela divisio demora para
ocorrer dentro de um desses processos).

4Este é 0 momento deste capitulo em que chegamos mais perto dos operadores ‘tradi-
cionais da morfologia matemdtica tradicional. Afinal de contas, o processo a ser descrito
neste pardgrafo corresponde & versdo continua do cldssico operador erosdo ou dilatagdo.
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Este é apenas um apanhado das idéias do trabalho de Kimia, e novamente
encorajamos o leitor a consultar as referéncias apresentadas no inicio desta segao
para mais detalhes no assunto.

13.3 Computando Movimentos por Curvatura

Uma questfo surpreendentemente nio trivial a respeito do MCM e outros
movimentos por curvatura é: como computi-los?

Uma idéia imediata ¢ colocar “marcadores” (isto é, uma lista de pontos} na
curva & ser deformada. Para cada pequeno passo de tempo, obtemos aproxi-
magbes numéricas da curvatura em cada um desses marcadores, da normal e
movemos cada um de acordo com a lei da equagdo diferencial. Depois de mover
todos os marcadores por um passo de tempo, repetimos o processo. Esta é a
chamada abordagemn Lagrangiane. Enquanto esta abordagem pode funcionar,
ela tem problemas: 3 medida que o tempo passa, os marcadores se aproximam
uns dos outros, ¢ a aproximagao numérica da curvatura torna-se extremamente
instével (especialmente perto de “ondas de choque” onde a curva nio é diferen-
cidvel, que nio ocorrem para o MCM mas podem ocorrer para as variagbes do
tipo @ = (a4 fk) N, por exemplo). Também, ¢ dificil decidir como reorgani-
zar os marcadores quando hé transicbes topoldgicas, isto €, quando a curva se
quebra em pedagos ou pedacos se juntam para formar formas compostas (alids,
decidir se houve ou néo uma quebra jé ¢é dificil com marcadores). Para mais
detalhes sobre tais dificuldades, veja [35], [45] ou {46].

Jé a abordagem Euleriana resolve quase todos esses problemas, mas paga o
preco de adicionar uma dimensic ao problema. A idéia é a seguinte: imagine
que a curva @ (s,0) corresponde & solugio de F(z,y) = 0, isto é, Q{s,0) é a
curva de nivel 0 da funcio F (z,). Se fizermos a fungfio F variar com o tempo
t, é claro que tal curva de nivel pode mudar. Mas lembremos que a curvatura
de qualquer curva de nivel é dada por®

. ( VF FooF2 — 2Fpy F Fy + Fy F2
K = div VF = 3z
[VF| (F2 + F2)

Por outro lado, nio ¢ dificil ver que mover o grifico de F (z,y) num ponto para
cima com velocidade v faz com que a curva de nivel passando por aquele ponto
mova-se com velocidade

pE _ v
[VF]?  |VF]

onde N é a normal unitéria & curva de nivel naquele ponto apontando na diregio
em que F diminui. Juntande tudo, se F (z,y,t) satisfaz a equagio

oF VF ) _ FaF} = 2Py FuFy + Fy

5 = ®IVF| = |VF| div (IV )= S ES (13.2)

5Veja o apéndice para uma demonstragio deste fato.
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entdo sua curva de nivel @ (¢) : F(z,y) = 0 se moverd de acordo com MCM
(alids, todas as curvas de nivel, nio sé6 a de rétilo 0, fardo seus respectivos

MCMs).
Em geral, se F satisfaz
oF vVF
en =|VF| G (d'w (IVFI)) (13.3)
entdo suas curvas de nivel realizarfo o seguinte movimento por curvatura

% _etn

desde que vocé force F < 0 dentro da curva original e F > 0 fora.

Agora parece simples usar aproximagdes numéricas das derivadas de F para
fazer uma implementagdo numérica que resolva 13.3; é verdade que introduzimos
uma dimensdo extra ao problema e que temos que calcular a curva Q a cada
passo, mas temos as seguintes vantagens:

e Nao ha necessidade de fazer um gerenciamento complicado de marcadores;
s Transices topolégicas sdo antomaticamente calculadas;
¢ Temos uma precisio sub-pixel no cilculo de Q;

» A equaciio 13.3 & estdvel (mas ha que se tomar cuidado com a particular
implementagio — veja as referéncias do préximo pardgrafo);

A equacéio 13.3 tem sido bastante estudada recentemente. H4 problemas
tedricos devido & presenga de |VF| no denominador, que podem ser dirimidos
via solugdes por viscosidade ([3] e [10]). Ha também preocupagtes com respeito
4 particular implementagio a ser usada e,.para diminuir o impacto da dimensdo
extra e reduzir o custo computacional, métodos do tipo “Banda Estreita” (Nar-
row Band) podem ser usados (veja [46]). No entanto, se estes cuidados forem
tomados, a equagio 13.3 acaba oferecendo a melhor maneira computacional de
calcular o MCM.

13.4 A Equacgao do Calor Intrinseca

A abordagem Euleriana acima para o MCM sugere um espaco de escala nio-
linear F; (z,¥) que seria gerado a partir de uma imagem original I (z,y) pela
EDP

8F; _ — k|VF|= FooF? — 2Fpy o F,y + Fy F2
3 FZ+ F}
FO (27,’!]) = I(:‘C,y)

Note que nio é facil analisar esta equagio diretamente a partir da férmula
acima. Por exemplo, ndo sabemos o que fazer com pontos onde F, = F,, =0 -

(13.4)
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a expressao do lado direito ¢ indeterminada em tal caso. Alids, se escrevemos
E. = AF,, o lado direito ¢

_ FuFj =W AF] + By \2F}  Fop — 20Fy + A2Fy,

A
NeFZ + F? M+l

(13.5)

mostrando que o limite da expressio & |VF| quando |VF| — 0 depende exata-
mente de como este gradiente se aproxima de 0.

Ainda assim, hi esperanga de obter alguma espécie de principio do méximo.
Afinal, enquanto 13.5 depende de ), pode-se mostrar que

Fop — 20Fpy + X°Fy,
A2+1

A< < As

onde A1 e Ao sd0 os autovalores da Hessiana
F, F,
H = Tz xy )
( Fmﬂ F ¥y

Assim, num ponto de minimo local de F; (z,y), onde [VF| =0 e ambos ); e
Az sA0 ndo-negativos, qualquer que seja a maneira de tomar o limite |VF| —
temos que o limite para a expressdo A (se existir) estd entre A; e Az e portanto é
nédo-negativo; assim, este minimo local ndo poderd descer. De maneira andloga,
um méximo local nao deve subir.

Em suma: nés nio temos a minima idéia de como determinar o que %11}
deveria ser num ponto critico (a equacio simplesmente nio nos diz o que fazer
ali), mas, se arrumarmos uma maneira minimamente coerente de estender 13.4
a tais pontos criticos, esta EDP deverd satisfazer o principio do méaximo.

Esta maneira “coerente” de estender esta EDP a pontos criticos existe, e
¢ baseada na teoria de Solugdes por Viscosidade (veja [6] para um étimo re-
sumo desta teoria; [46] é menos rigoroso mas d4 uma idéia melhor do que “estd
acontecendo”; no caso especifico desta EDP, veja (3] € [10]), que é uma maneira
de definir soluces “fracas” para essa EDP que ainda satisfazem condices de
unicidade de solugéo e estabilidade com relagio a condigbes iniciais.

Porém, ndo queremos entrar em detalhes desta teoria — é suficiente dizer que
as solugoes geradas pela Teoria da Viscosidade equivalem as solugdes geradas
pela andlise do MCM da segdo anterior, isto é, cada curva de nivel perfaz o
seu MCM independentemente das demais. Pense que cada curva de nivel do
grifico de sua fungéo F; (x,y) passa pelo MCM e o autor aqui promete que
a solugo obtida serd a mesma que a sclugio por viscosidade da EDP 13.4
correspondente. Como mencionamos na seciio anterior, os métodos numéricos
tem de ser implementados com certo cuidado (e sdo baseados muito mais na
EDP do que na idéia do MCM]}, mas o problema estd bem estudado (veja as
referéncias da segdo anterior).



13.4. A EQUACAO DO CALOR INTRINSECA 157

O logotipo do IMPA derretendo sob o MCM. Note como os passo inicials sio
6timos para limpar ruidos e texturas, e como todas as “manchas” tornam-ge

convexas e se arredondam antes de desaparecerem (o pingo do *i” é uma das
primeiras regiGes a fazé-lo).
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Com essa interpretagdo, podemos revisitar o princfpio do méximo: como o
MCM encolhe as curvas de nivel, ele jamais “criard” novas curvas de nivel; mas
a criagio de curvas de nivel € equivalente a ter um méximo local que “sobe” ou
um minimo local que “desce”. Como esta criagio néo ocorre, aplicar o MCM as
curvas de nivel de F; (z,%y) é um processo que respeita o principio do méximo.

Assim, esta EDP (pense nela como um MCM) nos dé uma espago de escala
néo-lincar que satisfaz o principio de semi-grupo (repetimos que praticamente
qualquer EDP o satisfaz) e possui a causalidade no sentido do principio do
méximo (que nem mesmo o Espago de Escala Gaussiano possufa!). Note também
que ele é invariante por translagbes e rotagdes (j4 que estas nio alteram
a curvatura das curvas de nivel). Finalmente, note que este espago de escala &
invariante por mudangas de brilho — de fato, 0 MCM atua em cada curva
de nivel independentemente das demais; como mudancgas de brilho apenas re-
empilham as curvas de nivel sem alterd-las, o MCM ¢ invariante por mudancas
monétonas de brilho; a palavra “mondtona” é importante apenas para que a
diregio do vetor normal unitdrio usado no MCM nfo mude.

Por estes motivos, 0 MCM (também chamado de Fgquagdo do Calor In-
trinseca) tem sido sugerido como uma boa maneira de suavizar imagens e criar
espagos de escala. Ruidos pontuais, que tém escala pequena, correspondem a
curvas de nivel que englobam pequenas éreas, e portanto desaparecem rapida-
mente.

13.4.1 Filtro Mediano

A mediana de um nimero finito de valores é simplesmente ¢ valor “do meio”
quando tais valores sio ordenados em maneira crescente. Assim, por exemplo, a
mediana do conjunto com 7 niimeros {—10, 1, 2, 2, 3, 3, 1000} é o quarto valor, no
caso, 2. No caso de haver um mimero par de amostras a considerar, costuma-se
tomar a média aritmética dos dois valores “do meio”. A mediana é bastante
insensivel a amostras “isoladamente estranhas” e por isso é freqiientemente uti-
lizada a0 invés da média aritmética para conjuntos de amostras.

E interessante notar que, dado um conjunto de amostras {A;};_, PR
média antmetma. pode ser definida como o valor ¢ que minimiza a expressdo
Y (A; — )%, enquanto a mediana m é um dos valores que minimizam a ex-
pressdo »  |A; —m|.

Um dos filtros discretos mais conhecidos para eliminago de ruidos pontuais
em imagens ¢ o filtro mediano. No caso discreto, a idéia é simples: para cada
pixel P de sua imagem, considere uma vizinhanga V (P) e substitua o valor de
P pelo valor da mediana de todos os valores dos pixels em V (P). E comum
tomar V' (P) como um quadrado 3 x 3, 5x 5 ou 7 x 7 em volta de P, ou como o
conjunto de pixels a distédncia menor que R de P para algum R fixo, Nio & diffcil
ver porque téo filtro funciona bem: ruidos pontuais correspondem a amostras
“isoladamente estranhas” dentro da vizinhanga V (P), e portanto tendem a ser
eliminados por este filtro.

Também vale a pena notar que o uso de uma média aritmética ou de uma
média ponderada para o novo valor do pixel P equivale simplesmente a fazer



13.4. A EQUACAO DO CALOR INTRINSECA 159

uma convolugéo com uma méscara determinada pelos pesos da média tomada.
Assim, por exemplo, se ¥V {P) ¢ um quadrado 5 %X 5 e tomamos a média ar
itmética dos 25 pixels como o novo valor do pixel P, estamos de fato fazendo
umea convolug¢do com a mdscara

11111
L1111
=l11111
Bl11111
11111

criando uma suavizagdo linear que j4 foi bem estudada na parte II deste livro.
Por outro lado, o filtro mediano é nio-linear.

Qual seria o andlogo continuo do filtro mediano? Dada uma fungio f (x,y),
podemos considerar o seguinte processo: para cada ponto P considere uma
vizinhanga V (P) — podemos simplificar e imaginar que V (P) é simplesmente
um disco de raio R em torno de P. Considere agora a fungio

Medianay (p) f (z,¥) = gr (z,9)
que € definida pela propriedade

Area{(z,9) I (=,3) > gn (a,9)} = 22T E)

Assim, gg (z,y) pode ser imaginado como um espaco de escala de uma. im-
agem f (x,y} onde R = R (%) faz o papel de escala (note que R — 0 faz com que
g — f sempre que f for razoavelmente bem comportada).

A principal conexio entre o filiro mediano ¢ o MCM é o seguinte resultado
encontrado em [17):

Teorema 13.2 Com a notacdo acima

9 (5,9) — £ (2,9) = 3R, V5] + 0 (R?)

Em particulor, se definirmos um espaco de escale Fy (z,y) a partz'r'de umae
imagem inicial f (z,y) por filiros medianos

Fy (=, y) = 9.6t (z,y)
FO (:E,y) = f(:c,y)
entdo

aFG (:C, 'y)
ot

Em outras palavras, assintoticamente para R pequeno, o filtro mediano per-
faz um processo semelhante & deformagao inicial feita pela equagio do MCM.

=Kp IVF0|
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E importante notar que esta semelhanca somente vale para R e t pequenos (a
ultima expressio s6 vale em t = R = 0), e em nenhum momento estamos afir-
mando que o espaco de escala gerado pelos filtros medianos ¢ 0 mesmo do que
o espago gerado pelo MCM.

Alids, [17] mostra que um filtro mediano é assintoticamente equivalente a
um MCM qualquer que seja a vizinhanga escolhida, mesmo que esta nio
seja um disco (usando um pardmetro R para escalar a vizinhanga V (P)). A
tinica diferenga € a constante % que pode ser diferente dependendo do tamanho
da vizinhanca escolhida.

Mais geralmente, [17] mostra como obter o comportamento assintético de
qualquer filtro morfoldgico criado via escalamento de elementos estruturais,
mas preferimos deixar apenas dirigir o leitor aquele livro ao invés de repetir suas
idéias.

13.5 Espaco de Escala Morfoldgico Afim

Baseado nas idéias do capitulo 8, o leitor deve ter notado que ¢ facil criar
espacos de escala invariantes por mudanga de brilho. De fato, no caso 2D,
qualquer EDP da forma

R =Y _ 9F| .Gk

ot
possuird tal invaridncia, mais a invaridncia por translagdes e rotagtes. Em par-
ticular G =1 e G = —1 correspondemn a processos de reagdo como descritos na

secao 13.3 (e portanto, a versoes continuas dos processos de erosio e dilatagio);
G (k,t) = k gera 0 MCM discutido anteriormente. Invente a sua fungéo G e
crie o seu espago de escala morfoldgico!

Em suma, ainda temos bastante liberdade para escolher nosso espago de
escala morfolégico. Que outra condi¢io podemos impor nele?

Uma opgao notédvel é a sugerida pelo Espago de Escala Morfologico Afim
em [1] e [40]: exija também que o espago de escala gerado seja invariante nao
somente por transformacbes Euclideanas mas também por transformacGes afins
de seu domfnio! Adicionando esta condigio, chega-se a um tinico espago de
escala, causal, regular® e morfolégico em duas dimensdes

OF; _ 1/3
5 = | VFI(tkr)
Ao leitor interessado recomendamos o artigo de Alvarez e Morel em [9] para

uma andlise mais detalhada desta equagdo e sua versio tridimensional (para
filmes!).

6 A nogao de regularidade apresentada no artigo de Alvarez e Morel em [9] inclui o conceito
de que a equagdo diferencial a ser obtida pode ser determinada a partir de suas derivadas de
ordem até 2. H4 outras opgdes de espagos de escala morfoldgicos usando derivadas de ordem
mais alta que dependem de derivadas da curvatura.
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O logotipo do IMPA derretendo sob o AMSS. As imagens sao tomadas nos
mesmos tempos que as imagens do MCM mostradas anteriormente. Note
como as “manchas” da figura tornam-se convexas com o tempo, mas nao se
arredondam antes de desaparecer — o que é consistente com a invariincia por
Transformacgdes Afins,
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13.6 Exercicios

' 1) Suponha que uma familia de circunferéncias de raic R (t} satisfaz o MCM.
Mostre que R' (1) = —K (1) = —-R—%tj e resolva esta equagao diferencial para

mostrar que R (t) = v/R§ — 2t.
2) Se uma curva C(t) satisfazendo 0 MCM é parametrizada por Q (s, t) entdo
podemos escrever
Qs =gT
Qr =kKN

onde g (s,t) é a métrica da curva e T' é o vetor tangente unitario & curva. Mostre
que

gt = —gkK
T, =S N
g
Nt = —&T
g

{Sugestdo: calcule a derivada mista )5; em ambas as ordens possiveis; compare
as expressoes obtidas lembrando que T e T; sio ortogonais pois T" € unitério;
enfim, note que a terceira equacio é conseqiiéncia imediata da segunda)

3) O comprimento da curva C() é dado por

L{t) = f dL, = f o(s, t)ds
et oo

Use o problema (2) para mostrar que, no MCM,

) =- / K2dL
clt)

4) Pelo Teorema de Green, a érea englobada por uma curva C() parametriza-
da por @ (s,t) = (z (s,t) ,¥ (s,t)) pode ser escrita como

1 1
Alt) = —f TYs — YTods = —/ —{Q,N)g(s,t)ds
2 Jeg 2 Jew)
Use (2) para mostrar que, no MCM,

A {t)=-2n

(Sugestdo: vocd deverd usar uma integragio por partes €, ao final, a propriedade
de que a integral de linha da curvatura ao longo de C(£) € independente de C()

e vale 2x, isto é
/ ndL=f kg ds =2
c(t) C(2)
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para qualquer curva fechada simples C(t) orientada no sentido anti-hordrio)
5) Mostre que, no MCM,

_ GKss — gsks + g°K°
- 5

K¢

Em particular, se no tempo t a curva é parametrizada pelo comprimento de
arco, entdo g{s)=1e

Kt = Kos + K
{Sugestdo: comece com T, = gxN e derive com relagao & ¢, use o problema (2)).

6) Mostre que a derivada da razio isoperimétrica no MCM é de fato

L? ) L [ L
=) =22 K2dL — 7=
( A t A ( C(t) A)

7} Considere a funcéo

Ac—2XM+a
F =T

Mostre que ela se encontra de fato entre A; e Ay onde estes sio os autovalores

da matriz
a b
=5 ¢)
! My

(Sugestdo: se vocé gosta de dlgebra linear, note que f(A) = L onde v =

1 ‘

y )

8) Dado uma seqiiéncia de valores {4;},_;, _, encontre o valor de z que
minimiza 37 (4; — 4)?. Quais sdo os valores de m que minimizam Yo |Ai —m|?
(Sugestéio: separe este dltimo caso em dois casos, para n impar e n par; mostre
que m deve estar entre os pontos extremos da seqgiiéncia, e entdo elimine-os:
repita o processo até encontrar a resposta)

9) Como um circulo evolui via AMSS? Determine o raio R (t) do circulo em
fungéo do tempo dado Ry = R(0).
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Capitulo 14

Esboco Primitivo

14.1 Bolhas

Neste capitulo, buscamos uma representacio mais explicita das “estruturas”
de uma imagem. Em se tratando de imagens preto-e-branco, tais estruturas
correspondem em geral a dreas brancas em fundo preto ou vice-versa. Note
também que uma divisdo intuitiva de uma imagem em estruturas leva 3 geracio
de vérias dreas conexas da imagem. Esta representacio é uma possivel versio
computacional do “esbogo primitivo” citado no capitulo introdutério.

...e uma possivel divisao em
Uma imagem sintética... duss “estruturas”.

Uma outra motivagiio para a criago destas “regifes” ¢ a seguinte: seguir
curvas (como, por exemplo, arestas) ou pontos através das escalas nio é sempre
um processo simples. A figura abaixo mostra um espaco de escala de um sinal
1D e a trajetoria de seus méximos e minimos. Note que tais maximos e minimos
podem simplesmente colidir e desaparecer & medida que a escala aumenta; perto
do momento da colisdo, as velocidades “laterais” destes maximos e minimos

167
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pode ser alta, dificultando o seu rastreamento computacional; também, quando
eles estdo perto uns dos outros, pode ser dificil decidir que ramo pertence a que
ponto critico em escalas discretas sucessivas. Criando “bolhas” ao redor desses
pontos criticos definimos “regides de interesse” que se prestam melhor a ligagGes
entre escalas.

0.3
04
0.3
t

0.3
0.1

D, o o fal r\ A
-2 0 2 x 4

Voltando ao caso 2D, associaremos entfo a cada méximo da. imagem F (z,y)
uma certa regido conexa. A questdio é, se um mdximo local é uma semente de
uma bolha, quais sdo os limites dessa bolha? Fmagine que uma bolha cresce a
partir de um méximo — onde parar?

A definigdo a ser usada no resto deste capitulo crescers uma bolha adicio-
nando curvas de nivel correspondendo a niveis de cinza cada vez mais baixos,
parando quando esta bolha se junta a alguma outra bolha em formagéo. A idéia
fica mais clara a partir das figuras a seguir:

Se este é o grifico da fungdo F (z, ¥)... ...aqui estdo suas duas bolhas.
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Formalmente, temos:

Definigdo 14.1 Seje F : R*> — R uma imagem com um mdzimo local em
P eR2. Para 2y < F(P), considere o conjunto

Xz = {(@.9,2) ER* xR | 20 < 2 < F (z,9)}
Sejam

XE = componente coneza de X, que contém (P, F(P))

GY = caminhos v (t) = (z (t),y (t), 2 (t)) em Xi;
saindo de (P, F (P)) tais que 2’ (t) <0

HE = caminhos v (t) = (z (£}, y (8), z(t)) em XT
saindo de (P,F (P)) tais que 2’ (t) <0

e (F) = i, (GF 7 17)

entdo a bolha associada ao méximo local P ¢ o conjunto tridimensional

— (1P
Bp =G, .»

e seu volume, suporie e contraste sio definidos como!

Suporte = 7z, (Bp)
Volume = Vg, = f dVv = / (F{(z,9) — Zbase (P)) dz dy
Bp Suporte

Contraste = F (P) — zpase (P)

Finalmente, usaremos a notagdo P = e(B) sempre que P for um ponto
extremo (méximo ou minimo) a partir do qual formamos a bolha B.

! Denctamos por mzy (Bp) a projecio ortogonal de Bp no plano zy (isto ¢, em R2). Note
que, estritamente falando, bolhas 530 objetos tridimensionais que “moram embaixo do grifico
de F'(z,)". No entanto, muitas vezes nos referimos a bolhas citando apenas o seu suporte. O
leitor deve se convencer que, dada F, é simples obter um desses conjuntos a partir do outro.
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‘\x:/’

Para z = zpase, G # HP pois
A maré estd em z = 2 GFP pDc HF.

XF = X2 para z = 2... .. e GP = HP: note que D ¢ GP.

Comentdrio 14.2 Ndo se assuste com a aparéncia criptica dessa definigdo.
Vamos decifrd-la voltando & nossa intuigdo original: z € o nivel da maré. A
medida que diminufmos z, um conjunto de ilhas aparece (X )}; ¢ ilha que contém
o ponto P ¢ a ilha XF'. Na primeira figura, para z = z; ligeiramente abaizo de
F (P), os conjuntos GF e HF sio em geral o mesmo que a ilha XF.

No entanto, se diminuirmos z bastante, note que X¥, GF e HF ganham grandes
quantidedes de terra de uma s6 vez. XF incorpora ilhas inteiras de uma vez
(terceira figura), enquanto G e HF somente crescem “para baizo” (quarta
figura). A diferenga entre G¥ e HY serd algo como o “disco” D indicado, mas,
como D estd no fecho de G¥, ndo hé diferenca entre GF e HP,

Definimos zpase (P) como o “primeiro” ou mdzimo valor de z abaizo de F (P)
que produz uma diference enire os conjuntos GF ¢ HP (e diferenga é o disco
D da sequnda figura). Isto ocorrerd em geral quando a maré atingir um ponto
de sela .

Se altos niveis de cinza sio usados para representar areas brancas, esta defi-
nigao nos d4 bolhas brancas em fundo preto. E simples adaptar esta defini¢io
para bolhas pretas em fundo branco: use minimos ao invés de miximos e suba
a maré observando a parte das ilhas sob a linha d’dgua. Daqui por diante, nos
fixaremos na discusséio de bolhas brancas em fundo preto.
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Note que, como esta definigio é baseada somente em conceitos de com-
paragdo entre pixels vizitthos (as definicbes de.G e H sfio baseadas em caminhos
decrescentes em z), ela é facilmente discretizdvel: os conceitos de caminho e
fun¢do decrescente num caminho estio bem definidos para espacos discretos.
Também, o ponto S tal que zpase (P} = f(5) onde bolhas vizinhas em cresci-
mento colidem é em geral um ponto de sela (mas pode ndo sélo). Qutras
propriedades da definigio de bolhas apresentada acima incluem:

» Bgolhas séo conexas;
» Em geral, uma boltha é determinada por um par méximo + sela;

e Bolhas vizinhas competem entre si; a presenga de pequenas bolhas pode
limitar outras em crescimento; uma imagem unimodal (com apenas um
méximo e nenhum outro ponto critico) terd apenas uma bolha gue tomard
toda a imagem.

* A classificagfio de uma imagem em bolhas é incompleta; vérios pontos da
imagem ndo correspondem a bolha alguma e serdo chamados pontos de
fundo;

E possivel gue pontos da imagem pertencam tanto a uma bolha branca
quanto a uma bolha preta; para evitar este acontecimento, deverfamos mudar a
definigdio e parar de baixar a maré ndo somente quando a bolha em crescimento
colide com outra bolha, mas também quando ela muda de topologia. Veja
exemplo abaixo.

O minimo local pertence a uma bolha Uma ampliacio revela o momento da
branca e uma preta. transicéo topoldgica.

Exemplo 14.3 Fara a fungdo F da figura acima, o mdzimo local inicia uma
bolha ‘“Branca”; & medida que a maré baiza, a bolha cresce. No entanto, o
primeiro ponto de sela atingido (um ponto no “anel” superior) ndo deterd a
bolha — ambos os lados do ponto de sela pertencem ¢ mesma bolha e, portanto,

GP = HF também no nivel z do ponto de sela. O que ocorre € gue a bolha muda
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de topologia — a partir deste momento, hd um buraco em seu suporte. A maré
continua baizando e acaba incluindo o minimo local (quando o buraco se fecha)
- e ainda assim nosse definicde por caminhos indica que a bolhe continuard
crescendo (possivelmente tomando toda a imagem). Por outro lado, € claro que
o minimo local central € a semente de uma bolha “preta”.

14.1.1 Arvores de bolhas

Uma alternativa & defini¢io acima corresponde a “ndo parar de baixar a
maré mesmo que bolhas tenham colidido”. Ao invés, cada vez que duas bolhas
colidem, iniciamos uma nova bolha. Tal estrutura produz uma Arvore de
bolhas, como na figura abaixo:

Uma arvore de bolhas

Note que cada arco da drvore de bolhas tem um volume, uma regiio suporte
¢ uma drea. Um ponto sela ndo sd sinaliza o fim do crescimento de bolhas como
definido anteriormente — ele também inicia um novo arco (uma nova bolha). As
bolhas definidas na subsegfo anterior tornam-se as folhas desta. drvore.

14.2 Hierarquia multi-escala

Infelizmente, a defini¢gdo de bolhas da secio anterior tem um problema: ela
é muito sensivel a pequenas variagies na imagem F. Nesta secio, indicamos
como resolver tal problema utilizando uma hierarquia multi-escala. As demon-
stragoes das propriedades que citaremos a seguir é parte da belissima Teoria das
Singularidades — ndo as apresentaremos neste livro, mas o leitor interessado em
um esbogo pode consultar [28]; esperamos apresentar os aspectos relevantes de
tal teoria aos espagos de escala num outro trabalho.
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Um ruido mata uma bolha potencial criando duas pequenas

Tentaremos criar bolhas multi-escala j& que o processo de difusfo que cria os
espagos de escala é razoavelmente imune & presenga de ruidos, pois estes tendem
a corresponder a bolhas menos importantes que devem desaparecer rapidamente
com a escala. Intuitivamente, uma bolha existente numa determinada escala
sobreviverd em geral a uma pequena mudanga de escala (talvez movendo ou
deformando um pouco no processo). A idéia é ligar bolhas correspondentes
em dife2rentes escalas para criar um objeto tetradimensional — a bolha maulti-
escala“®, .

Escala
2

Escala
t1

Escala
to

Ligando bolhas para criar bolhas multi-escala

No entanto, hé excegles, isto é, situages onde uma bolha muda catastrofi-
camente quando passa por uma determinada escala. Chamamos esses eventos
de eventos de bolha. Genericamente, apenas quatro situagées podem ocorrer
{(a evolugio dos suportes das bolhas ¢ ilustrado nas figuras a seguir para dois
deles, os outros dois correspondem a inverter o eixo de escala):

s Destruicao de uma bolha: é comum que uma bolha diminua de taman-
ho 4 medida que a escala cresce e desaparega; acontece quando um méximo
e um ponto de sela (nAc-compartilhado) de F' colidem e desaparecem.

2Note que, nas figuras onde mostramos ligagSes entre bothas para formar a bolha multi-
escala, representamos apenas os suportes das bolhas em cada escala; assim, é possivel ver uma
espécie de “corte tridimensional” da bolha multi-escala.
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® Fusdo de bolhas: as vezes, duas bolhas com um ponto de sela comum
desaparecem para dar lugar a uma bolha muito. maior (na verdade, uma
das bolhas do par desaparece ¢ a outra cresce de maneira descontinua);
acontece quando um méximo e um ponto de sela compartilhado colidem
€ desaparecem;

» Criagéo de bolhas: pode ser que uma pequena bolha aparega “do nada”;
esta situagdo corresponde a geragio de um méximo e um ponto sela que
se separam a partir de um ponto comum.

* Divisdo de bolhas: uma bolha pode desaparccer para dar lugar 2 duas
bolhas menores que compartilham um ponto de sela; esta situagfio corre-
sponde a criagio de um par méximo-sela onde o ponto sela é compartilhado
e jé foi esbogada no exemplo 5.13.

-1

Evento destruigao Evento fusdo

Pode-se mostrar que, no momento da transigio, o ponto de médximo e o ponto
sela correspondem a um tnico ponto da imagem onde a Hessiana é degenerada
(veja a segBo 15.2 a seguir); isto ¢, na escala t do evento de bolha e no ponto P
onde o maximo local e o ponto sela colidem (ou surgem):

OF . _OF .

a5 P = B_y(P) =0
OF F, _ (RN _
dz2 9y Sz dy p -

Em outras palavras, bolhas em escalas “sucessivas” podem ser unidas no
processo de criagio da bolha multi-escala enquanto as condi¢Ges acima ndo forem
satisfeitas. Por outro lado, escolhemos ndo ligar bolhas através dos eventos
acima na formagdo de bolhas multi-escala; assim, uma bolha multi-escala sers
limitada em escala por dois tais eventos. O tempo de vida de uma bolha
multi-escala serd definido como a diferenca entre a escala onde ela surge e a
escala onde ela desaparece.
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Os mesmos eventos se aplicam a drvores de bolhas. I possivel se mostrar que
somente as bolhas das folhas produzem eventos (que s@o os mesmos indicados
acima). A Unica outra mudanga significativa na estrutura das drvores de bolhas
através das escalas ¢ uma ocasional reordenagéo, que ocorre quando os valores
de F; em dois pontos de sela proximos mudam de posigdo relativa:

Pontos sela trocam de posicéo... ...reordenando a 4rvore de bolhas.

14.3 Importancia de bolhas multi-escala

A estrutura descrita na se¢io anterior gera uma mirfade de bothas multi-
escala, especialmente em escalas pequenas. Para que tal estrutura seja til,
devemos determinar uma medida de importincia nas nossas bolhas multi-escala
(para que possamos eliminar estruturas indesejiveis antes de passé-las para
moédulos mais “inteligentes” do nosso sistema de visao). Tal medida sers cer-
tamente dependente da aplicagiio em questfio, mas nesta secio apresentaremos
algumas opgoes béisicas.

Basicamente, queremos uma medida de importincia baseada no tamanho
espacial de uma bolha multi-escala, em seu contraste e em seu tempo de vida.
A idéia mais simples é tomar o volume tetradimensional da bolha multi-
escala B baseado nestas quantidades

£y Fg(:::,y) t1
f f f dz dz dy dt = f Vg (t) dt
to v Suporte{B(t)} Jzpasa(B{t)) ta

onde i e f; s8o as escalas onde B surge e desaparece, ¢ B (t) é a segio da
bolha multi-escala B na escala t. No entanto, isto assume que as unidades de
escala e de espago s&o equivalentes e as mesmas para qualquer escala. Serd que
uma botha que tem volume tridimensional 1 durante 2 unidades de tempo é
tdo importante quanto uma que tenha volume 2 durante 1 unidade de tempo?
Serd que o tempo de vida de 2 unidades de tempo é igualmente importante em
escalas grandes e pequenas? Enfim, gqual a métrica a ser utilizada no céleulo do
volume da bolha multi-escala?
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14.3.1' Tempo de vida efetivo de uma bolha multi-escala

Em primeiro lugar, considere o uso do tempo de vida de uma bolha como
parte da medida de sua importdnecia. Infelizmente, pequenos rufdos que se
encontrem numa regido da imagem onde haja uma gradual variagio de cinza
(digamos, praticamente linear) tendem a sobreviver um grande tempo sem que
parcgam importantes per se. Mais ainda, de certa maneira, eventos de bolha, séo
raros demais em escalas maiores, favorecendo muito a estabilidade das bolhas
l4 existentes — mais do que o desejado. Alids, esta é exatamente a razio pela
qual um espago de escala é usualmente calculado em escalas diddicas (isto é,
t = 2*) inicialmente.

Se parece natural utilizar escalas diddicas on exponenciais, por que n#o usar
entéo uma escala efetiva dada pelo logaritmo do tempo de vida? De fa-
to, pode-se mostrar que uma bolha encontrada em escala t tem comprimento
caracteristico aproximadamente proporcional a Int. Assim, se vamos utilizar o
volume de uma bolha mantendo as unidades das coordenadas espaciais, parece
natural mudar a varidvel escala para 7 = Int (vide [12]). Este método é andlogo
a considerar uma equagho do calor acelerada pela mudanga de varidvels ¢ = e™:

OF, OF; .
or ot

O tempo de vida efetivo e a importdncia de uma bolha multi-escala criada
em escala tp e destruida em escala t; seriam entio

=" VR, =2 F =G *fy

t
1 — 70 =1Int; —Iniy =111%

IEf(B)=/T1 VB(T) dT=jt.t1V—Bt-(Eldt

0

Esta idéia funciona no caso continuo mas gera um desastre quando da dis-
cretizacdo do espaco de escala. Afinal, considere bolhas que existam em escalas
bem pequenas, isto é, imagine que to — 0. No caso continuo, um sinal genérico
terd cada vez mais bolhas que se recombinam cada vez mais répido (& medida
que g — 0) e, essencialmente, t; — 0 e Vg () — 0 também; assim, hi esperancga
de que (mesmo que o tempo de vida efetivo seja infinito) pelo menos a integral
de Igt (B) convirja, e bolhas de pequena escala niio necessariamente assumem
importéncias massivas.

No entanto, no caso discreto, hd bolhas que existem em #; = 0 e que nio
somem imediatamente; o tamanho de tais bolhas é de pele menos um pixel, e
seu contraste ndo é necessariamente pequeno; a importdncia associada a cada
uma dessas bolhas serd infinita — definitivamente nfo o comportamento que
desejamos.

Enfim, o problema de determinar a importéncia relativa de diferentes bolhas
¢ complicado, ainda mais no caso discreto. A abordagem de [28] é assumir que a
taxa relativa de desaparecimento de bolhas deva ser constante & medida
que a escala varia. Por exemplo, é possivel mostrar que se o sinal original
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¢ um ruido branco unidimensional nio discreto proveniente de um processo
estaciondrio normal, entdo tomar a escala efetiva como + = Int satisfaz esse
critério. Se o sinal original é um ruido branco discreto, [29] mostra que

2 1
T=—In 1+;a.rcsin 1—-——1— (14.1)

2% P[0 -1
Pt
seria a escala efetiva a ser tomada com este critério. Nao temos conhecimento
de célculos semelhantes no caso multidimensional, mas resultados empiricos

apontam para T = In{ como uma boa medida de escala efetiva exceto para
escalas pequenas.

14.3.2 Volume efetivo de uma bolha

Do mesmo modo que mudamos o pardmetro escala para encontrar uma escala
efetiva, teremos de mudar a métrica espacial de acordo com a escala (se todas
as escalas devem ser tratadas igualmente). Bolhas em escalas maiores tendem
a ter volume maijor. De fato, resultados experimentais mostram que as médias
da drea do suporte e do contraste de uma bolha Bp satisfazem

ASuporte (t) =t
1
F(P) — 2pa5e (P) = 7
(por exemplo, analise o comportamento de uma bolba Gaussiana simples). A
distribui¢do de probabilidade do volume tridimensional de uma bolha tem média
e desvio padrdo dados por

FVB(t)z\/i
) Ve

Isto sugere que o volume efetivo de uma bolha (em uma escala t) seja renor-
malizado como

Ovg (t

VBP (t) — '\/f
Vi
para que os volumes de bolhas em diferentes escalas sejam tratados igualmente.

Infelizmente, a expressao acima pode apresentar valores negativos; para evitar
isto, [28] sugere o uso de

VBF (t) =

1 +_VBP (t), se I}BP >0
e¥Br | caso contrdrio

Vei (t) = {

Neste caso, a bolha “média” tem volume efetivo 1 enquanto bolhas menores
tem volume efetivo decaindo para zero.
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14.3.3 Conclusao

Resumindo a discussao desta se¢fio, uma possibilidade para o célculo de
importdncia ou volume efetivo de uma bolha mulli-escaln seria

t dt
Vg = VEr (t) T

to

onde

%{Q: se VBF (t) = \/'E
Ve (t) = exp (VB O

—jt— 1) , €as0 contrario

e Vi, (t) € o volume tridimensional da bolha Bp que é a se¢io da bolha multi-
escala B na escala ¢. Esta expressao seria usada ao invés do volume tetradimen-
sional normal, tanto em sua versfio continua como na discreta, ¢ da resultados
satisfatérios para tp ndo muito pequeno. No caso discreto unidimensional, o
ajuste de tempo efetivo dado pela equacio 14.1 é teoricamente uma expressio
que tambérm funciona em escalas pequenas. No caso multidimensional discreto,
nio temos uma boa resposta que funcione também para pequenas escalas — este
€ ainda um problema em aberto.

14.4 Exercicios

1) Encontre as trajetérias dos pontos criticos (em fungfo da escala ¢) dos
seguintes espagos de escala unidimensionais, classificando e localizando no es-
pago e em escala os eventos (de bolha) que ocorrem:

a) Fy (z) = 2° + 6xt;
b} F; (z) = = + 2023 + 60¢2;
c) Fy (z) = Ae tcosz + Be™% cos 2z;

2) Se F; (z) é um espago de escala unidimensional, Hy (z,y) = F; (z)£y?+2t
é um espago de escala bidimensional. Qual a correspondéncia entre os pontos
criticos de H; e F;7 D& posicéo relativa e classificagio (que dependers, entre
outras coisas, do sinal de ).



Capitulo 15

Singularidades*

O objetivo deste capftulo é introduzir as ferramentas bésicas da Teoria das
Singularidades e utiliz4-las para mostrar a existéncia de bolhas e classificar os
eventos de bolhas mencionados no capitulo anterior. Este capitulo & bastante
matemsético e pode ser omitido se o leitor decidir simplesmente “ter f6” naqueles
resultados. Por outro lado, acreditamos que esta é uma 6tima oportunidade
para aprender a usar estas ferramentas tedricas. De fato, vérios resultados
interessantes podem ser obtidos apenas do Teorema da Funcio Implicita — é a
partir dele que comegamos nossa discussio.

O leitor que gostar desta introdugio e desejar ver a “estéria completa” deve
consultar [37].

15.1 O Teorema da Fungao Implicita

O teorema bdsico a ser usado no resto deste capitulo é

Teorema 15.1 (Teorema da Fungdo Implicita) Seja f : R™ x R* — RP
ume fungdo suave. A superficie de nivel f (x,y) = f (%0,¥0) € localmente um
grdficoy = {j (x) (com yo = § (%0) e § suave) sempre que e aprozimagdo linear
correspondente Df|o oo\ (x,¥) = 0 for um grdfico y = y (x).

Comentdrio 15.2 Uma funcdo € dita snave quando ela for infinitamente difer-
enctdvel. Note que x € R™ ey € R" podem ter vdrias componentes. O Teorema
da Pungéo Implicite pode ser escrito sob condicdes mais fracas, mas isto serd
suficiente para nossas eplicacdes. Se escrevermos as p componentes de f ex-
plicitamente como

(fl (ﬂ:l’"-’mm$y1a ---,yn) 1 f2 (mls cery Tem, Y1, "':yn) ) "',fp (331’ vy Ty Y1y -, yn))
entdo Df no ponto (xq,¥0) € a transformacdo linear dada pele matrizp x

179
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(m +n) abaizo

%;%(XD,YO) %f;(xo,lm) ;g';,ﬁ“(xo,}’o)
Df = 82 (x0,¥0) %2 (x0,¥0) . 52 (x0,¥0)

s : . . 0 M

52 (x0,70) 92 (X0,%0) - 52 (%0,¥0)

Exemplo 15.3 Seje f (z,y) = z® +y* — 1. Note que Df|,, .\ = (220,20) €
portante Df (z,y) = 2220 + 2yyo = O pode ser resolvido para y (y = —280 } se
e somente se yo 7 0. Assim, podemos resolver f{z,y) = f(zo, w0) para y em
funcdo de x sempre que yo # 0. Este fato poderia, é claro, ser verificado sem o
uso do teorema; afinal

Pyt —l=zi+yi-1=

=S y(z)=£/zf +y8 — 2% =

=>E2=:|: =

mostre que y (x) € uma fungdo diferencidvel em T = Ty a menos que yp = 0.
Note_que e escolha do sinal depende do sinal de yo, jd que queremos y (zo) =
:I:\/yTD = yp — no entanto, urnae vez escolhido este sinal, a definigdo de y(x) €
Unica.

Exemplo 15.4 O TFI ndo é do tipo “se e somenie se”. Por exemplo, seja
f(z,y) = 2 —¢°. Note que D flizgyo) (& ¥) = 3z8z — 94y = 0 ndo pode ser
escrito na forma y = y(x) quando xgq = yp = 0. Assim, ndo podemos aplicar
o TFI & ndo sabemos a priori se é posstvel ou néo escrever f (r,y) =0 =y =
ii(z). No entanto, vé-se diretamente que a fungdo suave §f (x) = 2% € a inica
solucdo de f(z,y) =0 perto de (0,0).

Exemplo 15.5 Trace uma figura para convencer-se de que uma curve de nivel
de uma fungdo de duas varidveis f (z,y) pode ser escrita localmente como y =
7 (z) com § (zo) = yo sempre que fy (zo,y0) # 0. Para provar este fato, calcule
a aprozimagdo linear de f no ponto em questdo:

Dfl(mo.yo) (2,9) = fz (zo,30) =+ fy(zo,90) y=0=

fa: (:EO) yO)

—_ "y

fy (z0,%0)

sempre gue f, # 0; entdo, apligue o0 Teorema da Funcdo Implicita.

S y=—

15.2 Trajetérias de Pontos Criticos

Nesta secfo, analisaremos o comportamento de um ponto critico e uma im-
agem F & medida que a escala muda. Em primeiro lugar, exibimos uma definicio
um pouco mais formal de “ponto critico” e “ponto critico ndo-degenerado”.
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Definigao 15.6 SEJG. J:R® — R; dizemos que xp € B™ € um ponto critico de
f sempre que Vf =0 em xo. Dizemos que xq € néo-degenerado se o Hessiana
de f

f-'r1=!=1 fmz-'t].
Hf: fmm:a fmzzz

for néo singular em xyp, isto é, se det Hf # 0.

Agora estamos prontos para acompanhar a trajetéria de um ponto critico
de F; (z,y) enquanto ele ndio é degenerado. A demonstracao a seguir chamars
de P(xzy (t),11 (t)) a trajetdria do ponto critico de uma fungio F; (x,y) que
satisfaz a equagio do calor. Também gostarfames de obter uma expressio para
a velocidade de P em fungédo de F;.

Teorema 15.7 Sexg é um ponto critico ndo-degenerado de um espaco de escala
Fy, (x) (na escala t = ¢y > 0) entdo hd um caminho suave (X (£},t) (t; <
t < tp) tal que x1 (t) € ponto critico ndo-degenerado de F; (x) na escala t e
X3 (to) = xo. Mais ainda, tem-se

i (t)=— (H)™" (V(V?F))

onde H € ¢ matriz Hessiana de F; no ponto x;1 {t) e o vetor gradiente {calcula-
do apenas nas coordenadas espaciais de x) do Laplaciano V (V2F) também é
calculado em x; (t).

Demonstracio. E uma aplicagio direta do TFIL. Vamos demonstra-lo no
caso bidimensional, a demonstragéo geral sendo completamente andloga (apenas
com notagao mais feia, como se vé acima). Escreveremos (,y) ao invés de x.
Defina

flz,9,t) =VE (2,9) = (0:F (1), 0, F: (z,1))

Queremos escrever a curva de nivel f (z,v,t) = f (2o, %0, to) = 0 como = = z1 (1)
e ¥ = 1 (t). Para tanto, analisamos

.Df_ a:rmFt azy}?t az:tﬂ
- azyFt anyt atht

Como (z9, %) € ponto critico ndo-singular de F;, o determinante menor 2 x 2 &
esquerda de Df € néo-nulo. Portanto Dff, ..\ (#,¥) = 0 é um sistema linear
que pode ser facilmente resolvido como £ = x(t) e y = y(¢). O TFI garante
entdo que o caminho (z; (t), ¥ (t)) é suave e satisfaz as condicdes desejadas.
Para a estimativa. da velocidade, note que

8. F: (z1 (£}, 10 (£),2) =0
a’y'Ft (-’El (t) y i1 (t) 3 t) =0
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(esta é, de fato, a defini¢ho do ponto P). Diferenciando com relagio a t (e
omitindo os argumentos)

am:r.‘F;E T + azyF!t y + ag:tl?t = 0
a:nyFt i) + anyt y + ath: =0

isto é
(HF) ( : ) -V (BF) = ( : ) - _(HF) .V (8.F)

Note que até aqui todo o raciocinio acima poderia ser feito nfo sé para a equagio
do calor mas para qualquer evolugdo de ;! Somente agora é que usarfamos a
defini¢io do espago de escala 8;F; = V2F, para finalizar o resultado. «

Comentério 15.8 (Existéncia de Bolhas Multi-Escala) Como cada bolha
€ gerada por um ponte de mdrimo local, conclufmos que bolhas continuam ez-
istindo em escalas sucessivas enquanto tal mdxrimo local existir. Note que um
ponte erfiico ndo pode mudar de tipo sem “degenerar” primeire! De fato, um
mdzimo local tem det HF, > 0 e 8., F; < 0; para que ele se torne wm ponto
de sela, devemos ter det HF, < 0 e portanto ele deve passar por um momento
degenerado onde det HF, = 0; para que ele se torne um minimo, devemos ter -
Oz F: > 0 e ele deve passar antes por um ponto onde 8, F, =0 = det HF, < 0
{que seria um ponto de sela). Assim, o teorema acima garante que bolhas em
escolas sucessivas podem ser ligadas para formar bolhas multi-escala enguanto
o ponto criltico que gera a bolha for nédo-degenerado. Os dnicos eventos
de bolhe ocorrerde quando det HF; = 0 no tal ponto.

Note que a velocidade do ponto critico pode anmentar violentaroente 4 me-
dida que nos aproximamos de um evento de bolha (onde HF; ¢ singular, isto
é, det H se aproxima de 0)! Isto sugere um cuidado extra ao seguir bol-
has perto de eventos — as bolhas podem se mover, crescer ou diminuir muite
rapidamente!

No caso da equagfio do calor unidimensional o raciocinio acima leva a

F”I (P)
T ( P)

Vp =

para pontos criticos P de F; (z).

Também vale a pena citar que o método acima pode ser estendido para
outros detalhes da imagem. Por exemplo, arestas de sinais unidimensionais sdo
freqiientemente definidas como pontos criticos de F' (). Usando o espago de
escala de F” (x) na expressio acima, concluimos que um ponto P de aresta de
um sinal F tem velocidade

_ FJ'HI (P)
)
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isto ¢, esta € a velocidade de deslocamento de arestas & medida que a variincia
da Gaussiana utilizada na suavizagio cresce. Esta expressio reforca ainda mais
que ndo é possivel simplesmente borrar a imagem e encontrar detalhes numa
“escala” maior; como estes se movem com a suavizagio (possivelmente com
velocidades imensas), é necessario seguir os detalhes de volta a escalas menores
para obtermos sua localizagdo correta na imagem original.

15.3 Classificagao de singularidades

Defini¢do 15.9 Sejam U, V dois abertos em R*. Uma fungéo f : U — R™
com f(U) =V € um difeomorfismo quando

i} f € suave;

it) f tem uma inversa g: V - R™, isto 6, f-g=1Iy ¢ g-f=1Iy;

i) g € suave.

Defini¢ao 15.1¢ Um difeomorfismo local em um ponto x é uma funcdo cuje
restricdo a uma vizinhange de x € um difeomorfismo. Um dzfeomorﬁsmo local
€ freqiientemente chamado de troca de coordenadas.

Comentario 15.11 O Teorema da Fungdo Implicita tem como consegiiéneia o
Teorema da Fungdo Inversa: se f: U — R™ € suave, x € U e D fl € néo-
singulor, entio f € um difeomorfismo local em x. A demonstmg:ao deste fato €
deizada como exercicio.

Definigdo 15.12 Duas funcies f :R* >R (emxo € R*) e g : R* = R (em
¥o € R*) sdo dites (localmente) equivalentes se elas forem idénticas o menos
de uma constante e de uma troca de coordenadas (local) em R™, isto é

frgeflx)=gHEX)+C
onde C € uma constante e H (x) € um difeomorfismo com H (xq) =

Nao ¢ dificil ver que a relagio acima é de fato uma relagio de equivaléncia.
De fato:

e Tome H (x) =x e C'=0. Entdo g (H (x)) + C = g(X) e concluimos que
g ~ g para qualquer g (em qualquer ponto xg);

e Se f(x) =g (H (x))+C, entio
fETX)-C=(g(H(H X)) +C)-C=gx)

note que, H~! ¢ um difeomorfismo sempre que H o for ¢ H~! (yg) = xg;
assim f~g & g~ f.

e Se f(x)=g.(Hy (x))+C e g1 (x) = g2 (Hz (x)) + C: entdo claramente
f(x) = g2 (He (Hy (x))) + Co + Ch; é fdcil ver que H = Hy - Hy é um
difecmorfismo. Assim f~g e g1 ~g2 = f ~ ga.
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Note que os grificos de f e g sfo difeomorfos; de fato,
Fi(x,a) = (H(x),a+C)

leva o gréfico (x, f (x)) no gréfico (y,9(y)}.
A relacfio de equivaléncia acima nos permite classificar as fungfes (em cada
um de seus pontos). Vamos fazé-lo a seguir:

15.3.1 Caso 1D

No caso 1D, podemos mostrar que quase toda funcio f (z) no ponto zp € R
¢ equivalente s, um mondmio g (x) no ponto z = 0, onde:

» g(z) =0 se f é constante numa. vizinhanga de z;
e g(z) =z se xo nio é um ponto critico (isto &, f' (xo) # 0);

e g{z) = *z? se xy é um ponto critico ndo-degenerado (isto &, f'(x0) =
0 # f"” (z0)); o sinal corresponde ao sinal de f” (zg);

¢ g(z) = z° se k9 é um ponto critico degenerado com f' (zo) = f (x0) =

0 # f" (zo);

o g(z) = a* se f'(z0) = " (z0) = F" (z0) = 0 # f (z0); 0 sinal é o
sinal de f* (zg);

» etc ete ete

Esta classificagdo ndo diz nada a respeito de pontos onde todas as derivadas
de f sdo 0 mas f ndo é constante (como é o caso de f(z) = eV em g = 0).
Estas fungdes pertencerao a outras classes.

Demonstragio. Translagtes de coordenadas fazem com que =g = 0 e
f (o) = 0. O caso em que f é constante ¢ trivial; assim, seja f*) (0) 2 primeira
derivada nio-nula de f em 0. Assuma f()(0) > 0. Aplicando a regra de
L’Hépital repetidas vezes

Ym f( ) i ) n i@ _ 90,

=0 gk :c—rD kzh-1 T a:-'ﬂ k! k!

j4 que todos os limites intermedidrios sio da forma §. Assim, f(z) > 0 numa
vizinhanga de z = 0. Tome

H(z) = (f (@)

Note que

7 0= m S - (L2’ __(ﬂ“(m)*¢0

x—0 mk kt
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e, pelo Teorema da Funcdo Inversa, H é um difeomorfismo local. Mas

f (=)= (H ()"

e, portanto, f ~ z*. Caso f*) < 0, a demonstragiio acima mostra que — f ~ z*,
isto é, f ~ —z*. Mas para k impar é facil ver que #* ~ —zF através do
difeomorfismo H (z) = —z. «

15.3.2 Caso ND

A classificagdo acima é surpreendentemente mais complicada para n varis-
veis. No entanto, para uma fungdo f : R® — R ainda podemos dizer que:

¢ SeXq € um ponto ndo-critico de f (x), entéio f ~ g onde g (21, T3, ..., T,) =
13

* Se xo é um ponto critico néo-degenerado de f (x), entdio f ~ g onde g é
da forma g (21,22, .., @) = 2d + 25+ .. + 27—zl 2} — ... — 22 (i &
um nimerc entre 0 e n);

Note que a situagio € bem mais complicada para pontos criticos degenerados.
Por exemplo, f(z,y) = z’y + 3 nio é equivalente a z2y em (0,0), como
podemos ver comparando f (z,y) =0 y=0com 22y =0« 2 =0ou y = 0.

15.4 Genericidade de Singularidades

Na segéio anterior, classificamos todas as singularidades que vém de pontos
nao-degenerados, € mencionamos que o caso degenerado é bem mais complicado.
No entanto, casos degenerados so “raros” ou “instdveis” e nfo deveriam ter
muita importancia. Nesta segdo, procuraremos definir o que queremos dizer por
“estabilidade” de uma singularidade.

Em geral, dizemos que uma situagio ou objeto € estdvel (em se tratando
de uma propriedade) se pequenas alteragdes da situacfio ainda possuem a tal
propriedade. No nosso caso, os objetos sdo fungdes suaves e a propriedade em
questdo é o tipo de singularidade que ela possui.

Definicao 15.13 (Estabilidade Estrutural) Uma funcdo suave f: R* - R
¢ dita (estruturalmente) estdvel num ponto eritico xo se, para qualquer fungdo
suave g pequena (no sentido de que todas suas derivadas parciais séo pequenas),
tem-se f~ f +g.

Em outras palavras, f (x) serd estdvel se, dada qualquer famflia a um para-
metro F': R" x R — R suave, denotada F, (x) = F (x,s) com Fp = f, tem-se

Fy~Fy=fpara [s|] <€

Na prética, é mais ficil provar que f ¢ instdvel encontrando uma familia F,
tal que F, -« f para s arbitrariamente pequeno.
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Exemplo 15.14 A func¢do f (x) = =2 tem um ponto critico ndo-degenerado em
z =0. Seja F, (z) = =% + tz. Note que todas as fun¢des da familia F, tem um
tal ponto eritice ndo-degenerado:

F_;'(:c)=0—>2m+t=0—+:c=—%
Fl(z)=2

Serd que a singularidade em x = 0 de x* € estdvel? Para mostrar este fato,
considere uma familia qualquer Fy (x) com Fy (x) = 2. Esperamos que F! (z) =
0 poasa ser resolvido como x = x (8) pare s pequeno {o que € garantido pelo TFI
jé que DFg| o (2,4) = 22+ Ks; apenas K depende da femilia); por outro lado,
como Fg' (0) =2 > 0, espera-se que F) (z(s)) > 0 pelo menos para s pequeno.
Assim, o minimo local de 2° em = 0 € estdvel

Exemplo 15.15 Por outro lado, o ponto critico z = 0 de f (z) = z° € instdvel.

De fato, tome F, (z) = z® + sz. Note que os pontos criticos satisfazem

3 +s=0z=2= %S

e 86 existem para s < 0. Note que
F!' =6z

e portanto T = —/—s/3 € um mdzimo local e x = \/—3s/3 € um minimo local
para s < 0. Assim, & medida que 5 cresce, 0 minimo e o mdzimo ficam proTimos,
colidemn (em s = 0) e desaparecem.

Puffl
/ 0 e

Pontos criticos de Fy (z) = 2% + sz (s é o eixo vertical).
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Para fungGes, um ponto critico nédo-degenerado é est4vel, enquanto
um ponte critico degenerado é instdvel.

De fato, se Fj (x) é uma familia de fungdes de n varidveis, entio encontrar
um ponto critico de Fj (x) é resolver as n equagdes dadas por VF, (x) = 0.
Como x tem n componentes, o teorema da fungdo implicita nos garante que
podemos resolver X = x (s) (isto ¢, resolver para as n varidveis o1, zs, ..., T, em
fungio de s); a condigdo que o TFI necessita equivale exatamente a pedir que a
Hessiana de F; seja ndo-degeneradal Assim, as fungbes “vizinhas” F, {x) terdo
x = x (s) também como ponto critico nfo-degenerado.

Por outro lado, um ponto critico degenerado é um que satisfaz, além de
VFy(x) = 0, det HF; (x) = 0; tipicamente, estas n + 1 equagdes a n + 1
varidveis (incluindo s aqui como varidvel) levam a solugdes isolados do tipo
(x, 8} = (X0, 50). Se (xp,0) é um destes pontos, nio esperamos encontrar pon-
tos préximos a ele que também sejam degenerados.

Exemplo 15.18 F, (z,y) = 2% + 3 + sz. Note que Fy (z,y) = 22 + 12 tem
um minimo em (0,0) que é um ponio critico ndo-degenerado (det HF, = 4 &
constante e diferente de 0). E fdcil ver que o ponto critico de Fy é (z(s),y(s)) =
(—%, 0), comprovando que todos os Fy tém um ponto de minimo ndo degenerado,
que se move ao longo do eizo z.

15.5 Familias de Funcoes

Para familias de fungGes, a propriedade de que apenas pontos criticos nio-
degenerados sfo estdveis ndo vale mais. Por exemplo, dada uma familia de
funges Fi (z), a condigio F' (z) = F”(z) = 0 é agora estdvel (note que isto
€ diferente de um ponto critico degenerado de F (z,t) j4 que hd uma direcio
privilegiada, x, e uma direcio ignorada, ). De fato, crie uma familia a um
pardmetro de tais familias, digamos F,; (z). Um ponto critico degenerado é
obtido resolvendo

F.;,t (z)=0
F;:c (z)=0

0 que nos permite encontrar £ = z(s) e t = t(s). Assim, familias préximas
a familia original F; (z) também terfio pontos criticos degenerados! O ponto
critico degenerado move-se na familia & medida que a modificamos {(mudamos
$), mas sempre existira!

Por outro lado, como uma diregio é privilegiada, devemos também criar
uma defini¢do de equivaléncia de familias (néo queremos usar F (z) ~ G (z) &
F(z,t) ~ G (2,t) ja que isto permite a “mistura” das varidveis = e £). Temos:

Definigao 15.17 Duas familias de fungdes f, : R®* x R — R (em (xo,%) €
R*xR) e g, : R*"XR — R (em (yo,u0) € R* xR) sdo ditas (localmente) equiva-
lentes se elas forem equivalentes para valores correspondentes de seus pardmetros
(correspondéncia essa dade por wm difeomorfismo entre t e u) de maneira que
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o difeomorfismo e a constante de cada eguiveléncia dependam suavemente do
pardmetro; em outras palavras

fe~ gu & fi (%) = gy (H: (x)) + C(2)

onde e (t) é um difeomorfismo local com e(to) = ug; C(t) € suave; e Hy(x)
é um difeomorfismo local para cada t, depende suavemente de X et e safisfaz
H;, (.'I:g) = Yo-

15.5.1 Teorema de Classificagdo de Thom

Sob esta definigio, uma familia de fungdes a um parfimetro F; (x) tipica-
mente tem

e Pontos ndo-singulares (onde VF; # 0): em tais pontos, tem-se F; ~ G
onde Gy (z1,Za, ..., Zn) = 21;

¢ Pontos singulares nao-degenerados ou pontos de Morse (onde VF, = 0
mas det HF; # 0): ali, F; ~ G; onde Gy (21, %2, ..., Tn) = _ +27;

e Pontos tipo “dobra” (onde VF; = det HF, = 0): ali, F; ~ G; onde
Gy (:E]_,:l’,‘g,..,a’:n) = m‘{ + 3zt + E?=2 :I:I'?-

A titulo de curiosidade, o teorema mals geral neste sentido é o teorema de
Thom para familias de funcbes a r pardmetros. Ele diz que genericamente,
uma familia de fungfes suaves a 7 pardmetros (r <5) Fy (x):R™ xR" =R é
estdvel e em cada ponto equivalente a uma das seguintes formas:

e Pontos ndo-singulares: Fy ~ z;;

e Pontos de Morse: Fy ~ 3 £x;

o “Fold” ou Az (Dobras): Fy ~ z3 + 3z1t; + (M);

e “Cusp” ou Az (Ctispide): Fy ~ % (zf + toad + t121) + (M);

o “Swallowtail” ou A4 (Rabo de andorinha):
Fy ~ 2§ + taxd + toxd + tyzy + (M);

o “Butterfly” ou As (Borboleta):
Fy ~ (25 + taxd + 1373 + tazd + tam) + (M);

e “Wigwam” ou Ag: I} ~ :‘C’i' + t5$§ + t4.’£% + t3£l’.‘"]ﬂ_' + tgxf +tix1 + (M);
o Eliptico umbilico ou Dy : Fy ~ z3zy — 23 +t37? + toxe + t121 + (N);
» Hiperbélico umbilico ou Df: Fy ~ z2zq + 23 + t3xf + taxe + t1zy + (N);

e Parabdlico umbilico ou Ds:
Fy ~o (2330 + 2 + 1423 + t327 + taza + tyy) + (N);
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e Segundo Eliptico Umbilico ou Dy
Fy ~ afzy — 23 + t528 + taud + taz? + tazg + tymy + (N);

» Segundo Hiperbélico Umbilico ou D7
o~ :L'%:L‘z + ﬂ:g -+ tszt}g + t4u§ + t3$% +tazxe 4+ t12y 4 (N),

¢ Simbdiico Umbilico ou Ej:
Fi~&% (ﬂ?‘;’ 4 1‘3 + tsmlz§ + t4.'23§ +lazize + toxe + tlml) + (N),

onde (M) =370, £af e (N) = 375 +a?

Note que todas elas tém mais de um pardmetro exceto as que j& haviamos
mencionado. Para 6 ou mais parimetros, ndo h4 estabilidade no sentido da
equivaléncia que definimos através de difeomorfismos (apesar de existir estabil-
idade no sentido de tipos de pontos criticos).

15.6 Aplicagao aos Espacos de Escala

Como espagos de escala séio familias de fungSes a um parimetro, esperamas
encontrar tipicamente apenas pontos ndo-singulares, pontos de Morse (que ger-
am bolhas multi-escala) e pontos tipo dobra (que geram eventos de bolha). Os
dois primeiros tipos ja foram bem analisados; para os pontos dobra, analisemos

Gy (z) = 2° + 3zt
G (z,y) = 2° + 3zt + 9/

nos casos 1D e 2D respectivamente. As singularidades vém de

8:G =322 +3t=0— 2 =1 /—%
ByG't=2y=0—>'y=0

sendo a segunda equagfo necessiria apenas no caso 2D. Para verificar os tipos
de singularidades que colidem, calculamos

ammGt = 63;
BayGe = 0; 8y, Gy = %2

assim, no caso 1D temos um médximo z = —v/—¢t ¢ um minimo z = /=% que
colidem e desaparecem apds t = 0. No caso 2D, det HG; = £12x e podemos ter
maximo-+sela ou sela+minimo colidindo e desaparecendo.

Como esta ¢ a tinica forma genérica em que um evento pode ocorrer, elas
definem a tinica maneira na qual uma bolha pode sumir ou desaparecer quando a
escala aumenta. A dnica questfo agora é saber se a sela que participa do evento
pertence a alguma outra bolha além daquela determinada pelo ponto extremo
que desaparece. Caso haja uma segunda bolha, temos o evento fusdio; se nio
houver outra bolha envolvida, temos uma destrui¢io. Finalmente, a principio
nao sabemos se na equivaléncia F; ~ G; os pardmetros de F e & crescem na
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mesma diregio (isto depende do sinal de ¢’ (t) na defini¢io de equivaléncia de
famflias); se e’ (0) < 0, a diregdo dos eventos no espaco de escala F; é a inversa
da direcdio analisada com Gy = z® + 3zt (+y?}; assim, a principio, podemos ter
também os eventos divisado ou criagio.

Teorema 15.18 No caso 1D, a criagdo de pontos criticos ndo pode ocorrer.

Demonstragao. De fato, se um espaco de escala num ponto (zo,ts) €
equivalente a Gy (z) = z° + 3zt em (0,0), entéo

23+ 3t = Fla(x,t),e(t) +c(t)

onde colocamos a dependéncia do parimetro dentro de F para evitar erros nas
derivactes. Escreveremos F, e F; para as derivadas parciais de F' com relaggo
& primeira e segunda variaveis. Queremos calcular ¢’ (0), que aparece tomando
a derivada mista®

th 23 = Foataa: + Farazes

Precisamos portanto calcular a; para poder obter e; em fun¢io de F. Tome
derivadas de ordem até 3 em relagéo a z:

8, : 3z° + 3t = Fa,
Ozz 1 62 = Foga® + Fhaz.
Opzz 1 6= Faaaag + 3Faler e + Folos

No ponto (z,t) = (0,0) sabemos que a (0, 0) = xq e e (0) = ¢, entéo ali

0= F,az
0= Faaaﬁ + Fotzz
6= Famag + 3Faaa::a:a':: + Faa'n::c:

{derivadas de ¥ em (zo,); de a em (0,0) e de € em ¢ = 0). Entéo, nfo & dificil
ver que F, = F,, = 0 (em (o, %p)); isto j& era esperado, pois querfamos que
xg fosse um ponto critico degenerado de F;, onde o evento de bolha acontece.
Assim, podemos calcular

3 6

ay = =
b Fana (ﬂ'-'Oa tO)

Substituindo na expressao que contém e; obtemos

3 ame
&= —1 —

Foz 6

lef (t) também aparece se tomarmos &, mas a expressao encontrada também envolve ¢’ ()
que nao pode ser encontrado em outra derivada parcial.
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Esta expressio vale (no ponto (z,t) = (zo,%)) para qualquer familia F, que
seja equivalente a G; = z% + 3zt em (0,0). No ¢aso especifico de espagos de
escala, temos adicionalmente que F; = F,,, isto é

V36
2
e concluimos que €' (0) > 0, isto ¢, as diregdes da escala t em F; e do

pardmetro ¢ de G; sempre coincidem! Portanto, o dnico evento possivel é
a destruicdo de bolhas! a

€ (0) = = (Faga) *

Teorema 15.19 No caso 2D, a criagdo de bolhas pode ocorrer num ponto sin-
gular degenerado; usando o sistema pg de coordenadas, isto ocorrerd quando
Fp=Fy=Fpp = Fpq =0, € Fyppp (Fppp + Fpgq) < 0.

Demonstragao. Comegando de
2® + 3zt L y? ~ Fla(z,y,t),b(z,51),e(t)) +c(t)
calculamos primeiramente o gradiente
8, : 32 + 8t = Foa, + Fib,
Oy 1 £2y = Foa, + Fipb,

como ambas as expressdes sio 0 em (z,y,t) = (0,0,0), concluimos que F, =
Fy = 0 no ponto (zo, 0, to) em questdo (j& que ayb, — ayb, # 0). Escrevendo
as derivadas de segunda ordem

Bz : 6T = Fpa? + 2Fgpa5by + Fopb? + Frazy + Fibss

Ozy 1 0= Fypazay + Fap (acby + bzay) + Fipbgb, + Faay, + Fpb,y,

Byy + £2 = Faaal + 2Fapayby + Fipb? + Faayy + Fiby,
Para simplificar, vamos usar ¢ sistema de coordenadas pg para que F, = F.p, =

0 (isto é sempre possivel num ponto critico degenerado, veja lista de exercicios).
Assim, no ponto em questéo

0= bebg; 0 = Fppbpoby; 2= bebi

e conclufmos que by, = 0 e Fyp = ig}%—. Finalmente, escrevemos a terceira
¥
derivada com relacao a =

Oppr 1 6= Fnunﬂg + 3Faabaf§b:c + 3Fabbaxb§; + bebbg +
+ 3Fpaltzzy + 3F 0 (azzbm + awb:nz) + 3Fhpbrbzs + ...
Substituindo os valores acima, vemos que todos os termos que envolvem deri-

vadas de F' em primeira e segunda ordem mais 0s termos com b, desaparecein;
ficamos apenas com

1
6 3
6= Fopad =0, = ( Fm)
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exatamente como no caso 1D. A derivada mista torna-se

Oz 1 3 = Faatztr + Eopbzas + Fopazh; + beb:r:bt +
+ Fatazer + Foeboer + Fotpt + Fiobot

e todos os termos contendo b, e derivadas de F' de ordem menor que 2 desa-
parecem, exceto

1
3 (F 3
3= Fa.e; => e = F—ag (—tgﬁ)

Na prética, o uso do sistema de coordenadas pg transformou o problema 2D no
problema 1D. Colocando agora a equagéo do calor

gFGGG.

=Y ——————-07
Z(Faaa +Fabb)

Note que é possfvel ter e; < 0 (quando o ponto critico degenerado tiver faq =
fab = 0 € fage com sinal diferente de fona + fabs). »

Exemplo 15.20 O exemplo mais simples que cria extremos é

fla,b) = —a® +4ab? — 4p*
fi(a,b) = —a® + 4ab® — 4b® — 8t + 2at

Note que fi tem pontos criticos para

—3a+4b% +2t =0
8ab—8=0

isto é, em (a,b) = (i %,0) e (a,b) = (1,:!:@). O determinante do
Hessiana é

det H f; = (—6a) (8a — 8) — (8b)* = —48a% — 64b% + 48a

Assim, o primeiro par de pontos criticos € um par sela-mdzimo para t pequeno
(t < 1.5 para ser ezato); o segundo par sio dois pontos sela longe da origem.
Abaizo estdo os grificos de f,.perto da origem parat = —0.06,{ =0 ef=10.06
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15.7 Exercicios

1) Suponha que uma fungio f (z) em 2 = zp é equivalente & fungéo g (z) =
22emz=0 {no sentido deste capitulo). Mostre que f’(zo) = F" (zo) =0 mas
" (zq) # 0. E verdade que f (zo) = 07

2) Suponha que uma famflia de fungdes F; () em (z,t) = (zo, o) é equiv-
alente a Gi(z) = 2% + 3zt em (z,£) = (0,0) (no sentido deste capitulo).
Mostre que 8;F, (T0) = OzaFi, (2o) = 0 mas dzzaFy, (20) # O E verdade
que & Fy, (zo) = 07

3) Considere uma mudanga de coordenadas por rotagio

Ry :R* - R?
: {z,y) = (zcosd + ysinb,ycosd — xsin @)

Seja f(z,v) : R2 > R; defina g = fo Ry. Mostre que det(Hf) = 0 <=
det (Hg} = 0 (isto ¢, o sinal do determinante da Hesslana

___ f rx f Ty
it ( fou o )
é invariante por rotacdes) onde os determinantes das Hessianas sfio tomadas em
pontos correspondentes. Em particular, mostre que se det (H f) = 0 num ponto
entao pode-se tomar um sistema de coordenadas p, g tal que fyp = fpg = 0 neste
ponto. [Nota: pontos que determinam eventos de bolhas sfio em geral pontos
criticos degenerados, e entdo det (Hf) = 0 num deles; o exercicio mostra que
podemos supor fp = fq = fpp = faq = 0 num desses pontos usando uma simples
rotagio de coordenadas.].

4) Mostramos que se & familia Fy (z,y) em (2o, %o, o) € equivalente & familia
G (z,y) = z° + 3zt £ 3, entdo o difeomorfismo de pardmetros e (t) satisfaz

3
w5 (%)

Para montar um espago de escala com nio-criagao de extremos, tena.mos que
garantir que e; (tg) > 0, isto é, gostarfamos que Fpy = Fppp (a.lgo) No espago
de escala Gaussiano

1
9F, H
B F = Fyp + Fpg = €4 (t0) = (+”"’-—~)
e 2 (Fppp + quq)3

e o evento “criagio de bolhas” pode ocorrer quando (Fppp + Fyqq) € Fppp tém
sinais contrarios. Agora, defina um espago de escala nio-linear via

& F =R = FypoF5 — 2Fp, F F, + Fy F2
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e calcule Fy; = 8pk num ponto P onde F, = F,q = F,, = 0 (use o exercicio 4
do capitulo sobre Invariantes Geométricos). Note que um ponto critico degen-
erado P satisfaz estas condigfes... o que podemos afirmar sobre o destruicao de
extremos em pontos criticos degenerados? {Muito cuidado!]






Capitulo 16

Algoritmos

Neste capitulo, apresentamos mais explicitamente os algoritmos e estruturas
de dados necessdrios para o cdmputo das bolhas e das bolhas multi-eseala. De-
screveremos como obter uma bolha branca em fundo preto, correspondendo a
um par méximo-sela. De fato, enquanto um ponto de méximo serd a semente
de uma bolha, o ponto de sela correspondente serd classificado como “imedi-
atamente” fora de uma bolha para forgar bolhas distintas a serem disjuntas
(lembre-se, uma sela pode ser compartilhada por duas bolhas distintas). A
partir dai, mostraremos como ligar bolhas em diferentes escalas para formam
bolhas multi-escala.

No que segue abaixo, assumimos que F; [m,n] é o espage de escala de um
sinal fo [m,n]. Os algoritmos aqui apresentados e a estrutura de dados abaixo
sdo modificacdes de [28].

16.1 Deteccao de bolhas

16.1.1 Bolha a partir de maximo local

O algoritmo abaixo funciona para imagens genéricas, onde nao h4 dois pixels
com o mesmo valor de cinza:

1. Dado um méximo local P numa imagem F;, este ponto corresponderd a
uma bolha. Assim, inicialize a sua bolha B (aproveite para armazenar seu ponto
méximo e (B) = P e seu valor méximo F (P)); inicie uma lista de vizinhos I,
com os pixels vizinhos a P, ordenando-a de acordo com os valores de F;. Vale
a pena levantar um flag! associado a esta bolha marcando-a como “ativa” ou
“em formagao”.

2 .Considere o pixel @, o mais alto na lista de vizinhos L; (maior valor de F;)
¢ analise os seus vizinhos; alguns deles jé estario marcados como pertencentes
a bolha em questdo; se os outros estiverem todos abaixo de @, ponha-os na

1Este flag somente serd 1itil no caso de processamento paralelo de bolhas; veja nota na
subsegio a seguir.

197
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lista de vizinhos Iy (mantenha a ordem), remova € da lista, coloque-o na bolha
“ativa” e volte ao passo 2.

3. Caso contrario, o ponto @ é o ponto de sela correspondente 4 bolha em
questao; marque todos os pontos que restaram na lista de vizinhos IL; como
pontos de fundo, assim como os pontos vizinhos de @ que estio abaixo de @
(0os outros vizinhos de @ podem fazer parte de uma outra bolha ou também
serem fundo); o flag da bolha muda para “inativa” ou “corapleta”; aproveite
para calcular o contraste da bolha como F (P) — F (Q).

Caso consideremos imagens onde possam haver pixels com exatamente o
mesmo valor de cinza, devemos agrupar os pixels em platds conexos primeiro
e entdo aplicar o algoritmo acima aos platds (note que até mesmo a definigio
de méximo local depende deste agrupamento — caso P pertenga a um platd
constante, somente analisando os vizinhos deste platd é que podemos verificar
se P é um maximo local ou ndo). De qualquer forma, tais situagdes s&o néo-
genéricas quando da aplicaggo da Equagao do Calor.

16.1.2 Bolha a partir de um ponto qualqguer

Se um ponto R qualquer é dado e queremos descobrir a que bolha ele pertence
(se é que ele pertence a alguma bolha), podemos fazer o seguinte.

1. Inicialize uma lista de pontos L2 com apenas R e seus vizinhos; ordene-os
por valores de Fy;

2. Seja S o ponto mais alto da lista. Enquanto § néo for um méximo local
nem um ponto previamente classificado, simplesmente adicione os seus vizinhos
& lista Lo e volte ao passo 2.

A aplicagéio sucessiva do passo 2 criard um caminho de pontos que rapi-
damente sobe na dire¢io de um maxdmo local da imagem (gerando uma lista
de pontos que inclui o tal caminho e seus vizinhos), possivelmente alcancando
uma, bolha antes de chegar ao maximo local {neste caso o processe do passo 2 é
interrompido)?.

3. Se S nao foi classificado, § é um mdéximo local mas sua bolha ainda nao
foi calculada. Aplique o processo da subsecdo anterior para encontrar a bolha
de S.

4. Agora, de uma maneira ou de outra, S ja estd classificado como perten-
cente a alguma bolha completa; os pontos de Ly que ainda nao foram classifica-
dos ndo pertencem a bolha de S e sdo portanto pontos de fundo; isto pode cu
nfo incluir R.

16.1.3 Todas as bolhas de uma imagem

Enquanto podemos aplicar os algoritmos acima para encontrar todas as bol-
has de uma imagem, hd um algoritmo mais eficiente que exige apenas uma

2Novamente, o flag que decide se a bolha ests ativa ou nio s seré 1til no caso de proces-
samento paralelo. Assim, o passo 2 pode ser interrompido quando S fizer parte de uma bolha
“ativa”; neste caso, simplesmente espere que o processamento da bolha de S se complete antes
de iniciar o passo 4.
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“passagem” pela imagem para calcular todas as suas bothas. Tal classificagio
serd feita de cima para baixo (o leitor deve imaginar a maré baixando como na
definigio de bolhas no capitulo anterior).
1. Ordene todos os pixels da imagem de acordo com os valores de F, criando
uma lista L.
2. Seja S o ponto mais alto da lista L;
2a. Se § ¢ um mdximo local, inicialize uma bolha que contenha S;
levante um flag® para marcar esta bolha como “ativa” ou “em formagio”.
Caso contrario, olhe para os vizinhos de S que estdo acima de S; todos
jé& foram classificados.
2bl. Se todos os vizinhos acima de § pertencem & mesma bolha em
formagcdo, S também pertence a esta bolha em formacao; esta é a tinica maneira
de & pertencer a uma bolha;
2b2. Caso contrdrio, § nfo pode pertencer a nenhuma de suas bolhas
vizinhas (se é que hé alguma}; se alguma das regides vizinhas é uma bolha “em
formagdo”, mude-a para “bolha completa” e marque S como seu ponto de sela;
outras regides vizinhas podem incluir bolhas “completas” ou fundo, mas essas
néo interessam — de qualquer maneira, S serd um ponto de fundo.
3. Remova 5 da lista L; se a lista nfo estd vazia, volte ao passo 2.
Novamente, se hi possibilidade de que pixels distintos tenham o mesmo valor
de cinza, devemos agrupa-los primeiro em platés conexos e usi-los no algoritmo
acima ao invés de pixels.

16.1.4 Arvores de bolhas

O algoritmo da dltime secdo pode ser facilmente modificado para calcular
drvores de bolhas; basta fazer com que um ponto de sela $ nio somente feche
uma ou mais bolhas delimitadas por S mas também inicie uma nova semente
para uma nova bolha em formagio; aproveite para criar os arcosda drvore que
ligam esta nova bolha em formagio Aquelas que acabam de se completar.

16.2 Deteccao de bolhas multi-escala

Uma vez que bolhas tenham sido detectadas em cada escala, temos o prob-
lema de ligé-las dentro de uma bolha multi-escala. Devemos lembrar que (pelo
menos no case continuo} hi genericamente apenas 4 tipos de eventos que podem
impedir uma tal ligagdo: destruicfo, criacio, divisdo ou fusio de bolhas. A idéia
basica do algoritmo ¢ a seguinte:

1. Analise o espago de escala em escalas sucessivas t1 e t3 € encontre as
bolhas em cada uma delas;

2a. Para cada bolha B; em escala t;, verifique todas as bolhas em £y que
sao candidatas a serem ligadas a Bj.

3Cuidado! Neste caso, este flag ¢ necessirio mesmo em processamento simples, nao-
paralelo. O leitor nao deve se deixar levar pelas duas 1iltimas notas de pé de pdgina.
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2b. Para cada bolha B; em escala t, verifique todas as bolhas em #; que
sdo candidatas a serem ligadas a B,.

3a. Se Bj ¢ a tnica par candidata para B; e vice-versa, faga uma ligagao
dentro de uma mesma botha multi-escala.

3b. Se B; néo tem nenhuma par em escala t, o evento destruigio aconte-
ceu. Feche a bolha multi-escala que contém B; por cima.

3c. Se B, nio tem nenhuma par em escala ¢, 0 evento criagio aconteceu.
Feche a bolha multi-escala que contém B, por baixo.

3d. Se B; tem duas pares candidatas em escala tz e cada uma delas tem
apenas B; como par, o evento divisfo aconteceu. Feche a bolha multi-escala
que contém B; por cima e feche as duas outras bolhas multi-escala por baixo.

3e. Se By tem duas pares candidatas em escala t; e cada uma delas tem
apenas By como par, o evento fusdo acontecen. Feche a bolha multi-escala que
contém By por baixo e feche as duas outras bolhas multi-escala por cima.

4. Caso contririo, pode ser que tenhamos um evento de bolha nido genérico
em nossas maos. Mais provavelmente, o que acontece é simplesmente que hé dois
{ou mais) eventos genéricos acontecendo em répida sucessdo e ndo calculamos o
espago de escala entre os dois eventos. Assim, se isto acontecer, calcule o espago
de escala numa escala intermedidria entre as duas consideradas e veja se isto
separa os dois eventos; faca isto recursivamente até que os eventos se resolvam
ou o passo de escala seja bem pequeno. Se mesmo com um passo de escala muito
pequeno vocé foi incapaz de separar os eventos genéricos, desista — simplesmente
ligue todas as bolhas envolvidas num evento complexo, separando as bolhas
multi-escala através deste evento.

...precisamos calcular uma escala
Para resolver este evento... intermedidria.

16.2.1 Como determinar pares candidatos?

Hi varias maneiras de determinar se duas bolhas B; e By calculadas em
escalas sucessivas ¢; e to sfo candidatas a pareamento ou ndo. Por exemplo,
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poderiamos simplesmente verificar se os suportes de B; e B, se intersectam
BiNB;#0

No entanto, considere duas bolhas B; e C; em escala t; que tenham uma
sela compartilhada e que se movem através das escalas; B; deve corresponder a
uma bolha B; em escala ligeiramente maior t3, enquanto C; deve corresponder a
uma bolha C2. No entanto, néo importa quéo fino seja o espago de escala, existe
um potencial para que Cy sempre intersecte B;. Isto cria uma ambigiiidade
que provavelmente levard nosso algoritmo a classificar esta situacio como um
evento complexo ao invés de duas ligagBes simples! Nosso algoritmo falharia
terrivelmente neste caso.

B2 G2

Sela compartilhada em movimento

Assim, consideraremos duas outras condigSes que ajudarao a determinar se
B; e By devem ser ligadas

B(Bl) € By
e(Bg) € By

+

Esta condigio, mais o fato de que a situagio acima ocorre exatamente quando as
bolhas em questdo tém uma sela compartilha, devem ser levadas em consideracio
no algoritmo. Assim, modificamos o passo 3 do algoritmo acima para:

3a. Se B; intersecta somente B; e vice-versa (e o ponto extremo de cada
uma delas pertence & outra, e ambas tém pontos de sela ndo compartilhados),
faca uma ligacac dentro de uma mesma bolha multi-escala.

3b. Se B ndo intersecta ninguém em escala t2, 0 evento destrui¢ao acon-
teceu. Feche a bolha multi-escala que contém B; por cima.

3c. Se B; ndo intersecta ninguém em escala 1, 0 evento criacao aconteceu.
Feche a bolha multi-escala que contém By por baixo.

3d. Se B; intersecta apenas By e C; em escala iy, e cada uma delas intersecta
apenas B (e By e C; compartilham um ponto de sela, e os extremos delas estdo
em B,), o evento divisdo aconteceu. Feche a bolha multi-escala que contém B,
por cima e feche as duas outras bolhas multi-escala por baixo.
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3e. Se B, intersecta apenas B; e (] em escala t1, e cada uma delas intersecta
apenas By (e By e Cy compartilham um ponto de sela, e os extremos delas estdo
em Bs), o evento fusdo aconteceu. Feche a bolha multi-escala que contém Bs
por cima e feche as duas outras bolhas multi-escala por baixo.

3f. Se B tem um ponto de sela compartilhado com Cy e By tem um ponto de
sela compartilhado com Ca; ByNB; # @; C1NCq £ W; e (B1) € By; e(B2) € By;
e(Ch) € Cy; e(C%) € C4; ¢, finalmente, se as bolhas em questao nao intersectam
nenhuma outra bolha que nao seja uma destas quatro; entao temos uma ligagao
dupla: B; corresponde a By enquanto C; corresponde a Cs.

16.2.2 Problemas e refinamentos

Um dos problemas com o algoritmo acima ¢ que bolhas muito pequenas,
tipicamente do tamanho de um pixel, ndo serdo conectadas & medida que se
movem. De fato, assim que a nossa discretizagio registrar o movimento desta
botha, ela pulard de um pixel e o algoritmo acima registrard uma destruicéo
€ uma criagdo ac invés da ligagdo normal. E possivel que uma bolha maior
também se mova rapidamente o suficiente para que parega ser bolhas distintas
em escalas sucessivas.

Para evitar este fato, sempre que houver uma criacio de uma bolha pequena
(tipicamente, de um pixel de tamanho) Bz (que é um fato possivel mas que
deveria ser um tanto raro), verifique se hd alguma bolha B; na escala imedi-
atamente anterior num raio de um pixel em torno de Bs. Se houver, ¢ se By
¢ uma candidata a destruico, troque estes dois eventos (destruicio + criagdo)
por uma simples ligacic multi-escala.

Note também que nédo discutimos como exatamente comegar o processo de
ligagdo. Tipicamente, calcula-se o espago de escala em passos constantes de
escala efetiva, ou seja, tipicamente, em escalas diddicas ou exponencialmente
espagadas. A partir dai, escolha se vocé quer percorrer as escalas de cima para
baixo ou de baixo para cima, ou mesmo iniciar em algum ponto no meio caso
j4 haja uma idéia de que bolha multi-escala se procura.

Tipicamente, um niimero suficiente de refinamentos de passos de escala tende
a resolver eventos complexos em eventos genéricos. No entanto, mantenha em
mente que isto funcionard para imagens genéricas - imagens sintéticas sem ruido
néo sdo genéricas e tem um grande potencial de gerar eventos genuinamente
complexos]

Finalmente, o refinamento em escala do passo 4 do algoritmo acima nao pre-
cisa necessariamente calcular todas as bolhas na nova escala — basta classificar
as bolhas que estejam na regido do evento complexo que estd sendo decifrado.
Por este motivo € que apresentamos trés algoritmos para o célculo de bolhas,
dois deles sendo locais.
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16.3 Estrutura de Dados

A estrutura de dados abaixo é uma adaptagio da encontrada em [28], mas
néo deve ser considerada como a tltima palavra no assunto. Em particular,
uma “lista” de pixels como indicado abaixo é uma estrutura ineficiente que nio
se utiliza da correlagiio espacial dos pixels na definigao de platés, regides etc.
{o0s alunos do Visgraf fazem uma boa sugestio: usar “bounding boxes” com
matrizes bindrias para indicar relagtes de pertinéncia devem ser mais eficientes
tanto no armazenamento quanto na procural).

A tnica estrutura néo definida abaixo é a estrutura Imagem, que pode ser
qualquer estrutura de dados destinada a conter uma tnica imagem (possivel-
mente ji suavizada).

s Pixel
Propriedades:
Coordenadas (z e y)
Nivel de cinza (valor de F ali)
Ponteiros para:
Plato (que contém este pixel)

o Platd (pixels contiguos com exatamente o mesmo valor)
Propriedades:
Area (possivelmente o niimero de pixels no platd)
Nivel de cinza (valor comum de F no platd)
Criticalidade (se este platé é um minimo local, méximo local, sela ou nada)
Ponteiros para:
Regido (que contém este platd)
Liste de pizels (no platd)
Lista de platés vizinhos (vizinhos espaciais deste platd)

e Regifo (grupos de platds que formardo o suporte de uma bolha ou o
fundo)
Propriedades:
Area (possivelmente o nimero de pixels)
Centro de gravidade
Momentos de segunda ordem (dando uma elipse que aproxima a regiso)
Caiza limitante (coordenadas de um retangulo que contenha a regido)
Ponteiros para:
Lista de platés (na regifo)
Bolha (que contém esta regido, se alguma)
Fundo (que contém esta regido)

¢ Fundo
Propriedades:
Polaridade {(branca, preta);
rea (raramente o volume é importante)
Ponteiros para:
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Fatia de escala (imagem F} (-) que contém este fundo);
Lista de regides.(do fundo);

Bolha

Propriedades:

Polaridade (branca, preta);

Atividade (em formacio ou completa);

Volume

Ponteiros para:

Fatia de escala (imagem F; (-) que contém esta bolha);

Platé critico {a semente da bolha, seu méximo ou minimo local);
Lista de selas (que limitam esta bolha);

Regido suporte.(da bolha);

Sela

Ponteiros para:

Platé (que corresponde a esta sela)

Lista de bolhas (das quais esta sela serd limitante)

Fatia de escala {(a imagem F; (-) em uma escala ¢ e todas as suas estru-
turas)

Propriedades:

Valor da escala

Ponteiros para:

Imagem (o sinal bidimensional F; (-}, suavizagio de fo (-))
Lista de bolhas brancas

Lista de bolhas pretas

Fundo branco

Fundo preto

Prézime fatia de escala (para a escala mals alta mais prdxima)
Prévia fatia de escala {para a escala mais baixa mais préxima)

Bolha multi-escala

Propriedades:

Polaridade (branca ou preta)

Importincia (volume ou volume efetivo)

Ponteiros para:

Lista de bolhas {que compdem esta bolha m.e.)

Evento inicio

Evento fim

Bolha representante (uma de suas bolhas, escolhida numa escala represen-
tante; pode ser a bolha de maior volume efetivo)

Evento

Propriedades:

Tipo (criagdo, destruigio, fusdo, divisio, complexo, escala minima, escala
mdxima)

Posigéo (x, ¥ e escala aproximados, ou intervalo de escalas, onde o evento
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acontece)

Ponteiros para:

Lista de bolhas de cima (que se formam com este evento)
Lista de bolhas de bairo (que somem com este evento)

¢ Esbogo primal (simplesmente junta a estrutura toda)
Ponteiros para:
Lista de fatias de escale
Lista de bolhas multi-escala brancas
Lista de bolhas multi-escala pretas
Lista de eventos para bolhas brancas
Listas de eventos para bolhas pretas
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Capitulo 17

Implementacao de
convolucoes

Um dos detalhes mais irritantes dos espagos de escala (e em geral de Proces-
samento de Sinais) é que a teoria estd feita para sinais continuos ou discretos
infinitos enquanto os sinais do processamento computacional séo em geral finitos
e discretos. Neste apéndice, gostariamos de citar as diferentes maneiras de lidar
com este problema e esbogar os algoritmos que implementam as convolugdes
discretas correspondentes.

No que se segue, discutiremos o caso unidimensional {mais uma vez, o caso
multidimensional é andlogo). Assim, dado um sinal f : Iy = {0,1,...,.N = 1} —
R e um nticleo de convolugéo T : R — R, como dar sentido & expressio “f «T™?
Como calculéd-la, pelo menos nas posigdes originais de f, isto é, em In? Como
implements-las?

17.0.1 Extensoes de f

Podemos interpretar f+T" como g+T onde g : Z — R é uma boa representagio
de f. A maneira mais comum de fazer isto é tomar g = f em Iy e entfo estender
f de uma das seguintes formas;

» Periodicamente: simplesmente tome g periddica de periodo NV

g{n’] = fnmodN

e Por espelhamento: para evitar descontinuidades nas bordas do sinal,
concatene uma reflexio de f a uma de suas bordas e s6 entao use a extensio

209



210 CAPITULO 17. IMPLEMENTACAO DE CONVOLUCOES

periddica

fanpral<n<N=-1
glrl=< fan-1)-npara N<n<2N -1
¢ [nmod 2N], caso contrario

(bordas repetidas — perfodo 2N)

faparal<n<N-1
gln]=1¢ flan-2)-n para N <n<2N -3
g [nmod (2N — 2)], caso contrério

{bordas néo repetidas — periodo 2N — 2)

+ Por constante: simplesmente preencha g com um valor constante inde-
pendente de f (fregiientemente tomado como zero):

] = fopara0<n< N -1
ginl= C (=10}, caso contrdrio

e Por média: preencha g com o valor da média de f

fapara<n< N -1
gln] = _ 1 o N-1 g s
Bf =4 2j=0 Ji caso contrério

Qutras possibilidades incluem fazer com que haja um decaimento de f além
de seus bordos em diregdo a algum valor constante (0 ou a média de f, em
geral).

17.0.2 Algoritmos para convolugoes

E freqiiente que T seja um niicleo de convolugdo de suporte pequeno, dig-
amos, com m elementos {como por exemplo a maioria dos niicleos utilizados
para derivadas discretas). Neste caso, a melhor maneira é simplesmente usar a
definicio explicita da convolugio!

m—1

@*T) (=D Tugss
k=0

que envolverd o (m) operagbes para cada §; em geral, 86 interessam os indices
0 < j € N -1, e a convolugio como um todo é calculada em o (mN) operagdes.
Note que apenas N + m — 1 elementos de ¢ s80 necessérios para este calculo.

Caso T tenha suporte grande (ou, como acontece fregilentemente, infinito),
um dos seguintes métodos deve ser utilizado.

1A expressio assume que T tem 0O como primeiro indice; caso contririo, basta transladar
a resposta.
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Extensio periddica

Se, por “sorte”, o miicleo de convolugdo T’ também for periédico de mesmo
perfodo que f (por exemplo, quando T for outro sinal ou imagem), podemos
interpretar f & T simplesmente como a convolucio circular f *. T onde T é
restrito a um de seus perfodos. A implementacio pode ser feita diretamente do
somatdrio que define a convolugio circular ou mais eficientemente com o auxflio
da Transformada de Fourier Discreta (comentério 3.9)

1 n=-1

(f*T); = VN Z FrTkmodn ©(IN?) operagbes
k=0

f#T=VNIFFT(FFT(f)-FFT(T)) o(NlogN) operacdes

Alids, mesmo que 7 seja infinito e ndo periédico, g * T' serd periédica e s6
precisa ser calculada em I,. De fato, de acordo com a proposicio 3.11, um
periodo de g * T é dado por

“f % T" = [FFT (FFT -7 (713“))

onde a multiplicaciio é tomada componente a componente, indexadas por w.
Por exemplo, para o niicleo de Poisson simétrico

“f 4 P = [FFT (e—‘“ sin(rw/N) . PR ( f)) 0(Nlog N) operacdes

(f*P), = Ii\f Nz_:l i cxp (Zﬂ?"-}(\;‘;k) — 4tsin? (%))

w, k=0

onde a tltima expressio permite os cdlculos dos coeficientes em fi a priori e é
boa para processamento paralelo,

Extensao por espelhamento

Simplesmente use um dos periodos de g (de tamanho 2N ou 2N — 2) no
processo descrito na tltima subsegio. Usando o algoritmo FFT para as Trans-
formadas de Fourier Discretas, sdo realizadas o (N log N) operacdes.

Extensao por zeros

A convolugdio pode ser calculada diretamente através da definicio da con-
volucdo de maneira semelhante 4 que usamos quando o niicleo era de suporte
finito e pequeno

N-1
0+ )l = 3 Tyers

k=0

Note que g T n8o tem suporte finito. Se desejarmos apenas os seus valores em
Iy, usaremos o {N?) operaces.
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O célculo de g * T em Iy necessita dos valores de T; apenas para 2N —1
valores de 4, a saber, —N +1 < j < N — 1. Assim, pode-se encarar g * T como
uma convolucéo entre dois nicleos de suporte finito e usar o comentdrio 3.10:
seja § o sinal finito de tamanho 3N ~ 2 obtido estendendo os N valores de f
com zeros; seja T' o sinal finito obtido estendendo os 2N — 1 valores de T" acima
Com Zeros:

g= (fo fi fo e fua1 .000---0,) i Go=fo

2N—2 zeros

N=1 zeros

T = (T_N+1 T w4z - -1 000.. 0) i To=T-nt

Entfo, g«T' e §*, T coincidem em N de seus valores, isto €
T)[n] = (* fz"") <n<N-1
(g*T)[n] =g+ Nt PETE 0<n<

g*T ~ g+, T = V3N =3 IFFT (FFT(g) .FFT (T))
que também pode ser feito em o (N log V) operagdes.

Extensao por média ou outro valor constante

Se g ¢ obtido a partir de f usando uma extensdo constante (digamos C, onde
possivelmente C' = u¢), entdo

g=h+CI

onde h é obtida a partir de f — C estendendo-o por zeros, e I ¢ a seqiiéncia
constante igual a 1:

h=(.0000f-Cfi—-Cfr—C..fn_1—C000..)
I=(.1111.)

Assim,

k=00

oG
gxT=h+«T+CI*xT=hxT+ (c 3 T,,,)]I

onde k=T pode ser calculado em o (W log N) operagdes aplicande o métedo da
subsegao anterior a f — C. Em particular, para niicleos normalizados {um caso
comum), tem-se

“faT" =gxT=(f-C)Y*T+C
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Niicleos Recursivos

Existem nticleos de suporte infinito cuja convolugio pode ser implementada
de maneira recursiva. Por exemplo, o niicleo geométrico (normalizado)

T=(18p8 .. 8".)-(1-5)

tem suporte infinito. Para obter

Jout = finxT
note que
1-8
Pout = PPxfi, = PT Pin = m Pin =

= (1=62))  foutln] 2" = (1= B) Y fin[n] 2" =
= fout [n] - .Bfout [n_ 1] = (1 - )6) fin [n] =
= fouf. [n] = ﬂfout [n - 1] + (1 - ﬂ) fin [n]

nos dé uma relagfio recursiva simples para o célculo de foy.!

Que outros niicleos possuem propriedades semelhantes? Em geral, podemos
calcular four = fin * T a partir de uma relagio recursiva da esquerda para a
direita do tipo

' B A
foutln] =3 bl four i =31+ > @] fin[n — 4] (17.1)
=1 j=—A
se e somente se a fungio geradora do nicleo T' em quest&o pode ser escrita como
um quociente de polinémios?

Zi«a a;#

Yr=—c=5.
1- 327 b

Definicao 17.1 Um nicleo T € RECURSIVO guando four = T'# fin corresponde
a relagdo recursive 17.1.

Que nicleos sdo recursivos? Se quebrarmos o quociente de polinémios de
o em fragBes parciais, esperamos encontrar

a;2%0)

¢T=§m—1_ﬁjz

ZPara ser exato, o numerador é uma série de poténcias finita. Note que wma relagio
recursiva da direita para a esquerda também pode ser escrita desta forma! Por exernplo,
a relagio recursive gn = gn41 + 3gn42 -+ 6fn + 3fn41 pode ser reescrita como gniz =
—%gn+1 + %g,, — 2fn — fat1. O leitor deve se convencer de gue a dire¢io da recursio é
irrelevante na andlise que se segue.



214 CAPITULO 17. IMPLEMENTACAO DE CONVOLUGOES

ou seja; T é uma soma de ntcleos semelhantes a0 ji apresentado niclec ge-
ométrico Tg = (1 B A% ... f" ...), cada um possivelmente amplificado por
a/ (1 — B) e transladado k posigdes. :

Ignore a amplificacéo e a translacio por enquanto; note que podemas ter 3
complexo, digamos 3 = re'®; neste caso, reescrevemos o niicleo acima como

Ts = (1 rcosd +irsind r7cos20 + ir’sin26...)

As {inicas combinagdes lineares de tais nicleos que produzem coeficientes
reais correspondem s combinagoes lineares reais dos seguintes niicleos

T35+ T;
T. = ﬁ; A (1 rcosf r2cos28 rPcos3f . )=>
= T.(n)=7"cosnf,n>0
Ts—T;
T, = ﬁZz £ = (0 rsing r’sin26 r’sin360 ..) =

=T, (n)=7"sinnd, n>0

As Transformadas Z correspondentes sfio

_ppte, 1 1 1 _ 1—(rcosf)z
$e="3 __(1-[3z+1—ﬁ_z)_1—(2rcosﬂ)z+r2z2
pa—ws 1 1 1 _ (rsind) z
L7 (l—ﬁz 1-—-Ez) " 1—(2rcosf) z + r2z2

Resumindo, temos 3 nicleos recursivos basicos reais (aqui, normalizados)
cujas fungbes geradoras, médias, varidncias e correspondentes relages recursivas
para four = T * fin estho listadas abaixo:

o Geométrico

T=(0188 6 .).0-p
- B B
{P—l_ﬁz?.u_l_ﬁi - ;6

Jout [n] = Bfout [n - 1] + (1 ""16) fin [TL]

e Cosseno recursivo

_ 2
Te=(1 rcosf r?cos26 7% cos3 )M—
1—rcosf

1—(rcosf)z 1—2rcosf+r?
1-(2rcos®)z+7r222 1-rcosd
(1+72%) cosf ~2r
(1 — 2rcosd +r2)*

P =

Pe=T
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fout [n] = ((2rcos8) four [n — 1) — 72 four In — 2]} +

1—2rcosf +r?
L2 ol = (roos6) fnln 1)

e Seno recursivo

T, = (rsinf r*sin20 r®sin39 ...) .ﬁf_‘f.'osﬂ_+'r2
7sin @
1—2rcos@+ r?
1—(2rcosf)z+ r222
_ 1—72
Bs =120 (cosf) +r?

Ps =

fout [n] = ((2r c080) four [n — 1) — 7% four fn — 2]) +
+ (1 —2rcosf@ +12) fin [n]

Qualquer niicleo recursivo serd uma soma de miicleos dos tipos descritos
acima (possivelmente transladados e amplificados individualmente). Note que
o método exige que se estabelegam valores de f;, para iniciar a recursao, o que
56 pode ser feito diretamente se fj,, é uma extensio por zeros ou pela constante
C. Se T ¢ normalizado, basta tomar os valores de f,.,; para iniciar a recursio
como C; caso contrério

fout [n] c z T{J] 1 42-32

paran < 0
b;
onde b[4] e a[j] sfo como em 17.1. Caso fi, seja um outro tipo de extensio,
algoritmos mais sofisticados sdo necessarios.

Na prética, o método recursivo providenciard uma maneira eficientissima. de
calcular a convolugdo f, * T, com nimero de operagoes por indice aproximada-
mente igual ao nimero de coeficientes a; e b; ndo-nulos.

Mesmeo que o niicleo de convolugdo a ser usado ndo seja recursivo, podemos
aproximé-lo por um niicleo recursivo e entdo usar este método. Por exemplo, de
acordo com [7], uma amostragem da Gaussiana G; pode ser bem aproximada
utilizando uma das seguintes expressoes

ek 0801 (0 9629 cos (0 5974%) + 1.942sin (0 5974'\“}'))

e~% ~1.808e 1 15

_ -Losalzl (0_3929 cos (1.043%) — 1.021sin (1.043%))
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e % g 12615 (1.68 cos (0.4468%) + 3.735sin (0.4468%))

~ 72285 (0.6803 1_412M) 2598 si ( ﬂ))
e (0680 cos( W + 0.2598 sin 1412\/3

A primeira permite que se escreva o niicleo Gaussiano G; como a soma de um
par de nticleos cosseno recursivos (possivelmente amplificado; r = e~0-891/V% ¢
6 = 0.5974/+/%; o primeiro ser4 para z > 0 e 0 outro sera seu simétrico) com um
par de seno recursivos (amplificado; 7 = e~9891v% ¢ ¢ = 0.5974/+/7), menos uma
constante (para compensar pela dupla incidéncia no ponto = = 0); a segunda
d4 um par de cada um dos trés tipos; a terceira dé dois pares de cossenos e dois
pares de senos.



Capitulo 18

Curvatura de Curvas Planas

18.1 Expressao em coordenadas cartesianas

Dada uma curva plana parametrizada por (z (t) ,¥ (t)), o seu vetor velocidade
# = & 7+ 7 forma um certo angulo 8 (t) com a horizontal {eixo Oz). Definimos
a curvatura desta curva plana num determinado ponto como & taxa de variagio
deste dngulo por unidade de comprimento medida na curva, isto &,

. ds - :
v=|tl=— = VE+P

tan9=-y_- ou § = arctan (-?’-’-)
& &
-
T ds

Curva, velocidade e o dngulo ¢

217
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Para calcular x em fungdo da parametrizagio, simplesmente use

_ iy
(a2 +g2)%?
Em particular, note que a definigio de « depende apenas do formato da

curva e nio da velocidade em que a percorremos, isto ¢, dada uma, curva, £ nio
depende da parametrizacio escolhidal.

Exemplo 18.1 Uma possivel parametrizacdo de um circulo de raio R é
z(t) = Reoswt; y(t) = Rsinwt

Neste caso, uma utilizagdo direta da expressdo pare k nos dd

_ {-Rw’sinwt) (—Rwsinwt) — (—Rw? coswt) (Rw coswt)

h ((—R'w sinwt)® + (Rw cos wt) 2) 2 -

_RW? 1
" RWw2® R

K

confirmando ¢ idéia intuitiva de que k é maior quando a curva & mais fechada.
Note que nem a curve nem x dependem de w {que apenas muda a parametriza-
¢do). Vele a pena notar que em geral k € o inverso do “raio de curvatura” de
UMa curva.

18.2 Parametrizagdo por comprimento de arco

Se parametrizamos a curva por comprimento de arco (isto &, v = /42 + 2 =
1), entéo o vetor velocidade é também o vetor tangente unitdrio T'; se denotar-
mos ¢ vetor unitdrio normal por N, temos

!Para ser exato, & curvatura depende somente da dire¢do em que a curva é percorrida; se
usarmos wmna parametrizagao que reverte essa direcfio, a expressio da curvatura muda de sinal.
comuim se exigir que tal parametrizacio siga o sentido anti-hordrio para curvas fechadas.
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¢ portanto vemos que ¥ = T e @ = 'ﬁf sédo perpendiculares, isto §, dT é um

miiltiplo de N. Para encontrar o fator multiplicativo, note que

N=—yz+m3 V (s 4 2m Y s (a2 ameN
k= 5 — i }=>J'€N—- (—a9§ + £6°) v+ (2% — 22y) 7=
D N N UERY” /)
= (& +9%) 57+ (x2+y2)yj=mz+y3=d—
De maneira andloga, podemos encontrar ta.mbem , obtendo as equagbes de
Frenet para curvas planas parametrizadas por comprlmento de arco
at o
E = gkN
aN._ _ s
dt
E comum definir-se curvatura a partir das expressdes acima, ou como
oo T
dt

18.3 Curvatura de curvas de nivel

Dada uma fungéio F'(z,y) que assuma valores reais, como calcular a cur
vatura da curva de nivel F'(z,y) = C num determinado ponto regular? de seu
dominio? Notemos que (utilizando indices para derivadas parciais) VF = F, 7+
Fy Festé na diregéio normal & curva de nivel, portanto o vetor T' = F,, 7— F 7é
tangente & mesma. Assim, podemos encontrar uma parametrizaggo (z (t) ,y (t))
com tal velocidade, isto é

E=Fy(z(t),y(f); 9=—-F (2(t),y()
Podemos entao calcular
i = Foyt + F§ = Fpy By — Fy Fp
?;i:' :n:n-'b“‘Fa:yg="Fn::cFy+F:csz
onde omitimos da notagdo o ponto (z (£),y (£)) onde todas as derivadas parciais
tem de ser calculadas.

Estamos prontos para calcular a curvatura de uma curva de nivel de F num
ponto P = (z (t),y (t)}. De fato, basta utilizar a expressio da subsecio anterior

?J-T - z:y _ (_meFy + meFm) (_Fy) - (meFy — Fny:c) Fy
(@2 +92)%% (F2 + F2)**
FouF2 — 0F5y Fu F,) + Fy F2
(F2 + F2)**

"=

= K=

2Isto é, um ponto néo critico ou um ponto P tal que |VF (P)] + 0.



220 CAPITULO 18. CURVATURA DE CURVAS PLANAS

e ternos uma expressio para x em fungao de derivadas (cartesianas) de F.

Note que uma rotagéo ou uma translagio dos eixos cartesianos ndo muda o
formato das curvas de nivel de F' e, portanto, ndo muda a expressao de x. J4 que
temos liberdade em escolher tais coordenadas, por que ndo escolher um sistema
de coordenadas locais que simplifique as expressbes encontradas? Para tanto,
dada. uma funcéo F (z,%) e um ponto regular P (xo, %), definiremos o sistema
de coordenadas gradiente (denotado por «,v) colocando a origem no ponto
P, o eixo Ou tangente & curva de nivel de F passando por P e a diregio Ov pa
diregiio do gradiente de F no ponto P.

Segue imediatamente que, no ponto P, temos F, =0 e F, = |VF|. Como
a expressiao de kK € a mesma neste sistema de coordenadas, podemos substituir
F,, = 0 na expressdo de x para obter simplesmente®

18.4 Curvatura das curvas integrais do gradi-
ente

Dada uma fungfio F (z,¥), podemos considerar as curvas integrais do campo
vetorial |[VF|4. Dado um ponto P (zo, %), como calcular a curvatura da curva
integral que passa por tal ponto?

De maneira andloga ao cilculo de &, podemos imaginar uma parametrizagéo
de tais curvas cuja velocidade seja exatamente o vetor gradiente, isto é

() =F(z(t),y(®); 9()=Fy (z(t),y ()
Daqui tiramos

& = Fugd + Fuyd) = Fep Fu + Fu F,
§ = Fyyt + Fyyyy = Fyy Fy + F,, F,

3R importante notar que as coordenadas u € v dependemn do ponto P escolhido; podemos
imaginar que a expressio de & € vdlida para qualquer ponto do dominio de F se imaginarmos
que as coordenadas u e v variam de acordo com o ponto escolhido. Note que Fy = 0 somente
no ponto P; portanto, ndo podemos escrever que Fiw = 0. Em outras palavras, ou pense que
Fu =0 é vilido somente em P para u fixo (e fique & vontade para diferenciar qualquer coisa
com relagdo a u}, ou pense que Fy, = 0 em todos os pontos P do dominio (mas entdo u varia
com o ponto P escolhido, e nio faz sentido diferenciar com respeito a u), O truque é manter
ambas as interpretagGes em mente ao mesmo tempo...

4Intuitivamente, obtida “conectando” os vetores [VF| no plano. Esta curva também pode
ser imaginada como tangente a |VF| (ou normal as curvas de nivel de F) em todos os seus
pontos,



18.4. CURVATURA DAS CURVAS INTEGRAIS DO GRADIENTE 221

e substituindo na expressdo da curvatura a partir de uma parametrizagio
_ (FPayFy + Fyy Fy)) Fy — (Foo Fyy + Fpy Fy) F,
H= 2 233/2 =
(F2 + F2)
(sz_Fyz)sz"‘FmFy(Fyy_Fm)
(F2 + F2)**

S p=

que é a expressdo de p em funcio das derivadas parciais de F.

Novamente, uma rotacéo ou translago de eixos nfio pode alterar a forma das
curvas integrais do gradiente de F' nem, portanto, a expressio de . Entfo pode-
mos usar o sistema gradiente de coordenadas (u,v) com F, = 0 para simplificar
a expressao de u






Capitulo 19

Funcoes Modificadas de
Bessel

Neste apéndice, mostramos alguma propriedades das fungdes I, (:n) (e por-
tanto do niicleo de Poisson P, [n] = e~*I, (2t)).

Definigao 19.1 Definimos a fungdo modificada de Bessel de ordem n no ponto
o come o coeficiente em 2" da expansdo em série de poténcias de e%(z"fé), isto
é

$(=+1) = z I () 2"

n=—oo

1, sen=10

Proposigao 19.2 I,,(0) = 6(n) = { 0,5en#0

Demonstragao. Basta tomar o = 0 na expansiio acima. Entao

1= i I.(0) 2

n=—0c0

e comparando as expressGes temos o resultado. a

Proposigao 19.3

2) 2kt fn|
In{e) = Z k?(/k Y

223
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Demonstragfo. Basta usar as expansbes de e$? ede e¥ ¥ (vélidas em volta
de [z] =1)
o
oz ok z¥
=3 %
—k

e entao multiplicd-las. Para n > 0, o termo em 2™ sors,

—k

o~ fa\ktn gRtn z
zn(a)zn=z_;(§)'°+ U:T;)_!(g)‘“@=

k=l

_Z( )2k+nk'_(k—_:T)

Como claramente tem-se I, (o) = I_, (), o resultado estd provado.
Proposi¢ao 19.4 I,(a) satisfaz a relagdo recursiva
2n
Inoy—ILiy = ?In

Demonstragao. Se diferenciarmos a expansio acima com relagio a z, obte-

mos
% (1 - 2—15) Efn (@z"=> nl,(a)z"!

e o termo em 2™~ indica que

2n
Iny -l = ;I

Afirmagéo 19.5 A derivada de I, (o) satisfoz

I +1
+ _ in—-1 n+l
Iﬂ---——-—2

Demonstragao. Diferenciando a defini¢io de I,,(c) com relagio a a, obte-

mos
% (z+ %) ZI“ (@) 2™ = ZI:. (a) 2"

€ o termo em 2% indica que

I+ 1
’ = n n+l
I, — 5
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3, sen==1
0, se |n|5#1
Proposigao 19.7 I.(z) ¢ solucdo da equagdo diferencial
I +al, — (n® +e?) I, =0

Demonstragao. De fato, como

Corolario 19.6 I.(0) = {

In—1+In+1
I =t ond
2
temos
IH' — I:'l,--l +I:1+1 — In—2 +2Iﬂ -+ In+2 _
1 2(n—1 2(n+1
=Z((I"+ ( . )Iﬂ_1)+21ﬂ+(1,-&—._(a_)1n+ )) -
I+ 1 n
=l — 2= n+1‘+£(f 1= Jnt1) =

20
U 2
=In_%+%-{n

onde utilizamos também & relagéo recursiva 3 vezes. Isto é, I,, pode ser definida -
como uma solucao da equagio diferencial
I +aly, — (R +0?) I, =0
com condiges iniciais
I,(0)=0; I,(0)=0 sen s +1,0
I(0)=1; I{0)=0sen=0
L(0y=o0; I,(0)= % sen=x=%l

Seguem abaixo os gréficos das fungdes I, (t) e Py [n] = e=%t1, (2t); vérias das
propriedades mencionadas acima podemn ser vistas nos graficos. Em particular,
note que os cortes em ¢ = 0 indicam que I, (0} = Py [n] = §[n)].

L.(® P, [n] = 21, (2t)
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