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Preficio

O mundo em que vivemos consiste em muitas partes, as quais
s30 cheias de riscos. E natural que alguns modelos dele tenham
muitos componentes aleatérios. Sistemas mateméticos com estas
propriedades possuem denominagées diversas, como sistemas de
particulas interativas, processos de Markov com interacfo local, etc.
O seu estudo comegou aproximadamente trinta anos atris e agora
estd em grande escala. Sistemas deste tipo sempre envolvem al-
gum “espago” onde os componentes sio colocados, alguma, varidvel
chamada “tempo” e algum conjunto de valores de cada compo-
nente, os quais podem ser continuo ou discreto. Sobre tudo isto,
temos que escolher um modo de interagdo entre os componentes e
podemos fazer esta escolha de vérias maneiras. Assim, temos vérias
oportunidades e a frase colorida “matéria programavel” [Tof+Mar]
é muito apropriada: sempre que definimos um sistema, criamos um
mundo, que tém algumas caracteristicas do mundo real e podemos
experimentar o quanto nos agrada.

A monografia de Liggett [Liggett] contribuiu muito para o es-
tudo de sistemas de particulas interativas em tempo continuo.
Em nosso caso o tempo é discreto - como também o espaco e
o conjunto de estados de todos 0s componentes. Em suma, as
defini¢des bésicas sdio conceitualmente simples, o que nos permite
evitar pesadas definicdes e segue diretamente para problemas nio-
triviais e relagGes entre diferentes dreas da Matemdtica. Este curso
concentra-se no uso do método de contornos, conjuntos convexos e
algoritmos para o estudo de autématos celulares.

Apesar de sua simplicidade conceitual, autématos celulares de-
screvem uma gama de fendmenos interessantes. Em um autémato
celular com tempo discreto e probabilidades de transicio positivas,
qualquer evento local pode acontecer com uma probabilidade posi-
tiva (o que ndo é verdade para sistemas com tempo continuo onde
s6 uma mudanga pode acontecer a cada vez). Se, apesar disto,



um autdémato celular for ndo-ergddico (apresentaremos exemplos
disto), é uma anilogia convincente da transicdo fisica, as quais
tém muitas formas no mundo real (congelamento, fusfo, vapor-
isagdo, condensagdo, etc.) e estdo entre os fendmenos naturais
mais importantes. Nés estamos especialmente interessados em va-
lores criticos ndo-triviais (quer dizer, estritamente entre zero e um)
de parametros, quando propriedades do processo em lados opos-
tos de um valor critico sdo qualitativamente diferentes, assim imi-
tando uma transicio fisica natural, onde a estrutura da substéncia
muda qualitativamente quando a temperatura muda continuamente
através do ponto de fusdo ou condensagio.

A intencéo principal do autor é dar aos estudantes que ler este
texto ou assistir ao curso, algum gosto pelo trabalho matemdtico
rigoroso numa area conectada com virias aplicacdes. O presente
texto consiste em 5 capitulos e todo capitulo contém pelo menos
um teorema. Todos estes teoremas s&o provados, pelo menos para
alguns casos especiais. QOutras afirmactes sdo chamados lemas ou
proposi¢des. Alguns deles também sao provados, e outros, as provas
sao deixadas para o leitor. Para fazer o texto tdo auto-suficiente
quanto possivel, provamos até mesmo uma afirmacéo cldssica como
o teorema de Helly, pelo menos para o caso especial que precisamos.
Além de alguns teoremas cldssicos, como indecisio de parada para
maquinas de Turing, a maioria dos resultados aqui incluidos podem
ser achados nas revistes [Discr] e [Cell], as quais nos referimos em
vez de artigos originais, alguns deles dificeis achar ou ler. Nossa
lista de referéncias é heterogénea e ad hoc, nfo tende para qualquer
sistema.

H4 varios problemas resolvidos e muito mais ndo resolvidos
nesta area. Noés selecionamos alguns deles, que sio mais intimos
a nossas nogdes, e os colocamos ao término de cada capitulo, como
notas, junto com alguns exercicios para os estudantes que querem
adquirir alguma experiéncia a mais, nesta drea da Matematica.



1. Percolacao: O primeiro exemplo da transicio fasica

O propésito deste capitulo é introduzir as idéias da transicio
fasica, valor critico e estimacio com o método de contornos nos
exemplos mais simples.
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Figura 1.1 mostra uma paerte finita de um grafo infinito chamado
“papel quadriculado”. As setas mostram um caminho finito gue
comega do O. Este camninho tem 1/ passos e estd auto-evitando
porgue nunce visita duas vezes wm mesmo vértice. Geralmente,
um caminho pode visitar qualquer vértice muitas vezes.

A figura 1.1 representa um grafo infinito que nds chamamos de
“papel quadriculado”. Em termos matemdticos é um grafo com
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os vértices em Z? formado pelo conjunto de pares (¢,7), onde ¢
e j sdo nimeros inteiros. Qualquer vértice (,7) estd conectado,
através de elos nio-orientados, com

G+1,3), (Gi+1), (E-1,7), (5-1).

Vamos imaginar que todo elo é um tubo que est4 aberto ou fechado,
isto é, estd aberto com probabilidade € e fechado com probabilidade
1 — ¢ independentemente de outros elos. A origem O = (0,0) é a
linica fonte de liquido, que pode passar ao longo dos elos abertos,
mas ndo ao longo dos fechados. N&o existe elo de m3o Wnica: se
um elo estiver aberto, ele estard aberto em ambas as direcdes. Os
vértices sempre estdo abertos, e os que o liquido pode alcancar sdo
chamados de molhados. Por defini¢do a fonte sempre est4 molhada.
Por exemplo, se o elo de (0,0) para (1,0) estd aberto, o vértice
(1,0) estd molhado. Se o elo de (1,0) para (1,1) também estd
aberto, o vértice (1,1) também estd molhado e assim por diante.

Vamos chamar de caminho uma sequéncia de “vértice-elo-
vértice-elo-...” em que todo elo conecta os vértices entre os quais
estd colocado. Se um caminho for finito, ele termina em um vértice,
e o numero de elos na seqiiéncia é chamado comprimento do cami-
nho. Um caminho finito de comprimento 14 é apresentado na figura
1.1.

Um caminho é chamado aberto se todas os seus elos estiverem
abertos. Claramente, um vértice estd molhado, se houver um ca-
minho aberto da fonte até este vértice (ou deste vértice até a fonte,
o que significa 0 mesmo). Nés dizemos que a percolagio de O
até oo acontece se o conjunto de vértices molhados for infinito. A
caracteristica mais interessante da percolagio é a existéncia de um
valor critico ndo-trivial, que, no presente caso, pode ser formulado
como segue:



Teorema 1.1. Percolacdo de O até oo no papel quadriculado
tem um valor critico &* estritamente entre zerc e um, tal que :

a) Se € < €*, a probabilidade da percolaggo é zero.!

b) Se € > €*, a probabilidade de percolagio € positiva.

Na realidade provaremos que

a’) se ¢ for suficientemente pequeno, a probabilidade de per-
colacio é zero e

b’) se e for suficientemente grande, a probabilidade de per-
colagdo é positiva.

Isto é suficiente para provar o nosso teorema. Realmente, pode-
mos definir £* como sendo o supremo desses valores de €, para o
qual a probabilidade de percolagdo é zero. De acordo com o que
serd provado, concluimos que &* é estritamente entre zero e um.
Também é ficil provar que a probabilidade de pecolagdo é uma
funcio ndo-decrescente de £, de onde o valor critico é tinico. Resta
provar a’) e b’). Em cada caso, nés temos que comegar com algu-
mas definicGes e lemas. Um caminho é chamado auto-evitando, se
todos os vértices em sua seqiiéncia, sio diferentes. Para provar a’),
nds precisamos do seguinte lema.

Lema 1.1. Percolacdo de O até oo no papel quadriculado
¢ equivalente a existéncia de um caminho aberto infinito auto-
evitando, que comeca da fonte O.

Em uma direcdo isto é evidente: se tal caminho existe, o con-
junto de seus vértices é infinito e todos eles estdo molhados, assim
o conjunto de vértices molhados também ¢ infinito.

Antes de discutir na dire¢io oposta, vamos provar que para todo
vértice molhado existe um caminho aberto auto-evitando de O até
este vértice. Considerando que este vértice esteja molhado, entdo
hd algum caminho aberto de O até ele. Se ndo estd auto-evitando,
visita algum vértice duas vezes e d4 uma volta entre estas visitas.
Vamos eliminar esta volta (incluindo apenas uma destas visitas) do

18e £ = e*, a probabilidade de percolagio é zero também, mas nio prova-
mos isto aqui.



nosso caminho, obtendo um caminho mais curto que aquele anterior
que ainda serd aberto e ainda conduzird de O até o nosso vértice.
Se ele ainda ndo estiver auto-evitando, nds eliminamos outra volta
e repetimos este procedimento até adquirirmos um caminho sem
voltas. Assim, obtemos um caminho aberto auto-evitando de Q
até o nosso vértice.

Agora vamos provar o lema 1.1 na direcio oposta. Podemos
codificar um caminho que comega do O pela seqiiéncia de direcdes
dos seus elos & medida que os percorremos. Por exemplo, o caminho
apresentado na figura 1.1 pode ser codificado como uma seqiiéncia
de direcGes lesie, norte, oeste, norte, oeste, sul, oeste, sul, sul, sul,
leste, sul, leste, leste.

Suponha que o conjunto de vértices molhados seja infinito. Va-
mos chamar de S, o conjunto de caminhos finitos abertos auto-
evitando que partem do O. Como, para qualquer vértice molhado
existe um caminho que conduz até ele, S é infinito. Vamos classi-
ficar S em quatro subconjuntos dependendo da direcdo do primeiro
elo no caminho:

S = Sleste ) Snorte U Soeste U Ssul-

Como a unido destes quatro conjuntos é infinita, pelo menos um
deles também ¢é infinito. Seja Siese (0s outros casos sdo andlogos).
Entdo nés classificamos Sj.e em trés classes de acordo com a
diregdo do segundo elo:

Sleste = Sleste, leste U Sleste, norte U Sleste, sul -

Mais uma vez, pelo menos um destes subconjuntos deve ser infinito.
Seja, digamos, Syeste, norte ; D08, Nnovamente, o classificamos:

Sleste, norte — Sleat_e, norte, leste U Sleste, norie, norie U Sleate, norte, oeste

e novamente pelo menos um destes subconjuntos deve ser infinito.
Podemos continuar indutivamente. No n-ésimo passo de nosso
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argumento indutivo, nds jé temos uma seqiiéncia de n direches
tal que o conjunto de caminhos finitos abertos auto-evitando que
comecam com estas direcoes € infinito. Como podemos continuar
com este argumento indefinidamente, esta seqiiéncia cresce infinita-
mente, assim definindo um caminho infinito aberto, auto-evitando
partindo do O. O lema 1.1 esid provado.

Agora, vamos provar a afirmacio a’). Se existe percolagdo, isto
é, existe um caminho infinito aberto auto-evitando partindo do zero,
entdo, pela realizagio dos seus n primeiros passos, nés obtemos um
caminho finito aberto auto-evitando partindo do O, cujo compri-
mento € n. Vamos estimar a probabilidade de sua existéncia. Para
qualquer caminho aunto-evitando de comprimento n a probabili-
dade de estar aberto é €®. O nimero de caminhos auto-evitando
de comprimento n partindo do O n#o excede 4-3""!., Assim,
o evento “eriste um caminho aberto auto-evitando de comprimento
n partindec do O ” é uma unido de no mdximo 4 -3""! eventos,
sendo a probabilidade de cada um ™. Logo, a probabilidade deste
evento ndo excede a soma de suas probabilidades, que é

4.3 1. g = g - (3e)™.

Se £ < 1/3, esta quantidade tende para zero quando n — co. Mas
a probabilidade de percolagdo ndo é maior que esta quantidade.
Entdo a probabilidade de percolagéo é zero para todo € < 1/3.

A prova de b’) é mais dificil. Quais conjuntos de elos fecha-~
dos fazem percolagdo impossivel? Chamemos tais conjuntos de
obstdculos. E melhor falar sobre obstdculos minimos, isto é
obsticulos, onde seus subconjuntos préprios nio sio obstdculos.
Um obstdculo minimo é apresentado na figura 1.2. Os elos fecha-
dos sdo cruzados e os vértices molhados sdo circulados.
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Figura 1.2. Um obstdculo minimo, isto é um conjunto minimo
de elos fechados que tornam a percolacdo impossivel. Os elos
fechados sdo ecruzados, e os vértices molhados sdo circulados.

Vocé pode ver que elos fechados na figura 1.2 formam um tipo
de cerca ao redor da origem. Isto se torna ainda mais claro, quando
nés fazemos as barras de cruzamento mais longas, de forma que elas
formem um contorno continuo ao redor de O como é apresentado
na figura 1.3.

Esta observagio pode ser transformada em uma afirmag3o rigo-
rosa, mas nos temos que comegar com algumas definicdes. Vamos
delinear no mesmo plano, outro grafo que chamaremos de grafo



dual. Na figura 1.3 isto é apresentado através de linhas pontilha-
das. Existe uma correspondéncia, um-a-um, entre os elos dos dois
grafos, isto é todo elo do grafo dual cruza exatamente um elo do
grafo original e vice-versa, com a seguinte relagdo entre eles:

Todo elo do grafo dual estd aberto se e somenie se o elo } (1)
correspondente do grafo original estd fechado.

+ A
]
1 I I I | ]
1 I I I I ]
1 I I | 1 |
B T T e T . A
| I i |
. FanY ! Fan) )
L 7 A A N
i I ] |
—_—— —+—-— —-_+_-— - - -
! I ] I
Fany P N 4 . Fan
’ ) ! \1/ ' L/ ' 3/
1 I ] I
- - 1 - -4 -+ -4 - =t = =1+ - F -1 ==
I I ] I
Vs . N/ \ W q b ST 4 .
L/ ! L/ ! 3 ' N ' N .
I 1O ! I 1
- = B I T e e e -1 - =
I I ] i
Fany P e Y Pany .
W ) L/ ' \V ' \J/ '
I I ! |
_— — A — _+-.._ —__+_ — —
1 I I ]
: Fai . Fn ! .
1L/ ' 1/ ! v
i I I |
B T ' -t -+ -+ -+ -1 - -
1 I I | I |
I I i I 1

Figura 1.5. Os cruzamentos dos elos fechados formam um con-
torno em torno da origem. Os vértices molhados sdo circulados.

Chamamos contorno, um caminho auto-evitando no grafo dual,
no qual os pontos inicial e final coincidem. Todo contorno divide
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o plano em duas partes - uma finita e outra infinita. Dizemos que
um contorno cerca um ponto, se este ponto estiver na parte finita.
Dizemos que um contorno estd aberto se todos os seus elos estiverem
abertos.

Lema 1.2. Se a regra (1) for aplicada, ndo haver4 percolacio
no papel quadriculado de O até oo, se e somente se, no grafo dual
ha um contorno aberto cercando O.

Deixamos a prova do lema 1.2 para o leitor.

Agora, vamos provar a afirmagéo b’). De acordo com o lema 1.2,
a probabilidade que ndo exista percolagio no papel quadriculado é
igual a probabilidade da existéncia de um contorno aberto cercando
O no grafo dual. Esta probabilidade ndo excede a soma sobre to-
dos os contornos cercando O da probabilidade que um contorno
esteja aberto. Vamos estimar esta soma. Todos os contornos tém
um nimero par de passos e entdo este niimero pode ser denotado
por 2n, onde n > 2, porque o contorno minimo tem comprimento
4. Um contorno que tem 2n passos estd aberto com uma. probabili-
dade (1—¢&)*". Assim a probabilidade de que nio exista percolacio
ndo excede

Prob( ndo hé percolagio ) < > C, (1 —¢)*,

n=2

onde C, é o numero de diferentes contornos tendo 2n passos e
cercando O. Resta estimar C,. Para determinar um contorno
que cerque O e tenha 2n passos, é suficiente:

i) Especificar a coordenada 7 do ponto mais & esquerda da in-
tersegao do nosso contorno com a metade positiva do eixo 7. Esta
coordenada é igual a k+ 1/2, onde k é um nimero inteiro entre
zero e 1 — 2. (Por exemplo, ¥ = 2 nas figuras 1.2 e 1.3.) Assim
aqui temos n — 1 casos.

ii) Especificar as diregGes dos 2n elos, a partir do que atingimos
no item i) e indo no sentido anti-hordrio junto do contorno. A
direcdo do primeiro elo é norte, a direcio de qualquer outro elo
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tem, no maximo, trés possiveis valores, a direcdo do dltimo elo
é predeterminada porque o contorno tem que voltar a seu ponto
inicial, assim o niimero de casos aqui ndo excede 322,

Entdo C, < (n—1)-3%"2 ¢ a probabilidade de que nio exista
percolacdo nao excede

oo
Prob( ndo haver percolagio ) < > (n—1)-3%2 (1 -¢)™.

n=2

Para (1 —¢) suficientemente pequeno, esta soma € menor que um,
e isto é o que nés precisamos. De fato, esta soma é igual a

(ﬁ)z onde z=(3(1—¢)) .

E menor que um se

£ > 1—L ~ 0.71.

2v/3

Logo a probabilidade de percolagio no papel quadriculado é zero
se ¢ for suficientemente pequeno, e positivo se € for suficientemente
grande. Definimos o valor critico €* como sendo o supremo desses
valores de ¢, para o qual a probabilidade de percolacio é zero.

Entéo 1 1
0 < =2 <¢eg"<1l-— < 1L
3 = = 2v/3
Observamos uma propriedade importante da percolacio: a mono-
tonicidade. E evidente que abrir um elo, s6 pode favorecer per-
colacdo, mas ndo impedi-la. Entao a probabilidade de percolacio é
uma fungdo ndo-decrescente de £ em todos os casos considerados
neste capitulo. Conseqiientemente em cada caso sé existe um valor
critico €*, tal que a probabilidade da percola¢io é zero para € < &*

e positiva para € > €*. Se o valor critico * for igual a 0 ou 1, nés
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o chamamos de trivial; se estd entre (0,1), nés chamamos de néo-
trivial. Assim, provamos nossa afirmacfo principal: a existéncia de
um valor critico ndo-trivial.

Claro que nossa estimagdo do valor critico é muito rudimentar e
pode ser melhorada. De fato, no presente caso o valor critico exato
é conhecido: igual a 1/2.2 Porém, esta é uma excecdo conectada
com o fato de que com isto, o grafo dual do papel quadriculado
é isomorfico com o grafo original. Grafos duais podem ser usados
em varios casos, mas geralmente eles n3o sio isomorficos com os
grafos originais e os valores criticos exatos nio sio conhecidos; nds
s6 podemos estimé-los. '

Nés formulamos o lema 1.2 apenas para o papel quadriculado,
mas na realidade ele pode ser formulado em condicdes gerais, para
qualquer grafo planar, isso é um grafo delineado em um plano de
forma que seus elos ndo se cruzam. (Para o papel quadriculado os
elos sio segmentos diretos, mas geralmente eles podem ser encur-
vados.} Para todo grafo planar h4 um grafo dual definido como
segue. Chamamos de paises as partes em que o grafo original corta
o plano. (Para o papel quadriculado os paises sio quadrados.) Es-
colhemos um ponto em cada pafs e chamamos de sua capital. Estas
capitais s30 os vértices do grafo dual. (Na figura 1.3 as capitais sdo
os centros dos quadrados.) Se dois paises tém uma borda, que é
um elo em comum, o elo correspondente do grafo dual conecta as
capitais destes paises e cruza sua borda em comum. (Na figura 1.3
estes elos séo diretos, mas geralmente eles podem ser encurvados.)
Chamamos de O um vértice do grafo original e assumimos que ele
é a inica fonte de liquido. Como antes, um vértice est4 molhado se
o liquido puder alcangi-16 e percolagdo significa que o conjunto de
vértices molhados é infinito.

2Isto foi provado por Kesten [Kesten] e a prova é bem mais dificil. O livro
mais recente compreensivo sobre percolacio é [Grimmett]. Um bom livro em
portugués é [Fontes].
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Lema 1.3. (Uma versdo geral de Lema 1.2.) Se a regra (1) for
aplicada, ndo hé percolagfio de O até co em um grafo planar se e
somente se em seu grafo dual hd um contorno aberto cercando O.

Nés deixamos sua prova ao leitor. Um dos grafos onde esta
afirmacdo pode provar a existéncia de um valor critico nfo trivial
é apresentado na figura 1.4.
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(A 4la 12 l]
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(A 213121
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-
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Figura 1.4. Linhas continuas mostram um reticulado triangular
e linhas pontilhadas mostrem o grafo dual. Neste caso o grafo
dual € um reticulado hezagonal.

Outro tipo de percolagdo que é ainda mais importante neste
curso, € a percolagio orientada. Neste caso os elos sdo orientados e
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s6 podemos passar em uma dire¢do. A figura 1.5 mostra um grafo
orientado andlogo ao papel quadriculado. Neste caso o conjunto
dos vértices é s6 {(4,7), 4,7 =0,1,2,...} pois o liquido s6 pode ir
a direita ou acima.

v
A 4
w

O J - . .
i
Figura 1.5. Paopel quadriculado orientado. Neste caso um cami-

nho s pode conter passos dirigidos para o leste ou o norte. Um
caminho partindo do O ¢ apresentado através de setas.

Suponha que cada elo da figura 1.5 estd aberto na direcdo da
seta com probabilidade ¢ e fechado com probabilidade 1 — ¢ in-
dependentemente de outros e sempre fechado na direcdo oposta.
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Como antes, nés chamamos um caminho de aberto se todos seus
elos estiverem abertos - na diregfo que os usamos - e um vértice
estd molhado se hd um caminho aberto de O até este vértice. Per-
colacio significa, como antes, que o conjunto de vértices molhados é
infinito ou que é equivalente, que existe um caminho aberto infinito
partindo do O.

Teorema 1.2. Percolacio de O até oo no papel quadriculado
orientado tem um valor critico £* estritamente entre zero e um, tal
que :

a) Se € < €*, a probabilidade de percolagdo € zero.

b) Se &€ > £*, a probabilidade de percolagdo é positiva.

Como antes, é suficiente provar que a’) a probabilidade de per-
colagio é zero para £ suficientemente pequeno e b’) a probabilidade
de percolacio é positiva para ¢ suficientemente grande.

E f4cil provar a afirmagiio de a’). Porém, ao provar a afirmagéo
de b') nés encontramos uma nova dificuldade: os obstdculos
minimos s&o mais complicados. A figura 1.6 mostra um obstdculo
minimo neste caso. Lembre-se que a nossa prova de ii) para o teo-
rema 1.1 era baseada em dualidade. H4 dualidade aqui?

Revela-se que a idéia de dualidade também funciona aqui, mas
¢ mais complicada. Em primeiro lugar vamos formular como os
estados dos elos do grafo dual dependem dos estados dos elos do
grafo original. Vamos escolher alguma orientagdo no plano, isto é,
no sentido anti-hordrio. Ent&o para cada diregio de um elo do grafo
original existe uma diregdo correspondente ao elo correspondente no
grafo dual: a dire¢do da direita para a esquerda.

se e somente se o elo correspondente do grafo original

Todo elo do grafo dual estd aberto em uma certa dire¢éo }
(2)
estd fechado na direcdo correspondente.
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Figura 1.6. Um obsticulo minimo no papel quadriculado orien-
tado. Vértices molhados sdo circulados. Este.obstdculo também
pode ser opresentado como um contorno cercando O. Veja a
prozima figura.

Lema 1.4. Se a regra (2) for aplicada, ndo hd percolacio em
um grafo planar orientado de O até oo se e somente se no grafo
dual existe um contorno aberto a0 redor da fonte O na direcio
positiva, ou seja, no sentido anti-horario.

Nos deixamos a prova do lema 1.4 ao leitor, que ¢ ilustrado pela
figura 1.7 onde um contorno é apresentado.
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Figura 1.7. Contorno correspondente ao obstdculo apresentado
na figura 1.6. Aqui £ =2 ¢ y =1 (coordenadas do comeco ¢

fim).

Vamos usar o lema 1.4 para provar a afirmacio de b’). Como
antes, a probabilidade de néo existir percolacio nio excede

Zﬂ a (3)

onde a=1—¢, ( éo conjunto de todos os obstdculos minimos e
lw| é a cardinalidade de w. Segue do lema 1.4 que cada obstdculo
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minimo corresponde a um contorno no grafo dual - como é apre-
sentado na figura 1.7. O grafo original corta o plano em muitos
quadrados e um pais ilimitado. Cada contorno no grafo dual comeca
e termina em um mesmo pais, isto é no ilimitado. Denotemos ¢
como a coordenada horizontal de seu comeco e 7 como a coorde-
nada vertical de seu fim. Para o contorno apresentado na figura 1.7
1=2 ¢ j=1 e geralmente i e j tomam qualquer valor inteiro
positivo. Também denotemos I, n, o, s os valores de leste, norte,
oeste, sul elos em um contorno. Note que o =i+l en=j7+s. O
numero de elos no obstdculo correspondente é n+o0 = i+j+Ii+s5. O
numero total de elos no contorno é i{+n+o+s=1i+j+21+25. As
direcoes do primeiro e dltimo elos sdo determinadas e as direcdes de
todos os outros sdo escolhidos entre no méximo trés opgdes , assim
o nimero de contornos com determinados I, n, o, 8 nio excede

3l+n+o+s—2 =3 i+j+2l+25-2
A tabela abaixo mostra as probabilidades dos elos originais estarem
P

abertos em todas as diregOes e as probabilidades dos elos duais
resultando da regra (2).

Grafo original Grafo dual

Leste: aberto com prob. € | Norte: aberto com prob. 1 —¢

Norte: aberto com prob. € | Oeste: aberto com prob. 1 —¢

QOeste: sempre fechado Sul: sempre aberto

Sul: sempre fechado Leste: sempre aberto

Denotamos @ = 1 —&. Entdo a probabilidade de um obsticulo
é o™ = oIS logo (3) ndo excede
oo oQ oo o0 . oo
Z Z Z Z 31+J+2i+28—-—2 az+]+l+3 —

i=1 g=1 =0 s=0
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i_o: (3 - f:l (3a) - Z(Qa)‘ 3 (9a)® =

1=0 3=0
l Ja 51e% 1 ) 1 _
9 1—-3a¢ 1-3a 1-9% 1—9a

(e sanism )

Se « for suficientemente pequeno, por exemplo menor que 0.09,
esta expressdo é menor que 1. Entéo, a probabilidade de percolagio
é positiva se € > 1 — 0.09 = 0.91. Esta é s6 uma estimacgio. O
valor critico é menor que isto; seu valor exato é desconhecido.

H4 outros tipos de percolagio. Um deles é especialmente impor-
tante para nés: percolagio de um vértice para outro em um grafo
planar finito orientado. O grafo dual estd definido como antes com
a mesma regra (2), definindo a clareza de seus elos dependente da
clareza dos elos do grafo original.

Lema 1.5. Se a regra (2) for aplicada, no h4 percolagio de
um vértice A para outro vértice B em um grafo planar orientado
se e somente se, no grafo dual hd um contorno aberto que separa
A de B e passando ao redor de B na direcdo positiva.

Este lema serd usado no préximio capitulo. Nés deixamos sua
prova ao leitor.

V.OII—A

Notas.

1.1. Ezercicio. Prove que a probabilidade de percolacio é uma
func¢io ndo-decrescente de £ para todos o casos mencionados neste
capitulo.

1.2. Ezercicio. Prove a existéncia de valor critico ndo trivial
para a grade triangular apresentada na figura 1.4.

1.3. Ezercicio. Consideremos percolagio uni-dimensional onde
o conjunto de vértices € Z e dois vértices = e y estdo conectados
com um elo se |z — y| < 100. Como antes, suponha que 0 é
a tnica fonte de liquido, todo elo estd aberto com probabilidade
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¢ independentemente de outros elos e percolagio significa que o
conjunto de vértices molhados ¢é infinito. Prove que neste caso a
probabilidade de percolagdo é zero para todo € < 1. Como antes,
nés podemos definir o valor critico £* como sendo o supremo desses
valores de & para o qual a probabilidade de percolacio é zero, mas
agora ¢ trivial: £* = 1. Isto sugere que haja diferenca qualitativa
entre casos uni-dimensionais e multi-dimensionais na percolacso.

1.4. Ezercicio. O que nés descrevemos neste capitulo foi per-
colagiio de elo porque s6 elos tém condigdes varidveis. Outro tipo
de percolagdo € percolacdo de vértice quando vértices podem es-
tar abertos ou fechados. Consideremos apenas um caso que estd
proximo de nossos interesses: percolacio de vértice no papel quadri-
culado orientado apresentado na figura 1.5. Como antes, a origem
O é a unica fonte de liquido, mas agora os elos estio sempre abertos
nas direcdes das setas e sempre fechados nas direcoes opostas. Cada
vértice estd aberto com probabilidade ¢ e fechado com probabili-
dade 1 — ¢ independentemente de outros vértices. Um caminho
estd definido como antes, mas agora ele estd aberto se todos seus
vértices estiverem abertos e todos seus elos estiverem abertos na
dire¢do usada. Como antes, um vértice é chamado molhado se hou-
ver um caminho aberto de O para este vértice e percolagio significa
que o conjunto dos vértices molhados é infinito. Também neste caso
hd um valor critico €* estritamente entre zero e um, tal que :

a) Se € < €*, a probabilidade de percolacio € zero.

b) Se € > €*, a probabilidade de percolacdo é positiva.

Prove isto e mostre que qualquer obstdculo minimo pode ser
representado como um contorno em algum grafo dual. Este valor
critico exato nao é conhecido; podemos apenas estima-lo.

1.5.  Problema resolvido. Probabilidade de percolagio é
uma funcio continua de € em todos os casos considerados aqui
[Grimmett). E especialmente dificil provar o ponto critico.

1.6. Problema ndo resolvido. Como definir dualidade para di-
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mensoes maiores que dois?
2. Autdématos celulares sao semelhantes a percolacao

Definiremos agora uma classe de autémato celular sobre a qual
falaremos neste capftulo. O espaco onde estdo os componentes é:
U= Z4%, o espago inteiro d-dimensional. Os elementos de U sdo
chamados pontos. Nés imaginamos que todo ponto ¢ € U pode
ou estar vazio, ou conter uma particula. Todas as particulas sio
indistinguiveis e um ponto ndo pode conter mais de uma particula.
Assim cada ponto s6 tém dois estados possiveis, os quais denotamos
por 0 e 1, onde 0O significa um ponto vazio e 1 significa que
existe uma particula neste ponto. O espacgo de configuracdo é Q2 =
{0,1}Y. Qualquer configuragio z € 0 é determinada por suas
componentes z, € {0,1}, v € U. Para qualquer configuragio
z nds denotamos Iy(z) o conjunto de pontos v onde z, = 0 e
Ii(z) o conjunto de pontos v onde z, = 1. Para qualquer lista
finita 41,...,%9, € U e qualquer a;,...,a; € {0,1} existe um
subconjunto de 2 da forma

{JIEQ DT = Qipy ey :cin=a,-ﬂ}. (4)

Chamamos tais conjuntos de cilindros finos> O conjunto
{#1,...,n} é chamado suporte deste cilindro fino. Vamos usar as
seguintes operagdes: complementar e tomar interse¢io ou unido
(finita ou enumerdvel). Todos os subconjuntos de © que resul-
tam de vdrias aplicagtes destas operagtes para cilindros finos for-
mam uma ¢ -3lgebra (ou campo de Borel) de subconjuntos de Q.
Chamamos estes subconjuntos de mensurdveis e denotamos por M
o conjunto das distribuigdes de probabilidade, i.e. medidas normal-
izadas nesta o -algebra. Em seguida, nds as chamamos de medidas

8 A palavra “cilindros” é mantida para unides finitas de cilindros finos.
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em {2 e denotamos por u e outras letras gregas. A palavra “nor-
malizada” significa que p(f}) = 1; freqilentemente isto serd omi-
tido, porque nés consideramos sé medidas normalizadas. Valores de
uma medida em cilindros finos devem ser consistentes no segninte
sentido: para quaisquer ig,%1,...,1,

z pizi, = Qigy Tiy = Qjyy - o5 Tiyp, = a’in) =
0.1'0

,LG(CL‘,;I =Qiyy--3 T, = a,-n). (5)
Preste aten¢do a nossa notaco simplificada. Por exemplo, (5) de-
veria ser, formalmente falando, escrito como

({mEQ i1 = Qigy e :'n=a*in}):

mas nds nos permitimos abreviar sempre que ndo causar con-
fusdo. Se uma medida for zero em pelo menos um cilindro fino,
nés chamamos de degenerada, caso contrério serd nao-degenerada.
Se uma medida estd concentrada em uma configuracio z, nés
chamamos de um J-medide e denotamos por é(z). Nés também
usamos abreviagbes especiais

8 = d{todos zeros) e &, = d(todos uns):

Dizemos que uma seqiiéncia de medidas normalizadas em Q con-
verge se convergir em todos os cilindros finos.

Lema 2.1. Se uma seqiiéncia de medidas normalizadas em )
¢ convergente, entdo ela converge para uma medida normalizada.

Prova. Nos s6 precisamos conferir que (5) é satisteito no limite,
Isto é evidente desde que a adicio seja finita.

Em geral, se duas medidas coincidem em todos cilindros finos
cujo suporte consiste em um elemento, estes ainda podem ser dife-
rentes. Porém, se uma destas medidas é uma &-medida, as medidas,
tém que coincidir. O seguinte lema diz isto e mais.

Lema 2.2. Dada uma configuracio a = (a,) € Q.
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a) Se u(z, = a,) = 1 para todo v € U, entdo a medida y é
uma ¢-medida &(a) concentrada na configuracio a = (a,).
b) Se hd uma seqiiéncia de medidas pq, po, Ha, - .. tal que

nll)rglc tn(zy =ay)=1 paratodo veU

entdo u, tende para é(a) quando n — co.

A prova é deixada ao leitor.

Agora falaremos sobre autdmato celular. Todos eles sdo opera-
dores lineares que atua em M, assim vamos usar com freqiiéncia
a palavra “operador” em vez de uma frase mais longa “autémato
celular”. A palavra “processo” significa uma seqiiéncia de medi-
das p, Pu, P?u, ... sendo o resultado da aplicacdo iterativa de
um operador P para alguma medida inicial p. Uma medida p
é chamada invariante para P se Py = p. Chamamos um ope-
rador P : M — M ergédico se o limite lim, ., Piu existe e
é 0 mesmo para todo u.* Geralmente, é importante estudar er-
godicidade e conjuntos de medidas invariantes de autémato celu-
lar. No 1ltimo capitulo, provaremos que todo autémato celular de
uma classe grande tem pelo menos uma medida invariante. Se P
é ergddico, tem s6 uma medida invariante, mas a volta ndo estd
provada. ’

Operadores ergédicos correspondem a sistemas reais, 0os quais
“esquecem” as suas condi¢ées iniciais - isto é 0 que nés normalmente
queremos alcangar quando misturarmos uma bebida. Operadores
nao-ergodicos correspondem a sistemas reais que lembram parcial-
mente suas condicdes iniciais - isto é o que nés queremos alcancar
quando mantivermos informacgdes na memoria do computador. A
meta central deste curso é apresentar alguns exemplos de autématos
celulares ergodicos e alguns exemplos de nao-ergédicos.

Vamos apresentar nossos primeiros exemplos de autémato celu-
lar. Assumimos que nossas particulas tém duas fungdes bésicas dos

4Nossa definigio de ergodicidade é diferente de qual é usada na teoria das
sistemas dindmicas.
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seres vivos: reproducdo e morte e os deixe reproduzir determinis-
ticamente e morrer aleatdriamente. Assim nosso operador é uma
superposicao P = R, D que significa, que a acdo de P consiste
em dois passos: primeiro reproducio deterministica de D, depois
morte aleatéria de Ry, onde a € [0,1].

O operador D é deterministico. Isto significa que ele age em
configuragdes: D : Q) — 2. Para definir D, nés precisamos es-
colher uma lista finita ndo-vazia de vetores vy,...,v, € Z%, a
qual nds chamamos vetores vizinhos. Os pontos v + vy,...,v + v,
sdo chamado os vizinhos de v. Apés a a¢do de D toda particula
que estd4 em algum ponto v, gera particulas em todos os pontos
v — v,...,U — Up & menos que estes pontos estejam ocupados.
Em outras palavras, haverd uma particula no ponto v depois da
aplicacdo de D se e somente se houver uma particula em pelo
menos um dos pontos v + vy,...,v + v, antes da sua aplicagéo.
Em termos matematicos, D transforma qualquer configuracio z
em uma configuracio Dz, cuja a v;-ésima coordenada é

(Dz), = max (Ty4u,,---Tusw,) Paratodo ve Z%  (6)

Agora definiremos R, , morte aleatéria. Apds a sua agdo toda
particula morre (1 torna-se 0) com probabilidade o independen-
temente do que acontece com outras particulas. Assim o € [0,1],
chamado faza de mortalidade, é o inico pardmetro e mostraremos
que ha um valor critico ndo-trivial «*. Chamamos as super-
posi¢cdes P = R, D de “operadores de percolacdo”, vocé verd por
que. Operadores de percolagdo sdo os exemplos mais simples de
autdmato celular apresentando o fendémeno interessante e impor-
tante da transicdo fasica.

Para cada v € Z¢ definimos translacio de espago 7, : @ — Q
assim: (7,Z); = ;-, que induz translacio de medidas também.
Note que nossos operadores comutam com translacoes do espago.
Chamaremos tais operadores de uniformes. Medidas uniformes sio
invariantes apés as translacbes de espaco. Lidando com uma me-
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dida uniforme, nés podemos falar de densidade de uns ou densidade
de zeros. Se um operador uniforme P for aplicado a uma medida,
inicial uniforme, as medidas resultantes também serdo uniformes.
Também, se um operador deterministico for uniforme, é suficiente
especificar como 0 O -ésimo componente se transforma,; isto deter-
mina como se transformam todos os outros. Ao longo dos capitulos
2,3,4 operadores e medidas serdo uniformes.

Agora vamos observar o que acontece se D ou R, atua isolada-
mente, sem o outro. Nestes casos, a situagao é facil de se examinar.
Se D iteragio sozinho e existiam algumas particulas espalhadas
aleatdériamente no inicio, elas se reproduzem livremente (contanto
que n > 2) e como tempo (nfimero de repeti¢des) tende para oo,
elas enchem todo o espago. Porém, se inicialmente nfio existir nen-
huma particula, isto é, se a condicdo inicial for “todos zeros”, o pro-
cesso sempre permanecers assim. Se R, iteragio sozinho, entdo,
qualquer que seja a condicdo inicial, as particulas morrem e a sua
densidade tende a zero quando o tempo tende para co. Agora con-
sideremos sua superposicic P = R, D, que significa que a cada
passo de tempo, primeiro D atua, depois R, atua . O que acon-
tecerd com a densidade das particulas quando o tempo for para
infinito? .

Teorema 2.1. Todo operador de percolacio P = R, D com
n > 2 tem um valor critico ndo-trivial o* € (0,1) tal que quando
aplicamos P! para uma condigdo inicial:

a) se a > o*, as particulas morrem para qualquer condi¢o inicial,
1.e. a densidade delas tende para zero quando ¢ — oo.

b) se @ < &* e inicialmente todo o espago est4 cheio de particulas,
as particulas sobrevivem para sempre, i.e. a densidade delas nio
tende para zero.

c) 1/54 < o* < 1-1/n.

No caso a) P ¢ ergddico, porque o processo converge para a
distribuiciio concentrada na configuragio “todos zeros” de qualquer
condig¢do inicial. No caso b) P nfo é ergédico porque se o processo
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comeca de “todos zeros”, permanece sempre nele, mas se comeca
de “todos uns”, ndo tende para “todos zeros”.

Provaremos o teorema 2.1 em uma direcio: se a for suficiente-
mente grande, as particulas morrem. Note que qualquer processo
de percolagdo pode ser representado usando a percolagio orien-
tada (isto por que os chamamos desta maneira). Consideremos o
grafo de percolacdo com vértices denotados (v,t), onde v € Z¢ ¢
t=0,1,2,3,.... Os elos de todo vértice (v, £) vio para os vértices
(v—w1, t+1),...,(v—v,, t+1). Todo elo ests aberto na direcio de
sua orientacdo e fechado na direcdo oposta. Também assumiremos
que todo vértice pode estar aberto ou fechado. Todos os vértices
iniciais (v, 0) estfio abertos (isto significa que a condig&o inicial é
“todos uns”), todos os outros vértices estio fechados com probabi-
lidade o e abertos com probabilidade 1 — o independentemente
uns dos outro. Um caminho é definido como no capitulo 1 e estd
aberto se todos os seus vértices estdo abertos e todos os seus elos
estdo abertos na direcao usada.

Lema 2.3. Em um processo de percolagio iniciado em “todos
uns” hd uma particula em um ponto v no tempo ¢ se e somente
se, ha um caminho aberto de algum vértice inicial para o vértice
(v, ) no grafo de percolago.

Deixaremos a prova do lema 2.3 ao leitor. Va.mos usar isto para
provar que se @ > 1 — 1/n, as particulas morrem. Notamos que
para qualquer caminho de qualquer vértice inicial para um vértice
(v, t) a probabilidade que esteja aberto é (1 — o)t e existem n?,
tais caminhos. Entdo a probabilidade que exista uma particula em
um certo ponto, no tempo ¢ ndo excede

(1-a)-n* = ((1 -a)n).

Se a > 1—1/n, esta quantidade tende a zerar quando t = oo,
por isso as particulas morrem. Isto prova o teorema 2.1 em uma
direcdo. Definiremos o* como o infimo desses «, para o qual as
particulas morrem, qualquer que seja a condi¢io inicial. Provamos
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oitemc): o* <1-1/n.

! Agora vamos provar o teorema 2.1 na direcdo oposta: se o é
suficientemente pequeno e inicialmente todos os pontos estavam
com pariculas, elas ndo morrem. Neste capitulo provaremos isto
somente para o operador de Stavskaya,® que é o operador de per-
colagdo mais simples: aqui d = 1 e existem sé dois vetores vizinhos:
0,1 € Z. Note que a presenca de uma particula no ponto 7 no
tempo ¢ depende unicamente do que acontece no tridngulo

{(4,8) : i<iLi+it—s)

A figura 2.1 mostra este triingulo para ¢ =0 e £t =3. (O eixo do
tempo se inclina para fazer o esquema simétrico.)

(0,3)
(0,2) (1,2)
/ N
(0,1) (1,1) (2,1)
7N N

(0,0) (1,0) " (2,0) (3,0)

N SN
SN

Figura 2.1. O tridngulo no qual o estado do ponto 0 no tempo
3 depende do processo de Stavskaya.

A figura 2.2 mostra parte do grafo de percolagdo para o processo
de Stavskaya, relativo ao estado de ponto 0 no tempo 3.

50 que nés denotamos de 0 foi denotado por 1 e vice-versa em [Sta+Pia] e
[Discr], porque inicialmente o operador de Stavskaya, foi apresentado como um
modelo de neurdnios formais espontaneamente-ativos.
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Sp 81 89 83

Figure 2.2. Pearte do grafo de percolacdo para o processo de
Stavskaya. Os elos estdo sempre abertos para cima e fechados
para baizo. Os vértices s, 81, 82, 83 estao sempre abertos. Os
outrog vértices estdo abertos com probabilidade 1 — o e fechados
com probabilidade o independentemnente uns dos outros. Egiste
uma particula no ponto 0 no tempo 3 se e somente se existir
um caminho aberto neste grafo, de algumas das fontes s; para o
objetivo T'.

Porém, é melhor alongar cada vértice, transformando assim,
percolacgo de vértice em percolagdo de elo como mostra'a figura 2.3.
Imaginemos que os quatro vértices denotados por sy, s;, S92, Sz na
figura 2.3 sdo fontes de liquido e que as setas sio tubos orientados
que podem conduzir este liquido para cima, mas ndo atrds. As setas
inclinadas sempre estdo abertas, mas as setas verticais podem estar
abertas ou fechadas, porque elas imitam nosso operador aleatério:
cada uma delas estd fechada com probabilidade o e aberta com
probabilidade 1 — «. Entdo a probabilidade de que exista uma
particula no ponto 0 no tempo 3 em nosso processo é igual a pro-
babilidade de que exista um caminho aberto de pelo menos uma das
fontes sg, s1, 82, s3 para o objetivo T'. Assim nés reduzimos um
problema sobre nosso processo aleatdrio para um problema sobre
percolacio.
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Figura 2.8. Processo de Stavskayd como percolagio de elo. A
presenga de uma particula no ponto (0,3) equivale a pereolacdo
no grafo apresentado por linhas continuas da fonte S para o obje-
tivo T. Linhas pontilhadas mostram o grafo dual. Os lados AB
e BC correspondem a um pais.

Porém, é melhor ter somente uma fonte. Por esta razdo nds
introduziremos um vértice especial S, conectado por elos com
Sp, 81, 82, S3. E conveniente assumir que estes elos sempre estdo
abertas em ambas as diregles - entdo os elos duais sempre serdo
fechados em ambas as dire¢des e nés nem mesmo precisaremos de-
senhd-las. Pela mesma razéo é conveniente assumir gue os elos ver-
ticais do grafo original sempre estdo abertos para baixo; isto ndo

30



cria nenhuma oportunidade indesejada de percolagdo porque os elos
inclinados sempre estdo fechados para baixo. Entdo, de acordo com
a regra (2), os elos do grafo dual (apresentado por linhas pontilha-
das) estéo abertos como segue: os elos direcionados /e \_ estdo
sempre abertos nestas direcGes e sempre estdo fechadas nas direcdes
opostas; os elos direcionados — estdo abertos nesta direcio com
probabilidade « e sempre estdo fechados na direcio oposta.

Concentramos nossa atencdo no grafo dual apresentado na figura
2.4.

Figure 2.4. O grafo dual do processo de Stavskaya. Setas
continuas mostram um contorno cercando T . A ezisténcia de
um contorno aberto cercando T na diregdo positiva equivale ¢
auséncia de particula no ponto 0, no tempo 3, dentro do pro-
cesso.

De acordo com o lema 1.4, ndo ha percolacio no grafo original
se h4d um contorno aberto dentro deste grafo cercando T e indo na
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direcdo positiva (no sentido anti-hordrio). Nés podemos assumir
que todo contorno comega e termina no ponto mais alto B. A
probabilidade de que exista tal contorno nao excede

Z Ck ak 3 (7)
k=1

onde C} é o nimero de tais contornos correspondendo a obstdculos
com k elementos, que estdo tendo k& passos horizontais. Todo con-
torno tem nimeros de passos iguais em todas as trés direc¢des, dessa
forma tem 3% passos. Como cada passo de um contorno tem so-
mente trés possiveis diregdes, Cy < 3%% e entfo a probabilidade que
exista uma particula no local 0 num tempo qualquer nio excede

27

o o3k K
. - 8
,;3 ¢ 1—27a’ ()

que € menor que um, assim que o < 1/54. Dessa forma, sempre
que o < 1/54, as particulas ndo morrem porque as suas densidades
nédo tendem a zerar. Nés provamos que 1/54 < o* < 1/2 para o
operador de Stavskaya.

Contudo, ndo provamos o teorema 2.1 para todos os operadores
de percolagdo. Se n =2, isto é ficil por causa do seguinte lema:

Lema 2.4. A densidade das particulas a qualquer hora t é a
mesma para todos os operadores de percolagio com n = 2 se a
condicdo inicial for “todos uns”.

Prova ¢ deixada ao leitor. A parte restante da prova do teorema
2.1 esta no ultimo capitulo.

Um jeito ndo rigoroso, mas frutifero, para estudar autdmatos
celulares, é modelagem, o qual pode apontar novas perguntas.
Suponha que queremos modelar o processo de Stavskaya em um
computador. O método mais habitual para se fazer isto é o de
Monte Carlo, i.e. uma imitagio deste processo. O seguinte pseudo-
cédigo mostra como fazer isto:
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1 para todo i € Z;, faca

2 Z; ¢ 1

3 para t =1 até ¢, faca

4 paratodo i€ Z,, faga

5 Zi ¢ ma-X(-’L‘i, t—15 Tit1, t1)
6 se rnd < o entdo x; 4 + 0

As linhas sdo enumeradas para propésito de referéncia. O espaco
é o conjunto Z,, = {0,1,...,m — 1} de residuos modulo m.6 O
sinal - na linha 2 é o operador de atribuigdo ; = + a significa
que a varidvel x ¢é atribuido o valor a. Assim, as linhas 1-2 de-
signam a configuragio inicial “todos uns”. As linhas 4-6 executam
um passo de tempo, a saber a linha 5 corresponde ao operador de-
terministico e a linha 6 corresponde ao operador aleatério. Ela usa
um nimero aleatério rnd que é distribuido uniformemente entre
0 e 1, recém gerado toda vez que é chamado e é independente de
todos os nimeros aleatdrios prévios.

Claro que, em simulagdo de computador o espaco tem que ser
finito e o tempo cresce s6 até um valor t,,,; quando o cdlculo para.
Porém, em nossa imaginac¢éo o espago e o intervalo de tempo podem
ser infinitos:

1 para todo i € Z faca

2 T 0+ 1

3 para t =1 até oo faca

4 paratodo 1 € Z faca

5 T, ¢+ MaX(Ti, ¢—1, Tit1, t—1)
6 se rnd < « entdo z; 4 + 0

Este pseudo-cédigo € semelhante ao anterior, s6 que o espaco é
Z e ointervalo de tempo vai de 1 até oo. Ele ndo pode ser usado

60peragdes com residuos médulo m resulta em residuos modulo m, em
particular (m—1)+1=0. .
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para programacdo pratica, porque a memdria do computador e o
tempo sempre sdo finitos, mas nds usaremos pseudo-cddigos deste
tipo para definir alguns processos.

Em termos mateméticos, o processo de Stavskaya é induzido
através de varidveis aleatdirias independentes r(3,t), cada uma de-
Ias igual a 0 com probabilidade o e a 1 com probabilidade 1 — o,
pela aplicagdo definida no seguinte modo indutivo:

Base de indugdo : z(i, 0) =1 paratodo i € Z .

Passo de inducdo :

23, 1) = (i, ?) -max(2(, t—1), sG+1, t—1)).

O processo de Stavskaya foi modelado em computador vérias
vezes e os resultados observados sempre concordam com a teoria: se
o fosse pequeno, as particulas sobreviviam, se o fosse grande, elas
morriam. Mas parece haver uma contradi¢ido aqui, porque é ficil
provar que para qualquer processo finito, as particulas desaparecem
totalmente em tempo médio finito para qualquer a > 0. Provar
isto é fécil, é suficiente notar que todas as particulas podem morrer
imediatamente com uma probabilidade o™ ou até maijor. Con-
seqlientemente a expectativa de tempo quando todas as particulas
morrem n&o é maior que a™™. Por que isto ndo foi observado
em experimentos computacionais? Pois o niimero o™ é enorme
até mesmo para valores bem moderados de o e m, muito maior
do que o tempo que nés podemos dispor no experimento. O que
observamos no experimento nio é distin¢do entre ergodicidade e
nao-ergodicidade que acontecem em processos infinitos, mas dis-
tingdo entre convergéncia ripida e lenta que acontece em processos
finitos. Esta distingdo pode ser formulada como segue.

Teorema 2.2. No processo finito de Stavskaya com espago Z
e condigdo inicial “todos uns”: _

a) Se o ¢é suficientemente pequeno, a esperanca matemética de
tempo, quando todas as particulas morrem, cresce como uma ex-
poencial de m quando m — oo.
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b) Se « é suficientemente grande, a esperanca matemdtica de
tempo, quando todas as particulas morrem, cresce como um lo-
garitmo de m quando m — .

Este teorema pode ser provado usando as mesmas idéias do
teorema 2.1. Assim para processos finitos também h4 algum tipo
da transicio fasica. Veja abaixc um problema nio resolvido nesta
Conexao.

O préximo teorema nos proporciona um rico suplemento de
operadores ergddicos. Desta vez usaremos uma classe mais geral
de operadores deterministicos. Para definir um operador deter-
ministico D, nés tomamos uma lista ndo-vazia finita de vetores
Viy.. 50 € Z? e uma funcio de Boole f : {0,1}* — {0,1}.
Entdo D estd definido como segue:

(Dz)y = f(Tuqvrs---1Tusy,) paratodo ve Z< (9)

Nés também usaremos um operador aleatdrio R? , o qual torna todo
1 em 0 com probabilidade « e torna todo 0 em 1 com probabilidade
[ e faz todas estas mudancas independentemente um do outro.
Claro que R, = R, assim este operador é uma generalizacio de
Ra -

Teorema 2.3. Seja D definido por (9) e

1
1-= < a+p8 < 1.
k)

Entdo o operador R2 D é ergédico.

A principal nogdo que usamos para provar este teorema é o
acoplamento de varios processos, que é um processo em um espaco
que é um produto dos seus espagos, cuja as marginais sGo processos
dados.” No presente caso nés usamos uma juncio de trés processos:
dois processos gerados por nosso operador R? D com diferentes
condic¢bes iniciais e um processo de percolagio. Este acoplamento

"Veja mais sobre acoplamento em [Fer+Gal.
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estd definido pelo seguinte pseudo-cédigo, onde z(v,t), y(v,t) e
m(v,t) significam componentes de trés marginais no ponto. v no
tempo %:

1 para todo v € Z? faca

2 z(v,0) 4 Tinicia(v,0)

3  y(v,0) < Yinicia(v,0)

4 m,0)+1

O para t =1 até oo faca

6 paratodo ve Z% faca

7 z(v,t) + flz(v+v,t —1),...,3(v + vy, ~ 1))

8 y(v,t)<—f(y('u+'ul,t—1),...,y(v+vn,t—1))

9 m(v,t) < max(m(v+v,t—1),...,m(v+v,,t—1))
10 T nd

11 se 7 < a entido

12 z(v,t) « 0

13 y(v,t) + 0

14 m(v,t) + 0

15 se > 1— entao
16 z(v,1) + 1

17 y(v,t) « 1

18 m(v,t) + 0

Inicialmente vamos ignorar todas as linhas deste pseudo-cédigo
que lide com os valores m(v,t) e concentrar nossa atencio nas
transacbes com z(v,t) e y(v,t). Eles descrevem dois processos
com o mesmo operador R2 D e condigbes iniciais arbitrarias dife-
rentes fixadas nas linhas 1-3. Estes processos funcionam simultane-
amente, usando uma fonte comum de ruido aleatério. Em ambos os
processos cada componente faz o seguinte a cada vez: primeiro, de-
vido as linhas 7 e 8, assume um valor, que depende dos estados dos
seus vizinhos um passo de tempo anterior, imitando D, e segundo,
devido as linhas 10-17 faz uma mudanca aleatdria, tornando-se 0
com probabilidade a e tornando-se 1 com probabilidade 3, imi-
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tando Rf. Chamemos um ponto (v,%) um ponto de diferenca se
IE(’U,I'.‘) ?éy(vat)' )

Lema 2.5. Suponhd que pontos de diferenca num acopla-
mento definido por este pseudo-cddigo morrem uniformemente em
v e condi¢do inicial. Noutras palavras, suponha que exista uma
seqiiéncia p;, que tende para 0 quando ¢ — oo, tal que para
qualquer v e qualquer condicio inicial a probabilidade de que
z(v,t) # y(v,t) ndo excede p;. Entdo o operador P = RE D
é ergddico.

Provaremos este lema no dltimo capitulo. Agora vamos checar
que pontos de diferenga realmente morrem uniformemente. Para
monitorar o que acontece com os pontos de diferenca, nds temos
marcas especiais m(v,t) que podem ser iguais a 0 ou 1. Chamemos
um ponto (v,%) marcadose m{v,t) = 1 esem marca caso contrario.
A interaciio é organizada de tal modo que m(v,f) = 1 em cada
ponto de diferenca:

Yo, t: z(v,t) #ylv,t) = mv,t)=1.

(A implicacdo oposta pode ser falsa, pois m(v,t) pode igual a 1
em outros pontos também.) Inicialmente todos os pontos sdo mar-
cados (isto é seguro, porque inicialmente todos os pontes podem ser
pontos de diferenca) e s ficam sem marcas quando as linhas 12-13
ou 16-17 especificam valores iguais para z(v,t) e y(v,t). Note
que o processo de marca é um processo de percolagdo com taxa de
mortalidade o+ $. Entdo, do item ¢) do teorema 2.1, os pontos
marcados morrem sempre que

1
1—-— < < 1.
- a+ 8 <

O Teorema 2.3 estd provado, menos o lema 2.5.

Notas.
2.1. FEzercicio. Prove que todos os operadores de percolacdo
com o numero de vizinhos n =1 é ergédico para todo a positivo.
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2.2. Ezercicio. Prove que a densidade das particulas em qual-
quer tempo ¢ no processo de Stavskaya é uma fungio nio-crescente
de o. _

2.3. Ezercicio. Vamos tomar um operador de percolagao P,
aplicar ¢ tempos para a configuragdo inicial que contém somente
uma particula e denotar Peminto(f) a probabilidade de que depois
de ¢ passos ndo exista mais nenhuma particula. Também va-
mos aplicar P para a condi¢do inicial “todo o espago estd cheio
de particulas” e denotar pygis(t) como sendo a probabilidade de
que o 0-ésimo ponto esteja vazio depois de { passos. Prove que
pe:ctin.to(t) = pvazio(t) .

2.4. Ezercicio. Prove que se a série (7) converge, o operador de
Stavskaya é ndo-ergddico e use isto para provar que o* > 1/27.

2.5. Problema resolvido. Note que um operador linear que age
em M ndo pode ter exatamente duas medidas invariantes: assim
que duas medidas diferentes ;4 ¢ v forem invariantes, todas as suas
combinagdes lineares ku+ (1 —k)v para 0 < k < 1 também serin.
Assim, quando nés estudamos o conjunto de medidas invariantes de
um operador, deveriamos nos perguntar, quantas medidas invari-
antes linearmente independente existem. Em particular, é provado
que o operador de Stavskaya P tem no médximo duas medidas in-
variantes linearmente independentes: uma é 4, , a outra é o limite
de P! §, quando t — oo. Estas duas medidas coincidem se o > o*
e sa0 diferentes se a < a*.

2.6. Problema resolvido. Vamos mudar a lei de reproducio
no processo de Stavskaya como segue: toda particula, além de si
mesmo, ou produz ao acaso uma particula nova em seu lado es-
querdo ou em seu lado direito (sempre que este lugar estiver vazio).
Foi provado que o teorema 2.1 também é verdadeiro neste caso.
(Segue da teoria de operadores de passeios aleatérios [Discr].)

2.7. Problema resolvido. Vamos renomear zeros em uns e vice-
versa no processo de Stavskaya e mudar nossa interpretacio do
oposto: agora o operador deterministico é a morte de uma particula
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e o operador aleatdrio é o nascimento de uma particula e suponha-
mos possivel um ponto conter muitas particulas.

A configuracdo inicial é “todos zeros” e a cada unidade de
tempo dois operadores agem: primeiro o deterministico I, depois
o aleatdrio R,. Sob a agdo de D todo componente vai ao estado
que é o minimo entre seu estado e o estado de seu vizinho direito.

Sob a acdo de R, , todo componente aumenta seu estado de
um com probabilidade o« e mantém no mesmo estado com pro-
babilidade 1 — & independentemente do que acontece com outros
componentes. Também neste caso hd um valor critico o .;cmento
tal que :

a) 8e @ < O eocimento s & €Speranca matemdtica do estado de um
componente tende a um limite finito quando ¢ — .

b) se @ > O psimento> @ €SPeranca matemética do estado de
componente tende a co quando ¢ — 0.

Este € um caso especial de um teorema mais geral provado em
[T-94]. Entretanto, vocé pode provéi-lo sem consultd-lo, fazendo
uso das idéias do nosso capitulo 2.

Problema ndo resolvido: Os valores criticos do operador de
Stavskaya e do operador de crescimento de Stavskaya sdo iguais?

2.8. Problema ndo resolvido. Defina dois valores criticos para
os operadores finitos de Stavskaya: of,, o supremo de o como o
item a) do teorema 2.2 e of,, o infimo desses & como o item b)

*

do teorema 2.2. E evidente que Qppp < O, € estd provado que
a* < af,, , mas ndo se sabe se estas {rés quantidades sfio iguais.
Veja melhor em [Discr], pdg. 83 e [Cell], pdg. 140.

2.9. Problema ndo resolvido. Operador de Vasilyev é semelhante
ao operador de Stavskaya, mas ndo é mondtono {monotonicidade
serd introduzida no iltimo capitulo), o que dificulta muito o estudo.
Sua propriedade mais interessante é a existéncia de um valor critico,
nio esti provada, embora seja fortemente sugerida por simulagao
de computador. Este operador também é uma superposicio de
dois operadores: um deterministico e outro aleatério. Operador
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deterministico D estd definido por (Dz); = 7; ® 75,1, onde a
operagdo binaria @ é soma modulo 2, definido como segue:

060=191=0,001=100=0.

O operador aleatdério R, é igual ao Stavskaya: transforma 1 em
0 com probabilidade o independentemente de quaisquer eventos
passados ou presentes. E claro que, se comecamos & configuracdo
em “todos zeros”, o processo permanece assim e se comegamos com
“todos uns”, vai imediatamente para “todos zeros”. Porém, sim-
ulagdes de computador sugerem que se o é suficientemente pequeno
e nds comecamos com uma, configuragio cadtica onde densidades de
zeros e de uns sdo iguais, o processo permanece cadtico, o que su-
gere que o operador tem uma distribui¢do cadtica invariante que
tende ao caos completo quando o — 0. Por “caos completo” nos
referimos a uma medida produto que é uma distribuicdo na qual
todos os componentes sdo independentes e iguais a zero ou um com
probabilidades iguais. Se a = 0, o “caos completo ” realmente é
invariante para este operador.

2.10. Problema ndo resolvido. Para qualquer nimero 2k -+ 1
de argumentos podemos definir uma fungfo maioria(-) de 2k +1
argumentos, como segue: igual a 1 se pelo menos k¥ + 1 de seus
argumentos sdo uns e zero caso contrdrio. Considere o operador
unidimensional R® Dsioria com Q = {0,1}Z , onde Dingioric 6
definida por

(Dmaigria :E)i == maior’ia (-’L'i_k, ey $i+k).

Segue do teorema 2.3 que este operador é ergédico assim que

Simulagbes de computador e outras consideracées sugerem que este
operador seja ergddico sempre que 0 < @, 8 < 1, contudo isto
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nao estd provado nem mesmo para k£ ='1. O tnico resultado
rigoroso nesta d1re§ao ¢ a prova de uma, afirmacéo andloga no tempo
continuo s6 para k=1 [Gray].

3. Eroders

O Teorema 2.3 nos proporciona varios autdmatos celulares
ergddicos. Grosseiramente falando, um autémato celular é ergédico
se as Interagdes entre suas componentes sido bastante fracas. O
que sabemos sobre autdématos celulares ndo-ergédicos? Temos al-
guns exemplos deles, a saber operadores de percolagio com baixo
indice de mortalidade, mas todos eles sdo degenerados. A meta
deste capitulo é apresentar exemplos de autématos celulares nio-
ergddicos e ndo-degenerados no mesmo tempo.

A configuragdo z ¢ dita invariante para um operador deter-
ministico D se Dz = z. Chamamos uma configuracio y um
desvio finito da configuragdo z se o conjunto de pontos v onde
Ty F Yy 6 finito. Vamos chamar D um z-eroder se z é invari-
ante para D e para qualquer desvio finito ¥ de z existe ¢ tal
que D'y = z. Noutras palavras, D é um z-eroder se ele “eroda”
qualquer desvio finito de z num tempo finito. Esta nogio estd
conectada com a idéia de estabilidade. Se D é um z-eroder, z
é semelhante a um equilibrio estdvel que observamos em sistemas
naturais. Também, h4 outra razdo para estudar eroders: eles sio
conectados com transicoes fasicas como mostra o préximo teorema.

Infelismente, o problema geral de discernir eroders e nao eroders
é algoritmicamente insolivel, assim, se queremos obter resultados
positivos sobre eles, temos que reduzir nossas pretengées. Vamos
nos restringir ao caso = {0,1}V, onde U = Z¥¢, e reduzir nosso
interesse a z-eroders em apenas dois casos: z = “todos zeros”
e z = “todos uns”; chamamos de 0-eroders e l-eroders respecti-
vamente. Mais ainda, vamos considerar apenas operadores uni-
formes. Isto significa que escolhemos uma lista finita de vetores
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V1,0,V € Z% e uma funcio de Boole f : {0,1}* — {0,1} e
definimos D como na férmula (9) da pégina 35.

Porém, até mesmo depois destas restricbes o problema de
eroders permanece insolivel, até mesmo para o caso d = 1. Dessa
forma precisamos de uma suposicido adicional. Suponha que D é
mondtono, o que indica que a funcdo f(-) é monoténa, isto é

TS YL Tn SYn = f(Z1,..-,%0) < flyn, .-, Un)-

Para este caso podemos apresentar um critério de eroders e ex-
isténcia de pontos criticos, até mesmo em dimensao arbitraria. Por
conveniéncia assumimos que a fungio f(-) ndo é constante. Pois
f(-) é monoténa, exclui apenas dois casos ficeis: f(-) = 0 e
f(-) = 1. Vamos denotar por V = {v;,...,v,} o conjunto de
vetores vizinhos. Chamamos um subconjunto S de V' um zero-
conjunto se

(Vie S:2;=0)= f(zy) =0,

onde zy significa z,,...,z,, . Chamamos um zero-conjunto
minimo se todos seus subconjuntos proprios nac sdo zero-conjuntos.
Se V for finito, o conjunto de seus subconjuntos também € finito,
de onde o conjunto de zero-conjuntos minimos também é finito e
podemos denoté-los por 2i,...,2,. Como f(-) é monétona e ndo
constante, pode ser representada por

flzy) = iﬂ%ﬁnmn (zv, vE z,;) )

Chamaremos isto de representagdo min-max. Note que f(zy) =0
se e 56 se zy tem zeros em todos os pontos de pelo menos um
zero-conjunto minimo.

Embora o espago de nossos operadores seja discreto, precisamos
falar sobre espago continuo. Um conjunto num espaco linear é dito
convezro se para quaisquer dois pontos neste conjunto o segmento
com extremos nestes pontos estd completamente contido neste con-
junto. Dado um conjunto S num plano, seu envelope convezo
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conv (S) é a interse¢io de todos os conjuntos convexos que contém
S. A figura a seguir mostra dois exemplos.

B F 3 G
Kn
A M
Ts .
D E . H

Figura 3.1 Ezemplos de conjuntos e seus envelopes convezos.
ABCD ¢ um guadringulo ndo-convezo. O tridngulo ABD ¢
seu envelope convezo. O quadrado EFGH € o envelope convezo

do conjunto finito {F,F,G,H,I,J,K,L,M}.

Estamos principalmente interessados em envelopes convexos de
conjuntos finitos no plano. Por exemplo, envelope convexo de um
ponto é o mesmo ponto; envelope convexo de dois pontos é o seg-
mento com 08 extremos nestes pontos; envelope convexo de trés
pontos ou é o tridngulo com estes pontos como vértices ou o seg-
mento com dois destes pontos como extremos e o terceiro ponto
entre eles; envelope convexo de vérios pontos ou é um segmento (se
todos os pontos pertencem a uma reta) ou um poligono convexo
com alguns destes pontos como seus vértices e outros pontos em
seu interior ou nos lados. Se vocé puser pregos numa tdbua em
varios pontos e lacar uma corda ao redor deles, assumird a forma
dos limites do envelope convexo destes pontos.

Isto é a nossa defini¢io principal: denotaremos por o, a in-
tersecdo dos envelopes convexos de todos os zero-conjuntos minimos
para nosso operador D.
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Analogamente podemos fazer o mesmo para uns no luga.r de
zeros: chame S CV um um-conjunto se

VieS:iz;=1)= flzv)=1

e denote oy a intersegiio dos envelopes convexos de todos os um-
conjuntos minimos. Neste caso faz sentido usar a representacio
max-min :
flzy) = max min(:z:,,, vE u,-) ,
i=1,....,m

onde uy,...,U, é a lista de um-conjuntos minimos. Considerando
que os dois casos sdo semelhantes, formularemos nosso teorema ape-
nas para o caso zero. Vamos denotar R® = RS o operador que
transforma qualquer 0 em 1 com probabilidade S independente-
mente, mas nao transforma uns em zeros.

Teorema 3.1 [T-80).

a) Se oy € vazio, entdo D é um O-eroder e existe um valor
critico B* estritamente entre 0 e 1 tal que o operador Rf D
ergédico para 8 > 3* e nio-ergédico para S < S*.

b) Se oy ndo é vazio, entdo D nido é um O-eroder ¢ Rf D ¢
ergédico para todo 8 positivo.

Antes de provar este teorema, vamos considerar alguns exem-
plos. Os primeiros exemplos que citamos sdo os operadores de per-
colagdo definidos por (6). Todos eles sdo 1-eroders sempre que
n 2 2. Mas, por razdes, que ficardo claras abaixo, estamos espe-
cialmente interessados em operadores que sdo 0-eroders e 1-eroders
ao mesmo tempo. Aqui estdo dois exemplos.

Ezemplo 1. O operador Dypc, onde NLC representa Norte-
Leste-Centro. Este operador determinfstico transforma qualquer
z € ) em Dyre  como segue:

(DNLC .’L‘)i,j = Maioria (:C,;,j+1, Ti1,5s Z?,',j) para todo i, j,

onde a fungio maioria(-) de trés argumentos é igual a 1 se a maio-
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ria deles for um e zero se a maioria deles for zero. Noutras palavras,

1 se a maioria de a, b, ¢ for um,

maioria(a, b, c) = ..
(a,b,¢) {0 se a maioria de a, b, ¢ for zero.

Note que a funcio maioria(-) é monétona. Pode ser escrita na
forma min-max como segue:

flav) =

min ( max(xg,l, .'El,g), l'IlELX(.’.Co’]_, .'L'O’(]), max(:cl,g, :170,0) ) .

Para Dpyyc existem trés zero-conjuntos minimos:

{(6,1), (1,0} {(0,1),(0,0)},  {(1,0),(0,0)}.

Seus envelopes convexos sdo 0s segmentos:

[(0,1), (1,O)l,  [(0,1), (6,0)),  [(0,0), (1,0}].

A intersegio destes trés segmentos é vazia. Assim o conjunto oy
para Dypc é vazio e o operador deve ser um 0-eroder. Vocé pode
provar isto observando a figura 3.5. Na realidade, também é um
l-eroder. Para provar isto é suficiente notar que a fungdo f(:)
neste caso € 0-1 simétrica, o que significa que se os trés argumentos
mudam seus valores, a fun¢io também muda seu valor.

Ezemplo 2. Operador Dy, chamado achatador, para qual

(Dftat ©)i5 =
min ( max(zij, Tij41), MAX(Tisrye Tiprger) ). (10)

Esta férmula j4 est4 na forma min-max. Seu oy e ¢, também sdo
vazios (confiral), assim Dy, também é um O-eroder e um l-eroder.
Vocé pode mostrar isto observando as figuras 3.3 e 3.4.

Apresentar exemplos de ndo-eroders é ainda mais ficil; o opera-
dor identidade (que nfo muda nada) nem é 0-eroder nem 1-eroder.
Um exemplo mais interessante de um néo O-eroder (mas 1-eroder)
é apresentado pela férmula (11) na pdgina 60.
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oo € vazio

l

Existem dois ou trés zero-semi-planos,
cuja intersecio é vazia

| l

R? D é nio-ergddico
para [ pequeno

D é um 0-eroder

og é nio vazia

/

D ndo é um O-eroder | ————

RP D é ergédico
para tode 8> 0

Figura 3.2. Esquema da prova do teorema 3.1.

Prova do teorema 3.1. O esquema na figura 3.2 mostra as
partes nas quais consiste nossa prova. Por semi-plano fechado nos
referimos a uma das duas partes resultantes da divisio de um plano
por uma reta, incluindo-a. Um zero-semi-plano indica um semi-
plano fechado, que contém um zero-conjunto. Toda seta neste
esquema representa um argumento. Chamaremos estes argumen-
tos de proposigdes. Mas em primeiro lugar precisamos do seguinte
teorema.
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Teorema 3.2. (Uma versdo do teorema de Helly.) Se
existe uma familia finita de conjuntos convexos em IR? tal que cada
d+1 deles tem um ponto em comum, entdo todos os conjuntos na
familia tém um ponto comum.

Nés ndo precisamos deste teorema na sua forma geral, é sufi-
ciente provd-lo para o caso quando d = 2 e todos estes conjun-
tos convexos sao semi-planos fechados. Deixamos para o leitor
provar o caso especial do teorema de Helly quando d = 1: se existe
varias semi-retas fechadas numa reta e cada duas delas tem uma-
interse¢do ndo-vazia entdo todas elas tém uma intersecio ndo-vazia.
(Por semi-reta fechada entendemos por uma das duas partes resul-
tantes de uma reta cortada por um ponto, incluindo este ponto.)
Também precisamos da seguinte afirmacdo: se existe dois conjuntos
convexos fechados num plano que ndo se interceptam, entfo existe
uma reta neste plano que os separa, de forma que estes conjuntos
estao em lados distintos desta reta e nio tém pontos comum com
ela. No nosso caso, quando todos os conjuntos em questdo séo in-
tersecdes de varios semi-planos fechados, esta afirmagéio é evidente
e também deixamos sua prova para o leitor.

Agora vamos provar por contradigdo que se existe uma familia
finita de semi-planos fechados num plano tal que cada trés deles
tém um ponto em comum, entdo todos estes semi-planos fechados
tém um ponto em comum. Seja n o menor nimero de semi-planocs
fechados num contra-exemplo, e considere Cj,...,C, semi-planos
fechado num plano cuja intersecio é vazia embora cada trés deles
tenham uma interse¢do nao-vazia. Como n é o menor valor com
esta propriedade, a intersecdo, I = Ci N ---NCr_1 é nio-vazia.
Como I ndo tem nenhum ponto comum com C,, existe uma reta

'z no plano que os separam, de forma que I e C, estdo em lados
diferentes. Para todo i=1,...,7n—1 denotamos D; a intersecdo
de C; com esta reta z. Provemos que cada dois destes conjuntos
Dy,...,Dp; tem um ponto comum. Considere conjuntos Cj e
C;. Sabemos que Cj, C; e €, tem um ponto comum. Entdo a

47



intersecdo C; N C; tem um ponto de um lado de = (onde I estd)
e outro ponto de outro lado (onde C, estd). Conseqgiientemente,
como C; N C; é convexo, tem um ponto comum com z e este ponto
pertence a [); N D;. Agora podemos aplicar o teorema de Helly
para o caso de uma dimens&o para os conjuntos D,...,D,_; pois
todos eles sio semi-retas fechadas (a menos que eles sejam vazios
ou coincida com esta reta que sdo de ficil controle). Considerando
que j& provamos que a cada dois deles existe um ponto em comum,
todos eles tém que ter um ponto comum. Chame este ponto y. Mas
todo D; € um subconjunto de C;, de onde y pertence a todos os
Ci,...,Ch_1, daf pertence & sua intersecio I. Assim a reta z
tem um ponto comum y com I, o que contradiz nossa escolha da
reta z. Esta contradicio prova o teorema de Helly no caso em que
precisamos.

Iniciamos agora a prova do teorema 3.1.

Proposigao 3.1. Se oy é vazia, entdo existe no médximo trés
zero-semi-planos cuja intersegio é vazia.

Prova. Como todo zero-conjunto ¢ finito, todo envelope con-
vexo de um zero-conjunto pode ser representado por uma intersecio
de vérios semi-planos fechados. Todos eles sdo zero-semi-planos.
Entdo, op pode ser representado como uma intersecio de vérios
zero-semi-planos. Desde que seja vazio, pelo teorema de Helly no
méximo trés deles tem intersecio vazia. A Proposicio 9.1 estd
provada.

Proposigao 3.2. Se existem no méximo trés zero-semi-planos
cuja intersecio é vazia, entdo D é um O-eroder.

O que importa aqui € o menor nidmero de zero-semi-planos cuja
intersecdo é vazia. No plano este ntimero ou é 2 ou 3 e estes casos
devem ser considerados separadamente. Em cada caso examinamos
a idéia em nossos dois exemplos: D fiat PAra o caso anterior e Dyyc
para o caso posterior. '
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Pontos no <—
estado 1

Figura 3.3. Como achaiador Dyig; € um 0-eroder. O conjunto
de pontos no estado 1 estd entre estas linhas até desaparecer. A
linha esquerda ndo se move. A linha direita move-se na diregdo
da seta com o passar do tempo.

Pontos no estado zero

Figura 3.4. Devido achatador ser um I-eroder. O conjunto de
pontos no estado 0 estd entre estas linhas até desaparecer. A
linha mais baiza nao se move. A linha superior move-se conforme
a diregdo da seta com o tempo.

Para o achatador Dy, existem dois zero-semi-planos cuja in-
tersecao é vazia:

{G,7):i<0 e {(G4):521}

Com base nisto, mostraremos que o achatador é um 0-eroder. Dada
uma configuracio = com Ii(z) finito, trace duas retas verticais
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de tal forma que este conjunto esteja entre elas. Entdo I;(D* x)
também estd entre estas duas retas verticais: uma destas retas per-
manece no mesmo lugar e a outra movimenta-se para ela quando ¢
cresce. Assim a cada passo a distdncia entre elas diminue e a con-
figuracio se torna “todos zeros” apds um tempo igual a disténcia
inicial entre as retas.

AN

Pontos no
estado 1

N\

Figura 8.5. Como Dypc € um 0-eroder. O conjunto de pontos
no estado 1 estd no tridngulo formado por estas trés retas. As
retas horizontal e vertical ndo se movem. A reta inclinada move-
se na dire¢do da seta com o passar do tempo. Devido a sua
simetria 0-1 , Dyrc € um I-eroder pela mesma razdo.

Para Dpypc existem trés zero-semi-planos, cuja intersecio é
vazia:

{(g):2<0}, {G4):5<0} e {(i4):i+52>1}

Baseado nisto, mostraremos que Dyrc € um O-eroder. Para qual-
quer configuragdo z com um conjunto finito I;(z) nés desenhamos
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trés retas formando um tridngulo cercando este conjunto. Uma reta
horizontal, uma vertical e outra com inclinagdo —1. Depois de cada
aplicagdo de Dyrc o conjunto I)(D};c =) restante entre as re-
tas horizontal e vertical que permanecem as mesmas, mas a reta
com inclinagdo —1 move-se para sua intersegdo. Assim o conjunto
I(D}1c z) encolhe-se para um conjunto vazio e a configuragio
torna-se “todos zeros” em um tempo proporcional ao seu tamanho
inicial. Usando estas idéias vocé pode provar a proposicao 3.2.

Proposicao 3.3. Se existe dois ou trés zero-semi-planos cuja
intersecdo é vazia, entdo, R? D é ndo-ergédico para 8 > 0 pequeno
suficientemente.

Uma prova geral necessita de técnicas sofisticadas: ou ramifi-
cados andlogos de contornos [T-80], ou renormalizacao [Bra+-Gral.
[Leb+Mae+Spe] contém uma boa explicagdo do método de con-
tornos ramificados para Dyrc. Provaremos a proposicio 3.3 ape-
nas para um caso particular: P = R# Dy, onde D rlat € O achata-
dor definido por (10). Note que 6, é invariante para P, assim é
suficiente provar que P!, ndo tende para d; quando ¢ — oo se
p é suficientemente pequeno. Na realidade vamos obter estimativa
da densidade de ums na medida P* ¢, que ndo depende de %.

Usaremos a tripla (i, j, t) quando nos referirmos ao ponto
(¢, j) no tempo ¢. Imaginaremos esta tripla como um ponto do
espago inteiro tridimensional onde os eixos ¢, 7 sdo horizontais e o
eixo 7 sobe. Também podemos denotar um ponto (i, j, £) por
uma, letra, por exemplo A, e neste caso escrevemos

i=i(4), j=i(4), t="4A).

Faca z(i, j, t) igual 1 se existe uma particula em (%, j, t) e
igual a 0 caso contrdrio. Também usaremos varidveis aleadrias
independentes 7(¢, 4, ¢}, as quais sdo iguais a 1 se o operador
aleatdrio se transforma em um neste momento, e ignais a 0 caso
contrdrio. Todo r(¢, j, t) éigual a 1 (um) com probabilidade B
e 0 (zero) com probabilidade 1 — 8 independentemente de outras
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varidveis 7(-). Assim podemos definir as varidveis (i, 7, t) do
seguinte modo indutivo:

Base de indugao: z(%, j, 0) = 0 para todo i,7.

Passo de inducdo: z(i, j, ) = max{r(i, j, t), 2(3, 4, t)),
onde a varidvel intermedidria 2(i, j, t) éa (i, j)-ésima componente
do resultado da aplicacdo de Dy, a configuragio no tempo ¢—1,
isto é

z(%, §, t) =
min(max(z(: ,j, t—1), z(¢ ,j+1,¢t— 1)),
max(z(i+ 1,7, t—1). z(¢+1,j + 1, t = 1))).

Este psendo-cédigo expressa a mesma, idéia:

1 para todo (i,5) € Z? faca

2 (i, j, 0) <0

3 para t =1 até oo

4 para todo (4,5) € Z* faca

9 $(i:ja t) — (Dflatw(t - 1))(33.7)
6 se rnd < B entdo z(,7, 1) + 1

Aqui (Dga z(t — 1))(3,5) é a (4,7)-ésima componente do re-
sultado da aplicagio do Dy, para a configuragio z(t — 1), cujas
componentes sdo z(4, j,t—1), 4,7 € Z.

Estimamos acima a probabilidade de existir uma particula em
(0, 0) no tempo T, isto €, a probabilidade do evento z(0, 0, T) =
1. Cobriremos este evento através de vdarios eventos e estimaremos
a soma das suas probabilidades. Para cada um destes eventos cor-
responde um caminho especial. Se o k-ésimo e o (k + 1)-ésimo
vértices deste caminho sio (ix, i, k) € (fk+1, Jk+1, k1), entéo
denotamos Ay = (Ady, Ajy, At), onde

Aty = g1 — Tk, Ak = Jk+1 — Gk Afg = thg1 — T

Se os valores de todas variaveis sdo escolhidos em todos os pontos,
dizemos que temos uma realizagdo. Tome uma realizagdo arbitriria
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do nosso processo e construa o evento que contem esta realizacio .
No mesmo tempo construa o caminho correspondente. Procedemos
indutivamente, a cada passo construindo um evento e um caminho
e provando a seguinte hipétese de indugdo sobre eles:

a) Este caminho vai de (0, 0, T) até (3, 0, 7).

b) Este caminho s6 tém passos dos trés tipos:

abaixo, tendo Ai =0 ¢ At =~1.
horizontal, tendo Ai=1 e Af=0.

para cima, tendo Ai=—-1¢e At=1.

Em todos os trés casos |Aj| <1.

¢) Se um passo horizontal comeca em (i, 7, t),
entdo z(7, 7, t)=1.

Base de indugao. O evento é “z(0, 0, 7) = 1” e o caminho
é (0, 0, T) = (1, 0, T). E evidente que todas as suposi¢des sio
respeitadas.

Paramos quando: nosso caminho tiver a seguinte propriedade:

d) Para cada vértice (i, j, ), onde um passo horizontal comeca,
r@i, §, t) =1.

Passo de indugao. Suponha que existe um vértice A =
(¢, 4, t), onde um passo horizontal AB comegou, e r(i, , t) = 0.
Por hip6tese de indugfo, z(i, j, t) = 1. Pois a varidvel r neste
ponto € zero, o valor de z neste momento é herdado do passo de
tempo anterior. Observar as figuras 3.3 e 3.6 o ajudard a perceber
que deve haver dois pontos C' e D tais que

#(C) = t(D) = t(A) =1, (C) =i(4), i(D)=i(A)+1,

j(C) - j(A) e {0,1} e j(D)—j(A) €{0,1}.
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A=(i,j, 1)
L] ]
C=(?':.717t_1) D=(%+1,32,t)

i

Figurg 8.6. Uma tlusiragdo de um passo de indugéo. O eizo j
ndo aparece, ele é perpendiculer ao papel. Se z(1, j,t) =1, mas
r(i, j, t) = 0, este valor de © tem que ser “inerente” no passo
de tempo prévio: aos pontos (i, j1,t—1) e (I +1, 3o, t — 1),
onde z € igual a um, j; e jo ou € igual j ou 7+ 1.

Entao definimos outro vértice £ pelaregra: o vetor de D até E
¢ igual ao vetor de A até B. Depois disso mudamos nosso caminho
como segue: em vez de ir diretamente de A até B, seguimos de A
até C, dai até D, até E e finalmente até B. Noutras palavras,
nds inserimos os pontos C, D, F entre A e B na seqiiéncia de
vértices do nosso caminho. E ficil provar que o novo caminho
também satisfaz as hipéteses de indugdo a), b), ¢). Este processo
de indug@o nio pode durar para sempre pois z(%,,0} = 0.

Quando paramos, temos um caminho que satisfaz as exigéncias
a), b), ¢) e d). Mas este caminho ainda pode nio ser auto-
evitando. Para obter um caminho auto-evitando com todas estas
propriedades, eliminamos os lagos semelhante ao que fizemos ao
provar o lema 1.1. A saber, se 0 caminho que obtemos ainda nio
for auto-evitando, ele visita algum vértice duas vezes e d4 uma volta
entre estas visitas. Eliminamos esta volta (incluindo apenas uma
das visitas) obtendo um caminho mais curto satisfazendo todas as
propriedades a), b), ¢) e d). Assim procedemos até que um caminho
auto-evitando com estas propriedades seja obtido.
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Nosso evento é “r(i, j, t) =1 para todos os vértices de nosso
caminho com inicio num passo horizontal”. Como o caminho é
auto-evitando, a probabilidade do evento em questdo é igual a2 8%,
onde k € o niimero de passos horizontais no caminho. Note que o
nimero de passos descendo é igual ao niimero de passos subindo e
iguala k—1. Assim o comprimento do caminho é 3k—2. O nidmero
de caminhos possiveis com comprimento 3k — 2 nio excede €33
onde C é o niimero de vetores distintos (AZ, Aj, At) permitido
pela condicio b). Assim a soma das probabilidades de todos os
eventos ndo excede

— p

3 -3 gk — T

k=1 - ﬁ
Para S pequeno o bastante esta soma é menor que 1, donde a
medida P*8y ndo tende para &;. A proposicio 8.8 estd provada.

Proposicao 3.4. Se ¢y ndo for vazio, entdo D nio é um
0-eroder.

Provaremos isto para o caso quando oy contiver a origem. Neste
caso apresentaremos uma configuragdo z que é um desvio finito de
“todos zeros”, tal que I)(Dz) D I (z). Apds isto a monotonicidade
implica que I;(D*z) é ndo-vazio para todo ¢. Qualquer conjunto
S+v={i+v, i€ S}, onde v é um vetor, é dito uma translacdo
de S. Dizemos que um conjunto S é obtuso para outro conjuto
@ se qualquer translagdo de S que intercepta conv(Q), também
intercepta Q. A figura 3.7 ilustra esta nocao.

Teorema 3.3. O teorema de Carathéodory para conjun-
tos bidimensionais. Seja S um conjunto qualquer num plano.
Entdo um ponto p pertence a conv(S) se e s6 se pertence a

conv ({p1, pa2, p3}), onde py, pa, p3 sdo alguns pontos em S
(alguns podem coincidir). Noutras palavras,

conv{(S)=  |J conv ({p1, p2, p3})-
p1, p2, p3 )

Deixamos sua prova para o leitor.
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S S+v Q

Figura 3.7. O conjunto S ndo ¢ obtuso para o conjunito @
porque sua translagio S + v intercepta o envelope convezo de
Q sem interceptar Q. '

Lema 3.4. Para qualquer conjunto S num plano, o conjunto
—3 conv (S) é obtuso para S.

Deixamos a prova para o leitor deste lema quando S consistir
em um, dois ou trés pontos. Assumindo que para estes casos nosso
lema estd provado, provemos para a forma geral. Considere qual-
quer translagdo S+v de S, que néo intercepta —3 conv (S) e prove
que conv (S)+v também nao intercepta —3 conv (S). Considere
um ponto p € conv (S). Pelo teorema 3.3, existe p;, ps, p3 €5
tal que p € conv ({p1, p2, p3}). Por hipbtese, S+v nio intercepta
—3 conv (S), dai p)+v, pa+v, ps+v ndo pertence a —3 conv (5).
Considerando que nosso lema ji estd provado para conjuntos com
até trés pontos, podemos concluir que conv ({p;+v, pa+v, p3+v})
ndo intercepta —3 conv (S), assim p ndo pertence a —3 conv (S).
O lema 8.4 estd provado.

Agora note que quaisquer S, Sa, 2 C IR?, se S; é obtuso para
% e Sy é ndo-vazio, entdo S; + Sy € obtuso para z, onde + indica
soma, vetorial:

51+82={81+82181 ESl, 82652}.

O nidmero de zero-conjuntos minimos é finito pois todos eles
sdo subconjuntos de V. Assim podemos denotid-los zi,...,z,.
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Para todo zero-conjunto minimo z; tem um conjunto limitado S;
obtuso a ele, a saber S; = —3 conv(2;). Entio a soma vetorial
deles S5;+::-+ 5, € limitada também e obtusa para todos os zero-
conjuntos minimos. Somando também uma bola grande o suficiente
Sy obtemos

S=5+5+:4+ 5.

Sy assegura que a intersecio de S com Z? é nio-vazia. Provemos
que a configuragio z, definida por I;(z) = SN Z?2, nio é erodada
por D. Na realidade provaremos que I;(D z) D I (z), isto é
suficiente. Suponha o oposto: que existe um ponto v tal que z, =
1, mas (Dz), =0. Assim, deve existir um zero-conjunto minimo
z tal que z,4; = 0 paratodo 7 € z. Entdo z+v néo intercepta S.
Como S é obtuso para z, o envelope convexo de z+v também nio
intercepta S. Ora oy contém a origem, logo o envelope convexo
de z também a contém, assim o envelope convexo de z+v contém
v, dai v ndo pertence a S, o que contradiz nossa suposicdo que
zy, = 1. A proposigio 8.4 estd provada.

Proposicio 3.5. Se D nio for um Q-eroder, entio R# D é
ergodico para todo B positivo.

Para este propésito estimamos a probabilidade que a 0-ésima
componente seja zero apés ¢ aplicacdes de R® D para qualquer
configuracdo inicial e provar que esta probabilidade tende a zero
quando ¢ — oco. Como D nao é um 0-eroder, existe um desvio
finito z de “todos zeros”, ndo erodado por D. Assim I;(D'z)
¢ nao vazio para todo natural ¢ e podemos escolher um ponto
p; nela. Para todo u € [1, t] consideramos o evento: “No tempo
u € [1,%] o operador aleatdrio R? transforma todos os componentes
de I(z1) — pe—n em uns.” (Aqui o sinal — significa subtracdo
vetorial). Este evento é suficiente para 1 est4 no ponto 0 no tempo
t. Apenas se nenhum destes eventos ocorrem, 0 pode estar ao ponto
0 no tempo t. Mas estes eventos sdo independentes um do outro
(porque eles pertencem a tempos diferentes) e a probabilidade de

~cada um é 5™ onde n ¢ o nimero de elementos em I;(z). Entdo
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a probabilidade de cada um destes eventos nao acontecer é 1 —5".
Assim a probabilidade que nenhum deles ocorra é (1 — 8™)*, que
tende a zero quando ¢ tende para oo. Assim a probabilidade de ter
zero na origem tende a zero quando ¢ - oo. O mesmo é verdade
para qualquer ponto e isto é suficiente para zeros desaparecerem.

Agora lembre-se da promessa que fizemos no principio deste
capitulo: apresentar autémato celular nao-degenerado e nao-
ergddico.

Teorema 3.4. Se I} é o operador deterministico monotono
definido por (9) na pdgina 35 e é um O-eroder e um 1-eroder, entdo
R? D tem pelo menos duas medidas invariantes distintas para o
e B pequenos o suficiente.

Provaremos este teorema no altimo capitulo. Citaremos aqui
resultados modelados em computadores de um desses operadores
sobre os quais este teorema fala, Rﬁ Dpic. Fol inicialmente es-
tudado por simulagio de computador em [Pet+Pia+Vas] no caso
simétrico o = § < 1/2 e foi observada a transi¢io fisica:® quando
o = [ estd perto de 1/2, o operador é ergddico, isto é, tende
para o mesmo regime de toda condigdo inicial, mas para a = 8
pequeno o operador é nio-ergddico, i.e. “lembra” a condigfo ini-
cial: se a simulacio comecar em “todos zeros”, zeros prevaleceram
todo o tempo, se comegar em “todos uns”, uns prevaleceram todo
o tempo. Como este operador tem dois pardmetros o ¢ 3, em
vez de um ponto critico existe uma curva critica que foi estudada
experimentalmente em [Ben+Gri]. Vamos usar pardmetros

B—a

B+a

amplitude = f + ¢, vids =

8Devido a monotonicidade, é suficiente considerar apenas duas condigoes
iniciais “todos zeros” e “todos uns”, e devido a simetria é suficiente considerar
H
apenas um deles.
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viés = (f—a)/(B+ )
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A figura 3.8 € uma representagdo esquemdtica das zonas de ergo-
dicidade e ndo-ergodicidade para o operador Rﬁ Dyrc de acordo
com stmulacdo de computador [Ben+Gri]. A drea vazia mostra
onde foi observado ergodicidade na ezperiéncia. A drea som-
breada verticalmente mostra onde ndo-ergodicidade foi observada.
A drea sombreada horizontalmente mostra onde ndo-ergodicidade
estd provada. Ergodicidade estd provada para uma regido onde a
amplitude € prézima do 1, além da borda direita desta figura.

A figura 3.8 representa regides ergddicas e ndo-ergddicas como
mostra a simulagdo de computador [Ben+Gri).
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Notas.

3.1. Exercicio. Observe que ¢y pode nao conter pontos inteiros
¢ ainda ser ndo-vazio. Apresentamos um exemplo disto. Seja D :
Q — Q,onde Q={0,1}Y,onde U= Z?, e D é definido como
segue:

(Dz)i; = min(max(z;;, Tiy1,41), Max(Tivag, Tigsa)). (11)

a) O que é oy neste caso?
b) Denote z a configuragio tal que

I(X) ={(0,0), (1,0, (0,1), (1,1)}.

O que sdo os conjuntos [;(D*z) para t=1,2,3,...7

3.2. Problema resolvido. Prove outra versdo do teorema de
Helly: Se existe uma familia de conjuntos convexos limitados em
IR¢ tal que todo d + 1 deles tem um ponto comum, entdo todos
os conjuntos na familia tém um ponto comum. (A famflia néo
precisa ser finita.) Vocé pode encontrar uma prova de uma versdo
muito mais geral do teorema de Helly e muitos fatos relacionados
em [Rockafellar].

3.3. Egzercicio. Prove que a seguinte afirmacao é falsa: “Se
existe uma familia de conjuntos convexos em IR? tal que cada d-1
deles tem um ponto comum, entdo todos os conjuntos na familia
tém um ponto comum.”

3.4. Considere operadores mondtonos determinfsticos uniformes
atuando em Q = {0,1,...,m}V. onde U = Z*%. Como antes,
dizemos que um operador é um (O-eroder se “eroda” todo desvio
finito de “todos zeros”.

Problema resolvido. [Galperin] contém um critério de O-eroders
para conjuntos finitos arbitriarios de estados, mas sé para a di-
mensao d=1.

Problema ndo resolvido: Obter um resultado semelhante para
dimensdo 2 e trés estados para todo ponto.
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3.5. Problema resolvido. Teorema 3.1 faz uma conexio en-
tre eroders e existéncia de valores criticos. Esta conexdo néo
é verdadeira para nimeros maiores de estados dos componentes.
Para isto é mostrado um contra-exemplo unidimensional, onde todo
ponto tem trés estados: 0, 1 e 2. Neste caso = {0,1,2}% eo
operador deterministico uniforme D ¢ definido pela regra

VzeQ,ve Z : (Dz)y= f(Tv1, Tu, Tus1),

onde a fun¢do f(-} estd definida como segue:

1 sezx_ =1, zp=21 =2,
0 sem_1=:z:0=1, $1=0,
flz_1, mo, 1) = { (z_1 + 39 +71)/3 arredondado para o mais

préximo nimero inteiro
em todos os outros casos.

a) Verifique que a funcdo f(-) é mondtona.

b) Uma configuracdo z é denominada um desvio finito de “todos
zeros” se o conjunto {v € Z : z, # 0} é finito. Prove que D
é um eroder, i.e. para qualquer desvio finito = de “todos zeros”
existe ¢ tal que Dz = “todo zeros”.

c) Seja R? operador aleatério que transforma qualquer com-
ponente no estado 2 com probabilidade S independentemente de
outros. Prove que para qualquer 8 > 0 o operador P = R D &
ergédico pois P!y sempre tende para “todos 2”.

3.6. Problema ndo resolvide. Vamos considerar a versio do
operador R? Dyrc num espago finito, isto é faca U = an. Seja
0 < a B <1, tal que sua medida invariante é Unica. Para todo
n € [0,m?] denote p(n) a probabilidade (de acordo com esta me-
dida invariante) que existe n uns na configuracio. Prove que para
grandes valores de m a forma de distribuicdo de p(n) é qualitati-
vamente diferente para valores diferentes de o e 5, isto é :

a) Se a+f estd perto de 1, a distribuicdo de p(n) é unimodal:
é maior quando n est4 perto de s-m? onde s = const.
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b) Se o e B sdo pequenos, a distribuigdo de p(n) é bimodal:
é maior quando n est4d pertode p-m? e (1—¢q)-m? onde p e ¢
séo constantas tendem a zero quando o« e § tendem a zero.

O mesmo ¢é provavelmente verdade para todo o operador
mondtono uniforme que for a0 mesmo tempo O-eroder e 1-eroder.

3.7. Problema ndo resolvido. Junto com o operador Dyrc, 0
artigo [Pet+Pia+Vas] escreve sobre outro operador Rﬂ Dingioria s
atuando no mesmo espago e definido por:

(Dingioria T)g) = matoria(Zij, Titig, Tig+ls Ti-1jy Tig—1),

onde a fun¢io maioria(-) de cinco argumentos € igual a 0 se a
maioria de seus argumentos sfo iguais a 0 e ignal a 1 se a maioria
de seus argumentos for igual a 1. Como Dygi0riq D30 é nem 0-
eroder nem 1-eroder, o teorema 3.4 ndo pode ser usado. Proposi¢io
3.5 implica que este operador é ergédico se =0, 8 > 0 ou vice-
versa. Porém, simulacio de computador sugere que este operador
seja nio-ergddico para a = f pequenos o suficiente. Também
parece razodvel que este operador seja nido-ergédico sempre que
a # . Ambas as afirmagdes ndo foram comprovadas.

4. O problema de ergodicidade nao tem solugao

Ja temos virios resultados particulares sobre autématos celu-~
lares, e é hora de perguntar, o que realmente queremos obter, em
particular com o estudo de sua ergodicidade? Matemadtica é uma
ciéncia abstrata e nds queremos provar teoremas gerais. No caso em
estudo queremos critérios de ergodicidade em classes de autématos
celulares os mais gerais possiveis. Porém, sabemos que alguns pro-
blemas gerais em todas as 4dreas da Matemadtica ndo podem ser
resolvidos no sentido algorftmico. E natural que ao lidarmos com
autdmatos celulares enfrentamos muito freqiientemente situacGes
dessa natureza, isto ocorre porque nosso objetivo é muito geral.
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Quando percebemos que um problema é insoltdvel, significa que es-
tamos trabalhando perto dos limites das possibilidades naturais.
Isto nos motiva a tratar com mais respeito os resultados parciais j4
obtidos: talvez, eles estejam préximos de tudo o que pode ser feito.

Neste capitulo mostraremos que o problema de decidir, se um
autémato celular é ergédico ou ndo, é algoritmicamente insolivel
para uma classe deles. Existermn véirias formalizacoes da nocdo de
algoritmo, todas equivalentes. O algoritmo usado formalmente aqui
sera a maquina de Turing, porqué seu funcionamento é semelhante
a autdmatos celulares. Na realidade usaremos a seguinte classe
de mdquinas de Turing. Uma mdquina de Turing consiste numa
cabeca e uma, fita. A fita é infinita em ambas as diregGes e consiste
em celas enumeradas por niimeros inteiros. Toda cela pode estar em
véarios estados. O conjunto de estados ¢ é o mesmo para todas as
celas. A cabeca também tem um conjunto finito H U {parade} de
estados onde um estado, digamos a parada, joga um papel especial.
Em cada unidade de tempo decorrido a cabega observa uma cela
da fita como mostra a figura 4.1.

cabeca

HENEEEEEEEEEEEENEEE

Figurg {.1. Mdquina de Turing. A cada unidade de tempo decor-
rido a cabega observa uma cela, troca informagdo com ela e entgo
se muda para outra cela.

Também escolhemos trés fungoes:
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Fﬁta ‘ ZGXH:—}G,

Fcabega : G x H— HU/{parada},
Foudanca : GxH— {+,—}.

Quando a miquina comeca, a fita estd “vazia”, o que indica
que todas as celas estao cheias com o simbolo vazio gye.i0 € G. A
cabeca estd celada no estado inicial ki, € H e observa a 0-ésima
cela da fita. A cada passo a cabega escreve um simbolo novo na
cela, que observe, de acordo com a fungio Fg;, , vai para um es-
tado novo de acordo com o funcao Fcabega , € passa para a cela
a esquerda ou & direita ao longo da fita de acordo com os valores
+,—» da funglo Fl . qan., Tespectivamente, onde os argumentos
das trés funcdes sdo o simbolo observado na cela da fita e o estado
atual da cabega.? A méquina péra quando alcanca o estado parada.
(Isso explica porqué nfo precisamos definir nossas funcdes quando
a cabega estd parada). Sabemos que o problema de decidir, qual
destas maquinas param, é algoritmicamente insohivel, isto é ndo
existe algoritmo capaz de predizer para toda méquina de Turing
quais delas param se comecam com a fita vazia. Este famoso teo-
rema é citado em muitos livros [Minsky, Wang]. Nés o usaremos
para provar outro téorema sobre indecisdo em autémato celular.

Definimos uma classe de autématos celulares. Na maior parte
da matemética um resultado tedrico é tanto melhor quanto geral,
l.e. quando a classe de objetos em estudo é maximal. Porém,
quando provamos néo ter solugdo algoritmica, a situagio é exata-
mente oposta: o resultado é mais valioso para a menor classe de
objetos para os quais conseguimos provar. Porisso, reduzimos nossa
classe tanto quanto possivel: o nimero arbitrario n de estados de
cada componente é a Unica caratecristica infinita de nossas classes,

®Habitualmente, a maquina de Turing est4 definida tal que a cabega pode
ficar no mesmo lugar também, mas isto néo e necessario.
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todo o resto é reduzido: a dimensdo é 1, a interagio ocorre ape-
nas entre os vizinhos mais préximos e todas as probabilidades de
transicdo ou é 0 ou 1/2 ou 1. '
Nosso espago de configuracio é {1,...,n}%, onde n é um
numero natural. Um autémato celular é um operador que é uma su-
perposicdo de dois operadores: primeiro deterministico D, e outro
aleatério R. O operador deterministico é determinado por uma
fungio f : {1,...,n}® = {1,...,n} da seguinte maneira: trans-
forma qualquer configuracdo z em Dz, onde '

(Dz); = f(xi—1, %i, Tip1) paratodo i€ Z. (12)

O operador aleatério R é muito simples: todos os componentes da
configuracdo que nfo estdo no estade m, transforma-se no estado
1 com probabilidade 1/2 independentemente do que ocorre com
todos os outros. Um operador P é dito ergddico se a distribuicio
P? 1 tende para mesma distribuicio limite para todas as medidas
iniciais . :

Teorema 4.1. Nio existe nenhum algoritmo para decidir quais
autématos celulares descritos acima sdo ergédicos e quais ndo sdo
[Kurdyumov].

Nossa prova consiste no seguinte: Para cada méquina de Turing
da classe descrita acima construimos um autémato celular, que é
ergodico se e sé se a maquina de Turing péra se iniciou numa fita
vazia. Isto é suficiente para provar o problema de decidir quais
dos nossos autdmatos celulares sfo ergddicos é insolivel porqué
se fosse solivel, o problema de decidir quais méaquinas de Turing
param também seria, mas isto é bem conhecido que é falso. Em
mais detalhe: se o problema de ergodicidade fosse soliivel, entdo
poderiamos tomar uma mdquina de Turing, construir o autémato
celular correspondente, aplicar o procedimento hipotético de de-
cisfo, decidir se ele é ergddico ou nao e concluir se a maquina de
Turing para ou nio.

Assim para toda méquina de Turing 7" construimos um opera-
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dor P que é ergddico se e 56 se T péra. Na realidade, P imita o
funcionamento de 7' do seguinte modo. Sob acdo de P, todos os
componentes com probabilidade 1/2 transformam-se nas cabegas
de T em posi¢io inicial. Cada cabega marca seu territdrio com
parénteses e imita o funcionando de T' em seu territério. Este
funcionamento pode ser interrompido por outras cabegas, mas me-
didas de prevensdo sio tomadas para que as cabegas ndo se mis-
turem: no momento em que uma cabega sé percebe algum sinal da
presenca de outra cabega, comete um suicidio. Se M nunca péra,
0 processo permanece neste regime sempre. Se M pdra, algumas
componentes vao para um estado especial final e comeca uma “epi-
demia” levando todos os seus vizinhos a0 mesmo estado, de forma
que o processo tende a 0finqr , medida concentrada na configuracio
“todos os componentes estdo no estado final”. Na realidade, esta
medida é invariante em todos os casos, mas o processo s6 tende
para. ela de todas as condigOes iniciais se M pdra. Fixamos

S = Sesquerdo X Sdireito X Sfita X Scabega -

onde
Sesquerdo = Sdireito = 10, 1} Sfita = G

Scabeca = H U {0, parada}.

Adequadamente, escrevemos um elemento genérico de S como
z = (esquerdo(z), direito(z), fita(z), cabeca(z)).

Dizemos que um estado z:

tem um paréntese esquerdo se esquerdo(z) =1 e

tem urmn paréntese direito se direito(z) =1.

Chamamos z um ndo-cabega se cabega(z) = 0 e um cabeca
caso contrario.

Dizemos que z é um cabega-parada se cabeca(z) = parada.

O estado (0, 0, Guezie, 0) é dito vazio,
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o estado (1, 1, Guazios hinit) € dito recém nascido e

o estado (0, 0, Guazie, parada) é dito final.

Para abreviar, escreveremos F,(zx) = F,(fita(z), cabega(z)),
onde * significa ‘fita ’, ‘cabeca’ ou ‘mudanca’.

Dizemos que um cabega z quer mover-se a esquerda ou 2 direita
se qudanga(m) é igual a + ou — respectivamente.

Precisamos de todos estes estados para realizar nosso processo
de imitacdo do funcionamento da méquina de Turing M . O com-
ponente da fita imita o que € escrito na fita, o componente da cabega
imita o que estd na cabeca ou sua auséncia se é zero. Os parénteses
4 esquerda e a direita sdo necessdrios para excluir interferéncia das
cabecas, como explicaremos a seguir.

Nosso operador P € a superposi¢do P = RD, onde R torna
qualquer estado com excesfo do final no estado recém-nascido com
uma probabilidade 1/2 independentemente. Nés chamamos este
ato um nascimento. Resta definir o operador deterministico D,
para definir a fungdo f(:) na férmula (12). Sua definicio consiste
em varias regras onde z,y,2 € S.

Regra 0. Se x ou ¥ ou z é uma cabeca-parada, entdo
f(2,,2) = final.

Na formulagdo das regras asseguir admitimos que nem z nem
y nem z é cabega-parada. Chamamos a tripla (z,y, z) normalse
no maximo um de z, y, 2 é cabega.

Regra 1. Sempre que a tripla (z,y,2) é ndo normal,
f(z,y,z) = vazio.

Em todas as regras seguintes assumimos que a tripla (z,y, z) é
normal.

Regra 2. Se todos os z,y, 2z sio nao-cabecas, entdo
f(z,y,2)=vy.

Todas as regras subseqlientes formam trés grupos que dependem
de qual dos trés argumentos é uma cabega: centro, denotado por
Y, ou seu vizinho esquerdo, denotado por z, ou seu vizinho direito,
denotado por 2. As regras-centrais:
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Regra central-1. Se y é uma cabeca que quer mover-se
para esquerda, entao

f(sc,y,z) = (OJ direito(y), Fﬁta, (y): 0)

Regra central-2. Se y é uma cabeca que quer mover-se
para a direita, entdo

f(z,y,2) = (esquerdo(y), 0, Fgiy (v), 0).

Como as regras esquerdas e direitas sdo simétricas, omitiremos
a direita. As regras-esquerdas sio:

Regra esquerda-1. Se z é uma cabeg¢a que quer mover-se
para a direita e tem um paréntese direito, entdo

f(m,y,z) = (01 1! Gvazio; Fca,bega, (1?)).

Regra esquerda-2. Se z é uma cabeca que quer mover
para a direita e ndo tem paréntese direito e y ndo tem paréntese
esquerdo, entdo

f(z,y,2) = (0, direito(y), fita(y), Feapeca (%))

Regra esquerda-3. Se z é uma cabega que quer mover-se
para a direita e ndo tem paréntese direito, mas y tem um paréntese
esquerdo, entdo f(z,y,2)=1y.

Regra esquerda-4. Se z é uma cabega que quer mover-se
a esquerda, entdo f(z,y,2) =v.

As regras-direita sdo andlogas as esquerda. apenas permutando
direita com esquerda.

Nosso operador D estd definido. Para forgar o operador R
a satisfazer a condicdo prometida, é suficiente escolher n igual a
cardinalidade de S e enumerar os estados de S de forma que o
estado recém-nascido assuma o valor 1 e o estado final assuma o
valor n.
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Lema 4.1. Operador P = R D é ergddico se e s6 se a maquina
de Turing M péra.

Prova do lema 4.1. Devido a regra 0, a medida dpq € invari-
ante para P. Entdo P ¢ ergddico se e 50 se nosso processo tende
para dfine a partir de qualquer medida inicial. Vamos discutir nas
duas direcdes.

Direcio 1: Vamos supor que M péra depois de T passos e
provar que nosso processo tende para ding apartir de qualquer
medida inicial. Considere uma regifo

[SO—T—5, SQ+T+5] C Z,

onde sy é qualquer numero inteiro. Se nela existir uma cabeca-
parada, ela se transforma em final, que se expande em ambas as
diregGes devido a regra 0. Caso nio exista nenhuma cabega-parada
na regido considerada, entdo o evento a seguir tem probabilidade
positiva: Primeiro, em algum momento {p nascimentos ocorrem em
todos os locais do espago [sg—T —5, so+T'+5]. No préximo passo
todos estes locais ficam vazios. A seguir um nascimento ocorre no
local s, e este é o \inico nascimento que ocorre no conjunto espago-
temporal dos pontos (s,£) para aqueles

{So-T—5+(ﬁ-t0)SSS80+T+5—(t—t0)
D<t—t &£T+4.

Sob estas condigdes, estamos lidando com uma configuragao espaco-
temporal que imita o funcionamento de M por tempo longo o
suficiente para M parar. No instante em que esta cabega para,
torna-se em final e este estado se expande em ambas as diregdes,
como epidemia, devido a regra 0. Pois este evento tem probabi-
lidade positiva, acontece quase certamente em algum lugar, logo
nosso processo tende para 6 fings -

A outra direcdo: Vamos assumir que M nunca para, i.e. con-
tinua funcionando sempre que comecar com fita vazia. Tomando
a medida inicial na configuragao “todos os componentes estdo no
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estado vazio” e provar que as distribuicdes resultantes néo po-
dem conter uma cabeca-parada com probabilidade positiva e con-
segiientemente néio pode tender para Ofing . Isto seria evidente se
toda cabeca funcionasse s6, nunca interagindo com outras cabegas.

Mostraremos que em nosso processo toda cabega funciona como
se estivesse s6 ou desaparece. Em nossa construgdo toda cabega
cria seu préprio “territério” marcado por um paréntese esquerdo
no extremo esquerdo e por um paréntese direito no extremo direito.
Este territério consiste de todos os locais que esta cabeca visitou.

Toda vez que uma cabega quer mover-se além de seu territério,
leva o paréntese um passo adiante, possivelmente, invadindo o ter-
ritério de outra cabega. Também, uma cabega nova pode nascer
dentro de territério de outra cabeca. A pergunta crucial é o que
acontece quando alguma cabeca volta a um lugar que era seu ter-
ritério, mas foi invadido por outra cabega. Se nossa cabeca nao
nota que o local foi invadido e usa simbolo escrito 14 por outra
cabeca, pode eventualmente pdrar embora ndo parasse se estivesse
funcionando sé. Temos que evitar isto. Vamos examinar a situagao
mais detalhadamente.

Comnsiderando que direita e esquerda sdo simétricas, € suficiente
examinar, o que acontece se alguma cabega quer mover-se a direita.

Se tiver um paréntese direito, significa que estd expandindo seu
territdrio; isto ocorre devido a regra esquerda-1 e fazendo isto apa-
gard, o simbolo anterior da fita e escreve o simbolo inicial como se
estivesse s na fita.

Se ndo tem paréntese direito e seu vizinho direito nio tem
paréntese esquerdo significa que estd movendo-se dentro de seu
préprio territério e vai para um lugar que nunca foi invadido e o
simbolo no vizinho direito foi escrito por si 86 - veja regra esquerda-
2. '

Porém, se nfo tiver paréntese direito e seu vizinho direito tiver
paréntese esquerdo, significa que outra cabeca visitou este local.
Neste caso nossa cabeca comete um suicidio que € voltar a ser uma
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nio-cabeca. Isto ocorre por um lado devido a regra ceniral-2, e nem
tudo é mais o que era, mas, por outro lado, esta cabega nio entra
na cela vizinha direita devido a regra esquerda-8 e a cela, a qual
pretendia invadir, permanece intacta.

Tudo isso garante que toda cabega ou se move dentro de seu
préprio territério, nunca visitado por outras cabegas, e imita o fun-
cionamento de uma méquina de Turing original com uma cabeca, ou
desaparece. Entdo a probabilidade que uma cabeca-parada apareca
é zero e o processo ndo tende para g . Assim o lema 4.1 estd
provado, e o teorema 4.1 segue imediatamente.

Falemos também sobre outra pergunta importante: o que sig-
nifica saber ou poder calcular um nimero? Vérias vezes ao longo
deste curso mencionamos que um valor critico é “desconhecido”.
Mas o que significa conhecer um niéimero? Conhecemos /2 ou 7 ?
E verdade que temos notacdes especiais para eles. Também pode-
mos inventar notagOes especiais para todo valor critico, cuja ex-
isténcia temos provado, mas isto nao nos satisfaz. O que realmente
necessitamos é aproxima-lo com algum grau de precisao. Dizemos
que podemos calcular um ndmero z se existe um algoritmo tal
que para cada nimero racional y # z, identifica se ¥ é menor ou
maior que z. (Nés ignoramos limitagbes préiticas e admitimos que
temos tempo e memdria ilimitados.) Neste sentido podemos calcu-
lar v/2, 7 e muitos outros mimeros importantes. Sera que podemos
calcular, no sentido acima, os valores criticos que provamos a ex-
isténcia no decorrer deste curso? A resposta é desconhecida com
excecdo de alguns deles, que conhecemos o valor exato (por exem-
plo, o valor critico de percolacao de elos no papel quadriculado,
que ¢ igual a 1/2). Podemos calcular os pardmetros dessas medi-
das invariantes ndo-degeneradas, cuja existéncia ja provamos? A
resposta também é desconhecida com excessdo de alguns casos que
conhecemos os valores exatos.
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Notas.

4.1. Egercicio. Vamos considerar a classe de operadores B2 D
com um espaco = {0,1}V, onde U = Z% e D é qualquer
operador definido pela férmula (9) da pigina 35 com apenas uma
restricio: o niimero de vizinhos n = 1. Apresente um algoritmo
que decida para todos os operadores desta classe qual deles sdo
ergddicos e quais nio sao.

4.2. Ezercicio. Considere a classe de operadores deterministicos
monétonos D : Q — Q, onde Q = {0,1}V, onde U = Z¥¢,
é definido por (9). Apresente um algoritmo para decidir, quais
destes operadores sdo ergédicos. (Podemos considerar cada opera-
dor deterministico como um operador aleatério, no qual podemos
aplicar a nogéo de ergodicidade.)

4.3. Ezercicio. Prove que o problema de decidir, quais
autématos celulares tém apenas uma medida invariante, é algorit-
micamente insoluvel. Esta afirmacdo é parecida com o teorema 4.1,
mas nao é idéntica, porque nio sabemos se unicidade de medida
invariante implica em ergodicidade. Para fazer isto, vocé precise
teorema 5.3 no 1ltimo capitulo.

4.4. FEzercicio. Prove que o problema de decidir, quais
autdmatos celulares, tém mais de duas medidas invariantes linear-
mente independente, € algoritmicamente insolivel.

4.5. Problema ndo resolvido (mesmo que o ezercicio 4.2, mas
sem a suposicdo de monotonicidade). Considere a classe de opera-
dores deterministicos D : @ — Q, onde = {0,1}#* , definido por
(9). Existe um algoritmo para decidir quais deles sdo ergédicos?

4.6. FEzercicio. A afirmacio a seguir contradiz o teorema 4.1:
Eziste um algoritmo para decidir quais operadores da classe descrita
neste capftulo sdo ergddicos e quais néo sdo. A seguir é apresentado
como uma prova desta afirmagao. Vamos denotar A o conjunto
de operadores descrito acima. O conjunto A é contdvel porque
podemos representd-lo como

A=A1UA2UA3U...,
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onde A, é o conjunto desses elementos de A para os quais o con-
junto de estados de seus componentes é {1,...,n}. Todo ope-
rador que pertence a A, é determinado pela funcfo de transigio
f(v|z,y,2),onde v,z,y,2 € {1,...,n}. Entdo todo A, éfinito, e
assim A é contdvel. Representamos A = A, UA,, ,onde A, é o con-
junto dos operadores ergddicos e A, € o conjunto dos operadores
nio-ergddicos. Ambos A, e A, sdo infinitos. (Prove.) Sabemos
que todo subconjunto infinito de um conjunto contdvel também ¢é
contivel. Entdo A, e A, sdo contdveis. Assim podemos enumerar
A, e A, como segue:

Ae = {El, Eg, E3, .- } e An = {Nla Ng, N3, - }
Apds isso podemos enumerar todos os elementos de A como segue:
A= {El, N]_, Eg, Ng, E3, N3, . }

E finalmente podemos formular um algoritmo para decidir se um
elemento de A é ergédico ou ndo: se seu nimero nesta enumeragao
for impar, ele é ergddico, caso contrario é nao-ergédico. Podemos
alegar que provamos o teorema 4.1 e sua negacdo. Isto € possivel?
Se nédo, o que estd errado?

4.7. Problema resolvido. O problema de decidir quais operado-
res sd0 ergdédicos também € insolivel quando todo componente tiver
apenas dois estados, mas o estado do %-ésimo componente depende
dos estados dos componentes de indice [¢ — n, ¢ +n] no momento
prévio, onde n é um parametro natural [T-00].

4.8. Problema resolvido. Considere todos os automatos celulares
deterministicos uniformes em = {0,1}% onde o estado do i-
ésimo componente depende dos estados dos componentes de indice
[ —n, i+n] no momento prévio. Decidir, quais deles sZo 0-eroders,
é algoritmicamente insolivel [Petri].

4.9. Problema nio resolvide. Considere a classe de autdmatos
celulares R? D, onde D est4 definido por (9) na pigina 35e a e
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B sdo nimeros racionais em [0,1]. Existe um algoritmo de decisdo
de quais deles sdo ergddicos?

5. Uma definicao geral para autdématos celulares

Os auntdmatos celulares até agora considerados sao definidos
para propdsitos particulares. Vamos apresentar uma definiciio geral
de autdmatos celulares e provar algumas afirmages gerais sobre
eles. Agora U € um conjunto arbitrrio finito ou contdvel. Para
todo ¢ € U existe um conjunto finito S; de estados do ponto 7.1
A maioria dos exemplos considerados na literatura tém idénticos
S; para todo ¢, mas geralmente ndo precisamos supor isto. Como
antes, o espago de configuragio Q é o produto de S; sobre todos
os ¢ € U. Cilindros finos sio definidos do mesmo modo como antes
(4), bem como o -dlgebra e o conjunto M de medidas normal-
izadas. Como antes, convergéncia de medidas normalizadas quer
dizer convergéncia em todos os cilindros finos.

Falaremos agora sobre operadores. Como antes, para todo
t € U existe um conjunto finite V(i) C U chamado bairre. Os
elementos de V(i) sio chamados os vizinhos de i. Para qual-
quer conjunto I C U denotamos seu bairro V(I) = UV (3).
Denotaremos Sy = [ljey(;)Sj-  Autdmatos celulares deter-
ministicos sdo operadores D : Q — {2, estio definidos pelas
fungdes f; : Sy — S; como segue: |

(Dz); = fi(zv()) para todo ieU.

Agora definimos um autémato celular aleatério P. Vamos chamar
uma medida num espago produto uma medida produte se todas as

19Para considerar modelos de crescimento como na nota 2.7 deveriamos admi-
tir que 5; pode ser infinito, mas dessa forma algumas afirmacdes deste capitulo
seriam falsas, assim é melhor considers-los separadamente.
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suas marginais sao independentes um do outro. O modo como defi-
nimos nosso operador néo é tinico, mas é bastante natural: para
cada J-medida é(z) a medida Pd(z) é uma medida produto.
Chamaremos a distribuiciio da i-ésima componente de acordo com
esta medida de distribuicdo transitiva denote isto por §;(+|z). Na
realidade, a 7-ésima distribuicio transitiva depende apenas das
componentes de z no bairro de i, assim podemos escrever isto
como 8(+|zvg), onde Ty é restricio de z para V(i). Por
0:(y | z) denotamos o valor de 6;(-|z) em y € S;, que é a probabi-
lidade condicional que apés a aplicacio do operador P a i-ésima
componente estd no estado y se antes de sua aplicaciio o bairro de
¢ estava no estado zy(;). Esta probabilidade é dita probabilidade
transitiva. Assim definimos como P atua em todas as & -medidas.
Se U é finito, isto é suficiente pois {2 também é finito e qualquer
medida € uma combinac¢@o linear de §-medidas. Se U é infinito,
medidas em ) geralmente ndo sfo combinacGes lineares finitas de
¢ -medidas, mas tdo logo que nos concentramos no valor Py num
cilindro fino, restringimos  a V(I), onde I é a base deste cilindro
fino. Como I ¢ finito, V'(I) também é finito, e esta restrigio ¢
uma combinagio linear de §-medidas em V(). Assim podemos
escrever uma formula explicita para o valor de Py num cilindro
fino qualquer:

(P#)(yi=bi, iGI) =

> w(m=a,iev) [I8b:lave) (13)

aj, JEV(I) icr
para qualquer conjunto finito I C U e qualquer &, ¢ € I.

Como antes, simplificamos nossa notagio; por exemplo, a férmula
(Pu)(y: = b;, i€ 1) indica o valor da medida Py no conjunto

{yeQ : y;=10b paratodo i€ I}.

Mostraremos que todos os tipos de operadores definidos até agora
estdo contidos nesta definicdo. Qualquer operador deterministico
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pode ser considerado como um operador aleatério degenerado que
transforma cada d-medida em 4-medida. Suas probabilidades de
transi¢ao sio

_[1 sey= filzvy)
9. ) = { i(Zv(y),
ilwlave) 0 caso contririo.
Cada operador de percolagdo P = R, D definido no capitulo 2
pode ser representado na forma (13) tomando V(i) = {i+vy,..., i+

Up} €

6:(1|z) = {0 se z; = 0 para todo j € V (i),
' 1—« caso contrario.

Um produto R D é um operador do tipo acima com os mesmos
bairros e probabilidades de transi¢do

_[1-a se filzve) =1,
sl ={ % %) =5

(Os valores 6;(0|z) sdo iguais 1 — 6;(1]|z).) Dizemos que um
operador aleatdrio é degenerado se pelo menos uma de suas proba-
bilidades de transicio for igual a zero e nio-degenerado apenas se
todas as suas probabilidades de transicio sdo estritamente positivas.
Por exemplo, todos os operadores de percolagio e deterministicos
sao degenerados. Lemas 2.1 e 2.2 valem também na forma geral e
podem ser provadas da mesma maneira.

Teorema 5.1. O conjunto M de medidas normalizadas em {2
é compacto, o que significa que em qualquer seqiiéncia de elementos
de M é possivel selecionar um subseqiiéncia que converge para um
elemento de M.

Prova do teorema 5.1. Como o conjunto de cilindros finos é
contével, podemos denota-los por Cy, C,, Cs, .... Agora tomemos
~ uma seqiiéncia arbitrdria p; € M e provemos que ela tem uma sub-
seqiiéncia convergente. Considere a seqiiéncia de p;(C}), i.e. valo-
res de nossas medidas em C). Estes valores sdo nimeros reais entre
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7ero e um, assim a seqiiéncia deles tem uma subseqiiéncia conver-
gente. Assim a seqiiéncia y; tem uma subseqiiéncia u} de valores
que converge em C;. Defina 1, = u! e considere a seqiiéncia de

valores na

#’:-(02): 1= 27 37 l4’: s (14)
Novamente, esta seqiiéncia tem um subseqiiéncia convergente, e
assim a seqiiéncia (14) tem um subseqiiéncia p? de medidas cujo
valores converge em C; e C,. Defina 1, = p? e considere valores
das medidas

#12(03)3 = 2:3:41 AR
Procedendo da mesma maneira, obtemos uma subseqiiéncia de valo-
res que converge em Cj e assim por diante. Dessa forma podemos
definir 14, vy, v, ..., cujos valores convergem em todos os cilin-
dros finos. Pelo lema 2.1 esta seqiiéncia converge para uma medida
normalizada. Teorema 5.1 estd provado.

Chamamos uma medida u inverianie para um operador P se
Pu = p. Se o limite lim, ., P*u existe, entdo este limite é in-
variante para P. Entdo nossa tarefa de estudar ergodicidade em
autdmatos celulares estd fortemente vinculada ao estudo das suas
medidas invariantes.

Teorema 5.2. Qualquer operador P definido em (13) tem
pelo menos uma medida invariante.

Prova do teorema 5.2. Ao aplicar nosso operador P iterati-
vamente numa medida inicial arbitraria u, obtemos uma seqiiéncia

de medidas u, Py, P2u, P3u,.... Formemos outra seqiiéncia de
medidas 1, o, 13, ..., onde
1 .
itbk = E(M++Pk_1p’)9 k=1:2:3:"‘ (15)

Do teorema 5.1 esta seqiliéncia tem uma subseqliéncia que converge
para alguma medida ¢. Provaremos que ¢ é invariante para P.
Suponha que ndo seja, isto é existe um cilindro fino

C ={y: yi=a; paratodo i€} -
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onde I é um subconjunto finito de U, tal que ¢ e P¢ tém valores

diferentes em G
¢(C) # (Pg)(C). (16)
Denote H = |¢(C) — (P¢)(C}| > 0 e denote também
Co={z:3;=a; VieV(I)}, paraqualquer a€ Sy().

Pois I é finito, V(I) é finito também. Consegiiéntemente Sy r
também o é. Entdo podemos escrever a férmula (13) como

PW(C) = T uC) TT0:10

iel

Como a seqiiéncia (15) tem um subseqiiéncia que converge para ¢,
podemos tomar k tdo grande que

1% (C) — 6(C)| < H/4

H
4 Tjevir 1551
para todo a € Syy;, onde [S;| é a cardinalidade de ;. Também,

hbk(ca) - ¢(Ca)| < (17)

1
P = + (Pu+ -+ Pkp),
de onde

que ndo é em moédulo maior que 2/k. Isto é menor que H/4 se
escolhemos k£ > 8/H .
Também vamos provar que | (P¢)(C) — (P¢x)(C) | < H/3:

| (P9)(C) — (P)(C) | =
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> dlzr =an) [] bibilavy) — > viler = an) [] Gi(bilav)

av el av(r icl
> (¢~ tu)(zr = o) [ 6:bi | avyy) |- (18)
av () iet

Como todas as probabilidades de transi¢do ndo excede 1,

[16:(bilav) < L.
iel

Conseqiiéntemente de (17), (18) ndo excede H/4. Assim
| #(C) — (P$)(C) | <

| #(C) — ¥(C) | + | ¥6(C) — (Pi)(C} | +| Py (C) ~ (Pg)(C) | <
H/A+H/A+ H/4< H.

Esta contradicio mostra que nossa suposigdo (16) é falsa. O teo-
rema 5.2 estd provado.

Na pratica, freqiiéntemente precisamos de um teorema seme-
Ihante, porém mais geral. Esse teorema pode ser formulado como
segue:

Teorema 5.3. Suponha que temos um subconjunto compacto
convexo e ndo-vazio C de M onde um autémato celular P atua.
Suponha que exista p € M tal que Pty pertence a C para todo
t. Entdo P tem uma medida invariante que pertence a C.

Este teorema pode ser provado da mesma forma como foi o teo-
rema 5.2 e nés deixamos sua prova para o leitor. Vamos usi-lo para
dizer algo novo sobre operador de Stavskaya descrito no capitulo 2.
Seja C' o conjunto de medidas para o qual a densidade de zeros néo
excede 1/3. Entdo, tomando a medida inicial concentrada em “to-
dos uns” e « tal que 27«/(1 — 27a) < 1/3 e aplicando o teorema
5.3, concluimos que este operador tem uma medida invariante em
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C. E continua verdadeiro se em vez de 1/3 tomarmos qualquer
numero positivo. i |

Nos capitulos anteriores deixamos muitos fatos importantes sem
a devida prova. Para provd-los, nogbes de monotonicidade séo
muito tteis. Eles sdo discutidos, por exemplo, no capitulo 2 de
[Discr], mas de uma maneira um pouco formal. Em esséncia, estas
nogdes confirmam nossa intuicio sobre ordem. J4 falamos sobre
operadores deterministicos monétonos e agora também falaremos
sobre operadores mondtonos aleatérios. Assuma que cada S; é or-
denado (mesmo que parcialmente). Por exemplo, se os elementos
de S; sdo nimeros inteiros, eles podem ser ordenados como na reta.
Usaremos os sinais < e > e as palavras precede e sucede ao referir-
nos a esta ordem. Por exemplo, quando S; = {0,1}, geralmente
dizemos que 0 < 1 que significa que zero precede um ou (equivalen-
temente) 1 > 0 que significa que um sucede zero. Estas relagdes sdo
generalizacBes das relagdes “menor que” e “maior que” nos niimeros
reais, mas neste caso pode haver elementos incompardveis. Uma su-
posi¢do importante é que para quaisquer a,b € 5; taisquese a < b
e b < a, entdo @ = b. Vamos introduzir uma ordem parcial em
1 dizendo que a configuragéo| = precede a configuracio y ou, y
sucede z e escrevendo z < ¥y ou ¥y = T se I; < y; para todo
¢ € U. Dizemos que um operador deterministico D é mondtono
se x < y implicar Dz < Dy. Esta definicio é consistente com o
que dissemos antes. Dizemos que um conjunto mensurdvel S C
é superior se ‘
(z€S, z<y) = yeb.

Analogamente, um conjunto S C Q é inferior se
(ye S, :c-ﬁy) = g €8S.

E facil verificar que o complementar de um conjunto superior é um
conjunto inferior e vice-versa. Introduzimos uma ordem parcial em
M como: uma medida normalizada p precede v ou v sucede u se
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p(S) < v(S) paraqualquer S superior (ou u(S) > v(S) para qual-
quer S inferior o que é equivalente). Dizemos que um operador P
¢ mondétono se p < v implicar Py < Py. Também dizemos que o
operador P, precede o operador P, ou P, sucede P, e escrevemos
P, < P, ou P, > P, se P; < Py para qualquer medida p. Ob-
serve que existem configuraces incomparaveis, por exemplo (0,1)
e (1,0), até mesmo se todos os elementos de S; for compardveis.
Semelhantemente existem medidas incompardveis e operadores in-
comparaveis. Observe também que todas as nossas defini¢des sdo
consistentes: Considerando um operador deterministico como um
operador aleatério degenerado, nossa defini¢io de monotonicidade
coincide.

Lema 5.1. Tomemos duas medidas produto u, v € M, onde
p=1IL;p e v =[L;vi. Entdo p < v se e sé se u; < 15 para
todo 1.

Prova ¢ ficil e a omitimos.

E claro que, superposicio de operadores mondtonos é mondtono,
assim para saber se uma superposicio de dois operadores é
monoétona, é suficiente verificar monotonicidade de cada um deles
separadamente. Como conferir monotonicidade de um operador?

Proposi¢ao 5.1. Um operador P definido por (13) na pigina
75 é mondtono se e s6 se todas as distribuigtes de transi¢io 6;(-|z)
sao fungbes mondtonas de z, isto é

(z<y) = 6(|2) < 6:(|y). (19)

Por exemplo, todos os operadores de percolagio satisfazem esta
condic¢do e entdo sdo mondtonos.

Prova da proposi¢io 5.1. Numa dire¢do: suponha que (19)
seja falso, isto é que existe ¢ e y < z tal que #;(-|y) ndo precede
6;(-| z) . Entdo §(y) < d(z) serve como esse p < v para o qual Py
nfdo precede Pr porqué ambos sio medidas produto e o 7-ésimo
fator de Pu nao precede o i-ésimo fator de Pv. Pelo lema 5.1
isto é suficiente. Na diregdo oposta: também segue do lema 5.1.
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Proposicao 5.2. Dados dois operadores P; e P> com o0s mes-
mos Q e u e distribui¢des de transicio 0}(-|z) e 63(-[z) respec-
tivamente. Entdo P, < P, se e 86 se

6} (-|z) < 62(-|z) paratodo i€U e z €. (20)

Prova da proposicao 5.2.

Numa direcio: Suponha que 8}(-|y) nfo precede 67(- |y) para
algum 7 € U e algum y € Q e prove que P, nio precede Pp,
isto é, que existe uma medida p tal que P, p ndo precede P pu.
Tome u = d(y). Entdo ambos P, p e P pu sdo medidas produto
e 0 i-ésimo fator viola a condicdo do lema 5.1, de onde P; u ndo
precede P y.

Na outra dire¢io: Agora assuma (20) e prove que Py < Pyt
para todo u. E suficiente provar para uma &-medida, o resultado
segue do lema 5.1. Assim a proposicdo 5.2 estd provada.

De agora em diante assumimos que todos os S; sdo iguais a
{0,1} e aplicaremos a teoria de monotonicidade.

Lema 5.2. Faca S; = {0,1}. Se P é monétono, entdo
seqiiéncias P%dy e P*d; convergem.

Prova E facil provar por indugao que

0 < Péy < P2(50 - P3(50 - P4(50...

8 = P6, » P25, »~ P, » PY%,....

Em todos os casos a primeira desigualdade é evidente pois dg <
i < 0; para qualquer medida u e todas as outras desigualdades
seguem desta. Assim para qualquer conjunto superior ou inferior C
as seqiiéneias P*§,(C) e P*41(C) sdo mondtonas e entdo todos
eles tem um limite. Agora tome um cilindro fino qualquer C e
denote

C={z|3yeC:y=<z} e C=C\C.
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E facil mostrar que C e C so conjuntos superiores, assim o0s
valores de P*§; e P4, para estes conjuntos tém limites. Entdo
seus valores para C também tem limite o que indica que estas
medidas tém limite. O lema 5.2 estd provado.

Um exemplo de aplicacio do lema 5.2: a seqiiéncia P®4, para
o operador de Stavskaya P tem um limite; assim de (8)

2T
1—-27¢

a mesma desigualdade é verdade para a medida limite, onde para
pequenos valores de o o operador de Stavskaya apresenta pelo
menos duas medidas invariantes distintas.

Agora concluimos a prova do teorema 2.1. Segue da proposigao
5.2 que se temos dois operadores de percolagio P, e P, com bairros
Vi e V;, respectivamente e Vi C Vo, entdo P, < P,. Isto implica
o restante do teorema 2.1 imediatamente.

Provaremos agora o lema 2.4 e assim concluimos a prova do teo-
rema 2.3. Assuma que nosso operador P = RS D & nic-ergédico.
Do teorema 5.2 sabemos que P tem uma medida invariante pu.
Suponha que existe v tal que Pty ndo tende para u. Isto sig-
nifica que existe um cilindro fino C tal que (P*v)(C) nio tende
para u(C). Isto significa que existe H > 0 tal que para qualquer
T existe £ > T tal que

[(P"»)(C) —u(C)| 2 H. (21)

(Pt 61) (IEO = 0) S

para todo f,

Denote por I o suporte de C e m o numero de pontos em I.
Agora escolha as condighes iniciais das distribui¢Ses marginais de
z e y de acordo com u e v respectivamente. Escolha T tao
grande que p; < H/m para todo £ > T. Entdo para qualquer
ponto (v,%), onde ¢ > T, a probabilidade que ele seja um ponto
de diferenga n#o excede p; < H/m e entdo para quaisquer m
pontos a probabilidade que pelo menos um deles seja um ponto de
diferenca é menor que H. Denote E,(t) o evento “o processo x
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no tempo ¢ estd em C” e E,(t) o evento “o processo y no tempo
t estd em C”. A diferenca simétrica AE desses dois eventos estd
contida no evento “pelo menos um dos pontos (v,t),v € I € ponto
de diferenca”. Mas sabemos que a probabilidade deste evento é
menor que H , assim a probabilidade de AE também é menor que
H, logo a diferenca de probabilidades de E.(t) e E,(t) também
é menor que H. Mas isto contradiz (21). Esta contradi¢io prova
que nossa suposicio sobre nio-ergodicidade de P é falsa. Dai o
Lema 2.4 e teorema 2.3 estao provados.
Provaremos agora o teorema 3.4. Desde que R? < R?,

(RE D)t & < (RP D) &

para todo t. Mas para 8 pequeno o bastante a densidade de uns
em (RPD) & ndo excede 1/3 para todo t desde que S seja
pequeno o suficiente. Entfo a densidade de uns em (RZ D) §,
também n&o excede 1/3 para todo ¢. Entdo do teorema 5.3 o
operador R? D tem uma medida invariante g, donde a densidade
de uns néo excede 1/3. Mas, como D também é um l-eroder,
podemos usar argumentos semelhantes para provar que R D tem
uma medida invariante p;, daf a densidade de zeros ndo excede
1/3. Entdo pg # 1. O Teorema 8.4 estd provado.

Assim apresentamos um autdmato celular ndo-ergddico e nao-
degenerado em U = Z?2. Construcdes e argumentos semelhantes
podem ser apresentados para todo U = Z¢, d > 1, isto é para
todas as dimensfes maiores que um. Existem autématos celulares
nao-ergddicos e ndo-degenerados no espago unidimensional?

Por muito tempo era comum na fisica estatistica acreditar que
transicdes fasicas s6 podiam acontecer em sistemas com dimensdes
maiores que um. Por exemplo, §152 da monografia de Landau
e Lifshitz {Lan-+Lif] é chamado “A impossibilidade da existéncia
de fases em sistemas unidimensionais” é um argumento de estilo
fisico é apresentado em defesa dessa impossibilidade. Outro ex-
emplo: “Na dimensfo um bosonos nao condensam, elétrons nio
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fazem superconducio, ferromagnetos ndo magnetizam, e liquidos
ndo gelam” [Lie+Mat], pdg. vi."! Porém, todas estas idéias foram
formadas com modelos de equilibrio que nfc tem parimetro de
tempo. Autdomatos celulares, além de coordenadas espaciais, tem o
pardmetro “tempo”. Este pardmetro deve ser contado como uma
dimensdo adicional? Os resultados modelados [Pet+Pia+-Vas] no
sugere isso. Depois a conjectura de tazas positivas foi proposta por
varios autores baseados em varias consideragfes informais defendem
que todo autémato celular aleatério e uniforme nao-degenerado uni-
dimensional é ergddico. (veja, por exemplo, Capitulo 4, secdo 3 de
[Liggett], ou pdg. 115 de [Discr] ou [Gray]).

Porém, nada pode substituir uma prova rigorosa. Os sistemas
que os matematicos consideram, podem ser muito complicados e
muito mais geral que esses que surgem em consideracdes fisicas,
e pode contradizer a intuicio fisica. Agora a conjectura de taxas
positivas é refutada: Gacs propde um sistema unidimensional uni-
forme ndo-ergddico e ndo-degenerado. Como a maioria dos exem-
plos apresentados neste curso, o sistema de Gacs na verdade é um
operador que atuaem = SZ, que é uma composigio de um ope-
rador deterministico e outro aleatdrio que transforma cada estado
de cada componente em qualquer outro estado com uma proba-
bilidade pequena independentemente. A principal propriedade do
sistema € que erros néo se acumulam, de forma que a densidade das
componentes em estados errados é sempre pequena. O sistema é
muito complicado e alguns defeitos foram achados em sua primeira
versao, mas agora todos eles foram corrigidos e uma versao atual-
izada do sistema de Gdcs serd publicada logo como [Gacs]. Ele usa
mais de duzentas paginas para descrever e precisa, embora finito,
de um nimero muito grande de elementos do conjunto S de esta-
dos de cada componente. Apesar de ser positiva, a probabilidade
de erro é muito pequena. Ultimamente eu pedi para Gdcs estimar,
pelo menos grosseiramente, os pardmetros de sua construgido. Ele

11 Nossa nota 1.4 também indica nesta direcio.
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nio estava seguro, mas sugeriu 2'® como uma estimativa gros-
seira do nimero de estados ¢ um dividido pela raiz quadrada deste
nimero como uma estimativa grosseira da probabilidade do erro.
Embora o resultado de Gécs seja teoricamente muito importante,
estes niimeros fazem uma aplicacio pratica muito improvdvel. Se-
ria interessante descobrir, se um niimero grande de estados e uma
probabilidade pequena de erro sfo realmente necessdrios. Bem
como estudar vérias construgées unidimensionais simples com pro-
priedades semelhantes a da transicio fésica.

Notas.

9.1. Egercicio. Dado duas medidas p e v de um mesmo espaco,
tal que p < v e ¥ < p. O que vocé pode concluir sobre 1 e v?

5.2. Ezercicio. Na prova do lema 5.1 e do teorema 5.1 usamos
a condic@o que todo os S; sdo finitos? O Lema 5.1 e o teorema 5.1
permanecem verdadeiros se algum S; for infinito?

5.3. Ezercicio. Prove que o operador R? é monétono se e s6 se
a+pf<1. :

5.4. Egercicio. Vamos chamar um operador aleatério P anti-
mondtono se y < v = Pu> Pv.

a) Prove que R? ¢ anti-monétonoseesése o+ 8> 1.

b) Prove que a superposi¢io de dois operadores ant{-monétonos
é mondétono.

¢) Um operador pode ser nem monétono nem anti-monétono?

d) Prove uma proposi¢io analéga a 5.1: Um operador P
definido por (13) na pagina 75 é anti-monétono se e s6 se

(<) = 6(12) = 6 |9,

e) O que vocé pode dizer sobre um operador que é mondtono e
anti-monétono ao mesmo tempo?

9.9. Egercicio. Prove que o operador Rf Dypc é ergédico
sempre que 2/3 < a+ f§ < 4/3.
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5.6. Ezercicio. Por acoplamento de duas ou mais medidas enten-
demos uma medida num produto de seus espacos cujas marginais
sdo estas medidas. Prove que para duas medidas 4 e ¥ num mesmo
espago, ¢ < v se e s6 se existe um acoplamento de p e v de tal
forma que z < y q.c., onde z e y sio as configura¢des nos primeiro
e segundo espagos.

5.7. Problema ndo resolvido. Unicidade de uma medida in-
variante implica ergodicidade? Noutras palavras, existe autémato
celular ndo-ergddico, com s6 uma medida invariante?

5.8. Aprozimacdo de meio-campo. Considere um operador de
Stavskaya no qual todos os pontos sdo aleatériamente misturados
depois de cada unidade de tempo. Neste caso um pardmetro
a densidade de zeros, é suficiente para descrever o que acontece
em cada passo. Este pardmetro é determinado, em cada momento,
pelas condigdes:

z9=0, Ty =ca+(1—a)zi (22)

Prove que o limite lim; ., z: existe e estude seu comportamento -
de acordo com o pardmetro «. Para que valores de o este lim-
ite é igual a 1 e para quais valores de « este limite é menor que
1?7 E claro que o comportamento de z; € diferente do comporta-
mento da densidade de zeros no tempo ¢ no processo de Stavskaya.
No entanto, suas qualidades sdo similares: em ambos os casos o
valor critico de o existe. Na Fisica tais aproximactes de processos
complexos por simples repeticdes sdo chamadas “aproximagées de
meio-campo” porque elas podem ser interpretados como uma sub-
stituicio de particulas e suas interagGes por algumas distribuigées
uniformes no meio-campo descritas por um sé pardmetro - densi-
dade. Também, a iteragdo (22) é exata para um operador andlogo
num grafo especial conhecido como grafo de Bethe mostrado na
figura 5.1.

5.9. Ezercicio. Escreva uma aproximagio de meio-campo para
o operador Rﬁ Dy e estude para que valores dos parametros ela
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é ergddico.

Figura 5:1. Parte do grafo de Bethe onde @ aprozimacdo de
meio-campo € exzata porque gqualquer medida-produto se trans-
forma numa medida produto.

Principais conceitos e notagoes

Z - o espaco inteiro d-dimensional, um produto de d fatores
iguaisa Z , onde Z ¢ o conjunto dos nimeros inteiros.

IR%- 0 espago real d-dimensional - um produto de d fatores
iguais a IR, onde IR é o conjunto dos niimeros reais.

Caminho num grafo - uma seqiiéncia finita ou infinita “vértice-
elo-vértice-elo...”, onde cada elo conecta os vértices entre os quais
ele estd localizado na seqiiéncia.

Caminho auto-evitando - um caminho, onde todos os termos sd0
diferentes.
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Contorno - um caminho, no qual o primeiro e iltimo vértices
coincidem. o

U - um conjunto finito ou contdvel, discreto analégo ao espaco
fisico. Elementos de U sdc chamados pontos.

S; - o conjunto de estados da i-ésima componente, onde i € U .

Espaco de configuracio - espago produto € = [[;cy S;. Maior
atencdo é dada ao caso S; = {0,1}, isto é Q= {0,1}7.

Configuragdo - um elemento do espago de configuracio. Cada
configura¢do z tem componentas z; para todos i € U.

I,(z) - o conjunto de pontos 1 € U onde z; =a.

Cilindro fino - subconjunto de Q da forma

{.’E €0: Tip = 04150003 T4, = a,-n}.

Suporte deste cilindro fino € o conjunto {7;,...,%,}.

Medida normalizada p em 2 é definida por seus valores em
cilindros finos. A palavra “normalizada” quer dizer p(Q2) =1 e na
maioria dos casos estd omitida.

M - conjunto de medidas normalizadas em 2.

§ -medide §(z) - medida concentrada numa configuragio z.
Medidas ¢y e 4; sdo concentradas em “todos zeros” e “todos uns”.

Medida produto - medida num espago produto, no qual todas as
marginais sdo independentes.

Autémato celular - o mesmo que operador linear P: M — M,
que transforma qualquer ¢-medida &(z) numa medida produto,
do qual o %-ésimo fator depende de zyy;), onde V(i) é finito para
todo i e zy(; é restricio de = para V(i).

P ;- resultado da aplicagio do operador P para a medida u.

Distribuigdo transitiva 6;(-|z) - distribuicdo da i-ésima com-
ponente de acordo com a medida P §(z).

Probabilidade de transicio 8;(y|z) - probabilidade que a 4-
ésima componente y concorde com a medida P é(z).

Medida degenerada - uma medida que é igual a zero pelo menos
num cilindro fino.
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Autémato celular degenerado - um autémato celular, onde pelo
menos uma das probabilidades de transicao seja igual a zero.

Superposicdo P () de dois operadores P e¢ ) - um operador
cuja acdo resulta primeiro da agio de @, e depois da acdo de P.

Medida uniforme - uma medida, que € invariante sobre todas as
translagdes de espaco.

Operador uniforme - um operador que comuta com todas as
translagoes de espacgo.

Medida invaeriante - uma medida p € M ¢ dita invariante para
operador P se Pu=pu.

Ergodicidade - operador P : M — M é dito ergddico se o
limite lim; o, P?p existe e é o mesmo para tudo p € M.

Monotonicidade -
Um operador deterministico D é dito mondiono se

s <y=Dz<Dy.
Um operador aleatério P é mondtono se
u<v=Pu~<Pv.

Acoplamento de duas ou mais medidas - uma medida num
espago produto cujas marginais sao estas medidas.

Acoplamento de dois ou mais processos - um pProcesso num
espaco produto cujas marginais sdo estes processos.

z -eroder - um autdmato celular deterministico D7, para o qual
a configuracdo z € invariante e para cada desvio finito v de =
existe ¢ tal que Diy==z.

0-eroder - x-eroder para = = “todos zeros”.

1-eroder - x-eroder para x = “todos uns”.

Translacdo S+v de um conjunto S de um vetor v num espaco
linear - o conjunto {i +v | i€ S}.

Soma e diferenca vetorial de dois conjuntos num espaco linear:

Slﬂ:SQ':{Z:i:j |’£ES1, jGSQ}.
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~ Conjunto convezo - um conjunto num espaco linear o qual com
pontos g, b contém também o segmento [a,b].

Envelope convezo de um conjunto S num espaco linear - in-
terseciio de todos os conjuntos convexos que contém S. E o con-
junto convexo “minimal” que contém S no sentido que nenhum de
seus subconjuntos préprios convexos contenha S.

Mdquina de Turing- uma méquina abstrata proposta por Turing
como uma formalizacdo da nogéo de algoritmo.
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