Calculo Variacional e
Controle Otimo






impa

Publicacbes Matematicas

Calculo Variacional e
Controle Otimo

Antonio Leitao
UFSC

232 Coléquio Brasileiro de Matematica



Copyright © 2001 by Antonio Leitio

Direitos reservados, 2001 pela Associagio Instituto
Nacional de Matemética Pura e Aplicada - IMPA
Estrada Dona Castorina, 110

22460-320 Rio de Janeiro, RJ

Impresso no Brasil / Printed in Brazil

Capa: Noni Geiger

23* Colbquio Brasileiro de Matematica

Aspectos de Modelagem Matematica em Dindmica dos Fluidos — André
Nachbin

Cilculo Variacional e Controle Otimo — Antonio Leitio
Computational Methods in the Local Theory of Curves — Abramo Hefez e
Marcelo Escudeiro Hernandes

¢ Contornos, Conjuntos Convexos e Autématos Celulares — André Toom

» Inteiros Quadraticos € o Grupo de Classes — Antonio J. Engler e Paulo Brumatti

+ Introduction to Toric Varieties — Jean-Paul Brasselet

¢ Introdugio aos Espagos de Escala (EDPs em Processamento de Imagens) —
Ralph Teixeira

» Indices de Campos Holomorfos e AplicagSes — Marcio G. Soares e
Rogério S. Mol

e Notes on Morse Theory — Daniel V. Tausk, Francesco Mercuri e Paolo Piccione

¢ One Dimensional Dynamics: the Mathematical Tools — Edson de Faria e
Welington de Melo

¢ Partial Regularity of Solutions of the 3-D Incompressible Navier-Stokes
Equations — Hermano Frid e Mikhail Perepelitsa

e Perfect Simulation of Spatial Processes — Nancy L. Garcia

¢ Riemannian and Submanifold Geometry — Carlos Olmos

e Topicos em Combinatdria Contemporénea — Carlos Gustavo Moreira ¢
Yoshiharu Kohayakawa

¢  Uma Introdugfic Sucinta a Algoritmos de Aproximagfo — Cristina G. Fernandes
et al

Distribuicio:

IMPA

Estrada Dona Castorina, 110
22460-320 Rio de Janeiro, RJ
e-mail: dic@impa.br
http://www.impa.br

ISBN: 85-244-0171-0



Conteudo

1 Introdugéo ac Cdlculo de Variagoes 3
1.1 Problemas Variacionais e Convexidade . . . .. ... ... ... ....... 3
1.2 Lemas de du Bois—-Reymond ¢ Lagrange . . . .. ... .. ... ....... 9
1.3 Equagio de Euler-Lagrange . . . . . .. . .. ... .. ... 10
1.4 Trés Problemas Variacionais Cldssicos . . . ... ... ............ 14
1.5 Extremais Diferencidveis por Partes . . . .. .. ... . .. ... ...... 17
1.6 Problemas Vetoriais . . ... ... .. ... ... ... . ... .. . ... .. 24
1.7 Exercicios . . . . . . . o e e e 25

2 Problemas Variacionais ¢ Controle Otimo 27
2.1 Problemas de Controle Otimo: Apresentacio . . . . . e e 27
2.2 DProblemas Variacionais com RestricBo . . . . . . . ... ... ... ..... 28
2.3 Extremais Singulares e Trajetérias Otimas . . . . . .. ... ... .. .. .. 38
2.4 Convexidade I: condigBes suficientes . . .. .. ................ 41

2.5 Convexidade II: condigBes necessdrias . . . ... ........ e 45
206 Exercicios . . . . . . .. e 46

3 Principio do Maximo de Pontryagin 49
3.1 Problemas com Horizonte Finito . . ... ... ... ... .......... 49
3.2 Problemas com Horizonte Infinito . . . . .. ... ............... 54
3.3 ProblemasImpulsivos . . .. .. ... ... ... ... ... .. .. .... 57
3.4 Aplicagbes do Principiodo Méximo . . . . .. .. ... .. ... ....... 59
35 Exercicios . . . . .. . 79

4 Demonstragéo do Principio do Maximo 81
4.1 Otimizagio Infinita . . . .. . .. ... ... ... ... 81
4.2 Um Problema Auxiliar . . . . ... ... .. ... ... .. . ... ..., 83
4.3 Condigdes Necessdrias de Otimalidade . . . . . . . .. ..., ... .. ... 90
44 BExercicios . . . . . . ... e e .93

Apéndice 95



A Otimizagio Infinita

A.1 Um Problema Abstrato de Otimizagio

A2 Linearizagdo do Problema de Otimizagio . . ... .. ... .. .. .. ...
A.3 Condigbes Necessdrias para o Problema Abstrate . . . . ... ... .. ...

Bibliografia

Indice

i

95
95
96
102

105

110



Lista de Figuras

1.1 Candidato ageodésicanaesfera. . . .. ... ... ... ... .. ...... 15
1.2 Cicldide: solugfio do problema da Braquistécrona . . . . . ..., .. .... 17
1.3 Suavizagio de fungdes Cla,b) . . . . ... 20
2.1 Condigdo de contorno transversal e fungdes admissiveis . . .. ... . ... 30
2.2 Bxtremal Singular: Caso X . .. . ... ... ... ... .. ... ... ... 40
2.3 Extremal Singular: CasoIT . . ... .. ... ... ... ... ... .... 41
3.1 Algoritmo do método de shooting para resolver um sistema Hamiltoniano. 53
3.2 'Trajetdrias 6timas para os controles v* =leuw*=—-1 . ... .. ..., ... 61
3.3 Trajetorias correspondentes a controles constantes . . . . . ... ... ... 61
3.4 ‘Trajetérias dtimas correspondentes aos controles uw* = leu*=—-1 . . . .. 62
3.5 Condigdes iniciais (h, v} que sio levadas pelo controle »* = 1 & condigio final
0,0, m(T) comm(TY>M. ... . 64
3.6 Trajetdria 6tima para o problema da alunissagem . . . . ... ... .. ... 65
3.7 Curvas T e % o . L o e 74
3.8 Curva Iy . v o e e 76
3.9 Cenério para o problema da pescaria 6tima . . . .. ... ... ....... 77
3.10 Regides principais do planodefase . . . . ... ... ... ... e 78
A.l Cones tangenciais C{z) e T(C,z). . . . . . o o v i v e i e 97






Capitulo 1

Introducao ao Célculo de Variacoes

Este capitulo ¢ dedicado ao estudo de uma familia particular de problemas de otimizagdo,
denominados na literatura moderna por prolemas variacionais. A andlise formal de tais
preblemas leva o nome de edlenlo variacional. Tais problemas de otimizagdo se caracterizam
por estarem definidos em espagos (de fungdes} de dimencfio infinita ¢ pelo fato da fungio
objetivo ser descrita por um operador integral.

De especial interesse é o estudo de condigfes necessirias efou suficientes para caracte-
rizacao das solugdes (pontos de maximo/minimo) destes problemas otimizagio. Simplifi-
cadanente, tais condigdes sio obtidas a partir da extencio aos problemas variacionais de
resultados da andlise em vérias varidveis, que permitem caracterizar os candidatos a solugio
dos problemas de otimizagio em espacos de dimengdo finita.

Neste capitulo estudamos prolemas variacionais sem restricies {somente com condigGes
de contorno). Os problemas variacionais sujeitos a restrigbes sio analisados no Capitulo 2,
onde o teorema de multiplicadores de Lagrange desempenha papel fundamental.

No Pardgrafo 1.1 séo introduzidos os problemas variacionais e apresentados os conceitos
de eztremos locais e de variages de Giteauz. Sob hipéteses adicionais de convexidade, é ob-
tido um resultade preliminar sobre condigdes suficientes para otimalidade. No Parargrafo 1.2
¢ apresentado um resultado auxiliar (lema de du Bois-Raymond), essencial para obtencgao
das condigBes necessdrias. No Pardgrafo 1.3 analisamos condi¢des necessdrias para otima-
lidade, que sdo apresentadas na forma da eguacdio de EBuler-Logrange e de sua primeira
integral. No Pardgrafo 1.5 considerados problemas com trajetérias continuas por partes,
enquanto que no Pardgrafo 1.6 sdo estudados problemas vetoriais.

1.1 Problemas Variacionais e Convexidade
Um problema cldssico do calculo de variagSes ¢ a minimizagio de funcionais do tipo
b
1) = [ L./ @), (L1)
a

onde o iutervale [, b] ¢ fixo e a aplicagio L : [a, 5] xR xR — IR é conhecida. A minimizagio
do funcional definido em {1.1) é realizada entre as fungdes ¥ : [a,b] — IR continuamente

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO AO CALCULO DE VARIAGOES

diferencidveis em [a, b).!
O problema de minimizar o funcional em (1.1} ¢, via de regra, sujeito a diferentes tipos
de restrigio como:

» Tmpor condicBes a y nas extremidades do intervalo, i.e. y(a) = ya efou y(b) = ys;
e Exigir que g{t,y(t),7'(t)) =0 parat € [a,b], onde g : fo,b] x R x R — R;
» Exigir que ffg(t,y(t),y’(t)) dt=c,ondeg: e, x RxR—+RececlR;

O primeiro tipo de restricio é denominado condigao de contorno e pode ser exigido em
ambos ou em apenas um dos extremos do intervalo [a,b]. O segundo tipo de restricdo ¢
denominada restrigiio Lagrangeana, devido a sua semelhanga com as restri¢des presentes
nos problemas da mecénica Lagrangeana. O terceiro tipo ¢ denominda restrigfio isoperi-
métrica (ou integral), uma, vez que os primeiros problemas de interesse relacionados & esta
restrigio apresentavam a exigéncia dos candidatos ¥ terem todos o mesmo comprimento
(fato relacionado com a escolha g{t, ¥, %'} = [¢'])-

O intervalo [a,5] ndo precisa scr necessariamente fixo. Este ¢ o caso quando uma das
condigdes de contorno é descrita pela curva de nivel de uma func¢do o : R? — R. Temos
assim uma restrigdo do tipo:

o o(T,y{T))=0,com T >a,

que é denominada condigfio (de contorno) transversal. Note que a fungio objetivo é
da forma I{y,T) := faT L{t,y{t), i/ (t))dt e T > a, o extremo direito do intervalo, também
precisa ser determinado.

As restricbes acima podem aparecer de forma combinada, de modo que um mesmo pro-
blema pode estar sujeito a restrigies de diferentes tipos, ou a vérias restrices do mesmo
tipo. Analisamos neste capitulo somente os problemas variacionais com condigtes de contor-
no. Problemas sujeitos a restrigdes lagrangeanas e isoperiméiricas, assim como problemas
comn condigdes de contarno transversais sdo discutidos no Pardgrafo 2.2.

Considere a seguinte familia de problemas variacionais

b
Minimzar I{y) = / Lit,y(t),y' () dt

sujeito a ¢

y € Yaa := {y € C*[a, b} | ¥(a) = va, y(b} = m}.

(1.2)

O conjunto Yzg 6 denominado conjunto das fungdes admissfveis {ou vidveis}. Da andlise
real, sabemnos que é preciso distinguir entre minimos locais e globais do funcional I:

Defini¢ao 1.1.1 § € Y,y é denominado minimo global de I : ¥;¢ = R quando a desi-
gualdade

Iy) = I(7h

! Adotamos no texto a seguinte notagio:

Cla,b] :
Cla,b] :

{y :[a,b] = R | y continua},
{y: [a,b] = R | y diferencidvel em [a,b], ¥’ € Cla,b]}.
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& satisfeita para todo y € Yq. OO0

Definimos na seqiiéncia os minimos locais de 7. A importincia destes minimaos vem
do fato de que condigbes apenas necessirias, em peral, os englobam juntamente com os
minimos globais. Antes de apresentar a definigdo, relembramos alguns fatos importantes
sobre a topologia dos espagos Cle, b] e C'[a, b].

Observacéio 1.1.2 O espago vetorial C[a, b] é completo (Banach) com a norma do supremo
{ou de Tschebyscheff)
Iflloc == sup |f(t}l, f € Cla,b].
tefa,b]

Logo, d{f,g) := || — glloc define uma distincia (métrica} em Cfa, ). De forma andlopa &
possivel construir uma métrica para C%[a, 5) com a distancia ||f = gl[1,60 1= [If = glles + |/~
g'lleos £, € C'[a, ). oCo

Definigdo 1.1.3 § €Y,y é denominado minimo local fraco de J quando
J6>0 tq Yy ey com |y —Fliee < & temos I(y) > I().
7 € Y,4 ¢ denominado minimo lqcal forte de I quando
>0 tq Vy € Yor com [y —Flloc < & temos I{y) > I(7).
[ |

De especial interesse para os problemas variacionais sdc os minimos locais fraces. Note
que uma vizinhanga forte de v € ¥4 possui mais elementos do que a vizinhanca fraca
correspondente. Portanto, a exigéncia de y ser minimo local forte é mais restritiva.

A scguir, é apresentada uma definigao que estende o conceito de derivade direcional de
aplicagdes f : R" — IR e € de importincia fundamental para a caracterizagio de solucbes
do problema variacional (1.2).

Definicio 1.1.4 Seja ¥ um espago vetoriale I : ¥ — R. Dados y,v € Y definimos a
variagdo de Géteaux de 7 em y na direco v através de

I F —_
&(y;v) = lim M,
=0 £
quando o limite existe. 0OC Do

Note que, caso a derivada total em relagio & varidvel e da fungio real R 5 £ — I(y+ev} €
R esteja bem definida em & = 0, podemos escrever

d
al(yv) = d—EI(y'i*Ev)
£=0

Da Definigao 1.1.4 segue ainda a linearidade da variagio de Gdteaux em relagio ao funcional
I, ic., fixades y,v € ¥ temos

§lady + BIz)(3v) = adli(yiv) + Bél(yiv), a,f € R. (1.3)
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(Pressuposte, obviamente, que as variagdes envolvidas existam.} Outra propriedade inte-
ressante se verifica em relagao i diregio de derivagdo:

3I{y;av) = abl(y;v), c € R. (1.4)
(Novamente supondo a existéncia da variagéo.)

Exemplo 1.1.5 Seja ¥ =R" e f € C(Y;R}. Dados y,v € Y temos

. + ev) —
5w = g L IW (g0,
&0 £
que é a derivada parcial de f em y na diregdo do vetor v. ooao

Exemplo 1.1.6 Seja Y = CHa,be 1Y 2y f: L{t,y(t}, ' (t)) dt € R, onde L é uma
aplicacio C1([e,b] x R%;R). Dados y,v € ¥ temocs

d
dI{y;v) = d—E-I(y-!-Ev)

e=0

b
= f [iL(t,y+Ev,y'+€v')] dt
. Lde

e=0
b
- f [Ly (6 (8, ¥ (D)0(E) + Ly (t,u(t), o' ()0 (8] .
aoQg

Qs primeiros resultados sobre condigbes suficientes de otimalidade para o problema (1.2)
surgem quando fazemos hipéteses de convexidade sobre a funcio objetivo. Isto justifica a
introedugdo do seguinte conceito.

Definigao 1.1.7 Dado um espago vetorial ¥ € um funcional I : D C Y — R, dizemos que
I é convexo em D guando para todo par de elementos y,v € ¥ temos

THoy+ (1 —e)w) < oIy} + (1 —a){s), ac[01]

I é denominado estritamente convexo em D, quando a desigualdade na expressao acima
for estrita. DoOooO

Caso a variagao de Gateuax §1(y;v) do funcional I esteja definida para todos elementos
1,9 + v € D, é possivel fornecer uma definigéo equivalente de convexidade:

Lema 1.1.8 SejaY um espago vetorial eI : D C Y — IR tol que para todo par de elementos
y, v de Y satisfazendo y,y+v € D, a variagio de Gatecuz 8I(y;v) existe. Sdo equivalentes
ns afirmacées:

e) I é convezo em D;

h) Pare todo par de elementos y,v €Y com y,y+v € D, temos

I(y +w) ~ I{y) 2 81 (y;v).
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Temos ainda que I € estritamente convezo em D, quondo a igualdade na desigualdade do
itern b) ocorre se e somente se v =10.

Demonstragao: E bastante demonstrarmos a equivaléncia entre o) e b).
(a) == (b) Note que para 0 < ¢ < 1 podemos escrever y + ev na forma da combinagio
linear convexa

y+ev = (1 - aly+ oy +v),

com a = € € [0,1]. Da definigio de convexidade segue que
Iy +ev) < (1 -e)l(y) +elly+v),
de onde obtemos 1
I+ e0) - 1] < Ty +9) - 1),

Tomando agora o limite quando £ —+ 0, obtemos a desigualdade em ).
{b) = (o) Dadosy,v €Y e a € [0,1}, defina w := ay + (1 - a}v. Da hipétese b) segue

6I(wihy) < I(v) ~ Hw}, 8I(wshg) < Iy} — I{w),
para Ry = afv —y), 2 = (1 ~ a)(y —v). De (1.4) segue agora que

310 = Tw)] = S0 — ) 2 e lTw) - )],

1
{1-a
de onde obtemos al(y) + (1 — @)I{v} > I{w) e o teorema fica provado. [

Apresentamos a seguir uma condigio suficiente de otimalidade para um problema abs-
trato em gue a fungio objetivo é convexa.

Lemsa 1.1.9 Dade um espago vetorial Y e um funcional convero I : D C Y — R, entdo

cade § gue sotisfoz
(o) = 0, Vi+ve D,

miniiiza I em D. Se I € estritamente convezo, entdo § € winico.

Demonstragao: Dado y € D definav:=y— g€ Y. Logo
y) -1 = IG+2) - I{5) = §l(Fv) = 0
A unicidade de § é conseqiiéncia imediata da definigio de convexidade estrita. [ |

Estamos agora em condigdes de formular um resultado que fornece condigées suficientes
de otimalidade para o problema (1.2).

Teorema 1.1.10 Sejo ¥ = CHa,b), Yau = {y € ¥: 9(a) = ¢, ¥{D) =}, T : Yoy Sy
f(f' L, y,¢')dt € R, onde L € C'({a,b] x R%: R) satisfaz

L{t,y+v.z+w) — L{t,y,2) = Lyt,v,2)v + L.{t,y, 2)w, {1.5)
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para todo (L,y,z), (&,y+ 22+ w) € [a,0] x R, Sdo verdadeiras as afirmagdes:
u) I € convexe em Yopu;

bj Se L € tal que o igualdade em (1.5) ocorre sse vw = 0, entdo I € estrilamente convero
em Yoqu;

¢} Cada 7 € Yo que satisfaz a equagdo diferencial

d _
LLpt5,7) = Ltod), el (16)

¢ um minimo global de I em Yq.

d) Se o hipétese do item (b) ¢ verificada, o elemento § € Yo que satisfoz a equagdo dife-
rencial do ftem c) é o dnico minimo global de I em Ygq.

Demonstragio: Dados y,y + v € Yyq, 2 desigualdade (1.5) implica em
Lit,y+oy +v) - Lt y,y) 2 Lytyyv + Ly(ty, 90 (1.7

Integrando obtemos

b b
/ [Lit,y + v, ¢ + ")~ Lty y"))dt 2 / (Lyt,y v Yo + Ly (8,9 )0'] dt,
a a

ie. Iy+w) — Iy) = &6I(y;v}, provando o ftem (a). Se a hipitese em (b) é verdadeira,
entdio dados v,y + 1 € Yuq a igualdade em (1.7) ocorre sse v{t}v'(t) = 0 em [, b]. Note que
v(i)e’ (1) = 1/2(v2(2))", logo v{t}v'{t) = 0 sse v?(t) é constante. Note ainda que v?{a) = 0.7
Portanto 7y +v) — I{y) = §L{y;v) sse v = 0 e o item (b} fica provado.

Os itens {c) e {d) sdo os mais importantes do teorema. Suponha que § € Yy € sclugdo
da equacio diferencial (1.6). Logo, para v € Y com § +v € ¥,y temos

§I(g;v)

b
f (Ly(t 4y )0 + Ly (8,9, 900" dt
a

b
fﬂ [%Lyr(t,y,y')v] dt
[Ly (,y(8), 5 (O)o(t)]s = ©.

Comeo [ é convexo (veja o ftem (a)}, o item (c) segue do Lema 1.1.9. Se a hipdtese do item
() é verificada, entio I ¢ estritamente convexo e a unicidade de j segue da segunda parte
do Lemna 1.1.9. u

A equacio diferencial {1.6) é denominada equagio de Euler-Lagrange e desempe-
iha um papel impar no cdleulo variacional. O Teorema. 1.1.10, além de fornecer condigfes
suficientes para garantir a convexidade do funcional I, caracteriza {no caso I convexo) a
equagio de Euler-Lagrange como condigio suficiente de otimalidade para o problema 1.2.
Voltaremos a analisar esta equacio diferencial de segunda ordem no Pardgrafo 1.3, onde sio
investigadas condigOes necessdrias para otimalidade.

?De fato, como y e y + v pertencem a Yug, entdo via) = v(d) = 0.



1.2. LEMAS DE DU BOIS-REYMOND E LAGRANGE g

1.2 Lemas de du Bois—Reymond e Lagrange

Neste pardgrafo estudamos um lema, cuja formalizagio impulsionou fortemente o desenvol-
vimento do célculo variacional. Trata-se do lema de du Bois—Reymond, que foi objeto
de investiga¢io por matematicos como Euler e Lagrange, tendo sido apresentado por P. du
Bois-Reymond no ano de 1879. Foi entretanto K. Weierstrall, que em seus semindrios (1875—
1882) apresentou pela primeira vez uma demonstragio clara e completa. A demonstragio
deste Jema utiliza um resultado auxiliar que enunciamos a seguir.

Lema 1.2.1 Sejo h € Cla,b] tal que

[ " rty ) de = o,

pure todo v € Clle,b] = {w € C'a,b] | w(a) = w(b) = 0}. Bntdo a fungdo h € constante
no intervalo {a, b].

Demonstragdo: Dado ¢ € R, defina a fungio v(t) := f:(h(s) - ¢)ds, t € [a,b]. Por
construgao v € Ce,b) e v(a) = 0. A escolha particular € := 1/(b — a) fab h{s)ds gera uma
uma fun¢do ¥ que satisfaz

0 < f (h(t) — 8% dt = f (h(t) — &)&'( f h(t)3'(t)ydt — [ea)e = 0,
provando assim que k(i) = ¢, para t € [a, ). ]

Lema 1.2.2 (du Bois—-Reymond) Seje f € Cle,b] ial que para todo v € C'a,b] com
v(a) = v(b) = 0 tenhamos

/bf(t) v{t)dt = 0

Entdo f =0 em [a,b].

Demonstragio: Definindo g(t) := f Jf(s}ds, segue da hipotese (integrando por partes)
que

b
_f g(s)(B)dt = 0, Yo € Clfa,b).

O Lema 1.2.1 implica que g(¢} = ¢, t € [0,B]. O lema de du Bois-Reymond segue agora da
identidade ¢’ = f. |

As funcGes v utilizadas nos Lemas 1.2.1 e 1.2.2 sao denominadas funcbes teste, devido
ao papel por elas desempenhado. O espago C}la, ] é também denominado espaco de
fungdes teste. Discutimos a seguir uma generalizacio do lema de du Bois—Reymond,
formulada por Lagrange.
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Lema 1.2.3 (Lagrange) Seja f € Cla,b] fal que para todo v € Cla, b} == {v € C¥[e,¥] |
v () =) =0, j=0,1,... ,k} tenhamos

fbf(t)v(t) dt = 0.

Entdo f =0 em [a, b].

Demonstracio: Suponha que f(£y) > 0 para algum iy € {g,b). Como f é continua, existe
fe,d] C {a,b) tal gue

the(d o f)23/)>0 te(ad.

Definindo a fungio

_ ] [t=-o)d -1t t€le,d]
vt} = { 0 L€ [ab]/led]

observamos que v é nio negativa ¢ v € C¥[a,b]. Por construgdo temos que | : fvdt =
fcd fodt > 0, o que contradiz a hipétese. Logo f(t) < 0, t € (e,b). A continuidade de f
implica que f(£) < 0 em [a,b]. Analogamente, provamos que f(£) > 0 em [a,b]. [ ]

1.3 Equagdo de Euler-Lagrange

Suponha que L : [a,b] x R? = IR ¢ duas vezes continzamente diferencidvel e que o funcional
I possui um minimo local fraco § € Yaq := {y € C'[a, 8] | y(a) = ya, ¥(8) = ys} satisfazendo
§ € C?[a,b]. Dados 7 € C§[a,b] e eg > 0 suficientemente pequeno, definimos a familia de
fungées admissiveis ’

y(€) = F(} + en(-), € € (—¢o,%0)-

Por construgio temos [|y(-;€) — Flli,cc = l€]llnll1,cc- Note ainda que, pelo fato de ¥ ser
minimo local fraco de I em ¥,q4, temos

Je) = I(y(se)) = I(7) = J{0), Ve € (~¢0,0).

Portanto, £ = ¢ é minimo local da fungfio real J, definida pela composicio de I com a
familia y{-;€). Da andlise real, sabemos que uma condigio necessiria para que isto acontega
(supondo J diferencidvel) é que

= (.

d
d—E'J(E) o

Da Defini¢éo 1.1.4, segue que

d
= =Je)| =10 (1.8)

_ d . _
§ilgsm) = Ef(y+sn) .
E:

e=0
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¢ uma condigBo necessiria para que § seja minimo local de 7 em Y4, Uma vez que L &, em
particular, continuamente diferencidvel, temos (veja Exemplo 1.1.6)

b
sI{@m) = f [Ly(t, 5(8), 7 D) + Ly (6,508, 7 ()0’ () dt. (1.9)

Note que a fungéo
Xifa,b] 3¢ = Ly(t,5(), 7 (1) € R

é continuamente diferencidvel em [a, b], devido as hipéteses feitas em L e §. Como 7 satisfaz
as condigdes de contorno 7(a} = 7(b) = 0, obtemos integrando (1.9) por partes

b
st = [ [Eea0.50) - 0] a0ar (1.10)

Note que (1.10) ¢ vélida para todo € C}[a,b]. Logo, segue do lema de du Bois-Reymond
(Lema 1.2.2) que

Ly, 56,5 0) — SLp(t80,7(0) = 0, Vee [ab). (1.11)

Em {1.11) podemos reconhecer a equagiio de Euler-Lagrange, obtida no Pardgrafo 1.1 (ve-
Jja equagio (1.6)). Esta equagio diferencial de segunda ordem nos fornece uma condigio
necessdria para determinagio de minimos locais de um funcional. Como foi visto no Teo-
rema 1.1.10, esta condigdo é também suficiente para otimalidade, caso o funcional T seja
convexo. Podemos resumir a discussdo acima no seguinte teorema;

Teorema 1.3.1 Seja L : {e,b] x R x R — IR duas vezes continuamente diferencidvel e
7 € C?%a,b] um minimo local fraco do problema (1.2). Entdo § ¢ solugéo do problema de
valor de contorno

' d -
{ Ly(t,y,y) - EELy'(ts mny ) - 07 tE (ﬂ., b) (1.12)
y(a) = ya, ¥(8) = m.
Demonstragido: Veja acima. ]

Observagéo 1.3.2 (problemas com fronteira livre) Suponha que apenas uma condi-
¢do de contorno seja fornecida no problema (1.2), por exemplo y(b) = 3. Construindo a
famnilia de fungtes admissiveis

y(-;s) = g() + E'f](-), e Cl[“: b]: T?(b) =01
obtemos através de um desenvolvimento anilogo ao anterior, a condigio necesséria
0 = 8I(g;n)

&
= Ly(a,§(a),§(a)) nla) - Ly(t, 5,7') ~ E-Ly'(f:??,ﬂ') n(t)dt, (1.13)
. dt
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para todo 77 € Clia, b] com 7(b) = 0. Note que (1.13) vale em particular para 7 € Cgla, ],
de onde segue (novamente argumentando com o Lema 1.2.2) a equacdo de Euler-Lagrange.
Tomandeo agora em (1.13) 7 € Cle, b] com 5{b) = 0 e na) # 0, obtemos a condigio extra

Ly’ (a,gj(a.),g'(a)) = 0. (114)

Sendo assim, para problemas com fronteira livre obtemos, além da equacio de Euler—
Lagrange, uma condicio de contorno para § no extremo do intervalo [, b] onde o problema
1o possui nenhuma restrigio. Tal condigio surge neturalmente da formulagio variacional
do problema de otimizaggo, sendo por isso denominada condigdo de contorno natural.
Resumindo, para que § seja solugdo do problema

Minimzar I(y) := /b Lit,y(t), 9 (£)) dt
sujeito a ¢
y € {y € C'[a,8] | y(b) = us}
é necessdrio que § seja solugio do preblema de valor de contorno
{ Lytt,u,v) - $Lytyy) = 0
y(b) = w, Ly (a,y(a),y'(a)) = 0.

Observe que, como no Teorema 1.3.1, a condigio necessaria é expressa na forma (implicita)
de uma equacio diferencial de segunda ordem (equacio de Euler-Lagrange) com duas con-
digdes de contorno. 000

As hipéteses § € C?[a,b] ¢ L € C?*([a,8] x R%R) sio por demasiado restritivas e
devem ser enfraquecidas. Com isso em mente, analisamos uma aplicagdo do lema de du
Bois-Reymond semelhante a utilizada na obtengio da equagio (1.10) (veja Exercicio 1.2).

Teorema 1.3.3 Seja L : [a,8] x R x R - R continuamente diferencidvel e § € C'[a, ]
um minimo local fraco do o problema (1.2). Entdo o aplicagdo

[@,b] 5t — Ly (4,5(t), #' (1)) € R

é continuamente diferencidvel e § € solucdo do problema de valor de contorne (1.12).

Demonstracio: Repetindo a argumentacgao feita na demonsiragio do Teorema 1.3.1, ob-
temos para 5 € Cile, ]

fb ’ [Ly (&, G, 7 (£) nlt) + Ly (b, 50), 7 (1)) 7' ()] dt = 0. {1.15)

Integrando por partes e observando que n{a) = (b} = 0, segue que

& H
[ - [ nssongsnas + Ly, @) f@a = o

17
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O Lema 1.2.1 implica na existéncia de uma constante ¢, que safisfaz
¢
- [ Ls. 300 (D ds + Ly .30, 7) = o 1€ fo,8] (1.16)
o
Como a aplicacdo \
[a,8] 3t — —f Ly(s,5(s), 7 (s))ds e R
a
¢ continuamente diferencidvel, segue de (1.16) que a aplicagio
[e,8] 3¢ — Ly(4,7(2)7'(t) € R

também ¢ confinuamente diferencidvel (apesar de exigirmos nas hipéteses do teorema apenas
i € C'a,b)). Podemos entdio derivar a expressio (1.16) em relacfio a t, obtendo assim a
equagdo de Euler-Lagrange. a

Nio é possivel deduzir a equagio de Euler-Lagrange integrando (1.15) por partes, como
na demonstragio do Teorema 1.3.1, pois para diferenciar a aplicagio ¢ — Ly (¢, §(£), 7' () ¢
preciso usar a regra de cadeia e a fungdo §, envolvida na composigio, nio é suficientemente
regular. Entretanto é possivel provar a diferenciabilidade de ' em todo ¢p € [a,d] com
Ly {to, §(to), ¥ (f0)) # 0, caso L seja uma funcao C3,

As consideragdes feitas na Observagao 1.3.2, sobre as condigbes de contorno naturais,
continuam validas no caso L € C*, § € €, como o leitor pode facilmente verificar.

Definicdo 1.3.4 As selugdes da equago diferencial de Euler-Lagrange (desconsideranda
as condigbes de contorno) sao denominadas fungdes estaciondrias ou extremais, inde-

pendente do fato de serem ou ndo solugdes do problema variacional. OD0ODO

Observagao 1.3.5 Suponha que L é uma aplicagio continuamente diferenciivel e que y €
Yia ¢ uma fungio estaciondria. Integrando a equagio de Euler-Lagrange obtemos

Lyt yy) = f: Ly(s,y(s),y/(s))ds + const. (1.17}
Fazendo a hipétese extra y € C?[a, b}, segue da equacéio de Euler-Lagrange
%L(t-y,y’) = Li(t,y,s/) + Ly(t. 3, ¥V + Ly {t, 4,90 = Lilt.yv) + %[Ly'(t,y,y‘)y’],
que pode ser reescrito como
Lit,yy) = HlHnY) -V Iy Gyy)]
Integrando esta expressdo, obtemos a equagio

¢
Lty y') — v'Lylty,y) = f Li(s,y(5),4'(s)) ds + const. (1.18)

o
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que ¢ conhecida como primeira integral da equagio de Euler-Lagrange. Note a seme-
lhanca com a equagio (1.17), assim como o fato da exigéncia § € C%a,b] ndo aparecer
explicitamente na equacio. ’

A equacio (1.18) pode ainda ser deduzida no casc geral em que o extremal y ¢ uma
funcio apenas C[a, b]. Uma demonstragio simples, porém trabalhosa, pode ser encontrada
em [Tr, Capitulo 6). A demonstragio é levada a cabo acoplando-se a aberdagem variacional
coin mudangas de coordenadas convenientes. Ooono

1.4 Trés Problemas Variacionais Clédssicos

Os exemplos a seguir ilustram como a equagio de Euler-Lagrange ¢ utilizada para determi-
nar a solucio de alguns problemas cldssicos do cdleulo variacional. S0 esses: determinagao
de geodésicas no plano; determinagio de geodésicas na esfera; a Braquistdcrona.

Exemplo 1.4.1 Analisamos o problema de encontrar, dados dois pontos {fo,%0} € (t1.91)
no plano, a curva de menor comprimento que os une. Representamos as curvas admissiveis
com parametrizaces do tipo

y:[to,t1] 2t y() € R; ylto) = o, y(t1) = 11

Supondo as curvas admissiveis continuamente diferencidveis, obtemos o seu comprimento

pela expressao
o = | Y I,
Logo, o problema variacional pode ser forn:ulado COmo:
Minimizar J(y) = /tl Lt y{t),y' (£)) dt
sujeito a o
y € {Cto,11] | ylto) = vo, y(t1) = 1}

coumr L(t, 4, 9') = (14 (¥'}2)/2. Da cquagio de Euler-Lagrange concluimos que um extremal

satisfaz J d ,
1
0 = b = gty =0 =
Portanto,
y.'
W = const.
O que implica em 3 ser constante, ou seja, em y ser linear, O oo

Exemplo 1.4.2 Consideramos agora o problema de, fixados dois pontos P e @ na superficie
da esfera de raic r, encontrar a curva de menor comprimento que os une, Estando a esfera
centrada na origem, parametrizamo-a localmente pelas coordenadas:

r{costeosy,sinfcosy,siny) com t&(0,2n), y€ (—g, g)
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(Y (®)

Figura 1.1: Curva admissivel unindo os pontos P e Q.

15

por simplicidade sfio consideradas apenas curvas que cortam cada meridiano em apenas
um ponto. Tais curvas podem ser parametrizadas usando a lafitude ¢ como parimetro. A
longitude y de umn ponto da curva é dada por uma fungio y(2} da varidvel independente ¢

{veja Figura 1.1). Uma curva é entfo representada por

[2,b] 3¢ +— r(costcosy(t),sintcosy{t),siny(z)) € R3.

Suponha que os pontos a serem unidos sejam parametrizados por: (g,ya), (b,1). Quando

¥ ¢ continuamente diferencidvel, o comprimento da curva correspondente é dado por

b
Iy) = f r/cos? 3(8) + o (02 dt.

Logo, L(t,y,%') = r(cosy(t) + y'(£)?)'/2. Da primeira integral da equagio de Euler (1.18)

obtemos a identidade
—costy = Av/eos?y -+ (¥)7,

com A constante. Obviamente A € (—1,0) e ainda
A%(y")? = costy— A%cos?y.
Usando separagio de varidveis, concluimos que

Ady

(costy — A2 cos? y)1/2 = dt
Logo 4
dy
= X{t -~
,/ cosy(cos?y — A2)1/2 (t=a) + B,

com 3 constante. Fazendo a mudanca de varidveis 4 = tany, obtemos finalmente

VIi— A2

y(t) = arctan( Y]

sin(+(t - a) + B)),
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onde as constantes A e B sio determinadas apartir dos dados a, b, ¥e, ye.

Note que o equador § = 0 (A = —1) é um extremal. Contudo, se b —a > m, uma das
partes do equador nio é o caminho mais curto. Tal fato nos leva a concluir que peguenas
partes desta curva determinam o caminho mais curto, enquante que longes partes nio o
fazern.3 o100

Exemplo 1.4.3 {Braquistécrona) Discutimos neste exemple um problema que influenci-
ou fortemente o desenvolvimento inicial do cilculo de variagdes. Em 1696 Johann Bernoulli
propds o seguinte problema:

Sejam Py e Py dois pontos dados sobre um plano vertical. Deve ser
encontrada uma curva unindo esses dois pontos do sorte que um ponto
de massam partindo de Py que a percorra sob a influéncia somente
de seu préprio peso, alcance P; no menor tempo possivel. Considere
ainda a velocidade inicial vg¢ dada.

Tal problema foi formulado criginalmente por Galileo em 1638, que acreditava ser a solugdo
do problema um arco de circunferéncia. Qutros matemdticos da época como Leibniz, Jakob
Bernoulli e Newton {que resolveu o problema anonimamente, usando um pseudénimo) se
interessaram pelo problema, que possui a peculiaridade de ter sido proposto por Johann
Bernoulli na forma de desafio.?

Influenciado por Leibnitz, J. Bernoulli deu ac problema o nome de Braquistécrona (do
grego brachystos — minimo, chronos — tempo) € usande o principio de refracdo de Fermat
_ {veja, e.g, [Wei, Capitulo 5]} obteve a seguinte formulacéo variacional para o problema:®

Ty na2y 1/2
Minimizar J(y) = / (M) dz
o \29y+e

sujeito a
y € {C[zo,71] | (=m0} = o, y(m1) =w}
onde g é a constante gravitacional € € = €y, ¢ & energia total do corpo (cinética +

potencial} no instante inicial. Note que o integrando é autdnomo, l.e. L = L{y, ). Logo,
segue da primeira integral da equagio de Euler (1.18) que

A+ P2 yr(l + ),
(2gy + o)1? (29y + c}1/?

const. = Liy,y') = y'Ly(y,y') =
Apés alguma manipulagio algébrica, obtemos a equagdo diferencial

(20 +c) {1+ (&)%) = const. {1.19)

20 tratamento de problemas como o surgido neste exemplo foi motive de investigagio por Karl Jakobi,
que através da teoria de campos de extremais conseguiu esclarecer quande uma fungio estaciondria deixa
de ser solugio do problema variacional. Maiores detalhes podem ser encontrados, e.g. em [Tr, Capitulo 9.

1Para mais detalhes histéricos consulte [Gol].

*Para detathes veja, e.g., [Gol], [Tx).
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Py x

P

Y

Figura 1.2: Cicldide: solugio do problema da Braquist6crona

Fazendo a hipdtese simplificadora ¢ = 0 (que corresponde a0 caso particular v = yp =
0), obtemos no lugar de (1.19) a equacdo diferencial

y(1+ @) = A (1.20)

Para resolver esta equagio diferencial, supomos o extremal y da forma y(z) = Asin?( 36(z)).
Substituindo esta expressio em (1.20), obtemos y' = /(4 — y}/y; de onde segue

di
or8 2 —

A sin(3) cos(5) = =

Portanto, dz = Asin*(§)d8, ou ainda
1 .
r =D + §A{9—sm9).
Sendo assim, obtemos para o extremal y a seguinte pramatrizacio:
v:[00,61] 30 +— (b+a(f+sind), a(l +cosh)) € R?,

onde os parimetros ¢, b sdo determinados pelas condigfes de contorno () = (g, o),
¥{61) = {z1,11). Tal curva é denominada cicléide (veja Figura 1.2). oOoaog
1.5 Extremais Diferencidiveis por Partes
No Pardgrafo 1.3, consideramos como admissiveis apenas as fungdes continuamente diferen-
cidveis. Essa hipdtese é bastante restritiva e faz com que determinados problemas varia-
cionais nio possuam solugio (veja, e.g., Exemplo 1.5.1). Neste pardgrafo exigimos menos

regularidade dos candidatos & solu¢io do problema variacional e novamente buscamos con-
dicdes necessdrias para otimalidade,
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Exemplo 1.5.1 Considere um problema variacional escalar com integrando
Lit,y(e), ') = (1= @)™

Obviamente temos L(¢,4,%") = 0 quando || = 1 e L(t, 3, %) > 0 caso contrdrio. Portanto,
as funcdes com derivada igual a £1 por partes sio as candidatas naturals 4 solugio do
problema variacional

b
Minimzar [{y) :=/ (1-[') et
sujeito a ‘

y € Yaq i={y € C*[0,1] | %{0) = w0, ¥(1) = m}.

Entretanto, apenas para poucos pares de condigoes de contorno {zg, 1}, existe wina solugio
C'[0,1] para o problema, variacional. Em muito maior nimero sio as condigdes de contorno
para as guais os extremais s3o fungGes apenas continuas, do tipo zig-zag. OoOD

O Exempio 1.5.1 ilustra a necessidade de definirmos classes de fung@es, que séo continuas
a menos de um ninero finito de pontos.

Defini¢io 1.5.2 Uma fun¢iio y : [2,8] = R é denominada continua por partes, note-
se y € C[a,b], quando existe uma particio a = tg < --- < fp41 = b tal que para todo
i=0,...,7m a restricio y|(, 4,,,) possui uma extengio continua ao intervalo [a, b].

Uma funcio continua y : ja, ] = R € denominada continuamente diferencidvel por
partes, nota-se y € én [a, ], quando existe uma parti¢io a = fp < --- < tas1 = b tal que
para todo i = 0,... ,n a restri¢ao ¥l +,,) Possui uma extencdo continuamente diferencidvel
a0 intervalo (e, 8] OoOao

Observagio 1.5.3 Os conjuntos Cla,b) e C[a, b] sdo espagos vetoriais (normalisaveis) so-
bre IR. Como C'[a,b] € C[a,b], entdo || - || define uma norma em C'fa,b]. Entretanto, de
especial interesse para este espago é a norma definida por .

[1fihee = mmax I + max, @)

B importante ressaltar que o espago vetorial normado assim obtide nio é completo (Banach),
pois o nimero de pontos de discontinuidade em uma sequéncia de fungdes pode se tornar
ilimitado. [

No lema a seguir é apresentada uma versdo do teorema fundamental do cdleulo para
fungbes em Cl[a, b]. Este resultado serd utilisado no final deste pardgrafo, para obter as
desejadas condigbes necessdrias de otimalidade.

Lema 1.5.4 Sejay € Ct[a,b). Entdo vale o identidade

t
y(t} = y(a) +/ y'(s)ds, t € [a,b].
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Demonstracao: Note que 3 € continua a menos de um niimero finito de pontos, pertanto
existe a integral (de Riemann)

ft ¥(s)ds, © € [a, .

a

Sejam t1,...,t, os pontos de discontinuidade de 3. Para ¢ € [tx, #x4.1] temos

m—mm+§)wm - y(#)]

/t‘ y'(s)ds + Zf y'(s)ds = Lty'(s)ds

e o lema fica provado, |

y(t) — yla)

Corolério 1.5.5 Sejay € C'[a,b). Séo verdadeiras as afirmacies:
a) Se f;'y"(.s)zds =0 entdo v = 0;
b} Se y'(t) = 0 em todos os pontos t onde y é diferencidvel, entdo y & constante.

Demonstragio: Sejam #i,...,¢,; os pontos de discontinuidade de 3, ¢g = a e tye; = b.

Da identidade
b d bt
0= [Weras =Y [ yere
e k=0 “tr

temos que
y’[[tk,fk,{.]] = 01 0 g k S .

Provando assim o ftem (z). O item (b) segue imediatamente do Lema 1.5.4. ]

O lema a seguir discute um modo de encontrar uma aproximagio sueve para uma fungio
diferencidvel por partes, isto €, como aproximar uma fungio apenas all por outra C1,
B importante observar que, no processo descrito, a derivada da aproximagio é mantida
limitada pela derivada da fungdo original.

Lema 1.5.6 Seje § € C'a,b] e t1,...,t, 0s pontos de discontinuidade de i, Entdo ¢
possivel enconirar constantes A € R e & > 0, fais que para todo § € (0,8) ewiste y €
C'la, b) setisfazendo

a) ylr =19, onde R = [a,0)\ U_q[t: — &2 + 4];

0 mex /()] < 4 max ')

o) max flt) -9l < Aé-

Demonstragio: Basta provar o resultado para partigdes com apenas um ponto . Escolha
¢y > 0 tal que [t — dg, £ + Jp] C (a,b). Seja § € (0,8).
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id i i+4

Figura 1.3: Construgio da fungio g no Teorema 1.5.6

‘A idédia por trds da suavisagfio consiste em substituir a derivada §' por uma poligonal
continua em [f — 4,7 + §] e néo alterar § fora deste intervalo. Dada uma constante h € IR
defina a funcao

5 (¢ =>4
§t) = —(t— D6~ 5) + (¢ —F+ 85"k, teii— 4]
—(t—f—8 TR+ (t =D g (E+8) , teff, i+ 4]
Apartir dai, defina a fungio y € C'[a, b}
¢

y(t) = f#{a) + / g(s)ds, t € [a,b].

o

Escolhenos agora k de modo que y = § em [a, b] \ [f — 6, + 4], satisfazendo assim (a). Este
é o caso quando a condigio

i+ i+8
f ls)ds = f Fls)ds = A
-0 t—4&

é satisfeita. Na Figura 1.3, observamos que isto eguivale a exigir que as dreas 4; e A sejam
ignais. Note que As = hd + §['(f — 6) + §'(f + 6)]. Escolhemos portanto

1 - w
h= L lgE-a g+

Definindo agora M := max | (t)| obtemos
t€la,b)

|As| £ 260 e |h| <3M.
Da defini¢do de g, segue que para todo t € {a, b

l'(£)] lg ()

max{ [#/(t)], 1§'( — ) + |kl |l + 1" (E+ )]}
M + |h|

4,

IA A IA
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provando assim (b). Para determinar A em (¢) basta observar que

t 48
-0l < [ W -gans < [ (Ol ds < 10M5

Fica assim provado o teorema. [ |

Estamos agora em condigdes de _obter condicdes necessdrias de otimalidade para pro-
blemas variacionais formulados em Y,4. Antes porém, analisamos uma importante corres-
pondéncia existente entre as solugdes do problema (1.2) e do problema

Migimzar I{y [ Lit, y{t), y' (1)) dt
sujeito a
y € Yoa = {y € C,8] | y(a) = ya, () = s}.

A fim de simplificar a notagio, derominamos os problemas (1.2) e (1.21) por problemas (P)
e (P) respectivamente, Observe que o conceito de mfnimo local fraco na Definigao 1.1.3 &
naturalmente extendido ao problema (P) bastando para isso substituir o espago Y,g por
V,.a naquela definigio.

(1.21)

Teorema 1.5.7 Seje L : [, b] x R xR — R uma aplicagdo continue. Se § € Y,y é minimo
local fraco do problema (P), entdo § também € minime local fraco do problema (P).

Demonstragio: Se §f é minimo local fraco de (£} entdo existe € > 0 tal que
I(g) < I(w), We S i={veVulllo—lhe <}

Tome § € ¥,q com ||§ = Fll1,00 < £/5. Dado § > 0 suficientemente pequeno, o Lema 1.5.6
garante a existéncia de v, 5 € C L[a,b] tal que

lueg—vllw € A5 & H'”:-,:S”oo < 4|v"]ico,

ondev:i=g§—F€ él[a, b] e a constante A depende apenas de § e §. Definindo a funcéo
Ye 1= + Y s € Yau, temos

Me =Tl = lltesiheo = 8l + ”'U::,élfoo
< lves —vlle + Il + 4llv"]oo
< Ad + 4”3’ ﬂ”l,oo
4e
< A§ —.
= + 5

Logo. y. € 8, se escolhermos § < £/5A4. Temos assim

Ith) = Iye) — 1y} - I(D)
> (@)~ (G +ves) — I(5+0)|
i-t-é
> Iy - fH |L{E, § + ve,5, (T + ve,8)') — | L, § + v, (F + v)}| dt.
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Tomando o limite § — 0, a integral do Iado direito converge a zero e obtemos a desigualdade
Ig) =2 1(9)- n

Resumindo, o Teorema 1.5.7 garante que toda solugio ¢! é também uma solugio Clde
um problema variacional. Este resultado permanece vilido para problemas com condigdes
de contorno naturais (veja Observagio 1.3.2). E ainda possivel provar um resultado andlogo
para minimos globais.

A reciproca do Teorema 1.5.7 ndo é verdadeira, conferme ilustra o exernplo a seguir.

Exemplo 1.5.8 Considere a fungiio L{t,y,7'} := y*(1 — ¢')? definida em [a,b] = [-1,1], e
as condicdes de contorno y, = 0, ¥ = 1. Observe que a funcéo

_ 0 ,t<0
gt = {t 20

¢ um minimo global de 7 em Y,q, pois I{) = 0. Verificamos a seguir que ndo existe outro
minimo global. Suponha que y € V. ¢ um outro minimo. Como y(1) = 1, o escalar o

definido por
= inf{f € [-1,1] | y(t) >0, f <t <1}

necessariamente satisfaz @ € [1,1]. Da identidade I(y) = I(§) = 0, obtemos 3'(¢) = 1
para £ € (o, 1], Le.
y(ty =1, telel].

Como ¥ é continua, segue da definicdo de o que a =0. Logo
y(t)=1¢, tei0,1).

Note agora que y{—1) = y(0) = 0. Note ainda que para todo ¢ € (—1,0} com y(t) #
0, temmos necessariamente ¢'(t) = 1. Logo, podemos concluir que y(#) = 0, ¢ € [-1,0].
Consegiientemente, o problema variacional ndo possui solugdo em Yyq e a tUnica solugio em
Y,q é a funcio §. Ooo

O préximo teorema fornece as procuradas condigdes necessdrias de otimalidade para o
problema variacional (P).

Teorema 1.5.9 Seja L : [o,b] x R x R continuamente diferencidvel. Se § € Yoo € um
minimo locel fraco do problerma (P}, entdo

a) eziste uma constante ¢ € R tal que

t
Ly(t,51),5' () = /Ly(s,ﬂ(S),@'(-?))ds + ¢ t€[ab; (1.22)
i€
b) 4 satisfaz o condigéo de Weierstrass—Erdmann
Ly (6,9(=),9'(-)) = Ly(tg0+)9' (), € € (a,b); (1.23)

¢) i sutisfaz a equagio de Euler-Lagrange nos pontos t € (e,b) de continuidede de §/'.
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Demonstragio: Dado ep > 0 escotha 5 € Ca, b] com 7(a) = n(b) = 0. Como § é minimo
local temos 8I(§;7n) = 0. Da hipdtese de difenciabilidade de L, segue que 0 = 6I(f;7) =
z I(y + E"?)ie—ﬂ: 1.e.

b
[ [Ly(s,8(5), 7 (s)) n(s) + Ly (,9(s), 9'(s)) 7 (s) }ds = 0

Integrando por partes obtemos

b ]
f [— f Ly(r§(r), () dr + L,,r(s,@(s),@'(s))] Hie)ds = 0. (L.24)

Escolhemos agora a constante ¢ {(usando o teorema do valor médio) de forma que a fungio
v € C[a, b] definida por

¢ 5
o) = [ |- [ Baon g o + Ly, 50,80 - of as
satisfaga a condigao
'u(a) =u{b) = 0.

Tomando agora f(s) := ~ f° Ly(r, (), #'(r)) dr + Ly(s,9(s), 7 (s)), s € [a,b], segue da
equacio (1.24)

/ﬂb v'(s)2 ds

I

/ [F(s) — P ds = f () [F(s) - dds — e f [£(s) — ] ds

0 - c/ flsyds + *b~a) =

O Coroldrio 1.5.5 nos permite concluir que v' = 0 em [g, 8], o que implica em

t
- f Ly(s, (), /() ds + Ly (6,88, §'()) — ¢ = 0, & € [ab).

Fica assim provado o item a). Para provar b), basta observar que (1.22) implica na conti-
nuidade da aplicagao ¢ — Ly (2, 5(£), ¥ (2)) em [a, b].
Provamos agora ¢). Se §i ¢ continua no ponto t € (e,b), segue de (1.22) que a aplicagioc

s+ Ly (s,9(s), #'(s))

¢ continnamente diferencidvel em uma vizinhanga de ¢. Logo, a Equagao de Euler-Lagrange
€ obtida simplesmente derivando-se (1.22), como na demonstracio do Teorema 1.3.3. ||

Resumindo, o Teorema 1.5.9 garante que um minimo local fraco do problema {P) satisfaz
a equagio de Euler-Lagrange nos pontos de continuidade de sna derivada. Mais ainda, as
inicas discontinuidades possivels em um minimo local fraco, sdo aquelas que preservam a
continuidade da aplicagio
t— Ly (t, §(1).9'(2)-
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Esta condigdo (veja também (1.23)) é denominada condigdo de Weierstrafi-Erdmann.
T possivel ainda provar que um minimo local fraco do problema () satisfaz a primeira
integral de equaciio de Euler-Lagrange e que a aplicagio

t — L{.0'(0) — §'(8) Ly, (2, 5(2)

é continua (veja Exercicios 1.3 e 1.4). Esta tltima condigio é conhecida como segunda
condiciio de Weierstrafi—-Erdmann.

1.6 Problemas Vetoriais

Extendemos neste pardgrafo, para problemas variacionais vetorials, as condigGes necessdrias
de otimalidade obtidas para os problemas escalares. Considere para tanto o problema
variacional

Minimzar I(y) := fb Lt y(@®),y (1)) dt
sujeito a ¢
y € You = {y € C*([a, 5 R") | y(2) = ve, y(b) = ws},

onde L € C'([a,b] x R¥™;R) ¢ ya, 9 € R” sio dados. Nos problemas vetoriais as funges
admissiveis sio aplicagdes vetoriais: y(£} = (21{t), ... ,¥n(E)), com y; € C[a, b].

O resultado a seguir generaliza para o problema (1.25) as condi¢des necessirias obtidas
para o problema variacional escalar (1.21).

(1.25)

Teorema 1.6.1 Seja L : [a,b] x R*™® — R continuamente diferencidvel. Se § € Yo ¢
minimo local fraco do problema (1.25), entdo 4 satisfaz u equagdo vetorial de Buler-Lagrange
d - .

S Lyt 8:9) = Lyt 9)
nos pontos t € [a,b] de continuidade de . Também € sotisfeita a primeira integral da

equacio de Buler®

L d) — @8 Ly (b 6,9 f Li(s,3(s),(s))ds + const., £ € [a,b].

Além disso, nos pontos t € [a,b] de discontinuidade de §'

Weterstraf—Erdmann
Ly = §(t=), §' (t=)) = Ly ¢+, §(¢+), 7' (t+)) e [L~ (@, Ly Mt} = [L — (&, Ly )] (£+).

(Note que a primeira condi¢do de Weierstrafi—-Erdmann € vetorial, enguanto que a segunda
¢é dada por ume equacdo escalor.}

sdo satisfeitas as condigdes de

Demonstragio: E deixada como exercicio por ser andloga a demonstragio do Teore-
ma 1.5.9 {basta deduzir as equagbes vetoriais componente a componente). ]

5Note que a primeira integral é uma equacio é escalar, enquanto que a equacio de Euler-Lagrange é
vetorial.
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Nos problemas vetoriais considerados neste pardgrafo a fungao objetivo é escalar. Em
muitos problemas de controle étimo (e em seus correspondentes variacionais) & conveniente
considerar fungbes objetivo vetoriais, ie. T : ffad — R*. Uma alternativa neste caso é
utilizar o conceito de Pareto otimalidade para eleger uma estratégia 6tima (veja, e.g.,
[Lei, Capftule 17]).

1.7 Exercicios

1.1 Caleuie a primeira integral da Equagdo de Euler-Lagrange quando L = L(t). Mostre
que as fungdes lineares 40 estaciondrias.

1.2 Prove que se g, h € Cla, b] sio tais que

b
[a () + hEwB)dt = o,

para todo v € C}a, b], entdo h € C[a,b) e &' = g.
(Sugestao: Veja demonstragio do Teorema 1.3.3.)

1.3 Seja L uma aplicagio C'. Mostre que todo minimo local fraco §j € ¥4 N C2[a, b] do
problema (P) satisfaz a primeira integral da Equagio de Euler-Lagrange

L(ﬂ:gl) - ﬁrLy’(Qw?}r) = CmSt'

1.4 Scja L uma aplicagio ! e § € ¥og um minimo local fraco do problema (I:"). Mostre
que a segunda condi¢io de Weierstrass—Erdmann

(L—§Ly) (") = (L—§Ly)h), t € (a,d)

é satisfeita.
(Sugestdo: Use o fato de § satisfazer a primeira integral da equagio de Euler-Lagrange.)






Capitulo 2

Problemas Variacionais e Controle
Otimo

Neste capitulo apresentamos um paralelo entre problemas do cédlculo de variagoes e proble-
mas de controle étimo. O objetivo principal é comparar as condigbes de otimalidade para
ambas as familias de problemas.

Iniciamos o capitulo apresentando os problemas de controle 6timo. A seguir, estudamos
condigdes necessdrias de otimalidade para problemas variacionais restritos e aplicamo-as a
problemas de controle étimo correspondentes. Os dois tiltimos pardgrafos sdo dedicados a
andlise de condigdes de otimalidade para problemas de controle.

O Pardgrafo 2.1 é dedicado a formulagio matemdtica dos problemas de controle Gtimo.
Na seqliéncia, séo estudados no Pardgrafo 2.2 problemas variacionais com condigdes de con-
torno transversais, restrighes isoperimétricas e restrigfes lagrangeanas (veja Pardgrafo 1.1).
As condigdes de otimalidade obtidas para estes problemas sfio aplicadas na anélise de pro-
blemas de coutrole 6timo correspondentes. )

No Pardgrafo 2.3 analisamos problemas de controle timo sujeitos a um tipo de restricdo
muito utilisada em aplicagdes modeladas por equagées escalares. O desenvolvimento é base-
ado na andlise dos problemas variacionais correspondentes. O interesse em tais problemas
de controle estd no fato das solugdes serem do tipo bang-bang.

Nos dois Gltimos Pardgrafos, 2.4 e 2.5, estudames, sob hipdteses adicionais de conve-
xidade, a suficiéncia e necessidade para otimalidade de um conjunto especial de condicdes
(principio do mdximo).

2.1 Problemas de Controle Otimo: Apresentacdo

Em um problema de controle, uma varidvel de estado z = z{t) € R" dependente do
tempo evolui de acordo com uma dada dindmica

zl(t) = f(taz(t)wu(t))‘) t>1 (21)

apartir de um estado (condigdo) inicial 2(fp} = 2. Aqui [ : RxR"xR™ — IR" corresponde
an modelo estudado, zg € IR™ é o estado inicial do sistema e ¢ : IR = R™ & um pardmetro

27
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livre influenciando a dindmica, denominado controle do sistema. Em muitos problemas é
também fornecida uma condigio de contorno final z(t;) = 2z, ou ainda uma condigfo de
contorno transversal. A equagio (2.1) é denominada equagdo de estado.

Nos problemas de controle étimo considerados neste capitulo, a tarefa que se impfe é a
de minimizar funcionais do tipo

J(u,z) = /; “ Lt 2(0), u(t)) dt

com L : R xR* x R™ — R, onde z e u estdo relacionados pela dinfmica 2’ = f(¢, 2,4},
t € (tp, £1) e zinda 2(0) = zg, z{t1) = 21, ¥ € Uaa-

O conjunto U4 € denominado conjunto de controles admissiveis, sendo usualmente
escolhido como subconjunto de C([tp, t1]; IR™), C([to, t:]; R™) ou L*([to, t1]); R™). Note que
diferentes escolhas de U,y implicam em dlferentes graus de regularidade de z e também
determinam o conceito que deve ser utilizado para definir a solugdo do problema de valor
intcial em (2.1).

Podemos formular o problema de controle dtimo descrito acima na forma resumida

131
Minimzar J{u,z) = f L{t, (), ult)) di
t
sujeito a u € Uy, ’
7 = f(t,z,u), t € (to, 1), 2(0) =z, z(hh) =

A analogia entre os problemas de controle 6timo e os problema do cilculo de variagdes se
torna evidente quando observamos que, no caso particular f(t,z,u) = u, o problema acima
toma a forma do problema variacional (1.2). E exatamente esta semelhanca que nos permite
comparar as condigdes de otimalidade para ambas as classes de problemas.

Assim como os problemas variacionais, os problemas de controle étimo podem ser for-
mulados com condices de contorno transversais, restrigdes lagrangeanas ou restrigdes isope-
rimétricas. No préximos dois pardgrafos tratamos problemas variacionais restritos € proble-
mas de controle que podem ser analisados usando as condicSes obtidas para tais problemas
variacionais.

No problemna acima os tempos inicial e final sdo dados (tempo fixo), porém o tempo
final pode ser uma das incégnitas no problema de controle dtimo (tempo livre). De
interesse sao ainda os problemas formulados no intervalo [tg, 0o) {(horizonte infinito), assim
votuo problemas etu que sio admitidas discontinuidades na varidvel de estado z (problemas
impulsivos). Tais problemas de controle sio abordados no capitulo segulnte, juntamente
com uma formulagdo bastante geral do problema acima.

2.2 Problemas Variacionais com Restricao

Com a intengdo de contruir um paralelo entre as condigdes de otimalidade do cilculo vari-
acional e do controle étimo, analizamos neste pardgrafo problemas variacionais em que sio
impostas restrigdes as trajetdrias admissiveis.
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O interesse no estudo dos problemas (2.2}, (2.6) e (2.10) para a teoria de controle étimo
se deve ac fato de que diversas familias de problemas possuem equagio de dinimica da
forma: 2/(t) = u(¢); ou ainda 2'(£) = fi(t,z) + fo(t, 2)u(t), com fa(t,z) # 0. Neste caso
¢ possivel reescrever os problemas de controle 6timo como problemas variacionais e assim
utilizar as condigdes necessdrias apresentadas neste pardgrafo.

Antes de iniciarmos a andlise dos problemas variacionais restritos, apresentamos uma
versao do teorema de multiplicadores de Lagrange em espagos vetoriais genéricos. Para tan-
to, consideramos que tanto a fungio objetivo quanto a restrigio sdo descritas por aplicagGes
Gateaux diferencidveis.

Teorema 2.2.1 (Lagrange) Seja Y um espago vetoriol normade e I, G aplicagées de YV
em R. Suponhe que as variogGes de Géteauz 5§I(y,v), §G(y,v) estio bem definidas para
¥ v €Y e ainde que para cada y,v € Y tenhamos 8I{y,,v) = §1(y, v}, 6G(yn,v} = 6G(y,v)
sempre que yp, — y em Y.} Se § € um minimo local de I sujeito a restricio G(y) = 0, entdo
ou 6G(f,-} =0, em Y ou exziste um multiplicador A € IR, tal que

3I{g,v) = A6G(F,v), Vv e Y.
Demonstragéo: Veja, e.g., [Tr, Capitulo 5). ]

Na realidade o teorema acima continua vilide se exigimos continuidade fraca de 7 e
§G apenas em §. Uma conseqiéncia imediata do teorema de Lagrange é que os conjuntos
de nfvel {y € Y;I(y) = I(7)} e {y € Y;G(y) = 0} possuem o mesmo hiperplano tangente
er 1 J

Condicdes de Contorno Transversais
Comegamos por estudar os problemas variacionais com condigfes de contorno transversais.
Considere o problema
T
Minimzar I(y,T):= f L{t,y(t), o/ (£)) dt
a

sujeito a
T>a oT,y(T)) =0; y € {y € C'a,T] | y(a) = y};

(2.2)

oude L € C([a,b] x R%: R), 4 € Re o € CY([a, b] x R; R) com Vo # 8 (a constante b € IR
¢ tomada grande o bastante, de forma a nio interferir na formulagio do problema).

Note que nem o tempo final nem a condigfio de contorno final sdo especificados. A
condigio final para as fungdes admissiveis é fornecida pela curva de nivel zero da fungio o
(veja Figura 2.1).

Suponha que (#,T) com § € C'[e,T] é um minimo local fraco para o problema (2.2).
Logo, para funces teste n € Cj[a, 7], temos

d -

—I(§+enT) = 0

de e=0

*Tal propriedade ¢ denominada continuidade fraca da variagio de Gateaux.
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Y

—oly)=0

Pigura 2.1: Condigio de contorno transversal e fungdes admissiveis

Argumentando agora como no Pardgrafo 1.3, concluimos que § satisfaz a equagéo de Euler—
Lagrange em (e,7"). Temos assim as condi¢des necessdrias

d - _ —
y(a') = Ya, ELy"(tsy;y’) =Ly(t:y:y’): te (G,T).

Falta ainda obter, como na Observagio 1.3.2, uma condigdo de contorno natural que relaci-
one T, o tempo final, com a fungio o, que descreve a condicio final. Essa condigio natural &
obtida como conseqiiéncia do teorema de multiplicadores de Lagrange (veja Teorema 2.2.1).

Defina Yuq := {y € C[a, 8] | y(a) = ya}. Note que os candidatos a solugdo do problema
variacional (2.2} sdo pares da forma (, T} € Yog xR € C'a,b] xR =: Y. Note ainda que ¥’
& um espago vetorial normado com a norma do produto cartesiano ||(y, T := [lyll1,00 + [T
A fungio objetivo T estd bem definida como uma aplicagio de ¥ em IR e a variagio de I
em (§,T) na diregio (n,7) € ¥ ¢ dada por?

T
§1g, Timy) = LT57)y + f [Ly(t, 5, 7 )n(8) + Ly (6,5, § )0’ (¢} dt.

Como § ¢ estacionaria em (a, T), podemos usar a equagio de Euler-Lagrange para reescrever
o inteprando da expressio acima. Obtemos assim

§I(H,Tim, )

I

7
— . d _
L(T,3,9) +/ E[Lyl(t,y,y')n(t)] di
a

LT, 5,77 + [Ly 5,85 .

(bserve que a condigdo final transversal pode ser reescrita como G(y,T) =0,onde G:Y 3
(1, T) = o(T,y(T)) € R. Calculando a variacio de Gateaux de G em (7, T) na diregdo
(1,7) € Y obtemos®

6@, Tim ) = o, g + o9 7' (@ + n(@)].

*Lembre que 8/ (% Tin,7) = (d/de) _{_(g +en, T+ 57)'}=0-
i‘Note que 6G(7, T; n,7) = (dfde} o (T + &7, (§ + en)(T + &7))|e=0. Para simplificar a notagao escrevemos
o (T, ) ao invés de o (T, H(T)).
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O teorema de multiplicadores de Lagrange garante que se (§,T) é um minimo local de
I sujeito a restricio G(y,T) = 0, entdo ou §G(7,T;-,-) = 0, ou existe um multiplicador
A € R tal que 6(I + AG){§, T;-,-) = 0. Como o primeiro caso implica em Vo (T, 5(T)) = 6,
podemos descartd-lo devido as hipSteses do problema (2.2).

Tomando fungGes teste 7 € Cila,T] e ¥ # 0, temos

0 = 87 +AG)(F,Tsmy) = LT, 6.8) v + MolT,5) + o (T, 5) §# (T)] . (2.3)
Enquanto que escolhendo (r,v} com v = n(a) = 0 e 5(T) # 0, obtemos
Ly(T.5,8)n(T) + Aoy(T,g)n(T) = 0,
ie. A=—Ly(T,5,7) /oy(T,§). Substituindo em (2.3) temos
L(T,5,7)oy(T,5) = Ly(T,5,7) [odT.9) + oy(T,5) 7 (T)), (2.4)

que é a condigdo natural procurada. A condigio (2.4) é dencminada condi¢io de trans-
versalidade. Podemos resumir a discussio acima na forma do seguinte teorema:

Teorema 2.2.2 Sgja L € C'([a,8) x R4 R), o € C{[a,b] x R;R) com Vo # 0. Se (§,T)
¢ um minimo local fraco de I em You X R resirito a o(T,y(T)) = 0, entdo (§,T) € solucdo
do problema de valor de contorno

{ Lyt - $Ly(tu,y) = 0, te (a.T)
y(ﬂ:) = Ya, L(T: i, yr) Oy (Tv y) = Ly’ (T1 i y’) [at (Tl y) + Uy(T: 'y) y,(T)]'

Demonstragdo: Veja acima. |

Observacéo 2.2.3 Tomando o(T,y) = t—b no Teorema 2.2.2, fixamos o tempo final T = b
¢ deixamos livre a condi¢io de contorno final. Podemos assim representar os problemas com
Jronteira livre vistos no Pardgrafo 1.3. Neste case a condicio de transversalidade se escreve
como

Ly'{ba 'y'(b), y'(b)) = 0:

que ¢ exatamente a condicdo de contorno natural obtida na Observagio 1.3.2.

Tomando o(T,y) = ¥ — y no Teorema 2.2.2, deixamos o tempo final livre e fixamos a
condigdo de contorno final y(T') = y,. Obtemos assim os denominados de problemas com
horizonte livre. Neste caso a condigie de transversalidade toma a forma

LT y(T), ¢ (T) = y(T) Ly (T, 4(T), ¢ (T)).
Oooo

Exemplo 2.2.4 (Controle Otimo a uma Curva Alvo) Consideramos um problema, de
centrole Gtimo sujeito a wma condigio de contorno transversal. Suponha que a condigio
inicial z(tp) = 2o € R” ¢ fornecida e que, no tempo final £ = ;, o estado final tenha que
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pertencer a uma dada curva C, a qual § descrita por C := {# € R | o{z) = 0}. Temos assim
0 seguinte problema de controle:

Minimizar J{z,u) —f L{t, 2(t), u(t))dt
sujeito a u € Uyg 1= C([in,tl} R™),
= f(tazau): te (t0=t1)1 Z( ) = zg, O'(Z(l)) =

com i [lo, 1] x R? x B™ — R®, L : [ip, ] x R* x R™ -+ R, o : R* =+ R. No caso
particular m = n, f{f,#,u) = u, temos o seguinte prolema variacional correspondente:

t

Minimizar I(y) = f Lit, 2(t), 2/ (6))dt
to

sujeito a

y € Yo = {y € C'([to, 1 R") | y(to) = 20}, o(u(t1)) =0
Condigdes necessdrias de otimalidade para o problema acima séo dadas pela versio do

Teorema 2.2.2 para problemas vetoriais (veja Pardgrafo 1.6), na forma da equacdo vetorial
de Euler-Lagrange e da condigio de transversalidade

Lit1, 1,9 ) Yoltny) = Ly(tuyy) (o0t y) + (Noltn,v), o))
(Verifique!). Como ¢ = &(y), esta condigio se reduz a
Litny4) Voly) = (Voly), o) Ly (t,9,9") = ely(tnu,9).
Usando a equagio de Euler-Lagrange obtemos
L{t1,4:y) Valy) = —cLy(tnuy).
Definindo o multiplicador de Lagrange (Principio do Méximo) A(f) := —Ly (¢, y,7') temos
A1) = cVe(y(t))- (2.5)

Portanto, a condicio de transversalidade se traduz no fato do multiplicador de Lagrange ser
perpendicular a curva € no tempo final ¢;. O problema de controle étimo acima se inclui na
classe de problemas abordada no Pardgrafo 3.1. Compare a equagdo (2.5) com a condigio
de contorno no ftem ¢} do Teorema 3.1.2 (tome p =1, L1 = 0).

No caso escalar m = n = 1, o problema variacional se reduz a um problema com horizonte
livre e a condi¢io de transversalidade é dada na Observagao 2.2.3. DOaO
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Restricoes Lagrangeanas

Obtemos agora condigGes necessdrias para problemas variacionais com restrigbes lagrangea-
nas. Considere o problema

b
Minimzar I{y) 1= f L{t,y(t), ' () dt
sujeito a ¢ (2.6)
Y € Yoq == {y € CY{[a, 8, R™) | y(a) = ya, ¥(b) = w};
G(t: y(t)) = 01 te [asb] H

onde L : [4,8] x R*™ = R, G : [g,b] x R® = R e y,, 3 € R® sdo dados. Note que no caso
escacalar n = 1, o problema de minimizagio perde o sentido, pois na maioria dos casos a
restricio G(2, y(t)} = 0 determina y compietamente.

Teorema 2.2.5 Sejam L € C*{[a,b] x R*™; R), G € C*([a,b] x R™; R) com Gy(t,y)} # 8. Se
7 € Yau € um minimo local fraco de I em Y,y sujeito e restricdo lagrangeana G(t,y(t)) =0,
t € [a,b], entdo eziste uma funcdo (multiplicador) X € Cla, b] tal que

d
F L+ AGly = IL+AG),, L€ (a,b)

Demonstragio: Seja T € (a,b). Como Gy(r,§(7)) # 6, entéio para pelo menos um i{ndice
1 <7 < ntemos Gy, (7,7(7)) # 0. Por conveniéncia representamos y € IR™ por {y;,Y), onde
y; é a j-ésima componente de y ¢ ¥ € R*! ¢ o vetor contendo as demais componentes.?
O teorema da funcfo implicita (ver [Ru2] ou [Wal]) garante a existéncia de uma funcio
g € C*)(R x R™ ! R) definida em uma vizinhanga de (r,¥ (7)) tal que G(t,y) = 0 sse
¥; = g{t,Y). Sendo assim, podemos reescrever {localmente) a restrigio do problema (2.6)
coma: 3 [e,d] C (e,b) com 7 € (¢,d) e y;(t) = g(t, Y (1)), t € [e,d].

Definindo o conjunto V := {¥ € C¥[a,8; R*)|Y () = ¥(¢), ¢ € (c,d)}, podemos
construir para cada ¥ € V a funcéo :

[ ey, te(ea)
wlt) “{ 50t (ed)

obtendo assim y(t) == (y;{2), Y ({)) € Yuq que obviamente satisfaz G(¢,y(£)) = 0, ¢ € [a, b].
Definimos agora o funcional

I:CYe,}R*™) — R
Y(t) — I(g(vYJ!Y)

Por construgio temos
- b
vy = [ pwvag e,
a

‘Em particular temos §(t) = (§;(t), ¥(£)).
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onde 4;(8) = g((1), ¥ (1)) e () = (@/dt) g((8), Y (8)) = 9u(1.¥) + gy (t,Y)Y". Definindo
L(,Y,Y") = L(t, y;, Y, 5, Y') podemos escrever

~ b L
Iy) = fL(t,Y,Y’)dt = f L{t,Y,Y')dt + const.
a c

para todo ¥ € V. Como § é minimo local do problema (2.6}, entdo ¥ ¢ minimo local de T
em V {por que?). Portanto Y satisfaz
d
dt
Por construgio temos Ly = Ly;_ gy + Ly e Iy = Ly, gy + Ly + Ly;,[gg + gy Y')y.
Substituindo em (2.7) temos

EY' = f,y, te (C, d). (2.7)

d
EE[L;,.; gv + Ly} = Ly, gy + Ly + Ly|o: +gyY'y, t € (c,d). (2.8)
Usando agora a identidade [g¢ -+ gy Y'}y = (d/dt) gy obtemos de (2.8)

d d
ELY' —_ LY = [-—-CEL:U; + Lyj] gy, S (C,d).

Como G(t,g(t,Y),Y) = ( em uma vizinhanga de (r, Y (7)), temos que Gy, (t,g(t,Y), Y)gyr +
Gy(i,9(t,Y),Y) = 0. Logo, para qualquer fungio A € C[c, d] temos

d d
a-E[L'FAG]}" - [L+AG]ry = EL)” - LY — /\GY
d
= a-ELy: — Ly + AGygv
d
[—EL',"-‘"' + Lyj + )\Gyj ay.

A escolha A(t) = [(d/dt) Ly;_ — Ly;]/Gy; € Cle,d] (lembre que Gy; # 0 em [e, d]) nos fornece

a equUagio
%[L+AG]yr —[L+AC = 0, te (cd). (2.9)

Provamos assim que para essa escolha de multiplicador, a equagdo de Euler-Lagrange é
satisfeita em uma vizinhanca de t = 7. Comeo 7 € (e,8) é arbitrdrio, concluimos que o
teorema ¢ vdlido localmente no intervalo {a,b).

Note que ¢ possivel cobrir o intervalo compacto [g,b] com uma familia finita de sub-
intervalos, tais que em cada um deles Gy, # 0 para algum 5. A escolha do multiplicador
X em cada sub-intervalo depende apenas deste fato, o que justifica a conclusdo de que é
possivel escolher A € Cla, ] de modo que (2.9) seja satisfeita em todo intervalo {(a,b). N

Observagiio 2.2.6 E passivel formular o problema (2.6) com G = G(t,y,7’) e, ainda assim,
obter um resultado andlogo ao apresentado no Teorema 2.2.5. A verificagio deste resultado
mais geral pode ser encontrada por exemplo em [Tr, Capituto 11], Ooca

No Exemplo 2.2.9 é estudado um problema de controle 6timo com restricoes lagrangeana
@ isoperimétrica.
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Restri¢tes Isoperimétricas

Tratamos a seguir dos problemas variacionais com restrigGes isoperimétricas {ou integrais).
Considere o problema

Minimzar I(y) := fb Lit,y(t),y' (1)) dt

sujeito a

ye€Yu:=ly e C'la,8] | yla) = ya, y(b) = w5} ;
Fo) = [ Gty v @)= c;

(2.10)

onde L, G € C([e,b] x R% R) e 4,2, ¢ € R sio dados. Como consegiidncia imediata do
Tecrema 2.2.1 (Lagrange), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.7 Sejum L, G € CY{[a,b] x R4 R), F definida como em (2.10) e ¢ € R tais
gue 8F(y;+) # 0 no conjunto de nivel ¢ do funcional F, definido por

F, := {yeC'a,l | Fly)=c}.

Se § € um minimo local fraco do problema (2.10), entdo existe um multiplicador A € R tal
que § € solugdo do problema de valor de contorne

{ (L4278t 1 ¥) = HEL+2G)y(t,y,9) = 0, € (a,D)
¥a) = ya, ¥(8) = 1w

Demonstragio: B deixada como exercicio para o leitor. ]

Exemplo 2.2.8 Considere o problema de controle 6timo

1
Minimizar J{u,z) = f u(t)? dt
N 0
sujeito a u € C[0,1],

) .
Z'=u, 2(0) = 20, 2(1) = 2z, Flu,2) =/ tu(t) dt = c.
0
O problema variacional correspondente é

1
Minimizar f(y) = f o (1) dt
a
sujeito a
. 1
VeYu= o€ COI 50 =20, y(1) =21} [ w'(Bat=c
0
Do Teorema 2.2.7, temos que se y é solugio, entdo existe A € IR com

d oy
Ei(zy {t)+2xt) = 0.
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Logo, 2y'(t) + At = const. Temos entao
1
y(t) = —Z,\tz +at+ b

Usando as condigfes de contorno obtemos ¢ e b em fungao de A (além é claro de zp e 21,
que sio dados). Para determinar o valor de A, basta substituir 3’ = () — %)\t na restricdo
isoperimétrica.

Em muitas aplicacBes as restrigdes isoperimétrica e/ou lagrangeana sio dadas na forma
de uma desigualdade. No exemplo a seguir estudamos tal situagio.

Exemplo 2.2.¢ (Langamento de um Foguete) Um foguete deve ser langado apartir do
solo na vertical e deve, apartir da escolha de uma estratégia de consumo de combustivel,
alcancar a maior altitude possivel. O modelo para o problema é representado por

i : tempo;

m(t) : massa do foguete;
v(£) : velocidade do foguete;
A(f) : altura do foguete.

Uma equagio de balanco de forgas (Taxa de variagio do impulso = Soma das forgas agindo
sobre o corpo} nos fornece a dindmica

mv + pm’ = —mG(R) — D(v,h),

onde p > 0 é a velocidade com que o combustivel, depois de queimado, é expelido, G é a
forca pravitacional (depende da altura), D é a resisténcia do ar (depende da velocidade e
da altura).

A fim de simplificar o modelo supomos G{k) = g (constante} e desprezamos a resisténcia
do ar (D{v, k) = 0). Logo,

my = —gm - pm'. - {2.11)

Suponha gue podemos controlar o empuxo do foguete (dado por —pri). Note que, se
denotamos por My > 0 a massa do foguete sem combustivel, temos que m() > My > 0.
Portanto, escolhemos como varidvel de controle » := pm'/m, obtendo o sistema

{ 3 v{t) , h() = 0
v = ut) — g, v(0) 0

Supoios ainda o controle limitado, i.¢., 0 < u{t) € umaz. O problema exige que, dada
uma quantidade fixa de combustivel M,, a estratégia de controle deve ser tal que o foguete
alcance a maior altitude possivel. Logo, temos as condigdes de contorno m(0) = My + M. e
m(T) = M;. Note que a dltima condigfio de contorno pode ser escrita na forma da restrigio
isoperimdétrica

|
It

T
/0 wtydt = plogl(M; + Mo)/Mj) = K.
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A funcio objetive é dada por
T il T
T(u, 7} = MT) = f o{t) dt = f (T — )0/ (£) di = f (T — t)ult) dt — gT2/2.
0 0 0

Definindo as varidveis de estado 2z = h, z3 = v, podemos escrever o problema de controle
6timo na forma:

T
Minimizar J(u,2) = 1(T) = / {t — TYu(t) dt
. 0
sujeito a u ¢ C[0,T],

Z =z, zp=u—g, z1(0) = 2(0) =0,

T
Flu,z) = / u(t)dt =K, 0 < u(t) < umae
0

A restrigio isoperimétrica juntamente com as condigdes de contorno z3(0) = z3(T) = 0
nos permitem determinar o tempo final: T = K/g.

Observe que neste problema de controle temos, além da restrigio isoperimétrica, uma
restriciio lagrangeana (na forma de desigualdade) para a varidvel de controle. Note ainda
que tanto a fung¢io objetivo quanto as restrigdes dependem somente da variivel de controle.
Podemos escrever a restricio 0 £ u < Upmer Da forma de uma tnica restricio quadritica:
(U — Umaz) < 0. A Funcio hamiltoniana se escreve entdo

H{t,u) = (t—Thu+ e+ Al) (‘uz — Umgzts),

com A€ ReheC0,T)
Se conseguirmos encontrar multiplicadores A, A e controle @ tais que

0= d—iH(t,ﬁ) ={t - T+ A) + A(2)(28 — Umaz),

ARE(ENE — tmag) = 0, com A(E) > 0.

e ainda fuTﬁ(t)dt = K, entdo 4 ¢ solugdo (e ¢ unica, pois a hamiltoniana é estritamente
convexa para A > 0). Tal fato se justifica por estarmos trabalhando com uma restricio la-
grangeana na forma de desigualdade (a segunda condigéio acima significa que o multiplicador
A & positivo quando a restrigdo lagrangeana se torna ativa).

Uma andlise de sinals nos permite concluir que A(#) = 0 somente para t = 7 := T — A,
Para t # 7 temos A(#) > 0, o que implica em @(f) = 0 ou upez. A fim de satisfazer a
restricéio isoperimétrica, escolhemos A =T — K/upmg, < T Temos assim o controle Gtimo

- — Urmnax :tE[OIT)
i) = { 0, te(nT]

do tipe bang-bang (i.e., assume apenas valores extremos). _ oono
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2.3 Extremais Singulares e Trajetorias Otimas

Neste pardgrafo utilizamos o formalismo do cileulo variacional para obter, através da andlise
de condigdes necessirias, a solugio para uma importante familia de problemas de controle
étimo, a saber: problemas em que as varidveis de controle sao limitadas por fungdes que
dependem do tempo e da varidvel de estado.

Sob hipéteses adequadas ¢ possivel encontrar uma retacio entre as solugdes da equagéo de
FEuler-Lagrange (extremais) e as trajetérias 6timas do problema de controle correspondente.
Comegamos por analisar o seguinte problema variacional

Minimizar I(z) == f: (Gt 2(8) + H(t 2(8)7 (8)] i

sujeito a (2.12)
Alt, z(2)) < 2'(8) < B(8,2(2)), t € [to,ta];

z(tp) = zo, 2(f1) = 21.

Note que no problema (2.12) sio feitas restrigdes sobre a derivada das fungGes admissiveis.
Tmportante na andlise a seguir é o fato de L(f,2,z') ser uma funcio afim na varidvel z.
(Observe ainda que o problema (2.12) pode ser interpretado como decorrente do seguinte
problema de controle dtimo

ty
Minimizar 1(z) = /: [La(t, 2(8)) + Lalt, 2(t))u()] dt
sujeito a ’

7= g(taz) + f(tw z)u(t): te [tﬂ’tl] i
z(ta} = 20, z(to) = 21, ult) € Q= [um, up]-

De fato, explicitando u em funcio de z e 2’ na equagio diferencial (supondo f(t,z) # 0} e
substituindo no funcional I obtemos um problema como (2.12) onde

Glt.2) = Li(t,z) — Laft,2) f%z; H(t,z) = La(t,2) ﬁ;

Aft,z) = urél)iéln{g(t,f's) + f(t,2)u}; Bt,z) = ur(r;%l{g(t, z) + f(t, 2)u}.

Suponha agora as aplicagdes G, H, A, B : [fg, 1] x R — R continuamente diferencidveis e
defina o conjunto das trajetdrias admissiveis

Zyq = {z € Clto,t1] | Alt, 2(£)) € 2'() € B(,2(2)), t € [to, t1); #{to) = 20, 2(t1) = z1}-

Esquccendo por um momento as resirigdes sobre a derivada das fungbes admissiveis, o
problewa (2.12) pode ser escrito como um problema usual do cdleulo das variagoes:

N to
sujeito a2z € Cta, 1], 2(to) = 20, 2(t1) = 21.

{ Minimizar (z) = f " (G 20) + Hit 2(5)7 (1) dt
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A equagio de Euler-Lagrange associada a esse problema é

Bttt — S22 = 0, € (arty). (213)

Fazemos agora as seguintes hipdteses:

k1) Existe um extremal singular z* para o problema variacional, isto é uma fungio
z* € Cto, 11] que & solugio da equagiio diferencial {2.13) e satisfaz simultaneamente
a restricio A(f, 2% (1)) < 2*'(t) < B(t,2*(£), t € (to, 11).8

h8) O extremal singular z* divide a faixa S := [tg,#;] x R em duas semi-faixas:
Ey = {lt,z) €[t 1] xR | 2> 2"(#)}, EBE_ = {{t,2) € [to, ] xR |z<z(t)}
nas quais se verifica:

8 ( z) — H(t z) » 0, (t,z) € B}, g(t,z) - %—f(t,z) <0, (t,z) € BE...

Como o funcional I ¢ linear no argumento z', é de se esperar que, nos pontos em que uma,
solugéo ndo coincide com o estremal singular, ela estd na fronteira da admissibilidade, i.e.
2'(t) = A(t,z(t)) ou 2'(f) = B{(t,z(t)}). A fim de formular mais presisamente esta idéia
definimos a fungéo de identificagio £: 5 = R

Alt,2), (t.2) € By
B(t,2) = 2t) , z=2"(t) (2.14)
B(t,z), (f,z) e E_

Estanios agora em condigdes de formular um resultado que nos permite identificar as
solugdes do problema variacional (2.12) e do problema de controle dtimo correspondente.

Teorema 2.3.1 Suponho que G, H, A e B sdo fungbes continuamente diferencidveis e
que us condigdes (h1) e (h2) sdo seiisfeitas. Seja T a fungdo de identificacio definide em
(8.14). Se existir ume trajetéric admissivel z € Zog que intercepto o extremal singular z*
e um ponto de (Lp,11), entdo a funcdo Z definida por

{ 2 = D(t, 2(t), t € [to, 1]
Z(ty) = 20, Z{t1) = =

€ uma trajetdria dtime de (2.12).

Demonstracio: Suponha 2*(0) < 20 (0 caso zp < 2*(0) é andlogo). Seja z uma trajetéria
admissivel qualquer que intercepta z* no ponto 7 € (tg,t1). Considere agora o problema de
valor inicial

2= AL, z(8), =z(to) = 2.

5Note que z* niio pertence necessariamente a Z,4.
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k)
D 2"
z
z"(to)
z1 z
to T] T i

Figura 2.2: Trajetéria admissivel interceptando o extremal singular

Tal problema possui uma solugo local, que denominamos Z. Como
#(to) 2 Alto,2(t0)) = #(to),

entdo z(t) > Z(t) para t € [fg, o + £]. Por hipStese z(7) = z*(7) enifo existe 7 € (tg, 7] tal
que #{m) = z*{11) {veja Figura 2.2). Note ainda que da desigualdade 2*(g} < zp = Z(to)
temas

) > 2'(1), t € (to, 1)

Defina agora a func@o Z por

2(t) = z*(t) , t€[mn,7]

{ E(t) , t€[to,n1)
2(8) , t€ (1)

que é admissivel por construgdo. Se¢ja D C E4 a regiio cuja fornteira 8D é a curva de
Jordan formada pelos segmentos

(£,2(8), t € [to,m]; (6,27°(8), t € [re,7];  (t2(t)), £ € [to, ] s

origntada no sentido anti-hordrio. Como £(t) = 2(£), t > T, temos

I(z) - I(3)

ft "Gt #e) + Bt 2()7 (O] di - jt T 16 201) + H(t5(0) ()] dt

j{ [G(t, zydt + H(t,2)dz]
ap

[_/]_) [% - %_13] (t.z)dz dt

{para obter a iltima igualdade utilizamos a férmula de Green). Como a hipttese (h2)
implicu que [-'%—(_,;— — 8H3(1,2) > 0, para (t,z) € Ey, temos entio

I(z) - Iz) > 0,
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Z
%0 < D
£

z*{to)

tp .t 1

Figura 2.3: Trajetéria admissivel que nao intercepta o extremal singular

quando 7 < 7. (Caso contrdrio obtemos apenas I{z)—I(2) > 0.) Repetindo a argumentaciio
na extremidade #; do intervalo obtemos I(z) > I{2).

Para comlpetar a demonstragio basta provar para toda trajetéria admissivel z que ndo
intercepta 2* temos I(z) > I(2). Como supomos 2*(0) < zp, uma condigio necessaria para
que exista uma trajetéria admissivel nessas condigbes é 2*(¢1) < z;. Temos entdo

iy 4
Hz)-1(3) = f (G(t2) + H(t2)]dt — [ [Glt,2") + H(t, ) (=) ds
Lo to
oG oH
= fL ['a? - E] (t,z) dzdt > 0,
onde D ¢ a regifo situada entre as curvas z e 2, conforme a Figura 2.3 n

Observagdo 2.8.2 Caso uma das condigbes de contorno nao seja fornecida, por exemplo
z(t1) = 21, obtemos em seu lugar a condicdo de contorno natural (veja Observacio 1.3.2)

Lyt z(t), 2' (1) = H{t,2(h)) = 0

Neste caso, mesmo que a condigao H(¢),2(2,)) = 0 defina 2{t;) de forma tnica, é ainda
possivel aplicar o Teorema. 2.3.1. Oooo

Observagéo 2.3.3 O Teorema 2.3.1 garante que a trajetdria Gtima para o problema é da
forma bang-singular—bang.

No caso particular em que o extremal satisfaca 2*{tg) = 2o ou #* (1) = 21, as trajetérias
otimas sdo do tipo singular—bang e bang—singular respectivamente. o oag

2.4 Convexidade I: condigbes suficientes

Continvamos neste pardgrafo a analogia iniciada no Pardgrafo 2.2 entre os problemas do
célculo variacional e os problemas de controle 6timo, Nosso objetivo é mostrar que, sob
certas hipdteses de convexidade, a equagio de Euler-Lagrange é uma condigéo suficiente de
otimalidade para problemas que nio possuem restrigdes nas varidveis de controle.
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O leitor atento nota a semelhanca entre o resultado principal deste pardgrafo (Teo-
rema 2.4.1) e o Teorema de condigbes suficientes 1.1.10. Comegamos por considererar o
problema de controle dtimo

Minimizar I{z,u) := /tlL(t,z(t),u(t))dt

to .
sujeito a z € Cl(jto, t1]; R™) ; u € C[to, 01; R™) 5 (2.15)
2(t) = flt,z,u), t € (o, t1);

z{tg) = 20, 2(t1) = 215

onde os tempos inicial e final #g, ) sio fixos, L : [to,#1] X R x R™ = R, f: [to, 1] x R" x
R™ - IR, 2,21 € R" sio dados. O conjunto das trajetérias admissiveis é dado por

Zag = {z € CY([to, 1 R™) | 2(ko) = 20, 2(11) = 21},

Comeo nio sio feitas restrigbes as varidveis de controle em (2.15), o conjunto dos controles
admissiveis é simplesmente Uyq := ¢ ([to, t1; IR™).

Os candidatos a solugio do problema de otimizagho restrita (2.15) sio os processos
admissiveis (z,4) € Zaq X Uyg. Podemos entio considerar o problema (2.15) como um
problema variacional com restricbes lagrangeanas

Minimizar I(z,u)
sujeito a {z,u) € Zyq X Uga (2.16)
G(t,z,u} = f(t,z,u} — 7 = 8, te (tg,tl);

Nossa experiéncia com problemas variacionais sujeitos a restriches lagrangeanas (ve-
ja Pardgrafo 2.2) sugere que a solugdo de (2.16) estd relacionada com a minimizagio do
funcional extendido ;

—~ 1 fd
Izyw,2) = [ L{t,z(t),u(t)) di,
to
onde L(t, z,u) = L(£, z,u) + At)G(L, z,2) e A € Y ([to, 1]; R®) ¢ um multiplicador. Defini-
mos agora a funcio auxiliar

H:[tg,h}xIR"x]R’“x]R" — R
(2,2, 2) — (A, flt,z,w)) + L(t,z,u},

denominada fun¢do de Hamilton. Por construcio temos Lt z,u) = H{t,z,u, ) — A(t)2'.
A equagdo de Euler-Lagrange para o problema variacional irrestrito em I possui uma com-
ponente relativa a z e ouira a u.5 Temos assim

d
dt

SA componente da equagio de Euler-Lagrange relative ao multiplicador A é simplesmente a restrigao
G(t,z,u) = 6 do problema (2.16), como o leitor pode facilmente verificar.

GiL+26ls = L4XGl. o GIL+AGl = [L+)GL
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Utilizando a defini¢io de H, podemnos reescrever as equacdes acima na forma
N(t) = —H.(t,z,u,)) e 6= Hy(t,z,u,A).

Note ainda que a equagio de evolugio do problema (2.15), 2’ = f{t, z,u), (que corresponde
a restri¢io lagrangeana do prablema (2.16)) pode ser reescrita como z' = Hy (i, z, 1, A).

Observe que as condigoes de WeierstraB-Erdmann, que dizem respeito a continuidade
das aplica¢des

Ezr(t,z,u) = Xt} e Eur(t,z,u) =4,

séo trivialmente satisfeitas devido as hipSteses de regularidade do multiplicador .
A pergunta que investigamos neste parigrafo ¢ a seguinte: As condigdes

2t} = Ha(t,z,u,A), XN(f) = —H.(t,z,u,)) e Hy(t,z,u,)) =0

sho suficientes para caracterizar um minimo local {oun glebal) do problema (2.15)7 A resposta
¢ sim, desde que fagamos hipétesees adequadas sobre a convexidade da fungio de Hamilton.
No Pardgrafo 2.5 investigamos a necessidade destas mesmas condicdes.

O desenvolvimento conduzido neste pardgrafo utilisa apenas argumentos elementares de
andlise real, devido ao fato de supormos convexidade parcial da fungdo de Hamilton, em
relagao as varidveis # e u. No capitulo seguinte analisamos o papel das condigdes acima em
problemas de controle genéricos.

Teorema 2.4.1 Seja L € C'([to,t1] x R* x R™R), f € CY([to, 1] x R™ x R™;IR").
Suponha que a fun¢do de Hamilion H satisfaz

H{t,z+v,u+w,A) — Ht,z,u,A) > H(t,2,u,A) v+ Hyft,z,u,)) w, ve R®, we R™

(2.17)
em [tg,11] x R® x R™ x R™. Sdo verdadeiras as afirmagées:
a) Se (2,4, 2) € CM[tg, t1]; R™) x C([to, t1]; R™) x C([t0, £1]; IR™) € solucdo de
{ zr(t) = H)\(ta Zy Uy ’\): A’(t) = _HZ(ta Zy U, A): Hu(t: Zy U, ’\) = 91 i E'(tﬂstl)a {2 18)
z{to) = 20, z(t1) = 21, ’

entde (2,@) € minimo global de I em Z,g x Upy sujeito a restrigdo lagrangeanc G(t,z,u) =
S, zu)— 2" =8, 1€ [to, t1)-

b) Caso a igualdade em (2.17) ocorra sse |v||w| = 0, entdo o processo (Z,%) no ttem (b) é
o inico minimo global de I em Z,4 x Uyy.

Demonstragio: Da hipdtese (2.18) segue imediatamente que (Z,4) € Z,q x U,y € ainda
que G(t, 2, @) = 0 em [to,11]. Seja (z,u) € Zyq x Uyg um processo admissivel satisfazendo a
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restricio G(¢, z,u) = #. Temos entio
I(z,u) — I{Z,4) I(z,u, ) — f(é,ﬁ, A)

ftl [H(tazau!)_‘) - H(t,f,ﬂ, 5‘) - X(t){z’(t) - Zl(t))] di
tp

\%

f“ (H(1,2,8 M (z — 2) + Halt, 2,8 3 (u - 8) — Mz — 2)] dt (2.19)
to

-3z = 2V = Mz — 7))t
to

[~z - &) =

provando o item (a). Para provar o item (b), basta observar que se (z,u) # (%) é ou-
tro processo admissivel satisfazendo a restri¢go G(2,z,u) = 6, entao {2.19) é obtida com
desigualdade estrita, provando assim que I(z,u) — I{Z,2) > 0. [ ]

Observagio 2.4.2 Caso a condigio de contorno z(#;) = #; no seja fornecida, o conjunto
das trajetérias admissiveis correspondente é Zgy := {2z € C([tg, t1]; R™) | 2({t0) = 20} e ©
Teorema 2.4.1 continua vilido se substituimos a condigio de contorno z(t;) = 2 em (2.18)
pela condigdo naturel A(t,) = 8.

Analogamente, se a condigio de contorno final para o problema (2.15) for da forma

alz(11)) = 8, onde a aplicagio o : R® — R” satisfaz Vo # 6, o conjunto das trajetdrias
admissiveis correspondente & Zyq := {z € C(fto, t1]; R™)| 2(ta) = 20, 0{2{t1)} = 6}.

Neste caso o Teorema 2.4.1 continua vdlido se substituimos a condigdo z(t;) = 2z emn
(2.18) pela condigio netural de transversalidade A(t;) = Ac.(z(f1)) para A € IRP e pela
exigéncia que Ag(z) : R® — R seja uma fungdo convexa. De fato, Se (z,u) € Zag % Uny
satisfaz G(t,z,u) = 8, definimos Z{z,u, A A) = I(z,u, \) + Ac(2{t1)) e obtemos

T(z,u, A A) — Z{z, 4, M A)

[~z = 2) + Aa(z(t1)) — Ao(Z(t1))
[A(z - D] + Ao(Z(t1)) [2(81) — 2(21)]
[=A(t1) + Aoz(z(8))] [2(0) - 2(t1)] =

I(z':u) - I(Evﬁ)

WV

Para obter a tdltima das desigualdade acima usamos a convexidade de Ao(z). Note que
A € RP é o multiplicador associado com a restrigio o(z(t;)) = 6. OCc o

Das hipéteses do Teorema 2.4.1 concluimos que, fixados os valores de t, z, A, a fungio
H{t,z,-,A) : R™ — R ¢ convexa, no sentido da Definigio 1.1.8. De fato, tomando v =
em {2.17) temos

H(t,z,u+w, ) — H(t z,u, ) = H,(,z,u ) w, 2,weR™

Logo. wna conseqiiéncia da condigio Hy (2. 2(t), &( A = 8, t € (tp,11) em {2.18) é que
#(t) ¢ um minimo local de H (£, 2(£), -, A(¢)) para cada t € (to,11), fate que pode ser escrito
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na forma
Ht, 22),2(0),A() = min {H(t2(),u, 2@}, t € (to, ). (2.20)

A condigdo expressa em (2.20), que é conseqiiéncia do pacote de condigdes suficientes (2.18),
é extremamente importante na teoria de controle timo. No Pardgrafo 2.5, ainda utilizando
a hipétese de convexidade parcial da fungic de Hamilton, provamos que esta condigio
é também necessirvia para otimalidade de solugbes do problema 2.15. A verificagio da
necessidade dessa condigao no caso geral é tecnicamente mais complicada e é discutida no
Capitulo 4.

A condigho (2.20) é denominada condigéio de médxime ou de otimalidade, apesar de ser
aqui apresentada na forma de minimo. Isto, entretanto, se deve tfio somente a natureza do
problema de controle étimo a ser estudado, cujo objetivo pode ser tanto maximizar quanto
minimizar o funcional I.

2.5 Convexidade II: condicdes necessarias

Verificamos neste pardgrafo que as condigbes propostas em (2.18) e em especial a condigio
de méximo (2.20) sdo, sob hipdteses adequadas, necessirias para otimalidade de solugdes do
problema de controle étimo (2.15). Como nos problemas variacionais restritos, as condicdes
necessdrias sfo obtidas utilizando um teorema de multiplicadores.

Suponha que, fixados (£,2, ) € R x R*® x R", a aplicagdo H(t,z,-,A) : R™ = R é
convexa (utilizamos a notagio do Pardgrafo 2.4). Seja (Z,%) € Y, x Uzg um processo étimo
para o problema {2.15). O teorema de multiplicadores de Lagrange garante a existéncia de
de C‘l([tg,tl];ﬁﬂ) tal que (2,4, A) é minimo local do funcional I.

Dada uma tripla qualquer de funcdes teste (71, 7,7m3) € Cf x Cg x €}, sabemos que a
variagio

_ 1 . - -
8I(Z, @, A, nz,m) = f (ML + Af2) —mh + (L + Afe) + ma(f — 2] dt
to

3] - _ _
m(Le +Afa+ ) 4+ m(Lu + Afu) + ma(f —2)] dt

o

sempre se anula. Sendo assim, escolhendoqy = =fem € C'&[to,tl] qualquer, obtemos
a equacdo de estado
7(8) = f(t,za), t € (fo,t1).

Tomando m € C'u[tg,tl] qualquer e 73 = &, obtemos a equagio adjunta
x’ = —Lz(t,f,'ﬂ.) - fo(tw Z, ﬁ): te (to!tl)'
Tomando agora 12 € C'g [tn, t1] qualquer, obtemos a equagio de otimalidade

6 = Ly(t,z,8) + Mfult,5,5) = H,(t,78,X), t € (to,11)..
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Como Z satisfaz por construgio as condigdes de contorno do problema (2.15), concluimos
que (2,4, 1bd) satisfazem {2.18). A condigio de méximo (2.20) é portanto satisfeita para o
controle otimo . ‘

Podemos resumir a argumentagio acima na forma do seguinte tecrema:

Teorema 2.5.1 (Principio do Méximo) Sejam L e f aplicagdes continuamente diferen-
cidveis, tg < 11 fizos, zp,z1 € R™ dados. Suponhe ginde que a fungdo de Hamilton H €
convere na veridvel u. Se (%,%) € um minimo local fraco de I em Yyq % U, sujeito ¢
restricio G(t, z,u) := f(t,2,3) — 2 = 8, entdo eziste um multiplicador X e CY(to, i R™)
tal que

N(E) = —H_(t,2,u,]), t € (to, 1),
z(tﬂ) = %0, z(tl) = 21,

{ 2'(8) = Ha(t, z,u, A),

e ainde, o controle dtimo & satisfaz o condigdo de mdzimo
Ht,2(8),8(),Mt)) = min {H(t,2(8),u, M)}, © € (o ta)-
!
Demonstragio: Veja acima. ]
2.6 Exercicios
2.1 Verifique os detalhes da demonstragdo do Teorema 2.2.7.

2.2 Considere o problema

1
Minimizar I(z,w) :=f (u(t) 4 1)dt
0

s.a.
Z'=—u, t€(0,1);
2(0) = 2(1) = 0.

Mostre que cada controle & € C[0,1] que satisfaz _]'01 u(t)dt = 0, é 6timo para o problema.

2.3 Encontre a solugio do problema

1
Minimizar I(z,u) = [ [ () — 2t + l]zdt
]
8.4.

Z'=u, t€ (0,1}
z{0) = 2(1) = 0; 2(t) > 0.



2.6. EXERCICIOS
2.4 Considere o problema escalar

1
Minimizar f {32()? + u(t)?)dt
1]
s.a.
F=—z+u, t€(0,1), 2(0) =1

a) Obtenha o problema variacional correspondente.
b) Encontre a equagio de Euler-Lagrange e as condigBes de contorno correspondentes.

¢) Determine o controle dtimao.
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Capitulo 3

Principio do Maximo de
Pontryagin

Neste capitulo é analisado um conjunto de condigdes necessirias de otimalidade para pro-
blemas de controle 6timo. Tal resultado é conhecido na literatura como prineipio do
méximo! e pode ser interpretado como um teorema de multiplicadores de Lagrange em
espages de dimencio infinita.

No Parigrafo 2.5, sob hipdteses adicionais de convexidade, obtivemos uma versio simpli-
ficada do principio do médximo utilizando argumentos elementares de analise. Como foi visto,
a condigio de méximo (2.20) pode ser obtida diretamente a partir da equacio de Euler-
Lagrange. No caso geral (sem a hipotese de convexidade da Hamiltoniana) a demonstragao
da necessidade da condigio de maximo é mais complexa e necessita de resultados proveni-
entes da teoria de otimizagfio em espagos de dimengdo infinita. consulte o Apéndice A}, A
autoria do principio do maximeo é controversa. A maioria dos autores credita o resultado ao
grupo liderado pelo matemdtico russo L.S. Pontryagin (1956). Entretanto, tal condigio po-
de ser encontrada em um texto anterior, porém pouco divulgado, de M.R. Hestenes (1050).
Para maiores detalhes consulte [Hel], [PBG], assim como as referéncias em [He2].

No Pardgrafo 3.1 apresentamos o principio do méximo para problemas de controle 6timo
com horizonte finito. Algumas variantes do teorema, correspondentes a diferentes tipos de
condigdes de contorno, sio analisadas. No Pardgrafo 3.2 consideramos o principic do méaximo
para problemas com horizonte infinito. No Pardgrafo 3.3 sio discutidas condigtes necessarias
para problemas impulsivos (que admitem trajetérias discontinuas). No Pardgrafo 3.4 sdo
discutidas diversas aplicagdes, onde o principio do mdximo é utilizado na identificagio de
processos 6timos.

3.1 Problemas com Horizonte Finito

Comegamos por apresentar uma formulagio bastante geral para os problemas de controle
otimo com horizonte finito. Considere o problema de controle

!Também conhecido como prineipie do minimo, ou principio de Pontryagin.

49
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h
Minimizar J(z,u) = L1{t1,2(8:1)) + / L{t, z(t), u(t)) dt
to
sujeito a
P(to, 20) t > tg; u € Li([to, ta]; R™), u(f) € 2 q.5. em [fo, ta};

z(t) =z + [tf{s,z{s),u(s)}ds, t € [to, t1l; ¢, 2(t)) =8

onde
L:[tp,00) x R®* x R™ % R, Ly: [fo,00) xR" = IR,

fifto,00) x R® x R™ = R®, 9 : [ty,00) x R® = R?

e ¢ R™. O tempo inicial #y e a condigdo inicial 2z sdo fornecidos, enquanto que o
tempo final £, efou a condiciio final podem ser ou ndo conhecidos. Por analogia ao cilculo
variacional, tal problema ¢ denominado problema de Bolza. Caso a fungio objetivo seja
da forma

t
J(z,u) :=j; L{t, z(t), u(t)) dt,

o problema é denominado problema de Lagrange. Uma terceira variante séo os pro-
blemas de Mayer, em que a funcio objetivo é da forma J{z,u) = Ii(f1,2(t1)). A
denominacio aqui empregada corresponde 2 utilizada no classico cdlculo de variages. As
trés formulagSes acima sdo equivalentes, no sentide de que um mesmo problema de controle
6timo pode sempre ser colocado em qualquer wma das formas acima.

Note que o fato da dinimica do sistema ser descrita por uma equacio integral, ao invés
de diferencial, nos permite considerar trajetérias admissiveis menos regulares. O conjunto
das estratégias de controle admissiveis é

Upg = Lllac([os OO}; ]R'm):
de forma que as trajetdrias correspondentes sio fungoes absolutamente continuas em [fg, ¢1].

Defini¢do 3.1.1 Sejam f, L as fungdes definidas acima. A aplicagio

H :[ts,00) x R® x R* x R™ — TR,
(t,z, hu) — (A fltzu)) + nL(tzu)

¢ denominada fungdo de Hamilton (note que a origem da constante # precisa ainda ser
esclarecida). OO0

Os piroblemas P(%, zp) podem ser divididos em dois tipos: problemas com tempo final
fixo (t; = T conhecido) ou com tempo final desconhecido. A demonstracgdo do principio
do méiximo para os problemas do primeiro tipo é ligeiramente mais simples ¢ pode ser
encontrada e.g. em [Tr, Teorema 11.8] (somente caso auténomo). Ume demonstracio
bastante compreensivel para problemas de tempo 6timo (ie., do tipo J{z,u} = :0‘ dt)
autdénomos com dindmica linear pode ainda ser encontrada em [Ho, Capitulo 9].
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No teorema a seguir apresentamos o prinefpio do méximo. Por ser longa e técnica,
& demonstragdo ¢ deixada para o Capitulo 4. A argumentagio utilizada na demontragio
segue a linha das notas de aula de M. Brokate (veja [Br]). Uma comparacio com a de-
monstragdo proposta por W. Fleming ¢ R. Rishel (veja [FIRi, Capitulo 2]) é inevitdvel: os
autores também utilizam um problema (auxiliar) abstrato de otimiza¢io para obter as con-
digBes necessdrias para otimalidade. Como referéncias auxiliares o leitor pode consultar as
referéncias cldssicas [PBG), [Hel], [Ber], [Bo] ou ainda os textos modernos [FIRi), [Know],
(LiYo], [MaSt], [Tx], [Za].

Teorema 3.1.2 Suponha que L, f sdo aplicagées C% ¢ que Ly, o sio CL. Se {z*,u*,tf)
é uma solugdo do problema P(tg,zo) com P, (1, 27 (1)) # 0 e (L1).{8, 27 (L)) # 8, entdo
eziste uma funcdo X : [tg,3}] = R™ e constantes 3 > 0, 1 € RP que satisfazem:

i) Egqungdo de estado
¢
2t} = 2 + f fls,2%(s),u"(s}) ds, £ € [to, 1]
fp

#) BEguagdo adjunta

31
ARy = M + f Z—H(s,z*(s),,\(s),u*(s))ds, t € [to, ]
Moo= p 8l w) - S, w)a

iii) Bguagdo de evolugdo da fun¢do de Hamilton

H(t,z* (1), A(®),u*(t)) = H1 — f —(3 z2"(s), Ms),u*(s)) ds, ¢ € [to, ],
H, = —n a]';il (* *(t')) (‘a%(tlﬁz ( 1)): ”);

i) Condigdo de otimalidade

Ht, 2* (), AlD),v*(2)) = I!flelél Ht, 2" (1), Mt),u), g5 em [tp, £]];

v) Condigdo de nio ecoplammento n + ju| # 0.
Demonstragao: Veja Capitulo 4. [

A demonstragio do Teorema 3.1.2 se constitvi na aplicagio de um teorema de mul-
tiplicadores a um problema auxiliar, obtido de P(tg,z;) por uma mudanca de variaveis
denominada transformacic no tempo e cuja solubilidade estd relacionada 3 de P(tp, z0). As
constantes 1 e p surgem na demonstragio como componentes de um vetor normal a um
hiperplano, que separa conjuntos de nivel associados a fungdo objetive J e a condigio final

P, 2(2)) = 6.
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Observagio 3.1.3 A denominacio principio do méximo é motivada pelo item iv) do
Teorema 3.1.2, que, entretanto, se refere 4 determinagdo de um minimo. Este fato se deve &
escolha do sinal do multiplicador de Lagrange n > 0. Tal escolha é arbitraria e a formulagio
do teorema com 7 < 0 altera o min da condigiio iv) para um max. Sem divida, as condigGes
malis interessantes do Teorema 3.1.2 sic

2 = H,\(t,Z,A,u), Z(tu} 20, Tfl(tl,z(h)) = {,
X = —H(t,z A ), Mi) = 19, 20)) - Gt 2(00)" 3

s H{t, z,\u) = melg H{t, z(8), Mt), w), q.s. em [tg, 1]
w

Note que o par (2, A) é solucio de um sistema Hamiltoniano para a fungio H.

Os problemas em que o multiplicador escalar # assume o valor zero sio denominados
anormais. Neste caso o controle 6timo fornecido pela condigio de mdximo ndo depende da
fungio objetivo, mas somente das restrigdes do problema de otimizagio. Ooon

Observagio 3.1.4 Analogamente aos problemas variacionais, os problemas de controle
Stimo também podem ser formulados com diferentes tipos de condigGes de contorno. A
cada wm destes tipos corresponde uma variante do Teorema 3.1.2, que se diferencia deste
apenas pelas condigdes de contorno para a varidvel adjunta e para a funcio de Hamil-
ton. Enunciamos a seguir algumas variantes do problema P(#p, zp) que surgem com maior
frequéncia em aplicagbes. Apresentamos ainda as condigfes de contorno correspondentes
(vondigBes naturais de contorno).

Considere o problema P{ly, zy) com #; fixo (£; > #9) e Ly = & (problema de Lagrange).
 Se z condicio final é fixada (z(11) = z)) ndo h4 nenhuma condigao para A(#) (corresponde
a escolha @(t, z) := (t — &), z —z1)* € RY).

 Se a condigiio final é livre (2(¢1) qualquer) a varidvel adjunta satisfaz A{t;} = @ (corres-
ponde a escolha 9(t, z) :=t — t; € R).

» Se a condigdio final é da forma: z(f;} > z; (no caso escalar) a variivel adjunta satisfaz:
A(t1) > 0 e a igualdade ocorre quando z(f;) > 21. _ ‘

Considere agora o problema Pf{tp, zp) com ?; livre e Ly = 8. Neste caso as condigdes
para A{t;) discutidas acima néo se alteram e, além disso,

Hty, z(t1), At ), ulta)) = 0.

Esta equagio extra corresponde a varidvel adicional do problema: o tempo final desconhe-
cido ¢ € (tg,00). OCc A

O principio do maximo pode, em alguns casos, ser utilizado para efetivamente determinar
uma. solucdo do problema P(tg, 2p). Para tanto, aplica-se a seguinte estratégia: Inicialmente
a condiciio de maximo ¢ usada para explicitar o controle étimo u em fungao das varidveis z
e A. Obtenios assim

u() = U.(-20), 20D
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1. Estime A= A(tp) e u;

2. Resolva o problema de valor inicial

¢ = +9H (15,0, 1,U.(t,2,0), #lto) = 20,
X o= =95 0,1,U.(t,2,0), Ato) = Ao

3. Aprimore a estimativa (e.g. através do método de Newton)
com o objetivo de satisfazer as equagdes

P, 2(0)) =0, Alt) = %gl(tl:z(tl)) - g—f(fhz(il))*ﬂ;

4, Retorne ac passo 2.

Figura 3.1: Algoritmo do métode de shooting para resolver um sistema Hamiltoniano.

O passo seguinte consiste em substituir esta expressio no sistema Hamiltoniano (veja Ob-
servacio 3.1.3), eliminando deste a varidvel u. Qbtemos assim

Z = HA(t: z A U*)u Z(tﬂ) = 20, ’Qb(tl:z(tl)) =0; (31)

N o= —H,(t,2,2U.), AMt) =g %L?I(tl,z(tl)) - g—f(tl,z(tl))* 1 (3.2)
ro o8

H - ot (t'lz!A!U*)! (3‘3)

ot

Resolvendo este sistema, obtemos um candidato 2 solugio do problema P(lg, z).

Nem sempre é vidvel aplicar tal abordagem, pois em certos problemas nio é possivel
obter a representacao U.(-,z,A) para o controle 6timo (e.g., o extremal singular no Pari-
grafo 2.3).

O sistema resultante de (3.1), (3.2), (3.3) pela substituicio u()) = U,(, 2, A) pode ser
resolvido por um método do tipo shooting, conforme o esquema na Figura 3.1 (neste esquema
aplicamoes o Teorema 3.1.2 com p = 1).

Hty, 2(t1), A(h), Us(81)) = -7 %(tlaz(il)) + <%(t1,z(t1)), .u>

Observagéio 3.1.5 O problema de valor de contorno {3.1), (3.2), (3.3) possui, tomando o
controle u fixo, 2n +1 varidveis (z, A, H) e p+1 pardmetros (n, ). Temos assim 2n +p + 2
graus de liberdade, os quais estdo sujeitos a 2n +p+ 1 equagdes. Aparentemente temos um
grau de liberdade a mais. Note porém que a condigio de ndo acoplamento v) garante que
7 € g néo sdo ambos mulos. Logo, ¢ sempre possivel simplificar o sistema (3.1), (3.2), (3.3)
em relagdo a n ou a uma das componentes de g. Sendo assim, o Teorema 3.1.2 pode ser
formulado alternativamente comeo:

. existem A : [tp, ] — R™, 5 = 0 ou 7 = 1, s € RP que satisfazem i), ... , u).
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OD0D

Observacdo 3.1.6 E simples verificar que 2 equagio de Buler-Lagrange do cilculo varia-
cional pode ser obtida a partir do principio do méximo. De fato, o problema variacional de
minimizagio (1.2) pode ser interpretado como

&

b
{ Minimzar J(z,u) :=f L(t, z(t),u(t)) dt

sujeito a 2’ = u(t).

Logo, a condigiio de médximo iv) do Teorema 3.1.2 implica em

— aH * * * - 6 * * * * — * 6L * *
0= E(t'lz!A:u) = %[()\a“)ﬂ"ﬂf(t,z,u N = A +ﬂau(taz1“)
e, portanto,
" 8L, , .
A= —W'a';(t;z Y u") (34)

O sistema Hamiltoniano para as varidveis de estade e adjunta se escreve

d2 _ JOH _ =
b om _ oL 35)
Et_ =] -——3-;- = -7 —a;(t,z",u*)
De (3.4) e (3.5) temos
aL,. . . _ d 8L, ., .
_’qa(t,z ,'l‘.l: ) - dt ( nau (tiz 7’”‘ ))
o oL d (3L
- * AV - ol * ! =
) - 5 (Spesen) = o
que € a equacio de Euler-Lagrange. 0Ogo

3.2 Problemas com Horizonte Infinito

Analisamos neste pardgrafo condigbes necessdrias para problemas de controle 6timo com
horizonte infinito. Os problemas de controle desta natureza tem ganho importincia nas
1iltimas décadas devido aos modelos de problemas oriundos das ciéncias econdmicas e bio-
16gicas que os utilizam.

Os primeiros trabalhos a tratar de problemas de controle com horizonte infinito so
devidos aos economistas. Uma referéncia cldssica € o artigo escrito em 1928 por F. Ramsey
{veja [Ra]), que discute modelos para problemas do tipo consumo x investimento (veja
Aplicagio 3.4.3). A primeira extengio do principio do mdximo para problemas com hori-
zonte infinito foi apresentada por H. Halkin em 1964 (veja [Hal); todavia, a caracterizagio
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3.2. PROBLEMAS COM HORIZONTE INFINITO

de otimalidade proposta neste trabalho é deveras restritiva. Um detalhado resumo do de-
senvelvimento da teoria pode ser encontrado em [CaHa). Uma abordagem mais recente é
encontrada em [BaCal; entretanto, somente problemas auténomos sio considerados. Na
abordagem aqui apresentada, seguimos os passos descritos em [Leit]), que trata problemas
com horizonte infinito néo auténomos e utiliza um conceito de otimalidade {diferente dos
encontrados em [Ha] e [CaHa]) que extende de forma natural o conceito usado em problemas
com horizonte finito.

Intimeros modelos econémicos (de horizonte finito e infinito) sdo tratados, sob a dtica do
controle 6timo e programacio dindmica, em [SeSy]. Entre outros, sdo analisados problemas
de exploragio de recursos naturais. O leitor interessado em aplicactes desta natureza deve
consultar ainda [SeZh]. Aplicagdes 2 modelos biolégicos podem ser encontradas em [CL}. Um
interessante problema relacionado com a exploracio 4tima de recursos naturais renovaveis
{pescuria 6tima) ¢ analisado em [CCM] e [BaLe] (veja Aplicagiio 3.4.4),

Antes de discutirmos os problemas com horizonte infinito, analisamos um problema
auxiliar com horizonte finito. Trata-se de um caso particular do problema abordado no
Pardgrafo 3.1, a saber, problemas de controle 6timo com tempo final fixo. As condigdes
necessirias para este problema auxiliar sio utilizadas na demonstragio do principio do
méximo para os problemas com horizonte infinjto.

Suponha que no problema P(ty, z), 0 tempo final ¢; = T e o estado final 2, = zp sio
dados. Temos assim o seguinte problema de controle timo:

T
Minimizar J(z,u) :=/ Lt z(8),u(t)) dt
. . 0
sujeito a
t
) =20+ [ £(5,2(6),ul9) s, t € 0T, o(T) = 27
u e LYo, T];DIR"‘), u(t) € 0 gs. em [0,7];

PT (Z(J}

Argumentando como na Observagiio 3.1.4, abtemos o seguinte conjunto de condigdes neces-
sdrias para otimalidade de uma sclugio do problema Pr(z):

Coroldrio 3.2.1 Suponha que L, [ sdo aplicagdes C2. Se (2*,u*) € uma solugdo do pro-
blema Pr(z), entdo esiste uma fungio A : [0,T] 5 R" e =1 oun = 0 que satisfazem
i} Sisterna Hamiltoniano
(2*)(t) = Halt,z*, A, u*), g.5. em [0,7],
M) = Hy(g, 2%, A u*), g.5. em [0,T),
z'{to) = 20, 27(T") = 21 ;

i) Condigao de otimalidode
Ht, 2" (), M), v* (1)) = min H(t.2"(2), A(8),u), g.5. em [0,T};
u

i) Condigdo de ndo acoplamento 5+ ||X|eo # 0.
Demonstragao: Segue imediatamente do Teorema 3.1.2 e da Observaco 3.1.4. [ ]
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Analisamos agora os problemas com horizonte infinito. Considere o seguinte problema
de controle Stimo:

Minimizar J{z,) = f % it L(z(2), u()) dt
sujeito a ¢

t
28) = 20 + fﬂ Fl(s), u(s)) ds, ¢ € [0,00);
u€ Lfloc([oi 00);]R,m), ﬂ(t) EN q.5. em [U, OO) H

Poolz)

onde as fungBes L : R* x R® = IR, f: R* x R® — R", o conjunta 2 € R™ e a constante
§ > 0 sfio dados. O resultado a seguir fornece condigSes necessarias para otimalidade de
uma golugho de Poofzp). '

Teorema 3.2.2 Suponha que L, | sio aplicacies C2. Se {z*,u*) & uma solugdo de Poo{zp),
entdo eziste wma eplicagGo X : [0,00) — R™ e constantes 1 = 0 ou 5 = 1, Ap € R"™ que
satisfazem:

i} BEyuagdo de estado
¢
Z*(t) = 2 + f fls, 2% (s}, u*{s)) ds, t € [0, 00};
o
i) Equagdo adjunta
taH * *
MO = %o+ [ G0 Mo () ds, £ 0,00);
0

#1) Condigdo de otimalidade

ff(t,z*(t),,\(t),u*(t)) = min H(62"(t), M), w), o em [0,00)

Demonstracio: Seja (z*,u*) um processo Gtimo parva Py(zp). Dado T > 0, as fungBes
e "L [0, T]xR**xBR™e §: [0,T] x R™ x R™ satisfazem as condigbes do Coroldrio 3.2.1.
Logo, obtemos deste coroldrio condigdes necessdrias para otimalidade de cada um dos pro-
blemas

Tk
Minimizar J(z,u) == f e~ L(t, 2(t}, u(t)) dt
sujeito a ’
t
z(t) =z +[ s, z(s),u(s)) ds, t € [0,T%], 2(Th) = 2z :=2"(T}) ;

0
we L0, T R™), u(t) € R gs. em [0,7%] ;.

Pr,(z0)

onde T — co. Como conseqiiéncia do principio de otimalidade de Bellman (veja [Leit}),
temos que (z*,u")|jo,7) ¢ uma solugio de Pr,(z). Juntando os fatos, podemos garantir a
existéncia de 7 > 0, Ax @ [0,7%] = IR™ tal que
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* [ Aklleo + 75 > 05

» (2*, ) € solugdo do sistema Hamiltoniano?

]

dz* (%)
dA ()

Hy(t, 2" (), Ae(t), u* (#)) dt, t € [0, T}
—H(t,2° (), Ae(t), w" (8)) di, ¢ € [0, T5]
2(0) = 20, 2"(Tk) = 2:;

o H(b2 (0. 0(0,07(2) = max{Ht,2 (1), M(0,w), as. in [0,73).

Considere agora a sequéncia {A4{0), 7 }xew. Normalizando os multiplicadores de Lagrange,
podemos supor que |Ax(0)| +m: = 1, k¥ € IN. Tomando subsequéncias (se mecessirio)
podemos garantir a existéncia de Ayg € R™ e 5 > 0 satisfazendo

|dol +7 =1, lim A, (0) = A, ligmrk =1. (3.6)

Seja agora T > 0 fixo. Logo T > T, para k > kp e como o sistema Hamiltoniano desfruta
da propriedade de depéndencia continua das condigGes iniciais, podemos garantir que existe
A [0,T] — R", tal que Ay converge uniformemente para A em [0, 7). Essa convergéncia
implica nas desejadas condicBes de otimalidade para o problema P (g}, uma vez que T' > 0
¢ arbitrario. . [

Duas diferencas bdsicas devem ser observadas na formulacio do Teorema 3.2.2 em re-
lagiio a0 Teorema 3.1.2; i) Falta uma condigio de contorno final para a varidvel adjunta A
(eventualmente uma condigio de decaimento do tipo tl_l}rgo A(t) = 8); i) Falta a condigiio de

ndo acoplamento (neste caso i + |Ag| # 0).

Observacdo 3.2.3 Uma andlise dos problemas (com horizonte infinito) com dindmica line-
ar e custo quadrético pode ser feita, alternativamente, utilizando-se programagio dindmica.
Através de um processo de limite, é possivel obter a funcio valor resolvendo-se a equagio
algébrica de Riceati (veja [So, Capitulo 7]). Uma vez conhecida a fungio valor, a varidvel
adjunta® pode ser calculada (A(f) = %V(t,:r)) e o controle étimo é obtido através da
condicio de otimalidade. 0 oo

3.3 Problemas Impulsivos
Apresentamos neste pardgrafo uma variante do prineipic do méximo para problemas com

couirole impulsivos. Neste tipo de problema, sdo permitidos saltos (discontinuidades) nas
trajetdrias admissiveis, Considere o problema impulsivo de controle 6timo

*Note yue H(t,z, e, ) = {Ae, F(t, z,v)} + L, 2, u).
3A varidvel adjunta corresponde & derivada parcial da fungio valor em relagdo a varidvel de estado.
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Minimizar J(z,u, ) = fo % =% fo(t, 2(0), ult)) dt + .[[0 (i

Plo(o) sujeito a

dz(t) = f(t, 2(t), u{t))dt + g(t)(dt), ¢ € [0,00) ;

2(0) = zp; u(t) € & q.s. em [0,00); > 0;
onde as funges fo : [0,00) x R*xR™ = R, f : [0,00) xR" xIR™ — R", gg, g : [0, 00} = IR,
o conjunto 2 € R™ e a taxa de desconto § > 0 sdo dados. Os controles admissiveis sdo
pares do tipo (u, ). A componente convencional do controle, u, € uma fungio mensurdvel
satisfazendo a restricio u(t) €  q.5. com respeito a medida de Lebesgue. A componente

impulsiva do controle, u, corresponde a uma medida de Borel nao negativa,
Consideramos o problema impulsivo PI,(zq) sob as seguintes hipdteses:

Hi) Existe K; > 0 tal que para todo £ € [0,00), u € R
lfﬂ(tr (B.,‘U-) = fﬂ(ta U 'b'.)l + If(t,z, ‘b'.) - f(t)ys u)[ < Kllfl’i . yI:V Y€ R" H
H2) f{~=z,), fol*,=,-) sio L x B-mensuriveis, g(-) e go(-)} sdo L-mensurdveis;
H3) Existe Kz > 0 tal que para todot € [0,T] eu € Q
1F{t @, u)l + [ folt,zu)| < Ks(l+|2]),¥ = € RY;
Hj}) As funges f(t,-,u), folt,,u) sio continuamente diferencidveis para todo ¢ € [0, 00),
u € Q. A aplicacio '
(t,z,u) = (fo(t, &, uh folt 2, 0))
¢ continua em [0, 00) x R™ x £;
H35) § é fechado.

O teorema a seguir deriva do resultado discutido em [BLS1). Este, por sua vez, é a
generalizagio para horizonte infinito do resultado obtide por R. Rishel para horizonte finito
e 1965 (veja [Ri, Teorema 4]). A verificaco do teorema a seguir segue essencialmente a
linha de demonstragio do Teorema 3.2.2, utilizando como argumentas principais: principio
de otimalidade de Bellman (para problemas impulsivos); dependéncia continua de condigoes
iniciais para soluctes do sisterma Hamiltoniano.

E importante ressaltar que em {BLS1} sfo considerados problemas Ply(zq) com gg =
go(t, ) e g = g(t, 7), enquanto que em [Ri] sdo tratados problemas impulsivos com horizonte

finito e go = go(t), g = g(t}.
Teorema 3.3.1 Suponha que (Z,%, 1) € um processo dlimo pera Pl(zp). Entdo ezistem
constuntesn=1oun=0, Ayp € R® e uma fungdo A € BTQ;"C([O, o0); IR™) fais que
i) O par (Z,)) € solugdo do sistema Hamiltoniano
dz(t) = f(&.2(2),u()dt + p(dt)
dA(t) = —f(6Z(),TE)IMe)dt — ne™® fo.(¢,7(2), W(t) )t
Z(0) = =z, A(0) = Ag;
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i) E werificada a condigdo de otimalidade

(FEZE,TE), M) + 76 fo(6,7(0),5(0)) =
max{(f (. 7(8),u), A®) + ne™fol6, 30), )} 5.

i) E verificada a condicdo de salto

{9(8), A(#)) +ne~%go(t) < 0, g.s.
{9(2), M)} +ne~Ttgo(t) = 0, F-g.s.

Demonstragio: Veja [BLS1, Teorema. 6). ]

Uma andlise detalhada dos problemas impulsivos Pl (xp)}, assim como a demonstracio
do Teorema 3.3.1, requer boa dose de conhecimentos sobre teoria de medida de Lebesgue
e andlise convexa, que estdo além do escopo deste manuscrito. Entretanto, os argumentos
principais utilizados na demonstragio do principio do méximo se assemelham sos utiliza-
dos na demonstragdo do resultado anilogo para problemas com controles regulares (men-
surdveis). Nosso interesse pelos problemas impulsivos {com horizonte infinito) é justificado
pela importéncia das aplicagbes destes a modelos econdmicos e biolégicos, em que as tra-
Jjetérias dtimas sdo sabidamente discontinuas. Um exemplo da utilizagio do Teorema 3.3.1
na detecgio de trajetdrias Gtimas é apresentado na Aplicagio 3.4.4 (veja ainda [BaLe)).

Maiores detalhes sobre condigGes necessdrias para problemas impulsivos com horizonte
finito podem ser encontrados em [Mu], {ViPe], [SiVi]. Para problemas impulsivos com
horizonte infinito ¢itamos ainda [BLS1), [BLS2].

3.4 Aplicacgoes do Principio do Maximo

Neste pardgrafo analisamos, sob a Gtica do principio do maximo, alguns problemas de
controle 6timo. Na Aplicagio 3.4.1 sio discutidos os problemas de tempo minimo até o
origem. O modelo aqui discutide é simples, porém possui diversas variantes relacionadas
com aplicagoes tecnoldgicas (piloto automatico, acoplamento de satélites, ... ).

Utilizamos na Aplicagio 3.4.2 o principio do maximo para verificar que uma estratégia
do tipo bang-bang é a tinica estratégia 6tima admissivel para o problema da alunissagem.

Na Aplicago 3.4.3, consideramos um modelo econdmico cléssico, formutado por F. Ram-
sey em 1928 (veja [Ra]}). Utilizando a equagio de Euler-Lagrange, obtemos a politica 4tima
para um problema do tipo consumo X investimenfo com horizonte infinito.

Um problema de exploragio 6tima de recursos naturais renovaveis é considerado na
Aplicagio 3.4.4. A abordagem aqui apresentada segue a linha de [BaLe]. O modelo utilizado
fui proposto em [CCM] e analisado por diversos antores. Sio levados em conta controles do
tipo impulsivos e processos definides em horizonte infinito de tempo.

Em [BMS] podem ser encontradas diversas aplicagdes do principio do maximo a pro-
blemas aeroespaciais, dentre as quais citamos: Desenho 6timo de uma missio a Netuno;
Ascenssfio Gtima de um veiculo espacial hipersdnico; Alcance méximo de v8o para uma
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asa delta atravessando uma térmica. Em [Ho] sfo discutidas (entre outras) as seguintes
aplicagdes: Oscilador harménico com custo de combustivel; Controle de epidemias; Pescaria
Gtima; Contragio do ventriculo esquerdo do coragio; Compra e venda de agdes.

Aplicacdo 3.4.1 (Tempo minimo) Suponha que no tempo ¢ = () um carro se encontra
na posi¢gio ¢ € IR com velocidade b € IR. Nosso objetivo é enconirar uma estratégia u*
(aceleragio e frenagem) que permita levi-lo até a origem no menor tempo possivel. E
exigide ainda que, ao chegar ao destino, o carro tenha velocidade mla.? Temos assim o
seguinte problema de controle étimo

Minimizar f; 1dt

sujeito a

Z=(38)z+ 1) w 20 =) ;
YT, 2(T)) =2(T) = 8

onde T > 0, u € L[0,7] e uft) € £ := [-1,1] g5 em [0,T]. As condicdes necessirias
fornecidas pelo principio do méximo sio

Z = (B), 20 =(§), 21y =6;

Xo=—(R), M0 =)

H{t,z, A u) = zaA + udg + 9

z9d + Uz, M)A + 7 = ueLF—i?,I] {z2A1 + udz + 1}, qs. em {0,7];

7+ |ml + |p2| # 0

Da condigio de otimalidade obtemos

—gignds , A 0
Uz 3} = { gna ”\:ig (3.7)

Calculando agora A(t) para t € 10,77 temos:
M) = p, do(t) = (T -8 + po, t€[0,T] . (3.8)
Portanto, Ap é linear e muda de sinal no méximo uma vez em [0,7]. Sendo assim, basta

estudar os seguintes casos:

1” Cazo: u* nio muda de sinal em [0, 7).
¢ Se u* =1 temos

t2
nt)=b+t, alf)=at+btt, t€0,T).

1Tal prablema é apresentado por alguns autores como problemea do acoplegem. Para uma descrigio do
problema veja [Tr, Capitulo 11).




3.4. APLICACOES DO PRINGIPIO DO MAXIMO 61

22
C
u=-1 T b
) 2
u=l
Figura 3.2: Trajetérias 6timas para os controles u* = leu* = —1

Como z(T) = 6, tais estratégias s3o admissiveis apenas para condigdes iniciais do tipo
(a,b) = (T%/2,-T), com 7' > 0.
s Seu* = -1 temos

t2
Zz(f) =b—1t, 21(1‘) =a+bt— 7 te [O,T]

Como z(T) = 6, tais estratégias sdo admissiveis apenas para condigdes iniciais do tipo
{a,b) = (—T2%/2,T), com T > 0.

A curva C na Figura 3.2 & composta pelas condiges iniciais (e,b), para as quais as
estratégias u* =1 ou u” = ~1 sdo dtimas. As respectivas trajetdrias correspondem a parte
da. curva C limitada por (g, b) e pela origem.

2° Caso: u* muda de sinal em 7 € (0, 7).
No caso anterior vimos que se u* = 1, entdo z,(£)? = 221(t) + const; enquanto que u* = —
implica em z3(£)? = —22 (t)--const. Portanto, as trajetdrias correspondentes a tais controles
5o necessariamente paralelas a um dos arcos de pardbola mostrados na Figura 3.3. De
onde concluimos que a trajetdria Stima é necessariamente composta por dois arcos: cada
um pertencente a uma das familias ra Figura 3.3 {lembre gue u* muda de sinal uma tnica
vez no intervalo [0, 7).

Note que a parte final da trajetéria étima é necessariamente como na Figura 3.2 {caso
contririo a trajetéria ndo seria admissivel}. Para determinar a parte inicial da trajetéria,

%2

NN T
P PPrANN NN

Figura 3.3: Trajetdrias correspondentes a controles constantes
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C

/

Figura 3.4: Trajetérias Gtimas correspondentes aos controles u* =1 e u=-1

observe que, dada uma condigdo inicial {a,b} € R?, existe uma tinica curva pertencente as
familias mostradas na Figura 3.3, que intercepta tanto o ponto (e,b) quanto a curva C (o
caso a > 0, & > 0 é mostrado na Figura 3.4). O principio do méximo nos permite concluir
que existe uma tinica trajetéria associada a controles do tipo :

" 1,t<T N -1,t<T
u(t)z{—l,t>'r on u(t)={ 1,t>71

que ¢ admissivel para a condigdo inicial (e, b). Tal trajetéria é composta por dois arcos:
wn da curva £ limitado por (g, b) e pelo ponte P e outro da curva C limitado por P e pela
origem. Para calcular 7 (instante em que trocamos o controle de —1 para 1) ndo é necessirio
calcular as constantes py, pg na equagdo (3.8). No caso e > 0, b > 0, basta descobrir para
qual 7 > 0 a curva (z(£), z2(t)) = (a + bt — t/2,b — ¢} satisfaz a condiggo

z(1) <0, za{r)? = 221(7).
U calculo simples mostra que 7 é dado por uma das raizes b=+ +/b%/2 — a. Ooo

Aplicacio 3.4.2 (Alunissagem) Considere o problema de controlar a descida de uma
espagonave na Lua, utilizando para isso a menor quantidade possivel de combustivel. Em
um modele simplificado temos®

i : tempo;

Mt} : altura da espagonave;

v(t} : wvelocidade da espagonave;

m{t) : massa da espagonave + combustivel;
u(f) : empuxo dos motores da espagonave.

Seja M a massa da espagonave sem combustivel, F a quantidade inicial de combustivel,
hg a altura inicial, v 2 velocidade inicial, umgr 0 empuxe mdximo dos motores da nave
(0 < u(t) < Umgge, t = 0), g a constante gravitacional da Lua (considerada constante) e &

SEste modelo é também discutido em [FIRi], [Ho] e [Know].
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a constante de proporcionalidade entre 0 empuxo e a taxa de queima do combustivel. As
varidveis de estado {k, v, m) satisfazem a seguinte dindmica:

B o= oft)

{ v = —g + ult)/m(t)
m' = —kult)

Definindo z(£) = (h(Z), »(¢), m(£))* temos o sistema nio linear

Z2
Z = |-g+ufa) = Flt,zu)
—ku

z(0) = {ha; wo, M+ Fy, 2(T) = (0: 0, ?)*

(3.9)

A condigdo final segue da hipétese que um pouso suave ocorre quando AT = »(T) =
0, sendo para m somente relevante que m(T) > M. Como o custo a ser minimizado
correspende ao gasto de combusti vel, temos que maximizar

T
m(T) = M + F —kf ult) dt.
0
O problema de controle étimo pode ser escrito comao:

T
Minimizar J(T,z,u) = f u(t) dt
]
sujeito a '
u € {L'[0,T] | u(t) € Q2 2= [0, Umas] q.5. em [0,T]},
7= .f(z’u)7 Z(D) = (hﬂ ] -A/I"}‘F)* € ]R'3:
P15 2(T)) = (21 (T) 2(T))* =8 e R?
A fungio de Hamilton é
H(ta Z, ’\y u} = (A: u) + WL(t)zs 'U.) - ’\122 + )‘2(—9 + U/za) - ‘\3ku + nu.
Minimizando a fungfio de Hamilton em relagio a u obtemos
0 y T+ Aefzg —kdg >0
Uz, A) = 7+ hfzm—kA=0 (3.10}
Umaz , N+ A2/z3— KAz <0

Tomamos por simplicidade ¢, = 1. A fim de tornar o problema fisicamente coerente
supownos ainda

1 = empuxo méximo > forga gravitacional = (M + Fg,
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Zl=h

Zg =0

£§=T—F/k

Figura 3.5: Condigoes iniciais (h,v} que sdo levadas pelo controle »* = 1 & condigao final
{0, 0, m{T))* com m(T) > M.

isto 6 1/(M + F) > g. E razodvel considerar que existe uma estratégia étima do tipo
bang-baug, i.e. da forma

<0 - {3112k e

Caleulamos inicialmente a trajeidria associada a estratégia u*. Como u* = 1 em [£,T],
usamos o sistema (3.9) e as condigdes de contorno z) (T} = z(T) = 0e z3(f) = M + T a
fim de determinar z no instante ¢ = £. Obtemos assim

(6 = —Jo(T -0 - 5 1o (MeToE=0) _ 7o
() = g(T -6 + i (&fﬁ%@)
z() = M+ F

Tracando o grafico de z1{£) por 23(£) obtemos a curva da Figura 3.5, que é formada pelos
estados da forma z(¢) = (R(&) »{¢) M + F)* que sio levados pelo controle «*(t) = 1,
t € [£,T) no estado final 2(T) = (0 0 m(T))* com m(T) > M. Note que o comprimento

dessa curva ¢ limitado, pois como v* = 1 temos m' = —k e o combustivel se esgotara
ap6s I/k unidades de tempo. Temos assim a limitagdo 1' — £ < F/k (além obviamente de
T~£>=0).

Como inicialmente u* = 0, a nave se encontra em gueda livre durante o intervalo de
tempo [0,£]. A trajetdria correspondente é

zi(t) = —3gt2 +vgt + ho
z(t) = —gt+w te(0,¢]
z(t) = M+ F

Explicitando z; (= h) em fungio de 2o (= v) obtemos:

R(t) = ho — %{«F(n—va, t €08,
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A curva (u(t), A(t)) é uma pardbola no plano de fase v x h. Unindo os dois trechos da
trajetoria correspondente a u* obtemos a curva mostrada na Figura 3.6, Segundo essa
trajetéria a nave cai em queda livre até que o estado (v, ) alcance a curva da Figura 3.5.
Nesse momento os motores sao acionados na poténcia méxima até o estado final admissivel
ser atingido (¢(T, 2{T")) = &).

Observe que se a intersecgéio das duas curvas na Figura 3.6 ocorre num ponto (v{£), h{£))
com { < T'=F/k, a quantidade de combustivel nio ¢ suficiente para realizar um pouso suave.
Enquanto que se a condigio inicial {vg, 2p) se encontra abaixo da curva na Figura 3.5, mesmo
empregando empuxo méximo u(t) = 1, ¢ € {0, 7], o solo lunar é atingido com v(T") < 0.

Através do principio do méximo verificamos agora que a estratégia de controle definida
em (3.11) é um candidato a controle 6timo. Suponha A(0) = (I; I I3)*. Substituindo na
equacio adjunta

LA
}-—0
2‘=—)‘12
3 = Aufz;

temos:
M) =1, te [U,T]; Ae(t) = L—Ult, t € [O,T]; As(t) = I, te [0,6].

Como 23(t) = M + F — E(t — £), ¢ € [£, T, podemos calcular A3 no intervalo final de tempo,

obtendo
12 - 118

t
Aalt) = b + ff [FE—s)+ M+ F]?

Defina agora r(t) = n + A2(f)/23(t) — kXa(t), t € [0,T). De (3.10) sabemos que a escolha
do controle u* no tempo ¢ depende de sign{r(t)). Portanto, como a estratégia de controle
u* salte de 0 para 1 em 4 = £ temos obrigatoriamente

ds, £ € [¢,T).

X (&)
r =n + == - ki ={0.
(€)= n + Sy~ B3
Escolhendo # = 1 (que satisfaz condigo de transversalidade) reescrevemos a equagio acima

como I I
1+ L~-hE _ Ely; =0.

M4+ F
zZ1 = h
(vo.frn) T
/u‘:ﬂ
u‘} Zy =0

Figura 3.6: Trajetéria correspondente & estratégia bang-bang *.
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A escolha de u* em (3.11) implica em r(t) > 0, ¢ € [0,£). Portanto /1 > 0 necessariamente.
O principio do méximo nos fornece ainda uma condi¢io inicial para a equago adjunta:

s = - Rersays =-(5 0 0) (1) - —(%)

de onde concluimos que A3(T) = 0. Obtemos assim para {1, I3, I3 0 sistema sub-determinado
de equagbes lineares

1+ (M+F)la—hé) - kis = 0

T Iy — s
i ds = 0
3 /5 [R(E =) + M + FJ2
Considerando A; como pardmetro o sistema se reescreve como

(M+F) YL + ki = 1 4+ L(M+F)7!
Ph -3 = Qb

onde P = f s[k(§ —s)+ M + F]2ds e Q = J& k(€ - s) + M + F]~2ds séo constantes
positivas. Resolvendo o novo sistema obtemos:

(zl) _ ( (14 ((M + F)™' + kQ)lo] [ [6(M + F)™! + kP) ) (3.12)
s )] = \P+((M+F)+kQ)L] /M +F)" +kP] — Qb :

Note que para t € [£,T) temos

r(t) = 1 + (la—ht)/z(E) — k(i)
< 1+ LM - klzg + (P—£/(M+F). (3.13)
Substituindo em {3.13) as expressdes encontradas em (3.12) para l; e l3, obtemos uma
restrigio linear para escolha de lo. Cutra restrigio (também linear) para [y é dada por

{i > 0 e (3.12). Como o problema assim colocado possui solugdo nfo inica, é possivel
encontrar condicio inicial {{; {2 3)* de forma que a funcfo r satisfaca

r(t) >0, t€[0,8)
r(t) <0, t€ (T

provando que u* satisfaz as condigdes do principio do maximo.

Verificamos agora que u* é o tnico candidato fornecido pelo principic de Pontryagin.
A funcéio r(t) obtida de (3.10} determina quando ocorremn seltos na estratégia de controle.
Note ainda que como Ay = [; entfo M, = —{; e temos

() = ()\'223—/\225)2:;2 — kX
= Mz — del—ku)z3? — kdouzy®
= “ll/z‘q(t), te [U,T]

Analisamos separadamente as situagbes possiveis:
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e l; # 0: Como 23(t) = m(t) > 0 entdo r é mondtona. Se {; > 0 obtemos um controle
do tipo u*. Se l; < 0 obtemos uma estratégia oposta, i.e. inicialmente u =1 e depois
u =10. Com essa estratégia nfo é possivel obter um pouso suave. De fato, ou (vo, Rg)
se situa abaixo ou acima do grafieo na Figura 3.5 No primeiro caso }4 vimos que
v(T) < 0. No segundo caso, como u ¢ da forma

_ 1, t€0,7)
uft) = {0, tefr, T

obtemos do sistema adjunto

T T
(1) — »(r) = fT v{t)di = f —gdt = —g(T — 7).

Logo uma condigfio necessdria para #(T") = 0 é que T = v(7)/g + 7. Novamente do
sistema adjunto obtemnos

—h{r) = A(T)-k(r) = fTh’(t)dt = [?T'u(t)dt = ng(T—t)dt = %(T—TF,

T

isto é h(r) = —1*(7)/2g < 0. Portanto a transigio de 1 para 0 na estratégia de
controle ocorre abaixo da superficie da Lua, e o pouso obviamente nio é suave.

e i; = 0: Neste caso 7' = 0 e r é constante. Se r # 0 os possiveis candidatos sio u = 0
¢ u = 1. O primeiro controle obviamente nio permite pouso suave. J4 o segundo serd
étimo somente se (up, ko) pertence & curva na Figura 3.5, quando a estratigia se torna
idéntica a u*. Por fim, se v = 0 temos

i
1 - lzzs—(t) -+ k/\3(tJ =0, tE[O,T],

isto &, as fungdes {1, z; L A3} s8o linearmente dependentes. Mas isto é uma contra-
digfio pois

ntl=M+F- k/tu(s) ds, Ag(i) =1 th u(s)zz(s) 2 ds.
0

Portanto o 1inico controle admissivel que satisfaz as condicdes do principio do méximo é u*
definido em (3.11). OoaQ

Aplicagao 3.4.3 (Consumo x Investimento) Tratamos a seguir um problema classico
da economia, que foi um dos primeiros a ser tratado sob a ética do caleulo variacional. Con-
sideramos o seguinte problema macroeconémico: Como equacionar a, relagao entre consmno
e investimento, a fim de otimizar o desenvolvimento econémico?

Suponha que a economia de uma nacio é representada pelas varidveis
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K(t) : Capital;
C(t) : Consumo;
Y(#) : Produgio (produto interno);

K'(t) : Investimento (variagio do Capital);
a0 longo do intervalo de tempo ¢ € [0, 00). Considere ainda o seguinte modelo simplificado:
YY=g(K),ondeg' >0eg" <0
ii) ¢ =Y — K' (parte da produgfio é consumida e o restante & reinvestido);
iii) K(0) = Ky (o capital inicial é conhecido);
iv) U = U(C) é a utilidade do capital, onde U’ > 0, U" < 0;
v} § > 0 é o fator de desconto.

A tarefa a ser realizada ¢ a de encontrar uma. politica 6tima de investimento para o problema:

o)
Maximizar f BTG (1)) dt
0
sujeito a K' = g(K) — C, K(0) = Kp.
Este problema, foi originalmente formulado ¢ resolvido por Ramsey em 1928 (veja [Ra]). A

hipétese ¢ = g(K) — K’ nos permite analizar este problema utilizando cilculo variacional
{veja Pardgrafo 2.2). Note que a equagio de Euler-Lagrange € dada por

U'(g(K) - K')
U{g{K) - K')

No caso geral esta equagio ndo pode ser resolvida analiticamente. Fazemos aqui a hipitese
simplificadora:

K'-¢(K)K' + (-4 (K))=0.

Ufr) = 7, g(r) =br,

1-g¢
onde b > 0, g € (0,1). Neste caso particular a equagio de Euler-Lagrange se simplifica para
uma equagio que sabemos resolver, a saber:

gK" + (8 — b — qb)oK" + b(b— 6)K = 0.

Calculando as raizes do polinémio caracteristico, temos Ay = b, A2 = @ := g~ 1(b — ).
Portanto, as solugdes que satisfazem a condigio inicial X(0) = Ky sdo da forma:

K*(2) = (Ko — A)e® + Aet, t 2 0,

onde A é um pardmetro livre. Suponha agora que & > g, 1.e. § > (1 — ¢)b. Neste caso as
hipdteses do modelo:

Cl)=glKB) - K'(t)>0,t>0 e tl_i)rgoK(t) >0

530 satisfeitas respectivamente para A > 0 e A < Ky. Para determinar o pardmetro A €
[0, Kp) ¢ necessdria uma condigio de contorno para a equagio da dindmica — por exemplo
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K'{0) ou K(c0). Como tal condigio ndo ¢ explicitamente fornecida, ¢ preciso analizar a
equacio de Hamilton-Jacobi-Bellman, que para este problema autdnome se escreve como

1 u1—9}=0, z € R®
1~-gq

. av
-5V (o) + min { (5L o) ) +
(note que & = b— ga). E facil verificar que V(z) = (1 ~g)/{b—a)?z'~9, = > 0 é solucio da
equagio acima. Note ainda que se A = 0 a condigao

Pl —4t * —
lltn_lg)fe V{E*(t) =0

¢ satisfeita, pois a{l — q) < 0 por hipétese. Portanto V{z} e a trajetria K*(f) = Kye®
satisfazem as condigcdes do teorema , de onde concluimos que uma estratégia Otima de
consumo ¢ dada por

C*(t) = (b— a)Koe™, ¢ > 0.

aoo
Aplicago 3.4.4 (Pescaria 6tima) Consideramos a seguir um modelo bic-econdmico pa-

ra pescaria comercial controlada por monopélie. O madelo em questio é representado pelas
seguintes quantidades:

t : tempo;

z(t} : populagio de peixes (biomassa);

h(t) : taxa de captura;

E(t) : esforgo de pesca;

K(t) : capital investido na atividade pesqueira;
I(t) : taxa de investimento.

O modelo é baseado nas seguintes hip6teses:

L(t) = gE(t)z(t); ¢ é um coeficiente de captura;

z'(t) = F(z(t)) - ¢B(t)z(t), t 2 0, z(0) = zg; F ¢ a fun¢io de crescimento natural:
K'(t) = —yK{t)+ I(t), t > 0, K{0) = Kp; v > 0 é a taxa de depreciaco do capital;
Restrigbes: 0 < z(t),K(2), B(f); E(i) < K(t);

Néo-maleabilidade: 0 < I{t) < 00, t > 0;

Existéncia de dois pontos de equilibrio biolégico: F(0) = F(Z) =0, Z > 0;
Propriedades da fungfio F:

FeC0,0), Flz)>0,0<z<3 F'lz)<0,0<z<F

Fungio objetivo (fluxo descontado de dinheiro): [ e™®{ph(t) ~ cE(t) — rI(£)} dt;

¢ 0> 0 ¢éa taxa instantinea de desconto; p >0 é o preco de mercado do peixe; ¢ > 0
¢ o custo de operacdo por unidade de esforgo de pesca; > 0 ¢ o preco do capital.

Uin exemplo concreto para a fungéo de crescimento natural satisfazendo as hipdteses acima
¢ dado pela funcio logistica: F(z) := az(l— %) (a > 0, & > 0). Para construgio das figuras
na seqiiéncia do texto foi utilizada esta funcao.
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O problema de controle étimo

Definimos B = u K, com u € [0,1] e obtemos assim uma segunda varidvel de controle: w.
Podemos supor sem perda de generalidade g = 1. Assim sendo, escrevemos o problema de
controle étimo da seguinte forma:

Minimizar J(zo, Ko; I,1) i= f e~ I(t) + cu(f) K (2) — pult) K (D)(t)}dt
1]

Q(zo, Ko) sujeito a
z' = P(z) - u(@)K(t)z,t = 0, z(0) =z,
K'= —yK + I(1),t > 0, K(0) = Ky,
2(8) > 0, K(8) 20, 0<u®) <1, 1) 2 0, t € [0,00).

Este problema foi formulado em [CCM], onde foi considerado através de nma abordagem
variacional. Entretanto a anslise apresentada ngo é rigorosa nos detalhes. Em [Mu] o modelo
acima ¢ utilizado para ilustrar os problemas considerados no artigo, entretando os resultados
14 obtidos nio se aplicam a este problema (prova de existéncia). Em [ViPe] também pode
ser encontrada uma referéncia a este problema. Finalmente em [Cl] o problema Q(zp, Ky)
é apresentado como uma aplicagio do principio do maximo, mas o tratamento novamente
nio é rigoroso. Para uma melhor deserigio do modelo bio-econémico o leitor deve consultar
[An] ou [SeSy]. :

E um fato conhecido {veja e.g [Mu]} que problemas de controle podem nfo possuir
gsolugdo caso a varidvel de controle ndo seja limitada e tanto a fungio objetive quanto
a dindmica sejam lineares no controle. Este ¢ exatamente o caso acima em relagio ao
controle /. A Bm de evitar problemas de nio-existéncia, temos que substituir o controle
convencional I por um controle impulsivo. Uma conseqiiéncia imediata desta escolha ¢ que
a trajetéria da varidvel de estado correspondente ao capital se torna descontinua. Sendo
assim, consideramos I como uma medida de Borel ¢ X como uma funcio de variagio
limitada. O problema Q{=zg, Kg) se reescreve da seguinte forma:

oo [+]
Minimzar J(x, Ko; . ) 1= fe_‘n'r,u(dt) + ] e"ﬂ{c — pox{t) }u(t) K () di
0 0
P(zo, Ko) sujeito a (u,p) € Upg x C¥,
z' = F(z) - w(t) Kz, =(0) = =z,
dK = —yKdt + u(dt), K(0) = Kpy,

onde

Usd {v e L™[0,00) | 0 < u{t) £ 1 qs. em [0,00)},
C* = {p| i medida de Borel nio-negativa em {0,00)}.

Observe que as restrigbes <(t) > 0, K (¢} > 0 em [0, 00) sdo satisfeitas (devido as hipéteses
acima), caso zg = 0, Ky > (. O problema de valor inicial

dK = —yKdt + pldt), K{0} = K, (3.14)
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tem que ser considerado como uma equagdo diferencial com medida. Uma fungio K :
{0.21) = R (¢ € {0, 00]) é solugao de (3.14) quando

K(t) = Kp— AtyK(s)ds+A;a]p(ds), 0<t<ty, (3.15)

Isto imlica que K ¢é continua pela direita em (0,41) e K(0) = Ko +p({to}), onde Ky
representa limg o K(1).

Observagiio 3.4.5 O conceito de solugbes definido acima caracteriza as denominadas solu-
gdes de Young {veja [Ri]). Podemos aqui usar este coneeito pois os coeficientes g, gy nao
dependem das varidveis de estado z, K. Se fosse este o caso, teriamos que utilizar o conceito
de solugbes robustas (veja e.g. [SiVi], [BLS1]). 0 oa

A seguir definimos as constantes £ := § +, ' = r&, ¢ 1= ¢+ r' e as funcdes

9(z) == 6§ — F'{z)} + ' F{z),

P(z) == {pz — c)(§ — F'(z)) - E—F;:Lnl, Pefz) = (pz~ ) (6 — F'(z))

_ &F(z)
x

em (0, ). Fazemos ainda as seguintes hipéteses (notagio: K* := F(z*)/z*, K := F(£)/%)

(V1) F e CH,co) NC3(0,2); F{O)=F(E)=0; Flz)>0,0<z <3 F'z) < 0,
0<z<g

(V2) 6>0,r>0,e>0,v>0
(V3) ¢, ~pE <0
(V4) Existem %, r* € (0,Z) com
Plz) <0, 0<z <&, P(E) =0, ¥(z}) >0, F<z<E,
Pelz) <0, 0< 3 <", ulz) =0, 9u(z) >0, 2° <z < 7;
(Va) 'z} >0,z € (0,%), ¥l(zx) >0, =€ (£,3);
(V6) ¢'(z) > 0, z € (0, ).

As abordagens em [CCM] e [BaLe]

Em [CCM] a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman é considerada em (0, %) x (0,00) e &
obtido um candidato a controle 6timo para cada condigfo inicial nesta faixa. Isto resulta na
definigho de uma fungéo 5: {0, %) x (0, 00) — IR, tal que para todos (z, K) € (0, %) x (0, 00),
u € [0,1] e I > 0, tem-se

§5(z, K) + F(z)8;(z, K} — vK Sk (2, K) =
I(Sk{z,K) +7) + uK{gzS{z, K) — pgz + c}. (3.16)
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E entio afirmado que § é a fungio valor para o problema.’ Implicitamente, sdo utilizados
na argumentacio somente controles cujos estados correspondentes satisfazem

lim e=S(a(t), K (1)) =

A anélise apresentada em [CCM)] pode ser seguida parcialmente, mas em algumas passagens
as hipdteses nfo sao suficientes e a argumentagio nfo estd completa. Como S néo ¢ dife-
rencidvel em toda a faixa, os autores argumentam que cada problema P(zy, Kg) pode ser
aproximado por uma problema ((zp, Kp) correspondente. Para tanto é necessiric um
argumento de densidade rigoroso, que nio & fornecido e tdo pouco pode ser encontrado na
literatura especializada. Portanto, a verificagiio da otimalidade das estratégias discutidas
em [CCM] tem que ser considerada como um problema em aberto. Esta ¢ a justificativa
apresentada em [BaLe] para uma nova andlise do problema, a qual descrevemos a seguir.

As demonstracdes dos resultados discutidos a seguir sdo, em sua maioria, longas (apesar
de utilizarem essencialmente resultados de andlise no IR" e da teoria de equacBes diferen-
ciais ordindrias). Devido a este fato, limitamo-nos a enunciar e interpretar os resultados
priucipais, que ilustram a aplicacio do pringipio do médximo para este problema impulsivo
cow horizonte infinito. O objetivo principal da discuss#o aqui apresentada € obter, para
cada condigio inicial no planc de fase, a trajetéria e o controle étimo correspondente (veja
Teorema 3.4.12). O leitor interessado encontra mais detalhes em [Bale].

Condig6es necessarias

A seguir utilizamos o principic do méximo para obter condigbes necessirias de primeira
ordem para o problema. P(zp, Kp)- Além disso sio definidas, apartir dos multiplicadores de
Lagrange, duas funges auxiliares (switches) que desempenham um papel chave na andlise
das trajetérias 6timas. Comegamos definindo a fun¢go de Hamilton H por

H(t,%, K, w,A1, Agym) = MF(F) - wEE) — Mgy K —ne~%(c - pRluk.

Seja (u, ) um controle étimo para P(zq, Ko} e (z, K) os estados correspondentes. O Te-
orema 3.3.1 garante a existéncia de constantes Ajp, A2p, # € R e fungdes adjuntas }q,
X [0,00) — IR satisfazendo o sistema Hamiltoniano, a condigao de salto e a condigdo de
otimalidade (com relagio a H ). Defina agora

H(t!f:a I?aw'»)Hn) = (_)‘i + ’?(Pi - c))f{'w,

onde _ N
M) = A(®)e®, Ao(t) = daft)e™, Arp = A1(0), dap:= As(0).

Definimos ainda as fungdes auxiliares z, A: [0,00) = R por

=Mz +nlpr—c), A=Ay zo:i=A0 Ap:i=Aapg,

®Lembre que a funcio valor V é definida por:

V(mo, Ko) = inf{J(zo, Ko; I, ) | (J,%) edmissivel}, (o, Ko} € (0,Z) x (0, c0).
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As fungBes z e A sio denominadas switches, devido ao seu papel na-obtenc¢io dos controles
6timos. Note que z define juntamente com a condigio de méximo o valor de u(t). A saber,
u(t) = 0 se z(t) < 0 e uff) = 1 se 2(t) > 0. Se z(f) se anula, o valor de u(t) tem que ser
determinado de outra forma. A fungfio A define um switch para os saltos de K , uma vez
que a condigdo u({t})} > 0 para algum ¢ € [0, co} implica em A{f) = nr.

Desta forma podemos reescrever as condicBes necessdrias do principio do médximo como:
H+ A+ #£0,720,

(i) = (Coea Vo) () = (52

(o) = (5. G = ()

At) —nr < D para todo t € [0,00),
Alt) =mr £ 0 p—gs. em [0, 00),
(B K (Dult) < rr€1[bax1]z(t)K(t)w g.s. em {0, cc).
wélo,

Inicialmente excluimos o caso irregular 7 = 0 (de modo que possamos escolher 1= 1). Isto
¢ conseqiléncia do

Lema 3.4.6 [BaLe, Teorema 6] Seja (z, K, u, i} um processo dtimo e, z, ) as varidveis
adjuntas correspondentes. Entdo i # 0. [ ]

Andlise das condi¢bes necessarias

O problema central da andlise das condigdes necessdrias consiste em descobrir condigbes

iniciais Ag = A(0}, 20 = 2(0) que estejam de acordo com a condigio

() Alt) <7, forall i € [0,00).

 de simples verificacio o fato de que a igualdade A(7) = r para algum 7 > 0 implica em

NM(7) =0e X"{r) < 0. E igualmente claro que Ky ; # Ky somente ocorre quando AMO) =r.
A scguir apresentamos um lema que discute propriedades de trajetdrias Gtimas seus

correspondentes controles e varidveis adjuntas, Tal resuttado é utilizado na sequiéncia para

obter a solugio do problema de controle Gtimo (para demonstragio veja [Bale, Pardgrafo 3]).

Lema 3.4.7 Seja (w, K, u, 1) um processo Gtimo com varidveis adjuntas z, h. Sdo verda-
deires as afirmagdes:

a) Pary cada T > 0 existe t > 7 com A1) = r;

b) Néo eriste 7 >0 com z(T) > z* e F(z(r)) > K(r)}z(r);

¢) Para mg =z*, Ky > K* as eondigdes iniciais A = v, 2y 2 v’ ndo podem ser assumidas;
d) Sexq = a*, Ko = K*, entdo p = yK*dt ¢ ainda () = z*, K(t) = K*, A(t) = r,
z{t) =7, u(t) =1, para t > 0;

e) Para zg = 2%, Ky < K*, temos necessariumente 0s valores inicigis Ay = T, 2y =1,
M(0) = 0, £'(0) = 0. Além disso temos Ky 4 = K*.
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Figura 3.7: CurvasI'; e ¥

f) Semp > z* e Ky < F(zp)/z0, temos necessariamente: Ay =7, 29 > 7', Kp+ > Kp.

O Lemma 3.4.7 possui algumas conseqiiéncias interessantes:

— Do item b} concluimos que uma trajetéria étima ndo pode entrar na regifio hachurada

da Figura 3.7.

— O item f) garante ainda que casc a condig8o inicial (zg, Kp) pertenga a regifio hachurada

da Figura 3.7, entdo Kp 4 é tal que (zg, Ko,+) estd acima desta regiao, i.e. uma trajetéria

6tima com tal condicfo inicial salta no tempo t = 0 para algum estado fora desta regido.
A seguir definimos algumas curvas no plano de fase. Seja (z, K) a solugdo do sistema

@\ [(-Flz)+ Kz z(0)y _ (=z*
(=)= (") (R0) = (&)
Denotamos por I'y a curva definida por [0,7] 3 t — {z{t), K(£)) € [z*,Z] x [K*, 00). A curva
0,K*] 3 K — (z*, K) € [0,00) x [0, K*] ¢ denotada por £* (veja Figura 3.7}.

Ainda uma conseqiiéncia do Lemma 3.4.7: Caso a condigio inicial (zg, Ko) pertenga a
curva 5%, segue dos itens d) e ¢} que devemos saltar no instante ¢ = 0 para o estado (z*, K™}
e 14 permanecer (pescando com u = 1) até o fim dos tempos.

No préximo resultado usamos as curvas definidas acima para definir uma regido de saltos
no plano de fase.

Lema 3.4.8 Seja (z, K, u, i) um processo dtimo com varidveis edjuntas z, A. Sexzp > z* e
o condigdo inicial (zq, Ky) esid abaixo de curve I'1, entdo as condigdes iniciais satisfazem:
M=r, 2>, Kot 2 hi(z).

Demonstragio: Veja [Bale, Lema 14]. | |
Note que o Lemma 3.4.8 engloba o resultado do Lemma 3.4.7 f). A seguir verificamos

que s¢ mna trajetéria Stima encontra a curva ¥ (Le. (z(7), K{r)) € I* para algum 7 > 0},
certas condigBes precisam ser satisfeitas pelas varidveis adjuntas. '

"Notagio: {z°,%] 2 z +— (2, hi1{z)) & uma parameterizagio de Ty.
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Lema 3.4.9 Seja (z, K, u, 1t} um processo dtimo com varidveis adjuntés z, A. Suponha que
z(o) = z*, K(0) € (0,K*) para algum o > 0. Temos entio A(e) =7, Mo} =0, z(e) =+,
(o) =0.

Demonstragdo: Veja [BaLe, Lema 15]. n

O Lemma 3.4.9 garante que caso um processo 6timo encontre a curva 3*, ele o faz
com Ao} = r. Combinando este resultado com os itens d) e e) do Lemma 3.4.7, obtemos
0 comportamento de uma trajetdria 6tima apds esta escontrar a curva I*. O préximo e
natural passo é analisar o comportamento das trajetdrias 6timas que encontram a curva
" (antes do encontro obviamente), Para tanto é necessirio acompanhar a dinimica da
evolugiio das varidveis de estade pare etrds no tempo.

Lema 3.4.10 Para cads K| € (0,K*], seja (z,2) a solucio do problema de valor inicial
(f:) = (_(:i(_f));(';‘)’f;ifz)), ffgg) = (;,) Entdo, para cade Ky € (0, K™} existe 7 1= 7, > 0
com x(7} = =*. Além disso, existe K1 € (0, K*) satisfazendo:

a) Se K, € (0,K,), entdo z possui um dnico zero o € (0,7), onde 2'(6) < 0 e z(o) € (0,F);
B) SeKi e (f{'l,K*), entde z(t) > 0 pare todo £ € [0, 7);

¢) Se Ky = Ky, entdo existe tm tdnico o em {0,7) com z(0) = 2'(0) = 0; além disso
wo) =& e K == K" > F(#)/5 = K.

Demonstracio: Veja [BaLe, Lema 16]. u

Argumentando com o Lema 3.4.10 e o teorema da fung3o implicita, construimos uma
curva By tal que as solugdes (z, K, z) do sistema

z' —P{z) + Kz z(0}) z*
2= —z-rgla)+olz) |, | 20) | = » |,
K K K(0) K,

onde K3 € [0, K*], satisfazem uma das seguintes alternativas:
(i) Se K1 € (I?I,K"‘], entio z(t) > 0, para todo ¢ > 0 (veja curva +y; na Figura 3.8);
(i) Se K| = K;, entéo z(£) > 0 exceto em um (nico instante de tempo, quando (z, K) =
(%, 13%) {veja curva -y, na Figura 3.8);
(i) Se K, € [0, Ky), entdo z(t) > 0 antes da trajetéria interceptar 5o ¢ z(£) < 0 apds a
intercepgiio (veja curva -yz na Figura 3.8).

Fica assimn claro comportamento das trajetérias dtimas antes do encontro com Z¥, em
uma vizinhanca de Xp. A fim de analisar as demais condiges iniciais, precisamos definir
ainda algumas curvas no plano de fase. Seja (w, K) 2 solugdo do problema de valor inicial

(Z) = (‘F{,ﬁ("'m‘), 1‘2((?)))) = (I%) Denotamos por I' a curva [0,7] 3 ¢ = (z(t), K(t)) €

[#, 7] % [I?’ ,00) (veja Figura 3.9). Seja agora (z, K} a solugio do problema de valor inicial
(%) = (F(f?y}f 7, (f((([g)) = (fg{) Esta solugéo encontra a curva £* em (z*, K1) para algum
7 > 0 (veja Lema 3.4.10). A curva definida por esta trajetdria € denominada Ty (veoju
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Figura 3.8: Curva &

Figura 3.9). Por m definimos a curva [y, a qual é parametrizada pela solugio (z, K) de
() = 5, (@) = @)

Analisamos novamente a regido x > «*, mais especificamente a parte acima da curva I';.
() ohjetivo é determinar uma curva I, acima de I'1, sobre a qual devem saltar as trajetérias
com condigio inicial contida na regifio de salto. Argumentando como na demonstragio do
Lema 3.4.10 obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.4.11 Eriste Ko € (O,I?l) e a > 0, tais que a solugdo (z(-; K1), z(-; K1), Al K1)
do sistema (2:) = (—(_-f(fl);ck)ljlt?) @) = (¥ exziste em [0, q da K

? I B NN S )’ (;(u)) - (:) 1a] para cada Ky €
(K3, K*). Além disso, para cada Ky € (Kg, K=} ezistem escalares p(K1), o(K1), 7(K1)
satisfazendo

a) 0<p(iy) <o(Ky) <T{Ki) <e;

b) z(t, Ky) < 2%, ¢ € (0,0(K1)), z(p(E1); Ea) = 2%, z(t; ) > 2%, t € (p(K1),q],
z{a; K1) > Z;

¢) 0<z(t; K1) <7, t€(0,0(K1)), zlo(1);EK1) =7, 2K > 1€ (oK), a];
d} At K)) <r, t€(0,7(K))), Mt} Ki)=r, N(r(EK1);K) >0
li = 0.
e) K:%x}l{_‘r(Kl) 0
Demonstragéo: Veja [Bale, Lema 19]. |
Argumentando com o Lema 3.4.11 e o teorema da. fungao implicita, é possivel construir

uma curva L, no plano {z, K), tal que as solugdes (z,z, A} do sitema no Lemma 3.4.11
satisfazetn:

(i} A trajetéria (z(; K1), 2{(;; K1)) intercepta a curva X, com A =1, A >0 e 2 > r', para
K, E.(Kz,fk'*);

(i) A curva T, comega em (z*, K*) e alcanga a reta vertical = z*;

(tii) A curva I, fica estritamente acima de I[';.
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Figura 3.9: Cendrio para o problema da pescaria étima

A curva. B; conecta o ponto z* ac ponto Z e deve ser usada como curve de salto na regido
[*,Z] x [0,00). Esta curva de salto nos permite encontrar, dado (%o, Ko) com =g € (z*,E)
e Ko < hs(zp), o valor inicial étimo Ky 4 := hy(Kp).8

Observe que na vizinhanga das curvas I'y, I*, e I, o comportamento dos extremais ja
foi determinado. Note ainda que a construgio das curvas T, e I's possibilita distinguir dois
casos distintos: Iy e 'y possuem um ponto em comum; ;s e I'3 ndo se intereeptam,

Foram construidas em [0, Z] x [0, 00) a3 curvas £*, E, T, ¥ assim como as trajetdrias I'y,
', T's, T's. Nosso préximo passo é obter, para cada condigio inicial (zg, Kp) € (0,%) % (0, c0),
a trajetéria 6tima correspondente.

Trajet6rias dtimas

A seguir determinamos um cendrio de todas as trajetdrias Stimas no plano de fase. Também
sa0o determinados os controles 6timos correspondentes, baseado em informagtes fornecidas
pelos switches 2 e A. Comegamos definindo as regides determinadas em [0, ) x [0, 00) por

= E, By, Zp, 1y T2, T3 e Ty (na Figura 3.10 sdo esbogadas as cinco regites principais
para o caso da fungio logistica):

Dominio (R1): fronteiras *, T, {{z, K) € [0,%] x [0,00) | z = £};
Dominio (R2): fronteiras Iy, %, X;, I's e eventualmente iz, k) € [0,7]x[0,00) | z = 2};
Dominio (R3): fronteiras {{zx, K) € [0,%] x [0,00} | z = 0}, Eq, T'y; .
Dominio (R4): fronteiras {(z, K) € [0,] x [0,00) | z = 0}, Ty, &;
Domifnio (R5): fronteiras 3, I's, {{z,K) ¢[0,3] x [0,00) | z = Z}.
O préximo teorema fornece uma completa descrigio das trajetérias dtimas (e correspou-

dentes controles e switches) para todas as possiveis condigdes iniciais no plano de fase.

Teorema 3.4.12 Seje (z, K,u,u) um processo dtimo com varidveis adjuntas z, A. Sdo
verdadetras as afirmagdes:

SNotagio: = — (z, hs(z)) é uma parametrizagio local de Z,.
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Figura 3.10: Regides principais do plano de fase

a) Se (wo,Kp) pertence a (R1), entdo zp > 7', My =1, (30, Kp+) € T, 37 > 0 com
("""(T):K(T)} et eu=l, p=0em (0.7); ’

b) Se (zq, Ko) pertence a (R2), entdo zg >0, \g <7 e 37 >0 com (z(7),K(1)) € E* ¢
w=1, p=0em (0,7);

¢) Se (w0, Ko) pertence a (RS), entdo 2 <0, hg <r e 37> 0 com (a(r), K(7)) € Ty ¢
w=0,u=0em (0,7);

d) Se (wo, Ko) pertence a (R4), entdo 29 <0, Ay <t ¢ 37 >0 com (z(1), K(1)) € Te
u=0, p=0em (0,7);
¢) 8o (g, Ko) pertence a (RS), entdo 29 >0, o <r e 37> 0 com (z(7),K(7)) € e
uz=1, u=0em (0,7).

Demonstragio: Veja [BaLe, Lema 27]. [ ]

Se a condigho inicial (g, Ky} pertence a uma das curvas I's, [y, &%, Do, 50 processo
étimo é obtido argumentando-se como no Teorema 3.4.12 (veja [BaLe, Lemas 28 e 29]).

A interpretagiio do Teorema 3.4.12 é simples. Por exemplo, se (xg, K) pertence a (R1),
escolhemos Ky ¢ tal que (zp, Ko.) € By; prosseguimos pescande com u =1 e sem investir
{1z = 0) até a trajetéria (r,K) encontrar a curva ©*; saltamos uma segunda {e iltima)
vez para alcancar o estade (z*, K*) e permanecemos neste estado (pescando comu =1e
investindo p = yK*dt) até o fim dos tempos.

Para certas condigdes iniciais é necessdrio decretar uma moratéria ao longo de determi-
nados trechos da trajetéria. Por exemplo, se (zq, Kp) pertence a (R3)}, ndo se pesca nem
investe {u = 0, g = 0) até gue a trajetéria alcance a curva Zp; a partir deste instante
pesca-se com u = ] (ainda sem investir) até que a trajetéria alcance a curva Z*; saltamos
entio para alcancar o estado {z*, K*) e permanecemos neste estado (pescando comu=1¢
investindo y = vyK*dt) até o fim dos tempos.

Nos dois exemplos anteriores a estratégia Stima correspondente a pesca (controle u) é
do tipo bang-bang. Entretanto, este ndo € sempre o caso. Uma interessante situagio ocorre
quando {zg, Kp) pertence a {R4). Neste caso é decretada inicialmente moratéria (u = 0, p =
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0) até que a trajetéria alcance a curva 3; a partir dai pesca-se com u(t) = K(t)"'F(z)z!
e ndo se investe (2 = 0) até que a trajetéria alcance o estado (%, K); pesca-se entdo com
u = 1 (ainda sem investir) até alcangar a curva I* (este trecho da trajetéria corresponde 2
curva I'2); agimos agora como nos exemplos anteriores.

3.5 Exercicios

3.1 Considere o problema de Bolza

1
Minimigar %f w(t)?dt + 2, (1) + z2(1)2
0
sujelto a
u e Ll[oa 1]: Zi = 272, Zé =1u, 21(0) = .82(0) =0.

o} Obtenha condi¢Ges necessdrias para o problema acima.

&) Encontre o processo 6timo,

3.2 (Um probiema de Investimento) Suponha que um determinado produto é fabri-
cado com a taxa z(t). No tempo t > 0 uma fragfio u(f) da produgio é reinvestida para
aumentar a produgdo, sendo o restante vendido para geragio de lucro. O objetivo é deter-

utinar uma politica de investimento dtima, de forma a maximizar o lucro total no horizonte
fixo de tempo [0, 7). Temos assim o problema

T
Maximizar f (1 — u(t)z{t)dt
i

sujeito a

2=z, 2(0) =2 >0, z(t) 2 0, ue &0,T]
@) Reescreva o problema como um problema variacional com restrighes lagrangeanas:
¥(E) 20, ¢(2) < ol(f)
i) Obtenha condicbes necessirias para o novo problema.
¢) Encontre a taxa 6tima de produgio 3.
3.3 (Problema do Café) Uma xicara cheia de café a temperatura de 100°C deve ser

esfriada a temperatura de 0°C por adi¢do de uma quantidade fixa de creme de leite. Uma
equagao aproximada para evolugio da temperatura z da mistura é dada por

Z = —z—2bu—uz/d

As condigBes.de contorno sdo z(0) = 100, z(T) = 0.

a) Obtenha condi¢bes necessirias para o problema de tempo Stimo sujeito as restrices
0<wu(t) <1, te(0,T, fDTu(t)dt = 1, impostas ao fluxo externo de liquido .

b) Use o fato 2’ < 0 para obter um problema equivalente com intervalo de tempeo fixo. O
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que se pode afirmar sobre a unicidade da solugio obtida no ftem &),
(Dica: A nova varidvel livre é s = 2.)



Capitulo 4

Demonstracao do Principio do
Maximo

Apresentamos neste capitulo uma demenstracio do principio de Pontryagin para problemas
com horizonte finito e tempo final desconhecido. O desenvolvimento apresentado aqui se
baseia nas notas de aula de M. Brokate (veja [Br]) e se dividide em trés partes principais:

» No Pardgrafo 4.1 obtemos um conjunto de condigdes necessdrias para otimalidade de
solugbes de um problema abstrato de otimizagdo em espagos de dimengiio infinita (os
detalhes sio discutidos no Apéndice A);

» No Pardgrafo 4.2 aplicamos os resultados do item anterior a um problema auxtliar,
construide apartir do probleme de controle 6timo através de uma reparametrizacio
da varidvel de tempo;

» No Pardgrafo 4.3 invertemos esta parametrizagio, a fim de reinterpretar as condigSes
necessrias obtidas para o problema auxiliar e obter as desejadas condigbes necesssrias
para o problema de controle 6timo.

Citamos [FIR], [LiYo] e [Tx] como literatura alternativa, onde podern ser encontradas outras
demonstracbes (recentes) do principio do maximo para problemas com horizonte finito e
tempo final desconhecido.

4.1 Otimizacio Infinita

Iste pardgrafo é dedicado & andlise de condigGes necessarias para otimalidade. Os proble-
mas de otimizagio estudados sic formulados em espagos de dimencgao infinita e envolven
fungbes continuamente diferencidveis. Detalhes sobre o desenvolvimento apresentado neste
pardgrafo sfo discutidos no Apéndice A.

Considere o seguinte problema abstrato de otimizagéo:

{ Minimizar J{x)

() sujcitoa w € C, F(z) € K,

81



82 CAPITULO 4. DEMONSTRACAO DO PRINCIPIO DO MAXIMO

onde X, Y sdo espacos de Banach; O C X aberto; C ¢ X, K C Y sao fechados e convexas;
J:0—= 1R, F: 0= Y sio continuamente diferencidvels.

Na teoria de controle 8timo, a condigiio = € C estd associada a uma limitagio no controle
(e.g. u(t) € R qs.) e a restrigio F(z) € K representa a equagdo diferencial (ou integral),
assim como outras equagdes envolvendo a varidvel de estado (e.g. ¥(t1,2(f1)} = 9).

A forma desejadada do teorema de multiplicadores que procurames ¢ a seguinte:

Conjectura: [Lagrange generalizado] Se % é um minimo local do problema (P), entdc
evistemn € R, P € X*, p € Y™ tais que
i) ndJ(z.) — YodF(z.) = ¢

i) 720, n+ |9+l #0;
onde 4 e ¢ satisfazem eventualmente outres restricdes com relaggo aos conjuntos C e K

{de preferéncia com 7 # 0).

Para obter o resultado desejado é necessario aproximar localmente o conjunto dos pontos
adinissiveis Xpq = CNF 1K) Q para o problema (P) por conjuntos convexos apro-
priados e, posteriormente, aplicar um teorema de separa¢ao pata conjuntos convexos em
espacos de Banach.

Antes de apresentarmos os resultados principais deste pardgrafo, esclarecemos a notagao
utilizada no texto subseqiiente. Dado X um espago de Banach, C C X, = € U, y € Xgq,
denotamos por

s C(x) o cone tangencial em = por C (somente para ¢ convexo}; {veja Definicdo A.2.1}
s T(C,x) o cone tangencial a C por z; (veja Definigio A.2.2)
s C* 0 cone dual a C em X*. (veja Definigio A.3.1)

« L(X,q,y) o cone linearizado em y para o problema (P) (veja Definigio A.2.9)

A seguir emunciamos os teoremas de multiplicaderes usados na demonstragéo do principio
do maximo. Demonstragbes completas destes resultados sdo fornecidas no Pardgrafo A.3.

Teorema 4.1.1 Seja z, um minimo locel de (P). Se z. € wm ponto regular para (P), entdo
existem 1p € C(z, ), ¢ € K(F(z.))* tais que

di(z.) — podF(z,) = 9. (4.1)

A equagio (4.1) é denominada condigio de Kuhn—Tucker {veja Definigho A.2.5 para
o conceito de ponto regular).

Teoreina 4.1.2 Seje ©, um minimo local de (P). Se z. é um ponto fracomente regular
pura (), entdo existem n > 0, @ € C(z.)*, ¢ € K(F(z.))" tais que

ndJ(z,) —~ dodFlz.) = ¥, 4.2}
onde [t + |iwll + || ¢ll # 0.
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A equagdo (4.2) ¢ denominada condigéo de Fritz—John (veja Definicio A.2.5 para o
conceito de ponto fracamente regular).

Observacao 4.1.3 Para problemas de otimizagio da forma especial

Minimizar J{z)

sa. € R

gi{z) €0, i=1,---,m
h’J(m) =01 jﬂl,"' !l

¢ possivel obter uma condigéo suficiente (condicio de Slater) para que uma solugdo z.
seja sempre regular (veja [We]). Neste caso obtemos um teorema de multiplicadores com
7 > 0 (compare com a conjectura discutida na pagina 82). Oo0Oo

4.2 Um Problema Auxiliar

A fim de simplificar a notagdo, consideramos o problema P(tg, z) - veja Pardgrafo 3.1 —
com tempo inicial #p = 0 e tempo final #; = T". Temos assim o seguinte problema de controle
Stimo
T

Minimizar J{z,u) := In (T, 2(T)) + / L(t, 2(8), u(t)) dt

0
sujeito a
T >0; ue LYD, T R™), u(t) € Q qs. em [0,7];

Z(t) =zt /:f(saz(s)au(s))dss te [GsT]: T!r)(le(T)) =40

P(O: ZD)

onde as funcdes L, f, L1, ¥ e H sio definidas como no Pardgrafo 3.1. Seja agora (z*, u*, )
uma solugao qualquer para o problema P(0, zp).

Neste pardgrafo, obtemos através de uma mudanga de varidveis denominada. transfor-
magdo no tempo um problema auxiliar. Tal problema nos permite investigar o problema
P(0, z) sob a ética do principio do méximo. Comegamos por definir o conjunto

Vi = {ve L*(0,1) | v(r) > 0 qs.}.

Dada agora uma fun¢io v € V., definimos a aplicagio ¢ € C[0,1] e o escalar T > 0 da
seguinte formas

t(r) = /(: v(syds, 7 €[0,1], T :=¢(1). (4.3)

Observe que para cada trajetéria z € C({0,T];R®), é possivel associar a fungio r €
C([0,1);IR™) definida pela correspondéncia

a(r) = a(t(r)), r € [0,1]. a4
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Seja ainda v € V. Note que, uma vez fixada % € L£{[0, 00); IR™) com @(t) € £ q.5., para
cada controle u € L= ([0, T]); R™) corresponde o controle w € L%([0,1}; R™} da forma

wir) = {u(t('r)), ser €{s5¢€(0,1]{2(s) >0} (4.5)

w(E(r)), se T € {s € [0,1] | v(s) =0}

{2 cscoiha da fungiio 16 é esclarecida no Pardgrafo 4.3). Formulamos a seguir um problema
de otimizagdo auxiliar nas varidveis ¢, z, v.

( Minimizar I(t,z,v) = L{t(1),=(1)) + fol v(r} L{t{r), x(7), w. (7)) dT

sujeito a

PA(w.) z € C{[0,1; R®), t € C([0,1;R), » € V5, ¥(t{1},=(1)) = 6,

o{r) = 2+ [o " u(s) F(t(s), a(s)ywe (s)) ds, 7 € 0,1],

\

t(r) = fDT v(s)ds, 7 € [0,1],

onde w, € L®([0,1;R™) ¢ dado (a escolha do ”parimetro”w,, fungio correspondente
ao controle dtimo u*, é esclarecida no decorrer do texto). Verificamos inicialmente que
toda solucio {z*,u*,T*) do problema P(0,zy) induz uma soluggo (t.,%.,v.) do problema
PA(uw.}.

Lema 4.2.1 Sejo {2*,u*,T*) uma solucdo de P(0,2y). Sejam aindo w. € L™ e funcoes
bes Tx, Un sefisfazendo (4.3), (4-4) e (4.5). Entdo (t.,z.,v.) € minimo local de PA(w,}.

Demonstragiio: Verificamos inicialmente que t., &4, v, satisfazem as restrigdes de PA(w.).

te(7)
o z.(7) 2 ({t(r)) = =z —E—fo (s, z*(s),u*(s)) ds
2+ fnf Fltelr), 2 (G (r)), u (G (r))} valr) dr

0+ fo 0 () F (£ (), 2 (), 04 (1)) dir

o Y1),z (1)) = (T2 (T7) = &

Note anda que I(t., z4, v} = J(z*, u*, T*). De fato,

1
I(tt1ztavt) Ll(t#(l)sxt(l)) +j; 'u‘('r)L(t*(T),E*(T),w*(T))dT

o
LT 2" T") + [0 L{s,2"(s),u"(s)) ds
= J{z5utT).
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Definimos a vizinhanga O de (£, z,) da seguinte forma:
0 = {{t,;z) € G0, 1; R™) x C([0, 1, R} | {[£ — tulloo < 1, Il — zulloo < 1}

Seja agora (¢, 7) € O satisfazendo as restrigdes de PA(w,). Definimos as fungbes z €
L([0,3(1)]; R™) e w € L*°{[0,#(1)]; R™) por

z(s) = z(7(s)), uls) = wu(r(s)),
onde 7(s) := inf{7 € [0, 1] | t{r) = s}.! Temos assim
z2(t(r)y = =(r), ¥7 €[0,1], u(t{r)) = wi(r), ¥7 com v(’r)-> 0.

Com uma simples mudanga de varidvel nas integrais que surgem em (4.3) - (4.5) verificamos
que (z,u,%(1)) satisfaz as restrigdes do problema P(0, zg). Logo, a trajetéria z é continua,
de onde concluimos que

J(z,u,t(1)) = I{t,z,v).

A otimalidade de {z*,«*, 7"} implica agora em
It z,v) = J(z,w,t(1)) = J*u"T*) = I{t., 2., v),

ficando assim: provado o teorema. {Usamos tacitamente na demonstragiio o fato de que,
caso {2 seja ilimitado, entdo L e f satisfazem

IA

sup{ [L(t, z,w.(:))]; £ €{0,¢" + 1], z € R"} < m{}),
sup{ |f{t,z,w.())]; £ € [0,2" + 1], z € R"} < m(),
para alguma funciio m € L1[0,1].) [ |

Autes de prosseguirmos com a andlise dos extremais do problema PA(w,), é necessario
esclarecer a segninte questdo: A equagdo integral para = em PA(w,) define um operador
continuamente diferencidvel. Este resultado é verificado no lema a seguir, que trata a forma
geral do operador em questio.

Lema 4.2.2 Seja g : [0,1] x R} = R mensurdvel no primeiro argumento e duas vezes
continuamente diferencidvel no segundo. Sejo ainde # € C{[0,1;RY). Suponha que existe
m € L'[0,1] tal gue para todo 7 € [0,1] e y € R™ com |y| < ||£]joo + 1 tenhamos

max{|g(m, ¥}, |Dzg{T, 4], |Daxgl{my)i} € mir).

Seja O uma vizinhanga aberta de £. A eplicacio G : O C L¥([0,1;RY) — C([0,1); R}
definida por

(Gz){r)y = fUT g(s,x(s)) ds (4.6)

'O conjunto {r € [0,1] | ¢(r) = s} é um inservalo fechado para todo s € [0,1].
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¢ continuamente diferencidvel em O e sua deriveda {de Fréchet) em x € O € dada por
T .
(DG()R))7) = fo Deg(s,z(s))h{s) ds, 7 € [0, 1}, (4.7)

Demonstragio: As hipéteses do lema garantem que o operader & em (4.6) estd bem
definido em uma vizinhanga O C L%([0, 1);IR!) de . Temos ainda que o operador no lado
direito de (4.7}

L0, 1 RY 3 f ' Dagls, 2(s)h(s)ds € C(0, I RY)
0

¢ linear e continuo se € O. Portanto, para provar o lema basta verificar (4.7) em um inico

ponto z € O, por exemplo em x = £.
Seja h € L([0,1]; R} com |||l < 1. Ento, para todo 7 € [0,1] temos

G + h)(r) — G(&)(r) fo " Dagls, a()h(s) dol

IA

. :
_[U lg(s, 2(s) + 1(s)) — g(s, (s)} — Dzg(s, &(s))h(s)| ds

IA

1
fn (s)? sup{|Dag (5, €)1 1€ — 2(5)] < [(s)[} ds
< [RIZ, flmls.

Purtanto,

{nemh) — G(&) — f; Dagls, &(s))h(s) dsum} e
Ao ’

provando assim que (DG(E) = fy Dzg(s,2(s))h(s) ds. [

{18lloc—0

Uma vez esclarecida esta questdo sobre a equagfo integral para z em PA(w,), podemos
enfim aplicar o teorema de multiplicadores 4.1.1 ao problema PA(w,).

Lema 4.2.3 Seja ({x, @e,vi) um minimo local do problema auzilicr PA(w,) ¢ T* = ¢,(1).
Suponha gue para t € [0,T* + 1] e z € R™ com || £ ||@a4ileo + 1 tenhemos

|L(t,z,w*(-))|, |D£L(t’m1w*('))|1 |D$L(t,x,'w,‘( ))H < {)s
|Dif-L(t1$:w*('))|1 EDtIL(tum?w*{')}la |D3?IL(t1m1w*( })i < m{)a (4 8)

ift, =, ’w*( N 1Pef @ we(D), ID2f(E 2w < m{), )
|Det f (&, wa ()]s 1D f (7 wa (D), [Dazf(tzwa())] £ ml),

com 1 € LY0,1]). Entdo ezistem n > 0, p € RF e fungdes absolutamente continuas
g:[0.1] = R*, r:[0,1] = R, tais que (m,p.r,q) #0,

‘]’" 7(7) = =7} [Dof (L (7), 2{r), wa (7)) g(7) + 9D L(t(7), 2u (1), wa(7))] ws)
’ 4.9

d'r (TJ = —v,(7) [Dmf(t¢{T), T, {7), W, (T))*Q(T) + DLt (), w4 (7], we (T))] '
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pare tode 7 € [0,1],
{ (1)
g(1)

1
fo [F(r) + £ (£ (7), 20 (7), wa (1)) ()
+ 0Lt (), 2 (1), w4 (7)) (0(7) —wu(7))dr > 0, (4.11)

I

nDy L, (t*(l), z(1)) — Dep(t.(1), m*(l))*ﬂ':

N0z L1t (1), 2. (1)) — Dop(ta (1), 2. (1)) s, (4.10)

e ainda

para todo v € V..

Demonstragdo: A fim de escrever o problema PA(w,) na forma do problema abstrato de
otimizagio (P) introduzido no Pardgrafo 4.1, definimos

X = C(0,1;R) x C([0,1; R™) x L*®[0,1], J:=1,

Y = C{0,1R) x C{0,1;R™) x R?, K :={(6,6)} C Y,
C = {{t,z,v) e X!v(t)>0qs.},

0 = {{tz,9) € X| It —tilloo < 1, |lz — 2ul|oo < 1}.

A aplicacdo F': O = Y é definida por

t() ~ /0. v(s) ds

Pl0) = | )=z [ o(s)7(e(s),505), . 5)) s
0
B(E(1), 2(1))

A hipdtese sobre 1) garnte que a aplicagio (¢,z) — #((1),2{1)) é continuamente diferen-
cidvel, enquanto que o Lema 4.2.2 garante que F é continuamente (Fréchet-) diferencidgvel
com derivada?®

z(-)—fo' w(s) ds
DFtwzautoe) = | oy fn ' (0u(8)[De (5)6(5) + Daf (s)xta)] + v(s) F(s)) s

Deap{te(1), 24 (1)1} + Dgp(te (1), z.(1))*2(1)
A aplicagio J : O ~» R também é continvamente diferencidvel {pelo mesmo argumento) e
sua derivada é dada por?
1
DJ(te, e, (&, 3,0) = / (va (8)[DeL(5)t(s) + Dy L{s)* z(s)] + v(s)L{s)) ds
0
+ DLy (1)¢(1) + Do L (1)*z(1)

*Para simlpificar a notagiio escrevemos f{s) no lugar de f(t.{s),z.{s),w.(s)).
3Novamente adotamos uma notagio simplificada: L{s) == L{t. (s}, 2. (8), () & La{1) := L1 (1, 2. (1)).
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{1) Provamos inicialmente o lerna no caso em que DF({t., Z.,v,) : X —+ Y néo é sobrejetiva.
I suficiente provar que

A (g,q,7) #0 com r(r)+ F(r)*¢(r) = 0 qs. ' (4.12)

e que a equagio adjunta (4.9) vale com 5 = 0.
Considere o problema de valor inicial

W Ay + b, 9O =0, 1 = Cy) (4.13)

onde

() 1= (b )90 G =

Note que o fato de todo y; € IRP poder ser alcangado como valor final em (4.13) por uma
escolha adequada de » € L0, 1] implica na sobrejetividade de DF (1,24, v.). De fato, seja
${+, ) a inatriz de transigio de (4.13), i.e. as colunas de @(-,) geram solugSes linearmente
independentes de gg = A(r)y. Seja (7,7:) € Y qualquer {§ = (%,%)). Logo, existe j = (£, &)
tal que

.
i) - [ Alite)ds = 91, 7 0.1

(Aplicagio do teorema de ponto fixo de Banach para operadores integrais de Volterra; veja

[Kre, Pardgrafo 5.4].}

Escolha v de modo que (4.13) possua solugio y = (¢, z) com y1(= Cy(l)) = 3.71 - Ci(1). B
facil ver que (§ + 9,0} = (t +%,% + x,v) € X satisfaz

DF(tay 22, v:)(§+9:0) = GI.51) = &h),

ficando asstm verificada a sobrejetividade de DF (L., 24, vs).
Como supemos que DF(t,,z.,v,.) nio é sobrejetiva, necessariamente existe (a0 menos
um) g € IRP\{#} ortogonal ao subespago

{y1 € R?| 3 é atingivel por algum v € L*[0,1}}.
Note que .
8 = putCy(l) = / prCo(1, 7)b{r)u(r}) dr, Vv € L*[0,1].
0
Logo. ~u*C®(1,7)b(r) = 0 q.5. em [0,1]. Defina § = (r,q) € C([0,1; R™*!) por g(7) =

—P(1,7)"C*u. Temos entao

dr

i1y = —A(r)*g(r), T€0,1] (provando (4.9) com n = 0)
Ggly=-C*n (provando {4.10}}

e ainda 0 = b{r)yglr) = v(v) + f(7)*q(7), s en [0,1], provando assim. (4.12) e, por
conseguinte, {(4.11).
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(2) Consideramos agora o caso em que DF(t,,z,,v.) : X = Y & sobrejetiva. Neste caso
{t+, 2+, 9.) é um ponto fracamente regular para PA(w.). De fato, como int(C} # @ temos
que o cone tangencial C(#, 2., v,) também possui interior ndo vazio. O teorema da aplicagio
aberta (Teorema A.2.6 e Observacio A.2.8) garante que int{DF (., z.,v.) C{ts, 7o, v,)} # 0.
O Teorema 4.1.2 (veja também Observago 4.1.3) garante a existéncia de p > 0, p* £
Clts, Zay vy )* e y* € ¥* com 5 + || %] + |ly*)} # O satisfazendo
P5,0) = DItz v)E50) ~ ¥ DRz w)bo),  (410)
para todo (t,z,v) € X. Note que p*{t,%,0) > 0 para todo par ¢,z. De fato, isto segue da
identidade p*(¢,2,0) = p*((t + tu, T + T4y ve) — (4, %4, %)) € do fato (¢ + L,z + 24, v.) €
C(ts, z¢,u)* Logo, como p* é linear em todos os argumentos, segue que p*(f,z,0) = 0
para todo par ¢,z. Desta forma, podemes concluir que g*(t, z,4) = p*(v) e da definicio do
cone tangencial C(t., T., v, )* temos

v —w,) > 0, Vv e V. ' (4.15)
Escrevendo agora y* = (¢*,7*, 4} € Y*, obtemos para todo par £,z

1
Fw) = 7 [o [0 (5) (DY L(s)i(s) + DaL{s)"(s)) + v(s)L{s)] ds
+ n{D;Ll(l)t(l)l+D3L1(1)*:c(1)] e (t(-) - fu v(s)ds)
oy (m(-) — [ 0 ODA$)H5) + Daf(S)ale)] +0(5) () ds)
1]

= uM(Dp(L)t(1) + Dayp(1)"2(1)), (4.16)

com (7,¢*, 7", p) # 6.4

Defina r e ¢ como solugio do problema de valor final (retrocedendo no tempo) definido em
(4.9), {4.10). Temos que provar que (7, u, 7, ¢} satisfazem (4.11) e (n, u,7,q) # 6.

Escolha (,i) = y como solugdo do problema de valor inicial (4.13}. Substituindo em (4.16),
os termos {*(---) e 4*(-- - ) desaparecem. Para o primeiro termo em 7 obtemos

S|
n/ o (8) D L(s) z(s) ds =
Jo

to_dg .ty
= [ =529~ w(6) D2 S () 0ts)) () ds
[i] T

1 1
| aterGrards - fatsyal} - [ uo)Ds6 e als)as

1
fo 9(s)* [0+ () D f(s)2(s) + v (s) D (s)r(s) -+ w(s) F(s)] ds

1
- q(1)*z(1) ~ ]ﬂ v.(s)q(5)" Do f()2(s) ds

il

1
ﬁ (8)*[v<(8) Def(a)i(s) + v(s)f(s)]ds — q(1)*2(1)

Notagio simplificada: (1) = 9(t.(1), z.(1)).




90 CAPITULQ 4. DEMONSTRACAO DO PRINCIPIO DO MAXIMO

¢ ainda

. fﬂ " o (s)DeL(s)i(s) ds fu 1 [~2-(s) — wule)ale)" Dur(e)] s) s

1 1 .

f r(syu(s)ds — r(1)t(1) — [ ve(s)a(s)* Do f(s)2(s) ds.
¢ 0

Substituindo as duas dltimas expressdes em (4.16) e observando que

(T(l)t(l) ) - ([ﬂD:Iq(l) - Dﬂb(l)‘#]t(l)),

g(1y'z(1))  \[nDzLi(1) — Deyp(1)u]*z(1)

obtemos

1 1 1

o) = u [ weLeds + [ oledate) fle)ds + [ ey @psio

- g(1)*s(1) + fl v{s)r(s)ds — [1 g{s)*v(s) D f(s)t(s)ds — r(1)¢(1)
o 0

+ QDL (U1) + DaLr (1) a(1)] — p*(Dep(LI(L) + Dagp(1) (1))

1
[D o()r(s) + F(s)"a(s) + AL(s)) ds.

Dc (4.15) segue agora

fl [r{s) + £(s)* g} + AL(s)] (v(s) — vs(s))ds = p*{w—w.) 2 0, Vv eV,
0

provando {4.11). Se (A, p,7,g) = 0, terfamos p = 0 e, como conseqiiencia de {4.14), y* =0
(supomos DF(ty, s, v,) sobrejetora). Isto entretanto contradiz a desigualdade o + ||p*|} +
lls*]l # 0, garantida pelo Teorema 4.1.2. Fica assim provado o lema. ]

4.3 Condicoes Necessarias de Otimalidade

A demonstragio do principio do maximo (ver Tecrema 3.1.2) é constituida basicamente da
transformagio das equagoes e inequagdes do Lema 4.2.3 ao intervalo [0,T*]. A condigdo de
otimalidade (veja {tem dw} do Teorema 3.1.2) é, em particular, obtida através da escolha
adequada de w. e v,. A demonstragio estd dividida em seis passos principais:

(1) Obtencao da equagdo adjunta. :

Usando a notagao do Lema 4.2.3 definimos

7(s) =inf{7 | t(r) = s}, Als) :=7r(r{s)), Als) == q(r(s)),
para s € [0,T*]. Logo A(#(7)) = r{7), A(#(7)) = g{7). De (4.9) segue que

% j_:(’) = —u()[Def (7} g(r) — nD:L(7)].
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Como g—:(‘.") = w,{7), obtemos a equagio adjunta®

P = ~DoSUND —nD.Ll) = DAY
com a condicdo de contorno
MT™) = q(1}) = 9DLi[T*] — Doip{T™]pe.

Analogamente, obtemos para A o problema de valor inicial

di
Z
A(T™)

~DH[3],
'I}DiLl [T*] - Dt'y’)[T*]*p’,.

[l

(2) A escolha de v, € V.

Definimos a seguir v. : [0,1] — R, de modo que {r € [0,1] | .(r) = 0} seja uma unifo
enumerdvel de intervalos disjuntos By e que {t.(By) | & € IN} seja um subconjunto denso
de [0,T7].

00
Tome {tp}rew um subconjunto denso de [0,77], fx >0 com 3 8 = % e defina
k=1

22
27

+ Zﬁg, By = [Tk,’."k-l-ﬁk], B = U By.

by keN

T =

Definimos agora a fungdo v, da seguinte forma:

w(r) = 0,7€eB
¥ "7 1 27", senio.

Note que £, (1) = fnl v (7)dr = T*, pois x([0,1]\ B) = }. Note ainda que para todo 7 € By,
tentos

t(7) “—"fOT v (r)dr = ?.T*p([(),v‘k}\ U Bi) = 2T*('rk— 3 51.) _—

Lty b <y

Portanto {t.{B) | k € IN} é dense em [0, T*], completande assim a construcéoc.
(3) Provamws que

A®) + H(t,2'(£), A(®),u" (1)) = 0, qs. em [0,7"]. '

Suponha por contradicdo que A(t)+ £ (8, 2* (2}, u* (£))* A(t) +nL(t, 2% (1), 2* () > 0 em algum
subconjunto com medida positiva de [0,7"]. Como £, é absolutamente continua, a mudanga
de varidveis ¢ = t,(7) nos permite conluir que

r(r) + f(1)s@a(7)wa{m)) a7} + aL(t(7), ze(r),we(T)) > 0

*Notagiio: f[t] = F(t,2"(t),w (&), L] = L{t, 2" (e} u' (1)), Li[f] = Li(6,="(1)), @[] = v(t, 2" ().
Analogamente, escrevemos para a fungio hamiltoniana (veja Definigao 3.1.1) H[t] = H(E, =" (2), A(f),2"(2)) =
(M), F(8 2" (0 " (O + L, 27 () w7 (8)).
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em umn subconjunto A de {1 € [0,1] | v.(7) > 0} com p{4) > 0. Definindo agora

{ v (r), TEA

v(r) = 0,7€4

obteuos

1
fo [r(7) + £(7)"q(7) +nL{7)] (u(7) — vu(T)) dT < 0.

contradizende (4.11).
{4) Obtencdo da equagio de evolugio da fungio de Hamilton.
Note que de (1) e (3) segue
7
Hs, 2 (0 M8, (@) = —A@®) = — [ DiHlslds — nDLalT"] + DeplT""n
t

{5) Escolha de 1, no subconjunto {7 € {0,1} ] v.(r) =0}.
Sejam ¢; € IR para j € IN, tais que para todo [t} € T* +1, |z < |[Zullcc + 1, |u| < Jj
tenhainos

]L(i:$1u)|7 |f(t,ﬂ'.‘,‘t.t)|, |D$L{t1$=u)|= IDIf(t71":u)|1 |D£L(t,$,'|‘.t)|, |th(t,:r:,'u,)| < Cyy

| Do L{t, z, u}, [ Doy f (L, 2,0, | Dy L, ©, u)l, [Dzef(#,z,u)| < Ciy
[DuL(t,z,u}|, |Duftz,w), 1Dl v, [Dufltz,u)l < ¢

Escreva agora By = Ujew Big: & € N, onde #(Bij) < co/(2%¢;) para alguma constante
cy. (Este passo é desnecessdrio quando £ é limitado.)

Para cada j € N seja {u!}ien um subconjunto denso de &N {u € R™ | j -1 < |u| < j}.
Escreva Br,j = Usepy Br.jir onde By j; sio intervalos disjumntos. Defina agora

J

we(r) 1= u;, se 7€ By,

Note que a condigio (4.8) do Lema 4.2.3 é satisfeita para essa escolha de w.. De fato, para
todo [t £ T + 1, |z| € l|z.}jec + 1 temos

|

1
[ |L(t, 7, we (7)) dr f [L(t, 20" (E(T))) dr + [ | Z{2, =, " (3.(7)))] d7
Jo LB B

I~

M+ f |L(t,3:,ug)|d7
U B 5

1A

M + z P"(Bk,j)cj

LN
Co
M + Z %Cj < oo
k.7 7

1A

Provando assim que L, f e suas derivadas pariciais de ordem < 2 s80 majoradas por uma
funcao L.
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(6) Obtencgéo da condigio de otimalidade,
Tome v € V4 com v = v, q.5. fora de By j;. De {4.11) segue que

[+ £l )0 a) 4 nb e oty dr 2

LN

Como £.(7) = #; para 7 € By 4, temos r{7) = A(tx), ¢(r) = A{tx) em B ;i Logo,
Alts) + flte 2" () ul) M) + nb(te, 2 (8x),ud) 2 0,

isto é _
A(tk) + H(tk:Z*(tk)wﬂf:/\(tk)) > 0.

Como {i}rew ¢ denso em [0,T*], obtemos da continuidade de A e
Alf) + H(t,2"(1),4l, A1)} > 0, vt e [0,T"].
A densidade de {uf }i.; em @ nos permite concluir, por argumento semeih'a.nte, que
At + H(t,2"(t),u,A()) > 0, Vu€Q, t€[0,T").
Esta desigualdade, juntamente com (3), implica na condigio de otimalidade
H{t, 2*(t),u, A(t)) > H(t,z*({t),u*(t),A(8)), gqs. em [0,7),

para todo u € .

4.4 Exercicios

4.1 Considere o problema de otimizagdo (P) do Pardgrafo 4.1. Mostre que 2 € O & ponto

regular para (P) se e somente se

Y = dF(2)C(z} — K(F(x)).

4.2 De exemplo de um problema de otimizagio (P} que possua um ponto fracamente

regular que ndo seja regular,

4.3 (Teorema da aplicagéio aberta) Sejam X,Y espacos de Banach. Mostre que se

T € B(X,Y) ¢ sobrejetora, entdo existe r > 0 tal que B, C T(B;).
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Apéndice A
Otimizacao Infinita

Neste apéndice discutimos os detalhes do desenvolvimento apresentado no Pardgrafo 4.1, As
definigdes pertinentes sio fornecidas agsim como as demonstragdes completas dos resultados
daquele pardgrafo.

A.1 Um Problema Abstrato de Otimizacgao

A titulo de motivacao, suponha que J : R® — R ¢ uma aplicacio diferencidvel. Se # € R”
é tal que

J(z) = min J(z),

entdo o gradiente de J se anula em Z, i.e. VJ{T) = 8. A reciproca é verdadeira se J for
convexo. Considere agora o problema de otimizagio com restricdes diferenciveis:

Minimizar J{z)
sujeto a

gi(ﬂ':) =< 01 1<i<m,
hi(z) =0, 1<i <1

onde J: U =R, G ={g1,... ,gm) : U = R™, H = (hy,... ,h) : U = R séo aplicagdes
diferencidveis no aberto I7 C R". Representamos as restrigdes de forma simplificada por
G(r) <8, H(z) =06

As condigbes necessdrias para uma solugio # deste problema sio fornecidas pelo tecrema
dos muitiplicadores de Lagrange.

Teorema A.1.1 Sejam J,G,H fungdes satisfozendo as condigbes aeima. Se a fungdo J

sujeite ds restrigfes G(z) < 8, H(z) = @ possui um eztremo local (maz/min) em Z, entio
existem € R, A= (Ar,... , Am) € B™, u= (uq,... 1) € R fais que:

m ™m

i) aVJ{z.) + 3 MVail(z.) + Eiﬂthj(:m) = 6;
i=1 i=

i) A >0, MNgi{z.)=0,1<i<m;

95



96 APENDICE A. OTIMIZACAO INFINITA

#ij >0, ol +1Al+ | #0.

Neste pardgrafo desenvolvemos um resultado andlogo em espagos de Banach, Tal resul-
tado é usado na demonstragio do principio do méximo, apresentada no Pardgrafo 4.2.

Antes de formular o problema abstrato de otimizagdo em espagos de Banach necessitamos
de alguns conceitos. Sejam X, ¥ espagos normados, M C X, z € X, usamos a notagio:

e B(z):={z|llx—=zl| 7} Br:=B:(f),r>0;
o int{M):={z € X | Ir > 0 com B,{z) C M}; cl(M):= X\int(X\M);
e B(X,Y):={T|T:X =Y linear, continua }; X*:= B{X,R).

Note que B{X,Y) ¢ também um espago normado que é completo quando ¥ for completo.
O espago X* é o dual topolégico de X. O tltimo conceito que necessitamos diz respeito
regularidade de aplicages entre espagos de Banach.

Definigio A.1.2 Sejam X,Y Espagos de Banach e O C X aberto. Uma aplicagio F : O —
Y ¢ dita (Frechet-) diferencidvel em = € O, quando existe T' € B(X,Y) satisfazendo

lim (| F{z + h} — F{z} — Th| _

i, ] 0

dF(z) := T & denominada derivada de F em x (unicamente determinada). F € dita
continuamente (Frechet-) diferencidvel em O, quando for diferencidvel em todo = € O
¢ a4 aplicagiio dF : O — B(X,7Y) é continua. Oooaog

Formulamos novamente o problema abstrato de otimizagio introduzido no Pardgrafo 4.1:

(P) Minimizar J(x}
sujeitoa z € C, Flz) e K

onde X, Y sio espacos de Banach; O C X aberto; C' C X, K C Y sdo fechados e convexos;
J:0 -5 R, F:0 — Y sio continuamente diferencidveis.

A seguir obtemos o teorema de multiplicadores desejado (veja conjectura na pagina 82)
aproximando localmente o conjunto dos pontos admissiveis Xeq = CN FYK)NO
para (P) por conjuntos convexos apropriados e utilizando wm teorema de separago para
conjuntos convexos em espacos de Banach.

A.2 Linearizacdo do Problema de Otimizacao
Defini¢io A.2.1 Seja X um espago de Banach, ¢ C X convexo, z € C. O conjunto
C(z) := {alc—x)]a=0, ceC}

¢ denominado cone tangencial em x par C (veja Figura A.1). Ooogo
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(€ -a) ) C )

— —

3
—ty

Clz) = T(C,z)

Figura A.1: Cones tangenciais C(z) e T(C, z).

Definigio A.2.2 Seja X um espago de Banach, M C X, z € M. O conjunto
T(M,z) == {h€X |34,>0 e r:[0,tg] = X tal que
z +th+r(t) € M para t € [0,1), laiﬁ)l r(t}/t = 0}
¢ denominado cone tangencial a M por x (veja Figura A.1). O oo

Lema A.2.3 Seja X um espage de Banach, C C X fechado e convero, z € C. Sdo
verdadeiras as afirmagées:
i) C—z, (C—x), Clz) sdo convezos;

n) C -z, (C —z) sdo fechados;

i) C(z) C T(C, z);
onde (M) := M N By, pore todo subconjunto M de um espaco normedo Z.
Demonstragao: Segue imediatamente das Definices A.2.1 e A.2.2. [ |
Tearema A.2.4 Se T € Xog = CNFYK)N O ¢ um minimeo local de (P), entdo para _

tado h € T(Xy4,T) temos
dJ{(Z)h = 0.

Demonstracio: Sejam tp € R e r: [0,%0] =+ X ‘escolhidos como na Definigio A.2.2 para
o cone tangencial T(X,q,%). Logo, para todo t € {0,%] temos
0 < t7YJ(E+th+r@) - J(ED
tHJI(E +th) — J(z)) + NI (F +th+7(t) — J(E +th))
7 J(E + th) — J(E)) + AT E Ir()],

A IA

onde a existéncia de £ € X ¢ garantida pelo teorema do valor médio. O teorema segue
agora tomando o limite £ | 0, uma vez que ]tiff? ritt~l=0e ltiﬂ)l £ = Z. ]
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Definigio A.2.5 Seja = € . Dizemos que z ¢ um ponto regular para (P) quando 8 €
int[dF(z)(C — z) — (K — F(z))]. Caso int[dF(X)(C—z)— (K- F(z))] #£ 9, = é dito ponto
fracamente regular para {P). ooD

O resultado a seguir representa um passo fundamental para a demonstragéo do desejado
teorema de condigdes necessirias. O leitor atento observa que este resultado pode ser
interpretado como uma generalizagio do teorema da aplicagio aberfa. Para detalhes veja
[ZoKu].

Teorema A.2.6 Sejem X, Y espacos de Banach, T € B(X,Y) e C C X, K CY fechados
e convezos. Para z € C, y € K sdo equivalenies as ofirmagdes:

o) Y = T(C{=)} - K(y);
b) Eziste r > 0, tol gue B, C T((C —2)1) — (K -y

Demonstragao: (a) = (b)

(1) Provamos que C(z) = Upew n(C = £)1. A incluséo C(z) > Uen n(C — ) segue
diretamente da defini¢io de C(z). Seja agora z = a(c — ) € C(z). Escolba b € (0,1) tal
que b(c — z) € By. Como B; e C' — z sio conjuntos convexos, temos que

rlfe—z) € (C —x); paratodo r € [0,B].

Logo z = a{c — z) = (¢ — z) € n(C — z); para n suficientemente grande. Como z € C(z)
é arbitrdrio, temos C{x) C U, e 2(C — 7)1 '

(2) Analogamente prova-se que K{y) = [ en n(K —v)1- .

(3) Defina A, = s[T((C — z)1) — (K — y)1}, s € R. Afirmamos que Y = [J,cn 4n. De
fato, basta observar gue

Y = T(C) — K@) = T(U n(C—m)l) - |J m&x -y
nelN melN
= U RTUC—~2n) -mE -yu] = |J »lTC -2)) - (K —yhl.
mneEN nelN

(Na ultima igualdade usamos a inclusio m(K — ¥)1 C n(K — y)1, para m < 7, a qual se
deve a § € (K — y); e a convexidade de (K —y);.)

(4} Do teorema de Baire segue que existe pelo menos um m € IN com int(cl(A,)) # 0.
{Teorema de Baire: Se um espago métrico completo € escrito como unifio enumeravel de
subconjuntos, entao pelo menos um destes contém um aberto; veja [Kre] ou [Rul].)

{5) Provamos que 8 € int(cl(4;)). De fato, {4) implica que 3 a € int{cl(Ap)) e de (3} temos
que 3 k € IN com —a € cl(Ax). Logo, pela definicio de A, temos que —mk™'a € cl{Ap).
Como a € int{cl{Am)), entdo I § > 0 com Bs(a) C int(cl(Am)). Mas —mk™'a € cl(Am) e
¢l(Am) é convexo, entdo 3 &£ > 0 tal que & € B C cl(dm). Portanto, Bepm-1 C cf{A1).

(6) Seja r >0 com Ba. C cl(A;). Provamos que B, C A;, obtendo assim {b). Note que

By Ccl(Ayyp) C{FEY | dist(f, Ayp) < %} = Ag-1 + By-1,.
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Reduzindo o didmetro dos conjuntos pelo fator 27 temos
BZ_"T C Az—(t’+l] + Bz—(i+1)r, V ‘n‘.. e ]N
Dado 7 € B, definimos as sequéncias {z;};ew € X e {witien, {ri}iew C Y indutivamente

t=1: § = T(2_1£L‘1) - 27+
com z1 € (C~z)1, y1 € (K -y, || < 271r;

i>l: = T(Z“(H'I)zi_._l) A T Tl+1
com Zitz € (C'— )1, yit1 € (K = y)1, [Iriza]] < 27CHp,
n mn
Definindo agora uy, = Z 2_i:£,- e Uy 1= Z2“iyi, temos
i=1 i=1

¥ = Tup — vy + 7, n€N. (A.1)

Note que limr, = 6 e ainda que u, ¢ de Cauchy em X pois Jjz;| <1, ie Ne

n+m

lntm —unll < 11 D 2785 < 27™
i=n+41

Como X & Banach, existe » € X com limu, = = e como T & continua entio Tu — lim Tu,.
Logo (A.1) garante que v, converge para algum v € ¥ e temos § = Tu — v. Verificamos
por fim que u € (€ — z); e v € (k— y)1.

Note que u, = 37, 27t + 2778, n € . Logo un é combinagao linear convexa dos
elementos ©1, Ty, -+ , 2y, & de (C — z);. Como (€ — z}; é convexo, temos u € (C-—~x). A
inclusiio v € {(k — y)1 é demonstrada de forma ansloga.

{b) = {a) Obviamente 8 € T(C(z)) — K(y). Se § € Y, § # 8 entdo r|lgll =17 € B,. Logo

gl = Tlalc —2)) - bk —y),
para a,b > 0, ¢c € C e k € K apropriados, Isto prova que

j = Tt lglalc - =) — ' lgls(k - v)) € T(C(2)) - K(y).

Corolério A.2.7 Sejo = admissivel para (P), ie. 3 € Xog = CNF-YE)N Q. Sio
equivalentes as afirmetivas:

a) z é um ponto regular pare (P);

b Y = dF(2)C(z) — K(F(z)).
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Demonstragao: (b) = (a): Segue da aplicagiio do Teorema A.2.6 a T = dF(z),y = Flx).
(&) = (b): Seja 7 €Y. Como « & regular, existem e >0 e d > 0 tais que
ef € Bs C dF(z)(C ~ z) — (K — F(=z))-
Portanto.
§ € dF(z)e "' (C ~ ) — e (K — F(z)) C dF(z)C(z) — (K(F(z))
¢ ¢ teorema fica provado. . [ |

Observagiio A.2.8 Para ¢ = X, K = {6} obtemos como corolério do Teorema A.2.6 o
conhecido teorema da aplicagio aberta da andlise funcional:

Se T € B(X,Y) é sobrejetiva, entdo existe r > 0 com B; C T(B).
(Veja [Kre, Pardgrafo 4.12].) OaQo
Definicio A.2.9 Seja z € Xpa = CNFHK)NO. O conjunto
L(Xpq,2) := {h€X | heClz), dF(z)h € K(F(z))}.
¢ denominado cone linearizado em x para (P). O0OO

O teorema a seguir nos permite acoplar a desigualdade dJ(zo)h = 0, Vh € T(Xad, Te)s
obtida no Teorema A.2.4 com a derivada de F. Este é exatamente o fato que fornece as
condigdes necessirias para o problema abstrato de otimizagio (veja Tecremas A.3.3 e A3.4).

Teorema A.2.10 Se z é um ponio regular para {P) entdo
L(Xady I) c T(Xadl I)'

Demonstragio:! Seja h € C{z} com k = a(c — z}, dF(z)h = bk — F(z)), onde a, b =0,
¢ € Ceke K. Temos que provar gue 3 tp > 0 e 7 : [0,£p] = X satisfazendo para todo
t € [0,0):

g+ th+r{t)eC Flz+th+r{t)c K
e ainda que ]h]slr(t)/t =0.

Como z é ponto regular, entio z + 2th € C e F(z) + 2t dF(s)h € K para t suficientemente
pequeno. Como € e K sio ambos convexos, basta provar que 3ty > O0er: [0,] — X
satisfazendo

z+2(1) €C, Flx) +2(t) €K, e 0] e lmr{t)/t=0, (A.2)

com z : [0,t] = Y definida por z(f) :== F(z + th + (1)) — F(z) — tdF(z)h.
Para cacla ¢ € [0,1p], construimos os vetores r(f) € X e 2(t) € Y tomando limites de

!Couforme [Al].
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sequéncias que sfo construidas por uma variante do método de Newton. Vamos & cons-
trugio:

Se h = 0 tome simplesmente r{t) = 6. Seja entio h € X \ {0} com h = a(c — z),
dF(z}h = b{k — F{z)), onde a,b 2 0,c€ C e k € K. Q Teorema A.2.6 e o Corolério A.2.7
garantem a existéncia de s > 0 tal que

Bs CdF(z}(C —zh - (K - F(z)h. (A.3)

Escolha d € [0, 1] com Bys C O e [|dF(£) ~ dF(z)|| € 8/2, para todo ¢ € By;. Defina agora
tp := 26||A| ! e tome £ € [0, ] qualquer. Nos passos a seguir definimos os valores de 7(t) e
z(t} e provamos que satisfazem (A.2).

(1) Provamos inicialmente que ||F(z) — F(&) — dF(z)(Z — #)|| < £(|1Z — £|| para todo
I, % € By;.

De iato, definindo g{v} := F(rZ + (1 — v)&} — vdF(z)(Z - £) para v € [0, 1] temos

lg(1) = g0}i < sup |lg'(w))!

vel,)
= sup{ |{dF(§) ~ dF(z))(2 ~ 2)[| | € entre T e £}
< glE-al.

(2) Definimos indutivamente sete sequéncias que nos permitirio construic r(t) e z(t). Para
que a construgio faga sentido definimos r—y = z_) =z_) = y.1 = 6. Para k € NU {0}
tome

Tk = Te—1+Tr-,

2 = 21t Yk-1,

dy = 2z~ F{z+th+r) + Flz)+ tdF(z)h,

SedeG, uk='uk=9,
g, Uk sedy #0, up € (C—zh, vp € (K - F(z))1 com
{ dF(z)uy — v = s||de| " g,
g = 5 dllug,
yo = s ldgllvk.

(3) Provamos usando argumento indutivo que as sequéncias em (2) estdo bem definidas e
que para todo k € IV vale

mr € 257 Y|do[|(C — @)1, 2 € 257 dol| (K ~ F())1, |ldgll < 27%(|do|| < 27*s4.
* Puakb=0temos ro =20 =0e ||z + th+ 75 — z|| < t][h]} < 24. Logo, de (1) segue
ldoll = IIP(w +th) - F(z) — dF(a)ehl| < St[n| < sb
Note ainda que ug e vy estio bem definidos por (A.3).

e Para k > 1 temos
k-1 k—1

k—
TE = Zm = Zs'llldiltu,- = 2571|do 2 ||d ||
=0

=0 =0
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com u; € (C—g);. Note que 0 < ||d;[|(2lldol}™* £ 1,0 < i < k-1 e Ty Idilllldo]) " <
1. Logo s(2||d]])~'rs é combinagio linear convexa de ug,: - ,up—1,0 € (C — z), ie.
ry € 2574 |dy||(C — z)1. A estimativa para ||z|| é obtida de forma andloga.

Como ||dy|| < 36, temos

lz+th+re—zll < bl + |lrell <€ 46, |lz+th+rey —3] £ 4§

e
—dy = Flz+th+ry) — Flz) — tdF(z)h - z
= Fl{z+th+rs) — Flr) — tdF(z)h — zk—1 — k-1
= F($+th+1"k) — Flz) — tdF(z)h — zp—1 + dp—1 — dF(z)zp—1
= Plz+th+ri) — Flz+th+rg)) — dF{z)ze_,.

De (1) obtemos agora

5 1 1 _
lldell < '2‘”$k—1" < §||dk-1]l|lﬂk—1|| < §|]df=—1[| < 27%||dof),

completando assim a prova por indugao.

(4} Sobre a convergéncia das sequéncias 7y e 2x:

o {ri}rem & de Canchy pois 3opo g flzkl| € 24 < oo, Definindo r(2) := klim i, temos que
— 00

r(t) € 25~ Ydpl[{C — z), pois {C — z)1 é fechado.
o {2 }ren € de Cauchy pois 3 o, lyxll < 26 < oc. Definindo z(2) := klim z, temos que
—ro0

z(t) € 287 ||| (K = F(z))1, pois {& — F(z)); é fechado.

Como t € [0,%] & arbitrdrio, r e z estdo bem definidas no intervale [0, #g].

(5) Verificagio de (A.2).

Em (3) vimos que s™'||do|l € 6 < }. Logo r(t) € %{C - z) e 2(t) € LK — y)1, ie

x4 2r(t) €0, Flz) + 22(t) € K, Vi€ [0,%).
Para completar note gue
0 < 7 Yr@l < t7'257 idoll € 257N\ F(z + th) ~ Fz) — tdF(z)(h))},

provaudo assim que lgiﬂ)lr(t)t_l =4. m

A.3 Condigoes Necessarias para o Problema Abstrato

Neste pardgrafo provames uma versio do teorema de multiplicadores de lagrange, que nos
permite obter condighes necessdrias para a otimalidade do problema (P).

Defini¢do A.3.1 Sgja X um espago de Banach e M C X. O conjunto
M* = {AeX* | {Am}20V¥me M}

é denominado cone dual a M em X*.2 OO0

2A aplicacio de um funcional A € X* ao elemento x € X & aqui denotada per (A, z).
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Observagéo A.3.2 Um subconjunto M de um espago vetorial é denominado cone, quando
@ € M implica em az € X para todo o € (0,00). B facil ver que o conjunto M* na
Definigdo A.3.1 satisfaz essa propriedade. Outra propriedade de facil verificacio do cone
dual é que

(M -z = Mz}

paraz € M C X, OoOoan

Teorema A.3.3 Seja . um minimo local de (P). Se z. ¢ um ponto regular para (P),
entdo existem 9 € C(z.)*, ¢ € K(F(z,))* satisfazende a condigéo de Kuhn—Tucker:

dJ(z,) — godF{z,) = . (A.4)

Demonstragio: Dos Teoremas A.24 e A.2.10 temos dJ{z,)h > 0, para todo h €
L{ Xy, @), isto é

dI(z)h > 0, Yhe Clz,) com dF{z.)h € K(F(z.)).

Fazemos agora uma construgio que nos permite utilizar um teorema de separacio para
conjuntos convexos para provar o teorema.
(1) Definimos o conjuntc A C Y x R por

A = {(y—dF(z.)3, dJ(z)z+a) | ¢ € Clz), v € K(F(z.)), a>0}.

A ¢é obviamente convexo e ainda (8,0} € A (tome £ = 0, y = 8, a = 0). Note ainda que
(#,0) ¢ int(A) pois (8,b) ¢ A para b < 0.
{(2) Provamos que int{A) # §.
Como z, é um ponto regular para (P), o Coroldrio A.2.7 ¢ o Teorema A.2.6 garantem que
37 >0 tal que

B, ¢ —dF(z.)(C —z.); + (K — F(z.)).
Defina vy := sup{dJ(z.)z |z € (C — z,),}. Basta provarmos que B, x {6 € R | b > v} C A.
Scjam § € Br e b 2 -, entéo existem £ € (€ — x.); C C{z.), ¥ € (K — F(z,.)): € K(F(z,))
com § =y — dF(z.)s. Tomando ¢ :=b— dJ(z.)z, temos a > b—v > 0 e b = dJ(z.)z + .
Logo (3,0} € A.
(3) Provamos que

{ory — dF{z.)z) + nldJ(z)z+a) 2 0, Vo & Cla), y € K(F(z.)), a2 0.

De (1) e (2} podemos aplicar nm teorema de separago a (6,0) € 4 (vela [We]) que, neste
caso particular, nos garante a existéncia de A € (Y x IR)*, A # # satisfazendo

ALz 2 (A (6,0, YzeA

Podemos decompor A em A = (p,7) € ¥* x R, onde {|g|| + || # 0. Temos entio para
z=({f,b)e A
0 < @) = {7} + nb
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A desigualdade desejada segue agora da definicio de A.
(4) Provamos que n > 0.
Tomando £ =y = # em (3) obtemos ne > 0 para todo a > 0; logo n 2 0. Se n =0, entdo

{(p,dF(z.)z ~y) < 0, Yz € Cln), ye K(F(z.))-
Entretanto, do Coroldrio A.2.7 temos dF(z.)C(z.) — K(F(z.)) =Y, o que implica em
(p.5) < 0, Vyel

De onde concluimos que p = 8, o que contradiz o fato de ||g|| + || # 0.
(5) Construgdo de ¢ € C(z.)*, ¢ € K(F(z.))*.
Podemos supor sem perda de generalidade que # = 1. Tomando x = 6, @ = {'em (3} temos

{py) = 0, Vy e K(F(z)),
provando que p € K(F{z.))*. Tomando agora y =6, a =0 em (3) obtemos
dl{z.)z — (p,dF(z)z) = 0, Vz € Cz),

provando que dJ(z,) — po dF{z.} € C(z.)*.
A equacao (A.4) segue agora tomando ¥ := dJ(z,) — p o dF(z.) e ¢ := p, completando
assim a demonstracio. |

Teorema A.3.4 Seja z. um minimo local de (P). Se z. é um ponto fracamente regular
pura {P), entdo existem n > 0, ¥ € C(z.)*, ¢ € K(F(z.))* setisfezendo a condigdo de
Fritz-John:

ndJ{z.) — ¢odF(z.) = ¥, (A.5)
onde | + |[¥ll + |l # 0.

Demonstragdo: Se z, for ponto regular para (P), basta aplicar o Teorema A.3.3 e
obtemos (A.5) com 1 = 1.
Suponha agora que z, é ponto fracamente regular para (P), mas nao é regular. Definindo o
conjunto A = dF(z.}(C—z.)— (K — F(z.)), temos que int{A) # 8, A é convexo, 8 ¢ int{A4).
Portanto, o mesmo teorema de separagio usado na demonstragio do Teorema A.3.3 (veja
[We]) nos garante a existéncia de ¢ € Y™, ¢ # 0 satisfazendo

{pa) < 0Vae€ A
Da definigio de A segue
(0, dF(z)z—y) < 0, Vo &(C—z.), y € (K - F(z.)).

Tomando z = 8, temos ¢ € (K — F(z.))*. Tomando y = 8, segue que —¢ o dF{z.) €
(C — z.)*. Defina agora 4 := —¢ o dF(z.). Note que a Observacéo A.3.2 garante que

Clz.)* = (C—-z.)", (E-Flz.))y = K(F(=.))"
Loge, ¥ € C{z.)*, ¢ € K(F{z.))* e a equagio {A.5) segue com = 0. ]
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