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Introducao

Conjuntos de Cantor desempenham um papel importante em &areas

bastante distintas da matematica, como topologia, sistemas dinamicos,
teoria da medida e teoria dos nimeros. O objetivo deste trabalho

é descrever como o estudo de delicadas propriedades geométricas de

conjuntos de Cantor, ligadas as chamadas dimensoes fractais, tem um

papel fundamental em determinados aspectos de sistemas dinamicos,

em especial no estudo de bifurcacées homoclinicas, e também no es-

tudo de aproximacgoes de niimeros reais por nimeros racionais, par-

ticularmente no estudo de propriedades geométricas dos espectros de

Markov e Lagrange.

Boa parte deste livro é dedicada ao estudo das técnicas utiliza-
das pelo autor, em colaboragao com J.C. Yoccoz, que permitiram
resolver afirmativamente uma conjectura de J. Palis, do inicio da
década de 80, segundo a qual genericamente a diferenca aritmética
Ky — Ky = {z—y,z € Ky,y € Ky} de dois conjuntos de Can-
tor regulares K7 e K5 ou tem medida nula ou contém um intervalo.
Esta conjectura tem estreita relacdo com o estudo de bifurcagoes
homoclinicas em superficies, como veremos no Capitulo 2, mas o es-
tudo de propriedades geométricas de somas e diferencas aritméticas
de conjuntos de Cantor regulares também tem relevancia em outras
areas da matemadtica, como no estudo dos espectros de Markov e
Lagrange, relacionados com aproximagoes diofantinas. Discutiremos
esses temas no Capitulo 3, onde pretendemos descrever como adap-
tar técnicas de [MY] para obter resultados geométricos sobre esses
espectros, relacionados principalmente com medida e dimensoes de
Hausdorff.



4 INTRODUCAO

Este livro tém como referéncias principais os artigos [M1], [M2],
a tese de doutorado do autor (IMPA, 1993) e o Capitulo 4 de [PT2],
as quais indicamos para provas detalhadas de varios dos resultados
discutidos neste trabalho.



Capitulo 1

Conjuntos de Cantor
Regulares e Dimensoes
Fractais

1.1 Conjuntos de Cantor

Normalmente as pessoas ouvem falar no “Conjunto de Cantor” antes
de ouvir falar em “conjuntos de Cantor” em geral. O conjunto de
Cantor é um engenhoso exemplo de um subconjunto da reta que é
compacto, nao-enumeravel e totalmente desconexo, que serve como
fonte de exemplos interessantes em anélise e topologia. O Conjunto
de Cantor, que denotaremos por K, pode ser definido de varias ma-
neiras. Por exemplo, K é o conjunto de todos os ntimeros do intervalo
[0,1] que podem ser escritos em base 3 utilizando apenas os algaris-
. X o
mos 0 e 2, ou seja, K = { 3—:, on € {0,2}, Vn € N}. Outra
n—1
maneira de descrever o conjunto K é descrevendo explicitamente seu
complementar: tomamos o intervalo [0, 1], retiramos seu terco central
1 2 1 2
<3, 3) e obtemos dois intervalos fechados: {0, 3] e {3, 1] . Retira-
mos os tergos centrais desses intervalos e obtemos quatro intervalos
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sempre retirando os tercos centrais dos intervalos restantes. Os pon-
tos do intervalo [0,1] que ndo pertencem a nenhum dos intervalos
retirados formam o conjunto de Cantor K. Notemos que, na n-ésima
etapa da construcao de K sobram 2" intervalos de comprimento 1/3™
cada, cuja uniao contém K. Isso implica que K tem medida nula.

A terceira construgao do conjunto K que mostraremos a seguir
é de particular importancia para nds, pois serd generalizada para
definir conjuntos de Cantor regulares ou dinamicamente definidos.

1 2
Consideremos a fungéo v : [07 3} u [3, 1} — [0, 1] definida por ¢ (z) =

1 21 2
fechados: {O, ], { ], [ 7} e [8, 1}. Continuamos o processo,

3x se [O, }
. O dominio da fungao 1 é a primeira etapa
3r—2sex € {3,1}
da construgao anterior do conjunto K. Se denotarmos ¥ oty o---01
n vezes
por ™, temos que ¥" nao estd definida para todo x. Por exemplo,
sen=2ex=0,2, temos que Y(z) = 3z = 0,6, que ndo pertence ao
dominio de v, donde ?(0, 2) nio estd definido. Podemos caracterizar
o Conjunto de Cantor K como o conjunto dos = € [0,1] tais que
o0
™ (x) estd definido para todo natural n, ou seja, K = |J ¥ ~"([0, 1]).
n=0
Podemos observar que ¥~"([0, 1]), ou seja, o dominio de 1™ coincide
com o conjunto obtido na n-ésima etapa da construcao anterior.

K é claramente compacto, pois pela segunda construgao, por
exemplo, seu complementar é aberto. Além disso, K é ndo-enumerdvel,
o que segue do fato de que a primeira construgao fornece uma bijegao
entre K e {0,2}, que de fato é um homeomorfismo, se dotarmos
{0,2}" da topologia produto.

Em geral dizemos que um conjunto de Cantor é um espaco to-
poldgico homeomorfo a K. Nosso principal interesse sera nos con-
juntos de Cantor contidos na reta real, que podem ser caracterizados
como os compactos de interior vazio sem pontos isolados.

Em geral, espacos métricos (ou metrizéveis) compactos, total-
mente desconexos (i.e., cujas componentes conexas sdo 0s pontos)
e sem pontos isolados sdo conjuntos de Cantor (i.e., sdo homeomor-
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fos a K). Deixamos a prova deste fato como exercicio para o leitor.
(Sugestao: dado um conjunto como acima, tente decompé-lo como
uma uniao disjunta de abertos e fechados com didmetro menor que a
metade do didmetro original, repetir o processo e usar isso para re-
duzir o problema ao caso de subconjuntos da reta. no qual é possivel
construir homeomorfismos mondtonos razoavelmente explicitos).

1.2 Conjuntos de Cantor regulares

Mencionamos que a terceira construcao que exibimos para o con-
junto K, que o caracteriza como o maximal invariante pela funcao
no intervalo [0, 1] é de particular interesse, pois caracteriza K como
um conjunto de Cantor dinamicamente definido. Vamos discutir in-
formalmente algumas propriedades dos conjuntos de Cantor dinami-
camente definidos, ou regulares (que serdo nosso assunto principal)
antes de defini-los mais precisamente. Uma propriedade fundamental
do conjunto de Cantor K é a sua auto-semelhanc¢a: pequenas par-
tes de K sao cépias reduzidas de todo o conjunto K. De fato, dado
xz € K e ¢ > 0 existe um subconjunto aberto e fechado de K con-
tendo = e de diametro menor que € que é semelhante ao conjunto K
(por exemplo uma peca de uma etapa avancada da construgao de K
que contenha o ponto z). Esta semelhanca serd dada por um certo
iterado da fungao afim expansora 1.

Os conjuntos de Cantor dinamicamente definidos, ou regulares,
sempre apresentam um certo tipo de auto-semelhanca: pequenas par-
tes deles sao difeomorfas ao conjunto todo, ou a partes grandes dele,
com distor¢ao uniformemente limitada. Assim, aspectos locais des-
ses conjuntos nao diferem muito de aspectos globais. Este tipo de
propriedade é a principal caracteristica dos conjuntos de Cantor re-
gulares, e esta ligada ao fato desses conjuntos, por definicao, serem
caracterizados como maximais invariantes de funcoes diferenciaveis
expansoras (as quais suporemos de classe pelo menos C*+¢).

Vamos passar a definicoes mais precisas:

Sejam I, 11,15, ..., I, C R intervalos fechados tais que os interva-
los I;,1 < j < ksaodisjuntos e I é o fecho convexo de I; UloU- - U},
eseja: [ UL U---UI; — I uma funcao expansora de classe C''*+¢
para um certo ¢ > 0, isto é, ¥ é de classe C!, |¢/(z)| > 1 para todo
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x € [1UIU-- Ul e existe C' > 0 tal que [¢'(x) —¢'(y)| < Clz—y|°
Ve,y € [; UloU---UI;. Suponhamos ainda que para todo j com
1<j <k, ¥(I) é o fecho convexo de uma unido de intervalos I, , e
que, para n € N suficientemente grande, ¢™([;) D [LUL U---UI}.

Dizemos que o conjunto de Cantor regular K = K, associado
a fungdo ¢ e a particao de Markov (I1,1s,...,I) é o conjunto dos
x € I tais que ¢"(x) estd definido para todo n € N, isto é K, =
N v "([1U---Ul). Se ¢ é de classe C", com 1 < r < 0o, dizemos
neN
que K é um (conjunto de) Cantor regular de classe C".

Como indicamos na definicdo acima, o conjunto dos intervalos
Ij com 1 < j < k é denominado a partigao de Markov de K. O
conjuntos I U I, U --- U [ serd chamado de dominio de Markov de
K, e pode ser visto como a etapa inicial da construcao de K.

Para entender melhor a estrutura do conjunto K podemos consi-
derar a matriz de transi¢cio B = (b;j )k associada a uma particao de
Markov (I1,..., 1)) e a uma fungao ¢ como acima definida por b;; =
{1’ se v(L) 2 I . A condicao diz que ¥"(I;) D L U--- Ul

0, se(;)NI; =0
para todo n grande equivale a todos os termos de B™ serem estri-
tamente positivos se n é grande. A uma tal matriz B podemos as-
sociar um shift de Markov mizing de tipo finito, isto é, o conjunto
g =40 = (61,02,...) C {1,2,...,/{3}N | boo,,, = 1, Vi € N},
no qual estd definida a fungao shift unilateral o: ¥ — X, por
o’((&l, 02,05, ... )) = (92,93, R ), isto é, 0'((92),2 S N) = (91‘4_1)71. eN.

Veremos que hd uma identificagdo natural entre o par (K,) e o
par (Xp,0) (de fato um homeomorfismo que conjuga as dinamicas).
Para cada palavra finita a = (a1,a2,...,a,) € {1,2,...,k}" di-
zemos que a é uma palavra de Xp se existe algum elemento de
¥ p que comega por g, ou, equivalentemente, se bg,q,,, = 1 para
i = 1,2,...,n — 1. A uma tal palavra a associamos o intervalo
I, = I, N~ Y (Io,) Np~2(Is,) N - Np~(=D(I, ), e a condigao
a ser uma palavra de X p equivale a I, ser nao-vazio. Por outro lado,
a expansividade de ¢ faz com que o comprimento |I,| do intervalo
1, seja exponencialmente pequeno se n é grande, isto é, existe A < 1
tal que para todo a € {1,2,...,k}" que é uma palavra de X5 (de
tamanho n), |I,] < A"|I].
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Dado 0 = (61,0s,...) 6 ¥ B, para cada n definimos Q(") =

(01,04,...,0,). Note que 0™ ¢ sempre uma palavra de . Pode-

mos definir uma fungao h: Xp — K definida por {h(0)} = (N Iy,
neN

isto é, h(f) é o unico ponto que pertence a I,n) para todo n € N.
Nao é dificil verificar que h é um homeomorfismo, e que yoh = hoa,
isto é, h é uma conjugacao entre o e ¥. Se x = h(#), dizemos que ¢
é o endereco do ponto .

1.3 Distorcao limitada e geometrias limite

Vamos agora provar uma proposi¢cao de grande importancia, segundo
a qual conjuntos de Cantor regulares tém a propriedade de distor¢ao
limitada:

Proposigao 1.1: Seja K C R um conjunto de Cantor reqular, defi-
nido por uma funcdo expansora 1 € C1*T¢ como acima. Dado § > 0
existe C(6) > 0 fungdo decrescente de 6 com }ir% C(6) = 0 tal que

para todo x,y € K satisfazendo

i) [yt(e) =9yl <6

ii) O intervalo [y (x),4’ (y)] estd contido no dominio de Markov
LU---Ulp para0<j<n

temos log [(¢") (y)| — log |(¥™)' (x)] < C(9).

| <
Prova: Se o > 1 ¢ tal que [y (t)] > o para todo t no dominio de
Markov, teremos |47 (y) — 17 (z)| < 07" - § para 0 < j < n, donde

[log [(4™)' (y)| —log | (™)' (x)| < z_: [ log [ (47 ()| ~log v/ (v (2))Il,
j=0

e, como ¢’ (e também log |1)'|) é de classe C¢, existe C' > 0 tal que
|log |9’ (s)| — log [¢'(t)| < C|s — t|° para s, t no dominio de Markov,
donde as expressoes acima sao majoradas por

n—1 00 .
n me __ g
;O(J 5 <c56-m§::1a R = 0
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Uma maneira de reformular a proposi¢ao acima com significado
geométrico mais evidente é dizer que se =, y e z pertencem a um
mesmo intervalo Iy da n-ésima etapa da construgao de K entao

o—c 22l () — 9 (2)
ly — x| = [ (y) —m(z)

onde ¢ = ¢(]I]) é uma constante. Além disso, se ™ (x), Y"(y) e
Y™(z) estdo préximos, ¢ pode ser tomada pequena. Isto significa
que distancias relativas numa escala microscépica sao no maximo
distorcidas por um fator constante em relacao a distancias relativas
correspondentes numa escala maior, e cada vez menos distorcidas se
diminuimos o tamanho da escala maior.

Vamos agora introduzir o conceito de geometrias limite de um
conjunto de Cantor regular, que ddao informagoes mais precisas sobre
a estrutura local de um conjunto de Cantor regular.

Para isto, seja K um conjunto de Cantor regular e g seu shift
de Markov associado. Vamos considerar o shift dual associado a ¥,
denotado por X5, dado por Xz — {8 = (0,,)-n <0, fge,., =1,Vi<
0} c{1,2,...,k}* . )

Dados 0 # 6 em Y5, definimos 6 A § como (0_,,01—p,...,00) €
{1,2,...,k}"* onde n é tal que é_j =0_jparal < j<ne
0_p_1 #0_,_1, e equipamos X com a seguinte distancia:

~ {1 se (9075(90

d(g,9) =
(@9) [Igpgls caso contrério

|z — |
ly — z|

eC

IN

Dado § € X3 e n > 0, definimos 8" = (6_,,...,6p), e B(8")
como sendo a funcao afim que leva Iy» em I, tal que o difeomorfismo

% — B(8™) o fyn preserva orientago, onde fgn := (1/)"|Ign)_1.
Com essas defini¢oes, kg é um difeomorfismo de Ip, em Ig, , e a
imagem de K N Iy, por k% ¢ uma coépia ampliada de K N Ign .

Com essas notacoes, temos o seguinte resultado, que caracteriza
as geometrias limite de um Cantor regular (ver [Su]):

Proposicao 1.2: Seja r € (1,+00), e K um conjunto de Cantor
reqular de classe C™ como acima, entao:
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i) Para cada 8 € ¥ existe um difeomorfismo de classe C™ que
preserva orientacdo k& = Ip, — Ip, tal que k% converge a k%
na topologia C* para todo o < r. A convergéncia é uniforme
numa C”-vizinhanc¢a de 1.

ii) Ser > 2 éum inteiro entdo ks converge a k% em Dift’, (Iy, ).
Além disso, existe C > 0 tal que ||k% — kY| cr1 < OIgn].

Do item ii) segue que § — k% é Lipschitziana: ||k — K| grr <
C-d0,0), V0,0 € ¥5. Além disso, se r =1+, com 0 < o < 1,
entao, para

162 — k|cr < C - d(6.9)°, V8,0 € 5.

Esta proposicao diz que conjuntos de Cantor regulares tém a se-
guinte propriedade: se ampliarmos a intersecao de um conjunto de
Cantor regular K com intervalos pequenos de sua construgao, obte-
mos conjuntos de Cantor difeomorfos a partes fixas de todo o conjunto
K (as intersecoes K NI, , com a € {1,2,...,k}), estando esses di-
feomorfismos muito préximos da familia compacta {k%,0 € Y5} que
tem dimensdo de Hausdorff finita por exemplo na métrica C! (ver a
préxima segao sobre dimenséo de Hausdorfl).

Definimos, para § € ¥4, o conjunto de Cantor K¢ := k%(K). Os
conjuntos K¢ sao conjuntos de Cantor regulares tao diferenciaveis
quanto K, e sao conhecidos como as geometrias limite de K.

Demonstragao: A prova da Proposicao 1.2 nao é muito dificil. De
fato, k% = B(8") o fgn , onde fgn = (w’hn)_l pode ser escrito como

gnOgn-10---0g1,onde, paral <k <n, gp= g%: Iy, — Ip, ¢ dada
por g, = Ao (zp‘lk)_l oA eos Ay Ipx — Iy, sdo difeomorfismos
i’ [

afins tais que Ag é a identidade e g preserva orientacdo para todo K.

O resultado segue do fato de que os difeomorfismos g , para K
grande, estdo exponencialmente perto da identidade (de modo uni-
forme em ), nas topologias indicadas no enunciado da proposicao, e
portanto a composigao deles converge exponencialmente nessas topo-
logias. Os detalhes ficam como exercicio para o leitor. O
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1.4 Dimensoes fractais

1.4.1 A dimensao de Hausdorff

Quase todos os conjuntos de Cantor que consideramos neste livro
tém medida de Lebesgue nula. Entretanto, hd medidas mais finas
do tamanho de subconjuntos da reta (e, em geral, de um espago
métrico). Comegaremos pelo conceito que serd mais importante para
nés: a dimensao de Hausdorff:

Se X é um espago métrico compacto ed = {Uy,Us,...,U,} é uma
cobertura finita de X, definimos a medida de Hausdorff de dimensao

a > 0 associada & cobertura U por m,(U) = > diam(U;)®, onde
i=1

diam(U;) = sup d(z,y) ¢ o didmetro de U;,
z,y€U;

e definimos a medida de Hausdorff de dimensao «a de X por m,(X) =

thin(f) mq(U), onde U denota uma cobertura finita de X e ||U|| =

max (diam U) é a norma da particio U. E facil mostrar que existe um
€

unico h em [0, +00] tal que se a < h entdo mq(X) = +ocesea > h
entdo my(X) = 0. Esse ntimero h é, por definicdo, a dimensdo de
Hausdorff de X. A dimensao de Hausdorff tem algumas propriedades
importantes. Uma delas é que, se f: X — X é Lipschitzianae K C X
tem dimensdo de Hausdorff d entdo f(K) tem dimensao de Hausdorff
menor ou igual a d. Em particular, se X e Y sdo intervalos fechados e
f é um difeomorfismo entao as dimensoes de Hausdorff de K e f(K)
sao iguais. Outra observagao simples é que se K C R” tem dimensao
de Hausdorff menor que n entao tem medida de Lebesgue nula.

E possivel provar que a dimensao de Hausdorff de conjuntos de
Cantor regulares da reta depende continuamente da dindmica que
os define (mesmo na topologia C'), e, no caso da dinamica ser pelo
menos C'1¢, estd sempre estritamente entre 0 e 1, e a medida de
Hausdorff correspondente é finita e positiva no conjunto de Cantor
(ver [PT2]).

Podemos definir outra dimenséao fractal, a capacidade limite, como
segue: Se K é um espa co métrico compacto, definimos N, (K) como
sendo o ntimero minimo de conjuntos de Diametro menor ou igual
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a € necessarios para cobrir K. A capacidade limite de K é, por
definico, d(K) = lim sup — 28 Ve
P T log e

é um conjunto de Cantor regular (mesmo que apenas de classe C*)
entao sua dimensao de Hausdorff coincide com sua capacidade limite
(ver [PT2]). Também é verdade que, se f: X — Y é Lipschitziana
e K C X entdo d(f(K)) < d(K) e que d(K; x K3) < d(K;y) +
d(K3). Além disso, em geral a dimensao de Hausdorff de K é sempre
menor ou igual a d(K) (as vezes a desigualdade é estrita, como por
exemplo se K = {0} U{1/n, n inteiro positivo}, que tem dimensao
de Hausdorff 0 e capacidade limite 1/2).

Deixamos a prova destas tultimas afirmacoes como exercicio para
o leitor.

- E possivel provar que, se K

1.4.2 Espessuras

Definigao: Um gap de um conjunto de Cantor é uma componente
conexa de seu complementar.

Dado um gap U de um conjunto de Cantor K, associamos a ele
os intervalos Eyy e Dy, que sao os intervalos a sua esquerda e a sua
direita que o separam dos gaps maiores que ele mais proximos:

—t ) ¢ — —
E, U Du
Deﬁnimole | By
U U
U) = —7 17elU) = 7,
U] U]

7p(K) = inf{7p (U)|U gap limitado de K}, a espessura direita de K;

T5(K) = inf{rg(U)|U gap limitado de K}, a espessura esquerda de
K, e
7(K) = min{7p(K),7e(K)}, a espessura de K.

Observagao: Dado um conjunto de Cantor K, uma apresentagao de
K é uma enumeracao {Uy,Us, ...} de seus gaps limitados. Podemos
definir os intervalos Fy e Dy como sendo os intervalos entre U e
os gaps de indice menor que o de U mais proximos. No nosso caso
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estamos usando a apresentagao pela ordem de tamanho dos gaps, o
que maximiza a espessura 7(K). Veja [PT2].

A importancia das espessuras reside no seguinte resultado, que é
uma adaptacgao do “gap lemma”.

Afirmacao: Dados K e K conjuntos de Cantor, se 7p (K1)-75(K2) >
1 erp(Ky) mp(K2) > 1, entdo ou K; estd contido num gap de Ko
ou K> estd contido num gap de K7 ou K1 N Ky # ().

Observacgao: Isso vale em particular se 7(K7) - 7(K2) > 1, que é a
hipotese do “gap lemma” classico. O gap lemma tal como enunciado
aqui fornece mais informacao, como veremos adiante.

Demonstragao: Considere o caso em que nenhum dos K;’s estd
contido num gap do outro. Entao existe um par de gaps encaixa-
dos, como nas figuras abaixo (dizemos nesse caso que K; e K estao
intercalados)

=

Us
Kyl ¢ } i

Como 7p(Uy)tg(Us) > 1, ou |Dy,| > |Us] ou |Ey,| > |U1] =
existe novo par de gaps como em b) menor que o par (Uy,Us).

~+

U,

Como 75(Uy)1p(Us) > 1, ou |Ey,| > |Usz| ou |Dy,| > |Ui| =
existe novo par de gaps como em a) menor que o par (Uy,Us).

Em qualquer caso obtemos um par de gaps menor, por exemplo no
sentido de que a soma dos comprimentos dos gaps dos pares decresce,
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e reaplicando o argumento obtemos uma seqiiéncia de pares de gaps
convergindo a um ponto que necessariamente pertence a K1NKy. [

Podemos definir, para p € K,

Toc (K, p) = lims(l)lp T(KN(p—e,p+e)),
e
e analogamente (7p)ioc (K, p) € (T )10c (K, p). Para conjuntos de Can-
tor dinamicamente definidos, 7o (K, p) ndo depende de p (ver [PT2]),
e a mesma prova mostra que (7p)ioc(K,p) e (Tg)ioc(K,p) também
nao dependem de p. Vamos, portanto, denotd-los por T(K),
(Tp)oc(K) e (TE)10c(K) (as espessuras locais de K).

A afirmagdo acima implica que se (7p)(K1) - (75)(K2) > 1 e se
(7e)(K1) - (1p)(K2) > 1 entdo K; — K5 contém intervalo.

Como conseqiiéncia, se (7p)ioc (K1) (TE)10c(K2) > 1 e (Tg)10c(K1)-
(TD)10c(K2) > 1 entdo Ky — Ko contém intervalo. Para este tiltimo
resultado necessitamos desigualdades estritas.

fato, no exemplo de Sannami de um conjunto de Cantor dinami-
camente definido K com A(K — K) > 0 e int(K — K) = () temos
Tioc () = 1. (Ver Exemplo 4 da Secao 2.1.4.2).



Capitulo 2

Intersecoes Estaveis de
Conjuntos de Cantor
Regulares

2.1 Diferencas aritméticas, intersecoes esta-
veis e bifurcacoes homoclinicas

2.1.1 Conjuntos de Cantor e Bifurcacoes Homocli-
nicas: definigoes basicas

k
Dado um difeomorfismo ¢: M Y M de uma superficie e p um

ponto fixo de , definimos
W (p): ={z € M| lim ¢"(x)=p} (a variedade estavel de p)

W4 @p): ={z e M| lim ¢"(x)=p} (a variedade instavel de p).
n——oo

E possivel provar que se ¢ € C* entdo W#(p) e W¥(p) sao variedades

C*.

Dizemos que x é um ponto homoclinico associado a p se = €
Ws(p) N W"(p), e que se W#(p) for tangente a W*(p) em x entdo

16
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existe uma tangéncia homoclinica em x associada a p.

Seja A C M. Dizemos que A é um conjunto hiperbdlico para
w: M — M se p(A) = A, e existe uma decomposicdo ThAM = E*@E"
tal que Dyp|gs é uniformemente contrativa e Dy|g« é uniformemente
expansora. Dado z € A, definimos

W*(z) = {y € M| lim d(¢"(y), ¢"(x)) = 0} e
W a) ={y e M| lim d(¢"(y),¢"(z)) =0},

que sdo variedades C*. A unido dessas variedades forma folheacdes
F* e F* que podem ser estendidas a uma vizinhanga de A e sado
(p-invariantes.

O conjunto nao-errante de ¢, Q(p), é definido por:

Qp): ={x € M |V vizinhanca U(z), In € Z; tal que

¢"(U(x))NU(x) # 0}.

Dizemos que ¢ é hiperbélico se () é hiperbdlico. Uma familia a
um parametro (p,) de difeomorfismos de M? tem uma Q-explosao
homoclinica em p = 0 se

i) Para u <0, ¢, é persistentemente hiperbélico

i) Q(po) = AU O onde A é hiperbdlico e O é uma 6rbita de
tangéncia homoclinica associada a um ponto fixo de sela p, tal
que W#(p) e W¥(p) tém tangéncias quadréticas nos pontos de

Considere uma tangéncia homoclinica associada a um ponto de
sela P de um difeomorfismo ¢ de uma variedade de dimensao 2.
Suponha que P pertenga a um conjunto bésico A (do tipo de um
horseshoe). A intersegao da variedade estavel local de P com A é um
conjunto de Cantor regular que denotaremos por K?*, e a intersecao
da variedade instavel local de P com A é outro conjunto de Cantor
regular que denotaremos por K.
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Se g é o ponto de tangéncia, ao desdobrarmos a tangéncia por
meio de uma familia genérica ¢, (po = ¢) de difeomorfismos, te-
remos uma “linha de tangéncias” ¢ transversal a W#(p) passando
por P (£ é o conjunto dos pontos de tangéncia entre as folheagoes
estavel F° e instdvel F* de A estendidas a uma vizinhanga), e as
intersecoes de ¢ com a folheagdo instdvel e estavel de A sdo difeo-
morfas a K® e K", respectivamente, para y = 0. Chamaremos essas
intersecoes de (K1), e (K2),. Se (K1), N (K2), # 0, estaremos
criando nova tangéncia entre F° e F*, caso em que ¢, nao sera per-
sistentemente hiperbdlico. Com algumas hipdteses genéricas pode-
mos concluir (talvez via reparametrizacao) que o par ((K1)u, (K2),)
estd préximo do par (K7, Ka + p) (embora possa haver deformagoes
internas) o que nos leva a indagar sobre o tamanho do conjunto
{,u‘Klﬂ(K2+,U)7é®}:K1*K2:{ZL'7y|IEKl, e yEKg}.
Dizemos que K1 — K5 é a diferenca aritmética entre K1 e Ko. Existem
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resultados parciais sobre esse problema. Por exemplo, se a soma das
dimensoes de Hausdorff de Ky e K5 é menor que 1 entao K1 — K> tera
medida nula. Por outro lado, se o produto das espessuras (ver segao
II) de Ky e K3 é maior que 1 entdo K7 — Ko conterd um intervalo.
Se Ko = [a,b] e K1 = [a,x1] é usual supor ¢ : K1 — K crescente
e sobrejetiva (é o que acontece para conjuntos de Cantor associados
a conjuntos hiperbdlicos). Isso corresponde a auto-semelhanca de K
(talvez com distorgao). Nesse caso, existe um difeomorfismo a: Ky —
Ko com o/ (a) = 1, tal que aorpy oo™ ! é linear, pois 191 (a)| > 1. Nesse
caso o conjunto K = a(K) definido pelas funcoes ¢; = a0 ; o a~!
é auto-semelhante (tem v, linear), e é chamado o linearizado de
K. Para maiores detalhes sobre a relagao entre conjuntos de Cantor
dinamicamente definidos e bifurca¢ées homoclinicas veja [PT2].

2.1.2 Intersecoes de conjuntos de Cantor e dife-
rengas aritméticas

Como vimos em 1.1, o estudo de bifurcacoes homoclinicas leva na-
turalmente ao estudo de interse¢des de conjuntos de Cantor dinami-
camente definidos. Numa primeira aproximacao, leva ao estudo de
diferencas aritméticas de conjuntos de Cantor. Sobre isso, existia uma
conjectura de Jacob Palis segundo a qual a diferenca aritmética entre
dois conjuntos de Cantor dinamicamente definidos ou tem medida
nula ou contém intervalo. Foi dado um contra-exemplo para essa
conjectura por A. Sannami ([S]), mas esse contra-exemplo é rigido
o suficiente para que se continue conjecturando que genericamente a
afirmagao de Palis é verdadeira. Para conjuntos de Cantor afins (cuja
definigdo veremos daqui a pouco) nao hd nenhum contra-exemplo, e
a conjectura permanece sem restricoes.

Neste trabalho iremos abordar um conceito relacionado com o
da diferenca aritmética, porém mais bésico: o da intersecao estdvel.
Dizemos que dois conjuntos de Cantor dinamicamente definidos K e
K5 tém interse¢do estdvel se existe uma vizinhanca do par (K, K»)
(Em alguma topologia razodvel. Aqui trabalharemos quase sempre
com a topologia C17¢ que definiremos em breve) tal que para todo
par (K’l, Kg) nessa vizinhanca K; N K» # 0.

Existem relacgoes entre os conceitos de diferenca aritmética e de
intersecao estiavel. Uma relacao 6bvia entre os dois conceitos é que,
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se K intersecta Ky estavelmente, entao K1 — Ky contém intervalo.
Mais geralmente, se existe t € R tal que K; intersecta (Ko + t)
estavelmente entao ¢ € int(K; — K»). Na diregao da reciproca, temos
o seguinte resultado abstrato (que perdeu o interesse no caso geral
em virtude dos resultados do autor e de Yoccoz sobre a conjecture
de Palis, mas pode ser aplicado, por exemplo, no caso afim ou no
caso C!, onde continuam em aberto as versdes correspondentes da
conjectura de Palis.

Teorema: Suponha que exista um aberto U de pares de conjuntos
de Cantor tal que se (K1,Ks) € U e t € R entao Ky ndo tem
intersecao estdvel com (Ko +t). Entao existe R C U residual tal que
(Kl,KQ) €R= mt(Kl — KQ) =0.

Demonstragao: Seja {r1,72,...,7,...} uma enumeragao dos raci-
onais, e seja U,, = {(K1, K3) € U | K1N(K2+71,) = 0}. Por hipdtese,
U,, é denso, e claramente U,, é aberto (é aberto até na topologia dada

pela métrica de Hausdorff). Portanto, R = ﬂ U, é residual, e

(Kl,KQ)ERﬁKlm(K2+t):®, VtGQ:S(Kl KQ)QQ:
0 = int(K; — Kz) = 0. 0

Observagao: Esse resultado é verdade em qualquer topologia mais
fina que a topologia C°. Em geral, trabalharemos com a topo-
logia C1'*¢, na qual um conjunto de Cantor K definido por uma
fungdo expansora 1 e com partigio de Markov (Ki,...,K,) estd
préximo de um conjunto K definido por ¢ com particao de Mar-
kov (Ki,...,K,;) o r=1 (Ki,...,K,) esté proximo (os extremos
de K; estio préximos dos correspondentes extremos) de (K71, ..., K,)
e, supondo que ¢ € C'*¢ com constante de Holder C, exigimos que,
para que K esteja proximo de K, w pertenca a C'*¢ com constante
de Holder C de forma que (£,C) est4 préximo de (g, ¢) e que ¥ esteja
préximo de 1 na topologia C?.

Essa topologia é natural pois de um lado garante o controle da
distorgio de K e de K (ver [PT2]). Em particular, se K tem distorcao
pequena entdo K também terd, desde que suficientemente préximo de
K (em muitos exemplos usaremos esse fato com K afim, ou seja, sem
distor¢ao). Por outro lado, os conjuntos K° e K associados a um
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difeomorfismo ¢ dependem continuamente de ¢ na toplogia C'*¢.
Usaremos freqiientemente o conceito de conjuntos de Cantor afins.

Dizemos que K é afim se as funcoes ¥; que o definem sao afins e

sobrejetoras. Isso implica que K é semelhante (sem distorgao) a K N

K;, 1<i<r.Senao supomos sobrejetividade das 1;, dizemos que

K é afim generalizado. Vamos fixar uma notacgao para um certo tipo

de conjunto de Cantor afim, que serd muito utilizado em exemplos:
Quando nos referimos ao conjunto de Cantor afim

K:} ( A ( ) { ) ( A} |
ag * Ay / ap Ay Ty oo p-1 An 74y

queremos dizer o conjunto definido com esse dominio de Markov por
transformacdes afins sobrejetivas crescentes.

Estudar intersecoes estéveis tem a vantagem de ser um problema
mais bésico e de aplicacgao mais imediata a dinamica que o estudo
de diferencas aritméticas. Resultados sobre diferenga aritmética ne-
cessitam por vezes de adaptagoes nao triviais para se transformarem
em teoremas de dindmica, como por exemplo no teorema de Palis e
Yoccoz ([PY]), onde foi necessdria uma adaptacao fina do teorema de
Marstrand para garantir tangéncias com densidade positiva em p = 0
sob a hipétese de HD(K*)+ HD(K") > 1 (O teorema de Marstrand
diz que nesse caso para quase todo A € R, K® — AK™ tem medida
positiva), mesmo assim com a necessidade de considerar familias a 2
parametros. Veremos agora uma relagao entre intersegoes estaveis e
dinamica:

Teorema: No caso da bifurcagao homoclinica, se existe t € R tal que
(K)o intersecta ((K3)o + t) estavelmente, onde (K1)g e (K3)o sio
os linearizados de (K1) e (K2)p, respectivamente entdo o conjunto
{n >0 (K1), N(K2), # 0} contém um aberto com densidade
positiva em p = 0.

Demonstracgao: Temos K?® e K* difeomorfos a conjuntos de Cantor
autosemelhantes com autovalores A\; e Ag, respectivamente, onde Ay
e \g sdo autovalores de Dp(p). Quando p varia, K° e K% admitem
continuagoes K, e K;, difeomorfos a conjuntos de Cantor autoseme-
lhantes com autovalores (A1), e (\2), (os autovalores de Dy, ): K, =

fulK35) e Kb = gu(KY), onde (M), - K5 C K3, (A2); 'K € KU,
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f1(0)=g,(0) =1 (f(j e f(ﬁ sao os linearizados de K, e K}). Pela
diferenciabilidade da familia (¢,,) em relacao a u deduzimos que existe
K > 0 tal que |(\)y — Nl < K |p|, i =1,2. Além disso, existem
difeomorfismos (h1), e (h2), que variam C**¢-continuamente com g
tais que (K1), = (h1),- K}, e (Ka)u = (h2)u- K. Se (h1), =h Ofﬂ
e (h2)u = (h2)u 0 g, entdo (K1), = (h1), - K, e (K2), (hg)
Sejam a = (h1)o(p) e b= (h2)y(p)-

Por hipétese, existe e > 0 tal que, se (K, K') estd préximo de
(K1)o, (K2)o + ¢, com |t —t'| < ¢, entdo K intersecta K’ estavel-
mente. Sejam m,n € N tais que |AT*A} — 1] seja suficientemente
pequeno. Suporemos, talvez via uma reparametrizagao da familia
(pu), que (hl) (p)=pe (hg) (p) = 0 (em uma dada parametrizagao
de ¢,). Entdo, afirmamos que para g € (A\;"(t —¢€), A" (t + ¢€)),
onde n ¢ suficientemente grande, teremos (K1), N (K2), # . De
fato, temos (A1)} KS C KS e (M), "K“ C K“ Basta provar, por-
tanto, que (h1), (()\1)# Kﬁ) (ha),. ((A2)," K“) # (), ou, equivalente-
mente, que (0);™ () (M) K3) O (o) (o)™ K) 70,
mas isso segmra do fato de que o primeiro conjunto estd préximo de
aKO + A1 " i na topologia CH‘E, e o segundo estad proximo de bKO,
pois aKO = (K1) e bKY = (K3)o (sdo os linearizados de conjuntos
de Cantor difeomorfos. Isso segue da unicidade da linearizagao com
derivada em 0 dada). Para provar esses fatos, basta observar que
(h)u(x) ~ ax +p e (ha)u(z) ~ br, para z préximo de 0, e que
AT/ (A1) e AL /(A2)); estdao proximos de 1 se m e n sdo suficiente-
mente grandes.

Nossas ultimas afirmagdes vém do fato de |[(X;), — Ai| < K |p| <
K'\™ < K”/\T, onde K,K' e K sdo constantes. Assim, por
exemplo, (A1) /A1)™ ~ (14 K'XP71)™ ~ 1, pois mAT"™! — 0

se m — 0o. A{p € 10,8 | (K1), N (K2), #0}) -0
4]

Para concluir que lim inf
6—0

basta provar que

(*) Existe N € N tal que para todo K € N existem m com
K <m < K+ N en e N com |[A\T"A\} — 1] suficientemente
pequeno, mas isso segue do fato de que

(**)  Existem N/, N € N tais que AN’ A\Y  estd muito préximo
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de 1 (pois isso equivale a N'log A1 + N log A2 ~ 0, o que se
pode obter tanto se log A1/log Ay for irracional, pelo teorema
de Dirichlet, quanto se log /\1/10g /\2 = —p/q, p,q €N, caso em
que podemos tomar N' =ge N = =p).

De fato, para provar (*) a partir de (**), observemos que se

)\{V/)\é\'” = AT com |7| muito pequeno. Temos 2 casos:
e 7=0:Tome N=N', m=KN en=KN" (K €N)

-

e 740: Tome N = [‘ |}+1, N=N'N, m=N

KL e
7| .
n=N" [H (K € N).
T
~ log A1
Observagao 1: Se Iog g ¢ Q, basta supor que existem o > 0 e

t € R tais que (K)o intersecta (K3)o + ¢ estavelmente.

Observagao 2: As hipéteses do Teorema 1.2 sao abertas, e como
escolio pode-se obter uma cota inferior positiva uniforme numa vizi-
nhanga da familia (¢,,) para

lim inf /\({M - [0’5] | (Kl)u n (K2)u # (Zj})
5—0 5 .

Consideraremos agora um conceito mais forte que o da intersegao
estavel.

Dizemos que o par de conjuntos de Cantor (Ki, Ks) tem in-
tersecao extremal estdvel se o extremo direito de Ky coincide com
o extremo esquerdo de K5, e para qualquer par de conjuntos de Can-
tor (K1, Kg) préximo de (K7, K3), tais que os intervalos suportes de
K1 e de K, tenham intersecao nao vazia, vale K1 N Kg # (. Isso
implica em particular que K5 intersecta K; + t estavelmente para
todo t > 0 suficientemente pequeno.

A importancia deste conceito para o estudo de bifurcagoes ho-
moclinicas é o seguinte: se numa bifurcacao homoclinica como an-
tes os conjuntos K7 e Ky tiverem intersecao extremal estavel entao
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{p > 0|(K1), N (K2), # 0} contém um intervalo do tipo [0, 4] para
algum § > 0.

No decorrer deste trabalho encontraremos condi¢oes que garantem
intersecao estavel e intersecao extremal estavel para conjuntos de
Cantor dinamicamente definidos.

2.1.3 Nao-intersecoes e hiperbolicidade

Faremos agora uma definicao: dados conjuntos de Cantor K; e Ky
com dominios de Markov P; e P, e fechos convexos [a,b] e [c,d],
dizemos que K1 — Ky: & P — Py & (a<ce,b<dec<hb).

Teorema. Seja (K, K ) um par de conjuntos de Cantor dinamica-
mente definidos cujas particoes de Markov sao P = { K1, Ko, ..., K, }
e P = {Kl,KQ,... K,,} respectivamente, tais que o extremo di-
reito de K, coincide com o extremo esquerdo de K,. Se K e K
sao definidos por transformacoes expansoras ¥ e 1, supomos que
Y|k, € 1Z| &, sao afins, crescentes e sobrejetivas. Supomos ainda que
log(w’|Kn)/log(1/~1’|f<l) ¢ Q. Entdo, Ky — K; nao contém nenhum
intervalo do tipo [0,6], d > 0 se e s6 se os dominios de Markov de
alguma etapa da construcdo de (K, K’), (P, 151) sdo tais que existem
Mt eR, A>0com (AP +t) — P e (AP, —i—t)ﬁf’ = () (essa ultima
condicao equivale a existir uma reta £ que s6 cruze os lados inferior
e direito do retangulo Ko x Ky e que nio intersecte a etapa P; x P,
da construcio de K x K)
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NOTAS

® Se Y|k, e Y|z nao forem lineares, podemos lineariza-las via
um difeomorfismo C'*¢. O mesmo resultado serd vélido, desde
que as hipdteses sejam testadas para os linearizados.

e A hipétese log(z//|Kn)/log(1;’\f(l) ¢ Q pode ser suprimida, se
supusermos que 3t € R tal que (P;+t) — P; e (P;+t)NP; = (.

Demonstragdo: Sejam A = Y|, e Ay = 1;‘1?1 Como
log A1/ log A2 ¢ Q, existem, para cada ¢ > 0, infinitos valores naturais
de m e n tais que [\* /A8 — \| < 8. Comot ¢ K—\K, existe § > 0 tal
quet' ¢ K—NK VY XN,t' com|t—t|<d, e |A\—N|<§= existem
infinitos m,n € N tais que t ¢ K — A\"/\8 K < \jt ¢ MK — \I'K,
com (\'K +A5t) — MK = como KoN(Ko+Ajt) = (AP Ko+ A\gt)N
(M} Ko), At ¢ K — K. Assim, nio existe nenhum intervalo do tipo
[0,e] € Ko — Kj,e > 0. A reciproca é evidente. O

Observagao 1: A demonstracdo acima mostra, como no Teorema
1.2, que nesse caso (K2 — K1)° tem densidade positiva em 0. Adap-
taremos esse resultado na Secao 2.1.3 para mostrar que, no caso de
bifurcagoes homoclinicas, se K1 = K® e Ko = K%, com as hip6teses
do Teorema, teremos ¢, hiperbélico para um conjunto de valores de
1 com densidade positiva em p = 0.

Observagao 2: No caso de K; e K5 serem conjuntos de Cantor afins
definidos por funcoes expansoras crescentes, se existem A > 0et € R
tais que ou AKy +t — Ko ou Ko — MKy +t e (/\K1+t)ﬂK2 =
(), entao, pelo teorema, (K7, K3) ou (Ks, K;) ndo terao intersegio
extremal estdvel, pois (talvez mudando um pouco o par (K1, K»)
para que as hipdteses sobre A\; e A2 sejam satisfeitas) sua diferenga
aritmética nao conterd [0,e], Ve > 0.

2.1.4 Variacgoes sobre um Teorema de Palis e Ta-
kens

No artigo de Palis e Takens ([PT1]) foi provado o seguinte

Teorema. Seja {p,;p € R} uma familia de difeomorfismos de M?
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com uma 2-explosdo homoclinica em p = 0. Suponha que d*(A) +
d“(A) < 1, onde A é o conjunto bésico de g associado & tangéncia

homoclinica.
Entao lim w
5

—

=0, onde B = {u > 0|, nao é persistentemente

hiperbdlico} e A a medida de Lebesgue.

No artigo de Palis e Yoccoz [PY] foi provado que no caso em que
d®(A) +d*(A) > 1(d°*(A) = HD(K?) e d“(A) = HD(K™)), generica-
A(BNI0,4))

f =0

Provaremos aqui que nas hip6teses do Teorema IV.1 (que sdo
A(BcN10,0])

mente é falso que lim
6—0

abertas) temos lim inf

—0
isso acontece com HD(A) > 1, caso em que coexistirdo os fendmenos
de hiperbolicidade com densidade positiva em g = 0 e tangéncias
com densidade positiva em g = 0. A prova desse resultado serd
uma combinagdo dos argumentos de [PT1] com os argumentos dos
teoremas 1.2 e IV.1 deste trabalho.

> 0, e veremos exemplos onde

Teorema. Seja (¢,) uma familia de difeomorfismos de M? que
apresenta uma 2-explosdo homoclinica em p = 0 associada a um
ponto de sela p que pertence a um conjunto basico A. Sejam (f(l)o
e (ﬁg)o como no Teorema [.2. Suponha que exista ¢ € R tal que
((K1)o+t) — (K2)o e (K1)o +1t)N(K2) = 0.

Entéo lignﬂi(glf A({pel0, d]|¢.é persistentemente hiperbdlico})/6>0.

Demonstragao: Sejam O a orbita de tangéncia homoclinica, ¢° €
ONWg.(p) e gt € ONWe.(p). Sejam g, € Wiil'(p,) e g €

loc

Wit (p,) dependendo continuamente de y tais que ¢§ = ¢° e ¢ = ¢*,
e sejam O;, e O} suas 6rbitas por ¢,,. Sejam A(u) = K; UO;, e
B(p) = KUO;, onde K = WP (p,)NA, e Kb = Wit (p,)NA,.
Escolhemos parametrizagoes adequadas para W *(p,) e W (P,)
(que tornam ¢, restrito a cada uma dessas variedades linear) de
forma que K, e K; coincidem com (K1), e (Ka), e que A(u) e B(p)
s@o conjuntos escalados, com fatores de escala A1(p) e A2(u), respec-
tivamente, onde A\ (1) e Aa(e) sdo os autovalores de ¢,,.

As hipdteses do teorema implicam que existe t > 0 tal que (A(0)+

t)NB(0) = O (talvez mudando um pouco o t original para que néo haja
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intersegbes envolvendo os conjuntos enumerdveis OF e OfF). Assim,
haverd vizinhangas na topologia de conjuntos escalados V(A(0)) e
W(B(0)) e &> 0 tais que se A € V(A(0)), B € W(B(0)),|t/ —t| <e
entdo temos (A + )N B = (. A partir dai, observando que pe-
quenas vizinhangas escaladas s4 = {z € R[Fz' € A t.q. |z —2'| <
d|2'|} estdo préximas de A na topologia dos conjuntos escalados,
podemos usar a mesma demonstragao do teorema 1.2 (o espirito
desse argumento é o fato de que nao-intersegoes de compactos sao

sempre estéveis) para concluir que se (AKH(py) = o (cA(W) N
[—Kpu, Kp)),e .BE# = 7T_L (B(p)N[—Kp, Kp)) onde 7y v € my

sao as projegoes associadas as folheagoes estavel e instavel de ¢,/ so-
bre a linha de tangéncias, e se

B, = {1 € (0, p)|distancia entre . AS*(4') e

BE1()) é maior ou igual a ep}

ABu.c)

entao existe € > 0 tal que lim igf > 0. A partir dai, con-
n—

cluimos o teorema exatamente como em [PT1] O

Observagao 1: Na hipétese desse teorema, assim como na hipdtese
do teorema 1.2, devemos supor que (K1)0 e (KQ)[) estao contidos em
R, estando (K1)0 contido em Ry e (Kz)o em R_.

Observagao 2: Se log(A1(0))/log(A2(0)) ¢ Q, basta supor que exis-
tem o > 0 et € R tais que (a(K1)o +1t) — (K2)o e (a(Ky)o +1) N
(K2)o = 0.

Exemplo: Suponha que Kj e K§ s@o conjuntos de Cantor afins
como nas figuras B e C abaixo, associados a um Horseshoe A como o
da figura A que tem a mesma combinatoria do quadrado do horseshoe
usual, e portanto pode ser realizado na esfera.
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A

U
L L N
Figura A 2075 1 s 1 s 21

Figura B Figura C

Suponha que (¢,) apresente uma {-explosao homoclinica em
© = 0 associada ao ponto fixo P no extremo inferior esquerdo de
A. Entao, como as hip6teses do teorema sdo satisfeitas teremos hi-
perbolicidade com densidade positiva em g = 0. Entretanto, como
mostra a figura D, K§ contém um conjunto de Cantor afim com expes-
sura 17/10 > 1 (“esquecemos” o intervalo extremal). Analogamente,
podemos mostrar que K contém um conjunto de Cantor afim com
espessura maior que 1 = existe ¢ € R tal que (K +t) intersecta K§
estavelmente, donde pelo teorema 1.2 haverd tangéncias com densi-
dade positiva em g = 0. Os mesmos fendmenos se verificam numa
vizinhanga da familia (¢,,).

20

17/4
34 5

20

Figura D
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2.1.5 Exemplos sobre intersegoes estaveis e dife-
rengas aritméticas

Espessuras e intersegoes estaveis

Como conseqiiéncia da Secao 1.3.2, se 7p(K7) - 7p(K2) > 1 e
Te(K1) -mp(K2) > 1,ese Tp e Ty sdo continuas em K e Ky entao,
para todo t € R tal que K; e K5+t estao intercalados, K7 intersecta
K5 + t estavelmente.

A espessura 7(K) é continua na topologia C**¢ (ver [PT2]). O
mesmo nao acontece com as espessuras laterais:

Exercicio: No conjunto

K: k £ A ~ ) —
0 2 3 4 5 7
as espessuras laterais nao sao continuas.
De fato, temos, proximos de K, os conjuntos
Kyt b ) ) -
0 2 3-€ 4 5 7
Ky o ) —
0 2 3 4 5-€ 7
. / l1+e /
para os quais 7p(K.) = - (— 1 quando ¢ — 0) e Tp(K)) =
" 2
T (— 2 quando ¢ — 0),7p(K.) = i te (— 2 quando ¢ — 0)
—€ —¢
1" 2
e 1p(K,)= 1= (— 1 quando € — 0), o que mostra que Tp € Tg

sao descontinuas em K.

E possivel provar que existe um aberto denso U na topologia C'1+¢
onde as espessuras laterais sao continuas.

Nao ¢ dificil provar que as espessuras laterais sdo continuas nos
conjuntos de Cantor afins do tipo

. —( A
K: y ] 1
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. . c a
para os quais a espessura direita 7p (K) = e esquerda 7g(K) = 3
(isso se deve ao fato de nao haver gaps vizinhos com comprimentos
demasiado préximos em conjuntos desse tipo).

. ac cia ~ .
Conseqiientemente, se — > 1 e — > 1, entao os conjuntos
bib bib
= - — = 7 _— o

tém intersecao estavel sempre que intercalados, e sua diferenga aritmé-
tica conterd um intervalo, sendo esse fenémeno estdvel dentre os con-
juntos de Cantor dinamicamente definidos.

H4 uma desigualdade cuja prova pode ser encontrada em [PT2]
que afirma que HD(K) > log2/log(2 + %)7 o que implica que se
T(K) > 1, entdo HD(K) > log3/log2 > 0,6. Assim, se K; e K3 tem
dimensao de Hausdorff 0,6 cada um, o produto de suas espessuras é
menor que 1, e portanto o teste da espessura nao pode garantir a
existéncia de interseccao estavel entre K; e K.

Entretanto, o conceito de espessura lateral nos permite provar o se-
guinte resultado:

Teorema: Dados hy e hs no intervalo (0,1) com hq 4 hy > 1, existem
conjuntos de Cantor afins K7 e Ko com dimensoes de Hausdorff hy
e ho respectivamente que se intersectam estavelmente. Além disso
podemos conseguir que (K1, K3) e (K3, K; + 1) tenham intersegao
extremal estdvel.

Demonstracao: Procuraremos exemplos do tipo

a by G

A~
N

Klii—

o~
N

K2 . I|7
a, b, G

Num conjunto

K:}

o~
~
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com a+b + ¢ =1 temos HD(K) = X onde X é o tinico real tal que
a* +c* =1 (ver [PT2]), 7p(K) —c/beTE(K) =a/b.
azCy

aic
Assim, se tivermos ﬁ >1le W > 1, (K3, Ky) terd intersecao
2

estavel, desde que mtercalados

Além disso, quando na posigao onde os extremos se tocam, (K1, K»)
e (Ko, K1) terdo intersecao extremal estével.

Tentaremos obter exemplos como acima, com aj + b1 + ¢ = as +

c c
by +ca =1 e ajca = ager (ou seja, LI T), para que as
ay an
condlgoes—2 >1le 421 > 1 sejam equivalentes. Dados h; e hg
b1bo b1bo

no intervalo (0,1) com hy + hy > 1 obteremos esses exemplos com
HD(K;) = hy e HD(K3) = ha, ou seja, a1 —|—c =1le a2 —i—ch2 =1.
Num conjunto de Cantor

. ( \
K: — { B
a b c

.

comc=ra,a+b+c=1e HD(K) = h devemos ter a" + (ra)" =
1 r (1+rh)1/h7177’
,C = eb=
R LA R (14 ryt/h
nosso caso, queremos ajcy > b1ba(< azc; > b1by), donde o nosso
problema é encontrar r > 0 satisfazendo

l=a= No

1 r ((1+rh1)1/h1 —1-7)
(1+ rhl)l/hl (14 rh2)1/he - (1 4 rh1)t/m '

(1 +rh2)t/he — 1 — )
' (1 + rhe)1/ha

(#) > (A+r)Yh— 1) (14 rh2)the — 1 — 7).

Temos
fg LTV —12m) 1
r—04 Th a h)
(Y 1) (L) R 1)
1m e

r—04 r
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(14 rhyt/he 1 —p) (14 7h2)t/hz 1 —p)

= lim A lim
r—04 rh r—0, rha
. rhithe 1 1
lim ——=—+-—-0=0
r—04 7 hi ho

. . r , .
pois h1 + he > 1, enquanto 11151 — =1, donde, se r é suficientemente
r—047

pequeno, o lado direito de (*) é menor que o lado esquerdo. Assim,
para todo r suficientemente pequeno (ou suficientemente grande) ob-
temos exemplos como desejados

K} —{ Y ¢ K} —f }
|C al \ bl T Cll 22 0 az \ bz ] c,
T
_ 1 R SR SR -
ai—m, Ci = (1+7ﬂhi)1/hi’ bi =1—a; — ¢, parai =1,2.

O

Em [M] hé varios exemplos de pares de conjuntos de Cantor regu-
lares cujo produto das espessuras (e mesmo das espessuras laterais) é
menor que 1 mas cuja diferenca aritmética contém intervalos persis-
tentemente, o que é devido a critérios que generalizam o gap lemma.
A esséncia desses exemplos, assim como do gap lemma cléssico, é
mostrar que determinados tipos de configuragoes de etapas finitas da
construgao de um par de conjuntos de Cantor regulares na reta (as
quais sdo unides finitas de intervalos) que se intersectam forgam a
existéncia de configuracoes do mesmo tipo de etapas superiores que
se intersectam (em escala menor). Esta idéia serd generalizada no
préximo capitulo para mostrar que genericamente se a soma das di-
mensoes de Hausdorff de dois conjuntos de Cantor regulares é maior
que 1 entao sua diferenca aritmética contém intervalos, provanod as-
sim uma conjectura de J. Palis.

Exemplos diversos

Exemplo 1: Consideremos os conjuntos

K . L { o ]
- T 7 —1

0 1-a a 1-o 1

2 2
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log 2
Sua dimensao de Hausdorff é igual a: —% (ver [PT2]), e
log( )
1—
T(Ky) = 18(Kyo) = 7p(Ky) = 2_04. Se a > 1 teremos HD(K,) <
a

3, e (Ko — AK,) terd medida nula para todo A € R.
1
Se a < 3 T(Ks) > 1 e (K4, AK,) terd intersecao estével

(e mesmo intersecao extremal estdvel) quando intercalados, donde
K, — MK, contera intervalo, V A € R*.

1 1
Provaremos aqui que, quando 3 <a< 2 K, — K, terd medida
nula, mas existirao intervalos de valores de A (que dependerao de «)

para os quais K, — MK, contera intervalo.

Prova: Considere o conjunto K = K, x K, C R%2. K, — K, sera
sua projegao sobre R x {0} num angulo de 45° (Fig.1).

0 a 1 x
Figura 1 Figura 2

Na primeira etapa da construcao de K, x K, sobram 4 quadra-
dos congruentes, sendo que o do canto inferior esquerdo se projeta
exatamente sobre o do canto superior direito. (Ver Fig.2).

Assim, pela autosemelhanca dos K, a construgao continua como

1 .
se eles fossem um s6 quadrado. No caso a > —, a projecao da pri-

meira etapa da constru¢do nao é todo o intervalo [0, 1], mas o con-
a—11-a

junto [—1,—a] U] 5 T] U[a, 1] consistindo de 3 componentes

conexas. A partir dai, a diferenga é construida como um conjunto de

Cantor afim, sendo igual ao conjunto
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)

J

o-1 l-aa  -o 1

2

-
a L
\/
.~

que tem medida nula (e até dimensdo de Hausdorff < 1).

O conjunto de Cantor usual K 1 pode ser aproximado por um lado
por conjuntos K 1e €> 0 que tém auto-intersecdo estdvel (e mesmo
extremal estdvel), e por outro por conjuntos K%+5, e > 0, que tém
auto-diferenca aritmética com medida nula e dimensao de Hausdorff
< 1.

Se a projecao da primeira etapa da construcao de K, X (AK,)
for sobrejetiva sobre o intervalo [—A, 1], pelo mesmo argumento de
auto-semelhancga, as projegoes de todas as etapas serao sobrejetivas,

e teremos K, — AK, = [\, 1]. Vamos determinar quando isso acon-
tece:
| <{ AY | 1 { AY
r \ 7 1 | X J 1
0 1-(X 1+a 1 0 l_a 1+a A
2 2 (5) (5
11—« 1+ a 1+« 1+a
= |— — — 1—
A T AU - A=A
l—a, 1-—«a 14+« 1—«
—-A - 1
VA, S0 = A5 1,
que é igual ao intervalo [—A, 1] se
l-«a 14+« 14+« 14+« 11—«
- > A1 T > -
(5 A 2 S A 1A 2 A
¢ 1 1+ 1
-« @ -«
> _
2 = 2 Al 2 ))
11—« 1+ l—a, 1—-a _ 1+«
ALy > - > -
ouse( A 5 ) > =X 5 ), 5 25 A,
14+« 1+« 11—«
1- ) ~ )
()2 T - A
2 2
ouseja,se()\z @ e/\<1>ou()\§ @ e)\>a).
1l-«a 1-—«a
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1 2«
C > - —
omo « 31 —a

1—
Porém, como a < 1/2, o intervalo [,

> 1 e a primeira possibilidade nunca ocorre.

o, L . p
| é nao vazio, e é um

intervalo de valores de A para os quais K, — AK, = [-\,1]. Por

— 1—
= a]aKa_)\Ka

k 1—a\k
) (52—

2

oo 1
auto-semelhanga, se A € |J [(

k=0
contera intervalo.

Uma observacao interessante é que a segunda parte desse exemplo
P 1
nao é tao rigida quanto parece. Na verdade, se A € (a, 12_—;), 3 <

1
a < 5 e t € (=\, 1) entdo K, tem uma intersecao com MK, + t

que conjecturamos que nao seja estavel, e que nao é extremal estavel,
como provaremos na préxima se¢ao. Entretanto, essas intersegoes sao
semi-estaveis, no sentido que nao podem ser destruidas aplicando di-
feomorfismos ¢ e 1 Cl-préximos da identidade a K, e AK,, +t. Mais
precisamente, dado t € (—A, 1) existe 6 > 0 tal que se || — Id||; < ¢
e |[Y—1Id|; < 0 entdo p(Ks) N p(AKs +t) # 0. Além disso,
(Ko, \Ko +1) e (MK, — M\, K,)) tém intersecdo extremal semi-
estavel, no sentido que 36 > 0 tal que se || — Id||; < de v — Id|, <
§ entdao o(Ko) NY(AK, +1) # 0 e o(Ko) NY(AK, — A) # 0, desde

que os seus intervalos suportes tenham intersecao nao-vazia.

De fato, a razao entre os comprimentos de um gap de \K, e de
l1—akt 1-«

um gap de K, é da forma )\(T) , k€ Z. Se X e (o, )e

0 ¢ suficientemente pequeno entao a razao entre um gap de p(K,) e

2« 11—«
ou menor que

um gap de ¥ (K,) serd maior que 1 , para

todos os ¢,9 € Ct com || — Id||, < e ||ty — Id|; < J. Assim, como
na prova do “gap lemma”, se tivermos um par de gaps encaixados
(U,U), por exemplo como abaixo

( u \ Dy °(
?(Kg): C VA \
E, U
V(AKgy): ) b « )
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. 2q -~
onde supomos U > U = U > 170[ U, mas temos Tg(Y(AK,)) ~
et

T(Ko) = 152 = garantimos que |Ey| > ‘U’ = obtemos um par de
gaps menor. Continuamos como na prova do “gap lemma”, e obtemos

o resultado desejado (ou seja, se ¢(K,) e Y(AK, +t) tém um par de
gaps encaixados entao tém intersegdo nao vazia).

Exemplo 2: Exibiremos aqui exemplos de conjuntos de Cantor
afins cuja dimensao de Hausdorff ¢ muito préxima de 1 e cuja auto-
diferenca aritmética tem medida nula. Seja Kj =

— ———— ~
0 1 4 5 8 o 4k-3 4k 1
4f+1 A+l b+l A+1 Ml Akt

A projecdo da primeira etapa da construcio de K, x Ky, é

L’“J [4]' —1 45+ 1]
_ 4k +17 4k +17
j=—k
que nao é todo o intervalo [—1, 1], e pelo mesmo argumento de auto-
semelhanca aplicado a K, — Ko, K — K}, terd medida nula (e até
dimensao de Hausorff< 1: serd um conjunto de Cantor afim), pois a
etapa inicial da construcdo de K}, x K}, consistira de vérios quadrados
congruentes tais que as projegoes de dois deles ou coincidem ou tém
intersecao vazia.

Outra maneira de ver isso é observar que K é o conjunto dos
ntmeros de [0, 1] em cuja representagdo na base 4k + 1 s6 aparecem
os algarismos 0,4,8,...,4k = Ky— K, = K+ K, —1,onde K, + K,
é igual ao conjunto de Cantor afim {x € [0, 2]| todos os algarismos de
x/2 na base 4k + 1 sdo pares}.
log(k+1)

A dimensao de Hausdorff de K é m

1
4k +1

(é o tnico A tal

que (k+1) - ( ) = 1; ver [PT2)]).
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1 1
Portanto, como lim M

A a4k 1) = 1, obtemos os exemplos dese-

jados.

@‘94

Exemplo 3: Seja K = { Z ; 0; € {0,4,6 8}} K é um conjunto

de Cantor afim. Temos

K—i—K:{x—l—y\xEK,yEK}

:{ 9l,uze{0468}+{0468}

i=1

— {0,4,6,8,10,12, 14, 16}} e

K-K={r-y|lzeK,yecK}

_ {Z%A €{0,4,6,8} — {0,4,6,8}

i=1

= {-8,-6,-4,-2,0,2,4,6, 8}}.

. r X
ASSlm,K+K={:E€R| 5= 9t ui€{0,2,3,475,6,7,9}},
i=1

que é um conjunto de Cantor afim, de medida nula e dimensao de
Hausdorff menor que um, enquanto

x—l—l

K—K:{ ER| i; Nie{0,1,273,475,6,7,8}}

— [-1,1].

Portanto, K + K tem medida nula, e K — K é um intervalo.

Exemplo 4: Consideremos os exemplos de Sannami ([S]) e de Bamén-
Plaza-Vera ([BPV]), de conjuntos de Cantor dinamicamente definidos
cuja auto-diferenga aritmética é um conjunto de Cantor de medida
positiva. Nesses exemplos os conjuntos de Cantor sao centrais: E
dada uma seqiiéncia @ = (a1, a9, as,...) de nimeros reais (nesses
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casos temos lim a; = é e a; > %, Vi) e o conjunto de Cantor
1— 00
central K, ¢é definido do seguinte modo: toma-se o intervalo [0,1],
faz-se um gap de proporgao «q, no centro do intervalo, sobrando
duas componentes conexas na primeira etapa. Na k-ésima etapa so-
brardo 2F componentes conexas, e serdo feitos gaps de proporcao
em cada componente conexa resultante da etapa k — 1. A intersecao
dos conjuntos resultantes de cada etapa é o conjunto K,. A diferen-
ciabilidade de K, esté ligada a rapidez de convergéncia da seqiiéncia
(a;). Podemos aproximar « por o +¢: = (a; + €)en, obtendo con-
juntos K,y. tao diferencidveis quanto K,. Do célculo de medida
da diferenga aritmética (que é feito nos artigos citados) podemos de-
duzir que, se € > 0 entdo A(Kaye — Kqoqe) = 0. Por outro lado, se
€ > 0 temos Tioe(Kate) > 1, € portanto (Ky1e, Kq4e) terd intersecao
estavel, e (Kyte, Kote + 1) terd intersecao extremal estdvel. Nessas

dltimas consideragoes nos referimos a seqiiéncias « que aparecem nos
exemplos citados (para as quais lim «; = g) Nesses casos temos
11— 00

Tioc(Ko) = 1, como observamos nos comentarios sobre espessuras
locais apds a prova da afirmacao.

2.2 Intersecoes estaveis e dimensao de
Hausdorff

2.2.1 Enunciados

Vimos na secdo anterior que estudar diferencas aritméticas e in-
tersegoes estaveis de conjuntos de Cantor regulares é de grande im-
portancia para entender o desdobramento de bifurca¢ées homoclinicas
em superficies perto do parametro inicial de bifurcagao. Por outro
lado, estudar somas aritméticas de conjuntos de Cantor tem um papel
importante em certos topicos de teoria dos niimeros, em particular
no estudo de frages continuas e aproximacoes diofantinas, como ve-
remos em detalhe no Capitulo 3. Note que estudar somas e diferengas
aritméticas de conjuntos de Cantor regulares sao problemas equiva-
lentes, pois K1 + Ky = {x +y; 2 € K1,y € Ko} = K1 — (—K3), e,
se K5 é um conjunto de Cantor regular entdo —Ks = {—y; y € Ky}
também é.
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E facil ver que se d(K,) + d(K3) < 1 entdo K| + Ky (e K; — K3)
tem medida nula, e, de fato, dimensao de Hausdorff menor que 1.
Isso segue do fato de que K; + Ko = f(K; x K»), onde f: R? — R,
f(x,y) = z + y é Lipschitziana, donde d(K; + K3) < d(K; x K3) <
d(K1) 4+ d(K2) < 1. Em particular, se d(K;) + d(K2) < 1 entdo K,
e A K5 + t nunca tém intersegao estavel, V \,t € R.

O seguinte resultado, em colaboragao com J.-Ch. Yoccoz, prova
uma versao forte da Conjectura de Palis citada acima:

Teorema 2.1: Seja 2 = {(K3, K») conjuntos de Cantor regulares
tais que d(Ky) + d(K2) > 1}. Existe U C Q aberto e denso (na
topologia C, para todo ¢ com 1 < ¢ < 00) tal que, se (K3, Ks3) € U,
entdo S(K1, K») := {t € R | K; tem intersecao estdvel com Ko +1t} é
(aberto e) denso em K; — Ks (em particular é ndo-vazio. Além disso,
HD((Kl — KQ)\S(Kl,KQ)) <1

O teorema diz, em particular, que, com condigoes abertas e densas
(e, como veremos mais adiante, de medida total num sentido bastante
forte), se d(K1)+d(Ks2) > 1 entdao K1 — Ky contém (estavelmente) in-
tervalos nao-triviais. Este capitulo serd dedicado a discutir as idéias
centrais da prova deste resultado e de alguns refinamentos e con-
seqliéncias. Para a prova completa referimos a [MY].

O primeiro refinamento do Teorema 2.1 que mencionaremos diz
respeito ao tamanho das intersegbes Kq N (K2 4 t). Dizemos que K3
tem intersegao d-estdvel com Ky se para qualquer par de conjuntos
de Cantor regulares (K17 Kg) préximo a (K7, K3) tivermos HD(K,N
Kg), onde HD denota dimensao de Hausdorff.

Teorema 2.2: Dados (K1, K») € Qe 0 < d < d(K1)+d(K2)—1, po-
demos aproximar (K7, Ks) por (I~(1, I~(2) de modo que S4(K1, Ks) :=
{t € R | K; tem interse¢ao d-estével com Ky + t} é (aberto e) denso
em K1 — Ky, e HD((Kl — KQ)\Sd(K1,K2)) <1

O segundo refinamento diz respeito ao tamanho do conjunto U:
podemos tomar U satisfazendo as condigoes do enunciado de modo
que seu complementar em €2 tenha codimensao infinita, isto é, tal que
para todo n natural, familias genéricas o: R™ — () tém sua imagem
contida inteiramente em U.
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2.2.2 Idéias das demonstracoes

Estes resultados podem ser adaptados para estudar bifurcagoes ho-
moclinicas genéricas em superficies associadas a conjuntos hiperbolicos
nao triviais: se, na situagao da Sec¢ao 2.1.0, a dimensao de Haus-
dorff de A é maior que 1, entdo os difeomorfismos ¢, apresentam
tangéncias homoclinicas persistentes para um conjunto aberto de
valores do parametro com densidade persistentemente positiva em
u = 0. Além disso, os resultados da Secao 2.1.2 combinados com o
fato de que genericamente vale que dois conjuntos de Cantor Ki e
K5 4+t ou nao se intersectam ou se intersectam estavelmente para
quase todo valor de ¢ (conseqiiéncia do Teorema 2.1) podem ser usa-
dos para mostrar que genericamente a uniao dos conjuntos de valores
do parametro correspondentes a tangéncias homoclinicas estaveis e
a hiperbolicidade tem densidade total no parametro inicial de bi-
furcagao p = 0.

Vamos agora ver condigoes que asseguram que dois conjuntos de
Cantor regulares K e K’ tenham intersecao estdvel. Suponha que
K e K’ sejam definidos por v e 1)’ e tenham shifts associados X g
e Y5 . Dadas palavras finitas @ = (a—p,01-n,...,00) de Xp €
B = (b_pm,...,bp) de ¥, , &s quais estdo associados intervalos I,
EIZ; de K e K’', respectivamente, podemos definir o operador de re-
normalizagio Fp 5: X5 X Xp/— x R* x R — ¥5 x Y5, x R* x R da
seguinte forma: dado (6,0, \,t) € 5 x ¥'5, x R* x R, consideramos
os intervalos Iy = k%(I,) e )\I[;Q/ +t= )\k’Q,(Il’a) + ¢ das construgoes
de K& e AK"? +t e aplicamos a ambos a Unica transformagao afim
que preserva orientacao tal que a imagem de I& é I,,. A imagem
de )\I'BQI + t serd S\Iéo + # para algum (\,#) € R* x R. Definimos
Rap(0,0', M, 1) = (0,08, ), 1)

Vamos agora interpretar geometricamente este operador. O espago
Xp X EE, x R* x R deve ser visto como o espaco das posicoes re-
lativas de geometrias limite de K e K’ na reta. Devemos pensar
que os intervalos I, el ’ﬁ tém tamanhos compardveis. Se os con-

juntos de Cantor K% e AK % 4 ¢ tém um ponto de intersecao que
pertenca aos intervalos I& e )\I/ﬁg + t, entao este ponto pertencera
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(/\(Ke/ N I'Q,) + t) (Ka N IQ), mas, ao aplicar a transformacao
afim citada na definicao de Ry g, K= %N I é transformado em K%
e /\(K’Q N Iég) + ¢t é transformado em A\ K'28 4+ t, donde K?% ¢

~ ’ ~
ANK'?8 1§ tém intersecao nao vazia. Assim, aplicar o operador de re-
normalizacdo R, g signfica olhar com lente de aumento para possiveis

pontos de intersecao de Kle NK" 1+ que pertencam a I&ﬂ()\ I'BQ,—H).

Se nao ha tais pontos de intersecao, os conjuntos de Cantor em
questao estao a uma distancia positiva e, ao olha-los com lente de
aumento, eles parecerao cada vez mais distantes. Reciprocamente, se
podemos aplicar infinitas vezes operadores de renormalizagdo a um
ponto (6,0, \,t) de £~ x ¥~/ x R* x R sem que os iterados saiam
de uma parte compacta, entio necessariamente K¢ e A K %" 4 ¢ de-
vem intersectar-se, pois parecerao intersectar-se em escalas arbitrari-
amente pequenas (devidamente ampliadas).

O leitor deve ter notado que nessa discussao estamos falando de
intersecoes de conjuntos de Cantor que sao geometrias limite. Nosso
primeiro objetivo serd obter um critério robusto que assegure in-
tersegoes estaveis de geometrias limite. Apds isso, usaremos o fato de
que geometrias limite reproduzem a geometria de pequenos pedagos
dos conjuntos de Cantor originais com distor¢ao pequena, isto é, ao
renormalizarmos repetidamente pedagos pequenos de um conjunto de
Cantor regular tendemos para o espago das geometrias limite, o que
permitird mostrar que o critério que teremos obtido serd suficiente
para assegurar intersecao estavel no universo de todos os conjuntos
de Cantor regulares. O instrumento fundamental que usaremos para
determinar intersecoes estaveis sera

Proposicao 2.2.2: Se existe um conjunto compacto £ C X5 x X', x
R* x R de interior int £ # () tal que, para cada (8,6',\,t) € L existe
um operador de renormalizacio R, s tal que R, 5(0,0',\,t) € int £
entdo, para cada (0,0',\,t) € £, Kp tem intersegao estdvel com
A K}, 4+t (no universo de todos os conjuntos de Cantor regulares que
sdo de classe C17¢ para algum € > 0).

As condigoes da Proposigao 2.2.2 sdo claramente abertas, pois £ é
compacto e os operadores R, 3 sdo continuos. Assim, a afirmacao so-
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bre intersecoes estéveis seguird do fato das intersecoes KgN(A Ky, A, t)
serem nao vazias para (6,0',\,t) € L, o que, por sua vez, segue
do fato de podermos aplicar repetidamente operadores de renorma-
lizagao sem sair do compacto L.

Um conjunto £ como o da proposicao acima € dito um com-
pacto recorrente. Para provar o Teorema 2.1, mostraremos que dado
(K,K’) € Q é possivel encontrar pares de conjuntos de Cantor re-
gulares (I? , K’ ) arbitrariamente préximos para os quais existe algum
compacto recorrente.

A prova do Teorema 2.2 baseia-se numa variagdo do conceito de
compacto recorrente: dado d > 0, dizemos que £ C X5 x X5, x R* xR
é um compacto d-recorrente se para todo (8, 6’, \,t) € £ existem (nao
mais um, mas vérios) operadores de renormalizagdo Ry, 5,, 1 <1i <

N = N(0,0',\,1) tais que, Ra, 5,(0,0' .\, t) € int Le X = |1 o|/|12*
R nk N =i 0

N
é o inverso da taxa de expansio em t de Ry, g, , entdo Y A¢ > 1.
- i=1

Se hd um compacto d-recorrente L, entdao cada operador de renor-
malizacdo R,, g, indica uma regido de K% que intersecta A K 04,
Em cada regido dessas, depois de ampliada, ha virias outras sub-
regides onde ha intersecao, e, repetindo o argumento, encontramos
todo um conjunto de Cantor de intersecoes entre K% e A K 0t A
estimativa sobre os \; fornece a estimativa inferior de d para a di-
mensao de Hausdorfl da intersecao. O resto do argumento segue as
mesmas linhas da prova do Teorema 2.1, que continuaremos discu-
tindo.

Um resultado fundamental de teoria geométrica da medida para
nossa tarefa de encontrar um compacto invariante £ é o Teorema de
Marstrand, que implica que, se HD(K) + HD(K') > 1 entao, para
quase todo A € R, K-\ K’ tem medida positiva. Mais precisamente,
a prova de Kaufman do teorema de Marstrand (ver [PT2]) mostra
que, se Ty : K x K' = R, m(z,y) =x— Ay, d=dK), d =
d(K') e m = mg X mg é a medida de Hausdorff produto em K x K’
entdo, para quase todo A € R, a medida py = 75 m (ou seja, px(A4)
é, por definigio m(my '(A))) é absolutamente continua em relagio i
medida de Lebesgue na reta, e, além disso, sua densidade y é L? e,
para cada ¢ > 1, f1c/c l[Xrl|z2 A\ < oo. Dizer que xx é L? significa

que K x K’ nao estd muito longe de ser um produto na direcao de .
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Em particular, conseguimos um conjunto Py C K — A K’ de medida
positiva tal que para cada t € Py , nao apenas KN(A K’ +t) # () como
também K N (A K’ +1) tem dimensdo “quase igual” a d+d' —1. Em
outras palavras, existe um conjunto relativamente grande (i.e., com
medida positiva) de valores de ¢ tais que KN(A K’ +t) é relativamente
grande (tem dimensao positiva).

Este resultado nos leva a crer intuitivamente que temos uma
boa chance de encontrar um compacto invariante £, pois algo como
{(0,60',)\,t) | t € Pygp} tem boa chance de funcionar: temos muitas
possiveis escolhas para operadores de renormalizacao, e cada um deles
tem uma probabilidade razodvel de voltar ao mesmo conjunto L.

Mais precisamente, fixamos € > 0 pequeno e tomamos Py, =
Py(0,8') = {t € R tal que a intersecdo das e-vizinhancas de Ky e
MK/, +t tem pelo menos ¢ - e~? componentes conexas}, onde ¢ > 0
e0<b<d+d — 1 sio fixados inicialmente (independentes de €), e
Lo ={(8,0,\1) | m(Pr(8,0)N[-A,A4]) >2A—-cet € P\(6,0)}
onde A > 0e 0 < ¢ < 1 sao constantes. O Teorema de Marstrand
garante que a medida de L. é pelo menos uma constante positiva
independente de €. Se pensarmos que, para cada ponto de L. e cada
componente conexa da intersecdo das e-vizinhangas de Ky e A Kj,
temos probabilidade positiva uniforme p de que o operador de re-
normalizacao associado o envie ao interior de L. a uma distancia
de pelo menos €2 da fronteira de L., se houvesse independéncia em
relagao as componentes conexas, teriamos probabilidade da ordem de
(1-P)ce " de que nenhum desses operadores voltasse como queremos
ao interior de L, . Por outro lado, a margem de seguranca de 2 faz
com que precisemos apenas que ¥ desses pontos voltem, onde K é
uma constante, e, como £~ (1 — P)Csfb < 1 temos muita esperanca
de que o L. funcione.

Assim, o teorema de Marstrand nos dé candidatos naturais para
o compacto invariante £. Nossa estratégia serd mostrar que, talvez
ap0s uma pequena perturbacao dos conjuntos de Cantor originais,
esses candidatos a compacto invariante inspirados pelo teorema de
Marstrand funcionarao.

Se examinarmos os operadores de renormalizagao R, g, veremos

~ . . /
que eles s@o bastante expansivos em ¢, bastante contrativos em (6, 6")
e essencialmente neutros em A. Assim, pequenas perturbagdes nos
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conjuntos de Cantor originais podem fazer variar bastante a posigao
relativa ¢, mas nao fazem variar muito a escala A apds a renorma-
lizagao. Isso faz com que as variaveis A e ¢ tenham um papel bastante
diferente na demonstracao. De fato, primeiro mostraremos que existe
um compacto invariante a nivel das varidveis 6,6’ e ), sem a neces-
sidade de perturbagoes, supondo apenas que os conjuntos de Cantor
envolvidos nao sao “essencialmente afins”. Este resultado é conhecido
como o lema de recorréncia de escalas (ou lema de sele¢ao). Apds isso,
a prova do teorema assume um carater probabilistico: construiremos
uma famflia de perturbagoes de (K, K') com um grande niimero de
parametros e mostraremos que para a maioria das escolhas desses
parametros os candidatos naturais a £ sao de fato compactos invari-
antes.

O lema de recorréncia de escalas garante que, se K é “essencial-
mente nio-afim”, entdo, dado um conjunto L C Y5 x X5, x R* tal
que, para um certo A > 0 grande a medida do conjunto {\ € [—A, A] |
(8,8',\) ¢ L} éuniformemente pequena para todo (8, 8'), entdo existe
um conjunto F' contido em uma pequena vizinhanca de L tal que, para
todo (#,0") a medida do conjunto {\ € [-A, A] | (8,0',)\) ¢ F} é pe-
quena e F' ¢ um compacto muito recorrente a nivel de X5 x 233_, x R*,
o que significa que, para cada ponto de F' existem muitos operadores
de renormalizacdo que, restritos as coordenadas (6,8, \) levam esse
ponto ao interior de F.

A hipétese de ser “essencialmente ndo-afim” significa que existem
0,0 € Yp e x € Kj tais que (kg o k,gl))”(ac) # 0, e “muitos opera-
dores de renormalizacio” significa uma proporcao fixa do nimero de
todos os operadores de renormalizacao de uma determinada ordem
de grandeza de escala.

Mais precisamente, supomos que K e K’ sdo de classe C? (de fato
basta supor que K é C? e K’ é C'*¢), e eixstem 6, e §; € ¥~, com
00 =0t ez € KQOQIGS tais que | D log D(leo(kQO)*l)(xoﬂ # 0, onde
D indica derivada, e a conclusdo do lema é que se X(g) é o conjunto
das palavras finitas a de ¥ = X (o shift associado ao Cantor K) tais
que I(a) tem comprimento da ordem de & (m édulo fator constante) e
3/ (g) é definido de modo andlogo, entao, para R > 0 suficientemente
grande, vale o seguinte resultado:
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Se denotarmos por Jg o conjunto [-R, —R™JU[R™!, R],se R > 0
é suficientemente grande, e E = {E(a,d’), (a,a’) € X(e) x X'(¢e)} é
uma familia de subconjuntos de Jg tal que m(Jg\E(a,a’)) < § para
todo a, a’ (onde ¢ é uma constante pequena) entdo é possivel achar
uma outra familia de subconjuntos de Jgr, E* = {E*(a,d)} tal
que

i) para todo (a,a’), E*(a,d’) estd contida numa C. vizinhanca de
E(a,a’), onde C é uma constante.

ii) Se (a,d’) € X(e) x ¥'(e) e A € E*(a,a’), podemos achar pelo
menos ce~ (@4 pares (b,b') € L(e) x ¥'(e) (com b,b’ comecando
respectivamente com a ultima letra de Q a') tais que, se § € ¥/, ' €

¥/~ terminam respectivamente com a, @’ e Ry (6,60, \) = (5,5,5\)
entdo (A — e, A +¢) C E*(b,1). O

Sob as hipdteses do lema de recorréncia de escalas sobre K e K’
(e usando suas conclusoes), é possivel provar o

Teorema 2.2.2: HD(K+K') =min{l, HD(K)+HD(K')}, desde
que K seja um conjunto de Cantor regular de classe C? e nio seja
essencialmente afim, e K’ seja um conjunto de Cantor regular de
classe C'*e, ¢ > 0.

Prova: Veja [M2]. O

2.3 Comentarios sobre generalizacoes e
problemas em aberto

A extensao dos resultados deste livro para conjuntos de Cantor em
dimensoes superiores a 1 é dificultada pelo fato de que em dimensao
maior que 1, conjuntos de Cantor regulares nao tém geometria limi-
tada, isto é, nao é ébvio como estender os espagos de geometrias li-
mite de modo natural. Entretanto, ha alguma esperanca de conseguir
provar que projecoes ao longo de folheagoes estaveis fortes de tais con-
juntos contenham conjuntos de Cantor regulares em dimensao menor
e as fibras destas projegoes intersectadas com os conjuntos contenham
conjuntos de Cantor com alguma propriedade de auto-semelhanga, o
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que forneceria ferramentas para atacar os problemas em dimensao
maijor com uma estratégia parecida a que utilizamos aqui.

Por outro lado, hd um trabalho em andamento do autor com
M. Viana e J. Palis no sentido de estender para dimensao qualquer
os resultados sobre bifurcagoes homoclinicas em dimensao 2. A es-
tratégia é obter genericamente folheagoes estével forte e instavel forte
de codimensoes iguais a 1 num subconjunto “grande” do conjunto hi-
perbdlico em questdo, e passar ao quociente por elas, reduzindo o
problema essencialmente a estudar intersecoes de conjuntos de Can-
tor regulares em dimensao 1.



Capitulo 3

Os Espectros de Markov
e Lagrange

3.1 Definicoes e enunciados

Seja a um nimero irracional. De acordo com o teorema de Dirichlet,

P 1 e - .
a—=| < — tem uma infinidade de solugées raci-

a desigualdade

onais p/q. Markov e Hurwitz melhoraram este resultado, provando
P 1
a—=
VAR
uma infinidade de solucdes racionais, e que /5 é a melhor constante

1++5

que, para todo irracional «, a desigualdade < tem

com esta propriedade: para o = , € para qualquer € > 0, a

p . .

~| < —z—— tem apenas um nimero finito de
q]  (V5+e)g

solugoes (ver apéndice). Entretanto, fixado « irracional, pode-se espe-
rar resultados melhores, o que nos leva a associar a cada « a sua cons-

desigualdade |a —

1
tante de melhor aproximagao k(«) = sup{k > 0 | ‘a P ) tem
q q
uma infinidade de solugoes racionais p/q} = lim sup (\q(qa -p)|™ Y e
P,q€EL

R U {+oc}. Nossa discussdo inicial mostra que k() > /5 para todo

47
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1
a€R e k< +2\/5 = /5. Nao é dificil provar que k(a) = 400

para quase todo a € R. Estaremos interessados nos a € R tais que
k(a) < 400, e, mais particularmente, na imagem da funcao k, isto é,
no conjunto L = {k(a) | @ € R\Q e k(a) < +oo}. Este conjunto é
conhecido como o espectro de Lagrange.

Provamos no apéndice uma férmula para k(«): escrevemos «
em fragdo continua, o = [ag,a1,az,...] e definimos, para n € N,
an = [an,@Gnt1,Gni2,---] € By = [0,an_1,an—2,...]. Temos entdo
kla) = hm 1 SUp (an, + Bn). Isto é um coroldrio da Proposicao A.2

(e do Teorema A3).

E interessante observar que se muddssemos um pouco as funcoes
envolvidas na definicao do espectro de Lagrange ele seria um con-
junto bastante trivial: se para f: R — R, considerarmos o conjunto
kg(o) :=sup{k > 0 | |a—§| < %
nais p/q} entdo, caso tenhamos lir}rn ¢* f(qg) = 0 entdao a imagem

g—+oo

tem infinitas solugoes racio-

de kj seria (0,400] (ou [0,400], se consideramos sup(f)) = 0 neste

contexto) e, caso lirf q® f(q) = 400, entdo a imagem de kj seria
q—+00

{+00}.

O conjunto L encodifica uma série de propriedades diofantinas
de numeros reais, e vem sendo estudado hé bastante tempo. Tal-
vez o primeiro resultado nao-trivial sobre ele se deva a Markov, que
provou em 1879 (ver [Ma]) que L N (—00,3) = {k1 = V5 < kg =

V221
2V2 < k3 = — < -}, onde (k,) é uma seqiiéncia conver-
gente a 3 tal que k2 € Q para todo n. Assim, o “comego” do
espectro de Lagrange é discreto. Essa afirmacao nao é verdadeira
para todo o conjunto L. Marshall Hall prova em 1947 ([H]) que L
contém toda uma semi-reta (por exemplo [6,400)), e G. Freiman
determinou em 1975 a maior semi-reta que estd contida em L, que
253589820 + 283748+/462

é |4+ 101993569 ,+o00 |. Estes dois ultimos resula-

dos baseam-se fortemente no estudo de somas de conjuntos de Can-
tor regulares, cuja relacao com o espectro de Lagrange tem origem
na férmula que apresentamos para k(a), e é o tema principal deste
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capitulo. Por exemplo, o resultado que M. Hall enuncia em seu artigo
[H] é o seguinte: se C'(4) é o conjunto de Cantor regular dos reais de
[0,1] em cuja fracdo continua aparecem apenas os coeficientes 1, 2,
3 e 4 entdo C(4) + C(4) = [vV2 — 1,4(v/2 — 1)], do qual ndo ¢é dificil
deduzir que L D [6,400) via a férmula para k(«).

De k(o) = limsup (e, + B5,) podemos obter a seguinte caracte-

n—oo
rizagao do espectro de Lagrange: seja ¥ = (N*)N, o conjunto das
seqiiéncias bi-infinitas de inteiros positivos, e o: ¥ — X o shift de-
finido por o((an)nez) = (@nt1)nez. Se f: X — R é definida por

f((an)nez) = ao + Bo = [ao,a1,a2,...] + [0;a—1,a_2,...] entdo
L = {limsup f(0"0),6 € ¥}. Outro conjunto de niimeros reais que
n—-+o00

serd de nosso interesse é o espectro de Markov M, que é igual a
{sup f(0"8),8 € ¥}. O espectro de Markov tem a seguinte in-

n—oo

terpretacao aritmética: M = inf x, L flx,y) =
pretag {0t o @)™ fa)

ax? + bry + cy?, b*> — 4ac = 1}. Sao fatos conhecidos que L e M sdo
subconjuntos fechados da reta e que L C M. Provamos em [M2] os
seguintes resultados, que pretendemos discutir neste capitulo:

Teorema 1: Para todo t € R, as dimensbdes de Hausdorff de L N
(—00,t) e de M N (—o0,t) sdo iguais. Se denotarmos essas dimensoes
por d(t), temos os seguintes fatos:

i) d:R —[0,1] é continua e sobrejetiva.

11

d(t) = min{1,2- HD(k=(—o00,t))}

i) max{teR|d(t)=0}=3
d(vV12) =1

(As afirmagoes iii) e iv) sdo conseqiiéncias simples de ii)).

v

)
)
)
)

Teorema 2: O conjunto dos pontos de acumulagao de L é perfeito,
isto é, L' = L".

Teorema 3: 0< HD(M\L) < 1.
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Estes teoremas sao baseados na idéia de aproximar partes de M e
de L por dentro e por fora por somas de conjuntos de Cantor regulares
de dimensoes préximas. A prova do Teorema 1 depende de modo
essencial de um resultado sobre dimensoes de Hausdorff de somas
aritméticas de conjuntos de Cantor regulares, que serd discutido na
préxima secao, e cuja prova depende do lema de recorréncia de escala
de [MY].

3.2 Dimensoes de Hausdorff e somas
aritméticas de conjuntos de Cantor
de fracoes continuas

Vimos no capitulo anterior que, se K7 e K5 sao conjuntos de Cantor
C? que satisfazem as hipéteses do lema de recorréncia de escalas,
entdo vale a férmula HD (K7 + K3) = min{l, HD(K;) + HD(K>5)}.

Iremos aplicar este resultado a conjuntos de Cantor regulares defi-
nidos por restri¢oes da funcao de Gauss g: (0,1] — (0, 1] definida por
g(x) = é - L;j (cuja relagao com fragdes continuas é evidente) a de-
terminados dominios de Markov (que serdo unioes finitas de intervalos
cujos extremos serdo irracionalidades quadraticas). Para isso, preci-
samos provar que tais conjuntos de Cantor satisfazem as hipdteses
do lema de recorréncia de escalas, isto é, que nao sao essencialmente
afins.

Observemos inicialmente que qualquer conjunto de Cantor regular
de Gauss (nome que atribuiremos aos conjuntos de Cantor descritos
no paragrafo anterior) contém um conjunto de Cantor completo de
Gauss, nome que atribuimos ao seguinte tipo de conjunto de Cantor:
A cada conjunto finito de seqiiéncias finitas de inteiros positivos B
associamos o conjunto K(B) = {[0;81,02,...] | Bi € B, Vi € N},
que, excetuando os casos triviais onde K (B) é um ponto, é um con-
junto de Cantor regular completo de Gauss. Este fato pode ser pro-
vado do seguinte modo: tomamos duas palavras finitas admissiveis
Y1 = b1ba ... bpby € y2 = b1bobs . .. by, by comegando e terminado em by
que nao sejam ambas cdpias multiplas do mesmo bloco de simbolos
(aqui os simbolos b; sdo inteiros positivos corespondentes a ramos
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1
— —b; da funcao de Gauss g, que aparecem na construgao do Cantor
x

regular de Gauss em questao K). Sey; = bibs ... b, ey2 = bibs... l~)m
entao o Cantor completo de Gauss K ({71,72}) estd contido em K.

Basta provar agora que nenhum Cantor completo de Gauss é es-
sencialmente afim. Observemos que K (B) é definido por¢: |J Iz —

BeB

I, onde I = [0,1] e, para cada § € B, Iz = {[0;8,a],a > 1} e
s = 1|1, é o iterado de g definido por 5([0; 5, a]) = 1/cv.

Sejaxzg = [0;3,0,0,...] oponto fixo de ¥g. Se 8 = (b1, ba,...,b,)
e pe/qr = [0;b1,b2,...,bx] s@o as reduzidas de [0; 5], entdo ¥s(z) =
gn—1T — Pn—1

DPn — qn¥

férmula) sdo as rafzes de ¢, 2% + (¢n—1 — Pn)T — Pn_1 = 0 (ver Secio
3 do Apéndice).

Existe um difeomorfismo ag: I — I tal que ag(vg) = 25 aj(vg) =

, € os pontos fixos de ¢g (estendido & reta pela sua

leagorgo agl ¢ afim. Além disso, podemos tomar um tal ag
agx + bﬁ
c3x + dg
rizagdo de matrizes...). Nao hé perda de generalidade em supor que
B contém dois elementos 8 de 7 do mesmo tamanho (i.e., com o
mesmo ndmero de simbolos), pois, se ndo for esse o caso, podemos
considerar etapas mais avangada da constru¢do de K(B) onde hja
tais elementos. E suficiente agora mostrar que se ag o az! é afim
e v tem o mesmo numero de elementos que 3 entao v = 3, pois
isso implicaria que ag o 1y o agl nao é afim, donde é uma trans-
Ax +
Cx+D’
num conjunto finito, ou seja, ag o o agl tem uma componente
afim (a de 1g), e outra componente cuja derivada segunda é nao-
nula em muitos pontos de K(B) (a de 1), o que implica que K(B)
nao ¢ essencialmente afim. Se ag o, o agl ¢ afim entdo oo é um

da forma ag(z) = (isto é um exercicio sobre triangula-

formacao da forma cuja derivada segunda é zero apenas

3

ponto fixo comum de ag o agl eagogo agl , € portziunto a;lgoo) é
dn—1T — Pn—1 dn—1T — Pn—1
= — ¢ 'Q/W =

Pn — Gn® Pn — 4n¥

donde é raiz comum dos polinémios ¢,z + (gn_1 — Pn)T — Pn_1 €
Gn2? + (Gn_1 — Pn)T — Pn_1, donde esses dois polindmios sdo iguais
(pois sao irredutiveis em Z[z]), donde suas outras raizes coincidem,

ponto fixo comum de ¢g(z)
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ou seja, Tg = T e portanto 5 = 7.
Provamos assim o seguinte resultado:

Proposigao 3.2.1: Se K; e K3 sao conjuntos de Cantor regulares de
Gauss entdo HD(K; + K»2) = min{l, HD(K;) + HD(K»)}. O

Outro fato importante na prova de nossos resultados sobre di-
mensoes de Hausdorff de partes dos espectros de Markov e Lagrange
serd discutido a seguir:

Definigao: Se 3 = (b1,ba,...,by,) entdao 3" = (bp,bp_1,...,b2,b1), €
se B é um conjunto de seqiiéncias finitas entao B! = {¢, 3 € B}.

Se ¢, () é o denominador da fragdo continua [0; 3] = [0, b1, ..., by,]
entao ¢, (8) = qn(B"). Este é um fator ja conhecido por Euler, e uma
boa referéncia sobre sua prova (que também pode ser considerada
como um exercicio para o leitor) estd no apéndice 2 de [CF]. Como
conseqiiéncia deste restulado e do fato de que os comprimentos dos in-
tervalos da construcao de um conjunto de Cantor completo de Gauss
dependerem essencialmente dos denominadores das fra¢ées continuas
finitas envolvidas, prova-se a seguinte

Proposicao: HD(K(B)) = HD(K(B")) para todo conjunto finito
B de seqiiéncias finitas de inteiros positivos. O

Corolario: HD(K(B)+K(B')) =min{1,2- HD(K(B))}. O

3.3 Idéias das demonstracoes dos resulta-
dos sobre os espectros

Seja ¥ =Z%, (:% — R definida por £(§) = limsup (o, + 3,,), onde,

n—oo

SG‘Q = (ak)kEZ entao Qp = [an; Ap4+1,An+42, - - } € 677, = [07 Gn—1,0n—-2,- - -
e m: ¥ — R definida por m(8) = sup(a,, + 8,). Entdo, como
neL

observamos no inicio deste capitulo, o espectro de Lagrange é o
conjunto L = {{(0),8 € ¥} e o espectro de Markov é o conjunto
M ={m(9),0 € }.
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A prova dos resultados sobre a fungdo d(t) baseia-se, como men-
cionamos no inicio deste capitulo, no fato de que podemos aproxi-
mar por dentro e por fora pedagos dos espectros de Markov e La-
grange por somas de conjuntos de Cantor regulares de Gauss com
dimensoes de Hausdorff préximas (em geral essas somas serdo do
tipo K(B) + K(B'), e usaremos a proposi¢do acima). A principal
ferramenta que usaremos na construcao de tais aproximacgoes sera o
seguinte lema técnico, cuja prova (assim como os detalhes da prova
dos teoremas deste capitulo) se encontra em [M2]:

Lema: Para cadat > 0ec > 0, seja X(t) = {8 € & | m(8) < t},
e seja N.(t) o numero de seqiiéncias finitas « tais que o intervalo
I(a) ={z €[0,1] | x = [0; v, ], y > 1} tem comprimento maior ou
igual a € e a aparece como subseqiiéncia de algum elemento de X(¢).
Definimos D(t) = lim _log Ne(t)
e—0 loge

tal que N.5(t) < C' N.(t)Ns(t), Ve,d > 0). Entao, dado 7 > 0 existe
§ > 0 e um shift completo & C X(t — 8) com HD(S,,d) > D(t) — T,
onde By =Z%, ¥, =¥N%,,ed: ¥, x By — R ¢ a distancia
definida por d(6,6") = [1(8 A §')|. O

A idéia da prova de que L' = L” é criar conjuntos de Cantor
regulares de Gauss usando seqiiéncias finitas que aparecem infinitas
vezes nas fragoes continuas das preimagem por k de uma seqiiéncia
convergente de pontos de L. A imagem por k do Cantor de Gauss
gerado por, digamos, duas seqiiéncias dessas fornecerd um conjunto
de Cantor contido em L préximo ao limite da tal seqiiéncia. Aumen-
tando o comprimento das seqiiéncias finitas consideradas obtemos o
resultado.

(o limite existe pois existe C' > 0

Para estudar o complementar do espectro de Lagrange em relagao
ao espectro de Markov, primeiro mostramos que M\ L contém con-
juntos de Cantor regulares proximos a ao, = [2;1,1,2,2,2,1,2] +
[0;1,2,2,2,1,1,2,1,2] = 3,293044265. .., que Freiman provou ser
um ponto de acumulacao de M\L (ver Capitulo 3 de [CF]) (as bar-
ras superiores indicam periodo nas fragoes continuas pré-periédicas
acima), com um argumento semelhante & prova de L’ = L”. A prova
de HD(M\L) < 1 é mais técnica e delicada, e depende da andlise
de restrigoes & seqliéncias finitas que podem aparecer nas fracoes
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continuas de elementos de conjuntos de Cantor cuja imagem por k
esteja contida em M\L. Veja [M2] para detalhes.

3.4 Espectros de Markov e Lagrange dina-
micos

As caracterizacoes em termos de shift ¥ e das fungoes £ e m dos es-
pectros de Markov e Lagrange admitem uma generalizagao natural
no contexto de dinamica hiperbdlica: seja ¢: M? — M? um difeo-
morfismo, A C M? um conjunto hiperbélico para ¢ e f: M? — R
uma funcao real de classe C?. Podemos definir espectros de Markov e
Lagrange dindmicos associados ao par (f, A) como segue: L(f,A) =

{limsup f(¢"(2)),z € A} e M(f,A) = {ng(w”(x))w €A} E

n—-+o0o

possivel provar de um modo andlogo ao que descrevemos neste capitulo
que para conjuntos abertos de (f, ) (que contém abertos densos de
{(f,¥) | ¢ preserva drea } a funcao d(t) = dya(t) = HD(L(f,A) N
(—00,t)) coincide com HD(M(f, A)N(—o0,t)), é continua e sua ima-
gem ¢é o intervalo [0, min{1, HD(A)}]. Genericamente, nesses casos,
o ponto ¢ = inf{t € R | d(t) = 1} pertence ao fecho do interior de
L(f,A) Cc M(f,A).

Vale notar que o resultado nao é verdade em geral para ¢ dissipa-
tivo, pois ha conjuntos abertos de contraexemplos onde d(t) tem um
nimero finito de descontinuidades, e sua imagem é uma uniao finita
de intervalos nao-degenerados.

As demonstragoes desses ultimos resultados aparecerdo em [M3].



Apéndice

Fracoes Continuas, Representacoes de Numeros e
Aproximacgoes

(Publicado na revista Eureka! n? 3)

Introdugao

A teoria de fracoes continuas é um dos mais belos temas da ma-
tematica elementar, sendo ainda hoje assunto de pesquisa recente
(incluindo a do autor destas linhas). O objetivo deste artigo é servir
como referéncia didatica em portugués a nivel secundario sobre o
assunto.

Nas inclusces N C Z C Q C R a passagem de Q para R é sem
davida a mais complicada conceitualmente, e a representacao de um
namero real estd diretamente ligada a prépria nogao de ntimero real.

De fato, o conceito de nimero natural é quase um conceito pri-
mitivo no ensino secundario. Ji4 um nimero inteiro é um ndmero
natural com um sinal que pode ser + ou —, e um ntmero racional
é a razao entre um numero inteiro e um natural nao nulo. Por outro
lado, dizer o que é um numero real é tarefa bem mais complicada,
mas h& coisas que podemos dizer sobre eles. Uma propriedade es-
sencial de R é que todo nimero real pode ser bem aproximado por
numeros racionais. Efetivamente, dado x € R, existe k € Z (k = [z])
tal que 0 <z — k < 1. Podemos escrever a representagao decimal de
x—k=0,a1az...an..., a; €{0,1,...,9}, o que significa que se
Tn = ap + 10 - ap_1 + 100 - @p_o + -+ + 1071 - ay, entdo % <

n 1 n
z—k< TH;: , € portanto k+1TW

T 1
de o sentido que o e o’ — (k& —n’é eno e — e é
T, n ntido qu ITO |X ( +10") menor qu 10"’qu

é uma boa aproximacao racional
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um ndmero bem pequeno se n for grande. A representagao decimal
de um numero real fornece pois uma seqiiéncia de aproximagoes por
racionais cujos denominadores sao poténcias de 10.
Dado qualquer = € R e ¢ natural nao nulo existe p € Z tal que
+1 1 +1 1
P <z < L, e portanto ‘m—p < —e l‘—L < —. Em
q q q q q
particular ha aproximagoes de x por racionais com denominador ¢

com erro menor que — . A representacao decimal de x equivale a dar
q

essas aproximacoes para os denominadores ¢ que sao poténcias de
10, e tem méritos como sua praticidade para efetuar calculos que a
fazem a mais popular das representacoes dos nimeros reais. Por outro
lado, envolve a escolha arbitraria da base 10, e oculta freqiientemente
aproximagoes racionais de  muito mais eficientes do que as que exibe.
Por exemplo,

22 1 _| _3u 855 __ 1 | _ 3141502
7157007 " 100 € |™ T 113] 3000000 " |" T 1000000
22 355 _ o
mostram que — € 113 S840 melhores aproximacoes de ™ que apro-

ximagoes decimais com denominadores muito maiores, e de fato sao
aproximagcoes muito mais espetaculares do que se podia esperar.

O objetivo deste artigo é apresentar uma outra maneira de re-
presentar numeros reais, que sempre fornece aproximagoes racionais
surpreendentemente boas, e de fato fornece todas essas aproximacoes
excepcionalmente boas, além de ser natural e conceitualmente sim-
ples: a representacao por fragoes continuas.

Dado z € R, definimos [z] como o tnico inteiro tal que [z] <z <
[z] + 1. Definimos recursivamente

1
ag =2, ap=[ap], e se an€Z apy=——,
n — An
para todo n € N. Se, para algum n, o, = a, temos
1
T = Qg =ag+ a—l = [ao;al,ag,... ,an].
L
Senao denotamos
— [ )
r=ag+ ————— =:[ag;ai,ao,...].
a + L

as+-...
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O sentido dessa ultima notagao ficard claro mais tarde. A repre-
sentacao acima se chama a representacao por fragoes continuas de x.

Curiostdade: O denominador da n-ésima aproximacao em base B
de um numero real é B". J4 o denominador ¢, da n-ésima apro-
ximacgao por fracao continua de x depende de x. Apesar disso, para
quase todo real x, {/g, converge a e™’/12In2 — 3,27582291872. ..

x_pi 72/6In2 _

(meu numero real preferido!) e
dn

converge a e

0,093187822954 ... .

Observagao: Os a,, (como fungoes de x) sao fungoes distintas do

. ar+b L. - , g
tipo P com a, b, ¢, d inteiros. Se a fracao continua de z é periddica,
cr

ou seja, se apik = an, 1 € NJ k € N* entao z serd raiz de uma
equagao do segundo grau com coeficientes inteiros, ou seja, serd um
irracional da forma r + /s, r,s € Q. A reciproca é verdadeira (de
fato ja foi enunciada no artigo de José Paulo Carneiro na RPM,
ver referéncias), mas sua prova é mais dificil, e serd apresentada no
Apéndice.

Se x € QQ, sua representagao sera finita, e seus coeficientes a,, vém
do algoritmo de Euclides:

JU:B, q>0 D = aopq + 1o 0<ryg<gq
q

q=airo+m 0<ri<mrg

rog = aor1 + 1o 0<rs<nr

Tn—2 = AGpTn-1

Isso ja é uma vantagem da representagao por fragoes continuas
(além de nao depender de escolhas artificiais de base), pois o reco-
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nhecimento de racionais é mais simples que na representagao decimal.

Secao 1: Reduzidas e boas aproximagoes.

Seja x = [ag;a1,as,...]. Sejam p, € Z, ¢, € N* primos entre si
tais que P _ [ap; a1, a9, ...,a,], n > 0. O seguinte resultado serd

n
fundamental no que seguira.

Proposicao: (p,) e (¢n) satisfazem a recorréncia p,+2 = apn42Pn+1+
Dn, € Gn+2 = Qpi2Gn+1 + Gn, para todo n > 0. Temos ainda
po = ag, p1 = agar +1, q =1, ¢ = a;. Além disso,
Pn+14n — Pndn+1 = (_1)71, vn Z 0.

Prova: Por inducao em n, provaremos que se ty > 0, para k£ > 1

x

entdo [to;t1,ta,...,ts) = 2k onde as seqiiéncias (zm) e (ym) sdo de-
Yk

finidas por zo = to, yo = 1, 1 = tot1 + 1, y1 = to Tpy2 =

tny2 Tnt1 + Ty Ynt2 = tnt2¥Yn+1 + Yn, Vn. Suponha que a

afirmacao seja vélida para k = n. Para k = n + 1 temos

1
[tosti ta, .. tn, tug] = [toita,ta, ..o tn + | =
tn+1
(tn + ! )xn—l + Tp—2
— tn+1 _ thrl(tnxnfl + xn72> + Tn_1 _
(tn + 1 )yn—1 + Yn_o tn+1(tnyn—1 + yn—Z) + Yn—1

tn+1

_ tn-l—lmn + Tn—1 .
tn+1yn + Yn—1

Por outro lado as igualdades
. P1go — poq1 = (apar +1) —apay =1
. Prnt2dn+1 — Prnt1dn+2 = (ng2Pns1 + Pn)dns1

—(an+42 Gnt1 + @n)Pn+1 = —(Pn+19n — Prlnt1)
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mostram que pPni1qn — Pn gnt1 = (—1)", Vn € N, o que implica em
particular que os p,, ¢, dados pelas recorréncias acima sao primos
entre si. [

.. QnPn—1 + Pn—2 Pn—2 — qn—2C
Corolério: 1t = —————= e q, = —"—"""—

= ,Vn eN.
AnGn—1 + qn—2 gn—10 — Pn—1

Prova: A primeira igualdade é conseqiiéncia direta da prova, e a
segunda é direta da primeira pois z = [ag; a1, az, ..., an_1, Q).

Note que as reduzidas de ordem par sao menores e as de ordem
fmpar maiores que z = [ag;az,...|.

1 1
Teorema 1: x—&ﬁ <—,YneN.
qn qndn+1 dn
1
Além disso, x—& < 55 ou sc—anrl >, VneN.
n| 243 nt1| 204
Pn Pn+1 .
Prova: z sempre pertence ao segmento de extremos — e —— cujo
qn dn+1
comprimento é
1" 1 1 1
Puri _Pa| | D7) :>’x—p”§ <5
dn+1 qn qndn+1 dndn+1 qn qndn+1 qn
Além disso, se
DPn 1 Pn+1 1
rT——|>55€|T— 5
qn 2q;, qn+1 QQn+1
entao
1 1 1
-Tpn‘i”ilfanrl 272+T:>Qn+1:(bu
dnqn+1 Adn gn+1 2qn 2qn+1
absurdo. O
- Dn 1 1 .
Observagao: De fato |z — —| < < 5 - Quanto maior
dn gndn+1 Un+145,

for a,4+1 melhor serd a aproximagao Pn de z. O proximo resultado
Gn
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nos d& explicitamente o erro da aproximacao de x por Pn .
qn
Proposigao:
_ Pn _ (="
qn (@nt1 + ﬁn+1)q,% ’
onde
dn—1
ﬂn+1 = = [O;anvanflaanfb"',al]'
n
Pn—-1 — Gn-—

~ 1T
Demonstragao: Temos a,+1 = . Portanto,

gnT — Pn

-1 — 1T _ _ — _
Qnt1 +6n+1 _ Pn—1 — 4dn-1 + dn—1 _ Pn—-149n — Pnqn—1

gnT — Pn dn Qn(qnx - pn)
—1)"
S ) S I
QTL(an _pn) dn
_ Qn(an - pn) (_1)n
Q% (an—i-l + ﬂn—&-l)q?%

Como aplicagdo podemos provar o seguinte.

Teorema (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional, n > 1 temos

p 1 . p Pn—1 Pn Pn+1
a——| < para pelo menos um racional = € ¢ —— —, —— .
q \/5q2 q dn—1 4n 4n+1
1
Em particular |a — p < tem infinitas solugbes racionais p/q.

q|  V/5g?
Demonstragao: Suponha que o teorema seja falso. Entao existe a
irracional, n > 1 com ay, + B, < V5, any1 + Bns1 < VB e apgo +
Bny2 < 5. Devemos portanto ter a, = ani1 = api2 = 1 (todos
sao claramente no maximo 2, e se algum aj é igual a 2 com k €
1
{n,n+ 1,n + 2}, terfamos ay + B > 2+ 3 > /5, absurdo.)
Seja © = 1/ap42 € Y = PBnt1. As desigualdades acima se traduzem
em
1
1+

1 1 1
+-<V5, 1+z4+y<vVbiee— +—— <5,
Y r 1+vy
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Temos

1 1 1 5
1+a+y < V5= 14z < \/57y:> —t— > +- = V5
I+z y Vs—-y v y/5-vy)

V5 —1
2

1 1 1 )
r<Vh—1-y= —+ V5

- Por outro lado temos

e portanto y(v5 —y) > 1=y >

1
> + =
r 1447 51—y 1+4 (Q+y)(V5-1—-1)

V5 —1

e portanto (1+4)(v/5—1—y) > 1=y < 5

5—1 _
\fT , 0 que é absurdo pois y = B41 = dn=1 € Q.
qn

, e portanto devemos

ter y =

Observacao: Em particular provamos que |a —

1
—| < ——=— tem
q’ V5¢?
infinitas solucGes racionais P , para todo « irracional. /5 é o maior

numero com essa propriedade. De fato, se

1 5 1
c>0, a= 1tV ‘a_p’<,
2 7]  (V5+e)g?
temos
q(1+\/5>_p< 1 N
2 (VB+e)q
1-V5
() )« L
q 9 p| |4 B p \/5+5 )
ou seja,
1++5
P* —pg—¢°| < 2\[—2—\/5/(\/54—5).
1 5
Se ¢ é grande, 1/¢? é pequeno, e +2f — g & muito proximo de 0,

donde
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1+v5 p . . V5
- = —\f / V5 + ¢) é muito préximo de ——— < 1, ab-
2 ( ) b VB+e

surdo, pois |p —pq — | > 1 (de fato p?> — pqg — ¢®> é um inteiro nao
nulo, pois se p? — pg — ¢% = 0 terfamos

() - (2)1=o= 7 {75057,

absurdo, pois P Q)
q

1
S (VBrog

p . L .
tem apenas um numero finito de solugoes = € Z é observar que as
q

+5
2

1+V5 p

Outra maneira de ver que, para todoe > 0, —g

- . Pn
sao as reduzidas — de

melhores aproximagcoes racionais de

qn
sua fragdo continua [1,1,1,1,...] (ver secdo 2 e exemplos), para as
quais temos L+ V5 pn = L com « + 06 se
- | = 753 1 1
2 dn (an+1 + Bn-‘rqu ’ nr mr

aproximando cada vez mais de

1 —1
(151,1,1,...] +[0;1.1.1....] = +‘/5+\/5 _ VB

2 2
Exemplos:
o m=[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], portanto
W, m R p B p 3
o @ 7 ¢ 106 g 11377
e e=102;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...], (isso nao é ficil
de provar.)
e V2=11;2,2,2,...] pois
1 1 1
V2=1+ ==l =l =
T + i + o
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1 1 1
+2\/5:[1;1,171,...]pois +\/5:1+ =

H
_|_
=

Isto prova em particular que v/2 e

sao irracionais, pois

sua fracdo continua é infinita.

Secao 2: Boas aproximacgoes sao reduzidas.

O préximo teorema (e seu Coroldrio 2) caracteriza as reduzidas
em termo do erro reduzido da aproximagao de x por p/q, o qual é,
por definigdo, a razdo entre |z —p/q| e o erro miximo da aproximagao
por falta com denominador ¢, que é 1/¢g. Assim, o erro reduzido da
aproximagao de x por p/q é gz — p|.

Teorema 2:  |gna—pn| < |qz—pl, VP, € Z, 0 <q<4qn g e

n
Além disso, |gnx — pu| < |qz —p|, Vp,q€Z, 0<q<gnys1-

1
Prova: ’p _bn > — > se ¢ < Qn+1, € assim b estd fora
q 4n q4n dndn+1 q
Pn puis

do intervalo . Portanto

qn’ In+1

1
xp‘Zmin{‘ppn,‘pan }Z = [qz —p|
q q qn q n+1 qqn+1
1
Z Z |an - pn|
dn+1
Além disso, se vale a igualdade, entao x = Pnt1 , donde a1 > 2, e
dn+1

Gn+1 > 2qy , pois numa fragao continua finita, como no algoritmo de
Euclides, o ultimo coeficiente a,, é sempre maior que 1. Nesse caso,



64 APENDICE: FRAGOES CONTINUAS, REPRESENTAGOES DE NUMEROS E APROXIMAGOES

se q < qp, , teremos

x_p’Z‘x_pn BV N Y N N S VF Sl
q dn qn+1 dn qqn dndn+1 qqnqn+1
1
> é‘qm_p|>72|an_pn|-
qdn+1 gn+1
Coroldrio 1: |z — 22 <x—2,Vq<qn.
dn q

/

Coroléario 2: Se |qz —p| < |¢'z — p'|, Vq' <, b # qu entdo p/q é
q q
uma reduzida da fragao continua de zx.

Prova: Tome n tal que ¢, < q < ¢p41 -

Teremos |g,x — pn| < |gz — p|, e portanto p/q = pn/qn - O
1
Teorema 3: Se |z — p‘ < 202 entao P ¢ uma reduzida da fragao
q q
continua de .
P . i p Pn+1
rova: Seja n tal que ¢, < ¢ < @n41. Suponha que = # ——.
q n+1
Entao, temos duas possibilidades:
1 1
a) qzq"“:»x—p‘z > .
2 q|  qn+1 — 2q
b) g< T = g > 2, = x—p‘ > p"—p‘— Drm_ B
2 a1t qa| [@nm  n
L . 1 _ 4n+1 — 4 1o 1
= 5.
q4n qndn+1 qqn4n+1 2q4n Zq
Exemplos:
e w=3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], portanto g—g =
3. b _ 22
) q1 7 )

p2 _ 333  p3s _ 355

@ 1060 g3  113°°°*
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e e =1[21,21,1,41,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...] (isso ndo é
facil de provar).

e V2=1[1;2,2,2,...] pois

1 1 1
N TS S S S SRS S SR
1 1
v2+1 2+ A 2t

V5 — [1;1,1,1,...] pois

1+5 1 1

%[:1+ =l =

=

Isso prova em particular que v/2 e 1+2\/5 sao irracionais pois sua
fragdo continua é infinita.

Secao 3: Fragoes continuas periddicas

Nesta se¢ao provaremos que os nimeros reais com fracao continua
periddica sao exatamente as raizes de equagoes do segundo grau com
coeficientes inteiros.

Lembramos que na representacao de z por fragdo continua, a, ,
.y, sao definidos por recursao por

1

Qp = T, an = [an]7 Qpt1 =
oy —

E temos
a, = P2 T dn2® oy N
gn—1T — Pn—1
Isso d4 uma prova explicita do fato de que se a fragao continua de
x é periddica, entao x é raiz de uma equagao do segundo grau com

coeficientes inteiros. De fato, se a1 = a,,, n € N, k € N* entao

Pn—2 — qn—2% o Pn+k—2 — Qn+k—27T
qn—1T — Pn—1 dn+k—1T — Pn+k—1

= (Qn—l gn+k—2 — Gn—2 qn+k—1)x2

+ (anrkfl qn—2 + Pn—24n+k—1 — Pn+k—249n—1 — Pn—1 qn+k72)$
+ Pn—1DPn+k—2 — Pn—2Pn+k—1 = 0.
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. , ~ . Qn-1 , ~
Note que o coeficiente de z2 é nao-nulo, pois é uma fragao

gn—2
irredutivel (de fato p,—1¢n—2 — Pn—2gn—1 = (—1)") de denominador
Qn_2 € dnth—1 é uma fracao irredutivel de denominador g,4r—2 >

qn+k—2

Gn-2, donde 2"t
n—2 n+k—2
Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o

qual se & é uma irracionalidade quadrdtica, isto é, se x é um irracional
do tipo r++/5, 7,5 € Q, s > 0 entao a fracao continua de = é periddica,
ie., existem n € N, k € N* com a4+ = ;. Neste caso, existem a,
b, c inteiros tais que ax? + bz 4+ ¢ =0, com b — dac > 0 e Vb2 — 4ac
irracional. Como vimos na seg¢ao 1,

n+k—1
S o dn—149n+k—2 — qn—2qntk—1 7’é 0.

Pn—1Cnp +pn—2
r=————

Gn—10n + qn—2 ’
e portanto
2
_ + Pn— — + Pp—
aI2+bl‘+C=0:>a(pn 10pn T Pn 2) +b(pn 10n T Pn 2>—|—C=0
dn—10n + qn—2 dn—10n + qn—2
= Anai + Bpay, +C)p, = 0,
onde

Ap = ap,%,l +bpn—1qn-1+ qufl
Bn = 2apn—1pn—2 + b(pn—lQn—Q +pn—QQn—1) +2c dn—-149n—2
Cn = api72 + bpn—?Qn—2 + Cq72172 .

Note que C), = A,,_1. Vamos provar que existe M > 0 tal que
0 < |A,| £ M para todo n € N, e portanto 0 < |Cp,| < M, Vn € N:

Pn—1 _ Pn-1
An = (Lpi,l +bpn71Qn71 +Cq7274,1 = aq,,%,l <.T— n ) <x— n >7
Gn—1 Gn—1

onde z e T sdo as raizes de a, X2 +bX 4+ ¢ =0, mas

Pn-1
dn—1

T —

<1=|An = aqi,l

‘LL‘ _ Pn—1 <

dn—1

‘ Pn-1
T —
dn—1

-1

a
< a(|x —z|+ ‘x Dot
q

n—1

)ga(|x—x|—|—l)::M.
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Notemos agora que B2 — 4A,,C,, = b*> — 4ac, Vn € N. De fato,
B2 —4A,C,, = (Pn-1Gn—2 — Pn—2qn-1)*(b*> — 4ac) = b*> — 4ac. Por-
tanto, B2 < 4A4,C, + b* — 4ac = 4M? +b* — 4ac = B, < M' =
V4M?2 +b%2 — 4ac, VneN.

Provamos assim que 4,, , B,, e C,, estao uniformemente limitados,
donde hé apenas um ntdmero finito de possiveis equacoes A4, X2 +
B, X + C, =0, e portanto de possiveis valores de o, . Assim, neces-
sariamente oy, = oy, para alguma escolha de n € N, k € N*.
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