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Capitulo 1

Fundamentos de Inferéncia
Estatistica

1.1 Introdugao

A inferéncia é a parte fundamental da Estatistica e, claramente, é téo antiga quanto a
teoria e os métodos que formam a Estatistica atual. As primeiras técnicas de inferéncia
surgiram a mais de 200 anos com os trabalhos de Bayes, DeMoivre, Gauss e Laplace. A
inferéncia estatistica baseada diretamente na fungio de verossimithanga foi proposta por
Sir Ronald Fisher em 1912 mas s6 foi intensificada no periodo de 1930 a 1940 gragas as

suas contribuictes em problemas de experimentagéo agricola.

O processo de inferir a partir dos dados observados sobre pardmetros desconhecidos é
parte fundamental da Iégica indutiva. A inferéncia cientifica se confunde com a inferéncia
estatistica quando a conexdo entre o “estado da natureza desconhecido” e os fatos obser-
vados sio expressos em termos probabilistices, i.e., o mecanismo de geragio dos dados é
governado por uma componente especificada e um erro estocastico que varia de acordo
com uma distribuiciio de probabilidade (conhecida ou desconhecida). Esta composigdo de-
fine o modelo estatistico que descreve a estrutura probabilistica dos dados como fungéo de

quantidades de interesse conhecidas e de outros parametros possivelmente desconhecidos.

A inferéncia visa a construir procedimentos ou regras apropriadas de alguma natureza
cientifica baseando-se num certoe conjunto de dados, tals como: obter uma estimativa de

um parametro § desconhecido, construir um conjunto de valores possiveis de 8 que tenha

1
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uma confiabilidade especificada ou decidir sobre um valor previamente concebido para 8.
Neste sentido, as atividades fim da inferéncia sio: a estimagio, a construgio de regides

de conflanga e o desenvolvimento de testes de hipéteses.

Virias metodologias de inferéncia tém sido propostas e as mais importantes sio de-
correntes das teorias de verossimilhanga, Bayesiana, “fiducial” e estrutural. Este texto
trata exclusivamente da teoria de verossimilhanca. Sobre esta teoria, Sir David R. Cox fez
o seguinte comentario: “The likelihood approach plays e central role in the great mejority
of statistical theory and it does apply when lhe main object of the investigation is inferen-
tial, i.e., to obtain answers to specific questions about the model.” Na teoria Bayesiana,
qualquer incerleza sobre os pardmetros desconhecidos de um modelo estatistico (como por
exemplo, a validade do modelo) é expressa em termos de probabilidades que representam
“graus de credibilidade” do estatistico Bayesiano. A inferéncia sobre um pardmetro 8 para
um certo conjunto de dados é conduzida por uma distribuigdo a posteriori apropriada para
0. A teoria “fiducial” é certamente a. mais dificil e problemética destas teorias, pois alguns
dos seus principios sio obscuros e dio origem a interpretagbes contraditérias. Ela s6 é
considerada relevante quando # é completamente desconhecido antes da experimentagao.
N3o é necessirio supor qualquer distribuigdo a priori para #, pois ao aplicd-la obtém-se
dos dados uma distribuigio de probabilidade para este pardmetro. Finalmente, a teoria
estrutural (Fraser, 1968) considera que um experimento tem estrutura prépria fora do
contexto da familia de distribuiges proposta para as observagdes dado #. Os erros de
medigio representam caracteristicas objetivas do processo de geragdo dos dados e existem

independentemente do que foi realmente observado.

Este capitulo aborda os fundamentos da teoria de verossimilhan¢a. Os conceitos
bésicos de fungdo de verossimithanca, fungdo escore, informacéo e suficiéncia s3o apresen-
tados de forma resumida como pré-requisitos dos Capitulos 4 e 5, onde serd discutida a
teoria de verossimilhanca no contexto de grandes amostras. O leitor poderd consultar o
livro de Edwards (1972) para ter uma abordagem ampla das técnicas baseadas na fungio

de verossimithanga.
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1.2 Funcao de verossimilhanga

Suponha que y é o valor observado de uma varidvel aletéria ¥ = (¥i,...,Ys)7 caracteri-
zada por uma funcéio de probabilidade ou densidade com forma analitica f(y;#) conhe-
cida. mas dependente de um vetor 6 = (4,...,8,)7 de parimetros desconhecidos. Seja
© C IR? o espago paramétrico representando o conjunto de valores possiveis para o vetor
8. A funcio f(y;#) é denominada fungdo do modelo estatistico e define alguma familia F
de distribuigdes de probabilidade. O objetivo da inferéncia é determinar a distribuigio de
Y na familia F, ou equivalentemente, testar uma hipétese expressa através de 8. A teoria

de verossimilhanga representa um dos métodos mais comuns de inferéncia estatistica.

A fungdo de verossimilhanga L{f) é definida como sendo igual a fungfio do modelo,
embora seja interpretada diferentemente como fungio de @ para y conhecido. Assim,
L(0) = f(y:8). A inferéncia de verossimilhanca pode ser considerada como um processo
de obtengdo de informagéo sobre um vetor de parimetros 4, a partir do ponto y do espago
amostral, através da fungio de verossimilhanga L(#). Vérios vetores y's podem produzir
a mesma verossimilhanga ou, equivalentemente, uma dada verossimilhanca pode corres-
ponder a im contorno E(y) de vetores amostrais. Este processo produz uma redugio
de informacgio sobre 8, disponivel em y, que é transferida para as estatisticas suficientes
definidas pela fungdo de verossimilhanga (vide equagio (1.5) a seguir). E impressionan- -
te como os conceitos (aparentemente distintos) de suficiéneia e verossimilhanca, ambos

introduzidos por Fisher, estio intimamente relacionados conforme a descrigio acima.

A inferéncia via verossimilhanca é fundamentada em principios genéricos como os
descritos a seguir. O principio de suficiéncia estabelece que vetores de dados distintos
com os mesmos valores das estatisticas suficientes para um vetor # de pardmetros fornecem
conclusdes idénticas sobre 8. O principio fraco de verossimilhanga implica que vetores de
dados com verossimilhangas proporcionais produzem as mesmas conclusdes sobre §. Para
a validade destes dois principios, admite-se que o modelo estatistico em investigacio &
adequado. O principio forte de verossimilhanga é relativo a varidveis aleatérias distintas
que dependem de um mesmo parimetro e de um mesmo espago paramétrico. Supondo
que dois modelos sio adequados aos vetores de dados y e z em questdo, este principio

estabelece que se y e z fornecem verossimilhangas proporcionais, entio as conclusfes sobre
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# tiradas destes dois vetores de dados sdo idénticas.

Muito frequentemente, as componentes de Y sfo mutuamente independentes para

todas as distribuicBes em JF e a verossimilhanca de 8 reduz-se a

1(6) = fI]f(y.-;a) . (L1)

Usualmente, trabalha-se com a leg-verossimilkanga £(6) = log L(#), também chamada de
Jungdo suporte. No caso de varidveis aleatérias independentes, a log-verossimilhanga é

aditiva
{8) = 3 dog f(y:30) . (1.2)

Em geral, mesmo no caso de varidveis aleatérias dependentes, a log-verossimithanga pode
ser dada por uma soma, definindo-a a partir das funcbes densidade (ou de probabilidade)
condicionais. Seja ¥(;) = (¥1,...,¥;)? e defina a fungio densidade condicional de Y; dado

Yi-1) = Y5-1) Por fryiv;_y (¥5l¥G-1); 8). Assim, a log-verossimilhanga de 8 é dada por

¢0) =" log frv .y Wilui-n; 0) (1.3)
=1

1=

com Y especificando o que for necessirio para determinar a distribuigio da primeira

componente ¥;. A versiio (1.3) é importante nos modelos de séries temporais.

Exemplo 1.1 Suponha que as componentes de Y sdo geradas por um modelo quiore-
gressivo estaciondrio de primeira ordem com pardmelro de correlagdo p e média p, i.e.,
Y; = p+p(Yi1—p)+te;, onde ey, .. ., €, sdo varidveis aleatdrias independentes distribuidas
como normal N(0,7). A log-verossimilhanga (1.8) para 8 = (i, p,7)7 se simplifica pois o
distribuigdo de Y; dado Y(;_1y = (V1,...,Yj1)T depende somente de Y;_; e contribui para

a log-verossimilhanca com o terme

I -
log fy;v;y (Uilyi-1yi 0) = —3 log(2n7) — (27) Hus = —plyi — )}
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Assim, o log-verossimilhancga total £(0) reduz-se a
n 1
40) = —5log(2rr) + Slog(l - p*) — (2r)7 {31 ~ )’

Hm 0 (40 Dl =1+ 2305 = s =)

=2

A fungdo de verossimilhanga informa a ordem natural de preferéncia entre diversas
possibilidades de #. Um conjunto de dados é mais consistente com um vetor § do que
com outro # se a verossimilhanga associada a § for maior do que aquela associada a
#. Generalizando, entre os possiveis candidatos para estimar o pardmetro verdadeiro g
a partir dos mesmos dados y, o vetor de parfimetros mais plausivel é aquele de major
verossimilhanga. Neste sentido, o método de méxima verossimithanga (MV) objetiva
escolher o valor do vetor # de pardmetros (ou a hipétese no sentido mais amplo) que fornece
a chance mais provével de ocorrer novamente os mesmos dados que ocorreram. Assim,
para estimar o vetor verdadeiro 8y de pardmetros, escolhe-se aquele vetor de parametros
que maximiza a fungdo de verossimilhanga no espago paraméirico ©. Logo, a estimetiva
de mdzima verossimithanca (EMV) de 8 é o vetor § que maximiza L(f) em O, isto é,
L(f) > L(#) para todo # € ©. Muitas vezes existe um tinico vetor de parimetros que
maximiza a verossimilhanca em @, sendo portanto o iinico vetor mais plausivel neste
espage paramétrico. Entretanto, a EMV pode nio ser inica e nem mesmo finita dentro
de um dado espago de pardmetros. A EMV § desempenha um papel central na inferéncia

paramétrica em grandes amostras (vide Capitulo 4).

Comeo a fungéo logaritmo é mondtona, maximizar L(f} e £(#) em O sfo processos

equivalentes. Entéo, 2 EMV § ¢ definida de modo que para todo 8 € ©

10) > £9) . (1.4)

O grifico de £(f) versus § em O é chamado superficie suporte. Para p = 1 este gréfico

(curva suporte) é bastante informativo, embora nac tenha valor imediato no célculo de 4.
Para p > 3 a superficie suporte nio pode ser tragada e deve-se recorrer a técnicas iterativas

apresentadas na Segéo 1.4. Se © é um conjunto discreto, computa-se £(4) para os diversos
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#'s e escolhe-se  como aquele valor de ¢ correspondente ao méximo £(6). Quando £(4)
é continua e diferencidvel em @, a EMV # pode ser obtida resolvendo-se o sistema de
equacdes simultdneas 84(8)/08, = 0 para r = 1,...,p desde que # ndo se encontre na
fronteira do espago paramétrico. Das soluges deste sistema (ern geral ndo-linear) pode-se
achar a EMV #, Convém frisar, entretanto, que a EMV no coincide necessariamente com
alguma solugdo do sisterna. Mesmo que o sistema tenha solugio (nica, ndo significa que

ela seja a EMV, que pode até mesmo nem existir.

Como foi enfatizado anteriormente, a fungio de verossimilhanga resume toda a in-
formaciio relevante sobre um vetor de pardmetros e, em especial, o quociente de verossi-
milhancas ou a diferenca entre log-verossimilhangas expressa as plausibilidades relativas
de dois vetores de parimetros especificados. Assim, a verossimilhanga retira dos dados
toda a informacio relevante para inferir sobre um vetor de pardmetros de interesse ¢ a
sua “inspecio” possibilita responder questdes especificas sobre estes parimetros. Toda
informagdoe relevante na verossimilhanca sobre um vetor de parfmetros esta contida num
conjunto de estatisticas denominadas suficientes, definidas a seguir. Assim, um conceito
diretamente relacionado 3 verossimilhanga é a suficiéncie. Considere-se uma estatistica
S = §(Y) fungio das varidveis aleatérias ¥i,...,Y,. Seja s o valor observado de 5. Diz-
se que S ¢é suficiente para # na familia de distribui¢bes definida por F se a distribuigio
condicional f(yls) de Y = (¥,...,Y,)T dado § = s independe de §. A suficiéncia de &
implica que toda informagfo relevante que os dados y contém sobre & estd concentrada
em 5. Uma condigiio necessaria e suficiente para esta suficiéncia é que a verossimilhanga

possa ser fatorada na forma

L(8) = g(s,0)R(y) (1.5)

onde g{-,-) depende dos dados y somente através de s = s(y) e A(y) é uma funcio dos
dados que independe de #. A condigio (1.5) é conhecida como o Teorema da Fatoragdo
de Neyman-Fisher. Uma demonstragio detalhada (o caso discreto é trivial) pode ser
encontrada no livre de Lehmann (1959, p.470). Claro que se S é suficiente para 8, qualquer
fungdo um-a-um de S também é suficiente. A escolha entre distintas estatisticas suficientes
para um pardmetro pode ser baseada na consisténcia, eficiéncia e no fato de ser nao-viesada
{Segio 4.1.1).
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Uma propriedade que relaciona a suficiéncia e a verossimilhanga pode ser deduzida
diretamente da fatoragdo (1.5). Se existe um conjunto de estatisticas Si,..., S, conjun-
tamente suficientes para os parfmetros #y,...,0,, segue-se de (1.5) que maximizar L(8)
equivale a maximizar a distribui¢do conjunta dessas estatisticas (identificada como g(s, 8))
em relagdo aos pardmetros. Entfo, as estimativas de MV 91, ces ,ép devem ser fungdes de
S1,-.-, 5. Entretanto, as dimensdes m e p de § e §, respectivamente, ndo sie necessa-
riamente iguais. O caso m < p poderd ocorrer se existirem relagdes ndo-lineares entre as
- componentes de f, mas a situagio mais comum na pritica é m > p. Como as componen-
tes do vetor & podem ndo ser fungdes um a um das estatisticas suficientes Sy, . .. s Om, B8
estimativas £, ... ,ép néo formam necessariamente um conjunto de estatisticas suficientes

para 8, pois podem ser apenas fungdes de um subconjunto dessas estatisticas.

Usando-se a definigdo de suficiéncia ou a condigdo (1.5) é fécil mostrar, por exemplo,
que no caso de observagBes iid (independentes e identicamente distribuidas), a média
amostral é suficiente para a média da distribuigao de Poisson e para a probabilidade de
sucesso da distribui¢io binomial. Pode-se ainda verificar no caso iid que se ¥ ~ N(p,o%)

a verossimilhanga para § = (g,0%)7 pode ser fatorada como (1.5) com g(,s?, i, 0?)

2

onde ¥ = Zyi/n e s = B(y — 7)%/n e, portanto, 2 média ¥ e a variincia s* amostrais

2

sao estatisticas conjuntamente suficientes para p e o® Entretanto, s® sozinha nio serd

suficiente para o2 quando g for desconhecido. A partir da log-verossimilhanca do modelo

n—1
_ . . e 2 2 2

autoregressivo discutido no exemplo 1.1, observa-se que as estatisticas y; + 2, Z yi e

=2
n
> v;yj-1 sao suficientes para os pardmetros p e 7 quando p é conhecido.
=2
A inferéncia através da fungio suporte deve ser consistente com os dados observados
e, portanto, as conclusbes nio deverio ser alteradas por dois tipos de transformacdes: (i)

transformagio inversivel de Y; (ii) transformacio néo necessariamente inversivel de 4.

Mostra-se agora que a fungéo suporte quando usada relativamente é invariante segun-
do transformacio univoca dos dados. Supondo uma transformacio um-a-um da varidvel
aleatéria continua ¥ para Z = Z(Y), a verossimilhanca segundo os novos dados z (L*(6; 2))

pode ser expressa em termos da verossimilhanga segundo os dados y{L{f;y)} por

L(6;2) = L(&;y)IT| , | (1.6)
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onde T = Q-‘j é o Jacobiano da transformacao de ¥ para Z suposto ndo-nulo. De (1.6) vemn
£(0; z) = £(6;y) + log |T|, o que demonstra a invaridncia da fungéio suporte em relagio a

transformagao dos dados.

A funcio suporte relativa a um novo parimetro ¢, supondo que os dados sdo mantidos
constantes, onde ¢ = f(8) e f é uma transformagio um-a-um, é encontrada diretamente
substituindo 8 por f~1(¢). Tem-se £(8) = £(f~1(¢)) = £*(¢), onde £ e £ s8o os suportes em
termos de § e ¢, respectivamente. Se 4 ¢ a EMV de 8, obtém-se £(§) > £(8) para qualquer
9. Definindo ¢ = f(§) vem, para todo &, £(f~2($)) = £(f~1(#)) ou seja £($) = £(¢), 0
que implica é ser a EMV de ¢ = f(#). Note-se que as superficies suportes (8) e £*(¢) tém
formas distintas, porém o mesmo méaximo £(§) = 2($). Assim, o valor da verossimilhanga
maximizada segunde um modelo estatistico é dnico, qualquer que seja a parametrizacio
adetada para o modelo. A propriedade de invaridncia estabelece que a EMV de f(8) éa
funcio f avaliada na EMV de 0. Ela é importante, pois alguma parametriza¢io do modelo
pode conduzir a simplificagdes mais consideraveis no calculo da EMV. A demonstragio

desta propriedade é imediata usando a regra da cadeia no case de f(#) ser diferenciavel.

1.3 Funcao Escore e Informacao

A primeira derivada da fungdo suporte é chamada fungdo (ou vetor) escore

JE(0)
H=—= .
vy =20, (17)
onde o operador % é interpretado como um vetor coluna e, portanto, U/(#) é um vetor

p X 1. Assim, U(#) é o vetor gradiente da superficie suporte em 8. As equagdes de MV

330 expressas por U (é) = 0 mostrando que a funcdo escore é zero em 6.

As equagtes de MV s8o usualmente nio-lineares e nestes casos as solugdes de U (@) =0
devem ser obtidas por técnicas iterativas. Quando as EMV tém forma fechada, pode
ser vidvel determinar suas distribuicbes exatas ¢, portanto, obter suas propriedades em
pequenas amostras. Quando este nio é o caso, a inferéncia deve ser baseada na teoria

assintdtica apresentada nos Capitulos 4 e 5.

Como ilustra¢io do calculo de EMYV, considere n observagbes iid da distribuigdo nor-
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mal N(u,0%) e da distribuigio de Cauchy, cuja densidade é f(y;8) = »~1{1 + (y —
0)?}!, y € R, com o paridmetro § representando a mediana da distribui¢io. No caso da
normal, as EMV sio facilmente obtidas de i =yed? =52 i.e.,igualam as estatisticas con-
juntamente suficientes para estes pardmetros. Sabe-se que ji ~ N(p,0%/n) e 6% ~ %xﬁ_l
e como suas distribuigdes sdo independentes, v/n — 1(§ — p)/s tem distribuigiio t,, (¢
de Student com n — 1 graus de liberdade). Estes resultados possibilitam determinar in-
tervalos de confianca exatos para os parametros da normal ou de qualquer distribuigio
definida por uma transformacio a partir da distribuigio normal. A idéia de transformar
uma varidvel de modo a obter normalidade é de grande interesse na Estatistica. Por
exemplo, se ¥ ~ N{u,c?) define-se a distribuigdo lognormal (Z ~ LN(u,c?)) de dois
parametros por Z = exp(Y). E evidente que a estimacio por MV dos parimetros em

2. Por exemplo, a

qualquer parametrizagio de Z é feita através das estimativas /i ¢ &
EMYV do r-ésimo momento g, = E(Z") de Z é simplesmente &/ = exp(rji + r?52/2) para
r 2 1. No caso da estimagio do parimetro  da distribuigio de Cauchy (exemplo 1.4
dado a seguir), a equagiio de MV nio tem forma simples, sendo representada por um
polinémio de grau n — 1 em @ cujas soluges em geral incluem vérios méximos e minimos
da log-verossimithanca. Portanto, a inferéncia sobre # deve ser baseada em propriedades

assintéticas de sua EMV 4. |

A matriz de informagdo (algumas vezes chamada informagdo esperada) para § € IR?

obtida dos dados y é uma matriz p x p definida por

K(8) = E{UOU®TY}. (1.8)

Para observagdes independentes, a fungio escore e a informacio sio somas de contribuigdes

individuais sobre 4.

Este texto considera apenas problemas regulares que satisfazem as seguintes con-
digdes: {a) O é fechado, compacio e tem dimensio finita sendo o pardmetro verdadeiro
8o um ponto interior de ©; (b) f(y;0) é uma funcio um-a-um de #; (c) as trés primeiras
derivadas de £(#) existem numa vizinhanca de 8; (d) K(6) é finita e positiva definida

numa vizinhanga de 8. Além das condigdes (a)-(d), admite-se, para modelos continuos,
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que a igualdade
d _ a.
B} = [10) 55w 0)dy

é valida para qualquer estatistica ¢(Y). Para modelos discretos basta substituir esta
integral por um somatério. Esta equagio garante que as operagdes de diferenciagio com
respeito a # e integragio em y sio permutdveis. Isso € possivel, por exemplo, se os limites
de variagiio de y sdo finitos e independem de 6 ou, no caso de infinitos, se a integral
resultante da permutagio é convergente para todo 8 e o integrando é uma fungio continua

de y e . Estas condigdes de regularidade serfio rediscutidas na Segdo 4.1.3.

As condicdes anteriores sfo usadas para justificar expansfes em séries de Taylor e
técnicas similares. Uma discussio mais detalhada destas condices pode ser encontrada
em LeCam (1956, 1970). De agora em diante omite-se o argumento § das fungdes de veros-
similhanca, suporte, escore e informagdo, escrevendo abreviadamente estas quantidades
como L,£,U e K. Ainda, a distribuigio conjunta dos dados é escrita apenas como f sem
os argumentos y e §. As demonstragdes serio dadas em forma resumida para modelos

continuos. Para modelos discretos, basta substituir a integral por um somatério.

A esperanca e a covaridncia da fungo escore sfo dadas por

E(U)=0 (1.9)
L+
aur 8¢ .
COV(U) =F (—W) =F (_W) = Il, (110)
respectivamente. De (1.7) U = %%g e, entdo, E(U) = f%%dy = 2(f fdy) = 0. Diferen-

ciando f U/ fdy = 0 em relagio a # vem f{%f + UgéaLT}dy = f{% + UUT}fdy = 0.
Por (1.8) e (1.9) obtém-se (1.10). Esta equagio implica que o elemento (r,s) de K pode

32 e a¢ R
ser calculado de duas formas, como —E{5;55-} ou £{3g 55;}, sendo a primeira geralmen-
te mais ficil. De agora em diante, quantidades avaliadas na EMV 8 serdo escritas com
superescritos A.

- . - - ~ . . T
A matriz de primeiras derivadas da fungio escore com sinal negativo J = —% =

8¢ . N . - . . o
—5a3¢7 € denominada matriz de informagio observada. A matriz Hessiana é simplesmente

—J e tem-se B(J) = K. Para 6 ser um maximo local, as condigdes O=0ed >0 (j
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positiva semi-definida) séo necessdrias enquanto que ' = 0 e J > 0 (J positiva deﬁnidaj

530 sufieientes.

Exemplo 1.2 Se ¥ = (Y,,...,Y2)7 e 05 Y{s sdo varidveis aleatdrias iid tendo distri-
buigio exponencial com fungio densidade pe™*, enido o log—verossimz'lhang:a ea fung:e'io
escore pare p sdo, respectivamente, £(p) = nlog p — piy,- e Ulp) = nfp - Eyl
simples checar diretamente que E{U(p)} =0 ¢ Var{U(pl)T: nfp?.

Exemplo 1.3 A funcido de probabilidade em série de poténcias SP() € deﬁmda por

PY = y:,0) = a,8%/f(6) paray = 0,1,... ¢ 6 > 0, onde ay > 0 e f(8) = anﬁ"
y=0
Supondo que as observagdes sio iid, a funcdo de verossimilhanga ¢ expressa por L(8) =

% f(g)y™ Hay,, sendo § a médie amostral. A EMV 8 é uma fungio ndo-linear de g

=1

obtida iterativamente de 3j/6 — f’(B)/f(ﬁ) = 0. A média amosiral § ¢ suficiente para § e

a informagio para § € dada por

K(0) = gf(g)[f’ 6) + 0{F(0)£(0) — F(6)°}] -

Expandindo o suporte £ em 8 em série multivariada de Taylor ao redor de d ¢ notando

que 7 =0 obtém-se, aproximadamente,

i-t= %(a—é)ﬂ"j(a—é). (t.11)

A equagdo (1.11) revela que a diferenga entre o mdximo suporte e o suporte num
ponto arbitririo, que pode ser vista como a quantidade de informagio dos dados sobre 6,
é proporcional a J (i.e. & informagiio observada no ponto 8). O determinante de J{1)
pode ser interpretado geometricamente como a curvatura esférica da superficie suporte

- 1o seu ponto mdximo. A forma quadrética do lado direito de (1.11) aproxima a superficie
suporte por um paraboldide, passando pelo seu ponto de méximo, com a mesma curvatura
esférica da superficie neste ponto, O reciproco de |j | mede a variabilidade de # ao redor
da EMV 4. E, como esperado, quanto maijor a informacgo sobre 8, menor serd a dispersio
de 8 ao redor de 4.
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A interpretagio geométrica dos conceitos acima é melhor compreendida no caso uni-
paramétrico, onde {1.11) reduz-se a equagio de uma pardbola £ = - 16 - f)2J. Uma
inspecio grifica mostra que esta pardbola aproxima a curva suporte, coincidindo no seu
ponto maximo e tendo a mesma curvatura desta curva em 8, revelando ainda que quanto

maior a curvatura menor a variacio de § em torno de 8.

A equacio (1.11) implica que a verossimilhanga L num ponto qualquer # segue, apro-

ximadatmente, a expressiao

L= Lexp {—%(a—é)ﬁ"j(e—é)} ) (1.12)

que representa a forma de curva normal multivariada com média ¢ e estrutura de cova-

ridncia igual a J1. Através desta aproximacio pode-se entdo tratar o vetor de parAmetros
como se fosse um vetor de varidveis aleatérias tendo distribuigéo.norma.l multivariada com
média igual & EMV § e estrutura de covarifincia J~1. Quando o suporte for guadrdtico,
a verossimilhanca terd a forma normal. A forma de L se aproximard cada vez malis da

distribuigao normal quando n tender para infinito.

A férmula (1.12) mostra a fatoracio da verossimilhanga como (1.5) pelo menos para
n grande, estabecelendo a suficiénecia assinfdtica da EMV (Segio 4.2). Conclui-se que,
embora as EMV nio sejam necessariamente suficientes para os parametros do modelo,

esta suficiéncia serd alcangada quando a dimensdo do vetor de dados tender para infinito.’

Convém citar nesta secio algumas propriedades da matriz de informacgio. Seja
K,(#) a informagio sobre um vetor paramétrico # contida nos dados y obtidos de cer-
to experimento. A informagiio ¢ aditiva para amostras y e z independentes, isto &,
Ky.(6) = K,(8) 4 K.(8). Esta igualdade implica que a informagie contida numa amos-
tra de tamanho n de observagdes iid é igual a n vezes a informagio devida a uma inica
observagdo. Como seria previsto, a informaco (esperada ou observada) sobre # contida
nos dados mantém-se invariante segundo qualquer transformagio um-a-um desses dados.
Como conseqiiéncia direta de (1.6), obtém-se K,(8) = K,{(#) se z = 2(y). Uma proprie-
dade procedente do teorema da fatoragio expressa que a informagio sobre @ fornecida
por uma estatistica suficiente s = s(y) é a mesma daquela fornecida pelos dados y. Em

simbolos, K,(4) = K,(9).
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Em geral, para qualquer estatistica { = {(y) definida pela sua funcio de probabilidade
ou fungio densidade g:(w; f) tem-se K;(8) < K,(#). A igualdade ocorrerd se e somente se
t for suficiente para §. Para demonstrar esta importante desigualdade basta desenvolver
E[{U(8) — & log g:(x;8)}?] e usar a férmula da esperanca condicional da funcio escore
dado ¢ = =z, ou seja,

E{UO)]t =z} = 25 log ai(zi0) .
Assim, a redugiio de uma amostra por uma estatistica poderd implicar perda de informacio
relativa a umn pardmetro desconhecido. Eniretanto, ndo haverd perda se e somente se a

suficiéncia for mantida no processo de reducio dos dados.

As propriedades da EMV e alguns critérios para a estimagio paramétrica serao dis-

cutidos na Segao 4.1.

1.4 Meétodos Iterativos

Os métodos iterativos para o calculo da EMV sio bastante utilizados na prética e, em
geral, mostram-se imprescindiveis quando a dimensgo p do espago de parimetros é gran-
de. Expandindo IJ (a fungio escore em é) em série multivariada de Taylor até primeira
ordem ao redor de um ponto qualquer # pertencente a uma vizinhanca de §, tem-se,

aproximadamente,

auT
a9

Como {J = 0 obtém-se a relagdo aproximada

U=U4——(0-0).

f—o=01U (1.13)

entre a EMV e a fungio escore e a informagio observada avaliadas no ponto & préximo
de §. O método de Newton-Raphson para o calculo da EMV consiste em usar a equagiio
(1.18) iterativamente. Obtém-se uma nova estiﬁlativa §lm+1) g partir de uma anterior §)
através de

glm+1) = glm) 4 Jom)~'gy(m) (1.14)
onde quantidades avaliadas na m-ésima iteragio do procedimenio iterativo sio indicadas

com o superescrito {m). O processo ¢ entdo repetido até a distincia entre #m+1) ¢ §im) 5o
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tornar desprezivel ou menor que uma quantidade pequena especificada. Geometricamente,
uma iteragio do método equivale a ajustar um paraboléide A superficie suporte em 8(™),
tendo o mesmo gradiente e curvatura da superficie neste ponto, e entfio obter o ponto
méximo do paraboldide que corresponderd i estimativa atualizada ™1, Quando #
é um escalar, a equagio (1.14) reduz-se a 0"t = ™) _ i) f{jm) | onde U = 'ﬂ—%’r,
que representa o método das tangentes, bastante usado para calcular a solugiio de uma
equagio nio-linear I = 0.

A seqiiéncia {#{™;m > 1} gerada depende fundamentalmente do vetor inicial (1,
dos valores amostrais e do modelo estatistico e, em determinadas situagdes, onde n é
pequeno, pode revelar irregularidades especificas aos valores amostrais obtides do experi-
mento e, portanto, pode nio convergir e mesmo divergir da EMV 6. Mesmo existindo a
convergéncia, se a verossimilhanga tem rafzes multiplas, ndo hi garantia de que o proce-
dimento .converge para a raiz correspondente ao maior valor absoluto da verossimilhanga.
No caso uniparamétrico, se a estimativa inicial #(} for escolhida préxima de 0 e se Jim)
para m > 1 for imitada por um mimero real positivo, existira uma chance apreciavel que

esta seqliéncia vd convergir para 0.

A expressio (1.13) tem uma forma alternativa assintética equivalente, pois pela lei
dos grandes mimeros J deve convergir para K quando n —+ co (vide Segdio 4.1.4). Assim,

substituindo a informagdo observada em (1.13) pela esperada, obtém-se a aproximacio

f—6=K"U. (1.15)

Q procedimento iterative baseado em (1.15) € denominado método escore de Fis-
her para pardmetros, i.e., #0"1} = gtm) 4 K7™ O aspecto mais trabalhoso dos
dois esquemas iterativos é a inversio das matrizes J ¢ K. Ambos os procedimentos sio
muitos sensiveis em relagio A estimativa inicial 81), Se o vetor 4! for uma estimativa
consistente, os métodos convergirdo em apenas um passo para uma estimativa eficiente

assintoticamente (Secio 4.1.7).

Existe evidéncia empirica que o método de Fisher é melhor, em termos de con-

vergéncia, do que o método de Newton-Raphson. Ela possui ainda a vantagem de usufruir
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(através da matriz de informagio) de caracteristicas especificas a0 modelo estatistico.
Ademais, em muitas situagbes, é mais facil determinar a inversa de K em forma fechada
do que a inversa de J, sendo a primeira menos sensivel a variagdes em # do que a segunda.
Neste sentido, K pode ser considerada aproximadamente constante em todo o processo
iterativo, requerendo que a inversdo seja feita apenas uma vez. Uma vantagem adicional
do método escore é que usa-se a matriz K~! para obter aproximacdes de primeira ordem

para as variancias e covaridncias das estimativas 0y, ..., 8, como serd visto na Secio 4.1.6.

Exemplo 1.4 No caso da fungio densidade de Cauchy f(y;0) = n~ {1 + (y — 6)*}"1,
apresentada na Segdo 1.8, mostra-se facilmente que e informagdo € K = {3} € o processo
iterativo (1.14) segue de

4 2 y — 8t

(m+1) _ glm) Ly
8 =™ 4 = ZH(y'wg(m))

Exemplo 1.5 A fun¢do densidade de Weibull W (e, ¢) € dada por

fwad) =5 (%) e {‘ (%)}

com a >0 e ¢ > 0. Supondo observagdes iid, as EMV sdo expressas por

. & R _1
&= (—Zf vlogy: o, g) (1.16)
2y

= (n‘lzy?) " : (1.17)

onde § € a média geométrica dos dados. 4 EMV & € calculada iterativamente de (1. 16')

e depois obtém-se ¢ de (1.17). A matriz de informagdo de o ¢ ¢ € dada por

o ¢
w2 fe+0(2)2  _ I'(2)
al P

Yy a2
o\ g

onde T'(p) = [5° ™ e "dz € a funcdo gama e '(p} a sua derivada.
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1.5 Modelos Exponenciais

Suponha que p pardmetros desconhecidos 8 = (81,...,0,)7 e p estatisticas (i.e. funges

dos dados y) s = (s1,...,5,)T sdo tais que a fungdo densidade (ou de probabilidade no

caso discreto) de ¥ = (V1,..., Y, )7 possa ser expressa como

F(y:9) = hiy) exp{sT0 — b(6)} , (1.18)

onde as componentes de s = s(y) sdo linearmente independentes. O modelo (1.18) ¢ deno-
minado medelo exponencial com parimetros candnicos §y,. .., 8, e estatisticas suficientes
81y.++,8, Observase que (1.18) tem a forma (1.5). O espago paramétrico © consiste
de todos os.8's tais que [ h(y)exp(sT8)dy < co. A quantidade exp{—b(#)} representa a

constante normalizadora de modo a tornar a integral (1.18) igual a. 1.

O modelo exponencial (1.18) é de grande interesse pois inclui varias distribuigdes
importantes na andlise de dados, tais como, normal, gama, Poisson e binomial, como
casos especiais. Cordeiro, Ferrari, Aubin e Cribari-Neto (1996) listam 24 distribuicdes

importantes no modelo exponencial uniparamétrico (p = 1).

Exemplo 1.6 Considere o modelo de regressdo normal linear Y ~ N(u,o%I), onde p =
E(Y} = XB ¢ X ¢ uma mairiz n X p conhecida, 3 € IR’ ¢ um vefor de pardmetros

2

desconhecidos e 0* € a varidneia comum desconhecida. A log-verossimilhanga pare os

pardmetros 8 = (87, %7 pode ser escrita como
n 1
£B,0%) = —Eiog Jg—F(y—Xﬁ)T(yﬁXﬁ) . (1.19)
Maozimizando (1.19) obtém-se as EMV 8 = (XTX)'XTy ¢ 67 = 3QR[/n, onde
SQR = (y—X,é)T(y—X,@). A forma da log-verossimilhanga para o modelo normal mostra

que a EMV de 8 iguala aquele de minimos quadrados correspondente ¢ minimizagdo de
(y — XB)T(y— XB). A forma explicita de B implica

y—XB)T(y—XB) =y~ XB)*(y— XB) + (8- B XTX(B-B) .
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Assim, os dados y entram na log-verossimilhanga (1.19) através das estimativas 3 e da
soma de quadrados dos residuos SQR. Entdo, as estatisticas suficientes para (BT, 08T

sdo (,éT, SQR)T. Quando 62 ¢ conhecido, B € a estatfstica suficiente pare 3.
Observe-se que o modelo normal linear perience & familia exponencial (1.18) pois a
verossimilthange pode ser expressa por

L) = f(;0) = (Q;Wexp {yTy (_Ecl;?) + 457 ((XTXJ_IJB)

&

3 ,BT(XTX)_I,B n 2
gz Elog oi

sendo as estalislicas suficientes (,@T, yTy). Este exemplo ilustre que a suficiéncia é pre-
servada segundo transformagio um-a-um, pois yTy = SQR+ ,@T(XTX)"I,{;’.

A funcdo escore e a informagdio para o modelo (1.18) sdo obtidas de (1.7) e (1.8),
respectivamente, como
0
86007 °

U@)=s—-—" e K(b)

Jb(6)
a9

Usando (1.9) verifica-se que o vetor S de estatisticas suficientes tem esperanga E(S5) =
ou(8) /3. Além disso, obtém-se de (1.10) a matriz (p X p) de covaridncia de § como
Cov(S5) = 0%b(6)/98067. No exemplo 2.5 (Secéio 2.3} mostra-se que b(-) em (1.18) é
a fungdo geradora de cumulantes de 5 e, portanto, os casos acima se referem aos dois

primeiros cumulantes de S.
A EMV § do pardmetro canénico § em modelos exponenciais é solugio da equagdo

o)

26 |,

7

ou seja, é obtida igualando E(5) avaliado em 0 ao valor observado s do vetor § de

estatisticas suficientes.
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1.6 Estimacao por Intervalos

Suponha que Y tem fungdo densidade ou fungfio de probabilidade f(y;¢) dependendo
de um pardmetro real § desconhecido. A partir dos dados y constroem-se intervalos de
confianca para § através de uma quantidade pivotal p(t, 8) cuja distribuigio pode ser obtida
(pelo menos aproximadamente) nio dependendo de 0, onde t = t(y) é uma estimativa

pontual razodvel de §. Da distribuiciio de p(2, 8} calculam-se os limites a e b tais que

Pla<plt,d)<b)=1-a, (1.20)

onde I — a é uma confiabilidade especificada. Suponha ainda que, para t fixo, p(t,8)
seja uma funcdo monétona de 8. Entio, observado £, a desigualdade em (1.20) pode ser
invertida para produzir uma regidio de valores de # com confiabilidade 1 — c.. Esta regido

é frequentemente um intervalo do tipo

Plli) <0<k} =1-a, (1.21)

onde k;(t) e k;(t) sio fungdes de ¢,a e b mas ndo envolvem #. O conjunto [k (2}, k2(1)]
4 um intervalo de 100(1 — @)% de confianca para §. A generalizagio para um vetor
# serd feita nas Secdes 4.3 e 4.4. A desigualdade em (1.21) deve ser cuidadesamente
interpretada. Como os limites em (1.21) s8o aleatdrios, nio se pode interpretar 1 — o
como a probabilidade do parimetro verdadeiro ff estar em algum intervalo observado.
Isto s6 teria sentido se o pardmetro desconhecido fosse uma varidvel aleatdria e os limites
k1(t) e kg(t) constantes. Contrariamente, os intervalos do tipo [ki(2), k2(t)] serio em
geral diferentes para amostras diferentes. Alguns deles conterdo o valor verdadeiro de
# enquanto outros nao. Assim, deve-se interpretar 1 — a como a freqliéncia esperada
dos casos, numa longa série de amostras independentes, em que os intervalos {k (), ka(t)]
conterao fg.

A distribuigho assintética N(8, K (6)~1) da EMV § do escalar 8 (Secio 4.1.6) possibilita
construir um intervalo aproximado para este pardmetro, supondo que (é —-NK (é)‘ll 2 tem
distribuicido N(0,1) aproximadamente. Logo, 8 ¥ zK()'/? corresponde a um intervalo

aproximado de 100(1—a)% de conflanga para 8, onde z é tal que ®(z) = 1—a/2, sendo ®(-)
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a fungdo de distribuigio acumulada da normal reduzida. A informacio observada J (9)
podera substituir K (é) no célculo deste intervalo. No exemplo 1.2 sobre a distribuigio
exponencial podé-se calcular diretamente um intervalo de confianga para o parimetro p

como 3 F z3{/m.

1.7 Testes de Hipdéteses

A teoria dos testes de hipSteses paraméiricos € parte integrante da inferéncia de verossimi-
lhanga e estd intimamente relacionada 4 teoria de estimagio. A partir de repeticdes de um
experimento envolvendo um modelo paramétrico, o interesse consiste em determinar se
um ou mais pardmetros pertencem a uma dada regizo do espago paramétrico. Nos testes
paramétricos, as hipSteses sio classificadas em simples e compostas. Se uma distribuigo
depende de p pardmetros e a hipdtese especifica valores para d parametros, entio ela é
simples se d = p e composts se d < p. Em termos geométricos, uma hipétesei simples
seleciona um Gnico ponto de IR? enquanto uma hipdtese composta corresponde a uma
regido de IR? com mais de um ponto. Nas hipSteses compostas, os pardmetros adicionails

néao-gspecificados devern ser estimados.

Admite-se que f{y; ) ¢ a funcfio de probabilidade conjunta dos dados y € R™ e § é
um ponto de IRP. Considere-se uma hipétese nula H : & € Oy C © versus uma alternativa
A:f €0, CO(O; =0~ 0p). Qualquer teste de hipétese divide o espago amostral (i.e.,
o conjunto de valores possiveis do vetor y) em duas regies mutuamente excludentes: C,
a regido de rejeigio de H (regido critica), e C, a regifio complementar de aceitacio de H.
A decisdo de um teste consiste em verificar se o vetor de dados y pertence a C ou a C. Se
a distribui¢io de probabilidade dos dados segundo a hipdtese nula X é conhecida, pode-se
determinar C' tal que, dado H, a probabilidade de rejeitd-la (i.e., y € C) seja menor ou

igual a umn valor e pré-especificado tal que

PlyeCloe®y)<a. (1.22)

A rejeicio errbnea da hipétese nula H, quando ela é verdadeira, é denominada erro

tipo I. Assim, a equaco (1.22) expressa que a probabilidade do erro tipo I ou alarme falso
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nunca excede a (nivel de significincia do teste). O outro tipo de erro que se pode cometer
ao se testar uma hipdtese, denominado erre tipe 11, é fungio da hipdtese alternativa A e
representa a aceitagio errnea da hipétese nula H quando ela é falsa, sua probabilidade
sendo 3 = P(y € C|0 € ©,).

Em geral, pode-se encontrar vérias regides criticas satisfazendo (1.22). Qual delas
deve ser a preferida? Este é o problema crucial da teoria dos testes de hipéteses. Pode-se

escolher uma regido critica O tal que ela maximize

1-8=PlyeClfe).

A probabilidade 1 — g, para C fixo, como fungio do vetor # especificado na hipétese

alternativa, é denominada fungie poder do teste de H versus A.

1.7.1 Hipdteses Simples

Se ambas as hipéteses sdo simples ©q = {6} e &, = {0,}, pode-se demonstrar que
C* corresponde ac conjunto de pontos & = {y; %%g—:)l < k4 }, onde k, é escolhido tal que
[o L(0y)dy < o e L(P) é a verossimilhanca de §. A regido C* é considerada a mellior regido
erttica (MRC), pois sua fungiio poder nfo é menor do que aquela de qualquer outra regifio
satisfazendo (1.22). O teste baseado em C* é denominado de teste mais poderoso (TMP).
A razdo de verossimilhanga L(fp)/L(f;) é uma estatistica suficiente quando hd apenas
duas distribuigdes em consideragio e, portanto, nada malis natural que obter a MRC
através desta razdo. QQuanto menor for esta razdo, pior a consisténcia de H aos dados em
questio. Este resultado geral de que a regido critica baseada na razdo de verossimilhianca

produz o TMP de f versus 8, é conhecido como o Lema de Neyman-Pearson.

Quando a alternativa a 8 = 0y é unilateral 8, > 6y (oun §; < ), o mesmo teste
também é étimo para todos os 6)s maiores {menores) do que fly, sendo denominado de
teste uniformemente mais poderoso (TUMP). Claramente, esta é uma propriedade mais
desejdvel. Entretanto, quando a alternativa é bilateral 6, # By em geral nfo existe o

TUMP. Para obté-lo, o teste deve estar restrito a certas formas de hipdteses alternativas.

Suponha que existe um vetor S de estatisticas conjuntamente suficientes para um
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vetor 6 de pardémetros. Comparando-se duas hipdieses simples relativas a 9, o teorema
da fatoragio (1.5) implica L(0o)/L(#1) = g(s,8)/g(s,8,). Como esperado, se existe a
MRC ela &, necessariamente, fungdo dos valores do vetor S segundo H e A. Note-se
que a MRC s6 terd a forma § > a, (ou S < b,) quando a razio acima for uma fungio
nao-decrescente de s para 6y > ;. No caso de # e s serem escalares, a forma acima
ocorrerd quando 8%log g(s,8)/888s > 0. Esta condiiio é satisfeita para quase todas as

distribui¢des uniparamétricas de probabilidade.

Quando a distribuicio dos dados tem mais de um parametro e o teste é de uma hipdlese
simples H versus uma alternativa composta A, uma MRC variando com os parimetros
segundo A somente existird em casos especiais. Se existir uma MRC que produza o
TUMP de H versus A e um vetor § de estatisticas conjuntamente suficientes para o
vetor #, entdo a MRC serd fungio de §. Pode-se provar que, se existir um TUMP de
H versus A satisfazendo determinadas condigdes, entio existird um vetor S suficiente
para 8. Entretanto, a reciproca em geral ndo é verdadeira, e a existéncia de um vetor de

estatisticas suficientes ndo garante a existéncia de um TUMP para 6.

1.7.2 Hipéteses Compostas

Quando o problema envolve varios parimetros, a hipétese nula usualmente é composta.
Mesmo quando a hipétese nula for simples, a fungio poder do teste deverd variar com
todos os parimetros, e o ideal seria aument4-la rapidamente em todas as direcdes a partir
do valor 8, especificade na hipdtese nula. Entretanto, um sacrificio de declividade, numa
dada diregéo pode aumentar o poder em outra diregio. Este dilema sé pode ser resolvido

ponderando a importancia de cada diregio de acordo com suas respectivas conseqiéncias.

Seja 07 = (T, AT) € IR? o vetor de parimetros particionado em duas componentes,
O objetivo é testar a hipdtese nula composta H : ¢ = 1@ versus a hipdtese alternativa
composta A : ¥ # H® onde ¢ e ) sfio os vetores de interesse e de perturbagio, res-
pectivamente, com dimensbes g e p — g, e %@ é um vetor especificado para . Como a
hipStese H nio define todas as componentes de 6, o tamanho da regido critica deste teste
é fungdo, em geral, dos valores ndo especificados em A. Deve-se, entéio, procurar regides

criticas de tamanhos inferiores a um valor especificado o para todos os valores possivels
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do vetor de perturbagfio, ou seja, a(A)} < . No caso de igualdade para todo A, a regido
critica é denominada similar para o espago amostral com respeito 2 A. O teste baseado
na regiGo critica similar ¢ denominado teste similar de tamanho «. Em geral, s6 existem

regides similares no caso de varidveis aleatorias continuas did.

Define-se a fungiio caracteristica do conjunto de pontos de uma regidgo C por §(C) = 1
sey € Ced(C)=0sey & C. A esperanca matemdtica Ey{§(C)} em relagio a ¥
representa a probabilidade que o ponto amostral y pertenga a C e, portanto, € igual ao
tamanho de C' quando H é verdadeira e a fungio poder do teste associado a € quando
A é verdadeira. Suponha que § é uma estatistica suficiente para # segundo ambas as
hipéteses H e A. E facil mostrar que existe um teste de mesmo tamanho que C baseado
em alguma fungio de S que tem igual poder daquele teste associado & regido critica C.
Isto & uma conseqiiéncia imediata do teorema. da fatoragio (1.5). Note-se que no caso de
varidveis continuas Ey {6(C)} = [8(C)L(#)dy, onde L(#) é a verossimilhanga de #. No
caso discreto, o somatério substitui a integral. Usando-se (1.5), obtém-se a igualdade,
Ev{8(C)} = Es[Ev{6(C)|S}, com o operador Eg significando esperanga em relagao &
distribuigio de 5. Como § ¢ suficiente para #, Ey{#(C)|S} independe de 8 ¢ tem a mesma
esperanca de §(C'). Logo, existe um teste baseado em § que tem a e B coincidentes com
aqueles da regidio critica original C'. Neste sentido, pode-se restringir, sem perda de poder,

a construgio dos testes de hipéteses s fungdes das estatisticas suficientes.

Felizmente, apesar das dificuldades inerentes as hipéteses compostas, existe um -
método geral para construir regides criticas em testes de hipdteses compostas, que foi
proposto por Neyman e Pearson em 1928. Este método é baseado na razio de veros-
similhangas maximizadas segundo ambas hipSteses. No teste de H : ¢ = 99 versus
At 5 O com o vetor A desconhecido, seja L(t,A) a verossimilhanca de ¢ e A. Se-
jam ainda 07 = ($7,37) e 87 = (O7,3T) as estimativas de MV de 67 = (97, x7T)
correspondentes & maximizagio de L{3, A) segundo A e H, respectivamente. A razéo de

verossimilhanga no teste de If versus A é definida por

IRACARRY

LGN (1-23)

e, portanto, representa o quociente entre os maximos das verossimilhangas condicional a
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¥ = ${® ¢ incondicional. Evidentemente, £r € [0,1]. Note-se que £r é uma estatistica
razodvel para testar a hipdtese nula H, pois representa a fragio do maior valor possivel
da verossimilhanga que é consistente com esta hipétese. Valores grandes de £ indicam

que H € razodvel para explicar os dados em questao.

A regido critica do teste é, portanto, C = {y;fr < k,}, onde k, é determinado da
distribuigic (exata ou aproximada) g(£) de £5 para produzir um teste de tamanho e, ou
seja, 5 g(£)df = @. O método da razdo de verossimilhanca produz regides criticas simi-
lares quando a distribuiciio de £g ndo depende de parimetros de perturbacio. Em geral,
isso ocorre num grande nimero de aplicagbes. Comeo a distribui¢io de £ é, em geral,
complicada, utiliza-se uma transformagio conveniente de €5 definida por w = —2log £g
{vide Secdo 4.4) que tem, assintoticamente e sob certas condigdes de regularidade, distri-
buigio x? com graus de liberdade g igual a dimensio do vetor ¥ que estd sendo testado.
A regido critica do teste aproximado de H versus A passa a ser C' = {y;w > x2()}, onde

2 ’ Fy = 2 » " . " »
X3(a} é o ponto critico da. x? correspondente ao nivel de significincia o.

1.8 Exercicios

1. A fungio de probabilidade de ¥ em série logaritmica é expressa por P(Y = y) =
aoffyparal < <ley=1,2,... onde @ = —{log(l — 8)}~'. Demonstre que a
EMYV de @ é obtida da equagiio

—8/{(1 - log(1 - )} =7,

onde % é a média amostral.

2. Suponha uma familia de densidades indexada por dois pardmetros 8 e #2. Demons-
tre que, se t; é suficiente para #; quando d; é conhecido e t; é suficiente para 8,

quando &, é conhecido, entdo (#;,%3) ¢ suficiente para (64, 62).

3. Suponha a funcio densidade simétrica em (0,1) dada por c(f)y?(1 —y)?, onde c(@) é
& inversa da fungio beta. Calcule a EMV de & baseada numa amostra de tamanho

n. Qual a sua variincia assintética?
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4. Obtenha uma estatistica ¢t de modo que P(o? <{) = 1 —a a partir de uma amosira

aleatéria de tamanho n extraida da distribuicio N{u,e?).

. Considere a fungio densidade da distribuigdo gama

fly o, ) = Py e ™ T(g) ,

onde @ > 0Ded > 0. Mostre queas EMV de #no caso iid sao calculadas de q?)/d =7

log ¢ — (¢) = log(7/7) ,

onde § e 7 s30 as médias aritmética e geométrica dos dados e 9(z) = dlog ['(z)/dz

€ a fungao digama.

. Uma distribui¢fio multinomial tem 4 classes de probabilidades (1 —8)/6, (1+0)/86,

(2—-8)/6 e (2+ 6)/6. Em 1200 ensaios as freqiiéncias observadas nestas classes

foram 155, 232, 378 e 435, respectivamente. Calcule a EMV de § e o seu erro

padrdo aproximado.

. Demonstre que a forma mais geral para uma distribuigio com pardmetro escalar §

cuja EMV iguala a média aritmética ¥ dos dados € =(y; 8) = exp{a(d) + o'(#)(y —
8) + c(y)}. Assim, 7 é suficiente para . Interprete a(#). Mostre ainda que se # &
um pardmetro de locagio, 7 (y;8) é a fungio densidade da distribui¢io normal de
média 8, e se # é um pardmetro de escala, w(y;0) = 87 exp(—y/6). Quais seriam
as formas da distribuiciio se no lugar da média aritmética fossem consideradas as

médias geométrica e harmonica?

. Bejam y1,...,y, varidveis aleatdrias idd com funcio densidade x(y;0). Seja t =

t{y1,- - -, ¥n) uma estatistica suficiente unidimensional para 8. Se 8; e #; sio dois

valores fixados de § demonstre que, para todo 8,
A Rt } 2 {fr(y; 92)}
—1 —1
dy Og{ﬂ(y; 0/ By a0

& funcdo somente de 6.
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9.

10.

11.

12.

Sejam yy,. ..,y uma amostra aleatéria de uma distribuicio cuja fungio densidade

fw:0)=0@+1)y°, ve(0,1)

e > 0. (a) Demonstre que a EMV de 8 é § =
de 95% de confianga para 8.

~FTogg ~ 11 (b) Calcule um intervalo

Mostre que as seguintes distribui¢Ses sdo modelos exponenciais da forma (1.18) com
p = 1 ou p = 2: Poisson, binomial, geométrica, gama (Indice conhecido), gama,
(indice desconhecido), Gaussiana inversa e valor extremo. Identifique em cada caso

as estatisticas suficientes e os parimetros candnicos.

Sejam y1, . . ., ¥ Observagdes itd de um modelo de locagio e escala definido por

Sy =2f (121,

a

(a} Mostre como obter as EMV de u e o

(b) Calcule a matriz de informagio para esses pardmetros.

A fungdo densidade da distribuigio normal inversa com parimetros A > 0ea > 04
A Ve —-3/2 |
Flyien ) = yfo-e7y exp{—g(«\y +ay)} .

(a) Mostre como obter as EMV de a e A;

(b) Calcule a matriz de informagio para esses parimetros.






Capitulo 2

Métodos Assintdéticos

2.1 Conceitos Basicos

O objetivo deste capitulo é apresentar sistematicamente alguns métodos assintéticos tteis
em Probabilidade Aplicada e Estatistica. O interesse principal é resumir algumas idéias
basicas importantes em teoria assintética e ilustra-las com aplicagdes. Os detalhes ma-
tematicos sio excluldos e, quando mmito, sio fornecidas apenas algumas referdncias efou
estratégias de demonstragio dos resultados. As nogdes apresentadas neste capitulo for-
mam a base necesséria para se entender os demais capitulos deste livro. As secbes seguin-
tes exigem que o leitor esteja familiarizado com os conceitos de probabilidade dados aqui.
Scja {Y,.} uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias de interesse definida para n grande. Aqui
n nao representa necessariamente o tamanho da amostra. Apresentam-se inicialmente os

quatro modos mals importantes de convergéncia estocistica.

Convergéncia em Probabilidade

A seqiiéncia {Y,} converge em probabilidade para uma varidvel aleatéria ¥ (que pode ser
degenerada) se Jim P(]Y, — Y| < ¢) = 1 para fodo real € > 0. Indica-se esta convergéncia
por Y, 2, Y. Esta convergéncia implica, para n suficientemente grande, que Y, e
Y sfo aproximadamente iguals com probabilidade préxima de 1. O caso especial mais
importante é quando ¥, —+ k, onde k é uma constante. Se h(u) é uma funcio continua

em u = k, entio Y, — k implica A(Y;) £ h(k). A no¢iio associada em inferéncia

27
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estatistica é aquela de consisténcia na estimacio de pardmetros.

Se {Y,} & uma seqiiéncia de varidveis aleatérias tal que E(Y,) — k e Var(¥,) —+ 0
quando n — o0, entdo ¥; 2k Entretanto, se Var(¥,) #— 0, ndo se pode tirar
qualquer conclusio sobre o comportamento de {Y,}. Por exemplo, E(Y,) — ke Y, £

K k.

Convergéncia Quase-Certa

Uma seqiiéncia de varidveis aleatérias {Y,} converge quase-certamente (ou converge com
probabilidade um) para uma varidvel aleatéria ¥ se P { lim ¥, = Y) = 1. Indica-se esta

" 1.¢.
convergéncia por Y, ~— Y.

Convergéncia em Média

Uma seqiiéncia de varidveis aleatdérias {Y,} converge em média de ordem r para Y se
. . L g . -
lim E(]Y, — Y[y = 0. Usa-se a notagéo ¥, —+ Y para indicar este tipo de convergéncia.

n—oo

Quanto maior o valor de » mais restritiva é esta condigdo de convergéncia. Assim, se

l’;,ulf—)Y,entﬁoY,,i:praraO<s<r.

Este modo de convergéncia estocistica admite um critério de convergéncia. Uma
i . . L .
condigio necessaria e suficiente para ¥, =5 Y é que para todo € > 0 exista um nimero
ng = ng(e) tal que |Y, — ¥,,|” < € para quaisquer m,n > ny.
As definigoes de convergéncia em probabilidade e convergéncia quase-certa valem para

qualquer seqiiéncia de varidveis aleatérias. Entretanto, a convergéncia em média nio vale

para qualquer seqiiéncia, pois requer a existéncia de certos momentos.

Convergéncia em Distribuigao

Uma seqiiéncia de varidveis aleatérias {Y,} converge em distribuigio para Y se
Jim P(Y, < y) = F(y) para todo ponto y de continuidade da funcio de distribuigio
(nfio-degenerada) F' de Y. Para indicar esta convergéncia usa-se a notagio ¥, 2 v.

Se F é uma fungio de distribuigio degenerada no ponto k, entdo P(Y, < y) — 0 ou
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1 dependendo se y < k ou y > k. Se A(u) é uma funcio continua e Y, — Y, entac
h(Y.) 25 k(Y).

Dentre as quatro formas de convergéncia definidas acima, a convergéncia em distri-
buicio € a mais fraca. Pode-se demonstrar (vide, por exemplo, Wilks, 1962, Capitulo 4,

e Serfling, 1980, Capitulo 1) que:
(a) Convergéncia quase-certa implica convergéncia em probabilidade;

(b) Convergéncia em média implica convergéncia em probabilidade;

{c) Convergéncia em probabilidade implica convergéncia em distribuigio.

As reciprocas das proposicdes (a) - (¢} nido sfo, em geral, verdadeiras;

(d) Se Y é uma varidvel aleatéria degenerada em um ponto ke Y, =3 ¥,

entio ¥, -3 k;

o«
(e} Se > P(|Yn — Y]|) > ¢) < oo para todo ¢ > 0, entdo ¥, 25 V;

n=1

(f) Se > E(JY, — Y|") < oo, entdo ¥, 2% ¥,

n=1
@ Y. 25 v 4 Jim B(Y) = E(Y);
(b} Yo 5+ Y # lim E(Y,) = E(Y);
(i) Se Yi =0 Y, entdo lim E(|%,|*) = B(|Y") para k < .
Um caso especial importante de (i) corresponde a r = 2. Se Jim E(lv. Y] =0,
entdo lim E(Y.) = E(Y) e Jim B(Y:) = E(Y?);
(i) Se ¥, £+ Y, entéio existe uma subseqiiéncia {Y;,,} de {¥,} tal que ¥,; 25Y;

(1) Y. =+ Y se e somente se toda subseqiiéncia {Y;,;} de {¥;} contém uma subseqiiéncia

que converge quase certamente para Y.

As convergéncias em probabilidade e quase-certa ndo implicam convergéncia em
média. A convergéncia em distribuigio também ndo implica convergéncia de momen-

tos e nem mesmo a existéncia deles. Pode-se comprovar este fato supondo que ¥, tem
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fungao densidade
faly) = (1 —e™)dly) + e {m(1 + yz)}—l,

onde ¢(y) é a funcio densidade da normal reduzida. Assim, fa(y) ¢ uma combinagéo
linear das fun¢des densidades das distribuiges normal e Cauchy e converge rapidamente

em distribuigio para a normal reduzida, mesmo sem seus momentos existirem.

As quatro formas de convergéncia apresentadas aqui podem ser ilustradas no expe-
rimento de infinitos ensaios de Bernoulli independentes. Seja Y, a proporgao de sucessos
nas n repeticbes de Bernoulli independentes, cada uma com probabilidade de sucesso p
constante. Tem-se:

Y, Zip, V.25,

\/H(Y;z —P) l} N(D, 1)’ \/T_?’(YR_P) P

{p(1—p)}7? (log log =) '
V¥ - p) ;L‘:;U e Y, i>p.

(log log n)i/2

Ordens de Magnitude

Os simbolos o(-) (“de ordem menor que®) e Of-) {“de ordem no méximo igual a”) sdo
‘usados para comparar as ordens de magnitude de seqiiéncias de constantes {b,}, {e.}.
Escreve-se b, = o(c,) se %: —3 ) quando n —+ oo e b, = Oc,) se a razio b.fe, é
limitada quando n - co. Assim, supondo n suficientemente grande, b, = o(c,) implica
que a ordem de magnitude de {b,} é menor que a de {¢,}, enquanto que b, = Oc,)
significa que a ordem de magnitude de {b,} é no méaximo igual & ordem de {¢,}. Neste
termos, b, = o(n~") implica que b,n — 0 quando n ~—+ oo, enquanto b, = O(n™!)

significa que b, < k/n para alguma constante k quando n é suficientemente grande.

As ordens de magnitude acima s&o trivialmente generalizadas para varidveis aleatérias.
Diz-se que Y, = op(by,) se %’: P35 0. Em especial, ¥, Like equivalente a ¥, = k£ +0,(1).
Por outro lado, diz-se que ¥, = O,(c,) se a seqiiéncia {%:’-:-} ¢ limitada em probabilidade
para n suficientemente grande. Mais explicitamente, se ¥; = O,(e,) entdo, para todo
€ > 0, existern constantes k, e ng = no€) tais que P({Yy| < ¢uk,) > 1 — € quando n > ny.

Adicionalmente, se ¥, =+ Y, entdo Y, = On(1).
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Um caso especial importante é quando Var(Y,) < % se n > ng para algum v > 0
finito. Entdo, ¥, = E(Y,) + Op(r=1?). Se, além disso, E(¥;) = g+ O(n~1/?) obtém-se o
resultado Y, = p + O,(n~1/?), que especifica a taxa de convergéncia em probabilidade de

Y. para p.

Mais genericamente, para duas seqiiéncias {¥,} e {X,.} de varidveis aleatérias, a
notagio Y, = o0,(X,) significa que ¥,/ X, £, enquanto ¥, = Ou(X,) significa que a
seqiiéncia {¥,./X.} é Oy(1).

E facil verificar que as ordens de magnitude 0,0, 0, € O, satisfazem igualdades tais
como: O{n~*)0(n™) = O(n~*?), O,(n=*)0(n?) = Op(n="%), Oy(n=")op(n?) =

0p(n=), 0,(n")0(n") = o, (n=o~), etc.

Normalidade Assintdtica

A seqiéncia {Y,} € assintoticamente normal se existem seqiiéncias de constantes
{aa}, {ba} tais que (Yn — an)/b, —=+ Z, onde Z tem distribuigio normal reduzida
(Z ~ N(0,1)). As constantes a,, b, sio denominadas média e desvio padrio assintéticos
de Yy, respectivamente. Ndo hd conexdo direta entre as constantes a,,b, ¢ 2 média e o
desvio padrio de Y,, embora estas constantes representem realmente em varios casos bem
comportados, a média e o desvio padrio de Y., respectivamente. Por exemplo, a varidvel
qui-quadrado padronizada (x2 — n}/+/2n é assintoticamente normal. O grande interesse
em obter a distribuigdo normal assintdtica é aproximar os quantis da distribuicio de ¥,

por aqueles da distribuigio N(a,,b2) (vide Secio 3.3).

Embora a normalidade assintética seja uma caracterfstica freqliente ¢ desejével na
pratica, existem definigdes similares que se aplicam & convergéncia para outras distri-

buigdes, tais como exponencial, qui-quadrado, Poisson e valor extremo.

Desigualdade de Bienaymé-Chebyshev

.
Seja Y uma varidvel aleatéria de média e variincia finitas. B possivel, a partir destes

momentos, calcular alguns limites de probabilidade na variabilidade de V. A desigualdade
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de Bienaymé-Chebyshev é expressa (para todo € > 0) como

P([Y — E(Y)| > eVar(Y)"/*) < e,

Se Y & uma soma de n varidveis aleatdrias iid, o teorema central do limite (Segdo 2.5)
mostra que a probabilidade acima tende para 2®(—¢) quando n ——+ oo, onde B()éa

fungéo de distribuigiio acumulada (fda) da distribui¢do normal N(0,1).

2.2 Funcao Caracteristica

A fungio caracteristica de uma varidvel aleatéria ¥ tendo fungio de distribuicdo F (v) é
definida por
. +eoo
o) = E(e) = / VAR (y), (2.1)

00
onde i = /=1L e t € R. Sejam dois exemplos: para a distribui¢ao de Poisson P(A)
de pardmetro A, p(t) = exp{A(e® — 1)}, e para a distribuicdo normal N(y,¢%), (1) =
exp(it & — t*a2/2).
Supondo certas condigdes gerais, a funglo caracteristica determina completamente
a fungio de distribuigio. Este fato permite determinar resultados de grande interesse
na teoria assintética. Em indimeras situagbes envolvendo fungdes lineares de varidveis

aleatérias independentes, o uso da fungdo caracteristica possibilita determinar a distri-

buigio da fungio linear em consideragio (vide Sego 2.4).

Se o r-ésimo momento u de Y existe, ¢(t) pode ser diferenciada k vezes (0 < k <)

em relagio a t e tem-se

(k)
”.k:‘Pik(O)’. 0<k<r,

com @O(2) = p(t). Assim, (t) pode ser expandida na vizinhanga de ¢ = 0 como

o (i) .
p(t) =1 +kz_:p.k—k[—+o(i ). (2.2)
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O logaritmo de (¢) também apresenta uma expansio similar & expansio de (%)

log (P an( )k tr) ,

k=1

onde os coeficientes xx(k = 1,2,...) séo denominados de cumulantes. Evidentemente,
k
K = flpd—l‘ﬁgﬂh:g para 0 < k < r. Na Seglo 2.3, mostra-se que % é um polinémio em
Hse -0l € {2y, 6 um polindmio em &y, . .., k.
Define-se a transformagio linear Z = aY + b e sejam @y (t) e wz(t) as fungdes carac-

teristicas de ¥ e Z. Mostra-se, facilmente, que
ibt
pz(t) = e“py(at) .

Em especial, se Z é uma varidvel aleatéria padronizada, isto é, Z = (¥ — y)/o onde
p=E(Y)eo=Var(Y)? vem

wz(l) = exp (—%:—i) oy (5) .

Quando Z = Y + b, z(t) = "y (i) e, entdo, log pz(t) = bit + log wy(t). Logo,
uma translagiio da varidvel aleatdria Y altera somente o coeficiente de it na expansio
de log @5(t), ou seja, os primeiros cumulantes de Z e Y estdo relacionados por #;(Z) =
£1(Y) + b, mas os demais cumulantes de Z e Y sfo iguais x,(Z) = #,.(Y) para r > 2.
Por causa desta semi-invarifncia por translagio, os cumulantes sio também chamados de

semi-invarianies.

Exemplo 2.1 Suponhe que Y tem distribuicdo gama (Y ~ G(p, a)) com pardmetrosp e

a, ambos nimeros reais positivos. A fungdo densidade de Y ¢ dada por

fly) = aPy" e ¥ [T(p) ,

onde I'(p) = f5° v"~'e~%dz € a fungfio gama definide para = real ou complezo. A fungdo
caracteristica segue de
af [ ahit), p-1
(,ot=—[ et ¥ dy .
) I{p) Jo
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A substituicdo z = y(a — it) implice

aP o
p(t) = ——ﬂl"(p)(a—it)?/o e~ 2" dz

e, finalmente, p(t) = (1 — £)7P, Assim,

p., , plp+1) ()
pt) =1+ Jit+ =g— 5+

produz os momentos ), = pfa, uh = p{p+1)/o?, ph = p(p+1)(p-+2)/a®, ete. Os cumu-
lantes sio diretamente obtidos de log (1), O k-ésimo cumulanie ri; de Y ¢ o coeficiente

de (i) [k] em —plog(l — £) e, portanto, s = (k — 1)lpa, k=1,2,...

Conhecendo a fungio de distribuigio F(y), a fungio caracteristica pode ser obtida de
(2.1). A reciproca também é verdadeira e a fungiio caracteristica determina univocamente
a funciio de distribuigio. Em muitos problemas de inferéncia estatistica é mais fécil cal-
cular a funcdo caracteristica do que a correspondente fungio de distribuigio. O problema
que surge é como calcular a funcio de distribuigio a partir da fungéo caracteristica. A

resposta segue da férmule de inversdo.

Assim, dado (1), a correspondente fungio de distribuigio F(y) ¢ obtida de

P - POy = & [ 2.3
_ = PN ¢ .
W)= FO) = 5 [ (0t (23
suposta continua em y e 0. Adicionalmente, se [T |p(£)]di < oo, a funcéo caracteristica
determina univocamente a fungfio densidade f(y) = %ﬂ de uma distribuicdo continua

por
=g [ el (2:4)

A demonstracio de (2.3) e (2.4) pode ser encontrada em Wilks (1962, p.116), Fisz (1963,
p.116) e Rao (1973, p.104). Comparando as férmulas (2.1) e (2.4) pode ser constatado
o tipo de relagiio reciproca entre f(y) e (i). Apresentam-se agora dois exemplos de

determinacio da fungio densidade a partir da fun¢fio caracteristica.

Exemplo 2.2 Obiém-se aqui a fungdo densidade correspondente d fungdo caracteristica
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o(t) = e /. Da equagiio (2.4) vem

_ _1_ tee —ity —t2/2
H@) = g [T eive g

1 pre t+iy)? iy)?
= -2-;[OO exp {——-—( +2331) }exp{—(zg) }dt
1 vy 1 j+oo (t+y)?
= == = —= ——— L dt
om P ( 2) Vor J-oo e"p{ 3
e, finalmente, f(y) = 712—#13‘”2/2, que € a fungdo densidade do distribuicdo normal reduzida.

Exemplo 2.3 Deseja-se caleular @ funcdo densidade correspondente & fun¢do carac-
teristica o(t) = e"¥. De (2.4) vem

1) =5 [ ey

T oo

e, por simetria,
oo o oa
f(y) = j e~ cos(ty) dt = —e“cos(ty)lu - yjo e'sen(ly) dt =1 —y*n f(y) .
a

Eogo, f(y) = m, ¥ € R, que ¢ a fungdo densidade da distribuicdo de Cauchy.

A equacio (2.3) contém F(0) e a determinagio desta quantidade pode ser evitada

usando a férmula de inversido alternativa
_1 1 o0 SEy, ity dt
Fly)= 5+ 50 [T {eo(-t) = ) .

No caso de distribuigGes discretas nos inteiros nio negativos, a férmula correspondente A

equagdo (2.4) é
]. L _i
PY =y)= %/_ﬂ e~ te(1)dt,
com alterago apenas nos limites de integragio.

Como a fungio caracteristica determina univocamente a fungio de distribuicao, o

problema de convergéncia em probabilidade de uma seqiténcia de varidveis aleatérias
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pode ser resolvido através da convergéncia da seqiiéncia correspondente de fungdes ca-
racterfsticas. Este principio fundamental, de grande interesse na teoria assintética, é

conhecido como o teoreme da continuidade (Levy, 1937; Cramér, 1937), descrito abaixo.

Teorema da Continuidade

Seja {Y¥,} uma seqiiéncia de varidveis aleatérias tendo fungdes de distribuicdo Fy, Fa,... e
com fungdes caracteristicas correspondentes o1, @2, . . . Se ¢, converge pontualmente para
um limite ¢ e se p & continua no ponto zero, entio existe uma fungio de distribuigdo &

de uma varidvel aleatéria ¥V tal que Y, 2, Y, sendo (¢ a fungio caracteristica de Y.
Da defini¢io de convergéncia em distribuigio de uma seqiiéncia {Y,} de varidveis
A D . n .
aleatdrias, i.e., ¥, —+ ¥, usa-se também uma notagho equivalente F, — F para as

funcoes de distribuicio de ¥, e Y.

Corolario
Supondo que as fungdes de distribui¢io F, Fi, Fs,... tém fungdes caracteristicas corres-
pondentes ¢,w;,2, ..., entdo as seguintes proposi¢es sdo equivalentes:

i) F,— F;

ii) Jim wn(t) = @(t), para qualquer ¢ € IR, e p(t) sendo continua em ¢ = 0;

ii1) nllﬁlo_/ gdFy, = jng, sendo ¢ uma fungdo continua limitada, Le., |g] < ¢ para
algum ¢ € IR.

Se F, — F', e I é continua, entio a convergéncia é uniforme, ou seja, lim sup |Fn(z) —
N30 4

F|=0.

2.3 Momentos e Cumulantes

As fungbes geratrizes de momentos (fgm) e de cumulantes (fgc) de Y sfo definidas por
M(t) = E(e'Y) e K(t) = log M(t), respectivamente. Observe-se que a fungdo carac-
terfstica @(t) é expressa diretamente pela fgm M(t) através de () = M(it). Quando a

fgm ndo converge para ¢ real num intervalo contendo a origem, trabalha-se geralmente
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com & fungdo caracteristica, que existe sempre para ¢ real e determina univocamente a
distribuigdo. Evidentemente, M(t) e K(#) tém a mesma propriedade geradora de mo-
mentos e cumulantes que (1) e log p(t), respectivamente. Com efeito, p!. = MU)(0) e

%, = KU)(0), onde o sobrescrito (r) indica a r-ésima derivada em relagio a ¢.

Exemplo 2.4 Para a disiribuicdo normal N(u,0%) obtém-se, facilmente,
1
M(t) = exp (t,u + 515202)

e, entdo, K(t) = pt + Lo*t%, de modo que 5y = pt, k2 = 0 e k. = 0 parav > 3, Comeo

todos os cumulantes do normel, acima de segunda ordem, sdo nulos, a prozimidade de
uma distribuicdo pela distribuicdo normal pode ser determinada pelas magnitudes de seus

cumulentes. Este fato revela a importincia dos cumulantes na teoria assinidtica.

Exemplo 2.5 Suponha que Y tem fungdo densidade na familie exponencial

f(y) = exp{y0 - b(0) + a(y)}, y € Ry . (2.5)

A condigdo de normalizagdo

S, xplv0 =80} + a(w)}dy =1

implica para lodo
M(t) = [ explyt+y0—b(6) + aly)}dy

e, entdo, a fgm de Y € dadu por

M(t) = exp{b(6+1) — b(6)} -

A fge de Y segue como K() = log M(2) = b(6+t)—b(9). Logo, o r-ésimo cumulante de Y
€ dado por k, = K)(0) = bU'N(8). Assim, a fungdo b(0) na famdlia exponencial (2.5) gera
os cummulantes de Y. A fungdo b(8) estd relacionade diretamente & log-verossimilhanca de
0 ¢ este fato representa uma das maiores motivagées para o uso de curulantes na teoria

assintdtica.
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Seja Y uma varidvel aleatéria e Z = a¥ + b uma transformagdo linear de Y. E
facil verificar que os r-ésimos cumulantes de Z (k.(Z)) e Y (r,(Y)) sdo expressos por
ke(Z) = a"w,.(Y). Assim, os cumulantes padronizadosde Z e Y definidos por pr = .‘cr/ﬁzg”2
sdo iguais, i.e., pr{Z) = p(Y). Logo, os cumulantes padronizados de varidveis aleatorias
sio invariantes segundo transformagoes lineares. Os momentos tém uma vantagem sobre
os cumulantes devido & interpretacio (fisica e geométrica) simples. Entretanto, os cu-
mulantes na teoria assintética sio de maior interesse que os momentos, principalmente
porque se anulam para a distribuigio normal e, com uma simples padronizagio, se fornam
invariantes segundo transformagdes lineares. Mostra-se, a seguir, que o conhecimento de

momentos e de cumulantes até uma dada ordem sio equivalentes.

A fungfio peratriz de momentos M(f) pode ser representada pela expansio

)
M) =1+ zk:wk% (2.6)

suposta convergente para todo |¢| suficientemente pequeno. A soma ilimitada em (2.6}
pode ser divergente para todo real [¢| > 0 porque alguns dos momentos de ordem superior
sdo infinitos ou porque os mamentos, embora finitos, aumentam rapidamente, forgando
a divergéncia. Neste caso, trabalha-se com expansdes finitas até um certo nimero de
termos, especificande a ordem do erro como fungfio do tamanho da amostra n ou de

alguma quantidade relacionada a n.

A fungio geratriz de cumulantes é expandida como
tk
K()= ?ﬁkﬁ . (2.7)

Das equagdes (2.6) e (2.7) vem

£k t*

oxp (zm@) S S
k M k *

Expandindo em série de Taylor a funcio exponencial anterior e igualando os coefi-

cientes de mesma poténcia em #, expressam-se os momentos em termos dos cumulantes
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de mesma ordem e de ordem inferior. Os seis primeiros momentos sio:
By = K1, gy = Ko + KT, gh = K3+ 3kaky + K], pf = ky + dkary + 363 + 6kan? 4 k1,
g = Ks + Bkars + 1032 4 10k3nF -+ 1552k + 108263 + &3, 1h = kg + Brsiy + 158450
+15k4%3 + 1083 + 6083k2k1 + 205387 + 1553 + 456262 + 15k0k" + K.

A inversdo das equagdes acima pode ser obtida diretamente destas férmulas ou, mais

facilmente, expandindo o logaritmo abaixo em série de Taylor

t* t*

e igualando os coeficientes de mesma poténcia em ¢. Encontram-se,
Ra =y, Kp =y -, Ka = py — Spaph + 208, ke = pl — dphp — 3ug + 12uh 7
=6, k5 = prg — Byl — 10p5pah + 205 + 30pF g — 60uhu® + 24077,
w6 = g — Bpspy — 18upes + 30pip? — 1005 + 120php0p] — 120507 -+ 30p5
—270pF pff + 360yt — 120078

Assim, existe uma relagio biunivoca entre momentos e cumulantes. Entretanto, os
cumulantes oferecern mais vantagens em termos estatisticos do que os momentos. En-
tre estas vantagens, citam-se: (a} muitos cilculos estatisticos usando cumulantes sio
mais faceis do que os calculos correspondentes através de momentos; (b) para varidveis
aleatérias independentes, 0s cumulantes de uma soma sio, simplesmente, somas dos cumu-

lantes das variaveis individualis; (c) séries do tipo Edgeworth para aproximar densidades

e distribuigbes (vide Se¢iio 3.3) e logaritmos de densidades sdo expressas de forma mais,

conveniente via cumulantes ao invés de momentos; (d) os cumulantes de intmeras dis-
tribuigdes podem ter ordens pré-estabelecidas, o que nao ocorre com os momentos; (e)
considerando a aproximacio normal (vide Secbes 3.3 e 3.10), os cumulantes (mas nio os
momentos) de ordern superior a um valor especificado podem, usualmente, ser ignorados,

pois tendem a zero mais rapidamente que os demais quando o tamanho da amostra cresce,

Além destas vantagens, os cumulantes tém interpretacdo simples. Os dois primeiros

cumulantes sfo o valor médio e a varidncia da varidvel ¥ em consideragio. O tercei-
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ro cumulante é uma medida de assimetria da distribuigio de Y no sentido de que x3 é
zero quando Y ¢ distribu/da simetricamente. Entretanto, x3 = 0 néo é uma condigao
suficiente para Y ter distribuigho simétrica. Para termos simetria a distribuigio deve
ser univocamente determinada pelos seus cumulantes e todos os cumulantes de ordem
fmpar devem se anular. O quarto curmulante é uma medida de curtose da distribuicio de
Y. Os cumulantes de ordem superior a quatro podem ser interpretados como medidas
de nio-normalidade, pois eles se anulam quando ¥ tem distribuigiio normal. Na teoria
assintética os cumulantes padronizados p, = rcr/fcgn, para v = 1,2,..., s80 mais impor-
tantes, principalmente ps e ps, por causa da invarifncia segundo transformacdo linear e

por terem ordens pré-estabelecidas.

Em muitas situacBes é mais ficil trabathar com momentos centrais (p,) do que com
momentos ordindrios (). Existem relacdes simples de recorréncia entre esses momentos.

Tem-se p» = E{(¥ — p{)"} e desenvolvendo o binémio vem:

=3 (,’;) sho(—)F

k=0

Analogamente,
-
T :
L tk
e =3 (k) T
Em especial, relagdes entre cumulantes e momentos centrais sao bern mais simples do que
entre cumulantes e momentos ordindrios. As seis primeiras so:

p1 =0, pa = Ky, iz = Ka, Ha = kg + 353, ps = £ + 10Kaks,

He = kg + 15K284 + 105‘.?‘; + 15#:.2

Ky = fi2, K3 = fia, Ka = pia — 3413, Ks = fis — 10piapts,

Kg = g — 15uapg — 10p3 + 3043,

Exemplo 2.8 Suponha que Y tem distribuigio binomial B(n,p) com pardémetros n e p.
Tem-se M(t) = (1 —p+ pet)®, K(t) = nlog(1 —p+pet) € p(2) = M(it) = (1 —p+pe)™.
Calculam-se, facilmente, ky = g} = np, x3 = pz = np(l — p), &3 = puz = np(l — p)(1 -
2p), pta = 3n*p*(L — p)* + np(l — p)(1 — 6p + 6p%) € x4 = np(1 — p)(1 — 6p -+ 6p%).
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Assim, os cumulantes padronizados ps = r3fkd” € py = KefK} de Y sdo

1-2 1—6p + 6p?
A, _1-Gptep
np(1 — p) np(l — p)

Note-se que p3 e p; — 0 quando n ~— co. Este resultado estd de acordo com o teorema
de DeMoivre-Laplace (Segio 2.5) que mosira que a distribuigdo binomial padronizada

tende pare o distribuicdo normal quande n — oo.

Na Secdo 2.2 mostrou-se que os momentos de uma varidvel aleatéria, se existirem,
podem ser calculados derivando a fungio caracteristica e que, também, a fungdo carac-
teristica determina a distribuigdo. Entretanto, isto nio implica que o conhecimento dos
momentos determine completamente a distribui¢io, mesmo quando os momentos de todas
as ordens existem. Somente segundo certas condigdes, que felizmente sio satisfeitas para
as distribuicdes comumente usadas na teoria assintética, é que um conjunto de momentos
determina univocamente a distribuigio. Em termos priticos, o conhecimento de momen-
tos, quando todos eles existem, é em geral equivalente ac conhecimento da distribuicio,
no sentido de que é possivel expressar todas as propriedades da distribuigio em termos

de momentos.

Em algumas situagdes, os momentos sio mais facilmente obtidos através de outros
métodos que nio o de derivar () ou M(f). Uma pergunta pertinente é: Quais as
condicdes para que uma seqiiéncia de momentos p}, 5, ... de uma varidvel aleatéria ¥
determine univocamente a fungio de distribuigio de ¥'? Uma condigdo suficiente devida
a Cramér (1946) ¢ a seguinte. Seja F(y) uma fungéio de distribuiciio cujos momentos
M, £=1,2,..., sdo todos finitos. Se a série f: % é absolutamente convergente para
algum ¢ > 0, entdo F(y) é a inica fungéo de diﬁlc"ibuigéo cujos momentos correspondentes
sio ignais a pf, k=1,2,...

No caso da varidvel aleatéria ser limitada, i.e., se existirem nimeros a e b finitos (a < b)
tais que F(a) = 0 e F(b) = 1, entdo sua funcio de distribui¢io F(y) é univocamente

determinada pelos momentos g}, k=1,2,..., desde que todos eles existam.

Uma dificuldade que surge no célculo de momentos e cumulantes para demonstrar re-

sultados de natureza genérica em teoria assintética é que o conjunto infinito de momentos °
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(ot cumulantes), pode ndo ser suficiente para determinar a distribuigao univocamente.
Por exemplo, Feller (1971, Secio VIL.3) apresenta um par de fungdes densidades distintas
produzindo momentos idénticos de todas as ordens. A ndo-unicidade ocorre quande a
funcio M(t) nio é analftica na origem. Em um grande nimero de problemas, pode-se
evitar a nao-unicidade incluindo a condicio de que a expansfo (2.6) seja convergente para

[{] < 4, onde & > 0.

Finalmente, suponha que {¥,} ¢ uma seqiiéncia de varidveis aleatérias com fungdes de
distribuigio Fy, Fy, ... e cujas seqliéncias de momentos sdo conhecidas. Seja g, 0 r-ésimo
momento de Y,, suposto finito para quaisquer n e r. Apresenta-se, agora, um critério
simples baseado em momentos para determinar se Y, 2, Y. Suponha que nlg{.lo B = Hrs
onde p!. é finito para toda r. Se F,, — F, entéo ug, 419, 415, - - - € a seqliéncia de momentos
correspondente a F. Em sentido inverso, se puf,p, 15, . .. determina univocamente a
distribuigio F(y), entio F, — F. A demonstragio deste resultado pode ser encontrada

em Kendall e Rao (1950).

2.4 Somas de Varidveis Aleatérias Independentes

O célculo de distribuigdes assintéticas de somas de varidveis aleatdrias independentes é
muito freqitente em inferéncia estatistica. Esta segio trata de algumas propriedades das
somas de varidveis aleatérias independentes supondo um niimero = finito dessas variaveis.

Na Segéo 2.5 e no Capitulo 3 consideram-se propriedades das somas quando n — co.

Sejam Y),..., Y, varidveis aleatérias iid, copias de uma varidvel aleatdria Y. Seja
ki3

Sa = ZY} a soma das n varidveis supondo que todos os momentos de ¥ existem e que
=1
E(Y) =y e Var(Y) = o*. Tem-se E(S5,) = np e Var(S,) = no”.

Em calculos estatisticos é comum padronizar a varidvel aleatéria de interesse de modo
que uma distribuigio limite nfo-degenerada seja obtida quando n ~—+ co. Em geral,
padroniza-se a nova varidvel de modo que ela tenha, exatamente ou aproximadamente,

média zero e varidncia constante, on mesmo unitaria. Assim, obtém-se a soma padronizada
5* = (8, — nu)/(\/no), que satisfaz BE(S:) =0 e Var(S;) = L.
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A fym Ms,(t) de Sn ¢ calculada a partir da fym My (¢) de ¥ através de

Ms, (1) = B(e'*) = [ B = My(o

e, portanto, a fgc Ks,(t) € simplesmente um mdltiplo da fge Ky (2)

Ks,(t) =nKy(t). (2.8)

Logo, os cumulantes de S, sio simplesmente iguais a n vezes os respectivos cumulantes

de Y, ou seja,

E:(Sn) = nk(Y) (2.9)

parar > 1. A equagdo (2.9) apresenta um forte motivo para se trabalhar com cumulantes
no contexto de somas de varidveis aleatérias iid. Da equagio (2.9) obtém-se os cumulantes

padrenizados de S, como

pS(Sn) = pi;l’:)! P4(Sn)

7?. nr/? —1

e, assim, estes cumulantes decrescem em poténcias de 1/4/%. Este fato também é muito
importante no desenvolvimento das expansées de Edgeworth apresentadas na Segio 3.3.
Os cumulantes padronizados de S sio iguais aos correspondentes cumulantes de S, devido

4 invaridncia segundo uma transformacio linear.

A funcéo densidade exata de S, (ou S;) pode ser calculada pela convolugdo (soma
ou integral), quando n é pequeno. Assim, no caso continuo, onde as varidveis sio iid com
fungdo densidade fy (y), a fungéo densidade fs, (s) de S, é expressa pela integral mdltipla
de dimensdo n — 1

fouls) = f{va. ) }fyﬂ( Zy.) 11 v

i=1

No caso discreto esta integral deve ser substituida por um somatério. As funcdes de
distribuicdo de S, e S seguem de Fs,(2) = fZ, fs,(s)ds e Fsu(z) = Fs,(ng + y/no2),

respectivamente.
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O célculo algébrico da fungio densidade de S, pela férmula da convolugio sé € 1til
para valores pequencs de n ou em casos especiais. Na pratica é mais comum determinar
a distribuicio exata de S, a partir da férmula de inversio (Secdo 2.2) ou do critério de
reprodutividade da funciio caracteristica dado a seguir, ou entdo através das aproximagdes

assintéticas quando n — co (vide Segdo 2.5 e Capitulo 3).

Pare. a determinagio numérica da integral relativa & fs,(s) dada anteriormente
aproxima-se, em geral, a funcio densidade fy(y) de ¥ por uma fungdo densidade conhe-
cida g(y), onde as convolugdes podem ser calculadas explicitamente em forma simples.
Considera-se, assim, fy(y) = g(y) + &(y), onde §(y) é uma pequena perturbagio. Em
especial, a escolha de &(y) pode ser 8(y) = g{y) L. ¢-p-(v), onde {p,(¥)} é um conjunto
de polindémios ortogonais associados a g(y) (vide Secfo 3.2). Neste caso, pode-se ter uma

expansio para a convolugio onde os termos principais sio facilmente calculados.

No contexto das aplicagbes, as fungdes caracteristicas fornecem os métodos mais pode-
rosos para determinar a funcio de distribuigio de somas (e médias) de varidveis aleatérias
independentes. ©m especial, a funcio caracteristica ¢s, (t) de S, tem a propriedade do
produto linear similar aquela de Mg, (). Assim, no caso de varidveis aleatérias inde-
pendentes Y},..., Y, com funcbes caracteristicas respectivas 1 (t),...,wa(t), a fungio

caracteristica de 5, = ZY,- ¢é dada por

i=1

esn(t)= [T it) (2.10)

Quando as varidveis aleatérias sio iid, as funcdes caracteristicas de S, e da média Y, =

Sa/n sio iguais a @(t)® e (L)", respectivamente, e a funcio caracteristica de S segue

de
s =exp (Y2 () 1)

O resultado (2.10) da funcéo caracteristica de uma soma de varidveis aleatérias inde-
k

pendentes é facilmente estendido para uma combinagéo linear Z = Z ¢Y;. Sendo ¢;(t;)
i=1

k
a funcio caracteristica de Y;, i = 1,... k, tem-se wz(t) = [[ wilcit)-
=1
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A fungio de distribuigio de 8, (ou Y7,), pelo menos em teoria, pode ser determinada
a partir da sua fungdo caracteristica em (2.10) usando a integral (2.3), embora em cer-
tos casos a avaliagio desta integral seja diffcil. Em muitas situagbes onde as varidveis
aleatrias sio #d, a determinagio das fungdes de distribuigio de S, e ¥, pode ser feita
a partir do critério de reprodutividade da fungio caracteristica. Segundo este critério, se
@y (t;9) é a funcio caracteristica de ¥, que depende de um certo vetor # de pardmetros

da sua distribuicdo, entéo a fungiio caracieristica de S, pode ser expressa por

©s,(10) = v (4 0)" = vy (t;nf) .

No caso do critério acima ser satisfeito, S, tem a mesma distribuicio de ¥ a menos

da permuta do vetor de pardmetros # por nf. Por exemplo, baseando-se neste critério, ¢
n

facil mostrar que se Y tem distribuigao B(m, p), P(u) e N{u,0?), entdo S, = 3 Y tem

i=1

distribuicio B(nm,p), P(ny) e N(ng, no?), respectivamente.

2.5 Teoremas Limites

A Begio 2.4 tratou do cdlculo da distribuigdo de uma soma de variiveis aleatdrias iid
supondo n fixo. Esta segio apresenta resultados importantes sobre a distribuiio da
soma de varidveis aleatérias iid quando n — co. Estes resultados consistem em teore-
mas limites bastante iiteis na inferéncia para aproximar distribuigses de estatisticas (em
grandes amostras) pela distribui¢io normal. Nas aplicacies verifica-se que muitos desses
resultados assintdticos fornecem boas aproximacdes em amostras moderadas. Qs teore-
mas limites mais citados sio aqueles de Lindeberg-Lévy, Liapunov, Lindeberg-Feller e a
integral de DeMoivre-Laplace. A grande maioria destes teoremas foi desenvolvida entre
1920 e 1945 por B.W. Gnedenko, A. Khintchin, P. Lévy, J.W. Lindeberg ¢ A.N. Kolmogo-
rov. Um estudo detaihado pede ser encontrado em Wilks (1962, Capitulo 9), Fisz (1963,
Capitulo 6), Feller {1971, Capitulo VIII} e Rao (1973, Segio 2c).

Seja {¥,} uma seqiiéncia de varidveis aleatérias iid, S, = i Y; a soma das n primeiras

n=1
observagdes e Y, = Sp/n a sua média. Quando se conhece apenas a média EY)y=u
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da seqiiéncia, as conclusdes sobre o comportamento de Y, para n grande sio dadas pelas

Leis Fraca e Forte dos Grandes Ndmeros apreseniadas a seguir:

Lei Fraca dos Grandes Niimeros
Se existe E(Y}) = g < oo, entdo Yp 2y
Lei Forte dos Grandes Nimeros

Uma condigio necessaria e suficiente para ¥, — p ¢ que exista E(Y;) e E(Y:) = p.

Quando se conhece a média E(Y;} = g e a varidncia Var(¥;) = ¢° da seqiéncia,
pode-se trabalhar com o teorema central do limite, que mostra o papel de destaque da
distribuigdo normal na teoria assintética. O teorema central do limite é um nome genérico
para qualquer teorema dando a convergéncia (em distribuigio) de uma soma de varidveis
aleatérias para a distribuigio normal. Formas cldssicas deste teorema se referem a soma de
varigveis aleatdrias independentes. No contexto de teoremas limites algumas vezes usam-
se os termos “global” ¢ “local” para se referir as convergéncias das fungges de distribuigio
e densidade, respectivamente. O termo “teorema limite local” é também usado quando
uma fungiio de probabilidade discreta é aproximada por uma fungio densidade (vide
teorema de DeMoivre-Laplace a seguir). Se, 21ém da média y, a varidncia o da seqiiéncia
{Y,,} é também conhecida, pode-se obter mais informagdo sobre o comportamento de Y.
quande n — co. No contexto de varidveis aleatdrias iid, o teorema central do limite
de Lindeberg-Lévy representa a forma mals simples dos teoremas centrais de limite mais

gerals.

Teorema de Lindeberg-Lévy

Seja S = -"3“7_;7’;& = {75(7,i — u) a soma padronizada de n varidveis aleatdrias #id. Se os

2 existem e ambos sio finitos, entdo

dois primeiros momentos E(Y;) = p e Var(¥;) = ¢
8 2y N(D,1), ie.,

Jim P(S; S v) = 3(y) - | (212)

Comeo a distribuigio limite é continua, a convergéncia da fungio de distribuigio de S}

para ©(-) é uniforme e, entdo,

{P(S; Sta) = 2(ta)} — 0
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quando n —+ 00, onde ¢, pode depender de n de qualquer forma.

Seja p(t) a funglo caracteristica de ¥; — g. Como E(Y; — p) = 0 e Var(¥; — ) = o2

obtém-se, expandindo p(t) como em (2.2},
2t2
pt) =1— T +alt?) .

n

A fungdo caracteristica de Sy = Y (Vi — p)/ov/n é psa(t) = p(55=)" Logo,

1=1

oo ()

e, portanto, lim ¢s:(t) = e~#/%. Como ¢~**/? é a fungdo caracteristica da distribuicio
! nSco ‘P g g

normal N(0,1), a equagdo (2.12) decorre do teorema da continuidade.

A convergéncia 7 —23 N(0,1), ou equivalentemente, oY, —u) 2 N(0,1)
representa o resultado central da teoria estatistica, pois permite construir intervalos de
conflan¢a aproximados e testar hipéteses sobre g usando a média amostral ¥, e sua

distribui¢do normal N{y, %) aproximada.

A equagio (2.12) garante que a fde da soma padronizada SF converge para a dis-
tribuigio normal reduzida. Entretanto, a fungdo densidade de S nio converge neces-
sariamente para a fungdo densidade da distribui¢io normal redﬁzida, pois as varidveis
aleatérias Y3, ..., Y, podem ser discretas. H4 condigées bem gerais que garantem que a
fungic de proba.bilidade de S} pode ser aproximada no caso discreto pela fun¢io densi-
dade ¢(z) = "’2’2 da distribuigae N{0,1). O leitor deve consultar na Secio 3.10 as

aproximacdes baseadas na distribui¢io normal para algumas varidveis aleatdrias discretas.

Teorema Central do Limite (Local) para Densidades

Seja Fsa(y) = P(S; < y) a fda de S; no contexto de varidveis aleatérias #id. Entdo, S*

tem uma fungio densidade continua fs, (y) = Eﬂ@ para todo n suficientemente grande

€

lim fs3(y) = $(y) (213)

=300
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uniformemente em y € IR se, e somente se, existir um inteiro & > 0 para o qual a fungéo

caracteristica comum {t) de V3,..., ¥} satisfaz

i (o)t < o0 . (2.14)

O tecrema seguinte é um coroldrio do teorema de Lindeberg-Lévy.

Teorema de DeMoivre-Laplace

Se S, ~ B(n,p) entéo 5 = —In=np_ pem distribuicio normal N{0,1) assintética. Além

T /re(1-p)
disso, se k = k, depende de n mas |{(k — np)/\/np(l — p)] permanece limitado quando

n — oo, entdo

P(S, = k) k—ap ) , (2.15)

"L ¢(
ynp(l—p) \y/np(l —p)

. . - - a’ﬂ
com a notagio a, ~ b, significando que lim — = 1.
n—yoo bn

A equagio (2.15) pode ser demonstrada por simples expansio de Taylor e aproximando
os fatoriais do coeficiente binomial pela férmula de Stirling (Segdo 3.5, exemplo 3.7). A
proporcio de sucessos em n ensaios Y = S, /n tem, portanto, uma distribuigiio normal

N(p,p(1 — p)/n) assintética implicando a férmula aproximada

Py < Yo < y2)=®(z2) — (z1) ,

onde 2; = (y; — p), /'p(l“—_p) para = 1,2.

O teorema de Lindeberg-Lévy é um caso especial do teorema seguinte mais geral.

Teorema Central do Limite

Seja {¥,} uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes (mas ndo necessariamente

identicamente distribuidas) com os dois primeiros momentos E(Y]) = p; e Var(¥;) = o}
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finitos para i = 1,2,... e com pelo menos um o7 > 0, Segundo condigdes gerais, tem-se

S8 - )
S = Elﬂ——m — N(0,1) . (2.16)

(%)

Virias condigBes que garantem a convergéncia em distribuigdo de S para a distri-
buigiio normal reduzida no teorema acima tém sido dadas por diferentes autores, incluin-
do generalizagdes para o caso de somas de varidveis aleatdrias dependentes. No caso de
varidveis independentes apresenta-se a seguir uma condiio suficiente (teorema de Lia-
punov} e uma condigio necessaria e suficiente (teorema de Lindeberg-Feller) para que a
convergéncia (2.16) seja satisfeita. Qutras condigBes que garantem (2.16) estio fora do

objetivo deste trabalho,

Teorema de Liapunov

Se para varidveis aleatdrias independentes a relagio

| {3 x —,u,-aa)}m

i=1

Jm Y
%)

i=1

=0

¢ satisfeita, entio segue-se (2.16).

Teorema de Lindeberg-Feller

Suponha que para varidveis aleatérias independentes, Fi(y) é a fungio de distribui¢do
de Y; e que s2 = Var(5,) = T, of satisfaz %gL — 0,8, — oo quando n — ca. A
convergéneia (2.16) é sa,tlsfelta, se, e somente se, para todo € > 0

dim 5 Zf (y — i)’ dFi(y) = 0.

l—nil>esn
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Uma conseqiiéncia importante do teorema acima estabelece a seguinte condigio: se para

algum k > 2

T
3 E(Y: - wil") = ofsy)
=1 ,
quande n —+ oo, entdo (2.16) é satisfeita.
Finalmente, torna-se de interesse pratico e tedrico caracterizar o erro do teorema
central do limite, i.e., 0 etro da aproximacio de Fs:(y) = P(S% < y) por &(y). No caso

iid tem-se a desigualdade de Berry-Esséen

sup Py) - 8(3)] < 20—t

que é vélida para todo » e implica que a taxa de convergéneia de (2.12) & n~4/2. Sob
condigdes mais restritivas na expansio assintética de Fss (y) — ®(y) em poténcias de 1//n,

pode ser demonstrado que (Ibragimov e Linnik, 1971)

413
1P (0) - @)l < ZEEZEd - oy o)

uniformemente em y.

2.6 Transformacao Funcional

Um resultado muito idtil de transformagdo funcional se refere ao comportamento as-
sintdtico de uma fungio de duas varidveis aleatérias, onde uma delas admite convergéncia
em distribuigio, ndc se impondo qualquer restricio sobre uma possivel dependéncia en-
tre essas varidveis aleatérias. Seja A(Y,,U,) uma transformacio funcional envolvendo
duas varidveis aleatdrias Y, e U/, supondo que Y, Zvev, 5 k, onde Y tem distri-
buigio ndo-degenerada e k é uma constante finita. Admitindo-se que A(y, u} é uma fungio
continua de u em u = k para todos os pontos ¥ no suporte de Y, pode-se demonstrar
que h(Yn,Un) = R(Y,k). Este resultado tem grande aplicabilidade na determinagio
de iniimeras distribuicdes assintéticas de fungdes de varidveis aleatdrias. Em especial,
Yot Up Y+ k, YU, kY e Yo /Us 2 Y/k se k # 0. Como motivacio prética,

suponha a estatistica T, = +/n(¥s — u)/s definida a partir de n varidveis aleatérias
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Y1,...,Y, iid com média u e varidncia o2, onde Y, Z Yifnes? Z Y. )/ (n-1).
A distribuigdo exata de T}, é ¢,_; (t de Student com n — 1 graus de=hberdade) Tem-se
E(s?) = o® e limnyo0 Var(s?) = 0, de modo que s* £ a2 e, portanto, s, —+ o. Pelo
teorema central do limite /% (¥, — i) —+ N(0,02). Combinando as duas convergéncias
obtém-se T, =+ N (0,1), resultado bastante conhecido de convergéncia da distribuiciio
de Student para a distribuigdo normal reduzida quando seus graus de liberdade tendem

a infinito.

Uma situagdo comum na pritica envolve a seqiiéncia {Y,} admitindo-se as con-
vergéncias Y, — peyn(Yo—p) 2 Y, onde Y tem fungho de distribuigio F arbitréria.
Logo, vn(Yu —p) =Y +o,(1) e

Yo=p+ X o op(n”1%)

7

Em muitos casos, F é a fungio de distribuigio ® da normal reduzida.

Seja {A(Y,)} uma transformagio funcional de {¥,}, sendo A(-) uma funcio qualqu'er
duas vezes diferencidvel com A'{u) # 0 ¢ A"(y) suposta uniformente limitada no suporte
de {Y;} para n > ng. Por expansio de Taylor vem

VA{h(Ya) = h()} = VAR ()Y 1)
. (2.17)
VAR~ a)

onde Z, = {u+ (1 —E)Y, para € € (U 1). Como h" ¢ limitada, o segundo termo em (2.17)

é 0y(n™'/*). Assim, a equagio de linearizagéio decorre de (2.17)

VALR(Y) ~ h(u)} = VAR ()Y — ) + 0p(1) - (2.18)

Por hipétese /nh'(1)(¥, — ) 2 A (1)Y e, entdo, (2.18) implica que

Viih(Ya) — h(p)} o,
) (2.19)
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Estimando-se h'(u) por h'(Y}) segue, também, a convergéncia

Vi{h(Ya) — h(u)}
A Zvy.

Em especial, se ¥ ~ N(0,02), entdo (2.19) conduz ao resultado

VR{h(Ya) — h(u)} 2+ N(0, K (1)*0?) .

Além disso, se ¢ = o() é uma fungio continua de , sendo estimada por ¢(Y,), obtém-se

também,
Valh(Ya) — Ap)} o
FALLCA) — N{D,1) .

Exemplo 2.7 Supde-se que /n(¥, — p) 25 N(0,0%) e sejam hi(Yz) = Y2 e ho(Ys)
VYa. Entio, Ja(Y2 — u*) 23 N(0,40%) e v/a(v/Ya — /i) = N(0,0%/(4n)).-

Os momentos centrais definidos a partir de n observagbes #id Y3,...,Y, por my =
n
a3 (Y- Y)F (k= 1,2,...) sdo freqilentes nas férmulas das estatisticas e ¢ importante
i=1
conhecer suas propriedades em grandes amostras, Parak =1e k = 2 tem-se a médiaca

varidncia amostrais. Pode-se demonstrar que (vide Serfling, 1980, Secio 2.2.3)

(1) mu 2% g

(ii) o viés de my, é dado por

E(k— 1)#;—;#2 — 2k +0(n™?);

E(mg — pr) =

(iii) a varidncia de my, iguala Var(m;) = 2 4 O(n™?), onde

Qe = ok — i — g et -+ K pagd s

(iv) Vr(mi — ) 2, N{0, ct) com o, dado em (iii).
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Os resultados (i) - (iv) sfio verdadeiros para qualquer distribuigio de ¥. Note-
se que a média e a varidncia de my estio definidas em termos dos momentos centrais

B2y Bk~1) iy S+ € pox de Y. O item (iv) para k=1 e 2 produz

Ve ¥ 25 N(0,0%) e st 25 N0, s -,

pois p; = 0 e gy = &%, Portanto,

Vs 25 N(0, (s — o)/ (4%)) .

A equagao (2.18) escrita como

W(Ya) = h(u) + K (u}Ys — p) + 0p(n™"1?)

pode ser generalizada, supondo que A(-) é uma fungfio real diferencidvel até ordem k, para

wve) = 30 P00 i gt

i=0 j!

Os momentos (e, entdo, os cumulantes) de k(Y},) até uma ordem pré-fixada podem ser
obtidos a partir dos momentos de ¥, elevando-se a expansio acima a poténcias de ordens

dos momentos a serem calculados.

Finaliza-se este capitulo tratando o problema de estabilizagdo da varidncie na esti-
magio de um pardmetro # através de uma estatistica ¥, que € assintoticamente normal mas
sua varidncia assintética depende de #. Suponha que /(Y — 8)/v(8)/2 23 N(0,1), ou
seja, v(f)/n é a varidncia assintStica de Y,. Neste caso, a regifio de rejeigdo do pardmetro 8
depende de # através de v(f) e pode nio haver a propriedade desejivel de monotonicidade
no parametro. Objetiva-se determinar uma transformacio h(Y7) para se fazer inferéncia
‘sobre T = h{f#) de modo que

@LYnT)—f_@LN(O,I),
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ou seja, a varifncia assintética £2/n de A(Y,) é uma constante independente de . Temn-se
Var(h(Y,)) = R(6)*Var(¥,) .

Entao ’-.‘2 = h'(0 21.' 9), implicando
i
dt

hﬁ:kt .
() jom

(2.20)

Dado v(#) obtém-se de (2.20) a transformacio estabilizadora e o intervalo de confianca
segue baseado em h(Y;) e 7 = h(0), i.e, /n|h(¥a) — 7| £ kzype, onde 2,2 é 0 ponto
critico da distribuigio N(0,1) correspondente ao nivel de significincia . Por exemplo,
se v(f) = 0™ e m # 1 vem h(0) = k0*~™/(1 —m). Para m = 1,2 e 1/2,A(0) iguala
k62/2,—k/0 e 2k\/D, respectivamente. Para m = 1,A(0) = klogd. Cada um desses
valores de m corresponde a uma distribuiciio importante. Sejam os casos m = 1/2 e
m = 1. O primeiro caso pode ser caracterizado pela soma 5, de n varidveis aleatérias
iid com distribuigio de Poisson P(0). Logo, S% = va(¥, — 6)/vVE 25 N(0,1) e v(8) =
0. Assim, h{0) = 2k e a varidncia da raiz quadrada de Y. é estabilizada, ou seja,
\/ﬁ(\/?_n —/B) -2 N(0,1). O segundo caso (m = 1) pode ser exemplificado pela soma
S, de n varidveis aleatérias #d com distribuicio gama parametrizada pela média 8 e pelo
parametro de forma p (vide, também, exemplo 2.1). Assim, E(Y) = § e Var(0) = 8*/p.
A soma S} padronizada é S5 = \/np(¥r — 0)/6 e v(f) = 6*/p. Entédo, h(8) = k\/plog f e

a varidncia de (Y ,) é estabilizada mediante a transformagio logaritmica. Tem-se,

vap(log Y, — log ) 2 N(0,1) .

2.7 Exercicios

1. Mostre que a variével qui-quadrado padronizada (x2 — n)/v/2n converge em distri-

buigio para a normal & (0,1). Avalie um limite para o erro desta aproximagio.

9. Mostre que a varidvel aleatéria Y com fungio densidade f(y) = {cosh(ny)}™, y €
R, tem fungdo caracteristica ¢{t) = sech(#/2).
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3.

10.

11.

12,

13.

Demonstre que os momentos ordinérios da varidvel aleatéria com fungiio densidade

fly) =ky"e“"/y, Y>0,y20s8opr =9 T(p—1-r)/T(p—1)ser<p—1eque,

caso contrdrio, os momentos nio existem.

. Justifique que a distribui¢io N{u,0?) é determinada univocamente pelos seus mo-

mentos.

. Mostre que: (a) a distribuigio exponencial cuja fungio densidade é dada por f (y) =

o~le~¥*(¢ > 0} tem cumulantes &, = o' (r—1), r=1,2,...; (b} 2 funcio exp(—t*)

ndo pode ser uma fungio caracteristica, exceto se o = 2.

. Mostre que: (a) se ¥ -2 Y, entio ¥, = O,(1); (b) se ¥, = 0,(U,), ento ¥, =

op(Un); () se Yy Dy Y e X, B3 X, entdo Y, + X, 25 ¥V + X.

. Seja o 1 (Y, — p) N(0,1). Entfio, Y, -2+ 4 se, e somente se, o, ~— 0 quando

n —F OO,

. Seja p(t) a fungdio caracteristica da varidvel aleatéria Y. Mostre que se Y é continua

limpjse0 9(2) = 0 € se Y € discreta limyooo sup |p(2)] = 1.

. Suponha as convergéncias /7(Y, — p)/o -2+ N(0,1) e r(X, — )/ /5

N(0,1), ¢ # 0. Mostre que ey/R(Y, — g)/(0X,) 2+ N(0,1).

Demonstre que as fungdes caracteristicas das distribuigbes logistica e de Laplace cu-
Jas fungbes densidades sdo f(y) = e™¥(1+e ) e f(y) = exp{—|y—pl|/o}/(20), y €
IR em ambos os casos, sdo dadas por ¢(t) = [({1—it)T(1+4¢) e p(t) = e (1+0%2)"1,

respectivamente.

Sejam (Y, — p)/on —= N({0,1) e X, = 0 e n com probabilidades 1 — n~! e n~!
respectivamente. Mostre que (¥, + X, — p)/on 2 N{0,1).

Mostre que se () ¢ a fungio caracteristica de uma varidvel aleatdria, p(£)? também

é uma fungdo caracteristica.

(2) Uma varidvel aleatdria tem momentos y!. = kf{k++), r=1,2,..., onde k > 0.

Mostre que sua fungiio densidade é f(y) = ¥*, y € (0,1); {b) uma varidvel
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14.

15.

16.

17.

18.
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aleatéria tem fungio caracteristica o(2) = (1 + %)=, Mostre que sua funcdo densi-

dade é f(y) = e /2, y € R.

Se Y é uma varidvel aleatéria tendo momentos pf = (k + r)l/kl, k& um inteiro
positivo, entdo a sua fungiio densidade é univocamente determinada por fly) =

yFe v [kl y > 0.

Se Yy, ..., Y, satisfazem as suposigdes do teorema de Lindeberg-Lévy e, além disso,
o momento E(|Yi[?) existe, entdo 5 = /A(Y . — p)/n tem fda que satisfaz

B k E(YP)
Fealy) = 0(0)| € =705,

onde k é uma constante.

Se Y é uma variavel aleatéria tal que E{e*?) existe para k > 0, entio

CP(Y 2 ¢) < E(e") /™ .

Se ¥;,Y,... é uma seqliéncia de varidveis aleatdrias iid. Se E(Y}) = pu é finito, entao

Y. 5o

A fungdo densidade da distribuicio de Laplace tem a forma f(y;u.¢) =
(2¢6)exp(—|y — ul/4), ¢ > 0. Mostre que a sua fungio caracteristica é dada
por (£} = (1 + ¢*%) " exp(itp). Mostre que ela tem momentos de todas as ordens

e que nio é preservada segundo convolugdo.



Capitulo 3

Expansoes Assintéticas

3.1 Introducao

Considere uma expansdo assintdtica para a fungio g,(y) em algum ponto fixo y expressa

para n — 00 COmo

9(¥) = fly) {1 + 7\1/(:%) + 72?(:;) + 13\(/:‘:;—) +-- } ) (3.1)

onde n € usualmente o tamanho da amostra ou uma quantidade de informagio. Na
inferéncia a funcio ¢.(y) de interesse é tipicamente uma fungio densidade (ou de distri-
buigdo) de uma estatistica baseada numa amostra de tamanho n e f(y) pode ser conside-
rada uma aproximagio de primeira ordem tal qual a funcéio densidade (ou de distribuicio)
da normal reduzida. A fungio g,(y) pode ser definida diretamente de uma seqiiéncia de
comprimento n de varidveis aleatdrias, por exemplo, como a fungiio densidade da média
amostral ¥, = n~! zn:Y; de n varidveis alcatérias iid sendo f(y) sua funcio densida-
de limite, que é usua'.l=rf'1ente a funcio densidade ¢(y) da normal reduzida. Ela pode ser
também uma fungio geratriz de momentos ou cumulantes. Embora a equagio (3.1) seja
definida para um valor fixo y, tem-se o interesse em saber para qual regifio dos valores de

y ela permanece vilida como uma expansio assintética.

Uma caracteristica importante da expanséo assintética (3.1) é que ela ndo &, em geral,
uma série convergente para g.(y) e, assim, tomando-se mais termos no seu lado direito a

aproXimagio para ¢,(y) nio necessariamente melhora.
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As expansdes assintéticas sio usadas rotineiramente em muitas dreas da andlise ma-
tematica. Os livros de Jeffreys (1962), DeBruijn (1970) e Bleistein ¢ Handelsman (1975)
siio excelentes fontes para estudos aprofundados. Embora uma aproximagio do tipo (3.1)
seja somente vilida quando n —» oo, obtém-se frequentemente uma boa precisio mes-
mo para valores pequenos de n. I4 interesse de investigar em cada caso a precisio da
aproximagdio (3.1) para vérios valores de ¥, bem como o intervalo de variagao de y para o
qual o erro da aproximagio € uniforme. Apresentam-se a seguir expansées do tipo (3.1)
permitindo o termo principal f(y) depender de n para algumas fungdes matematicas de

grande interesse na Estatistica:

fesd
(i) A fungio gama I'(n) = f z" e *dz admite para n grande a expansio de Stirling
0
expressa somente em poténcias de n™!

1 1 139 571
r — 1/2 ,—n n«-D,S{ - _ —
(n) = @r)Pe™n™ " 1+ 50 + S88n? ~ 51840n° 248832007

+O(n"5)}.

TFixando n e tomando mais termos no lado direito da férmula acima, o erro da
aproximaco aumenta. Para valores de n > 5, a férmula assintética 27 e~"pn 03

¢ suficiente para muitos propdsitos;
{o.o)
(ii) A fungiio gama incompleta I'(k,y) = j e~*t*~'dt admite a expansio
v

ol (b= 1(=2)

7 n?

T(k,n) = nt-le™ {1 + + O(n“‘)} ;

(ili) A fungio log y — ¥(y), onde P(y) = %@- é a fungio digama, ¢ estudada na

estimacio do pardmetro de forma da distribui¢do gama. Valores inteiros sdo com-
n-1

putados como (1) = —y, Y(n) = —y+ 3_ k"(n > 2), onde v = 0,5772156649 ...
. k=1
é a constante de Euler. Tem-se a expansio, quando o argumento ¥ — co (a0 invés

de n — o0)

1 1 i 1 N
logy"—@b(y)=£{l+@—6—®g+126y5+0(y 7)} .

Neste capitule sio apresentadas vérias expansbes importantes do tipo (3.1), geral-
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mente até termos de ordem n~'. Entre estas expansdes, citam-se as expansdes de Gram-
Charlier, Edgeworth, Cornish-Fisher, ponto de sela, Laplace ¢ as expansdes que relacionam
funges de distribuicéo e de varidveis aleatérias. O leitor que desejar maiores detalhes
mateméticos poderd consultar os livros de McCullagh (1987, Capitulos 5 e 6), Barndorff-
Nielsen e Cox (1990, Capitulo 4) e Hinkley, Reid e Snell (1991, Capitulo 12).

3.2 Expansao de Gram-Charlier

Seja f(y) uma fungdo densidade conhecida, cujos cumulantes sio dados por &, &2, ...
O interesse reside em usar f(y) para aproximar uma fun¢io densidade g(y) (em geral

desconhecida) a partir da aplicacéio de um operador T(D) a f(y). O operador é formulado

como T'(D) = exp Z e;(—D) /4! } e a aproximagio para g{y) é definida por
i=1

9(y) =T(D)f{y) ,

onde I é o operador diferencial, ou seja, D7 f(y) = & f(y)/dy’.

Os cumulantes de g(y) sdo determinados como os coeficientes de ¢”/r! na expansio de
+
log { j e‘yg(y)dy} (Secdo 2.3). Expandindo o operador T(D) em série de Taylor vem
T(D)=> = Ly > M de onde se conclui que os cumulantes de g(y) sio dadas por
ki

i ) £
=0 " j=1
1+ €1,8 + €2,... A funcdo g{y) pode n3o satisfazer a condigfio g(y) > 0 para todo y,

mas seus cumulantes £ + ¢, sdo definidos mesmo que esta condicfio nio seja satisfeita.

De gy} = T{D)f(y) cbtém-se, pela expansio de T(D),

gw)=fwywmﬂm+gé+mmﬂw

1
— (6 + Beres + ) D°f(y) + (el + 6cdes + derca + ) DAF(Y) + -

A equagio (3.2) mostra que a funcdo densidade g(y) de uma varidvel aleatéria continua

qualquer pode ser expandida em termos de uma fungio densidade f(y) de referéncia co-

nhecida e de suas derivadas, cujos coeficientes sio fungBes de diferencas (els) entre os .

cumulantes correspondentes associados as funcdes densidade g(y) e f(y). Em muitos

(3.2)- |
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casos, DV f(y) = Pi(y)f(y), onde Pi{y) é um polinémio de grau j em y. Esses po-
linémios sio geralmente ortogonais com relagio & distribuigio associada a f(y), ou seja,
I Pi{y)Pu(y)f(y) = 0 para j # k. Por exemplo, se f(y) é a funcio densidade #ly) da dis-
tribuigfio normal reduzida, (—1) P;(y) é o polinémio de Hermite H;(y) de grau j definido
pela identidade '
(=DY ¢{y) = H(y)e(y) -

Os primeiros polindmios de Hermite sao Ho(y) = 1, Hi(y) =y, Ha(y) =y’ — 1, Hs(y) =
y® — 3y, Hiy) =y* — 6y +3, Hs(y) = y° —10y* + 15y e Ho(y) = y° — 15y* + 45y° — 15.
Esses polinémios tém propriedades interessantes decorrentes da identidade

o ¢
explty — t2/2) =Z_7_

tais como: p
@H,(y) =rHa(y),
D' H(y) =W H._j(y) para r >3,

onde r) = r(r —1)--(r — 5 + 1). Satisfazem zinda a relagio de recorréncia

H(y) = yH(y) = (r - DHra(y) (r22).
Suponha agora que as médias e as varidncias de g(y) e f(y) sio tomadas iguais, por

exemplo, pela padronizagio através de transformacdo linear das varidveis. Neste caso,

€1 = ¢z = 0 e (3.2) implica

o) = )~ {SP(w) ~ LRw) +--} 1) (33)
Integrando (3.3) obtém-se uma relagio equivalente para as fungdes de distribui¢io G(y) =
Poa(tdt e F{y) = [¥, J(1)dt correspondentes a g(y) e f{y):

6w = Fo) - {2Py) - SR+ } ). (34)

O caso especial mais importante e de maior aplicabilidade das expansdes (3.3) e (3.4)

surge quando f(y) ¢ a funcio densidade ¢(y) da distribui¢do normal reduzida. Neste



292 Coldquic Brusileire de Matemdtica 61

caso, k. = 0 para r > 2 (Secio 2.3) e €3, ¢4, ... se igualam aos cumulantes de g(y). Assim,
(3.3) simplifica-se para

o(0) = 66) {1+ ) + 0+ ) + 98+ )

A expansio (3.5) é denominada expansio de Gram-Charlier. Usualmente, no se con-
sideram em (3.5) polinbimios de ordem superior a seis. Os termos em {3.5) ocorrem numa
seqiiéncia determinada pelas derivadas sucessivas de ¢(y). Entretanto, esta seqiiéncia néo
se apresenta necessariamente em ordem decrescente de magnitude e, algumas vezes, uma
ordenacdo diferente deve ser adotada a partir da avaliagio da magnitude dos seus vérios
termos. Integrando (3.5) e usando a relagio f H,(y)é(y)dy = —H,-1(y)d(y)(r = 1) vem

60) = 2(6) - { 1t + 1) + 20 + 50V ) 4 Lo, @9

onde ¢(y) é a funcio de distribuigio da normal reduzida.

As férmulas (3.5) e (3.6) mostram que as fungdes densidade e de distribuicio de uma
varidvel aleatoria qualquer Y padronizada podem, em geral, ser expressas por expansdes
envolvendo seus cumulantes, os polinémios de Hermite e as fungdes densidade e de distri-
buigdo da normal reduzida. Nas aplicacdes de (3.5) e (3.6) é importante coletar os termos

de mesma magnitude, conforme mostra o exemplo segninte.

Exemplo 3.1 Seje Z uma varidvel aleatdrin com distribuicde gama de pardmelros 1(es-
eale) e A > 0 (forma). A fungdo gerairiz de cumulanies de Z € K(t) = ~Alog{l — ¢)
e os seus cumulentes igualam . = AMr — 1)!. Deseja-se obier uma aprozimagdo para a
fungdo densidade g(y) da varidvel gama padronizade Y = (Z — 71)/7;/2 em termos da
fungéo densidade ¢(y) da distribuicdo normel reduzide. Os cumulantes de Y sdo dados
por &, + € = (r — DX (yide Secdo 2.3), sendo &, = 0, 52 =1lew.=0,r>2

Nu expansdo de Gram-Charlier da fungio densidade g(y).= y)Ec_,H (y), decorrenie
i=0
de (8.5) e até o termo envolvendo Hi2{y), os coeficientes ¢; tém as seguintes ordens de

magnitude em A:

Co C3 €3 Cs Cg C7 Cg Co C10 C11 C12
0 —1/2 -1 —3/2 -1 -3/2 -2 -3/2 -2 —5/2 -2
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Assim, os termos da ezpansio de Gram-Charlier ndo necessariamente decrescem em or-
dem de magnitude de A. Deve-se ter cuidado ao fruncer (3.5) de modo que todos os
termos ndo incluidos sejam realmente de ordem inferior dqueles da ezpansdo truncada.
—3f2

Por ezemplo, para obter wma expansio corrigida para gly) até erdem A7, somenle os

lermos correspondentes a cg, €1p,C11 € €12 N0 seriam incluidos.

3.3 Expansoées de Edgeworth

Trata-se aqui das expansdes de Edgeworth para somas padronizadas de varidveis aleatSrias
univariadas #id. Estas expansdes sdo importantes na teoria assintética quando a integral de
convolugao referente & soma de variiveis aleatérias nfo pode ser calculada explicitamente.
A extensio.para o caso de varidveis multivariadas estd fora dos objetivos deste texto e o

leitor podera consultar o livro de McCullagh (1987, Capitulo 5).

Seja ¥ uma varidvel aleatdria com fungdes densidade f(y) e geratriz de cumulantes
K(t). Os cumulantes padronizados de Y sdo p. = E,—/H;ﬁ para r > 2. Tem-se k; =
E(y) = pt e ko = Var(¥) = o%. Suponha que ¥i,...,Y, sdo realizagdes iid de Y e sejam:
S = Zﬂ:Y}, a soma estocastica e St = (S, — np)/(o/n), a soma padronizada. Como as
varié.\:(:ils aleatérias siio iid, as fungdes geratrizes de cumulantes de 5, e S5}, sdo dadas por
K (t)=nK(t) e

Ky (t) = — ‘/i"‘t +nk (JL\/E) , (3.7)

respectivamente. A expansio de K(¢) em série de Taylor equivale a uma soma de fungbes

dos cumulantes padronizados de ¥

K(t) = pt + 6**/2 + p30°8[6 + pac™t'[24 + -

que substituida em (3.7) implica

Kss () = /2 + pst®/(6v/n) + pat*/(24m) + O™%) . (38)

A expansio (3.8) revela o esperado, ou seja, que Ks:(t) — 12/2 quando n —
0o, pois pelo teorema central do limite (Segio 2.5) 5, converge em distribuigio para a

distribui¢io normal N{0,1) quando n tende a infinito. A funcio geratriz de momentos
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»

Mg, (t) de S € obtida de (3.8) tomando exponenciais. Logo,

M () = exp(£2/2){1 + p3t®/(6v/n) + pat®/(24n) + p21%/(72n) + O(n—/*)}.

Para obter a fungiio densidade de 57, a equago acima deve ser invertida termo a termo

usando a identidade
[ 8w H (w)dy = ¢ exp(t/2) .

Entao, a funcio densidade de 57 é dada por

55 = ) {1+ Bttt + i) + B} 00 . (09)

A integral de (3.9) produz a expansio da fungio de distribuigio de 52 como

Fsy(y) = @(y) - ¢(y){ N Hy(y )+—H3( )+7’;—335( )}+0(n_3f2). (3.10)

As férmulas (3.9) e (3.10) sfio as expansées de Edgeworth para as fungbes densidade
¢ de distribuicio de uma soma padronizada S*, respectivamente. I importante salientar
que a expansdo (3.9) segue diretamente da expansio de Gram-Charlier (3.5), pois os
cumulantes de S} sdo simplesmente ¢, = O(n'~"/?) para r > 3 com e = ps/ /7 ¢
€ = pafn. O termo principal em (3.10) é a fungiio de distribui¢io ®{y} da normal
reduzida, como previsto pelo teorema central do limite. O termo de ordem n~/2 ¢ um
ajustamento face & assimetria da distribuigio de Y e os termos de ordem n™?! representam

um ajustamento simultdneo devido & assimetria e curtose da distribuigio de Y.

A adequagdo das aproximagdes ¢(y), d(y){1 -+ paHa(y)/(6+/n)} e (3.9) para a funcio
densidade de S depende do valor de y. A aproximagio (3.9) poderd néo ser apropriada
nas extrernidades da distribuigio de S quando [y| crescer, pois os polinémios de Hermite
néo sdo limitados. No ponto y = 0, o erro da aproximagio normal ¢(y) é O(n™!) e ndo
O(n~'/?), enquanto o da expansio (3.9) é O(n™?), pois os termos de poténcia fmpar em
n~1/? dependem apenas de polindmios de grau fmpar e todos eles se anulam para y = 0.
Assim, desejando-se aproximar a fungfio densidade de S na origem, fs:{0), obtém-se
uma expansdo em poténcias de n~! ao invés de poténcias de n~'/2. Quando ps £ 0

(distribuicbes de ¥ assimétricas) o termo de ordem n~12 podera ser muito grande nas ex-
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tremidades da distribuigio de S quando Ha(y) for aprecidvel, invalidando a aproximagéo
&() {1+ paHa(y)/(61/n)} para a fungio densidade de ;. Diferentemente, a aproximacio
em torno da média E(S%) = 0, onde H3(0) = 0, serd satisfatéria, pois envolverd somente
termos de ordem n™!. Obviamente, se a fungio densidade de Y é simétrica (p3 = 0), a
aproximagio normal usual para a fungiio densidade de S estard correta até ordem n~ /2

ao invés de até ordem 1.

A fungio ¢(y){1 - psHa(y)/(64/n)} formada pelos dois primeiros termos de (3.9) néo
é uma fungio densidade em y para n fixo e p3 # 0, pois para pay suficientemente grande
e negativo, o valor desta funcho pode ser negativo. Entretanto, isto néo contradiz a
suposicio assintStica da validade de (3.9) que é “y fixado ¢ n — co”. Uma forma de
superar esta dificuldade ¢ escrever a aproximagio acima como ¢(y) exp{paHa(y)/(6+/n)}.
Entretanto, esta forma tem a desvantagem de ser ilimitada e, portanto, pode nio ser

normalizada exatamente em IR.

0O erro em (3.10) s6 serd O(n=%/?) se S tiver distribui¢do continua. No caso discreto,
a fungfio de distribuicao exata de S é descontinua nos seus possiveis valores, com saltos
de ordem O{n="/%). A aproximagio (3.10) € continua e deve envolver erros de ordem noi?
préximo aos pontos de descontinuidade. Entretanto, Kolassa e McCullagh (1990) propoem
uma, versio de (3.10), vélida até O(n~') para distribuicbes discretas, pelo ajustamento

dos cumulantes p; e py através das corregbes de Sheppard.

Exemplo 3.2 Sejam Yi,...,Y, varidveis aleatdrias #id com distribuicde exponencial de

média um. A funcdo densidade exata de 57 € dada por

53(y) = Valn +yvn)" " exp(—n —~yv/n)/(n — 1)! .

Para obter de (3.9) a expansio de Edgeworth tem-se E(Sp) =n, Var(S,) =n, p3=2¢
pa = 6. Logo,

- fsaly) = #(y) {1 + I;iﬁ? + H;Ezy) + P{GS(E) } + 02 .

Na Tobela 3.1 compara-se para n = 5 o valor exato wsy(y) com a eprozimacdo normal
() (termo principal) e com aquelas expansoes de fs3(y) obtidas da equagdo acima con-

siderando apenas o termo O{n"*/?) e com agueles dois termos de ordem O(n™1).
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Tabela 3.1: Aprozimagées de Edgeworth pare ¢ funcdo densidade da soma

padronizada de 5 varidveis exponenciais iid

Expansbes de Edgeworth
y Exato Normal até O(n~Y?) até O(n™")

20,0043 0,0540 0,0379 0,0178
-1,5 0,1319  0,1295 0,1512 0,1480
1,0 03428 0,2420 0,3141 0,3329
0,5 04361 0,3521 0,4242 0,4335
0 0,3924 (,3989 0,3989 0,3922
10,1840 0,2420 0,1698 0,1887
20,0577 0,0540 0,0701 0,0500
30,0144 0,0044 0,0163 0,0181

Para valores pequenos de n, a ezpansdo de Edgeworth ndo ¢ boa nas coudes da distribuigdo
de 5;. A Tabela 3.1 mostra que, fora dessas caudas, a expansio de Edgeworth incluindo
os termos O(n™") € superior dquela ezpansio de Edgeworth até O(n~Y%). Exceto no ponto
¥ =0, a aprozimagdo normal $(y) para ms:(y) ndo € satisfatéria, como esperado, pois n

€ pequeno.

Exemplo 3.8 Este ezsemplo (Barndorff-Nielsen ¢ Coz, 1990, p.96) ilustra o desempenko
da ezpansio de FEdgeworth no contexto discreto. Seja S, a soma de n varidveis aleatdrins
itd com distribuicdo de Poisson de média 1. Assim, 8, tem distribuicéo de Poisson de
média n. Todos os cumulantes da distribuigio de Poisson sdo iguais e, entdo, p3 = py = 1.
A some padronizada S}, = (S, —n)/+/n tem funcie de distribuicdo aprozsmada, decorrente
de (8.10), dada por

Fast) = 80) — o) { 5240 + 2a0) | O gy

No uso desta expansio para eprozimar P(5, <r), pode-se adotar uma corregie de con-
tinuidade como y = (r —n 4 0,5)/+/n de modo que P(S, < 1) = Fa(y).

A Tabela 3.2 compara o aprozimagdo ®(y) e as expansies de Fga(y) até O(n~1/?) ¢
O(n=') com o valor ezato de P(S,. <) quando n = 8. Ambas as expansies de Edgeworth

eprozimem melhor P(S, <r) do que o fungde de distribuigdo normal ®(y).
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Tabela 3.2: Aprozimagées para a fungdo de distribuigdo da Poisson de médian =8

Expansbes de Edgeworth
Exato Normal até O{n~Y/?) até O(n~!)

-
20,0138 0,0259 0,0160 0,0148
4 0,099 0,1079 0,1021 0,1011
6 03134 0,2981 0,3128 0,3141
8 0,5926 0,5702 0,5926 0,5919

10 06,8159 0,8116 0,8151 0,8146

12 0,9362 0,9442 0,9340 0,9374

14 0,827 0,9892 0,9820 0,9824

Em inferéncia, o interesse principal reside em computar niveis de significincia e, assim,
a expansio (3.10) é mais util do que a expansdo para a fungéio densidade (3.9). Frequen-
temente, em testes de hipdteses, trabalha-se com estatisticas padronizadas de média zero,
varidncia um e cumulantes p; = ¢;/€)/* de ordens O(n!=9/2) para j > 3. Neste caso, as
probabilidades unilaterais envolvendo estatisticas padronizadas do tipo P(Y; 2 y) podem

ser calculadas até O(n™!) diretamente de (3.10) como

2
P(Yazy)=1-0(y) + é(v) {G%Hz(y) + 2.'Z—“nx‘!’s(y) + %Hs (y)} , (3.11)

envolvendo um termo de ordem Q(n~"/?} e mais dois termos de ordem O(rn™'). Entretanto,
as probabilidades bilaterais do tipo P({Y,]| 2 y) sio obtidas (para y > 0) de (3.10) como

£4 3
PV =zyy=2{1~-d 2 L= L2 g
(%12 3) = 201~ 001} + 2000 { £ d) + 5 o) |
envolvendo apenas correcbes de ordem O(n~!}. Neste caso, ocorre cancelamento das
corregoes de ordem O(n~Y?). Elas sfio iguais em magnitude, mas com sinais diferentes, e

se cancelam quando as duas extremidades sio combinadas.

. Pode-se trabalhar com as expanstes de Edgeworth (3.9) e (3.10) se as componentes
Y; sdo independentes mas nic sio necessariamente identicamente distribuidas. Tem-se
£,:(5s) = Ex.(Y¥;) e padroniza-se 5, na forma usual

g _ Sa=Tm(%)
" Zra(Y5)
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e as expansdes (3.9) e (3.10) continuario valendo desde que as quantidades

__ Ena(Y;) L Bea(YG)
P B © P T Eam)p

sejam limitadas quando n ~— oo,

3.4 Expansoes de Cornish-Fisher

As expansbes de Cornish-Fisher sio usadas para determinar numericamente as distri-
buicées de probabilidade de estatisticas quando suas distribuigdes exatas sio dificeis de
ser computadas. Suponha que uma varidvel aleatéria continua padronizada ¥ tem média
zero, varidncia um e cumulantes p; de ordens O(n'=#/?) para j > 3. Neste caso, a ex-
pansdo de Edgeworth para P(Y < y) segue diretamente de (3.11). Suponha agora que y,
e u, 580 definidos por P(Y < yo) = ®(ue) = 1 ~ o As espansées de Cornish-Fisher sio
duas expansdes assintdticas relacionando os quantis y, € #,: uma expansio normalizadora

que expressa ¥, como fungio de y, e sua expansio inversa dando 4, em termos de u,.

A demonstragio dessas expansdes requer calculos algébricos longos e apresenta-se aqui

apenas a idéia da prova. Expandindo ®(u,)} vem

Bt} = O{ye + (o — ya)} = @(ya)+z£a—ya)nr¢(y)

r=1

e, entdo,

B(ua) = E(”" V) 1) s (000 (3.12)

Igualando P(Y < y.) proveniente de (3.11) & equacao (3.12), pode-se expressar u, em

fungio de y, até O(n™') como
' Yyt — P3 2
= plya) = B8 g2 ) — L2 a) - 13
U = PYa) = Yo — ¢ \/—( 1) + g5, (49 — Tya) (ya 3ya) (3.13)
Entdo, qualquer probabilidade P(Y > y,) até O(n™") ¢ facilmente calculada como

1 ~ @(ts), com o quantil v, dado por (3.13). Este procedimento de cilculo é valido

para qualquer estatistica continua padronizada que tenha terceiro e quarto cumulantes de
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ordens O(n"*/?) e O(n~"), respectivamente, e 0s demais cumulantes de ordem o(n~1).

O polinémio (3.13) de Cornish-Fisher representa a transformagdo normalizadora p(Y)
da varidvel ¥ até O(n~!), isto &, p(Y) ~ N(0,1) + Op(n~/?). Este polindmio é usado
comumente para normalizar qualquer distribuigfio de probabilidade fazendo algum dos
seus parametros tender para infinito, ou seja, substituindo-se n no resultado assintdtico
de grandes amostras (n —» co) por algum pardmetro da distribuido de interesse que

cresce indefinidamente. O exemplo a seguir ilustra isso.

Exemplo 3.4 Considere o cilculo da expansio de Cornish-Fisher normalizadora da va-
ridvel aleatdria de Poisson Z ~ P()). Pudronizando-se esta varidvel Y = (Z — MN/VA
pode-se usar (3.13) com X — oo ao invés de n —r 0o, Observe-se que ¥ 25 N(0,1)
quando A — co. Como p3 = A% ¢ py = A71, obtém-se

1

R S 7 ST e Gy
PY)=Y — sV - 1) 5 (8Y* —8Y?+5Y) .

Assim, @ varidvel transformada p(Y') acima tem distribuicio N(0,1) com erro O(A~%/?).

A ezpansio formal de Edgeworth para a distribuicdo de P(Z < z) segue de (3.10) como

2 _ 5 _ r.3
P(Z < 2) = ®(y) — ¢(y) {yﬁﬁl LY ?3; 3y} L op,

sendo y = (z — A+ 0,5)/vV/X com a corregiio 0,5 de continuidade.

O objetivo da expansio inversa de Cornish-Fisher é expressar os quantis y, de Y
como fungio dos correspondentes quantis u, da distribui¢io normal reduzida. A inversio
da expansiio (3.13) para calcular y, em termos do quantil «, da normal reduzida é feita
através da férmula geral de inversio de Lagrange. Entio, y, = ua + g(¥a) pode ser

expandido em termos de u, como

Do) | D'6*(w)

o 30 +oe (3.14)

Yo - Ua = G{Ula) +

Identificando o polinémic g(¥a) = Yo — P(¥a) em (3.13), substituindo em (3.14) e calcu-

lando as poténcias de g{u,) e suas derivadas, obtém-se y, em fun¢io de u, até O(n™")
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como

2
= SRR BRI W P13
Yo = Ua + 6/n us ~—1) 36n(2u°’ Sug) + San (1 — Bu,). (3.15)

A importancia da inversio de Cornish-Fisher (3.15) na inferéncia é possibilitar o
cdlculo dos quantis de estatisticas em termos dos quantis correspondentes da distribuigio

normal reduzida, conforme ilusira o exemplo abaixo.

Exemplo 3.5 Suponha que Z ~ x? e seje Y = (Z — n)/v/2n a varidvel aleatdria qui-
quadrado padronizada, cujos terceiro e quarto cumulantes sio py = 2/2 e 24 =12. Logo,
P(Z < z,) = P(Y < (2o — n)/V2n) e, portanto, juntando os dois termos de ordem n=1
em (8.15) vem

V2 1

_ va o -
za—n+\/2_n{ua+3ﬁ(uu 1)+18n(u”’ 7ua)} .

A Tuabela 3.3 (Barndorff-Nielsen ¢ Coz, 1990, p.119) mostra o adequacio das aprowi-
magdes para z, provenientes da equagio acima usando apenas o termo de ordem O(1){ua)
e aqueles incluindo os termos O(n~"2) e O(n'). Observa-se desta tabela que a correcio
O(n~?) jd melhora substancialmente o aprozimagdo normal, sendo que este aprozimagdo

¢ ruim mesmo para n = 100, ao nivel de significéncia de 1%.

Tabela 3.3: Comparagio das ezpansées de Cornish-Fisher para os quantis da x2

Expansdes até
a n Exate 0O{1) O@mY?) O(n-!)
5 1509 12,36 15,20 15,07
10 23,21 20,40 23,34 23,25
0,00 30 76,15 73,26 76,20 76,16
100 135,81 132,90 135,84 135,81

5 924 065 9,48 9,24
10 1599 15,73 16,16 15,99
0,10 30 6317 6282 6324 ° 63,16
100 118,50 118,12 118,55 118,50
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3.5 Expansoes Ponto de Sela

As expansdes ponto de sela sio muito importantes na teoria assintdtica para aproximar
com grande precisio as fungdes densidade e de distribuigdo, sendo facilmente deduzidas

da fungio geratriz de cumulantes correspondente.

Sejam Y}, ..., Y, varidveis aleatérias continuas iid com fungio densidade f(y) e fungdes
geratrizes de momentos e cumulantes M (¢) e K (¢}, respectivamente. Define-se a familia

exponencial conjugada de f(y), indexada por um pardmetro A, por

F A = exp{dy — K(A)}H(y) - (3.16}

A familia exponencial (3.16) reproduz exatamente a funcio densidade f(y) postulada para
os dados quando A = 0. O divisor necessirio para normalizar a expressio exp(Ay)f(y)
é igual & fungio geratriz de momentos M(t) de Y. A funcio geratriz de cumulantes
K(t; X) correspondente a (3.16) é expressa em termos daquela K(t)} de ¥ por K(A) =
K+ M) — K()).

Sejam fs,(s; ) e Ks,(t; A) as fungBes densidade e geratriz de cumulantes de 5, rela-
tivas & familia (3.16). Tem-se K, (¢; ) = nf(t + A} — ni'(A) e, por inversio, vem

Fs.(5;0) = exp{sd — nK (A} f5.(5) (3.17)

sendo fs.(s) = fs.(s;0).
As fungdes densidade de S, e 5% correspondentes & familia (3.16) estdo relacionadas

por

(3.18)

Foalsi2) = fs;(y;z)ﬁ ,

onde y = {s — nK’(X)}/+/ni"(}). Aproxima-se fs:(y;}) pela expansio de Edgeworth
(3.9) escolhendo convenientemente y = 0 para anular o termo O(n~'/2). Esta esco-
Iha equivale a considerar a distribuigio em (3.16) definida por X que satisfaz a equagdo
K'(X) = s/n. Pode-se interpretar ) como a EMV de A baseada numa tnica observagio
s de (3.17). Logo, fs,(s;A) = Ffea(0; M) {nK"(3)}~1/2. Agora, fs,(0;}) segie de (3.9),
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observando que os cumulantes referentes a (3.16) sdo n vezes as derivadas de K )

fsi(0:8) = 712_;{1 + M(3)} + O(n"?), (3.19)

onde M()) é um termo de ordem n~! dade por

_ 30a) = 53"

M) 24n

(3.20)
sendo p;(A) = KGA)/KD(AY/? para j =8 e 4 ¢ KD(X) = d/K(A)/d). Assim, p3(N) e
pa() silo os cumulantes padronizados que medem a assimetria e a curtose da distribuicio
(3.16). O erro em (3.19) é O(n™?), pois o polinémio correspondente 2 O(n~%2) ¢ de ordem

impar e se anula em zero.

Fazendo A == A em (3.17), explicitando fs.(s) e usando (3.18) e (3.19) vem

exp{nk(}) — si}

— {14+ M{(}) + 0"} . (3.21)
2nm KX

fsa(s} =

A férmula (3.21) para aproximar a fungdo densidade de S, é denominada ezpansdo ponto
de sela du soma e produz aproximagdes precisas para fungdes densidades baseadas nas
suas fungbes geratrizes de cumulantes. A terminologia é proveniente de uma dedugio
alternativa através da integral de contorno que inverte na funcio geratriz de momentos
de S, (Daniels, 1954). Observe-se que o termo principal de (3.21) s6 depende da fungio
geratriz de cumulantes K(¢) de Y. Esta férmula é bem diferente da expansio de Edgewor-
th (3.9). Primeiro, para usar (3.21) é necessirio calcular, além de }, a fungio geratriz
de cumulantes K(t) de ¥ e nfio somente os seus 4 primeiros cumulantes. Entretanto, nas
aplicagbes isso ndo apresenta grandes dificuldades. O termo principal em (3.21) ndo é
a fungio densidade da distribuigde normal N(0,1) e, embora seja sempre positivo, nem
sempre integra um. Entretanto, este termo pode ser normalizado. A expansio (3.21) é
dada em poténcias de n~!, enquanto a expansio de Edgeworth é dada em poténcias de
2742 Uma desvantagem de {3.21) é que nem sempre ¢ facil integrar o seu lado direito

para obter uma aproximacio para a fungiio de distribuigio de S,.

Verifica-se de imediato que a expansio ponto de sela para §* num ponto qualquer w

segue expressdo idéntica & (3.21) com nKW(0) 4+ /rwK®(0) no lugar de s e o radicando
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sendo substituido por 2r K(1)/K)(0). Esta expansio constitui, em geral, uma melhor
aproximacio para a funcio densidade exata de S do que (3.9), pois o erro é O(n~%)
ao invés de O(n"%/?). Entretanto, na expansio ponto de sela, o erro é multiplicativo,
enquanto na de Edgeworth é aditivo. A férmula (3.21) é satisfeita mesmo para regides
de grandes desvios da forma |s — nE(Y')| < by, para b, fixado, e em certos casos, mesmo
para todos os valores de s (Jensen, 1988). Na Segio 5.4 apresenta-se uma aproximagao
para a funcio densidade da EMV baseada em (3.21).

A expansio para a fungio densidade da média amostral Y, = Su/n segue diretamente
de (3.21) como

n 1/2 o X .
m} expln{K(A\) — AyH{1 + M(A) + O(»n™")}, (3.22)

=1
onde M()) é obtido de (3.20). O termo principal em (3.22) é denominado aeprozimagdo
ponto de sela para fi, (y). Assim, basta conhecer a fungao geratriz de cumulantes K'(t)
comum de n varidveis aleatdrias #id para se obter a aproximagio ponto de sela da fungio

densidade da média amostral dessas varidveis.

Exemplo 3.6 Sejam Yi,...,Y. varidveis aleatdrias iid com distribuicio N(p,0%). A
fungde geratriz de cumulantes é K{(A) = Au+X*o*f2 ea EMV } é oblida de p+Aro® = s/n.
Tem-se K@(X) = 0% ¢ KB()) = KW(X) = 0 implicando M(X) = 0. Logo, obtém-se de
(9.21)

fou(s) = exp{_(s&%(ng)}{l +0(r ).

O termo principal da expressdo acima € a fungdo densidade de distribuigdo N(np,no?)

de §,. Nesie caso, a expansdo ponto de sela reproduz o fungio densidade evate de S,.

Exemplo 3.7 Considere a situagdo do exemplo 8.2 na qual Y),..., Y, tém distribui¢do
exponencial de média 1 e, entdo, S, tem funcdo densidade ms,(s) = s"'e™*/(n — 1)\
Assim, M(A) =(1 =A™ e K(A) = —log(1 ~ ). A EMV X €} =1—nfs, K(}) =
log(s/n) e K@) = s*/n?. O termo M(}) decorre de (3.20) como M(}) = —1/12n.
Logo, a expansio ponto de sela (3.21) implica

fole) = o (- Lo}

Qre—mn—1/2 2n
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A ezpansdo acima estd de acordo com a fungdo densidade exate s, (s) podendo ser di-
retamente obtida a partir desta usando a aprozimagdo de Stirling (2m)Y/2e~"n"~1/2{] 4

32 + O(n7?)} para a fungdo gama T(n) = (n-1L

Usualmente, o interesse maior em inferéncia reside em obter aproximacoes precisas
para probabilidades do tipo P(S, > $) {ou P(¥, > y)) de uma amostra iid de n obser-
vaghes. A expansdo de Edgeworth (3.10) pode ser usada com este objetivo, mas o erro
da aproximagho pode se tornar grande nas extremidades da distribuigio de 5, {ou ¥,).
Uma maneira ¢bvia de aproximar P(S, > s} é integrar numericamente a aproximacio
ponto de sela representada pelo termo principal em (3.21), preservando as propriedades

excelentes deste termo, ou seja, calcular

s gInK(R)-zh}
H&<ﬂ=f

= —r'd.‘.'c .
— 4/ 2nr KA(A)

O célculo da integral acima é complicado e o leitor poderd consultar Daniels (1987),
DiCiccio, Field e Fraser (1990), BarndorfI-Nielsen e Cox (1990, Secio 4.3) e Hinkley, Reid
e Snell (1991, Segdo 12.4).

Pode-se demonstrar, com extensa dlgebra, que a expansio de P(S, > s) até termos
de ordem O(rn™?) quando s > nE(Y), isto &, quando A > 0, é dada por (Daniels, 1987)

» AL . 5a 0% 1 !5 H ’52{,6
P(S, = s) = exp(nK —sA+5%/2) [{1—@(1})} {l—g“:/ﬁ—}-; (—»%4—+;—2

o [P0 =1) 1 fpa(6°—9) | p5(8°—8°+3D)
J‘“"){ 6y/n _H( TR )}]

onde fz = pa(}), pa = pa(X), K = K(}) e d = M{nK®(})}'/2. A aproximagio obtida de

(3.23) com apenas os termos de ordem O{+/n) fornece, em geral, bons resultados.

(3.23)

No caso de s < nE(Y), ou seja, A < 0, pode-se obter P(S, > s) até O(n~1/2) como

P(8, > 8) = H(—) + exp(nk — s +9%/2)x
s 3 s (52 _ (3.24)
[{H(fr) R O) (1 - ’-6"%) + (o)~ 3(6 7 1)] :




74 Introdugio & Teoria Assintética — Gauss M. Cordeiro

onde H{w) =0, 1/2 e 1 quando w < 0, w =0 e w > 0, respectivamente.

As equacdes (3.23) e (3.24) dependem do sinal de }, sendo (3.24) correta apenas até
O(n~'/?). Uma forma alternativa simples de obter P(S, < s) até O(n™'), vélida sobre
todo o intervalo de variagio de s, é devida a Lugannani e Rice (1980), que deduziram a
seguinte férmula:

P(S. < 5) = 9(7) + (3 - 3) 8(6); (3.25)
onde # = sinal{(M)[2r{AK"(3) — K(X)}]'/?, cujo erro é o(n~') uniformemente em s.

As quantidades # e # podem ser interpretadas como a razéo de verossimilhanca sinali-
zada e a estatistica escore (vide Sego 4.3), respectivamente, para testar A = ( no modelo

exponencial (3.17) determinado por S,.

A aproximagao (3.25) é boa em quase todo o intervalo de variagio de s, exceto proximeo

ao ponto s = E(S,) ou # = 0, onde deve ser substituida pelo seu limite, quando r — 0,

dado por
1 B3
P(S, <35 =< .
(5n < 5) 2 + 6+/2mrn

Os exemplos 3.8 € 3.9 e as Tabelas 3.4 e 3.5 correspondentes ilustram para as dis-
tribui¢bes exponencial e uniforme, respectivamente, a adequagio das aproximacdes para
P(S, > s) decorrentes de (3.23) incluindo os termos de ordens On~Y?) e O(n7) e
aquela aproximagio dada por (3.25), onde estdo expressos também os valores exatos de

P(5, > &) para comparagio.

Exemplo 3.8 Suponha a distribuigdo exponencial de média um e fungdo densidade
fly) =e*(y > 0). Tem-se K(X) = —log(l —A). A Tabela 3.4 compara as trés aprozi-
magbes decorrentes de (3.23) e (8.25) e o valor ezaio de P(S, 2 8) paran = 1,5 ¢ 10
e diversos velores de 5. Observe-se que {3.25) fornece resultados excelenies mesmo pare

n=1.

Exemplo 3.9 Considere a distribuigio uniforme com fungdo densidade f(y) = %(—1 <
y <1} e K(X) = log{senh(X)/A}. A Tabela 3.5 compara as trés aprovimagbes decorrentes
de (3.23) e (3.25) € o valor exato de P(S, > s) paran = 1,3 ¢ 10 e diversos valores de
s. Paran =10, as aprozimagdes (3.23) até O(n~') e (3.25) praticamente se igualam aos

valores exafos.
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Tabela 3.4: Comparagio das aprozimagies ponto de sela para P(5, = s) na

distribuigcdo ezponencial

Aproximacio (3.23) i
n s FExato até O(n~1/%) até O(n™") (3.25) |

0,5 0,6065 0,676 0,6077 0,6043
1 1,0 03679  0,3670 0,3670 0,3670

3,0 10,0498 0,0482 0,0510 0,0500

7,0 0,00081  0,00095 0,00091 0,00093 :
5 1,0 099634  0,99638 0,99635  0,99633

3,0 0,8153 0,8172 0,8156 0,8152

50 04405 0,405 0,4405 0,4405

10,0 0,0203  0,0201 0,0293 0,0293

20,0 0,0000169 0,0000171  0,0000169  0,0000170

50 09682  0,9683 0,682 0,9682
10 10,0 04579 04579 0,4579 0,4579

150 0,0699  0,0695 0,0699 0,0699

20,0 0,00500  0,00499 0,00500  0,00500

Tabela 3.5: Comparagio das eprozimagées ponto de sela para P(5, > s) na

distribuicdo uniforme

Aproximagio (3.23)
n s Exato até O(n~Y?) até O(n~') (3.25)

0,2 04 0,3897 0,3841 0,3838
1 04 03 0,2831 0,2767 0,2750 |
06 02 0,1855 0,1830 0,1791 |
0,8 0,1 0,0945 0,0974 0,0948 ‘
3 05 03177 0,3193 0,3168 0,3168 \
1,0 0,1667 0,1699 0,1676 0,1673 ]
1,5 0,0703 0,0710 0,0699 0,0695
2,5 0,00260  0,00255 0,00258 0,00254
1,0 0,2945 0,2953 0,2045 0,2945
10 3,0 0,0505 0,0508 0,0505 0,0504
50 0,00247  0,00249 0,00247 0,00246

7,0 0,0000159 0,0000160 0,0000159  0,0000159
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As expansdes ponto de sela (3.23) — (3.25) s6 s8o vélidas para varidveis aleatérias
continuas. No caso discreto, elas podem ser adaptadas com corregbes de continuidade.
A expansio para P(S, > s) até O(n~'/?) correspondente a (3.23) quando s > nE(Y),

vélida para distribuicdes discretas, tem a forma (Daniels, 1987)

P(S, 2 5) = exp{(F + 6)/2HM (1 = ¢ )} x

_ ) _23_{2_ b -1 _ ei__ -1
[(1 o )){1 e G Gt )} (326

+¢(){p3(v o m (65—1)")”,

com todas as quantidades ji definidas anteriormente.

A férmula de Lugannani e Rice (3.25) pode ser aplicada no contexto discreto com as

corregdes de continuidade para X e o dadas por

AK' (M) =s—05 e b=(1—e }nKBA)},

Exemplo 3.10 Hustra-se na Tabela 3.6 o desempenho das equagdes (3.25) {com as cor-
regfes de continuidade acima) ¢ (3.26) pava aprozimar P(S, 2 s) no caso da disiri-
buigdo de Poisson com média u, onde K()) = p(e* — 1), supondo p = 0,2, n =1 ¢
g =1 n =15 e10, ¢ considerando vdrios valores de s. A Tabele 3.6 mostra que o

desempenho da formula (3.25) € excelente mesmo no cuso discreto comn = 1.

Qutros exemplos numéricos apresentados por Daniels (1983, 1987) e Davison e Hinkley
(1988) sinalizam para o uso em inferéncia da férmula (3.25) no cdlculo aproximado de
probabilidades nio somente associadas com somas e médias de varidveis aleatérias mas

com intimeras distribuic8es continuas e discretas.
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Tabela 3.6: Comparagéo das aprozimagées ponto de sela para P(S, >'s) na

distribuicdo de Poisson

p=02 n=1 p=1, n=1
s Exato (3.25) (3.26) s Exato (3.25) (3.26)
10,1813 0,1840 0,1759 1 10,6321 0,6330 0,6330
20,0175 0,0177 0,0171 3 0,0803 0,0804 0,0790
3 0,00115 0,00116 0,00112 7 0,0000832 0,0000834  0,0000825
4 0,0000568 0,0000572 0,0000563 9 0,00600113 0,00000113 0,00000115

g=1, n=>5 r=1, n =10

s Exato (3.25) (3.26) s Exato (3.25) {3.26)
1 0,99326 0,99319 0,99356 1 0,9999546  0,9999536  0,9999567
3 08753 0,8752 0,8765 5 09707 0,9710 0,9710
5 0,5595 0,5555 0,5595 10 0,5421 0,5421 0,5421

15 0,000226  0,000226  0,000225 20 0,00345 0,00345 0,00344

3.6 Expansoes de Laplace

As expansbes assintéticas para muitas integrais usadas em Estatistica, incluindo aproxi-
magcdes para fungdes de distribuigéo tais como fungio gama e fungdes de Bessel, podem
ser deduzidas por uma técnica denominada de método de Laplace. O interesse inicial é
obter a expansio da transformada de Laplace £(z) = [ e=*¥ f(y)dy para z grande. A
funcdo geratriz de momentos M(t) da distribuigio com funciio densidade Fy) sobre os
reais nio-negativos é dada por M(t) = £(—t). Para fungdes f (v) bem comportadas, a
forma de £(z) para z grande é determinada pelos valores de S(y) préximos a y = 0.

Expandindo f(y) em série de Taylor vem .
) = 3 190
e, entdo,
£ = [7e (£ 1005 ) a

ou

(r) 0
)= 0 [P enyay.
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Como a integral acima iguala r!/z"+", obtém-se

ﬂ(z)=z'f%£ﬂ=£(£—)‘i‘i;(21)+”‘ (3.27)

Exemplo 3.11 Considere a determinagdo da expansdo da integral da normal B(z) =
1 — = ¢(y)dy para z grande. Por simples mudance de varidveis vem
(=<

B(z) = 1 - (2) f e~tet 12t

0

Fazendo f(1) = e=t%2 ¢ calculando a expansio da integral acima usando (3.27), tem-se

@(z)=1-M{1—i+—3——i+...}. (3.28)

z 22 ot 28

Para z fizado, o erro cometido no trunamento de (3.28) é menor do que o primeiro Lermo
omitido, embora a série infinita seja divergente. Claramente, fizado o nimero de termos

em {3.28), a aprozimagdo melhora quando = cresce.

Considere agora que a integral a ser avaliada para z — 0o tem a forma

w(z) = f: e f(y)dy . (3-29)

O célculo da expansdo da integral (3.29) para z grande é itil para aproximar virias
integrais de interesse na Estatistica. A contribuigiio principal para w(z) quando z é
grande vem dos valores de y préximos ao minime de r(y) que pode ocorrer em & ou b ou
no interior do intervalo (a,b). Suponha, inicialmente, que r(y) é minimizada em §j € (a,b)

eque(§) =0, r(§) > 0 e f(§) #0. Tem-se,

b
w(z) = [ exp{-2f - 2ly = /2~ - H(W)dy

com a convengio 7 = (), # = r'(§), f= f(§), etc. Ainda,

w(z) = e'”'\/%f:o{fﬂ- (y—9)f+...}¢ (y -4 %) dy ,
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onde ¢(y — ;%) representa a fungéio densidade da distribuicio normal N{p,¢?). Com
alguma dlgebra, demonstra-se (Barndorff-Nielsen e Cox, 1990, Secéo 3.3) que w(z) pode

ser escrita até O(z7) como
L 20 (2 L f FF FOF g _
wiz)=e T {f + z (éﬁ T Tgpmr T gpnm + 2473 ) +0(= 2)} . (3.30)

No caso de r(y) ser minimizada em § = a (ou b) e r'(§j) nio sendo nuo, obtém-se

w(z) = e {i + 0(z~2)} :

27

Outros refinamentos do métedo de Laplace incluindo a possibilidade de 7(y) depender

fracamente de z sdo apresentados no livro de Barndorfi-Nielsen e Cox (1990, Segio 2.3).

Exemplo 3.12 Seje o cdleulo da fungdo gama I(z +1) = fo° ¥7e™"dz para z grande.

Com a mudanga de varidvel y = 2/z vem

P(z+1) = 2+ fuw exp(zlog y — zy)dy

que & exatemente da forma (3.29) com f(y) =1l er(y) = ~log y+y. Tem-sejj=1, # =

L #=0, 7 =1, F® = -2 ¢ 7 = 6. Substituindo esscs valores em (3.90) vem
1
T(z 4 1) = Enz1/2¢— { L4 5= 0(z-2)} (3.31)

que € a expansdo de Stirling. A aprozimagdo (8.51) & boa pare z > 1,5.

3.7 Expansoes Assintéticas para Varidveis Aleatérias

Algumas vezes & mais facil aproximar as varidveis aleatérias de interesse diretamente
do que obter aproximagdes através de suas fungdes de distribuigio. Sejam Xo, X1 e Xp
variaveis aleatérias continuas com fungSes densidade marginais nio dependentes de n e

tendo suporte ern IR. Considere a seqiiéncia de varidveis aleatérias {Y,} definida quando
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n —% 00 por
Y, = Xo+n Y2X, + 07 Xy + Op(n™%) . (3.32)

Uma expansio como (3.32) é denominada ezpansio estocdstica assinidtica. Vdrios exem-
plos de expansdes do tipo (3.32) aparecem na literatura estatistica. O objetivo principal é
calcular a funco de distribuicio F,(y) = P(Y, <y) de Y, até ordem n~! em termos das
fungdes de distribuicio Fy(y) = P(Xo < y) e densidade fo(y) = d—?—éﬂ de X e de certos
valores esperados de X, e X; condicionados a Xo = y. Expansdes estocdsticas assintdticas
e expansdes assintéticas para fungdes de distribuigho sdo equivalentes supondo a validade
de certas condigdes de regularidade, conforme determina o seguinte teorema de Cox e

Reid (1987):

Teorema de Cox e Reid

A fungio de distribuicio Fi,(y) da varidvel aleatéria Y, definida por (3.32), supondo certas

condigdes gerais, é dada até O(rn~!) por

Faly) = Bo(w){1 + n7ay(y) + n" aa(y)}, (3.33)

onde as fungdes @1(y) e aa(y) sdo determinadas a partir das equagdes

Fo(y)ai(y) = —E(X1|Xo = y) foly), (3.34)

R)aly) = ~F(GlXo =) ) + 3 ECHXo =0)h@)} - (339

A reciproca do teorema acima é também verdadeira e pode-se construir ¥, em (3.32) a
partir de (3.33) definindo convenientemente Xo, X| ¢ X; para satisfazer (3.34) - (3.35). A
equivaléncia entre as expansbes (3.32) e (3.33) é importante na teoria assintética, conforme

serd mostrado nos dois exemplos seguintes e na Segdo 5.7.

Exemplo 3.18 Como ilustragdo da aplicabilidede do teorema de Cox e Heid mostra-se
como obter o expansio de Edgeworth (3.11) para a fungdo de distribuicdo de Y, o partir

da expansio de Cornish-Fisher (8.15) de Y,. Assim, e ezpansdo estocdstica assintdtica
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até H(n™') dade em (3.15) é

Yo=U+-22 (2U3—5U) ( U® - 30)

com U ~ N(0,1). Identificando Xo = U, foly) = é(y), X1 = ps(U2 = 1)/6 e X, =
—p3(2U° — 5U) /36 + pa(U® — 3U) /24 vem

E(Xi|U = y) = paly* —1)/6 ,
E(X|U = y) = —p3(2y° — 5y)/36 + pa(y* — 3y)/24 ,
E(XP|U = y) = p3(y* — 1)*/36

%{pg(yz —1)3(5)/36} = —o3(5° — 6° - 5y)(y)/36 .

Logo, de (3.34) e (3.35) obtém-se

Fo(y)ar(y) = —ps(y” — 1)8(y)/6

Fo(y)ax(y) = {—pa(y® — 3y)/24 + p3(20° — 5y)/3616(y) — p3(y® — 6y° + 5y)(v)/72

Fo(y)ao(y) = —paHa(y)b(y) /24 — pEHs(y)d(y) /72 .

Finalmente, substituindo-se em (8.33} chega-se & ezpansio de Edgeworth (3.11).

Exemplo 3.14 Suponha o veridvel aleatéria qui-quadrado padronizada Y, = (2 -

n)/V2n cujos terceiro e quarto cumulantes sdo p3 = 2v2 ¢ py = 12 (vide exemplo 3. 3).
Mostra-se aqui como se obtém a inversdo de Cornish-Fisher para Y, a partir da expansdo
de Edgeworth para a sua fun¢do de distribuigéo e do teorema de Coz e Reid. A expansio
para a fungdo de distribuicdo de Y, até O(n™') segue de (3.11) como

Ba(s) = 0) - 60) | LI (0) 4 - Hao) + - E(w) |
3vn 9n
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Define-se Xo = U ~ N(0,1) e, entdo, foly) = #(y). Consideram-se X, ¢ X como
funcées dependentes apenas de U, X1 = pu(U) e Xz = p2(07), a serem determinadas.
Comparando os termos de ordem O(n~'1?) da expansio acima e de (3.33), abtém-se de
(9.94)
V2
—9(y)5-Haly) = ~E{p(U)|U = y}é(y) = —pr(v)é(v)-

Logo, X, = @(Uz—l). Analogamente, comparando os termos de ordem O(n71), obtém-se

de (3.95)

it

ot L)+ L) = B0 =0ho) + g5 {50 - 9]

il

~)8() + (=" — 1y + 4yl = DIP(o)-

Assim, .
1 1 1
pay) = SHaly) + gHs(y) + ;[—(y2 — 1%y +4y(y* — 1)}

que pela substituigdo dos polinémios de Hermite reduz-se o pa(y) = £ — Ty). Final-

mente, X = L(U% — TU) e o férmula (3.92) do teorema de Cox e Reid implica

V2 1o L
YﬁU+3—“ﬁ(U —1)+I‘8;(U -7 .
Este resultado € idéntico aquele obtido no ezemplo 3.5 usando diretamente a férmula da

inverside de Cornish-Fisher,

3.8 Expansoes por Métodos Diretos

Muitas expansdes do tipo (3.1) podem ser deduzidas para fungdes densidade e de distri-
buicio e para fungdes geratrizes de momentos e cumulantes através dos métodos diretos,
que consistem em padronizar a varidvel aleatéria de interesse e expandir as fungbes ma-
temdticas que dependem de n. Algumas vezes é mals conveniente expandir as fungdes
geratrizes de momentos ou cumnlantes & depois inverter termo a termo para obter as ex-
pansbes das fungdes de distribuigio e densidade. A seguir, apresentam-se alguns exemplos

de expansdes deduzidas pelos métodos diretos.
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Exemplo 3.15 Seja a fungdo densidade da distribuigdo t de Student com n graus de
liberdade dada por
r(=)

9.(y) = W e )(1+y2/n)‘(“+”/"’, yeR.

A varidvel aleatdria t de Student tem média zero e varidncia diferente de um, mas pode-se

obter @ expansdo de log g,(y) @ partir das expansies calculadas diretamente

2 2 4 237
_ vy Sy Y,
Iog(1+n) ==t T
1 vy _ ¥ I8P 4 G+ D=y
”2("+1)1°g(1+?§) =gt T %G + ) t

T 1 /ey 1 1 1
108{ T(z) f 28 (E) Tan o T weE T

obtida da expansdeo de Stirling para log T'{n -+ 1}. Assim, ;

l(y - —1)

I
log ga(y) = —5 log(2m) — = + i

(3y* — ¥ + 1)+ O(n) .

(26° —3y™") +

12 2 24n?

Tomando a exponencial da expressdo anterior, obtém-se

0w) = 9 {1+ -0 27— 1)+ 5 (3

(3.36)
— 16y° — 124° + 18y* + 12y° +12¢% + 12y + 3) + O(n)} .

Da expansio (3.36) verifica-se facilmente que a distribuigdo t de Student fende para a

distribuigdo normal reduzida quando n —» co.

Exemplo 3.16 A distribuigdo de Poisson P()) pode ser considerada como o limite da
distribuigdo binomial B(n,8) fezende n — oo, 0 — 0 com nfl = X fizado. O logaritmo

da probabilidade 7, de r sucessos ne disiribuicdo binomial € dado por {r fizo)
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log =,

10g(%)+(”"")10€( V )-l-log(l——)—l-log{l—( ;1)}

)‘r 1 )\2 2
log(ﬁ)—z\+;(r/\—-?—-%+%)+0(n"2).

Entdo,

"‘Ar P R s —2

A expansio (3.87) mostra que o probabilidade du distribuigdo binomial é aprozimada por

umae probabilidade gssociada & distribuicdo de Poisson, com erro o(n7?).

3.9 Expansodes de Funcoes Nao-Lineares

Nas segdes anteriores, a discussio se referia a somas (ou médias) de varidveis aleatdrias
#id. Discute-se aqui uma generalizacio 1itil nas aplicagbes da teoria assintdtica referente
a uma funcio nao-linear de uma soma (on média) de varidveis aleatérias independentes.
Por exemplo, 2 EMV em muitos problemas é uma fungio néo-linear da soma {ou média}

das observagGes.

Seja T, uma estatistica qualquer tal que T, Fioe suponha que \/n(T, — §) tem
distribui¢io normal N(0, 1) assintética. Admite-se que +/n(T, — &) tem uma expansdo de
Edgeworth do tipo (3.33) calculada a partir dos quatro primeiros momentos de T,,. Neste
caso, o teorema de Cox e Reid (Segdo 3.7) garante que é possivel encontrar, a partir das
equagdes (3.34) - (3.35), as fungdes py(-) e pa(-) de uma varidvel aleatéria X ~ N(0,1)

tal que
mX)
\/'r_z

Seja g{t) uma fungio ndo-linear de ¢ bem comportada. Deseja-se obter a expansio

Vit —0) = x + 25 oK)y oy

estocdstica assintética para n{g(Tn) — g(¢)} e caleular a expansio de sua fungio de

distribuicio. Tem-se que

a(Ty) =9{9+%+&(:(—)+ %Ej(_ﬁ)"'op(n_z)} .
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Expandindo a equagfio anterior em série de Taylor vem

Va{e(T) - 9O} = Xg'0) + {(X)g(X) + 56" @)} VR
1

+ {Pz(X )g'(6) + Xp1(X)g"(0) + gxﬂg'"(a)} n+ Op(n=3?) |

(3.38)

A equagio (3.38) representa uma expansio estocdstica assintética do tipo (3.32) com
Xo = Xg'(0), X = pi(X)g(X)+3X76"(0) & Xz = pa( X)g/ (0)+ Xpa (X)g"(6)+ L X4 (0)
¢, portanto, admite uma expansio de Edgeworth do tipo (3.33), cujas fungdes e, (-) e as(-)
podem ser deduzidas com algum algebrismo das equagdes (3.34) - (3.35). Resumindo,
fungdes ndo-lineares de estatisticas que possuem expansées de Edgeworth admitem tais

expansdes que podem ser deduzidas do teorema de Cox e Reid.

3.10 Aproximacdao Normal para Algumas Varidveis
Discretas

As aplicagbes das expansdes de Edgeworth e ponto de sela para varidveis aleatérias dis-
cretas envolvem o uso das corregdes de continuidade, que representa um método simples de
avaliar probabilidades quando uma distribuigio discreta é aproximada por uma continua.
FEm muitas aplicagées, a distribui¢io continua que serve como aproximagio é a distribuicio
normal ¢ o método consiste em aproximar uma probabilidade do tipo (Y = y) de uma
distribuigio discreta por um intervalo correspondente P(y — 0,5 < Y < y +0,5) da
distribuicdo normal supondo que Y varia de um em um, Similarmente, uma probabilidade
tal qual P(Y < ) de uma distribuigio discreta pode ser aproximada por P(Y < y+40,5)
da distribuigdo normal correspondente. O ajustamento de y pela adigio e subtragio de
0,5 é uma corregdo de continuidade. A corregdo objetiva transformar um ponto ¥ de um
conjunto discreto, num intervalo [y — 0,5,y + 0, 5] continue, de modo que o valor aproxi-
mado da probabilidade pontual P(Y = y) seja obtido como uma drea correspondente
ao intervalo unitdrio centrado em y e abaixo da funcio densidade usada na aproximacio
continua. As distribui¢Ses discretas mais comuns onde sio aplicadas as correcdes de
continuidade sdo: binomial, Poisson, binomial negativa e hipergeométrica. No que se

segue a probabilidade P = P(Y < k|#), onde 8 representa pardmetros, é aproximada por



86 Introdugdo & Teoria Assintdlica — Gauss M. Cordeiro

®(u), onde u & uma fungiio simples de k e § e ®(*) é a fungdo de distribuigdo acumulada
da distribuigdo N(0,1).
Distribuicao Binomial

Se Y ~ B(n,p), entdo

P=F i( LT

parak = 0,...,n. Pode-se usar P=&((k+0,5~np)/(np(1—p))*/*) quando min(p, 1—p) >
5/n. Este resultado é vélido assintoticamente quando n — co e k — o0, de modo que

(y — np)*/{np(1 — p)}* — 0. O erro absoluto méximo desta aproximagdo é menor do
que 0,1404/np(1 — p). Um resultado aproximado equivalente ¢

. k—np 1 k—np
P=g
(\/np(l—P)) i np(l — p) (\/npl— )

onde (-} é a fungio densidade da distribuigio N(0,1). Melhores aproximagbes para P

sdo obtidas das equagdes

=8 (2[{(k + 1)(1 — p)}* - {(n — k)p}/*]) (3.39)

ou

P=3 ({(4k +3)(1 — p)}*/* — {(4n — 4k — Dp}) . (3.40)

Usa-se (3.39) quando p < 0,05 oup > 0,93 & (3.40) 52 0,05 < p < 0,93. Uma aproximagio
mais precisa é dada por Pratt (1968): P(Y < k)=®(u), onde

d{1 + (l—n;ﬂg(k+0,5) + ﬁg(n k- 0,5)}1/2
(EnEy

comd=Fk+2—(n+})pegle)=(1—-2%+2xlog z)(1 — z)~? sendo g(1) = 0.

(3.41)

u=
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A aproximacio (3.41) tem erro de ordem de magnitude {np(1—p)}~3? uniformemente em
k. Nos casos triviais k=0 ek =n~—1, onde P = (1 —p)* e P =1-p", respectivamente,

esta aproximagio se deteriora.

As probabilidades individuais P(Y = k) podem ser computadas por

(k — np)? } .

1
v/ 2anp(l ~ p) =P {—2'”13‘(1 —-p) i

Distribuicao de Poisson

P(Y = k)=

Se ¥ ~ P(A), entdo
—Ayj
P=pPy <=3,

k
j=0 J'

A probabilidade P acima pode ser computada exatamente a partir da fung¢éo de distri-

buigdo qui-quadrado usando

P=P(Y <k) = P(xdgn 2 23) .

A aproximagfio cldssica para P é obtida do teorema central do limite como O((k+0,5 -
A)A"Y2), Mesmo para A grande sua precisio nio & boa: para A = 30,k = 17, resulta
em 0,0113 enquanto o valor exato é 0,0073. Uma aproximacio mais precisa para P é
P = P(Y < k)=1 - ®(w), onde w = 3[(Z27)'* — 1+ s(Tfl_ﬁ}(k + 1)¥2, sendo baseada
na aproximagao de Wilson-Hilferty para a distribuicio qui-quadrado. Uma outra aproxi-

magio simples supde que 2(v/Y — +/}) tem distribuigiio normal N(0,1).

Aproximagdes aperfeicoadas para P = P(Y < k) podem ser obtidas de

P=a(2{(k + 1)"/? — 212} (3.42)

P=0((4k 4 3)4/2 — 22112 | (3.43)

A aproximagdo (3.42) é bastante adequada préximo aos niveis de significincia usuais

enquanto (3.43) funciona melhor se 0,05 < P < 0,93. Uma aproximagao alternativa para
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P pode ser deduzida da expansgo (3.13) de Cornish-Fisher. Assim, P = P(Y < B)=%(u),
onde v segue do exemplo 3.4 como u = p(w) e w = (k+0,5— A)/AY?, Entretanto, a
aproximagio mais precisa para P = P(Y < k) segue de P=9(u) com
2 €
_ 2, } 1 k 5) /112 )\"1"2)
=0 ({kt - A+ g {1+ 0l 0,9)/0) :
onde g(z) foi definido logo apds a equagdo (3.41). A constante € s6 é relevante para A
pequeno e pode ser considerada igual a 0,02 ou, se nas extremidades, ignal a 0,022, Esta
aproximagio tem etro de ordem A~¥? yniformemente em k, com alguma deterioragio no

A

caso trivial & = 0, onde P = ¢™* nio requer a aproximagio normal.

Uma probabilidade poniual P(Y = &} pode ser calculada como

ko 0,5— A
VA

- @(——k_?};“)‘) .

Se k & grande, através da aproximagcio de Stirling para I'(k 4 1) = k!, obtém-se

PY =)= % (%)k {1 + ﬁ + O(k‘“)} .

PY =k) = @(

Distribuicadoc Binomial Negativa

A distribuicio binomial negativa B~ (s, p) é definida em ensaios independentes de Bernoulli
para modelar a varidvel aleatdria que representa o mimero ¥ de falhas verificadas antes

de ocorrerem s sucessos. Entdo,

py=r= (""" ra-nt,

sendo p a probabilidade de sucesso e k =0,1,2,... Tem-se

P=P(ng)=§j(5+§.“1)p’(1—p)’}

7=0
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que € idéntica a P(X > s), sendo X ~ B(s + k, p). Logo, da equagio (3.39) vem

P(Y < k)20 (21{(k + 1)p}? - {s(1 - p)}'/4)) .

A distribui¢io binomial negativa pode ser normalizada através da transformacgio Z =

v/sarcsenh{,/Y/s), tendo Z, aproximadamente, distribuicio normal N (0,1).

Distribuigao Hipergeométrica

Considere uma populagdo de IV elementos classificada em § sucessos e N — § fracassos.
Retira-se desta populagio, sem reposigio, uma amostra de n individuos. O mimero ¥

de sucessos nesta amostra tem distribuigio hipergeométrica de parimetros (5,n,N) com
() (5 25)
k n—k
O
n

para & = 0,1,...,min(S,n). Demonstra-se que p = E(Y) = np e o = Var(Y) =

fungdo de probabilidade

p) N__l) ;onde p = S/N. Uma aproximagéo para a fungdo de distribuiio de (3.44)
é dada por
P=PY <E)=d((k+0,5—p)/o).

Sejam 7 = np(1—p)(1— %), w = (k+0,5--p)/o e v = (k+0,5—x)/r. Demonstra-se que
Y tem distribuigio assintoticamente normal quando N —» o0 se, e somente se, 4 — co
e T — oo. A aproximagio $(v) para P & methor do que ®(w), e esta correta até ordem
O(77'). Uma aproximagio aperfeicoada para P, correta até O(r2), é P=8(u), onde

(1—v?)(N — 25)(N — 20) | o{N? —35(N — §)}
6N7r LT ‘

u=v+

As probabilidades pontuais (3.44) podem ser aproximadas pelas distribui¢des binomial
e de Poisson. Usando a distribuigio binomial, tem-se como primeira aproximagio, quando
n<0,1N,

P(Y = k)= (:) PPl —p)*

(3.44)
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Urmna melhoria nesta aproximagio pode ser conseguida substituindo n e p por n* = np/p*
e p* = {(n—1)+ (N —n)p}/(N — 1). Uma aproximacio assintética cujo termo principal

é a distribui¢do binomial é dada por

P(Y =k) = (2) 1 —py [l n {k— (2kN—pnp)2} +0 (Nip?)] _

Se n > Np, uma expansio melhor é obtida permutando n ¢ NP. Quando p é pequeno e

n & grande, pode-se usar a distribui¢io de Poisson como aproximagao tal qual

P(Y=k)=f:%p)k[l+(;Tp+%){k—(k—np)2}+0(%+$)].

3.11 Exercicios

1. Calcule a funcgio de distribuicio da soma S, de 3, 4, 5 e 6 varidveis aleatdrias
uniformes em (0,1). Compare numericamente as probabilidades P(S. > s} exatas
com aquelas obtidas das expansées de Edgeworth até O(n™1/2) e O(n™"), fazendo s

igual 2 um, dois e trés desvios padrdo acima da média de Sy,

2. Seja xf,\g uma varidvel aleatéria qui-quadrade ndo-central, com r graus de liberdade
e pardmetro de nic-centralidade A%, cuja fungdo geratriz de momentos ¢ M(Z) =
(1 —20)"Y @) exp{tX3(1 — 2t)~'}.

{a) Demonstre por expansio direta que

M) = (1= 207 {14030 - 26)7 4 SN - 26) + 008}

(b) Demonstre por inversio de M(t), que a fungio densidade f(y;r, A%) da va-
ridvel X?,p pode ser expandida em termos da fungéo densidade f.(y) de uma varidvel

aleatéria qui-quadrado central xZ, com r graus de liberdade, como
Az
flysm A = fely) + ?{fr(y) = fer2(¥)}

+/\8_4{fr(y) — 2fr4a(y) + fr+4(y)} + O(As).
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3. Sejam Y, ..., Y, varidveis aleatdrias continuas ifd com distribuigio na familia expo-
nencial (3.16) com A = Ay. Demonstre que a fungio densidade da soma S, = z Y;

pode ser expressa por

Fs.(8320) = exp[—(} = Jo)s + n{K(}) — K(X)

e+ op
Vonm K(3) {403

4. Deduza a expansio de Edgeworth para a convolugio S, de n varidveis aleatérias
itd cuja fungio de distribuigio é F(y) = (,/y), ¥ > 0. Calcule numericamente as
probabilidades P(S, > s) através das expansdes de Edgeworth e da aproximacio de
Lugannani e Rice para n = 5,10 & 20 ¢ s igual 2 média de S, e igual a 2 e 3 desvios

padrio de S, acima da média.

5. Compare numericamente as aproximacaes (3.25) com as corregbes de continuidade e
(3.26) no cdlculo das probabilidades P(Ss > s) de uma soma de 5 varidveis aleatérias
itd com distribuigdo em série logaritmica, cuja fungdo densidade é P(Y =y;0) =
affy, a = —{log(1 —8)}7', 0 <0 <ley=12,...Faca § = 0,2, 0,4, 0,6
e0,8es = 5E(y) + kfvar(y Y2, onde k = 0,1 ¢2, E(Y) = af/(1 —0) e
Var(Y) = af(l — o) /(1 - :

6. Demonstre que para a distribuigio gama, cuja fungio densidade é fly)
a"y""lem/I'(y), tem-se

}L%P{w—li/;ﬂ < y} =(y) .

7. Demonstre as expansées abaixo:

(a) l"(n + 1) — \/2_71_(” + 1)n+0.5,3‘n—1 {1 + 12(n1+ 1) n 288(,”1_,_ 1)2 —_ .};

(6) I'(n+0,5) = v2rn"e™ exp{-——zin 2882n3+0(n"5)}

8. Demonstre que a fungio de distribuicio da x? pode ser’ expressa da expansdo de
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Gram-Charlier como

Fay) = o) - £290) + 500() ,

onde 7 = VI28/(2Tnv/R), 72 = —4/(9n) — 64/(81n?) e D¥)(y) = ﬂiﬂl

9. Calcule a expansio ponto de sela para a soma de n varidveis aleatérias binomiais
B(mj, ) com a mesma probabilidade de sucesso ;¢ mas com indices my,...,Mx

diferentes.



Capitulo 4

Teoria Assintdotica de Primeira
Ordem

4.1 Fundamentos

Neste capitulo apresenta-se a teoria assintdlice de primeira ordem definida na inferéncia,
estatistica dos modelos paramétricos supondo que a informagio £ grande. Nesta teoria os
resultados sao vilidos somente quando n —+ co e decorrem de técnicas de linearizagdo
local baseadas nas expansdes em série de Taylor e nos tecremas centrais do limite. Em
especial, a funcdo escore sendo uma soma de componentes independentes tern assintoti-
camente distribuigio normal. A linearizagfio local relaciona a distribuiciio da EMV com
a distribui¢io da fungdo escore, implicando que a EMV também tem assintoticamente
distribui¢iio normal. A teoria assintética de primeira ordem produz uma variedade de
métodos e testes estatisticos que siio equivalentes somente até esta ordem mas diferem

por quantidades de ordem inferior.

A teoria assintética de primeira ordem geralmente admite que o nimero de observagdes
n cresce mas a dimensdo do vetor de pardmetros p se mantém constante. Ela é impor-
tante porque. produz simplificagdes considerdveis para problemas em grandes amostras,
implicando resultados simples e elegantes. Ao contrario, a teoria em pequenas amostras &
extremamente complicada e as solugfes exatas tém alto grau de complexidade. O ponto
fundamental a favor da. teoria assintdtica de primeira ordem é que as solugdes aproxima-

das mostram-se, em geral, bastante razodveis mesmo quando n nio é grande. Esta teoria

93
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é importante por dois molivos bem distintos. O primeiro surge quando n&o se tem em
principio uma solugio exata para o problema estatistico ou quando a solugédo exata € mui-
to complicada. Entdo, pode ser muito mais vantajoso obter uma aproximagao simples em
grandes amostras para alcangar objetivos praticos ou para se ter mais informagéo sobre a
solugio exata do problema. O segundo motive, o mais freqiente, revela o seu papel cen-
tral na inferéncia estatistica quando o problema realmente ndo tem solugdo exata, como,
por exemplo, quando nio existe uma regido de confianga exata ou um teste 6timo para o
parimetro de interesse. Entdo, torna-se natural e inevitdvel obter solugoes aproximadas

suponde que o niimero de observagdes é grande.

Nesta secio apresentam-se alguns critérios mais comuns {erro médio quadrdtico e efi-
ciéncia) para selecionar as estimativas dos parimetros nos modelos estatisticos e estudam-
se as propriedades assintéticas de maior interesse das EMV, tais como, consisténcia, unici-
dade, normalidade, eficiéncia e suficiéncia. Estas propriedades sdo vilidas somente quando
n —+ 0o e formam a base da teoria assintética de primeira ordem com o objetivo de se

fazer inferéncia.

4.1.1 Erro Médio Quadratico

Considera-se aqui apenas o caso uniparamétrico (p = 1). O erro médio quadrdtice (EMQ)
¢ uma das medidas preferidas para medir o desempenho de uma estimativa T’ de um escalar

8, sendo definido por

EMQ(T) = E{(T ~ 8)?} = Var(T) + B(9),

onde B(#) = E(T) — 0 é o viés de T. Em geral, tem-se interesse em estimativas ndo-
viesadas (B(#) = 0) de varidncia minima (NVVM) visando reduzir o EMQ. Entretanto,
em muitas situagdes, pode-se preferir uma estimativa cujas quantidades B(8) e Var(T) sdo
pequenas a uma outra estimativa ndo-viesada mas de varidncia aprecidvel. As estimativas
de EMQ minimo ndo sio muito usadas face a dificuldades em minimizar o EMQ sem
restrigbes adicionais. Entretanto, existe uma teoria elegante para as estimativas NVVM
que tornam estas estimativas atraentes. O EMQ) fornece um limite superior para a proba-

bilidade de que o erro absoluto de estimagdo exceda uma determinada quantidade pois,



222 Coldquio Brasileiro de Matemdtica 95

pela desigualdade de Chebyshev,

P(IT - 6] 2 &) < EMQ(T)/é".

As EMV em geral sfio viesadas em pequenas amostras e na Seciio 5.3 mostra-se como
calcular os seus vieses de ordem n~!. Entretanto, as EMV sio assintoticamente nio-

viesadas.

4.1.2 Eficiéncia

I ébvio que quanto menor for a varidncia de uma estimativa nio-viesada, maior serd a
chance desta estimativa estar préxima do parimetro verdadeiro. Uma propriedade de-
sejdvel € que a variincia de uma estimativa nao-viesada seja tio pequena quanto possivel.
Esta propriedade conduz a estimativas mais eficientes. Na estimagio de um escalar ,
uma estimativa T' ¢ mais eficiente do que uma outra T’ (no sentido de usar mais eficiente-
mente as observagbes) se EMQ(T) < EMQ(T’). A eficiéncia relativa de T' em relagio a
T ¢ expressa pelo quociente e(T", T) = EMQ(T)/EMQ(T") e geralmente depende de 6.
No caso de estimativas néo-visadas, a eficiéncia reduz-se ac quociente das variancias das
estimativas e, entfo, a estimativa NVVM é a mais eficiente. Felizmente, em problemas
regulares, existe um limite inferior tal que a varidncia de uma estimativa nio pode ser
menor do que este limite. Para qualquer estimativa T de um parimetro 8 cujo viés é
B(), a sua variéncia satisfaz Var(T) > {1 + B'(9)}*/ K(#), onde B'(§) = dB(8)/df. Esta
expressdo € conhecida como desigualdade de Cramér-Rao. Se a estimativa é nao-viesada,

a varidncia minima se iguala ao inverso da informagio.

Se uma estimativa T tem esperanca E(T) = 7(f), a desigualdade de Cramér-Rao
passa a ser Var(T'} > 7'(#)?/K(6). Claro que a forma anterior ¢ um caso especial desta
desigualdade. Entfo, a eficiéncia absolute de uma estimativa néo-viesada T' de 7(f)
€ definida por e(T) = {Var(T)K(0)/7'(6)*}~" sendo evidentemente menor ou igual a
um. Se e(T) = 1 a estimativa T ¢é eficiente. Quando 7(8) = 8, a eficiéncia reduz-se a

e(T) = {Var(T)K(6)} ™. A EMV § de 9 é assintoticamente eficiente.

Uma condigio necessdria e suficiente para que uma estimativa nio-viesada T de 7(8)
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seja eficiente (isto &, o limite de Cramér-Rao seja alcangado) € que a fungdo escore seja
fatorada como
K(9)
= —={T — . 4.1
OREGRO) (1)
Caso T seja nio-viesada para 8, (4.1) simplifica~se para U(#) = K(ONT -~ d). Pode
se provar ainda que existe uma estimativa 1' do escalar 7(#) de varidncia minima se, e

somente se, os dados tém distribuigio na familia exponencial uniparamétrica dada por

Fly; 6) = exp{a(y)e(8) — b(8) + d(x)}. (4.2)

F: f4cil comprovar que as equagdes (4.1) e {4.2) so equivalentes.

Uma propriedade importante da EMV é que se existe uma estimativa eficiente de um
escalar §, 0 método de maxima verossimilhanga ird produzi-la. Se T ¢ eficiente para 8,
{4.1) implica que a fungiio escore é linear em 7', ou seja, U(0) = C(6)T + D(f). Para
8 = 0 vem C(§)T + D(6) = 0. Como uma estimativa de 6 eficiente é nfo-viesada obtém-se

de E{U(8)} = 0: C(0)8 + D(#) = 0. Avaliando esta expressio em 8, encontra-se § = T.

H4 uma correspondéncia biunivoca entre a existéncia de uma estatistica suficiente
para f e a existéncia de uma estimativa NVVM para alguma fungio de d desde que o
campo de variagio dos dados independa do parametro desconhecido. Com efeito, se § &
uma estatistica suficiente para 8, a equagio (1.5) é vélida, e derivando o seu logaritmo

em relagio a # resulta na seguinte expressao para a fungdo escore:

U(0) = 2 tog (5,0) = M(5,0),

onde M é alguma fungio de s e 8. Satisfeitas algumas condigdes de regularidade, pode-se
provar que esta equagio implica os dados terem distribuigo na familia (4.2) e, portanto,
que apenas uma funcio desta estatistica T = T(S) (T' € também suficiente para #) ird
satisfazer (4.1), ou seja, ird estimar alguma fungéo 7(6) de @ com varidncia igual ao valor
minimo 7/(8)2/ K (). No sentido inverso, quando (4.1) for satisfeita, (4.2) sera verificada
e, obviamente, existirad uma esta.tl'sisica suficiente para 8. Constata-se ainda comparando

(4.1} com a equagdio U(f) = M(s, 93 que a condigio de suficiéncia é bemn menos restritiva

que a condicio de existéncia da estimativa NVVM.



22° Coldquio Brasileiro de Matemdtica a7

Seja F uma certa classe de distribuigdes e suponha que todas as estimativas 1" de um
pardmetro escalar § sejam nio-viesadas e cujas varidncias existem para toda distribuigio
desta classe. Lehmann e Scheffé (1950) mostraram que no maximo uma destas estima-
tivas é a mais eficiente para a classe F em consideragiio. O teoremna de Rao-Blackwell
(Lehmann, 1983, Segdo 1.6) mostra que é sempre possivel a partir de uma estimativa T
de & nio-viesada e de uma estimativa S de # suficiente, construir uma outra estimativa
nio-viesada de # que seja pelo menos tio eficiente quanto T'. Matematicamente, a es-
tatistica E(T|5) é uma estimativa nio-viesada de § e, se Var(T) existir, a sua varidncia
ira satisfazer

Var{ E(T'|5)} < Var(T) .

A igualdade na expresséo acima ocorrerd se E(T|S) = T com probabilidade igual a um.

4.1.3 Condigoes de Regularidade

As condigbes seguintes de regularidade sfo usadas na teoria assintética para justiﬁcar
e delimitar os erros das expansGes em série de Taylor. Algumas dessas condiges ou
a totalidade delas sio necessdrias para provar as propriedades assintéticas das EMV de
consisténcia, unicidade, normalidade, eficiéncia e suficiéncia, apresentadas nas Secdes 4.1.4
-41.7e4.2

Suponha que os dados yls s&o realizagdes #d de uma varidvel aleatéria ¥ caracterizada
por distribuicdes Py pertencentes a uma certa classe P, que dependem de um vetor § de
dimensdo p, § € ©. Sejam f(y;0) e L(f) = TIf(y:;0) as funges de probabilidade ou

densidade comum dos dados e de verossimilhanga para 8, respectivamente.

As seguintes suposigdes serdo necessirias no decorrer deste capitulo:

(i) as distribuicGes Fp séo identificiveis, isto é, 0 # 0’ € © implica Py # Py;
(ii) as distribuicdes F; tém o mesmo suporte para todo § € ©, ou seja, o conjunto
A= {y; f(y;0) > 0} independe de 8.

A condigdo (i) assegura que as distribuigdes de probabilidade dos dados definidas por
dois valores distintes de # sdo diferentes e a condigio (ii) garante que seus campos de

variagio so idénticos e independem de 4. As suposigdes (jii) - (v) abaixo garantem a
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regularidade de f(y;#) como fungio de # ¢ a existéncia de um conjunto aberto ©; no

espago paramétrico © tal que o parametro verdadeiro §y pertenga a ©y:

(iii) existe um conjunto aberto ©, em © contendo & tal que a fungdo densidade f(y; 6),
para quase todo y, admite todas as derivadas até terceira ordem em relagdo a 6,
para todo § € Oy;

(iv) Es{U(f)} = 0 e a matriz de informagio 0 < K(§) < oo para todo § € Oy;

(v) existem fungdes M;(y) independentes de § tais que, para i,hZk=1,...,p,

& log f(y;9)

50:90,08, | < Mear(¥)

para todo § € Oy, onde Ep, {M;;(Y)]} < oo.

A condigiio (iii) representa a existéncia de ©; e de derivadas de f(y; 8) até terceira or-
dem em Oy, a (iv) que a matriz de informagao & finita e positiva definida numa vizinhanga
aberta de 0y e a (v) que as terceiras derivadas da log-verossimilhanga sdo limitadas por

uma funcio integravel de ¥ cuja esperanga é finita.

4.1.4 Consisiéncia

Usualmente, uma estimativa é funcio (explicita ou implicita) do tamanho da amostra n
e, pelo menos intuitivamente, espera-se que a precisio desta estimativa aumente quando
n — 0. Neste sentido, uma estimativa T, é chamada de consisiente para um parfmetro
# se EMQ(T,) — 0 quando n — oco. A grande maioria dos métodos de estimagcio,
como o método de méxima verossimilhanca, produz estimativas consistentes segundo cer-
tas condigbes de regularidade. Geralmente, duas definigdes de consisténcia sio usadas
amplamente na teoria assint6tica. Sejam estimativas T, baseadas em varidveis aleatorias
iid, Yi,...,Y,. Dizse que T, é (a) fracamente consistente para 8 se T, = 8 4+ 0,(1); (b)
fortemente consistente para 8 se T, = 6 + o{1) com probabilidade um. A consisténcia
fraca (forte) ocorre quando T, satisfaz  lei fraca (forte) dos grandes nimeros. Entdo,
T, é fracamente ou fortemente consistente para & se lim P(ITn—6=2&)=10,V¥e>0
ou Pg(,}i‘l’glo T. = 6) = 1, respectivamente. Uma propriedade importante da EMV ¢é a

consisténcia (forte) supondo vélidas algumas condigbes de regularidade da Segao 4.1.3.
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Para n fixo define-se a EMV § em © de modo que

£8) > ¢(9) (4.3)

para todo 8 € ©. Por causa da igualdade em (4.3), a seqiiéncia de valores de & quando
7 — 00 poderd néo ser univocamente determinada. Mostra-se aqui que se as condigdes de
regularidade (i) - (ii) da Secao 4.1.3 sfio vélidas e © & finito, entio a EMV 4 ¢ (fortemente)
consistente para o parametro verdadeiro 80((5 a5 0o), ou seja, Py, (,}l,n;‘o f=8)=1Uma
versdo simplificada da demonstragio usa a designaldade de Jensen - E{s(Z)} < H(E(2))
- vilida quando #{Z) é uma fungio concava definida em IR e Z é uma varisvel aleatéria
integravel. Como a fungéo logaritmo é estritamente céncava, pode-se aplicé-la & varidvel
aleatéria L(#)/L(6y) para obter

] <% [~ {
Ey|logq —=% | < log | B ,
° [ ’ {L(oo) #1712
para todo § # f, onde Ey significa o operador esperanga matemética segundo o parimetro

fo. Mas Eo{L(8)/L(6)} = 1 e, portanto, Eo{€(8)} < Eo{#(f0)} para todo 8 # 8,. A
esséncia da demonstracio da consisténcia de § é que (4.3) e Eo{8(8)} < Eo{£(fa)} sdo

incompativeis a menos que § convitja para o Pela lei (forte) dos grandes niimeros
nH(0) = n~'Tlog f(yi;0) converge para n~'Ey{£(0)} quando n —+ 0. Logo, por
causa de Eo{f(0)}} < Ep{f(fo)} vem

Tim Po,(£(0) <€(80)) =1, 0486, . (4.4)

O limite em (4.4) especifica que, para n grande, a log-verossimilkanga em 6, exce-
de o seu valor em qualquer outro ponto ¢ #£ 6y, com probabilidade préxima de um.
Os resultados (4.4) e (4.3) com # = 8 sé ndo serdo incompativeis para n grande se
Py, (Jgglo L) = L(Gu)) = 1 for satisfeita. As condicdes (i) - (ii) € a finitude de © per-

mitem concluir que Py, ("ll’_no‘iJ = 90) = 1, ou seja, § ¢ {fortemente) consistente para

fo.

Se © for infinito ou mesmo infinito enumerdvel nio se pode deduzir a consisténcia
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(forte} de & diretamente de (4.4) sem as suposigdes (iii) — (v} da secdo anterior. Assim,
prova-se agora a consisténcia (forte) da EMV 8, supondo que as condigdes de regularidade
(i) - (v) sio satisfeitas, a partir do resultado (4.4) na situacdo geral de © infinito. Como
a log-verossimilhanga é diferencidvel por (iii), obtém-se por expansio de £(f) em série de

Taylor até segunda ordem

£(5) = &(80) + U(Ga)0 — ) = 5(8 = 06)" J(07)(0 = 60) (45)

onde J(6) é a informagio observada (Segdo 1.3) para # e §* é um vetor situado entre
f e 0. Como U(#y) e J(§") sio somas de varidveis aleatérias iid elas convergem pela
lei (forte) dos grandes mimeros para os seus respectivos valores esperados. Logo, por
(iv), U(8) 25 0 e J(#7) L5 K(6") > 0, e de (4.2) com § = 8 mais (4.4) conclui-se
que £(f) 255 ¢(6o). Deste modo, a forma quadrética em (4.5) deve aproximar-se de zero
quando n cresce e, forgosamente, § 2% g,. Entdo, demonstrou-se a consisténcia (forte)

de qualquer seqiiéncia de estimativas 8 obtidas segundo (4.3).

Segundo as condigdes (i) — (v) pode-se também demonstrar que, com probabilidade
tendendo 2 um quando n —+ oo, existe pelo menos uma seqiiéncia de solugdes f da
equagio de méxima verossimilhanga U{#) = 0 tal que § 2% 8, ou seja, 0 é fortemente
consistente para ;. A prova formal, entretanto, é bastante complicada e serd omitida
aqui. Se as observagbes forem independentes mas néo identicamente distribuidas, muitos
dos argumentos usados anteriormente continuario valendo aplicando-se a lei fraca dos

grandes nimeros.

4,1.5 TUnicidade Assintética

Segundo as condiges gerais (i) ~ (v) pode-se demonstrar a unicidade assintdtica de g,
isto &, para n grande existe uma iinica EMV de .  Em outras palavras, para grandes
amostras a log-verossimilhanca se torna estritamente céncava. Antes de demonstrar a
existéncia de uma finica EMV para 8 quando n —# co mostra-se que para n grande
f ¢ uma solugio da equacio de MV, U(f) = 0 e, com probabilidade um, corresponde a

um méaximo local em qualquer conjunto aberto centrado em 6. Expandindo U(#) até
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primeira ordem e fazendo § = § vem, com a mesma notagio de (4.5),

U(8) = U(fo) — J(0°) 6 = 6o) . (4.6)

Os dois termos no lado direito de (4.6) tendem a zero quando n —+ ©0; 0 primeiro
pela lei forte dos grandes mimeros e o segundo pela consisténcia da EMV., Logo, para n
grande, § é uma solugio de U (#) = 0. Como as observagdes sio #d pode-se considerar
K(8) = nk(#), para todo § € @, onde k(f) (> 0 por (iv)) é a matriz de informacio para ¢
relativa a uma dnica observagfio. Pela consisténcia forte de § vem n=1J(§) 2% n—1J (%)
e, pela lei forte dos grandes mimeros, n~'J(0y) converge com probabilidade um para

k(fo) > 0. A conjungio dos dois resultados implica que qualquer EMV 6 deve verificar

lim P (J(8) > 0) =1, (4.7

de onde se conclui que @ coriesponde, com probabilidade um, a um méximo local de
U(8) = 0. Prova-se agora facilmente a unicidade assintdtica de 8. Paran grande, se (4.3)
produzisse duas EMV & e 8", elas seriam consistentes e verificariam U (#)=0e(4.7), ou
seja, seriam maximos locais assintoticamente. Entio, existiria entre ' e " um ponto de
minimo @ consistente para 65(f = ) satisfazendo J (8) < 0. Mas isto violaria (iv), pois
para n grande, J(#) deve ser positiva definida para # € ©,. Como a ocorréncia de dois
méximos locais consistentes implica uma contradicio fica provada a unicidade da EMV @

em grandes amostras.

Em geral, no caso multiparamétrico p > 2, mesmo que U(8) = 0 tenha solugdo ¢nica
néo implica que ela sgja a EMV de # que pode alé mesmo nem existir. Contudo, no
caso uniparamétrico (p = 1), se a solugiio da equagfio de MV for inica, a probabilidade
de que esta solugio seja a EMV tenderd para um quando n —+ oo. Haverd unicidade
das equacées de MV quando f(y;6) for uma distribuicio nio-degenerada pertencente &

farnilia exponencial com p parimetros (Seciio 1.5), pois £(0) serd estritamente cdncava.
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4.1.6 Normalidade Assintética

Considere n observagoes iid, supondo validas as condigdes de regularidade (i} — (v) da
Secao 4.1.3. Se f é uma solugio consistente da equagio de méxima verossimilhanga

U(#) =0, entdo
\/ﬁ(é - 90) l:’ NP(U? k(gﬂ)_1)> (4'8)

ou seja, em grandes amostras, a distribuigio de # é aproximadamente normal p-dimen-
sional com média fy e matriz de covaridncia K({fg)~* = n~1k(8o)~'. Cramér (1946, Secio
33.3) e Lehmann (1935, Segdo 6.4) apresentam demonstragdes rigorosas da convergéncia
(4.8) para p = 1 e p > 1, tespectivamente. Mosira-se inicialmente a demonstragio de
(4.8) no caso uniparamétrico. As condigbes gerais de regularidade garantem a expansio

de U(f) = 0 em torno do parémetro verdadeiro 8, até segunda ordem:

U(00) + U/ (80)(0 — o) + 30" (67} — 8o}’ = 0,

onde |0" — 8] < |# — 65| e, portanto, §* é necessariamente consistente para fo. Os dois
primeiros termos no lado esquerdo desta equagio sio 0p(n'1?) e o terceiro é Oy(1), pois
U'(8) = Op(n), U"(8*) = Op(n) e § — 8y = Op(n~/?). Como U(fa) e U'(fo) sio somas

de varldveis aleatérias iid, a expansfo anterior implica

> U(0) iUf(ﬂo)

VAl 00) | g+ Oun ™) § = s

Pela lei fraca dos grandes nimeros — 1%, Uf(86)/{nk{80)} =1+ 0,(1}. Logo,

>_ Ui{fo)
b—6){1 40, (1)} = B 4.
\/T_"( 0){ -+ op( )} \/ﬁk(ﬂg) ( 9)
Observe-se que (4.9) é o caso uniparamétrico da aproximagdo {1.15), a iltima equagdo
sem o erro estocdstico. Aplicando o teorema central do limite & soma estocistica do lado

direito de (4.9) e por (iv) prova-se a convergéncia (4.8).
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A demonstragio da normalidade assintética de § no caso multiparaméirico é feita de
forma andloga ao caso p = 1. Quando 8§ for um vetor de dimensio p, a igualdade (4.9) ¢

generalizada para

VAl = 86){1 + 0,(1)} = %k(%)_ly(gn), (4.10)

onde k(f} = n~1K(8) ¢ a matriz de informagio para uma tinica observagio. De (4.10) e
(iv) é fcil checar que § tem média assintética zero e estrutura de covaridncia assintética
dada por Cov(f) = K(0p)~!. Entdo, a normalidade p-dimensional assintética de § decorre

do teorema central do limite multivariado aplicado ao termo do lado direito de (4.10).
0 fato de se aproximar a distribuigio da EMV § por N,(6q, n~E(fp) 1) é um dos
resultados mais relevantes da teoria assintética de primeira ordem com objetivos de in-

feréncia.

4.1.7 Eficiéncia Assintética

No caso p = 1, observe-se que k{flo) ™" é a varifncia da distribuico assintética de /7 (f—8,)
que, em geral, ndo coincide com o limite de Cramér-Rao (Secdo 4.1.2) para a sua varidncia
exata. Este fato é melhor compreendido observando que para qualquer estimativa T de 8

assintoticamente normal, i.e.,

Va(T - 8) 25 N(0,0(8)), v(8) >0, (4.11)

tem-se: nli}ngo{n Var(T)} = v(6) > &(6)™". O resultado (4.11) implica que a estimativa T
é consistente para §, mas ela pode ter viés ndo-nulo (para n finito). Contrariamente, o
limite de Cramér-Rao k(8)~" é relativo & varidncia exata de /n(T — 6) exigindo-se que

ela seja necessariamente nio-viesada. Uma estimativa T de @ é assintoticamente cficiente

se satisfaz (4.11) com v(#) = k(0). Desta definigio e de (4.8) conclui-se que qualquer

solugdo consistente § de U () = 0 é assintoticamente eficiente.

Néo hé dificuldade em generalizar o limite de Cramér-Rao ¢ (4.11) para as com-
ponentes de um vetor de pardmetros § € IRP. Assim, se k(0)™" representa o r-ésimo
elemento da diagonal da matriz (6)~", n~"k(#)"" é um limite inferior para a varidncia

assintética de qualquer estimativa de 8, assintoticamente normal (mesmo viesada para n
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finito). A desigualdade de Cramér-Rao estabelece que qualquer estimativa nfo-viesada de
8, tem varidncia (exata) superior a n”k(8)™". Como por (4.8) ,}l,'ﬁ,{n Var(f,)} = k(6)™",
deduz-se que qualquer componente de § & assintoticamente eficiente para o parametro

correspondente.

Os resultados de normalidade e eficiéncia assintéticas apresentados aqui poderdo ser
generalizados para situagbes menos restritivas em que as observagdes sdo independentes
mas nio identicamente distribuidas, desde que: a) a lei fraca dos grandes nimeros se
aplique & informagao observada média n~'J(#) com esta convergindo em probabilidade
para n~1 K (0) (a matriz de informagao média); b) o teorema central do limite se aplique
3 fungio escore total U/(#) sendo a convergéncia para uma distribuigio assintdtica nao-
singular. Existem indmeros outros aperfeicoamentos com suposigoes mais fracas para
garantir consisténcia, unicidade, normalidade e eficiéncia da EMYV em situagdes gerais e

especificas que n&o serdo citados aqui.

4.2 Suficiéncia Assintotica

A fatoragio de Neyman-Fisher (1.5) representa a melhor forma de se verificar a suficiéncia
de uma estatistica § = 5(Y). Para demonstrar a suficiéncie assintdtica de uma solugdo §
da equagio de méxima verossimilhanga U(#) = 0 deve-se supor que as condigbes (1) - (v)
da Secdo 4.1.3 sfo verdadeiras. Neste caso pode-se expandir £(9) analogamente & equagio
(4.5) como

0(6) = £0) — 50— B T - 8) + 0,(1)

com 8 — 6 = O,(n~1/%). Portanto, a forma da verossimilhanga

1(0) = E(0)exp {30 — BT I@)0 — 1)+ 0, (1)

implica que § é assintoticamente suficiente para #, quando existir uma estatfstica suficien-

fe.

Em pequenas amostras, a solugio § da equagio de mixima verossimilhanga pode ndo
ser suficiente para # mas sempre sera fungfio de uma estatistica suficiente para ¢, quando

existir uma estatistica suficiente.
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Os resultados assintdticos deduzidos nas Segdes 4.1.4 — 4.1.8 enaltecem que & teo-
ria assintdtica de primeira ordem & simples e elegante para as estimativas de maxima’

verossimilhanga.

4.3 Inferéncia sem Parametros de Incémodo

Seja Y uma varidvel aleatéria com fungio de probabilidade ou fungio densidade
f(y;8), 8 € O, dependendo de um vetor ¢ de dimensio P Sejay = (y1,...,49.)% um
vetor de realizages de Y. Quando nio hd pa.rémetfos de perturbagfo o interesse é testar
a hipétese nula simples H : § = 8 versus A : § # 0, onde () & um vetor especificado ]
para §. Hé vérias maneiras de testar H que sio equivalentes até primeira ordem, ‘i.e.,

baseiam-se em estatisticas que diferem tipicamente por quantidades de ordem Oy(n~Y%),
Sejam £(8), U(8), J(8) e K (8) a log-verossimilhanca, a fungiio escore e as informagoes
observada e esperada relativas ac vetor 8, respectivamente. As trés estatisticas comumen-

tes usadas para testar H versus A sio a razdo de verossimilhanca de Neyman e Pearson

w = —2log £r expressa por
' w = 2{¢(8) — 2(8'N)}, (4.12)
a estatistica escore de Rao |
Sg = U(#O)T K(9©)y(9®), (4.13)
e a estatistica de Wald
W = (0 — 0T K(6)(6 — o). (4.14)

As trés estatisticas acima representam as técnicas mais importantes para avaliacio e teste
de modelos estatisticos. A forma (4.12) foi proposta por Wilks em 1938. Depois, Wald
propds (4.14} em 1943 e Rao desenvolveu (4.13) em 1947.

As formas quadrdticas (4.13) e (4.14) sfo deduzidas das distribuicSes assintéticas
N0, K(819)) e N,(60), K(0)") de U(8%) e §, respectivamente. As estatisticas (4.12)
e (4.13) independem da parametrizacdo adotada para f(y;#) enquanto a estatistica de
Wald depende da parametrizagao do modelo. Apenas a estatistica Sz nio requer o caleulo

da EMV & embora envolva a inversa da matriz de informagio.
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Se as condigdes de regularidade (i) - (v} da Segio 4.2 so satisfeitas, as trés estatisticas
acima sio equivalentes até primeira ordem, isto &, elas tém segundo a hipétese nula H
a mesma distribuigio assintdtica x? com p graus de liberdade. Assim, a hipétese H
serd rejeitada para valores grandes de w, Sr ¢ W comparadoes com o valor critico x2(cr)
obtido da distribuigdo xf, para um nivel de significincia nominal « fixado. As regides de

100(1 — @)% de confianca para @ séio formadas, aproximadamente, por

R(0) = {6;T(8) < x; ()}

onde T(8) pode ser qualquer uma das estatisticas (4.12) - (4.14}.

Como U (89) e K(8\?) se referem a um vetor de dados de dimenséon, pode-se adotar,
sujeito a condigdes de estabilidade, nos cdlculos assint6ticos quando n — co, a seguinte
convengao:

T(E0) = RT(O) = Oyfn'/2),
K(6©) = n K(6),
§— 00 = 0,(n"1/2),

onde K (6%) é a informagao média por observagio e U(0©)) é a fungio escore normalizada.
Tem-se K(§) = 0(1) e T(6?) = O,(1). A vantagem da notagéo acima é expressar todas
as quantidades em termos de outras que so de ordem O(1) ou de variaveis aleatdrias que
siio O,(1). Se as observagles sio #id, entio K(6”) é a informagéo relativa a uma dnica

observagio.
Se K(f) é continua em § = 0 obtém-se, quando n —» oo,

ntJ(00) Ly T(6), @.15)

a~1J(0) 2 (8O, '
Assim, nas estatisticas (4.13) e (4.14) as matrizes K (8%) e K (f) podem ser substituidas
pelas matrizes J(0©) ou J(4), pois as vérias estatisticas modificadas serdo equivalentes
até primeira ordem, ou seja, terfio a mesma distribuigio limite X3 As estatisticas (4.12)

- (4.14) irdo diferir quando @ = §® por quantidades de ordem O, (n~12).

A distribuiciio assintdtica das estatisticas (4.12) - (4.14) é uma conseqiiéncia da distri-



222 Coldquio Brasileiro de Matemdtica 107

buigio normal p-dimensional assintética da fungio escore IJ (#) com média zero e estrutura
de covaridncia K(#). Para observagbes independentes este resultado decorre da aplicagio
de um teorema central do limite & soma estocdstica [J (#). Supbe-se aqui problemas regu-

lates com a validade dos seguintes resuliados

VaU(8) 2 N,(0,K(9)), (416)
valf —8) 25 N,(0,K(0)) .

A distribuicdo assinttica das estatisticas escore (4.13) e Wald (4.14) segue de imediato
das convergéncias em (4.16). Para demonstrar a distribuicio assintética da razio de
verossimilhanga, expande-se £(f) em série de Taylor em torno da solucio 4 de I/ (é) =0
Assim,

{8) = o) — (o —IQ)TJ(é)(B —0) + 0,(1)

o] =

w=(0—)TJ(O) (B —8) + 0,(1). ' (4.17)

Usando § -- 6 = K(0)~'U(6) + 0p(n"/?) e a segunda convergéncia em (4.9} encontra-se

w=U(8)"K(8)'U(6) + o0,(1) . (4.18)

Usando a primeira relagéo de convergéncia em (4.16) obtém-se de (4.18) que w —2 X2
supondo H : § = 6 verdadeira. De (4.17) e (4.18) verifica-se que W e Sg sio assintoti-
camente equivalentes a w. A mesma equivaléncia assintética ocorre, pela combinacio dos
resultados (4.15) - (4.16), com formas variantes das estatisticas {4.13) e (4.14) deduzidas
substituindo (8@ e K(8) por J(0©) ou J(§). Assim, as estatisticas
U(EOTE () 0(0), UEO)I() U (00),
U(EOYTI@)U(00), (6~ 0T I(0)(6 - 6©),
(6 — 6O J(B)(6 — 0) e (B — IONTK(5) (6 — 6©)

sdo assintoticamente equivalentes & distribuigio Xﬁ-

Exemplo 4.1 Considere a distribuigio multinomial y ~ M(n, m) onde y = (y1,..., )7

{com y; > 0) representa p freqiiéncias observadas com probabilidades associadas m =
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(71,...,mp)T. Para testar H : v = 7@ versus A: 7w # 7%, as trés estatisticas reduzem-
P © P (g —nrl)? : (O)y2
se a: w =2 ylog{y/(nm}”")}, Sr= N e W = >(w —nm) g A

D
i=1 =1 lmr,! ) i=1 . .
distribuicdo kimite destas estatisticas segundo H € x2_,. A estatistica Sp € a Jamosa

estatistica x® de Pearson. Sobre ela R.L. Plackett foi enfdtico: “Pearson’s chi-squared

test is one of the great monuments of twentieth-century statistics.”

No caso de @ ser um escalar, as formas (4.13) e (4.14) reduzem-se a Sp =
U2/ K@) e W = (6 — 69)2K(f). Buse (1982) apresenta uma excelente inter-
pretagio geométrica das formas de w,Sp ¢ W no caso de § escalar. Na pratica, testes
envolvendo um grau de liberdade podem ter mais significado comparando-se as estatisticas
Vw,/Sg ou VW, com um sinal adequado, com os valores criticos da sua distribuigao

normal N(0,1) assintética. As estatisticas sinalizadas abaixo
7 = sinal(f — §)w'/?,
rsg = U(BO)/y/K (), (4.19)
rw = (6— 00)/K(d)

tém, assintoticamente, segundo H : 8 = (), distribuigio normal N(0,1). Aqui, também,
J(0) e J(0©) podem substituir K(d) e K(0@) e a distribuigio normal N(0,1) assintética
continua valendo. Na realidade, todas estas estatisticas sinalizadas satisfazem: (i) » =
Z+ Op(n~Y%), onde Z ¢ uma varidvel aleatéria que tem assintoticamente distribuiéo
normal N(0,1); (ii) P(r € z) = ®(x) + O(n"'/2). Assim, elas diferem por quantidades

estocasticas de ordem n~1/2 em probabilidade.

Exemplo 4.2 Considere uma amosire aleatdrie de tamenho n da distribuigio de Poisson
P(p), onde se deseja testar H : p = p® versus A : p # u9. De (4.18) ~ (4.14) €
Jicil obter w = (4@ — §) + 2 log(F/r®), Sg = n(F — pOV/u® ¢ W = n(g -
w2/7, sendo § @ média amostral. Claramente, o-teste de H via Sg € equivalente ao
teste baseado na aprozimagio normal N{nu®, nu®) do distribuicio de ng. Qualquer

uma destas estatisticas tem assintoticamente distribuicéo X3.

Exemplo 4.3 Seja uma amostra de observagdes y1, . . ., yn iid do disiribuicdo exponenciel
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com fungdo densidade f(y;p) = pe=#v. A EMV de p € p = 1/g. Para testar H : p = p®

as estatisticas em ({.19) sio
7y = sinal(l ~ pOg)[2n{p0F — log(p7) — 1}]!/2,
rou = rw = v/l - )

Uma ouira estatistica equivalente é a Wald modificada rjy com a informagdo sendo ava-
tioda na hipétese nula ao invés de ser calevlada na EMV. Tem-se vy = /n{(pog)~' —1}.

Pode ser demonstrade por primeiros principios que
re = =2+ 227+ Oy(n"),
Tsp=tw =—2, vy = —Z + \%22 + Op(rn71),

o que ilusira a equivaléncia até primeira ordem destas estatisticas, isto €, todas elas con-

vergem em distribuicdo para a normal N(0,1} quando n — oo.

As estatisticas em (4.19) sdo guantidedes pivotais assintdticas para o parimetro
pois convergem para uma distribuigdo conhecida que nio envolve este pardmetro quando
n — oo, Assim, os limites de 100(1 — @)% de confian¢a para o escalar & podem,
alternativamente, ser obtidos como R(8) = {8;|r(#)| < 2.}, onde 2, é tal que ®(2,) =
1 —af2. A estatistica ry = (6 — 0)K(§)/? tem a vantagem de englobar conjuntamente
uma estimativa de # e sua precisao K (9)1/ %, enquanto que a estatistica de Wald alternativa
rw, = (6 — )J(8)1/2, equivalente assintoticamente a rw, contém uma varidvel aleatéria
J (5) que ndo envolve f mas pode nio representar uma variincia em pequenas amostras.
Ambas estatisticas sio lineares em 8. Quando o viés B(6) de ordem n~! de & (vide Segiio
5.3) ¢ aprecidvel, deve-se aplicar a ry € ryw, uma corregio de viés (supondo K(f) e J (9)
praticamente constantes) substituindo §—8 por 6— B (é)—G. Alternativamente, determina-
se infervalos de confianga aproximados para # em forma explicita usando as estatisticas
7 = sinal(d — O)w/? e rg, = U(8)/ \/m quando elas forem fungbes monoténicas de 6.

Caso contrério, o intervalo para # sé poderd ser construido numericamente.
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4.4 Inferéncia com Parimetros de Inco6modo

Apresenta-se aqui a teoria assintética de primeira ordem quando o modelo estatistico
contém parimetros de perturbagio. Suponha que o vetor § de pardmetros de dimenséo p
é particionado como 8 = {7, AT), onde dim(3}) = ¢ e dim(}) = p — ¢. Deseja-se testar
H =9 versus A : ¢ # 4, onde ¥ é o vetor de pardmetros de interesse e Ao
vetor de pardmetros de perturbagio. Seja £(3, ) a log-verossimithanga para 3 e A. De
agora por diante, os simbolos A e ~ indicam quantidades estimadas segundo A e H, Le,
avaliadas nas EMV irrestrita § = (J)T, S\T)T e restrita § = (w(“)T, AT)T, respectivamente.
Particionam-se o vetor escore U/, a matriz de informagio K e sua inversa K~! da mesma
maneira que §, ou seja, UT = (U], UT),

. (K K,,,A) " (KW K""‘)
K= (Kw K e KT =lpw gm

Usa-se notacio similar para a matriz de informacio observada J ¢ para sua inversa J -1
Fm geral, as quantidades Uy, Uy, Kyy, Kys = KT, e Kz, dependem de ambos vetores
e A

A estatistica escore baseia-se na normalidade assintética da componente da fungéo
escore U, = Uy(#®, ) correspondente ao vetor de parametros de interesse, ou seja, no

resultado

Uy 25 N,(0, K¥¥7"), (4.20)

onde K¥¢ = K% (%, A) é a matriz de covariancia assintdtica de . Entfio, a estatistica

escore é definida pela forma quadratica

Sp=0TE#0,, 4.21
¥ ¥

onde U = Uy(p®,3) e K% = K% (0 1), A vantagem da estatistica escore é que ela
56 depende da EMV segundo a hipdtese nula. A distribuicde assintética de Sg segundo
H : ¢ = ™ gegue diretamente de (4.20) que implica Sg 2 X2

O desenvolvimento da estatistica de Wald é similar ac da estatistica escore e decorre

da normalidade assintética da EMV 3. Como # tem distribuigio normal p-dimensional
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assintdtica com matriz de covariincia K~1, ento, b tem também segundo H, distri-
bui¢io normal g-dimensional assintética com média % e matriz de covaridncia K v,
ou seja, ¥ — @ 2y N0, K¥%). A matriz K" pode ser consistentemente estimada
por K¥¥(5, ), K¥* (W 3), J(, 1) ou J (%, }). Escolhendo a primeira forma' a
estatistica de Wald é dada por

W = (g —pOTEW7 (- p0), (4.22)

onde K% = K "”’"’('g[;, :\) Usando-se as outras matrizes de peso obtém-se estatisticas que
sio assintoticamente equivalentes a {4.22). Em qualquer caso, W é uma forma quadratica
correspondente 2 distribuigio normal assintética N, (0, K%¥) de ¥ — v e, portanto,

w -2 X2, supendo a hipétese nula verdadeira.

A razio de verossimilhanca para testar H : ¢ = 4% ¢ definida como

w = 2{(9, ) — 4@, 1)} . (4.23)

O inconveniente de (4.23) é que w requer duas maximizacbes. Pode-se mostrar que
w2y X3 segundo H (Wilks, 1938). Logo, as estatisticas (4.21) — (4.23) séio equivalentes
até primeira ordem, pois todas convergem sob a hipitese nula para a distribuigio X
Apresenta-se, resumidamente, a estratégia de demonstracio da equivaléncia assintdtica
das estatisticas Sp, W e w. Em primeiro lugar, a férmula da inversa de uma mairiz

particionada produz
K% = (Kyy — Eppa K Kog) ™,

K¥ = KW = KWK Kb e
K* = K/\_; — K;;KA,;,K‘bA.

Além disso, K** = K3} -+ KM K] KV, A relagdo entre as estimativas d e } &

A= 3 4 Kl Kog($ —¥) + Op(n™Y) .

Recorrendo & aproximagio (1.15) tem-se até primeira ordem

(0= (o o) ()
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que substituida em (4.22) implica, ignorande quantidades de ordem o,(1),

W = (KU, + KUY KT (KU, - KPUY). (4.24)

Até primeira ordem tem-se

au,
aA

Uy — Kya(XA = X).

Uy, X) Up+ 52(A— %)

Como A — A= KM, + op(n‘lf'z), vem

Up(®,3) = Uy — Kppn KM,

Substituindo em {4.21) resulta aéé primeira ordem

Sp = (Uy — KK UDTKY Uy — Kya KU, (4.25)

A razdo de verossimilhanca pode ser decomposta como

w = 2{0(sh, &) — €@, )} — 2{e($@, }) — e, 1)},

isto &, dada pela diferenca entre duas estatisticas para testar hipoteses sem pardmetros
de incémodo. Assim, usando o resultado (4.18) tem-se até primeira ordem

KW K9y U, -
w=309) (v om) (o)~ VEER U (4.26)
Com urna longa dlgebra envolvendo as matrizes particionadas anteriores demonstra-se
que as expressdes {4.24) — (4.26) sdo iguais e, portanto, estabelece-se a equivaléncia de

primeira ordem das estatisticas Sg, W e w.
Um problema que surge na realizacio dos testes de hipdteses e na construgio de

regides de conflanga para 1 é escolher dentre as estatisticas (4.21) ~ (4.23) que, segundo

H : 1 = ¢ siio assintoticamente equivalentes & distribuigio 2. Claramente, a escolha
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pode ser pautada no grau de dificuldade de céleulo das EMYV irrestrita e restrita, notando
ainda que w e Sg sdo invariantes em relagio 4 reparametrizacio da distribuigdo dos dados
mas a estatistica de Wald nio € invariante. Istas estatisticas sio quantidades pivotais
assintéticas para o parametro ¢ e, portanto, podem ser usadas para construir regides
assintGticas de 100(1 — a)% de confianca para 4. Estas regides sio definidas por um
conjunto aleatério R(y) C IR? dependente de y e de o tal que P(y € By))=1l-a.
Assim, regides de 100(1 — )% de confianga em IR para 1 sdo deduzidas diretamente das
estatisticas escore Sp em (4.21), Wald em (4.22) e razio de verossimilhanca em (4.23),
produzindo L

Ra() = {o; UF KU, < x2a)},

Ra(9) = {95 (9 — 9)TEY™ (% — ) < x2(a)},

Rs() = {9 £(,3) 2 €05, 3) — §x3(e)},
respectivamente. Claro que Ra(t) € mais ficil de ser construida do que as regides By ()
e Hy(4), pois estas iiltimas dependem de formas quadrdticas. Observe-se que Ry(p) é
decorrente da razio de verossimilhanga perfilada (vide Sechio 4.5), pois A é a EMV de
A condicional a 3. As regides Ri(1), Ro(s) e Ra(h) sdo assintoticamente equivalentes
mas em pequenas amostras sio diferentes e podem ser imprecisas. Elas sio aplicaveis em

qualquer problema regular na construcio de regides de confianca.

No caso do pardmetro de interesse i ser escalar, pode-se também construir intervalos
de confianga aproximados para 3 generalizando as estatisticas sinalizadas em {4.19). As-
sim, obtém-se quantidades pivotais assintéticas para ¢ andlogas aquelas em (4.19) dadas
per

7. = sinal(sh — P)wtf?, rsp = Uy K#9'"

rw = (= $)/ KW, rh, = 0,97, (4.27)

ry = (=9I
Todas as estatisticas em (4.27) tém distribui¢io normal N(0,1) assintética. Como rh, =
Sr, iy = W e rl, = w, os intervalos obtidos das regies Ri(¢), Ry(v) e Rs3(y) sio
idénticos dqueles baseados em rg,, 7w e ry, respectivamente. As estatisticas Tg, € Ty 880
versdes assintoticamente equivalentes a rs, e rw com informacéo observada no lugar de
informagéo esperada.

Uma grande simplificagéio ocorre no célculo das estatisticas w, Sp e W quando os
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vetores de pardmetros ¥ e A sio ortogonais. Neste caso, a matriz de informagao & bloco-
diagonal pois as matrizes Ky e Kiy se anulam e as equagbes de méxima verossimi-
thanca para determinar ¥ e ) sio separdveis. Observe-se que as expresses (4.24) - (4.26)
reduzem-se, sem célculos adicionals, a U:{ K¥*U,. Como consegiiéncia da informagéo
ser bloco-diagonal, as EMV ¥ e A sio assintoticamente independentes e a covaridncia
assintética de tfr quando X é desconhecido é a mesma daquela covaridncia quando X é
conhecido. Um outro aspecioe importante é que a EMV 5\¢ de A condicional a i espe-
cificado varia pouco com g na vizinhanca de 1, com uma variagio também reduzida da
EMV ¢, de 3 com X especificado. Mais precisamente, se Bp — b = Op(n?), entdo
A=A, = 0,(n"1). Quando néo ha ortogonalidade, =y =0, (V).

Exemplo 4.4 Suponha que uma varidvel aleatdria ¥ tem fung¢do densidade dependendo

de dois pardmelros p (média) e ¢ (precisdo) escrita convenientemente como

F(y; 0,¢) = expld{yd — b(0)} + der(y) + d(8) + dilw)], (4.28)

onde § = ¢(p) € uma fungdo univoca do pardmetro . As fungies densidade das distri-
buicées normal N(p,d1), gama G(u,¢) e normal inverse N™(u,$) podem ser escritas
na forma ({.28). Das condicies (1.9) e (1.10) verifica-se que E(Y) = p = db(0)/df e
Var(Y) = ¢~'d%b(8)/d0?. Representa-se a fungdo de varidncia deY por V = V(p) =
d2b(8)/d8? pois s6 depende do pardmetro § e, poriento, somente de i, Note-se que ¢ real-
mente mede a precisio de Y sendo ¢~ uma medida de dispersdo. Sejom n observagdes
iid do modelo ({.28). Apresentam-se agora s estatisticas ({.21) - ({.23) para testar o
média Hy : p = p©® (versus A, : p1 5 ) com o pardmetro de precisdo ¢ desconhecido,
e para testar o pardémetro de precisdo Hy : ¢ = H (versus Az : ¢ # ¢©) com & média u

desconhecida. A log-verossimilhanga como fungdo de pt € ¢ ¢ expressa por

£, d) = nop{Fa(p) — bla(ps))} + dZer(w) + nd($) + Zda () -

As componentes da funcdo escore com relugdo a p e ¢ sdo U, = "T,"l(y —p)ely =
n{7q(p) — b(g())} + Barly:) + nd'(@). As EMV irrestritas sdo: fi =7 e ¢, obtida de

¢+ 19 - Ha@) + L) =0, (4.29)
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A equagdo (4.29) pode ser ndo-linear (caso da distribuicdo game) ou ter solugdes

fechadas (casos das distribuicées normal e normal inversa).

No teste de Hy versus Ay, a EMV § sequndo A, ¢ obtida de (4.29). A EMV ¢ sequndo
H, € calculada também desta equagdo com pl® no lugar de Y. Os pardmetros it e ¢ sdo
orfogonais, o que facilita o edlculo das estatisticas escore e de Wald, A infermagdo para
i, ¢ € bloco-diagonal sendo dada por K = diag {3, —nd"(#)}. Entio, as estatisticas Sh, e
Wi sequem diretamente de (4.21) - (4.22) como Sg, = —-9( —p®? ey, = —-Q(y w2,
onde V=V N eV = V(7). Assim, as formas de Sg, ¢ W, sdo similares; a diferenga
€ que as quantidades da primeira estio avaliadas em H, ¢ as da segunda em Ay, A
razde de verossimilhanca wy pode ser calculada de (4.23) numa forma muito simples
(Cordeiro, 1987) levando-se em consideragio as equagies que determinam ¢ e ¢. Tem-se
wy = 2n{v() - v(d)}, onde v(¢) = ¢d'(¢) — d($). As trés estatisticas Sp, W, e w,

convergem assintoticamente, quando a hipdtese H, € verdadeira, para a distribuicdo xi.

No teste de Hz : ¢ = ¢ versus Ay : ¢ # ¢ observe-se que @ EMV de p € igual

a média amostral § segundo ambas as hipdteses. Levando-se em consideragio a equagio
(4.29) que determina ¢ ¢ ficil mostrar que & rezio de verossimilhanga para testar Ha
reduz-se @ wy = 2n{d(¢) — d(¢®) (¢ — ¢Nd'($)}. Usando-se ainda {4.29), a funcio
escore relativa a ¢ avakiada em Hy iguala Uy = n{d'(¢™)—d'($)} e, portanto, obtém-se a
estatistica escore Sp, = —n{d' (V) — d'($)}?/d"($®). A estatistica de Wald ¢ simples-
mente W = —n{d — ¢(°))2d"(<f>). As irés estatisticas uy, Sp, ¢ Wy sdo assintoticamente
equivalentes, quando Hy € verdadeira, @ distribuigio x2. As formas das trés estatisticas
nos testes de Hy ¢ Iy, relativas ds disiribuices normal, gama e normal inversa, sdo
facilmente obtidus destas expressées gerais a partir dus funcies V e d(¢) (vide exercicio

1 da Segdo 4.6).

Exemplo 4.5 Considere a distribuicdo multinomial Y ~ M(n,x), apresentada no ezem-
plo 4.1, sendo o vetor m de probabilidades de dimensdo p. O interesse reside em testar a

hipdtese que o vetor m depende de um vetor § desconhecido de dimensio q muito menor’

que p, L.e., lestar H : w # n(6) versus A : 7 # w(8). Sejay = (y1,.-.,y,)7 o vetor
das fregiéncias observadas. Coxz e Hinkley (1979, Secdo 9.3) demonstram que as irés
estatisticas cldssicas para testar H versus A tém as seguintes expressdes:




116 Introdugdo 4 Teoria Assintética — Gauss M. Cordeiro

2

w—QZy,Iog{mr (9)} S Hz{%—nm( 0}

i=1 i=1 nm(ﬂ)

)
W= Z;{ya‘ — nmi(8)Y /v,
i=
onde 6 6 & EMV de 6 segundo H. Admite-se aqui que y; > 0 parai = 1,...,p. A
idéia da demonstragio € transformar a hipdtese H : w = n(#) ne forma candnica H :
i = @, X desconhecido, usada nesta segio. Assim, as lrés estetisticas tém formas
semelhantes dquelas expressies do exemplo 4.1 velativas ao teste de uma hipdtese simples
sobre m. Segundo H, elas tém assintoticamente distribuicdo x2_;_,, € o teste ¢ conduzido

comparando-se os seus valores com os pontos criticos desta distribuicdo.

4.5 Verossimilhanca Perfilada

No caso de modelos com pardmetros de perturbagio costuma-se fazer inferéncia usando a
verossimilhanga perfilada. Como na Secdo 4.3, seja 8 = (7, AT)T o vetor de pardmetros
particionado nos vetores 1 e A de pardmetros de interesse e de incdmodo, respectivamente.
Seja L(1, A) a verossimilhanga para ¢ e A, Denota-se por 5\¢ a EMV de X para dadoe valor
de 1. A verossimilhancga perfilada para 3 é definida por

L(y) = L, M) (4.30)

e & usada em vérios aspectos de forma andloga a uma verossimilhanga genuina. A log-
verossimilhanca perfilada é E(gb) =log i(lf;) A forma (4.30) sugere um procedimento de
maximizacio em duas etapas. A primeira etapa consiste em achar o valor dnico 5\¢ que
maximiza £(1, ) = log L(%,A) com respeito a X supondo ¢ fixo. A segunda etapa visa
a encontrar o valor de ¥ que maximiza #(s). Em geral, 3, difere de A (EMV usual de
A) por termos de ordem Op(n~1/?). Os méximos de (1) e £(4, ) coincidem e, entio,
supondo que ¥ maximiza (?.30) tem-se: E(xﬂ) = l(¥) ou E(J),S\J,) > E(u’;,ju,p) > L, X).
Assim, as EMV perfiladas ¢ e A; sdo iguais as EMV usuais de ¢ e A. Convém ressaltar
as seguintes propriedades;

1. Se £ = &y, ) é diferenciavel, # e X sio solugdes das equagdes de mixima ve-
rossimilhanga 8€/9|;5 = 0, 8£/8A|;5 = 0 e, para todo ¥ fixado, Ay & solugio
de 8£’/3A|5\¢ = 0, entdo a EMV ¢ pode ser obtida diretamente da equagio de
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méxima verossimilhanga perfilada com o vetor A efetivamente eliminado, i.e., de

Olw) /3|5 =

2. A razdo de verossimilhanga perfilada @ = 2{é(¢) — (%) ¢ igual 3 razio de
verossimilhanga usual para festar a hipétese H : ¢ = $ e,

@ = 2{0($) — {p )} = 2{6(, %) — 4, )}

e, portanto, @ —s X2, onde g = dim(¢).
3. A regido de confianga perfilada

R(s) = {g; £() — E(¢p) < c}

€ uma regiio de confianga aproximada para ¥ com o nivel de significincia determi-
nado da distribuigio x? assintética de . Quando ¢ <5, c=¢+1, g+3e g+5
produz regides de 95%, 99% e 99,9% de confianca para 1.

4. A inversa da informagio observada perfilada J(3) para 1 é simplesmente dada por

J@)™ = %, ),

ou seja, € igual ao bloco (1, ¥) da inversa da matriz de informagio observada usual
J(%, ) avaliada em (7, A7)7. A estrutura de covaridncia assintética de # pode ser
estimada por J(3)1.

4.6 Exercicios

1. Nas distribuigbes normal N(g,¢7!), gama G(u,$) e normal inversa N=(u,¢) do
exemplo 4.4 apresente as formas das estatisticas w, Sr e W para os testes da média
pedo pa.rametro de precisdo ¢. Obtenha regides de confianga baseadas nesta.s trés
estatisticas para u (¢ desconhecido) e ¢ (i desconhecido).

2. Suponha que se deseja construir intervalos de confianga para g na distribuigéio nor-
mal N(z,1). Compare os intervalos de confianca para 4 baseados nas estatisticas
TwrTsp € Tw dadas em (4.19) com o intervalo exato de 100(1 — )% de confianca

para p. Tlustre numericamente a comparagiio.
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. Calcule as estatisticas w, Sp e W para testar o pardmetro § nas seguintes distri-

buigdes uniparamétricas: Cauchy C A(6), série logaritmica $L(8) e série de poténcias

SP(8).

. Suponha a distribuigio de Weibull do exemplo 1.5. Obtenha as formas das es-

latisticas escore, razio de verossimilhanga e Wald para testar o (¢ desconhecido) e
¢ (o desconhecido).

. Deduza a melhor regido critica para testar H : 8 = 0 versus A : 6 = 0(") supondo

que a funciio modelo é f(y; 8) = c(9)d{y) exp{a(8)b(y)}.

. Caleular a MRC para testar uma hipétese simples H : p = #©) versus uma alter-

nativa simples A : ¢ = p{Y nos casos de p ser a média da distribui¢do de Poisson

P(u) e ser a probabilidade de sucesso na distribui¢do binomial B(m, p).

. Supcnha a familia de locagdo e escala definida por

. — ol
f(yvp'vo-)-‘a- lf( o )1

onde p € R, y € R e o > 0. Deduza as formas das estatisticas w, W e Sr para
testar as hipéteses H; : g = pl® com o desconhecido e Hy : 0 = o com y

desconhecido.

. Sejam fo(-) e fi(+) duas fungdes densidacdes com o mesmo suporte. Forma-se a

familia de densidades
Foly) = e(®) foly) ¥ Fi(y),

onde ¢(4) é uma fungdo normalizadora. Desenvolva uma estatistica escore para
testar a hipétese H : 1» = 0 baseada em n observagdes iid de fy(y).

. Nas distribuicdes normal N(g,$), normal inversa N~ (y,¢) ¢ gama G(g,¢), ob-

tenha regides aproximadas de 100(1 — )% de confianga para: (a) g quando ¢ ¢

descenhecido; (b) para ¢ quando p & desconhecido.

Sejam y1, . . ., Yo ObservagSes de Poisson com médias p,..., ¢, dadas por log i =
e -+ PBz;, onde z,...,T, sio valores de uma covaridvel z conhecida. Determine
intervalos de confianga aproximados para 3 baseados nas estatisticas escore, Wald

e da razdo de verossimilhanga.



Capitulo 5

Teoria Assintética de Segunda
Ordem

5.1 Introducgao

Neste capftulo apresentam-se alguns resultados referentes & teoria assinttica de segunda
ordem, que s3o refinamentos dos resultados gerais do Capitulo 4. Agora, os erros associa-
dos as propriedades estatisticas sdo em geral de ordem O(n~2) ao invés de ordem O(n™1),
como na teoria assintética de primeira ordem. As pesquisas em teoria assintética de se-
gunda ordem tém crescido a passos largos nos tltimos anos, principalmente em relagio
aos seguintes topicos: corregio do viés da EMV, férmula aproximada de Barndorff-Nielsen
para a fungdo densidade da EMV, célculo aproximado da fungio de distribuigio da EMV,
corregbes de Bartlett para melhorar os testes baseados na razio de verossimilhanga e
extensdo para as corregdes tipo-Bartlett de outras estatisticas de teste. Neste capitulo,
apresenta-~se um estudo resumido de cada um destes tépicos, citando-se algumas das prin-

cipais refer@ncias para estudos posteriores.

5.2 Identidades de Bartlett

Seja L = L{#) a verossimilhanca total de um problema regular supondo que as obser-
vagbes s&o independentes mas nio necessariamente identicamente distribuidas, onde ¢ &

um vetor de IR”. Adota-se a seguinte notagio para as derivadas da log-verossimilhanga

119
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£=12(6) = log L{#), onde todos os indices variam de 1 a p : U, = 0¢/80,, Urs = 52¢/80.940,,
etc. Os momentos conjuntos de derivadas de €(6) sio g, = E(U.), prs = E(Ura)s iris =
E(UU,), ftre = E(U.Us) e assim por diante. Como g = 0, os correspondentes cumulan-
tes conjuntos (x's) expressos em termos dos momentos S40! Ky,s = firs) Krs = fray Kot =
frogs Frsgu = frsgu — Profltus Brae = frop € Fraty = frage ~ D@)pnstiu onde Xy
representa o somatério sobre todas as k combinagdes de indices, etc. s mormentos e
cumulantes acima nio sio independentes, mas satisfazem certas equages que facilitam
seus cilculos. Estas equagBes, que representam condicdes de regularidade, sdo denomi-
nadas de identidades de Bartlett. As mais importantes sdo: r, = 0 € Ky + £rs = 0. Os
cumulantes &'s referem-se a um total sobre a amostra ¢, em geral, sdo da ordem O(n). A
idéia central na dedugdo das identidades de Bartlett é a validade em problemas regulares
da férmula & E{t(Y)} = ft(y)a—fa(!b'ildy para qualquer estatistica ¢(Y), ou seja, pode-se
inverter a ordem das operagdes de diferenciagio em relagio a # e integragiio com respei-
to a . Mostra-se, nesta segio, como obter algumas identidades de Bartlett. As outras
identidades poderdo ser deduzidas de forma semelhante por diferenciagbes sucessivas em
relagio &s componentes de §. Expressando as identidades em termos dos cumulantes,

outras identidades andlogas podem ser deduzidas para os momentos.

As derivadas de cumulantes sio escritas com sobrescritos: &l = 9k,/00;, &' =
Porps] 06,00, &) = By /08y, ete. Da definigio da fungdo escore tem-se Up = L, /L,
onde L, = OL/86,. Diferenciando dey = 1 em relagdo a §, vem fL,dy = 0 e
entdo, k, = E(U,) = 0. Diferenciando a dltima integral em relagao a 0,, encontra-se
f(UmL + UU,L)dy = 0, ou seja, & + &rs = 0. Diferenciando novamente a integral
em relagao a f; obtém-se K, g1 + frsr + D(@yirs = 0. Qutras identidades de Bartlett sao

deduzidas de forma aniloga:

Koy, st + Kpst — fc( ) = 0, Kpat — 28pat + 2(3),&5? = 0’

&)

— (r) _
Krgt = HRrstuy Brstu + Kpstu — Kgpu = 0;

Krstu 2(4)55-",“0 + 2(:i)'gr'.ls,tu + E(S)Kr gl + Ky ty = 0;

Kr sy = —3krst + 22(4)”,*5: E(G)E(tu) + E(S)Krs iuy
(s} (r) (rs)

Kpstu = Ffpsty = Kepw — Bgtu + Kiy — Kes,u, ebC.
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Claro que no easo uniparamétrico basta coincidir os indices para encontrar kg gs + Keag —

Kgl;) =0, Kogp — 2Kapp + 355‘? = 0, e assim por diante.

A grande vantagem das identidades de Bartlett & facilitar a obtengio dos cumulantes
&'s, pois determinada parametrizagio pode conduzir a um célculo direto simples de alguns
cumulantes, sendo os demais calculados indivetamente através destas identidades. Esses
cumulantes tém como aplicabilidade principal o calculo do viés de segunda ordemn da EMV

(Segdo 5.3) e das corregies de Bartlett (Secio 5.6) e tipo-Bartlett (Segdo 5.7).

Exemplo 5.1 Considere a distribuicdo normal N{p,0%) euja log-verossimilhanga ¢
£(0) para @ = (1, 62)7, baseade numa amostra iid de famanho n, € dada por

n

__r P logo? — -1 Sy — )2
{= 2log(21r) 2logcr 2GZZ(y. 1),

i=1

Os ecumulantes sdo facilmente obtidos como Kup = —nfol, ke = —nf26f, Kyg2 =

. — _ _ _ _ 8 — 6 -
0, Kupp = Kppp = Fppp = 0, Kg2 42 52 = —HRyg? g252 = n/O' ) Ro2g252 = 2”’/0' y Bppe? =
—Kuper = ~nfot, K, 0 = 3nfot, Kumrer = —2nf0®, etc., muilos deles através das

identidades de Bartlett,

5.3 Correcao do Viés da EMV

As EMV sio, em geral, viesadas para os valores verdadeiros dos pardmetros em modelos
néo-lincares quando o tamanho n dos dados é pequeno ou a informagio de Fisher é
reduzida. Muitas vezes o viés é ignoradd na prética, justificando-se que ele é desprezivel
quando comparado ac erro padrio da EMV. De fato, o viés é de ordem n~1 enquanto que
o desvic padrio da estimativa é de ordem n~'/2, Entretanto, para alguns modelos ngo-
lineares, o viés em pequenas amostras pode ser apreciavel e ter magnitude comparavel ao

erro padrdo da EMV. Em modelos uniparamétricos, Bartlett (1953) deduziu uma férmula
para o viés de ordem n™! da EMV no caso sid. Nos modelos multiparamétricos, os vieses
de ordem n~! das EMV, supondo observacies independentes mas nio necessariamente

identicamente distribuidas, foram deduzidos em generalidade por Cox e Snell (1968).

Considere um modelo estatistico f(y; #) com 8 € IR?. Seja § a EMV de # obtida como
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solugio do sistema de equagbes de mdxima verossimilhanga 0, =0parar=1,...,p
Suponha que as condigdes (i) — (v) dadas na Segﬁo 4.2 sejam satisfeitas. Expandindo

U, = 0 até primeira ordem vem U, + Z Uso(fs — 8,) + O,(1) = 0 e, em notagio matricial,
U=Jf—-8)+0,(1). ComoJ=K —]— 0,(n"/%) tem-se U = K(f — 6) + O,(1) e, entdo,

—8=K'W+0,(n). (5.1)
A férmula (5.1) (idéntica a (1.14) mais o erro estocdstico) desempenha um papel impor-

tante no cilcule de momentos e cumulantes da EMV de ordens superiores. Txpandindo

U, até segunda ordem resulta

U + 3 Uns(fs — 6.) +%ZU,st(és —8.)(8,—0)+o,(1)=0 (5.2)

e caleulando o seu valor esperado encontra-se que

Z"‘rs 0—9)+ZCOV g Bs — ch,,t Y +o(1) =0, (5.3)

onde —&™ = k™ representa o elemento (r,s) da inversa ™! da matriz de informagdo.
Segue-se o cdlculo de Cov(Uysy s — 05) até o(1) com o uso de (5.1): Cov(Uysy s — 8,) =
Cov (U,-s, Zn"Ut) = —ch,., &%, Definindo o viés de ordem n~! de g, por B(l’j,.) e

substituindo a dltima expressao em (5.3) obtém-se
s 1
E K-raB(es) = Z"’” (RNJ + Eﬁ"“) + 0(1)’
a a,t

cuja inversfio produz para r = 1,...,p até O(n™")

B) = T ks (n,,,t%n,.ﬂ) . (5.4)

atu

A férmula (5.4), devida a Cox e Snell (1968), é bastante geral -para determinar o
viés de ordem O(n~!) da EMV em modelos multiparamétricos. Para calculé-lo basta
conhecer a inversa da matriz de informagio e os cumulantes Ky, € K, em relagio a

todos os pardmetros. A expressdo (K,s; + 1fr) na férmula (5.4) pode ser substituida
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por £ — K,,./2, como conseqiiéncia da identidade de Bartlett Kirs + tiper — 68 = 0.
Em muitas situagdes multiparamétricas, torna-se conveniente colocar a equagéo (5.4) em

notagao matricial (vide Cordeiro e McCullagh, 1991 e Cordeiro e Klein, 1994).

A grande utilidade da equagéo (5.4) é definir uma EMV corrigida até O(n~*!) dada
por 6, = § — B(4,), onde B() é o vids B(-) avaliado em 0. A EMV corrigida 8, tem viés
de ordem n~2, isto é, E(§) = 8 + O(n~?), e pode ser preferida em relagdo & EMV usual
8. cujo viés é de ordem O(n~'). Diz-se que § é « EMV de primeira ordem (seu viés é de

ordem n~*) enquanto § é « EMV de sequnda ordem (seu viés é de ordem n=?),

Exemplo 5.2 Como no exemplo anterior, considere n observagées i#id de uma distri-
buigdo normal N(u,0?). O interesse reside em calcular os vieses de ordem n~! das EMV
dos pardmetros yu (média) ¢ & (desvio padrdo). Note-se que os cumulantes aqui sdo calcu-
lados em relagdo a (u,0) e ndo, como no exemplo 5.1, em relagio a (u,0%). Os elementos
da mairiz de informagdo para p e o sequem de imediato como Fap = nfo?, kuo =0 e
Koo = 2nfal, Os cumulantes de terceira ordem sio caleulados sem maiores dificuldades:
Kppp = Bppy = Ropp = Kope = Kpge = Kuog = 0, Kppe = —Kupe = 2”/0'3: Hogo =
—6n/0® ¢ Kooe = 10n[0®. Logo, usando a equagio (5.4) vem B(jt) = 0, como esperado,
pois & = Yyifn ndo € viesado; com alguma dlgebra, obtém-se B(6) = —30/4n. Este resul-
tade estd de acordo com o vi€s exato de & = {D(y:—7)*/n}/* dado por E(5) = »\/_ I(,: ; g,
que € deduzido da distribuicio x2_, de (n — 1)6%/o?. Com efeito, usando  ezpansdo de
Stirling em E(&) implica B(6) = o{l — 2 + O(n™2)}. A EMV corrigida de o ¢, entdo,
F=(1 + 3 )a

No caso de um modelo uniparamétrico f(y;6) com 4 € IR, o viés de ordem n™! segue

de (5.4) fazendo todos os indices iguais a §. Tem-se,

~ 1 1
B(8) = K7 ('698.9 + Ef‘iaso) = k¥ (ﬁ%} - 5-‘6939) . (5.5)

Exemplo 5.3 Considere n observagdes iid de uma distribuicéo exponencial de taza p cuja
fungdo densidade & f(y; p) = pe™#¥. A informagdo parap ¢ k,, = n/p® e os cumulanies
Kppp € Kppp sG0 2nfp® ¢ 0, respectivamente. A EMV de p ¢ dada por p = 1/ ¢ seu
vids de ordem n™! segue de (3.5) como B(p) = pfn. Logo, a EMV corrigida da taza da
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distribuigdo exponencial é simplesmente p = (1 - Lys. O viés B(p) = p/n pode ser obtido
por primeiros principios ezpandindo p em série de Taylor ao invés de usar o equacdo

(5.5). Entrelanto, na prdtica, o cdlculo do viés a partir de {5.5) € bem mais fregiiente.

O cilculo de momentos e cumulantes da EMV § de ordem superior, como por exemplo
E(f) e Var(§) até O(n~?), é bastante complicado e envolve a inversdo da expansdo (5.2).

Fsta inversio se torna bastante complexa & medida em que se incluem na equago (5.2)

termos de ordem inferior. A inversio da expansio (5.2) produz, até ordem Op(n=3/%),
é', —_ Br' = — Z.‘CrsUs + Z n‘C”KZtu(Ugt - fﬁ,g)Ua
3 LAY
(5.6)

L Z & ke U Uy + Op(n_slz) .
stigk

O primeiro termo do lado direito de (5.6) é de ordem Oy(n™/?) € os outros dois sdo de
ordem Op(n~1), sendo o erro Op(n~*/2). Para obter, por exemplo, Var(f,) até O(n~?)
(—+" é o seu termo de ordem n~'), eleva-se (5.6) ao quadrade e calcula-se seu valor
esperado até a ordem desejada. O cdlculo é complicado mesmo no caso uniparamétrico.
O leitor poderd consultar o livro de Shenton e Bowman (1977}, que fornece em toda sua
extensio detalhes destes cdlculos. Em especial, estes autores apresentam férmulas gerais
para E(é) e Var(é) até ordem n~? no caso multiparamétrico, e para os quatro primeiros
momentos de § até as ordens =2, n~3, n73 e n™4, respectivamente, no caso uniparamétrico.
Neste caso, Ferrari et al. (1996) obtiveram EMV corrigidas até segunda e terceira ordens e
compararam seus erros padrio. A partir da férmula (5.4) para o viés de ordem n~!, pode-

2 no caso multiparamétrico

se, alternativamente, calcular o viés da EMV até ordem n™
(caso realmente seja necessario) usando a técnica “jacknife” (Cox e Hinkley, 1979, Secio

8.4).

Na década de 90 varios artigos foram publicados apresentando expressoes matriciais
simples para os vieses das EMV em modelos de regressio. Lstas expressdes sdo faceis
de serem implementadas pois ndio dependem do cdlculo dos cumulantes, sendo fungdes
apenas das caracteristicas (de cunho estatistico) do modelo. Cordeiro e McCullagh (1991)
obtiveram uma férmula matricial geral para os vieses de ordem n™* das EMV nos modelos

lineares generalizados. Cordeiro (1993) também obteve, em notagdo matricial, formulas



222 Coléquio Brasileiro de Matemdtica 125

de segunda ordem das EMV em dois modelos heterocedésticos de regressio. Cordeiro e
Klein (1994} deduziram férmulas matriciais para os vieses de segunda ordem das EMV
em modelos ARMA. Paula e Cordeiro (1995) obtiveram férmulas para os vieses de ordem
n~! das EMV dos parimetros em modelos nfio-exponenciais nio-lineares. Finalmente,
Cordeiro e Cribari-Neto (1998) conclufram, através de estudos de simulagio dos vieses
das EMV nos modelos néo-exponenciais ndo-lineares, que as EMV corrigidas sio mais

precisas em termos de erro médio quadritico do que as estimativas usuais.

5.4 Funcao Densidade da EMV

Seja ¥ uma varidvel aleatéria cuja fungio geratriz de cumulantes K(¢) é conhecida. A
aproximagdo ponto de sela para a fungio densidade fy(y) de Y é obtida da equagéio (3.22)

fazendo n = 1, ou seja:

= axp{ K (0) — by} , (5.7)

. 1
fY(y)“ m

onde 8 é determinado por K'(8) = y. A generalidade da equagao (5.7) permite aplica-
la para aproximar um grande nimero de fungées densidade com o conhecimento das
suas correspondentes funcdes geratrizes de cumulantes K'(¢). Para isso basta resolver as

equagdes K’ (é) =y e calcular .

A fungio geratriz de cumulantes aparece naturalmente nos modelos exponenciais uni-

paramétricos dades por
fr(y;60) = exp{0y — b(6) + h(y)}, (5.8)

sendo trivialmente obtida como K(t) = b(6+1t) — b(8). A log-verossimilkanca para # dado
y é {(6;y) = By — b(f) mais uma constante arbitraria que nio depende de §. Assim, a

aproximacgo ponto de sela (5.7) para o modelo exponencial (5.8) pode ser escrita como

1 .
;)= ————ex & y)—£(6;y)}, .
fr(y;0) 2T ) p{e(6;y) — &6, v)} (5.9)

onde § = f(y) é a EMV de 8 decorrente da equagiio K'(B) = b’(é) =yeJ(f) = —ﬁ—ﬁi’ﬂ-]hé
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é a informagio observada avaliada em f. A aproximagio (5.9) pode agora ser transformada

para obter a aproximagio correspondente da fungio densidade de §, implicando

0592 (0 exp{tts ) ~ H050)) - (5.10)

A equagiio (5.10) define uma aproximagho para a fungio densidade da EMV § de 8 no

modelo exponencial (5.8). O erro associado a (5.10) é multiplicativo da forma 14+0(n=3/%).

A equagao (5.10) pode ser generalizada para o modelo exponencial {1.18) de ordem p,
substituindo v/2r por (2m)?/? ¢ J(#) pelo determinante da matriz de informagao observada

em 0, isto &, |J(8)], resultando em
Faly; 0)=(2m) I @) expl{(B;y) — U0i9)} - (5.11)

Esta equacfio é conhecida como aprozimagdo de Barndorff-Nielsen para a fungéo densi-
dade de d. Ela tem propriedades interessantes como a invaridncia segundo transformagao
um-a-um dos dados e, também, segundo reparametrizagio, isto é, se w e ¢ sdo parame-
trizagdes alternativas entdo, em dbvia notagio, as aproximagdes calculadas de (5.11) para

as funcoes densidade de i e 6 satisfazem

50 ‘ (5.12)

w(wiy) = f3(659) | 7=
fotwss) = 00 |5
A férmula (5.11) pode incluir uma constante de proporcionalidade ¢(¢) visando tornar sua
integral igual a um sobre o suporte de §. Tsta constante &, também, invariante segundo

reparametrizagio. Barndorff-Nielsen (1983) examinou a validade da equagao (5.11) para

distribui¢des multiparamétricas fora da familia exponencial.

Exemplo 5.4 Suponha que n observagdes iid sejam obtidas da distribuicdo exponencial
com média p. A log-verossimilhanga para pp € dada por £(i;y) = —nlog g — nfifu, onde
A =7 e Ju) = nfp® € a informagio observada para p. A aprozimagdo pare e fungdo

densidade de [t segue de (5.103) como

Ay n—1
fali; y)=T(n)™* (%) ﬁc""“‘ /e, (5.13)
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onde T(n) = (2r)/2n"~%5¢=" ¢ o gprozimacdo de Stirling para T'(n). Em especial, pode-
se demonsirar que normalizando (5.13) obtém-se a fungdo densidade exata de fi. Se o
perdmelro p = p~! € usado para especificer a distribuigio ezponencial, tem-se p = §~!
e, com uma simples mudange de notagdo, vem £(p; y) = nlog p —np/p e J(p) = n/p.
Assim, a aprozimagdo (5.10) para a fungdo densidade de P fica de acordo com (5.13),

ilustrando a propriedade (5.12) de invaridneia.

Exemplo 5.5 Considere o distribuicdo Gaussiana inversa com pardmetros A > Dea >

0, suponde o conkecido, cuja fungio densidede € dada por

L, ) = g VR e
Fry;e,X) = 2ﬂ_e y exp -3 y+ay .

Considere uma amostra de n observages iid desta distribuicdo. Demonstra-se, usando

(5.10), que a fungdo densidade de A pode ser eserita como
) - T n [/ A v
Ly, e) = A5 Y14 ald/2)i2 exp{-g\/ak ~ g (K) 1+ Va)\)} ,
onde } = 4{(a+ 4n~1 5y )2 — /&) -2,

Exemplo 5.6 Considere a fungdo densidade da distribuigio gama com pardmetros u

(média) ¢ v (indice) desconhecidos. Tem-se
R _ v Y ) W T
Frlyipw) = o) vTeT )

Considere n observagdes iid desta distribuicdo. A EMV de § = (i, )T € deduzida de
fi =7 elogi — (2) = log(§/f), onde 7 ¢ § sdo as médias aritmética e geométrica
dos dados. Com alguma dlgebra, demonstra-se através de (5.11) que a fungdo densidade

Filvsy) de 6 = (2,0)T admite a decomposicdo
filw,viy) = frals v, y) fao(vi ),

onde

Fa(psvyy) = (E) A" exp(—nvi/u)
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Faaliy) = {LET} {59/ (2) — 1P expln{(9 — v)9(8) + & — vlog £}] -

A decomposi¢io acima revela que as EMV i e & sdo independentes atf a ordem conside-
radae pela aprozimacde (5.11). Adicionalmente, a aprozimagio Sialp; v y) para a fungdo

densidade de ji é exata apds renormalizagio.

Se a dimensio de y é maior do que p, entdo f;(6;y) deve ser interpretada como a
fungdio densidade condicional f;,(f;y) de f dada alguma estatistica ¢ = {(y), exatamente
ou aproximadamente ancilar, isto é, a distribuigio marginal de ¢ = t(y) nao depende
de 8, pelo menos aproximadamente. O leitor poderd consultar as seguintes referéncias
para obter maiores detathes da equagdo (5.11): Barndorfi-Nielsen (1983, 1936, 1988),
McCullagh (1984), Reid (1988), Fraser (1988, 1990) e Barndorff-Nielsen e Cox (1994,
Segdes 6.2 e 7.4).

5.5 Cdlculo de Probabilidades Baseado na Verossi-
milhanca

Para wma varidvel aleatéria Y com Tungiio geratriz de cumulantes K'(f), a equagio de

Lugannani e Rice (1980) para aproximar sua fungic de distribuigio Fy(y) é dada por

R(5) = P <9=2() +66) (5 - 7)), (514)

z W
onde z = sinal($)[2{dy ~ K($}V? e v = $K"(¢)"/?, sendo $ obtido de K'($) = y. A
equagdo (5.14) é usada rolinciramente para aproximar indmeras fungdes de distribuigio

de varidveis aleatérias baseando-se nas suas funcdes geratrizes de cumulantes.

O uso direto das equagdes (5.10) e (5.11) para computar probabilidades requeridas na
inferéncia através da verossimilhanga envolve integragio numérica. Entretanto, aproxi-
magdes bem mais simples para calcular probabilidades do tipo P(é < 8;y) séo baseadas
na aproximagcio (5.14) redefinindo as quantidades z ¢ v. No caso de 8 ser um escalar,
Barndorff-Nielsen (1990) e Fraser (1990) integraram a equagio (5.10) e deduziram uma

férmula geral andloga & equagdo (5.14) para calcular a fungiio de distribuicho de f dado



222 Coléquio Brasileiro de Matemdtica 129

Y =y, ou seja, F3(0y) = P(@ < 8;y), que pode ser expressa como
1 1
Fy(@5) = {80+ 9) (5 - 2} } {1+ 00y (5.15)

As quantidades em (5.15) sdo definidas por
r = sinal(d — 8)[2{¢(d; y) — £(6;¥)})/?,

. {af(ﬂ;y) _ 04(6;y)

Vit o (5.16)
I CORNO

]
24 e;
com k(&) = —3}3—;’1.
Para modelos exponenciais verifica-se de imediato que a quantidade u € igual 3 es-
tatfstica de Wald W = (4 — 8)J()"/2. Uma forma alternativa para (5.16) segue de

Fy(0;9) = 3(r"){1 + O(n~¥%)), (5.17)

onde r* = r -+ r~! log(u/r). A verso (5.17) pode, algumas vezes, ser mais precisa do que

a equagdo (5.13) embora a diferenga seja minima.

Exemplo 5.7 Considere o distribui¢io gama, cuja fun¢do densidade é definida por
aPy?1e="¥/T(p) supondo que o parametro de forma p € conhecido. O interesse aqui
reside no pardmetro 0 = log @, que representa um parémetro de locagio. A fungio de
distribuigdo aprozimada de § seque de (5.15) ou (5.17), com as quantidades r ¢ u obtidas
de (5.16) comor = [2p{e?? — (F—0) —1}]"2 e u = Y20 _ 1),

Uma das maiores aplicagSes priticas das equagdes (5.15) e (5.17) reside no cdlculo
de probabilidades associadas & prépria fungio de distribuigio da varidvel aleatéria ¥
proposta para os dados. Essas probabilidades sio calculadas através da aproximacio
Fyly;8) = P(Y < y;8)=P( < 0 y) com P(f < #;y) obtido das equagdes (5.15) ou
(5.17) fazendo n = 1. Assim, as probabilidades associadas a varidvel aleatéria ¥ decorrem
daquelas probabilidades relativas a EMV 8. A aproximacio (5.15) fornece bons resultados
na pratica, conforme ilustram os exemplos a seguir comparando as aproximagges ®(r),

(5.15) e {56.17) com os valores exatos provenientes da funcio de distribuicio de Y.
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Exemplo 5.8 Suponke uma tnica observagdo da distribuigdo de Cauchy cuja fungdo
densidade é f(y;0) = {1 + (y — 0)°}~'. A funcdo de distribuigdo ecumulada ezaia
para 8 = 0 € F(y;0) = 0,5 + n 'arctgy. Neste caso, com 8 = 0, obtém-se de (5.18)
as quantidades v = sinal(f){2log(l + N2 e u = \/2_9(1 + 8271, onde § ¢ calculado
iterativamente como deserito ne evemplo 1.4. A Tabela 5.1 apresenie as aprozimegdes
®(r), (5.15) e (5.17) para calcular o fungdo de distribuicdo F(y;0). Com base nesta
tabela conclui-se que a equagdo (5.15) fornece bons resultados para F(y;0), enquanto a

aprozimagdo ®(r) ndo se aplica & distribui¢do de Cauchy.

Tabela 5.1: Probabilidades ezatas ¢ aprozimadas (ezpressas em percentagens) para a

fungdo de disiribui¢io de Cauchy com 8 =0

y —100 —30 —5 -l
exata 0,32 1,06 6,28 25,00
®(r) 0;0001 0,01 033 11,95
(5.15) 0,28 0,94 558 23,22
(5.17) 0,15 0,61 4,60 22,84

Exemplo 5.9 Considere a distribuicdo ezponencial com média p cuja funcio de dis-

tribuigio acumulada é P(Y < yip) = Fr(yip) = 1 — g™, A Tabela 5.2 compara

o0s valores exatos de P(Y > y;p) com @(r) = 1 — ®(r) ¢ com aquelas aprozimagdes
P8 > 8;y) = 1 — Fi(8;y) origindrias de (5.15) e (5.17), supondo p =1 en = L,

Observa-se que estas equacdes fornecem melhores resultados do gue ¢ aprozimagdo B(r).

Tabela 5.2: Valores ezatos e aprozimados de P{Y = y;p) para a distribuicdo

exponencial com u =1

y  exato B(r) (5.15) (5.17)
0,5 0,6065 0,7329 0,6070 0,6043
10 03679 05000 03695  0,3670
3,0 0,0498 0,0897 0,0505 0,0500
5,0 0,00674 0,0144 0,00689  0,00681
7,0 0,000912 ¢,00220 0,000938 0,000926
9,0 0,000123 0,000329 0,000127 0,000126
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Exemplo 5.10 Considere dois modelos da familia exponencial definidos pelas fungaes

densidade sequintes;

Modelo Fungdo densidade

log gama com
pardémetro de forma 0 [(8)~! exp(y — ¥)

log gama com pardmeiro
de locagdo 6 exp{(y — §) — e¥~%}
Na Tabela 5.3 (Praser, 1990} as aprozimagées ®(r) e (5.15) sGo comparadas com o va-
lor ezato de P(Y < y;0), onde valores com * se referem ds probabilidades complementares
P(Y > y;8). Os nimeros desta tabela evidenciam a boa adequagdo da aprozimagdo (5.15)

e sua superioridade em relagdo ¢ fungdo B(r).

Tabela 5.3: Probabilidades P(Y < y;8) (ezpressas em percentagens) pare dois

modelos log-gama sendo os complementos P(Y > y;0) marcados com *

Modelo log-gama com pardmetro de forma § = 3
y =0,577 0,423 1,26% 1,71* 2 14*
exato 1,95 19,78 31,87 8,79 0,92
ofr)y 2,73 23,11 28,73 7,62 0,77
(5.15) 1,91 19,61 31,98 8382 0,93

Modelo log-gama com parimetro de locagiio # = 0
¥ —7 -3 -1 1* 2*

exato 0,08 486 30,78 6,60 0,06

o(ry 0,03 2,14 19,55 11,63 0,15
(5.15) 0,10 501 31,04 663 0,06

Exemplo 5.11 Considere dois medelos ndo pertencentes d familia exponencial definidos

pelas fungdes densidade sequinies:

Modelo Fungdo densidade
gama D(py Yy — 0yt~ v-9)
logistico ‘ eV f(1 4 ev-f)2

Os dois modelos sdo de locagdo da forme f(y — 0). Na Tabela 5.4 (Fraser, 1990)
comparam-se as aprozimagdes ®(r) e (5.15) com os valores ezatos de P(Y < y; ). Nova-

mente, a aprozimagdo (5.15} ¢ bastante adequada para calcular a fungdo de distribuicdo
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de Y e representa wm aperfeicoamento sobre a aprozimagio ®(r), principalmente nas

caudas de sua distribuigdo.

Tabela 5.4: Probabilidades P(Y < y;8) (expressas em perceniagens) para dois

modelos de locagdo sendo os complementos P(Y 2 y;8) marcados com *

Modelo gama com # =0ep=3
y 1 3 5 7™ 10~
exato 8,03 42,32 1247 296 0,28
®(r) 18,97 2693 633 1,28 0,10
(5.15) 7,30 4328 12,83 3,06 0,29

Modelo logistico com 8 = 0
Y —8 —6 —4 -2 -1
exato 0,03 0,25 1,80 11,92 26,89
o(r) 001 0,12 1,07 939 2441
(5.15) 0,04 027 1,87 12,14 27,13

5.6 Correcao de Bartlett

Os testes em grandes amostras apresentados na Segéo 4.2 sdo {freqilentemente usados na
Estatistica, pois os testes exatos nem sempre existem. Esses testes sdo denominados “as-
sintéticos de primeira ordem”, isto é, sio baseados em valores criticos obtidos de uma
distribuigio limite conhecida. Um problema natural que surge é verificar se a aproxi-
magio de primeira ordem & adequada para a distribuigio nula da estatistica de teste em
consideracao. Os testes em grandes amostras, cujas distribuigdes de referéncia sio qui-
quadrado, mais conhecidos sio: razio de verossimilhanga (w), escore (Sg) e Wald (W).
Como foi demonstrado na Secio 4.3, as estatisticas destes trés testes séo equivalentes
em grandes amostras e, em problemas regulares, convergem segundo a hipétese nula H
para a distribuigdo x%, onde ¢ é o nimero de restrigées impostas por H. Entretanto, em
pequenas amostras, a aproximagio de primeira ordem pode ndo ser satisfatéria, condu-
zindo 2 taxas de rejeicio bastante distorcidas. A primeira idéia para melhorar os testes
estatisticos fol proposta por Bartlett {1937). Ele considerou apenas a razio de verossimi-
lhanga, computando o seu valor esperado segundo H até ordem n~!, onde n é o tamanhe

da amostra.
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Considere um modelo paramétrico f(y; ), onde (37, AT)7, dim(s) = g e dim(}) =
P — ¢. Descja-se testar a hipétese nula composta H : ¢ = 3 versus A : ¢ # %, sendo
A um vetor de parimetros de perturbacio. Seja w a razio de verossimilkanga obtida de
(4.2). Bartlett propés calcular o valor esperado de w segundo H até ordem n~! como
E(w)=q+b+0(n?), onde b = b1, A) é uma constante de ordem O(rn™1), que pode
ser estimada segundo a hipdtese nula H. Pode-se verificar, facilmente, que a razio de
verossimilhanga modificada w* = w/(1 + b/¢) tem valor esperado g, exceto por termos
de ordem o(n™!). O fator de corregio ¢ = 1 + b/q tornou-se conhecido como corregdo
de Bartlett, sendo designado para definir uma razdo de verossimilhanca aperfeigoada que
tem distribuicio, segundo a hipétese nula, mais préxima da distribuigio x? de referéncia

do que a razdo de verossimilhanga w usual.

Em problemas regulares, para testar uma hipdtese nula composta qualquer, Lawley
(1956) deduziu uma férmula geral para b em termos de cumulantes da log-verossimilhanga,
que sio simplesmente valores esperados de produtos de derivadas da log-verossimilhanca.
Além disso, através de uma demonstragfio extremamente complicada, Lawley concluiu
que os momentos de w" concordam com aqueles correspondentes da distribuicio xz exceto
por termos de ordem n~2. Este resultado é muito importante, pois mostra que a simples
corregio do primeiro momento de w possibilita obter um teste aperfeicoado baseado em
w", cujos momentos (segundo H) concordam, até termos de ordem n~!, com aqueles

correspondentes da distribuigho qui-quadrado de referéncia.

Hayakawa (1977) apresenta a expansio da fungio densidade de w até O(n~!) supondo
a hipdtese nula H : ¢ = $@ verdadeira que, apés simplificacbes conduzidas por Cordeiro

(1987) e Chesher e Smith (1995), pode ser expressa como
b
ol = o {1+ (2-1)], 5.15)

onde, de agora por diante, f;(z) representa a fun¢io densidade da varidvel aleatdria x2.
Note-se que f,,(z) 86 depende da dimensao de #, da funcio densidade fi(z) da distribuicio
x; de referéncia e do termo de ordem n~! em E(iw). De (5.18) é facil mostrar que a
fungéo densidade de w* = w/(1 + b/q) ou w(l — b/g), segundo H e até termos de ordem

O(r7'), € fur{z) = fi(2), o que comprova que a razdo de verossimithanca modificada
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pela correcio de Bartlett tem distribui¢io idéntica 4 distribuicéo xﬁ, exceto por termos
de ordem O(n~?), como primeiro estabelecido por Lawley. Observa-se que {(5.18) é uma
expansio do tipo (3.1) pois a constante b é de ordem Ofn~1). Assim, enquanto P{w <
z) = P(32 < z) + O(n™") tem-se o melhoramento P(w* < z) = P(x2<z)+0(n?). O
erro da aproximacho X7 para a distribuicio de w é de ordem n~!, enquanto o erro desta

aproximagio para a distribuigéo de w* é reduzido para ordem n=2,

Pode-se escrever w na equagio (4.23) do teste de H : ¢ = @ versus A : ¢ #
como
w = 2{¢(5, 4) — 6, 1)} — 2{e®, %) - 4, M},
onde £(1(¥, }) é a log-verossimilhanga avaliada no parametro verdadeiro e A como antes

é a EMV de ) restrita a ¢ = @, Lawley (1956) demonstrou que
2E{8(, 3) — £, N} =p + & (5.19)
onde ¢, é um termo de ordem n~" dado por

ep = Z(Erstu - raiu'uw); (5.20)

sendo que ¥ é o somatério sobre todas as componentes do vetor §, isto é, os indices

7, 8,1t 4,0 e w variam sobre os p parimetros, e os £'s t&ém expressdes
— " u t
Bratu = k"R {ﬁrstu/‘l - E,(-,g + KL,“) )
erstuvw = Ersﬁtuﬁuw{ﬁ:rtv(msuw/ﬁ - Kg:il)) (5'2]‘)

"E'thu(ﬁ'.‘sr.vw/4 - Kglvﬂ) + 'i»(-z)'“g'f.} + ES‘;‘)K&;}} 1

onde os cumulantes &'s s&o definidos na Segdo 5.2. A matriz de informagéo total de Fisher
para 6 tem elementos K, s == —ky,, sendo £™ = —k"* 05 correspondents elementos de sua
inversa. Os {'s das equagdes em (5.21) sio, em geral, de ordem n~!. O valor esperado
de 2{£(x™, 5\) — £($®, A)} segue expressio andloga aquela de 2{3(1,5, i) — £, 1)}, ou
seja, 2E{0(y", X) — 4©, 0} = p— g+ €,y + O(n~?), com ¢, deduzido da equagio
(5.?0) observando, agora, que o somatério T daquela férmula se estende apenas sobre as
componentes em ), isto &, sobre os p — ¢ pardmetros de perturbagio, uma vez que ¢ esté

fixo em (0,
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Entdo, segundo H, o valor esperado da razio de verosstmilhanga é E(w) = g + ¢, —
€p—q + O(n~%} e, portanto, pode-se melhorar a aproximagao da estatistica de teste pela
distribuigdo x3 trabalhando com w* = w/¢, ao invés de w, onde a correcio de Bartlett é
obtida de

c=1+&%. (5.22)

A estatistica corrigida w* tem distribuigio x2 até O(n~!) sob H. Em outras palavras,
o teste aperfeicoado compara w* com a distribui¢io x? de referéncia. A dificuldade do
aperfeigoamento reside no célculo de ¢, e ¢,_, a partir das equagdes (5.20) e (5.21).
No caso da corregéo de Bartlett depender de parimetros desconhecidos, eles devem ser
substituidos pelas suas estimativas de maxima verossimilhanga segundo H, mas isto nio
afeta a ordem da aproximagio resultante. O inconveniente no uso da férmmula de Lawley
{5.22) na prética é o cilculo do grande niimero de produtos de cumulantes em testes
envolvendo trés ou mais pardmetros. Entretanto, para vdrios modelos -estatisticos, os
cumulantes da log-verossimilhanga sdo invariantes segundo permutagio de parimetros,

conforme descrito por Cordeiro (1983) no contexto dos modelos lincares generalizados.

No caso uniparamétrico relativo ao teste de H : § = 8 versus A : 8 # 9©, a correio

de Bartlett para a razéo de verossimilhanca w = 2{£(d) — £(6)} ¢ deduzida de (5.20) -

(8.21), fazendo todos os indices iguais a ¢, implicando

2
€ = &9‘92{&3399/4 — H:g;%; -+ K:(gga}} - 5993 {ﬁ:gag(5figgg/12 - 2&};?) + 25521 B (5.23)

A razdo de verossimilhanga modificada pela corregio 1+ ¢y, ie., w* = w/(1 + ), tem

distribuigdo nula aproximada pela distribuigio x? com erro O(n~2).

Uma metodologia para calcular as correces de Bartlett em modelos estatisticos con-
siste em: (i) inverter a matriz de informagio segundo H e 4; (i) calcular os cumulantes
t's que aparecem em (5.21) para todas as combinagdes de parimetros; (iii) substituir
os k's em (5.21) e desenvolver as somas em (5.20) sobre todos os parametros em @ e
sobre aqueles pardmetros de perturbagdo em A; (iv} manipular os termos em €p € Epy
com o intuito de encontrar expressdes algébricas simples. A reparametrizagio, quando
possivel, visando ortogonalizar os vetores de parametros A e ¢ (Secio 4.3) implica grandes

simplificagdes no cdlculo das correcées de Bartlett,
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Exemplo 5.12 Considere n observagdes iid da distribuigdo N(p,o?). O interesse reside
em calcular as corregies de Bartlett para os testes de Hy @ p = pl® versus Ay : p # u® (52
desconhecido) € Hy : 0* = o versus Ay : o # o (i desconhecido). As estatisticas
da razio de verossimilkanca para estes testes sio obtidas da log-verossimilhanga £z, 0%
sendo dadas por

Sy — pO }

wy = 2{&(3,6%) — Hu®,5%)) = nlog{ S 5

»° 52 — gOF
PO ~ 2 o o o
We = 2{“#,(/2) - E(,u,g(ﬂl )} =n [log ( 52 ) Tn)z—] ’
respectivamente, onde it = i = §, 67 = Dy — 7)*n e & = By — i) /n. Os
cumulantes K's para o cdlculo das corregies de Bartlett sdo enido deduzidos como no
ezemplo 5.1. Usando as equagdes (5.20) e (5.21) pode-se obter E(w:) e E(w:) até O(r™1)
considerando as somas sobre todus as componentes de 8 = (p,0%)7 € fazendo todos os

indices iguais ao pardmetro o e ao pardmetro p, respectivamente. Assim,

E(wl) =14+ z:(grsfu - frstuuw) - (802010‘20'2 e 362020'2020'20'2)

wo?

E(w2) =1+ Z(frafu - raiuuw) - (Ewum - eﬂnuuw) -

me?

Computando-se os £'s ¢ apds alguma dlgebra obiém-se

Elw)=1+3/(2n) e E(wy)=1411/(6rn),

de onde sequem as estalisticas modificadas w} = w.f(1 + 3/2n) e wj = wof(1 4 11/6n)
para melhorar os testes de Hy e Hy, respectivamente. Aqui, as corregdes de Barilett ndo
dependem de pardmetros desconhecidos. Elas podem ser obtidas por primeiros principios
dos resuliados n&?/o? ~ x2 e n&2fa® ~ x2_, aprozimando E(log x2) porlog n —n~t.

Exemplo 5.13 Considere n observagdes iid de uma distribuicio exponencial com média
p. A log-verossimilhange para p € é() = —n log p — nF/u, onde T € média das obser-

vacoes. A razdo de verossimilhanga pare testar H : p = O versus A: p # p® € dada



222 Coldyuio Brasileiro de Matemdtica 137

por w = 2n{Flog(F/u) — (7 — u®)}. Os cumulantes sequem de &, , = n/u?, . -
—Kppp = 20f0%, Ky = AnfE?, Kupe = —30n/4t, Bupue = 18nfut, etc. Substi-
tuindo estes cumulantes em (5.23) obtém-se a corregio de Bartlett ¢ = 1 + ¢ como
c=1+1/(6nu®).

As pesquisas em corregdes de Bartlett tiveram um grande impulso a partir de 1982
¢, nos dias atuais, constituem uma 4rea consolidada de grande interesse da teoria as-
sintdtica. Estas pesquisas seguem quatro diregdes principais: a primeira corresponde ao
desenvolvimento de férmulas algébricas simples para as corregies em modelos especialis;
a segunda pesquisa métodos alternativos gerais de célculo das corregdes de Bartlett; a
terceira restringe-se a aplicagbes numeéricas e a estudos de simulagdo; finalmente, a quarta
visa a interpretar as corregdes i luz da geometria diferencial e a relacion-las com tépicos
de interesse recente, como ortogonalidade de pardmetros, verossimilhancas néo-candnicas,

etc.

Cordeiro (1983, 1987) e Cordeiro e Paula (1989) desenvolveram férmulas gerais para
as corregdes de Bartlett em notagio matricial nos modelos lineares generalizados e nos
modelos nio-lineares da familia exponencial, respectivamente. Barndorff-Nielsen e Cox
(1984a) apresentaram um método indireto de cilculo das correcies de Bartlett em mode-
los paramétricos gerais, a partir de uma simples relagio entre a corregio e as constantes
normalizadoras da distribui¢io da estimativa de méxima verossimilhanga condicional a
uma, estatistica ancilar, exata ou aproximada. Também, Barndorfi-Nielsen e Cox {1984b)
investigaram a distribuigio de w com relagiio a vérios tipos de censura e regras de parada
nos processos Browniano e de Poisson. Porteous (1985) obteve correcdes para modelos de
selecio de covaridveis quando a razio de verossimilhanga tem forma fechada. Correcbes
de Bartlett para testes em modelos multivariados com matrizes de covaridncia estrutu-
rais foram desenvolvidos por Mgller (1986). McCullagh e Cox (1988) interpretaram a
corregio de Bartlett em termos de combinagdes invariantes de cumulantes das duas pri-
meiras derivadas da log-verossimilhanca. Barndorff-Nielsen e Blaesild (1986) propuseram
um algoritmo para calcular as correcdes em situagdes onde varias hipéteses alternativas
sdo lineares na mesma parametrizagio. Uma forma para E(w) invariante em relagio a

permutagio de pardmetros foi desenvolvida para modelos exponenciais por Ross (1987).
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Attfield (1991) e Cordeiro (1993) mostraram como corrigir os testes da razio de verossimi-
lhanca em modelos heteroceddsticos. Cordeiro, Paula e Botier (1994) obtiveram corregdes
de Bartlett para a classe dos modelos de dispersdo proposta por Jergensen (1987), gene-
ralizando os resultados de Cordeiro {1983, 1987) e Cordeiro e Paula {1989). Finalmente,
Cordeiro et al. (1993) apresentaram férmulas gerais simples para as corregoes de Bartlett

em modelos exponenciais uniparamétricos.

5.7 Estatisticas Aperfeicoadas tendo distribuicao x°

Como foi apresentado nas Seges 4.2 e 4.3, os testes escore e de Wald sio assintoticamente
equivalentes aos testes baseados na razéo de verossimilhanga. Cordeiro e Ferrari (1991)
demonstraram que, sob condigdes gerais de regularidade como aquelas descritas na Segéio
4.2, qualquer estatistica 5 cuja distribuigBio assintética é qui-quadrado pode ser aper-
feigoada por um fator de corregao multiplicativo expresse como umn polinémio de grau k,
de modo que os momentos da estatistica modificada sejam idénticos aos correspondentes
da distribuigio qui-quadrado de referéncia, exceto por termos de ordem n~%, A estatistica
corrigida tem a forma $* = S(1— L%, ¢:5"1), onde os c}s de ordem n™" séo determinados
de tal maneira que a distribuigio de $* sob a hipdtese nula seja qui-quadrado (até esta
ordem). O fator multiplicativo acima é denominado corregde tipo-Bartlett, sendo uma
extensdo da classica correciio de Bartlett correspondente ao caso de k = 1. Apresenta-se

agora a demonstragdo deste resultado.

Seja § uma estatistica arbitraria com a finalidade de testar uma hipétese nula compos-
ta cuja distribuigio assintética, supondo esta hipétese verdadeira, é qui-quadrado com ¢
graus de liberdade, ou seja, sua fungao de distribuigio Fs(z) satisfaz nlg& Fs(z) = Fy(x),
onde F,(z) representa a fungio de distribui¢io da varidvel x2. Sob certas condigdes de
regularidade, Chandra (1985) demonstrou que Fg(z} pode ser expressa até O(n~') como
uma combinacéo lineer finita de fungdes de distribuigdo qui-quadrado com graus de liber-
dade q,q+2,...,q+2k. Assim, a fungio de distribui¢io de S, na qual termos de ordem

inferior a n~! s3o omitidos, pode ser escrita como

k
Fs(z) = Fq(w)+zain+2i(x)’ (5.24)

=0
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onde o5 a}s sdo quantidades de ordem n~'. Na realidade, elas sdo fungdes de parimetros

desconhecidos. Para que a fun¢io Fs(z) em (5.24) seja uma funcio de distribuicio até
k-
ordem O(n™!) é necessirio que a condigdo Y a; = 0 seja satisfeita. As estatisticas escore

. i=0
e de Wald apresentam expansdes do tipo (5.24) para suas funcdes de distribuicio com

k =3, enquanto & = 1 para a raziio de verossimilhanca.

Sejam as relagoes de recorréncia

Fyalz) = Fyfz) - %Efq(w)

Foralz) = f;fq(z),

onde f,(z) = d—F:jr(—Il ¢ a fungio densidade da varidvel X§' Usando estas relagdes, a equagio
(5.24) pode ser dada por

Fy(z) = Fo(x) - fo(w) ; Cia',

k
onde C; =2u"' > arparai=1,...,ke

&=t
W= By =21 (F+4) r (%) -

A forma funcional anterior, envolvendo um polinémio de gran k, sugere a estatistica

modificada
&
=8 (1 - quf-l) : (5.25)
=1

Os cls séo determinados em (5.25) de maneira a satisfazer Fse(z) = F(z) até O(n™1),
i.e., de modo que S* tenha sob a hipétese nula distribuigio Xﬁ até esta ordem. O teorema
de Cox e Reid (Segdo 3.7) aplicado & expressio (5.25) produz a funcio de distribuicio de

S* até ordem n~! como

k
Fs-(a) = Fs(a) + fs(2) L i,

onde fs{z) = i*%ﬂ. Uma vez que S tem distribuicio x? até O(n™!), e que os ¢}s sfio
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O(n~1), obtém-se até esta ordem

Fsu(z) = Fs(x) + f.,(w)ic,-:c‘ . (5.26)

i=1

Substituindo na equagio (5.26) a expansio de Fs(z) dada anteriormente tem-se

Fso(3) = Fyf@) + fol@) D (e = Ci)a’ .
i=1
A igualdade Fsu(z) = F,(z) até ordem n™! é satisfeita se, e somente se, ¢; = C; para

i=1,...,k Consequentemente, a cstatistica aperfeicoada
A ]
S =8 {1 -23 (E af) /.t:-_lS'_l} {5.27)
i=1 \é=i

tem distribuicdo x? até ordem n~? sob a hipétese nula. O termo entre chaves na férmula
(5.27) é denominado corregdo tipo-Bartlett e objetiva melhorar a aproximagio da dis-
tribuicio da estatistica S* pela distribuicdo Xg‘ O melhoramento é no sentido de que
P(5* < 2} = Fy(z) + O(n?) enquanto P(§ < z) = Fy(2) + O{n™"), ou seja, baseando-se
o teste em S*, o erro da aproximagio qui-quadrado ¢é reduzido de O(n™") para O(n=%). A
corregiio tipo-Bartlett quando k > 1 ndo é uma corregio de Bartlett genuina, pois envolve
a prépria estatistica nio-modificada. Claramente, no caso da razio de verossimilhanga,
quando k = 1, a corregio em (5.27) se torna igual a um escalar que é a prépria corregio

de Bartlett.

Os coeficientes ay,...,a; necessirios para se obter 5™ podem ser expressos como
funcdes dos termos de ordem O(n™') dos k primeiros momentos da estatistica néo-
modificada § (vide Cordeiro e Ferrari, 1998). Estes coeficientes sao calculados para
cada tipo de estatistica (razdo de verossimilhanca, escore, Wald, Wald modificada, etc.)
através de férmulas especiais como fungées dos cumulantes conjuntos x's (vide Segdo 5.2).
Férmulas matriciais para os als relativas aos testes escore sdo dadas, em generalidade,
por Ferrari e Cordeiro (1994).
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5.8 Testes Escore Melhorados

Os testes escore, também conhecidoes como testes do multiplicador de Lagrange, sdo bas-
tante usados em Estatistica e Econometria como uma alternativa para os testes da razio
de verossimilhanga, principalmente quando a estimacio segundo a hipdtese alternativa é
mais trabalhosa do que segundo a hipdtese nula. Neste caso, os testes escore sio mais
simples pois requerem somente estimagio segundo a hipétese nula. Em tabelas de con-
tingéncia para andlise de dados sob a forma de contagens, os testes usuais conhecidos
como x* de Pearson sio testes escore. As aplicagdes dos testes escore aparecem e mo-
delos lineares generalizados (Pregibon, 1982), em modelos de séries temporais {Hosking,
1980, 1981 e Poskitt ¢ Tremayne, 1981, 1982), em modelos de sobrevivéncia {Lawless,

1982) e em indmeros modelos econométricos (Breusch e Pagan, 1980 e Engle, 1984).

Retorna-se aqui ao problema descrito na Sego 4.3 de testar a hipStese nula com-
posta H : 1 = % versus a hipétese alternativa composta A : ¥ # %0, on-
de 9 = (37, AT)7, dim(y)) = ¢ e dim{()) = p — q. A funciio escore total v =
(U (1, M7, Us(35,))1)T para 0 & particionada conforme §. A matriz de informacio
K = K(8) para 0 e sua inversa, particionadas como 8, sio

Ky I(W) e (K‘W’ K'l'f‘)
Koy = (3 ¥0) e KO =(fon ),

onde todas as submatrizes acima so, em geral, funcées de ¢ e A, Sejam § = ($7, :\T) ed=
($O7T, XT)T a5 EMV irrestrita e restrita de 8, respectivamente. As fungdes avaliadas em §
sdo, como antes, denotadas com um til. A estatistica escore Sg para testar H : 3 = @
versus A : ¥ £ 9 pode ser expressa como Sp = ﬁ',fﬁ""’"’[},p, onde T, = Uy(%,4). Como
foi estabelecido na Seciio 4.3, satisfeitas certas condiges de regularidade como aquelas
da Sego 4.1.3, a distribuigio de Sk converge em grandes amostras para a distribuiciio X2

sob a hipdtese nula.

A expansdo assintética da fungio de distribuigio de Sp segue a expansio (5.24) com
k = 3 (Harris, 1985). Para apresentar os seus coeficientes ag, ¢;,as e a3, necessita-se

definir as seguintes matrizes particionadas conforme &:

{0 0 — -1l _
A“(o K;,\I) ¢ M=K"-4,

onde Kj; representa a estrutura de covaridncia assintética de X. Os elementos tipicos
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(i,7) de A e M sio denotados por ai; € my;, respectivamente. Harris (1985) demonstrou
que
g = (A2 - A]_ - A3)/24, ay = (3A3 - 2A2 + Al)/24,
g = (Ag - 3A3)/24 e a3 = A3/24,

onde as quantidades A;, Az e Ay de ordem n—! sfio dadas como fun¢des dos cumulantes

conjuntos x's (Segdo 5.2) por

Ar = 35(kij + 2804 ) (Krat + 265, )ij Gst Mhier
—6Z(Kijk + 280k ) 6 at Gij Cke Mot
6B (ka6 — Kig k) (Krst + 2hrsa) s Qhe Mir

=BT (ki j ke + i )0k iz

Az = —3BKik Krst T M5 My (5.28)
+65(Kijh + 265 jk ) Kra,t Bij Mokr Mat
—BZKi 5k Kt Gkt Tir Ms

+ 3884 5k TG Mokrs
Az = 3DKijk Krsg Mij Mk Msr + 2EKi i Krag Tir Mjs Mkt

As somas nas equagbes (5.28) sio tomadas em relagio a todos os pardmetros 6y,... 2

3

de §. Observe-se que, como esperado, » a; = 0. As frmulas (5.28) siio extremamente
i—o

complicadas para serem analisadas num contexto geral. Para modelos especiais, elas

podem sofrer redugio considerdvel.

Determinando-se os Als para o modelo em consideragio, a estatistica escore aper-

feicoada tem a representagio (5.27), ou scja,

Sh = Srfl = (c+bSr+aSR)}, (5.29)
onde
a4 = - A3,
12q(g + 2}(g +4)’
Ay — 24,
= = ‘ 0
12¢(q +2) (530
_ A~ A+ Az

12¢
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A corregio tipo-Bartlett em (5.29) para melhorar o teste de H : ¢ = 9(® tem os coeficien-
tes determinados pelas equagdes (5.30) e (5.28) como fungdes de cumulantes conjuntos
de derivadas da log-verossimilhanga. O teste escore aperfeioado de H : 3 = 9 pode
ser conduzido comparando a estatfstica escore modificada S com a distribuigio X2 de
referéncia, sendo o erro da aproximagao qui-quadrado de ordem O(n~2). No caso das
quantidades A4;, A2 ¢ Az envolverem pardmetros em ), estes devem ser substituidos pe-
las suas estimativas em } mas o erro da aproximagio x2 para a distribuicio nula de Sj

continuard sendo de ordem O(n~?) (Cordeiro e Ferrari, 1991).

Da expans@o da fungio de distribuicio de Sy até O(n~?), Harris (1985) deduziu até

esta ordem e sob H : ¢ = (%), os trés primeiros momentos de Sg como

A
w“(Sw) =a+ 72,

Alg+2)+24
#2(Sr) = gq(g+2) + I(L(;L—z,

+ Ai{g +2)(g+4) + 4A42(g + 4) + 845
i .

(5.31)

#a(Sr) = a(g +2)(g +4)

As equacdes (5.31) podem ser usadas para calcular A, A; e A; quando os momen-
tos y.(Sr} de Sp para r = 1,2 e 3 forem mais facilmente determinados por primeiros
principios.

Suponha agora o caso uniparamétrico de testar H : § = 61 versus A : 8 # 69, onde
a estatistica escore tem expressio Sp = [U(6)2/E{U(6)*}s=p sendo U(0) = d€(8)/db a
fungdo escore total para & com o quociente em Sg avaliado em § = 6@, Para melhorar
o teste de H demonstra-se (Cordeiro e Ferrari, 1991) que as quantidades A;, A; e A
em (5.28) sdo dadas por A; = 0, Ay = 34/l e Az = 5kl/kd, onde x, = E{U(6)?}
é a informagio tolal de Fisher para & e g3 = E{U(0)*} e x4 = E{U(8)'} — 3«2 séo os
terceiro e quarto curnulantes da fungio escore total, respectivamente. Sefam v, = ns/ng/ :
e ¥2 = K4/x as medidas usuais de assimetria e curtose da fungéio escore, isto &, os seus
terceiro e quarto cumulantes padronizados. A estatistica escore aperfeigoada (5.29) para

testar Hy : 8 = 00 tem a forma simples

1 .
Si = Sr L= 55 {3657 — 37) - (332 — 1099)5m + 1S3} (5.32)
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O primeiro coeficiente em (5.32), (577 — 372)/12, é uma medida da ndo-normalidade ou
nio-normalidade inversa da fungiio escore, pois se anula para as distribuigbes normal e
normal inversa. O terceiro coeficiente, 12/36, corrige a assimetria da funglo escore e o
segundo, (372 — 10+§)/36, é uma combinagdo linear das medidas de assimetria e curtose

desta fungéo.

Exemplo 5.14 Consideram-se aqui trés modelos biparamétricos: a distribuicdo normal
N(p,¢™"') com média u e varidncia ¢~ e as distribuicdes normal inversa N~{p, ) de
média p posiliva e pardmetro de precisdo ¢ positive ¢ gama G(p, ¢) de média pp positiva

¢ indice ¢ positivo. As duas dltimas distribuigdes tém as seguintes funcdes densidades:

Distribuigdo Fungdo Densidade
_ o\ [—dly—p)
v (o) {5
f ¢ -1 _~dyfn
Glp, ) u) Ve /T(¢)

Para estes trés modelos o inleresse reside em tester a média Hy @ p = 1@ versus
Ar i p # p9 quando o perdmetro de dispersio ¢~ ¢ desconhecido. O cileuio dos cu-
mulantes conjuntos &'s e dos Als das equagdes (5.28) pede ser encontrado em Cordeiro e
Ferrari (1991). Apresentem-se, o seguir, as formas das estatisticas escore tradicional Sy

e aperfeigoade Sy nestes irés modelos:

Modelo normal N{p,¢7'):

2i= (012
Sp= ;;M e Sﬁ:SR{l—%(:a—SR)};
S — )

i=1

Modelo normal inverso N~ (g, $):

S = € S*=S 1—— 6— 2+?)S +TSZ}],
" 4 Z (y' - "‘(0))2 REPR 4n PR R

- 0)?
onde ¢ = n_n!a'-_(_)_;
PR

i=1
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Modelo gama G(, $): Su = n(F — p@)2/ul® e S segue de (5.29) - (5.30) com
Av=6(1 — %" — 284")/{nd(1 — )%},

Az = 18(ng) ™" +9/{nd(1 — )} e A3 = 20/(nd),

onde J' e 9" sdo as derivadas da fungdo digama t avaliadas na EMV ¢ restrita que é

decorrente da equacdo

7 — ul® ©
SR el A
lc’g d’_ 7»"’(95) - #(0) + log ( g ) 3

sende § a média geoméirica dos dados.

Exemplo 5.15 Trabalha-se ainda com os trés modelos descritos no exemplo 5.14, onde
o interesse agora € testar o pardmetro de precisio Hy : ¢ = ¢(®) wversus Ay : ¢ # ¢©
quando a4 média p € desconhecida. Apresentam-se o sequir as formas das estatisticas Sy

e S nestes modelos:

Modelo normal N(p,¢7'):

S'R = %{n - ¢(D) zn:(yi - 3)2} €

iml

1
Sp = Sg {1 - m(ss — 348 + 4S§)} ;

Modelo normal inverso N~ (u, ¢):

_1 L O8w-9)
SR—%{TL—?—ZE vi

" 1

Modelo gama Gy, ¢):

g _ = O{log ¢ — o — log(y/7)}’
R 1—$0h;
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e Sy segue de (5.29) - (5.30) com

3 3Oy + ¢O9f)

M= I —gog) T all - sOg)p

_ =51+ ¢ )
g1 — ¢05)*

onde o, Wh, - .. denotam funcées poligamas avaliadas em ¢ = $©,

As

Exemplo 5.16 Considera-se aqui o teste escore para o parimetro p da distribuigéo ez-
ponencial tratada no ezemplo 5.3. A estatistica escore para testar H:p=p® versus
A:p#p €S =n(p®F —1)*. A estatistica escore corrigida Si segue facilmente de
(5.82) como

. 1
Sy, = SR{I - 18_n(3 —118r +23§)}.

Os coeficientes desta estatistica podem, também, ser calculados das equagdes {5.31), pois
neste caso os momentos ordindrios de Sg até O(n™') sdo facilmente obtidos notando
que ny lem distribuigio gama com média nfp e indice igual ¢ 1, a saber: pi(Sg) =
1, ph{SR) = 3 +4/n e p(Sr) = 15+ 130/n. Substituindo em (5.81) obtém-se 0s Als e a

mesma expressio de 5§ dada anteriormente.

Recentemente, vérios artigos tém sido publicados apresentando as estatisticas escore
corrigidas (5.29) em classes amplas de modelos de regressio. Cordeiro, Ferrari e Pau-
la. (1993) e Cribari-Neto e Ferrari (1995a) obtiveram corregoes tipo-Bartlett para testes
escore em modelos lineares generalizados com parfimetro de dispersio conhecido € des-
conhecido, respectivamente. Corregoes similares para testes escore em modelos lineares
heteroceddsticos e em modelos nio-lineares da familia exponencial foram obtides por
Cribari-Neto e Ferrari (1995b) e Ferrari e Cordeiro (1996), respectivamente. No cdleulo
dessas corregdes tem sido mostrado através de estudos de simulagio que as estatisticas
escore modificadas por (5.29) sio melhores aproximadas pela distribui¢do x? de referéncia
do que as estatisticas escore usuais. Uma revisdo da literatura dos testes escore aper-
feigoados & dada por Cribari-Neto e Cordeiro (1996). ’
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5.9 Aplicagoes & Familia Exponencial

A familia exponencial uniparamétrica, constitui um dos modelos estatisticos mais impor-
tantes, incluindo muitas distribuigées classicas. Além de um amplo espectro de aplicagdes,
ela tem indmeras propriedades interessantes (vide, por exemplo, Bickel e Doksum, 1977).
O objetivo desta segio é apresentar o cdlculo das correcdes de Bartlett para a razio de ve-
rossimilhanca e tipo-Bartlett para a estatistica escore na familia exponencial especificada

por um tnico parimetro,

Considere um conjunto de n varidveis aleatérias 4id com fungio densidade, ou no caso

discreto com fungdo de probabilidade, definida na familia exponencial uniparamétrica
7(;8) = exp{—(0)d(y) + v(y)}/(6), (5.33)

onde § é um pardmetro escalar, ((:}, a(-), d(-) e v(-) sio fungdes conhecidas e ¢(-) é
positiva para todo § no espago de pardmetros. Admite-se que o conjunto suporte de
(5.33) é independente de # e que &(-) e {(-) tém derivadas continuas até quarta ordem.
Virias distribuicdes importantes em termos de aplicagdes A Economia, Engenharia, Bio-
logia, Medicina, entre outras éreas, sdo membros da familia (5.33), tais como as seguintes
distribuigSes: geométrica, Bernoulli, binomial, binomial negativa, Poisson, Poisson trun-
cada, série Jogaritmica, série de poténcias, zeta, hipergeométrica ndo-central, Maxwell,
Erlang, exponencial,'Ra.yleigh, Pareto, poténcia, valor exiremo, valor extremo truncada,
qui-quadrado e McCullagh (1989). Outras distribuigdes de dois parametros como normal,
gama, log-normal, log-gama, Laplace e Weibull podem ser consideradas pertencentes a

familia exponencial (5.33) supondo que um de seus parimetros é conhecido.

O objetivo aqui é corrigir as estatisticas da razdio de verossimilhanga e escore no teste

de H : 0 =6 versus A : 8 % 6, onde 6% ¢ um valor especificado para 4. Seja
B(8) = {d((8)/d0}/{((8)da(8)/d8}.

Verifica-se facilmente da fungdo escore que E{—d(y)} = (). A estimativa de maxima
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verossimilhanga § de & ¢ obtida iterativamente de —n~ Ed(w;) = ,B(é) As estatisticas w

e Sg para o teste de H podem ser expressas por
w = 20B(0){a(8) — a(0)} + 2n log{¢(0*)/¢(0)}

e Sp = nda(0)/d0 (5(0) + )2/ (dB(0)/df) com O = 80, onde d = n~ ' Sd{y;).

Seja U(6) = —a'd(y)—('/¢ a fungio escore relativa a uma dnica observagéo. Derivadas
em relagio a 8 sio representadas por linkas, Observe-se que E{d(y)} = —B(8). Sejam v, =
v,.(8) = B{UCD(8)} e vy = viy(0) = E{U(0)"} parar =1,2,3 ¢ 4 e vyp) = E{U'(8)%}.
Os vls estdo relacionados com os cumulantes £'s da Segéo 5.2. Usando as identidades de
Bartlett tem-se: vy = 0,v2) = —v2, ¥(z) = 2vs — ) e vy = —3vg -+ Bvh — 6uf + 3vag).
E facil verificar através da funcio escore U(f) que vy = —a'f, vz = —2"4' — &/'B",

= —3a"f + ") — B € vy = P [o! + o257

Inserindo as equagdes acima na férmula (5.23) obtém-se a corregdo de Bartlett para

definir a razao de verossimilhanca aperfeigoada w™ no teste de H : § = 01®, Escreve-se

esta corre¢io como

—1. 20
cp=1+5", (5.34)

expressando a fungdo p(8) por (Cordeiro et al., 1995)

_4161201'-'2 — alﬂlaﬂﬁﬂ "I“ 5012,81'12 + 3af'6f20l" — 3&’2,6’,8'”
afd 5’3 :

pl6) = (5.35)

A férmula de p(8) em (5.35) depende apenas de « e § e de suas trés primeiras deriva-
das em relagio a 8. Quando « é linear em 0, correspondente & familia exponencial natural,
tem-se a redugiio simples p(f) = (53" — 33'8")/8". Pode-se, entdo, calcular a corregio
para w em qualquer distribuiciio de (5.33) inserindo simplesmente as fungdes correspon-
dentes a e ﬂ , e suas derivadas, na equagdo (5.35). Uma d1ﬁculdacle na interpretagiio desta
equagio & que os termos individuals ndo sdo invariantes em relagio a reparametrizacgo e,
portanto, eles ndo tém interpretagio geométrica independente do sistema de coordenadas

especificado.



222 Coléquio Brasileiro de Matemdtica 149

Deduz-se, agora, o teste escore aperfeicoado da hipétese H : § = 6®. A partir
da equagdo (5.32) e usando as diversas relagies entre os v}s, obtém-se, apés extensiva
dlgebra, os coeficientes ¢ = a(f), b = b{#) e ¢ = ¢(8) da estatistica escore modificada
Sk = Sr{l — +(c+ bSr+ aS})}, deduzidas por Ferrari et al. (1996) como

e ('Bla” _ arﬁH)Z
- 360:"3,8’3

e (5.36)

_ﬂrzanz + lla’ﬁ’a”,@” — 100:’2,6”2 — Sarﬁrzam + 30!’2}3’,6’”

b 3ﬁaf3ﬁf3

O coeficiente ¢ segue, diretamente, de (5.35) como ¢ = p(#)/12. Substituindo as equagdes
(5.36) e ¢ na férmula de Sj, obtém-se a estatistica escore melhorada para testar H :
6 = 9 na familia exponencial uniparaméirica. Os coeficientes a e b, a exemplo de (8},
dependem do modelo apenas através das funcdes o e 3 e de suas trés primeiras derivadas.
A grande vantagem das equagdes (5.35) — (5.36) é que elas ndo requerem o célculo de
cumulantes mas somente das derivadas de o e 8. Claramente, ¢,b e ¢ sio avaliados em

8 = 0®) para calcular numericamente as correges.

Da equacdo (5.35) pode-se demonstrar que p(0) = 2 se: (i) &(8)((8) = ¢1, ou (ii) a(f)
é linear, por exemplo o(0) = e18 + &2, € {(#) = ¢3/8c], onde ¢1,¢2,¢3 € ¢4 530 constantes
arbitririas. Fstas condicdes sdo individualmente suficientes, mas nfio sio necessérias,
para garantir p(f) = 2. Também, demonstra-se, das equagbes (5.36) que as condicdes
(i) e (i) séo, também, individualmente suficientes para que se tenha ¢ = 1/9 e b =
—11/18, implicando, entdo, que a estatistica escore modificada seja da forma Sp = Sp{l—
(8 — 11Sg + 25%)/(18n)}. Pode-se verificar que isto ocorre para vérias distribuicées que

satisfazemn uma das condicdes acima.

As equagbes (5.35) e (5.36) sio, facilmente, calculadas algebricamente com o auxilio de
programas de computagio simbélica como REDUCE, MATHEMATICA (Wolfrafn, 1996)
e MAPLE. Cordeiro et al. (1995) e Ferrari et al. (1996) apresentam, repectivamente,
férmulas especiais para p(f), a(8}, b(8) e c{6) em 30 distribuicdes da familia exponencial

(5.33). Seguem abaixo, oito exemplos, onde p(#) = 12¢(8):
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{i) Binomial (0 < 8 < 1, m € IV, m conhecido, y = 0,1,2,...,m): a(8) = —log{8/(1 — 0)},
C(B] = (1 - 9)_"‘, d(y) =1, U{y) = log (73)

{26 - 1)? 220 - 1)+ 7 -8 -1

O Bm(i-0) | s6mo(-1) T emb@-1)

(i) Poisson {# > 0, y = 0,1,2,...): o(f) = —log 8, C(8) = exp(6), d(y) = ¢, v{y) = —logyh
a=1/(366), b= —T/(366), c=1/(66).

(iii) Normal (@ > 0, —co < & < 00, —0a < Y < 00}):

(a) ¢ conhecido: o(f) = (20)~1, ¢(8) = 82, d(y) = (y— w)*, v{y) = —{log(27)}/2: a =2/,
b= -11/9, ¢ = 1/3.

(b) ¢ conhecigm alp) = —p/8, C{u) = exp{p?/(20)}, d(y) = v, v(y) = ~{v* + log(2r8)}/2:
a=0, b=0, c=0.

(iv) Normal Inversa (8 > 0, £ > 0,y > 0):

(a) g conhecido: a(f) = 8, C(8) = g-1v2 d(y) = (¥ — )%/ (2pty), v(y) = —{log(2ry®)}/2:
a=2/9, b=-11/9, e=1/3.

(b) 8 conhecido: a{u) = 8/(2u%), {(n} = exp(—8/p), d(y) = v,
u(y) = —8/(2y) + [log {8/ (2xy*)}1/2: a = p/(49), b= —bu/(48), ¢= 0.

{v) Gama (k> 0,0 > 0,y > 0):

{2) k conhecido: a(f) =8, {(8) = 0=, d(y) =y, v(y) = (k — D log y — log{T(k)}: a = 1/(9k),
b= —11/(18k}), c=1/(6k).

(b) 8 conhecido: a(k) = 1~ k, ((k) = 87*T'(k), d(y} = log y, v(y) = —by:

R, OB AW | 59K = 3wy (E)
B CE BG4 CET TR

@

onde 3(-) é a fungio digama.

(v} Rayleigh (8 > 0, y > 0): a(f) = 8%, ¢(0) = &%, d(y) = 1% v(y) = log(2y): a = 1/9,
b=~11/18, c= 1/6.

(vii) Pareto (8 > 0, k > 0, k conhecido, y > k): af{f) = 8+ 1, {(f) = (6671, d(y) = log v,
v(y)=0: e =1/9, b=-11/18, ¢ = 1/6.

(viii) Weibull (§ > 0, ¢ > 0, ¢ conhecido, y > 0): off} = 6%, ¢(8) = &%, d(y) = v*,
v(y)=log ¢+ (p—Vlogy: a=1/9, b=—11/18, c¢= 1/6.



222 Coléquio Brasileiro de Matemdtica 151

5.10 Exercicios

1. Seja Y, uma varidvel aleatéria que tende em distribuigio para uma varidvel xg
quando n — co. Seja f,(y) a fungio densidade de Xi. Demonstre que as expansdes
seguintes para as fungdes densidade f.(y) e geratriz de momentos M,(t) de Y, sio

equivalentes até O(n!):

(@) faly) = fo()(1 = £) + foraly) S
(B) falw) = fel){1+ (2 - 1)}
(c) Mn(t) = (1—2t)"9/2{1 + (1 — 2¢)71}.

Mostre, também, que a fun¢ic densidade de ¥,,(1 + :—;) é fa(y) com erro o(n=!) e,

portanto, (1 + fﬁ) é a corregio de Bartlett de ¥,,.

2. Demonstre que o viés de ordem n~' da EMV # do parimetro  da familia ex-
ponencial (5.33) é deduzido da equagio (5.5) como B(f) = —3"/(2na' $%), onde
B(#) = ~E{d(y)} ¢ as derivadas sfo em relagfio ao parimetro §.

3. Para as distribuigdes (i) ~ (viii) da familia exponencial (5.33) apresentadas na Secéo
5.9 mostre que o viés B(f) da EMV 6, obtido da equagdo (5.5), é dado por:

(i) Binomial: B(§) = 0;
(ii) Poisson: B(§) = 0;
. (ifl) Normal: (a) g conhecido, B(§) = 0; (b) § conhecido, B{#) = 0;
(iv) Normal Inversa: (a) pt conhecido, B(f} = 28/n; (b) § conhecido, B() = 0;

(v) Gama: (a) k conhecido, B(f) = 8/(nk); (b} 8 conhecido, B(f) = 758, onde ()
é a funcdo digama;

(vi) Rayleigh: B(f) = —8/(8n);
(vii) Pareto: B(é} =8/n;
(vifi) Weibull: B(6) = 8(1 — ¢)/(2n¢2).

4. Suponha a distribuigio y3 com ndimero de graus de liberdade ¢ desconhecido.
(2) Calcule a aproximagdo de BarndorfI-Nielsen para a fungio densidade da EMV
g; (b) Calcule o viés de ordem n~" de ; (c) Calcule as corregdes de Bartlett e tipo-
Bartlett para melhorar as estatisticas da razdo de verossimilhanca e escore no teste
de H: 8 =46 versus A:8 # 6,
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5. Usando (5.10) calcule a aproximagéo para a funcéo densidade da EMV 4 nas distri-

buigdes (i) - (viii) da familia exponencial (5.33) descritas na Segéo 5.9.

. A distribuicio de von Mises usada para analise de dados circulares ¢ um membro

da familia exponencial (5.33) onde (8§ > 0, 0 < g < 27, conhecido, 0 <y < 2r):
off) = 8, {(0) = 2nIo(8), d(y) = cos(y — p), v(y) =0e I(+) é a fungiio de Bessel
de primeira espécie e ordem v. (a) Determine o viés de ordem n~! da EMV 6; (b)
Das equagdes (5.35) — (5.36) encontre as correces de Bartlett e tipo-Bartlett para
melhorar as estatisticas da razio verossimilhanga ¢ escore no teste de H : 8 = g
versus A : 8 # 09; (b) Deduza de (5.10) a aproximagdo para a fungao densidade de

~

8.

. Para os modelos log-gama, gama e logistico descritos nos exemplos 5.10 e 5.11,

aptesente formulas para aproximar P(Y < y; ) baseadas em (5.15).

. Caracterize as seguintes distribuicbes de um pardmetro: geométrica, binomial ne-

gativa, Poisson truncada, série logaritmica, série de poténcias, Maxwell, Pareto,
Rayleigh, valor extremo, lognormal e poténcia, come membros da familia exponen-
cial (5.33). (2) Deduza das equagdes (5.35) - (5.36) as corregdes para melhorar os
testes da razdo de verossimilhanga e escore (Cordeiro et al.,, 1995; Ferrari et al.,
1996). (b) Deduza férmulas para os vieses de ordem n~! das EMV do parimetro

que caracteriza estas distribuigdes.

. Sejam 1 observagies independentes y, ..., Y. de uma distribuigio de Poisson com

a estrutura log linear log yu; = a + Bu;, i = 1,...,n. Suponha o teste de H :

B =0 versus A :  # 0. Demonstre que a estatistica escore para este teste é

Sp = n3}(F %)~ € que Ay, Az e Aj sdo obtidos das equagdes (5.28) coma: A4y =

0, Az = —3(3 —54/82)(nft)~* e As = 555/(njis}), onde 3, = zn:(:c, -z /nefi=7.
i=1
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