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Capitulo 1

Introducao

1.1 Compressibilidade

Até o inicio deste século a maioria dos problemas de engenharia, envolven-
do a Mecénica dos Fluidos, partia da premissa que a densidade (ou massa
especifica) do fluido (liquido ou gasoso) era constante. A base de solugio
desses problemas era a aplica¢io da equagao de Bernoulli:

p+%pV2=K

onde p € a pressdo, p é a densidade do fluido e V' a velocidade do fluido.
A constante K é a mesma para o qualquer ponto ao longo de uma linha de
corrente. Entretanto na virada do século comeg¢aram a surgir dispositivos
nos quais as elevadas velocidades de escoamento nio permitiam considerar a
hipétese de densidade constante.

Em escoamentos internos, como dutos de drea varidvel (S = S(z)) por
exemplo, considere duas seqdes de dreas diferentes, tal que:

51 > 5,
pela conservagdo da massa:
my = my
mViSy = pVaSe

se a densidade for constante:
W<V,

5
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Figura 1.1: Bell X8-1, primeira aeronave supersénica tripulada.

a aplicacdio da equagdio de Bernoulli leva a concluséo que:

P1 > P2

A hipétese de densidade constante é contraria as experiéncias com gases que
indicam que:

p

== f(T)

I

Logo a aplicagio da equagdo de Bernoulli levanta a questdo sobre a compres-
sibilidade do fluido, que é uma propriedade definida como:

1d
r=22
pdp

Para a dgua, por exemplo, 7 vale 5 x 1071 m?/N na pressio atmosférica,
enquanto para o ar, nas mesmas condi¢des, vale 1 X 107° m?/N . Se existem
gradientes de pressdo elevados as variagbes de densidades nos liquidos per-
manecein pequenas devido ao reduzido valor da compressibilidade, enquanto
que nos gases podem atingir valores considerdveis, devido &s diferencas de or-
dens de magnitude. Os gradientes de pressdo estdo associados a escoamentos,
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tanto como causa ou efeito. Dessa forma quando consideramos escoamentos
em alta velocidade certamente deve-se considerar o escoamento como com-
pressivel.

1.2 Velocidade do Som

Considere um fluido, como por exemplo o ar, que é composto por moléculas
diferentes que se movem aleatoriamente em velocidades e energias diferentes
a cada instante, ao redor de um valor médio. A temperatura ests associada
a energia cinética média dessas moléculas ¢ a pressio i variagio média da
quantidade de movimento das colisGes moleculares. Uma explosio, por exem-
plo, representa uma liberagio concentrada de energia, que se traduz numa
sibita elevacfio da temperatura, ou seja energia cinética, e consequentemen-
te velocidade. Logo devido ao aumento do niimero de colisdes, a pressio
também sobe. Essa regido inicialmente concentrada, se expande em grande
velocidade, e define duas regides distintas: a massa de fluido ainda néo per-
turbada e a massa de fluido que ja recebeu uma parcela de energia devido
a explosdo. Inicialmente vamos considerar uma explosio “fraca” tal que na
interface entre as duas regides as variagdes tem intensidade infinitesimal. O
referencial serd posicionado na interface, e o processo sera representado pelo
fluxo de fluido com velocidade a :

antes . depois
p p+dp
T T+dT
P p+dp
a a+da

Se o fluxo de massa, por unidade de volume, entre as duas regides se conserva:
pa = {p+dp)(a+ da)
pa = pa+adp+ pda -+ dpda

Desprezando diferenciais de segunda ordem temos:

da
o= _pd_p

De maneira semelhante se a quantidade de movimento, por unidade de volu-
me, também se conserva:

p+ pa’ = (p+dp) + (p+ dp) (a + da)”
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Desprezando novamente as diferenciais de ordem superior tem-se:

_dp+adidp

da = %ap

Combinando as duas expressdes obtém-se:

dp
2 _ —_—
“= (dp)

Estas variacoes infinitesimais correspondem as ondas sonoras, que se pro-
pagam através do fluido & velocidade do som a . Esse valor de referéncia
serve para estabelecer os pardmetros de qualificacdo dos escoamentos quanto
a velocidade. Um escoamento em alta velocidade é aquele cuja velocidade
média é compardvel a velocidade do som. Um parfimetro mais adequado é o
nimero adimensional: v

M=
a

que recebe o nome de niimero de Mach, é bastante usado nos estudos de flui-
dos compressiveis. Da definigdo de compressibilidade chega-se a expresséo:

Logo percebe-se que para os liquidos, onde a compressibilidade é baixissima,
a velocidade do som é extremamente alta, cerca de 1400 m/s. Para o ar,
que na maioria das situactes de interesse pode ser considerado um um gas
perfeito, a expressic da velocidade do som torna-se:

a2 =12 _ yRr
> =7

onde v é a relagdo dos calores especificos (y = 1.4) e R a constante do
gas(R = 287,@%1,(). Nas condiges da atmosfera padrdo ao nivel do mar a
velocidade do som e cerca de 340 m/s.

Os regimes de escoamento sfo classificados pelo nimero de Mach:

M <1 escoamento subsénico
M =1 escoamento sénico
M >1 escoamento supersénico
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1.3 Ondas de Choque

No caso anterior assumiu-se a hipdtese que a interface entre as duas regides
de fluido delimitava uma variagéo infinitesimal. Se estas variagdes ndo sdo
despreziveis a regiao limite entre as duas regides é a chamada onda de choque.
A espessura dessa onda, onde ocorrem as trocas moleculares é proporcional a
1077 m , portanto representa-se uma onda de choque como uma descontinui-
dade nas propriedades do fluido. Considerando as proximidades da interface
temos:

antes depois

0 P2>p
T Tn>T
M P2 > H
w Ug < Uy
M) >1 My, <1

Novamente considerando o referencial estacionario sobre a onda, e o escoa-
mento da esquerda para a direita, e aplicando-se as conservacdes de massa,
energia e quantidade de movimento para um gds perfeito temos as seguintes
relagdes:

1+ (%5) M?
My = — 2
M- ()
P2 (y+1) M}

" 24 (y — 1) M2

P2 2y

2= 1 (M2

DL 'r-!-l( =Y

Ty 2y 2 ][2+(7_1)Mi?]
T [+'r+1( Y (v+1) M}

Estas relacoes sfo consistentes para valores de M) < 1, entretanto se anali-
sarmos a variagio de entropia:

T D2
- —Rln{= ] =s(M
S2— 81 =¢pln (11) | In (Pl) s (My)

podemos perceber que se:
M; <1 aentropia diminui através do choque
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M; =1 a entropia se mantém constante
M; > 1 a entropia aumenta

Logo, de acordo com a segunda lei da termodindmica apenas a situacéo
M, > 1 tem sentido fisico. Também é facil perceber que se M; = 1 temos:

p_pr_T_ My
n p T M
que corresponde a uma onda de choque infinitesimal, chamada de onda de

Mach ou onda simples. Percebe-se que essa situagao corresponde a propa-
gacdo de ondas sonoras, como visto anteriormente.

1.4 Técnicas Modernas de Solucao

O tratamento moderno dos problemas em escoamentos compressiveis, tanto
internos como externos, ¢ dado pelas técnicas de Mecénica dos Fluidos Com-
putacional. As equagdes governantes da Mecanica dos Fluidos sio resolvidas
numericamente por algoritmos dedicados desenvolvidos a partir do estudo de
métedos mais simples para as equacgOes diferenciais parciais classicas. Esta
tecnologia permite a representacio de problemas realistas, mas requer um
uso intenso de recursos computacionais. Os capitulos seguintes se dedicam a
descricdo dessas técnicas.



Capitulo 2

Equacoes de Conservacao

2.1 Principios

Uma definicdo mais precisa de fluido é um dos estados da matéria no qual a
deformac8o independe da for¢a aplicada, como no caso da dgna que ocupa
formatos diferentes em vasilhames diferentes.

Em seu modelo de fluido, baseado em dindmica de particulas, Newton
postulou que para uma classe de fluidos, chamados Newtonianos, a tensao é
diretamente proporcional a taxa de deformagio, e ndo a deformacio em si
como no caso dos sélidos. A Lei da Viscosidade de Newton tem a forma:

du
T=|U.a—y'

onde 7 € a tensdo de cisalhamento gerada pela taxa de variagao da deformagio
com o tempo g—; . A constante p , chamada de viscosidade, é uma propriedade
fisica do flnido.

Os principios fisicos que governam a Meclnica dos Fluidos sdo as leis
bésicas de conservacio:

1. Conservagao da Massa: Massa ndo pode ser criada nem destruida
(reagGes nucleares ndo sdo consideradas)

2. Conservagao da Quantidade de Movimento: A quantidade de
movimento se conserva, ou a resultante das for¢as externas é a variagio
da quantidade de movimento (2a. Lei de Newton)

11
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Drydan Flight Research Center EC94-42528+1 Photographed ) 30EC) 9943
@’ Schileren photograph of T- 38 shock waves at Wallops |shand, MD, E
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Figura 2.1: Fotografia “Schlieren” de aeronave em véo
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Figura 2.2: Elemento infinitesimal de fluido se movendo com o escoamento.

3. Conservacao da Energia: A energia se conserva, embora possa mu-
dar de forma {novamente reagbes nucleares n&o sao consideradas)

A diferenca na aplicagio desses principios, em relag 8o & sistemas mecénicos,
para o escoamento de fluidos reside no fato de que em cada ponto do escoa-
mento todas as equagdes devemn ser conservadas. Dessa forma é necessirio
utilizar uma abordagem de volume de controle.

Imagine uma regifio do escoamento delimitada por uma superficie S con-
tendo um volume V. As equactes de conservacio podem ser aplicadas para
fluido contide no volume a medida que o volume se desloca no escoamento,
que é a chamada abordagem Lagrengeana. Ou para o fluido que entra e sai
do volume fixo no espago através da superficie de controle, que é a chamada
abordagem Fuleriana.

O escoamento é descrito por um campo vetorial da forma:
V=uitvj+wk

Onde u(z,y, z,t), v(z,y, 2,t) ¢ w(z,y,zt) sdo as componentes cartesianas
da velocidade. Considerando uma propriedade escalar do escoamento, como
por exemplo a massa especifica:

e=p(z,y,21)
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Considerando dois instantes t; e t3 , podemos expandir a massa especifica
em Série de Taylor em torno do instante £; . Logo:

p2=p+ (g—z) 1 (Zy—z1 )+ (S—Z) 1 (ya—tn)+ (g—g) 1 (2a—z21)+ (%) 1 (ta—t1)+. ..

Desprezando os termos de ordem mais alta e dividindo por (¢, — ;) temos:

No limite quando ¢, — ¢; temos:

Dp dp dp Op dp
— == Elu+ ([ Z)v+ = |w
Dt (6t oz )" \Gy 22
Dp p
—_t =-_= V.V
Dt~ a TV VIe
O termo %’f chamado de derivada substantiva representa a taxa de variagio
no volume infinitesimal a medida em que ele se desloca pelo fluido. O termo
%’f é a derivada local que representa a taxa de variagdo numa posicio fixa
no espago. O termo (V' - V) p é chamado de derivada convectiva e representa
taxa de variagio da propriedade devido ao movimento do fluido. Qu seja é a
variagao causada pelo transporte da propriedade, de um ponto a outro, pelo
escoamento.

Ool:

2.2 Equacgao da Continuidade

Considere um volume infinitesinal de fluido fixo no espago, como mostra a

figura. Vamos analisar agora o fluxo de massa devido ao escoamento através

de cada face do volume, por simplicidade alinhadas ao sistema cartesiano.
O fluxo liquido na diregdo z:

Aow) , 1, _ d(pu)
_[pu+_—33: dw] dydz — (pu)dydz = 9 drdydz

O fluxo liquido na direcfo y:

8(pv) ] 3 _ 9(pv)
[pv + By dy| dzdz — (pv)dzdz = o drdydz
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Figura 2.3: Fluxos de massa (direcdo x).

O fluxo liquido na diregao =z:

[pw + 6(5);]) dz] dzdy — (pw)dzdy = 8(50:)) dzdydz

Logo o fluxo liquido de massa no elemento de volume é:

[5‘(.0%0 ICONCICD)

o7 By + % drdydz

A taxa de variagfo da massa no volume infinitesimal é dada por:

a

—pdmdydz

ot

Para que haja conservacio da massa a taxa de variagao de massa no interior
do volume de controle deve compensar o fluxo liquido através das superficies
de controle. Dessa forma a conservacdo é expressa pela relagio:

Op  [O{pw) , O(pv)  O(pw)| _
a-{—{&c + By + 0z ]“0
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r_(f+-§d&)dyk
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Figura 2.4: Forcas de superficie (direcdo x)

Qu na forma vetorial:

dp Dp
a—— . = — - =0
at+v (pV) Dt+pV (V)

2.3 Equac¢ao da Quantidade de Movimento

O principio fisico a ser aplicado ao elemento infinitesimal de fluido é a 2° Lei
de Newton:

F=m?

Na sua forma mais geral a 2* Lei de Newton pode ser vista como uma equagio
de conservagio da quantidade de movimento. A for¢a resultante é igual a taxa
de variaco da quantidade de movimento. Para aplicar essa lei de conservagio
vamos considerar um elemento infinitesimal que se desloca com o escoamento
e analisar as componentes de forga que agem sobre esse elemento, em cada
diregdo, como ilustra a figura.

Dentro os tipos de forga distinguem-se duas fontes:

e Forgas de Corpo (ou Campo): Séo for¢as (fz, fy, fz) que agem dire-
tamente sobre a massa ou o volume de fluido & distincia. Exemplos
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dessas forgas sdo o campo gravitacional, o campo elétrico e o campo
magnético.

o Forgas de Superficie: Sao forgas que agem diretamente por contato com
o elemento de fluido através da superficie de controle. Pode-se distin-
guir componentes normais as faces (como a pressio p termodinimica e
as tensGes NOYMAas Tz, Ty, Tzz) € a8 tangenciais (Tyz, Tuy, Tyzs Toys Taz, Tez)
que surgem devido ao escorregamento entre os elementos gerada pela
existéncia da viscosidade.

A forga liquida na direcao z:

_ Bp a'3":1::1:
F, = [p" (p+ %dﬂ?)] dydz + [(T:cx + Bz dﬂ:) - Txm} dydz

aTya: O,
+ [(Tym + By dy) - Tyz] drdz + K'rm + P dz) Tm} dzdy
+pfdrdydz

Que resulta em:

Op Oy Omyr  OTap
= | —-L - dzdyd
e [ $+ 3 + By + az]da:dydz+pfdm ydz

A massa do elemento de fluido é dada por:
pdxdydz

Logo a aplicagdo da 2a. Lei de Newton, na direcio x, para um volume de
fluido em movimento com o escoamento é:

Du Op  Orgy  OTye 0T
e 4 - dzdyd
pdzdydz i [ B + 5 3y + P ] drdydz + pf.dzdydz

simplificando:

Du [ 8p  0Ony Oy 3?,.,1}
ot = [_55+ 8z Oy * 5, NZE

De maneira sernelhante obtém-se as equagdes para as diregdes y e z:
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Dv Op | Oy | Oy Bsz]
ot = [ o " or T ey T ar P
Dw Op O7p:  OTyy  OTn
Dt = ["&“Lax“*”a Ty | TP

Substituindo a relagdo para a derivada substantiva obtemos as expressdes
equivalentes:

Mou) [O(puu)  Olpuwv) S(puw)| [ 8p 87z | Oy 6T,,-x:|
ED [ 2w T oy tTan | et e Ty T as T

pv) [B(puv)  B(pwv) , Hpvw)| [ Op  Ormy  Omy  Ory
ot +[ 8z T By t oz ]_[ 3y+ 6z By + 6z]+pfy
Aow) [8(puw)  OB(pvw) Olpww)] [ Op , Om Oy | 07
at +[ oz + oy + 0z ]_[ + + ]+pfz
As tensoes no fluido sao modeladas utilizando os resultados de Newton de
que a tensdo de cisalhamento é linearmente proporcional ao gradiente de
velocidade (ou taxa de deformagio) e a constante de proporcionalidade é a
viscosidade.

Estendendo este conceito para um volume infinitesimal, Stokes em 1845,
obteve as relacies:

Tex = AV - V) +2,u,g—z
o

Tw =AMV -V)+ 2#5%
o

T =MV V) + 2”3_1:

[0y  Ou

sz = Tyz =u 3;5 @

Ty = Top = Ou 3_w

=T =4 |0z Oz |

[Ow v

=T = gyt g

O coeficiente y é a viscosidade dindmica do fluido. O coeficiente A é a chama-
da segunda viscosidade ¢ estd ligado ao trabalho irreversivel de compresséo.
Pela hipétese de Stokes: A = —Zp.
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Figura 2.5: Fluxos de energia e trabalho (diregéo x).

2.4 Equacao da Energia

19

O principio fisico restante é a conservagao da energia, que pode ser expressa

pela 1%, Lei da Termodinidmica:

AE=Q+W

onde AFE é a taxa de variacio da energia, ¢ o fluxo de calor e W o trabalho

realizado pelas forgas ( de corpo e superficie).

Na figura temos os fluxos de calor e trabalho associados a um elemento

se movendo com o fluido.

A partir da equacio da quantidade de movimento podemos obter o tra-

balho por unidade de volume:

_ O(up) | O(vp) | B(wp)
W= ( oz "oy T oz
+( u'rm) m'ym) B(H'rm))
0z
N vTy) ’UTyy) Avryy)
+( Oz Oy B>
+ (8 W)  O(wTy:) B(W'rzz)
oz y Oz

>+p (ufe +vfy +wfz)

)
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O fluxo de calor, por unidade volume, no elemento é dado por uma parcela
associada ao volume (por exemplo: transferéncia de calor por radiagio ou
reacdo quimica) e outra devido a condugéo através da superficie de controle:

S | aT e, or a or
a=rivg, (k) + o (45) + 7 (50)

A energia total no sistema, no caso o volume infinitesimal, se divide em
duas partes: a energia interna termodinémica ligada a cinética molecular do
fluido e a energia cinética macroscopica devido ao escoamento. A energia por
unidade de volume é dada por:

D Vv?

Logo a expressfo para a equagdo da energia é dada por:

B =2 0) 292
B (Bgup) +5g15) +3(g;p))
( (uTes) | O(uTye) +3(usz))

: Oz dy Oz
O(wTsy)  Olvry) | B(vTyy)
+( Fran By + =5 +plufz +vfy +wf)

2.5 Forma Vetorial Conservativa

Para facilitar a representacao das equagdes de Navier-Stokes (Claude Louis
Marie Navier, 1785-1836; Sir George Gabriel Stokes, 1819-1903.) pode-se
utilizar a forma conservativa vetorial:

0Q JE OF OR 085
6‘t+5+8_y_G+_8;+£_

onde :
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[ p

_ pu
Q@ = <pv
. Per

ou

E = { TP
puv
| (per +p)u )

f A

pv
puv

pvv +p

| (per +p)v j

( 0 )
-
R = o > ,
oT T2y
L k% + UTgy + Uy
{ 0 3
-
S = < v \
or Tyy
{ ka—y + UTgy + Ty |

0

_ plz
¢= . Py
pd +p(ufx + 'Ufy)

onde a energia total é dada pela adi¢io da energia interna termodinamica a
energia cinética do escomaneto:

V2
er = (e-l- ?)

Para fechar o sistema de equages é necessdria uma relagdo constitutiva para
a pressao, que depende do fluido :

p=p(p,eu,v,w)
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Essa forma permite uma aplicagao direta do teorema da divergéncia na inte-
gracdo das equagdes. Integrando a equagio em um volume (2 temos:

8Q 8E OF OR 08
b i Wt = =4 =\d
L(3t+3m+3y)d$dy L(G+3m+6y) zdy

o que resulta em:

/g (%?) drdy + f; (Bdy ~ Fdz) = fn (@) dzdy + fiﬂ (Rdy — Sdx)

onde I representa o contorno do dominio 2 . Nessa forma pode-se interpretar
as equacdes de Navier-Stokes como equagbes de conservacdo dos fluxos do
vetores E , F', R e § nas interfaces de volumes elementares.



Capitulo 3

Métodos Numéricos

Como visto no capitulo anterior as equacdes de Navier-Stokes sio um sistema
acoplado de equacdes diferenciais parciais nio-lineares. Solugdes analiticas
sdo obtidas para geometrias e condigbes de escoamento extremamente limi-
tadas em termos de aplicagio. Portanto o dnico caminho vidvel é o uso de
solugOes numéricas.

Um métode numérico consiste em:

e Discretizar o dominio, ou seja distribuir um certo nimero de pontos
discretos no espago onde a solugfo serd conhecida;

e Discretizar as equagdes transformando o sistema de equagdes diferen-
ciais em um sistema de equacgdes algébricas.

A partir desse ponto recorre-se a técnicas de solugdo das equacdes
algébricas. Ksse capitulo ilustra algumas possibilidades de discreti-
zagio, tanto do dominio quanto do sistema de equagbes

3.1 Discretizacao do Dominio

Para a realiza¢do da aproximagio numérica é necessdria a discretizagdo do
dominio de interesse. Como mencionado anteriormente a solugio é computa-
da no interior do domfnio e as fronteiras representam o problema de interesse,
em geral uma das fronteiras é uma superficie sélida, relacionada a algum dis-
positivo ou veiculo, ou até uma topografia como por exemplo nos problemas
de previsio atmosférica.

23
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Pigura 3.1: Supercomputador Vetorial

As possibilidades de escolha da posigio dos pontos discretos onde a so-
lugdo serd calculada, e a forma de aplicagiio das leis de conserva¢do nessa
malha sio diversas, com vantagens e desvantagens associadas a cada uma.

e Malha Estruturada: Os nés da malha podem ser identificados por
indices requerendo uma quantidade reduzida de informago espacial
armazenada. O custo de geragao de malha é reduzido, mas a técnica é
limitada em problemas geometricamente complexos, requerendo a di-
visao do dominio de solugdo em sub-dominios (multi-bloco).

e Malhas Nao-Estruturadas: Os elementos da malha nio seguem nenhu-
ma estrutura indicial e devem ser identificados individualmente. En-
tretanto permitem representar geometrias complexas com maior flexi-
bilidade. A geragdo apesar de onerosa, e eventual adaptacdo, pode ser
automatizada.

3.1.1 Malhas Estruturadas

Uma malha é dita estruturada se cada ponto da malha pode ser localizado
por uma sequéncia de indfces ordenados. Considere uma malha bidimensional
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L j+ 1+ 1,41

1+1.)

i-14j-1 irj= T+ 141

Figura 3.2: Indexagio de malha estruturada.

cartesiana. O ponto P(z,y) tem como vizinhos:
P(.’I:+A$,y), P(.’L'—Aﬂ:,y), P($:y+Ay)v P(.’L','y— Ay)

Um sistema estruturado permite associar indices tal que: P = P(x,y) e
seus vizinhos s@o associados respectivamente a Fiy; j, Fio1j ., Fij+1 e Fij-1.
Dessa forma a tnica informacio a ser armazenada é a relacdo dos indices
com as posigdes dos pontos.

Os métodos de discretizacio porl aproximacgdo polinomial produzem ex-

pressoes mais simples se aplicados em coordenadas cartesianas com espa¢amento

constante. Entretanto a maioria das aplicagdes de interesse ocorre justamente
em dominios complexos que em geral ndo sdo retangulares.

A figura, a seguir, apresenta uma malha conforme de superficie, utilizando
uma transformacao de coordenadas desse tipo.

Neste caso é necessdrio transformar ¢ dominio fisico nio-retangular em
um dominio computacional -cartesiano onde os pontos da malha sdo igual-
mente espagados. Essa transformagio permite alinhar uma das coordenadas
a superficie de interesse facilitando a imposicdo das condigGes de contorno.
A relagéo entre o espaco fisico e o computacional, em duas dimensdes, é dada
pela relagéo:

§ = f(iﬂ, y)
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Comparando as relagdes diferenciais:

Figura 3.3: Exemplo de malha estruturada.
n = n(z,y)
As métricas da transformagdo &; , &, , 7, e 7, sdo mais facilmente definidas

a partir das relagGes no espago fisico.

dy

Exdx + fy
Nedz + 7,4y

d§

dn =

oes diferenciais da transformacfo inversa:

Com as relag

dan

= yed€ + yudn

dz = zedfé +x,
pode-se escrever um par de sistemas associados:

dy

dsc}=[a:€ xn]{
dy Ye Un

oA

dz
dy

|
|

&y
Ty

£
Iz

logo:

-

e Zg
Ye Uy

|

§e &y ]
My

M
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Calculando a inversa obtém-se a relagio entre as métricas dos sistemas de
coordenadas:

& = Jyn
& = —Jay
. = —Jye
my = Jxg

O Jacobiano da transformacio J , é uma relagio entre a deformacéo dos
elementos em cada um dos espacos, € pode ser escrito como:

1
J=———— =t~ &m
Teln — Yy 2Ty — &y
Considere a equaciao de Laplace:

P 82q§_
g7 oy "

Pela regra da cadeia as derivadas parciais podem ser transformadas:

o _ 0, 0
B:e:mmfnmn

g e 2 8
6?} - v aE Ty an
Logo a equagao de Laplace no sistema de coordenadas curvilineo é dada por:

¢ 62¢ 62¢
(E+E) 7 7z T2 +2 (£ + &y1y) aean (e ) o

O surgimento de uma derivada cruzada em £ e 9, que aumenta a complexi-
dade da equacéo, é o preco que se paga pela utilizagdo de malhas conformes.

Em alguns casos é impossivel encontrar uma sinica transformacgao de co-
ordenadas capaz de mapear todo dominio em um retingulo (ou em um cubo
em 3-D), um artificio bastante utilizado é subdivisio do dominio em diversos
blocos, onde cada um pode ser transformado em um dominio regular.Essa
técnica introduz interfaces artificiais no interior do dominio, € o tratamento
dessas interfaces é realizado de maneira semelhante & condigfes de contor-
no.Ilsse processo, em geral, retarda a convergéncia da solugio, entretanto
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permite a andlise de dominio complexos em memdria reduzida. Essa abor-
dagem foi muito usada na indidstria aerondutica para a sohigdo de sistemas
complexos como o ilustrado na figura. Cada bloco diferente, pode ser com-
putado em uma méquina serial em um sistema de revesamento, ou numa
méquina paralela simultaneamente com troca de informacio nas interfaces.

3.1.2 Malhas Nao-Estruturadas

Em uma maiha néo estruturada cada elemento, ou volume, possui uma iden-
tificacio prépria ndo existindo uma estrutura indexada. As informagdes sobre
os elementos vizinhos e a conectividade dos nés deve ser armazenada em uma
tabela.

Um elemento triangular, por exemplo, pode ser definido por T4 (P, Pe, P3)
onde Pi(z1,41) , Po(2,72) € P3(23,ys) sd0 os vértices do tridngulo Ts. Os
tridngulos vizinhos a T4 devem ter faces comuns. Logo para definir um
tridingulo é necessdrio saber quais sdo as faces que o constituem e quais
trifngulos sdo seus vizinhos. Isso requer uma estrutura de dados mais sofis-

ticada do que nas malhas estruturadas.

Apesar da maior necessidade de informagio para identificacio dos nés, as
malhas nao-estruturadas permitem mapear dominios extremamente comple-
x0s sem a necessidade de subdivisio em multiblocos,

Essa, caracteristica representa um ganho computacional consideravel, uma,
vez que naoc necessario é conectar os blocos através de condigdes de contorno,
o que reduziria a taxa de convergéncia. Entretanto processos de geragdo de
malha ndo-estruturadas automaticos (Triangularizagdo de Delaunay, Método
do Avango de Fronteira) requerem ndo sé um maior custo computacional
em relagdo a geradores estruturados, mas também algoritmos robustos para
evitar anomalias.

A solucio das equagGes de Navier-Stokes em malhas nfo-estruturadas
utilizam métodos especificos, como veremos a seguir.
3.2 Discretizacao das Equacoes

Uma vez discretizado o dominio, para se obter a solu¢do numérica é necessario
transformar o sistema de equagoes diferenciais parciais em um sistema de
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Figura 3.4: Exemplo de malha estruturada multibloco.

29




30 CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS

Plixl,yl)

PZ(xZ,vZ)

Figura 3.5: Elemento triangular emn malha nao-estruturada.
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Figura 3.6: Exemplo de malha nao-estruturada.
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equagbes algébricas.

Esse processo é feito através da aproximacdo das equagdes assumindo que
a solucdo tem forma polinomial entre pontos adjacentes da malha. Algumas
escolhas para esse processo sao apresentadas neste item.

e Método das Diferencas Finitas: Apés a definicio da malha as solugdes
s80 aproximadas por séries de Taylor e as derivadas, no tempo e no
espago,substituidas por férmulas de diferengas. A solugBo consistird
nos valores das varidveis em cada né da malha.

¢ Método dos Elementos Finitos: O dominio é discretizado por elementos
de forma e tamanhos arbitrarios. Nesses elementos sio definidos pontos
nodais {nos vértices ou interior de cada elemento) onde os valores da
solucdo serdo obtidos. A solugdio é aproximada em cada né por uma
funcéo de forma, geralmente funcoes polinomiais de crdem arbitraria
permitindo a avaliacio das quantidades conservadas em pontos internos
ao elemento.

o Método dos Volumes Finitos: Pode ser descrito como um caso parti-
cular do Método dos Elementos Finitos onde a solugéo é constante no
interior do elemento e os fluxos nas interfaces sdo conservados. Essa
garantia de conservagio adiciona robustez e eficiéncia a custo reduzido.

3.3 Método das Diferencas Finitas

O Método das Diferencas Finitas (MDF') consiste em aproximar as derivadas
por férmulas de diferengas. Expandindo uma fun¢io T'(x) em séries de Taylor
em torno de um valor (z;),onde ¢ = 0,...,7n representam pontos discretos na
reta real, temos:

aT Az? (T
T(SL‘; + A-J”J) - T(Sﬂz) + Ax (-a—:;) - + T (EETZ_) (@) + .-

8T Az? [0°T
T(:Bi — A:L‘) = T(-’L‘i) — Az (%) - + ""2— (@) - +---

Subtraindo as equagbes obtém-se:
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or _ T(z; + Azx) — T(z; — Ax)
351’: () - 2Ax

Adicionando-se temos:

(c')z_T _ T(z;+ Ax) — 2T (z;) + Tz — Az)
02 ] (1) B Azx?

Essas duas expressdes sio aproximagoes de ordem O(Az?) da primeira e
da segunda derivada centradas em (z;).

Utilizando outras combinages de expansdes em série pode-se deduzir
formulas de diferengas como apresentam as tabelas 3.1 a 3.3.

fiee fisr fi fint fiwe

2 (Az) %i -1 0 1
&l 1 -2 1
200024 -1 2 0 -2 1

AgY'eL 1 -4 6 -4 1
Tabela 3.1 - Representagées de diferencas centradas de O (Az)*

fis fica fiss fice fisr S

2(/_\x)—i 1 -4 3 |
(Az)? 24 =, -1 4 -5 2 |
(A) o 3  —-14 24 -18 5

(Az)'€L 2 11 24 26 -14 3
Tabela 3.2 - RepresentacBes de diferencas regressivas de O (Ax)®
fi firr firz firs fira figs
(Am) o 3 4 1
-5 4 —1
5 18 —24 14 -3
(/_\) £/ 3 —14 26 —24 11 -2

Tabela 3.3 - Representacdes de diferencas progressivas de O (Ax)2

Dy~
,-\[>
D\-/
\-—/
QJ
s“»
(ﬂ
! %]

Para a solucio numérica as equagdes devem ser discretizadas. Como
exemplo vamos aplicar a técnica ao modelo de condugio de calor unidimen-
sicnal:
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oT T

Bt 022

Utilizando uma certa escolha de aproximactes para a equagio de con-
dugiio unidimensional obtemos a equagio discretizada:

T(x;,t; + At) — Tz, t;)
At
T

Trabalhando com os indices temos:

Tijr1 = aTip; + (1 —20)T; + T

onde a=-§§%.

Dada uma condigdo inicial em 7'(z,0), e condigdes de contorno T'(zp, t)
e T(zn,t)}, a solucio pode ser calculada para o instante de tempo seguinte.
O método de discretizagio exemplificado é denominado FTCS ( “Forward in
Time, Centered in Space”).

O método de solugio que nesse caso é o método de Euler simples, chamado
explicito, pois os valores da solugao no instante t;1, sdo independentes entre
si, dependendo apenas da solugdo no instante £;. Para aumentar a ordem de
aproximacao temporal de la. para 2a. ordem pode-se utilizar por exemplor
o método de Euler preditor-corretor:

Tijer = oling +(1-20)T;; +aT5 1,

1
Lign = T+ (ofivg ~ 2005, + oTioay)

1
g (0-’Ti+1,j+§ —2aT} 01 + aTi—lJ-&-%)

Dependendo da ordem desejada de integragio temporal pode-se utilizar
outros métodos explicitos, como por exemplo o método de Runge-Kutta.
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A vantagem do método explicito estd no custo computacional por iteracio,
entretanto como veremos a seguir métodos explicitos possuem restrigoes em
relagdo a estabilidade.

Um método implicito consistiria em escrever a equagio discretizada para
todo o nivel ¢;4, e isolar a solugio no instante ¢; no lado direito da equagio:

ol — 1+ 20) Ty + 0Ty = — T3

Dessa forma a equacdo forma um sistema linear de equagbes acopladas.
Apesar do custo mais alto em relagdo a uma solugio implicita, os métodos
implicitos sio em geral incondicionalmente estdveis.

3.3.1 Solugdo de Sistemas de Equacoes

Para resolver sistemas lineares existem diversos métodos. Os métodos dire-
tos, que possuem um custo computacional de ordem n3, ndo aproveitam a
esparsidade das matrizes geradas pela aproximagio por diferencas, portanto
raramente sdo usados. Os métodos iterativos entretanto sdo em geral mais
eficientes e inevitdveis no cilculo de solugdes para equagdes nao-lineares.

Considerando um problema n#o-linear geral resultante de uma aproxi-
magcao por diferengas finitas, por exemplo, de uma EDP, da forma:

Au=5b

onde a matrix A = A(u) .

Considerando uma solucdo aproximada u® , que por nao satisfazer a
equacédo exatamente, produz um residuo r™:

Aun=b—rn=Au—r“=>A(u—un)='r“

Considerando uma decomposi¢io da matriz 4 = M — N tal que:

My =Nu*+b

ou usando uma forma alternativa:
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MAuw ="

com Au = (u— u"), deseja~se um método iterativo que produz uma se-
quéncia de solucbes aproximadas do sistema original e que reduza monotoni-
camente o residuo a zero. ‘

Um método iterativo eficiente é aquele em que o niimero de operagdes por
passo é reduzido, e que converge rapidamente. Se a matriz A é esparsa, sua
decomposigao também serd esparsa, logo o cdlculo de Nu™ , por exemplo, serd
simples. Além disso a matriz M devera ser facilmente inversivel. Do ponto de
vista pratico M deve ser diagonal, tridiagional, triangular, ou talvez, bloco
tridiagonal ou triangular.

O método de Gauss-Seidel consiste em decompor a matrizes na forma:

M = L+D
N = -U
onde D é a matriz diagonal, L a matriz triangular inferior e U a matriz
triangular superior associadas a matriz A.

No caso especifico do exemplo anterior, observa-se que a matriz A jé
¢ tridiagonal. O algoritmo de Thomas, uma particularizacio do método de
eliminagio de Gauss para matrizes tridiagonais, permite uma solucao a baixo
custo sem a necessidade de armagenamento da matriz cheia.

Para um sistema da forma:
GkTk—1 + ber + CeThrr = fr

com k=1,..., N e as condi¢des de contorno a; = cy = 0, o algoritmo
de Thomas consiste em um passo progressivo:

B = b
Ck—1
B = b —ap——
k k — Ok Bes

Y1t
no= —ABAT Ik
B
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comk=2,...,N , e um passo regressivo:
InN = IN
C
T, = Tk~ Tt
B
comk=N—1,...,1. Esse processo requer cerca de bn operagdes.

3.4 Analise de Estabilidade

A solucdo numérica de EDP estd sujeita dois tipos de erros. Um devido a
aproximacgio na discretizacio espacial e outro que estd relacionado ao arre-
dondamento e truncamento devido ao uso de um computador de precisio
finita. Se esses erros nio sdo controlados o método numérico pode tornar-se
instavel.

A priori, pode-se analisar os métodos numéricos, e estabelecer condigtes
de estabilidade utilizando aproximagbes da solugio.

Considere a equagio exemplo utilizada anteriormente:
Ou ?u
ot~ Oz?

Aproximando a solu¢ao por uma série de Fourier da forma:
’UE — Uneikﬂ

onde i = /=1, U" é a amplitude no instante nn , & = 27'”[11: é o angulo de
fase sendo A o comprimento de onda. Aproximando a equagdo modelo por
diferengas finitas temos:

n+l n T n 7
Ug ' — Uy aukH 2uy +up_,

At Ag?

Definindo um ndmero de difusdo d = a-£% temos:

n+l _ ,.n n n )
w,=u,+d (u,,H_1 — 2uy + Uk—1)

Substituindo a expansio em Série de Fourier:
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[kt _ pmeitd 4 g [Un k1 _ oppngikd | pym ei(k—l)ﬂ]
Cancelando o fator comum:
Ut =U* [1+d (¥ —2+e7)] = U™[1 4 2d (cos 6 — 1)]
Introduzindo um fator de amplificagio G = %:—1 temos:
G =1+2d(cosf —1)
Para que o método seja estdvel é necessirio que a solugdo permaneca
limitada, logo o fator de amplificacdo deve ser tal que |G| < 1, o que resulta

em:

d<

[N

Ou seja a relagdo entre a discretizagiio espacial e temporal deve ser tal
que: Ar 1
YAg? = 2
Esse tipo de analise, chamada de andlise de estabilidade de Von Neumann,
permite analizar os métodos numéricos e predizer limites praticos para a
discretiza¢io levando em conta a fisica do escoamento, no caso o valor do
coeficiente de difusfio c.

No caso onde a parte imagindria ¢ ndo-nula pode-se realizar uma andlise
grifica. A curva associada ao fator de amplificacio deve permanecer no
interior de um circulo de raio unitério.

Analisando a estabilidade de um método explicito para a equacio da
onda:

Py 0%

o2 - " o

A equagio discretizada tem a forma:

n$l __ 7 n—1 2 n n n
uptt = 2uf — up T+ A (ufyy ~ 2uf +upy)
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onde ¢ = “AA‘ é o chamado nimero de Courant. A condigio de estabilida-

de, segundo a anélise de Von Neumann é:
<1

ou seja, a relagdo entre a velocidade da onda a deve ser inferior a escala
de velocidade computacional %.
Considerando agora um problema unidimensional com difuséo e con-

veccao temos:

- = @ PO
at Oz dx?
A anélise de Von Neumman resulta em um par de condigdes de estabili-
dade, a primeira é o limite do mimero de difusdo: d < % . A segunda é dada
por:

Az
Re=c— <
o

[y

A expressio Re = a é denominada nimero de Reynolds da célula, ou
seja um relacdo entre a convecc;ao e a difusfo.

Considerando agora uma implementagfo implicita para a equagéo de di-
fusao:

n+1 n n+1 n4-1 11+1
upt o=y +d(uk_|_1 2upT 4 uy )

O fator de amplifica¢io tem a forma:

1

G= 1—2d(1— cost)

para qualquer valor de d o método é estivel. Essa é uma caracteristica
predominante nos métodos implicitos.

No tratamento de equagdes nao-lineares a andlise de estabilidade se torna
trabalhosa, podendo ser invidvel face a resolucéo do problema. Neste caso
uma andlise qualitativa é utilizada para estimar a influéncia da discretizagéo
na estabilidade. Mesmo assim os pardmetros obtidos podem ser usados desde
que se apliquem coeficientes de relaxacao.







Capitulo 4

Modelos Simples

4.1 A Equacao da Onda

O modelo de equagéio hiperbdlica mais simples é a equacdo da onda, que pode
ser obtida das equagdes de conservagio da massa e quantidade de movimento,
unidimensionais, desprezando-se os efeitos viscosos :

8p 8

e e (pu) = 0

&*m@)

0 _ 3?__ 2@
3t(pu)+u (pu) = —5-=-a"5

considerando uma, hipétese de pequenas perturbagdes, ou seja, que o valor
instantineo das varidveis pode ser representado por um valor médio somado
a uma flutuaco, tal que:

p=P+p
u = g+u

substituindo esses valores nas equagdes e desprezando os termos de ordem
mais alta tem-se:

ay B
Bt +P Bx . 0
ou' @ty
R

41



42 CAPITULO 4. MODELOS SIMPLES

Figura 4.1: Ondas de “ Rossby” sobre o hemisfério norte.

Estas equagdes sdo chamadas equagbes acisticas que descrevem a evolugio
temporal das flutuagdes devido a passagem de ondas sonoras. Essas equagoes
tem a forma da equagdo hiperbélica linear, considerando uma propriedade
genérica, u :

Ou Ou 0
ot + Yoz

As solugfes dessa equacio tem a forma geral:
u=f(z—at)+g(c+at)

ou seja dada uma condi¢éo inicial up{x) essa condiciio se propaga sem
deformagbes ao longo de uma reta de inclinagdo +a , no diagrama espago-
tempo. Descrevendo-se as linhas por:

z—at = K

z+at = K
onde K é uma constante. Essas linhas sdo chamadas de caracteristicas.
Aplicando a aproximagio de diferencas finitas pode-se estabelecer uma

série de métodos numéricos. A diferenca entre estes métodos estd na escolha
dos niveis de aproximagio das derivadas, tanto no tempo como no espago.
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4.1.1 Meétodos Explicitos

O nimero de Courant ¢ = a £ "“ ¢ o pardmetro de estabilidade para os métodos

relativos a problemas hlperbohcos explicitos. A seguir descreve-se rapida-
mente alguns dos métodos encontrados na literatura.

¢ Diferenca Progressiva de Primeira Ordem (“Upwind”):

uftt = uf — e (uf —ul )
se ¢ > 0 ou:
uit =i — e (ufy — uf)

se ¢ < 0. O método tem ordem O (At, Ax) e é estdvel para |c| < 1.

e Lax:

k

1
uftl = o (ufy +uly) - 3¢ (ufn — ul)

Bo| -

O método tem ordem O (At, L2 ) e é estdvel para || < 1.
o “Leapfrog”:

k1 _ k-1 k k
uftl = u{ e (ufy —uly)

- O método tem ordem O (At?, Az?) e é estdvel para |c] < 1. Sdo ne-
cessdrias duas condigdes iniciais para iniciar o método.

e Lax-Wendroff I:
1 1
uf = uf — 5‘3'(“541 - ”':'c—1) + 502 (“:':+1 — 2uf + “?—1)

O método tem ordem O {A#*, Az?) e é estdvel para || < 1.
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4.1.2 Métodos Implicitos

Todos os métodos implicitos apresentados a seguir sdo incondicionalmente
estaveis.

» BTCS (“Backward in Time Centered in Space”) Implicito:

1
Zeuttl

2 i—1 U,

g1 1 K+
i _‘2“3ui+1" u;

O método tem ordem O (At, Az?) e é incondicionalmente estdvel..

¢ Crank-Nicolson:

1
k1
g%+ T

O método tem ordem O (At?, Az?) e é incondicionalmente estdvel.

1 1
k+1 k+1 k k k
i - Zcu,-_l =u; — ZC (ui+1 — ui—l)

4.1.3 Métodos de Passo Miuiltiplo

Os métodos de passo miiltiplo sdo uma boa alternativa para resolver proble-
mas com ordem de aproximagdo mais alta.

e Lax-Wendroff II:

b+ 1, ey Lo k
Uiyl = 3 (uf, + 'Ui) 3¢ (“i+1 - ’“i)
EHL K bty | kt3
U; = u; —c(ui_l_;—ui._;

O método tem ordem O (At?, Az?) e & estdvel para |c| < 1.

» Mac Cormack:

I & k
U = U — C(Ui+1 - ”i)
st

1
i = 5[”?”‘”;_‘3(“;“—“?)]

O método tem ordem O (At?, Az?) e € estével para |¢| < 1.
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Todos os métodos se equivalem a menos do nivel de difusio causada
pela aproximagio numérica. A medida que ¢ cresce a solugiio da equagiio
da onda, que deveria permanecer invariante por translacio, em relagio aos
dados inicias, apresenta oscilagdes e espalhamento.

4.2 Problemas Nao-Lineares

4.2.1 Relagdes de Compatibilidade

Considerando agora uma perturbagio no escoamento, ainda unidimensional
¢ inviscido, mas de magnitude tal que nfo se possa aplicar a hipétese de
pequenas perturbacoes:

dp 0 _ Op Ou Op
o e Y = a%“’a tug, =0
ad o _ __p__z@
gt P tugslon) = —5o=—dan

Sabendo-se que a? = (gﬂ) pode dizer que:

% _ 1
8t~ a2t
_B_p- 1 Bp
9z  aldz

substituindo estas relagfes na equacio da continuidade tem-se:

1 /dp dp du
p?(?u 3)+a 0

Multiplicando-se esta equacdo por 5 € adicionando-se e subtraindo-se da

equacdo da quantidade de movimento geram-se duas equagdes:

zz#( + )—+i[3p+( +a)gp] =0

E+(u—a)5;] = 0
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Como v = u{z,1) :

du du
du = Edt + %d:c

considerando uma, curva caracteristica C; construida tal que:

dz = (u+ a)dt
tem-se:
du ou
du = [§+(u+a) _:c] dt
_ |op 9p
dp = [Bt +{(u+a) 89;] dt

Portanto da equagao obtida a partir da quantidade movimento:
du + ld =0
pa

De maneira andloga, seguindo a a curva caracteristica C_ ,definida por:
dz = (u + a)dt

tem-se: 1
dy — —dp=10
pa

Estas relagbes, vdlidas ao longo das linhas caracterfsticas sdo chamadas re-
lacbes de compatibilidade.

No caso nio-linear as caracteristicas sdo curvas, pois dependem da solugio
ao longo do tempo. A partir de uma condigéo inicial pode-se ter uma situacio
na qual as caracteristicas convergem para um ponto (no diagrama espago-
tempo) , isto equivale a formagio de uma onda de choque.

4.2.2 O Problema de Riemann

Baseando-se nas relacbes de compatibilidade e considerando o gés como ca-
loricamente perfeito, ou seja:
2 _ TP

p

a
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pode-se escrever:

R+='Ua+

R. = u+
-1
onde R, e R_ sdo chamados invariantes de Riemann e correspondem aos
valores das constantes, para as respectivas caracteristicas C, e C_ .
Considerando uma descontinuidade que separa dois estados diferentes de-
nominados e (esquerda) e d (direita). As caracteristicas C, do estado e se
projetam na diregdo positiva de z e as caracteristicas C_ de d na diregao
negativa de z . Nos pontos de intersecéo, teremos:

o = T (RY - RY)

U = % (Ri_ - R‘i)

Dada a distribuicdo inicial pode-se tragar as curvas que correspondem
aos invariantes de Riemann para incrementos de At e construir a solugio no
instante ¢t + At. Esse procedimento é uma descrigio simplificada do Método
das Caracteristicas , que é encontrar diregdes, ou coordenadas que transfor-
mam as EDPs, no caso as leis de conservagio, em EDQOs, respectivamente as
relagoes de compatibilidade.

4.2.3 A Equagdo de Burgers

A equagdo de Burgers é um equacao hiperbdlica nio-linear que exibe solugdes
descontinuas, sendo bastante iitil para a proposi¢io de algoritmos de solugao
das equagdes de Navier-Stokes.

Considerando uma propriedade genérica v & equagio de Burgers tem a
formas::

du_ Bu_ OE

ot "oz oz

com o fluxo E dado por ju®.

O ndmero de Courant c=rusl A ,depende da solu¢do e varia no dominio,
portanto a analise de estabilidade devem levar em conta os valores extremos
da solucdo no dominio.
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Alguns métodos, vistos no item anterior, aplicados a estas equagéo sao:

e Lax:

1 1 At
| “§+1 =3 (ui’c-i-l - u?—l) 2 Aw (Efﬂ Ezk— )

O método tem ordem O (At, Az?) e é estavel para |umass| < 1..
e Lax-Wendroff:
1 At
uf*t = uf - 5 Ag (Bfy — Bfy) +

1AL
1 (E) [(uf,, +uf) (BE, — BF) — (uf —ui,) (BF - EL))]
O método tem ordem O (At?, Az?) e é estével para |umax%] < 1.

¢ MacCormack:

At
w = b £ (B - B)

1 At
i = Huru 2 e om)

O método tem ordem O (A#?, Az?) e é estdvel para |umax%:;| <1

Todos estes métodos introduzem oscilagbes e espalhamento em alguns
casos comprometendo a qualidade da solugao, em especial na representagao
das descontinuidades.
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4.3 Dissipacao Artificial

Considere o método implicito de Beam e Warming para a equacio de Burgers:

E+1 Lk E+1
ui - ut _ aE BE 2
A [(Bm) + (83: | o)
como F = -;-uz o método é ndo-linear. Para linearizar o método utiliia-se
a expansio:
JF 2
E(t+At) = E@t)+ —At-I-O(At )
= E(t)+ (a“) At+0 (AR)
ot
Logo:
8E k+1 uk
k+1 __ k i At A 2
EMl =g Bu(—At ) + O (At%)
Chamando [A4] = —u a matriz jacobiana, que nesse caso unidimensional

[A] = u, temos a aproximagéo:

(&) =(8) + & 046 -}

Aproximando o termo £ {[4] (v — u¥)} por uma diferenca centrada

de segunda-ordem, e rearranjando os termos temos o sistema tridiagonal:

- [A.lz 1 fj-ll + uk+1 + o [A]1.+1 f—l-l-l1

= Ue‘ — 20 (Efﬂ E;k—l) to [A]1+1 f«:-ll - [A] k+1

i—-1 Uy
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onde a = At.
Apesar de estivel e de segunda-ordem essa implementacio apresenta for-
tes oscilagbes na proximidade de descontinuidades, tornando a solugdo ina-

ceitdvel. Para reduzir essas oscilagbes introduz-se dissipacdo artificial.

Como o esquema € de segunda-ordem a introducio de um termo de dis-
sipagio de quarta-ordem, que ndo altera a ordem do problema, como por
exemplo:

oy
4
De = —EE(AJE) @

= —¢g (Wip — dui_1 + 6u; — dugg + uigo)

Em geral termos dessa forma sdo adicionados de modo explicito, ou seja
no lado direito da equagiio. Apesar de estabilizar a solugdo termos de quarta-
ordem podern ser excessivamente suaves, principalmente nas proximidades de
descontinuidades.

Para resolver esse problema utiliza-se um termo de segunda-ordem, em
geral implicito:

Oz
= &5 (U1 — 2u; + uigr)

D; = E;‘(AIE)

Os parémetros sao arbitrarios visando estabilizar a solugao. Uma sugestdo
da literatura é: ¢, = % e € = 2¢, . Os termos de segunda e quarta ordem
podem ser controlados em regies diferentes do dominio, permitindo uma boa
resolugio da ondas de choque, mas sem atenuar excessivamente a solucio.
Estes termos de ordem mais alta introduzem difusfo nas equacdes, ¢ apesar
de estabilizantes interferem na qualidade da solugio. Em poucas palavras o
uso de dissipagdo artificial substitui oscilagdes por espalhamento, tem carater
estabilizante em relacfo ao método numérico,
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4.4 Meétodos de Alta Resolucao

4.4.1 TVD (Total Variation Diminishing)

Define-se a variagdo total de uma varidvel « por exemplo, como:

TV () =[

+oo
TV (w) =) |uh - uf

Ou

oz dz

Na forma discreta:

Uma. propriedade desejavel dos métodos numéricos aplicados a equagdes hi-
perbdlicas é redugdo da variagio total, conhecido como TVD ( Total Variation
Diminishing), ou seja que:

TV (™) < TV (u)

Considerando uma forma explicita geral de um método numérico para
uma equacio hiperbélica:

uft = + Ai+%Au?+1 - Bi-—%Au?_l
2 2

onde :
n _ n n
n n n
A’h’.i_% = U; —U;_,

os coeficientes e dependem do método escolhido. Pode-se provar que um
esquema sera TVD se:

0 < Ai+§ + Bi+% <1

A partir d4i desenvolveram-se familias de métodos que buscam essa proprie-
dade.
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4.4.2 Esquema TVD de 1° Ordem

Considerando um esquema progressivo de primeira ordem para a equacio de

Burgers:
At

Wt = — = (B, — BY)

seq;;1<0,e

At
n+l _ ,n L
U =Yy Az (Ei Ei—l)
se &1 > 0. Onde:
143 ML
;1 = = St 2 _ Ei
i+ T .n  _ .0
T Uy T

para Au;‘# # 0, caso contrério ¢; L= ul. Escrevendo-se o método na
2
forma geral tem-se:

At

Ai+§ =~ JAz ( Qi _ai-l-%)
At

B‘i—% = % ( O!l-_% "]"0:’1'__;_)
At

By = gag ([osn + )

Percebe-se que todas condigdes serdo cumpridas se:
At
0 < IQH_% E < 1

que € uma restrigdo ao nimero de Courant correspondente ao esquema.
Este método apesar da ordem baixa preserva a descontinuidade com qua-
lidade superior a encontrada em metodos dissipativos de ordem mais alta.



Capitulo 5

Escoamentos Compressiveis

5.1 Navier-Stokes Compressivel

Considerando um escoamento bidimensional pode-se escrever as equacdes de

Navier-Stokes na forma conservativa como:

0@ OF

S tat

OF _ OE,
dy Or

Os vetores de fluxo tem a forma:

pu? -+ p
puv
| (pe+p)u |

pv
puv

pv? +p

| (pe+p)v |

a3
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Figura 5.1: Solugio numérica para o escoamento ao redor do énibus espacial.
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| UTay + UTyy — Gy |

onde:
.o K 40u 28v
T 7 Ree \38z 30y
.o M 40v  208u
W T Rey \38y 38z
T:!:y = —R‘goo ( )
. = M 2 ( 6_u Bv 44 4v
% 7 Rew | 3 3y
o BT
= = ReooPr( 1) MZ 0z
- - # or
& = Ree Pr{y — 1) M2 Oy

Como foi visto anteriormente dominics computacionais complexos reque-
rem transformacoées de coordenadas para uma aplicacio precisa das condicdes
de contorno.

Dessa forma utilizam-se as equacgtes na sua forma transformada:
6§+ BE_I_ 9F JFE, +6F,,
ot ot " op 0t an

onde £ e 7 sd0 as coordenadas curvilineas (ortogonais ou néo) e J é
jacobianc da transformacao.
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Os vetores de fluxo transformados sio dados por aplicagdes simples das
métricas:

2 =7

F = (EQ+&LE+&F)
F = >(0Q+mB+nF)
B = 3B +&F)

F, = “}(n:cEv‘l'nyFu)

Para escoamentos complexos em alta velocidade a hipodtese de incompres-
sibilidade ndo é valida sendo necessdrio analizar o fluido como compressivel.

Além disso novos fendmenos associado a formagdo de descontinuidades
{ondas de choque) sdo solugdes possiveis das equagdes e 0s métodos numéricos
devem ser adequados para permitir a captura dessas solugbes.

5.2 Formulacao Explicita

No capitulo anterior o esquema de Mac Cormack foi utilizado para resolver a
equagao de Burgers. O processo consiste em um passo preditor utilizando di-
ferengas progressivas para os fluxos e um passo corretor utilizando diferencas
regressivas.

O método ¢ de segunda ordem tanto no tempo quanto no espago. Apro-
ximando a equag@o no passo corretor obtém-se (abandonando a barra sobre
as varidveis e considerando o sistema em coordenadas curvilineas):

. AT AT
Q; = Q- Af (Bf;— Bf;) - an (Fl — Ff)

+%E [(En)f-i-l,j - (Ev)f.j] * %:7; [(F”)faf“ - (F”)f’j]

No passo preditor:
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QkH = E{Q:k"‘ ( Ei I,J) i’r( w’ -.'r 1)
[(E ang - ]+A'r (Rt~ E,) 3

As derivadas internas aos fluxos sfo calculadas no sentido inverso dos
fluxos.

Um critéric de estabilidade empirico, uma vez que as Equacdes de Navier-
Stokes néo permite uma anélise exata do critério de estabilidade, é dado por:
o (A7),

AT < 7Y
T 1+

onde ¢ é um fator de relaxagio (cerca de 0.8), e (A7),,, é um passo de
tempo associado ao nimero de Courant do escoamento inviscido:

(AT) iy < [%-{-I.K_l.{_ (K%E*‘*l—')]_%

O niimero de Reynolds da célula é obtida através da comparacgio entre
as direcdes:

Re = min
[+

E

(plUI AE pIVlAn)
1 m

5.3 Formulagao Implicita

A técnica de separacio de fluxo é semelhante ao processo utilizado por Mac-
Cormack, permitindo a captura de descontinuidades no escoamento. En-
tretanto permite melhor resolugio das ondas de choque, pelas propriedades
TVD. Propondo uma discretizagio por diferencas finitas:

Q"‘H Qk k+1 OF k+1 3E,, k+1 3F, k+1_
T AT +(65) +(%) _(36) "(an) =0
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Aplicando-se as matrizes jacobianas pode-se linearizar as equagdes tal
que:

B = my g—gacz = E" 4 [4]AQ
F = P4 S5AQ= P4 [B1AQ
B = B} + 5AQ= B} +(4]AQ
F = 4 SEAQ= R4 [BIAQ

A equagdo linearizada tem a formas:

(100 241, 2180 _018] DB 5 _ g

onde:

oF JF JOE oF:
ko handt v il
57 =—ar [35 on ~ oe Bn]

As matrizes jacobianas sio decompostas de acordo com o sinal de seus
autovalores inclusive no termo do lado direito. As derivadas sao aplicadas de
maneira oposta, formando uma equagio bloco-pentadiagonal. A fatorizacio
aproximada resulta em um par de equacdes da forma:

{I +Ar [6E‘A+ +67BY — SH7 AT - %5,;3:] } AQ* = s*

!

{r+ar|opa+opm -

1
o5 - 35757 | b A = aqr

Utilizando uma nota¢io compacta temos:
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[a']ij AQ;_ i T [b]:g AQ + [C]U AQH-I,J Sij

[d];; AQu -1 + le)y; AQi; + [f]; AQi 1 = AQY

com:

At [ 1

[a]; = A§ —ALy,;+ '2'(‘4")1'—1,3' '
b, = I+%%[A;gj+%(Au)f,]+%1[B+ ;(Bv),-,j]

s = oo |[-Boat 3B

Ay = S5 [Arn = § Al

el = 1+2—;[—A;ﬁ%(m)m]+ﬁ—;[—35j+%(3,,),. J]

s = 5 [Ban = 5 B

5.3.1 Decomposicao das Matrizes Jacobianas

Considere a egquacdo de Luler em duas dimensodes:

aQ  OFE  OF 0
5t "o T oy
onde os termos viscosos foram desprezados.Os termos remanescentes, pu-

ramente convectivos, admitem descontinuidades na solugio. Uma maneira de
obter solugées com descontinuidades, mas sem oscilacoes, é adicionar de vis-
cosidade artificial. Entretanto a adi¢do de viscosidade pode afetar a solugéo,
em alguns casos induzindo a resultados imprecisos. Uma outra alternativa é
a decomposicao das matrizes Jacobianas.

Aproximando os fluxos temos:
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Ertl = En 4y g—gAQ E™ + [A] AQ
oF
ndl F ) - n
F = F*"+ 50 AQ = F" + [B]AQ
onde:
0 1 0
u2+("’—;11U B—7u —(y=1vw

[Al =] _uw Y U

u[ (7—21)"'(%"1)[]] [(7—1)+1U] (v-Du? ~(y- 1w

0 0 1
—uy v u

[B] = —o2 4 iy -('y—~1) (8=7)v
v[—ﬁ+(%-—-1)b’] —(y—Duww |5= 1)+1U]—(’)f—1)'u2

com U = (u? -+ v2), e a é a velocidade do som no fluido.

Os autovalores da matriz {4] sdo dados por:

Al = A2=U
A3 = uta
M = U—a

De maneira semelhante para a matriz [B] temos:

/\1 = )\2——’0
Ag = v—+a
M= U—a

A matriz dos autovetores de [A] é:
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01 1 1
0 u u+a U—a
Xa=|1 0 v v—a
uz—vz) (u2+112) 2 ui4o? 2
v 7 TG T Lz“l"'(vaTl)_‘w

Logo a matriz jacobiana [A] pode ser decomposta na forma:
(4] = [A+] + [A‘]
onde:

[47] = (X4 [DF] [X37]

[A7] = [Xa} [D3] [X3']

as matrizes diagonais [D}] e [D] sdo compostas pelos autovalores, sen-
do os positivos armazenados em [D}] e os negativos em [DZ] .

Dessa forma ficam respeitadas as condictes sobre as caracterfsticas que
entram e saem de cada interface entre volumes o que resolve o problema das
oscilagOes.

O mesmo procedimento ¢é seguido para a matriz [B].

5.4 Condicoes de Contorno

As equagbes apresentadas descrevem o tratamento dos pontos interiores ao
dominio de solugio. Para se obter a solucdo € necessirio aplicar condigfes
de contorno.

Em mecénica dos fluidos os problemas estdo sempre relaciorados a um
dominio, seja o escoamento interno a um duto, ou externo sobre uma aeronave
é necessério estabelecer condi¢des sobre a fronteira desse dominio de modo.a
tornar a solucgdo tnica.
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As condicdes de contorno sdo relagbes impostas sobre as fronteiras que
em geral relacionam os valores das varidveis de estado na fronteira com os
valores no interior da malha.

As fronteira mais comuns, e as condictes contorno associadas, sdo:

5.4.1 Superficie sélida

Na superficie sélida duas condigGes podem ser aplicadas de acordo com o grau
de representatividade do escoamento. A primeira é que nfio ha escoamento
normal & superficie s6lida e a segunda que o escoamento tangencial também
é nulo. No caso de escoamento de um fluido viscoso a condigdo mais realista
é a segunda que representa a aderéncia molecular. Essa é uma condigio de
Dirichlet, pois o fato das velocidades normais e tangenciais serem nulas leva
a:

u=v=w=20

No caso de escoamento em alta velocidade, ou de fluidos pouco viscosos, onde
os efeitos da viscosidade se restrigem a uma fina camada préoxima a superficie
sélida, pode-se utilizar uma relagio geométrica que forca apenas a tangéncia
do escoamento & superficie:

(pu)** = (pV)" cos(a)
(o)™ = (pV)"sin(a)

onde (pV) = 1/(pu)® + (pv)* € @ a inclinagio local da superficie.

Alguma condicio adicional sobre o campo de temperatura deve ser espe-
cificada para tornar a solugio tinica, ou tipo de Dirichlet:

T=T,

onde T, é uma temperatura imposta sobre a superficie sélida, ou do tipo
Neumann:

oT

o
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onde g, ¢ 0 fluxo de calor adicionado ou retirado do fluido, ou de Robin:

arT
k- = h(T — T.)

onde ¢ fluxo de calor é proporcional a diferenga de temperatura entre a
parede e o fluido.

5.4.2 Condigoes em Contornos Fluidos

Nos contornos fluidos sio necessdrias condigdes para os campos de velocida-
de, pressio e temperatura. A especificagio das condigdes depende das carac-
teristicas do escoamento. Considerando o caso bidimensional em varidveis
primitivas:

W e 2D

para a parte convectiva da equagao:

8Q . .0Q . 8Q _
7 HAlgs TIBI5E =0

onde as matrizes [A] e [B] sdo matrizes jacobianas avaliadas em algum
estado de referéncia. A matriz A é dada por:

coog
o R
o oo
2 Ou=oO

Diagonalizando a matriz por uma transformacio de similaridade:
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u 0 0 0
-1 _ 0 « 0 0 -
T=AT = 00 vu4+a 0 =A
00 0 U—a

onde T é a matriz dos autovetores pela direita de 4, e T-! a matriz dos
autovetores pela esquerda. A é a matriz diagonal cujas elementos sio os
autovalores de A.

k0 & oL a2 0 0 1
T = 0 0 ﬁ —ﬁ -1 = 0 0 pa 0
—|o % 0 0 ’ 10 pa 0 1
0 0o 3 1 0 —pa 0 1

Considerando que a convecgio na diregio z é dominante a equagac se
reduz a:

aQ _
Ea + 14152 =0

Bw

multiplicando-se por 7! produz-se:

6<I> [A]__:O

onde:

p — pa?
pav
pay

P — pau

&=T'Q=

Percebe-se que esse sistema é desacoplado. Os elementos de @ sio as
varidveis caracteristicas linearizadas e os elementos da d:agonal de A indicam
as direces de propagacdo da informagao.
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Por exemplo se o escoamento é subsdnico, 0 < u < a , as trés primeiras
caracteristicas indicam a propagacao das varidveis na direcio do escoamento
u (a jusante) e a quarta e iiltima na dire¢do oposta (a montante). Neste caso
os trés primeiros valores sdo positivos e o ultimo negativo. Se o escoamento
supersonico todas as caracteristicas sio positivas, logo s6 a propagacio a
jusante.

Essa mesma andlise é utilizada no estabelecimento de condigbes de contor-
no para as fronteiras fluidas. Para que o problema seja determinado o niimero
de varidveis a serem prescritos na fronteira ou extrapolados do interior do
dominio devem ser escolhidos de acordo com as direcdes das caracteristicas
na respectiva fronteira.

Por exemplo, na entrada de um bocal em escoamento subsénico, trés
caracter{sticas sdo positivas, ou seja vem de fora para dentro do dominio,
logo trés das quatro varidveis, devem ser prescritas. A varidvel restante deve
ser extrapolada a partir de valores (ainda nio convergidos) do interior do
dominio. Na saida supersénica de um bocal, todas as caracteristicas deixam
o dominio, logo todas as varidveis devem ser extrapoladas.

O respeito a essas condigdes acelera a taxa de convergéncia do processo, e
permite uma redugio na extensio dos dominios computacionais. Além disso
as condigdes de contorno se adaptam durante ¢ processo de sclugio.






Capitulo 6

Escoamento Hipersonico

6.1 Escoamentos a Alto Mach

Considerando as equagGes referentes as ondas de choque normal, para a tem-
peratura e pressao:

2 - oo P

T v+ 1) ME
D2 2 2

= =1+ M

25} 7+1( )

Se o niimero de Mach é elevado (M, > 1) temos:

L _ 270-1,n.

LT e
2

P 2V a2

m 7+1

Logo tanto a temperatura como a pressdo apds a onda de choque sdo pro-
porcionais ao quadrado do numero de Mach.

A defini¢io do limite inferior de Mach para o regime hipersénico ndo é
precisa, mas em geral associa-se a faixa 5 < M < 6 como o limiar do regime,
onde os efeitos de temperatura e pressio devem ser levados em consideragio
pelo modelo de andlise.
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& ' ECHB 018G-1 Photographed saly 1960's. B
L X=15 just after launch,

" Figura 6.1: X-15, avido experimental hipersénico.

6.1.1 Efeitos de Gas Real

O aumento da pressio leva as moleculas que compde o fluido a se aproxi-
marem. Em condiges atmosféricas a distancia média das moléculas é cerca
de 10 didmetros moleculares, portanto as forgas de atracdo fraca ainda sio
despreziveis. A aproximagio aumenta a influéncia das forcas fracas. Para
modelar adequadamente esse efeito deve-se substituir a equacgiio de estado

" dos gases perfeitos pela equacio de Van der Waals:

1
(p + ap®) (;— ) = RT
onde e e b sdo constantes especificas para o gds. Na prética essa equacéo
raramente ¢ utilizada, mesmo em escoamento hipersdnico, adaptando-se a

equacdo de estado por um fator de compressibilidade Z , que é uma funciio
da pressdo e da temperatura,tal que:

p=Z(pRT)

O fator de compres31b111dade Z = (p,T) para o gis ¢ obtido a partir de
experimentos.
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6.1.2 Cinética Molecular

Considerando a estrutura molecular do gds, distinguem-se quatro parcelas de
energia que compdem a energia interna:

o Energia Translacional - E a energia associada a translacao do centro de
massa da molécula

e Energia Rotacional - E a energia associada a rotagdo da molécula em
torno dos seus eixos.

e Energia Vibracional - E a energia associada a vibragio da molécula em
relagdo a uma posigio de equilibrio.

e Energia Eletronica - E a energia associada ao movimento dos elétrons
dentro do campo elétrico do miicleo.

De acordo com a estrutura da molécula o nimero de graus de liberdade
total, considerando todos os modos, varia. E cada um desse modos é exci-
tado a um nivel de energia diferente. Além disso esses niveis de energia sio
quantizados, mesmo os translacionais, ou seja cada um requer um acréscimo
discreto para saltar para o proximo nivel, liberando uma quantidade também
discreta para descer de nivel. Esse fato complica consideravelmente a ex-
pressdo da energia interna {muito longe de e = ¢,T') tendo-se que recorrer
a Mecanica Estatistica. Esse processo de ativacio e desativagio de niveis
quanticos influencia o balango de energia e deve ser contabilizado.

6.1.3 Reacoes Quimicas

A elevacio da temperatura e da pressdo pode favorecer reagdes quimicas no
escoamento. Um gds, como o ar que é uma mistura de substancias, por
exemplo, pode se dissociar favorecendo recombinagdes dos elementos, e se
ionizar liberando elétrons e fons no escoamento. Estes processos requerem
e liberam energia no escoamento e precisam se contabilizados na solucéo
do problemas. Uma vez escolhido um modelo de cadeia de reacdes pode-se
associé-lo ao modelo do escoamento, as equagdes de Navier-Stokes, e resolvé-
los simultaneamente.
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6.2 Modelo com Reagoes Quimicas

Considere uma cadeia de rea¢des quimicas para o ar:

O:+L &= 20+L
No+L = 2N+ L
NO+L = N+4+O+L
NO+0O = N+O,
O+ N, = N+ NO

onde L representa um elemento ndo reativo, que pode ser qualquer um dos
reagentes, ou seja Oz ,Ny ,NO ,0 ou N. Este modelo estd limitado a tem-
peraturas inferiores a 8000K pois além desse valor ocorre ionizagio. Uma
consideracdo importante é a magnitude das taxas de reagdo em relagio a
velocidade do escoamento.

6.2.1 Equilibrio

Se o0 escoamento tem densidade alta o bastante para que um niimero suficiente
de colisoes ocorram levando a altas taxas de reaciio pode-se considerar que as
reagbes estao em equilibrio, ou seja a velocidade do escoamento, ou melhor
os efeitos convectivos, sdo despreziveis diante das taxas de reagdo quimica.
Existe uma indicagio prédtica que para os veiculos que voam abaixo de 50 km
a hipétese de equilibrio quimico é valida.

O tratamento adequado consistiria em considerar as equagdes para as
pressdes parciais das espécies quimicas e outras relagdes de equilibrio, entre-
tanto como a maioria dos estudos em escoamento hipersénico estd relacionado
ao ar pode-se utilizar fungtes interpoladoras de tabelas experimentais.

Em escoamentos com reagtes quimicas dois estados devem ser definidos
para calcular as varidveis restantes. Uma pratica comum é utilizar:

¥ = flpe)
T = g(p,p)

onde f e g sdo fungGes ndo lineares baseadas em coeficientes obtidos
experimentalmente para o ar, e utilizar a equagio de estado:
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p=pe(T—1)

Para iniciar o processo utiliza-se % = v , que converge ao longo da solugéo.

6.2.2 Nao-equilibrio

Para as baixas densidades compativeis, com as camadas mais altas da at-

mosfera, as colisbes moleculares ndo ocorrem tdo rapidamente ¢ o efeito de

convecgdo é importante em relagdo a taxa de reagdo. Neste caso deve-se re-

solver as equacdes de continuidade quimica para cada espécie. Para efeitos

didéticos considere um escoamento no interior de bocal convergente diver-

gente axissimétrico, neste caso a continuidade das espécies é escrita como:
2 (500 + 2 (B) + SW =0

onde § = S(z) é a secio transversal da bocal, e os vetores sdo definidos
comao:

(Qc)i = pC;,
(Ec)i = ,O’MC,-
(VV)Z = - 'li}i

As espécies sdo indexadas tal que 1 corresponde a Oy 2 a N» ,3 a NO 4
aOebal.
(s valores C; correspondem as fracbes em massa, logo:

5
Y Gi=1
i=1

As componentes de W representam as taxas de produgio de cada espécie:
s pC; d[Li]

V(L) dt _
onde [L;] é a concentracio de cada espécie. As relagoes entre as concentragoes
e suas taxas de variagdo para cada espécie dependem de uma série de valores
tabelados.

Estas equagdes vao determinar os valores para os estados termodindmicos
de maneira semelhante ao equilibrio quimico.






Bibliografia

[1] R. J. LeVeque. Numerical Methods for Conservation Laws. Birkhauser
Verlag, 1992.

[2] R. J. LeVeque, Finite Diference Methods for Differential Equations.
AMath 585-6 'otes, 1998.

[3] J. C. Strikwerda. Finite Difference Schemes and Partial Differential
Equations. Chapman & Hall. 1989.

[4] W.F. Ames. Numerical Methods far Partiol Differential Equations. Aca-
demic Press. 1992.

{5] G. F. Carrier, C. E. Pearson. Partial Differential Equations. 1988,
[6] 1. N. Sneddon. Elements of Partial Differential Equations. 1957.
[7] Anderson Jr. Modern Compressible Flow. McGraw-Hill, New York,1990.

(8] Anderson,J.D.; Computational Fluid Dynamics: The Basics with Appli-
cations, McGraw-Hill, New York, 1995,

[9] Hirsch,C.; Numerical Computation of Internal and External Flows: Vo-
turnes I & II, John Wiley & Sons, 1988.

[10] Hoffman,K.A., Chiang,S.T.; Computational Fluid Dynamics for Engi-
neers: Volumes I & II, Engineering Education System, University of
Kansas, 1993.

[11] Peyret,R., Taylor, T.D.,; Computational Methods for Fluid Flow,
Springer-Verlag Series in Computational Physics, New York, 1983.

73



74 BIBLIOGRAFIA

[12] Lomax,H., Pulliam,T.H.,Zingg,D.W.; Fundamentais of Com-
putational Fluid Dynamics, Nasa Ames Resarch Center e
University of Toronto, relatério disponivel pela Internet,
1997.(http://george.arc.na.sa.gov/"tpulliam/Classes/Book-l997/new-html.html).

[13] Ferzinger,J.H., Peric,M.; Computational Methods for Fluid Dynamics,
Springer-Verlag Berlim-Heidelberg, 1996.



Itnpresse na Grdfica do
impa

=)

pele Sistoma Xerox 7 53590






