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Dedicado a Ted Harris

que nos ensinou a recortar e colar trajetdrias
e a Charlotte e Karin

por mais coisas do que é possivel dizer.

INTRODUGCAO

Estas notas de aula t8m a intencio de apresentar de maneira ele-
mentar um conjunto de nogdes, resultados e modelos bésicos necessd-
rios a quem queira trabalhar com Processos Estocdsticos. Apesar de
seu cardter elementar e introdutério, este texto utiliza ferramentas
e adota um ponto de vista que sdo representativos de uma parcela
importante da pesquisa atual na drea. Mais modestamente, essas
ferramentas e ponto de vista sdo aqueles que os autores destas linhas
adotam em sua prética quotidiana de pesquisa.

Este curso é elementar, ndo s6 porque evita utilizar a Teoria da
Medida, mas também porque adota o ponto de vista contrutivista
inerente 4 no¢fo de acoplamento.

Acoplar dois processos estocdsticos significa construi-los simul-
taneamente, através do mesmo dispositivo aleatério. O primeiro a
explorar essa idéia foi Doeblin, no final da década de 30. Para de-
monstrar a convergéncia ao equilibrio de um Processo de Markov,
Doeblin fez evoluir simultaneamente duas trajetérias independen-
tes do processo, uma comecando com uma distribuigio qualquer e a
outra ja comencando em equilibrio, e demonstrou que as duas tra-
jetérias se encontram num tempo finito.

Talvez a morte prematura e tragica de Doeblin e a extrema origi-
nalidade de suas idéias, fizeram com que a nocdo de acoplamento sé
retornasse a literatura no final dos anos 60, em artigos de Athreya e
Ney, Harris, Spitzer € Toom, entre outros. Estes ltimos tres estdo na
origem de uma area nova em Processos Estocésticos, os chamados
Sistemas Markovianos com um Grande Nimero de Componentes,
em seguida desenvolvida extensivamente por Holley e Liggett. No
altimo capitulo destas notas esses sistemas sfo apresentados breve-
mente, através do Modelo do Votante, do Processo de Exclusao sim-
ples simétrico e do Processo de Percolacéo orientada.
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A arte do acoplamento consiste em encontrar a melhor maneira
de construir simultaneamente dois processos ou, mais geralmente,
duas medidas de probabilidade. Assim, por exemplo, para estu-
dar a velocidade de convergéncia ao equilibrio de um processo de
Markov, construimos simultaneamente duas trajetérias do processo
¢ estimarmos o tempo que elas levam para se encontrar. Esse tempo
depende da lei conjunta das duas trajetdrias. Trata-se entdo de en-
contrar a construcdo conjunta de duas trajetérias que minimiza esse
tempo. A construcdo original de Doeblin, com duas trajetorias que
evoluem independentemente até se encontrar, é aquela que a priori
utiliza 0 maior tempo possivel para realizar esse objetivo e, portanto,
fornece a pior majorac¢io para a velocidade de convergéncia do pro-
cesso de Markov ao equilibrio. A partir dessa idéia inicial, muitas
outras construgdes s&o possiveis, algumas das quais sdo apresentadas
nestas notas. Uma discussdo da velocidade de convergéncia e do
chamado coeficiente de ergodicidade de Dobruschin é apresentada
no capitulo 3 destas notas.

A idéia central atris de um acoplamento pode ser apresentada
através de um exemplo muito simples. Suponhamos que temos duas
moedas, uma delas caindo em cara com probabilidade p e a outra
caindo em cara com probabilidade ¢, com 0 < p < ¢ < 1. Quere-
mos construir um dispositivo estocastico equivalente ao langamento
simultineo das duas moedas, ¢ de tal maneira que sempre que a
primeira moeda (aquela associada a p) caia em cara, a scgunda
{(associada a ¢) também'caia em cara. Vamos chamar de X e ¥
os resultados dos langamentos da primeira e da segunda moeda, res-
pectivamente. Vamos convencionar que 1 indicard a saida de cara e
0, a saida de coroa. Queremos entdo construir as varidveis X e Y,
de tal maneira que '

]P’(X=1)mp21—]P(X=0)
P(Y=1)=¢=1-P(Y =0)
X<y
As duas primeiras condig¢oes dizem que X e Y expressam realmente

os resultados dos langamentos de duas moedas que caem em cara
com probabilidades p e ¢, respectivamente. A terceira condicio é a
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propriedade desejada de acoplamento. Ela diz que o resultado
X=1 Y=0,

correspondendo & situagdo em que a primeira moeda cai em cara,
mas néo a segunda, estd excluido.

Para construirmos X e Y satisfazendo simultaneamente eses tres
vinculos, utilizamos uma varidvel auxiliar U, com distribuigio uni-
forme no intervalo [0,1]. Definimos

X=UUsp} e Y=UU<q}.

E imediato que as varidveis X e Y assim definidas satisfazem as tres
condicdes acima. Este acoplamento é o protétipo daquele conduzindo
a0 coeficiente de ergodicidade de Dobruschin.

O estilo destas notas estd inspirado no método gréfico de Ted
Harris. Ele ensinou como construir Sistemas de Particulas através de
gréficos aleatérios, recortando e colando pedagos, de forma a por em
evidéncia da maneira a mais elementar possivel as propriedades do
processo. Em particular, nossa construcio no capitulo 6 do Processo
Markoviano de Saltos, com ajuda de um Processo Pontual de Poisson
no espaco-tempo, foi antecipada pela construgio feita por Harris de
um Sistema Markoviano com Mudanca de Spins, no final dos anos 60,
Por toda essa influéncia e inspiragio estas notas lhe sdo dedicadas.

Este pequeno livro foi constituido com material selecionado nas
notas de aulas que noés escrevemos nos tltimos tres anos para no-
ss08 cursos de introducio aos Processos Estocdsticos, tanto para o
bacharelado como para a pds-graduagio, do Departamento de Es-
tatistica do Instituto de Matemadtica e Estatistica da Universidade
de S&o Paulo. Diversas versdes preliminares destas notas foram lidas
por Hervé Guiol, Lane Pereira Alencar e Nancy Lopes Garcia que
nos apontaram inimeras gralhas e fizeram preciosas sugestdes para
tornar o texto mais claro. Antes deles, estudantes das diversas tur-
mas a quem lecionamos a matéria ja tinham nos ajudado ao longo
dos cursos a melhorar o texto. A todos eles os autores manifestam
seus agradecimentos.

Séo Paulo, Junho de 1997
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1. CONSTRUGAO DE CADEIAS DE MARKOV.

Um processo estocdstico € uma familia (X, ),er de varidveis alea-
térias, onde o indice ¢ representa o tempo. Informalmente falando,
um processo estocastico descreve uma histéria que se desenvolve de
forma aleatéria ao longo de um periodo de tempo representado por
T. Nos exemplos que estudaremos T serd igual ao conjunto dos ni-
meros naturais N = {0,1,---}, ao conjunto dos nimeros inteiros
. Z, ao conjunto dos nimeros reais positivos [0, +oo0) ou ao conjunto
dos nimeros reais R. Nos dois primeiros casos o processo serd dito
em tempo discreto e nos dois ltimos casos ele serd dito em tempo
continuo. Nos casos de processos em tempo discreto, hd uma pre-
feréncia pela letra n para indicar o instante de tempo, deixando a
letra ¢ para os casos de processos a tempo continuo. Suponhamos
que as varidgveis X, ou X, assumam valores no conjunto E. Esse
conjunto doravante serd chamado de espago de estados ou ainda de
espaco de fase. Neste curso nés sé consideraremos espagos de estados
finitos ou enumeraveis.

Nesta secdio vamos definir uma classe muito importante de proces-
sos a tempo discreto, as chamadas cadeias de Markov. Comecemos
por uma primeira defini¢io que embora seja ligeiramente mais restri-
tiva do que o necessario, tem o grande mérito de ser operacional.

Definicao 1.1. Diremos que o processo (X,)nen tendo E como
espaco de estados é uma cadeia de Markov se existir uma funcéo
F:FE x[0,1] — E tal que para todon 2 1

Xn = F(Xn—lsUn) ’

onde Uy, Us, .. é uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes’
entre si e distribuidas uniformemente no intervalo [0, 1].

Exemplo 1.2. Tomamos E = {0,1} e
Fz,u) =1{u > h(z)},

onde h{0) e h(1) sdo dois mimeros quaisquer fixados no intervalo
[0,1]. Informalmente isso significa que em cada instante n o processo
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atualiza o seu valor, assumindo o valor 0 ou 1, segundo U}, seja menor
ou maior do que h(X,—1).

Exemplo 1.3. Tomamos F = {0,1} e
Flz,uy)=1—z, se u>g(z) e

F(a,u) =z , em caso contrario,

onde ¢(0) e ¢(1) sdo dois nimeros guaisquer fixados no intervalo
[0,1]. Informalmente, isso significa que em cada instante n o processo
decide mudar o valor que ele tinha no instante anterior ou manté-
lo, conforme a varidvel uniforme U, seja maior ou menor do que
g(Xn-1).

Estes exemplos embora simples nos servirdo de laboratério para
apresentar e testar alguns dos resultados centrais da teoria. Paraisso,
vamos apresentar algumas de suas propriedades basicas cujas de-
monstragdes serdo apresentadas como exercicios no final do capitulo.
Definimos '

Q(’n,y) = P{Xn =Y l Xn-—l = ‘T} »
onden > 1 ez ey assumem os valores 0 e 1.

Designamos por 5 e por ¢}, as probabilidades condicionais co-
rrespondentes respectivamente ao primeiro e ao segundo exemplo. E
facil ver que se h(0) = A(1), entdo

Qh‘('O,y) = @u(l,y).

Ou seja, neste caso, a cadeia de Markov correspondente A funcdo kb
é, na verdade, uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas.

Por outro lado, se 2(0) = g{0) e 1 — h(1) = g(1), entéo

Qy(‘r; y) = Qh(xvy)

para todo « e todo y.

Essa tltima igualdade significa que neste caso, se nds escolhermos
0 mesmo ponto inicial para as cadeias definidas nos exemplos 1 ¢ 2,
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entdo as duas terdo a mesma lei conjunta. Desse ponto de vista, as
duas construcgdes sio equivalentes.

No entanto, a primeira serd aquela que nés em geral utilizaremos.
A razdo dessa preferéncia estd ligada & nocio de acoplamento que é
definida a seguir para esta cadeia.

Acoplamento. Sejam (X°)nen € (X1 )nen duas cadeias constrnidas
como no exemplo 1.3 com a ajuda da mesma sequéncia Uy, U, ...
de varidveis uniformes, e tendo 0 e 1 respectivamente como pontos

iniciais, isto ¢ XJ = 0 e Xj = 1. Denotemos por K o primeiro
" instante em que as duas cadeias assumem o mesmo valor, isto é

K =inf{n>1:X2=X}}
Supondo que 0 < A{0) < k(1) < 1, veremos nos exercicios que
P{K >n}=p",

onde p = k(1) — h(0). Isso significa que ao cabo de um tempo alea-
tério com distribuicio geométrica as cadeias (X3)nen € (X )nen sdo0
indistinguiveis. Este resultado é o prot6tipo do teorema de con-
vergéncia exponencialmente répida para o equilibrio que serd de-
monstrado mais para a frente. Esse tipo de construgio simultinea
de duas cadeias se chama acoplamento e é uma importante ferra-
menta no estudo dos Processos Estocdsticos.

Na discussio sobre acoplamento nés calculamos a probabilidade
condicional do valor do processo no instante n, dado o valor do pro-
cesso no instante anterior. Obtivemos assim umafungio ) : ExXFE —
[0,1]. Esse tipo de funcfio fornece uma maneira cdmoda de carac-
terizar cadeias de Markov.

Definicio 1.4. Seja E um conjunto finito ou endmerdvel. Uma
funcio @ : E x E — [0,1] é dita uma probabilidade de transi¢io se
para todo elemento z de E valer 3 p Q(z,y) = 1.

Nos Exemplos 1.2 e 1.3, a propriedade 3 .z @(z,y) = 1 vinha
do fato de que para todo z fixado Q(z,-) era uma probabilidade
-condicional.
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E cémodo representar probabilidades de transicic como matrizes.
Assim, por exemplo, se E = {1,2} e se Q(1,1) = p, (1,2) =1 — p,
@(2,1) =1—-gq e Q(2,2) = ¢, onde p e ¢ sdo ntimeros entre 0 e 1,
entdo € natural representar ¢} como a matriz

_{ p 1-p
? (1 -7 ¢ ) '
Com essa representacio a propriedade - @(z,y) = 1, se tra-
duz como a soma dos elementos de uma linha € igual a 1.

Daqui para a frente nés nos referiremos indiferentemente tanto a
probabilidades de transicdo como a matrizes de transigio.

Proposicao 1.5. Seja E um conjunto finito ou enumerdvel. Da-
dos uma matriz de transicdo ¢ definida em E e um elemento a
de E quaisquer é sempre possivel construir uma cadeia de Markov
(X %) nen, tendo @ como probabilidade de transi¢do e a como ponto
inicial.

Prova. Tudo o que temos a fazer é exibir a funcio F: Ex[0,1] = E
da Defini¢iio 1.1 com a propriedade

P(F(z,U) = y) = Q=,y)
Ja vimos que essa fungﬁz) pode ser obtida de varias maneiras dife-
rentes. Vamos aqui descrever uma construgio genérica.

Comecamos construindo, para cada elemento  de E, uma par-
ticdo disjunta (I7)yep do intervalo [0,1]. Isto €, vamos construir
uma familia de conjuntos tais que, para cada z em E, os conjuntos
({7 )yer sio disjuntos entre si e U, g If = [0,1]. Vamos escolher
essa particdo de tal maneira que cada um dos conjuntos seja uma
unido de intervalos, de tal forma que nés possamos medir seus com-
primentos. Vamos impor a condigdo que |I7| = Q(z,y), onde |I|
designa o comprimento do conjunto I.

Por exemplo, em 1.2 a parti¢do era formada pelos intervalos Iy =
[0, A(z)) e IT = [A(),1].
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H4 varias maneiras de definir uma familia desse tipo. Por exem-
plo, podemos comegar ordenando os elementos de E = {y1, vz, - - }
Em seguida, para cada elemento z fixado de E definimos

I;i = [lf—l? l:c)

onde _
z_{o sei=0;

LB+ Q) sei> .

Em seguida, definimos a fungfo F' da segninte maneira:

Fz,u) = Z ylHu € I} .

yeE
Em outras palavras, F(z,u) = y, se e somente se u € I3

Com essa funcdo, basta construir a cadeia (X2),ecg, definindo
X§ = a. Para ver que essa cadeia tem probabilidades de transicdo
¢}, calculemos

]P(Xn =Y | Xpe1 = :E) = P(F(m:Un) = y)

Esta tltima expressio, pela definicio construtiva da cadeia, € ignal
a
P(Un € Ij) = |I| = Q(=z,y). O

Observagao. Quando demonstrarmos o teorema de convergéncia
para o equilibrio faremos uma construgio mais refinada da particio

(I;)yEE- '

A Proposicéo 1.5 fornece uma porta de passagem a uma definigio
mais abstrata de cadeia de Markov.

Definigao 1.6. Um processo estocdstico (¥, )nen, tendo como espa-
¢o de estados o conjunto enumerdvel E, é dito uma cadeia de Markov
com matriz de transi¢io @, se para todo n > 1 e toda sequéncia
T, %1, - , T de elementos de E, tais que P{Yy = zq, -+ ,Yn—1 =
Tn_1,Yn = z,} > 0, valer a seguinte igualdade

]P{Yn =Ty I Yo = To,: - ;Yn-—-l = fcn—l}

1.7
( ) = P{Yn =Tn I Yoo = wn—l} = Q(mﬂ—lax")‘
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Essa definicio diz que para uma cadeia de Markov a previsdo do
préximo passo, conhecendo toda a histéria passada do processo desde
o seu inicio é tao boa quanto a previsio feita conhecendo-se apenas
o valor do processo no presente.

A Proposi¢io 1.5 diz que dado um processo (Yn)ne_N satisfazendo
(1.7) & sempre possivel construir um outro processo (Y5 )nen de mes-
ma lei usando o algoritmo descrito na Defini¢do Operacional 1.1.

A partir de uma varidvel aleatéria com distribuicio uniforme é
possivel construir qualquer outra lei em R. Assim sendo, a exigéncia
na Definiciio 1.1 de Cadeia de Markov de que as varidveis Uy, Us,. ..
tenham uma distribui¢io uniforme ndo € realmente uma restrico.
Daqui para a frente suporemos simplesmente que as varidveis uni-
formes U, Uy, ... sejam independentes e identicamente distribuidas.
Isso niio é nada mais do que uma reescritura da defini¢do que tem o
mérito de simplificar a apresentacio dos exemplos.

Vamos terminar esta secdo com mais alguns exemplos impor-
tantes.

Exemplo 1.8. Passeio aleatdrio no hipercubo. Seja E = {0,1}V,
onde N ¢ um nimero inteiro estritamente positivo. Quando N =2
podemos pensar em E como sendo o conjunto de vértices de um
quadrado. Quando N = 3 podemos pensar em E como sendo o
conjunto de vértices de um cubo. Quando N > 4 podemos pensar
em £ como sendo um hipercubo. Nos casos em que N =2ou N =3
um desenho ajuda a entender as relacdes geométricas de vizinhanca
entre pontos de E. Seja & = (£(1), -+ ,&(N)) um elemento de E.
Seus vizinhos sdo todos os elementos que tem todas as coordenadas,
menos uma, iguais as coordenadas de £. Se j é um inteiro entre 1
e N vamos representar por &/ o elemento de E que tem todas as
coordenadas exceto a j-ésima, iguais s coordenadas de ¢, isto é

£(7) se i F J3

6=1 " ) wiss

Os vizinhos de £ sio assim os pontos £!,...,¢N.
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Isso nos leva a definir uma distdncia d em F da seguinte maneira:

N
d(&,€) =Y () — ()l
=1

onde ¢ e ¢ s&o dois elementos guaisquer de E. A distincia entre £ e
¢ ¢ o nimero de coordenadas onde £ e ¢ diferem. Essa distincia é
conhecida na literatura como distdncia de Hammings. Dois pontos
de FE sio vizinhos, quando a distincia entre eles é igual a 1.

Nés queremos construir uma cadeia de Markov, tendo o hipercubo
E como espago de estados e se comportando da seguinte maneira.
Em cada instante, a cadeia decide mudar ou ndo de posigéo, langando
uma moeda honesta. Nos casos em que decide mudar, ela salta para
uma, posi¢io vizinha escolhida ao acaso, com distribui¢io uniforme.
Esse processo pode ser construido da seguinte maneira.

Seja Iy, I, ... uma sequéncia de varidveis aleatérias independen-
tes e uniformemente distribuidas no conjunto {1,2,--- ,N}. Seja
também Vi, Vs, ... uma outra sequéncia de varidveis aleatérias, in-

dependentes entre si e independentes também da primeira sequéncia.
Vamos supor também que as varidveis V;, sejam identicamente dis-
tribuidas com distribuigdo uniforme no conjunto {0,1}.

Fixado um elemento qualquer ¢ de E como ponto inicial, definimos
~a cadeia (£$)nen da seguinte maneira:

¢ {(j sen=10
"R I, Ve) sen>1

onde F: Ex {1,--- N} x{0,1} — E é a funcdo definida da seguinte
maneira. Suponhamos que F(¢{,%,v) = n. Entdo

L [ EG) sej#En
W(J)_{v se § =1.

Ou seja, o processo escolhe um vértice com probabilidade 1/N ¢ em
seguida, usando uma moeda honesta, escolhe o valor em {0,1} que
esse vértice vai adotar no proximo instante.
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Para verificar que o processo acima construido corresponde a des-
cricdo que dele fizemos anteriormente, basta calcular a sna matriz de
transicio o que é feito nos exercicios.

Exemplo 1.9. Modelo de Ehrenfest. O passeio aleatorio no hiper-
cubo pode ser visto como um modelo grosseiro da evolugio de um
gés entre dois compartimentos fechados. Inicialmente todo o gds
estd confinado num tinico compartimento. A experiéncia é iniciada,
abrindo-se uma vélvula que comunica esse compartimento com um
segundo compartimento, ficando as moléculas do gds livres de se
deslocarem de um para o outro compartimento. Se nés indicarmos
o primeiro compartimento com o algarismo 0 e o outro com o al-
garismo 1, e se suposermos que N ¢é o nimero de méleculas do gis
(que é algo da ordem de 10%3), entfio o passeio pode ser visto como
uma descricio detalhada da evolugdo das posi¢des das N moléculas,
bastando para isso que se interprete o nimero £5(¢) como o nimero
do compartimento no qual se encontra a molécula ¢ no instante n,
sendo que ¢ descreve a posi¢do inicial das moléculas, isto é ({z) = 0
paratodoi=1,..., V.

Muitas vezes esse modelo é apresentado, dando-se énfase ao ni-
mero total de moléculas que se encontram em cada instante em um
determinado compartimento. Esse novo processo pode ser definido
diretamente a partir do primeiro. Definimos

N
“Zn =Y E5(3) .
=1

Note que esse processo tem como espago de estados o conjunto
{0,1,--- ,N}. Pode-se dizer que o Modelo de Ehrenfest é uma des-
cri¢io macroscopica da evolugdo do sistema microscdpico correspon-
dendo ao passeio aleatdrio no hipercubo.

Exemplo 1.10. Urna de Polya. Seja {U, :} uma sequéncia de
varidveis aleatérias uniformes em [0,1] independentes. Dados dois
nimeros inteiros estritamente positivos By e Vg, definimos para todo
n=>0

Bpy1 = YUnt1 < sp} + Bpy Vo = YUnt1 > 821+ V4
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onde
B,

T Bo+V,

O processo assim definido é chamado de urna de Polya. Na urna de
Polya inicialmente temos ¥y bolas vermelhas e By brancas. Em cada
instante, uma bola é extraida da urna e devolvida junto com outra
da mesma cor. O processo X, € N? definido por

Sn

Xy = (Va, Bn)

¢ uma cadéia de Markov. No entanto o processo s, nio é de Markov.
Isso serd visto nos exercicios.

Exercicios.

1.11. Considere uma cadeia de Markov com espaco de estados
{1,2,3} e matriz de transi¢io

1/2 1/4 1/4

Q=[1/4 1/4 1/2
1/3 1/3 1/3

(a) Construa uma funcio F' definindo uma cadeia com essa matriz
de transicio. Dica: Exiba uma familia de intervalos Ij para z,y €

{1,2,3} com |I7| = Q(z,y).
(b) Calcule P(Xo=1|X; =2)
(c) Calcule P(X3 =2|X; =1)

(d) Usando a funcédo do item (a) e uma tabela de niimeros aleatdrios,
simule 10 instantes dessa cadeia, com estado inicial Xy = 1.

1.12. Considere duas cadeias X, e ¥, em F = {0,1}. A cadeia
X, estd definida pela funcdo F(z,u) = 1{u > h(z)} (para valores
fixos R(0) e R(1)) e a cadeia ¥, estd definida pela funcdo F(z,u) =
1—2z, se u> g(z)e F(z,u) = z em caso contrério (para valores
fixos ¢(0) e g(1)). '
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(a) Calcule
Qh(l‘,y) = P{Xn =Yy | Xn = x} y
Qg(xay) =P{Yo,=y|Yno1 = :r}

onde n > 1 e x e y assumem os valores 0 e 1.

(b) Mostre que se 2(0) = k(1), entéio o valor de @y (z,y) nio depende
de z, s6 de y. Ou seja, nesse caso, a cadeia de Markov correspon-
dente & fun¢io % é, na verdade, uma sequéncia de varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas.

(¢) Simule 10 instantes da cadeia X, com h(0) = 1/3, A(1) = 1/2.
(d) Simule 10 instantes da cadeia Y5 com g(0) = 1/3, g(1) == 1/2.

1.13. Acoplamento. Sejam (X2)nen € {X1)new duas cadeias cons-
truidas como a cadeia X, do exercicio anterior com a ajuda da
mesma sequéncia Uy, Us,... de varidveis uniformes, e tendo 0 e 1
respectivamente como pontos iniciais, isto é X§ = 0 e X} = 1. De-
notemos por /' o primeiro instante em que as duas cadeias assumem
0 mesmo valor, isto é

=inf{n>1: X2 = X1}
Supondo que 0 < 2(0) < A(1) < 1, mostre gue
P{K >n}=p"
onde p = h(1) - A(0). .

1.14. Calcule a matriz de transxgao da cadeia (Z,)nen do Modelo
de Ehrenfest.

1.15. Prove que a partir de uma varidvel aleatdria com distribuicéio
uniforme € possivel construir qualquer outra lei em R.

1.16. Mostre que o processo (X,) = (Bn,V,) correspondente ao
modelo da urna de Polya é uma cadeia de Markov e calcule sua
matriz de transi¢io. Mostre tambem que o processo (Bn/(B,+V;))
ndo é de Markov.
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Comentarios. Cadeias de Markov foram introduzidas por A. A.
Markov no comego do século XX como modelo linguistico. A cons-
trucao apresentada na Proposicdo 1.5 se inspira na construgfo grifica
de Harris para sistemas de particulas. A nog¢io de acoplamento que é
esbocada aqui foi introduzida por Doeblin nos anos 30. O modelo de
Ehrenfest foi introduzido por P. ¢ T. Ehrenfest em um célebre artigo
em defesa das idéias de Bolizmann em 1905. Em particular, este
modelo ilustra como é possivel ter ao mesmo tempo irreversibilidade
(a nivel macroscdpico) e reversibilidade (ao nivel microscdpico). O
. exemplo da urna de Polya ilustra o fato que, em geral, a imagem de
nma cadeia de Markov por uma func¢io nfio é uma cadeia de Markov.
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2. IRREDUTIBILIDADE E MEDIDAS INVARIANTES.

Nesta secio apresentaremos as nocdes de medida invariante e re-
versibilidade cadeias de Markov. Em particular veremos o Lema de
Kiac que relaciona a medida invariante com os valores médios dos
tempos de retorno aos estados.

Comecemos com um pouco de algebra linear. Vimos na secio
anterior que podiamos pensar na probabilidade de transigio como
uma matriz. Nossa proxima proposi¢io mostra que isso € mais do
que um simples recurso grafico de representagao.

Proposigao 2.1. Seja (X2)nen uma cedeie de Markov tendo como
espaco de estados o conjunio endmerdvel E, @ como probabilidade
de transicdo e a como ponto inicial. Pare qualquer instanten> 1l e
pare qualquer b € E vale o igualdade

P{X; =b} = @"(a,b).
Na expressdo acima Q"(a,b) designa o elemento da linke a e da
coluna b de matriz produto Q. ‘
Prova. Por induc¢do. A igualdade é verdadeira para n = 1 pela
prépria definicio da matriz Q.

Vamos agora supor que ela seja verdadeira para um certo n > 1,
e demonstrar que isso implica que a igualdade é verdadeira também
para n + 1. Com efeito

(2-2) IP{X:-H = b} = Z ]P{Xi = 27Xg+1 = b}7
zER

pois os conjuntos ({ X = z}),ep formam uma particio disjunta de
Q. Podemos reescrever a probabilidade conjunta, condicionando na
posicio da cadeia no instante n, obtendo:

S P{Xi=z,Xa, =0y =) P{Xp=2}P{X5, =b|X; =z}
zeE zER

Pela hipétese de inducdo
(2.3) P{X! =z} =Q"a,z).
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Por outro lado, por definicdo
P{X51; =b0| X} = 2} = P{F(X},Unt1) = b| X3 =z}
= IP{F(Z, Un_|.1) = b}

Como as varidveis aleatérias Uy, Us,... tem todas a mesma dis-
tribui¢io uniforme, vale a igualdade

P{F(Z,Un.;.]) = b} = P{F(Z,Ul) = b}

Por definicio

(2.4) P{F(z,U1) = b} = P{X{ = b} = Q(z,b).
Usando (2.3) e (2.4) podemos reescrever (2.2) como

P{Xp =0} =) Q"(a,2)Qz0)

zeE

e esta é precisamente a definicdo de Q"1 (q, b):

Q" (a,5) = > Q"(a,2)Q(z,b),

zeE

o que termina a demonstracio. O

Exemplo 2.5. Seja (X, )nen a cadeia de Markov tendo como espago
de estados o conjunto E = {1,2} e tendo como matriz de transicio

Q=(1Eq 1;]))‘

Se quisermos calcular P{X] = 1} temos que somar as probabili-
dades de dois camirhos (X] =1,X2 =1) e (X} =2,X] =1). Ou
seja,

P{X; =1} = Q(L,1)Q(L,1) + Q(1,2)Q(2,1) = p* + (1 — p)(1 — g),
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que é exatamente o elemento que estd na primeira linha e na primeira
coluna da matriz

ng(p2+(1—p)(1—Q) p(l—p)+(1—p)cI)
(I-gp+tall-q) F£+(1-g)1-p)/)

Infelizmente, para valores maiores de n o calculo direto se torna
complicado, como veremos a seguir. Para simplificar a escritura,
tacdo P(n) = P{X! =1}. Ent4
vamos usar a notagfo P(n) a . Entdo

P(n) = P(n - 1)Q(1,1) + (1 — P(n - 1))Q(2,1)

(2.6) - P(n _ l)p +(1—-P(n— 1))(1 - ¢).

Esse sistema de equagdes a diferencas finitas tem solucfio simples.
Com efeito, (2.6) se reescreve como

(2.7) P(n)=Pn~1)(p+¢—-1)+(1—9q).

Substituindo P(n—1) pela expressio equivalehte a (2.7) paran—1
obtemos

P(n)=[Pr-2)p+g—-1)+(1-glp+e-1)+(1—¢q)

B P-4 =17+ (- p+a—1)+(1—a)

Iterando esse procedimento n vezes, obtemos finalmente
n—1
(2.9) P(n)=PO)p+¢—1)"+(1—¢) > (p+qg—1)%
k=0

Lembramos que, por defini¢io, P(0) = 1. Lembramos também a
férmula da soma dos termos de uma progressdo geométrica

= 1-¢
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Com isso, podemos reescrever (2.8) como

_ o, (=gl —(pt+g-1)"]
PO =l a0 0 -9

_ 1—g¢ nn L—p
STpra-o PV a ey

(2.10)

Isso encerra a conta. Observe que P(n) converge exponencial-
mente rapido ao valor

l—g
(1-p+1-q)

Calculos anslogos mostram gue Q™ converge (exponencialmente ra-
pido em cada entrada) & matriz

1—p 1—¢
( 1-p)+(1-gq) (1-p)+i-9) )
1—p 1—¢ -
1-p)+(1-q) (1-p)+(1-g)

A situacio na verdade é pior do que parece. O cdlculo acima em-
bora complicado é dos poucos exemplos de probabilidade de transicio
em n etapas que consegnimos realizar explicitamente. O que nos
salva é que nos bons casos a complicada matriz Q" converge, quando
n — oo, para um objeto que pode ser calculado facilmente. A de-

monstracio do resultado de-convergéncia serd feita na proxima se¢io.
A préxima definigio introduz o objeto constitutivo desse limite.

Definicao 2.11. Seja. E um conjunto finito ou enumerével e ¢ uma
matriz de transicio definida em -E. Uma medida de probabilidade
i definida em E é dita invariante com respeito a ¢ se para todo
elemento « de E valer a igualdade:

(2.12) p(z) = wa)Q(a,2).

ack

Esta é uma defini¢io puramente algébrica. Ela diz simplesmente
que uma probabilidade invariante é um autovetor de ¢} tendo 1 como
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autovalor. Ela tem, no entanto, um profundo sentido estatistico que
comega a ser revelado na préxima proposicio que diz informalmente
0 seguinte. Suponhamos que o estado inicial de uma cadeia de Mar-
kov scja escolhido aleatoriamente, usando para isso uma probabili-
dade invariante em relagio 4 matriz de transicio da cadeia. Nessas
condigdes, a lei da cadeia em todos os instantes sers igual & sua lei
no instante inicial, isto é, a probabilidade de encontrar a cadeia no
instante n numa posi¢io a serd precisamente u(a), quaisquer que
sejam n e a, onde x designa a probabilidade invariante com respeito
a €} que foi usada para escolher a posiciio inicial.

Antes de formular a préxima proposicio, vamos introduzir uma
nota¢io para descrever situagfes nas quais o estado inicial da cadeia
é escolhido segundo uma certa distribui¢io de probabilidade. Sejam
(X3 )nen uma cadeia de Markov tendo como espaco de estados o
conjunto enumerdvel E. Se seu ponto a for escolhido com lei u
usaremos a notacio

P{Xk =0} =Y u(a)P{X2=5).

aEE

Proposigao 2.13. Seja (X#)nen ume cadeia de Markov tendo como
espago de estados o conjunio enumerdvel E, @ como probabilidade
de transicdo e cujo estado inicial € escolhido aleatoriamente com lei
i. Se ;o for invariante com respeito a Q, entdo

P{X} = b} = u(b),
quaisquer que sejam n e b.

Prova. Por inducdo. A igualdade é verdadeira para n = 1, por
hipétese.

Vamos agora supor que ela seja verdadeira para um certo n > 1,
e demonstrar que isso implica sua validade também para n+1. Com

efeito
(2.14)

PS4 =0} =) ) wl@)P{X; = 2}P{Xg,, = b| X2 =2},
2€F acE



24 2. IRREDUTIEBILIDADE E MEDIDAS INVARIANTES

A ignaldade (2.4) na demonstracdo da proposi¢do anterior diz
precisamente que

(2.15) ]P{ r5+1 = b I Xs_ = Z} = Q(Z, b).
A hipétese de inducéo supde que para todo z valha a ignaldade

(2.16) > u(@)P{X5 =2} = p(2).

aclE

Usando (2.15) e (2.16) podemos reescrever (2.14) como

P{X:,, =0} = u(2)Qzb).

€eE

Como, por hipdtese, a medida de probabilidade p € invariante com
respeito a @ vale a igualdade

> w(2)Q(z,8) = p(b),

zelr
0 que encerra a demonstragto. [J

Definigao 2.17. Seja E um conjunto finito ou enumerdvel e @ uma
matriz de transicio definida em F. Uma medida de probabilidade p
definida em E é dita reversivel com respeito a @ se para todo par
de elementos = e y de E valer a igualdade:

(2.18) w(z)Q(z,y) = p(¥)Q(y, x).

Proposigio 2.19. Se u é reversivel com respeito a Q, entdo p €
invariante com respeito a Q.
Prova. Deixada como exercicio (fcil) ao leitor. O]

Uma grande vantagem da reversibilidade € que o sistema de equa-
cdes (2.18) é mais simples que o sistema de equagbes (2.12). Outra
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vantagem ¢ que ele fornece um esquema simples para construir ca-
deias de Markov tendo como medida invariante uma probabilidade
# dada, e isso é a base do chamado método de Monte Carlo para
simula¢io de medidas de probabilidade.

Consideremos agora uma cadeia de Markov com probabilidades
de transicdo Q(z,y) que aceita uma medida invariante p. Defina

g = ED o

E ficil ver que Q* define uma cadeia de Markov. Essa cadeia é
chamada de cadeia reversa (em relagio a p). Uma definigdo alterna-
tiva de reversibilidade é dizer que pu é reversivel para Q se @ = @*,
onde Q* é definida em (2.20). A demonstragio do seguinte lema
segue da definicdo (2.20).

Lema 2.21. Se p ¢ invarianie pare Q@ e Q* ¢ a malriz de iransicio
da cadeia reverse em relagdo a p, entdo

#(@o)Q(xo,71) .. NTn-1,Tn) = p(@n) Q" (Tn, Tn-1) . .. @ (21, %0).

Se x, = a9
(2.22)  Q(zo,1)... Qen—1,2n) = Q" (Zn,Tn-1)...Q@*(z1,70).

O Lema 2.21 diz que sob a distribui¢io de equilibrio o processo
visto para trds no tempo se comporta como uma cadeia de Markov
com matriz de transigdo ¢*. A segunda parte diz que a probabili-
dade de percorrer um ciclo fechado de estados na cadéia direta é a
mesma que a probabilidade de percorré-lo no sentido contrario para
0 ProCessO Teverso.

Agora vamos estudar duas questdes. Quando é que uma cadeia
admite uma probabilidade invariante? Quando é que uma cadeia ad-
mite uma inica probabillidade invariante? O exemplo seguinte nos
mostra uma situa¢io na qual tipicamente hd mais de uwma probabi-
lidade invariante.
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Exemplo 2.23. Seja E = {1,2} e seja @ a matriz assim definida:

10
o= (5 1)
Essa é a matriz de transicio da cadeia constante. E facil ver que
qualquer medida de probabilidade é invariante com respeito a essa
cadeia. Vé-se que o problema aqui reside no fato de que os estados

1 e 2 ndo se comunicam através dessa cadeia. Vamos considerar um
outro exemplo.

Exemplo 2.24. Seja F = {1,2,3,4} e Q a matriz assim definida:

P 1-p 0 0
_{1-p» p 0 0
@= 0 0 q 1—¢q )’
0 0 l—g q

onde p e ¢ sdo dois niimeros estritamente maiores do que 0 e estrita-
mente menores do que 1. Neste caso, os estados 1 e 2 se comunicam
entre si, mas nfio se comunicam com os estados 3 e 4 que, por sua vez,
sO se comunicam entre si. Temos na verdade duas cadeias separadas,
uma com espaco de estados Ey = {1,2} e matriz de transigio

_ p 1-p
Ql':'—,_(l_p P )

e outra com espaco de estados By = {3,4} e matriz de transi¢io

_( ¢ 1-g¢
Q2 - (1 — q q ) -
Cada uma delas tem como probabilidade invariante a distribuicdo
uniforme no seu espago de estados. E fécil ver que qualquer com-
binacdo linear convexa dessas duas probabilidades invariantes, con-
sideradas agora como medidas sobre E = {1,2,3,4}, produz uma

probabilidade invariante para a cadeia de matriz Q. Isso sugere a
seguinte defini¢io
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Definicao 2.25. Uma matriz de transi¢io @ definida sobre um
conjunto finito ou enumeravel E é dita irredutivel, se, para todo
par (z,y) de elementos de F, existir um mimero n = n{z,y), tal que

Q" (z,y) > 0.

A questdo da existéncia de uma probabilidade invariante € bem
mais delicada. E fécil ver que se E for finito, entdo o sistema, de equa-
¢des dado por (2.12) é sempre satisfeito por ao menos uma medida de
probabilidade (o nimero de incognitas € menor ou igual ao nimero
de equagdes). No entanto, se E for enumerdvel, os exercicios abaixo
fornecem exemplos de matrizes de transicio que ndo admitem nen-
huma probabilidade invariante. A préxima proposicio fornece uma
caracterizacio probabilistica para esse fato algébrico. Trata-se de um
caso particular de um resultado mais geral demonstrado por Mark
Kic, no inicio da década de 50.

Teorema 2.26. Lema de Kic. Seje (X7 )nen wma cadeia de Markov
tendo como espaco de estudos o conjunto enumerdvel E, tendo a
como estado inicial ¢ Q) como matriz de transigdo. Suponhamos que
@ seje irredutivel e que p sejo ume probabilidade invariante com
respeito @ Q. Vamos também supor que p(a) > 0. Definimos o
instante do primeiro retorno da cedeia ao estado a por

T =inf{n>1: X3 =a}.

Entao 1
E(T*™%) = —.
#(a)
O Lema, de Kéc diz que o tempo médio de retorno a um estado é
inversamente proporcional & probabilidade invariante desse estado.
A prova do Teorema2.26 baseia-se em tres lemas. Para enuncid-los

de forma concisa, vamos introduzir a seguinte notac¢io

Ysemqa) HOP{T? " =n}, sen>0;
pla), sen =0;

Pz =} = {

onde
T~ —inf{n >0 : X! =ad}.
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Lema 2.27. Seja a € E tal gue u{a) > 0. Entdo vale a sequinte
wdentidade
P{T#~% = n} = p(a)P{T°~* > n}.

Prova. Para n = 0 a identidade é imediata pois
P(T*7* > 0)=1.

Para n > 0 escrevamos

(2.28)
P{T#™% = n} = Z plzo)P{X7 # a,--- , X2 # a, X% =a}
zoEF\{a}
=33 Y we)Qenar) . Qan-t,a).
ToFa £17a Zn_17a

Como, por hipétese, i é invariante com respeito a @, podemos
usar o Lema 2.21, para reescrever a expressio (2.28) como

(2.29) S Y w(@)Q (e, zam1) ... @ (21, 20),

ToFa z1Fe Tn_17¢

onde @* é a matriz de transiciio do processo reverso dada por (2.20).
A expressiio (2.29) é precisamente igual a

p@)P{(T*)" > n},
onde (T*)*~* é o tempo de retorno a a para a cadeia reversa. Pela
identidade (2.22), a distribuicfio de (T*)*~° e de 7% coincidem.

Isto encerra a demonstrac¢io do lema. [0

Lema 2.30. Seja a € E tal que p{a) > 0. Entéo a probabili-
dade P{T*™* > n} tende a 0, quando n — co. Consequentemente
P(T4~% < co) = 1

Prova. E claro que

(2.31) 1> > P{T* " =n}.
n=0
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Pelo Lema (2.28)
(2.32) Y P{Tr 7t =n}= > p(a)P{T*™* > n}.
n=0 n=>0

Como, por hipdtese, u(a) > 0, (2.31) e {2.32) implicam que

Z p(a)P{T*™% > n} < oo.
n=0
Consequentemente
(2.33) lim P{T%7* > n} =0,
n—FCo

0 que prova a primeira parte do lema. Agora note que
P(T* 7" =00) <P{T* " >n}—>0 (asn— o)
como querfamos demonstrar. [1

Lema 2.34. A probabilidade P{T*™* > n} tende a 0, quando n —
Q0.

Prova. Inicialmente vamos verificar que a medida g atribui massa
estritamente positiva a qualquer elemento de E. Com efeito, como a
matriz ¢} € irredutivel, qualquer que seja b € E, existe uma sequéncia,
finita de estados xp,®1,...,Tk, tais que xp = a,2x = b e

(2.35) Qlzo,z1)Q(x1,22) ... Q(Zr—1,2¢) > 0.

Como p é invariante, pelo Lemma 2.21 vale a igualdade
(2.36)
pla)Q(a,z1)Q(z1,22) ... Q(Th—1,Tk)

= p(0).Q" (b, zk—1)Q*(zh—1, Th-2) . .. @" (21, ).

Como, por hipétese, u(a) > 0, (2.35) garante que o termo & esquerda
da igualdade em (2.36) é estritamente positivo. Consequentemente
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Q*(bamk—l) > 03 Q*(ﬂ-’k—laxk—Z) >0,..., Q*(J"laa > 0) € P'(b) > 0.
Por defini¢io, Q*(z,y) > 0 se e somente se Qz,y) > 0. Portanto

(237) Q(baxk—l) > 0) Q(mk—lﬁkaZ) > 07' R Q(xl';a > 0)

Como p(b) > 0, os resultados dos Lemas 2.27 e 2.30 também se
aplicam a b. Consequentemente, pelo Lema 2.30

(2.38) P{T*~* < o0} = 1.

Isso significa que a cadeia, partindo de b, volta a & num nimero finito
de etapas, com probabilidade 1. Consideremos as trajetdrias do pro-
cesso entre duas visitas consecutivas a b. Cada uma dessas excursoes
pode passar, ou ndo, pelo ponto a. Seja a = z¢,21,...,2k = b a
sequéncia que nés consideramos na dedugio de (2.36). De cada vez
que o processo volta a b, a probabilidade de passar por a é no minimo
igual a

6= Q(b,-'f»‘k—ﬂQ(ﬂ?k—l,ka—z) cee Q(l'l,a)
x Qo z1)Q(z1,22) ... Qlzg—1,2x) > 0,

por {2.37).

Isso nos fornece uma majoracio para a probabilidade da cadeia
partindo de b nfo visitar ¢ em n > k etapas:

(2.39) P{T*™® > 1} < (1 — )7

onde [%] designa a parte inteira de %.
Como § > 0, a desigualdade (2.39) implica que

(2.40) lim P{T*7*>n} =0.

n—ro0
Para concluir a demonstracio, escrevemos

5 H n—a S F b—a
(2.41) Jim P{T*7* > n} = lLim éu(b)]P’{T > n}.
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Passando o limite para o interior da soma, obtemos finalmente

lim P{T#7*>n} =Y u(b) lim P{T*™*>n} =0,
n—00 bEE n—00
como queriantos demonsirar.

Rest4-nos justificar a passagem do limite para dentro da somatéria
em (2.41). Se o espago de estados E for finito, isso é autorizado pela
continuidade da fungio soma. Se o espaco de estados for enumerdvel
temos que invocar um teorema um pouco mais avancado que em Teo-
ria da Integragio é geralmente chamado de Teorema da Convergéncia
Mondtona. O

Prova do Teorema 2.26. Se faz agora em tres linhas. O Lema 2.34
diz que
P{T#7* < 20} = 1.

Consequentemente, pelo Lema 2.27,
o0 o0 ]
1= P{T*"*=n} = p(a) Y P{T*"*>n}.
n=0 n=0
Basta agora observar que
> OP{T*7" > n} = KT,
n=>0

para concluir a demonstracio. [

Exercicios

2.42. Mostre que se p é reversivel com respeito a @, entdo u é
invariante com respeito a Q.

2.43. Mostre que se p é invariante para @, entio Q* definida por

o) = D o
(2.44) Q" (z,y) = () Qy, z).
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¢ a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov.

2.45. Prove que a identidade (2.22) implca que T*~* e (T*)*™°
tem a mesma distribuigfo.

2.46. Calcule as medidas de probabilidades invariantes com res-
peito as cadeias de Markov apresentadas nos exemplos 1.2, 1.3 e no
exercicio 1.11.

2.47. De um exemplo de wma cadeia que tem uma probabilidade
invariante que nio satisfaz a condicio de reversibilidade.

2.48. Passeio aleatério em Z. Seja E = Z e U;,U,,... uma
sequéncia de varidveis aleatérias i..d. assumindo valores no conjunto
{-1,+1} com

P{U,=+1} = p=1—-P{U, = -1},

onde p € [0,1]. Seja @ um ponto qualquer fixado de Z. Definimos
o passeio aleatério (S%).en, tendo ¢ como ponto inicial, da seguinte
maneira:

Sp=58,_1+Un-1, s8en>1.

Essa cadeia é chamada pagseio aleatério e é um modelo simplificado
unidimensional do movimento Browniano.

i) Mostre gue

(%ﬁ)pk(l —p)**,,sezt+nforpare|z|<n;

P{Sﬂ:x}:{

0, sendo.

ii) Vamos agora fazer p = £. Neste caso calcule limy . P{S) = 0}.
Sugestio: use a formula de Stirling.

iil) Suponha que p > % Use a Lei dos Grandes Ndmeros e o Lema
de Borel-Cantelli, para mostrar que

P{S% = 0, para uma infinidade de valores de n } = 0.
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iv) Tente encontrar alguma probabilidade invariante com respeito ao
passeio aleatério. Tente estabelecer uma conexio entre os resultados
deste item e dos dois anteriores.

2.49. O processo de nascimento e morte é uma cadeia de Markov
tendo como espaco de estados o conjunto N dos mimeros naturais e
tendo matriz de transicio da forma seguinte:

Qz,z+1)=¢q(z) =1—-Q(z,z —1), se z > 1,

Q(0,1) = ¢(0) =1 — Q(0,0),

onde (¢{x))zen € uma sequéncia de nimeros reais estritamente maio-
res do que 0 e estritamente menores do que 1. Que condicio deve
ser satisfeita pela sequéncia (g(z)):en para que o processo de nasci-
mento e morte tenha uma probabilidade invariante? Traduza esse
resultado para o caso particular em que ¢g(z) = p para todo z € N,
interpretando-o.

2.50. Meétodo de Monte Carlo. O método de Monte Carlo para
simular uma medida de probabilidade consiste em simular uma ca-
deia de Markov tendo essa medida como probabilidade invariante,
Para obter uma amostra da medida a partir da trajetéria da cadeia
deixa-se o processo evoluir até que atinja uma, situacio de equilibrio.
Na préxima se¢dio nés trataremos da questio do tempo necessdrio
para que uma cadeia de Markov atinja uma situacio de equilibrio.
Aqui vamos exibir uma cadeia que pode ser utilizada para a sim-
ulagdo. Para isso vamos usar a nogdo de reversibilidade.

i) Seja £ um conjunto finito ¢ x uma medida de probabilidade de-
finida em E. Considere as seguintes probabilidades de transicio
definidas em E: para y # z,

_ 1 sy
R ST

Qi(z,z) =1 Z Q1(z,y)
y¥Ez
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Quto) = % [10(a) <)) + XD 1(ut0) > )]

)
Qz(z.2) =1 - ) Qa(z,y).
y#E
Verifique que g é reversivel com respeito a Q1 e QJz.
i) Sejam E = {0,1}" e p a distribui¢io uniforme em E (isto é,
w(¢) = 27N, qualquer que seja ¢ € E. Defina uma matriz de
transicio Q sobre E gue satisfaga as seguintes condigdes:

a) Q(£,¢) =0, se d(£,() > 2, onde d ¢ a distdncia de Hammings,
introduzida na se¢do anterior;

b) p é reversivel com respeito a €.

iii) Faca uma simula¢io concreta da cadeia de Markov correspon-
dendo & matriz @ que for escolhida. Para isso use o algoritmo intro-
duzido na defini¢io 1.1. Tente determinar empiricamente o tempo
necessdrio para que a trajetéria da simulacfio atinja numa situacio
de equilibrio. Estime empiricamente a densidade de valores iguais
a 1 numa configuragio escolhida com a medida p. Compare o re-
sultado empirico com o resultado tedrico dado pela Lei dos Grandes
Nuimeros.

iv) Faca uma simulacio da distribuicdo binomial de pardmetros %
e N. Sugestdo: utilize o modelo de Ehrenfest como base de uma
simulacdo de Monte Carlo.

2.51. i) Verifique diretamente que o limite da probabilidade P(n),
dada pela férmula (2.10) existe e calcule-o explicitamente. Calcule
também lim, ., P{XZ = 1}. Identifique esses limites.

ii) Para essa mesma cadeia calcule E(T1~!), onde
T =inf{n>1 : X} =1}
Relacione os resultados destes dois itens.

2.52. Sejam E = N e @ a matriz de transicio definida em F da
segninte maneira. Para todo z € N

Q(0,z) = p(z) e
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Hz,z—1)=1sez>1,

onde p ¢ uma medida de probabilidade sobre N. Seja (X2)nen uma
cadeia de Markov, partindo do ponto 0 e tendo @) como probabilidade
de transicio.

i) Que condigéo deve ser satisfeita pela probabilidade p, para que a
cadeia admita uma probabilidade invariante?

ii) Calcule E(711).

BRelacione os resultados destes dois itens.

2.53. Processo de Mistura. O processo de mistura é uma cadeia
de Markov tendo como espago de estados o hipercubo E = {0,1} e
definido através do algoritmo seguinte. Seja Py o conjunto de todas
as permutagdes possiveis dos elementos da sequéncia (1,2,--- , N),
isto é, o conjunto das bije¢bes do conjunto {1,2,---, N} em si mes-
mo. Seja 7 um elemento de Py. Com a ajuda de = nés podemos
definir uma transformagio F: E — E da seguinte maneira. Para
todo elemento £ € E

Fr(€)(@) = &(=(3)).
Em outra palavras, F; permuta os valores de cada configuragio £

colocando na coordenada ¢ o valor da coordenada = (z).

Seja (I1;,II,,- - - ) uma sequéncia de varidveis aleatérias indepen-
dentes entre si, identicamente distribuidas e assumindo valores no
conjunto Py. O processo de mistura (15 )ren) tendo ¢ como estado
inicial é definido da seguinte maneira:

¢ {C, sen=0;
T Pr,(né_y), sen > 1.

i) Mostre que o Processo de Mistura ndo é irredutivel.

ii) Suponha que as varidveis II,, tenham todas distribuigio uniforme.
Calcule todas as probabilidades invariantes do processo de Mistura
neste caso.

iii}) Seja Vv o conjunto das permutacdes que s6 alteram as posicoes
respectivas de dois pontos vizinhos da sequéncia (1,2,--- ,N). Um
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elemento tipico de Yy ¢ a permutag¢io «*, onde k£ € {1,2,--- , N},
assim definida:

i, sei £k i# k41,
7 () =4 k+1, sei=k,
k,sei=F%k+1.

Na representacio acima, a adi¢do é feita modulo NV, isto é, N+1 =
1. Suponha que as varidveis II,, tenham distribuicdo uniforme no
conjunto Vy. Calcule todas as probabilidades invariantes do processo
de Mistura neste caso.

Compare os resultados dos itens ii) e iii).
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3. PERDA DE MEMORIA
E CONVERGENCIA PARA O EQUILIBRIO.

Nesta se¢io aparece novamente a nogio de acoplamento que é a
principal ferramenta utilizada nestas notas. O objetivo é o de provar
um teorema que garante a convergéncia em distribuicio de uma ca-
deia de Markov em direcfo & sua medida de probabilidade invariante.
Apresentaremos duas demonstracdes desse fato. Em ambos os ca-
sos a ferramenta bdsica é o acoplamento. Acoplar duas medidas de

probabilidade significa construi-las simultaneamente. A idéia central
~ da demonstracdo é a seguinte. Inicialmente faremos uma construcsio
simultdnea de duas trajetdrias da cadeia, cada trajetéria tendo um
ponto de partida diferente. E essa construcio simultinea que nés
chamamos de acoplamento. Essa construcio é feita de tal maneira
que as duas trajetérias se encontrem o mais rapidamente possivel e
a partir desse momento permanegam juntas para sempre. Uma pri-
meira versdo simplificada desse fato é o Teorema 3.3. Os Lemas 3.5 ¢
3.13 mostrardo sucessivamente como utilizar um resultado de perda
de memdria da condigdo inicial, como 3.3, para deduzir um resultado
de convergéncia em distribuicio, assim como um resultado de unici-
dade da medida de probabilidade invariante. O Teorema 3.19 retoma,
de forma mais refinada a demonstracio do teorema 3.3, introduzindo
o chamado coeficiente de ergodicidade de Dobrushin. Isso nos leva
finalmente & apresentagdo final do Teorema de Convergéncia, feita
em 3.21. No meio do caminho, nds introduziremos a nogéo de cadeia
aperiédica, necessdria para formular com a devida generalidade as
hipéteses do Teorema de Convergéncia.

Vamos nos colocar no quadro seguinte. Temos ume espaco de
estados E munido de uma matriz de transicio Q. Através de um al-
goritmo do tipo daquele que foi introduzido na Proposicio 1.5 cons-
truimos duas cadeias de Markov, (X2).en € (X?)nen, tendo @ como
matriz de transi¢do e partindo dos elementos ¢ e b de E, respectiva-
mente.

Definicdo 3.1. O instante 7% em que as cadeias assumem pela
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primeira vez o mesmo valor é defirido da seguinte maneira

@b _ { +oo, se Xj # X;, para todo n > 0;
min{n >1: X2 = X!}, em caso contririo.

Na sua primeira versfio simplificada, a velocidade de perda de me-
moria da cadeia serd controlada pelo coeficiente de ergodicidade
A que definiremos a seguir.

Definicao 3.2. O coeficiente de ergodicidade 3(Q) de uma
matriz de transicdo @ é definido como

B(Q) =) _ minQ(a,z).

zeE

Teorema 3.3. Se¢ for E finito e se a matriz de transicdo Q tiver
todos os elementos estritamente positivos, entdo existe um algoritmo
de construgdo simultinea das cadetas de Markov (X2 )nen € (X )nen,
tal que

P{r** > n} < (1 - B(Q))".

Prova. Retomamos a demonstracio da Proposicio 1.5. L§ ex-
plicivamos que para construir a fungio F : E x [0,1] — E prevista
na Defini¢do 1.1 tudo o que tinhamos a fazer era definir para cada
elemento « de £ uma particio disjunta (I3 )yer do intervalo (0,1],
de tal forma que |I7| = Q(z,y), onde |4| designa o comprimento do
conjunto A. Nesse texto A serd sempre uma unido finita de interva-
los.

Nesta demonstracio vamos definir essas particdes de tal forma que
as partes comuns (I [ I?),cE sejam suficientemente grandes.

Para facilitar a redagdo, vamos comecar, ordenando os elementos
de £ ={y1,92, - ,y~n}, onde N é o cardinal de E.

Em seguida, para cada i = 1,..., N, definimos

Jy-' = [Ii—la li)
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onde

- { 0, se:=0;
SR Y P mingeg @(a,y:), sei> 1.

Isso define uma particdo do intervalo [0, {x]. Vamos agora definir
uma familia de partigdes do intervalo complementar (Iy, 1], indexada
superiormente pelos elementos de E. Para cada elemento a de E,
definimos 3 o

Jo =i,

. onde

“a_{lNa set=0;
1, +Q(a,y:) — minge g Q(b,y;) sed > 1.

Finalmente definimos
Ly = Jy: U J;__.

E facil ver que
Iy | = Qe y:)-

Em seguida, definimos a fungfio F : E x [0,1] — E da seguinte
maneira:

N
Fla,u) = Zyil{u €I }.
i=1

Em outras palavras, F(a,u) = y;, se ¢ somente se u € I .

M Iz = Ty

acE

Note que

Em consequéncia, se u < {y, entdo
(3.4) F(z,u) = F(z,u),

quaisquer que sejam x e z. Esta é a propriedade da fun¢io F que
garantird o resultado.
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Vamos construir as cadeias (X2)ner € (X2 )ncr, usando a funcio
.

Seja
K=inf{n>1:U, <In},

onde, seguindo a notagio introduzida na definicdo 1.1, (U1,Us,---)
¢ a sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e uniformes utili-
zadas na construcdo simultinea das cadeias de Markov (X2).ep €
(X g)nEE-

A propriedade (3.4) implica que
ot < I,

para todo a e b.

Note-se que a varidvel aleatdria K tem distribui¢io geométrica

]P{.K—>n}=P{U1>lN,"' U >lN}=

H]P’{Ug- > In} =(1—1x)"

Para concluir a demonstrac¢io basta agora observar que

Vamos agora mostrar como teoremas de convergéncia podem ser
deduzidos de nm resultado de perda de memdria do tipo do Teorema
3.3. A idéia da demonstracio é a segninte. Escolhemos aleatoria-
mente o ponto de partida de uma das trajetérias, usando para isso a
propria probabilidade invariante da cadeia. Assim sendo, vista iso-
ladamente, esta componente da cadeia dupla que construimos estard
sempre em equilibrio. Como consequéncia do acoplamento podemos
achar uma cota superior para a distincia entre a medida invariante
e a medida do processo no instante ¢.
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Teorema 3.5. Suponhamos gue ezista um algoritmo de construgdo
simultinea (acoplamento) de uma familia de cadeias de Markov (X3),
a € E, tendo como espaco de estedos o conjunto finito ou enumerduvel
E e tendo Q como mairiz de transicdo, tal que guaisquer que sejam
aeb, X¢ =X para todon > %%, Entdo

(386)  sup(a IP{X7 =y} = #(y)| < supB{r** > n}.

Prova. Por hipétese, a probabilidade p € invariante com respeito a
cadeia. Isso quer dizer que

> ud)P{XE =y} = u(y).

beE

Isso nos permite reescrever a diferenca de probabilidades no lado
esquerdo da expresséo (3.6) como

(3.7) IP{Xs=y}—p)i = [P{Xs =y} - D u®)P{X])=y}|.
beEE

A expressio do lado direito da igualdade (3.7) é majorada por

(3.8) > u(d) [P{Xn =y} - P{X} =y}
beE

Como as cadeias (X2)n>1 € (X2)n>1 foram construidas simultanca-
mente, através das mesmas varidveis auxiliares U,, nés podemos
reescrever a diferenga de probabilidades em (3.8) como a esperanca
da diferenca de duas fungdes indicadoras

|P{X? =y} - P{X} = y}| = |E[{X3 =y} — {X] = y}]|

(3.9) <E|YX: =y} - YX: =y}

Finalmente, observamos que

(3.10) |HX5 =y} - UX] =y} < HXZ # X0}
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A hipétese (i) do lema diz que

(3.11) X2 # X2} = 1{r* > n}.

Utilizando (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) sucessivamente em
(3.6) obtemos a majoracio

IP{X% =y} — p(y)] <D u(B)P{r** >n)}
(3.12) beE

< sup P(r%® > n).
a,b

O que conclui a demonstracioc. O

Corolario 3.13. Se

supP{r** > n} < (1 -7)",
a,b

onde v é uma constante positive estritamente menor do que 1 e se
u for wume probabilidade invariante com respeito o (), entdo

(3.14) sup(a,y) IP{X7 =y} — p(y)| < (1 —7)"

Lema 3.15. Nas condip&eg do Coroldrio 3.13, se a mairiz de transi-
¢do edmitir uma medide de probabilidade inverianie, elo serd tnica.

Prova. Suponhamos que z e v sejam duas probabilidades invarian-
tes com respeito & matriz Q. Como no Teorema 3.5 construimos
duas cadeias cujos estados iniciais sfio escolhidos respectivamente se-
gundo as distribui¢des x e ». Em seguida demonstramos exatamente
como no Teorema 3.5 e no Coroldrio 3.13 que a distincia entre as
distribuicdes das duas cadeias no intante n converge a 0, quando
n — oco. Mas como, por hipdtese, as medidas ¢ e v sfio invariantes,
essas leis coincidem respectivamente com p e v, qualquer que seja
n > 0. Segue que p = v. Os detalhes, idénticos aos do Teorema 3.5,
sd0 deixados como exercio ao leitor. [0
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Supor, como no teorema 3.3, que Q(z,y) > 0 é certamente muito
restritivo. Evidentement bastaria supor que existe um inteiro & >
1 tal que @*(z,y) > 0, o que nos daria um resultado semelthante
simplesmente com o fator (1 — S(Q%))}* no lugar de (1 — 8(Q)). A
questao que se coloca entdo naturalmente é: quais sdo as matrizes de
transicdo sobre um espago de estados finito que tem todos os valores
positivos a partir de uma certa poténcia. Os exemplos de matrizes
irredutiveis apresentados na secfio anterior mostram que a condicio
de irredutibilidade é necessdria. No entanto ela nio é suficiente como
nos mostra o préximo exemplo.

Exemplo 3.16. Consideremos em E = {1,2} a matriz de transicio

() assim definida
01
o=(1 o)

Trata-se uma matriz claramente irredutivel; no entanto qualquer
uma de suas poténcias terd sempre elementos nulos. Com efeito,
qualquer que seja &£ > 0, temos as igualdades

1 0
;2k (0 1)
Q2L+1_(1 )

O problema dessa matriz € que as transigbes de 1 a2oude2alsésio
possiveis num nitmero impar de etapas, enquanto que as transicdes
de1al,oude?2a 2, s sdo possiveis num nimero par de etapas.
Esse tipo de situagio nos conduz & nogio de periodicidade, intro-
duzida na préxima defini¢io. Antes, no entanto, observemos que a
matriz apresentada neste exemplo admite uma medida invariante, a
saber a distribuicio uniforme no conjunto E = {1,2}. No entanto,
a distribui¢do da cadeia no instante n nao converge para coisa al-
guma, quando n — co. Isso indica que a hipdtese de existéncia de
uma poténcia a partir da qual a cadeia tem todos os valores estrita-
mente positivos é mais do que uma simples condigfo suficiente para
o teorema de convergéncia.
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Defini¢ao 3.17. Suponhamos que @ seja uma matriz de transi-
¢do definida num espago de estados finito ou enumerdvel E. Um
elemento x de E é dito periddico de periodo d, se

mde {n > 1:Q"(z,y) >0} =d.

O elemento serd dito aperiddico se d = 1.

Por exemplo, a matriz do exemplo 3.16 torna os estados de F =
{1,2} periddicos de periodo 2.

As demonstragdes das duas proposi¢des seguintes, de cardter pu-
ramente algébrico, serdo omitidas nestas notas. Elas sio elementares
e podem ser encontradas nos livros introdutérios de cadeias de Mar-
kov.

Proposigao 3.18. Seja E um conjunto finito ou enumerdvel mu-
nido de umae matriz de transigio Q. Se Q for irredutivel, entdo todos
os elementos de E tem o mesmo periodo.

Essa proposicdo, quando a cadeia for irredutivel, nos autoriza a
falar de cadeia de periodo d e de cadeia aperiddica.

Proposicao 3.19. Seja E um conjunto finito munido de uma matriz
de transigdo Q. Se Q for irredutivel e aperiddica, entdo eziste um
inteiro k tal que Q7 tem todos os elementos positives, qualquer que
seja § = k.

Vamos agora apresentar uma construgio mais cuidadosa do par
de cadeias acopladas. Isso permitird um controle mais fino da ve-
locidade de perda de memdria da cadeia através do coeficiente de
ergodicidade de Dobrushin que definiremos a seguir.

Definigao 3.20. O coeficiente de ergodicidade de Dobrushin da
matriz de transi¢io @ é definido como

a(Q) = min }  min{Q(a, ), Q(b,2)}.

" zEE
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Teorema 3.21. Se for E finito e se Q for ume matriz de transi-
¢éo definida em E, tendo todos os elementos estritamente positivos,
entdo eziste um algoritmo de construgio simultinea das cadeias de
Markov (X2 nen € (X2)nen, tal que

P{r** > n} > (1 — a(Q))".

Prova. Retomamos a demonstragio do teorema 3.3. Agora a familia
de partigdes serd construida de tal forma que as partes comuns de
- cada par de parti¢es indexadas por elementos distintos de E (isto é,
(Iy ﬂIg)ye E) sejam o maior possivel. Isso nos obriga a utilizar um
algoritmo algo mais detalhado.

Para facilitar a redagfio, vamos comecar, ordenando os elementos
de E = {y1,y2,--- ,yn}, onde N é o cardinal de E.

Para cada par a e b de elementos fixados de E definimos
a a,b ja,b
Iyt =[5, 15%)

onde

lalb { O,SEiZO;
i 124+ min{Q(a, ), Q(b,y;)}se i > 1.

Isso define uma partigdo do intervalo [O,I}’\;b]. Resta-nos fazer
uma particdo do intervalo complementar (l“”’, 1]. Como as partes
comuns foram jé totalmente utilizadas restd-nos alinhar os restos,
de forma a respeitar a condigio de que o comprimento total ser
igual & probabilidade da transi¢io. Vamos aqui simplesmente dar
um exemplo de como isso pode ser feito. Definimos

Tol =120, 1)

onde

Ea]b I?\;ba sez =03
‘ 1+ max{0, (Q(a,y:) — Q(b,3:))}, sei > 1.
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Observe que, contrariamente ao que acontecia na defini¢io da pri-

meira particiio, nesta definicio, tem importincia a ordem em que a
e b aparecem na expressio alb ( que se 1é: a dado b) .

Finalmente definimos

alb _ 7a,b Talb
Iyel - Jya' U J!.re' .

E ficil ver que, independentemente de b, vale a igualdade
1128 = Q(a, yi).

Definimos a funcio F : Ex Ex[0,1] = E x E da seguinte maneira:

-

N N
F(a, byu) = E Z(yi? yj)l{u € I!?:'Ib n I;:Jl’a}'
=1 j=

Em outras palavras, F'(a,b,u) = (y:,y;), s¢ € somente se u € I;,.Ib n

b
s, Note que

a b ..
Ia|bﬂl'b|a___ J-’Sez_-j
v Yi @, em caso contrario.

Em consequéncia, quaisquer que sejam a e b, se u < Iy N , entio
(3.22) F(a,b,u) = (z;,2;),

para algum ¢ € {1,--- | N}.

Vamos construir o par de cadeias (X2, X!%)n>0 da seguinte ma-

neira:
{a,b), se n=0

(X5, X5) =
((Xn 1 g—l)aUﬂ)? 5en 2 ]-1

onde (U;,Uz,---) é uma sequéncia de varidveis aleatérias indepen-
dentes e uniformemente distribuidas no intervalo [0, 1].
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O restante da demonstracio é idéntico ao do teorema 3.3, com
a unica diferenca de que agora o intervalo de coincidéncia muda de
um instante para outro, em funcio dos valores assumidos pelo par
de cadeias.

Seja
a b
K =inf{n>1:U, < lﬁ"""x"‘l} .
A propriedade (3.22) implica que
T < Ko,
Note-se que a distribuigiio da varidvel aleatéria K*° é majorada
por uma distribui¢io geométrica

e b a [
P{E* >n} =P{U; > I8 ... U, > <

<P{U; > Iil;iynl}c\?y,--- ,Un > Ifgll?vy} =
n
— . 4 x,y —_ — H I, ¥yn
= D]:]P’{U, >1£1,1§11N 1=Q nm];l:rllN ).
=
Para concluir a demonstragio basta agora observar que

H .Y __
min [y¥ = o{Q). O

Finalmente podemos enunciar o Teorema de Convergéncia que
conclui esta secdo.

Teorema 3.23. Se for E finito e se Q@ for uma mairiz de {ransigcdo
definida em E irredutivel e aperiddice, entdo

sup(a,p IP{X2 = b} — u(b)| < (1 — a(Q*))¥,

onde u € a tnica probabilidede invariante da cadeia e k € menor
nimero inteiro positivo, tal que QF tem todos 0s elemtos positivos.

Prova. Segue imediatamente do Teorema 3.5, do Coroldrio 3.13, da
proposicdo 3.19 e do teorema 3.21. O
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Vamos terminar essa se¢io mostrando outro tipo de perda de me-
méria. O resultado que segue diz essencialmente que se a proba-
bilidade de passar de gualquer estado a qualquer outro € limitada
inferiormente por uma constante positiva, entdo existe um tempo
aleatério que ndo depende do futuro tal que nesse tempo a cadeia se
encontra na distribui¢fo invariante.

Teorema 3.24. Seje X, uma cadeta de Markov em um espago finvto
E tal que Qz,y) = ¢ > 0 pare todo z,y € E. Seja v a tnica
medida invariante para X,. Enido exziste um tempo aleatério T tal
que a distribuicio de X é v. O tempo aleatorio T tem distribuigdo
geométrica de pardmetro ¢ (isto &, P(T > n) = (1 —¢)*) e tem a
propriedade de que o evento {T =t} ¢ independente de {X, : 5 > t}.

Prova. A prova serd feita através de uma construcgio particular de
Xn eT. Sejam
Uy, Usyoooy Vi, Vo,..., Wi, Wa,...

trés familias de varidveis independentes identicamente distribuidas
com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1]. Escrevemos

Q(:E? y) = C]‘/(y) + (1 - C)Q(SL‘, y)i

Q(.’E, y) — Q(xi ?)_—"ccu(y) .

Na férmula acima suposemos que nao estamos no caso trivial em que
E € um conjunto unitérid &, portanto, ¢ < 1.

onde

Vamos definir duas particdes, {J, : y € E} e {IZ : 7,y € E}. do
intervalo [0, 1] tais que
|7y = v(y)

il = Q(z,y)-
Com a ajuda dessas particdes e das varidveis uniformes, para qual-
quer Xy € E fixado, vamos definir o processo (X, ) da seguinte ma-
neira
(3.25)

Xn+1 = Z’y (1{Un <e,W,e€ Jy} =+ I{Un >ec, V€ ffn}) .
Y
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O processo X, assim definido é wma cadeia de Markov, com matriz
de transicdo . Isso é deixado como exercicio para o leitor.

Agora definimos
T=inf{n>1:U,<c}+1
Vamos calcular

IP(XTE y) = ZP(XTI = y,Tz n)

- (3.26)
=Y P(Xn=y,01>¢,...,Un1>c,Un <),
n

Segue da definicio de X,, que a seguinte identidade entre eventos é
verdadeira:

{Xn.{-l - y,Un < C} = {Wn S Jy,Un < C}.
Portanto (3.26) é igual a

S P(Wn € Jy,Ur > ¢, -, Un1 > 6,Un < ¢)
n>1
=Y P(Wn€ J)PU1> ¢,...,Un1 > ¢, Un < ¢)

n>1

=v(y) Y P(T=n)=2(y),

n>1

onde a primeira identidade segue da independéncia de W, e (U,).
Isso prova que o processo no instante aleatério T' tem distribuigio
invariante.

Para ver que T tem distribuigdo geométrica basta observar que
paran > 1,

{T:n} ={U1 >ca'-':Un—1 >C,Un SC},

€ que, portanto,
PT>n+1)=(1-¢)".

]
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Corolario 3.27. Nas condicies do teorema §.24 vale a desigualdade

supg [P{X, =z} —v(z)| <(1—-¢)".
Prova. Segue imediatamente do teorema 3.24 (J

Exercicios.

3.28. Verifique quais das cadeias apresentadas nos Exemplos 1.9,
1.10, 2.5, 2.24, e nos exercicios 1.11, 2.48 e 2.53 sdo periddicas e
determine os seus periodos. Para aquelas que, além de aperiddicas
sdo irredutiveis, determine a menor poténcia k a partir da qual todas
as entradas da matriz de transicio QF sdo estritamente positivas.

3.29. Seja E = {1,2} e @ a matriz de transicio definida da seguinte

maneira
o= (i 1)

{(a) Mostre que existe #, tal que, para todo n > 7 valem as desigual-
dades ~

NI | =
G 2 bD

0,45 < Q*(1,2) < 0,55 e
0,45 < Q"(2,2) <0,55.

Faca uma estimativa de ..
(b) Obtenha os resultado equivalentes para @™(1,1) e @"(2,1).

3.30. Prove que o processo definido recursivamente pela expressio
(3.25) é de Markov e tem matriz de transicio (. Dica: calcule
P(X,=1 =y | X, = z) e prove que ¢ igual a Q(z,y).

3.31. Determine ¢, § e a de todas as cadeias aperiddicas e irre-
dutiveis listadas no exercicio 3.28. Nos casos em que os cdlculos forem
muito complicados, tente determinar minorantes razodveis parac, a e
3. Comente os casos em que « fornece uma estimativa da velocidade
de convergéncia mais fina do que 3. Comparare com a estimativa
dada por c.
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3.32. Acoplamento de Doeblin. Dada uma matriz de transicio @
sobre o conjunto finito ou enumerdvel £ , definimos uma nova matriz
) em E x E da seguinte maneira

Q((a,5), (,9)) = Qa,z)Q(b, y),sea # b;

Q((a; Cl.), (:L', y)) = Q(a‘i :B), ser =1y
Q_((a:a), (.’E, y)) = 0,86z # y.

. Verifique que @ é efetivamente uma matriz de transicio em E x E,
isto é, verifique que para todo para (a.b) € E x E vale a igualdade

Y Q(eb), (e,y) = 1.

(z.)EEXE

Observe também que a cadeia correspondente a Q descreve a evolu-
cio de duas cadeias de Markov de matriz  que evoluem indepente-
mente uma da outra até se encontrarem pela primeira vez. Se isso
acontecer, as duas cadeias ficam grudadas e evoluem juntas a partir
de entio.

3.33. Nas condi¢des do Teorema 3.5, se a matriz de transicio admitir
uma medida de probabilidade invariante, ela serd dnica. Sugestdo:
proceda como na demonstragio do Teorema 3.5.

Comentarios e referéncias. A técnica de acoplamento introduzida
por Doeblin na década de 30. Doeblin construiu duas cadeias que
evoluim independentemente até se encontrarem pela primeira vez,
como no exercicio 3.32. O coeficiente de Dobrushin é uma adaptacio
para cadeias de Markov das idéias de Dobrushin (1968), usadas para
provar a existéncia de um inico estado de Gibbs. O Teorema 3.24
que usa o fato que h4 regeneracdes em cadéias de Markov é devido
a Athreya e Ney (1978).
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4. PROCESSOS DE RENOVAGCAO.

Um processo de renovacio € uma sequéncia estritamente crescente
0T << <Te <0

de varidveis aleatdrias, assumindo valores em N ou em R e satis-
fazendo as seguintes condigoes:

(a) As varidveis Ty, T — T4, ... ,Tk+1 — Tk, k > 1 sio independentes
entre si.

(b) As varidveis T4, — Tk, k¥ > 1 sdo identicamente distribuidas.

As varidveis (T} )x>1 modelam os instantes sucessivos de ocorrén-
cia de um determinado fenémeno que se repete, apds cada ocorréncia,
independentemente da histéria passada. Por exemplo, as varidveis
T poderiam ser 0s instantes sucessivos nos quais um determinado
telefone recebe chamadas. A condi¢io (a) da definigio expressa de
alguma forma o fato que as pessoas que efetuam as chamadas, fazem-
no de forma independente. Em consequéncia os intervalos entre as
chamadas sucessivas sdo varidveis independentes. A condigio (b)
serd verificada se nés nos limitarmos a um periocdo no qual as con-
digdes de ocorréncia do fenémeno se mantem inalteradas. Isso num
telefone residencial significa modelar separadamente os instantes de
chamada recebidas nos periodos diurnos e noturnos e dentre estes
estabelecer ainda subperiodos, de vez que é mais frequente receber
telefonemas até as 10 da noite, por exemplo, do que entre meia-noite
e seis da manha. O fato de excluirmos Tj da condi¢do (b) expressa
o fato de que o tempo que decorre até a primeira ocorréncia pode
depender de outros fatores ligados 4 observagdo. Por exemplo, se
nos estivermos modelando os instantes de passagem do metrd, num
sistema perfeitamente regular, no qual os intervalos entre dois trens
¢é constante, por exemplo 3 minutos, entdo Txy1 — T = 3, para todo
k > 1. No entanto, 77 dependerd do momento que tomarmos como
ponto de partida das observacdes. Vamos a seguir apresentar alguns
exemplos.

Exemplo 4.1. Seja Uy, U, ... uma sequéncia de varidveis aleatérias
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iid. assumindo valores no conjunto {—1,+1} com
P{U,=+1}=p=1-P{U,= 1},

onde p € {0,1]. Definimos

Ty=inf{n>1:0,=-1} e
T, =inf{n > Tp—11: U, = —1}, para todo k > 2.

Neste caso, a independéncia das varidveis aleatérias U, acarreta
imediatamente a independéncia exigida na condi¢do (a) e também a
identidade das leis dos incrementos Ty —7T}, para todo & > 1. Neste
caso é facil ver que os incrementos, assim como Ty, tem distribuicdes
geométricas.

Exemplo 4.2. Seja (X%)neny uma cadeia de Markov irredutivel,
assumindo valores no espago de estados enumeravel E e tendo a
como ponto de partida. Seja b um elemento qualquer fixado de E.
Definimos os instantes sucessivos de passagem da cadeia pelo ponto b:

TP =inf{n>1:X2=10b} e
T¢ = inf{n > Ty, : X* = b}, para todo k > 2.

A propriedade de Markov implica que a sequéncia crescente (T%)
satisfaz as condices (a) e (b). Note que, neste caso, se a = b, entdo
a lei de T} serd igual as leis de T}, — T,

Definicao 4.3. Dado um processo de renovacio (T )n>1, para todo
par de instantes s > ¢, nés definimos a fungdo de contagem N|s, ]
da seguinte maneira:

N[s,t] =) 1{s < T < t}.
E>1

Como o seu nome indica, a fun¢io de contagem NJ[s,f] conta o
numero de ocorréncias do processo de renovagio entre os instantes s
e t.
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Quando o processo de renovacio assumir valores em N, nés tam-
bém usaremos a notacio

N{t} = N[t,{] = Y 1{Tx = t}.

E>1

Lema 4.4. Seja (Th)n>1 wm processo de renovagio assumindo va-
lores em N e seja t um ponto qualquer de N. Entdo,

S UYTi=t=1{te{Te: k>1}},
E>1
e, portanto,

(4.5) P{N{t}=1}=P{t € {Tx : k> 1}}.

Prova. Segue diretamente das definicdes e é deixada como exercicio
simples ao leitor. 7

As questdes bdsicas sobre os processos de renovagio sdo as seguin-
tes.

Questao 1: (Lei dos Grandes Nimeros.) Determinar o limite (em
média, ou em probabilidade, ou quase certamente) de

NJ0,¢]
t—too ¢

Questao 2: Determinar a lei de Ty que torna a lei da funcio de
contagem N[s,s + k] independente de s.

Questao 3: Determinar o limite
].i]_:ir_l P{N[s,s+ h] = n}.

Note que nas questdes 1 e 3 a prdpria existéncia do limite nio estd
a priori assegurada.

Nesta se¢do nds vamos estudar essas questdes, limitando-nos ao
caso de processo de renovagio assumindo valores em N. Nés mostra-
remos que todas as questdes referentes a um processo de renovacio
em N se traduzem em questdes referentes a uma cadeia de Markov
associada, tendo como espago de estados o conjunto N. Obteremos
assim respostas as tres questdes bésicas, simplesmente utilizando o
que ja aprendemos sobre as cadeias de Markov.
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Lema 4.6. (Lema Basico de Traducao.) Seja (Tu)n>1 um processe
de removagio assumindo velores em N e seja v a ler comum dos
wmcrementos Tpyy — Ty, isto €

P{Ti41 —~ Ti = n} = v(n),
pare todo n € N. Entdo

N[m,n] = Z 1{X; =0} e
m<i<n

P{t € {T} : k > 1}} = P{X} = 0},

onde a == T1 e (X)nen € o cadeia de Markov tendo o conjunio N
dos numeros natureis como espago de estados, tendo a como ponto
de partida ¢ tendo como mairiz de transicio (},, assim definida:

(4.7) Qu(0,2) =v(z + 1), pare todo x € N;
e

(4.8) Qulz,z — 1) = 1, para todo z > 1.

Prova. Faz-se, desenhando um gréafico. No instante 0, marca-se o
ponto de ordenada ¢ = T7. Em seguida, traga-se uma reta que desce
uma unidade no eixo das ordenadas, para cada unidade avancada no
eixo das abcissas. Essa reta parte do ponto {0, ¢), ortogonalmente
a diagonal, indo encontrar o eixo das abcissas no ponto (a,0). Em
seguida, marca-se o0 ponto (a + 1,D,), onde Dy = Tpp1 — Tk — 1,
qualquer que seja & > 1. Recomeca-se o procedimento, tracando-
se um segmento de reta perpendicular & diagonal, unindo os pontos
(a+1,D1) e (a+1+ Dy,0). Em seguida marcamos o ponto (a -+ 2 --
D1, D3) e recomegamos o procedimento, descendo uma reta até (a +
24D, + D5, 0). Em geral, marcamos o ponto (a+k+zlf_11 D;,Di)e

J:
descemos um segmento de reta perpendicular 4 diagonal até o ponto

k

(a+k+ X%, D;,0).
Para cada t € N, definimos X? como sendo a ordenada do ponto
de abcissa t no gréfico construido acima. E ficil ver, e é deixado
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como exercicio ao leitor, que o processo (X7 )ien, assim definido,
é efetivamente uma cadeia de Markov, tendo ¢}, como matriz de
transicgo.

Segue também dessa construgio que os pontos Tk, do processo de
renovacio, séo precisamente os instantes nos quais a cadeia (X§)ien
visita o ponto 0. Isso, juntamente com o lema 4.4, encerra a demons-
tracdo. [

Daqui para a frente vamos utilizar sistematicamente a letra v para
designar a lei comum dos incrementos Try1 — T%.

Definigao 4.9. Seja v uma distribuigio de probabilidades no con-
junto {1,2,---} de média 8 finita, isto é:

0= Z nv(n) < +oo.

n>1

Definimos a medida de probabilidades G* em N da seguinte maneira.
Paratodoz € N

v((z, +0))

(4.10) () = T,

onde

v((z,400)) = Y v(y)-

y>z

Observagao: E deixado como exercicio ficil para o leitor a veri-
ficacao da igualdade

(4.11) 0= Z nv(n) = Z v((z, +o0)).

n>1 x>0

A igualdade (4.11) garante que G* € efetivamente uma medida de
probabilidade sempre que § < +-oo.

Vamos agora utilizar o Lema Basico de Traducio para resolver a
Questio 2.
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Proposigao 4.12. Seja (Th)n>1 um processo de renovagio assu-
mindo valores em N e seja v a les comum dos incrementos Tiyy — Ty,
Suponhamos que ¢ média 6 de v seja finsta. BEntio P{N{t} =1} ¢
constante em t se e somente se T tem GY como lei.

Prova. Pelo Lema Bésico de Tradugao 4.6 sabemos que

P{N{t}=1} =) P(Ty = k)P {X{ =0},
k>0

onde o indice superior & indica o ponto de partida da cadeia. Assim
sendo, a constdncia em ¢ de P{N{t} = 1} ¢ equivalente & invarincia
da distribuicio {P(71 = k), & > 0} para a cadeia {(X;)ien-

Isso significa que o ponto de partida da cadeia, isto € T é escolhido
seguindo a distribui¢iio invariante com respeito & matriz @, definida
no Lema Bdsico de Tradugdo.

Note-se que essa matriz é irredutivel no conjunto
E, = {0,sup{z > 0 : v(z +1) > 0}}.

Note também que a condigio 8 < +oo é equivalente a dizer que a
cadeia de matriz (), é recorrente positiva, o que assegura a existéncia
de uma medida de probabilidade em N, invariante com respeito a },.
Resta-nos verificar que a_distribui¢io G¥ ¢ invariante com respeito
3 matriz de transicio @,. Essa é uma conta simples e direta que é
deixada como exercicio ao leitor. O

Corolario 4.13. Nas condigées da Proposicdo 4.12, supondo que
6 < +oo e que T} tem G como lei, para todo t € N vale a igualdede:

P{N{t} =1} = %

Definigao 4.14. Diremos o processo de renovagio é estacionario,
quando a lei de N{t} for independente de ¢.

Passemos agora & Questdo 1.
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Proposigao 4.15. Lei dos Grande Nimeros para as esperancas.
Nas condigdes da Proposigdo 4.12, supondo que . -, 2G*(x) < o0
e que E(Th) < 400, entio vale o limite

E(N[0,2]) _ 1

oo i1 6

Prova. A demonstracio sers feita acoplando-se de uma maneira
adequada o processo de renova¢do (Ti)x>1 com um outro processo
de renovagio (Sk)x>1, cujos incrementos (Sk41—Si)k>1 tém a mesma
lei » que os incrementos (k41 — Tk)x>1 do processo original, mas
que além disso é estaciondrio, isto é, S tem lei ¥ —nesta dltima
afirmacio estamos utilizando a Proposi¢io 4.12. Este acoplamento
serd feito de tal forma que os dois processos de renovacio, com
exce¢lo do primeiro intervalo de tempo, comegando na origem, te-
nham em seguida exatamente 0s mesmos incrementos.

Comecgamos escothendo 5;, com lei G*, independentemente do
processo (Tx)r>1. Em seguida, para todo k& > 2, definimos

Sk =51+ T —T_s.

Sejam N[0, 1] e Ng[0, t], respectivamente, as fungdes de contagem
dos processos (Tr)x>1 € (Sk)r>1, isto é

Nr[0,8] =) 1{T} < t,
k>1

Ns[0,8] = 1{Sx < t}.

k>1
Por construcido, temos a desigualdade

(4.16) IN7[0,] — Ns[0,¢]| < Sy + Th.

A desigualdade (4.16) implica a desigualdade

1 i
. — t] - t]| £ —=E(S + T1).
(@17) S EINo[0,f - Ns0,8) < ;o 7E(S) + Th)
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Por hipdtese

E(Ty) < +oo e E(S1)=) 2G*(z) < +oo.
221

Nessas condigoes, (4.16) implica que

o [EQVr[0.1]) — E(Ns[0, t])]

t_)oo T T 1 = 0.

Basta agora observarmos que processo de renovagio (Sk)r»1 sendo
estaciondrio vale a igualdade

ENs[0,t] = ZIE (Ns{s}) = (t+1)=,

a0

q:.lr-*

o que encerra a demonstragio. [

Proposigio 4.18. Lei dos Grande Numeros quase certa. Se E, ¢
finito, entio vale o limite

(4.19) P (lim NI, Y _ 1) —1

Na verdade a Proposi¢dp 4.18 vale sob a hipdtese mais fraca que
ET) < oc e B(Tx—; — Tk) < oo. Preferimos nos manter no caso finito
porque a idéia da prova é a mesma mas muito mais elementar. Antes
de demonstrarmos a proposi¢io, vamos dar a seguinte defini¢o.

Definigao. Se (4.19) vale diremos que w converge quase certa-
mente a 1/8.

Prova. Nessa prova vamos explorar a seguinte lei dos grandes
niimeros para varidveis aleatérias independentes: se {X; : ¢ > 0}
é uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes identicamente
distribuidas, entio
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Escrevendo ¢t = Tnpo,g+1 — Th + (Tvpo,g41 — t) + T, obtemos

t Tnpg+r—T Inpger —t T

N[O,t] N[0,¢] N0, 1] N[o,#]

(4.20)

Vamos tratar cada um desses trés termos separadamente. O primeiro
pode ser escrito como

O ¢ R Y
N[0, 14]

Mas N[0, 1] vai para infinito quando ¢ vai para infinito pois N[0, #] > ¢
(isso porque assumimos v(0) = 0, mas quando v(0) € (0,1) é também
possivel provar que N[0,t] val para infinito). Portanto podemos
aplicar a lei dos grandes niimeros para varidveis independentes para,
0 primeiro termo e provar que esse termo vai para 6 = E(T; — T;_;).

Como a distribui¢do do tempo entre renovacdes se concentra em
um conjunto finito, o numerador do segundo termo em (4.20) § Ii-
mitado. Como N[0,1] vai para infinito, esse termo converge a zero
quase certamente.

O terceiro termo também vai para zero porque se trata do quo-
ciente entre uma varidvel aleatdria fixa e outra que estd indo para
infinito. O

Vamos agora finalmente resolver a Questfio 3. Na literatura, este
resultado é muitas vezes chamado de Teorema Chave ou de Teo-
rema da Renovagéo. Para nédo sairmos do quadro finito da se¢do 3,
inicialmente nds o enunciaremos de forma mais restritiva do que o
necessdrio supondo o conjunto E, finito.

Teorema 4.21. Teorema Chave - versdo finita. Nas condi¢des da
Proposigao .12, supondo que E, € finito e que ¢ matriz Q, é aperio-
dica, qualquer que seja o distribuicdo de Ty em B, eziste o limite

lim P{N{t} =1} = %

=00
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Alem disso, se ai1,...,an € {0,1} sde arbitrdrios, entéo para qual-
quer k

t.]_.llgloo]?{N{t-{—i—k}=a,-,z'=1,...,n}=H(a1,...,an),

onde
H(a,...,a,) =P {Ng{i} =a;,i1 =1,...,n}.

onde Ng € o processo de renovagdo estaciondrio introduzido na Pro-
posi¢cdo 4.15.

Prova. Note que E, € finito implica < 4occ. O resultado segue
diretamente do Lema Bdsico de Traducdo 4.6, da Proposicio 4.12 e
do Teorema de Convergéncia 3.23. 0]

Dois conceitos importantes em teoria de renovacio sio a idade e
o tempo residual de um processo. Definimos a idade A(t) e o tempo
residual R(t) do processo no instante ¢ da seguinte forma

Alt) =t —Tnp,; R(E) =Tnp,ger — ¢

Intuitivamente, se pensamos que hd uma renovacio cada vez que uma
lampada é trocada, A(t) representa a idade da ldmpada que estd
funcionando no instante t e R(t) representa o tempo de vida que
ainda resta a essa ldmpada. Uma consequéncia do teorema chave
¢ que podemos calcular a.distribui¢io assintdtica dessas varidveis
aleatérias quando ¢ — oo,

Corolario 4.22. Sob as hipdteses do teorema chave, quando t — o,
a distribuicio de A(t) e a de R(t) convergem pare G¥.

Prova. Note que
PA(t) =k)=P(N{t—-k}=1,N[t —k+1,t]=0),
0 que, pelo teorema, chave, converge quando £ — oo a
P(Ns{0} = 1,Ng[1, k] = 0) = P(S1 = 0)P(S2 — 51 > k)

1 14
= Ev(k,oo) = G" (k).
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Por outro lado,
P(R(t)=k)=P(N[t,t+k-1]=0,N{t +k}=1),
0 que, pelo teorema chave, converge quando ¢ — oo a
P(Ns[t,t+k—1]=0,Ns{t+ Lk} =1} =P(S1 =k)=G"(k).O

Uma prova alternativa elementar do Teorema Chave que vale para
o caso E, infinito, pode ser feita usando diretamente a construcio
do processo de renovagio como fizemos a construgio da cadeia de
. Markov no Capitulo 1. Sejav aleide Tjy; — Ty parai > 1l e v’ alei
de Ty. Defina

’ v(k) 5 v'(k)
EF= =) TS
Yime V(@) T sk V()
Sejam U;, ¢ > 1, varidveis aleatérias independentes uniformes em
[0,1]. Defina

Ty = min{n : U, < p'(n)}

Try1 =min{n > Ty : Up < p(n — T)}.

Lema 4.23. As varidveis Ty e Try1 — Tk tem distribuicdo V' e v
respectivamente pare k > 1. Alem disso, sdo independentes. Em
outras palaovras, o processo acima construido € uma versdo do pro-
cesso de renovacdo com distribuicées v' e v para Ty e Tpyy — Tk
respectivamente.
Prova. Vamos provar que P(T} = k) = v/(k).
P(Ty=k)=PU1>p\, ..., U1 > ph_s, Ur < 0}).

Como as varidveis U; sdo independentes, a expressio acima é igual a
PUL > p1) ... P(Uk—1 > i1 )P(Ur < p2) = (1=p1) .. (1= p_1)Ph-
Mas 1 — p} = v'[i + 1, 00)/'[{, 00). Portanto ficamos com

Vo) _vlhos) (B _

V[1,00) vk —1,00) v'[k,00) )

(Usamos que #'[1,00) = 1.) O restante da prova é deixada como
exercicio facil para o leitor. O
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Teorema 4.24. Teorema Chave com velocidade de convergéncia.
Se eziste uma constante v € (0,1) tal que para todo n >0

(4.25)

PMi=nf{hy2n)2vy; PTg1~Te=n|Tez1 — Tk >n)> 4.

Entdo,
IP(NV{t} =1) — (1/8)] < ".

Prova. Em primeiro lugar note que sob as hipéteses do teorema,

Pn>7 € pa>7,

para todo n > 1. Por outro lado, para a varidvel S que tem dis-
tribuicdo G*, valem tambem as desigualdades

P(Si=n|5 2n)>7.

Para provar essas desigualdades, note primeiro que elas sdo equiva-
lentes a

P(S; > n+1)

(4.26) PSi>n) = — 7.

Para provar (4.26), inicialmente notemos que

P(5 >n) = Z ]F’(Sl—z)— Z v[i, 00).

i=n-1 i=n+1

Por definicéo,
. . 1 .
vjt,00) = P(Thy1 — T > i —1) > EP(TR,“ — Tk > i),

a desigualdade seguindo da hipétese do teorema. Por outro lado,
aplicando de novo a defini¢io, a wltima expressdo é igual a

1
v+ 1,00).
_7[ )
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Portanto

1 1 & 1
P(S, >n)> ——= v[i,0) = ——P(51 > n+1),
1_79i=n+2 1o

onde as desigualdades seguem termo a termo da hipdtese da pro-
posicdo. Agora, definindo

P(S] = n)

Ps(™) = B> n)’

das desigualdades (4.26) segue que ps(n) > 7.

Vamos acoplar o processo N[0,¢] com distribui¢do inicial »' com o
processo Ng[0,1] com salto inicial S; com distribuicio G¥. Sabemos
que esse segundo processo é estaciondrio. Isso implica que P(Ng{t} =
1) = 1/6 para todo t. Definimos

T =min{n : N{n} = 1,Ns{n} =1}.
Temos entdo que

IP(N{t}=1)—(1/6)]
= [P(N{t} =1) - P(Ns{i} = 1)|
= [E(Y{N{t} =1} - Y{Ns{t} = 1})|
=0 x P(r <) + [E(1{N{t} =1} = YNs{t} =1}|7 > &)|P(r > t)
< P(r > t).

A dltima desigualdade segue porque a diferenca das fungdes indicado-
ras é no maximo 1. A esperanga da diferenca das fungdes indicadoras
indica que os dois processos estdo sendo realizados com as mesmas
varidveis aleatérias U,. Como para todo n, p(n) > v, p'(n) > v e
ps(n) > v, sabemos que {U, < v} C {N{n} =1, Ns{n} = 1}. Por-
tanto 7 estd dominada por uma varidvel geométrica v° de pardmetro
~ definida por
7 =min{n: U, <~}.0
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Exercicios

4.27. Seja Up,Us,... uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d.
assumindo valores no conjunto {—1,+1} com

P{Up=+1} =p=1—P{U, = -1},
onde p € [0,1]. Definimos
Ty=inf{n>1:U,=—1}e
Ty =inf{n > Tp—y : U, = —1} para todo &k > 2.

i) Mostre que as varidveis aleatérias 71,75 — Th,. .., Te1 — Tk, - .-
sdo independentes entre si e identicamente distribuidas com

P{Ty == n} = P{Txy1 — Tx = n} = p" (1 — p), para todo n > L.

ii) Sejam m < n dois elementos quaisquer de N. Calcule
P{N[m,n} =k}, para todo k € N.

Calcule
BN, ).

4.28. Seja (X} )nen uma cadeia de Markov irredutivel, assumindo
valores no espago de estados enumerivel E e tendo ¢ como ponto
de partida. Seja b um elemento qualquer fixado de E. Definimos os
instantes sucessivos de passagem da cadeia pelo ponto &

TP =inf{n>1:X%=0b}e
TP = inf{n > Tr—1 : X* = b} para todo k > 2.

i) Mostre que a sequéncia crescente (T?¢),>1 é wm processo de re-
novacio.
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ii) Suponha que a cadeia seja recorrente positiva e que seu ponto
inicial seja escolhido com a distribui¢do invariante u. Sejam m < n
dois elementos quaisquer de N. Mostre que

E(N[m,n]) = (n —m + L)p(b).

4.29. Seja v uma distribunicio de probabilidades no conjunto dos
niimeros naturais {1,2,---}. Mostre que

g = Z nv(n) = Z v((z, +oo)).

nz>l z>0
o que demonstra a igualdade (4.11).

4.30. Calcule a forma exata da distribuicdo GV, definida pela equa-
¢do (4.10), nos seguintes casos.

i) A distribuicio v € degenerada e d4 massa 1 ao ponto c, isto é

()_{1 se z = ¢;
=0 se & #£ ¢

ii) Para todo p € (0,1), v é a distribui¢io geométrica de média 12
em {1,2,---}, isto é

v(n) = p" (1 — p), para todon > 1.

4.31. Seja v uma distribuicio de probabilidades no conjunto dos
nimeros naturais {1,2,---} de média @ finita, isto é:

g = Z nr(n) < +-oc.

n>1

Sejam G* e @, a medida de probabilidade e matriz de transicdo no
conjunto dos nimeros naturais N, definidas respectivamente pelas
férmulas (4.10), (4.7) e (4.8).
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i) Mostre que a matriz €}, é irredutivel no conjunto

E, = {0,sup{z > 0: v(z +1) > 0}}.

ii) Dé exemplos de condi¢Bes suficientes garantindo a aperiodicidade
de Q..
iii) Mostre que G* ¢ invariante com respeito a ¢,.

4.32. Nas condicdes do coroldric 4.13 determine a distribuicdo da
funcio de contagem N[¢,¢+1], onde ¢ é um ndmero natural qualquer.

4.33. (Paradoxo da inspec¢do) Usando o Coroldrio 4.22 ao Teorema
chave, calcule a distribuicio do comprimento do intervalo que contem
o ponto t, quando ¢t — co. Prove que a esperanca desse comprimento
é igual a 26.

Comentarios e referéncias. O teorema chave é um célebre re-
sultado de Blackwell. Sua demonstracio via cadeias de Markov uti-
lizando o lema de traducio faz parte do folklore probabilistico mas
nio conhecemos nenhum lugar onde esteja escrito. O resultado do
decaimento exponencial assumindo taxa de falha limitada por baixo
€ uma espécie de resultado de “alta temperatura” que logicamente
ndo é 6timo, mas de demonstracio muito simples. Lindvall {1992)
apresenta demonstragdes alternativas para o teorema chave na versdo
mais geral usando acoplainento. Em particular demonstra que se »
tem decaimento exponencial, entio o teorema chave vale com con-
vergéncia exponencialmente rdpida (como no Teorema 4.24).
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5. PROCESSOS DE POISSON
Construgao do processo de Poisson unidimensional.

Um processo pontual em R € uma sequéncia estritamente cres-
cente de varidveis aleatérias ... 51 < 53 <0< 5),... em R, As
varidveis S, podem ser interpretadas como os instantes sucessivos de
ocorréncia de um evento.

Vamos construir um processo pontual S, € R, n € Z, que serd
~ chamado de processo de Poisson.

Comecamos fazendo uma particdo de R em intervalos A4;, : € Z,
A; = [ai,aiq1), com a; < a;+1. Chamamos |4;| o comprimento
ai41 —a; do intervalo A;. Assim U;czA; = R, onde U significa unido
disjunta.

O segundo passo consiste em considerar para cada ¢ uma varidvel
aleatdria Y; com distribuicio de Poisson de média A|A;|. Isto é

=AM (N 4DF
& i|)
PYi=k)= —r
Assumimos que as varidveis ¥; sdo independentes.
Para cada ¢ € Z consideramos uma sequéncia de varidveis inde-
pendentes {U; ; : j = 1,2,...}, uniformes em A;:

ANA;
P(U;j € ANAi) = ||T|l

Seja S o conjunto aleatério
s=|{Js,
i€Z

onde )
s _{ {Uij:15j<Y}, seYi2 1
T, se Y; = 0.
Ou seja, em cada intervalo A; colocamos Y; pontos distribuidos uni-
formemente no intervalo.
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O processo pontual € obtido ordenando os pontos de S. Seja {S5,}
a sequencia ordenada de pontos de S, sendo 5; o primeiro ponto A
direita da origem. Mais formalmente

51 =min{s > 0:s5 €S}

e
(5.1) g _{nu'n{s>5'n—-l:s€S}, sen > 2;

max{s < S, +1:s€8}, sen<0.

Para 4 C R, definimos Ns(.4) = numero de pontos do conjunto
SN A. E claro que

Ns(4) =Y 1{S, € A}.

n

Quando ndo houver margens & divida escreveremos apenas N(A)
em lugar de Ng(A).

O processo de Poisson que acabamos de construir é um caso parti-
cular de processo pontual. J4 vimos no caso discreto outro exemplo:
o processo de renovacdo. A defini¢io formal de Processo pontual em
R € a seguinte. Consideremos o conjunto

M={8CR:Ng(4) < oo}

das possiveis realizactes de um processo pontual que ndo tem pontos
de acumulagio. ,

Defipir um processo pontual consiste em definir uma medida de
probabilidade em M. Como M nio é enumerdvel, isso passa por
uma construgio sofisticada da nocdo de evento em M usando teoria
da medida, que ultrapassa o escopo deste texto. Vamos nos limitar
a apresentar os eventos essenciais que sio da forma

A= {S . NS(,Bg) = bi,i = 1,...,3},
onde B; 530 retdngulos de dimensio d de drea finita e b; sio niimeros
naturais finitos arbitrarios.

Na sequéncia usaremos o seguinte teorema que serd apresentado
sem demonstracio.
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Teorema 5.2. Uma medida de probabilidade em M € inteiramente
definida pelas probabilidades dos eventos pertencentes ¢ A.

Propriedades.

Lema 5.3. Pere cade intervelo A, o varidvel aleatdria N(A) tem
distribuicdo de Poisson com média A|Al.

Prova. Note primeiro que como A N A; sfo conjuntos disjuntos, as
varidveis N{A N A;) sio independentes. Calculemos a distribui¢io
de N(A N A;). Por construgéo,

P(N(ANA)=k) =Y PYi=hN(ANA)=k)
h>k

—Z]P( Y; = h, Z1{U.,eAnA}_k)

B>k §=0

Como as varidveis U; ; sdo independentes de Y;, podemos fatorar a
iltima probabilidade, obtendo

=Y P(Yi=h)P (Xh: YU;; € AN A;} = k) :

h>k =0

Mas U; ; sdo varidveis independentes e uniformes em A;. Portanto
1{U;; € AN A;} sdo varidveis independentes de Bernoulli com pa-
rimetro J%l. A soma dessas varidveis tem distribuicdo binomial
com pardmetros n e Jél%. Assim a dltima expresséo € igual a

3 e"A|A6|}E/!\|Ai|)h (:) (l_ﬁ%‘;l_il)k (1 ) %)h_k

Rk
e~ AANAl(N AN A )*
k!
Para terminar a prova observe que N(A4) = > N(ANA;) é uma soma
de varidveis aleatérias independentes com distribuicio de Poisson de
médias A\|ANA;|. Como os A; sio disjuntos, 3 |ANA;| = |A|. Assim,
N(A) é Poisson com média |A|. OJ
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Lema 5.4. Para cada familia finite de intervalos disjuntos By, [ =
1,...,L, as varidveis aleatdrias N(B;) sdo independentes e tem dis-
tribuigdo de Poisson com média A|B,|, respectivamente.

Prova. A demonstragio segue 0 mesmo padrao do lema anterior. E
facil verificar que para ¢ fixo, dado N(4;) = h;, as varidveis

{(N(B/NA;):1=1,...,L}

tem distribui¢do multinomial, isto &, para valores arbitrarios inteiros
ki 2 0, tais que S5 ki = hy,
h;‘! Pt ks
(5.5) P(N(BINA) = kig | N(Ai) = hi) = —pr— ] i)™,
HI:I kl!i’ =1
onde

L
A; — U Bt A;
kp+1=hi — Z kii,  bii = | |/[4-|! |

I=1
paral<I<Lebyy =1-L5 .

Como as varidveis {N(A;) : ¢ € Z} sfo independentes, segue
de (5.5) que {N(BinA4;): 1 =1,...,L,i € Z} é uma familia de
varidveis aleatdérias independentes com distribuicdo de Poisson com
pardmetros A|N(B; N 4;)|, respectivamente. Basta somar em ¢ e
utilizar o fato que soma de varidveis aleatdrias independentes com
distribuicdo de Poisson é Poisson para concluir a prova. O

Lema 5.6. Para cualquer intervelo A, a distribuicéo condicionada
dos pontos de SN A dado que N(A) = n é & mesma que a de n
varidveis aleatdrias independentes distribuides uniformemente em A.

Prova. Vamos utilizar o0 Teorema 5.2. Seja By, ..., B uma particio
de 4 e ny,...,ny, inteiros ndo negativos tais que ny +--- + np = n.
IP(.N(.B[) =n,l=1,...,L |N(A) = ?’L)

_P(N(B)=n,l=1,...,L)

B P(N{A) =n)

I - (|B;|)"'

Tl !

n1e...0L: =1 |A|
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Tendo em vista o Teorema 5.2, basta agora provar que se Uy,..., Uy,
sdo varidveis aleatérias independentes com distribuicdo uniforme em
A,e M{B) =}, 1{U; € B}, entdo

nl & 1B
]P(M(B;)mng,l:l,...,L)=nll nLTH(lAI) :
Lol

o que é deixado como exercicio para o leitor. [

Coroldrio 5.7. A distribui¢do condicionada de (Si,5,...,S,) da-
do N([0,%]) = n ¢ a mesma que a de (11,Y3,...,Y,), onde Y; sdo
as estatisticas de ordem de (Uy,Us, ..., Uy), veridveis independentes
disiribuidas uniformemente no intervalo [0,1]:

Y'l = min{Ul,Ug,. ..,Un};
Y’i = min({Ul,Ug,...,Un} \ {K,...,Y;_1}),i =2,...,n.

Observagao 5.8. Os Lemas 5.4 e 5.6 provam que a escolha dos
conjuntos A; é inessencial para a constru¢io do processo.

Propriedade Markoviana do processo de Poisson.

Vamos apresentar uma, construcio alternativa do processo de Pois-
s0n unidimensjonal. Seja 77 uma varidvel aleatéria exponencial de
média 1/A e N(-) wmn processo de Poisson de taxa A, independente
de T

Seja N{-) o processo definido por
(5.9) N(B)=YT, ¢ B} + N(B-T)),

onde
B-t={zeR:z—te B}.

Em outras palavras, o processo N(-) é obtido fixando o primeiro
evento com a varidvel 71 e colando a continuacdo do instante desse
evento um processo de Poisson independente.
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Teorema 5.10. O processo pontual definido por (5.9} é um processo
de Poisson de teza A.

Prova. Em vista do Teorema 5.2, basta provar que para 0 processo
N(-) acima construido vale o Lema 5.4. Queremos entao calcular

P(N(B))=ki,l=1,...,L),
para intervalos By, k; € N e L > 1 arbitrdrios. Para simplificar a
apresentacio da prova vamos apenas considerar L =1 ¢ By = [a,¢].
A extensdo para todo L é deixada como exercicio. Vamos condicionar

ao valor assumido por T3.

P(N([a,c]) = k)
=P(N([a,c]) =k, T1 < a)
+P(N([a,c]) =k, Th e{[a,c]) +P(N([a,c]) =k, T1 > c).

Vamos primeiro assumir & = 0. Nesse caso o termo do meio é zero e
condicionando no valor de T obtemos que o primeiro termo é igual a

P(N([a,c])=0,T1 < a) = fn Ae™MP(N([a — t,c —t]) = 0)dt

= ja oM g—Ale—t—(a—)] g
0
— 6—/\Ec—a](1 _ e—)m).

Por outro lado, o terceiro termo _é igual a
P(T) > c) = e "
Assim, somando os dois termos obtemos
P(N(la,c]) = 0) = ™7,

que € o que queriamos demonstrar para k& = 0.
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Para k > 0 o terceiro termo é nulo e o primeiro termo é
P(Nla,c] =k, T1 < a)
- ] AeMP(N([a — t,c — £]) = k)dt

0
a —Ae—t—(a—))\ k[~ .+ _ _ Yk
_ [yt Mle—t— (@9l ,
A A

e—A[c—a]Ak c—ak e

e o segundo termo € igual a

P(Nla,c] =k, T1 € [a,c])
= /c e~ MP(N([0,c —t]) = k — 1)dt

¢ -A[c—t]/\k—l[ - t]k—l
—Ate [»4
/; re (k - 1)! &

e-AcAk[c _ a]k
k! |

A soma desses dois termos fornece o desejado

e—Me—al )k [c _ a]k
k! ’

P(N[a,c]=k) =
0 que termina a prova do teorema. {J

Corolario 5.11. As varidveis X, = S, — Sp—1, n = 2, sio inde-
pendentes, identicamente distribuidas com distribuigdo ezponencial
de taza A.

Prova. Vimos no Teorema 5.10 que um processo de Poisson Ny(-)
pode ser construido colocando o instante do primeiro evento de acor-
do a uma varidvel exponencial T} e a continua¢io um processo de
Poisson N;(-) independente de T;. O processo Ny(-), por seu lado,
pode ser construido com uma varidvel exponencial que chamaremos
S, € um processo de Poisson independente chamado Na(-). Conti-
nuando por inducio temos que os instantes entre eventos sucessivos
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formam uma sequéncia de varidveis independentes Si,.52,... com
distribuicdo exponencial. O

Definigoes alternativas de processos de Poisson.

No comeco desse capitulo vimos uma. defini¢io construtiva do pro-
cesso de Poisson. Nos livros aparecem usualmente outras defini¢des.
Nés consideraremos esses processos como definidos em toda a reta
real R. Usaremos a notacio N(¢) para N([0,t]). Diremos que um
processo unidimensional N(-) tem incrementos estecionarios se a
distribuicdio de N[s,t] é a mesma que a de N{s +r,t + r]. Diremos
que um processo N{-) tem incrementos independentes se para A e B
disjuntos N(A) é independente de N(B).

Definigao 5.12. Diremos que um processo N(-) é de Poisson com
taxa A se

i. O processo tem incrementos independentes e estaciondrios.

ii. A varidvel N[s,t] tem distribui¢io de Poisson com taxa A(t — s).

Notagao. Diremos que uma funcgio f é um o(k) se

limLh)

=0.
r—o h

Definigdo 5.13. Diremos que um processo N(-) é de Poisson com
taxa A se

i. O processo tem incrementos independentes e estaciondrios;

ii. P(N[t,t+Rh]=1)=Ah+o(h);

iif. P(N[t,t+ k] >2)=0(h).

Observagao. Cada uma das defini¢bes acima definem univocamente
nm processo como consequéncia do Teorema 5.2,

Proposicio 5.14. As definigdes 5.12 ¢ 5.13 sdo equivalentes.

Prova. Nio é muito dificil provar que a Defini¢io 5.12 implica na
Defini¢ao 5.13. Para isso usando que N|[t,# + h] tem distribuicio de
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Poisson de parimetro Ak, podemos escrever

~AR (AR)?
P(N[t,t+ k] = 1) = Mhe™ = M (1= M4 20+

2
:Ah+Ah( Ah+(’\;) )

usando o desenvolvimento em série de e~**. Mas o segundo termo
do 1ltimo membro é justamente um o(h). Isso prova 5.13.4i. Por
. outro lado,

(BN
o]

(hA)?

+ 5 +) = o(h).

P(N[t,t + k] > 2) = e (

Isso prova 5.13.iii.

A prova que Definicdo 5.13 implica na Definicdo 5.12 é mais com-
plicada e envolve a solugéo de equacdes diferenciais. Essa prova serd
omitida nesse texto, mas pode ser encontrada por exemplo em Ross
(1983). O

Proposigao 5.15. O processo S, definido em (5.1) satisfaz as con-
di¢des das Definicdes 5.12 ¢ 5.15.

Prova. Por constru¢io o processo tem incrementos independentes
e estaciondrios e pelo Lema 5.3 a distribui¢do de pontos em [s,¢]
tem distribuicio de Poisson de pardmetro A(t — s). Isso implica
que satisfaz a Definicdo 5.12. Pela proposicdo precedente, também
satisfaz a Definico 5.13. O

O paradoxo da inspegao.

Suponha que os Onibus de uma cidade saem com intervalos de
uma hora e de duas horas alternativamente. Os hordrios sio 0, I, 3,
4,6, 7,9, 10, 12, etc. A metade dos intervales entre chegadas tem
comprimento 1 e a outra metade tem comprimento 2. Se escolhemos
um instante de tempo T ao acaso entre as 0 e as 12 horas quanto
teremos que esperar em média para a saida do proximo énibus?
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Um raciocinio seria assumir que os intervalos est&o guardados em
uma urna. Portanto o tempo médio seria calculado escolhendo pri-
meiro ao acaso um intervalo e depois calculando o tempo médio de
espera para o intervalo escolhido. Nesse caso escolher um intervalo
de tamanho 1 tem probabilidade 1/2 e para esse tamanho o tempo
médio de espera é 1/2. A probabilidade de escolha de um intervalo
de tamanho 2 é 1/2, ¢ para esse intervalo o tempo médio de espera
é 1 hora. O resultado seria

11 1 3

Isso corresponde a calcular o comprimento médio de meio intervalo.
Esse raciocinio estd errado.

O problema é que, ao se escolher um um ponto uniformemente
no intervalo {0, 12], a probabilidade dele pertencer a um intervalo de
comprimento 2 é 8/12 enquanto que a probabilidade de pertencer a
um intervalo de comprimento 1 é 4/12. Isso d4

41 8 5 3
Ef=mstnl=s v
Isto é, o tempo médio de espera é maior que o0 comprimento médio de
meio intervalo. Isso porque a probabilidade de escolher um intervalo
comprido é mais alta que a de escolher um intervalo carto. O mesmo
acontece quando temos nm processo pontual estaciondrio na reta: o
comprimento do intervalo que contén a origem é em geral maior
que o comprimento do intervalo tipico. Vejamos por exemplo o que
acontece com o processo de Poisson.

Seja Sy o tempo da primeira ocorréncia do processo & direita da
origem e Sy o instante da primeira ocorréncia & esquerda. J4 vimos
que 51 tem distribuicdio exponencial de taxa A. O mesmo argumento
serve para provar que Sy tem também a mesma distribui¢io. Como
0 processo tem incrementos independentes, a distincia do primeiro
ponto & direita da origem é independente da distdncia do primeiro
ponto & esquerda e portanto a distribuigdo do tamanho do intervalo
que contem & origem S; — S; é a mesma que a da soma de duas
exponenciais independentes. Isto é uma gama de pardmetros 2 e A:

M&—&>ﬂ=f Aze™ e de.
t
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e o valor médio deste intervalo é

E(S1 — S) =] Aele 2y = %
0

que é o dobro do valor médio do intervalo tipico, que como vimos é
uma exponencial de taxa A.

Notemos agora que o intervalo que contem um instante qualquer
t também tem comprimento médio 2. Para t > 0, esse intervalo
€ Sn(y+1 — Sn()- Pelo mesmo raciocinio anterior, Sy — 1t €
t — Sn(r) sdo varidveis independentes com distribuigfio esponencial.
Portanto Sy(y41 = Sn(y tem distribuicio gama de pardmetro 2.

O 1nico processo no qual o comprimento do intervalo que contem
um ponto € o mesmo que o do intervalo tipico é o processo para 0
qual os tempos entre chegadas sio constantes.

Processos de Poisson em duas ou mais dimensoes.

Nessa se¢fio vamos construir um processo de Poisson em duas
dimensées. O processo obtido serd utilizado nas se¢les seguintes para
construir processos unidimensionais ndo homogéneos e superposicéo
de processos de Poisson.

Vamos construir um conjunto aleatério de pontos em RZ. A
mesma construcio serve em R? para d > 2 mas por simplicidade
ficaremos em dimensdo 2. A construgdo é muito parecida com a de
dimensio 1.

Comecamos com uma particio de R? em retingulos finitos A;. Por
exemplo 0s A; podem ser os quadrados determinados pelo reticulado
Z*. Denotamos |A;| a drea de A;. Temos

UiezAi = R?,
onde U significa unifio disjunta.

Para cada ¢, seja Y; uma varidvel aleatéria com distribuicio de
Poisson de média A|A4;|. Isto é

LA

Pi=k) = kI
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Assumimos que as varidveis Y; sdo independentes.

Finalmente, para cada ¢ consideramos uma sequéncia de varidveis
independentes (U; ;);>1 uniformes em A;:

ANA;

O processo pontual serd o seguinte conjunto (aleatdrio):
Y
8 = Uiez U,5, {Ui 5},

onde usamos a convengdo U_;{Ui;} = . Ou seja, em cada retén-
gulo 4; colocamos Y; pontos distribuidos uniformemente no retén-
gulo.

Até aqui repetimos o procedimento de d = 1. A diferenca agora
¢ que nfo hd uma maneira satisfatéria de ordenar os pontos do con-
junto aleatdrio S. Mas isso ndo é importante.

Para A C R, conjunto mensurdvel de RZ?, definimos M(4) =
niimero de pontos do conjunto SN A. Usaremos a letra M para duas
dimensdes e a letra N para uma dimensao.

Valem as seguintes propriedades do processo. As provas sdo idén-
ticas as dos lemas correspondentes da sesfio anterior e por isso omi-
tidas.

Lema 5.16. Para cada conjunto A finito a varidvel aleatdéria M(A)
tem distribuicdo de Poisson com média AlA|.

Lema 5.17. Pare cada familia finita de conjuntos disjuntos men-
surdvets By, as varidveis aleatdrias M(B;) tem distribuicio de Pois-
son com média A|By| e sdo independentes.

Lema 5.18. Para cualquer conjunto mensurdvel A, a distribuicdo
dos pontos de SN A dedo que M(A) = n ¢ a mesma que o de n
varidveis aleatorias independentes distribuidas uniformemente em A.

Exemplo 5.19. Dada essa constru¢io podemos calcular a dis-
tribui¢io da varigvel aleatdria que mede a distincia do ponto que
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est4 mais perto da origem. Seja V = inf{|z|: z € S}.
P(V > b) = P(N(B(0,b)) = 0) = ¢ ™",

onde B(0,5) é o circulo centrado na origem de raio b.

Construgao de processos unidimensionais como projegao de
processos bidimensionais.

Suponhamos que a fungio aleatdria M(-) descreve o processo de
Poisson bi-dimensional de pardmetro 1. Queremos construir um pro-
cesso de dimensdo 1 que serd representado pela fungfio aleatéria N{-).
Para isso definimos para um intervalo I C R

(5.20), N(I) = M(I x [0, \])

ou seja, o nimero de pontos no intervalo I serd o mesmo que 0
nimero de pontos no retdngulo I x[0, A]. Isso é equivalente a projetar
os pontos na faixa R x [0, A] em R.

Lema 5.21. O processo determinado por N(-) é um processo de
Poisson unidimensional de taza M.

Prova. Basta provar que para Ip,..., I, disjuntos,
e AL
P(N(E) = k) = [[ 7
i=1
0 que segue imediatamente da definicdo (5.20).

A estas alturas o leitor deve estar se perguntando se dois pontos do
processo bi-dimensional podem ser projetados para um {inico ponto
do unidimensional. A resposta é nio e a prova estd dada no seguinte
lema.

Lema 5.22. Sejo I um intervalo finito. O evento “dois pontos do
processo de Poisson bidimensional sio projetados em um no intervalo
I’ tem probabilidade zero.

Prova. Vamos assumir que I = [0,1] sem perda de generalidade
para facilitar a notagio. Particionamos I em intervalinhos de com-
primento 6: IZ = (nd,(n + 1)é]. A probabilidade de dois pontos
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serem projetados em 1 é menor ou igual & probabilidade de dois
pontos pertencer ao mesmo intervalinho, que € dada por

n=1

PUIVE (I8 x [0,A]) = 21) < I%alp M(Ifx{0,X]) = 2) < ﬂo(é)
b —_ —_ 6 ¥

que tende a zero quando § vai para zero. O

A grande vantagem de construir o processo unidimensional a par-
tir do bi-dimensional é que podemos superpor processos unidimen-
sionais com taxas diferentes de tal maneira que um tenha sempre
mais eventos que o outro.

Lembremos da defini¢io de acoplamento. O vetor aleatdrio (X, Y)
¢ um acoplamento de X e Y se as marginais do vetor (X,Y’) tem a
mesma, distribuicdo de X e Y, respectivamente.

Por exemplo, duas versdes independentes de X e Y formam um
acoplamento de X e Y. Mas em geral esse acoplamento nio é muito
interessante.

Vamos construir nm acoplamento de dois processos de Poisson
Ni(-) e Np(-) com pardmetros respectivamente Ay e Ap. Para: = 1,2
sejain

(5.23) Ni(I) = M(I x [0, A]).

Lema 5.24. Assuma Ay "> Ag. Entdo pare o processo acoplado
definido em (5.28) vale

Ni(I) = N2 (D),
pare todo intervalo I C R.
Prova. Segue da defini¢do que N, projeta menos pontos que Ny. [J

Superposicao de processos de Poisson.

Suponha que em um banco chegam clientes homens de acordo com
um processo de Poisson de taxa p) e clientes mulheres de acordo com
um processo de Poisson independente do anterior com taxa (1 —p)A.
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Uma maneira de modelar o processo das chegadas incluindo o atri-
buto de cada chegada (homem ou mulher) é construir um processo
bidimensional M(-) como na subsecio precedente e definir Ny(-) e
Ny(-) da maneira seguinte:

Ni(I) = M(I x[0,pAl);  Na(I) = M(I x [pA, Al),

ou seja, 0s pontos que estio na faixa [0,A] x R sdo projetados e
indicam os instantes de chegada de clientes independentemente do
sexo. Os pontos que estdo na faixa [0, Ap] X R sdo marcados com 1
" (que faremos corresponder a homem) e os pontos que estio na faixa
determinada pelo intervalo vertical [pA, A] x R séo marcados com 0
(que faremos corresponder mulher).

Vimos na seciio anterior que o processo N(-) definido por N(I) =
Ni(I) + N2(I) é um processo de Poisson de taxa A porque podemos
exprimir N{I) = M([0, A] x I).

Sejam S,, os instantes de chegada de clientes independentemente
do sexo, ou seja os instantes de chegada do processo N(-). Cada um
desses pontos tem uma marca 1 ou 0 de acordo com a faixa donde
foi projetado. Seja

1 se §; estd marcado 1

G(S:) = {

0 se 5; estd marcado 0.

Proposigao 5.25. As varidveis G(S;) sdo independenies, identica-
mente distribuidas com marginais

P(G(Si) = 1) = p.

Prova. Sejam V;,Va,... e Wy, Ws,... duas sequéncias de varidveis
aleatérias independentes em [0, 1] e independentes entre si.

Para cada n seja 7, a seguinte permutacio aleatéria do conjunto
{1,....n} (isto é, uma bijecfio desse conjunto em si mesmo.) definida
por: parat=1,...,n—1,

Vi () S Ven (i)
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Ou seja, w,(7) é o indice da i-ésima varidvel quando os primeiros n
V; sdo ordenados de menor a maior.

Para cada n fixo construimos uma sequéncia de varidveis aleatdrias
independentes no retdngulo {0,t] x [0, A] da seguinte maneira:
(5.26) Ui = (tVi, (i), AWS).

Deixamos para o leitor provar que (U;) é win conjunto de n varidveis
independentes uniformemente distribuidas em [0,7] x [0, A]. A van-
tagem dessa construgio é que W; é a ordenada do -ésimo dos n Uj,
quando esses vetores sio ordenados de acordo com a absisa, de menor
a maior.

Seja L fixo, e para 1 < k < L sejam gy € {0,1} arbitrdrios. Defina
AL ={G(51) =as,...,G(S1) = ar}.

Por uma verséo discreta do Teorema 5.2, para provar que (G(S;))
sdo Bernoulli independentes de pardmetro p basta provar que

(5.27) P(AL) = pZ wx (] — p)Z(l—ak).

Para cada t fixo
P(AL) = Z P(AL, N(0,t) = n) + P(Ar, N(0,%) < n).

Pela lei dos grandes niimeéras para processos de Poisson unidimensio-
nais, o segundo termo do membro da direita vai a zero quando # vai
para infinito. Portanto se formos capazes de provar que o primeiro
termo ¢ igual a (5.27) para qualquer ¢, a prova estard terminada.
Agora -

(5.28) P(AL,N(0,£) =n) = P(A, | N(0,t) = n)P(N(0,) = n).

Mas N(0,¢) = M([0,t] x [0,A]) e dado que M([0,] x [0,A]) = n,
a distribui¢io dos pontos nesse retdngulo é a mesma que a de n
uniformes independentes. Sejam

I m{[D,)\p] sear =1
T [Ap,A] seap=0.
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Podemos entdo usar a construgdo (5.26) para obter que

P(AL | N(0,t) =n) = P(Ar | M([0,¢] x [0,A] = n)
=P(Usr.r €10,t] x It,1 <k <n)
=P(AW, € I, 1 <k <n)

— pEﬂk(l _p)E(I—ﬂk)_

Como essa identidade nfo depende de n, somando (5.28) obtemos o
resultado desejado. [

A prova da proposigio acima nos leva A seguinte construgéo alter-
nativa para um processo de Poisson bidimensional M(-) de taxa 1 na
faixa [0,00] % [0, A]. Seja T uma varidvel exponencial de pardmetro
A, W1 uma varidvel uniforme em [0, A\] € M;(-) wm processo de Pois-
son bidimensional de taxa 1 na faixa [0, c0] x [0, A]. Assuma que T3,
Wy e Mi(-) sdo independentes.

Defina M(-) como o processo
M(A) = {(Ty,W1) € A} + My (A — Th),

onde
A—t={(z,y) €R*: (z+1,y) € A}.

Argumentos muito parecidos com os do Teorema 5.10, do corolario
5.11 e da Proposicio 5.25 mostram o seguinte teorema.

Teorema 5.29. Seja M(-) um processo de Poisson bidimensional
de taza 1. Sejam S1,52,... o038 instantes ordencdos de ocorréncia
de eventos ne feiza [0,A]. Sejam Wy, Wi,... as sequndas coor-
denadas desses eventos. Entdo, (Siy1 — Si)i>1 sdo varidveis in-
dependentes com distribuigdo ezponencial de taza X e (W;)i>1 sdo
varidveis independentes com distribuicdo uniforme em [0,A]. Além
disso (Sit1 — Si)i>1 € (Wi)i>1 sdo independentes.

Processos nao homogéneos.

Seja A(#) uma funcfo continua por partes e ndo negativa. Assu-
miremos que em qualquer intervalo finito I C R, o nimero de dis-
continuidades de A(2) é finito.
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Queremos construir um processo pontual com incrementos inde-
pendentes que tenha taxa instantanea A(t). Ou seja, pretendemos
achar um processo estocdstico N(-) tal que, para os pontos de con-

tinuidade de A(2),
(5.30) P(N([t,t+ h]) =1) = RA(t) + o(k)
(5.31) P(N([t,t+ h]) = 2) = ofh).
(Veja a Definicéo 5.13.)
Para isso consideramos o processo bidimensional M (-) e definimos
(5.32) N(I) = M(F(I)),

onde F(I) = {(z,y) e R?:z € Tey < Az)}. Ou seja N(-) é o
processo obtido ao projetar os pontos de M(-} que estdo abaixo da
funcéio A(?).

Lema 5.33. O processo construido em (5.32) satisfaz as condigdes

(5.50) e (5.91).
Prova. Pela definicio {5.32),
P(N([t,t + h]) = 1) = P(M(F[t,t + h]) = 1).

Sejam yo = yo(Z, k) e y1 = y1(t, k) o infimo e o supremo, respecti-
vamente, de A(¢) no intervalo [t,t 4 k]. Assim obtemos as seguintes
cotas e

M([t,t +A] x [0,y0]) < M(F[t,t + h]) < M([t,t + k] x [0,11]).
Como a fung¢dio A(t) é continua em {,
}:E}) yolt, h) = %l_rﬁ) yi(t, R) = A(t)

e y1(t,h) — yo(t,h) = O(h), por continuidade, onde O(k) é uma
nota¢lo para indicar uma funcdo de & que quando dividida por h
e mandando h a zero, permanece limitada por cima e por baixo.
Portanto,

P(M([t. ¢ + k] x [0,11]) — M([£,¢ + k] x [0,30]) > 1) = o{h).
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Assim,

P(M(F[t,t+ k]) = 1)
= P(M(F{t,t+h]) =1,
M([t,t + h} x [0,31]) — M([t,t + k] x [0,4]) = 0)
+P(M(F[t,t + k) = 1, M([t,¢ + k] X [0,31])
— M([t,t + k] x [0, go]) > 1)

O primeiro termo € igual a

]P(M([t!t + h] X [anﬂ)]) =1,
M([t,t + ) x [0,31]) — M([t,t + R] x [0,%0]) = 0),

0 que, usando independéncia do processo M(-), nos da

P(M([t,t+ k] x [0,50)]) = 1)
x P(M({t,t + h] x [0,11]) ~ M([t,t + ] x [0, 3]) = 0)
= hA() + ofh).

O segundo termo é imitado por

P(M([t,t + k] x [0,31]) — M([t, £ + R] x [0,y0]) = 1) = o(R). O

O processo de Poisson nio homogéneo construido em (5.32) tem
a propriedade que o niimero de pontos em um intervalo qualquer é
uma varidvel de Poisson cujo parametro é a drea sob a funcio A(t)
no intervalo. Isto é |

eh(t) n
P(V(0, 1) = ) = S A,
onde p(t) = f) Ms)ds.

A definicdo (5.32) de processo ndo homogéneo tem a vantagem
de permitir a construcio conjunta de dois ou mais processos com
taxas diferentes com a seguinte propriedade. Sejam A;(t) e Az(t)
duas funcdes continuas por partes que satisfazem

A1{t) <€ Ax(t) para todo ¢
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Entdo € possivel acoplar processos de Poisson nio homogéneos N ()
e NV2(+) de taxas A1(t) e A2(t) respectivamente em tal forma que para
todo intervalo I,

Ni(I) < No(I).

A prova dessa afirmacio é imediata a partir da definico.

Exercicios.

5.34. Sejam X e Y sdo varidveis aleatérias independentes com dis-
tribui¢do exponencial de pardmetros A\; e Ap respectivamente,

(a) Calcule a distribui¢do de Z = min(X,Y).

{b) Qual a distribui¢do condicional de Z dado que X = z?

5.35. Prove que a soma de n varidveis independentes de Poisson com
médias Aj,..., A, respectivamente, tem distribuicio de Poisson com
média Ay + -+ + A,

5.36. Em uma urna sdo colocadas N, bolas tipo 1, N, bolas tipo 2
e N3 bolas tipo 3, onde N; sfio varidveis de Poisson independentes
com média A;. :

(2) Uma bola é escolhida ao acaso da urna. Prove que, dado que
N1+ Ny + N3 > 1, a probabilidade da bola escolhida ser de tipo 1 é
A /(A + A2 + Az). o

(b) Prove que o resultado de (a) é o mesmo se condicionarmos a
Ni + N3 + N3 = n para algum n > 1.

(c) Prove que dado N1 + No+ N3 =n >1, a distribui¢io dos tipos
das bolas ¢ uma trinomial de paradmetros n e p; = A;/(M + Az + As).

(d) Generalize o item (c) para k > 1 tipos diversos de bolas:

n!

P(N;=n; | N =n) = A AR

nl'n
parani +---+np=n>1.

5.37. Seja N(t) um processo de Poisson de parimetro A. Para
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s < r < t calcule

P(N(s) = k,N(r) — N(s) = jIN(¢t) = n}.

5.38. Prove que as varidveis Uy definidas em (5.26) sfo uniformes
em [0,t] x [0, A] e independentes.

5.39. Prove o Teorema 5.29.

5.40. (i) Seja N uma varidvel aleatdria com distribui¢io de Poisson
de pardmetro A. Seja B = X; +--- + Xn, onde X; é Bernoulli de
parimetro p independente de N. Prove que B é Poisson de para-
metro Ap. Sugestfio: construa um processo M(-) em [0,1] x [0,)] e
marque os pontos de acordo com o fato de estarem por cima ou por
baixo da linha y = Ap.

(ii) Prove que se T, sdo os instantes sucessivos de um processo de
Poisson de pardmetro A, entéo o processo definido pelos tempos

Sp=inf{T} > Snq : Xy =1},

com S; > 0, é um processo de Poisson de pardmetro Ap. Sugestdo:
construa simultaneamente (S,) e (7%,) usando a Definicdo (5.20).

5.41. Suponha gue uma varidvel aleatdria satisfaz a propriedade
seguinte, Para todo ¢ > 0

P(X € (t,t+h)| X >1t)=Ah+of(h).
Prove que X tem distribuicio exponencial de taxa A.

5.42, Para um processo de Poisson de pardmetro A,
(a) Calcule a distribuigdo de T3, o instante da segunda chegada.
(b) Calcule a distribuicio de T dado que N(0,t) = 4.

5.43. Seja N(0,t) um processo de Poisson de pardmetro A. Calcule
(a) EN(0,2), EN(4,7),
(b) P(N(4,7) > 2| N(2,4) 2 1),
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(¢) P(N(0,1) = 2| N(0,3) = 6),
(d) P(N(0,t) = impar),
(e) E(N(0,t)N(0,t + 5)).

5.44. Para um processo de Poisson N(0,t) calcule a distribuigio
conjunta de Si,S52,53, 0s instantes de chegadas dos trés primeiros
eventos.

5.45. Usando as mesmas idéias que na Proposicio 4.18 e o fato de
conhecermos as distribuigdes da idade A(t) e do residuo R(t) para
processos de Poisson estaciondrios, prove que (N(¢)/t -+ 1/, quando
i — oo.

5.46. Em um banco chegam mulheres de acordo com um processo
de Poisson de pardmetro 3 por minuto ¢ homens de acordo com um
processo de Poisson independente do primeiro de taxa 4 por minuto.
Calcule as seguintes probabilidades:

(a) Chegue um homem antes de uma mulher.

(b) Chegam 3 homens antes de quinta mulher.

(¢) Cheguem 3 clientes nos primeiros 3 minutos.

(d) Cheguem 2 homens e nenhuma mulher nos primeiros 3 minutos.

(e) Cheguem 3 mulheres dado que chegaram 7 clientes nos primeiros
10 minutos. -

5.47. Suponha que no caixa de um supermercado chegam apenas
dois tipos de clientes: aqueles que pagam com cartfio, fazem isso de
acordo com um processo de Poisson {N;(#),# > 0} com parimetro
6 por hora e aqueles que pagam com cheque que chegam de acordo
com um processo de Poisson {N(t),¢t > 0} com taxa 8 por hora.

(a) Prove que o processo N(t) = {Ni(t) + Na(t),t > 0} de chegada
de clientes no caixa é um processo de Poisson com taxa 14.

{b) Qual a probabilidade de o primeiro cliente a chegar no banco
pagar com cartio?

(¢) Se nos primeiros dez minutos ndo chegou nenhum cliente, qual a
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probabilidade de os trés préximos clientes pagarem com cheque?

5.48. Em um posto de pedagio chegam veiculos de acordo com um
processo de Poisson de pardmetro 3 por minuto (180 por hora). A
probabilidade de cada veiculo ser um carro (¢ ndo um caminhép)
depende do instante de chegada do vehiculo e estd dada pela fungéo

p(s):

s/12 sel<s<b

1/2 sef<s<12
p(s) =

1/4 sel2 <5< 18

(1/4) —s/24 se 18 < s < 24.

{(a) Qual a probabilidade que chegue pelo menos um caminhio entre
5 da manhi e 10 da manh&?

(b) Dado que chegaram 30 veiculos entre 0 e 1 hora da manhi, qual
a distribuicdo do tempo de chegada do primeiro veiculo do dia?

5.49. Construa um processo de Poisson ndo homogéneo com taxa
A(t) = e~ . Calcule o nimero médio de eventos no intervalo [0, co].

5.50. Prove que para o processo ndo homogéneo definido em (5.32),
a distribui¢do de {S1,...,S5,} em [0,¢] dado N(0,t) = n é a mesma
que a de n varidveis independentes com densidade

Ar)

W; r € [0,1].

Comentarios e referéncias. A construgio de processo de Pois-
son apresentada neste capitulo é um caso particular da construc¢io
geral apresentada por Neveu (1977). A construcio de processos de
dimensdso menor usando processos de Poisson de dimensao maior foi
introduzida por Kurtz (1989) e utilizada por Garcia (1995).
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6. PROCESSOS DE MARKOV A TEMPO CONTINUO

Processos Markovianos de Salto.

A diferenca essencial entre as cadeias de Markov vistas no capitulo
2 e 0s processos de salto que veremos neste capitulo é a seguinte. Uma
cadeia de Markov muda de estado nos instantes inteiros de tempo:
1,2,.... Os processos de salto mudam em instantes reais aleatdrios
T13725++-+

Vamos definir um processo X; em um conjunto enumerivel de
estados que por simplicidade tomaremos Z. Queremos que a taxa de
salto de um estado z a um estado y seja fixa e dada por uma funcio
g(z,y) > 0. Isto é, gqueremos que nosso processo satisfaga

(6.1) P(Xitn =y | X¢ = z) = hq(z,y) + ofh).

Assumimos que as taxas de saida estejam uniformemente limitadas,
isto é

(6.2) A= Sngq(cv,y) = sup u(z) < .

Observe que se o espaco de estados for finito, a condig¢io (6.2) estard
satisfeita automaticamente. Seja

wz) = glz,y),
Y

a taxa de saida do estado z.

Vamos construir o processo da seguinte forma. Seja M(-) um
processo de Poisson bi-dimensional. Seja I® = [0, u(z)]. Para cada
estado z fazemos uma particdo de I® em intervalos disjuntos I de
comprimento g(z, y).

Suponhamos que Xo = zo. Seja 71 o primeiro instante em que
aparece uma marca do processo M(-) no intervalo I7°;

7 = inf{t > 0: M(I® x [0,t]) > 0}.
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Defina z; =y, se

wnf{t > 0: M{I* x[0,1]) > 0}
=inf{t > 0: M(IZ*) x [0,1]) > O},

ou seja, z; estd determinado pelo intervalo I3° que realiza o infimo.

Suponha agora que T,-1 € 2,—1 estejam determinados. Definimos
indutivamente

Tn = inf{t > 17—y : M(I""~! X (7h-1,t] > 0}

Ty =y se Inf{t > m_g t M(I*"* X (Tn-1,1]) > 0}
=inf{t > 0: M(IJ*-* X (Tn—1,t] > 0)}.

Definigdo. Para todo t € [0, 00) definimos 7oc = sup, 7, €

(63) Xp = Tpn,y, S€ tE [Tna7n+1)-

Dessa maneira, para cada realizacio (aleatéria) do processo de
Poisson bidimensional M), construimos (deterministicamente) uma
realizaciio do processo X, para £ € [0,7s). Observe que 7, é 0
instante do n-ésimo salto do processo X; e z, é o n-esimo estado
assumido pelo processo. - -

Proposigdo 6.4. O processo (Xi)igp,r.,,) ocima definido satisfoz

(6.1).

Prova. Por definicéo,

P(Xern=y| X: = =)
= P{M(I} x (t,t + k]) = 1} + P(outras coisas),

onde o evento {outras coisas} estd contido no evento

{M([0, p(2)] x (8,2 + A]) > 2}
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(dois ou mais eventos acontecem no retangulo [0, u(z)] x (¢,¢ + h]).
E claro pela definigdo de M(-) que

P(M([0, u(e)] x (¢, +Al) 2 2) = o(h) e
PM(IZ  (4,¢ +h]) = 1) = ha(z,y) + o(h).

Isto termina a prova da proposi¢io. O

Exemplo 6.5. Vamos construir um processo que assume apenas 3
estados: 0,1,2. Um exemplo disso é um sistema formado por dois
servidores que rejeitam clientes que chegam quando ambos j3 estio
ocupados. Se as chegadas acontecem de acordo a um processo de
Poisson de taxa A e os servigos séo exponenciais de taxa u, 0 processo
terd taxas:

7(0,1) = ¢(1,2) = A
¢(1,0) = p; ¢(2,1) = 2p
q(x,y) = 0, nos outros casos.

A constru¢do descrita na proposi¢do pode ser feita com os seguintes
intervalos:

Ii) = Izl =10, 1]
Iy = [\ s I =[0,2p).

Todas as taxas sio menores que max{A + y,2u}.

Exemplo 6.6. Processo de nascimento puro. Vamos construir um
processo X(t) € {0,1,2,...} com as seguintes propriedades

(6.7) P(X{t+h)=2+1]|X(t) =z)= Azh + o(h)
(6.8.) P(N((¢,¢+ h)) > 2) = o(h)

Ou seja que a taxa de chegada no instante ¢ € proporcional a0 nimero
de chegadas até esse instante. Dado o processo bidimensional M(-)
de taxa 1, construiremos uma curva aleatéria A(¢) da seguinte forma.
Seja

n =inf{t > 0: M([0,] x [0,A]) =1
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e em geral
Tp =inf{t > 1oy : M((Tp—1,t] x [0, (n —1)A]) = 1.
A partir disso podemos definir a curva A(t) por
A(t) =nd se t € [Tn, Tny1)
Definimos agora
(6.9) N(I) = M(F(I))

onde F(I) = {(z,y) € R¥:z € Tey < AMz)}. Ouseja N() éo
processo obtido ao projetar os pontos de M(:) que estdo por baixo
da fungdo A(t). O processo construido em (6.9) satisfaz as condicBes
(6.7) e (6.8). Veremos nos exercicios que é possivel acoplar dois
processos de nascimento puro com taxas (i = pg de tal maneira que
um fique sempre por cima do outro.

Explosoes.

E ficil ver que se o espaco de estados é finito, entio 7o, & infinito.
Isto é, ndo pode ocorrer um miimero infinito de saltos em um tempo
finito. Agora veremos o que pode acontecer quando o espago de
estados € infinito.

Vamos supor que o processo assuma valores em N e tenha taxas
2%, sey=z+1
Q(m 3 y) =

0, em caso contrario.

Este processo pode ser construido a partir de um processo de Poisson
bidimensional em [0, co] x {0, c0] da seguinte maneira. Defina 7, e
X assumindo 7 =0 e

To =1I0f{t > Th—1 : M((Tn-1,%] X [0,2"]) = 1}
X, =n, parat € [Tn, Tnt1]-

Se xy = 0, o tempo transcorrido até o n-€simo salto serd

n
Th = E T,
=0
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onde T; é uma varidvel aleatdria exponencial de média 27¢. Portanto,
n
Er, = 22“ < 2, para todo n.
i=0

Definimos 7o, = sup, 7,. Deixamos como exercicio provar que a
variavel 1o, é finita, isto é

P(rec < 00) = 1.
Seja N(t) o nimero de saltos feitos até o instante ¢, isto &,
N(t) =sup{n:m <t}
Por definicio,
N(t) > n se e somente se T, < 1.

Portanto, para todo ¢t > 7o, 0 processo faz infinitos saltos antes do
instante t.

Definigio 6.10. Diremos que um processo X; explode se
P(lim 7, < o0} > 0.
n—o

Apés o instante aleatdrio finito 7o 0 processo néo estd formalmente
definido, mas podemos definir um processo explosivo adicionando um
novo estado que serd chamado oo com taxas de transicdo g{co,z) =0
para todo z € E.

Se o processo nio explodir, isto é, se
P( im 7, < c0) =0,
n—0o0

entdo as taxas ¢(z,y) definem univocamente o processo que pode ser
construido como na proposi¢io acima.

Os processos que estudaremos na sequéncia nfo explodem.
Propriedades.
O resultado que segue diz que o processo X, que acabamos de

construir € de Markov. Isto em palavras quer dizer que, dado o
presente, o futuro e o passado sdo independentes.
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Proposicao 6.11. O processo (X;) definido em (6.3) satisfaz

P(Xt+u=y|Xt=$,Xs=$s,058<t)=P(Xt+u=y|Xt=$)-

Prova. De fato, na nossa construgfo, o processo nos instantes pos-
teriores a t dependem apenas do processo de Poisson bi-dimensional
M na regido M((t,c0) x RT) e do valor de X; no instante ¢. Dado
X, isto é independente do que aconteceu antes de ¢. O

Dado que no instante 7, 0 processo X, estd no estado z, o tempo
até o préximo salto é uma variavel aleatéria exponencial de pardme-
tro p(z) e uma vez que o processo decide saltar, escolhe o estado y
com probabilidade

g(z,y)

u(z)

Esses resultados sdo demonstrados nos dois préximas teoremas. Va-
mos assumir que as taxas de saida sio uniformemente limitadas (isto
é, sup, p(z) < A < o0}

(6.12) plz,y) =

Teorema 6.13. Para um processo de Markov a tempo continuo vale

(6.14) Plrugs =70 > | X(ra) =a) = &%,

Prova. Vamos fazer a prova para o caso em que as taxas u(z)
estdo uniformemente limitadas por A € (0,00). O caso geral pode
ser provado usando aproximagoes finitas. Usaremos a representagio
de M(-) na faixa [0, cc] x [0, A] do Teorema 5.29.

E claro que o conjunto (Tn)n estd contido no conjunto (S, ). de-
finido no Teorema 5.29. De fato, dado z¢ € E, podemos definir

Tp = min{Sg > 71 : Wi < p(za_1)}
(6.15) K, =A{k:S=m.}
Tp = {y : Wk, € I;:“‘l}.
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Essa definicio nada mais é que uma consequéncia da representagio
do processo de Poisson bidimensional do Teorema 5.29 e da cons-
trugdo do processo de Markov usando o Processo de Poisson bidi-
mensional que culmina na Definicdo (6.3).

A distribuicio de 1,41 — T, condicionada a X, = z ¢é dada por
P(rat1—7n > t | X(mp) = 2)
_ Plrap1— 7 >4, X(1) = x)
P(X(rn) =)

Condicionando nos possiveis valores de K, o denominador pode ser
escrito como

ZIP(TTH.] —Ta > 6, X(m) =2,K, = k)
k

=Y P(rat1— Sk > t,X(S) = 2, Ko = k)
k

= Z ZIF’(SHE — Sr > 6, Wigr > p(z), ..., Wege—1 > p(z),
k £

Wiae < p(2))P(X(Sk) =z, Kp = k)
=@ N P(X(Sk) =z, Kn = k).
k

Agsim, pelo exercicio 5.40.i,

P(Tn+1 — Tp > t,X(‘J"n) = :I?) _

~p(z)
P(X(rs) = z) c

que é o que queriamos demonstrar. [

O processo discreto Y, = X, é chamado esqueleto do processo
X:.

Teorema 6.16. O esqueleto Y, € ume cadeia de Markov comn proba-
bilidades de transigio {p(z,y),z,y € E} dadas por (6.12).

Prova. Queremos provar que

(6.17) P(Xr, ., =y | Xr, =2) =p(z,y).



100 6. PROCESSOS DE MARKOV A TEMPO CONTINUO

Vamos usar de novo a construgiio dada em (6.15). Particionamos de
acordo com os possiveis valores de K,:

P(Xr,,, =y, Xr, =2)
(6.18) - ZP(XT"“ =y, X, =2,K, =k)
k

Segue da construcio que

{Xrﬂ.H =y, =, K, = k‘}

= U{Wk+1 > p(x)y .o, Whyeor > p(@), Wi € I,
51

Xs, =2, Kn =k},
onde usamos a convengdo que para [ = 1 o evento {Wgy > p(z),

 Whepe—1 > p(2),Wiye € I} € apenas {Wir41 € I}, Pela inde-
pendéncia de (W) e Si), a expressdo (6.18) é igual a

=33 P(Wip > p 50), oy Whae—1 > p(z),

ko>l
Wiye € DP(Xs, =z,K, = k)
Mas,
(6.19) .
Z P(Wet1 > (@), o, Wipemr > plz), Wige € I7) = Q(‘T’y)_
121 w(z)

Portanto (6.18) € igual a

9(z,y)

p(x)

Z]P’(ng =z, K, =k)

_ g(zy) y) -
p,(m) (‘X‘f‘n - )3

donde segue a prova do teorema por condicionamento. [J
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Equagoes de Kolmogorov.

Para processos de Markov a tempo continuo é 1itil usar a seguinte
notagdo matricial. Seja ¢ a matriz com entradas

gz, y)sex #y

g(e,z) = =p(z) = - Y q(=,y).

y¥#T

Seja Py a matriz que tem como entradas
pz,y) =P(X,=y| X = z).

Proposigdo 6.20. Equagées de Chapman-Kolmogorov. Valem as
sequintes identidades

(621) Pt+3=PtP3.
Prova. Vamos calcular

pers(T,y) = P(Xeys =y | Xo = 2)
=Y P(X,=z|Xo=2)P(X14s =y | X, = 2)

= Zps(a:,z)pt(za y)- O

Proposigao 6.22. Equac¢des de Kolmogorov. Valem as seguintes
identidades
P} = QP;, Eguagdo para irds.

P} = P,) Equacgdo pare frente.

Prova. Vamos provar a equacio para trds. Usando as equagles de
Chapman-Kolmogorov, temos que para qualquer b > 0:

peen(z,y) —pe(z,y) = Y pa(2, 2)pe(2,y) = pel, y)

= (pa(z,2) — Dpelz,9)) + Y pa(e, 2)pe (2, ).
zF#z
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Dividindo por h e mandando h a zero, obtemos do lado esquerdo
pi{z,y). Pra calcular o lado direito observe que

pu(z,2) = 1 — p(z)h + ofh).

Portanto ( )1
. prlz,r)—1 _ _ |
lim 255 22— —u(e) = gz, o).
Analogamente,
Ph(-’L',y) = Q(:E?y)h + O(h)
) (z,9) = 1
- P\, YY) — _
lim 4 = q(z,y).

Isso prova a equacdo para trds. A equacfio para frente prova-se
em forma andloga e a deixamos como exercicio. A diferénca é que
pe+r{z,y) deve ser escrita assim:

pt+fl($:y) = Zpt(z1 Z) +ph(z)y)' a

Recorréncia e transitividade.

Definigao 6.23. Seja T%? = inf{t > = : X7 = y}, o primeiro
instante de chegada em y. A exigéncia ¢ > 1 é feita para evitar que
T%* =0,

Definigao 6.24. Diremos que um estado z €

transitério, se P{(T%* = o) > 0;
recorrente nulo, se P(T%* = o) = 0 e ET'™* = oo;
recorrente positivo, se ET™" < co.

Definicao 6.25. Diremos que um processo € irredutivel se para todo
par de estados x,y, a probabilidade de chegar de um estado a outro
em um tempo finito é positiva:

P(T%Y < 00)>0.
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Teorema 6.26. Uma processo X; ¢ irredutivel, se e somente seu
esqueleto Yy, for irredutivel.

Um estado x € recorrente (respectivamente transitério) para o pro-
cesso Xy se e somente se & ¢ recorrente (respectivamente transitirio)
para o esqueleto Yy,

Se as tazas de saide dos estados estiverem uniformemente limi-
tadas por cima e por baizo, isto €, se

0 < inf p(z); supp(z) < oo,

entdo © é recorrente nule para X, se e somenie se x € recorrenie
nulo para o esqueleto Y.

Prova. A prova ¢ trabalhosa, porém direta. O

Observagiao 6.27. E claro que no caso finito as hipdteses do Teo-
rema 6.26 sdo automaticamente satisfeitas.

A primeira parte do teorema diz que um processo € recorrente
(respectivamente transitério) se e somente se o esqueleto dele € reco-
rrente (respectivamente transitério). No entanto, é possivel encon-
trar contra-exemplos no caso infinito (onde as condigdes do teorema
sdo violadas) para os quais o esqueleto e o processo tem comporta-
mentos qualitativamente diferentes. J4 no salto da pulga podemos
achar esses contra-exemplos.

Exemplo 6.28. Vamos apresentar um processo cujo esqueleto €
recorrente positivo e o processo recorrente nulo. Considere as taxas
a(z,0) = 1/2%, g(z,x+1) = 1/2%. Assim p(z,0) = 1/2, p(z,2+1) =
1/2 e o esqueleto € recorrente positivo porque o tempo de retorno
3 origem é dado por uma geométrica de pardmetro 1/2. Por outro
lado, como o tempo medio de espera em cada estado z é 27,

ET® =) "271/2"H = co.

Exemplo 6.29. Um exemplo (simples porém explosivo) em que o
esqueleto do salto da pulga é recorrente nulo e o processo continuo é
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recorrente positivo € o processo com as seguintes taxas: ¢{z,0) =1,
g(z,z+1) = z%. As probabilidades de transi¢io da cadeia de Markov
definida pelo esqueleto sdo p(z,0) = 1/{(1 + z?) e p(z,z + 1) =
x2/(1 + z%). O tempo médio para a cadeia discreta voltar para a

origem ¢
z—1
1 y?
Zz:x(HxZ) 11 (1+y2) '

y=1

Deixamos para o leitor provar que essa soma ¢ infinita. O tempo
médio para o processo continuo voltar & origem é

> (5 () (T (59)

y=1

Deixamos para o leitor provar que essa soma é finita.

Medidas invariantes.

Definigao 6.30. Diremos que m é uma medida invariante para (X;)

se
(6.31) > w(@)pelz,y) = m(y)
(6.32) “ Zﬂ'(a:) =,1

isto é, se a distribuic#io do estado inicial é dado por w, entéo a dis-
tribuigdo do estado do processo no instante t é tambem dado por =
para qualguer ¢ > 0.

Teorema 6.33. Uma medida 7 ¢ invariantie para um processo com
tazas g(z,y) se e somente se

(6.34) > m(@)a(z,y) = () > aly, 2)-

z z

A condigfio (6.34) pode ser interpretada como que a taxa de en-
trada sob 7 no estado y é a mesma que a taxa de saida de y. Por
isso as equagdes (6.34) sio chamadas de equagées de balango.
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Prova. Em notagio matricial uma medida estaciondria pode ser
vista como um vetor fila que satisfaz

P = .

Podemos diferenciar esta equacio para obter

> " w(z)pi(z,y) = 0.

xr

" Aplicando as equagdes de Kolmogorov obtemos (6.34).

Reciprocamente, as equacdes (6.34) podem ser lidas como
) = 0.
Aplicando as equagdes de Kolmogorov para tras obtemaos
(rP) = %P = nQP; = 0;

em outras palavras, come¢ando com 7 a distribuigio do processo é
constante e igual a 7. Isso porque P, é a matriz identidadee 7Py = 7.
O

O seguinte é um resultado analogo ao Teorema 3.21. A novidade
é que o resultado se aplica mesmo que o esqueleto seja periédico. A
conclusdo é que processos a tempo continuo misturam mais que 0s
de tempo discreto.

Teorema 6.35. Um processo X, irredutivel em um espago de esta-
dos finito tem uma tdnice medide invariante v. Alem disso,

sup |v(y) — Pi(z,y)] < e,
T,y

onde
(6.36)

7 = min Y min{Q(z,2), @y, 2)} + Qz,y) + Qy, @)
z¢{z,y}
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Prova. Vamos construir um acoplamento de duas cadeias com a
mesma matriz das taxas de transicdo. X, com estado inicial ar-
bitrario e Y; com estado inicial escolhido com a medida invariante v.

Assuma primeiro que os estados estdo ordenados de alguma ma-
neira. Para isso, para cada par de de estados distintos z < y, va-
mnos construir duas familias de conjuntos disjuntos {I7 =, e Ele
(121 . 2 € E} tais que |I¥*| = Q(y, 2) e |I7V] = Q(z, 2).

Primeiro, comegando da origem, construa uma familia de interva-
los sucessivos JF¥ de comprimento

|77Y] = min{Q(z,2), Qy, 2)}; 2 # <,y

A continuacdo coloque um intervalo I de comprimento Q(z,y), a
continua¢io do qual coloque um intervalo I de comprimento Q(y, z).
A continuaciio coloque intervalos JZ de comprimento

[721] = Q(a, 2) — min{Q(z,2), Qly, 2)}; 2z # =, .
A continuagio, coloque intervalos J¢* de comprimento

|7¥] = Q(y, 2) — min{Q(z,2), Q(y, 2)}; = # &,y
Agora chame, para z # z,y

e = gylz g gzy, pelv = gelvy goy

Se # = y, apenas defina intervalos sucessivos I¥ de comprimento
X

Q(z, z); isto é, ml” =0 paratodo z € E.
Seja
= | @rurv .
IFEY
Suponhamos que (X, Ys) = (x0,¥0). Seja 71 0 primeiro instante em

que aparece uma marca do processo M(-) no intervalo I*#o-¥e:

m = inf{t > 0: M(I*% x [0,]) > 0}.
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Seja
z  se inf{t > 0: M(I%0¥ x [0,t]) > 0}
Ty = =inf{t > 0: M(IZ x [0,4]) > 0}
Ty em caso contririo.
ou seja z; estd determinado pelo intervalo I%°/% que realiza o infimo

ou permanece igual a zg se nenhum desses intervalos realiza o infimo.
Analogamente,

z  se inf{t > 0: M{I*¥ x[0,4]) > 0}
Yy = = inf{t > 0 : M(I¥" x [0,4]) > 0}
Yo €em caso contrario.
y1 estd determinado pelo intervalo I¥°!*° que realiza o infimo, ou
permanece inalterado se nenhum desses intervalos realiza o mfimo.

Seja 7, o primeiro instante em que aparece nma marca do processo
M{-) no intervalo I*»-1:¥n-1;

Tn = Inf{t > 7y : M(I*=0¥-1 x (1,21, 1]) > 0}.
Seja
z se inf{t > 7,1 : M(I™n=1¥n-1 x (7,_4,1]) > 0}
Tn = = inf{t > 7py : M(IF1 =t 5 (1, 4]) > 0}
Tp-1 €M cas0 contrario.

ou seja z,, estd determinado pelo intervalo I377} ., que realiza o infimo
ou permanece igual a x,_; se nenhum desses intervalos realiza o
infimo. Analogamente,

z se inf{t > r,_y : M(I®n-1:¥n-1 X (7,,_4,1]) > 0}
Yn = = inf{¢ > rp_q : M1 x (1,21, 1]) > 0}
Yn—1 €M €aso contrario.
ou seja y, estd determinado pelo intervalo IY netlne: que realiza o

infimo ou permanece igual a y,—; se nenhum desses intervalos realiza
o infimo.
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Agora defina
(637) (XhY;) = (ﬂ"n: yn) set e (TnaTn+1)-

Deixamos como exercicio para o leitor provar que o processo acima
definido tem as marginais corretas.

O fato importante desta construciio é que se o processo estd no
estado (z,y) e aparece uma marca do processo M dentro do intervalo

(U.(JP) U UL,

entfio os dois processos seguem juntos para sempre. O comprimento
desse intervalo é justamente

Z min{Q(fC, Z), Q(y, Z)} + Q(.’,l?, y) + Q(y') 5!:)
¢ {z,y}

Como esses intervalos tem o extremo inferior na origem, os processos
vao se juntar no primeiro instante em que uma marca do processo
M(-) aparecer na intersec¢do desses intervalos. Essa interse¢fio tem
comprimento v dado por (6.36). O

Um teorema mais geral, porém sem a velocidade de convergéncia
¢ o seguinte

Teorema 6.38. Se X, € recorrente positiva e irredutivel entdo o
processo admite ume tnica medida tnvariante ©. Alem disso, para
qualguer estado x inicial vale que

Jim p(,y) = m(y).
Prova. omitida. O

Relagao entre a medida invariante do processo e seu es-
queleto. Assuma que o processo X; e o esqueleto discreto ¥, = X,
sdo irredutiveis e recorrentes positivos. Vimos no capitulo 4 que uma
medida invariante para o esqueleto discreto Y, deve satisfazer o sis-
tema de equacdes

Y m(e)p(e,y) = m(y)
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Por outro lado, a medida invariante = para o processo X; deve sa-

tisfazer
> m(2)g(e,y) = m(y)uy)

z

Isto implica que m € a medida invariante para Y, se e somente se 7
definids por

(6.39) w(z) = m(c)/u(e)

é invariante para X;. Intuitivamente, os tempos de espera diferentes
para distintos estados no processo continuo requerem uma corre¢io
na medida invariante do processo discreto que leve em conta essas
diferéncas.

Como coroldrio temos que se os tempos de espera nos diferentes
pontos nfio dependem do ponto, entdio uma medida € invariante para
0 processo se e somente se for invariante para o esqueleto. Isto €, se
u(z) = p(y) para todo par z,y, entio n(x) = m(z) para todo .

Processo de nascimento e morte.

O processo de nascimento e morte representa o crescimento (e de-
crescimento) de uma populagio. O valor X, representa o niimero de
individuos vivos no instante . As taxas de crescimento e decresci-
mento dependen apenas do nfimero de individuos vivos. Assim

(6.40) glz,z +1) =X e glz,x —1) = g,

onde A, p. sdo familias de parimetros ndo negativos. Vamos usar
as equag ies de balanco (6.34) para ver sob quais condi¢des o processo
admite uma medida invariante. Estamos procurando um vetor 7 que
satisfaza as equagdes de balanco

7(0)g(0,1) = =(1)¢(1,0)
(6.41) w(z}q(z,z — 1)+ g(z,z +1))
=m(z — )g(z — 1,z) + 7(z + 1)g(z + 1,x),

para z > 1.
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Dai néo € dificil concluir gue para todo = > 0,

(6.42) m(z + 1) pg41 — 7(z)As =0,
donde \
m(z +1) = ——n(z), = >0.
Hz+1

Portanio, para todo z > 1

Ao Azt
(6.43) n(z) = #1—;;—71"(0)

E claro que w(z) assim construido satisfaz (6.34). Agora devemos
fixar 7(0) de tal forma que (6.32) seja satisfeita com = (0) > 0 pois
com 7(0) = 0 (6.32) n&o pode ser satisfeita. Para isso precisamos

Ao Az
6.44 — < oo.

Se (6.44) é satisfeita, podemos definir

e w(x) como em (6.43).

Exercicios.

6.45. Seja X, um processo a tempo continuo no espago de estados
{0,1} e com taxas ¢(0,1) = 1, ¢(1,0) = 2. Calcule as equacdes de
Kolmogorov e ache a probabilidade p4(1,0).

6.46. Demonstre que a varidvel 7o, definida no Exemplo 6.5 é finita
com probabilidade 1. Sugestio: observe que, pela desigualdade de
Markov E

Too

K-

P(ree > K) <
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Em seguida use o fato que

lim P(r, > K) = P(ro0 > K).
n

6.47. Prove que o processo de nascimento puro construido em (6.9)
satisfaz as condigdes (6.7) e (6.8).

6.48. Acoplamento de processos de nascimento puro. Prove que é
possivel acoplar dois processos de nascimento puro (X}) e (X?) com
taxas g > pg, respectivamente, de tal maneira que se X} > X2,
entdo X; > XZ.

6.49. Prove a identidade (6.19).

6.50. Prove gue o processo apresentado no Exemplo 6.29 é recorrente
positivo e seu esqueleto é recorrente nulo.

6.51. Prove que as marginais do processo conjunto definido em
(6.37) tem a distribui¢io do processo. Ista é, prove que

[P(XH_h =Yy lXt = -T) = Q(m';y)h' + O(h)
P(Yern =yl Ye =z) = g(z,y)h + o(h).

6.52. Seja X, o processo em E = {1,2,3} com matriz Q de taxas
de transicio

-4 1 3
Q= 2 -3 1
1 1 -2

(A diagonal é apenas a soma das taxas de saida do estado correspon-
dente trocada de sinal.) Construa o acoplamento (X;,Y;) dado por
(6.37). Quanto vale v?

6.53. Para o processo do Exercicio 6.52 calcule as probabilidades de
transi¢do do esqueleto, a medida invariante para o processo continuo
e para o esqueleto e verifique (6.39).
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6.54. Considere uma fila onde os clientes chegam em grupos de 2 a
taxa A. O servigo é feito de a um por vez a taxa yp. Suponha que o
sistema tem uma capacidade maxima de 4 clientes. Ou seja que se
em algum momento tiver 3 clientes e chegar um grupo de 2, apenas
um deles fica no sistema e o outro vai embora.

(a) Estabele¢a as equacdes de balanco e ache a medida invariante.

(b) Qual a probabilidade de um grupo chegar no sistema e nenhum
dos dois conseguir ficar nele?

{c) Qual é o mimero medio de clientes no sistema?

(d) Qual o tempo medio que um cliente fica no sistema?

6.55. Considere uma fila M /M /oo, isto €, as chegadas acontecem de
acordo a uma taxa A e os servigos de acordo a uma taxa g mas agora,
o sistema tem infinitos servidores. Resolva os itens do exercicio 6.54
nesse caso.

6.56. Considere uma populacdo de m individuos que no instante
zero tem % individuos “infectados” e m — k sadios. Um individuo
infectado fica sadio apés um tempo exponencial de pardmetro u. Se
tiver k individuos infectados, a taxa de cada um dos m — % individuos
sadios restantes ficar infectado é A(k + 1).

(a) Estabeleca as equacdes de balanco.
(b) Param =5, A =1 e s = 2 calcule a medida invariante.
(c) Qual o nimero médio de individuos infectados?

(d) Qual a probabilidade que em um instante dado todo mundo esteja
infectado? .

Comentarios e referéncias. Neste capitulo susamos a construcio
do processo de Markov continuo usando um processo de Poisson bidi-
mensional homogéneo. Se trata de uma extensao natural do método
da proje¢ao introduzido no capitulo anterior. O acoplamento usando
esse método ¢ andlogo ao acoplamento usado nas cadeias discretas.
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7. REVERSIBILIDADE E O TEOREMA DE BURKE
Processos de Markov reversiveis.

Conceitos fundamentais em processos estocdsticos sic o de re-
versibilidade e o de reversibilidade dinimica.

Lembremos de notagio introduzida no capitulo anterior. X, re-
presenta um processo de Markov a tempo continuo com taxas dadas
por

PX(t+h)=y|X:=2)
=li .
g(z,y) = lim 5
Lembremos da convencio

(=) = q(=,y).

y#E

Usamos tambem & notacio
pi(z,y) = P(X, =y | Xo = z).

Definigdo 7.1. Diremos que uma fun¢do = : E — [0,1] é uma
medida de probabilidade reversivel para o processo X; se para todo
T,y € E:

(7.2) m(@)g(z,y) = 7(y)a(y,z) e

(7.3) Z’ﬂ'(:ﬂ) =1

xr

Em palavras, se o processo X; tem como distribuicio inicial uma
medida = reversivel, entdo a probabilidade de observar um salto na
dire¢cio * — y em um intervalo pequenho de temnpo é a mesma que
a de observar o salto y — z. As equagdes (7.2) sdo chamadas de
equagdes de balanco detalhado.

Proposigao 7.4. Sew € reversivel para X, entdo 7 é invariante para
X

Prova. Basta somar sobre z em (7.2) para obter

> m(@ale,y) =) aly, »),

T z
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que é a condi¢do para uma medida ser invariante.[]

Ou seja que medidas reversiveis sio invariantes.

Exemplo 7.5. O caso mais simples de processo reversivel é obtido
com espaco de estados com apenas dois elementos: qualquer pro-
cesso em um espaco com dois estados € reversivel. Se os estados sdo
chamados 0 e 1, a medida reversivel é dada por

_ 41,0 r(1) = — 201
¢(1,0) + ¢(0,1)’ q(1,0) + q(0,1)"

7(0)
Se ¢(0,1) = ¢(1,0} = 0, entdo qualquer medida de probabilidade em

{0,1} é reversivel.

Exemplo 7.6. Um processo em um espaco de estados finito que
sempre aceita medidas reversiveis é aquele que tem taxas simétricas:

(7.7) 9(z,y) = ¢ly, z),

ou seja, aquele em que a taxa de passar de um estado para outro € a
mesma que a de fazer o salto no outro sentido. A medida reversivel
esta dada por :

) = Zy:y;&x Q(xay) _ ,U(SL‘)
(78) ()= Y D 2(my) 1, m(y)

Um processo reversivel tem a mesma distribui¢io que o processo
guando olhado para trds no tempo. Este é o conteudo do nosso
proximo resultado.

Proposigao 7.9. Um processo de Markov (X;) aceite ™ como me-
dide reversivel se e somente se m é uma probabilidade e para todo
t>0

(7.10) w(z)pe(x,y) = n(y)pe(y, 2)-

Prova. E ficil ver que, caleulando a derivada de (7.10) obtemos
(7.2). Para provar a outra implicacio, vamos assunir que as taxas
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q(x,y) sio uniformemente limitadas por cima: existe um niimero real
(positivo) « tal que
sup p(z) <y < oo,
z
Nesse caso podemos escrever
oz, y) = vP(z,y),

onde P ¢ uma matriz de transi¢io de probabilidade para uma cadeia
~ de Markov dada por

Com esta representagio podemos realizar o processo da seguinte ma-
neira: Em instantes de tempo indicados por um processo de Poisson
de parametro -, o processo salta do estado z ao estado y, de acordo
com a matriz de transicio . Mais formalmente

Xe =YNnw,

onde Y, é uma cadeia de Markov a tempo discreto com matriz de
transicdo P e N(t) é um processo de Poisson de pardmetro v. Alem
disso Y, e N(t) sdo independentes. Os tempos de espera entre saltos
de X; dependem do valor de X;. Em contraste, para Y, os tempos
de espera entre saltos sdo identicamente iguais a 1. Para compensar
essa diferenca, Y, realiza saltos nulos, o que se reflete no fato de
P(z,z) ndo ser necessariamente igual a zero.

Seja
m(e) = w(z)p(z).

E ficil ver que 7 € reversivel para X; se e somente se w € reversivel
para Y,. Isto é, para z # y, as seguintes identidades sdo equivalentes

m(z)g(z,y) = 7(y)e(y, z)
m(z)P(z,y) = n(y)P(y, z).
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Por outro lado € imediato que para qualquer sequencia finita de es-
tados @1,..., 2.

m(z)P(x,21)... P(zn,y) = m(y) Py, z0) ... Pz, 2).
Somando sobre todos os possiveis valores de zy,...,2,, cbtemos

m(z)P"(z,y) = m(y)P"(y, z).

E como
(7.11) =3 P(N(t) = n)P"(z,y),
n>0
segue que
m(z)pe(,y) = Z PN yw(2)P™ (z,y)
n>0
= Y P(N(t) = n)x(y)P"(y,7) = n(y)pe(y, ),
n>0

o que termina a demonstragio. O

Uma trajetéria da cadeia X, é caracterizada por dois processos
independentes: os instantes de salto T;, que sido os instantes de
ocorréncia do processo de Poisson N(t), e os saltos propriamente
ditos, que estdo caracterizados por Y,. Sob uma medida reversivel,
uma, trajetéria tem a mesma lei que a trajetéria vista de trds para
frente. Uma maneira de formalizar esse resultado é o seguinte:

Proposigdo 7.12. Sejam0=1¢; <-- - <t, <tezx,...,z, estados
possiveis da cadeia. Seja s; =t — ty..;.

Pr(Xe, = 21,..., X, = @n) = Pl X, = 20,..., Xs, = 21),

onde P, representa a distribui¢o do processo sob amedida esta-
cionaria.

Prova. Pelo lema anterior, para uma cadeia reversivel vale

m(x)pe(z,y) = 7(y)ps(y, z).
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Por outro lado, pela propriedade markoviana:
[P,T(th ESR U P ,th = Ct:n)
= 3 7(2) Y P (2,21) - Pla—tuy (Tn1,%)Prmta (T, Y)
z ¥

= Z Z Psg—s,_1 (a:l ) ’t:) <+ Ps -3 (Ina ﬂ"?'l“-l)psa (yu mﬂ)ﬂ'(y)
z oy

=Pr(Xs, = 2n,y...,Xs, =21). O

Exemplo 7.13. O exemplo mais simples de processo nio reversivel
é um processo em um circulo que se movimenta somente na diregio
hordria. Invertendo o tempo veremos que 0 processo se movimenta,
na direcio anti-hordria. Vejamos um exemplo com 3 estados. Seja
¢(0,1) = ¢(1,2) = ¢(2,0) = 1. H4 uma tinica medida invariante
porque o sistema ¢ irredutivel e ergédico em um espago de estados
finito. Portanto, da Proposicdo 7.4 segue que a inica candidata a
medida reversivel é a medida invariante. A medida invariante pode
facilmente ser calculada colocando as equacgses, mas nesse caso dado
a simetria entre os tres valores podemos deduzir que 7(0) = (1) =
7(2) = 1/3 é invariante. A demonstrac¢io desse fato é deixada como
exercicio. Por outro lado, = nfo € reversivel porque —por exemplo—

1/3 = m(0)¢(0,1) # 7(1)q(1,0) = 0.

Em geral, se a transi¢io de um estado x a um estado y tem taxa
positiva mas a transicio de y a z tem taxa nula, entdo o processo
nio pode admitir uma medida reversivel.

Vamos agora construir em forma conjunta o processo X; e 0 pro-
cesso obtido revertendo o tempo. Provaremos que ao fazer isso obte-
mos novamente nm processo de Markov que serd chamado de pro-
cesso reverso X;. Vamos assumir que o processo X, estd definido
para todo t € R e que estd em equilibrio, isto é P(X; = z) = n(z)
para todo t € R e que vem acontecendo desde o tempo —oo. Defini-
mos o processo reverso X; por

(7.14) P=lmX_,.
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O processo X tem saltos nos mesmos instantes que o processo X;.
A definigio usando o limite a esquerda é feita para garantir que as
trajetorias sejam continuas i direita.

Proposicao 7.15. Seja X, um processo que tem w como medida
invarianie. Seja X[ o processo reverso em relagdo e m construrdo
como indicado acima. Entdo,

(1) © é invariante pare X}.

(2) O processo reverso X[ tem o mesma distribuicdo que o processo
Xy em equilibrio se e somente se @ for reversivel para (X;).

Prova. E deixada como exercicio. [
A TFila (M|M|1) e o teorema de Burke.

A fila (M|M]|1) é um processo de Markov (X,;) tendo N como
espago de estados com taxas

A sey=zg+1
gz, y)=q » sex>ley=2-1
0 em caso contririo.

O processo X, indica o nimero de clientes que esperam numa fila
para serem atendidos num-guiché. O atendimento faz-se pela ordem
de chegadas. S6 se atende um tdnico cliente por vez. Sempre que um
cliente ¢ atendido, o préximo cliente, se houver, tem seu atendimento
iniciado imediatamente. As chegadas de clientes ocorrem de acordo a
um processo de Poisson de pardmetro A e o tempo de servigo é expo-
nencial de taxa p. O primeiro M quer dizer chegadas markovianas,
referindo-se ao fato que o processo de Poisson, como os processos de
Markov n#o tem meméria, e o segundo M quer dizer servicos marko-
vianos, que no caso sao representados pela distribui¢io exponencial.
O “1” refere-se ao fato de ser apenas um guiché de atendimento.

A medida invariante para esse processo pode ser facilmente cal-
culada, resolvendo-se as equagdes de balanco. Uma alternativa seria
tentar a sorte e se perguntar se a cadeia aceita uma medida reversivel,
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Nesse caso as equnacdes a resolver sdo mais simples. Procuramos
nimeros m({z) tal que para z > 0

r@A =n(e+1)p, > (@) =1

T

E ficil ver que a solugdo é a distribuicdo geométrica:

~ (7.16) m(2) = (3) (1 - %)

e que a segunda condi¢do (que a soma total das probabilidades seja 1)
é satisfeita se e somente se A < u que serd assumido daqui para
frente. De fato, a fila M|M|1 é um caso particular do processo de
nascimento e morte introduzido em (6.40) com \; = Aep; = p. A
condigdo {6.44) 1é-se aqui como A < p.

Como a medida 7 definida em (7.16) é reversivel, se olharmos a
fila em equilibrio para trds no tempo, vemos de novo uma fila com
chegadas markovianas de pardmetro A e servicos exponenciais de
parimetro p. Vamos assumir que o processo X, estd definido para
todo valor de f e gque estd em equilibrio, isto €, para qualquer ¢

P(X; = z) = w(z).

Vamos agora supor gue nio nos é permitido observar o processo de
Poisson das chegadas, mas apenas os valores X, t € R. Definimos
entdo o processo de chegadas como uma fungdo do processo {X;,t €
R} por

Ar—Ay= Y HXu—X,-=1}= ) (Yo-Y,1)¥,
u€[s,] n: Ty €[s,1]

ou seja, o nimero de vezes que no intervalo [s,t] o processo X,
anmentou de valor. A cadeia Y, é o esqueleto discreto introduzido no
capitulo anterior. Note que a primeira soma, apesar de estar definida
em principio sobre um conjunto nio enumerdvel, é na verdade uma
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soma finita com probabilidade um. Da mesma maneira definimos o
processo de partidas, D; por

Dy—-D, = Z 1{Xu - Xy- = —1} = Z (Yﬂ - Yﬂ—l)_?
nEfs,1 n:Ty €[s,i]

ou seja, o nimero de vezes que no intervalo {s, ] o processo diminuiu
de valor.

Por exemplo, se no intervalo [s,t], X, assumiu sucessivamente os

valores
41 31 27 35 27 33 47 3? 47 5, 6) 5‘.‘ 67 51 45 3)

feremos que
Ay — Ay =6,

porque 6 vezes (23, 23, 34, 34, 56, 56) a sequéncia de niimeros cresceu.

Similarmente,
D, - D, =28,

correspondente aos pares 43, 32, 32, 43, 65, 65, 54, 43.

Teorema de Burke. Se a distribui¢do inicial de X; € a distribuicio
estactonaria dada por (7.16), entdo D; é um processo de Poisson de
parametro A,

Prova. Poderia se fazer uma conta explicita, mas vamos dar uma
prova curta usando o prpeesso reverso X} definido acima. Defina o
processo A7 de chegadas do reverso por

A - Al =Y YXi-Xp =1}
w€[s,1]

Analogamente o processo de partidas D} do reverso por

(7.17) Di-D;= > YXi-X: =-1}L
uE[s,]

Da definicdo do reverso (7.14) e de (7.17) segue que
A —A,=D*,—D*, e D;—D,=A", - A%,
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O teorema fica entdo demonstrado, porque o processo A} é de Pois-
son. [

Observacao 7.18. Note primeiro que o processo de chegadas 4,
€ um processo de Poisson de pardmetro A, porque as chegadas néo
dependem do nimero de clientes na fila e ocorrem com taxa A.

Por outro lado, as saidas acontecem com taxa p, quando tem
alguém na fila, e com taxa zero quando ndo tem ninguém. O Teorema
de Burke diz que se produz uma extraordindria compensacio e que, se
o sistema estiver em equilibrio, e alguém observar apenas as pessoas
que saem do sistema, verd que estas fazem isto de acordo com um
processo de Poisson de taxa A.

Reversibilidade dinadmica.

Vamos supor gue um processo de Markov X, com taxas ¢(z,y) ad-
mita uma medida invariante =. Podemos entdo construir o processo
para todo tempo ¢t € R de maneira tal que

P(X, = z) = =(z).

Definimos o processo reverso como em (7.14). Mesmo se 7 néo for
reversivel, o processo X[ assim definido serd de Markov. Esse é o
resultado do seguinte lema.

Lema 7.19. Assuma que 7 ¢ invariante pare Xy e que X[ € defintdo
por (7.14). Enido X ¢ um processo de Markov com tazas

(7.20) ¢ (z,y) = Q(%ﬁ(ﬁ)‘“(y)_

Mais precisamente, usando a notacio da Proposi¢do 7.12:

]P-,.;(th =:’L‘1,...,.Xt =.‘L‘n) =]P,|-(X:l =$n,...,X:“ =371).

Prova. E similar 4 prova da Proposicio 7.9. Seja

pHz) =D ¢ (z,y).

y#s
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Entdo, o leitor provara nos exercicios que

ulz) = 1 (2).

Defina a matriz de transicdo do esqueleto discreto dos processos di-
reto e reverso da seguinte maneira

Play) = 150
Prien = T

Como

Sz, =Y ¢(=,2),

z

a definicdo (7.20) de ¢* implica que

m(z)P(z,y) = 7(y)P" (y, ).

Portanto,
w(z)P"(z,y) = 7(y)(P*)"(y, ).
O restante da prova segue como no Lema 7.9. O

Um problema tipico é o reciproco do lema acima: suponha que
temos um processo de Markov X, com taxas ¢(z,y) e queremos
achar a medida invariante 7. Classicamente devem ser resolvidas
as equacdes de balanco. Mas isso pode ser dificil. Uma forma alter-
nativa que muitas vezes funciona é adivinhar qual vai ser o processo
reverso ¢*{z,y) e a partir dai pracurar a solugio = das equagdes

(7.21) m(z)q(z,y) = 7(y)q" (v, z).
O lema que segue diz que isso funcionard somente se para todo =z,
(7.22) pz) = i (2),

ou seja, se a taxa de saida do estado z para o processo direto é igual
4 taxa de saida de z para o processo reverso.
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Lema 7.23. Seja Xy um processo de Markov com tazas g(z,y). As-
sutne gue ezistern tazas ¢*(z,y) e umea medida de probabilidade m tal
que (7.21) e (7.22) sdo setisfeitas. Prove que w é invariante pare X,
e gque o processo com tazas ¢*(x,y) € o reverso de X, com relagdo
a m.

Prova. E deixada como exercicio. O

Exemplo 7.24. Continuagio do Exemplo 7.13 para um processo
em um circulo com trés estados. Como o processo para frente con-
© siste em um individuo que depois de um tempo exponencial salta
uma unidade no sentido hordrio, ndo € absurdo imaginar que o pro-
cesso reverso no tempo seja um individuo que salta uma unidade em
sentido antihordrio. Assim definimos

g*(1,0) = ¢(2,1) = ¢{0,2) = 1; ¢(z,y) =0 em caso contririo.

J4 conhecemos a medida invariante 7 porque resolvemos as equacoes
de balan¢e em um exercicio. Mas vamos fazer de conta que néo a
conhecemos e que procuramos solugdes = das equacdes

m(x)q(z,y) = =(y)d" (y, z),
que no exemplo ficam:
7(0)g(0,1) = =(1)¢"(1,0), etc.

mas como ¢(0,1) = ¢*(1,0) = 1 vemos que a solugdo deve satisfazer
7{(0) = w(1). Analogamente obtemos n(2) = =(1). Isso nos dd
como solucdo a medida uniforme em {0,1,2}. Para provar que a
medida é invariante e o processo assim definido é o processo reverso, é
necessario verificar que para cada estado, a taxa de saida do processo
reverso é a mesma que a do processo direto. Isto é, devemos provar

que
Y ety =) gla,y).
¥y ¥

Isso é imediato porque cada um dos lados dessa identidade € igual a
1 para cada um dos z € {0,1,2}.
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Filas em série.

Vamos definir um sigstema de duas filas em série. Com taxa X os
clientes chegam 4 fila 1, onde séo atendidos com taxa u. Cada cliente
que termina um servico na fila 1, vai para a fila 2, onde de novo é
atendido com taxa p. O espacgo de estados é {(z,y) : z,y € N}, onde
z € o nimero de clientes na primeira fila ¢ y 0 niimero de clientes na
segunda fila. As taxas séo

sez=zs+lew=y
sex>l,z2=z—~lew=y+1

7.25 W b El =
( ) al(z,y): (z,w)) sez=z, y>2lew=y-—1

=~ ~

em caso contrario.

Esse processo ndo pode ser reversivel. Intuitivamente porque os
clientes vdo da fila 1 para a fila 2. Portanto, revertendo o tempo,
os clientes irdo da fila 2 para a fila 1. Formalmente porque —por
exemplo—

7((2,3),(1,4)) =p e q{((1,4),(2,3)) = 0.

Portanto nio existe uma medida (ndo trivial) tal que

m(2,3)¢((2,3),(1,4)) = =(1,4)q((1,4),(2,3)).

Para achar a medida invariante = vamos tentar adivinhar qual é o
processo reverso X7, O mais & mio € o processo que tem as seguintes
propriedades:

(i) chegadas de Poisson com taxa A na fila 2;
(i) na fila 2 os clientes sdio atendidos a taxa y;

(iii) os clientes atendidos na fila 2 viio para a fila 1, onde sio atendidos
com taxa y apos o qual saem do sistema.

As taxas para esse sistema de duas filas sio
ssw=y+lez=2

seyzl, w=y—-lez=a2+1
sew=y,zx>lez=zx-1

== S

em caso contrario.
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Nao é diffcil ver que para esse sistema

(7.27) plz,y) = p*(z,y),

para todo estado (z,y). Portanto esse é um candidato possivel para
S€r O Processo reverso.

Estamos procurando uma medida de probabilidade #(z,y), satis-
fazendo as equagdes (7.21), que no nosso contexto se escrevem como:

w2, y)A =m(z + Ly
(7.28) mz +Ly)p=r(@,y+1)p
m(@,y + p = =(z,y)A

para todo z,y > 0. N&o é dificil verificar que

(7.29) W@gy)=(7(£)x+y

é solucio do sistema (7.28), onde a constante de normalizagio C ¢é

dada por
2
C=O_5).
I

Assim provamos que a medida invariante para o sistema com duas
filas é o produto de duas geométricas de pardmetro A/p e que o
processo é dinamicamente reversivel. O processo reverso é também
nm sistema de filas, mas os clientes vao na dire¢io oposta aos do
sistema direto. Sob a medida invariante m, o ndmero de clientes
na fila 1 é independente do nimero de clientes na fila 2. Isso ji é
bastante surprendente. Agora vamos usar a reversibilidade dindmica
para provar o teorema de Burke para filas em série.

Teorema de Burke 2. Em um sistema de filas em série com taxas
de transicio (7.25) e comegando com a medida invariante (7.28), o
processo Dy de saidas da fila 2 é um processo de Poisson de parametro

A

Prova. A ideia é a mesma que a da prova do teorema de Burke para
uma fila. A dnica diferenca é que no caso de uma fila o processo
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reverso tinha a mesma ditribuicdo que o processo direto. Aqui o
processo reverso ¢ diferente, mas a demonstracio funciona da mesma
maneira.

Seja A, — A, o ndmero de clientes que entram na fila 1 no processo
direto no intervalo [s,t]. Seja D, — D, o nimero de clientes que saem
da fila 2 no mesmo intervalo. Seja A} — A7 o nimero de clientes que
entram na fila 2 no processo reverso e Df — D¥ o nitmero de clientes
que saem da fila 1 no mesmo intervalo de tempo.

Entdo A4, e A} sdo processos de Poisson por definicio dos processos
e como
D, —D,=Ar, — Ar,,

o teorema fica provado. O

Exercicios,

7.30. Prove que a medida dada por (7.29) é solucio do sistema de
equagcdes (7.28).

7.31. Prove que a medida uniforme em {1, 2,3} é invariante para o
processo no circulo do exemplo 7.13.

7.32. Prove que se X; é mmn processo em um espaco de estados uni-
dimensional com saltos aos vizinhos mais préximos ento as medidas
invariantes para X; sio medidas reversiveis. Mais precisamente, Seja
X €{0,1,2,...,N} e g(2,y) = 0 se |z — y| # 1. Prove que se 7 é
invariante para X, entio 7 é reversivel.

7.33. Prove que a medida 7 definida na equacéo (7.8) é invariante
para o processo com taxas simétricas do exemplo 7.6.

7.34. Prove a identidade (7.11).

7.35. Assuma que a medida = é reversivel para o processo X,.

(a) Prove que X} tem a mesma distribuicio que o processo X; em
equilibrio. Isto é, prove que

Pu(X7, = 21,0, X} = 03) = Pl Xy, = 21,..., Xy, = 24).
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(b) Prove que a probabilidade de o processo X; assumir uma certa
sequéncia de valores {aj,as,...,a,} no intervalo [s,] é a mesma
que a do processo X} assumir os valores {ap,...,a1} no intervalo
[—t,—s].

7.36. Prove que um processo € reversivel se a probabilidade de
percorrer um ciclo em um sentido é a mesma que a de percorre-lo no
outro. Isto é, prove que (7.2) e (7.3) sdo satisfeitas se e somente se
para sequéncia de pontos e tempos definidos como no enunciado da
Proposicdo 7.12 tais que 1 = x5,

P(X:, = 21,..., X, =25) = P(X,, = 20p,..., X, = 21).

7.37. Para o processo reverso definido em (7.20) vale a igualdade
ulz) = u*(2),

para todo estado z.

7.38. Prove 0 Lema 7.23.

7.39. Prove que se P* é a matriz de transicdo do processo reverso
de P em relagio a =, entdo para todo n vale que

7(z)P"(z,y) = n{y)(P*)"(y, z).

7.40. Seja X; um processo que tem 7 como medida invariante. Seja
X} o processo reverso em relacdo a =. Prove que

(1) 7 é invariante para X;.

{2) O processo reverso X tem a mesma distribui¢cdo que o processo
X em equilibrio se e somente se 7 for reversivel para {X,) Isto é,
prove que

PW(X:; =$1,...,Xt*n =£L‘n) EP,;(Xgl - IB1,...,X;“ =:L‘n).

(3) Prove que a probabilidade de o processo X; assumir uma certa
sequéncia de valores {ai,az,...,an} Do intervalo [s,t] é a mesma
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que a do processo X} assumir os valores {a,,...,a;} no intervalo
(¢, —s).

7.41. Prove que para o sistema definido em (7.26) vale a igualdade
pzy) = p*(e.y),

para todo estado (z,y).

Comentarios e referéncias. As idéias deste capitulo estdo essen-
cialmente contidas em Kelly (1979) e suas referéncias.
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8. SISTEMAS DE PARTICULAS

Nessa sessdo apresentamos trés exemplos de sistemas de particu-
las em tempo discreto para os quais provaremos alguns resultados
elementares. Esses processos sio o modelo do votante, o processo
de exclusio simples simétrico e o processo do contacto ou percolagio
orientada.

Sistemas markovianos de particulas com intera¢io sio cadeias de
Markov tendo como espago de estados {0, I}Zd. Nessa sessdo consi-
deraremos apenas d = 1. Informalmente esses sistemas descrevem a
evolucdo de particulas em Z com diversos tipos de interacoes locais.
O objetivo geral da teoria é derivar o comportamento global desses
sistemas.

MODELO DO VOTANTE

Vamos considerar um processo X, € {0,1}% que informalmente
descreve a evolucdo da opinido de uma comunidade de individuos
representados pelos pontos de Z. Cada individuo pode ter uma de
duas opinides, representadas por 0 e 1; X,(i) € {0,1} representa
a opinido do individuo ¢ no instante n. Ao longo do tempo cada
individuo atualiza sua opinifio levando em considerac¢io a opinido de
seus vizinhos mais préximos.

O processo pode ser construido utilizando a construciio grifica
de Harris. O tempo ¢é discreto. Os votantes localizados nos pontos
pares de Z atualizario suas opinifes nos instantes pares e os votantes
localizados nos pontos impares o farfio nos instantes impares. Para
construir o processo utilizaremos uma sequéncia de varidveis inde-
pendentes {Ux(),i € Z,n € N} uniformes em [0, 1].

Dada uma configuragio inicial X4(z) = 2, onde z; é uma sequén-
cia duplamente infinita de zeros e uns, construimos o processo de
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acordo & seguinte regra:

Xo—1(¢ = L){Un(i) > p} + Xn-1(i + 1)H{Un(i) < p},
Xa(?) = se ¢ + n par
Xa(?), sez4nimpar.

Ou seja, em cada sitio de Z hd um votante que em um de cada dois
instantes muda de opinifo escolhendo a0 acaso a opinido de um dos
dois vizinhos mais préximos. Se p = 1/2 terd a mesma chance de
escolher qualquer um dos dois vizinhos. Se p > 1/2 entdo haverd
uma tendéncia a escolher o vizinho da direita.

O primeiro resultado diz que o modelo do votante mantém fixa
a proporgio de votantes com opinido 1 ao mesmo tempo que obriga
4 comunidade a chegar a uma posi¢io uninime, Mais formalmente,
vamos provar 0 seguinte teorema.

Teorema 8.1. Assuma que P(Xo{i) = 1) = p € [0,1] para tode
it € Z. Entdo:

(i) P{X,(i) = 1) = p pare todo n e 1.
(it) Pare quaisquer valores i, 7,

lim P(X,(i) = Xa(j)) = 1.

n—od

Antes de demonstrar o teorema vamos introduzir a nogao de dua-
lidade que é a ferramenta principal da prova.

Vamos fixar um tempo inteiro n > 0. Vamos definir uma familia
de processos estocdsticos Y,'" com espago de estados em Z indo para
tras no tempo da seguinte maneira:

(8.2)

" =i,
Y™ =1, se i +n é impar, ,
Vi = (V" = )Y Unk-1 > p} + (V™ + 1) YUn—k—1 < p}

para 2 < k < n. Usaremos a notagiio Y," para indicar o processo
Y, com ponto inicial i. Essa familia de processos serd chamada
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de processo dual. Note que a distribui¢io marginal de Y»* para

k=1,...,néa de um passeio aleatério com matriz de transicio
P sey=a+1
play)=¢ 1~p sey=a—1
] em caso contrario,

A préxima proposigdo mostra a relacio entre 0 modelo do votante
e 0 processo dual.

Proposigao 8.3. Para toda realizagio das varidveis U,(i), a se-
guinte formule da dualidade € verdadeira:

Xo(i) = Xo(¥5m).

Prova. Imediata. O

A Proposicio diz que o votante no ponto ¢ no instante n tem a
mesma opiniio que o votante no ponto aleatério Y™ no instante
zero. Sublinhamos o fato que esta propriedade é verdadeira para
cada realizacio das varidveis uniformes.

Prova do Teorema. Da férmula da dualidade podemos concluir
que:
P(Xn(d) = 1) = P(Xo(¥Y,") = 1)
= Y P(Xo(j) = 1Y = §)P(Ya = ).
J

Como X, e Y™ sio independentes (¥;" dependem apenas das varis-
veis aleatdrias Uy, (¢) que independem de tudo), temos que a expressio
acima € igual a
=Y 0P =)= p
i

Isto prova o ponto (i).
Para provar o ponto (ii) note que, se para algum k,

(8.4) I 2
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entdo para todo n > k,

(8.5) Yir =vh"

Ou seja, podemos pensar que os Y,*" sdo passeios aleatérios que

evoluem independentemente até se encontrarem pela primeira vez.

A partir do instante do encontro os passeios continuam juntos para

sempre. Assim,

(8.6)

P(Xn(z) # Xn(1))
P(Xo(Y") # Xo(V™))
P(Xo(Y™) # Xo(YM)[¥)" = Yim)P(YI" = Y7)
FB(X(Y) # Xo(VEIY™ # YIMP(YI" £ Vi)

= P(Xo(Yy™) # Xo(YIMY" # Yo" )P £ Y,")
< P(YI™ £ YD),

Chamando Z§ = (Y™ - Y,»") para £ = j — i, temos

(8.7) P(Yi™ 4 Yy") = P(Z; #0),

onde Z,, € um passeio aleatério em Z com as seguintes probabilidades
de transi¢do: para z # 0

P(Znp41=2+1{Z, = 2z) =p(l — p)
P(Zuy1 =2z —1|Zn = 2) = p(1 - p)
P(Znt1=2|Zn = z) = p* + (1 - p)*.
Com efeito,
P(Zn41 = z+ 1|2, = z)
- P(Zos1=24+1]Z, =z)

P(Z, = z)
— Z P(Yﬁ]fl =T - layrf:;—ll =T+ z+ ]_,ervﬂ = :E,Y?:"" =+ z)
B P(Z, = z)
P(Y)™ =2,V =a +2)
— IPJ < i3
Z w(2) > P)P(Va( +2) < p) Pz

= p(l - p)7



8. SISTEMAS DE PARTICULAS 133

onde V,(z) é uma familia de varidveis independentes uniformes em
[0,1].

A demonstragio € andloga para z — 1; para z segue por ser esse
o coniplementar dos outros dois casos. Observe-se que 0 é um ponto
absorvente para esse passeio:

P(Znt1 = 0|2, =0) =1.

Isso segue de (8.4) e (8.5), ja que o passeio Z, d4 a distancia entre 0s
dois passeios duais e quando esses se encontram, continuam juntos
para sempre.

Assimi, concluimos que o passeio aleatorio Z, é simétrico e ab-
sorvente na origem.

A probabilidade de um passeio aleatério simétrico absorvente na
origem ser igual a zero no instante ¢ comegando no ponto £ é

(8.8) P(ZE=0)~2 (1 - @ (%)) ,

onde ® é a distribni¢io acumulada da normal padréo:

B(r) = #/ e 12 dy,

(Veja sessdo de primeiras passagens do passeio aleatério no volume
I do Feller (1968)). O lado direito de (8.8) converge a 1 quando
n — oo. Portanto (8.7) converge a 0, o que implica que o lado
esquerdo de (8.6) converge a 0. Isso conclui a demostragio de (ii).
O

Vamos usar essa mesma técnica para calcular as correlagdes assin-
toticas, quando {Xo(7)}; é uma sequéncia de varidveis aleatérias in-
dependentes identicamente distribuidas de Bernoulli con parametro
p, isto é, para qualquer conjunto finito A C Z,

(8.9) P(Xo(i) = 1,i € A) = pll.
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Proposigao 8.10. Nas condi¢des acima vale a sequinite identidade

(8.11) cov(Xa(8)Xn(j)) = p(1 - p)P(Z;7 = 0),

Prova. Para calcular a covariancia entre X,(2) e X, (j) calculamos
primeiro

E(X, (i) Xn(j)) = p*P(Zn  0) + pP(Z = 0)
= p* + p(1 — p)P(Z, = 0).

Portanto a covariancia entre X,(i) e X,(7) é dada por

CoV(Xn()Xn(5)) = B(Xw () Xali)) — p* = p(1 — p)B(Zi7 = 0). O

Observagao 8.12. Como ¢ desvio padrdo de Xn(¢) € v/p(1 —p), 0
coeficiente de correlagio é exatamente P(Z%~7 = 0), que é da ordem
de1-(1/\/n) para : — j fixo.

PROCESSO DE EXCLUSAO SIMPLES SIMETRICO.

O processo de exclusio simples descreve a evolucdo de um sistema
de particulas que realizam passeios aleatérios independentes exceto
pelo fato que as particulas sido proibidas de pular sobre lugares ja
ocupados por outras particulas.

Vamos considerar apenas o caso unidimensional com saltos per-
mitidos apenas para vizinhos mais préximes. A construcdo pelo
método grifico de Harris é feita da seguinte maneira. A varidvel
Xn(¢) € {0,1} paran € Z e i € Z indica a ocupagio ou nio do ponto
¢ no instante n. A cada instante n associamos uma varidvel aleatéria
Vr com distribuicdo de Bernoulli de pardmetro 1/2. Para cada ponto
t € Z en > 0 consideramos as varidveis aleatérias uniformes U, (i)
independentes das V, e de tudo mais.

Sejam

. 1, seie V, tem a mesma paridade e U,(7) < p;
Wa(z) =

0, em caso contririo.
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Fixada uma configuracéo inicial Xo(z), definimos

Xali) = X (i + V)Wald) + Xno1 (i — )Wali — 1)
b X1 (D)1 — Wa(5) — Wa(i — 1)).

Ou seja, quando V,, = 0 com probabilidade p, os contendos dos sitios
pares e dos impares sucessivos sdo trocados independentemente para
cada par com probabilidade p. Se V,, = 1, os conteidos dos sitios
impares e dos pares sucessivos sdo trocados independentemente com
. probabilidade p.

Esse processo pode ser chamado também de processo de mistura
porque simplesmente a cada instante os conteridos de sitios vizinhos
sdo trocados. Note que o processo € conservativo: ndo hé criacio
nem destruigdo de particulas ao longo da evolugio. Se o processo for
construido em uma, caixa finita contida em Z, o nimero total de sitios
ocupados ndo muda com o tempo. Portanto é razodvel pensar que
se conlecarmos o processo com uma densidade p de sitios ocupados,
a longo alcance também teremos densidade p.

Para provar esse e outros resultados referentes a esse processo
vamos de novo utilizar a técnica da dualidade.

O processo dual € definido da seguinte maneira. Para cada : € Z,
seja Y™ um processo que corre para trds no tempo, construido
usando as mesmas varidveis aleatérias W, (z) que usamos para cons-
truir o processo de exclusdo simples. Para k € {0,...,n} definimos

Yl = Y™ Wak(Y™) = Wask(Ye™ — 1),
Ou seja, dependendo de W, (y) e Wa(y — 1), o processo Y} pode dar
um passo & direita, um passo para a esquerda ou ficar no mesmo
lugar. Realiza um passo de comprimento 1 com probabilidade p ou
fica no lugar com probabilidade 1 — p:

in i, 1
PV, =y +1IY" = y) = B(Wak(y) = 1) = 57

in i 1
P(Yy =y — 1Y " =y) =P(Wri(y—1)=1) = 2P
P(Yir, = yl¥i"™ = y) = B((Wai(y) =0, Wop-k(y —1) = 0) =1 —p.
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Note que se em algum momento dois passeios sdo vizinhos e um
deles faz um passo na dire¢do do outro, entéo o outro também simul-
taneamente faz um passo na diregio do primeiro. Isto é, se Y =y,
Y/"=y+1eWu_i(y) =1, entdo

Y:_’:l =y+leY) =y
A continuagio estabelecemos a relagio entre Y, e Xp(-).

Lema 8.13. Foérmula da Dualidade. A seguinte férmule vale para
todo 1 ¢ para todo n:

Xuli) = Xo(¥).
Prova. A prova é imediata e pode ser feita indu¢do. O

Uma consequéncia da férmula da dualidade é que se comecarmos
com uma densidade p de lugares ocupados, entdo teremos a mesma
densidade para todos os tempos sucessivos. Por outro lado, se a
distribuicdo inicial de lugares ocupados obedece & chamada medida
produto {quando se trata de varidveis independentes identicamente
distribuidas), entdo em instantes sucessivos teremos a mesma dis-
tribuicio.

Vamos definir uma distribui¢do sobre o conjunto de sequéncias de
zeros e uns. Diremos que X € {0, 1}% tem distribuic¢io produto com
densidade p se para todo conjunto finito A de niimeros inteiros vale
que

P(X(i) = 1,7 € 4) = pMl.

Teorema 8.14. (i) Se P(Xo{t) = 1) = p para todo i, entio pare
todo i e para tode n vale que P(X, (1) = 1) = p.

(#) A medida produto € invariante pare o processo de exclusio sim-
ples.
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Prova. O ponto (i) segue diretamente por dualidade. Com efeito
P(Xa(5) = 1) = P(Xo(¥;™) = 1)
= > P(Xo(y) =11 " = y)B(¥i" = )
y

= P(Xo(y) = HP(YI" =)
¥
=p) PVR" =y)=p.

Demonstrar (ii) significa provar que se P(Xo(s) = 1,7 € 4) = pl4|,
para todo A finito entdo P(X,(:) = 1,7 € J) = p'“’l para todo J
finito, para todo n. Usando novamente dualxdade

P(X.(i)=1,i € J)
=P(Xo(Yi™) =1,i € J)
_ZZIP’(XO y)=1,i € J| Y™ =y;,i € HP(YI" =yi,i € J)

ieJ yi€Z
—ZZEPXUJ.)—IzEJ)( P =yt € J)
icJ y, €2
NS Y B gt e )= 0
ieJ y: €2

Limite hidrodinamico.

Agora vamos considerar o que é chamado de limite hidrodin&mico.
A motivacio bésica é derivar a equacio do calor a partir do estudo
do sistema microscépico de particulas modelado pelo processo de
exclusdo simples simétrico.

Comecaremos com a seguinte proposicido que descreve o compor-
tamento assintdtico de ¥,i'", isto €, de um passeio aleatério. Trata-se
de um teorema limite central.

Lema 8.15. Valem os limites seguintes:

lim P(Y, r‘/ﬁ<a,/pn) Py(a—r),

nt—00
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onde @, € a fun¢do acumulada da normal centrada com variancia pt:

2
et 12t gy,

(Pt(?") =

i
V2Tip

Prova. A prova para r = 0 segue do fato que Z} =Y ; — ¥} sdo
varidveis aleatérias independentes com a mesma distribuiciio de vP:

P(Y?=1) =P = -1) = 12—’ e PY?=0)=1-p.

Ou seja, sdo varidveis aleatdrias independentes e centradas com va-
ridncia Var ¥ = p. Portanto

0 < ay/pn) =

Agora note que a distribuigio de Y;»™ ¢ a mesma que a de ¥;?_,.
Dai sai o restante do lema. [

Vamos introduzir o limite hidrodindmico. Vamos supor que a
configuragdo inicial é

Xo(d) = 1{i > 0}

Isto ¢, ndo h4 particulas & esquerda da origem e todos os sitios estio
ocupados & direita (incluindo a origem). Queremos ver como evolui
esse processo. Para isso usamos novamente a férmula da dualidade.
Na origem, teremos

P(X,(0) = 1) = P(Xy( Y"-“j =1)
“Z“” y) = 1Y = y)P(Y " =)

—ZIP’(X DPY" = y)

—ZIP’(Y"“: =P(Y?" > 0),

y>0
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porque Xo(y) = 1 se e somente se y > 0. Mas o limite dessa dltima
expressio é

lim P(Y2" >0) =1 - ®,(0) = 1/2,

n—0o0

pelo Lema 8.15.

Em geral teremos

nt T\/— = 1 XO(YT\/_) - 1)

nt

—ZP(X (v) =11 Y = )BT =)
= Z]P’(Xn(y) = JPI" =)

= Z]P(Y’"‘/“

y>0

=ZP(Y3t:y_T\/T_‘)

y>0
=P(Y?, > —ry/n)
=P(Y}, < rv/n).
Mas
lim P(Y?, < ry/n) = ®4(r),
pelo teorema do limite central. O

Por outro lado, note que u(t,r) = /pt(1 — ®(r)) é a solucfio da
equagio do calor: 7
ou  B*u
| at  Parr
com condicGes iniciais
u(0,r) = 1{r > O}.
A funcéo u(t,r) representa a temperatura no ponto r no instante

t em uma barra infinita, que no instante 0 tinha temperatura 1 a
direita da origem e temperatura 0 & esquerda.
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PROCESSO DE CONTACTO

O processo de contacto em tempo discreto, também conhecido
como processo de percolagiio orientada é um modelo muito simples
que apresenta transicio de fase. Esse processo pode ser descrito
informalmente como descrevendo a evolugao de um sistema de parti-
culas com nascimento € morte. Particulas morrem espontaneamente
e criam novas particulas nos pontos vizinhos desocupados. Nessa
sessdo vamos construir uma familia de processos de contacto indexa-
dos por um pardmetro p ¢ [0,1]. Esse pardmetro ¢ a probabilidade
com a qual uma nova particula é criada. O principal resultado desta
sessio ¢ que o modelo apresenta comportamentos qualitativamente
diferentes para valores do parimetro & direita e & esquerda de um
valor critico. Isto é chamado de transi¢do de fase.

Para definir o processo de contacto usaremos duas sequéncias de
varidveis aleatérias independentes E, (i) e Dy (i) parat € Zen 20
uniformemente distribuidas no intervalo [0,1]. O parfmetro n joga
o papel de tempo.

Vamos definir indutivamente o processo. Dado X, € {0,1}%,
definimos

X ny1(?)
=max{X,(i — )UD,( - 1) <p}, Xo(i + DY En(: — 1) < p}.

A sequéncia duplamente infinita de zeros e uns descrita por X, é
identificada com o subconjunto de Z de portos ocupados por parti-
culas no instante n. Vemos que se no instante inicial apenas pontos
pares estio ocupados, em instantes pares sucessivos somente pares
poderao estar ocupados e em instantes impares sucessivos, somente
impares poderio estar ocupados. Assim podemos pensar que 0 pro-
cesso estd definido em um sub-reticulado de Z? que chamaremos

Z = {(i,n):1+n = par}.

O reticulado Z induz um grafo com lagos orientados ((¢,n), (=1, n+
1)).

Podemos interpretar o processo de contacto como um processo de
ramificacio no qual cada individuo morre e dé lugar a no méximo
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dois filhos, um em cada uma das posigdes vizinhas com probabilidade
p independentemente. Somada a esse processo de ramificacio hi
interacao entre os individuos: no maximo pode haver um individuo
por lugar.

Acabamos de construir uma familia de processos de contacto in-
dexada por p. Na defini¢do acima o ndmero inicial de 1’s pode ser
finito ou infinito.

Definigdo. Seja X2 o processo come¢ando com apenas a origem
ocupada no instante 0. Portanto XJ(0) = 1 e X{(:) = 0 para todo
2 # 0. Seja |X,| o nimero de pontos ocupados no instante n. Seja

mo(p) = P(JX2| = 0 para algum n).
Diremos que 0 processo morre se mg = 1. Em caso contrario, se
mp < 1, diremos que o0 processo sobrevive.

Provaremos que este modelo apresenta transicdo de fase:

Teorema 8.16. Eziste um walor p, € (0,1), tal que se p > p, o
processo sobrevive e se p < pe, 0 processo morre.

Evidentemente, se p = 0 0 processo morre e se p = 1 0 processo
sobrevive. Por isso a parte nfo trivial desse teorema é provar que o
valor critico p. estd contido no intervalo (0, 1).

Prova: Primeiro provaremos que p. > 0. Isso é, se p é suficiente-

mente pequeno entfo mo(p) = 1. Vamos definir os seguintes passeios
aleatdrios, os dois comengando da origem: Yo =Zo =0¢e

Yn+1 = Yn + 21{D3(Yn) > p} -1

Zn+1 =275 — 21{En(Yn) > p} + 1.
Assim o passéio Y, faz um passo de uma unidade para a direita com
probabilidade p e um passo de uma unidade para a esquerda com
probabilidade 1 — p. J4 o passéio Z, faz um passo de uma unidade

para a esquerda com probabilidade p e um passo de uma unidade
para a direita com probabilidade 1 — p. Alem disso Yy = Z3 = 0.

Defina
R, = max{i : X5(¢) = 1}

L, =min{: : X2(i) = 1},
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se X9(i) # 0 para algum :. Se X2(:) = 0, definimos R, = —co ¢
L, = teo.

O processo atinge a configuragio vazia no instante T’ em que esses
caminhos se cruzam, isto é

T =min{n : L, > R,} = min{n : X? = 0}.
Portanto, para provar que o processo morre basta provar que
PT <) =1
Por outro lado, segue da construgdo do processo que
R, <Y, e L, > Z,.

De fato, se para algum n, R, = Y,, tanto R, como e Y, dardo um
passo & direita, se D,{Y,) < p. Se D,(Y,) > p, entdo Y, 41 serd
igual a Y, — 2 e Rpqq vai se deslocar pelo menos duas unidades para
a esquerda. Se B, < Y,, entdo a distdncia minima entre as duas é
de duas unidades e em um passo nio poderd haver cruzamento. O
mesmo raciocinio serve para L, e Z,.

A dominagfo acima descrita implica que

T<S=min{n:Y, < Z,}

P(T < o) 2 P(S < 00).
Ficamos assim com o problema de provar que, para p suficientemente

pequeno, a probabilidade de Y, ficar menor que Z, para algum n
é 1. Ou seja queremos provar que

P(Y, — Z, = —1 para algum n) = 1.

Mas, chamando
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isso equivale a provar que
P(W, =0paraalgumn|Wy=1)=1,
Qual é a lei de W,,7

PWepr =w+ 1|W, =w) = p?
(8.17) P(Wop =w—1|W, =w) = (1 —p)*
P(Wat1 = w|W, = w) =2p(1 - p).

A probabilidade desse passéio aleatério ser absorvido na origem é
1 se p?> < (1 — p)? (esse resultado é pedido como exercicio). Essa
desigualdade é verdadeira se p < 1/2. Isso prova que p. > 1/2,

Vamos agora provar que p, < 1. Inicialmente vamos introduzir a
nocio de aglomerado.

Definicao 8.18. O aglomerado da origem é o conjunto
{(i,n) € Z: X3(5) =1},

onde X? é o processo obtido tomando como confituragio inicial a
configuragdo com uma unica particula na origem.

O aglomerado da origem descreve a histéria dos descendentes da
particula inicialmente localizada na origem. Dizer que o processo
X0 sobrevive é equivalente a dizer que o aglomerado da origem ¢
infinito. Assim para provar que p. < 1 basta mostrar que para p
suficientemente grande mas ainda menor que 1, a probabilidade de
existir um aglomerado infinito é positiva.

Para isso usaremos o famoso argumento de Peierls, que consiste
essencialmente em contar as diferentes formas de acontecer o evento
“o aglomerado da origem é finito”. Essa contagem ¢é depois usada
para achar uma majoragio superior menor que 1 para a probabili-
dade desse evento quando p é suficientemente grande.

Comecemos com uma sequéncia de definicdes.

Definigao 8.19. (i) A rede dual é o conjunto D = {(i,n) : ¢ +
n impar}.
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(it) Dois pontos (i,n) e (j,m) de D sdo ditos vizinhos se |i — j| =1
e|lm-n|=L

(iii) Um lago é um par ordenado de pontos vizinhos.

(iv) Um contorno v de comprimento & é definido por uma sequéncia
k + 1 pontos de v = Gy,...,G; € D satisfazendo as propriedades

seguintes:
Go = (-1,0); G = (L,0).

Além disso

se Ge—q = (z,n), e Ge= (i —1,n+1),

entdio Geyo € {(t —2,n + 2),(z,n + 2)}
se Gee1 = (2,n), e Ge=(i+1,n+1),

entdo Gera € {({,n+2),(1 +2,n +2),(z + 2,n)}
se Gg1 = (t,n), e Ge=(t+1,n—1),

entdo Geyor € {(¢ +2,n), (2 + 2,n — 2)}.

Note que pontos sucessivos de um contorno sio vizinhos. Assim
sendo, podemos pensar em um contorno como uma sequéncia de
lacos.

Diremos que « é um contorno fechado se as varidveis aleatérias
Dy, (t) e E,(7) correspondentes aos lagos que cortam lagos do contorno
crescentes na primeira das duas coordenadas estdo fechados:

[(2,n),({ + 1, +1)] € y entdo Ep(i +1) > p
[(Z,n), (i +1,n — 1)] € v entlio D, (z) > p.

A cada aglomerado finito £ = U,(X,,n) corresponde um contorno
fechado sem loops (para o qual cada vértice é usado apenas uma vez)
v(£) cujo interior ¥ contem os pontos de £. Esse contorno tem a pro-
priedade que os pontos da rede Z & esquerda de cada lago pertencem
a £ e os da direita ndo pertencem.

Dados Dy, (i) e E,(¢) hd uma maneira construtiva de definir ~(£).
Propomos ao leitor que formule um algoritmo para construir esse
contorno supondo conhecidos os valores D, (z) e En(z).
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Agora, 0 evento {|¢] < oo} ¢ idéntico ao evento

Ug U?Gf‘k {6 C 7}1

ou seja, o aglomerado da origem é finito se e somente se estiver
contido no interior de algum dos contornos finitos. Particionamos
os contornos finitos de acordo ao comprimento. 'y é o conjunto de
todos os contornos de comprimento exatamente igual a k. Note que
o ntimero de lacos de cada contorno deve ser par (exercicio). Note
que a probabilidade de um contorno qualquer de comprimento  ser
. fechado é exatamente (1 — p)(*/2+1 (exercicio). Assim

P({l¢] < 00}) = P(Ux Uyer, {€ €41 < D Na(1 - p)*/*(1 - p),

onde Ny é o cardinal de Ty e (1 — p)* é a probabilidade de um
contorno de comprimento & ser fechado.

Como de cada nd do contorno podem sair no méximo trés ramas,
Ny, < 3%,

Assim,

S Ni(1—p)**(1 ~ p) <Z(3\/1T)

k k>1
_3Wi-p1-p)
1-3/I-p

se 32T —p < 1. Mas isso equivale 2 p > 8/9. Portanto, uma
condicdo suﬁmente para que o processo sobreviva é que p > 8/9
o que implica que p, < 8/9.

Exercicios.

PARA O MODELO DO VOTANTE

8.20. Simule o processo de exclusdo simples em uma caixa fechada
de tamanho 5 por 6 instantes de tempo. Considere uma configuracéo
inicial aleatoria.
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8.21. Prove a férmula de dualidade para o modelo do votante.

8.22. Prove que o processo Y;»" definido em (8.2) é uma cadeia de
Markov e calcule as probabilidades de transicio.

. ~ ,e . 0,8 0,8
8.23. Na simulacdo do exercicio 8.20 simule Y, " e ¥; .

8.24. Prove que para o passeio aleatdrio Z, vale que

; constante

Qual é a dependéncia em £7

8.25. Forneca uma definigio semethante do modelo do votante em
dimensées 2 e 3.

(i) Prove que em dimensdo 2 hd ainda unanimidade como em di-
menséo 1.

(ii) Prove que em dimensdo 3 ndo ha unanimidade. Isso implica em
particular que em dimensdo 3 hd medidas invariantes para o processo
que ndo sdo triviais. Sugestdo: use dualidade e o fato que dois pas-
seios aleatdrios independentes em dimenséo 3 tem uma probabilidade
positiva de ndo se encontrarem nunca.

PARA O PROCESSO DE EXCLUSAO SIMPLES

8.26. Seja A, = ¥, 11{X2(¢) = 1} a posicio da tnica particula
no instante n no processo de exclusdo simples quando o processo
coniegou apenas com a origem ocupada. Prove que @, é um passeio
aleatdrio e calcule a matriz de transicio.

8.27. Prove a férmula de dualidade do Lema 8.13.

8.28. Simule o processo de exclusiio simples em uma caixa fechada
de tamanho 5 por 6 instantes de tempo. Considere uma configuracio
inicial aleatéria.

8.29. Prove que a distribuigio de Y;»" ¢ a mesma que a de Y, ",
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PARA O PROCESSO DE CONTACTO

8.30. Simule o processo de percolacio orientada para varios valores
de p e faga wma estimativa grosseira do verdadeiro valor de p..

8.31. Simule simultdéneamente o processo de contacto € os passéios
aleatérios Y, e Z,. Verifique que o processo morre no momento em
que Y, e Z, se cruzam.

8.32. Prove que se W,, =Y, — Z,,, entdo a lei de W, estd dada pela
expressao equ{un).

8.33. Prove que se o processo de contacto sobrevive até o instante
n para um determinado p, entdo também sobrevive para ¢ > p para
0 mMesmo n.

8.34. Usando o exercicio 4, prove que hd apenas um valor p. tal que
se p > p. 0 processo sobrevive e se p < p, O Processo morre.

8.35. Seja W, num passeio aleatdrio em N com transictes

P(Wn+1=w+1|Wn=w)=p
P(Wn+1=w—1|Wn=w)=q
IP(Wn+]_=W|Wn=w)=T

e p+g+r = 1. Prove que a probabilidade de esse passeio comegando
do 1 chegar alguma vez & origem é 1 se p < ¢ e menor que 1 se p > gq.

Comentérios e referéncias. Sistemas de Particulas é agora um
tema cldssico em processos estocdsticos. As referéncias padrdo séo
Liggett (1985) e Durrett (1988). Neste capitulo apresentamos alguns
dos modelos cldssicos mas para tempo discreto.
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