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PREFACIO

Uma linha de pesquisa em teoria da computagao culminou recente-
mente com dois teoremas impressionantes. Informalmente falando,
podemos enunciar estes resultados da segninte maneira:

(i) Qualquer teorema dedutivel em um sistema formal, como por
exemplo a teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel ou a arit-
mética de Peano, admite uma demonstragdo em um novo sistema
em que a sua correcao pode ser verificada através do escrutinio
de uma quantidade de caracteres nio maior que uma constante
universal.

(i) A obtengdo de uma soiugfm aproximada para uma vasta gama
de problemas de otimiza¢io combinatdria é tao dificil quanto a
obtencio de suas solugdes exatas. De fato, estes problemas néo
admitem esquemas eficientes de resolugiao aproximada, a menos
que P = NP.

O primeiro resultado acima é, sem didvida, fascinante, e chega a parecer
até um tanto paradoxal. Por outro lado, os leitores familiarizados com
a teoria da complexidade computacional verio em (i) um resultado
comparavel aos resultados cldssicos de Cook, Levin, e Karp do comego
da década de 70 em termos de impacto a teoria da computagao: de
fato, com este resultado a teoria P-NP ¢ estendida ao ambito muito
mais genérico dos problemas de aproximagao.

Surpreendentemente, os teoremas acima sdo intimamente ligados.
Esta conexdo inesperada entre (i) e (#f) e, mais geralmente, os avancos
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iv PREFACIO

da teoria da complexidade computacional que levaram aos resultados
acima sao 0s nosso temas centrais,

Objetivamos com este pequeno texto dar uma introdugio elemen-
tar aos assuntos aqui discutidos. Mantemos os pré-requisitos a um
minimo, e salientamos os aspectos menos técnicos desta drea. Nem
sempre discutimos em detalhe os resultados mais refinados, ou damos
as demonstrac¢des mais técnicas; entretanto, o conhecimento do mate-
rial apresentado neste texto é, esperamos, mais que o suficiente para
que os leitores interessados possam continuar seus estudos nesta linha
de pesquisa. Aqueles que decidirem se aprofundar nesta drea encon-
trardo aqui as referéncias mais importantes & literatura, que, alids,
cresce vigorosamente nesta dire¢do. Cada capitulo termina com notas
bibliograficas, onde fazemos uma breve discussio da literatura rele-
vante. '

Um tratado que desse uma visdo global fiel de toda a area da teoria
moderna da complexidade computacional seria bastante extenso—se
o leitor puder usar estas notas como um ponto de partida, ou se pu-
dermos com este texto interessar o leitor nesta area extremamente
excitante de pesquisa, teremos atingido o nosso objetivo.

Agradecemos a participagio entusiistica dos nossos colegas Paulo
Feofiloff, Arnaldo Mandel e Claus Matsushigue numa série de semina-
rios de estudo sobre o assunto abordado neste texto e & Coordenagio
do 20° Cologuio Brasileiro de Matemdtica pela oportunidade de uma,
ampla divulgagio.

Finalmente, é com prazer que agradecemos o apoio da FAPESP
(Proc. 93/0603~1) e do CNPq (Projeto ProComb do ProTeM-CC,
Fase II; Proc. 300334/93-1 e Proc. 300805/94-2).

Este texto foi preparado com Ap4S-IATEX, o sistema IBTEX da
American Mathematical Society, com o estilo amsbook.

Yoshiharu Kohayakawa,
José Augusto Soares
Abril de 1995

O sequndo autor dedica este livro a Cdssia.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é o de fazer um apanhado geral dos tdpicos de
que trataremos neste texto. Seremos aqui informais, com o objetivo de
tornar esta discussdo inicial numa introdugio descontraida aos temas
centrais destas notas.

Dois sao os temas principais que estudaremos neste texto. Estes
temas podem ser classificados dentro de uma area fundamental da te-
oria da computagio, a teoria da complexidade computacional. Breve-
mente falando, estamos nesta drea interessados em estudar problemas
computacionais do ponto de vista de seu custo de resolugio. Resul-
tados classicos da légica afirmam que certos problemas ndo podem
ser resolvidos algoritmicamente. Temos em mente, por exemplo, o
bem-conhecido ‘problema da parada’. QO que nos interessa aqui sio os
problemas que podem ser resolvidos algoritmicamente, e a pergunta
principal concerne a existéncia de algoritmos eficientes para resolvé-
los.

Uma série de resultaglos impressionantes dentro da teoria de com-
plexidade culminaram recentemente com uma nova caracterizacio de
uma classe importante de problemas compulacionais. Esta caracte-
rizagdo é o primeiro tema deste texto. O nosso segundo tema versa
sobre o impacto surpreendente que este resultado tem sobre a solubili-
dade de uma vasta gama de problemas de otimiza¢do. Como uma. con-
seqiiéncia deste resultado, provou-se que muitos problemas classicos de
otimizagio combinatéria nio admitem resolugdes algoritmicas eficien-
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tes, mesmo que aproximadas, a menos que a conjectura fundamental
da teoria da computagio conhecida como ‘P # NP’ ndo seja correta.
Em outras palavras, provou-se que, para muitos problemas de oti-
mizagio combinatdria, mesmo achar uma solugio aproximada ¢é tao
dificil quanto achar uma solugao exata.

1. Discussdao Inicial

Seguindo a tradi¢io nesta area, comegamos a nossa discussao com
uma fabula onde os personagens principais sac o Rei Artur e Merlin.

1.1. Casando seus cavaleiros e donzelas. Um dia, o Rei Artur,
em 6timo estado de espirito, tem a seguinte idéia. ‘Tenho na corte 150
cavaleiros e 150 donzelas. Por que nio casi-los e ter entdo 150 casais?’
Sendo o Rei alguém de bom senso, ele pede que as donzelas elaborem,
cada uma, uma lista de ‘parceiros aceitiveis’. O Rei compromete-se
entio a achar 150 casamentos que respeitem a preferéncia das donzelas.
Nenhuma donzela terd como esposo um cavaleiro que nio seja de seu
agrado. .

Vendo as 150 listas entregues a ele, o Rei Artur sente imediatamente
uma dor de cabega—o problema de achar os tais 150 casamentos pa-
rece muito complicado. Aqui entra na nossa estdria o nosso segundo
personagem. Merlin, o mago todo-poderoso, é chamado pelo Rei Artur
para resclver este problema: nada é muito complicado para Merlin; ele
pode, em um piscar de olhos, descobrir os tais 150 casamentos. Basta,
pois, verificar se uma das 150! possibilidades serve.

Merlin pisca um olho, verifica que nenhuma. das 150! bijegdes serve, e
assim informa ao Rei Artur. O Rei, tendo sempre um pouco de descon-
fianga de Merlin, diz: ‘Como? Impossivel de se achar os meus 150 casa-
mentos? Nao pode ser; Merlin deve ter se esquecido de analisar alguma
das possibilidades’. O Rei Artur é muito paciente, mas também muito
ocupado. Ele nao tem tempo de verificar todas as 150! = 5.7...x 10?%?
possibilidades cle mesmo.! O que deve Merlin fazer para convencer o
Rei Artur de que de fato nenhuma destas bijegdes é uma solugdo ao
problema? Merlin parece estar em apuros.

Verificando uma bijegio por segundo, ele levaria 1.8... x 10?%® anos. A
idade estimada do universo é da ordem de 102 anos, e o nimero total de
prétons no mundo conhecido é da ordem de 107°.
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Entretanto, lembrando-se repentinamente de suas aulas de teoria
dos grafos da sua academia para magos, Merlin percebe o que fazer:
basta usar o teorema de Kénig! De fato, este teorema implica que
tais 150 casamentos sdo possiveis se, e somente se, para qualquer sub-
conjunto & de donzelas, o nimero de elementos na unido das listas de
parceiros aceitdveis das donzelas em § tem pelo menos |S| cavaleiros.
Note que, de fato, se tal condi¢do nio for verificada, isto é, se houver
um subconjunto de donzelas cuja unido das listas correspondente tem
menos que | 5| elementos, entdo nio podemos esperar casar todas estas
donzelas respeitando as suas listas de preferéncia. Tal conjunto pode
ser considerado como uma obstrucdo ao nosso objetivo,

A observagao importante é que o teorema de Konig diz também que,
por outro lado, se os 150 casamentos procurados nao existem, entdo
existe uma tal obstrugdo 5. Como o Rei Artur pode facilmente julgar
se um dado subconjunto 5 de donzelas é ou nao uma obstrugao, basta
a Merlin fornecer ao Rei Artur uma tal obstrugdo S para ele convencer
o nosso Rei de que, de fato, tais 150 casamentos nao existem.

1.2. Os cavaleiros 4 mesa de jantar. O Rei Artur é forcado a
se esquecer de sua Otima idéia de melhorar seu reino casando suas 150
donzelas com seus 150 cavaleiros. Entretanto, seu reino pode ser, per-
cebe ele, melhorado de outro modo. Ao se sentarem & mesa para os
seus importantes banquetes, os 150 cavaleiros comportam-se de forma
menos que elegante quando a disposigao dos lugares nio é boa: dois
cavaleiros que nio se dio bem que por acaso fiquem em lugares adja-
centes tém a forte tendéncia de acertarem suas diferengas antes do fim
do jantar, de formas um tanto violentas (omitimos os detalhes). Como
o unico tipo de sangue que o nosso Rei gosta de ver nestes banquetes
é aquele que vem com o seu bife mal passado, ele tem uma. idéia. Por
que nao achar uma disposi¢io de lugares para os seus 150 cavaleiros a
mesa de forma que apenas cavaleiros amigos sentem-se um ao lado do
outro?

Naturalmente, esta é uma nova tarefa para Merlin.- O mago todo-
poderoso é chamado a presenca do Rei Artur, e é-the dado a nova in-
cumbéncia. Merlin pisca um olho, verifica as 150! possiveis disposi¢bes
de lugares e descobre que, novamente, o Rei Artur deu-lhe uma tarefa
impossivel. Sabendo que o Rei nio aceitard sua palavra apenas, ele
pesquisa em suas notas de aula o que a teoria dos grafos tem a di-
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zer sobre este problema. Merlin fica contente ao descobrir que este
problema nada mais é que decidir se um certo grafo é hamiltoniano.

O grafo G em questdo tem 150 vértices, um para cada cavaleiro, e
ligamos dois deles com uma aresta se e s6 se os cavaleiros corresponden-
tes aceitam-se mutuamente como vizinhos & mesa de jantar. A solugao
do problema é simplesmente um eircuife hamiltoniano neste grafo,
uma seqiiéncia circular de vértices, contendo todos os 150 vértices
de GG, e tal que vértices adjacentes ne seqiéneia sio sempre adjacentes
no nosso grafo.

Entretanto, Merlin fica surpreso ao saber que nao se conhece uma
hoa caracterizagio de grafos hamiltonianos; nada como o resultado de
Konig foi até hoje provado. Em outras palavras, ndo se conhece uma
obstrucdo simples que necessariamente estd presente em todo grafo que
nio contém wm circuito hamiltoniano. Desta vez Merlin estd realmente
em apuros.

1.3. Boas caracterizagbes. Vimos na discussio acima que os dois
problemas levantados pelo Rei Artur parecem ter, pelo menos dentro
da teoria dos grafos, dois siatus diferentes. Na verdade, a teoria da
complexidade computacional indica que estes dois problemas sio in-
trinsecamente diferentes. Passemos a tratar os dois problemas do Rei
Artur na linguagem da teoria dos grafos.

O primeiro problema corresponde a achar wm emparelhamento per-
feito em um certo grafo bipartido. De fato, consideremos B, um grafo
bipartido com biparticio V(B) = X UY, onde X corresponde ao con-
junto das 150 donzelas e Y ao dos 150 cavaleiros. A lista de possiveis
parceiros de cada donzela corresponde no grafo B ao conjunto de vizi-
nhos do vértice representando esta donzela. Achar os 150 casamentos
do nosso Rei corresponde a achar um emparelhamento perfeito em B,
i.e., um conjunto de arestas de B que incide sobre cada vértice exa-
tamente uma. vez. Por outro lado, como discutido acima, o segundo
problema do Rei Artur corresponde a encontrar um circuito hamiltoni-
ano em um certo grafo . Consideremos por ora apenas os problemas
de decidir se 0s objetos procurados, i.e., o emparelhamento perfeito e
o circuito hamiltoniano, existem.” Caso estes objetos existam, Merlin

Tais problemas, cujas respostas sdo ou SIM ou NA0, sio conhecidos como
‘problemas de decisdo’.
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tem uma forma muito ficil de convencer o Rei deste fato. Basta exi-
bir um tal objeto explicitamente, e o Rei simplesmente verificard se
de fato o objeto apresentado é uma solu¢io ao problema em questio.
Em outras palavras, se a resposta ao problema. de decisdo for sim, ha
um certificedo ‘simples’ para esta resposta, que pode ser verificado
eficientemente.?

Caso um certo grafo bipartido B como acima nio contenha um em-
parelhamento perfeito, Merlin pode exibir ao Rei Artur uma obstrugio,
cuja existéncia nos é garantida pelo teorema de Konig, e a inexisténcia
da solugao fica provada. Por outro lado, no caso do problema de deci-
dir se um dado grafo G contém um circuito hamiltoniano, se a resposta
for negativa, ndo se sabe como ‘provar’ este fato através de um ‘certi-
ficado’ eficientemente verificivel. Em resumo, a resposta negativa ao
primeiro problema pode ser certificada de forma simples, mas nio se
sabe, e suspeita-se que nio seja possivel, certificar a resposta negativa
ao segundo problema.

Problemas de decisdo que tém a caracteristica de que a resposta SIM
pode ser eficientemente certificada sio conhecidos como problemas da
classe NP. Por outro lado, se a resposta a um problema for NAO e
esta resposta puder ser certificada eficientemente, entio dizemos que
este problema pertence a classe coNP. Assim, o problema de decidir se
um dado grafo bipartido contém um emparelhamento perfeito pertence
tanto a classe NP como & classe coNP. O problema de decidir se um
circuito hamiltoniano existe em um dado grafo pertence a classe NP,
mas suspeita-se que ele nao pertenca a classe coNP,

Como tanto a existéncia como a inexisténcia de emparelhamen-
tos perfeitos em grafos bipartidos admitem certificados eficientemente
verificaveis, ou, na linguagem introduzida acima, o problema de de-
cisao correspondente estd tanto em NP como em coNP, dizemos que
a existéncia destes objetos admite uma boa caracterizagdo. Este con-
ceito foi introduzido na década de 60, nos primdrdios da otimizacio
combinatéria e da teorta de complexidade.

Um problema de aparéncia inocente, masccuja solu¢do teria con-
seqiléncias profundas em teoria da computacio, é o de decidir se a

®Em nossa fabula, o Rei Artur representa um ente que esta disposto a
executar procedimentos eficientes, enquanto que Merlin representa um ente
capaz de executar qualquer procedimento computacional.
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existéncia de circuitos hamiltonianos admite uma boa caracterizacio.

1.4. Efetividade e eficiéncia. Na discussdo até o momento, te-
mos usado o termo eficiente sem maiores discussoes. Devemos neste
ponto fazer alguns comentdrios a esse respeito. Na década de 30, a

“l6gica estava descobrindo a existéncia de problemas que nao podiam

ser resolvidos ‘algoritmicamente’ ou ‘eletivamente’. O mais famoso
deles ¢, talvez, o Enischeidungsproblem de Hilbert: dado um sistema
formal ¢ uma afirmativa dentro deste sistema, pode esta afirmativa ser
provada dentro deste sistema?

Os problemas nos quais a teoria da computagio tem interesse sio
essencialmente sempre efetivamente soliveis. Tipicamente, o conjunto
das possiveis solugdes para uma dada ‘instancia’ do problema é finito e
bein conhecido, e uma busca exaustiva neste espago das possibilidades
constitui um processo efetivo de se resolver o problema em questio
com aquela particular entrada. Entretanto, o espago das possibilida-
des quase sempre cresce de forma muito rapida com o ‘tamanho’ da
instancia a ser resolvida. Por exemplo, se o Rei Artur tivesse apenas 5
cavaleiros, o problema do ‘banquete pacifico’ poderia ser resolvido pelo
préprio Rei com um pouco de paciéncia, mas, como vimos, com os
seus 150 cavaleiros, uma tentativa ingénua de se achar um circuito
hamiltoniano é fadada ao {racasso, dado o grande niimero de possibili-
dades a serem verificadas. Esta explosio do espaco das possibilidades
é tipico em problemas computacionais de interesse.

Em teoria da computagio, a nogdo aceita de ‘eficiéncia’ é a seguinte:
dizemos que wm algoritmo que resolve um problema é eficiente se o
tempo do qual este algoritmo precisa para resolver uma instancia de
‘tamanho’ n é limitado por algum polindmio em n. Isto &, se existe
alguma constante £ tal que o tempo de computagio para qualquer en-
trada de tamanho » ¢é limitado por n* para n suficientemente grandes.
Aqui, o tamanho da instincia é o nimero de bits que sio necessirios
para se codificar a entrada em algum sistema ‘sensato’ de codificagiio,
e medimos o tempo usado pelo algoritmo de alguma forma ‘sensata’.?
Esta nogao de eficiéncia nao deve ser interpretada como um critério
prético; um algoritmo polinomial nio é necessariamente utilizivel em
aplicacdes reais. Este critério tem sido, entretanto, muito {rutifero do

“Definigdes precisas serdo dadas no Capitulo I1.
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ponto vista tedrico. A classe dos problemas para os quais existem
algoritmos polinomiais é conhecida como a classe P.

No que segue, usamos o termo ‘eficiente’ para significar ‘polinomial’.
Em particular, na nossa fabula, admitimos que o Rei Artur é capaz
-de executar procedimentos polinomiais apenas, enquanto que Merlin é
capaz de executar qualquer procedimento efetivo.

2. Verificagio Aleatéria de Certificados

2.1. Provas interativas. Nesta se¢io voltamos & nossa fibula.
Temos agora Merlin tentanto descobrir como convencer o Rei Artur de
que nio existe uma disposi¢io pacifica de seus 150 cavaleiros. Vimos na
Secio 1.3 que nio se sabe se a ineristéncia de circuitos hamiltonianos
admite um certificado facilmente verificivel, ou, em outros termos, nio
se sabe se ha um meio de Merlin convencer o Rei Artur deste fato.

Uma descoberta recente de miiltiplas conseqiiéncias é que se o Rel
Artur tiver acesso a um gerador de nimeros aleatorios, e se ele estiver
disposto a conversar (‘interagir’) com Merlin por algum tempo, entio
ha uma forma de Merlin convencer o Rei Artur da inexisténcia de uma
soluigdo ao seu problema dos banguetes pacificos.

Grosseiramente falando, existe um ‘jogo’ que o Rei Artur e Merlin
podem jogar que resulta na vitdria certa de Merlin se de fato nio existe
um circuito hamiltoniano no grafo em questio, como afirmado por
ele, e que resulta em vitdria quase certa do Rei Artur se Merlin esta
enganado. Lsta segunda possibilidade é de natureza probabilistica:
uma afirmativa mais precisa é que se existe o circuito hamiltoniano
em questio, entdo a probabilidade de o Rei Artur vencer é tao grande
quanto se queira; digamos, ela é de pelo menos 99%, sendo o 1%
restante devido ao eventual ‘azar’ do Rei Artur com o seu gerador
de nimeros aleatdrios. \Uma outra caracteristica deste jogo é que ele
é um procedimento eficiente; o Rei Artur e Merlin alternam os seus
lances, o Rei Artur precisa apenas fazer computagoes de complexidade
polinomial, e 0 nimero de lances total no jogo é também polinomial.

Um teorema geral é como segue. Suponha que temos um objeto
cuja ezisténcia admite um certificado verificivel eficientemente, i.e.,
o problema de decisdo correspondente pertence a NP. Entdo a ine-
risténcia deste objeto admite uma prova inlercliva, ou seja, um jogo
com as caracteristicas acima.
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Na verdade, descobriu-se que a classe de afirmativas que admitem
provas interativas ¢ extremamente grande. De fato, o resultado final
nesta diregdo é que IP, a classe das afirmativas que admitem provas
interativas, é idéntica a classe PSPACE, a classe das afirmativas cujas
demonstragdes podem ser encontradas por procedimentos que usam
espago apenas polinomial, sem restrigdo no tempo de computacgao.
Acredita-se fortemente que PSPACE é muito maior que a classe NP,
embora esta afirmativa extremamente intuitiva seja ainda hoje uma
conjectura.

Concluimos esta se¢io com a observagio seguinte. Introduzimos
aqui dois novos elementos em nossa discussio. Em primeiro lugar,
estamos agora admitindo que o Rei Artur tem acesso a uma fonte
bits aleatérios, e, em segundo, que o nosso Rei estd disposto a ser
convencido de um fato através de uma conversa, ou uma inferagdo,
com Merlin. O fato surpreendente é que, com esta introdugio de um
elemento aleat6rio no processo de verificacio de uma afirmativa, a
classe de afirmativas verificiveis foi grandemente ampliada.

2.2. Provas verificiveis probabilisticamente. O elemento in-
terativo da segio anterior pode ser, na verdade, eliminado ou pelo
menos ‘escondido’ da seguinte forma. Lembremos que o jogo de Artur-
Merlin para convencer o Rei Artur da inexisténcia de um circuito ha-
miltoniane no grafo dos seus 150 cavaleiros termina com um nimero
polinomial de lances; em particular, o jogo sempre termina. Assim,
Merlin ndo precisa estar presente durante o jogo: basta que ele deixe
escrito em uma ‘prova’ Il como ele responderia a qualquer lance do
Rei Artur. Tal prova II precisaria ser acessada pelo Rei Artur através
de um ‘ordculo’ (um sidito extremamente eficaz®), j& que esta prova
pode ser extremamente extensa—NMerlin precisa levar em conta todos
os possiveis lances do Rei. Note também que apenas partes da prova II
serao exaninadas pelo Rei Artur, a saber, os trechos correspondentes
aos seus lances. Ademais, como o Reil Artur vai basear seus lances em
bits aleatérios, cle verificard a prova IT em locais escolhidos aleatoria-
menie.

Temos assim um novo tipo de certificado: para Merlin convencer
0 Rei de que nédo existe uma solugdo para o problema do banquete

% totalmente confidvel
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pacifico, ele pode escrever uma prova IT, possivelmente hastante longa,
que tem a seguinte propriedade. Caso nao exista tal solugdo, esta
prova I convence o Rei Artur deste fato quando ela é examinada pelo
Rei. Quando a tal solu¢io eziste, independentemente do que Merlin
apresente como uma ‘prova’ da inexisténcia desta solugio, o Rei Artur
tem uma grande chance de descobrir que esta prova é errénea. A
verificagdo do Rei Artur é baseada em bits aleatdrios, e ele precisa de
um oraculo para acessar a prova apresentada II, j4 que esta prova pode
ser bastante longa.

Note que neste novo sistema de certificados, nao ha interagio en-
tre as partes. Estes certificados sdo denominados certificados ou pro-
vas vertficdvels probabilisticamente. Um resultado central neste texto
é que se temos um problema de decisdo e este problema pertence a
classe NP, entdo a resposta SIM a este problema pode ser certificada
com uma prova verificivel probabilisticamente extremamente eficiente
e robusta. Tais provas sdo conhecidas genericamente como cerlificados
ou provas lransparentes ou hologrdficas.

O resultado principal sobre provas transparentes, devido a Arora,
Lund, Motwani, Sudan, e Szegedy [ALM™92D], pode ser informal-
mente enunciado como segue. Suponha que queiramos certificar a
resposta SIM para uma instincia de tamanho n de um dado problema.
Entao existe uma prova. verificivel probabilisticamente II que, ao ser
examinada pelo Rei Artur, apenas uma quantidade ndo maior que
uma. constante independente de n de caracteres desta prova II serd
lida, sendo a escolha destes caracteres baseada em apenas O(logn)
bits aleatdrios.

Consideremos o seguinte exemplo concreto. Suponha que o pro-
blema. do banquete pacifico admite numa solugio, i.e., existe um circuito
hamiltoniano no grafo dos 150 cavaleiros. Entao é possivel se apresen-
tar uma prova IT deste fato com a seguinte propriedade: o Rei Artur
& wma quantidade pequena de caracteres desta prova e ele escolhe a

localizagao destes caracteres através de um numero também pequeno

bits aleatdrios. Genericamente, se o Rei Artur tivesse n cavaleiros,
um numero constanie de caracteres desta prova seriam examinados e
seriam necessarios O(logn) bits aletdrios para a escolha destes caracte-
res. Note que, em particular, muito pouca informacao seria adquirtda
pelo Rel Artur neste processo: a leitura de uma quantidade constante
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de bits da prova nio pode, por exemplo, dar-lhe muita informagio
sobre como é a solugdo do seu problema do banquete pacifico. Entre-
tanto, esta leitura sera suficiente para convencé-lo de que uma solugio
existe. . ' .

O resultado de Arora, Lund, Motwani, Sudan, e Szegedy ¢ um dos
temas centrais deste texto.

2.3. Conseqiiéncias para sistemas formais. O leitor nio par-
ticularmente interessado em teoria de complexidade pode achar que a
existéncia de certificados transparentes para afirmativas NP seja um
resultado muito especifico desta drea. Discutimos brevemente nesta
se¢do que o contexto em que este resultado se encaixa é, na verdade,
extremamente amplo.

Constdere, por exemplo, um sistema formal como a teoria dos con-
juntos de Zermelo-Fraénkel ou a aritmiética de Peano. Seja A uma
afirmativa e II uma demonstragio de A dentro deste sistema formal.
Temos assim um teorema e pode-se dizer que a demonstragio é um cer-
tificado de pertinéncia de A a linguagem constituida pelos teoremas.
A discussiio acima pode ser aplicada neste contexto para fornecer um
novo sistema Tormal que define o mesme conjunto de teoremas, mas
em que o processo de verificagdo da corregao de uma demonstragio é
outra. Um pouco mais especificamente, a afirmativa 4 e a prova Il
acima podem ser transformadas em uma seqiiéncia de simbolos II' que,
neste novo sistema formal, é uma prova de que A é um teorema. Q
agente que estd verificando a corregiio da prova II' (o ‘Rei Artur’) deve
ter acesso a O(logn) bits aleatdrios e, com base nestes bits, ele precisa
escolher criteriosamente os pontos da prova I’ a serem verificados. A
quantidade de pontos de II' efetivamente escrutinados ou, malis pre-
cisamente, o nimeros de bits de TI' a serem lidos pelo verificador é
limitado por uma constante absoluta. Aqui » indica o comprimento
total |4| + |JI] do par teorema-prova (A4,II) do qual partimos. Ade-
mais, a obtencdo da prova I’ é algoritmicamente simples: II' pode ser
obtida de (A, 1T) através de um algoritmo polinomial.

3. Consequéncias para Problemas de Otimizacio

3.1. Problemas NP-dificeis. No inicio dos anos 70 uma desco-
berta atingiv fundo a teoria da computagio. Constatou-se que um
certo grupo bastante amplo de problemas importantes e aparentemente
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dificeis do ponto vista computacional eram equivalentes no seguinte
sentido: caso existisse um algoritmo eficiente para resolver qualquer
um desses problemas, existiriam algoritmos eficientes para resolver to-
dos os outros problemas. Estes problemas sio ditos serem NP -dificeis,
e incluem problemas das mais variadas dreas, como projetar redes te-
lefénicas ou rotas de avides, seqiienciar tarefas numa fibrica, encon-
trar solugdes inteiras para equagdes quadraticas do tipo az® + by = ¢,
determinar o permanente de matrizes de Os e 1s, encontrar solugdes
inteiras para problemas de programagio linear, dentre muitos outros.
Como um grande niumero de pesquisadores ji haviam tentado resol-
ver separadamente virios desses problemas,® a comunidade passou a
acreditar na impossibilidade da obtencdo de algoritmos eficientes para
os problemas nesse grupo. Esta crenga fornou-se a bem conhecida
conjectura P # NP, que é central em teoria da computagio.”

Surpreendentemente, o fato de asser¢Ses em NP terem certificados
probabilisticamente verificiveis extremamente eficientes e robustos im-
plica que encontrar solugbes aprozimadas para uma ampla gama de
problemas de otimizagao é tio dificil quanto encontrar uma solucao
exata. Esse fato, que veio a piiblico em 1992, teve impacto semelhante
ao descrito no pardgrafo anterior. Pesquisadores que tentavam ‘ingenu-
amente’ encontrar solugbes aproximadas para problemas considerados
dificeis, tiveram que mudar o rumo de suas pesquisas da noite para o
dia em face desses resultados.

3.2. O problema do clique méaximo. O primeiro problema para
o qual se provou a impossiblidade de aproximagdes em vista desta
nova. teoria foi o problema do cligue mdzime. Suponha que temos um
grafo G e que queremos encontrar o maior inteiro k tal que G contém
um subgrafo completo de ordem k, isto é, um cligue de ordem k. Em
outras palavras, queremos saber o maior & para o qual temos em &
um conjunto de % vértices dois-a-dois adjacentes. Escreva w((G) para

5Um problema comprovadamente nio mais dificil é o de fatorar eficiente-
mente nimeros inteiros. Babai [Bab94] observa que Fermat e Gauss prova-
velmente teriam adorado conhecer uma solugao deste problema.

“Em correspondéncia descoberta recentemente, Godel escreve a von Neu-
mann levantando a questiio sobre a relagio entre P ¢ NP, ndo descartando a
possibilidade de que P = NP, ¢ observa que este resultado Leria conseqliéncias
" profundas; veja Sipser [Sip92)].
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este k. Os resultados obtidos nos anos 70 mostram que a determinagio
exata de w(G) para um dado grafo G é um problema NP-dificil. Uma
pergunta natural é entio a seguinte: é mais ficil obter uma estimativa
de w(G)? ,

Infelizmente, o resultado aqui é negativo: existe uma relagio um
tanto inesperada entre este problema e certificados transparentes, e
esta relagdo fornece, como um corolirio do teorema de Arora, Lund,
Motwani, Sudan, e Szegedy, o seguinte resultado. Existe uma cons-
tante absoluta £ > 0 tal que se existe um algoritmo polinomial para
estimar w(G) a menos de um fator multiplicativo de nf, entdo existe
um algoritmo polinomial para determinar o valor exato de w(G).

Salientamos que o resultado acima nio é de forma alguma um re-
sultado isolado. Como mencionado acima, conhece-se hoje uma ampla
classe de problemas que ndo admitem algoritmos de aproximagio efi-
cientes, a menos que P = NP e que desta forma todos eles possam ser
resolvidos eralamente.

4. A Organizag¢io deste Texto

Este texto tem basicamente duas partes: a primeira delas tem o ob-
Jetivo de introduzir o leitor aos resultados recentes da teoria da comple-
xidade que culminaram com o resultado de Arora, Lund, Motwani, Su-
dan, e Szegedy. Lsta parte tem dois capitulos. No Capitulo III discuti-
mos provas interativas, inclusive provando o resultado IP = PSPACE
discutido acima. Dedicamos todo ‘o Capitulo IV as provas verificdveis
probabilisticamente. Discutimos neste capitulo vérias das idéias en-
valvidas na demonstra¢do do resultado de Arora et al., em particu-
lar, provando inteiramente um resultado intermedidrio que afirma que
qualquer afirmativa NP admite um certificado cuja corre¢io pode ser
verificada pelo Rei Artur através do escrutinio de uma quantidade
constaniec de seus caracteres, desde que ele tenha acesso a uma quan-
tidade polinomial, e ndo apenas Jogaritmica, de bits aleatérios.

A segunda parte deste texto, constituida pelo Capitulo V, é dedi-
cada as conseciiéncias do resultado de Arora el al. & drea de otimizagio
combinatéria. Em particular, veremos como deduzir o resultado nega-
tivo relativo ao problema do clique maximo discutido na Secio 3.2.

- Capitulo IT contém uma discussio sucinta das bases formais em
que a teoria da complexidade computacional se [undamenta. O Apén-
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dice A contém as definigées dos problemas que sdo mencionados no
decorrer do texto. O Apéndice B contém a terminologia e os conceitos
basicos.

5. Notas Bibliogrificas

Parte deste capitulo, incluindo a fibula do Rei Artur e Merlin, se-
gue de perto Babai [Babh90]. Qutro trabalho que fornece uma Stima
introdugdo aos tépicos discutidos acima é Babai [Bab94]; em particu- -
lar, o enfoque brevemente discutido na Secdo 2.3 é elaborado deta-
lhadamente neste trabalho. O fato de que provas interativas podem
certificar a negativa de asser¢des NP foi provado por Lund, Fortnow,
Karlofl, e Nisan [LFKN92]; em realidade, o resultado destes autores
é muito mais forte: eles provaram que P*F C IP (veja o Capitulo II1
para as defini¢oes). O resultado de que I[P = PSPACE é devido a
Shamir [Sha92], que segue de perto [LFKN92].

O resultado principal sobre provas transparentes é devido a Arora,
Lund, Motwani, Sudan, e Szegedy [ALM*92b], embora muitas das
idéias contidas neste trabalho tenham origem em Arora e Safra [AS92b].
Além dos trabathos originais de Arora et al. [ALM*92a, ALM*92b],
Sudan [Sud92], Arora [Aro94], e Hougardy, Promel, e Steger [HPS94]
apresentam demonstragdes do resultado central sobre provas trans-
parentes. Fstes trabalhos também discutem as conseqiiéncias deste
resultado no estudo de problemas de aproximagao.

A teoria de complexidade clissica nasceu oficialmente com os tra-
balhos de Cook [Coo71], Karp [Kar72], e Levin [Lev72] (uma tradugdo
deste dltimo trabalho aparece em Trakhtenbrot [Tra84]). A referéncia
basica é Garey e Johmnson [GJ79]. A nogdo de boas caracterizagdes
de Edmonds aparece em [Edm65a]; veja também Edmonds [Edm65b],
que apresenta uma das primeiras discussoes especificas sobre a nogéao
de eficiéncia de um algoritmo como entendemos hoje. Para uma dis-
cussio muito interessante sobre o nascimento e a situagdo atual da
conjectura P # NP, veja Sipser [Sip92]. Este trabalho contém também
uma traducio da carta de Gédel a von Neumann.







CAPITULO II
PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é o de introduzir alguns conceitos bdsicos e
resultados classicos que serdo usados nestas notas. Damos uma nogao
do modelo computacional a ser usado e definigdes das principais classes
de complexidade computacional. Terminamos o capitulo tecendo al-
guns comentarios sobre linguagens recursivas com o intuito de facilitar
a leitura para o leitor familiarizado com esses conceitos.

1. Modelos Computacionais

A analise de recursos computacionais envolvidos para se resolver
problemas pelo computador é o objeto de estudo da Teoria da Comple-
xidade. Para tanto faz-se necessario estabelecer modelos computacio-
nais abstratos que exprimam os aspectos praticos de uma computagio.

O principal modelo usado nestas notas é o da maquina de Turing,.
Nao iremos definir o que é uma mdquina de Turing. Essa definicdo
requer uma carga de formalismo grande que nio ajuda muito no en-
tendimento do que se pode on nio computar com uma maquina de
Turing. Para o leitor ndo familiarizado com esse modelo computacm-
nal, tentaremos dar uma idéia geral do que ele vem a ser.

- Comentamos inicialmente que, embora a maquina de Turing venha
a ser um modelo ‘primitivo’ de computagdo, é amplamente aceita a
Tese de Church, segundo a qual qualquer procedimento pode ser pro-
gramado numa maquina de Turing. Nao existe uma defini¢do precisa
de procedimento, o que impede, é claro, que a Tese de Church jamais

15
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venha a ser provada. Como nogao informal, um procedimento é uma
seqiiéncia finita de instrugdes que pode ser executada por um agente
computacional.

1.1. Tempo e espago. Quanto aos recursos computacionais envol-
vidos, estamos interessados principalmente em duas medidas: o tempo
e o espago. O tempo de processamento de uma computagio numa
méquina de Turing é o nimero de passos executados até a término
da computagdo. O espago usado é a quantidade de bits ou células de
memorias usadas na computacgio.

Fixando-se um problema P, é natural que o tempo e espaco de
processamento variem de acordo com a instincia do problema. consi-
derado. Por exemplo, considere o problema da primalidade, ou scja,
decidir se um dado nimero é primo. E de se esperar que o tempo e
espago usados por um algoritmo que resolva este problema cresgam
com o tamanho do mimero a ser analisado. Dessa forma, o tempo e
espago sao expressos em funcdo do tamanho da entrada ou insiéncia
do problema. O tamanho de uma instancia 2, ou o tamanho de uma

_entrada &, de um problema P é o nimero de simbolos usados na des-

crigao de 2 obtido por um esquema de codifica¢do. Esse tamanho serd
denotado por ||

Um esquema de codificagdo é uma forma ‘conveniente’ de mapear
instdncias de um problema em seqiiéncias de caracteres. Para esta-
belecer um esquema de codificagao precisamos inicialmente escolher
um conjunto finito de caracteres & que serd usado na descricio das
instancias do problema. Por exemplo, no caso da primalidade, um
esquema de codificagdo para uma instancia do problema poderia ser
simplesmente a representacgao decimal de n. Portanto, o nosso alfabeto
seria {0,1,...,9},

A complexidade em tempo (resp., espago) de um algoritmo que re-
solve um problema P é uma funcio do tamanho da entrada que ex-
pressa, para cada possivel tamanho de entrada, a maior quantidade
de tempo (resp., espago) requerido pelo algoritmo para resolver uma
instancia daquele tamanho. E claro que essas complexidades depen-
dem do modelo computacional adotado. Essas medidas, porém, nio
sao alteradas substancialmente se o modelo adotado for realista.
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1.2. Méaquinas de Turing e RAM. Para dar uma idéia concreta,
do que é uma maquina de Turing, faremos um paralelo entre este mo-
delo e programas de computadores reais. Uma boa aproximagio, em
termos computacionais de um computador sio as Miquinas de Acesso
Aleatério (RAM — Random Access Machines). Uma maquina RAM,
para todos os efeitos, € uma maquina capaz de executar programas
exatamenie como os computadores existentes. A principal dilerenca
é que qualquer computador real tem capacidade de armazenamento
limitada, enquanto que no modelo RAM essa limitacgio nio existe.

O seguinte fato mostra uma eqiiivaléncia entre os modelos RAM e
méaquinas de Turing.

TEOREMA 1. O modelo RAM, sob o critério de custos logaritmico,
e 0o modelo de mdquina de Turing sGo modelos relacionados polinomi-
almente.

Explicamos a seguir o significado dos termos usados. O critério de
custos logaritmico considera o tempo de execugdo de instrugdes pro-
porcional ao comprimento em bits dos operandos. Dizemos que duas
fungdes f(n) e g(n) sdo relacionadas polinomialmente se existirem po-
linémios pi(z) e p2(} tais que, para todo n, temos fi(n) < pi(fa(n))e
fa(n) < po( fi(n)). Dois modelos computacionais sdo relacionadas poli-
nomialmente se qualquer algoritmo implementado em um modelo pode
ser simulado por um outro algoritmo no segundo modelo de forma que
as complexidades dos algoritmos sio relacionadas polinomialmente.

Assim, o leitor nao familiarizado com maquinas de Turing pode
imaginar que uma magquina de Turing é um programa de um compu-
tador com capacidade «de armazenamento ilimitada e onde os custos
das operagoes levam em conta os tamanhos em bits dos operandos.
Quando usamos a expressio ‘seja M uma maquina de Turing,” QO pa-
ralelo que deve ser feito é que um programa de um computador é dado.
Ou seja, uma maquina de Turing corresponde a um programa escrito
de acordo com o modelo geral das maquinas de Turing.

Os dados de entrada para um maquina de Turing M sio {orneci-
dos numa fita de entrada na qual M faz as leituras. O resultado da
computacio de M é escrito numa fite de saidao.
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2. As Classes P e NP

Os problemas classificados nas classes P e NP sao problemas de
decisdo, ou seja, problemas cuja resposta é sIM ou NAO. O intuito dessa
restricio aos problemas de decisao é o de permitir o uso de conceitos
e ferramentas envolvidos no formalismo das linguagens formais.

Fixe um conjunto finito X, chamado de alfabeto. O conjunto de
todas as segiiéncias finitas de elementos de X, chamadas de palavras,
é denotado por £*. O tamanho de uma palavra z € ¥*, isto é, o
niimero de simbolos usados para se escrever z, é denotado por |z|.
Uma linguagem L sobre o alfabeto ¥ & qualquer subconjunto L C .
O complemento de L, denotado por L, é definido por L = T* \ L.
Fixando uma linguagem L C £, o plol)lcma da pertinéncia é: dado
um 2z ¢ 5, decidir se @ € L.

Com esse formalismo, os problemas de decisio nada mais séo do
que problemas de pertinéncia em linguagens ou conjuntos. Considere
um problema de decisio P com um esquema de codificagio sobre um
allabeto . Considere a lingnagem L sobre ¥ definida por

L ={a: 2 é uma codificagio de uma instancia

de P cuja resposta é sIM}.

Decidir pertinéncia em L é o mesmo que decidir sobre a resposta ao
problema de decisdo P. Por exemplo, considere o problema da prima-
lidade. Seja L a linguagem consistindo das palavras sobre o alfabeto
¥ ={0,1,...,9} que representam, em notacio decimal, niimeros pri-

. mos. O problema de decisao correspondente, PRIMALIDADE, é: dado

uma palavra 2 € X", decidir se 2 € L.

Dizemos que uma maquina de Turing M reconhiece uma linguagem
L se M resolve o problema de pertinéncia para L. Ou seja, para todo
¥ € ¥*, se a ¢ escrito na fita de entrada de M, depois de um niunero
finito de passos M pdra escrevendo SIM na fita de safda se z € L, e
escrevendo NAO caso contrério.

Ewm geral irabalhamos com allabetos com pelo menos dois simbolos.
Nao perdemos muito se considerarmos que o nosso alfabeto é sempre
o alfabeto bindrie {0,1}. Qualquer linguagem sobre um alfabeto fi-
nito X pode ser convenientemente codificada em binario, de forma que
qualquer palavra 2 € &* tem tamanho no allabeto bindrio no miximo
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|z[(1 -+ log, | Z]), on seja, o tamanho das palavras diferem somente de
um fator constante, uma vez que |X| é constante.

As medidas de complexidade de tempo e espago sdo dadas em fungdo
do tamanho de z, a entrada do problema. Para uma funcio #(n),
uma maquina de Turing M é dita ter complexidade de tempo t(n) se
para qualquer n e para qualquer entrada x € X* de comprimento
n, a maquina M pédra depois de O(i(n)) passos. O conjunto das
maquinas de Turing limitadas polinomialmente consiste da unido, para
todo & > 0, das maquinas de Turing com complexidade de tempo n*.
A maquina de Turing M é dita ter complexidade de espago #(n) se a
maior quantidade de meméria usada por M em suas computagdes é
no miximo O(t(n)). Aqui, cada unidade de meméria armazena um
simbolo de .

Uma miquina de Turing que, para qualquer entrada, para apés um
niimero finito de passos é chamada de algoritmo. Um ealgorilmo poli-
nomial é uma maquina de Turing limitada polinomialmente. Dizemos
que uma fungdo f: X — Y é compuidvel em tempo polinomial, ou
simplesmente, que f é uma fungio polinomial, se, existe um algoritmo
polinomial que, para todo @ € X, calcula o valor f(z).

2.1. Sistemas de provas. Um sistema de provas consiste de duas
maquinas de Turing: V, o verificador, e P, o provador, que se comu-
nicam. As duas médquinas de Turing tém acesso comum a uma fita
de leitura contendo uma palavra x. Iremos impor restri¢cbes ao poder
computacional da maquina V', mas P sempre tera poder computacio-
nal ilimitado. Existem ainda mais duas fitas, Fp e Fy, compartilhadas
por V e P. Numa delas, na fita Fp, o provador P pode escrever e V' so-
mente fazer leituras. Na outra delas, na fita Iy, os papéis sdo trocados,
ou seja, V pode escrever e P somente fazer leituras. Veja Figura II.1.

2.2. A classe P. Definimos aqui a classe de linguagens que, em te-
oria, correspondem a problemas de decisio algoritmicamente tratdveis,
_isto é, problemas para os quais solu¢des computacionais sdo viaveis.

DEFINIGAO 2. Uma linguagem L C X" estd na classe de linguagens
DTIME(t(n)) (Deterministic TIME) se eziste um sistema de provas
tal que para todo x € £*, com n = |z|,

(1) @ mdquina de Turing V tem complezridade de tempo t(n);
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Leitura
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Leitura
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4

Fita Fp

Fita Fy

FiguRa I1.1. Sistema de Provas

(2) se 2 € L @ mdaquine de Turing V, no término de suas com-
putagées, escreve SIM na ﬁtd Iy sem nunca consultar a fita
Fp; neste caso dizemos que V. ACEITA 2.~

(3) se 2 € L a mdguina de Turing V, no término de suas com-
pulagdes, escreve NAO na fila Fy sem nunca consultar a fita
Fp; neste caso dizemos que V REIEITA 2.

Note que, nessa defini¢iio, o provador P e a fita s ndo tém nenhuma
importancia. Tudo depende somente da maquina de Turing V cuja

complexidade de tempo é limitada por t{n).

DEFINIGAO 3. A classe P (tempo polinomial) ¢ definida por

P = | | DTIME(r"),

£>0

e @ classe EXP (tempo exponencial) € definida por

EXP = | J DTIME(2"").

k>0
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2.3. A classe NP. A classe de linguagens definida a seguir contém
a classe P e, intuitivamente, corresponde is linguagens que admitem
certificados de pertinéncia simples.

DEFINIGAO 4. Uma linguagem L C T* estd na classe de lingua-
gens NTIME(#(n)) (Non-Deterministic TIME) se eziste um sistema
de provas tal que pare todo x € L*, com n = |z|,

(1} a mdquina de Turing V tem complezidade de tempo t(n);

(2) P computa uma palavra y e a escreve na fita Fp;

(3) se 2 € L a mdquina de Turing V, no lérmino de suas com-
putagdes, escreve SIM na fita Fy apos eventuais consulias a
fita Fp;

(4) 'se z & L a mdquina de Turing V, no término de suas com-
putagées, escreve NAO na fita Fy apds eventuais consultas d
fite Fp.

DEFINIGAO 5. A classe NP (tempo polinomial ndo-deterministico)
¢ definida por .
NP = | | NTIME(n*),

k>0
e a classe NEXP (tempo exponencial nio-deterministico} é definida
por
NEXP = | J NTIME(2"").
k>0

O sistema de provas para uma linguagem em NP € chamado de sistema
NP de provas. :

A definigio da classe NP nos diz que se uma linguagem I € NP
entido para todo € L existe uwa prova y, fornecida pelo provador,
de que 2 € L. Ademais, esta prova y pode ser verificada em tempo
polinomial em |2|. Por exemplo, para provar que umn niimero inteiro
1 € composto, basta exibir um de seus divisores d. A verificagao de
que de fato d | n pode ser feita em tempo polinomial no nimero de
digitos de n. De maneira formal, uma linguagem I estd na classe NP
se existe um ¢ > 0 e existe L, € P tais que

(Ve e &)z € L & (Iy)(lyl < |2|° e (w,9) € Ly)).
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Nestes termos, z é a entrada e ¥ € a prova de que z € L, ou um
certificado da pertinéncia de x a L. ,

Abusando da linguagem, vamos dizer que ‘um problema de decisao
P esta na classe de complexidade X’ quando existir um esquema de
codifigio para P tal que a linguagem I definida pela codificacio das
instancias de P que tém resposta SIM estd em X.

Na defini¢io da classe NP ndo podemos trocar o papel da resposta
SIM pela resposta NAO. Por exemplo, enquanto trivialmente existe uma
prova curta de que um nimero é composto (basta exibir um divisor
proprio do nimero) a situagido é menos clara para se provar que um
ndimero é primo.! Portanto, é imediato concluir que o problema de
decidir se um dado niimero € composto estid em NP, enquanto que nao
é imediato que o problema de decisdo PRIMALIDADE € NP, U outro
exemplo é o do Problema CircurTo HaMILTONIANO. Para provar que
um grafo tem um circuito hamiltoniano, basta exibir um tal circuito.
Por outro lado ndo se conhecem provas ‘curtas’ de que um dado grafo
ndo é hamiltoniano. IEm outras palavras, nio se sabe se o problema
de decidir se um grafo ndo é hamiltoniano estd em NP.

Pelos comentérios acima, faz sentido definirmos a classe de proble-
mas complementares aos problemas em NP, a classe coNP. A classe
de linguagens coNP é definida por

coNP = {8*\L:LC Y el eNP}

O maior problema em aberto em Ciéncia da Computagio é se P é
diferente de NP. Em outros termos, verificar uma prova é computaci-
onalmente mais ficil do que encontrd-la [LSS+77]? Muitas evidéncias
indicam que P # NP. Outra conjectura é que NP # coNP. Das de-
finigdes acima é fdcil concluir que P € NPNcoNP, e a conjectura é
que a inclusao é propria. Também é ficil de ver que P é fechada sobre
complementagdo, isto é, P = coP. Portanto, NP # coNP implica que
P # NP, embora NP = coNP nao implique que P = NP.

2.4. A classe PSPACLE. Mencionamos por iiltimo que as classes
de complexidade relativas ao espago usado pelas computagdes sio de-
finidas de maneira andloga, trocando-se, nas defini¢gdes, complexidade

'Embora exista também, para todo mimero primo, uma prova curta de
sua primalidade [Pra75).
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de tempo por complexidade de espaco. Uma classe que iremos usar é
a classe PSPACE, definida por

PSPACE = |_J DSPACE(n*).

k>0

Veja. que neste caso ndo ha limitagdo em relagio ao tempo de proces-
samento. Nao é muito dificil de ver que NP C PSPACE. Para tanto,
suponha que exista um sistema NP de provas com provador P e ve-
rificador V para uma linguagem L. Podemos, baseado nesse sistema,
contruir um sistema de provas que caracterize a pertinéncia de L em
PSPACE. Para cada entrada z, um novo verificador V' simula, para
cada possivel conteido y da fita Fp, a computagio de V. (Lembre
que y tem comprimento polinomial em |z|.) O verificador V' para com
resposta SIM se e somente se para algum dos y o verificador V péra
com resposta sIM. Como o tempo usado por ¥ é polinomial em [z], é
claro que V' usa espago polinomial para cada uma das simulagdes.

Embora PSPACE contenha também coNP e varias outras classes,
nio se sabe nem mesmo se P # PSPACE.

3. Problemas de Enumeragio e a Classe #P

Nos problemas de decisho estamos interessados em saber se uma
determinada instdncia de um problema tem ou nio uma certa pro-
priedade. Por exemplo, dado um grafo, queremos saber se ele tem
um circuito hamijltoniane. Um problema de enumeragdo consiste em
contarmos quantas solu¢ées um problema tem. No caso do CircuiTO
HAMILTONIANG, 0 problema de enumeragio é saber quantos circuitos
hamiltonianos distintos um grafo tem (eventualmente esse nimero €
zero). : '

Mais formalmente, um problema de enumeragdo P consiste de um
conjunto f de instancias para P e, para cada z € I, um conjunto finito
S(2) de solugdes para x. A solugao do problema de enumeragio é a
.cardinalidade de S(z). Se P é o Problema CircuiTo HAMILTONIANO,
o conjunto I consiste de todos os grafos finitos e para cada grafo 2 € 1,
o conjunto S{x) é constituido por todos os circuitos hamiltonianos do
grafo x.

Um problema de enumeracio 7 estd na classe #P se exisie um
sistema NP (veja Defini¢io 5) de provas tal que para cada instancia x
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de P, o nimero dos y fornecidos pelo provador que levam o verificador
a. aceitar x ¢ igual a cardinalidade de S(z). Abusando da notagio,
dizemos que uma fungio f: E* — N esta em #P se o valor de f, para
cada 2, é o nttmero dos y que levam o verificador a aceitar 2.

4. Linguagens Recursivas

A leitura desta secio niio é essencial para o entendimento do res-
tante dos capitulos. Nosso ohjetivo aqui é esclarecer, para o leitor
familiarizado com o conceito de fungdes recursivas, alguns pontos que
possam ter ficados obscuros neste capitulo.

Seja ¥ um alfabeto finito. Uma funcio f: Z* — I" é recursiva
ou compuidvel se existe uma maquina de Turing que para qualquer
entrada x € Z* calcula f(x) apdés um nimero finito de passos.

Uma linguagem L é recursive se sua fungio caracteristica fr, defi-
nida sobre £* e dada por

1 sex €L
0 caso contrario,

fo(z) =

é recursiva. Ou seja, se existe uma maquina de Turing T que resolve o
problema de pertinéncia para L. Neste caso dizemos que T decide L,
ou que L é decidivel. Uma linguagem L que nao € recursiva, ou seja,
L nao ¢é decidivel, é dita ser indecidivel. '

Pelas defini¢des acima, dizer que uma linguagem I é indecidivel
¢ equivalenie a dizer que ndo existe wma méaquina de Turing capaz
de decidir o problema de pertinéncia para L. Pela Tese de Church
isso quer dizer que nio existe um procedimento efetivo para decidir
pertinéncia em [. _

A ‘maior’ classe definida na segdo anterior ¢ a classe NEXP. Des-
tacamos aqui que, embora NEXT contenha linguagens que sdo con-
sideradas computacionalmente intrativeis (acredita-se que este ja é o
caso para algumas linguagens em NP), é ébvio que a classe NEXP estd
contida na classe de linguagens recursivas. Ou seja, embora possamos
considerar as linguagens em NEXP faceis de serem computadas por
serem linguagens recursivas, a estoria é outra quando consideramos os
recursos computacionais envolvidos nessa computagio,

Veremos a seguir classes de lingnagens que contém propriamente a
classe de linguagens recursivas. Uma linguagem [ é recursivamente
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enumerdvel se L = () ou existe uma fungdo recursiva f tal que a
imagem de f é L. Ou seja, podemos enumerar os elementos de L:
L = {f(wa), flw),...},se B* = {wy,wy,...}.

Uma defini¢ao alternativa de linguagens recursivamente enumeriveis
é dada pelo seguinte lema.

LeMa 6. Uma linguagem L é recursivamente enumerdvel se e so-
mente se exisle umma mdquina de Turing que com entrada x pdru se ¢
somente se x € L.

E um fato bem conhecido que se L é recursiva, o seu complemento
I = £*\ L também é. E que se L e L sao recursivamente enumeraveis,
entdo L é recursiva.

4.1. O problema da parada. Vamos mostrar a seguir uma lin-
guagem que é recursivamente enumeravel mas nio recursiva.

Seja T uma maquina de Turing. O problema da parada para T
¢ decidir, para todas as possiveis entradas z, se T com entrada =z
para. Seja £ = {{T,z): T com entrada = pira}. Aqui, T deve ser
entendido como uma codificagio conveniente da miquina de Turing
T. O seguinte teorema é bastante conhecido.

TEOREMA 7. A linguagem L € recursivamente enumerdvel mas ndo
recursiva.

Em outras palavras, o problema da parada é computacionalmente
indecidivel. Qu seja, como comentado na Introdugdo, o problema da
parada nido pode ser resolvido por processos algoritmicos.

Segue também que, pelo exposto acima, o complemento de £ nao é
recursivamente enumeravel. Embora esse exemplo de linguagem nio
recursiva possa parecer nao muito natural, existem muitos outros pro-
blemas’ que sao também indecidiveis. De fato, considere o seguinte
problema.

ProBLEMA 8. Dado um polinémio p(xy,%a,...,2,) com cocficien-
.tes inteiros € n varidveis, decidir se a equacio p = 0 tem uma solucio
mtetra,

A indecidibilidade do problema acima foi provada por Matiyasevich
em 1970, resolvendo assim o Décimo Problema de Hilbert. (Veja, por
exemplo, Matiyasevich {Mat93].)
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5. Notas Bibliogrificas

As méquinas de Turing foram formalizadas por Alan Turing {Tur36).
0O Teorema 1 é devido a Cook e Reckhow [CR73]. Para uma introdugio
mais detalhada as classes de complexidade descritas neste capitulo,
veja Garey e Jonhson [GJ79].

A classe #P foi definida de maneira similar por Valiant [Val79] e
Janos Simon [Sim75].



CAPITULO TII
PROVAS INTERATIVAS

Num sistema de provas interativo temos um ser todo-poderoso, o Mago
Merlin, € um humano comum, o Rei Artur. Suponha que Merlin queira
convencer o desconfiado Rei Artur de que uma palavra 2 pertence a
uma linguagem L. Embora o Rei seja bastante inteligente, dispde so-
mente de tempo polinomial para ser convencido de que x € L. Quais
sdo as classes de linguagens para as quais Merlin estd apto a convencer
o Rei Artur da resposta afirmativa ao problema de pertinéncia? Su-
ponha que o Rei ndo se incomode em ser 100% convencido que z € L,

mas se tiver, digamos, 99% de certeza se dard por convencido. Serd

que com essas condigdes Merlin pode convencer o Rei da resposta siM
ao problema de pertinéncia para uma classe grande de linguagens?

Se exigimos que o Rei Artur seja 100% convencido, a resposta é que,
‘para todo x € L, o Rei pode ser convencido de que & € L se e somente
se L € NP. A razio disso é que, primeiro, no sistema de provas
que define NP, Merlin faria o papel do Provador P e o Rei Artur do
Verificador V. I em segundo lugar, uma prova interativa totalmente
deterministica pode ser facilmente simulada por um sistema NP de

provas. Por outro lado, se 99% de certeza for o suficiente, a resposta,

é surpreendente: para todo 2 € L, o Rei pode ser convencido de que
x € L se e somente se . € PSPACE. Como j& mencionamos na
Introdugdo, acredita-se que PSPACE seja uma classe de linguagens
muito maior que NP,

27
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1. Definigdes e Modelos

Informalmente, um sistema de provas interativo consiste de umn jogo
entre um Provador P (‘Merlin’) e um Verificador V (‘Rei Artur’).
Dado uma linguagem L C ¥* e um z € X*, a tarefa de Merlin é
convencer o Rei Artur de que x € L. Merlin nem sempre é honesto
(nem sempre x € L) e o honesto Rei Artur precisa ter uma estratégia
para nao se deixar enganar. O Rei tem acesso a bits aleatérios. O que
ele precisa fazer é, baseado na entrada = e eventualmente consultando
bits aleatdrios, interagir com Merlin para se certificar que 2 € L.
De acordo com as respostas de Merlin, o Rei pode querer {fazer mais
perguntas, usando ou nao mais bits aleatérios. Como Merlin é todo-
poderoso, ele ndo gasta tempo nenhum para dar suas repostas. Assim,
o processo todo fica limitado somente pelo Rei Artur, cujo tempo total
para fazer suas computa¢des é limitado polinomialmente. Dizemos que
a linguagem L € IP se para qualquer z € L Merlin consegue convencer
o Rei disso, e para qualquer € L, qualquer que seja a estratégia de
Merlin, a probabilidade do Rei ser convencido de que » € L é muito
pequena. Convencionamos dizer que Merlin ganhe o jogo se o Rei
Artur se convence de que x € L. Caso contririo, Merlin perde.

Um sistema de provas interalivo consiste de duas maquinas de Tu-
ring: o verificador V e o provador P que se comunicam. As duas
maquinas de Turing tém acesso comum a uma fita de leitura contendo
uma palavra z. A maquina de Turing V' é limitada polinomialmente e
tem acesso a uma fita contendo bits aleatérios. A mdquina de Turing
P tem poder computacional ilimitado. Existem ainda mais duas fitas,
Fp e Iy, compartilhadas por V ¢ P. Numa delas, na fita Fp, o prova-
dor P pode escrever e V somente fazer leituras. Na outra delas, na fita
Iy, os papéis sdo trocados, ou seja, V pode escrever e P somente Tazer
leituras. Usando essas fitas, P e V interagem trocando mensagens.
Veja Figura 111.2. '

Um ‘detalhe’ ndo comentado até agora é se Merlin pode ‘ver’ os
bits aleatdrios do Rei Artur na medida em que este acessa esses bits.
Esse detalhe, que conforme veremos nio é tdo importante, deu origem
a definigao de duas classes de complexidade em provas interativas, as
classes IP ¢ AM, que definiremos a seguir.
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Fita de bits aleatdrios

Fita de Entrada

_ Leitura
Leitura Leitura
Provador Verificador
P Vv
Merlin Rei Artur
Escrital LGM"-a_ l Escrita
Fita Fp Fita Fv

FFicura II1.2. Sistema de Provas Interativo

1.1. As classes IP e AM. Para facilidade de leitura (e por ja
termos uma certa familiaridade com sua majestade o Rei Artur), cha-
maremos sempre de Artur a maquina de Turing V limitada polinomi-
almente e de Merlin a maquina de Turing P com poder computacional
ilimitado. Uma linguagem L estd na classe IP(#(n)) se existe um sis-
tema de provas interativo e uma funcio {(n) que, para uma entrada
comum z, de comprimento |t| = n, as seguintes condigdes sao satisfei-
‘tas:

(1) Artur e Merlin trocam no méximo {n) mensagens usando as
fitas Fp e Fy;

(2) para todo z € L, Merlin sempre tem uma estratégia ganha-
dora, isto é, existe um P tal que Artur ACEITA a prova de P
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terminando suas computagdes escrevendo SIM na 'fita Fy {esse
uso da (ita ndo faz parte das ¢(n) mensagens trocadas). Ou
seja, Merlin sempre pode convencer o Verificador de que = € L
se isso for verdade.

(3) para todo z ¢ L, para qualquer Provador P, Artur REJEITA a
prova de P terminando suas computacoes escrevendo NAO na
fita Iy com probabilidade > 3/4. Ou seja, por mais que Merlin
tente enganar Artur, a probabilidade deste ser enganado é no
mdximo 1/4. Essa probabilidade é medida em relagio aos bits
aleatdrios consultados por Artur.

(4) Artur é o primeiro a fazer uso de sua fita de mensagens.

(5) Merlin nio tem acesso aos bits aleatérios consultados por Ar-
tur.

Quando Artur termina o protocolo escrevendo sIM em sua fita, dize-
mos que Artur ACEITA [a prova de Merlin]. Caso contrario, dizemos
que Artur REIEITA. A classe de linguagens AM(#(n)) é definida de
maneira andloga, exceto pelo item 5, onde agora Merlin e Artur tém
acesso simultaneo aos bits aleatdrios. O valor 3/4 colocado na definicio
é arbitrdrio e poderia ser qualquer constante estritamente entre 0 e 1.
Se repetirmos de forma independente e em paralelo o sistema acima
um ninero conveniente (constante) de vezes, podemos amplificar ar-
bitrariamente o grau de certeza da resposta, sem aumentar o nimero
de lances no jogo.
As classes IP e AM sao definidas por

1P = U IP(n*) e AM = U AM(n*).

k>0 £20

As definigdes acima correspondem simplesmente a nio limitar o ndme-
ro de mensagens trocadas entre Pe V, p01 ém mantendo-se a restrigio
de polinomialidade de V.

Uma variante da classe AM é a classe MA: agora quem usa. a fita
de mensagens primeiro é Merlin.

1.2. Um exemplo de um sistema de prova interativo. [ fAcil
ver que NP C TP(2). Se uma linguagem L estd em NP, entao existe um
sistema de provas para L, conforme Delinigao 5. Esse sistema de provas
pode ser simulado por um sistema de provas interativo considerando-se
que Artur abre mao de sua primeira mensagem.



1. DEFINICOES E MODELOS 31

Vamos mostrar nesta se¢do que um certo problema que nao se sabe
se estd em NP estd em IP(2). Trata-se do Problema Graro Nao-
ISOMORFISMO, que consiste em decidir se dois grafos dados nido sfo
isomorfos.

TEOREMA 9. GRAFO NAO-ISOMORFISMO estd em IP(2).
Prova. Seja (G,,G3) uma instincia do problema, onde os grafos

dados sio Gy = (V, E1) e Gy = (V, E3). O protocolo entre Artur e
Merlin esta descrito na Figura II1.3.

(1) Artur escolhe aleatoriamente ¢ € {1,2} e uma permutagio
aleatdria 7 de V.
(2) Artur computa o grafo #(G.) = G3 = (V,E3), onde E, é
: definido por {w(u),r(v)} € E; se e somente se {u,v} € G..
(3) Artur descreve G na fita Fy;
(4) Merlin, depois de ler G5, escreve na fita Fp o valor de c.
(5) Se Merlin erra no Passo 4 o valor de ¢, Artur REJIEITA;
caso contrario, Artur ACEITA.

Ficura I11.3. Protocolo para GRAFO NAO-ISOMORFISMO

Se os grafos ) e G» ndo sio isomorfos, entio Merlin pode sempre
distinguir o caso em que Gz é isomorfo a (; do caso em que Gy é
isomorfo a G, e sempre pode acertar no Passo 4. -

Por outro lado, se Gy e G5 sio isomorfos, entao devido a escolha
aleatéria da permutacio 7, a probabilidade de Gy ser 7(G,) é igual
a probabilidade de ser #(G,). Neste caso, Merlin, desconhecendo o
valor de ¢, ird errar no Passo 4 com probabilidade 1/2. Para obtermos
o limitante desejaco de 3/4 na probabilidade de acerto de Artur, o
protocolo acima deve ser repetido em paralelo 2 vezes. £l

No protocolo acima, é fundamental o fato de Merlin nio ter acesso
aos bits aleatérios de Artur, ou mais precisamente, aos valores de ¢ e
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m. Porém, veremos a seguir que tal fato nio é tao importante quanto
parece.

1.3. Propriedades das classes IP e AM. Vamos mencionar, sem
provas, duas propriedades importantes das classes TP e AM.

A primeira delas esclarece uma questio mencionada anteriormente,
a saber, o quio importante é o fato de Merlin ter ou nio acesso aos
bits aleatdrios de Artur,

TeoreEMA 10. Para lodo polinémio QQ(n), temos
IP(Q(n)) € AM(Q(n) +2).

A segunda propriedade responde a seguinte pergunta. Serd que o
ndamero de vezes que Artur e Merlin trocam mensagens é relevante

na defini¢io dessas classes? A resposta a essa pergunta é um tanto
surpreendente. :

TroreEMA 11. Sejo t: N — N uma fungdo com t(n) > 2 para todo
n. Entdo AM(t(n)) = AM(2t(n)).

Em particular, esse teorema nos diz que a hierarquia das classes
AM(k), para k finito, colapsa. Ou seja, AM(2) = AM(k) para qualquer
inteiro &£. Note que o teorema n&o implica que a classe AM, na qual ndo
se limita o nitmero de trocas de mensagens, colapse. Pelo Teorema 10,
os mesmos comentirios se aplicam & classe IP.

2. coNP C IP

Provaremos nesta segfio que se uma linguagem L admite certificados
polinomiais de pertinéncia, entao a afirmativa z ¢ L admite uma prova
interativa. Formalmente, coNP C IP. Na préxima secio provaremos
algo muito mais lorte, a saber, que PSPACE C IP. A presente secio é
mais nm aquecimento para que possamos adquirir maior familiaridade
com provas interalivas, e também para ver um dos componentes da
demonstiragio de que PSPACE C IP, a saber, o ‘Protocolo LFKN’ de
Lund, Fortnow, Karloff, e Nisan [LFKN92].

Um problema completo para a classe coNP é o de decidir se o niimero
cromético x(G) de um dado grafo G é > 4, isto ¢, se G nio admite uma
coloragdo de seus vértices com no maximo 3 cores de forma que vértices
adjacentes recebam cores distintas (para o conceito de completude veja
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Sec¢do 2 do Capitulo V). Note que claramente este problema pertence
a classe coNP, ji que se G admite uma tal coloragio, entdo exibindo
~uma destas coloragdes certificamos que x(G) < 3.

Seja dado uin grafo G. FExibimos abaixo um jogo Artur-Merlin
em que Merlin sempre vence se x(G) > 4, e o Rei Artur tem alta
chance de vencer caso x(G) £ 3, independentemente dos lances de
Merlin. Comegamos escolhendo um inteiro positivo N bastante grande
‘em relagio ao tamanho de G, e escolhemos um polindémio p(X) de
grau 5 de coeficientes racionais tal que p(0) = 0O e p(t) = 1 se t €
{41,£2}. Suponha que o conjunto de vértices de G é {1,...,n}, e
ponha _

o( X5y, X)) = Hp(X - X;)
onde o produto se estende sobre todos pares ¢ < j com #j uma aresta
de G. Note que o polinémio ¢(X,,...,X,) tem grau total d < 5|E(G)).
No que segue, usamos as cores 0, 1, e 2 para colorir os vértices de G.
Ponha H = {0,1,2}. Entdo x € /" corresponde haturalmente a uma
coloracdo dos vértices de G, e
(1)

(x) 1 se x é uma coloragio prépria de G
g\x)= .
0 caso contrario.

Desta forma, o nimero de coloragdes proprias de G é
0= ax),
xeH"

e é 0 objetivo de Merlin convencer o Rei Artur de que o valor ¢y desta

soma ¢ nulo. Claramente, a delinicio explicita de g é uma soma

sobre um conjunto de tamanho exponencial (‘experimente todas as

possibilidades’), e assim ndo podemos esperar que o Rei Artur possa

ingenuamente computar go, ja que cle é polinomialmente limitado.
Paracada 1 <12 < nl consideremos o polinémio racional

WX LX) = Y e Y (X X i) (2)
aip €N r,EH
de 7 indeterminadas. Note que, trivialmente, temos
qi-1( X1, Xis1) = Z gi( Xa, . X, @) (3)
el

para todo 1 < i < n. O jogo de Artur-Merlin ¢ dado na Figura IIT.4.
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Merlin declara inicialmente que ¢ = ¢, = 0.
Para cada ¢ = 1,...,n, alternam-se os seguintes lances.

(1) Merlin fornece um polinémio racional G{X:) de gran < d
ao Rei Artur, e declara que §(X;) = ¢:{p1,--., pic1, Xi)s

(2) O Rei Artur verifica se G_1(pi1) # gy Gil2:), e
REJEITA se este for o caso e o jogo termina. Caso contrario,
o Rei escolhe uniformente ao acaso um inteiro p; satisfa-
zendo 1 £ p; < N, e fornece este valor a Merlin.

Finalmente, se §,(p,) = ¢(p1,...,pn)s 0 Rel Artur ACEITA, e caso
contrario o Rel REIEITA.

Ficunra IIT.4. Protocolo LFKN

Assuma que g = 0 e descrevamos a estratégia de vitéria para Mer-
lin. Simplesmente, basta que os lances de Merlin no passo (1) do jogo
sejam,.de fato, G{X:) = ¢i(p1,...,pi-1,X;) para todo 1 < @ < N.
Note que, entdo, a identidade (3) garante que o Rei Artur nunca re-
jeitard, e assim ele terd convencido o Rei de que ¢ = 0 e, assim, de
que x(G) > 4, como querfamos.

Suponha agora que Merlin estéd tentando certificar uma afirmativa
falsa; isto é, admitamos que ¢y # 0. O nosso objetivo é abter uma
estimativa superior para a probabilidade de que o Rei Artur acabe
accitando que qo = 0 ou, equivalentemente, que y(G) > 4. Assuina,
portanto, que o Rei acabou devolvendo ACEITA.

Suponha que §,{X;) passou o feste de consisténcia no passo (2)
do jogo, isto é, suponha que ¢(0) 4+ ¢(1) + ¢,(2) = 0. Como es-
tamos assumindo que ¢,(0) + (1) + ¢1(2) = ¢ # 0, temos que
os polindmios ¢ (X,) e ¢, (X)) diferem. Agora notemos que, como
Merlin declarou que §,(X,) = ¢ (X;), ele declarou implicitamente
que q1{p1) = Gi{p1). Como ambos §;(X,) e ¢,(X,) sdo de grau no
maximo d, sabemos que eles coincidem para no maximo d valores
de X,. Assim, a probabilidade de que seja correto o valor §,(p)
declarado por Merlin para g,(p,) é de no méximo d/N. Suponha
que §i{p1) # @(p1). Consideraremos o caso em que hd acidental-
mente igualdade aqui como ‘azar’, e contabilizaremos a probabilidade
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correspondente na estimativa superior para a probabilidade de o Rei
Artur ser ‘ludibriado’.

Observemos agora que a situagao € a seguinte. Temos um polinémio
racional ¢(py, X3,...,X,) com n~1 indeterminadas ¢ Merlin declarou
um valor errdneo para a soma.

QI(pl): Z Z Q(pla‘r?!""mn)’ (4)

E:2Y47) rn €l

asaber, §1(p1} # q1(p1). Assim, estamos numa situagao andloga aquela
da qual partimos: no comeco do jogo, Merlin havia declarado o valor
erroneo 0 para a soma ¢y = ).~ ¢(x). Entretanto, temos agora
wma indelerminada a menos, e a soma é sobre o ‘hipercubo’ /"~ de
dimensdo wm menor.

Prosseguimos agora por indugio, sempre assumindo que os valores
declarados §(p;) (1 € ¢ < n) para as somas intermedidrias

Z Z GUP1s e e s Piy Tty e s Tn)

.‘l’-‘..i.[EJr{ wn €l

sdo incorretos. Analisemos o que acontece ac fim das n rodadas do
jogo. Temos, neste ponto, os inteiros p1,...,p, € o polinémio §,(X,).
Este polinémio &, de acordo com Merlin, o polinémio

qn(Pl!---apn—ls‘x’n)- (5)

No dltimo teste de consisténcia do Rei Artur no protocolo, ele verifica
se

Ga(pn) = Balpis- o) (6)

Como estamos admitindo que o Rei Artur aceitou a afirmativa de
Merlin, a igualdade (6) verificou-se, o que ocorre com probabilidade
no miximo d/N, jd que §,(X,) ndo é o polinémio dado em (5).

Concluimos assim que a probabilidade de Merlin Tudibriar o Rei
Artur é de no miximo

INYd d(n
s (-8) st
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Basta agora tomar N suficientemente grande para que d(n 4+ 1)/N <
1/4. Por exemplo, podemos tomar N = 20n?, onde, recordamos, n &
o nimero de vértices em G. _ '

Assim certificamos a afirmativa x(G) > 4 através de uma prova
interativa. Como mencionado acima, esta afirmativa é completa para
a classe coNP, e portanto temos o seguinte resultado.

TreEOREMA 12. coNP C IP.

Note que o resultado acima mostra que o problema de se certificar
a ndo existéncia de um circuito hamiltoniano em um dado grafo pode
ser resolvido através de um sistema de provas interativo, j& que este
problema pertence & classe coNP. Lembre que este foi um dos exemplos
discutidos no Capitulo I (o ‘problema do banquete pacifico’).

Em realidade, o Protocolo LFKN pode ser usado para certificar o
niimero de coloragdes préprias que um dado grafo G tem com £ cores,
onde & é qualquer inteiro fixo. Isto implica algo muito mais forte que
o Teorema 12, embora este resultado seja mais ‘técnico’. A

Suponha que uma maquina de Turing M tenha acesso a um oraculo
que ¢ capaz de responder perguntas do tipo ‘quanto é f(2)?’, onde f
é uma fungiio em #P (cf. Se¢do 3 do Capitulo II). O custo de cada
consulta ao ordculo & aqui, por definigio, unitdrio. A classe de lingua-
gens que sao reconhecidas em tempo polinomial por tais maquinas de
Turing M ¢é conhecida como a classe P#¥. O Protocolo LFKN fornece
o seguinte resultado de Lund, Fortnow, Karlofl, e Nisan [LFKN92].

TeorEMa 13. P#P c [P,
Por um resultado de Toda [Tod89], a hierarquia polinomial {veja,
por exemplo, Garey e Johnson [GJ76]) estd contida em P#F. Assim

temos do resultado acima o seguinte coroldrio imediato.

- CoroLARrIo 14. Toda linguagem na hierarquia polinomial admite
um sistema interalivo de prova.

Veremos na se¢do seguinte o resultado definitivo sobre o poder das
provas inlerativas,
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3. IP = PSPACE

A intengdo .ao se definir a classe AM foi a de se definir classes de
linguagens um pouco maiores que NP. Nas palavras de Babai ¢ Mo-
ran [BM88], “a hierarchy of complexity classes ‘just above NP'.” O
resultado que descrevemos a seguir, que IP = PSPACE, foi uma sur-
presa para todos os pesquisadores da drea. O poder de uma fonte de
bits aleatérios num sistema de provas tinha sido subestimado.

Uma possivel justificativa para tal [ato é a seguinte. Existem classes
de complexidade definidas de forma similar - classe P, com a diferenca.
que agora os algoritmos tém acesso a uma fonte de bits aleatédrios e se
requer que a resposta seja apenas probabilislicamente correta. Esses
algoritmos sao chamados de algoritmos do tipo Monte Carlo. Clas-
ses de linguagens reconheciveis por tais algoritmos foram definidas nos
~anos 70. Desde entédo, todos os esforgos empreendidos na direcio de
se provar que essas classes contenham propriamente a classe P ou se
igualem a classe NP foram em vao. Com isso, a comunidade passou a
duvidar do poder computacional de elementos aleatérios em procedi-
mentos algoritmicos.

Antes da prova que IP = PSPACE, precisamos fazer umas ob-
servagoes sobre a classe PSPACE. Podemos definir o similar da redu-
¢ao de Karp (Definicio 46) para a classe PSPACE. Com essa nova
redugao podemos definir problemas completos para PSPACE, e pro-
var o seguinte teorema.

TroreMA 15. O Problema QBF € PSPACE-completo.

(Para. a defini¢do do Problema QBT veja Apéndice A.)

Para mostrar que IP = PSPACE comentaremos inicialmente que
IP € PSPACE. A seguir, mostraremos que QBT estd em IP. Como o
Problema QBF é completo para PSPACE, isso implica que PSPACE C
IP, encerrando a prova.

TeEonrEMA 16. IP = PSPACE.

Prova. Nio é muito dificil ver que IP C PSPACE. Para uma
maquina de Turing M’ reconhecer uma linguagem L € IP usando
espago polinomial, basta que A’ simule, para cada possivel' contetido
y da fita Fp e cada contetddo 7 da fita de bits aleatérios, a computagao
de V. A maquina M’ pdra com resposta SiM se e somente se¢ para
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algum dos y e para qualquer 7, o verificador V' pdra com resposta SIM.
Caso contririo, M’ para com resposta NAO.

Portanto, a parte dificil da prova é mostrar que PSPACE C IP.
Para tanto, vamos mostrar que wimn problema completo para PSPACE,
o problema QBF, esta em IP.

" A entrada do QBI é uma férmula booleana quantlﬁcada

(Q121)(Qa2) - (Que) Bty 85r- - ),

onde ¢; é ou ¥V ou 3 e B é uma {érmula booleana (sem quantificadores).

Para cada {6rmula booleana B(zy, %,...,2,) podemos fazer corres-
ponder um polinémio b(z, %2, ..., zy), conhecido como a aritmetizagdo
da féormula B, onde o A 3 é substituido por aff, mnapor l —aceaV
poraxf=a+f-af=1-(1-ca)(l—-73). Observe que os valores
de B e b coincidem para argumentos booleanos, isto &, interpretando
1 como verdadeiro e 0 como falso.

Seja Plx,xy,xs,...,&) um polindmio. Definimos os seguintes po-
linémios a partir de P:

(ApPY 1,20y oyee) = POy, 2o, . ) P(LL 2y, @0, 005 T )y
(E;PY @y 20, oy2) = PO, 21,20, .., 2) % P(L, 20,20, ..., 21 ),
(RoPYx w0y .oy 2p) = P mod (2° — )
(isto é, todas as ocorréncias de 2™ com

n > 1 sido substituidas por z).

Nos polindémios A, P e E,P a varidvel x estd ausente, enquanto R, P
tem as mesmas varidveis de P. Note que P e R,P coincidem em
argumentos hooleanos.

Seja S{xy,24,...,7;) um polindmio sobre um corpo finito C de car-
dinalidade |C|. Assuma que exista um sistema. de provas interatlivo a
em 1P permitindo que Merlin convenga Artur que S(wuq, ts,. .., u5) =
v com probabilidade 1 para qualquer entrada g, ts,...,tuz, v € C
quando isso é verdadeiro, e com probabilidade menor que & quando
isso é lalso. Seja U o polindmio obtido de S por uma das operagdes
Ay, By ou IR, Seja d o grau de 2 em S e suponha este valor conhe-
cido por Artur. Vamos construir um sistema de provas interativo j3
permitindo a Merlin convencer Artur de que U{cg,es,...,¢,) = € com
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probabilidade 1 para quaisquer ¢;, ¢q, . . ., ¢, € quando isso é verdadeiro
e com probabilidade menor que € + d/|C| quando isso é falso.
Descrevemos agora a constru¢io do sistema de provas interativo 3.

Caso A. U(yr,..., ) = A:S5(2,9,...,%). Merlin quer convencer
Artur de que U(c;y,ca,...,¢) = e. O protocolo estd descrito na Tj-
gura IIL5.

(1) Merlin envia a Artur os coeficientes do polinémio s(z) =
S(z,c15.405¢0).

(2) Se o grau de s excede d ou 5(0)s(1) # e, Artur REJEITA.

(3) Caso contririo, Artur envia a Merlin um elemento aleatério
dereC.

(4) Usando o sistema de provas «, Merlin tenta convencer Artur
de que S(r,c1y...,¢) = s(7).

T'icura II1.5. Protocolo para o Caso A

Caso I'. Uy, .- 1) = B85, 1, ..., 4). Troca-se, no caso anterior,
5(0)s(1) por s(0) % s(1).

Caso R. U(z,y1,...,%) = R.5(=,,...,3). Merlin quer convencer
Artur de que U(f,¢1,¢2,...,¢) = e. O protocolo estd descrito na
Figura IIL.6.

Merlin pode enganar Artur ou durante o (com probabilidade menor
que ¢) ou se polindmios diferentes s(z} e S(z,¢cy,...,¢;) coincidem no
ponto aleatério r (probabilidade menor que d/|CY).

Seja I = (@121 )(Qaz2) .. . (Qrzp) B2y, 22, .. ., 2, ) uma férmula bo-
oleana quantificada. Considere a aritmetiza¢io b{a;, 20,....2,) de
B e aplique, seqiiencialmente, operagdes conforme descritas na Ifi-
gura IT11.7. Nessa figura 4;2 = A, ou I5, conforme ¢; =V ou 3. Apds
essas operagbes obtemos uma constante igual a 0 ou 1, dependendo
da validade da férmula F'. Se a constante é 1, Merlin pode convencer
Artur desse fato. Para tanto, o trabalho inicial de Merlin é aplicar
no polinémio b as operacdes descritas acima que resultaram na cons-
tante 1. Apds essa fase, Merlin precisa convencer Artur de que cada
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(1) Merlin envia a Artur os coeficientes do polinémio s(z) =
S(z,e1,...,0).

(2) Se o grau de s excede d ou s{0) + (s(1) — $(0))f # e, Artur
REJEITA.!

(3} Caso contrario, Artur envia a Merlin um elemento aleatério
dereC.

(4) Usando os sistema de provas «, Merlin tenta convencer Artur
de que S(r,cy,...,¢,) = s(r).

tObserve que s(0) 4 (s(1) — s(0)) f é o valor de s(x) mod (2% —z) em [.

Frcgura I11.6. Protocolo para o Caso R

operagao foi feita corretamente. Isso é feito seguindo a seqiiéncia de
operagoes de ‘haixo para cima.’ Em cada passo Merlin usa o sistema. 3
para convencer Artur de que a operagio foi aplicada corretamente. Fi-
nalmente, a igualdade b(w;, #a,...,u,) = v precisa ser verificada para
algum 1y, e, ..., U, v. Artur pode fazer isso sozinho pois a [érmula
B é conhecida. A probabilidade de erro nio excede

(mimero de operagdes A, E, R)x(grau maximo)
| |C]

Se o comprimento da [6rmula  é {, entdo o nimero de operacgoes é
O(?). O gran mdximo de b nao excede ! e as operacdes R reduzem o
grau a 1, sendo que posteriormente os graus sdo no maximo 2. Se C
tem mais do que I? elementos, a probabilidade de erro tende a 0 quando
[ — cc. Podemos usar C' = Z/pZ, onde p é um primo de comprimento
logaritmico em I. O primo p pode ser escolhido por Artur, pois o teste
de primalidade é trivial para nimeros desse tamanho. O

4. Notas Bibliograficas

A classe IP foi definida por Goldwasser, Micali, e Rackofl [GMRS5],
e a classe AM por Babai [Bab85]. Os trabalhos independentes apre-
sentando essas classes aparecem simultaneamente numa mesma con-
feréncia. Um ano depois, Goldwasser e Sipser [GS86] provam o Te-
orema 10 mostrando a equivaléncia dessas classes. O Teorema 11 é
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Ficura II1.7. Operagdes sobre &

de Babai e Moran [BMS8S]. Goldreich discute em [Gol94] virios siste-
mas de provas, salientando a importancia dos elementos aleatérios em
todos eles.

Os resultados da Se¢io 2 sao todos devidos a Lund, Fortnow, Kar-
loff, e Nisan. Em [LFKN92], estes autores dio uma prova de que o
valor do permanente de uma matriz pode ser certificado através de
uma prova interativa. Como provado por Valiant [Val79], esta fungio
¢é completa para a classe #P, e assim segue o Teorema 13, o resultado
central da Segao 2. A prova alternativa aqui apresentada é devida a
Babai [Bah94].

O Teorema 15 é de Stockmeyer {Sto76]. O resultado IP = PSPACE
é devido a Shamir [Sha92]. A demonstragio original deste teorema
segue de perto Lund, Fortnow, Karloff, e Nisan [LFKN92]. Veja DBa-
bai [Bab90] para uma discussio muito interessante sobre a histéria
deste resultado. A denvonstragio simplificada dada acima é devida a
Shen [She92].






CAPITULO 1V
PROVAS VERIFICAVEIS PROBABILISTICAMENTE

Neste capitulo discutiremos a demonstragio do resultado central de
Arora, Lund, Motwani, Sudan, e Szegedy [ALM*92b]. Lembremos
rapidamente o que diz este resultado. Seja £ um linguagem NP, ou
seja, uma linguagem cujos elementos x € L admitem certificados de
pertinéncia y,, simples e curtos. Intuitivamente, isto significa que para
que ‘provemos’ que z € L, basta apresentarmos este certificado y,
como uma demonstragio deste fato. Sendo simples e curta, esta prova
pode ser eficientemente verificada em tempo polinomial.
Informalmente, o resultado de Arora et al. diz que se L € NP, entio
todo elemento z € L também admite um certificado de pertinéncia TT,
transparente. Para que fiquemos convencidos de que 2 € L, basta ler-
mos um nimero O(1) de caracteres de IL,.. Os caracteres a serem lidos
sd0 escolhidos aleatoriamente, mas o nimero de bits aleatdrios usados
para se sortear estes caracteres é O(log »), onde como de usual n = |z|.

1. O Sistema de Provas PCP

Aqui descrevemos precisamente o sistema de provas em que se ba-
seiam as demonstragGes transparentes. Neste capitulo, sempre tere-
mos X = {0,1} e, sem perda de generalidade, consideramos lingua-
gens I, C ¥* apenas.

No sistema de provas PCP ( Probabilistically Checkable Proofs), o ve-
rificador V é uma miquina de Turing deterministica de complexidade
de tempo polinomial que recebe como entrada uma palavra z € T*

43
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e que tem acesso a uma seqiiéncia de bits aleatérios 7 € E*. Este
verificador também tem acesso a uma palavra Il = mymg...mm € ¥*
através de um oraculo. Uma vez dadas a entrada z e a seqiiéncia de
bits aleatdrios 7, o verilicador V ‘sabe’ quais caracteres m; de II ele vai
querer acessar durante a sua computagao; em outras palavras, uma vez
dadas 2 e 7, o verificador V pede pedir ao ordculo que lhe dé, de uma
vez, todos os caracteres #;,,...,T;, de que V necessitard, ndo sendo o
valor destes caracteres levado em conta na decisdo de quais caracteres
serao lidos. Assim, a seqiiéncia i,,...,{; €& determinada apenas com
base em z e T, e portanto dizemos algumas vezes que o verificador V
é ndo-adaptative. No fim de sua computagao, V deve dizer se aceita
ou nao a entrada 2; a saida, denotada por V(z,r,II), serd ACEITA ou
REJEITA. . '

Sejam r(n) e q(n) duas Mungdes reais definidas sobre os infeiros nao
negativos n. Um verificador V & dito ser (#(n}, q(n))-restrito se exis-
tem duas fungées inteiras 7#(n) = O(r(n)) e 4(n) = O{g¢(n)) tais que V',
com qualquer entrada z de comprimento |z| = n e qualquer seqiéncia
de bits alcatérios 7, faz uso em sua computagio de nao mais do que os
primeiros #(n) bits de 7, e pede ao oraculo ndo mais que §(n) caracte-
res w; de II. No que segue, escrevemos I, para denotar probabilidade
com respeito i seqiiéncia de bits aleatdrios 7. Formalmente, embora
os nossos verificadores sempre usem apenas um segmento inicial finito
de 7, podemos assumir que 7 tem comprimento infinito.

DEFINIGAO 17. A linguagern L C T* estd em PCP(r(n),q(n)) se e
$6 se existe um verificador (r(n), q(n))-resirito V para o qual valem as
sequinles duas afirmativas.

(1) Para todo x € L, existe uma prova 1l = 11, € E* tal que
P {V(z,7,T1) = ACEITA} = 1. (8)
(i1) Para lodo x ¢ L e para todo II € T, lemos
P {V(z,7,11) = ACEITA} < 1/4. (9)

Note que na definicio acima, o valor da constante 1/4 ndo tem um
papel muito importante. Substituindo-se aquele valor por qualquer
constante # < 1, obterfamos para PCP(r(n}, ¢g(n)) a mesma classe de
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linguagens. O motivo é simples: um verificador para o qual temos
PAV(z,7,II;) = ACEITA} < 6 (10)

pode ser transformado em um que satisfaz (9) acima por iteragio.
Por conveniéncia, se ®, e P, sio duas classes de fungdes reais defi-
nidas sobre os inteiros ndo negativos, poremos

PCP(,,8,)= |J PCP(f,g)

fed, ged2

Como de usual, poly(n) denota o conjunto de todos os polinémios p(n).

Quando sistemas de provas PCP estio sob considera¢io, usamos
o termo genérico provas transparentes para os certificados II da De-
finigdo 17. Caso mais precisdo seja necessaria, quando uma lingua-
gem em PCP(r(n), q(n)) esteja sob consideracio, referiremo-nos a I,
como em (1) acima como uma prove, demonstragdo, ou certificado
(r(n), g(n))-transparente.

O resultado central deste capitulo, devido a Arora, Lund, Motwani,
Sudan, e Szegedy [ALM*92b], pode ser formulado como segue.

TeorEMA 18. PCP(logn,1) = NP.

Ja existem hoje versdes mais finas do que o resultado acima. Men-
cionamos apenas duas delas. Para enunciar o primeiro refinamento,
introduzimos a seguinte nota¢io. Dizemos que uma linguagem I C ¥~
pertence a classe PCP’(r(n), ¢(n))se existe um verificador associado V
tal que todo ¢ € L de comprimento |2| = n admite uma prova transpa-
rente IT reconhecida por ¥V usando Q(r(n)) bits aleatérios e acessando
e média n3o mais que ¢(n) caracteres de II. Lembre que os caracte-
res de II a serem acessados no processo de verificagao sao definidos de
acordo com z, a entrada, e 7, a seqiiéncia de bits aleatdrios. Assim, o
niimero de caracteres a serem lidos € uma varidvel aleatdria; a média
acima refere-se as seqiiéncias aleatorias 7. O seguinte refinamento
do Teorema 18 segue de resultados provados por Bellare, Golwasser,
Lund, e Russel [BGLR93, BGLRY4).

TeorEMA 19. PCP'(logn, 100) = NP.

Nao é dificil de deduzir do resultado acima que ndo sé o nimero
esperado de caracteres da prova a serem lidos pode ser limitado por
uma. constante universal, mas também podemos garantir que nunca
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leremos mais do que uma certa quantidade constante de caracteres da
prova.

O segundo refinamento do Teorema 18 é o seguinte resultado pro-
vado por Polishchuk e Spielman [P594], em que o comprimento dos
certificados transparentes é investigado.

TEOREMA 20. Seja £ > 0 uma constante arbitrdria e suponha gque
L € NP. Suponha que x € I, e y é um certificado polinomial da
pertinéncia de z & linguagem L. Ponha n = |x| + |y|. Entdo existe
uma prova (logn, 1)-transparente da pertinéncie de x @ L de compri-
mento O(n!**).

A demonstragio de Arora et al. do Teorema 18 fornece provas trans-
parentes de comprimento superquadratico, e o resultado acima nos diz
que provas transparentes de comprimento quase-linear existem.

Fechamos esta segdo com o seguinte comentdrio. Podemos pensar
no verificador ¥V como sendo uma maquina de Turing que, dadosz e 7,
constréi em tempo polinomial um circuito booleano C, = €, que tem
varidveis de entrada y = y; ...y,. Quando o ordculo fornece os carac-
ters ¢;, ...q, da prova Il a V, o resultado V{z,r,II) da computagio
de V é o mesmo que o resultado que obtemos quando fornecemos a
entrada ¥ = ¢, ...q;, a C; = (. DEsta formalizacdo é usada por
Arora el «l. em [ALM*92b]. Aqui seguimos Arora et al. [ALM*92a]
e Hougardy, Promel, e Steger [HPS94], que adotam uma formalizagio
mais combinatdria.

2. A Istrutura da Demonstracgao

Descrevemos aqui a estrutura da demonstragio do Teorema 18. Co-
mecemos observando que a inclusio PCP(logn,1) C NP é bastante
simples. De fato, o resultado genérico abaixo vale. Lembre que de-
notamos por NTIME(f(n)) a classe de linguagens reconhecidas por
sistemas de prova conforme a Defini¢io 4 da Seg¢do 2.1 do Capitulo II.
Como de usual, se ® é uma classe de funcoes, pomos

NTIME(®) = | J NTIME(f).
fee

Em particular, NTIME(poly(n)) = NP.
LeMa 21. PCP(r(n),¢(n)) C NTIME (poly(n2"(™)}.
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PrOVA. As seguintes observagdes simples sdo suficientes para provar
o nosso lema. Suponha que temos uma linguagem L C E* que per-
tence & classe PCP(r(n), q(n)), e seja V um verificador (r(n),q(n))-
restrito associado. Seja dado # € L e suponha que II é uma prova
(r(n), g(n))-transparente da pertinéncia de x a4 L. Uma vez fixada a
seqiténcia aleatéria de bits 7, o comportamento de V & deterministico.
Assim, basta provar que é possivel simular o comportamento de V
para fodos os possiveis 7 através de um sistema NTIME de provas em
que o verificador leva tempo O (poly(n27™)) no total. Note que hi
apenas 200"} seqiiéncias T a serem consideradas. Cada uma delas
define O{q(n)) posi¢bes da prova Il a serem examinadas. Assim, nio
mais que O(g(r)2°")) entradas de II serdo examinadas no processo
inteiro. Construa, a partir de IT, uma seqiiéncia II’ contendo todos os
caracters de II ‘relevantes’ para o processo de verificacio executado
por V. Simulando o comportamento de V sobre todos os possiveis T,
usando II' como a fita do provador no sistema NTIME de provas, po-
demos decidir se z pertence ou ndo a L. De fato, z pertence a L
se e sO se V aceita z para todo 7. Claramente, o verificador no sis-
tema NTIME de provas leva nio mais que tempo n®M200(%) para
executar a simulagao descrita acima. (]

Segue do Lema 21 que PCP(logn,1) C NP. O ‘conteiido’ do Teo-
rema 18 é que a inclusao reversa vale. Seja I € £* uma linguagem NP.
Para demonstrarmos que L € PCP(logn, 1), devemos (i) descrever
como obter uma prova transparente Il para todo & € L e (it) descre-
ver um verificador (logn, 1)-restrito V' associado que reconhece estas
demonstragdes como tais, e que, se ¢ ¢ L, nao pode ser ludibriado com
probabilidade > 1/4 por ‘demonstragdes incorretas’ de que x € L.

Suponha que I C T*'é uma linguagem em NP e que # € L. Entdo
sabemos que existe um certificado polinomial y. € £* para a per-
tinéncia de x em L. Para demonstrarmos que L € PCP(r(n), ¢(n))
para r(n) e q(n) dados, codificaremos y, através de uma funcao cui-
dadosamente construida £: ¥* — E* de forma a obter uma prova
transparente II, = E(z) para a pertinéncia de z em L.

Basicamente, a demonstra¢do de que NP C PCP(logn,1) é com-
posta de trés passos.
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(1) Exibe-se primeiro uma codificagdo E: £* — X* e um verifica-
dor (poly(n), 1)-restrito associado V que demonstram conjun-
tamente que

NP C PCP(poly(n),1).

(2) Exibe-se entio uma codificagio E’: &* — L* e um verificador -
associado (logn, poly(log n))-restrito V' que provam que

NP C PCP(logn, poly(logn)).

(3) Mostra-se finalmente que as codificagdes E e E’ e os verifica-
dores V e V' acima podem ser ‘compostos’ de forma a se ob-
ter uma codificagdo E” e um verificador (logn, 1)-restrito V",
demonstrando-se assim que NP ¢ PCP(logn,1).

No resto deste capitulo, discutimos os trés passos acima.

3. A Demonstragao

3.1, Certificados transparentes I. Objetivamos provar aqui que
NP c PCP(poly(n),1). Seja L C E* uma lingnagem em NP. Pre-
cisamos provar que todo ¥ € L admite um certificado (poly(n),1)-
transparente II. e precisamos contruir um verificador (poly(n),1)-
restrito associado V' para reconhecer tais certificados.

Note que os certificados I, de que trataremos aqui tém uma carac-
teristica comum com os certificados cuja existéncia esta implicita no
Teorema 18. De fato, os certificados Il ndo precisam ser lidos inteiros.
Muito pelo contririo, para que o verificador fique satisfeito de que IL,
é um certificado vélido da afirmativa ‘z € L’, basta que ele leia wmn
nimero O(1) de entradas de I1,.

Por outro lado, cabe ressaltar que os verificadores desta subsecdo
exigem acesso a um ntimero polinomial de bits aleatérios, e ndo ape-
nas logaritmico, Veremos que este fato é uma conseciiéncia do com-
primento dos certificados II; que construiremos. De fato, os II, que
construtremos abaixo terio tamanho exponencial no tamanho de z.
Note que isto implica que, se quisermos acessar uma entrada de TI,
escolhida uniformemente ao acaso, precisamos fazer uso de uma quan-
tidade polinomial de bits aleatdrios.

Concluimos com uma observagio que nos pora na dire¢do certa para
comegarmos a demonstragdo da inclusio NP C PCP(poly(n),1). Re-
cordemos o resultado classico que afirma que 3SAT é um problema
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NP-completo (veja o Teorema 53 da Segdo 2 do Capitulo V). Desta
forma, para mostrarmos a inclusio acima, basta que provemos que
toda instancia satisfativel & de 3sAT admite um certificado (poly(n), 1)-
transparente e que construamos um verificador associado apropriado.
O certificado que construiremos abaixo serd (n®, 1)-transparente.

3.1.1. A aritmetizagdo. O primeiro passo para demonstrarmos que
3sat € PCP(n?, 1) é a aritmetizacdo deste problema. Estaidéia apare-
ceu na demonstragao do resultado de que IP = PSPACE (Teorema 16
do Capitulo IIT). De fato, uma idéia bdsica la foi a de tratar {érmulas
booleanas como polindmios—a idéia aqui é a mesma. Seja ¢ uma
instancia de 3SAT com m cldusulas e n varidveis. Assim ¢ é uma
familia de m clausulas C; (1 < i < m), onde cada cldusula C; é uma
familia de trés literais e(‘ (7 € {1,2,3}). Cada literal é uma varidvel z,
ou a sua hegagio -y (1 < k < m). A interpretagio de ¢ é que ela
representa a férmula booleana

(EVED v ENA A v v ™), (11)

O problema 3sAT consiste em descobrir se @ admite uma atribui¢do
de valores a: U = {a;:1 < k < n} — {V,I} tal que ¢(a) =
Um argumento simples mostra que podemos nos restringir aqui a
instdncias 3sAT com m = n. No que segue, sempre admitiremos isto.

A aritmetizagdo C = C(¢) de ¢ que consideraremos aqui é a seguinte:
C serd um vetor (Ci(z),...,Cy(2)) de n polinémios C;(z) (1 < ¢ < n)
sobre as varidveis @ = (®1,...,%,). Aqui usamos a mesma notagio
para as varidveis booleanas de ¢ e para as indeterminadas de C. O
polinémio C;(x) é a aritmetiza¢ido da nega¢io —C; de C; no sentido
encontrado na demonstragio do Teorema II1.16.

Por exemplo, se

W= (.’El V."i.'ﬂz \ -1;!73) A ("'1.1,'2 VgV 1'4) A (_‘l.'l:l Vz, V .1'4), (12)
entao -
: C((,D) = ((1 - .'Ul).’llg.'l.'g, 'Lg(l — (Lg)(l - 1'.1),11.'1-’132(1 - '134)) (13)

Note que ha, no total, quatro possibilidades para cada um dos po-
linémios C;(2), a menos das indeterminadas envolvidas.

No que segue, sempre trabalhamos no corpo F, = GF(2). Uma
observagdo imediata mas importante é que «: U — {V,F} é uma



50 V. PROVAS VERIFICAVEIS PROBABILISTICAMENTE

atribui¢io que satisfaz ¢ se e s6 se o vetor em I} naturalmente asso-
ciado a « € tal que C{a) = 0 € IF}. Desta forma, podemos convencer
alguém de que ¢ é satisfativel convencendo-o de que C(a) = 0 para
algum vetor a € 7. A idéia agora é que nds conhecemos a € 5 tal
que C (a) = (), e que queremos escrever uma prova transparente deste
fato.

3.1.2. Discussac informal. O contexto em que trabalhamos aqui
é o seguinte. Temos uma instincia ¢ de 3SAT com n varidveis z;
(1 £i< n)en cdusulas C; (1 € ¢ € n). A aritmetizagao de ¢
éC = C(p) = (Ci(2))1<icn, onde cada C;{z) ¢ um polinémio nas in-
determinadas = = (2;)1<icn. Mais precisamente, cada Ci(2) é um
polindmio com no maximo trés indeterminadas ¢ é, a menos das inde-
terminadas, um dos seguintes polindmios: "P; = zyz, P, = 2y(1 — z),
Py=2(l—-y)(l-2), P, =(1—-2)(1-y)l-2z). Finalmente, supo-
mos (ue temos uma atribuig¢do de valores a para as varidveis de ¢ que
satisfaz ¢ e, assim, que temos a = {¢;)1<i<n € I3 tal que C(a) = 0.

Consideremos (C(e), r) para um vetor r = (7;}1<i<n € 5, onde

(u,v) = ((?ﬂi)lsfﬁzza(vi)lsisn) = > ww

1<ign

denota o produto escalar canénico em F3. Note que

{Cla),ry=c+ Z a; + Z a;a; + Z a;a;ar, (14)
i€ (r) (i.5)e82(r) (i.j.k)€Sa(r)
onde ¢ = ¢, € [F2, §i(r) C [n], S2(r) C [n]%, e S3(r) C [n)® sio uni-
vocamente determinados por r apenas e, em particular, independem
de a. Acima, como de costume, [n] = {1,...,n}. Desta forma, se
temos acesso aos valores de

Z(L,-, Z a;a;, Z a;a; Gy, (15)

i€5, (iJ)ES2 (i,5,k)ESS

para todos os possiveis conjuntos S, C [n], 52 C [r]*, e 53 C [n]3, o
valor de (C(a),r) pode ser facilmente obtido para qualquer r € Fy. O
certificado transparente II = II,, de que ¢ ¢ satisfativel serd composto
dos valores das somas em (15) para todos os possiveis 5,, Ss, ¢ S4.
Como deve agir o verificador para interpretar este certificado? A
idéia é simples: para que ele fique satisfeito com o fato de que C(a) = 0,
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basta-lhe calcular (C{a),r) para vdrios » € F? escolhidos ao acaso.
Note que, devido a (14), cada um destes cdlculos pode ser feito consul-
tando-se o certificado I, apenas trés vezes. Ademais, cada um destes
produtos escalares é trivialmente nulo caso C{a) = 0. O verificador
deve aceitar ¢ se e s6 se todos estes produtos forem de fato nulos.

Consideremos agora o caso em que @ ndo ¢ satisfativel , & (e O veri-
ficador recebeu algum II € £* como um certificado da satisfatibilidade
de . O primeiro passo do verificador é sempre fazer uma anilise de
coeréncia de II. Isto é, ele deve se satisfazer de que II tem o ‘formato’
correto. Mais especificamente, ele deve se certificar de que II de fato
apresenta as somas em (15) para algum a € ;. Uma vez convencido
deste fato, o verificador ird entio calcular {C(a),r) para vérios » & [
escolhidos ao acaso, usando as somas em (15).

A observagio simples mas crucial neste ponto é que, como C(a) nio é
nulo, o produto (C(a), ) tem probabilidade 1/2 de ser nio nulo quando
escolhemos r € IF} ao acaso. Assim, se o verificador calcula {C(a),r)
para trés vetores r € 5 escolhidos independentemente, a probabili-
dade de todos os produtos escalares serem nulos é 1/8. Em outras pa-
lavras, o verificador serd ludibriado com probabilidade no méximo 1/8.
Devemos agora formalizar a discussio acima.

3.1.3. Codificagdes lineares. Como na discussio informal acima,
suponha. que C(a) = 0. Comecemos observando que as somas em (15)
podem ser codificadas como trés aplicagdes lineares. De fato, po-
nha by; = a5 e ¢ = w0 (1< 4, 7, k< n),e

’ 2 3
b=aoa= (bij)lgi,jsu €F,, c=aoaoa= (Cijrhrciega € Fy
(1

6)
e considere as aplicagbes

Aty = Fy, BT =T, C:F =, (17)
dadas por |

A(x) = {a, ), B(y) = (b, y), C(z) = {c, 2} (18)

paratodoz € I}, y € ]F’g‘:, ez € ngs. O certificado transparente I, de
que ¢ ¢é satisfativel serd entdo o conjunto das trés aplicacdes lineares
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homogéneas A, B e C, dadas como uma seqiiéncia 0-1 de compri-
mento 2" + 2*" + 2%°. Mais precisamente, pensamos em I, como um
elemento de £* daquele comprimento, com cada um de seus caracteres
indexados por um elemento de 7 U ll"f_,‘g u IF;,‘:‘.

Devemos agora descrever um verificador (n?,1)-restrito V que reco-
nhece tais certificados I1,,.

3.1.4. O verificador. Suponha que temos uma instancia ¢ de 3saT
como na discussio informal acima. Temos ainda II € &* de compri-
mento 2% 4+ 27" + 27° fornecida a nés como um certificado da satisfa-
tibilidade de ¢ como descrito acima. O nosso objetivo é descrever um
processo que verifica se Il € de fato um certificado ‘correto’.

O nosso procedimento é composto de trés passos, que podem ser
descritos, a grosso modo, como segue.

1. Verificamos primeiro se Il codifica trés aplica¢des lineares A, B,
e C como em (17). Caso descubramos que este nao é o caso,
rejeitamos ¢ e o procedimento termina.

2. Verificamos agora se os vetores a, b, e ¢ associados as aplicagdes
lineares A, B, e ' satisfazem as relacoes de consisténcia (16).
Caso descubramos que elas nio sdo satisfeitas, o procedimento
termina rejeitando ¢.

3. Finalmente, convencidos de que II codifica um vetor ¢ € If; como
esperado, verificamos probabilisticamente se C(¢) = 0. A sa-
ber, verificamos se {(C(e),r) = 0 para um niimero suficientemente
grande de r € 7 escolhidos independentemente ao acaso. Caso
todos os produtos escalares calculados sejam nulos, aceitamos
e, caso contririo, rejeitamos .

Tendo em mente a discussdo informal acima, deve ser claro que o
Passo 3 pode ser executado sem problemas por um verificador (n®,1)-
restrito. Passamos agora a discutir os Passos 1 e 2.

3.1.5. O teste de linearidade. Descrevemos aqui um procedimento
surpreendentemente simples para implementar o Passo 1 acima do
nosso processo de verificagdo. Dado que Il tem comprimento 2" +
PARNEL LA podemos assumir que II representa trés fungdes

AF =T, B:F —=F, C:F —TF. (19)
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Note que, trivialmente, se devemos consunltar apenas O(1) entradas
de II, nao ha como verificar se A B e C sio ‘exatamente’ lineares.
O que fazemos é verificar se elas sdo préozimas a fungdes lineares. No
que segue, todas as nossas fungdes lineares serao homogéneas.

Sejam f e g duas funcdes definidas sobre um conjunto finito 0, e
seja’0 < § < 1 um nimero real. Dizemos que f e ¢ sdo §-provimos
se f(w) = g(w) para pelo menos (1 — §)|92| elementos w € Q. Equiva-
lentemente, tomando-se a distribuigio uniforme sobre §2, temos que f
e g sio 6-proximos se

]PwEnh{f(w) = g(w)} 2 1- 61

onde escrevemos [P, ..o ou simplesmente ', para denotar probabili-
dade sobre o espago uniforme 2. No que segue, escrevemos w €g {2
quando w ¢ escolhido uniformemente ao acaso em .

O que é feito no Passo 1 do processo de verificacdo consiste em
descobrir se A, B, e C sio d-proximos a funcdes lineares A, B, e C,
para algum § > 0 cuidadosamente escolhido. Esta verificagao pode ser
feita com base no seguinte resultado.

TEOREMA 22. Seje 0 < § < 1/3 uma constante, e seja f: F; — I,
uma funcdo tal que

P. { Flz +v) # F(2) + F(v)} <672,

onde z, y € I} sdo independentemente escolhidos uniformemente ao
" acaso. Enldo erviste wma unica funcdo linear homogénea f: F} — T,
que € &-prozima a fungdo f.

Prova. Defina a funcao f: I3 — [, pondo

0 se ]Py{f(m+y)—f(3£)={)} _
flz)= >P{flz+y)— fly) =1}

1 caso contrario.

Provamos abaixo que esta funcao f é é-préxima a f e que ela é linear
homogénea. Suponha inicialmente por absurdo que f e f ndo sdo é-
proximas. Entdo temos que P.{f(z) # f(2)} > é. Por outro lado,
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pela definicao de f, temos que P, { f(z) = flz+y)~ f(y)} > 1/2 para
todo x € Iy, Deduzimos que

Py {fw+9) # J(2) + J(9)) > 6/2,

o que contradiz a hipétese do nosso lema. Assim concluimos que f e f
520 de fato d-proximas. Provemos agora a linearidade de f.
Para todo e € [}, ponha

Pa = P {f(a) = fla + ) - flz)}.

Observamos acima que, claramante, p, > 1/2. Afirmamos agora
que p, > 1 — & para todo « € ;. Para provar esta afirmativa, fixe a e
observe que temos :

P,y {flz +a)+ J(y) # Fla + a+y)} <6/2,

Poy{ () + Fla+y) # Flz +at+y)} <6/2,

¢ assim

—~ —~ —~ -—

Prp{flata) = f(z) # flaty) - J(y)} <6
Portanto, temos que
=8 <Py {flo+2) = Jr) = fla+y) - f(»))
= ¥ P{flata)- fz) =z} =pl+ (1-pa)

z€{0,1}
Lembrando que p, > 1/2, temos que
1-4é S Pi + (1 - pa)z S Pg + pa(l - pa) = Pay

como afirmamos acima. Usamos agora este fato para demonstrar que f
é linear.
Fixe @, b € ¥, . Temos pela afirmativa acima que

Pe = Pu{f(0) + f(b) + F(2) # J(a+ )+ f(B)} <6,

mo=Pf(0)+ flat+a)# flatb+2)} <4,
Pars = P fla+ b+ 2) # fla+b)+ flz)} <6
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Segue que

Po{f(a) + f(b) + F(z) = fla+b) + f(2)} 2 1-36 > 0. (20)

Como o evento considerado no lado esquerdo de (20) é independente
de z, temos que a probabllldade correspondente é 0 ou 1, e dai segue
o resultado. O

Um teste de linearidade imediato do Teorema 22 é dado na Fi-
gura IV.8.

Escolha z, 2’ € IF';, e verifique se ..Z('L' +a') = 5(1) + ﬁ(%')
Escolha y, ¥’ €r IB"E‘ , e verifique se B(y +y) = B(_} )+ B(J‘ ).
Escolha z, 2’ € F}’, e verifique se C(z +2) = C'(z) +C(2).

Figura IV.8. O TESTE DE LINEARIDADE

Naturalmente, se uma das igualdades no TESTE DE LINEARIDADE
ndo for satisfeita, o verificador deve rejeitar II. Por outro lado, segue
do Teorema 22 que se uma das fungdes A, B, e C nio for 4- préxima a
uma fungao linear, entdo a probabilidade de o teste correspondente no
TESTE DE LINEARIDADE falhar é maior que §/2. Iterando-se este teste
um niimero suficientemente grande de vezes, podemos aumentar esta
probabilidade para qualquer 8 < 1. Note que, desde que # < 1 seja
uma constante real fixa, basta iterar o teste acima um nimero O(1)
de vezes.

TEoREMA 23. Seja b < 6 < 1/3 uma constante fiva. Entio existe
um inteiro k = k(8) > 1 que depende apenas de & para o qual vale
o sequinte. Se nao existem ¢ € I3, b € IF"2 ou ¢ € ]F"3 tais que as
fungées A e A, Be B, eC e C' sdo é-promma onde A(zx) = (a,z)
(z € T3), B('L) = (b,y) (y € 1Y), e C(2) = {c,2) (z € F?"), entdo,
iterando-se 0 TESTE DE LINEARIDADE k vezes, a probabzhdmle de o
teste falhar € de pelo menos 1 — 6.
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3.1.6. O teste de consisténcia. Suponha agora que A B, eC
passaram pelo TESTE DE LINEARIDADE. Assim podermos assumir
que existem funcdes lineares A, B e C como no Teorema 23. Se-
jama € W, b € I, ec € [F" como naquele teorema. O nosso
objetivo agora é verificar se estes vetores satisfazem o critério de con-
sisténcia dado por (16). Como anteriormente, se z, ¢’ € I3, escre-
vemos 2 o &' para o vetor ¥ = (j)icij<n COM Y5 = 2y (1 < 4,
7 < n). Ademais, se ¥ = (¥ji)i1<jk<n € ]F’Q‘Q, escrevernos T o y para
o vetor z = (Zji)i1cijkgn com coordenadas zj, = zyy (1 £ 4, 4,
k < n). Note agora que

A(2)A(2") = B{z o 2) (21)
para todo x, 2’ € '} seesdse b = aoa, e que '
A(z)B(y) = C(zoy) (22)

paratodo & € 2 etodo y € F}" seesésec = aob. As identidades (21)
e (22) sdo candidatas naturais para a verificagido da consisténcia entre
os vetores a, b, e c. Naturalmente, um verificador (n3, 1)-restrito nio
pode verificar estas identidades para todes os 2, v', e y. Entretanto, a
seguinte observagao é suficiente para se resolver este problema.

LEMA 24. Suponha que A, B, e C sdo fungdes lineares dadas por a,
b, e ¢ como acima, mas que b# woa ec# aob. Entdio

P, +{A(2)A(2") # B(z 0 2)} > 1/4, (23)
onde z, 2’ €g 3, e
Bey{A@B() # Cloon)) 2 14, (24)

ondex €r I ey ep 2.

Prova. Provemos (23). Por conveniéncia, considere ¢ o a € 3
e = (b,J) € ]F" como matrizes n X n'da fmma natural. Temos as-
sim A(x)A(2) = (2, (e o a)z’) e B(z o’} = (&, b2’} para quaisquer =z,
2’ € . Usando o fato (le que dois funcionais lineares distintos so-
bre [} concordam em exatamente metade dos pontos de Fy, temos do
fato de que b # e oa que .

P {(aoa)z’ £ b2"} > 1/2,
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[ ]
-1

e também que
P {{z,(aoa)z'} # (z,bx')} =1/2

para todo =’ € I3 tal que (@ oa)z’ # bz'. Dal segue (23). A desigual-
dade (24) segue de forma analoga. O

O uso do Lema 24 apresenta, entretanto, uma dificuldade. Lembre
que ndo temos acesso as fungdes A, B, e (', mas as fungdes é-proximas
respectivas A, B, e C'. Em particular, embora seja imediato que

Pe o { A(2)A(2)) # Al2)A(z")} < 26
para z, ¥’ €g [F7, ndo podemos em geral afirmar que
P, .{B(zoz') # B(rvoz)} <26,

. - , . . . - 2
ja& que x o 2’ nao é um elemento uniformemente distribuido em %

quando z, 2’ € ;. Este problema pode ser contornado com o uso de
fungdes ‘auto-corretoras’. Defina as funcdes alealdrias

SC-A:F: —=TF,, SC-B:F —F, SCC:F — T

como dadas na Figura IV.9.

SC-/I(_.’L‘): Escolha r €g F3, e devolva /TL&: +r)— ;1;('7‘)
SC-B(y): Escolha r €r F2’, e devolva B(y+r)— B(r).
'$C-C(z): Escolha rer F2°, e devolva C(z +r) — C(r).

Ficura IV.9. As IFungdes Auto-Corretoras

A observagdo simples que torna estas fun¢des importantes para nés é
a seguinte.’ Lembre que A, B, e € sdo 6-proximas as fungoes lineares A,

B,eC.
LEMA 25. Para todo z € F7, y € B2, e s € ), temos
P{SC-A(z) = A(z)} > 1-26, P{SC-B(y) = Bly)} > 1 - 26,

P{SC-C(z) = C(z)} > 1 - 26.
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Naturalmente, as probabilidades no lema acima referem-se aos valo-
res das [ungdes aleatdrias SC- A, 8C-B, e SC-C. Note agora que se A,

B.,e € sio d-proximas a A, B, e C com a, b, e c tais que b £ co«
e ¢ # aob, entdo, pelos Lemas 24 e 25, temos que

e SC-A(2)SC-A(2') # SC-B(z o 2)) > 1/4 - 66
para. x, x' €g 3, e
P, ,{SC-A(2) SC-B(y) # SC-B(z 0 y)} > 1/4 — 68,

para z € I}, y €x 5. A discussiio acima sugere o teste de con-
sisténcia para as aplicagoes lineares A, B, e<C descrito na Figura I'V.10.

(1) Escolha », 2’ €r [FZ, e verifique se SC—E(&:)SC—E(.@") =
SC-B(z o a).

(2) Escolha w €g 3 e y €x Y, e verifique se SC-A(x) SC-B(y)
SC-Ci(w o y).

FiGgura IV.10. O TeEsTE DE CONSISTENGIA

Podemos agora enunciar formalmente o resultado que permite ao
verificador executar os Passos 1 e 2 do processo de verificacdo.

Lema 26. Seje 0 < 6 < 1/24 wma constanle fiza. Entdo existe
um inleiro k = k(&) > 1 que depende apenas de & para o qual vale o
sequinte. Se ndo eviste a € F5 tal que as fungdes Ae A, Be B, e C
e C' sdo b-prézimas, onde A(%) = {a,z) ( € F3), B(z) = {aoa,y)
{y € H'” Y, e C(z) = {(eoaoa,z)(z € IF’_’ ), entdo, ilerando-se o
TEsTE DE LINEARIDADE ¢ 0 TESTE BE CONSISTENCIA k vezes cada,
@ probabilidade de um destes testes fulhar é de pelo menos 1 — 6.
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(1) Escolha T ER F? e calcule ¢ = ¢, S| = Si(r) € T3, 52 =
So(r) €y, e 53 = Sa(r) € I como em (14).
(2) Verifique se ¢ + A(S1) + B(S.) + C(S3) = 0.

Ficura IV.11. O TESTE DE SATISFATIBILIDADE

3.1.7. O teste de satisfatibilidade. Resta-nos descrever o processo
pelo qual executamos o Passo 3 do algoritmo de verificagao. Este passo
é, na verdade, bastante simples. Considere o procedimento dado na
Figura IV.11.

O resultado formal que nos garante a ‘correcdo’ do TESTE DE SA-
TISFATIBILIDADE € o seguinte.

LEMA 27. Seja 0 < &§ < 1 uma constanie fira. Enldo exisie umn
inteiro k = k(8) > 1 que depende apenas de & para o qual vale o
sequinte. Se a € T3 € tal que C(a) # 0, mas s fungoes AeA, BebB,
e C e C sdo §-prézimas, onde A(x) = (a,z) (v € F}), B(z) = (eoa, y)
(v € IF"Q‘:), e C(z) ={acaoa,z)(z € IF’;a), enido, iterando-se o0 TESTE
DE SATISFATIBILIDADE k wezes, a probabilidade de um destes tesles
falhar é de pelo menos 1 — 6. '

Os Lemas 26 e 27 fornecem conjuntamente o seguinte resultado.

TEOREMA 28. Eziste uma constante ebsoluta k > 1 tal que a itera-
¢do do TESTE DE LINEARIDADE, do TESTE DE CONSISTENCIA, € do
TESTE DE SATISFATIBILIDADE k vezes cada, ¢ aceitando @ se ¢ sd se
nenhum destes testes delecia inconsisténcia na prova 11 epresentada,
constitui wn verificador (n3,1)-restrito para 3SAT.

Devido & NP-completude de 3sAT, temos o seguinte resultado.

CoroLARIO 29. NP C PCP{poly(n),1).
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3.1.8. Codificagdo de solugées. Por motivos técnicos, precisamos
detalbhar uma caracteristica do verificador (n?, 1)-restrito que descreve-
mos acima. A idéia aqui é a seguinte. A demonstragao transparente II,,
acima da satisfatibilidade de ¢ é uma seqiiéncia que descreve as trés
fungoes lineares A, B, e C. Podemos pensar em A como sendo uma
codificagio do vetor @, que é por sua vez uma representacio de uma
atribuicio que satisfaz . Serd importante na Secio 3.3 abaixo pensar
em A como uma codificagio de uma ‘solugao’ do problema de satisfa-
zer @, ¢ em 2 e C como uma demonstragio de que A é de fato uma
tal codificagdo. _

Formalmente, precisamos introduzir solugées probabilisticamente ve-
rificdveis. Dizemos que uma relagdo R C ¥* x X* é uma p-relagio se
(z) existe um polindmio p tal que |y| < p(|z]) para todo (z,y)} € R, e
(ii) o ])IC(I]C?I(]O ‘(z,¥) € R’ pode ser verificado em tempo polinomial
em |z| + |y|. Para maiores detalhes, veja a discussio imediatamente
apds a Definigio 5 do Capitulo I1.!

Por exemplo, seja

Raspr = {(2,9) € " x &": z é uma instancia ¢ de 3sAT codificada e

y codifica uma atribuig¢io que satisfaz o},

Entao g\ é uma p-relagio.
Uma fungao £: &* — X* é uma codificagido se o comprimento | E(z)}
de E(x) depende apenas do comprimento |z| de z e, ademais, se E(x)
E(2") diferem em no minimo metade de seus caracteres sempre
que x| = |2'| mas a # 2. Note que a aplicacio

Ey:z el — ({z,y):ye F¥ye o (25)

é uma codificagdo. Note ainda que na prova transparente I, discutida
acima, podemos identificar A com Fy(a).

Um wverificador de solugdes é um verificador que tem acesso nio sé
a uma prova I € ¥*, mas também a uma solugcio s € £*, que ele
também acessa via um ordculo. Por motivos técnicos, serd ainda ne-
cessdrio exigir que tanto a solugio s como a prova T fornecidas ao

Note que usamos aqui por conveniéncia uma terminologia levemente
diferente,
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verificador de solugbes venham segmentadas em blocos de algum com-
primento fixo. Tais blocos devem ter inicio em posi¢des que sio con-
gruentes a 1 médulo o comprimento dos blocos. Em outras palavras,
tanto a solugdo s como a prova Il devem ser concatenagoes de seg-
mentos de um comprimento fixo e, ademais, em cada acesso a s ou II,
o verificador recebe do ordculo um destes segmentos que constituem
estas seqiiéncias.

Um verificador de solugdes é dito ser (r(n),¢(n),b(n))-restrito se
existem funcdes inteiras #(n) = O(r(n)), §(n) = O(q¢(n)), e b(n) =
O(b(n)) para as quais vale o seguinte. Com uma entrada 2 de com-
primento n, o verificador usa no méximo #(n) bits aleatdrios e acessa,
no total ndo mais que §(n) blocos da solugio s e da prova II, onde
assumimos que ambos s e II sio segmentados com blocos de compri-
mento b{n). Novamente, o verificador é assumido ser ndo-adaptativo,
isto é, uma vez definidas a entrada 2 e a seqiiéncia aleatéria 7, os
blocos de s e T a serem lidos ficam determinados, independente-
mente da solugio s e da prova Il apresentadas. Seja V(z,7,s,1) €
{ACEITA, REIEITA} a safda do nosso verificador de solugdes quando a
entrada ¢ @, a seqiiéncia de bits aleatorios é T, a solugao é s, e a prova,
é Tl

DeriNIGAC 30. Seja R C ¥ x ©* uma p-relacio e E: % — ©*
uma codificagdo. Entdo o par (R, E) pertence a PCS(r(n), ¢(n), b(n))
se e 80 se existe um verificador de solugées (r(n), ¢(n}), b(n))-restrito V
tal que

(1) Para todo x, y € &* com (z,y) € R, exvisle uma prova 1l , €
E* tal que :

PA{V(z,7, E(y),11,.,) = ACEITA} = 1. {(26)

(1) Para todo 2 e s € T* tal que s ndo é 1/d-prozimo a wma
codificagio E(y) de algum y € R(z), temos

P {V(x,7,8,1) = ACEITA} < 1/4 (27)
para lodo T € £*.

O seguinte teorema segue imediatamente das discussoes desta segao.
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TEOREMA 31. Seju Fy: £* — X* a codificacio dada em (25). Enido
| (Rasars o) € PCS(R3, 1,1).

Finalmente, note que o seguinte resultado segue de uma rapida com-
paragio das defini¢des.

Lema 32. Seja B C * x £* uma p-relagio e : X" — X7 uma
codificagido. Seja L C L* a linguagem naturalmente dada por R, de
Jorma que x € L se e 56 se R(z) # 0. Entdo se

(R, E) € PCS(r(n),q(n), b{n)),
temos que L € PCP(r(n), ¢(n)b(n)).

3.2. Certificados transparentés II. As técnicas de que fizemos
uso na Se¢io 3.1 ilustram vérios ingredientes da demonstragio do Te-
orema. 18. Entretanto, a codificacdo Ey, em que se baselam todos os
resultados principais daquela secio, tem um deleito fundamental: o
comprimento de FEy(x) é exponencial no comprimento de z. Desta
forma, para interpretar solugdes codificadas por Ey, qualquer verifica-
dot precisa de um mimero polinomial de bits aleatdrios.

Na demounstragiao do Teorema 18, Arora el al. usam além de E,
uma outra codificagio, uma codificagido polinomial e nio apenas li-
near como Iy, Esta codificacio, Fy, ja havia sido utilizada com su-
cesso em trabalhos anteriores de Arora e Safra [AS92b] e outros (veja
as notas bibliogrificas abaixo). A codificacio E,: £* — ¥* é muito
mais ‘econdmica’ na quantidade de bits aleatdrios que sao necessarios,
embora eles sejam razoavelmente custosos em termos do nimero de
caracleres da solugio e da prova que precisam ser examinados. Lista
codilicagio I7; é tal que se temos uma instancia satisfativel ¢ de 35AT
¢ a € I satisfaz ¢, entdo £ {a} tem comprimento Q(n?).

Como mencionado acima, enquanto que I, é uma codificagao base-
ada em luncionais lineares, I, & haseada em codificagdes polinomiais.
Os resultados algébricos envolvidos no estudo de £, sdo mais sofisti-
cados, embora ainda elementares. Nio entraremos em detalhes aqui;
restringiremo-nos a enunciar dois resultados principais sobre ;. O
primeiro é o seguinte.

TEOREMA 33. (Ragar, £1) € PCS(logn, 1, poly(logn)).
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Introduzimos agora uma notagio para que possamos enunciar o
segundo resultado sobre E;. Seja ¢ um inteiro positivo. A codi-
ficagio E{”: (£9)* — T* & definida por

ES(z) = Ey(zy). .. Ey(z,) (28)

para todo © = z; ...z, onde |z,| = - -+ = |z,]. Note que, estritamente
falando, nio devemos nos referir a Ef") como uma codifica¢do, ja que
ela ndo esta definida para 2 € £* de comprimento néo divisivel por g.
Entretanto, como estaremos sempre codificando atribuicdes « € ¥}
que satisfazem uma dada instancia ¢ de 3sAT, podemos assumir que
o niimero de variaveis n em ¢ ¢é divisivel por qualquer inteiro ¢ dado
de antemao. O segundo resultado principal sobre E; é o seguinte.

TEOREMA 34. Para todo inteiro positivo ¢, temos
(Rasurs E1P) € PCS(log 7, 1, poly(log ).

A demonstragio do Teorema 18 usara basicamente apenas estes dois
resultados sobre F/;. Apenas para completude, enunciamos o resultado
abaixo, que é um lema intermediario na demonstragao do Teorema 33.
Note por outro lado que o Lema 32 diz que o resultado abaixo segue
imediatamente do Teorema 33.

CoroLArio 35. NP C PCP(log n, poly(log n)).

Terminamos esta se¢io enunciando um resultado sobre Ey no mesmo
espirito do Teorema 34. Defina ESV: (£9)* — ©* de forma. analoga a
defini¢io de Eg"). Temos entdo a seguinte generalizagio do Teorema 31.

TeEOREMA 36. Pura todo inteiro posilivo ¢, lemos
(Rgsars E) € PES(2%,1,1).

3.3. Provas transparentes recursivas. Aqui completamos a de-
monstracido do Teorema 18. Os ingredientes principais serdo os Teore-
mas 31, 33, 34, ¢ 36. A idéia fundamental é que é possivel combinar
caracteristicas de [fy e F; através de uma. codificagho ‘recursiva’. Su-
ponha que, como acima, temos uma instincia satisfativel ¢ de 3sam,
e que a € Iy satislaz .

Lemhremos o que significa o Teorema 33. Ponha s = F,(a). Aquele
teorema diz que hd uma prova Il € £* tal que as seguintes afirmativas
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sao vilidas. Tanto s quanto I sdo segmentados, com cada segmento de
comprimento b(n) = O(poly(logn)). Ademais, existe um verificador,
de solugoes V' que usa #(n) = O(logn) bits aleatérios, e acessa §(n) =
O(1) blocos de s e de II para decidir se aceita ou nio .

Suponha que a seqiliéncia de bits aleatérios 7 é fornecida ao nosso
verificador V. Dado que os blocos a serem lidos dependem apenas
de ¢ e de 1, podemos assumir neste ponto que V simplesmente aceita
ou rejeita ¢ com base nos ¢g(n) = O(1) blocos de s e IT a serem lidos.
Esta discussio mostra que a saida de V, apds fixo T, é simplesmente
computada por uma maquina de Turing deterministica M, = M,
com base em uma entrada segmentada 7 = 7, = m,...7,, onde ¢ =
d(n)=0(1) e|r| = b(n) = O(poly(logn)) para todo 1 < i < q.

Precisamos agora recordar um teorema clissico de Cook [CooT71].

TrorEMA 37. Seja M uma mdquina de Turing de complexidade
de tempo polinomial. Enldo existem polindmios py(n) e pa(n) e wmna
mdaquina de Turing deterministica M' para os quais vale o sequinte.
Para lodo inteiro n > 0, a mdquina M’ compula em tempo no mdximo
pi{n) wma instdncia

O(y,z) = Parly, z)

de 3SAT com varidveis y = (Y1,...,¥n) € 2 = (21, .0y Zpy(my ) Lol que M
aceita ¢ entrade @ =z, .. .2, € T* se ¢ sd a formula booleana ¥(z) =
V.(z) = Oz, 2) obtida a partir de By, z) pondo-se y = z é satisfatrvel,

Seja &, (y,z) = &, (y,2) a instincia de 35AT dada pelo teorema
de Cook para a nossa miquina M, = M, , acima. Sabemos que V
aceitard ¢ sc e s6 se M, aceita 7 = w,. Pela definigio de ®.(y,z),
isto ocorre se e s6 se U, (2) = ®,(r,, ) é satisfativel. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que |z] = d(n). Como estamos admi-
tindo que @ ¢ satisfativel, sabemos que ¥, (z) = &, (7., z) é satisfativel,
e podeinos assim incorporar na nossa prova transparente de que ¢ é
satisfativel uma prova transparente de que, para todo 7, a féormula
booleana ¥ (z) = ®,(m,, z) é satisfativel.

Para tanto, usamos EE"'H) para codificar

(_'11',30) = (ﬂ-'raz[)) = ("Tlv- . -aﬂ-q;zﬂ)s
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onde 2, é tal que ¥, (z) = ®,(7,,2) = V, e invocamos o Teorema 34
para obter uma prova transparente Il = I, do fato de que

B (m,, 20) = (Ei(m1),. . . Ea(7,); Ex(20)) - (29)

codifica realmente uma solugdo para a instincia ¥,(z) = ®,(7,, z) de
3sAT. Note que o nimero de varidveis na férmula booleana ¥.(z) =
@, (m,,z) é apenas O(poly(logn)). Assim, o Teorema 34 garante que
existe um verificador para interpretar (29) que é

(loglogn, 1, poly(log log n))-restrito.

A formalizagio das idéias acima, que exige certas observacdes técnicas
adicionais ndo mencionadas, fornece a seguinte versio refinada do Te-
orema 33.

TEOREMA 38. (fssur, I21) € PCS(logn, 1, poly(loglogn)).

Note que o resultado acima foi obtido, essencialmente, ‘compondo-
se’ I recursivamente e usando os Teoremas 33 e 34. Compondo-
se agora f5; com FE; e usando os Teoremas 38 e 36, completamos a
demonstragio do Teorema. 18.

De fato, agora usamos 7, para codificar as solugdes das instincias
¥.(z) = ®,(r,,z) de ISAT acima e, devido ao Teorema. 38, podemos
agora assumir que a varidvel z tem comprimento poly(loglogn). O
Teorema 36 fornece entdo um verificador que usa poly(loglogn) bits
aleatdrios apenas, e examina somente uma quantidade O(1) de entra-
das da solugdo e da prova apresentadas. Podemos concluir portanto
que

(Rasar, E1) € PCS(logn, 1, 1).

Claramente, basta agora usar o fato de que 3sAT é NP-completo e
o Lema 32 para concluir que NP C PCP(logn,1). Isto completa a
demonstragao do Teorema 18.

4. Notas Bibliograficas

O sistema de provas PCP foi introduzido por Arora e Safra [AS92D],
e este trabalho foi imediatamente seguido pelo resultado definitivo de
Arora, Lund, Motwani, Sudan, e Szegedy [ALM*92b]. Mais ampla-
mente {alando, a linha de pesquisa destes trabalhos foi sugerida por
varios resultados na drea de provas interativas (cf. Capitulo II1). Em
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particular, a investigacio do poder de sistemas interativos que con-
tam com wdrios provadores foi importante. Dois resultados maximais
sobre estes sistemas sdo devidos a Feige e Lovasz [FL92] e Bellare,
Goldwasser, Lund, e Russel [BGLR93, BGLRY4]. Para uma 6tima
discussao sobre estes sistemas e a sua relagdo com os sistemas PCP,
veja Babai [Bab94}.

Os resultados que foram sucessivamente refinados até a obtecio do
Teorema 18 sio devidos a Babai, Fortnow, e Lund [BFL91], Babai,
Fortnow, Levin, e Szegedy [BFLS91], Feige, Goldwasser, Lovasz, Safra,
e Szegedy [FGL*91], e Arora e Safra [AS92b]. Em particular, Arora ef
al. [ALM%92Db} atribuem o Teorema 33 ao conjunto destes trabalhos.
A técnica de composicao de codificagoes e dos respectivos verificadores
(cf. Secio 3.3 acima) é devida a Arora e Safra [AS92Dh] e a Arora, Lund,
Motwani, Sudan, e Szegedy [ALM*92b].

Os Teoremas 31 e 36 sido devidos a Arora el al. [ALM192Db], e tive-
rai origem em resultados anteriores sobre verificagdo de programas e
auto-corregao [BLRI0, Lip91]. O Teorema 22 & devido a Blum, Luby,
e Rubinfeld [BLRY0]. Fungdes auto-corretoras e, mais genericamente,
a idéia de que programas podem verificar seus préprios resultados sio
o assunto de Blum e Kannan [BK89], Lipton [Lip91], e Blum, Luby, e
Rubinfeld [BLR90].

Além dos artigos originais [ALM*92a, ALM*92b], trabalhos que
contém provas completas do Teorema 18 incluem, entre outros, Su-
dan [Sud92], Arora [Aro94], e Hougardy, Promel, e Steger [HPS94].
Este capitulo deve muito & excelente exposi¢io de Hougardy, Prémel,
e Steger [11PS94]. '



CAPITULO V

COMPLEXIDADE DE PROBLEMAS DE
APROXIMAGCAO

Nas classes P e NP sdo colocados problemas de decisdo, ou seja, pro-
blemas com resposta sIM ou NAO. Em conexio com alguns problemas
de decisio, aparecem os ‘problemas de otimizagio.’

Um problema de olimizacdo P é um problema ou de ma\nmmg'lo
ou de minimizagio e consiste de trés partes:

(1) um conjunto [ de instincias de P;

(2) para cada instancia @ € I, um conjunto finito S() de candi-
datos 4 solugcdo para x;

(3) uma fungiio m que atribui a cada instancia & € [ e cada candi-
dato i solugio y € S{2) um nimero racional positivo m(z, y),
chamado de valor do candidato a solu¢io y.

Se P é um problema de minimiza¢io (resp., maximizagio), entio uma
solugdo olima para uma instancia 2 € I é um candidato y* € .S'(n:) tal
que, para todo y € §(a), temos m(z,y*) < m{z,y) (resp., m{z,y*) >
m(z,y)). Usaremos a notagao OTH\‘[('L) para denotar o valor m{a, y*)
de uma solu¢do dtima para z.

Por exemplo, o problema. de otimizagao MAX-3sAT relacionado com
o Problema 3sAT é o de encontrar uma atribuicao que maximize o
ndmero de clausulas satisfeitas. O problema de otimizagao relacionado
com o Problema CircuiTo HAMILTONIANO poderia ser o de encontrar
no grafo dado um circuito, nao necessariamente hamiltoniano, mas
contendo o maior niimero possivel de vértices. A outros problemas,

67
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porém, nao correspondem problemas de otimizagio.

Para os problemas de otimizacio, faz sentido pensarmos em solugoes
aproximadas. Uma solugdo aprozimada é um candidato a solugdo cujo
valor ndo é muito diferente do valor étimo.

DEFINIGAO 39. Seja P wm problema de olimizagdo, x uma insidn-
cta de P e y um candidalo @ solucdo para x. A razao de aproximacio
de y em relacdo a ¢ € definido por

N m(z,y} OTIM(zx)
R(z,y)= maX{OTIM(a:)’ m(z,y) }

Note que de acordo com essa definicio a razio de aproximacao é
sempre maior ou igual a 1.

DEFINIGAO 40. Seja A4 um algoritmo para um problema P que, deda
uma stincia 2, devolve um candidato a solugdo A(x). Seja r uma
fungio r: N — [1,00). Dizemos que A obtém grau de aproximagao r
pare P se, para toda inslancia x,

Rz, A=) < (Ja]).

Note que de acordo com essa definigio a {ungio » somente pode
assumir valores maiores ou iguais a 1. Por simplicidade, um algoritmo
como na defini¢ao acima ¢é dito aprozimar o problema P com razio »

1. As Classes NPO, APX e EAP

O sentido deste estudo de aproximabilidade é o de investigar como se
comportam problemas NP-completos quando, ao invés de buscarmos
uma resposta SIM ou NAQ, estamos interessados em solugdes aproxima-
das. A defini¢ao a seguir captura essa no¢io: ao invés de considerarmos
problemas de olimizagao em geral, vamos nos concentrar em problemas
de otimizacdo que tenham caracteristicas de problemas em NP.

DEFINIGAO 41, Um problema de olimizagdo P estd na classe NPO
se as sequinles condicoes sdo satisfeilas:

(1) o conjunto das instancias de P € reconhecivel em tempo poli-
nomial no tamanho da instancia; .

(2) para x wuma instancia de P, o problema de pertinéncia o con-
Junto dos candidalos a solugdo de ¢ solivel em lempo pofi-
nomial em |z|;
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(3) dados uma instincia x e um candidato y @ solugdo de z, o
valor m(zx,y) de y é computdvel em tempo polinomial.

Durante todo este capitulo, todo problema de otimizagao deve ser
entendido como um problema em NPO.

DEFINIGAO 42. Um problema P em NPQ estd na classe APX se
eriste algum € > 0 para o qual eriste um algoritmo polinomial que
aprozime o problema com grau de aprozimacio r <1 4+ ¢.

DEFINIGAO 43. Dizemos que P em NPO tem um esquema. de apro-
ximagdo polinomial, se para cada ¢ > 0 eziste um algoritmo polinomial
A, que aproxime P com grau de aprozimagdo r < 1+¢. Dizemos que P
esld na classe EAP se ele tem um esquema de aproximagdo polinomial,

Pelas definigbes, trivialmente temos que EAP C APX C NPO. Va-
mos mostrar que todas as inclusdes siao préprias, a menos que P = NP,
o que tornaria as trés classe iguais.

0 exemplo cldssico de um problema em EAP cujo problema de de-
cisdo correspondente é¢ NP-completo (veja Secao 2), é o Problema Mo-
CHILA MAXIMA. A prova deste teorema se encontra na Secio 4.

TEOREMA 44. O Problema Mociina MAXIMA estd em EAP,

Vamos mostrar mais a frente (Teorema 67), que o Problema Max-
38AT ndo esta em EAP, a menos que P = NP. Provamos também na
Se¢do 4 o seguinte teorema.

TrROREMA 45. (O Problema MAX-38SAT esid em APX.

Finalmente, o Problema CLIQUE MAXIMO, (ue claramente estd em
NPO, ndo pode estar em APX, a menos que P = NP. E o que mos-
tramos no Teorema 68, (Este resultado &, na verdade, bastante mais
forte.)
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2. Completude para Classes de Complexidade

O conceito de problemas completos é bastante importante nas clas-

ses de complexidade. Por um lado mostra-se que existem problemas

completos na classe, isto &, problemas que sio tio dificeis quanto qual-
quer outro da mesma classe. Isso implica que, havendo uma me-
lhora substancial no método de solugio de um problema completo,
esse método pode se estender a todos os outros problemas da classe.
Por outro lado, estabelecem-se métodos, chamados de redugdes, para
se transformar uvm problema em outro. Essas redugdes objetivam ca-
racterizar outros problemas da classe como completos, ou mesmo ca-
racterizar problemas como tio dificeis quanto qualquer problema da
classe. Por exemplo, se um problema P, é completo e pode ser con-
venientemente reduzido a um problema P4, entdo o problema P, se
pertencer a classe, também é completo.
Nesta se¢io definimos e exemplificamos tais conceitos.

2.1. Classe NP. Delinimos a segnir uma redug¢io conveniente para
problemas da classe NI?, conhecida como reducio de Karp.

DEFINIGAO 46. Uma redugio de Karp de uma linguagem L, € X}

para uma linguagem L, € X3 € uma funcdo f: X7 — X5 compulduvel

em tempo polinomial tal que para qualquer 2 € T3,
r e L]_ f=2 f('l,) € Lg.

Usamos a notagao L, <gayp Lo para denotar a existéncia de uma
redugdo de Karp de L, para Ls. A propriedade fundamental de uma
redugio de Karp é que se L) <iarp L2 € existe um algoritmo polino-
miel para decidir o problema de pertinéncia em L, o problema de
pertinéncia. em L, pode ser resolvido em tempo polinomial usando o
algoritmo para L, e a fungao f.

DEFINIGAO 47. Uma linguagem I € NP- completa se L € NP e para
qualquer L' € NP, temos L' <yarp L.

O mesmo conceito é importante para a classe coNP.

DEF].NI(_,:KO 48, Uma linguagem I é coNP-completa se L € coNP ¢
para qualquer L' € coNDP, temos L' <y L.
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Os teoremas a seguir, tipicos em teoria da complexidade, sio apli-
caghes dos conceitos dados acima e consistem de resultados cldssicos
para a classe NP.
TEOILEMA 49. Se L, S](arp L.e I, S;(a,.p Ly, entio L, SI\'arp L.

TEOREMA 50. Se Ly <karp Lz € Ly € P, entdo L, € P.

‘TEOREMA 51. Se L, é NP-completa, L, € NP, ¢ L, <xap Lo
entdo L, é NP-completa.

H

TEOREMA 52. Se uma linguagem NP-completa estd em P, entéo

P =NP.

TroreMA 53. Os seguintes problemas sdo NP-completos.

(1) 2saT.

(2) 3saT.

(3) SATISFATIBILIDADE.

(4) CLIQUE.

(5) CircuIlTO HAMILTONIANO,

(6) COLORAGAO.

(7) Passeio no CAIXEIRO VIAJANTE.
(8) MocHiLa.

(9) CorTE EM GRAFOS.

(10) ARVORE DE STEINER.

A seguir damos o conceito de linguagens dificeis. Note que uma
linguagem classificada como dificil para uma classe ndo precisa neces-
sariamente estar na classe.

DEFINIGAO 54. Uma linguagem L é NP-dificil se para qualquer L' €
NP, temos L' <garp L.

Equivalentemente, uma linguagem L é NP-dificil se para alguma
lingnagem NP-completa L', temos L' <y, L.
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2.2. Classes APX e EAP. Embora a redugdo de Karp seja apro-
priada para problemas em NP, elas nada nos diz em relagio i apro-
ximagao de problemas de otimizagao, pois a redugao de Karp nao ne-
cessariamente preserva soluc¢des aproximadas. Portanto, para as clas-
ses APX e EAP vamos definir a L-redugdo (L de linear), redugio esta
que preserva aproximabilidade.

DEFINIGAO 55. Uma L-reducao de um problema de otimizagdo Py
para um problema de otimizagdo Py € uma quddrupla (f, g, @, #) de dois
algorilmos polinomiais f e g e duas constanies ar, 8 > 0 salisfuzendo
as sequinies condicdes:

(1) Para toda instincia z, de Py, z, = f(x;) € ume instincia de
P satisfazendo OTIMp,(23) < o OTIMp, (21).

(2) Para todo ya, candidato i solugdo de xa com ca = mp, (22, Ya),
= g(y2) € um candidato a solugdo de x, comey = mp (21, %)
salisfazendo

|C1 - Or[‘II\'I(.'E])l S ﬂlCQ — OTII\'I(.TQ)'.

Usamos a notacao Py < P, para denotar a existéncia de uma L-
reducio de P; para Pa. A L-redugdo é ilustrada na Figura V.12.

DEFINIGAO 56. Um problema de olimiza¢do P é APX-completo se
e APX e para qualquer P' € APX, vale que P’ <, P.

Os teoremas a seguir siao os equivalentes, para a classe APX, aos
vistos na se¢do anterior para a classe NP. Im todos os teoremas
abaixo, estamos supondo que os P; sio problemas de otimizacio que
pertencem i classe NPO.

TEOREMA 57. Se Py <1, Py e Pa <1, Pa, enldo Py <, Pa.
TEOREMA 58. Se P, <, P2 ¢ Po € EAP, enlio P, € EAP.

TEOREMA 59. Se Py <, P2 e Py € APX, entio Py € APX. Mais
precisamenle, se eziste um algoritmo polinomial A para Py com grau
de aproximagdio r4 < 1+ ¢, entdo existe um algoritmo polinomial B
para Py com grau de aprovimagdo rp <14 afe.

TrorEMA 60. Se Py, P, € APX, P, é APX-completo ¢ Py <p, Ps,
entio 7 ¢ APX-completo.
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P] 2

S(x1)

Ficura V.12, L-reducéo

TEOREMA 61. Se Py, <y Pa, P1 é APX-completo ¢ P, € EAP,
entdo LAP = APX.

Veremos na Seg¢éo 3 que, a menos que P = NP, temos EAP # APX.

TEOREMA 62. Os seguinies problemas sdo AP X-completos.

(1} MAX-SAT.
(2) MAX-2SAT.
(3) MAX-3sAT.

(4) CORTE MAXIMO.

(5) kE-COLORAGAO MAXIMA.

(G) SurERr STRING MIiNIMO.

(7) ARVORE MINIMA DE STEINER.

¥

DEFINIGAC 63. Um problema de otimizacdo P é APX-dificil se para
qualquer P' & APX, temos P’ <, P.
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Equivalentemente, umn problema de otimizagio P é APX-dificil se
para algum problema APX-completo P, temos P’ <, P.

3. Resultados de Inaproximabilidade

Quando queremos mostrar que um problema de decisdo P é in-
tratavel computacionalmente, mostramos que ele ¢ NP-completo ou
NP-dificil. Como nao se acredita que tais problemas possam ser resol-
vidos em tempo polinomial nos modelos computacionais convencionais,
isso é uma evidéncia de que P é intratavel computacionalmente. Para
se provar que P ¢ intratdvel, mostra-se que P’ <., P para algum P’
NP-completo. A partir dos anos 70 proliferaram na literatura provas
com esse estilo. Mas essas construgdes raramente preservavam aprozi-
mabilidade. Ou seja, se construissemos um algoritmo polinomial que
obtivesse uma solugdo aproximada, digamos, com um grau de apro-
ximagdo de 11/10 para o problema de otimizacdo relacionado com P,
em geral nada podemos afirmar sobre a obten¢io de uma solugio apro-
ximada para P'.

Logo apds o aparecimento dos conceitos das classes P e NP, j4 se
sabia que a obtencao de solu¢des aproximadas para problemas de oti-
mizagao relacionados com alguns problemas NP-completos é compu-
tacionalmente tdo dificil quanto a obtencio da solugio exata. Para
exemplificar, citamos os seguintes teoremas.

TEOREMA 64. Se P # NP, entdo ndo existe um algoritmo polino-
mial pare o Problema COLORAGAO MINIMA com grau de aprozimacio
menor gue 2.

TEOREMA 65. Se P # NP, entde ndo ezxiste um algoritmo polino-
mial para o Problema PAsSEIO DO CAIXEIRO VIAJANTE MINIMO com
grau de aprorimagdo menor que oo,

Os teoremas acima mostram em particular que o Problema CoLo-
RAGAO MINIMA ndo pode estar em EAP, e o Problema PASSEIO DO
CAIXEIRO VIAJANTE MINIMO ndo pode estar em APX, a menos que
P = NP.

Para outros problemas, resultados similares aparecem de forma iso-
lada, indicando a impossibilidade de certas aproximacgoes. Em 1989,
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Papadimitriou e Yannakakis [PY88)] definem duas classes para proble-
mas de otimizagao: as classes MAXNP e MAXSNP. Eles definem
redugdes entre problemas de otimizagio e provam a existéncia de pro-
blemas completos para a classe MAXSNP. A caracteristica dessas
classes é que se existir um algoritmo polinomial que obtenha uma
soligio arbitrariamente préxima da solugio 6tima de um problema
completo para uma das classes, esse algoritmo pode ser usado para
obter aproximagdes arbitrariamente préximas do étimo para todos os
outros problemas nessa classe.

Em 1992, como corolirio dos resultados relativos a provas veri-
ficiveis probabilisticamente, Arora et al. [ALM*92b] mostram que os
problemas completos para a classe MAXSNP nao podem ser arbitra-
riamente aproximados, a menos que P = NP.

Mais recentemente, Ausiello, Crescenzi e Protasi [ACP94] definem
de forma diferente classes de problemas de aproximagio que se mos-
-tram equivalentes &s mencionadas acima. Essas defini¢des sio as que
estamos usando nestas notas.

3.1. Resultados negativos para a classe APX. Iremos mostrar
que, a menos que P = NP, nenhum problema APX-dificil pode ter um
esquema de aproximagio polinomial e, portanto, nio pode pertencer
a classe EAP. Uma conseqiiéncia desse fato é que, para cada pro-
blema APX-dificil P, existe uma constante ¢ > 0 tal que, a menos
que P = NP, nenhum algoritmo polinomial para P pode obter grau
de aproximagdo menor que 1+ £. O teorema é o seguinte.

TEOREMA 66. A menos que P = NP, temos APX # EAP.

Para provar o teorema, basta mostrar que, a menos que P = NP,
existe um problema em APX que nio pode pertencer 2 EAP. O pro-
blema apropriado para,esse objetivo é 0 MAX-3SAT. A parte crucial
da prova usa o resultado principal discutido no Capitulo IV, ou seja,
que PCP(logn,1) = NP.

TEOREMA 67. Ndo existe um esquema de aproximacdo polinomial
para MAX-3SAT, a menos que P = NP.

Prova. Seja L C £* uma linguagem em NP. Vamos mostrar que,
dado um esquema de aproximagio polinomial para MAX-3SAT, o pro-
blema de pertinéncia para a linguagem L pode ser resolvido em tempo
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polinomial. Como a prova vale para gualquer L € NP, decorre que
P = NP.

Do Teorema 18 temos que existe um verificador (logn,1)-restrito
V para L. Dado & € £* vamos descrever como construir em tempo
polinomial uma instancia 5, para MAX-3sAT tal que

z €L = S, ¢ésatisfativel
somente uma {racio constante
c@ L = (independente de z) das cldusulas
de 5. pode ser satisfeita.

Com isso, fica ficil mostrar que se existe um esquema de aproximagio
polinomial para MAX-3sAT, entio podemos decidir a pertinéncia de 2
em L e segue que P = NP. .

Lembre-se de que no esquema PCP(logn, 1) o verificador V' usa o.
oraculo um niimero constante de vezes para acessar a prova. A cada
seqiiéncia de bits aleatérios 7 com |r| = #(z) = O(logn), usada pelo
verificador, corresponde um conjunto de enderegos na prova. Para
cada um desses enderegos, vamos associar uma variavel booleana da
seguinte forma: para o endereco i associe a variavel booleana b;. Vamos
considerar gue cada prova II corresponde & uma atribuigio as varidveis

“b;: o valor V é atribuido A varidvel b; se o i-ésimo bit de II for 1; o valor
T é atribufdo a b; se o i-ésimo bit for 0. Para cada um dos 2"l = 27(®) =
2000en) phossiveis valores de 7, seja S, a férmula booleana com varidveis
b; que expressa quais IT sio aceitos por V quando a entrada é z. Note
que §, tem tamanho constante pois somente um nimero constante
de bits de II sdo acessados. Seja 5, a féormula booleana S, expressa
com no maximo 3 varidveis por clausula' (z.e., na forma 3saT). Como
cada S, tem tamanho constante, cada S, tem um nimero constante,
digamos < k&, de cldusulas. Seja 5, o conjunto de todas as cliusulas
57. Pela definicio de sistemas PCP temos que

x e L = 3, tal que 5, é satisfativel
x¢ L = VII nomiximo 1/4 das 5, sdo
satisfeitas simultaneamente.
IE fato bem conhecido que qualquer formula pode ser expressa, a custa

de um certo aumento do nimero de varidveis e clausulas, como a conjungio
de cldusulas com no maximo 3 varidveis por cldusula. Veja Fatos 74 e 75.



3. RESULTADOS DE INAPROXIMABILIDADE 77

Como cada 57 tem no maximo k clausulas, segue que nocasode » ¢ L

no maximo

3
P
4k
das cldusulas de 5, sio satisfeitas simultaneamente.
Se nos fosse dado um esquema de aproximagao polinomial para
MAX-38AT, poderiamos obter um algoritmo polinomial para o pro-
blema com grau de aproximagio menor que

(1__3_)"1__“'_
4k T4k -3

Observando que k& é uma constante que nio depende de x, com esse
algoritmo poderiamos separar o caso em que 2 € L do caso em que
x € L. No primeiro caso 5, é satifativel e o algoritmo nos devolveria
uma atribuigio satisfazendo mais do que 1 - 3/4k das clausulas de 5.
- No segundo caso no méximo 1 — 3/4k das clausulas de S, podem ser
satisfeitas simultaneamente. O

3.2. A impossibilidade de se aproximar o clique maximo.
O resultado da segdo anterior tira a esperanga de encontrarmos es-
quemas polinomiais de aproximagdo para varios problemas de oti-
mizagao. Porém, outras conseqiiéncias podem ser tiradas do fato que
PCP(logn,1) = NP. E o caso do seguinte teorema extremamente forte
que iremos provar.

TEOREMA G8. Existe um ¢ > 0 para o qual o Problema CLIQUE
MAXIMO ndo pode ser aproximado em tempo polinomial com grau de
aprozimagdo menor que n°, onde n € o nimero de vértices do grafo
dado, o menos que P = NP.

Antes de provar esse teorema, provarenios nma. versio mais fraca.

TEOREMA 69. O Problema CLIQUE MAXIMO ndo pode ser aproxi-
mado em tempo polinomial com grau de aproximagdo menor que 4, a
menos que P = NP.

Prova. Como de costume, para um grafo G, denote por w(G) a
cardinalidade de um clique miaximo de G. Seja L uma linguagem em
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NP sobre um alfabeto X. Fixe z € £* com [z] = n. Vamos mostrar
como construir eficientemente um grafo G, e uma fungio f tais que

v€L = wG)=f(n) (30)
s D= w(G) < /(). (31)

Entao, um algoritmo para o Problema CLIQUE MAXIMO com grau de
aproximagio 4 pode ser usado para decidir pertinéncia em L.

Do Teorema 18 temos que existe um verificador (logn, 1)-restrito V
para L. Seja #(n) = O(logn) o nimero de bits aleatérios usados por
V e g(n) = O(1) o mimero de consultas feitas as provas. Counsidere o
vetor (7,01,b2,...,Dn)), onde T é uma seqiiéncia de #(n) bits e cada
b; € {0,1} para todo . Definimos como o conjunto de vértices de
G, 0s vetores (7,01,be,...,b4)) tais que se V usa 7 como os bits
aleatdrios e recebe, como respostas as §(n) consultas & prova, os bits
b1, Doy ..., byiny, entdo ¥V ACEITA z. Dois vértices

v = (T,bhbh-“abq‘(n)) e Ug == (T""[J’l, '2’1();01))

sio adjacentes se existir uma prova Il consistente com v, e v,. On seja,
se b; e b corresponderem a um mesmo bit consultado, entdo b; = b;.

Vamos estimar |V(G,)|, o niimero de vértice de G,. Como existem
27"} possiveis T, e para cada um deles 290*) possiveis valores para os
bi, temos que |V(G,)| € 27(m2dn}y = 200egn+0tl) 4 que é polinomial
em n. Para saber se uin candidato a vértice é realmente um vértice em-
(i, basta verificar se ¥V ACEITA 2 usando a informagio contida no can-
didato a vértice. Isso pode ser feito em tempo polinomial simulando-se
o procedimento de verificagdo que V executa. Como podemos também
verificar facilmente se dois vértices sio adjacentes, segue que podemos
construir G, em tempo polinomial.

Fixe uma prova IT qualquer. Entio,

w(G,) > |{r:V(a,7,T) = ACEITA}|
21 WP (V(2,7,TT) = ACEITA).

Por outro lado, se C é um clique em G, entao existe uma prova II
consistente com todos os vértices de . Em particular, existe uma
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prova Ily consistente com um clique de tamanho w(G,). Portanto,

w(Gy) < |{r:V(z,r, 1) = ACEITA}|
2P (V(x,7,Tl) = ACEITA).

Das duas equagdes acima temos que
w(G,) = 27 max P.(V{z,7,1I) = ACEITA).

Mas, pela definicio de sistemas PCP,

1 sex € L

max [P, (V(z,7,1I) = ACEITA) { <1/4 sez ¢ L.

Portanto, mostramos que G; e f(n) = 27" sio de acordo com as
equagoes (30) e (31). O

Seja PCP(r(n), ¢(n),<) a classe de linguagens definida da mesma
forma que PCP(»(n), g(n)), exceto que o limite superior 1/4 para a
probabilidade do verificador ser ludibriado é trocado por £. Como Jja
observado (veja Capitulo III),

PCP(r(n),q(n),e) = PCP(r(n), ¢(n})

se ¢ é uma constante. A razao disso é que podemos repetir em paralelo
um nimero conveniente (constante) de vezes o processo de verificacio
e diminuir arbitrariamente a probabilidade de erro.

Portanto, podemos reescrever a prova do Teorema 69 com ¢ no lugar
de 1/4, obtendo o seguinte resultado.

TEOREMA T0. Pareltodo ¢ > 0 o Problema CLIQUE MAXIMO ndo
pode ser aproximado em tempo polinomial com grau de aproximacio
menor que L+ &, « menos que P = NP.

Pensando da mesma forma, poderiamos tentar provar o Teorema. 68.
Repetindo o esquema acima, terfamos que repetir o processo de veri-
ficagiio k vezes, com k satisfazendo (1/4)* < n=¢. Isso implica que k =
Q< logn) e assim teriamos que usar @(log” 2) bits aleatérios ao invés
de O(logn). Ademais, agora ©(logn) consullas seriam necessérias ao
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invés de O(1), mostrando que NP C PCP(log*n, logn,n=%). Com issa,
o nimero de vértices de G, seria

IV(G.:)l S 2F(n)2(f(n) — 20(log? ﬂ+|0gn),

o que nao é satisfatdrio pois esse nimero ndo ¢é limitado por nenhum
polindmio em n. Porém, veremos na proxima se¢io que usando ontros
métodos bastante poderosos poderemos mostrar que

NP C PCP(logn,logn,n™*),
o que prova o Teorema G8.

3.3. NP C PCP(logn,logn,n™%). A dificuldade em se usar o re-
sultado PCP(logn,1) = NP para provar a‘impossiblidade de um grau
de aproximagao de n° para o Problema CLIQUE MAXIMO decorre do
fato de termos que recorrer a O(log®n) bits aleatérios. Porém, va-
mos mostrar como O(logn) bits aleatérios podem gerar O(log® n) bits
pseudo-alealorios, que podem ser usados em um procedimento de ve-
rificagio (log n, 1)-restrito.

A idéia é a seguinte. Para uma constante d, vamos escolher ade-
quadamente um grafo d-regular G com 2" véitices rotulados com to-
dos os nimero bindrios de 0 a 2" — 1. Vamos agora descrever um
passcio aleatério em G. (Para detalhes sobre passeios aleatérios veja
Apéndice B.) Inicialmente uma particula é colocada num vértice de
G escolhido uniformemente ao acaso. No passeio aleatério o préximo
vértice a ser visitado pela particula é escolhido uniformemente ao acaso
dentre os d adjacentes ac vértice atual. Vamos escolher, a cada c
vértices visitados, o rétulo do vértice que acaba de ser visitado como
uma seqiiéncia de r hits pseudo-aleatorios, onde ¢ é uma constante
adequada. Visitando-se um total de ef vértices, obtemos os ir bits
pseudo-aleatérios que serao usados. Note que o custo de se visitar cf
vértices desta forma é de '

7+ [log, d](ct = 1) =7 + O(1)

bits (genuinamente) aleatérios. O préximo lema nos d4 a justificativa
desse método.

No lema abaixo, Gy, é a familia de gralos d-regulares com a seguinte
propriedade. Se ¢ ¢ membro de Gz, e A é a sua matriz de adjacéncia
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multiplicada por 1/d, entdo todos menos o maior dos anto-valores de
A sdo positivos e menores do que 1 — p

LemMa 71. Seja G = (V,E) € Gy ,. Considere um passeio aleatorio
P em G com inicio em um vértice escolhido uniformemente ao acaso.
Fnldo, existe um inteiro ¢ = ¢, tal que, pura qualquer subconjunto
C de V com |C| < |V]/4, a probabilidade do trecho inicial de P de
comprimento ke visitar « cade ¢ passos algum vérlice de C € de no
mdzimo (3/4)F.

Prova. Seja G = (V, E) de acordo com ¢ enunciado do teorema,
com V = {1,2,...,n}. Vamos usar o fato bem conhecido (veja, por
exemplo, Lovdsz [Lov93, Exercicio 11.4]) que o maior auto-valor de
uma matriz de adjacéncia de wm grafo d-regular é d. Segue dai que o
maior auto-valor de A, a matriz de adjacéncia de & maultiplicada por
1/d, é 1. Sejam 1 = Ag > A 2 Ay 2 -+ > A, > 0 os anto-valores
de A. Como A; < 1 — p, existe um inteiro ¢ tal que A < 1/4. Seja
plt) = (])( ),p( ) ..., p)) € R™ o vetor de probabilidades com p( ) sendo
a plol)a.blhda.clc do vértice i estar sendo visitado no tempo {. Como o
primeiro vértice de G é escolhido ao acaso, o vetor p'© é o vetor cujas
entradas sio todas 1/n.

E facil de se verificar que Ap® = p{¥) ¢ em geral A‘p“’) = p¥)
Note simplesmente que A é a matriz de transicio da cadeia de Mar l\ov
definida pelo passeio aleatério.

Seja ¢’ uin subconjunto qualquer de ¥V com |C] < nf4. Seja N a
matriz com zero em todas as entradas, exceto na diagonal, onde N;; =
lseesdsei € (. Entio o vetor N Ap'® nos d4, para cada vértice v €
C, a probabilidade do passeio estar visitando v apés ¢ passos. O vetor
N AS(N A*p'"") nos d4 a probabilidade do passcio visitar vértices de
10 passo ¢ ¢ no passo 2¢. Em geral, (N A¢)*p(") nos d4 a probabilidade
de um passeio aleatério de comprimento ke atingir a cada ¢ passos um
vértice de (.

Vamos denotar a seguir a norma {; de um vetor v por |v] (ie.,
vl = 327 [v]) @ a norma €y por ||v]| (e, ||v]| = V3| 97).

Claramente |(NA®Y¥p™| é a probabilidade do passeio de compri-
mento kc atingir a cada ¢ passos um vértice de C'. Para limitar essa
probabilidade vamos inicialmente limitar [N A°p|, onde p é um vetor
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qualquer. Para tanto, é mais ficil trabalharmos com a norma £,. Es-
creva p.como a soma de dois vetores ortogonais v e w, onde » ¢ maltiplo
de p{®. Note que p'% é um auto-vetor associado ao auto-valor Ap = 1
e w é combinagio linear de auto-vetores associados aos auto-valores
Aty Asyee o, Ay. Assim, .

[N A% = [[Nof| =, | Y wis
Ni=1L

c < 4 r l
[N Afwl| < [JA%w]] < Aflw|| < Zllwll. (33)

13, 1
Z;vi = 5””” (32)

Usando a desigualdade triangular obtemos.

||V Apl| |V A (v + w)|| < ||NA || + ]|V A%w||

1 1 1 1 3
— - < - — < - .
Sl -+ 7kl < sl + Sl < Sl

IA

Fazendo uso k vezes da desigualdade acima, temos

3\F 3\ 1
N A0 < (_) ()| = (_) .
[[(N A=) p || < i ™l 1) 7

Agora, lembrando que para qualquer vetor v € R” temos |v] < /n||v]],
obtemos

3\F 1 EA
VAP0 < RN AP0 < (‘) _:(_)
(N A% p |_.\/ﬁ||(NA‘)p | <vn 1) Tn 1)

como queriamos demonstrar. (]

A prova da existéncia e construtibilidade em tempo polinomial de
infinitos membros da familia G, , ¢é tratado no teorema abaixo.

TEOREMA 72. Ezistem constantes «, p > 0 tais que se n € uma

“poténcia de 2 suficientemente grande, enldo existe um grafo G = (V, I)

com n verlices com as sequintes propriedades:

(1) o grau de cada vértice é 7;

(2) o sequndo anto-valor Ay de A(G) é menor que 1 — p;

(3) dadan, o grafo G pode ser construido em lempo polinomiﬁ.l em
n por umae mdquina de Turing.
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Veremos mais adiante que o fato de termos G em G4, com d = O(1)
no teorema acima é importante. Esses grafos sio conhecidos como gra-
fos expansores esparsos. Informalmente, um grafo é um expansor se
a vizinhanga de qualquer subconjunto de seus vértices é relativamente
grande. O ‘fator de expansdo’ de um grafo G é intimamente ligado
ao segundo auto-valor de G. Para detalhes veja o Capitulo 9 de Alon
e Spencer [AS92a). O problema da construgao de grafos expansores
com grau fixo aparece antes da descoberta de sua utilizagio como au-
xiliares na geragio de bits pseudo-aleatérios. Embora a existéncia de
tais grafos pode ser facilmente provada probabilisticamente, a cons-
trugio explicita ¢ eficiente de tais grafos é muito mais dificil. Para um
breve apanhado do desenvolvimento de técnicas para a construgio de
expansores veja Se¢do 5.

Usando o Lema 71 e o Teorema 72, podemos provar agora o seguinte.

TEoREMA 73. NP C PCP(logn,logn,n™%).

Prova. Seja L uma linguagem em NP e £ > 0 um nimero real fixo.
Seja V' um verificador (log n, 1)-restrito para L. Para provar o teorema
vamos, a partir de V, construir um verificador (log n, log n)-restrito V,.
Seja #(n) = Ologn) o nimero de bits aleatorios usados por V. Seja
uma palavra cuja pertinéncia em L deseja-se decidir. Inicialmente, o
verificador V, constréi um grafo G € Ga,, (d = 7) com 272D vértices, de
acordo com Teorema 72. Seja ¢ um inteiro satisfazendo (1 - p)* < 1/4.
Seja k = [clogy s n].

Usando O(logn) bits aleatérios, o verificador ¥V, faz um passeio
aleatdrio em G de comprimento ¢k, coletando a cada ¢ passos os rétulos
dos vértices visitados. Note que cada passo do passeio aleatério usa
somente Q1) bits aleatérios, pois o grafo tem grau O{1). Esses rotulos
sa0 usados como bits aleatdrios para V, repetir & vezes o processo de
verificagio de V. Se alguma vez V REIEITA, entdo V; REJEITA. Caso
contrario, ¥V, ACEITA.

A probabilidade de V' dar uma resposta errada (ou seja ¥V ACEITA

ez @ L) élimitada por 1/4. Ou seja, no maximo 1/4 dos rotulos dos
vértices de G podem fazer V fornecer uma resposta incorreta. Seja C
o conjunio dos vértices de GG cujos rétulos correspondem a respostas
erradas de V. Usando entdao o Lema 71, a probabilidade dos & vértices
visitados estarem tados em (', ou sgja, a probabilidade de todas as &
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simulacoes de V' devolverem ACEITA erroneamnente, é, no maximo,

k clogyan
@) @)™ v

como queriamos. 0

4. Demonstragoes dos Teoremas 44 e 45

Os Teoremas 44 e 45, ja enunciados, serio provados a seguir.
TEOREMA 44. O Problema MocHILA MAXIMA estd em EAP.

Prova. Precisamos mostrar que para“qualquer ¢ > 0 existe um
algoritmo polinomial com grau de aproximag¢io no maximo 1 +¢.

Lembremos que uma instancia z do problema consiste de um con-
junto U = {uy, tay...,u,}, duas fungoes ¢, v: U — Z e um inteiro
CAP. Nosso objetivo é obter um subconjunto UV C U que maximize

m(z, U = Z v(u), sujeito a Z t{u) < CAP.

nelff uell’

Definimos a densidade de um v € U como d(u) = v(u)/t(un).

Vamos descrever um procedimento que obtém uma solugao apro-
ximada do problema. Fixe um inteiro & > 1. Considere todos os.
subconjunios de I/ com no maximo L elementos. Para cada um desses
subconjuntos A, verifique se 3 ., {{u) < CAP. Se esse for o caso,
tente incluir em A mais elementos de 7. Os clementos sdo considera-
dos para inclusao por ordem decrescente de densidade e colocados em
A se ¢ somente se a capacidade CAP da mochila nido é viclada com a
inclusdo. Chame o conjunto assim definido de U//. A solugao aproxi-
mada & a que maximiza m(x, /) sobre todas as possiveis escolhas de
A, ‘

Seja {/ uma solugdo Stima para o problema de maximizagio. Seja
OTIM = m(x,U). Se 1U| < k entdo o subconjunto U é explicitamente
considerado pelo procedimento e neste caso a solucio aproximada é
igual a solugao 6tima. Vamos assim supor que [U] > k.

Seja 3 C U/ o conjunto dos k elementos de U de maior valor. Seja

U € U o candidato A solugio obtido pelo procedimento descrito acima.
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quando o conjunto B.é considerado. Vamos mostrar que

OTIM

wiz, 0y < Lk

Sejam g, iy, ..., Uy, todos os elementos de I \ U ordenados por
“ordem’ decrescente de densidade, ou seja, d(u;,) 2 dlu,) > -0 >
d(w;,). Se r = 0 entdo U é uma solugio Stima. Vamos supor entio
que r > 1. O elemento u;, ndo é um dos k elementos de maior valor
em ﬁ, e portanto

v(u;,) < OTIM /(& + 1). (34)

Seja T =UNU. Sejam Uiy Uys - -« Uj, OS elementos de U \ U com
densidades maiores ou iguais a d{u;, ) ordenados por ordem decrescente
de densidades. Ou seja,

d(v;,) > d(ug,) > -+ > d(ny,) > du;).

Nio pode ser o caso que s = 0, pois, por conslrugio, a razio que levou
u;, a ndo ser colocado em U é que essa. inclusiio violaria a capacidade da
mochila. Como a inclusao é feita por ordem decrescente de densidade,
algum elemento fora de I, de densidade maior que d(w;,), ja teria que
estar em U quando u;, foi considerado pelo procedimento. Portanto,

Z. tHu) + Z t(u;,) + t(uh) > CAP.

neT p=1

Por outro lado, temos que

Z i{u) + Zt(u,;p) < CAP,
ue’T p=i
pois U = T U Up=1{w:,}. Segue das duas equagdes acima que

4

&

Z f-('ﬂjr) + t(u;'l) > Zr:t(ui,.)v

r=1 »=1

implicando que

Z:t(uJ ) > Z (i, )

r=1 »=2
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Como d{u;,) > d(u;,) > d{w,;,), para todo 1 < p < r, temos que
v(u;, } < d(uy, )i(w;,). Desse fato e da equagdo acima, segue que

r

Zv(u,-’,) < (l(?tj,)it(itiy) < d(u,—l)Zt(ujp) < Zv(ujp).

p=2 p=2 p=1

Portanto,

OTIM = > w(u)+v(u;,)+ Z v(,)

ueT p=2

< Z v(uw) + v(u;, ) + Z v(u;,)
ueT p=t1

< Z v{w) + v(u,) = miz, U) + vlw, ).
IIEE

Usando {34) obtemos,
OTIM < mfz,U) + v(w;,) < m{z,U) + OTIM /(k + 1),

ou
M <14 1/k
m(z,U)
Escolhendo & = [1/¢] obtemos a aproximagio desejada, de acordo com
a Definicio 43.

S6 nos lalta mostrar que o procedimento que obtém a aproximacio
pode ser executado em tempo polinomial. Observe que o nimero dos
subconjuntos A € U com no maximo k clementos nio excede n*. A
construgio de U’ a partir de A pode ser feita em tempo O(nf?), onde
B é o nitmero de bits do maior nimero que aparece na instancia do
problema, dentre os tamanhos, valores e a capacidade CAP. Pode-
mos gerar sistematicamente todos os subconjuntos com no maximo k
elementos através de um processo que nos fornece o préximo subcon-
junto a partir do anterior. Cada passo dessa construgio pode ser feito
em tempo O(klogn). Portanto, o algoritmo todo pode ser executado
em tempo O(n* x 2B x klogn) ou O(Bnf+logn) considerando-se &
constante. [im outros termos, uma vez fixado ¢, o algoritmo com graun
de aproximacao 1 4 ¢ roda em tempo O(Bnl'/<1+! log n). Ll
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TEOREMA 45. O Problema MAX-3SAT estd em APX.

Prova. Lembre-se de que uma, instancia do Problema Max-3saT é
uma colegio de clausulas C' = {¢;,¢3,...,¢,} sob um conjunto finito
U de variaveis, com |¢;| = 3 paral <i < m. Seja U = {u;, 2, ..., un}
o conjunto de varidveis.

Para provar que o problema esta em ATPX, basta mostrar um & > 0
e um algoritmo A que aproxime o problema com grau de aproximagio
r <14 ¢. Vamos mostrar um algoritmo com grau de aproximacao no
maximo 2. _

O algoritmo é bastante simples. Inicialmente considere o conjunto
de clausulas C'; C € nas quais a varidvel u; aparece. Atribua o valor
V ou F a u; de forma a maximizar o nimero de cliusulas satisleitas
em . Pelo menos metade dessas clausulas podem ser satisleitas.

Num passo i deflina o conjunto de clansulas

C; CC\N(CHUCaU---UC;y)

nas quais a variavel w; aparece. Atribua o valor V ou F a w; de forma

a2 maximizar o nimero de cladusulas satisfeitas em ;. Pelo menos
metade dessas clausulas podem ser satisfeitas. ‘
Podemos facilmente constatar que a atribuicio acima definida sa-
tisfaz pelo menos metade de todas as cliusulas de U, e, portanto, o
valor dtimo para o problema é no maximo 2 vezes maior que o valor
obtido pela atribuigao. Ll

5. Notas Bibliograficas

Os pilares para o estudo das classes de complexidade em computagao
foram langados no infcio dos anos 70 por Stephen Cook [Coo71], com
as nog¢des das classes B e NP e a prova de que o Problema SATISFA-
TIBILIDADE é NP-completo, que ficou conhecida como o Teorema de
Cook. A redugio de Karp aparece em [Kar91]. Enquanto isso, atrds
da cortina de ferro, muito antes da prolileragio do uso da Internef e
do correio eletrdnico, L. Levin {Lev72] provou independentemente uma
variante do Teorema de Cook e define um outro tipo de redugao, que
passou a ser conhecida como redugio de Levin. Para uma cole¢ao de-
talhada de problemas NP-completos o leitor poderd consultar Garey e
Johnson [(G]79], onde encontrard nma excelente introdugao ao assunto.
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0 Teorema 64 que mostra que o Problema MoGHILA MAXIMA estd em
EAP é de Sahni [Sah75]. Dentre os primeiros resultados mostrando a
impossibilidade de certas aproximacdes estio os Teoremas 64 e 65 de
Garey e Johnson [GJ76] e Sahni e Gonzales [SG70] respectivamente.

Conforme ji mencionado, para as definicdes de classes de proble-
mas de aproximagio estamos seguindo as definigdes de Ausiello ef
al. [ACP94], posteriores ao trabalho pioneiro de Papadimitriou e Yan-
nakakis [PY88]. '

A conexio entre provas interativas e a impossibilidade de se aproxi-
mar cliques em grafos foi estabelecida por Feige, Goldwasser, Lovdsz,
Salra e M. Szegedy [FGL*91]. O primeiro trabalho estabelecendo
essa conexio, que de certa forma passou desapercebido, é de Con-
don [Con93]. ,

As técnicas usadas para mostrar como Of log n) bits aleatérios po-
dem gerar O(log® n) bits pseudo-aleatérios sio de Cohen e Wigder-
son [CW89] e Impagliazzo e Zuckerman [IZ89], inspirados em Ajtai,
Komlds e Szemerédi [AKS87).

O problema da constru¢io de grafos expansores com grau fixo apa-
rece antes da utilizagho destes como auxiliares na geragao de bits
pseudo-aleatérios. Embora a existéncia de tais grafos pode ser facil-
mente provada probabilisticamente, ‘a construgio explicita e eficiente
de tais grafos é muito mais dificil. A primeira construgao foi dada
por Margulis [Mar75}, usando a teoria da representagio de grupos de
Lie. Uma versio melhorada é obtida em Gabber e Galil [GG81] e se
baseia em anilise de Fourier comutativa. O Teorema 72 é mencionado
em [AKSS87] e é baseado na construgio de [GGS81]. Posteriormente,
a conexio entre auto-valores e propriedades expansivas de gralos, que
aparece no teorema acima, € estabelecida em Alon e Milman [AMS5],
e Alon [Alo86], servindo também como base para melhores estimativas
de A;. Isso possibilitou que, em trabalhos similares, Margulis [Mar88] e
Lubotzky, Phillips e Sarnak [L.LPS88] melhorassem bastante as proprie-
dades expansivas obtidas. Para a construgao de grafos com A; pequeno
foi usada, entre outros, a teoria dos nimeros, incluindo resultados so-
bre uma conjectura de Ramanujan sobre o nimero de representagdes
de inteiros por certas formas quadriticas.



APENDICE A
LISTA DE PROBLEMAS

Neste apéndice estdo listadas as definigées dos vdrios problemas men-
cionados no decorrer do trabalho. O estilo da apresentacio é o usado
por Garey e Johnson [GJ79] (problemas de decisao) e por Crescenzi e
- Kann [CK94] {(problemas de otimizagdo). Estas duas referéncias tra-
zem listagens e classificagdes quanto & complexidade de centenas de
problemas.

1. Problemas de Decisao

ARVORE DE STEINER

Instancia: Um grafo GG, um subconjunto 5 de seus vértices e um inteiro
positivo A.

Problema: Existe um subgrafo conexo de G contendo todos os vértices
de 5 e tendo menos do que & arestas?

Passelo Do CAIXEIRO VIAJANTE

Instancia: Um conjunto finito C' = {c|,¢€a,...,¢,,} de “cidades,” uma
“distancia™ d(c;,¢;) € N para cada par de cidades ¢;, ¢; € €, e um
inteire positivo L

Problema: Existe um passeio de Cuaizeiro Viajanle, i.e., um passeio
que visile todas as cidades e retorne & cidade de origem, de compri-
mento no maximo L 7

Circurto HAMILTONIANO
Instancia: Um grafo G.

89
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Problema: Existe um circuito hamiltoniano em G, i.e., um circuito
que passa exatamente uma vez por cada vértice de G7

CLiqur

Instancia: Um grafo G = (V, E'} e um inteiro k.

Problema: O grafo G tem um clique de tamanho &, i.e., existe (' C
V com |C| = k tal que quaisquer dois vértices distintos em (' sdo
adjacenles?

COLORAGAO

Instancia: Um grafo ¢ = (V, E) e um inteiro k.

Problema: O grafo G tem uma k-coloragao prépria, i.e., existe uma
funcio f: V — {1,2,...,k} tal que f(v) # f(w) sempre que vw € £7

CorTE EM GRAFOS

Tnstancia: Um gralo G = (V, E) e um inteiro positivo k..

Problema: Existe uma particao de V em V) e V» tais que o nimero de
arestas ligando vértices de V) a vértices de V4 é pelo menos &?

QBT
Instancia: Uma férmula booleana quantificada

F = (Qla"l)(QEm'J) .. -(Q,,.TJ,,)B(.’E].,IEQ, .- -amu)a

onde I3 é uma [érmula booleana sem quantificadores e cada ¢); é ou 3
ou V.

Problema: & I verdadeira?

GrAPO NAO-TSOMORFISMO

fnstancia; Dois grafos G| e Gs.

Problema: G| e (74 sao ndo-isomorfos? (Dizemos que dois grafos H, =
(V,E)) ¢ Hy = (V, ) sdo isomorfos se existe uma fungio bijetora

[V — V tal que uv € F, sc e somente se f{u)f(v) € Fu.)

MocHtLa
Instancia: Um conjunto fnito U/, para cada uw € U um tamanho in-
teiro H{w) ¢ nm wvalor inteiro v(u), nma capacidaude inteira CAP e um
inteiro ¢.
Problema: Existe um subconjunto 7' C U/ tal que 3, .0 #{1) < CAP
(a soma dos tamanhos dos elementos em U’ ¢ no maximo a capacidade



2. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO 91

da mochila) e 37 ;i v{1) > ¢ (o valor total colocado na mochila é pelo
menos ¢)? ‘

PriMALIDADE
Instancia: Um nimero inteiro positivo n.
Problema: IE n um nimero primo?

28AT
Instancia: Uma cole¢io de clausulas C = {e¢,¢a,...,¢m} sobre um
conjunto finito U de varidveis, com |¢;] = 2 para 1 < i < m ¢ um

inteiro positivo k.
Problema: Existe uma atribuigio as variaveis de U que satisfaca pelo
menos & clausulas?

3SAT

Instancia: Uma colegdo de clansulas C = {c|,¢a,...,¢,n} sobre um
conjunto finito U/ de varidveis, com |¢;} = 3 para 1 < i < m.
Problema: Existe uma atribuigio para U que satisfaga a todas as
clausulas de C'7

SATISFATIRILIDADE

Instincia: Uma colegiio de cldusulas C' = {¢1,¢q,...,¢n} sobre um
conjunto finito U de varidveis.

Problema: Existe uma atribuigio para U/ que satisfaga a todas as
clausulas de C7

2. Problemas de Otimizagéo

ARVORE MiNIMA DE STEINER

Instancia: Um grafo G e um subconjunio 5 de seus vértices.
Solugao: Uma subgrafo conexo T contendo todos os vértices de §.
Fungao objetivo: Nimero de arestas em 7.

Passeio po CAIXEIRO VIAJANTE MiNiMO

Instancia: Um conjunto finito C' = {¢y,¢s,...,6,} de “cidades,” uma.
“distancia” d(c;,¢;) € N para cada par de cidades ¢;, ¢; € €', e um
inteiro positivo I,

Solucdao: Um passeio de Caixeiro Viajantle, i.e., um passeio que visite
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todas as cidades em C e retorne a cidade de origem.
Funcdo objetivo: Comprimento total do passcio. -

CorLoragA0o MIiNIMA
Instiancia: Um gralo G = (V, I).
Solucao: Uma k-coloragio prépria de G, i.e., uma fungio

f:V = {1,2,...,k}

tal que f(») # flw) sempre que vw € E.
Func¢dio objetivo: O inteiro k.

k-COLORAGAO MAXIMA

Instancia: Um grafo G.

Solugao: Um subgrafo H de G que tenha uma k-coloragio prépria.
{Aqui, £ > 2 ¢ uma constante, ndo fazendo parte da entrada.)
Funcio objetivo: O nimero de arestas de Ff.

CrLiQur MAXIMO

Instancia: Um grafo G = (V, E).

Solucao: Um clique de G, i.e., um subconjunte C' C V tal que quais-
quer dois vértices distintos em C sao adjacentes.

Funcio objetivo: Cardinalidade de C.

CorTr MAXIMO

Instancia: Um grafo G = (V, F).

Solu¢ao: Subconjuntos X do conjunto de vértices de G.
Funcao objetivo: Nimero de arestas entre X e V' \ X.

MAX-28AT

Iustancia: Uma colegao de clausulas ¢ = {¢y,¢a,... €0} sobre um
conjunto finito ' de variaveis, com |¢| = 2 para 1 <1< m.

Solucdo: Uma atribuicio A As varidveis de {7,

Funcio objetivo: O mimero de clausulas satisfeitas por A. -

MAX-3sar

Instancia: Uma cole¢do de cldnsulas C = {¢|,ca,...,¢n} sobre um
conjunto finito I/ de varidveis, com J¢;| = 3 para 1 < ¢ < m.

Solugio: Uma atribui¢io A &s varidveis de U.

Fun¢ao objetivo: O nimero de cliausulas satisfeitas por A,
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MAX-SAT

Instancia: Uma colegio de cldusulas C = {c,cs,...,¢} sobre um
conjunto finito U de varidveis.

Solugdo: Uma atribuigao A as varidveis de U.

Funcgao objetivo: O nimero de cldusulas satisfeitas por A.

MocuiLa MAXiMA

Instincia: Um conjunto finito U, para cada u € U/ um tamanho inteiro
t(u) e um velor inteiro v(u), e uma cepacidade inteira CAP.

Solugdo: Um subconjunto U/ C U tal que ), ¢, t(u) < CAP (a soma
dos tamanhos dos elementos em U/’ é no maximo a capacidade da
mochila).

Fungéo objetivo: O valor 3, . v(1) (a soma dos valores dos elementos
colocados na mochila).

Supgr STRING MIiNIMO

Instancia: Um conjunto S5 de palavras.

Solugiao: Uma palavra w contendo cada palavra de § como segmento,
i.e., para qualquer s € S, existem wy, wa, Lais que w = w, 8w
Func¢édo objetivo: Comprimento de w.






APENDICE B
DEFINICOES

A intengdo deste apéndice é relembrar rapidamente o leitor de algumas
defini¢des bdsicas que sao usadas nestas notas. Mais detalhes podem
ser vistos em livros classicos de teoria dos grafos e combinatéria como
os livros [BM79, Bol79] e [Lov93]. O restante das definigdes sio dadas
durante o desenvolvimento dos tdpicos. Para tais defini¢des, consulte
o Indice Remissivo.

1. Notag¢@o Assintdiica

Seja f e g duas fungdes f, g : N -+ R. Escrevemos que
f=0{g)

(f & da ordem de g) se existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo
n suficientemente grande temos que |f(n)] < e|g(n)].
Iscrevemos que

f=2g)
se g = Q(f).

Escrevemos que
9="90(/)
se f=0(g)eg=0(f)
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2. Terminologia da Teoria dos Grafos

Um grafo G consiste de um conjunto finito nao-vazio V(G) de
vérfices e um conjunto finito F(G) de pares nao-ordenados de vértices,
chamados arestas. Uma aresta {a,y} de um grafo G é denotado, por
comodidade, tanto por zy como por yz. Os exiremos de uma aresta
sao os vértices contidos nela. Escrevemos G = (V(G), E(G)). Dize-
mos que uma aresta lign o par de vértices que sio seus extremos. Dois
vértices siio adjacentes se sio ligados por alguma aresta do grafo. Se v
¢ um extremo de uma aresta f, dizemos que [ e v sho incidenies on
adjacenlies,

O mimero de arestas incidentes a uin vérlice v é o grau de »; deno-
tamos esta quantidade por grau(w). Um grafo ' é k-reqular se todos
os scus vértices L&m grau k.

Dado um grafo 7, uma fungio ¢: V(G) -+ [ & muitas vezes dita
ser uma coloragdo dos vértices de G pelas cores em K. Se |K| =k,
dizemos que ¢ é uma k-coloracdo. A coloracio ¢ é propria se vértices
adjacentes em (' recebem cores distintas, i.e., se para toda aresta xy
de G temos ¢(2) # @(y). O ndmero cromdlico ¥(G) de um grafo G
é 0 menor inteiro & para o qual existe nma k-coloragio prépria de G.

Um cliqgue em um grafo G' é um subgrafo completo de &, i.c., um
subgralo cujos vértices sio todos dois-a-dois adjacentes. Um clique de
um grafo ' é mdaimo se nao ha em G um clique com uma quantidade
maior de vértices. O nmimero de vértices em um clique maximo de &
é denotado por w(G).

Um passeio em um grafo é uma seqiiéncia de veértices vy, vy,..., 0
tal que w;_| e n; sdo adjacentes para todo 1 < i < k. Um caminho é
um passeio sem vértice repetidos. Um circuifo é um passeio lechado,
i.e., com vy = iy, e sem vértices repetidos (a menos de vy = ».). Um
circuito hamilloniano é um circuilo que contém (*passa’) por todos os
vértices do grafo. Um gralo é hamilloniano se ele contém um circuito
hamiltoniano,

A matviz de adjacéncia de um grafo & com vértices v, va, ..., v, €
a matriz '

Ag = ("Lij):'jzl 3

onde a;; ¢ o mimero de arestas ligando »; a ;. Note que esta matriz
¢ simeétrica.
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Seja G = (V,E} um grafo com V = {1,2,...,n}. Um pausseio
aleatorio em G é uma seqiiéncia de vértices (X,)§° visitados por uma.
particula que comega num vértice especificado e visita outros vértices
de acordo com a seguinte regra de transigio: se a particula est4 num
vértice ¢ no tempo ¢ ou, formalmente, X; = 7, entdo no tempo £+ 1 ela
se move a um vértice adjacente a 7 escolhido uniformemente ao acaso.
Pode ser facilmente verificado que a seqiiéncia (X,;) ¢ uma cadeia de
Markov com matriz de transigio A = (a)?;-, com

g — 1/ grau(j) seie jsdo adjacentes em G
N 0 caso contrario.

3. Terminologia da Légica

Seja {7 = {uy, ua,... ,u, } um conjunto de varidveis booleanas. Uma
atribuicdo para U é uma fungdo t: U — {V,I'}. Se i(u) = V dizemos
que u é ‘verdadeira’ sob a atribui¢do. Se #(#) = F dizemos que u é
‘falsa.” Dizemos que # e %4 = —u sdo literais sob U. O hLiteral u é
verdadeiro sob ¢ se e somente se t(x) = V. O literal —u é verdadeiro
sob 1 se e somente se #(u) = I'.

Uma cldusuln sobre U & um conjunto de literais sobre /. Uma
clausula representa a disjuncio daqueles literais e é satisfeita por uma
atribuigao se e somente pelo menos um de seus membros é verdadeiro
sob a alribui¢go. Uma colegdo de clausulas ¢ satisfativel se existe
uma. atribui¢ao para U que satisfaca todas as suas clausulas simulta-
nemante.

Uma formula alémice & um literal ou uma das constanfes V ou
F. Uma formule booleana é uma formula atémica ou é da forma - A,
(AVB)ou{AAD), onde A e B sdo férmulas. Uma férmula é satisfativel
se existe uma atribuigio para a qual a férmula é verdadeira. -

Os seguintes fatos elementares sio bem conhecidos.

Fato Td. Dada wma formula A, existe uma colegdo de cliusulas C
de tamanho polinomial no comprimento de A lal que A € salisfativel
se ¢ somente se C' o é.

Fato 75. Dada uma colegio de cliusulas C. existe uma outra co-
legao de clausulas D, com no mdzimo lrés literais por clivsula e de
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tamanho polinomial no tamanhoe de C, tal que C' € satisfalivel se e
somenle se D o ¢,
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