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Introducao

O objetivo destas notas é a demonstragio das designaldades de Poincaré e So-
Bolev (Cf. 3.2 e 3.3). Classicamente essas desigualdades aparecem no estudo
da regularidade de solugdes de equagdes diferenciais parciais eliticas (veja por
exemplo [GT]). Mais precisamente, os operadores cldssicos sio da forma

== 3 2 (aior).

Ijl

onde os coeficientes e sdo fune;oes mensuraveis, cuja matriz A(z} = (ai;(z))
satisfaz

M < (A(=)E, €) < Al

para todo £ = (§,...,£.) € R", sendo A e A constantes,
Os operadores eliticos degenerados, por sua vez, satisfazem

(1) v(@)|E* < (Al2)E, €) < w(x)l€l’,

onde v € w 530 pesos, ou seja, fungbes localmente integriveis nio negativas.
O principal obsticulo para a generalizagdo dos resultados cldssicos tem sido
encontrar um substituto para a desigualdade de Poincaré

® (] lf(z)~f3[wz)”"s.:|s|‘f“ (llﬁ / IVf(a:)I”dw)I/p,

onde fg = avgf = ﬁfsf(m)dm, os reais p e ¢ satisfazem | < p<nel<g<
2 e ¢ é uma constante independente de f e B.

Em diversos trabalhos como {CW1], [CWZ2], [FKS], [FL1], [F5], [J] e outros
nesses citados tém sido demonstradas generalizagbes de 2 apropriadas ao estudo
de operadores satisfazendo 1. Opta.mos por apresentar os resultados de Chanillo
e Wheeden em [CW1].

Este trabalho consta de trés capitulos e em seguida daremos um resumo dos
topicos abordadoes em cada um deles.

No Capitulo 1 damos uma introdugéo ao estudo da teoria de pesos introduzida
por Muckenhoupt [M] em 1972. Muckenhoupt definiu a classe de pesos A, e
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demonstrou que o operador que aplica uma fungio em sua fungio maximal de
Hardy-Littlewood ¢ continuo em L?, se e somente se o peso w pertence a A,, isto
€, se existe uma constante C tal que

(i ) G o) s

para todo cubo @ C R". A uniio de todas as classes Ay 7 2 1, é denotada
por Ag. As “classes de Muckenhoupt” t8m desempenhado desde entfio um papel
central no estudo da continuidade em espago com peso dos operadores da Anahse
Harmonica cldssica. .

Um desses operadores ¢ a integral fracionaria de indice a

L)) = /R i)

n |z =y

que foi amplamente estudada por Sawyer e Wheeden em [SW]. No Capitulo 2
faremos um estudo detalhado desse operador e apresentaremos algumas de suas
principais aplicagbes. Na verdade, veremos que a desigualdade de Poincaré estd
intimamente ligada ao estudo do operador f;. Um dos resultados demonstrados
no inicio do capitulo é que se f € Lip(f2) entfio

Vi

g |z —y|*!

1/(z) —av fl S o | m——"Fdy = e h(IV f|x8)(2),

onde avg f = !‘;TI [ f. Combinando essa desigualdade com o teorema de Hardy-

Littlewood-Sobolev que afirma que se .= 5~ entdo |1 flue < c|fles temos,

como conseqiiéneia a desigualdade de Poincaré

(5 /. If(m)—fsf“ww)dm)wSCIBI”" Gz [ |Vf(us)|f’v(w)dx)”p,

que pode ser demonstrada, seguindo o roteiro acima, encontrando-se condigdes
necessdrias e suficientes sobre os pesos v e w que garantam iaflry < el flee. E
isso que faremos em grande parte do Capitulo 2.

Como aplicagio das desigualdades de Poincaré e Sobolev obtidas no Capitulo
2 apresentaremos no Capftulo 3 um estudo de operadores eliticos degenerados.
Esse estudo segue de perto o trabatho [CW1] de Chanillo ¢ Wheeden onde as
desigualdades de Harnack e do valor médio além da continuidade e Hélder conti-
nuidade para solugdes de Lu = 0 sio demonstradas.

Essas notas foram elaboradas a partir de cursos ministrados pelo Prof. Ri-
chard L. Wheeden na Universidade de Rutgers, New Brunswick, EUA, a quem
gostariamos de expressar os nossos agradecimentos.
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Capitulo 1

As Classes de Pesos Ay e a
Funcao Maximal de
Hardy-Littlewood

Neste capitulo apresentaremos a classes de pesos A, que foram introduzidas por
Muckenhoupt (ver [M]) no estudo da fungio maximal de Hardy-Littlewood. En-
tretanto, essa classe de fungdes tem desempenhade um papel importante no es-
tudo dos operadores da Andlise Harménica cldssica, como por exemplo, a integral
fracionaria que estd ligada &s desigualdades de Poincaré e Sobolev. Estas desi-
gualdes, como veremos no Capitulo 3, nos permitem estudar a regularidade de
solugdes de operadores eliticos.

1.1 Preliminares

A seguir apresentaremos alguns resultados que serdo necessarios para a demons-
tragio do principais teoremas desse capitulo, Teorema 1.4 e os Teoremas 1.28 e
1.30.

Teorema 1.1 (Lema simples de Vitali). Seje E C R", cuje medida exterior
de Lebesgue satisfaz 0 < |E|, < co. Suponha que E € coberto por uma colegdo
de cubos {@Q}. Entdo existe um niémero finito de cubos disjuntos @Q1,--- , QN em
{@} e uma constante v = y(n) > 0 tais que 3., || > v|E|..

Prove: Vamos indexar os cubos da colegio escrevendo ¢} = Q(t), onde t é o
comprimento do lado de Q. Seja K = {@} e defina

t; = sup{{; @ = Q(t) € K1}

Se ¢} = +00, entio K| contém uma seqiiéncia de cubos @ com |Q| — +oco. Neste
caso, dado g > 0, simplesmente escolhemos um cubo @ € Ky com |Q| > B|E|..
Se t* < oo, a idéia é escolher um cubo “relativamente” grande: escolha @y =

3
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G, € Ky tal que ¢ > %t{‘. Em seguida, divida K, = K, U K,, onde K, consiste
dos cubos em Ky que sdo disjuntos de @; e K, daqueles que interceptam @,.
Denote por ¢ o cubo concéntrico com @ cujo o comprimento de seu lado é 5¢;.
Neste caso, |Q7] = 5"Q1| ¢, como 2¢; > ¢}, todo cubo em K est4 contido em Q.

Comegando com j = 2, continue o processo de selegdo para j = 2,3, ... defi-
nindo

£; = sup{t; Q(¥) € K},

e escolhendo o cubo Q; = Q;(t;) € K; com t; > 1#5. Agora, escreva K;
K UK Iy onde Kji, consiste dos cubos de K que sdo disjuntos de Q;. Se
K_H_I € vazio, o processo termina. Temos que t} > 7, ¢ além disso, para cada
j, 08 cubos Q,--- ,@Q; sao dois & dois dls_|untos e disjuntos de cada cubo em K.
Ademais, cada cubo em K j+1 esta contido no cubo @* concéntrico com @Q; e cujo
lado € 5¢;. Note que |Q*| =570,

Considere a seqiiéncia 1§ > 15 > .... Se algum Ky, é vazio (isto é, ;=10
para 3 > N 4 1) entdo, como

Ky =FKUK;= = Kyy UKy U UK,

e £ ¢ coberto por cubos em K7, segue que £ ¢ coberto por cubos em Ky, U
U K Logo, £ C U, - QJ, de modo que

N N )
Bl <3103 =51t
i=l =1

E neste caso, o lema estd provado com = 57",

Por outro lado, se nenhum ¢t} é zero, entdo existe & > 0 tal que tf > §
para todo j, ou ¢t — 0. No primeiro caso; t; > 5 para todo j e, porta.nto,
E,—l |Q;f = +oo quando- N — oco. Dado qualquer £ > 0, o lema segue neste
caso escolhendo NV suficientemente grande.

Finalmente, se t* -+ 0, é facil ver que K7 C U;@F, jé que caso contrano,
existiria um cubo Q Q(t) que ndo interceptasse nenhum @;. Como esse cubo
pertenceria a I;, ¢ satisfaria ¢ < ¢3 para todo j e, portanto, t=0, o que & uma
contradigdo. Como E é coberto por cubos em [, segue que

1Bl < 1Qi =53 1Ql.
J J

Logo, dado # com 0 < 8 < 57", existe um N tal que E;~1 |Q;] = BIE|., o que
termina a prova. Od

Note que o lema acima no pressupée que E seja um conjunto mensuravel, No
caso em que £ é um conjunto mensurdvel a demonstracio do lema acima pode ser
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simplificada. De fato, se & é mensurdvel, podemos supor que é fechado e limitado.
Também podemos supor que os cubos da colegio sio abertos e, portanto, segue
do teorema de Heine-Borel que E pode ser coberto por um numero finito de
cubos. Seja ) o cubo de maior lado. Seja @2 o cubo disjunto de ), de maior
lado. E continuamos o processo e escolhemos J; como sendoe o cubo de maior
lado que nao toca @y,..., @;—1. Note que o processo ¢ finito. Sejam @y,...,Q0n
todos esses cubos. Todo cubo na colegio deve tocar algum (y,...,Qw~ €, portanto,

N .
U QCUSQJ': )

Qe{Q} i=1

o que implica que

N N
21 < U] < Yo pail =3 1ol

Para concluir, basta escolher v < 1/3™.

Definicio 1.2. Uma medida de borel p em R™ € dita dobrante se existir ¢ > 0
tal que ;(20)) < cp(Q) pere todo cubo G C R™. '

Definicdo 1.3. Uma fungdo mensurdvel, ndo negaliva ¢ localmente integrdvel
w em R™ € chamade de peso. Fregientemente usaremos as seguintes notagdes:

|E| = [ dr e w(E) = f[pw(z)dz

Observagio: O Lema simples de Vitali continua vilido para qualquer medida
dobrante p.

1.2 Funcio maximal de Hardy-Littlewood

Seja w = w(z) uma fungio mensurdvel positiva e assuma que w ¢é dobrante (isto
é, w{z)dz é uma medida dobrante). Defina

Mof(@) = sup —o / ) (v)dy,

onde o supremo é tomado sobre todos os cubos que contenham z e sendo w(Q) =
wi(y)dy. A fungio M, f é denominada a fungdo maximal homogénea de Hardy-
Littlewood de f.

Usaremos a notagio |glrzm) = (f5 |gi”wdm)1/p e no caso £ = R™ usaremos
apenas [gf.z-

Note que sew = | entdo M, f ndo pertencea Ll(]R“) para qualquer f € L'(R")
(ver [WZ] pagina 104).
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Teorema 1.4. Se w € dobrante entdo
(i) IMufllee < elflez, 1 < p < oo (desigualdade forte de tipo (p,p)).
(i) w ({o; Muf(z) > A}) < £)flry (desigualdade fraca de tipo (1,1)).

Prova: (i) Fixe A > 0. Considere E = {x; M, f(z) > A}. E fAdil ver que E é
umm conjunte mensurdvel (£ é na verdade um conjunto aberto). Para cadax € £
existe um cubo (J; tal que z € Q e

. |
(15) m . ]flwdy > A

Seja By a bola de centro ( e raio N. Considere EN By. Se z € EN By, como
r € E, existe Q) tal que ¢ € () e vale 1.5. Pelo lema de Vitali aplicado a N By
e & cobertura {Q;}zecEnB, Segue que existem cubos disjuntos @y,...,Qu ¢ uma
constante -y positiva tais que

M

W(E 0 Br) € 30 0(Q))

J=1

que combinada com a desigualdade 1.5 implica que

M
1 1
BB € 23S [ (flody < 207 [ |fludy < Al
T =17 ¥ ¥

EnBy

Fazendo N — 00, concluimos a demonstragio de (it).
Note que (i) é imediato quando p = co. Lembre que

loleecey = P/; MWl ({x € Bylg(z)] > A}) d).
Logo,
Mz = [ 3o (o Maf(2) = 3)) .

Dado A > 0, escreva, [ = fi + f* onde

_ [ f(z) se [f(z)I<2
Ilz) = { 0 se |f(z)| >

) = { [ s L/
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Observe que fi € L[® e que M, (/) < M,(fi) + Mu(f*). E neste caso, se
. M, f(z) > X entdo ou M, fi(z) > A/2 ou M, f*(z} > A/2. Logo,

w({z; M, f(z) > A} Sw{{z; M, i{z) > A2})

tw ({z; Mo f (=) > A2}y =T+ 11

Note que, se |fi]l < Af2 entao [M,fi] < A/2 e, portanto, [ = 0. Também
observe que por (ii) -

1< S =< / P eody = f |leody.
I N A Jwinioan

E assim sendo temos que

c

IMuflzz <o f AP (X / | flwdz) dA
0 {=/1>3/2)

= cp/D p Lt (/l;“ lfIX{z;lf(x)lN!?}(m)wdm) dA
oo
=cp _[R [ flew ( / A""’xmmz)|>A/z}($)d)\) dz
n 4]

244)] cp
= [ | [ 3] do= oot [ \pds = el
R® 0 p—1 Rn v

o que demonstra o teorema. d

O argumento acima na verdade pode ser aplicado a uma classe mais ampla
de operadores e é conhecido como o Teorema de Interpolagio de Marcinkiewicz.
A seguir daremos algumas defini¢ées para que possamos enunciar o Teorema de
Marcinkiewicz.

Definicdo 1.6. Um operador T definido em fungées (M, M, p) a valores em
(N,N,v) € sublincar se

[T(f1 + f2)(2)] < T+ T (f2)(=)],

para quase todo .

Definicao 1.7. Um eperador T € dito de tipo fraco (p,q) se 1 < p < oo, 1<
g<o0ese

v({z;|Tfz)] = A} = (w) ,

pare todo A > 0, ¢ independente de f e A.



8 CAPITULO 1. CLASSES Ap E FUNCAQ MAXIMAL

Para g = 0o, também exigimos que |7'flleo < [ f]zz-

Defini¢ao 1.8. Um operador T € dito de tipo forte (p,q) se
1T flcs < el fllee,
¢ independente de f.

E facil ver que se T' é um operador de tipo forte (p, q) entdo T' é de tipo fraco
(p,q) j4 que

Mel{z:|Tf(=)] > DM < ( f{ 7 fp dy)lf«

T 1>2}
ST f g < elfllep-

Teorema 1.9 (Marcinkiewicz). Seja T um operador sublinear que € simulta-
neemente de tipos fracos (p1,qi} e (p2,q2) com 1<p; < q, 5 oo pam i =1,2¢
@1 7 qz, entdo T ¢ de lipo forte (p, q) onde - = L+ 1=t I L=>Ly —, para
todo 0 <t <1,

Observe que se ;4 = g1 e p2 = ¢ € T é de tipo fraco (py,p1) e de tipo fraco
(g2,92) entio é ficil ver que p, = q; e quando { percorre {0, 1), p; cobre todo o
intervalo (p1, p2).

Cousidere M(f) = M,f = sup Iflé’_l Jo |f1dy, onde o supremo é calculado sobre
todos os cubos ¢ tais que z € Q. J4 sabemos que |Mflr» < c|f|Lr, para
1l < p < ooeaquel{z;Mf(z) > A} < $[fllr. Neste ponto cabe o seguinte
problema: caracterizar todos os pesos w = w(zx) > 0 tais que

IMflez < elfleg,  sel<p<ooe

w({z Mf(2) > M) < Ty, sep=1.

A fim de responder o problema acima observe que se p > 1,

10 g f =5 [ et

réz (fprtrae) " ([rss)”

= alf “F’f"”)w‘ LV 'p“"“)w |
S L) ([
- ﬁ (o) (o) " (s [res)”

A
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esep=1,

(1.11) ]%ILIJ‘I Sﬁ(su%e%$>/(2fwdw
o0 e )ty

Tomando o supremo nas desigualdades 1.10 e 1.11 sobre todos os cubos Q
tais que ¢ € Q segue que

(112) Mif(s )<sup{|Q[ ( [ wdx)”” ( /Q w‘:JlTld;n)D;_I}Mw(lfP)llp(x),

sel<p<ooe

(1.13) M f(z) < sup { o] ] wdacsupess } M, f(z},

sep=1.

1.3 As classes dos pesos A,

Nessa secdo introduziremos a classe de pesos A, e estudaremos algumas de suas
propriedades.

Definicao 1.14. Sefjam 1 <p< too ep = ;;"—1. Dizemos que o peso w satisfaz
a condicdo A, se existir uma constanie positiva C tal que para todo cubo ) C R™

1 1/p L\
(1.15) ﬁ(/w) (/w’ﬁ) <C, sel<p<ooon
) Q

I 1
(1.16) ———f wsupess— <, sep=1.
[Q1 Q w
Note que se w € A, entdo, segue de 1.12 e 1.13 que

(1.17) (MifY < cupMu(Lf7)-

Note que as desigualdades 1.15 e 1.16 sdo equivalentes as desigualdades

ww - (ife) (@) s
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1
(1.19) —7 | w =< Cinfessw(z), respectivamente.
19 Jo z€d

Observe que as desigualdades opostas a 1.18 e 1.19 sio vélidas para qualquer
peso w, onde se pode tomar C igual a 1. Vejamos o caso | < p < oo.

a- 150" ()

pela desigualdade de Hélder. Logo,’

< (a1, )(wl/“’ )

Quando p =1, temos

1
infessw(z inf essw(z) d gmfw
fegsale) = g7 [ nfgeo)n s iy [

Segue da defini¢do das classes A4,, 1 < p < 400, que w € A, se, e somente se,
W T € Ay, onde p = pf(p — 1).

Observe que o peso w(z) = 1, z em R", satisfaz a condigio A, para todo p
em [1,00). Mais geralmente, w (:1:) fz|*, z em R", satisfaz a condlgao A, se, e
somente se, —n < a < n{p — 1). Para verificar esse fato precisamos do seguinte

Lema 1.20. Dado « > —n, eziste uma constante positiva ¢ tal que

x| + 1) < / )" dz < ef|zo] )", isto €',
Blzo,r)

(o 4r) e [ folas,
B(za,r)
para tode bola B(z.,r) centrade em 2, € com raio r > 0.
Prova: Suponha 2r < |z,|. Se £ € B(x,,r) entio
3
ol < o = 2ol feul < 74 Joel < Dol

Também,

I ol

|zo] < Jao —z|+|z| <

| e, portanto, |[z,| < 2|z|.



1.3. AS CLASSES DOS PESOS Ap . 11

Note que || = || + 7, pois jzo| < lzo| +7 < 21;—"[ Assim,

/ 2l 2 [ / bt = cplzel™™ = (70| 4+ 7)°r
Blwxo,r) B{zo,r)

Suponha agora que 2r > |z,]. Se x pertence a B{z,,r) entdo |z| < Jz—zo|+]z.] <
3r, isto ¢, B(z.,v) C B(0,3r). Também, r < |z,| +r < 3r, isto é, r ~ |z,| + 7.
Assim, .

j |z|%dz < ] |z|*dz = cq, o (|| 4 1)
Blzor) B(0,3r)

Seja y, = 1o + £ Iz [T Case Zo # 0 ou tal que |y,| = r se z, = 0. Note que
|#e| = |To| +7 0 que é 8bvio se T, = D e se x, # 0 entdo |yo|? = |zoiP +72 +2|mo|r =
(lzo] + r)?, ou seja, ol = |zo| + 7 Seja By = B(zo + (yo — 20)2,%). Se z € B,

entio
3 31'
< - + - =

_-o< — &0 T (Yo T Lo )T -
o = 2l < o = 20 = (g0 = )31 + Iy — 20l < T+ 7

Portanto, B, C B(z.,r). Note que se = € B, temos

3 3 roT
Im"y"lS!x_m"_(y°_$0)zl+]mo+(yo—$o)4 yo[_4+z 7"

Desse modo,

r r r
frol + 5 = lyel = 5 < I+ fo = ol ~ 5 < Jal < [z = 2ol + [zl < 7+ 2],

isto &, |zo} + v = |z|, se = € B, no presente caso.
Assim,

f |.1:|°’d.1:2/ el dz ~ (Joo| + 1) [ dz ~ (Joo| + 7)™
Bxe.r) B, Be

Portanto,
/ lz|* dx ~ ([} + r)*r",
B(zo,r)

e isto termina a demostragio desse lema. O

Provemos agora que |z|* pertence a A, se, ¢ somente se, —n < o < n{p —1).
Suponha que —n < a < n(p—1) e 1 < p < 4o0. Se () representa um cubo de R™,
denotaremos por B(Q) = B{zg,rg) a menor bola (fechada) contendo Q. Desse
modo, |B(Q)| ~ |@|. Temos

@i (g7 [ Get=ye= dx)P-l
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<ty oot (g [ Gy d)

p-1
= Q(|$Q|+?‘Q) (—(lmql"”o) ‘f‘?‘E) <G,

isto é, |z|* pertence a A,, se 1 < p < +co. Suponha agora que |r|* pertenca a
Ay, 1 < p < +oo. Como |z|* precisa ser localmente integravel, integrando-a sobre
uma bola centrada na origem, vé-se facilmente que —n < o. Por outro lado como
|z|* estd em A,, existe uma constante (', tal que para qualquer cubo @) centrado

na origem, temos:
1 1 o P
Z o= z“dm(——] z"rTldz)
ar =t e (g f

p—1
> CoaQ/mPH T
> o] s,

Assim, |a:|_i:““—”f é localmente integravel e, p;)rta,nto, devemos ter —;%-l- > —n, isto
é, o < n(p—1). O caso p =1 é deixado a cargo do leitor.

Teorema 1.21. Sel < p < g < +oo entdo A, C A,.

Prova: O caso p = g é trivial. Suponhames que 1 < p < g < +oo. Seja
w € A,. Utilizando a desigualdade de Holder com os expoentes » = f,:—i >le

= g:—;, para qualquer cubo () de R™, temos

() Gk )”

< (I%I/Q“’) (lé?—l (/Qw_)"— lng)qm.
B (Iéz_lfow) (TET)“I/Q“"’]T‘)Z’_I <0, poisweA,

Teorema 1.22. Sdo equivalentes as sequintes afirmagdes para um peso w!

1.28.1 Existem 0 < oo < 1 ¢0 < 8 < 1 tais que para todo cubo
Q e todo conjunio mensurdvel E C Q) tem-se: se |E| < al@| entdo

waSﬁSwi
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1.22.2 Existem 0 < o <1 e0 < 8 <1 lais que para todo cubo Q
e todo conjunto mensurdvel E C Q tem-se: se fpw < a fyw entdo

|E} < BlQ.
1.22.3 Ezistem 0 <o <1e0<f <1 tais que para todo cubo Q,

lue@mm>gwmzmm,

onde avg(w) = IéTifQ w. ‘

1.22.4 Ezistem v > 1 e ¢ > [} tais que para tode cubo @,

()" <t -

1.22.5 we A, para algum 1 < p < 4o0.

1.22.6 Ezisteme > 0 ec > 0 {ais que para todo cubo @} e todo conjunto

mensurdvel £ C Q,
!MY]
w<e w.
fo=(a

1.22,7 [Ezxisteme > 0 ec > 0 tais que para todo cubo @ ¢ todo conjunto

mensurdvel £ C (),
f_ ol
1 =\ [y

Se um peso w satisfizer qualquer uma das condi¢des do Teorema 1.22, diremos
que w satisfaz a condigio A, isto é, w € A,,.
Para demenstrar o teorema anterior, precisaremos do seguinte

Lema 1.23 (Calderén Zygmund). Sejam w um peso, @ um cubo de R™ ¢
A > avgw = ]Q f w. Entdo exisie uma seqiiéncia de cubos que ndo se sobrepoem
{Q:} contidos em Q tais que

(i) wlzg)<AsexzecQ\U;Qs
(i) A< gl w2

Prova: Seja ¢}, = @. Subdivida @, em 2" subcubos que nio se soprepdem
de lados iguais. Denote esses cubos por {(2!}. Dessa colecio, selecione aqueles
cubos Q! tais que

w > A

1
QY Jou
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Se Q! for um dos cubos selecionados, temos

1 1 1
< wE — w:——fw(iZ“)\.
1@ Jgr Q] Jo, 2 Jg,

Se @' néo for selecionado entdo subdivida-o em 2* subcubos de mesmo lado {Q?},
digamos, e selecione aqueles Q? tais que

w> A

1
Q% Jo
Se @? for um dos cubos selecionados, temos

1@ 1 n
AN
IQZI o |Q2||Q1| M

O processo continua escolhendo-se sempre os subcubos {Q*} com avg(w)
> A A colegio de todos os cubos selecionados é enumerdvel e quaisquer dois
cubos escolhidos néo se sobrepdem e {ii) é assegurada pela construcio.

Se z pertence a ) e nio estd em nenhum dos cubos selecionados, entdo, a
cada passo, z pertence a um cubo que nao foi selecionado. Assim, existe uma
seqiiéncia de cubos @; Ny z tal que |Q i fq w < A. Portanto, w(z) < X\ quase
sempre em Q \ |, @*. O

Prova do Teorema I1.22: Mostremos que 1.22.5 implica /.22.4. Suponha que
existam 0 < a,8 < 1 tais que para todo cubo @, [{z € Qjw(z) > Bavg(w)}| >
al|@.

Afirmamos que existe ¥ > 0 tal que para todo A > avg (w)1

f w < eA{z € Qiwlxz)} > v}
{zeQiw(z)> 2}

De fato, fixemos ¢J e A como acima. Pelo Lema 1.23 existe um seqiténcia de cubos
nao sobrepostos {();} contidos em () satisfazendo

(i) wiz)<iseze @\, Q.
(i) A< Bfows2N

Portanto,

{re@Quw(z)>A}C UQ,
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Logo,
w({z € Q;w(z) > A}) < Z/ w
S (7 [ e)@ismayiel  port
|Q!i Qi - R
<al2m) Z {z € Qiw(z) > ﬁ%\(r(w)}l pela condigio 1.22.3
<a '2%A Z {z € Qi;w(z) > BA} pelo Lema 1.23 )

Sa 2" {z € Q;wiz) > BA},

pois os cubos nio se sobrepdem. Isto demonstra a afirmagio que fizemnos com
c=a P ey= g

Assumamos momentaneamente que wi < oo, se r > 1, suficientemente
proximo de 1.

Temos

/Q o = fQ o= (= 1) [T 3 ulfe € Qiut) > A} i =

avg(w)
- (r— 1)[0 N w({z € Qsuw(z) > A} dA +

(r—1) A w({z € Qiwiz) > A Ndr =T+ 11, digamos.
ave{w) '

Note que

avg(w)
1< (r-1)e(Q) ] N2 4 = w(@)(ay(w)) " = [Qlfay(e))

e, pela afirmacio que mostramos,

IT<elr-1) M2z € Qiw(z) > yA} dr

avg(w)
<o(r - 1)]0 MUz € Qeofs) > 1A} dA
= =1) [ X le € Qula) > H D
]

=y (r —ll)ir"l ‘/Qwr(.r) dz.
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Assim,

]Q w"(2)dz < [Ql(ay(w)) +ev™"(r — 1 ]Q o ()

<lQllye) +3 [ o)

se tomarmos r > 1 suficientemente préximo de [. Portanto,

/ wi{z)dr £ 2!Q|(3¢V(w))r,
Q

para v > 1, suficientemente proxime de 1, e dai obtemos

1 . 1fr ( 1 / )
(@fe) (i ")
que é a condi¢io [.22.4, no caso em que fQ w" < oo, para r > 1, suficientemente
proximo de 1. No caso geral, considere a seqiiéncia de pesos wy = min{w, k},
k=1,2,.... Como wy < E, fQ wj < oo, para todo r > 0. E suficiente aplicar
o argumento anterior para wy e fazer uso do teorema da convergéncia monodtona.
no final, contanto que mostremos que wy satisfaz /.22.9 com as constantes in-
dependentesde k. J4 que w satisfaz {.22.3, é suficiente mostrar que para cada

k

1

(1.24) {z € Q;uwp(z) > ﬂaqv(wk)} O {z € Q;w(z) > ,Gaé/(w)}

Seja z € {x € Q;w(z) > Bavg(w)}. Se wi(z) = wlz) entdo wi(zx) > Favg(wr),
ja que wp < w. Se wi(x) = k entdo wi(z) = k 2 avg(wr) > Favg(w), ja que
wy < kel <<l Portanto, z € {z € Q;wi{z) > Favg{wi}}, e isso conclui a
prova de que /.22.3 implica /.22.4.

Mostremos agora que a condigio [.22.4 implica a condigio 7.22.6. Assuma-
mos, portanto, que existam r > 1 e ¢ > 0 tais que

( |$_| Lwr)”’gc(lé_l L w), para todo cubo 0.

Dado um cubo (7, seja £ C @@ um conjunto mensuravel. Temos

o fom frmsz ([ ()"

pela desigualdade de Holder

1/r
- 1/r' Al e L r) LA l/rL
E 1G] (m fQ ) <dBIQN fq w
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pela condicdo 1.22.4
_ J_E_l)l/r" B (ﬂ)l/r'
- (1 Le=(a) @

G+t |

w(@)
Note que se a condigio 1.£22.6 for satisfeita para um dado peso w entao, para
todo subconjunto mensurdvel E de um dado cube @ tal que |E| < «|Q|, onde
0<a<1étal que 8 = ca® < | e as constantes ¢ e £ s3o as mesmas da condigdo

1.22.6, temos
iat) fyosee fo=s
w<c( wet | w=p8 | w,
/ 1@ Q 2

que é a condigao /.22.1.
Agora, se [.22.1 for verdadeira, entdo para todo subconjunto mensurivel £
de um dado cubo @, tal que |E| < o/|@|, onde o' = 1 — 3, temos

W(Q\ E) = w(@) —w(E) > (-1 + 8+ Dw(Q) = fu(@).

Assim, usando a condigdo {.22. com @\ E no lugar de F, chegamos a |@\ E| >
a|Q| e, portanto, |E| < (1 — )|@] = #'1Q|, digamos. Qu seja, temos a condigio
1.22.2 satisfeita, pois 0 < ' =1l —a < 1el < o' =1—F < 1. De maneira
andloga podemos provar que [.22.2 implica {.22.1.

Suponhamos que 1.22.2 seja valida. Tome B’ € (0,«), onde o é como em
[.22.2. Sejam @ um cubo e E = {z € Q;w(z) > ' avg(w)}. Temos

Portanto,

) , que é [.82.6 come = 1/r'.

w@\m=/ w < Far@)Q\ B
O\E
<g av w)|@] = Aw(Q) < ow(Q).

Assim, por 1.22.2,|Q\ E| < B|Q|. Portanto, |E| = |@|— @\ E| > (1 - /)@ =
o’1Q|, onde &' = 1 — [, que é exatamente a condigio [.22.9.

Até agora provamos que sdo equivalentes as seguintes condigdes para um dado
peso w: 1.22.1, [.22.2, 1.22.3, 1.22.4 e [.22.6. Afirmamos que se w satisfaz
1.22.1 entfio a medida du = wdzr é dobrante. De fato, suponha que w satisfaga
1.22.1 e sejam a e B como nessa condigao. Escolha & > 0 tal que |(14+86)@\ Q| <
a|(148)Q|- Entdo, por [.22.1, obtemos p{(1 +8)Q\ Q) < Bu((1+8)Q). Assim,
pw(@) > (1—3)({145)Q) e, portanto, u{(14+4}Q) < #,LL(Q). Iterando, obtemos

#@Q)<(;éE)NMQL
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para algum N > 0 que depende somente de 4. Isto termina a prova da nossa
afirmacgdo.

Observe que a condigho [1.22.2, em termos da medida g introduzida acima,
se exprime por: ‘

Existem constantes 0 < e, § < 1 tais que para todo cubo @ e todo subcenjunto
mensurdvel £ de @ satisfazendo p(E) < ap(Q) tem-se fpw™'dy < g fow™ dp.
Esta condigio é a mesma que [.22.7 com a medida de Lebesgue e w trocados
por du e w™', respectivamente. Denotemos por (/.22.n)" a condigio analoga’
4 condigio 7.22.n com a medida de Lebesgue e w substituidos por du e w™,
respectivamente, para n= 1,2,3,4 e 6.

Agora, se w satisfizer a condigie 1.22.1, por exemplo, entéio, como ji vimos,
du é dobrante e como o Lema de Calderon-Zygmund continua verdadeiro para um
tal peso, vemos que as condigdes 1.22.n sao equivalentes as condigdes (1.22.n)
paran =1,2,3,4 e 6. '

Passemos a demonstrar que [.22.1 implica {.22.5. Assuma que 1.22.1 seja
satisfeita por w. Entdo, por ({.22.{)’, existem ¢ > 0 e r > | tais que para todo

cubo @, / ‘
1 1\ \'Y 1 1
e [ (=) d NE
(a1 £, ) ")_ <@ J,
Isto €,
\ /1
1—t/r 1—r < ’
Q) (qu) <)
ou seja,

(@) ()" =

onde ' é o expoente conjugado a r e, portanto,

1 1/t 1 L 1/r
(aike) Gafe) =

isto é, w pertence a A,r, ou ainda, a condigao [.22.5 é satisfeita por w.
Reciprocamente, suponnhamos que w satisfaga [.22.5, isto é, w € A, para
algum r > 1. Podemos assumir r > 1. Assim, existe ¢ > 0 tal que para todo cubo

Q, temos : .
(=)
() o) =
/- /e
()" (L) s
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Uq “’)”T (/Q o) " < amg)

1/
w@ (fq“’ ‘f“) < M (@)@l = (@) fQ o dy

onde dy = wdzr

1 AN
o w" 1/r -1 w—l “
(ﬂ(Q) fq d’u) < (@) ]Q dp,

que é a condigdo (1.22.4)".

J& sabemos que (1.22.4)’ é equivalente a {{.22.6)". Para terminar a demons-
tragio do Teorema 1.22, mostremos que (1.22.6)’ é equivalente a 1.22.7. Para
tanto, assumamos que existam ¢ > 0 e £ > 0 tais que para todo cubo ) e todo
subconjunto mensuravel £ C ¢, temos

et <o(22)

o <)

que é a condigao {.22.7. a
A condigio /.22.4 é conhecida como Holder reversa e se for satisfeita por um
peso w, escreveremos w € RIH,.
J& vimos que se 1 € p < ¢ < co entio A, C A,. O préximo teorema nos diz
que se p < g e p e q estiverem suficientemente proximos, a reciproca é verdadeira.
Mais precisamente, temos

ou seja,

Corolério 1.25. Se w € A, para algum 1 < p < 0o entdo existe ¢ > 0 tal que
weE Ay,

Prova: Sejaw € A, para algum 1 < p < co. Entdo W € Ay C Ago. Assim,
existe £ > 0 tal que w € RH;435, isto &, existe ¢ > 0 tal que para todo cubo ),

temos
1/ 1 1+5) 1/ A
=T w” Pl <e— | wrt,
(IQI o( ) @ Jo
Portanto,

kel L) <em e (] o) <o,

Ji
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pois w € Ap,. Defina g tal que

1 1+48 -1
—_— = to é =1 .
p— p—l’ 1stoe, g +1+6
Assim, ¢ < p e, portanto, w € Ay = A, _,,ondec =p—gq. B

Temos também o seguinte resultado:
Coroldrio 1.26. Sew € A,, 1 <p < oo entdo w't® € A, para algum £ > 0.

Prova: Sep> 1l entaowe w™ 7T estdo em Ao, poiswe Ay e W € Apr.
) . ot )
Assim, existe £ > 0 tal que w e w77 € RH; .. Desse modo, existe ¢ > 0 tal

que ,
(o) o)
(IQI/ ) (|Q|f“’ )

t4e

4(@] )(i@l] “’_)} <.

Se p =1 entao
i,
—— | w < infessw.
Q1 Jo Q

Também, w € A, e, assim, w € RH, . para algum ¢ > 0. Portanto,

1+e
!Q|f (|Q|_[ ) (mi;?essw) =ciﬂfqﬁssw1+‘,

isto é, wlte € A, A

Corolario 1.27. Se w € RH, pere algum r > | entio existe s > v tal que
w € RH,.

Prova: Seja w € RH,, r > 1. Entao, pelo Teorema 1.22, w € A, para algum
1 < p <oco. Defina g=r(p— 1)+ |. Afirmamos que w" € A,. De fato,

(lcl2_|/q <) (IQI/ e )
(i) (@ fq“_"%‘)r(p_n
(o ) (™ enn
[ L) 2
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pois w € A,. Isto demonstra a nossa afirmagéo.
Segue do Teorema 1.22 que w” € RH; 4, para algum £ > 0. Entao

1 1+«
IQ|/ r(l+€) (|Q1f r) pOiS w" € RH1+E
1 r{1+€)
<c¢ (@/ w) , pois w € RH,.
Q

Portanto, w € RH;, onde s =r(l +¢) > 7. - 0O

1.4 O Teorema de Muckenhoupt

Como ja mencionamos, a classe de pesos A, estd intimamente relacionada com
a funcio maximal de Hardy-Littlewood, como expressado no Teorema 1.28, para
1 < p < o0 e Teorema 1.30 para p = 1, devidos a Muckenhoupt.

Observe inicialmente que se w € A,, 1 < p < oo, entio M f(z) < eM. f(z),
para toda fungdo f localmente integrivel, ja que para todo cubo ) temos

@i L V1= g [ it
)" ()"
-l (r)”
-z Q)]‘”p) ( “”')
-G e) " )" (G fye)”
—c(w(lmf o)

pois w € Ap. Assim, M[f(z) < M, |f|P(z)]'/?. O mesmo resultado também &
vilido se p = 1, visto que se w € A,, existe ¢ > 0 tal que

lQIf =gy @ (S“"GSS")/ 7l
9 () i <

M f(z) < cM. f(z).

Assim,
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Teorema 1.28 (Muckenhoupt). Seja | < p < +co. Sdo equivalentes as se-
guinies afirmagées:

1.28.1 we A,
1.28.2 Fzxiste ¢ > 0 tal que

w({z € R M[(z) > A}) < —||f|l;,p,
para todo A > 0 e toda f.

1.28.3 [Existe ¢ > 0 tal que

1M ey < el flces
para foda f.

Prova: Suponhamos que /.28.9 seja valida. Entéo

wlfe € R Mf() > ) < 57 [MfPo <e [ Po =ity

Suponhamos agora que a afirmacéo 1.28.2 seja vilida. Fixado um cubo @,
defina f(x) = yo{z)w{z)” 1. Observe que

111 = [ (xole)olay#7) w= [

Por outro lado, se z € Q,

(1.29) M f(x) = sup — / Xow™ =
FET ”[
s f —5
= sup 1= XQw T > — | w7,
Iox I” ng |21 Jo
Tome em [.28.2 )\ = |é—|fQ w"PlTl, o qual, por um momento, assumiremos ser

finito e positivo. De 1.29 obtemos @ C {z; M f(z) > A} e, portanto,

fw<w({7: Mf(z) > 3} < w({z: Mf(z) > A})

. ><.5|/w o).

Desse modo,
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isto é, w € A,.

1 < 0 :
Se fQ w »=t = 0 nie ha nada a ser demonstrado — estamos assumindo 0-00 =
0.
—L
Se fQ w” P~T = oo, mostraremos que w(x) = {} para quase todo z em R™. Para

1
cada ¢ >  defina w, = max{w,c}. Entdo, w. > e e w, > w. Tome f =w, 7 ¢
1

A= ltla_lfQ we 7' < o0o. Obtemos

e, portanto,

&

(@ ) G ™) <

Fazendo € — 04, pelo teorema da covergéncia monétona, obtemos wi =0
e, portanto, w(zx} = 0 para quase todo z em . Como fQ w T = oo, entdo

para todo cubo T D (@), ff w T = co. O mesmo argumento acima mostra que
w(z) = 0 para quase todo z em I. Portanto, w(z) = 0 para quase todo z em R™.

Finalmente, suponhamos que a afirmaciao 1.28.1 seja valida. Entio pelo
Corolério 1.25 existe £ > 0, tal que w € A,_. e, obviamente, w € A,y,. Assim,
por 117, M f(z) < c[M,|fIP~(z)]"/P==} e M f(z) < c[M,|fIP+e(x)]'/ P+, Assim,

{s M f(z) > A} = {2 MF(2)7° > A7) C {z; ML FIP5) > A7 /c).

Portanto,

wl{z M f(=) > M) < ol ML) > vefe}) < 5 [ 1P

e, analogamente,

(e 1) > W) < 5o [ 1P

Desse modo, a fungdo maximal de Hardy-Littlewood M f satisfaz as condigdes de
tipo fraco (p—e,p — ) e (p + £, p + ¢). Portanto, pelo teorema de interpolagio
de Marcinkiewicz, M f satisfaz a condicao de tipo forte (p, p),

1Mz < el flee,

que € o que queriamos demonstrar. ]
No caso de pesos da classe A; temos o seguinte resultado:

Teorema 1.30 (Muckenhoupt). Sdo equivalentes as sequintes afirmagdes:




24 CAP{TULO 1. CLASSES Ap E FUNCAQO MAXIMAL

1.30.1 we A,

1.30.2 Ezxiste ¢ > 0 tal que

c
w({z € R"; Mf(z) > A} < S| flve
para todo A > 0 e toda f.

Prova: Suponhamos que {.30.1 seja satisfeita. Entio, como ji vimos no
inicio desse capitulo, existe ¢ > 0 tal que

{z; M f(x) > A} C {os Mu(f) > Ae}-

Portanto, pela condigio (ii} do Teorema 1.4

wlai MI(2) > N) < ullai MalD) > Ne)) < 5 [ 1l

que é a condigiio {.30.2.
Agora, suponhamos que [.30.2 seja satisfeita. Dado um cubo @ seja A =
inf essg w. Dado £ > 0, existe um conjunto mensurivel E C ) de medida positiva

tal que w < A+ ¢ em E. Tomemos f = Lype X = WE%I-_:) em [.30.2. Desse
modo, obtemos para todo z € @

Em
M=) 2 |Q1f'f' IQI/ 2 1QNATe)

Portanto, utilizando 7.30.2, chegamos a

Joos
Q

FFazendo £ — 0+, obtemos

1
—— [ xetw= A+l

121(A+e)

waScA:cinfessw,
1@ Jq Q

que é o que queriamos demonstrar. O



Capitulo 2

Integrais Fraciondarias e a
Desigualdade de Poincaré

2.1 Introducao

Iniciamos este capitulo definindo a integral fraciondria de f de indice . Em
segnida apresentaremos algumas de suas propriedades e aplicages.
Para 0 < o < n e f € L}, definimos a fungdo maximal fracionéria,

1 .
Mof(e) = sup i [ 1)l

onde o supremo é tomado sobre todos as bolas B tais que 2 € B. Se f > 0,
definimos a integral fraciondria de f, I.f, por

a—n T —
f(@)= fxlelrn = [ -0,
&e |yl
Lema 2.1. [, f{z) > cM,f(z), onde c é uma constante positiva independente de
Iy
Prova: Fixe r e uma bola B tal que z € B

i) = [ A ax [ LY,

r — ylr-e |z —y[r-e

Como z e y pertencem a B temos que |z — y| < eu| B|Y™ 0 que implica que,

fy) 1 ]
lof(z 2] dy = enorgrzz | Sy)dy.
@2 |, @mprmy® = gz W)
O lema segue tomando o supremo sobre todas as bolas tais que = € B. O

A seguir enunciaremos um resultado classico sobre as integrais fraciondrias
que motivard o enunciado do problema que pretendemos estudar neste capitulo.

25



26 CAPITULO 2. INTEGRAIS FRACIONARIAS E APLICAGAO

Teorema 2.2 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Suponha que 0 < a < nel <
p< % edefina =1 —% Entdo

Hafllze < el fls.

O objeto de estudo de grande parte deste capitulo serd o seguinte problema
relacionado com o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev.
Problema 1: Dados 1 < p < ¢ < co e pesos w e v achar, se possivel, condigdes
necessarias e suficientes que garantam que |7, f|rg < <] f]lze.

A solugio deste problema tera aplicagdes no estudo de regularidade de solugdes
para equagoes lineares de segunda ordem eliticas degeneradas. Mais precisamente,
considere o operador

N Ou
= -{V,AVu} = — — | asi(z) =
A =2 Cert
onde a;; sio [ungdes mensurdveis, A = A{z) = (ai(z)) € uma matriz n x n
simétrica e

o(z)|E]* < (Alz)E, €) < wlz)ie.

Recordando o procedimento clissico, isto é, quando v e w sio constantes (veja,
por exemplo, [GT]) verificamos que para estudarmos a regularidade das solugdes
no caso degenerado seria essencial a demonstragio do seguinte resultado

Problema 2 (Desigualdade de Poincaré com pesos) Seja B seja uma bola
em R™ 1 < p < g < ooe f € Lip() (o espago das fungdes lipschitzianas em

). Achar condicdes nos pesos v € w que nos permitam demonstrar a seguinte
desigualdade:

(%B)f |/ (z) - fquw(m)dw)llq < CIBI;’“ (ﬁfgvﬂm)l”v(z)dm)w ,.

onde fg =avp f = lBi I fz)dz.
O fato é que os problemas 1 e 2 estdo intimamente ligados como pode ser
demonstrado no seguinte teorema.

Teorema 2.3. Se f € Lip(B) entdo

/(x) ~ay /] < o f —

para todo z € B.

T——dy = e [ (|Vf|x5)(z)

1 |“‘

Prova: Escreva

|7w) —ay 7l = ‘f(m) - [ J(y)dy

= | J e = 90| < gy [ o) = s
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Como,
1) = S = | [ s+ -0l
- |f l(Vf)(ty+(1—t)w)-(y—x)dt’
< ([ 1900+ -tm1e) 1y-=i,
segue que

|1E ]B 1F(v) - (z)ldy

lm-fﬂ ]B ( f N+ —t)r) di - |z — yldy

- fg, f ]B (V1)(ty + (1 = ))l |z — yldya.

iA

Note que se z = ty + (1 — t)z enté,czl’c—:ﬂEl =|y—z| eser éoraio da bola B

temos que E;ﬂ < 2r e, portanto, { > ;‘L. Combinando esses fatos com a dltima
- desigualdade obtemos

rlf3‘| fB 1F() = J(z)ldy

- ITI3—I/o1 (/{zEB:lz—zlS2rt} l(vf)(z)llz';’zldz) @
< Té—l/om (/;zGB:Im—ZISZr!}I(Vf)( )'It mH l )dt

1 < di
- /. I(Vf)(z)llz—wi( ﬂtm)dz

- |Bl/]Vf IE‘(Q ydz
- (V) (=)
=

O

Assim sendo, desigualdades de tipo forte para [, devem implicar a desigual-

dade de Poincaré. Na verdade, desigualdades de tipo fraco para I; implicarao

na desigualdade de Poincaré como consegiiéncia do Teorema de Interpolagdo de

Marcinkiewicz. Com isso, vemos tque, precisamos de uma condi¢io necessaria e

suficiente sobre os pesos w e v de mode que {, seja um operador do tipo fraco
(p, q), que passaremos a estudar na préxima sec¢do.
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2.2 Integral fracionaria

O teorema a seguir nos da uma condigio necessaria e suficiente sobre os pesos w
e v para que a integral fraciondria seja um operador do tipo frace (p, g).

Teorema 2.4. Sel < p<g<oo,0<a<n entdo

w({z € R Lf()] > M) < (511z)

pare todo A > 0 e para tode f se, e somente se,

(2.5) w(B)S ( /R - %@)F” <C

para toda bola B C R™, onde xg € o centro da bola B e o = wT

Na demonstragio do teorema acima utilizaremos o seguinte lema de cobertura
devido a Besicovitch, cuja prova pode ser encontrada em [WZ].

Lema 2.6 (Besicovitch). Seja £ um conjunto limitado em R™ e seja {B} uma
colegdo de bolas tais que cada = € I € o centro de alguma bola B da colegdo {B}.
Entdo eziste wma subcolegio {Br} em {B} tal que E C UBx ¢ 3, xB. < €,

senda ¢, uma constante que s6 depende da dimensdo n.

Para f ndo negativa, defina

M1 =5 ( S f”vdy)w.

r>0 -(x)) By(z)
O proximo lema também serd necessario na demonstragio do Teorema 2.4.

Lema 2.7.
w ({2 M(){2) > 1)) < (""f "“’) ,

sem nenhuma restrigdo em w e v.

Prova: Fixe yeseja B = {z; M(f)(z) >~}. Sez € E entio existe uma bola
B(z)} com centro em z tal que
) 1fp
f”vdy) .

1
v< (w(B(mn 5
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Fixe N e considere E N {z;|z] < N} = En. Pelo Lema 2.6 aplicado a Ey ¢
{B(z);z € En} existe {B(xz:)} tal que Ey CUB(2;) e Y XB(zy) < ¢n. Portanto,

w(En) €Y w(B(z:))
1 WD Y IS
< Z'Tp L(r‘)f UdyS " Luf ZXB{zi)vdy

Cn ot _ SOy P
<= ]R Pody = 2171,

Para concluirmos a demonstragio do lema basta fazer ¥V tender ao infinito e usar
o teorema da convergéncia mondtona.

A seguir apresentaremos a demonstragéo do Teorema 2.4.

Prova du necessidade: Fixe z € R®, r > 0. Seja

a(y)
fly) = mx{y;lx—ylw}(y)

Entao

/o
a(y) )'
— AL — )
"f{lLﬂ (\/{yﬂ:g—yI)f‘} 13: — yl(n—a)p

Note também que

1.f(z) = ]{ . oy) Ly
vilx—y

>r} |$ —_ yl('n.—cx}(pl_l) |2’ — yln—a

Seja z € B{z,r). Entéo
lz—yl <z —zl+|z—yl<r+|z -yl <20z —y]

Logo,

1 aly)
L2 g [ T

{wlr—~yl>r} l'E - yl(ﬂ—a)p‘

Defina

1 o
A= / —%d%
n-w {wile—yl>r} |I - yl P

Por hipdtese

B < Sl = ([ ) "

wilz—yl>r} [:): - yl(n—a)p'
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Na verdade, devemos fazer algumas pequenas alteragdes na demonstragio acima

ja que nio sabemos se A é finito. Para assegurarmos que A é finito defina f(y) =
= yl(“"’"’ *X{yr<o—ylcn) € fazemos N tender ao infinito ro final da demonstragao
(teorema da convergéncia monétona}. Com isso a finitude de A se reduz ao fato de

o ser localmente integravel. Como o nao é necessariamente localmente integravel
1
substitua v por v, = max{v,¢} e, assim sendo, v. *' pertence a L] _ e para
concluirmos a demonstragio fazemos N — co e em seguida £ — 0.
Prova da suficiéneia; Podemos supor, sem perda de generalidade, que f > 0
ja que [1(f)] £ I(|f]). Fixe z € R™ e escreva

fly) )
R
= / L)n—-ady-%‘f L)udy
{ {y

wlo-sl<ry |2 — Yl do—ylzr} |2 = y[*
F+11I,

Iaf(=)

onde r serd escolhido convenientemente. Para I, por Holder,

1/ o
(/ f p‘udy) ” ( f &,dy) ’
{vilz-yl>r} {yilzeyl>r) |z — y|tr—ede

1/l Bo(2)) 3,

Il

A

IA

sendo que na iltima desigualdade utilizamos a hipdtese. Escreva

I = Z/ f(y)n_ady':
{virk1 <lz—pl<ri} |z -yl

k=0

sendo a seqiiéncia (1} escolhida decrescente e satisfazendo

w(By,(2)) = 27 w(B.(2))

e ryp = r. Por Holder e pela hipétese 2.5

0o (v) 1/p'
oy
1< Sl [ vy,
kzﬂ; me) R™\B,, ,, (z) |z — y|r—ete
= _L
< Z IleBrk(-'n) "Li;m"( B"k-n (LB)) N
k=0

00
CZ (w z)) Bry (=)

1fp
f”vdyw(Brk(x))) w(By,,, (€))7
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o 1 1/p
- Cg (W(Brk(x)) \/;rk(I) fpvdy) 8

(2% w(B.(2)) P(27" ' w( Br(2))) "7

oo 1 1/p
'/ —_— Py —*)raw Cat
< 2y (w(B,-k(z)) /z;,,‘(x)f dy) (27)7 (B =)

g

< eM(f)(z) w(Bu(e))F 75 Y (27 “
k=0

L

1_
= cM(f))w(B.(z))7 v,
Ja que Z:":o(?'k)%'% é finita. Com isso provamos que

Lf(2) < T+ 11 < e{If1p( Bo(2)) 7 + M) (@)w( B.(2))7 7,

P
Note que se w{ B (z)) < [—M%%} para todo r > 0 entdoc

Iof(z) € ||f|]L5'~'-’(Br(ib‘)]_IE para todo + > 0,

o que implica que
-1
L(f)(z) < el flrpw(R™)" <.
Logo, se {z; [of(z) > A} # B entdo A < c||f||ng(R“)_% e, portanto,

wlle: of(z) 2 < (5,

o que demonstra o teorema neste caso. Logo, podemos supor que existe um r > 0
de modo que

w(B,{(z)) = [&]p

M)z}

e, assim sendo,

Lo () < el /17" M)

e, portanto,

afp
{z: I.f(z) > A} C m;M(f)(x)>( ’\1_2) )
C”fHL{:q
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o que implica que

9fp
W({zi fef (o) > AP S w I;M(f)(x)>( A )

7
el

Pelo Lema 2.7,

w({z; L. f(z) > A\}) € C||f|iig (ﬁ) .= cﬂllbg’
L

o que conclui a demonstragao. ' O

A técnica apresentada na demonstragao do Teorema. 2.4 pode ser aplicada em
um outro contexto que apresentaremos a seguir. Dada uina bola B, considere o
operador

Tf(e)= [ K)oy,

onde k(z,y} > 0, f > 0, supp [ C B, e 2 € B,. Neste caso, temos o seguinte
teorema.

Teorema 2.8. Se ]l < p < g < co entdo

w({ei|Tf(@)| > A < (51

q
L{.’) ’
pare todo A > 0 e para todo f se, e somente se,

(29) () " ([ | K at)) e

pare toda bole B centrade em z € B, ¢ com B C 35,.

Prova: A demonstragdo segue os passos da prova do Teorema 2.4. Como antes
escreva

Tf(z) = f Kz, u)f(w)dy + f ke, y)fy)dy = I+ 11,
B(z,R) z,R)e :

onde R serd escolhido convenientemente. Considere I Se B{z, R) ¢ 3B, entio
B, C Bz, R). De fato, se z € B, = B(z,,7,) entdo

[.‘L‘—Z{SIm—x°|+|$°—Z|S2TO<R,

sendo que a tltima desigualdade segue do fato que se B(z, R} ¢ 3B, entio existe
u tal que [u— x| < Re |u— o > 3re 0 que implica que

R > |u— x| 2 [t~ x| — |z — x| > 3re — 7 = 27,
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Mas, neste caso, temos /] = 03 que supp (f) C B,. Por outro lado, se Bz, R) C
3B, entao por Holder

(‘LD\B(S,R) e y)p"’(y)dy) " (f ! pvdy) T

1/ ecw( Br(z)) 727, por 2.9.

I

IA

[Fas

Logo a desigualdade acima vale em qualquer um dos casos. Para I escreva

Y

2.10) 1=y [ ke, ) (),
k=0 ¥ {8 upi <Jr—y|<Ry}

sendo a seqiiéncia (£y) escolhida decrescente e satisfazendo
w(B(z, Ry)) = Q'kw(B(x, R))

e iy = R. Se B(z, Ryy1) ¢ 3B, entdao, como foi demonstrado anteriormente,
B, C B{x, Rxy1) e, portanto, o termo correspondente em 2.10 é zero. Logo a
soma é apenas sobre os indices & tais que B(z, Ry41) C 3B,. Por Hblder e (2.9),

> 1 xBa, @l (/

—
IA

1y’
k(z, y)”'ﬂ(y)dy)
Bo\Ba,,

> 1 x5 ]z Bry,, ()7
¢y M) (z)w(Br,(x)) /7w Bn,,, (<))

IA

IA

onde,

M=) =5 (m fB(z.R) fpvdy) "

Portanto,

eM(F)(2) S (27w Br(=)) " (275 w(Ba(z)) """

k=0

~—
1A

o0

020 ST (27F ) Br(x))r

k=0

cM(f)(z)w(Br(z))r™

IA

I~

epara x € 3,

Tf(x) < 1+ 11 < e{|flrgw(Br(x) ™8 + M(F)(w)w(Br(z))> .
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Escolha R > 0 de tal forma que

e 17
tenien= i)
e 17 -
Note que, como antes, se w(Br(z)) < [-J\Tf)("x_)] para todo r > 0 entdo

T(F)(x) < e fllpgwl Bo(z))~"/ para todo 7 > 0,
o que implica que T{f){z) < c|[f||Lﬂw(R")"i. Logo, se {x; Tf(z} > A} # B entdo
A< c||f|[L5w(]R“)_3‘5 ou w({z; T(N(z) = A}) < (cl—fi—%)q, o que demonstra o
teorema neste caso. Com esta escolha de R segue que
1-E
T(f)(z) < clfll* M(f)(=)*

e, portanto,

afr
{z € Bo; T(f)(x) > A} € £ z; M(f)(x) > ( 2 )

1-2
el fl;”

o que implica que

qfp
w{z; Tflz)>A}) Sw x;M(f)($)>( 2 )

1-&
EH S

Pelo Lema 2.7,

w({x;T(f)($)>/\})SclEflliz( - ) _ Mz,

chfI" At

a
Como aplicagio do Teorema 2.4 podemos demonstrar a seguinte desigualdade
de Poincaré.

Teorema 2.11. Se l < p < ¢ <00 e B, ¢ uma bola dada satisfazemfo
) d
1 a(y »
2.12 w(B) / _-—-——;d) <c,
(212) (8) ( Bo\B [y — zg|t=1r Y

para loda bola B C R® cenirada em B, e com B C 3B,, sendo x5 o centro da
bola B, entdo

e (f 17ta) - fsolqw(w)dz)wq <e(/ o IVf(w)I’”v(x)d:c)llp,

onde fp, = avg, [ = ‘Bl_oEfBo f(z)dz.
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Prova: Segue imediatamente dos Teoremas 2.3 e 2.4. O
A normalizacio usual da desigualdade 2.13 é escrita na seguinte forma

(ﬁ @)~ fBﬂl,,w(m)dm) 1o

< o] Bo|" (U(l—B—) ]B v f(a:)|pv(a:)dm:)1/p.

Logo, substituindo, w por ﬁ & v por % na condigdo 2.11 obtemos

1

para toda bola B C 35, B centrada em B..
O préximo objetivo é obter uma forma mais simplificada para a condigio 2.14.
Para isso precisamos de alguns preliminares.

Definicae 2.15. Um peso w satisfaz a propriedade dobrante reversa (escrevemos
w & RD) se w(2B) > Pw(B) para aelgum B > 1 e para tode bole B.

O préximo lema nos dé algumas propriedades relacionando pesos que satisfa-
zem a propriedade dobrante reversa.

Lema 2.16. Temos:

2.16.1 Sew € RD entio para B) C By, By e By bolas em R™, existem
constantes ¢ e £ tais que .

r(B1)

T‘(B-z)

w(Bl)>c[ ]Ew(Bl),

sendo que v(B) denota o raio da bole B.
2.16.2 Sew € dobrante enido w € RD.

2.16.3 Eziste um peso que satisfaz a propriedade dobrante reversa e
que ndo ¢ dobrante.

Prova: Veja, por exemplo, [GT). O
Agora estamos prontos para enunciarmos o proximo lema que reformula a
condigio 2.14 quando w € RD e v € A,.
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Lema 2.17. Sew € RD e v € A, entdo a condigdo 2.14 estd satisfeita quando

o () )
para toda bola B C 3B,.

j a(y) —dy
Bo\B 2B — yj(*=1)P

< o(y)
< LA ) B
- Z j;k+l5\zk3 lzg — y|(»=1w Y

2 (/zmﬁ\zkﬂ "(y)dy) (252(B)) "1

k

Prova:

IA

IA

Z (2k+lB |2k+1Bl? (2L B)) (n—l}P
k

onde na dltima desigualdade nsamos o fato que » € A, ¢ utilizando a condicio
2.14 segue que

] a(y) dy
B.\B |TB — y|n-Vr

c " —%’ W(QHIB) ]2kB| k(P ok {n-1)p'
< e) (5 (rw(Bo) ) (|B|) '2 Bl @rm)”
= cv(B,) Fw(B,)7|B, |”-Z 2By
< (B, )T IB.)S Zﬁ-%w

sendo que a ltima desigualdade segue do fato que w € RID. Observe também
k I
que . BT < oo jé que 3 > 1. Logo,

’

i
a(y) -2 [w(Ba) 7
SRR 4.\2 S— WY ) P
\[BH\B ExB . yl(nul)prdy =~ CU(B ) [w(B) IB | n

c{v(yo)-‘ [‘”((‘J’;)] 1B, r.
O

Em seguida mostraremos que o Teorema de Hardy-Littlewood Sobolev (Teo-
rema 2.2) pode ser obtido a partir do Teorema 2.4.
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Prova de Teorema 2.2: No caso w = v = 1 o termo do lado esquerdo da
condicdo 2.5 pode ser escrita da seguinte forma

1/p*
w(B)} ( f L,dm)
re\B |2 — zp|(P~op
1fp'
= |BlF ( f —_—d“:—)
re\B |2 — zg[nmol

1 dy /9’ N
|Bl: ( f ﬂ) ’
{wilvl>r(B)} lyl

sendo que a ultima desigualdade segue por uma mudanga de coordenadas. E,
portanto, a condicio 2.5 neste caso é

00 1/p'
|B|1/q (f r““l_(“_"’)"dr) <C,
r{B)

para toda bola B, isto é,

r 1/ !
r(BY"? (,.(B)n—(n—a)p) ? <C
para todo r(B) > 0. E facil ver que a condigio acima é verdadeira se e somente
se

1 1

g p n

Logo, sabemos que o operador I, : L? ~+ fraco LY com L = % -2, 1l<p<?
el < a < n. Fixe o, p e ¢ satisfazendo as condigbes acima. Escolha py e p;

satisfazendo 1 < p; < p < ps < 2 e g1, @2 tais que
—=———, . parai=12

Pelo Teorema de Marcinkiewicz (Teorema 1.9) segue que [, ¢ um operador de
tipo forte de L? em L7 onde

1 { 1-—1¢

—=— 4

P M P2
e
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Mas
1 i —t 1
- = —+I t(——g)-l-(l—t)(i—g)
q i q2 prn P2 n
t -t a 1 o 1
= — —_—_—= === -
”n Pz n p n q
isto &, ¢* = q. O que demonstra o teorema. 8

A seguir mostraremos, por meio de um exemplo, que o Teorema de Hardy-
Littlewood-Sobolev nao é verdadeiro no caso p =2 e i =0, isto é, ¢ = c0. Em

nosso exemplon =1, ¢ = % e p =2 e acharemos f € L? com [ 5of ¢ L*. Seja

f(.ﬂ‘i) \/_(l o5 L )6X(°‘/2’( x),

onde 3 > 0 serd escolhido convenientemente. Note que f € L% se 8 > 1/2 j4 que

/1/2 dz _/°° du < oo
0 'I"(log %)2'6 log 2 u?? ’

Mas para z pequeno e positivo temos que

400
hyaf(z) = ] _SO

& — ¢

1/2 1 v: g
> ] dt >f G
s t2(log 1)A(1 — z)1/2 - t(log1)?

]bg? du ul-p [los s 1 ([ 1)1_'3
hat A o ,
log 2 u? -8 log 2 1 _'G &

que tende para +o0o quando  tende a zero. Note que § > lef#£1L



Capitulo 3

Aplicagao as Equacoes Eliticas
Degeneradas de Segunda Ordem

3.1 Introducao

Neste capitulo aplicamos as desigualdades de Poincaré e Sobolev para estudar-
mos o comportamento local de solugées de equagdes eliticas degeneradas. Mais
precisamente, provaremos as desigualdades do valor médio e de Harnack para
solugbes fracas de L = 0, em um dominio limitado 2 € R", quando L é dado

na forma divergente
IL=— Z 9 @ .(x)i
- B 3:6,' H 33:_,'

e as fungdes a;;, a valores reais, sio mensuriveis e a matriz A = (ai;) € simétrica
e satisfaz

(3.1) w(z)|€* < (AL, &) < ()|l

Note que (-, -} denota o produto interno usual e w e v sao funcdes pesos satisfa-
zendo certas condigbes que serio fixadas adiante.

O caso v = w = 1 foi estudado por Di Giorgi, Nash e Moser e basicamente as
técnicas apresentadas neste capitulo, desenvolvidas por Wheeden e Chanillo em
[CW1], sdo adaptagdes dos métodos desenvolvidos por esses pesquisadores.

O espago solugio de Lu = 0, H(Q), a ser apresentado mais detalhadamente
na préxima se¢io, ¢ um espago de Hilbert que é o completado de Lip(Q), sob a
forma bilinear

o, ) = fﬂ (AVi, Vo) + fn -

Em seguida daremos as hipdteses sobre w e v e enunciaremos os dois principais
teoremas demonstrados neste capitulo.

Os pesos v e w sdo dobrantes e verificam as seguintes desigualdades de Poin-
caré e Sobolev

39
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3.2 (Poincaré). FEriste um indice ¢ = 20, o > 1, tal que para toda bola B e

toda fungdo f € Lip(B),

(s [ V- fl"v)wsm (ﬁ / IVwa)m,

onde avp, f = #B)IB fv, b € o raio de B € a constante c ¢ independente de f ¢
B.

3.3 (Sobolev). Eziste um indice q = 20, ¢ > 1, tal que para toda bola B e tode
fungdo f € Lipo(B), (fungdes lipschitzianas com suporte compacto em B)

(ﬁ Ji |f|ﬂv)”q <o (o /. IVf|2w>l/2,

onde h € o raio de B e a constante ¢ € independente de f e B.

Como veremos na préxima segio, ¢ possivel associar a cada elemento u de
H(8) uma fungio % em LZ(1}).
Teorema 3.4 (Desigualdade do Valor Médio). Suponhe que as condigées
3.1, 3.2 ¢ 8.8 estejam verificadas. Se u € uma solugdo de Lu = 0 pertencendo a

H(B) e @ € uma fungdo em L associada a u entdo ezistern constantes ¢ e d tais
que pare 12 <a<lel<p<oo

a4 1
(supess al)” < Oz [ il
aB U(B) B
1/2 log &
ondcp=(£—((~%) 305ﬁ56p220u03(‘;—_%gsep<2.

Teorema 3.5 (Desigualdade de Harnack). Suponha gue as hipdleses
3.1, 3.2 e 3.3 estejam verificadas. Se v € ume solugdo ndo negalive de Lu =0
pertencendo a H(2B) e @t € uma fungdo em L2 associada a u entdo

supesst < e infess i,
B B

c tndependente de u e B.

Pelo Lema 2.17 as desigualdades 3.2 e 3.3 sio verdadeiras quando w € RD,
v € A, e a condigao

(3.6) BN (BN (w(B)YY

) 18, w(B.) h v(B.)
estiver verificada para algum g > 2 e para toda bola B C 3B, com c independente
de Be B,.

E Ficil ver que 3.6 verifica-se para algum ¢ > 2 quando v = w € Az e que se
v=w=1,¢g= nzT"z, que é o caso clissico estudado por Di Giorgi e Nash.
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3.2 Preliminares sobre H(().

Para cada u € Lip(f2), 2 um subconjunto aberto e limitado do R”, defina

(3.7) fuf? = /ﬂ (AVu, Vu) + fn oo,

Por 3.1, obtemos

{3.9) ]|Vu|2w+/uzv < Jhef? §f|\7u12v+/uzu_ -
‘ Q Q Q Q

Em particular, |u| é finita visto que o lado direito de 3.8 é no maximo (| Vu[?, +

lelZ)v (). )
Para cada u,yp € Lip{(f1), seja

3.9 a(u,t,o):‘/s;(AVu,th)+/‘;mpv.

Usando a primeira desigraldade de 3.8 e que |{Az,y)] < (A:c,a:)% (Ay,y)%
(A é simétrico), pode-se mostrar que a{u, ) é um produto interno em Lip(Q) e,
portanto, || - | é uma norma em Lip(Q).

Seja H = H(£) o completado de Lip(?) com respeito & norma || - |, isto é, H
é formado pelas seqiiéncias da forma u = {u;}, ug € Lip(€), que sdo seqiiéncias
de Cauchy com respeito a | - |- Podemos considerar que Lip(2) C H tomando-se
as seqiiéncias da forma {ux}, com ux = u, € Lip(Q). Se u = {ux} ¢ ¢ = {@}
pertencemn a H, a(ug, k) é convergente, ¢ podemos definir

() = Jim alve) e ful = Jim ful

Desse modo, H se torna um espago com produto interno a(u,¢) e norma
lull = ae, u)'/2.

Notemos pela primeira desigualdade de 3.8 que se v € A, u = {uz}, entdo
{Vui} e {ue} sfo seqiiéneias de Cauchy em L2(Q) e L3(f), respectivamente.
Conseqiienternente, existem & € L2(R) e um vetor & € L% (Q) tais que up — 4
em L3(Q) e Vup — & em L2(Q). Segue da mesma desigualdade que seqiiéncias
de Cauchy equivalentes dio origem aos mesmos % e &. Referiremos a 4 como a
fungio em L2(2) associada a u.

Se omitirmos o termo [, upwv em 3.9 e denotarmos

ao(tt, i) = L(AVu,ch), u, € Lip(f)),

entio o anilogo de 3.8 é

/]Vu|2w < aofu,u) < / |Vul*.
o Q



A2CAPITULO 3. APLICAGAO AS EQUACOES ELITICAS DEGENERADAS

Seu = {ur} e ¢ = {gr}, t,9 € H, seja
ao(u, p) = lim to(uk, k)

Entao
)] S o) P, ) e o) = i)+ [ .
0]

Note que ao(u,%)'? niio é uma norma em Lip(©) j& que ao(u,u) = 0 nio
implica em u = 0. Entretanto, ¢ uma norma em Lip,({1), e denotaremos o com-
pletado de Lip,(Q) com relagio a essa norma por H,(f2). Assim, aq(u, u)/? é uma
norma em H,, e usaremos a notagio |ulls = @o{u,u)"/? para u € H,. Qualquer
fungido em Lip,(§2) pode ser estendida a uma fungio em Lip, (IR} definindo » = 0
fora de £). Segue da desigualdade de Sobolev 3.3 que H, C H e, em particular,
que é possivel associar com cada u € H, um par (i, &) tal que se u = {ux}, entao
up — @ em L2 (mesmo em L?) e Vup — & em LE.

Seja u € H. Dizemos que u > 0 se ug > 0 para todo &k para alguma seqiiéncia
{us} que represente u. Note que se i é a fungdo em L? associada a u, entdo @ > 0
q.s. se ¥ > 0. Dizemos que um ¢lemento « € H é uma solugdo.de Lu =0 se

a.(u, ) =0 para qualquer @ € Hy, ¢ = 0.
Similarmente, u é chamada uma subsolugio de Lu = 0 se
as(u, ) <0 para qualquer ¢ € Hy, ¢ = 0.

Notemos que, de fato, existem solugoes de Lu = 0. Por exemplo, dada ¢ € H,
o problema de Dirichlet Lu = 0 com u = ¥ em B tem uma solugio tnica
no sentido que existe uma tnica v € H tal que u — % € H, e a(u,p) = 0
para toda ¢ € H,. Isto pode ser provado como de costume usando o seguinte
fato de espagos hilbertianos. Para cada ¥ € H fixa, —a.(i, ) é um funcional
linear em H,. A forma bilinear a,(-,-) é limitada em H, e é também coerciva
(por coerciva queremos dizer que a.(w,¢) > |@|? em H,; na verdade, vale a
igualdade). Assim, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica F € H, tal
que a.( I, p) = —a.(1, p) para toda ¢ € H,. Para obter o resultado, simplesmente
tomamos u = IF « . :

3.3 Desigualdade de Harnack

Lema 3.10. Suponha que as hipdteses 3.1, 3.2 e 3.3 sejam vilidas ¢ w € uma
subsolucdo ndo negative de Lu = 0 pertencendo « H(B). Seje it ¢ fungdo em

1f2
L associade a v e p = p(B) = [%] . Neste caso, existern constantes ¢ e d

dependendo apenas dos pardmetros em 3.2 e 3.3 tais que pare % fa<lep>z?

[+ 2o 1
Ay < e .
(suEBessu) < (l—a)d# U(B)/Buv
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Prova: Para § > 1 e 0 < M < co, defina Hpy(t) = ° para t € [0,M] e
Hy(t) = MP + BMP-1(L — M) para t > M. Note que Hy(t) é limitado para
cada M fixo. Seja u = {u,}, ux € Lip(B), ux > 0, |ur — ;| = 0 e para M fixo
defina ’

ug{x)

orl(z) = n(2)? ] Hig(2)7l,

sendo que 77 serd uma fungio em C2°( B) escolhida convenientemente. Claramente,
tpx € Lipo(B) e g = 0. Em seguida mostraremos que a seqiiéncia {i|, & limitada.
De fato, como

(3.11) Vi = 1P Hyg(w) Ve + 207 | " W,

. segue que
leel? = /(AV%,VW) =/W2H;w(uk)2(AVuk, Vug)
+ 4 [ty ([ mra) (47,70

g
+ 4/7;2 (f H,},(t)’dtf) (AVN, V) = [+ [I+ 11,
[H

Logo, para demonstrarmos que a seqiiéncia |u|, é limitada basta majorarmos I,
I1 e III. Claramente

0 <7 < nfol Bl lusel?,

que ¢ limitado em & ji que {ux} é uma seqiiéncia de Cauchy em H. Além disso,
como fouk Hyp < | Hpl2 v

|11]

IA

NS / 1 (AV, V) /2 (A, T) /2

IA

CMn / (AVuy, Vuk)l/2 | V|2,

sendo que a tltima desigualdade segue da condigio 3.1. Pela desigualdade de

Schwarz,
1/2 1/2
|I[| < emy ([ {AVuy, Vuk)) (] UZU) < CM.n"ukﬂz’

que ¢ limitado em k. Finalmente,

0 < 11T < Al Hi I f 2Vl < o / v < epralunl.
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As majoragbes [, II e [II demonstram que a seqiiéncia {|@xf.} é limitada e por-
tanto podemos escolher uma subsegiiéncia {ix, } fracamente convergente em H.
Como u € H e |ao(1t, )| < ao(ut, 1) Zau(ip, 01 < [ellplon segue que a(u, ) &
um funcional linear continuec em H,. Portanto,

ao(u, (p) lim a’o(ua (ij)
lim[ao(try, t0x;} + aoue — tiij, o, )]

= lim aq (s, , ;)

ja que
lao( — uys 08,)| < flu = wg;lloor;lo < cllu — ug;f — 0.

Como u & subsolugao, a,(u, ) < 0, e momentaneamente distinguiremos os casos
limao(ug;, 08} = 0 e limao(uy,, k) < 0. No primeiro caso, aour;,pr;,) =
Ok, -+ 0. Para simplificarmos a notagao, néo usaremos os subescritos k;, isto é,
escreveremos g, = u, etc. De 3.11 e da férmula

(3.12) ](AVu,V:p) = ao(u,p) =4

obtemos

(3.13) /(Avu, n'zH;W(u)ZVH> +/<AVu,2nan H,'.,,(t)2dt> = 4.
W]
Logo,

(3.14) / (AH,;,(u)vu, HA,,(u)Vu) 7

< 2] <AH;‘4(u)nVu,%jou H,'M(t)zdt>‘ + 181,

jé que o lado esquerdo de 3.14 é ndo negativo. No caso lima,(uy;, ;) < 0, temos
que aq(uk, ;x;) < 0 para k; suficientemente grande e assim teremos desigualdades
analogas as 3.12 e 3.13 com “= §” substituidos por “< 0" para k; suficientemente
grande. Neste caso, 3.14 vale mesmo sem o termo “+|§]”. Logo, 3.14 vale em

qualquer um dos casos com u = wu,, para k; grande e |§] = |6, | — 0.
Aplicando a desigualdade
1
(3.15) | (Az,1)] < £ (A, ) + 3 Ay )
para £ = 1 no lado direito da desigualdade 3.14 e reagrupando os termos temos
1 ' £ 2
(3.16) 5 (AHM(u)Vu, HM(u)Vu) "
1 vl

< 2 [ {AVn V) | | Hylt)dt )

< 2 [avn, 9 [ [ Htra] +1o

<

2 [ (A9, ) [utt(a)] -+ 18],
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uma vez que H}, (¢} é uma fungio crescente em £. Logo, notando que Hy, (u)Vu =
V Hpr{u) e aplicando 3.1, temos

] IV Hag () Pom? < 4 f Vi [uﬁr,],,(u)]2 +24.

Dados s e ¢ satisfazendo L 7Ss<t< 1 escolha a fungdo i de tal modo quen =1
em sB,n =0 fora de t8 e |Vn| < =5, onde & ¢ o raio da bola B. Entdo

(3.17) f IV Hag(w)Pw < (t_lsw / [wtre(a)] v - 248 :

Combinando 3.17 com a desigualdade de Poincaré 3.2 aplicada para sB e Hp(u)

obtemos
1 1/q
—_ _ q
(e Lot g1 Fcor)

o [P (i [ fet] o)+ et

'Como%ﬁs<t§lev e w sio dobrantes,

EO

¥

2 Hpg(u) < ct%\'ruHM(u) <c (ﬁ [B [uH,'w(u)r 0)1/2,

sendo que na tltima desigualdade usamos que Hur(u) < wHy (1) Portanto,

(3.18) (ﬁ f,s HM(u)qv)llq
< e (ﬁu + 1) (ﬁ /m [uH,;,{u)rv)m + WW!/:

Lembre que uw = uy; — @ in L} e § = &, — 0. Considerando uma nova sub-
seqiencia, podemos supor uy, —+ it quase sempre em 2. Em seguida, fazemos
J —+ co em 3.18. Para o lado esquerdo de 3.18, usamos o Lema de Fatou e o fato
que Hps é uma fungio continua e para o lado direito utilizamos

)|

uHy(u) — ﬁ,H)'w(ﬁ)’z <2 (l (u) — H;w(ﬁ)r)
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e mais a continuidade e limitagio de H},. Logo,

()" se(c07) (i fon) "

Note que ;%1 + 1 € 251 uma vez que ;%5 > 1 e g > 1. Portanto, devido aos

fatos @ Hy, (i) < 66847 = Bt e Hp(7) > X (acm}, fazendo M — co obtemos

(3.19) (ﬁ fss ﬁ%) ) S b (t —S- s'u) (v(tlB) /:B ﬁwv)llz.

Elevando ambos os membros de 3.19 4 poténcia 1 /3 e escrevendo r = 28 e q = 20,
segue que

oo (el o) s () ()

para r > 2.
Agora, inicie com a e p fixos, 1 Sa <1, p>2e¢itere a de&gualdade acima
para s e { assumindo os valores sucessivos na seqiiéncia s; = o+ l+1 ,J=0,1,.

e r e or na seqiéncia {o7p}. Obtemos

1

dJ:Fip
1 __0]+lp
—_— u v
'U(SJ'+1B) a1 B

- 2 =
. : ol 1 i
< (CHJJP Sitt ) ’ f L I
8§ = 8jg1 v(s;B) Jy,m

Como aB C 5;44 B e v(s;41 B) ~ v(aB) temos

1 J 2 1
( 1 f ﬁ:aﬁll’v) ¥ T, S H (C,uo’kp Skt1 )7‘; ( I ] '&pv)P
v(aB) Jup paie Sk = Sk+l v(B) Jp

e, portanto,

o0 2 1
Skt Fr 1 / —p )p
Sup ess Uy .
b5 H ( v 3k+l) (U(B) B

E ficil ver que

2
Skl o C(k+2)
Sk — Sk41 l1-«o
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e assim sendo

oo ;Qr,, ) 2y, ;_J o0 .
H (Cuo-kp—i.k_.!‘l_) S (ﬂt_) F H (ak(k + 2)2);'“;
P Sp— Sk41 l-o bl
cpit LIS k 2y ok
(l—a) g(a (k+2 )
Como
H ("(k +2) )T Hexp (-—[k log o + 2log(k + 2)])
k=0 k=0
= exp ( |:10ga'z + 22 log(k + ) = exp (gc> .
k=0 P
entao

o

2 e L
supessti < (-ﬂ)p (/ ﬁ”v)y .
af |l —a B

Lema 3.21. Usando as mesmas notagdes do Lema 3.10 exceto que u agora €
ume solugdo ndo negativa e —oo < p < +00, temos

C 2a 1
T WG # iy
suE;ss(u } < i a)“(l + ulpl)e= o(5) Lu v

Prova: Pelo Lema 3.10 é suficiente considerar o caso —oo < p < 2.

Seja u = {u}, ux € Lip(B), ux > 0, |ur — u;] — 0. Podemos assumir que
ur(r) > €, para algum €, > 0 e todo k pois poderiamos considerar {ux(z) + ¢, }-
Com n(z) como no Lema 3.10 e n(x) > 0, defina ¢ = 5 2wl —c0 < < +oo.
Note que uk ¢ limitada, possui derivadas limitadas e que @, > 0, gy € Llpo(B) .

Também, se fizermos a restrigio 3 < 1, pode-se mostrar que oo ¢ limitada
em k. A verificagio desse fato é similar & parte andloga do Lema 3.10 e, por
isso, deixaremos de apresentar os detalhes. Entretanto, apresentaremos alguns
fatos dtels. Primeiro, uzm Y ¢ limitada em = e em k por 2281 Também,
2(28 — 1) < 2 e, portanto, usando a desigualdade de Hélder ou o fato de que
Uk 2 Eq, dependendo do sinal de 28 — 1, obtemos

25-1
[t (fur) v
B

a qual € limitada em k. Similarmente, como 28 < 2,

A
/uiﬂv < Cug [(fufv) +€3ﬁ] .
B .
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Como [pi|. é limitada, podemos tomar uma subseqiiéncia ¢ —» @ em H, e
obter como antes ao(ux,,ix,) — ao(u, ) = 0. Assim,

f(AVukJ,Vgokj) = o, — 0.

Por simplicidade, omitiremos os subescritos escrevendo § = 8, u == uy, e p =

P, -
A partir das férmulas

Ve =t Buf ' Vu + 2y Vi

\Y (u%tl) = '6; lu'?Vu,

obtemos para [ # —1

%/ (49 (), v (")) 2

- .__[(Av (u%"—’) ,Vn> uFy 4 (B-1)6.

Tomando valores absolutos resulta em

B [ (9 ()9 (o) o

< f ’(AV (up;_l) ,V7;>|uﬁ2-_ln + cglé).

Aplicando 3.15 com e = G/If + 1], —co < # < 1, B # 0, —1, obtemos

[ (e ) 2 ()

2
Lo
|81*
A desigualdade acima é andloga a 3.16. Argumentande como anteriormente e
usando 3.1, 3.2 e 3.3 vemos que

(v(te) /“ﬁ“)/

I‘B+ li & l A+1 l/2 Sh 1
<ef 2l 2 i S ea— T
= C( B =" t! w(iB) fm“ v} GBI

[ Kavn,I0)1 ¥ 4 ol
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Lembrando que u = uy; e 6 = 6kj, tomamos o limite em ambos os lados da
desigualdade acima quando j — +co. Com respeito & expressio do lado direito,
note que se #+ 1 < 0 entdo uf:'l ¢ uniformemente limitada por £8*! e converge

pontualmente para @*+!, enquanto quese 0 < 841 < 2, Ur; COnverge para i em
LB+ pois isso j4 acontece em L2. Assim,

(v(slB) L ) ;
<e(Mpresse ) (sam [, #™) .

Colocando # -+ 1 = r e ¢ = 20, vemos que para qualquer » com —co < r < 2,
r#0,-1,

(3.22) (TIE) | u) o

. 2/|r] 1fir|
canif Il _s ;j o ,
S T P o8 s

Essa dltima desigualdade é andloga a 3.20 e tudo o que resta agora é um
argumento de itera¢do. O valor inicial de r é qualquer p fixo com —o00 < p < 2,
p#0,—1. Se p <0, os valores r = o'p decrescem a —co e 3.22 é vélida para todo
r. O valor limite do lado esquerdo é infess,p(1/%). Definindo a; = s;/(541 — $;)
como anteriormente, ¢; 2 I, o produto infinito das constantes é

hd a'jlp| el

J=0

S H [C (lu'lpld'}(lj _|_ I)]l{ﬂ"lp'

=0

pois |e/p — 1] > 1 neste caso,

]2/0’191

r

o
jl
[=]

< |1 [e(ulp| + 1) o7q;

<[zt ]

por um simples calculo e o lema segue no caso p < 0.
Se <p<?2, p+# —1, os valores r = ¢7p tendem a +-co quando 7 = +oo e
usamos 3.22 no caso em que r < 2, r # 1 ¢ 3.20 quando 7 > 2.
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Ao computar o produto infinito das constantes, podemos assumir para as
constantes correspondentes a r < 2 que o termo |r—1| = |o?p—1| no denominador
de 3.22 é limitado inferiormente por uma constante positiva dependendo somente
de a; isso é claro no caso de j ser tal que |o?p—1| > 1/2 e para os demais valores
de j isso pode ser arranjado variando-se um pouco o valor de ¢. Assim, alterando
a constante ¢ em 3.22, podemos ignorar no processo de iteragio o fator |r — 1| no
denominador de 3.22. Segue-se que

i . - 2 117
I (e lupoes + D] < [ g0 + )

F=0 .

como anteriormente. O resultado no caso p = 1 segue por um argumento de
limite.
No caso p =10 (# = —1), o resultado acima nao contém nenhuma informacéo
e o proxime lema é um substituto. O
Dizemos que u > & para um elemento u de H se existir uma seqiéncia de
Cauchy {ux} que represente u tal que ux > € para todo k.

Lema 3.24. Suponha gue as hipdteses do Lema 3.21 valem e que u > € para
algum £ > 0. Para % < a <1, defina k = k(a, ) pela expressio

1 .
logk = 2(aB) /uB(log @)v.

Entéo para A >0,

- ({a: €aB: > ,\}) <7 f(X%v(aB),

onde ¢ depende apenas dos pardmetros em 5.2 ¢ 8.3.

Prova: Seja n(z) uma fungio salisfazendo n = 1 em aB, supp {n) C B e
|Vn] < (;fm, sendo k o raio da bola B. Por hipdtese, u = {u;} onde vz > ¢ > 0.

Definindo ¢ = 2—2, temos Vi = —nu;*Vug + 2nu; 'V ¢ entio segue, clara-
mente, que a seqiténcia {|¢kf.} & limitada. Deste mode, existe uma subseqiiéncia
satisfazendo

[<Av"‘=ﬂv‘f’k:‘) = &¢; ~+ 0.

Logo,

Vu V
u - ou u
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sendo que na igualdade acima os subescritos foram omitidos. Note que ¢ lado
esquerdo é nio negativo e que V(logu) = Vu/u. Logo, tomando os valores
absolutos € usando 3.15 com ¢ = 1/2, obtemos

[ (avtogu; Vogu) a7 < ¢ [ (4, Vay+ 206,

Por 3.1 e a defini¢do de 1,

2, < ¢t
/;B|V(logu)|w_c(l_a)thLv+2|6|.

Utilizando a desigualdade de Poincaré com ¢ substituido por 2 (que é uma
hipdtese mais fraca} e o fate que w é dobrante,

_1
'D(C!B) aB

Lembre que u = ux, e § = &,. O préximo passo ¢ fazer o limite j — co. Como
Up, U > £ > 0,

2 ¢ v(B) + ch?
ST—apa(® T u®)

logu — (log u)| v |4].

g, — U
|log uy; —logd] < I—k’-——-l-

pelo teorema do valor médio. Logo, log uy; — log i em L2,

1
aai?\:v(log ug, } = m Ls(log ug; v = logk

2

1 - 3 e
- — ot T
a7 L o= ouhl < o

Pela desigualdade de Chebyshev, para A > 0,

({:r ¢ aByflog X2 > A})
< I_/ log (LB 103% 2”)1/2”(‘*5’)”2
= %1 v(aB),

o que completa a demonstragdo. O
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Lema 3.25 (Bombieri). Sejam p > 0, v{z) uma medida dobrante ¢ f(z) uma
fungdo ndo negativa limitada numa bola B. Assuma que eristam constanies ¢ e
d tais que

C

. L
(3.26) supess(f*) < 5y v (2B) j:Bf >

para todo s, t,pteisque 0 <p<lfpelf2<s <t <y
(3.27) v({z € Bilog f(=) > A}) < Sv(B),

para todo A > 0. Entdo existem constantes C e D tais que paral < a < 1,

C
< —— .
sug);,ssf < exp ((1 _Q)Dp)

Esse resultado, que é um fato meramente de andlise real, ¢ uma forma um
pouce mais precisa do resultado andloge de Bombieri [B]. Pode ser provado da
mesma forma que o Lema 3 de [M2] e nds nao repetiremos os detathes.

Prova’da desiguadade de Harnack: Suponha que 3.1, 3.2 e 3.3 sejam vilidas
e que u € H(2B) seja uma solugio nio negativa de Lu = {. Seja i a fungdo de
L? associada a u. Precisamos mostrar que:

1fp
su%ess& < exp (c [%] ) inf:Bess i,

na qual ¢ € independente de v e de B.

Considerando, caso seja necessdrio, u + ¢, isto é, {u; + £}, podemos assumir
u 2 ¢ para algum £ > 0. Assim, & > ¢ > 0. Sabemos que i € essencialmente
limitada superiormente em af para 0 < « < 2 (Cf. Lema 3.10).

Nossa inten¢do € aplicar o Lema de Bombieri (3.25), com as fungges i/k e
k/i, com k definido por -

1 .
logk = m/gﬂ(logu)v,

com a, B e p do referido lema substituidos por 2/3, 2B e (v(2B)/ w(2B))'/?
(= (v(B)/w(B))/?), respectivamente.

A hipétese 3.27 pode ser verificada aplicando-se o Lema 3.24 a 2B; observe
que como existe um valor absoluto na conclusio do Lema 3.24 e log(ii/k) =
—log(k/i), a hipdtese 3.27 do Lema 3.25 se verifica tanto para /k como para
k/i. A hipétese 3.26 pode ser verificada aplicando-se o Lema 3.21 A fungao @/k.
Desse modo, obtemos de 3.25,

sup ess (E) <expleu) e Sup ess (i) < explcjt)
B k B [ :
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e o resultado segue ao tomarmos o produto dessas duas estimativas. |

Note que o fator exponencial exp{cy) é essencialmente a melhor constante que
pode ser usada, como podemos mostrar com o seguinte exemplo. Para a, b > 0
a serem escolhidos convenientemente e (2, ¥y} € R, considere a equagao

9 1/2?2) a (b —1/23“)_,,
(3.28) 52 (a|x| 3 +3y —|x| 3 =0

A matriz dos coeficientes é dada por

_ (a0
A= ("3 ).

Se wiz,y) = ai:::[‘"’2 e v(z,y) = 4|z[~'/* entlio w < v caso || < b/4a e, portanto,
nessa regido € valida 3.1. Tambem como ja vimos no Capitulo 1,w e v estdo em
Ax(R?). E fAcil ver que 3.6 vale quando g=256. Logo, as desigualdades de Poincaré
e Sobolev valem para ¢ = 3. Uma solugio de 3.28 é

u{z,y) = exp (|x['-’2) cos (b) e Y.

Note que © > 0 na bola 2B de centro (0,0) e raio r = I (§ )1/2 Observe que
podemos escolher a suficientemente pequeno ¢ b suﬁcnentemente grande de modo
que r < bf4a. E facil ver que

! (m/4)'/2

rrEnu:— e mgxu:expW

maxg u ( (b) '/4)
- ~exp|lct -~ .
ming u a

U(B) (b/a)aﬂ _. E 1/2
w(B) ~ “albfa)lt (a)

¢, portanto,

Por um simples calculo,

e, portanto, o parametro g definido no Teorema 3.4 € ( )l“

Teorema 3.29. Suponha que as hipdteses 8.1, 3.2 ¢ 8.9 sejam vdlidas e u € uma
subsolugdo de Lu = O pertencendo a H(B). Seje i @ funcdo em L2 associada a

By14/2 )
u e seja p=p(B)= [ﬁ] . Fxistem constantes ¢ ¢ d dependendo apenas dos
perdmetros em 5.2 ¢ 3.8 tais que % fa<lel<p<oo,

« 1
(supess@it)” < C,u«i—‘l'
B U

ondeC< },,sep>2ou0< ",,se{]<p<2
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Prova: Consideraremos os casos p > 2e 0 < p < 2. Se p > 2, as seguintes
modificacdes na prova do Lema 3.10 sera o suficiente. Seja uy como antes (agora
ux nao € necessariamente positiva) e defina ¢y utilizando u,‘ no lugar de u;.
Observe que uf € Lip(B) e que V(uf) = (Vur)X (w0} @5 Logo, [uf| < furl e
a seqiéncia {|pr]o} & limitada como antes. Chegaremos entéo a 3.12 com » =
e ¢ = @y, definido usando u.ﬁ7 Como Vi, tem suporte no conjunto onde ug > 0,
podemos subst:tulr ux por u} em 3.11. Agora continue o argumento e chegaremos
2 3.18 com u = m,c Como [u —@¥| < |ug, — & = 0 em L3, o resto da prova
segue como antes.

No caso 0 < p < 2, adaptamos o processo iterativo de Hardy-Littlewood [HL].
Para 0 < p < o0, defina

no- (%] (om L)

sendo que T, (s) é o supess,p 4+. Queremos mostrar que T (o) < CZ (1) para
% <a<1,0<p<2ea constante ' definida como ne enunciado do lema. Fixe
p, 0 < p < 2. Podemos assumir que Z,(1) = 1. Do caso p =2, se l <r<s<l,

To(r) ()_( To(s) T, (s)%,

(3 ) r)e
Segue facilmente da propriedade dobrante que Z,(s) < ¢/PZ,(1) = c'/?. Logo,

Too(r) € ——Tal5)®

(3 - r)c b

2
+

log Zeo(r) < log L log Z.o(s),

{s—r)r

: a < 1 e itere a tltima desigualdade para r

paraig?‘(sgl.Seja%S
es sucessivamente na seqﬁéncia So =@, 8 =+ Q:—El PR k7%, onde ¢, >
> k72, Definindo § = 222, obtemos para qualquer k

k

(3.30) logzw(a)szaflog(;+

prs Si41 = 85)°

9k+l IOgIm(5k+|).'

Do caso p = 2, sabemos que &t é limitada em cada vB, v < 1. Logo, como
Co > Popeg k7% e To(sk41) € crescente, o fator logaritmico no segundo termo a
direita de 3 30 é limitade. Como 0 < # < 1, esse termo tende a zero quando k
tende a oo, Logo,

log Too(a) < ZHJ [log -+ clog{j -+ 1)]

1A

lo + log —=
1—9 g(l—a)c ]



3.4. CONTINUIDADE DAS SOLUCOES ' )

Como 1 —~ 8 = p/2, o lema estd demonstrado. O

Coroldrio 3.31. Se no Teorema 3.29 u € uma solucdo, a mesma conclusdo vale
com it substituido por |ii}, i.e., para0 < p < oo, 0 < a < 1,

'

: 2 1
supess [u|? < Cus-t fﬁ”v,
pe || ey B| |

sendo C' como anies.

Prova: Como u é solugio —u também é e, portanto, a conclusio do Teorema
3.29 vale para ambos & e —&t. Como [&|" = max{(&*}?, ([~&]*)"}, o coroldrio
estd demonstrado,

3.4 Continuidade das solugoes

Nessa segao, faremos a seguinte hipotese adicional

3.32. Se u € um elemento de H(B) cuja fungdo associade @ satisfaz @ > 0 ¢.5.
em B, entdo u > 0, isto &, u € o limite em H(B) de uma seqiéncie {ux} com
u, € Lip(B) e ux 2 0 em B.

Seja B(z,h) a bola com centro z e raio h ¢ defina a oscilagio sobre B(z,h)
de ii, quando esta for limitada, por:

osc(z, h) = osc{x, h: i) = supess(@i) — infess @
) B{z,h) B(zh)
e seja

_ ([ v(B(z,h}) v
p(x,h)—(m) .

Seja u uma solugio de Lu = 0 num dominio { e assuma que u € H(f2). Pelo
Coroldrio 3.31 a fungio @ associada a ¢ é essencialmente limitada em cada bola
B tal que B C 1. Se B é uma dessas bolas, defina

M =supessi e m= iml"essil
LB zB
e também,
M’ =supessit € m' = infBess i.
: B

Como M’ — @ e & — m’ sdo nio negativas q.s. em B, segue-se de 3.32 que
M—-u>0eu—m > 0. Como M —u e u—m sio solugdes em [[{B), a
desigualdade de Harnack implica em

M—m<e=NM -M) e M-m' <N (m—m).
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Somando-se estas duas dltimas estimativas resulta em

ecnlzh) _

(3.33) osc(z, hf2) < Py Y

No caso de pesos iguais, iste é, quando v(z) < ew(z), p(z, k) é limitada supe-
riormente. Assim, o fator (e*(**) — 1)/(e**(=") 4- 1) em 3.33 é limitado superi-
ormente por uma constante estritamente menor do que 1 e a continuidade de
Hélder de ii segue facilmente iterando 3.33. Esse fato foi demonstrado em [FKS].
No préximo caso veremos que @ ¢ continua mesmo no caso de pesos desiguais
contanto que esses ndo sejam “muito” diferentes. Veja também [Tr].

osc(z, h).

Teorema 3.34. Suponha que 8.1, 8.2, 3.3 ¢ 3.52 sejam vdlidas em 0 e que
#(z, k) = o (log log 31;) uniformemente em (1, guando h tende a zero. Seje u umae
solugdo de Lu = 0 em H(Q) e seju @t a funcdo em LI associade a u. Entio
osc(z, h; &t) tende e zero quando h tende a zero uniformemente em cada subcon-
junto compacto de 2. Em particular, i pode ser redefinida em um subconjunto de
1 de medida zero de modo que a fungde resullante seja continua em f.

Prova: Se a distancia de r ao complementar de {2 é maior do que h entdo,
por 3.33,
1— e-c,u(a:,h)

{3.35) osc(x, f2) <

=1+ e-culzh) osc(z, h) < (1 — e~ =M osc(, h).

Sejam K em subconjunto compacto de {1 e 0 < § < 1. Tome h, de modo que se
€ Kel<h <hs, 3.35 seja valida e cu(z, h) < dlog log £. Assim, para z € K

el < h<h,,
i
osc(z, h/2) < [l - (log E) ] osc(z, k)

e iterando, obtemos para j = 1,2,.

(3.36) osc(z, ho /21H1) < (ﬂ 1 —(eem)” )osc(z,ho).
Ainda, "
log (H [1- (cm)"‘]) 2= log [1 = (eem)™] = 3 (eom)™ = -5,
m=1 me=] m=1

o qual tende a —oo quando j tende a +co. Assim, o lado direito da desigualdade

3.36 tende a 0 quando 7 tende a 400 e isto termina a demonstragao desse teorema.

O

Notemos que se h = h,/2/+! entéo 7 = log(h,/h) e, portanto, para x € K,
0<h<hyel<é<l,

o\ 18
osc(z, h) < exp (—c (log f) ) osc(z, ko).
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