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PREFACIO

Nem sempre um livro-texto é 1til para o leitor, mas dificilmente nao
0 seja para os autores. Ao completar, no carnaval de 1995, a primeira
versao do nosso METODOS, sentimo-nos satisfeitos pela oportunidade que
a criatura nos deu de refletir sobre area que, supostamente, conheciamos
bem, preencher lacunas, e descobrir mares de auténtica e, aqui confessa,
ignordncia. Portanto, se o estudante nao se sentir confortavel com a leitura
do livro, sirvam estas linhas, pelo menos, de estimulo para escrever o préprio
testemunho sobre o tema.

Este trabalho trata sobre métodos computacionais. Isto significa que
cada algoritmo mencionado no texto foi, estd sendo, ou é suscetivel de ser
implementado em um programa e que certo grau de eficicia, para algum
tipo de problema representativo, ja foi ou estd claramente em vias de ser
demonstrado. Métodos de interesse puramente “tedrico”, ou de aplicabili-
dade muito restrita, nao foram incluidos. H4 uma ébvia potencialidade de
erro nesse tipo de decisao, ja que novos pontos de vista sobre procedimentos
hoje pouco praticos podem aumentar radicalmente sua eficiéncia no futuro,
e problemas aparentemente irrelevantes talvez encontrem aplicagdes insus-
peitas. Em alguns casos, o algoritmo modelo para resolver determinado
tipo de problema foi escolhido, no desempate, por maior familiaridade ou
até gosto pessoal.

Muitos textos de otimizagao classificam seu contetido, de maneira ob-
sessiva, por problema. Essa tradicao foi respeitada apenas parcialmente em
nosso trabalho. Assim, achamos que idéias como “regides de confianga”
mereciam um capitulo separado e que o problema “minimizacao em caixas”
devia ser uma secao desse capitulo e ndo uma unidade autonoma. De
um modo geral, procuramos maximizar a independéncia entre capitulos,
de maneira de facilitar sua leitura separada, e desordenada. Algumas con-
vencoes de notacao foram relembradas em cada capitulo, outras apenas nos
primeiros, e, provavelmente, algumas foram simplesmente esquecidas. Fu-
turas versoes do livro procurardo corrigir essas falhas.

Confortados pelo primeiro pardgrafo deste preficio, pela utilidade para
ndés mesmos, poderiamos prescindir de outras justificativas. Nao poderiamos
ocultar, entretanto, que nossa pretensao foi a elaboragao de um livro-texto
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adequado para um primeiro curso a nivel de pés-graduagao, razoavelmente
atualizado como para servir de base para pesquisa e consulta, sem detal-
hes excessivamente técnicos ou embaragosos. Achamos que um livro de
matematica deve ter, pelo menos, duas leituras possiveis: uma com lapis
e papel, verificando detalhes, encontrando exemplos e contra-exemplos sem
medo de gastar horas ou dias em cima da mesma pigina. A segunda é a
leitura-romance, de poltrona, onde as formulas sao puladas e as palavras da
linguagem comum dao sentido e motivam o texto. Nossa intencdo foi pro-
duzir um trabalho valido para os dois tipos de leitura. Se nao conseguimos,
merecemos ser cobrados pelo fracasso.

Para a compreensao profunda do texto sdo necessarios conhecimentos de
andlise (seqiiéncias, convergéncia, pontos limite, compacidade, topologia de
IR™) e élgebra linear bésica, com énfase computacional (matrizes, fatoragdes,
dimensdo, autovalores, nticleo, imagem). Alguma vivéncia em célculos
numéricos com computador também é importante. KEsses pré-requisitos
sao oferecidos no primeiro semestre de alguns cursos de pés-graduagio em
matematica aplicada do Brasil, por exemplo, na UNICAMP. Portanto, este
seria um livro adequado para um curso de segundo semestre. No entanto,
partes isoladas do livro podem ser utilizadas no comeco de seminarios ou
minicursos mais ambiciosos, complementados com leituras e comentarios da
bibliografia.

Alguns capitulos do livro deixaram de ser escritos, mas o serdo no fu-
turo, aproveitando a estrutura “independentista” adotada. Por exemplo,
falta um capitulo sobre métodos de “meméria minima” (tipo gradientes con-
jugados e outros mais recentes) para fungoes nao quadriticas, outro onde
se avalie seriamente o impacto dos pontos interiores em programagao nao
linear, mais um sobre métodos sem derivadas, e se¢oes sobre a convergéncia,
detalhada, do método de Lagrangiano aumentado com restrigoes de canal-
izacdo e sobre métodos homotdpicos para sistemas nao lineares. Escrever
sobre minimizac¢ao global também estd nos nossos planos, a médio prazo. O
numero de exercicios apresentados é, por enquanto, escasso e pouco estrutu-
rado e a quantidade de figuras insuficiente: ndo hi nenhuma. Por tltimo, é
necessario um capitulo especial sobre programas de computador disponiveis
e sua relacao com os métodos analisados teoricamente no corpo do livro.

Uma das maiores angustias de quem escreve um texto que supde ra-
zoavelmente atualizado é seu prazo de validade. Nesse caso, os criticos mais
exigentes sdo os préprios autores. Quantas se¢bes do livro serdo consider-
adas obsoletas daqui a um, ou dois anos, por nés mesmos? A impiedosidade
com a qual eliminamos considerdveis porcoes de um rascunho de 1993-1994



na versao “Carnaval-1995” nao autoriza um exagerado otimismo. Para fa-
cilitar o acesso a futuras atualizacbes, colocaremos o texto num arquivo
disponivel via “ftp”. Este procedimento, ji adotado por autores de “sur-
veys” em vérias partes do mundo, parece o mais adequado para edicoes ageis
na era eletronica.

Como sucede geralmente com textos cujos autores sao pesquisadores da
area, o numero de referéncias aos nossos préprios trabalhos é bem maior
que a importancia relativa dos mesmos. Nao se trata de uma presuncgosa
auto-avaliagao, mas de uma limitacao declarada: conhecemos os meandros
do nosso pensamento bem melhor que os dos outros. A nido-apari¢io em
nossas citacoes em nada desmerece o crédito relativo a muitos trabalhos
provavelmente relevantes.

Agradecemos aos colegas e estudantes que nos ajudaram a compor este
trabalho. Aterrorizados pela possibilidade de esquecer alguém, gostariamos
de mencionar a Ana Friedlander, Liicio Tunes dos Santos, Marcia Gomes-
Ruggiero, Maria Aparecida Diniz-Ehrhardt, Antonio Carlos Moretti, Vera
Lucia da Rocha Lopes, Rosana Pérez, Silvia Jamesch, Alberto Adami e
Percy Rojas.

J. M. Martinez e S. A. Santos
Campinas, 27 de fevereiro de 1995
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Capitulo 1

Introducao

Otimizagao é um problema matematico com muitas aplicagdes no “mundo
real”. Consiste em encontrar os minimos ou maximos de uma func¢ao de
varias varidveis, com valores dentro de uma determinada regiao do espago
multi-dimensional. Os responsiveis pela tomada de decisbes nos mais vari-
ados campos da atividade humana defrontam-se, cotidianamente, com esse
tipo de necessidade. As vezes, a indole do problema, a demanda de re-
sultados precisos, ou a prépria curiosidade, leva a formalizar varidveis, re-
stricoes e objetivos, de maneira que a natureza matemadtica do problema
emerge. Esse é o processo de modelagem, que descobre isomorfismos entre
a realidade empirica e o idealismo dos objetos matematicos. No entanto,
a correspondéncia entre experiéncia e modelo formal estd longe de ser per-
feita: a traducgao estd sujeita a erros, simplificagoes e falhas de comunicagao.
Notavelmente, a problemaética de adequar um modelo matemético a uma
situacao real também pode ser formulada como um problema matemadtico,
quase sempre de otimizagao.

1.1 Uma classificagao informal
O problema a ser considerado neste livro é o seguinte:
Minimizar f(z) sujeita a z € Q C R". (1.1.1)

A fungao f é chamada func¢ao objetivo e o conjunto €2, freqlientemente
definido por um conjunto de igualdades e desigualdades, é o conjunto factivel.
Os pontos de Q serdo os pontos factiveis de (1.1.1).



2 CAP{TULO 1. INTRODUCAO

De fato, estamos tao interessados em minimizar como em mazrimizar
funcoes, mas falaremos apenas de minimizar dado que, claramente, max-
imizar f(z) em uma regido qualquer do espago IR™ é equivalente a mini-
mizar —f(z) na mesma regidao. As solugoes z, €  do problema (1.1.1)
serdao chamadas minimizadores e os valores correspondentes f(z,) sdo os
minimos do problema. Quase sempre assumiremos a continuidade de f
e, com frequéncia um pouco menor, a existéncia de derivadas primeiras
continuas. As vezes, vamos supor também que f tem derivadas segundas
continuas.

Conforme as caracteristicas do conjunto €2, teremos os diferentes proble-

mas de otimizacao:

9 Problema

R" minimizagao sem restricoes

{reR"|I<z<u} minimizagdo em caixas
{re R"| Az =b,A € R™*"} minimizagdo com restrigoes
lineares de igualdade
{reR"| Az =b,Cz < d} minimizagdo com restrigoes
lineares
{r € R" | h(z) =0,h : R™ — IR™} | minimizagio com restrigdes
de igualdade
{re R" | h(z) =0,h: R" - R™ problema geral de

e g(r) <0,9: R" — IRP} programacao nao linear

Quando v e w s3o vetores, a notagdo v < w significard sempre v; < w;
para todas suas coordenadas. Assim, quando falamos da “caixa” | < z < u,
entendemos o conjunto dos x € IR™ tais que I; < x; < u; para todo ¢ =
1,...,n. O problema geral de programacio ndo linear pode ser reduzido
sempre a uma forma padrao mediante a introducao de waridveis de folga.
Com efeito, observamos que o conjunto dos z € IR"™ tais que h(z) = 0 e
g(z) < 0 coincide com o conjunto

{r € R" | h(z)=0ceg(z)+ 2z =0 para algum z > 0}.
Portanto, o problema

Minimizar f(z) sujeita a h(z) = 0,g(z) <0, (1.1.2)
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onde h: IR" — IR™, g : IR"™ — IRP, é equivalente a
Minimizar f(z) sujeita a h(z) =0,g9(z) + z =0,z > 0. (1.1.3)
Agora, mudando os nomes de varidveis e fungoes, (1.1.3) tem a forma geral
Minimizar f(z) sujeita a h(z) =0,z > 0. (1.1.4)

A forma (1.1.4) de um problema de programagao nao linear se denomina
forma padrdo. Quando um problema do tipo (1.1.2) é transformado na sua
forma padrao, o numero de varidveis é aumentado em p. As vezes, isso é
uma desvantagem. No entanto, a transformacao muitas vezes se justifica por
consideracoes algoritmicas, como veremos em capitulos futuros.

Neste livro a énfase estard colocada em fungdes objetivo f(z) ndo lin-
eares. Quando f é linear (f(x) = ¢’z para algum ¢ € IR") o problema de
minimizacdo com restricoes lineares é chamado de problema de programacao
linear. Na sua forma padrao, este problema é

Minimizar ¢!z

Az =b (1.1.5)
x>0.

O conteddo deste livro se aplica a programacao linear, embora, pela es-
pecificidade deste problema, muito desse conteiddo seja supérfluo. Por outro
lado, as particularidades do problema (1.1.5) permitem um tratamento muito
mais rico e detalhado, que nao sera feito aqui. Em menor medida, essa ob-
servacao vale também no caso em que a funcido objetivo é quadratica e as
restricoes lineares, chamado problema de programacao quadrdtica.

1.2 Um problema de estimacao de parametros

Quando o ponto de partida é um problema real, podem existir vdrios prob-
lemas matematicos de otimizacao associados, vinculados a diferentes for-
mulagoes ou a diferentes técnicas de resolucdo. Nesta secdo apresentamos
um problema de estimagao de parametros originado na ()tica, para o qual
exibimos algumas formulacoes sob o ponto de vista da otimizagao. Ver [108],
[12].

Um filme é um material muito fino, cuja espessura, indices de refragao
e coeficientes de absorcao se deseja estimar. KEsses pardmetros nao sao
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suscetiveis de medicao direta, ou seja, devem ser inferidos da medicao de
outra magnitude fisica. O experimento que gera a medigao indireta consiste,
brevemente, no seguinte: coloca-se o material em cima de um substrato
transparente e “atravessa-se” filme e substrato com luz de diferentes com-
primentos de onda. Para fixar idéias, esses comprimentos podem ir desde
800 até 2000, com intervalos de 10, nas unidades adequadas. Para cada com-
primento de onda A, mede-se a transmissio T'(\) € [0, 1], isto é, o quociente,
adimensional, entre a luz que atravessa o filme e a luz emitida. Teoricamente,
T'(\) se relaciona com a espessura (d), o coeficiente de absor¢ido (a())) e o
indice de refragdo do filme (n(\)) através das seguintes férmulas (por sim-
plicidade, escrevemos T' = T'(A\), n = n(A), a = a(})):

T = Az 1.1.6
T B —C'z+ D'z?’ (1.1.6)
onde
A" =16s(n? + k?) (1.1.7)
B' =[(n+1)? +k[(n+1)(n + s*) + k] (1.1.8)
C' = [(n® — 1+ k*)(n® — s*> + k?) — 2k*(s*> +1)]2 cos ¢
—k[2(n® — s +E*) + (s + 1)(n® — 1+ Kk?)]2 sin ¢ (1.1.9)
D' =[(n—1)*+E*][(n — 1)(n — s*) + k?] (1.1.10)
p =4mnd/\, z=-ezp(—ad), k=al\/(4r). (1.1.11)

Nas férmulas (1.1.6)-(1.1.11) s é o indice de refracdo do substrato, su-
posto conhecido e constante para todo A. O experimento fisico fornece uma
tabela de dados onde a coluna da esquerda sao os comprimentos de onda \;
usados, desde A; = 800 até A\, = A121 = 2000, e a coluna da direita estd
formada pelas medidas correspondentes de transmissao (7;). As férmulas
(1.1.6)—(1.1.11) definem a funcao teérica T'(\,d,n,a). Portanto, a primeira
vista, o objetivo parece ser encontrar d e n;, a;,1 = 1,...,m tais que, para
todot=1,...,m,

T(Ai,d,ni,ai) :Ti. (1.1.12)

Agora, para cada valor possivel da espessura d, a equagao (1.1.12) tem
duas incégnitas, n; e ;. Portanto, o mais provavel é que tenha infinitas
solucoes e que, de fato, nao seja dificil encontrar pelo menos uma. Por ex-
emplo, fixando arbitrariamente n; e resolvendo (1.1.12) para a agora tunica
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incognita a;. Claro que esse nao pode ser o procedimento que resolva o prob-
lema fisico. Fisicamente, o problema deve ter solu¢do unica, enquanto da
maneira descrita, infinitas soluctes diferentes poderiam ser encontradas. De
fato, os graus de liberdade inerentes a (1.1.12) sao drasticamente reduzidos
incorporando informagdes fisicamente conhecidas, algumas 6bvias, sobre d,
«a e n. Essas informacoes sao:

(a) Tanto a espessura como os coeficientes n; e ; sao positivos. Mais
ainda, os indices de refragao sao maiores ou iguais a 1.

(b) a(A) deve ser uma fungdo decrescente e convexa (derivada segunda
positiva).

(c) n(\) deve ser uma fungio decrescente e, também, com derivada se-
gunda positiva.

As condigbes (a), (b) e (c) devem ser traduzidas como restrigoes do
problema de estimar os parametros. Ou seja, devem ser encontradas ex-
pressoes matematicas envolvendo d,«; e n; que espelhem essas condicoes.
Discretizando as derivadas segundas de «a()) e n()), essas expressoes sio:

d>0, n;>1, «a;>0paratodoi=1,...,n; (1.1.13)

aiv1 < ajenip; <n;paratodoi=1,...,m—1; (1.1.14)

Ni41 —Nj—1 Qi1 — Q51

(M —Aig1) ey > a1 + (A — Ait1)

(1.1.15)

ng > N1+
' ' Ait1 — i1

Ait1 — Aim1
para todo:i=2,...,m — 2.
Considerando o objetivo (1.1.12) e as restrigoes (1.1.13), (1.1.14) e (1.1.15),
o problema de estimagao dos pardmetros pode agora ser modelado assim:

m
Minimizar Z[T()\Z-,d, ni, o) — Ti)? sujeita a (1.1.13), (1.1.14) e (1.1.15).
= (1.1.16)
Observamos que (1.1.16) é um problema de minimizagdo com restrigdes
lineares onde h4 2m + 1 varidveis. Se a tabela de dados (\;,T;) obedecesse
perfeitamente as férmulas tedricas deveria existir uma solucao de (1.1.16)
onde o valor da fungao objetivo seria 0. Com dados experimentais nao é
isso o que acontece. De fato, o que se observa nesse caso, usando o método
adequado para resolver (1.1.16) é a apari¢ido de “solugbes” onde a funcdo
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objetivo toma um valor sensivelmente maior que 0. Isto se deve, além dos
erros de medicdo que neste caso sdo, provavelmente, despreziveis, a que a
suposicdo “substrato transparente com s constante” é essencialmente falsa.
Com efeito, para determinadas zonas do espectro (valores de ) o substrato
usado tem um coeficiente de absor¢ao positivo (nao é transparente) e, por-
tanto, para essas zonas as equagoes (1.1.6)-(1.1.11) ndo se aplicam. Pior
ainda, a distincao entre valores de A para os quais o substrato nao é trans-
parente daqueles para os quais é, nao é totalmente clara. O grau de apli-
cabilidade de (1.1.6)-(1.1.11) é de fato, um continuo, variando entre a apli-
cabilidade e a nao aplicabilidade absoluta. Um experimento adicional, que
mede a transmissdo produzida apenas pelo substrato (sem o filme), permite
quantificar o grau de aplicabilidade das férmulas. Diremos, entao, que al-
gumas equagoOes (1.1.12) devem ser satisfeitas com um peso alto e outras
com um peso muito baixo. Atribuindo efetivamente um peso 6; > 0 a cada
equacao, de acordo com a transparéncia do substrato para o comprimento
de onda \;, o problema (1.1.16) é substituido por

m

Minimizar »_ 6;[T(\i, d, ni, o) — T;]? sujeita a (1.1.13), (1.1.14) e (1.1.15).
= (1.1.17)
A atribuicdo de pesos as diferentes linhas da tabela original tem o efeito
pratico de eliminar a influéncia dos pontos onde o modelo estd claramente
errado. Isto aumenta os graus de liberdade do sistema total, e possibilita a
existéncia de muitas solugbes de (1.1.17), onde a func¢do objetivo tem prati-
camente o mesmo valor. O método de otimizagdo encontrou uma dessas
solucoes. As vezes, pela observacao da solugao obtida, o fisico tem condicoes
de decidir se ela é razodvel ou ndo. Neste problema particular, nosso exper-
imentador encontra uma caracteristica da funcdo a considerada indesejivel
e sem sentido fisico: apesar de ser decrescente e convexa, a funcdo « obtida
estd formada por 4 segmentos de reta, violando uma suavidade adicional
esperavel no coeficiente de absorcao real. Como os pontos de quebra dos
diferentes segmentos de reta podem ser considerados como pontos onde a
curvatura da funcao é muito grande, optamos por limitar o raio de cur-
vatura de « e incluir explicitamente essa limitacdo no modelo. O célculo

elementar nos ensina que o raio de curvatura R()) de a(\) é dado por

n
L _ oV (1.1.18)
R (1+a/(N)?)3

Discretizando o e o da forma usual, para todo \;,7 = 2,...,m—1, e estab-
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elecendo uma limitagao 8 > 0 para a curvatura obtemos as novas restricoes

a” ()\z)

————5 < p, 1.1.19
(L+a/(X)?) ( )

(M

onde as derivadas devem ser interpretadas como sua discretizacao usando
Qi—1,04+1 € Q.

Acrescentando (1.1.19) no modelo (1.1.17) passamos a ter m—2 restricoes
adicionais, todas elas nao lineares. O problema ficou sensivelmente mais
dificil, mas sua solug¢ao tem maiores chances de possuir sentido fisico. Uma
alternativa, motivada pelo fato de que, estritamente falando, a cota (3 é
arbitriria, consiste em incorporar as restrigoes (1.1.19) na funcdo objetivo.
Assim, a funcao objetivo de (1.1.17) passaria a ser

ZG[T i, dyng, ;) — Z (M)

—_— 1.1.20
i=1 =2 14+ o A)) ( )

N

Em (1.1.20), p é um pardmetro que “castiga” o fato de se ter uma curvatura
grande em J);. Desta maneira, nao é necessiario acrescentar as restricoes
(1.1.19) no problema (1.1.17).

A inclusao de (1.1.19) na sua forma original ou sob a forma (1.1.20) reduz,
claramente, os graus de liberdade do problema e, em consequéncia, aumenta
a probabilidade de encontrar coeficientes com sentido fisico. Se isso é efeti-
vamente conseguido depende de (muita) experimentagdo numérica, didlogo
com os cientistas experimentais e sensibilidade especifica. A construcao de
um bom modelo de otimizagdo raramente se esgota em dois ou trés passos
de didlogo.

1.3 Definindo minimizadores

Daremos sentidos precisos aos termos minimizador € minimo usados nas
secoes anteriores. Basicamente, veremos que esses termos podem ter dois
significados:

(a) Dizemos que x, é minimizador global de (1.1.1) se f(z.) < f(z) para
todo z € Q. Neste caso, f(z«) é chamado minimo de f em €.
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(b) Dizemos que z, é minimizador local de (1.1.1) se existe € > 0 tal que
f(zy) < f(z) para todo z € Q tal que ||z — z,| <e.

Também, costuma-se dizer que z, é minimizador local estrito de (1.1.1)
se existe £ > 0 tal que f(z,) < f(z) paratodoz € Qtalque0 < ||z—z,| < e.

Claramente, todos os minimizadores globais também sdo minimizadores
locais. E facil ver que, por outro lado, apesar de poder admitir muitos
minimizadores globais, o valor do minimo global é sempre o mesmo. Por
exemplo, numa funcdo constante, todos os pontos de 2 sao minimizadores
globais, mas em todos eles o valor de f é igual.

Lembramos que um conjunto €2 compacto é tal que toda seqiiéncia {zy} C
Q) admite uma subseqiiéncia convergente. O limite dessa subseqiiéncia deve
pertencer a 2. Por outro lado, em IR"™, os conjuntos compactos sdao ex-
atamente os fechados e limitados. Como a imagem inversa de conjuntos
fechados por funcgoes continuas é fechada, o conjunto factivel do problema
geral de programacao linear é fechado no caso usual em que as funcdes g; e
h; sdo continuas. Portanto, para ser compacto, esse conjunto precisa, ape-
nas, ser limitado. O seguinte teorema, de prova bastante simples, é o mais
importante da minimizacgao global.

Teorema 1.3.1 - Bolzano-Weierstrass
Se Q) é compacto, e f : Q — IR € continua, entao eziste t, € Q mini-
mizador global do problema (1.1.1).

Prova: Consideremos primeiro a possibilidade de que f nao seja limitada
inferiormente em ). Entao, para cada k € IN, existe z; € Q tal que

f(-'L'k;) S _ka

portanto,
lim f(z) = —oc. (1.1.21)
k—o0

Como 2 é compacto, existe K1 um subconjunto infinito de IN tal que a
subseqiiéncia {zy }rek, converge a um ponto de 2, digamos z.. Pela con-
tinuidade de f, isto implica que

lim f(zg) = f(z),

k€K,

0 que entra em contradicao com (1.1.21).
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Podemos aceitar, portanto, que f é limitada inferiormente em 2. Seja

= inf — 0.
v = inf f(z) > —oo

Pela definicao de infimo, para todo k € IN, existe z; € €2 tal que
1
portanto
lim f(zx) = 1.
k—o0

Seja {zk}k—k, uma subseqiiéncia convergente de {zy} e seja z, seu limite.
Entao, pela continuidade de f,

v = kleirlr(ll flzg) = f(z4)-

Ou seja, f(z,) assume o valor infimo de f no conjunto 2. Isto implica que
x4 é minimizador global de (1.1.1). QED

Exercicio 1.1: As restricoes do problema (1.1.17) podem ser expressas
como Az > b,l < x < u. Identificar a matriz A e os vetores b, [ e u.

Exercicio 1.2: Encontrar exemplos onde todos os pontos de {2 sao mini-
mizadores locais mas f(z) # f(y) se z # y.

Exercicio 1.3: Desenhar conjuntos © em IR? e curvas de nivel de funcdes
f tais que existam varios minimizadores locais, globais, locais e globais, etc.

Exercicio 1.4: Demonstrar o teorema Bolzano-Weierstrass para o caso em
que f é semi-continua inferiormente.

Exercicio 1.5: Mostrar, com exemplos, que acontece quando as hip6teses de
continuidade e compacidade do teorema Bolzano-Weierstrass sao eliminadas.

Exercicio 1.6: Provar que se f é continua em IR" e | l”1m f(z) = oo entdo
Z||—00

f tem minimizador global em IR™.

Exercicio 1.7: Provar que se f é continua em IR" e, dado z¢ € IR", o con-
junto de nivel {z € R" | f(z) < f(zo)} é limitado, entao f tem minimizador
global em IR™.
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Capitulo 2

Condicoes de otimalidade

Neste livro tratamos de métodos para minimizar fun¢oes diferencidveis em
conjuntos de IR™. As condicoes de otimalidade sao relacoes entre as derivadas
da funcdo objetivo e as derivadas das fungdes que definem as restricoes.
As condigbes necessdrias devem ser obrigatoriamente satisfeitas por mini-
mizadores, enquanto as condicées suficientes, quando satisfeitas, asseguram
que o ponto em consideracdo é um minimizador local.

As derivadas (sobretudo as primeiras, as vezes também as segundas)
da funcao objetivo e das restrigbes sao o motor da maioria dos algoritmos
que estudaremos, da mesma maneira que a potencialidade de movimento
de uma particula se encontra na sua velocidade e aceleracdo. As condicoes
necessarias de otimalidade vao nos dizer se as derivadas envolvidas contém
0 germe necessario para imprimir um deslocamento que diminua o valor da
funcado objetivo. Os métodos que estudaremos em capitulos posteriores fi-
cam estiticos em cima de um ponto que satisfaz condi¢Ges necessirias de
otimalidade, mesmo que esse ponto nao seja minimizador local nem, muito
menos, global. Analogamente, quando estudamos convergéncia de algorit-
mos baseados em derivadas, podemos garantir apenas a estacionariedade
(isto é, a satisfacao de condigOes necessirias de otimalidade) dos pontos at-
ingiveis no limite.

Freqiientemente, pontos limite de algoritmos sao minimizadores, sobre-
tudo quando o método trabalha ativamente diminuindo o valor da fungao
objetivo em cada iteragao. No entanto, garantir a condi¢ao de minimizador
costuma ser dificil. Quando condicoes suficientes de otimalidade sao satis-
feitas podemos assegurar que o ponto em questdo é minimizador local. A
globalidade, no entanto, é muito mais complicada.

11
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Ao longo deste capitulo supomos que f estd bem definida e tem derivadas
primeiras continuas em um aberto que contém o conjunto 2. Denotamos

Vi@ = @) = (@), 2Ly

Oz 7 Oxp

Indicamos, como é usual, f € C*¥(f) para expressar que f tem derivadas
continuas até a ordem k no aberto que contém €. A expressio f € CF
indica que f tem derivadas continuas até a ordem k£ num aberto que contém
o dominio nao especificado de f.

A notagdo A > 0 para A € IR™*" indica que A é semidefinida positiva.
Da mesma forma, A > 0 significa que A é definida positiva.

2.1 Restricoes em formato geral
Consideremos o problema

Minimizar f(z)

e Q. (2.1.1)

As curvas no conjunto 2 desempenham um papel importante na derivagao
de condicbes praticas de otimalidade. A primeira condi¢do de otimalidade
que obteremos estd baseada apenas no comportamento da funcdo objetivo
em cima de curvas factiveis que passam pelo ponto considerado. Apesar de
sua generalidade, esta condicao de otimalidade é usada no desenvolvimento
de algoritmos modernos de minimizagao (pontos limite desses algoritmos
satisfazem a condicdo). Ver [78], [77].

Definigao 2.1.1
Dado z, € 2, chamamos curva em §2 partindo de z, a uma funcao continua
v:[0,e] > Qtal quee >0 e (0) = z,.

Definigcao 2.1.2
Dado z, € Q, chamamos curva em Q de classe C* partindo de z, a uma
fungio 7y : [0,€] — Q tal que e > 0, v(0) = z. e v € Ck[0,¢].

Teorema 2.1.3 - Condigdo necessaria de primeira ordem baseada
em curvas



2.1. RESTRICOES EM FORMATO GERAL 13

Seja x, minimizador local de (2.1.1), e v uma curva em Q de classe C!
partindo de x.. Entio V f(z,)T+'(0) > 0.

Prova: Definimos ¢ : [0,e] — IR por ¢(t) = f(vy(t)). Como z, é mini-
mizador local, existe e1 € (0,¢) tal que p(t) > ¢(0) para todo t € (0,e1).
Assim, (p(t) — ¢(0))/t > 0 para todo t € (0,¢1) e, entdo, ¢'(0) > 0. Mas,
pela regra da cadeia,

¢'(t) = f'(y)Y (1),
portanto Vf(v(0))"7'(0) = Vf(z.)"7'(0) > 0. QED

Corolario 2.1.4

Seja x. um ponto interior de Q tal que x. € minimizador local de (2.1.1).
Entdo V f(z,) = 0.

Exercicio 2.1: Demonstrar o Coroldrio 2.1.4.

Exercicio 2.2: Provar que no Corolario 2.1.4 é suficiente que f tenha
derivadas para obter a tese.

Coroldrio 2.1.5
Seja z. minimizador de f em IR™. Entao V f(x,) = 0.

Teorema 2.1.6 - Condigao necessdria de segunda ordem baseada
em curvas.

Seja z, minimizador local de (2.1.1), f € C*().

(a) Para toda curva -y em Q de classe C? partindo de z.,V f(z:)T~'(0) =
¢'(0) 2 0, onde p(t) = f(~(t))-

(b) Se ¢'(0) =0, entdo ¢"(0) > 0.

Prova: A prova do item (a) é a dada do Teorema 2.1.3. Em (b), quando
¢'(0) = 0 temos ¢(t) = (0) + 3¢"(0)t2 + o(t?), onde limy_,q o(t?)/t* = 0.
Portanto,

o) —p(0) 1
e T (U}

Por ser z, minimizador local, temos que ¢(t) > ¢(0) para ¢ suficientemente
pequeno. Portanto, ©”(0) > 0. QED
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Exercicio 2.3: Generalizar o Teorema 2.1.6, definindo o teorema da condi¢do
necessdria de otimalidade de ordem k baseada em curvas.

Definigao 2.1.7
Dado z € €, dizemos que v é uma curva em Q de classe C* passando
por z sey:[—e,e]l = Q,e>0,70)=zeyecCk

Lema 2.1.8

Se z, € Q € um minimizador local de (2.1.1) ey € uma curva em Q de

classe C* passando por z., entio V f(z.)T~'(0) = 0.

Prova: Definimos v : [0,e] = Q por y(t) = v(t) e 72 :[0,e] = Q por
v2(t) = v(—t). Pelo Teorema 2.1.3,
Vi(2)T(0) 20 e Vi(2.)T75(0) > 0.

Mas 71(0) ='(0) e 75(0) = —'(0), logo Vf(z.)"v'(0) = 0. QED

Corolario 2.1.9 - Condicao necessiria de segunda ordem para z,
no interior de Q (ou Q = R").

Seja x, minimizador local de (2.1.1), x, ponto interior de Q. Se f tem
derivadas segundas continuas numa vizinhanca de z, entdo Vf(z,) =0 e

V2f(z,) > 0.

Prova: Seja d € IR", d # 0, arbitrario. Seja vy : [—¢,e] — Q a curva definida
por y(t) = z« + td. Pelo Lema 2.1.8,

Vf(z.)"d=Vf(z.)"7(0) =0.

Como d é arbitrério, segue que V f (x*) = 0. Definindo ¢ : [—¢,¢] = IR por
o(t) = flv(t)], temos ¢'(0) = Vf(z+)T9'(0) = 0 e pelo Teorema, 2.1.6,
0 < ¢"(0) =7 (0" V*f(2.)7'(0) = d" V> f(z.)d.

Novamente, a arbitrariedade de d implica em V2f(z,) > 0. QED

Teorema 2.1.10 - Condigao suficiente de segunda ordem para z, no
interior de Q (ou Q = R") Seja f € C%(Q) e z, ponto interior de Q tal
que Vf(z.) = 0 e V2f(z,) > 0. Entdo x, é minimizador local estrito do
problema (2.1.1).
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Prova: Escrevendo a expansdo de Taylor para f em torno de z., como
Vf(z.) =0, temos:

£(@) = f(o2) + 5o~ 2) V2 @)@ — 7) +ollle — ml?)

onde lim,_,,, o(]|z — z.||?)/||z — z«||> =0 e || - || é uma norma qualquer em
IR". Como V2f(x,) > 0, existe a > 0 tal que, para todo = # .,

(. — )" V2 f(z,)(z — ) > al|z —z]|* > 0.
Logo, f(z) > f(zs) + &z — z.||? + o(||z — z.]|?). Portanto, para z # .,

fz) — flz)

>
|z — 2>~

S +o(l),

a2 o
onde o(1) = ollz=2-ll") tende a 0 quando  — z.. Em conseqiiéncia, para z

o[>
suficientemente préximo e diferente de z,,
z)— f(x a
f@ 1) o,
|7 — 2] 4

Logo, f(z) > f(z.) para todo £ numa vizinhanca de z,,z # z,. QED
Exercicio 2.4: Encontrar exemplos onde:
(a) . é minimizador local de f em Q, mas V f(x,) # 0.

(b) 1, é minimizador local de f em Q, Vf(z,) = 0 mas V2f(z,) nio é

semidefinida positiva.
(c) € éaberto, Vf(z.) =0 mas z, ndo é minimizador local.

(d) Q é aberto, Vf(z4) = 0,V2f(z,) > 0 mas x, nio é minimizador
local.

(e) € é aberto, z, é minimizador local estrito mas V2 f(z,) nio é definida
positiva.
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2.2 Restricoes de igualdade

Consideremos o problema de minimizagdo com restrigoes gerais de igual-

dade:
Minimizar f(z)

h(z) =0

onde h : IR — IR™. Como sempre, chamamos {2 ao conjunto factivel do
problema. Neste caso Q@ = {z € R" | h(z) = 0}.

(2.2.1)

Definigao 2.2.1 Se z € 2, chamamos conjunto tangente a 2 por z (deno-
tado por M(z)) ao conjunto dos vetores tangentes a curvas em €2 passando
por z, ou seja:

M(z) = {v € R" | v = v'(0) para alguma curva ~ passando por z} .

Utilizando a notacao

g_g;(x) g%(x) Ry (z) Vhi(z)T
W)= : =|: = : :
Gn(g) ... Gm(g) by () Vhom ()T

podemos relacionar M (z) com o nicleo do Jacobiano de h(z), denotado
por N(h'(z)), pelo seguinte lema:

Lema 2.2.2
Para todo z € Q, M(z) C N(h'(z)).

Prova: Seja v € M(z) e v : [—¢,¢] — Q tal que 7'(0) = v, 7(0) = =.
Definimos ®(t) = h((t)), para todo t € [—¢,¢]. Portanto, ®(¢t) = 0 para
todot € [—¢,¢]. Logo, ®(t) = (®1(t),...,®n(t))T = 0paratodot € (—¢,¢).
Mas, pela regra da cadeia, ®'(t) = h/(y(t))v'(t), portanto

W (@)Y (t) =0

para todo t € (—¢,¢€). Logo, 0 = h'(2)7/(0) = h'(z)v, ou seja, v € N (h'(z)).
QED

E natural que nos indaguemos sobre a validade da reciproca do Lema
2.2.2: N(h(z)) C M(z) ? Em geral esta relacdo nao é verdadeira, conforme
ilustra o seguinte exemplo. Consideremos h(z1,x2) = 2172, z = (0, 0)T.
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Entdo M(z) = {v € IR? | viva = 0}, mas KW (z) = (0,0) e, claramente,
N(W(z)) = R

Definigao 2.2.3

Dizemos que z € Q = {z € IR" | h(z) = 0} é um ponto regular se o posto de
h'(z) é igual a m ({Vhi(z),...,Vhy(z)} é um conjunto linearmente inde-
pendente).

Teorema 2.2.4
Seja ) = {z € R" | h(z) = 0}, h € C*, z € Q um ponto regular. Entdo,
para todo v € N'(h'(x)), ewiste uma curva ~y de classe C* passando por x tal

que v'(0) = v. Portanto, M(z) = N (h'(x)).

Prova: Seja v € N(h/(z)). Entao h/(z)v = 0. Queremos encontrar uma
curva 7y em € passando por z tal que y'(0) = v. Consideramos o sistema de
equagoes

h(z +tv + b (z)Tu) =0, (2.2.2)

Para z e v fixos, este é um sistema de m equagoes com m+1 varidveis (u €
R™ et € IR). Colocando u = 0,t = 0 temos uma solugio particular deste
sistema. O Jacobiano de (2.2.2) em relagio a u em t = 0 é A/ (z)h'(z)T €
IR™*™ e é ndo singular pela regularidade de z. Logo, pelo Teorema da
Funcgao Implicita, existe ¥ € C*, definida em [—¢,¢], € > 0, tal que (2.2.2)
se verifica se e somente se u = ¥(t). Portanto

h(z + tv + ' (x)T7(t)) = 0 para todo t € [—¢,€] . (2.2.3)

Derivando (2.2.3) em relacio a ¢, parat = 0 temos b/ (z) (v+h' (z)T5(0)) =
0. Como h'(z)v = 0, segue que h'(z)h' ()15 (0) = 0. Mas h/(z)h/(z)T é ndo
singular, logo 4'(0) = 0.

Em conseqiiéncia, definindo v : [—¢, €] — Q por

Y(t) =+ tv + b (z)T3(),

temos que
7'(0) = v+ 1'(2)"7(0) = v.

Assim, v é a curva procurada. Como v é arbitrdrio, temos que N (h'(z)) C
M (z). Portanto, M (z) = N(h'(z)). QED
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Como conseqiiéncia do Teorema 2.2.4 temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.5
Se x, € minimizador local regular de (2.2.1), entao V f(x.) L N (h'(z4)).

Prova: Seja v € N (h'(z.)). Como z, é regular, existe v em ) passando por
z, tal que 4/ (0) = v. Pelo Lema 2.1.8, Vf(z.)Tv =0. QED

Teorema 2.2.6 - Multiplicadores de Lagrange

Se x, € minimizador local regular de (2.2.1), entdo existem inicos A1, ..., Am
reais tais que V f(z,) + Yre 1 AiVhi(zs) =0. (A1, ..., A sGo chamados mul-
tiplicadores de Lagrange do problema.)

Prova: Pelo Teorema 2.2.5, V f(z.) L N(h/(z)). Logo, Vf(z) € R(M (z:)T),
isto ¢, existe A € IR™ tal que Vf(z.) + h'(z.)TA = 0. Como z, é regular, o
Jacobiano h/(z,) tem posto completo e entdo esse vetor de multiplicadores

A € IR™ é Gnico. QED

Considerando os resultados obtidos para o problema (2.2.1), os can-
didatos a minimizador local para este problema serdo os pontos regulares
que, a0 mesmo tempo, sejam solugoes do sistema nao linear com n + m
equagoes e n + m incognitas

Vi(z)+h'(z)Ix = 0
h(z) = 0

Esses pontos serao chamados estaciondrios ou criticos. Naturalmente, os
pontos ndo regulares de {2 também seriam candidatos a minimizador local.

(2.2.4)

Exercicio 2.5: Provar o Teorema, 2.2.6 usando o seguinte argumento: como
x4 é regular, vale o Teorema da Funcgao Implicita. Logo h(z) = 0 é, local-
mente, zg = @(zy). Entdo o problema (2.2.1) se reduz localmente a um
problema sem restricoes nas varidveis z. A condi¢do necessaria de primeira
ordem para minimizacao irrestrita implica a tese do teorema.

Exercicio 2.6: Provar que se h(z) = Az —b, a regularidade néo é necesséria
para a existéncia dos multiplicadores de Lagrange no Teorema 2.2.6.

Exercicio 2.7: Provar que se z, é minimizador local de (2.2.1) entdo exis-
tem Ag, A1, ..., Ay reais tais que AoV f(z,) + > 1 A Vhi(z,) = 0.



2.2. RESTRICOES DE IGUALDADE 19

Definicao 2.2.7
Chamamos Lagrangiano do problema (2.2.1) & funcdo ¢(z,\) = f(z) +
h(z)T A

Exercicio 2.8: Relacionar a nao singularidade do Jacobiano do sistema
(2.2.4) com o comportamento de V2_£(x, ) no nicleo de h'(z).

Exercicio 2.9: Dar um exemplo onde z, seja minimizador de (2.2.1) mas
T, seja maximizador de f restrita & variedade tangente afim.

Teorema 2.2.8 - Condigoes necessdrias de segunda ordem para re-
strigées de igualdade.

Suponhamos que f,h € C? x. é minimizador local reqular de (2.2.1) e
€ o vetor de multiplicadores de Lagrange definido no Teorema 2.2.6. Entdao
yTV2 (., N)y >0, para todo y € N'(h!(z,)).

Prova: Pelo Teorema 2.2.6,
Vi(z,) +H (z)"A=0 (2.2.5)

Seja v € N(h(x4)). Pelo Teorema 2.2.4, existe uma curva v em Q de
classe C? passando por z, (y(0) = =z.) e tal que v = +/(0). Também,
v'(0) € N(h'(z,)). Definindo ¢(t) = f(y(t)), pelo Lema 2.1.8, ¢'(0) =
Vf(z:)T4'(0) = 0 e entdo pelo Teorema 2.1.6,

"(0) = 7' (0)"V?f(2:)7'(0) + V f (z.)"7"(0) 2 0 (2.2.6)

Agora, definindo ®;(t) = A\hi(y(t)),i = 1,...,m, temos que ®i(t) = 0
para todo t € (—¢,€), portanto

27(0) = 7' (0)" A V2hi(z4)7' (0) + Aihi(z4)y"(0) = 0.

Logo
> 27(0) =7 (0)" Y AiVPhi(w )y (0) + ATH (2:)7"(0) = 0. (2.2.7)
i=1 =1

Somando (2.2.7) e (2.2.6), por (2.2.5) segue que

V(O (V2f () + 3 XiV2hi(2.))7'(0) > 0.

=1
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Por ser v arbitrario a prova estd completa. QED

Teorema 2.2.9 - Condigdes suficientes de segunda ordem para re-
strigoes de igualdade.

Se f, h € C?, z, € O satisfaz as condicbes necessdrias de primeira ordem
para (2.2.1), X € o vetor de multiplicadores de Lagrange e y' V2, £(z, \)y > 0
para todo y € N(h'(z,)),y # 0, entdo x. é minimizador local estrito para
(2.2.1).

Exercicio 2.10: Usando a reducao a problemas irrestritos através do Teo-
rema da Func¢do Implicita, provar os Teoremas 2.2.8 e 2.2.9.

Exercicio 2.11: Considerar o problema perturbado MRI(e)

Minimizar f(z)
h(z)=¢

e seja x4 solucao regular de MRI(0). Chamando z, = z(0) e usando as
condicoes de otimalidade de MRI(e) e o Teorema da Funcdo Implicita para

definir z(e), provar que g—ji(x(O)) =—XN,1=1,...,m.

2.3 Restricoes de desigualdade

Consideremos agora o problema de minimizagdo com restrigoes gerais de
desigualdade:

Minimizar f(x)

() < 0 (2.3.1)

onde c: IR™ — IRP.

Definicao 2.3.1

Para cada z € Q = {z € R" | ¢(z) < 0}, chamamos de restrigoes ativas
em x aquelas para as quais ¢;(z) = 0. Analogamente, chamamos restri¢ies
inativas em 1z aquelas para as quais c¢;(z) < 0. Como na definicio 2.2.4,
chamaremos ponto regular a um ponto de 2 onde os gradientes das restri¢oes
ativas sao linearmente independentes.
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A prova do seguinte lema é evidente.

Lema 2.3.2
Se .. € minimizador local de (2.3.1) e I = {i € {1,...,p} | ci(z«) = 0},
entdo x, € minimizador local do problema
Minimizar f(z)
ci(rz) =0, 1€l.

Com base no Lema 2.3.2, podemos aplicar ao problema (2.3.1) resultados
ja conhecidos para o problema de minimizagao com restrigoes de igualdade.

Lema 2.3.3

Se z, é minimizador local de (2.3.1), I = {i € {1,...,p} | ci(z,) = 0}
e {Vci(z4),i € I} é um conjunto linearmente independente, entdo para todo
1 € I existe p; € IR tal que

Vi(ze) + Zuchi(w*) =0.

i€l

Prova: Anidloga & do Teorema 2.2.6. QED

O Lemma 2.3.3 nos diz que o gradiente de f é combinagao linear dos
gradientes das restri¢cdes ativas num minimizador local regular do problema.
O teorema seguinte mostra que sabemos algo sobre os sinais dos coeficientes
dessa combinacao linear.

Teorema 2.3.4 - Condigées Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Se z,. € minimizador local reqular de (2.8.1) (I = {i € {1,...,p} | ci(zs) =
0} e{Vei(zy),i € I} € um conjunto linearmente independente) entdo ezistemn
unicos p; € IR, p; > 0,1 € I tais que

V(@) + D piVeilz) =0.

el

Prova: Tendo em vista o Lema 2.3.3, existem u; € IR ,1 € I tais que

Vi) + > piVei(ze) =0 (2.3.2)

el
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Falta apenas mostrar que p; > 0,7 € I. Suponhamos que exista k € I tal
que py < 0. Chamemos

Qr={z € R" | ci(z) =0,i € I},
Qp={z € R"|ci(z) =0,i€1,i+#k},
Mj(z.) o conjunto tangente a Q; por z, e My(z.) o conjunto tangente a

por z,. Pela regularidade de z., Vcg(z4) ndo é combinagio linear dos outros
gradientes de restri¢oes ativas em z,. Portanto, existe y € My(z.) tal que

Ver(z,) Ty < 0. (2.3.3)

Seja 7y(t) uma curva em €} passando por z, com 7'(0) = y. Entdo, para
t > 0 suficientemente pequeno, y(t) € {z € R" | ¢(z) < 0}. Chamando
o(t) = f(y(t), temos que ¢'(0) = Vf(z.)Ty. Logo, por (2.3.2), (2.3.3) e
pr < 0 segue que ¢'(0) < 0, o que contradiz o fato de z, ser minimizador
local. QED

2.4 Restricoes de igualdade e desigualdade
Consideremos agora o problema geral de programacao nao linear:

Minimizar f(z)
h(z) =0 (2.4.1)
c(z) <0
onde h : R" - R™ ec: R" — IRP.

Podemos estabelecer condi¢oes andlogas as do Teorema (2.3.4) para o
problema (2.4.1). De maneira similar aos casos anteriores, definimos ponto
regular do conjunto factivel como um ponto onde os gradientes das restrigoes
ativas sdo linearmente independentes.

Teorema 2.4.1 - Condigoes Karush-Kuhn-Tucker gerais.

Seja ., um minimizador local reqular de (2.4.1) (I ={i € {1,...,p} | ci(z+)
0} e {Vhi(zs),...,Vhn(z:)} U{Veci(z.),i € I} € um conjunto linearmente
independente). Entdo existem inicos A1 ...,Am € IR e p; > 0 para todo
1 € I tais que
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Exercicio 2.13: Demonstrar o Teorema 2.4.1.

Desta forma, se £ é um ponto regular e minimizador local para o problema
(2.4.1), definindo p; = 0 se i ¢ I, podemos reescrever as condi¢oes KKT da
seguinte forma:

m p
V(@) + Y AiVhi(z) + D piVei(z) =0 (2.4.2)
i=1 i=1
h(z) =0 (2.4.3)
pici(z) =0,i=1,...,p (2.4.4)
Bi>0,i=1,...,p (2.4.5)
ci(r) <0,i=1,...,p (2.4.6)

As n+ m + p equagoes (2.4.2) - (2.4.4) formam um sistema nio linear
nas incégnitas z € R", A € IR™ e p € IRP. As solugles deste sistema que
satisfazem (2.4.5) e (2.4.6) sao os pontos estaciondrios de (2.4.1)

Teorema 2.4.2 - Condigbes necessirias de segunda ordem ( re-
strigoes de igualdade e desigualdade).

Seja . ponto regular e minimizador local de (2.4.1). Seja A a matriz cujas
linhas sao os gradientes das restricdes ativas em ., excluindo os gradientes
daquelas restrigoes de desigualdade cujo multiplicador € zero. Entdo, se X e
W s@o os vetores de multiplicadores de Lagrange dados no Teorema 2.4.1,

yIV2 Uz, A\, 1)y > 0 para todo y € N(A) ,

onde

m b
Uz, M p) = f(@) + ) Aihi(z) + D pici(z) -
i1 -1

Exercicio 2.14: Demonstrar o Teorema 2.4.2.

Teorema 2.4.3 - Condigoes suficientes de segunda ordem ( re-
stricoes de igualdade e desigualdade).

Se x, satisfaz a condigdo necessdria de primeira ordem para (2.4.1) e
além disso y' V2 (z., A\, 1)y > 0 para todo y € N'(A), y # 0, onde a matriz
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A e a funcao £(z, A\, p) estio definidas no Teorema 2.4.2, entao x. € mini-
mizador local estrito do problema (2.4.1).

Exercicio 2.15: Demonstrar o Teorema 2.4.3 (observar que a hipétese de
regularidade nao é necesséria neste caso).

Exercicio 2.16: Refazer os resultados deste capitulo trocando minimizadores
por maximizadores.

Exercicio 2.17: Interpretar geometricamente todos os resultados deste
capitulo, incluindo os relativos ao Exercicio 2.16.

Exercicio 2.18: Estudar o Lema de Farkas, de um texto adequado sobre
convexidade, e deduzir as condicdes de otimalidade da programacao linear.
Observar que, desta maneira, a aplicagao do Teorema 2.3.4 & programagao
linear nao depende da regularidade do ponto. Usando esse resultado, provar
o resultado do Teorema 2.3.4 para minimizacao com restrigoes lineares sem
a condicao de regularidade.

Exercicio 2.19: Desenhar um diagrama, de conjuntos onde aparecam clara-
mente as relagoes de inclusao existentes entre pontos regulares, pontos nao
regulares, minimizadores locais, minimizadores globais, pontos Karush-Kuhn-
Tucker e solugoes do sistema nao linear (2.4.2)-(2.4.4).



Capitulo 3

Convexidade e dualidade

Apesar da extensa andlise permitida pelos dois temas tratados neste
capitulo, procuramos fazer uma abordagem sintética para ambos. Nosso en-
foque tem em vista os aspectos tedricos que efetivamente contribuem para o
desenvolvimento de algoritmos praticos. Por exemplo, uma das propriedades
mais fortes obtidas com hipdteses de convexidade em um problema de min-
imizagdo é que as condigOes necessirias de otimalidade passam a ser sufi-
cientes. Em outras palavras, um ponto de Karush-Kuhn-Tucker torna-se
uma solu¢do do problema. A teoria da dualidade, por sua vez, permite uma
abordagem do problema original sob um outro ponto de vista. O dual de
um problema de otimizagao tem como varidveis quantidades associadas as
restricoes do problema original. Em condigoes adequadas, resolver o prob-
lema dual é equivalente a resolver o original (primal) e, as vezes, trabalhar
com o dual é mais ficil que com o primal. Mesmo em situacoes onde o
primal e o dual nao sao equivalentes, problemas duais resoliveis fornecem
informagdes tteis para resolver seus primais correspondentes. Do ponto de
vista tedrico, convexidade e dualidade fornecem estruturas sob as quais re-
sultados relevantes sobre algoritmos e problemas podem ser obtidos. Por
exemplo, as condigoes de otimalidade podem ser derivadas usando teoremas
de separagido de conjuntos convexos por hiperplanos (ver [48]). Por outro
lado, a teoria de convergéncia de métodos importantes em programacao nao
linear, como o método do Lagrangeano aumentado (capitulo 10 deste livro)
é enriquecida pela consideragido do problema dual (ver [99]).

25
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3.1 Convexidade

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos
extremos sao pontos do conjunto. Se z e y sao pontos de IR™, o segmento
que os une estd formado pelos pontos z da forma y+ Az —y) = Az+(1—N)y
com X\ € [0, 1]. Isso justifica a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.1.1
O conjunto K C IR™ é chamado um conjunto convezo se para quaisquer
z,y € K e para todo A € [0,1], Az + (1 — Ny € K.

Uma caracterizacao 1til para conjuntos convexos é dada pelo seguinte
teorema:

Teorema 3.1.2

K é um conjunto convero se, e somente se, para QUAISQUET X1,...,Tm
elementos de K e para \; € [0,1],5 =1,...,m tais que Y ;*1 \; =1, a com-
binagdo convera Y ;' Aiz; também é um elemento de K.

Exercicio 3.1: Demonstrar o Teorema 3.1.2.

Apresentamos a seguir alguns resultados basicos da teoria de convex-
idade.

Teorema 3.1.3

) . . - A e

Se os conjuntos K;, © = 1,...,m, sao convezos, entao K = (- K;
também € convexo.

Prova: Sejam z,y € K = %, K;. Entdo z,y € K;,i =1,...,m e como
os conjuntos K;,i = 1,...,m sao convexos, para todo A € [0,1], Az + (1 —
ANy € K;,i=1,...,m. Logo Az + (1 — A\)y € K para todo X € [0,1]. QED

Exercicio 3.2: Se A C IR"™, chamamos de fecho convexo de A ao con-
junto das combinagbes convexas dos pontos de A. Provar que o fecho convexo
de um convexo A é convexo. Provar que o fecho convexo de A C IR" estd
contido em qualquer convexo K tal que A C K.

Definicao 3.1.8
Se K é um conjunto convexo, f : K — IR, é uma funcdo convexa se para
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todo z, y € K, A € [0, 1],

fAz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1 =X f(y).

Definicao 3.1.9
Se K é um conjunto convexo, denominamos epigrafo de f : K — IR ao
conjunto
{(z, y) e R" xR |z €K, y>f(z)}
Teorema 3.1.10 A funcao f: K — IR € conveza se, e somente se,
o epigrafo de f € convezo.

Prova: Suponhamos que f seja convexa e tomemos (z, Z), (y, §) pontos
do epigrafo de f. Para A € [0, 1], como K é convexo, Az + (1 — ANy € K.

Agora, AT + (1 =Ny > Af(z) + (1 = A)f(y) = f(Az + (1 = A)y) pois f
é convexa. Logo Az, Z) + (1 = A)(y, ) = Az + (1 =Ny, AT+ (1 —N)p)
pertence ao epigrafo de f para todo A € [0, 1]. Portanto, o epigrafo é
convexo.

Suponhamos agora que f ndo seja convexa. Entdo existem z, y € K

tais que f(Az + (1 — A)y) > Af(z) + (1 — A)f(y) para algum X € [0, 1].
Assim, (z, f(z)) e (y, f(y)) sdo pontos do epigrafo de f. Entdo

Az, f(2)) + (1 =Ny, f(y)) = Qe+ (1 =Ny, Af(z) + (1 =1 (),

onde Az+(1—A)y € K mas A\f(z)+(1—\)f(y) < f(Az+(1—A)y). Portanto,
Az, f(z))+(1—=X)(y, f(y)) ndo pertence ao epigrafo de f. Logo o epigrafo
de f nao é convexo. QED

Funcoes convexas diferencidveis podem ser caracterizadas pelo teo-
rema a seguir:

Teorema 3.1.11
Sejam K C IR" aberto e convexo, f : K — IR, f € CY(K). Entdo f
¢ conveza se, e somente se, f(y) > f(z)+Vf(z)T (y—=z), para todo z, y € K.

Prova: Seja f convexa como na hipétese do teorema, z, y € K, A €
[0, 1]. Logo, f(Ay+ (1 — X)z) < Af(y) + (1 — A)f(z). Portanto,
flz+ My —2)) — f(z) < A(f(y) - f(=2)) -

Entao
I Ay — )~ ()

A—0 A

< f(y) - f(z).
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Logo,
Vi) (y—=) < fly) - f(2).

Dessa maneira, provamos que
f(z) + V()" (y — z) < f(y) para todo z,y € K.

Reciprocamente, se f(y) > f(z) + Vf(z)T(y — z) para todo z, y € K,
chamando zy = Ay + (1 — X))z, temos

> f(za) + Vi(a)' (z—2)
fly) = fla)+ Vi) (y—2) .

Portanto,

A =XNf(@)+Af(y) > (1=N(f(2) + V() (@~ 21)
+ A(f(2) + V()T (y = 21))
= f(z2) + V()T (z — 2y — Az + A2y + Ay — Azy)
f(@) + Vi) Ay + (1= Xz — 2)
= f(1—=XNz+ A\y) .

QED

Outro resultado util, que estabelece o nao decrescimento da derivada
direcional para fungoes convexas, é apresentado a seguir.

Teorema 3.1.12
Seja K C IR™ aberto e convezo, f : K - R, f € CYK), f conveza.
Entao, para todo =, y € K,

Vi) (y—2) <V (y—z).

Exercicio 3.3: Demonstrar o Teorema 3.1.12.

As fungoes convexas com duas derivadas continuas sio caracterizadas
pelo seguinte resultado.

Teorema 3.1.13
Seja K C IR™ aberto e convezo, f : K — IR e f € C*(K). Entdo f é



3.1. CONVEXIDADE 29

conveza Se, e somente se, VQf(x) > 0 para todo = € K.
Exercicio 3.4: Demonstrar o Teorema 3.1.13.

Definigao 3.1.14.
Se K é um conjunto convexo, f : K — IR é uma func¢ao estritamente
conveza se, para todo z, y € K, A € (0, 1),

fRz+ (1 =XNy) <Af(z)+ Q=2 f(y) -

Exercicio 3.5: Provar os teoremas 3.1.10-3.1.13, com as modificagdes
adequadas, substituindo “convexa” por “estritamente convexa”.

Teorema 3.1.15
Seja f : K — IR conveza ea € IR. Entdo o conjunto de nivel {z € K | f(z) < a}
€ convezo.

Exercicio 3.6: Demonstrar o Teorema 3.1.15.

Definigao 3.1.16.
Chamamos de problema de programacdo conveza a

Minimizar f(z)
sujeitaa x € K

onde K é um conjunto convexo e f é uma fungdo convexa.

Teorema 3.1.17

Em um problema de programagao convexa, todo minimizador local é
global. O conjunto dos minimizadores é convero. Se f € estritamente con-
veza, nao pode haver mais de um minimizador.

Prova: Suponhamos que z, é uma solugao local nao global do problema
de programacdo convexa . Entdo existe z € K tal que f(z) < f(z.). Para
A € [0, 1], consideremos z) = (1 — M)z, + Az. Pela convexidade de K,
z) € K. Agora, pela convexidade de f,

fan) S A=) f(2) + Af (@) = Fza) + A(f (@) = fl24)) < [(24)-

Assim, para A suficientemente proximo de 0, x) torna-se arbitraria-
mente préximo de z,, mas f(z)) < f(z«). Portanto, z, nido poderia ser um
minimizador local do problema de programagao convexa.
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Chamemos de S o conjunto dos minimizadores globais do problema.
Sejam z, y € S. Entao f(z) = f(y) < f(Az+(1—N)y), A € [0, 1]. Pela con-
vexidadede f, f(Az + (1 —X)y) < Af(z) + (1= A)f(y) = f(y) + A(f(z) = f(y) = f(y) -
Logo, Az + (1 —X)y € S e portanto S é convexo.

Suponhamos agora que existam z, y € S, x # y e f seja estritamente
convexa. Para A € [0, 1], f(Az + (1 — N)y) > f(z) = f(y) pois z, y s@o
minimizadores globais, mas f(Az + (1 — X)y) < f(z) = f(y) pelo fato de
f ser estritamente convexa. Temos assim a contradi¢ao desejada e a prova
estd completa. QED

No préximo teorema consideramos o problema geral de programacao
ndo linear (2.4.1). Suponhamos que a funcdo objetivo f e as fungdes que
definem as restricoes de desigualdade g;,2 = 1,...,p s@o convexas e que as
hi,i = 1,m sdo lineares, isto é, h;(z) = al z + b;. Portanto, pelos teoremas
3.1.3 e 3.1.5, o conjunto Q@ = {z € R" | h(z) = 0, g(z) < 0} é convexo e o
problema de programacéo néo linear (2.4.1) é um problema de programacio
convexa. Com certo abuso de linguagem, ao dizer que (2.4.1) é um problema
de programagio convexa estaremos sempre supondo que as g; sS40 convexas
e as h; sao lineares. O objetivo do teorema é mostrar que, neste caso, as
condigdes KKT dadas pelo Teorema 2.4.1 sdo suficientes para caracterizar
um minimizador global.

Teorema 3.1.18

Se o problema de minimizacao com restrigcoes de igualdade e desigual-
dade (2.4.1) é um problema de programagio conveza e em z, valem as
condi¢oes KKT gerais (Teorema 2.4.1), entdo x. € minimizador global (a
regularidade nao € necessdria).

Prova: Definimos Q@ = {z € R" | h(z) = 0, g(z) < 0} e tomamos
x €Q, z#xv. Se A € R" e p € IRP sao os multiplicadores dados pelo
Teorema 2.4.1, temos:

m p
Vf(zs) + Z)\thi(:v*) + Z,ungi(:E*) =0 (3.1.1)
i=1 i=1
h(z«) =0 (3.1.2)
pigi(ze) =0,i=1,...,p (3.1.3)
pi>0,1=1,....p ( )
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P
Agora, f(z ) + Zz\ hi(z) + Zuigi(x) pois hi(z) = 0, i =

1,...,m, gi(z) <0,i=1,. pevale(314)
Aplicando a desigualdade do Teorema 3.1.11 as funcgoes f, h; e g;
segue-se que

flz) = f(fﬂ*)+Vf($*)T(€6—$*)+Z>\,~(hi(w*)+Vhi(a:*)T(:c—:1:*))

+ Z:m(gi(w*) + V()T (z — ) .

Por (3.1.1) - (3.1.5) temos f(z) > f(z4), ou seja, 2, é minimizador global
de (2.4.1). QED

3.2 Dualidade

Consideremos o problema geral de programagio ndo linear (problema
primal):

Minimizar f(z)
sujeita a  h(x)

o 0 (3.2.1)
g(z 0

IA I

onde f:IR" - IR, h:IR" - IR™, g: IR" — IRP e f, h, g € C'(IR").

Definicao 3.2.1
Chamamos Problema Dual (de Wolfe) (ver [114]) de (3.2.1) ao problema

Maximizar L(z, A, u)
sujeitaa  Vyl(z, A\, p) =0 (3.2.2)
p=0

m p
onde £(z, A, p) = f(x) + D Aihi(z) + D _pigi(x)
=1 =1
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Reescrevendo (3.2.2), temos:

m P
Maximizar f(z) + Z)\ihi(x) + Zuigi(:c)
i=1 i=1
» m P (3.2.3)
sujeitaa  Vf(z) + > A\Vhi(z) + > piVgi(z) =0
i=1 i=1
p=>0

Antes de estabelecer propriedades do Dual de Wolfe, calculamos os
problemas duais de problemas cldssicos de otimizacao.

Exemplo 3.2.2: Programacao Linear.
Consideremos o problema primal de programacao linear no seguinte for-

mato:

Minimizar ¢lz

sujeitaa Az <b (3.2.4)

onde A € RP*", AT = (a1,...,a5),a; € R", i=1,...,p.

P
Neste caso, £(z, A\, p) = £(z, p) = cl'z + Zui(aiTm —b)=clz+
i=1
pt(Az —b). Logo, Vi l(z, pn) = c+ AT p.
Portanto o problema dual de (3.2.4) é dado por:

Maximizar ¢’z + uT(Az — b)
sujeitaa  ATpu+c=0 (3.2.5)
p=0.

Utilizando ATy + ¢ = 0, podemos eliminar a dependéncia na varidvel z
na fungdo objetivo. Assim, (3.2.5) fica:

Maximizar —bTp
sujeitaa ATpu+c=0 (3.2.6)
p=>0.

Substituindo —u por m € IRP, reescrevemos (3.2.6) da seguinte forma:
Maximizar b’'m

sujeitaa  Almr=c (3.2.7)
T<0.
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Podemos observar que, enquanto o problema, primal tinha n varidveis
e p restricoes de desigualdade, o dual tem p varidveis, que devem ser neg-
ativas, e n restricoes de igualdade. Se o problema primal é levado & forma
padrao da programagao linear, ele passa a ter n + p varidveis (positivas)
e p restricoes lineares de igualdade. Esta andlise ajuda a decidir em que
situacoes usar o dual pode ser conveniente.

Exercicio 3.7: Encontrar o dual de

Maximizar ¢!z

sujeitaa Ar =0b
z>0.

Exemplo 3.2.3: Programacgao quadrdtica

Consideremos agora o problema geral de programagao quadritica
como sendo o problema primal:

Minimizar $z7Gz + 'z
sujeitaa Az =0 (3.2.8)
Cz<d

onde A € R™*™, C € IRP*™ e G simétrica nao singular.
Entao

1
Lz, A, p) = ELIJTG.T + e+ M (Az — b) + T (Cz — d)

e Vil(z, \, p) =Gz +c+ ATA+CTp.
Assim, o problema dual de (3.2.8) é
Maximizar 327 Gz + ¢’z + AT(Az — b) + p” (Cz — d)

sujeitaa  Gr+c+ ATA+CTp =0 (3.2.9)
u=>0.

Substituindo z = —G~!(c+ AT A+ CT 1), podemos reescrever (3.2.9) da
seguinte forma:

Maximizar —3(c + ATA+ CTp)G~ e+ ATA + CTp) —bT'A —dTp
sujeitaa  p>0.
(3.2.10)
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Neste exemplo vemos que o problema dual pode ter uma estrutura
diferente do problema primal, neste caso mais simples. A simplicidade do
problema, dual estd associada & possibilidade de calcular G~'v. Essa tarefa
pode ser muito dificil se G nao tem uma estrutura favoravel, mas muito facil
em casos bastante comuns nas aplicacées. Por exemplo, se o problema pri-
mal consiste em encontrar a projecao de um ponto dado no conjunto factivel
de (3.2.8), a matriz G é a identidade.

Observamos que o dual (3.2.10) estd bem definido se G é uma ma-
triz nao singular. Isso nao significa que sempre seja equivalente ao primal.
Para tanto, precisaremos que G seja definida positiva, o que resultard como
coroldrio dos resultados seguintes. Em (3.2.2) e (3.2.3) definimos dualidade
sem estabelecer conexdes entre o primal e o dual. Com tal generalidade, os
problemas primal e dual podem nao ser equivalentes. Agora estudaremos
relagoes entre os dois problemas usando hipdteses de convexidade.

Lembramos que chamamos condigoes Karush-Kuhn-Tucker KKT as
dadas por (2.4.2)-(2.4.6), isto é:

h(ﬂ?):
,uzgl():Ozzl, y D
i >0,2=1,...,p
9i(z) <0,i=1,...,p

Um ponto KKT é um ponto onde as condigoes KKT sao satisfeitas.

Teorema 3.2.5

Suponhamos que o problema (3.2.1) € um problema de programagdo con-
vexa e Ty € um ponto KKT com os multiplicadores correspondentes Ay € fiy.
Entdo (zx, A, px) € solu¢io do dual (3.2.8). Além disso, o valor da fungao
objetivo primal e dual coincidem, isto € f(xy) = Ty, sy fhx)-

Prova: Sabemos que
m p
Vf(.’L'*) + Z[/\*]Zth(x*) + Z[U*]zv.gz(x*) =0,

i=1 i=1

com g, > 0. Das condigbes KKT se deduz que f(xy) = €(Tx, Ax, fis)-
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Logo, (x4, A«, px) é um ponto factivel para o problema dual (3.2.3).
Suponhamos que (z, A, p) seja um outro ponto factivel para (3.2.3). Entdo:

Uz, s ) = fl@) + D [NJihi(@s) + D _[maligi (@)
i=1

i=1

= f(z+)

m p
> f(:,c*) + Z)\ihi(iﬂ*) + Zﬂigi(x*)

1=1 =1
= E(.’I}'*, >" #’)

Como (3.2.1) é um problema de programagcao convexa, é ficil ver que ¢,
como funcdo de z, é convexa para y > 0. Logo, pelo Teorema 3.1.11 e pela
factibilidade dual de (z, A, u) segue que

E(.'II*, A, N) 2 E(.'II, A, lj’) + Vzg(ili, Aa M)T(x* - .'17) = e(.’II, Aa M) -
Isto completa a prova. QED

Alguns comentdrios sobre o Teorema 3.2.5 sao pertinentes. Este resul-
tado nos assegura que, se um problema de programacao convexa tem um
ponto que satisfaz as condigoes KKT (que portanto, pelo Teorema 3.1.18,
serd um minimizador global), esse ponto necessariamente vai ser um maxi-
mizador global do Dual de Wolfe. Isso nao significa que dado um problema de
programacao convexa, uma, solugao global do dual corresponda forgosamente
a uma solucao do primal. No entanto, algumas relagoes adicionais entre pri-
mal e dual podem ser estabelecidas.

Teorema 3.2.6

Suponhamos que (3.2.1) € um problema de programacao conveza. Se z é
um ponto factivel de (3.2.1) e (x, A\, ) € um ponto factivel do problema dual
correspondente (3.2.2), entdo

f(2) = &z, A ) -
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Prova: Pelo Teorema 3.1.11 aplicado a f e g;, factibilidade de z em
relacdo a (3.2.1) e de (z, A, u) em relagio a (3.2.2), temos que

f(z)=f(x) > Vi) (z—2) )
m p
= — D ANiVhi(z) + D _piVgi(z)| (2 - 1)

=1 =1

m P
> = > Ailhi(2) = hi(@)] + D _pilgi(2) — gi(2)]
z:l =1
> Zx\ i) + Zﬂigi(m)
i=1
Portanto f(z) > f(:v)—l-f: sz:,uzgZ = £(z, A\, p), como queriamos

i=1
provar. QED

O Teorema 3.2.6 implica que, se a regido factivel do primal (3.2.1) é
nao vazia mas o problema primal é ilimitado inferiormente, necessariamente
a regiao factivel do dual é vazia. Reciprocamente, se o dual é um prob-
lema factivel mas ilimitado superiormente, entdo a regido factivel do primal
é vazia. Deste resultado também se deduz que qualquer ponto factivel do
dual fornece uma cota inferior para o valor da fungio objetivo numa possivel
solucao do primal. Esse tipo de informacao pode ser muito 1til na pratica.

Exercicio 3.8: Supondo que o primal tem apenas restricoes lineares,
que sua regiao factivel é vazia e que a regiao factivel do dual é nao vazia,
provar que o supremo da funcdo objetivo do dual é +oo. (Ver [114].)

Exercicio 3.9: Considere o problema definido porn =1, m =0,p =1,
f(z) = 0 e g(z) = €*. Mostrar que o primal é infactivel mas o dual tem
solucgdo finita.

Exercicio 3.10: Estabelecer as relacoes entre o dual de Wolfe e o
seguinte problema

Maximizar F(\, u) sujeita a p > 0,

onde F(A, ) é o minimo de #(z, \, 1), em relacdo a z € IR™.



Capitulo 4

Minimizacao de quadraticas

Uma quadratica é um polindomio em n varidveis com termos até segunda
ordem. A minimizacao dessas fungoes tem interesse pelo grande niimero de
aplicagoes que recaem nesse formato. Por exemplo, quando para um conjunto
de dados empiricos se postula uma relagao linear com certos parametros de-
sconhecidos, o problema de ajustar esses parametros costuma ser resolvido
através da minimizacdo da soma dos quadrados dos erros, nesse caso, uma
fungdo quadratica. A soma de quadrados ndo é melhor que outras medidas
globais do erro, em termos de qualidade do ajuste. No entanto, é a me-
dida cuja minimizac¢ao é mais simples do ponto de vista numérico. De fato,
a minimizagao de quadraticas é um dos problemas mais ficeis na arte da
otimizagao, fazendo também com que seja utilizado freqiientemente como
subproblema auxiliar em algoritmos para resolver problemas mais complica-
dos.

4.1 Quadraticas sem restrigoes

Dada a matriz simétrica G € IR"*™, o vetor b € IR" e a constante ¢ € IR, o
problema tratado nesta secao é:

1
Minimizar ¢(z) = §£ETG$ +blz+c. (4.1.1)

E facil ver que o gradiente de ¢ é uma fungao vetorial linear e que a
Hessiana é uma matriz constante:

37
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Lema 4.1.1
Se g(z) = 337Gz + b7z + ¢ , entdo Vg(z) = Gz +b e V3q(z) = G para
todo x € IR".

Exercicio 4.1: Identificar G, b e ¢ nos diferentes casos:
(a) g(z) = 32% — 2z179 + 7173 — 25 + T3 — 71 + 5

(b) q(z) = 2% — 2% + 47123 + 27023 + 71 + T2 — 8

(¢) q(z) = 2z129 + 71 + T2

Exercicio 4.2: Demonstrar o Lema 4.1.1.

Os pontos estaciondrios de (4.1.1) sao aqueles onde se anula o gradiente,
portanto, de acordo com o Lema 4.1.1, sdo as solucoes do sistema linear

Gz+b=0. (4.1.2)

Sua existéncia ou unicidade estd determinada pelas propriedades desse sis-
tema.

Lema 4.1.2
(a) O problema (4.1.1) admite algum ponto estaciondrio se, e somente
se, b € R(G), onde R(G) € o espago coluna de G.
(b) O problema (4.1.1) admite um dnico ponto estaciondrio se, e
somente se, G € nao singular.

Exercicio 4.3: Demonstrar o Lema 4.1.2.

A equacao dos pontos estacionarios Gz+b = 0 pode ter uma, infinitas
ou nenhuma solugdo. Se (4.1.2) ndo tem solugdo, ou seja, b ndo pertence ao
espago coluna de G, entao (4.1.1) nao admite nenhum minimizador, local
ou global. Esse é o caso, por exemplo, quando ¢ é uma funcio linear nao
constante (G =0 e b # 0). Se (4.1.2) tem solugdo unica, essa solugdo serd
o tdnico ponto estaciondrio de (4.1.1). No entanto, ele pode ser tanto um
minimizador, como maximizador ou “ponto sela”. Finalmente, se G tem
infinitas solugdes, o que acontece quando G é singular e b estd no seu espaco
coluna, todas elas serdo pontos estacionarios e, como veremos, do mesmo
tipo. E interessante observar que um problema com infinitas solugoes (G
singular e b € R(G)) pode ser transformado em um problema sem solugao
por uma, perturbacdo arbitrariamente pequena no vetor b. Por exemplo, o
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sistema linear 0z + 0 = 0 tem IR™ como conjunto de solugoes, mas o sistema
0z + ¢ = 0 é incompativel para qualquer ¢ # 0. Isso mostra que, muitas
vezes, é dificil distinguir as situagoes “sem solugao” e “infinitas solugoes”.
Com efeito, devido a erros de arredondamento, pode ser que o vetor b que,
“na realidade”, estava no espago coluna de G, fique fora desse subespaco
fazendo que um sistema com infinitas solugoes aparente ser incompativel nos
calculos numéricos. Também é possivel que uma matriz G singular torne-se
inversivel , por perturbagoes de arredondamento, transformando um sistema
incompativel, ou indeterminado, em um problema com solugdo tnica. Isso
mostra que a situacao em que G é “claramente nao singular”, de maneira que
pequenas perturbacgoes nao alteram essa condi¢do, é muito mais confortdvel
do ponto de vista da seguranca dos calculos numéricos.

Usando resultados de convexidade do Capitulo 3 e as condi¢bes de
otimalidade de segunda ordem do Capitulo 2, podemos classificar facilmente
os pontos estaciondrios de (4.1.1). Com efeito, se z, é um minimizador local,
necessariamente teremos G = V2g(z,) > 0. Por outro lado, se G > 0, temos
que a Hessiana V2¢(z) é semidefinida positiva para todo z € IR" e, em con-
sequéncia, ¢ é uma funcdo convexa. Portanto, se G > 0 e z, é um ponto
estaciondrio, necessariamente serd um minimizador global. Como o mesmo
tipo de raciocinio pode ser feito para maximizadores, deduzimos que toda
quadritica tem um tnico tipo de ponto estaciondrio: minimizadores globais
ou maximizadores globais ou ainda pontos sela, que nao sao maximizadores
nem minimizadores locais. A prova do seguinte lema mostra que, devido &
simplicidade das funcbes quadraticas, é ficil obter as conclustes acima sem
apelar para os resultados de convexidade.

Lema 4.1.3
Se G >0 e x, € ponto estaciondrio de (4.1.1), entdo . € minimizador
global de (4.1.1).
Prova: Seja z, ponto estaciondrio de (4.1.1). Entao b = —Gz,. Logo,
q(z) = 227Gz +bla+c = LaTGr—2lGr+c
= %(w —2)7G(x — ) — %xZGw* +c > —%wZG’x* +c
= %J;fGa}* — TGz, + ¢ = %foax* + b7z, +c = q(z,)

Portanto, ¢(z) > g(x.) para todo z, ou seja, x, é minimizador global
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de (4.1.1). QED

Lema 4.1.4
Se (4.1.1) admite um minimizador local, entao G > 0.

Corolério 4.1.5
Todo minimizador local de (4.1.1) é global.

Corolario 4.1.6
Se a matriz G € indefinida, entdo a quadrdtica q nao tem extremos lo-
cais.

Exercicio 4.4: Demonstrar o Lema 4.1.4 e os Corolérios 4.1.5 e 4.1.6
sem usar as condicoes de otimalidade do Capitulo 2 nem os resultados de
convexidade do Capitulo 3.

Um caso especial muito importante da minimizacao de quadraticas
sem restri¢oes é o problema de quadrados minimos linear. Consiste em, dada
uma matriz A € IR™*™ e um vetor b € IR™, encontrar z € IR" de maneira
que Az se aproxime de b “no sentido dos quadrados minimos”. Isto significa
que z deve ser solucao de

Minimizar %HAm —b|l3. (4.1.3)
Em (4.1.3), a fracdo % nao cumpre nenhum papel, exceto simplificar a ex-
pressao do gradiente e da Hessiana. O problema é equivalente a minimizar
q2(z) = ||Az — b||2, no entanto, a formulacdo com a norma ao quadrado é
preferivel, devido a g2 nao ser diferencidvel nos pontos z em que [Az—b]; = 0.
No entanto, (4.1.3) ndo é equivalente a minimizar outras normas de Az — b.
Em muitos ajustes de modelos é necessdrio estimar pardmetros x de maneira
que as observacgdes se aproximem bastante do modelo teérico (Az = b). A
escolha da norma euclidiana para medir o grau de aproximagao se deve, na
maioria dos casos, a que essa norma (ao quadrado) fornece o problema de
otimizacao mais simples associado ao ajuste desejado. Algumas propriedades
bésicas do problema de quadrados minimos linear sao enunciadas no seguinte
teorema.

Teorema 4.1.7
Se q(z) = 3||Az — b||3, onde A € R™",m >n eb€ RR™, entdo
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(a) Vq(z) = AT (Az — b);
(b) V2q(z) = ATA > 0;
(c) As equacées normais AT Az = ATb (Vq(z) = 0) sempre tém
solucgao.
Se posto (A) =n, a solugdo € inica e, se posto (A) < n, hd
infinitas solugades.

Exercicio 4.5: Demonstrar o Teorema 4.1.7.

4.1.1 Usando fatoragoes

A forma mais rude de resolver (4.1.1) parte de considerar a decomposicao
espectral de G. (Ver, por exemplo, [51].) Ao mesmo tempo, ela nos dé toda
a informagao qualitativa relevante sobre o problema. Com efeito, como G é
uma matriz simétrica, existe uma matriz ortogonal Q (QQT = QTQ =1), e
uma matriz diagonal ¥ tais que

G =Q2Q". (4.1.4)

Os autovalores de G, o1, ..., 0p, 530 os elementos da diagonal ¥ e os autove-
tores correspondentes sdo as colunas de (). Assim, a matriz G é semidefinida
positiva se todas as entradas de ¥ sao nao negativas. Se todos os elementos
da diagonal de 3 sdo maiores que 0, ¥ e G sao definidas positivas. Por-
tanto, o exame da diagonal ¥ fornece a informagao sobre o tipo de pontos
estaciondrios que o problema (4.1.1) pode ter. Se estamos interessados em
minimizadores, e ¥ > 0, analisamos o sistema linear Gz + b = 0. Usando
(4.1.4), este sistema toma a forma

Q2QTz = —b, (4.1.5)

que deriva, multiplicando ambos membros por Q7 = Q~!, em

Yz=-QTb (4.1.6)

onde z = Qz. Agora, (4.1.6) tem solucdo se, e somente se, um possivel zero
na diagonal de ¥ corresponde a uma coordenada nula do termo independente
—Q7b. Se ha um zero na diagonal de ¥, digamos oy, tal que [Q7b]; # 0
o sistema (4.1.5) nao tem solugao, e, conseqiientemente, (4.1.1) carece de
pontos estaciondrios. (Lembremos, porém, por um instante, a “adverténcia
numérica” feita acima sobre a falta de estabilidade de conclusoes deste tipo.)
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Se todos os elementos de X sdo estritamente positivos, (4.1.5) tem solucao
unica, e o vetor z calculado através de (4.1.6) e a mudanca de varidveis
z = Qz é o minimizador global de (4.1.1). Por fim, se o sistema é compativel,
mas existe i tal que o; = 0 e [QTb]; = 0, teremos infinitas solugdes, todas
elas minimizadores globais de (4.1.1). Nesse caso, qualquer que seja o valor
de z; escolhido, o vetor x correspondente resolverd (4.1.5) e o conjunto dos
x varridos dessa maneira formard uma variedade afim em IR"™ de dimensao
igual ao nimero de zeros da diagonal de X. O leitor verificard que o vetor
de norma minima dessa variedade afim resulta de escolher z; = 0 toda vez
que 0; =0 em (4.1.6).

Quando ndo existem minimizadores do problema (4.1.1), dado um z
arbitrario pertencente a IR", é 1til determinar uma direcao d € IR™ tal que

tlgrolo q(z + td) = —o0. (4.1.7)

Se soubermos achar uma dire¢io que satisfaga (4.1.7) poderemos
dizer que sempre somos capazes de resolver (4.1.1), até quando o minimo
é —oo (e o minimizador é “x + ocod”). Analisemos, pois, esse problema.
Se algum autovalor de G, digamos ¢;, é menor que 0, tomamos d como o
autovetor correspondente (a coluna ¢ da matriz Q). Entéo,

ﬂwﬂ@:%@+wﬁmwum+#@+MHm
=q(z) +tVq(z)'d + %thTGd

1
= q(z) + tVq(z)Td + iaitQ.

Portanto, g(xz + td) como funcido de ¢ é uma pardbola concava (coefi-
ciente de segunda ordem negativo) e tende a —co tanto para t — oo quanto
para t — —oo. Esta escolha de d ndo é a tnica que satisfaz (4.1.7). Com
efeito, qualquer direcio que cumprisse d’ Gd < 0 teria a mesma, propriedade.
Direcdes que satisfazem a desigualdade d” Gd < 0 se dizem de curvatura neg-
ativa.

Consideremos agora o caso em que % > (0 mas existe o; = 0 com
[QTb]; # 0. Tomemos, de novo, d a coluna i de Q. Portanto, b'd # 0 e
d"'Gd = 0. Se bT'd > 0, trocamos d por —d, de maneira que sempre podemos
supor b'd < 0. Fazendo o mesmo desenvolvimento que no caso anterior,
chegamos a

q(z +td) = q(z) + tVq(z)Td + %dTGd
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= q(z) +t(Gz + b)"d.

Mas d é um elemento do ntcleo de G, portanto z7Gd =0 e
q(z + td) = q(z) + tbTd.

Logo, q(z + td) é uma reta com coeficiente angular negativo e tende a —oo
quando t — oo.

A decomposigao espectral resolve de maneira totalmente satisfatoria
o problema, (4.1.1). Porém, seu custo computacional é, freqlientemente, in-
toleravel, e a procura de alternativas mais baratas é necessaria.

A maneira mais popular de resolver (4.1.1) se baseia na fatoracio
de Cholesky de G. Tal procedimento funciona e é estavel apenas quando
G é definida positiva. Nesse caso, a matriz G pode ser decomposta como
G = LDL”T, onde L € IR™™ ¢ triangular inferior com diagonal unitéria e
D € R™ "™ é uma matriz diagonal com elementos positivos. A maneira de
encontrar L e D, os fatores de Cholesky, é dada pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.1.8 - Fatoragao de Cholesky.

Chamemos g;; aos elementos de G, [;; aos de L e d;; aos de D. Defininindo,
primeiro, di1 = g11, as demais entradas de D e L sao calculadas pelo seguinte
ciclo.

Para j = 2 a n faga:

Jj—1

2

djj = gjj — Y il
k=1

Se j = n, termine. Se j < n, parat=j + 1 a n faga:

1 =
lij = 7\ 96— Z dixljrlin
J k=1

O algoritmo de Cholesky termina, produzindo D > 0 (e é numerica-
mente estivel) se, e somente se, G é definida positiva. De fato, a maneira
mais econémica de averiguar se uma matriz simétrica é definida positiva
é tentar fazer sua fatoracdo de Cholesky. Se G ¢ singular ou indefinida,
em algum momento aparece um d;; menor ou igual a 0 no calculo dessas
entradas.

Nos casos em que a fatoragdo de Cholesky de G é completada com
sucesso, o inico minimizador de (4.1.1) é obtido resolvendo LDLTz = —b,
processo que pode ser decomposto em trés passos:

(a) resolver Ly = —b;
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(b) resolver Dz = y;

(c) resolver LTz = 2.

Os trés passos sdo computacionalmente simples: (a) e (c) consistem
em resolver sistemas lineares triangulares, e (b) em dividir cada coordenada
de y pela entrada diagonal d;;. Acrescentando a este custo computacional
o de fatorar a matriz pelo Algoritmo 4.1.8, a minimizacdo da quadratica
consome aproximadamente n3/6 somas e produtos.

Quando, no Algoritmo 4.1.8, detectamos que G nao é definida posi-
tiva, podemos apelar para o processo muito mais custoso de calcular a decom-
posicao espectral. Outras alternativas, baseadas em fatoracées mais baratas
que a espectral, foram sugeridas na literatura. Ver, por exemplo, a fatoracao
Bunch-Parlett em [10]. Para efeitos praticos, quando se quer resolver (4.1.7)
é, quase sempre, suficiente usar o seguinte problema auxiliar:

Minimizar ¢(z + d) sujeita a ||d||2 < A, (4.1.8)

onde A é um ndmero grande. Este problema pode ser resolvido por meio
de um nidmero nao excessivo de fatoragoes de Cholesky, como veremos na
Secao 4.2.

4.1.2 O caso esparso

A analise tedrica feita na sub-secao anterior é vilida independentemente da
estrutura da matriz G mas, no Algoritmo 4.1.8, usamos, implicitamente, a
suposi¢do de que todos as entradas de G e L sdo armazenadas. Portanto,
esse algoritmo usa mais de n? posicoes de meméria. Quando G é esparsa, isto
é, a grande maioria de suas entradas sdo nulas, é comum que a matriz L de
sua fatoragdo de Cholesky também o seja. As vezes, uma permutacio con-
veniente de linhas e colunas de G (que corresponde a re-ordenar as varidveis
z;) faz aumentar consideravelmente o grau de esparsidade (ou “diminuir a
densidade”) do fator L. Ver, por exemplo, [30]. A fatoragdo de Cholesky
de matrizes esparsas procede da mesma maneira que o Algoritmo 4.1.8, mas
toma o cuidado de armazenar apenas os elementos ndo nulos de G e L, e
evita fazer operagoes com zeros. Dessa maneira, ndo apenas a memoria,
mas também o tempo computacional pode diminuir muito e a economia é
bastante significativa quando n é grande. Agora, se a fatoracdo de Cholesky
falha, e nos interessa obter uma direcao que satisfaga (4.1.7), apelar para
a fatoragdo espectral é quase sempre impossivel, porque a matriz () desta
fatoragao é geralmente densa, independentemente da esparsidade de G. No
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entanto, ainda podemos obter uma direcao satisfatéria, em termos praticos,
usando o subprobema (4.1.8).

Exercicio 4.6: Obter um exemplo onde G é esparsa mas sua fatoragao
de Cholesky é densa e um exemplo onde G é esparsa, sua fatoracdo de
Cholesky é esparsa mas sua fatoracao espectral é densa.

4.1.3 Métodos iterativos

Os métodos baseados em fatoragoes, chamados diretos, calculam a solugao
de (4.1.1) em um unico passo, através de um processo relativamente tra-
balhoso. Os métodos iterativos, estudados nesta secdo, procedem, pelo
contrario, computando uma sequéncia de aproximagoes z, € IR™. A pas-
sagem de um iterando para o seguinte se faz através o de um conjunto de
operagoes geralmente barato e a solugdo é obtida depois de um ntmero
finito de passos, ou no limite. Existem varias situagées nas quais se justifica
o uso de métodos iterativos. As vezes, o problema é suficientemente ficil e
pouquissimas iteracoes do método podem fornecer uma aproximagao muito
boa da solucdo. Nesse caso, minimizariamos a quadratica com um custo
muito baixo, em contraste com os métodos baseados em fatoracoes, que
tem um custo fixo, independentemente da dificuldade do problema. Outras
vezes, a precisao requerida para a solugao de (4.1.1) é moderada, e pode ser
atingida com poucos passos do método iterativo.

No entanto, a principal razao pela qual se utilizam métodos iter-
ativos é outra, e se deve a uma caracteristica da maioria desses métodos
que nao estd, forcosamente, ligada & recursividade. Com efeito, no pro-
cesso da fatoragdo de uma matriz, precisamos usar, por um lado, a meméria
necessaria para armazenar seus elementos e, por outro lado, a necessaria
para armazenar os fatores. Esta ultima é variavel e pode exceder em muito
a usada para guardar os dados (embora, naturalmente, certo grau de super-
posigao é possivel). Como vimos acima, no caso extremo, os fatores de uma
matriz esparsa podem ser densos. Além disso, o tempo usado na fatoracao
cresce com o numero de elementos nao nulos dos fatores. Uma estimativa
grosseira é que o tempo de fatoragdo é proporcional a n x |L|, onde |L| é
o numero de elementos nao nulos do fator. Logo, se n é muito grande e
as condicOes para a fatoracdo nao sao favoraveis, tanto o tempo quanto a
memoria necessaria podem ser intoleraveis. Por outro lado, a meméria usada
pelos métodos iterativos é, em geral, muito moderada. Muitas vezes ela é
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apenas a usada para armazenar os elementos nao nulos de G e alguns vetores
adicionais, mas, freqientemente, até menos que isso é preciso. De fato, a
operacao fundamental realizada por muitos métodos é o produto Gv da ma-
triz por um vetor varidvel. Quando G tem uma lei de formacao, esse produto
matriz-vetor pode ser programado sem armazenamento explicito dos elemen-
tos de G, isto é, apenas gerando o elemento [G];; quando é necessario usé-lo.
Existem também métodos que podem ser implementados com geracao de
[G]i; apenas quando é necessdrio, e onde a operagao bdsica nao é o produto
Guv.

O método dos gradientes conjugados [63] é o usado mais freqiientemente
para resolver (4.1.1). Para motivé-lo, falaremos antes do método de mdzima
descida. Nesta secdo, usaremos a notagio g(z) = Vg(z) = Gz +be | - |
serd, sempre a norma euclidiana. A direcio d = —g(z)/||g(z)| é a de maxima
descida a partir do ponto z. De fato, dada uma dire¢ao unitdria d ( ||d|| = 1)
qualquer, a derivada direcional Dgg(z) é tal que

Dag(z) = g()"d > —|lg(z)|| = Dzq(=) .

Assim, dentre todas as diregOes unitdrias, a determinada por —g(z) é
a que fornece a menor derivada direcional. Portanto, a funcao objetivo
diminuird se avangarmos nessa direciao, e a maxima diminuicdo serd obtida
minimizando, ao longo dela, a quadratica q. Isto sugere o seguinte método
iterativo:

Algoritmo 4.1.9 - Maxima descida

Seja zo € IR™, z(y arbitrario.

Dado zj € IR", defina dy, = —g(zy) e, se possivel, calcule z;; mini-
mizador de g(xy + ady), para a > 0.

Exercicio 4.7: Demonstrar que, se d{ Gdp > 0, existe uma férmula

dld
fechada para o passo 6timo no Algoritmo 4.1.9: oy = —& ¥ . Provar que

a7 G

as direcoes de duas iteragbes consecutivas sdo ortogonais.

Infelizmente, além do método de maxima descida nao produzir a
solugdo do problema em um ntmero finito de iteragoes, como as diregoes
consecutivas por ele geradas sdo ortogonais, o método “anda em ziguezague”
0 que, certamente, nunca é a melhor forma de se acercar de um objetivo.
Este comportamento se torna mais desfavoravel a medida que as superficies
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de nivel de g se tornam mais alongadas, o que corresponde a um nimero de
condi¢do grande da matriz G. De fato, a velocidade de convergéncia deste
método depende fortemente da razdo entre o maior e o menor autovalor de
G. Ver [69]. Nos ultimos anos foram introduzidas variagdes do método de
maxima descida onde se conserva o uso das diregoes dos gradientes mas é
mudado o cdlculo do passo, com substanciais ganhos de eficiéncia. Ver [4],

[94], [40].

Vamos introduzir o método dos gradientes conjugados como uma
espécie de “método de mdaxima descida com memoéria”. Assim como o
método de méxima descida minimiza g na dire¢do —g(z), depois na direcao
de —g(z1) etc., o método de gradientes conjugados comegard minimizando ¢
na direcdo —g(zg), mas depois o fard no plano gerado por —g(zg) e —g(z1),
depois no subespago gerado por —g(zg), —g(z1) e —g(z2) e assim por di-
ante. Usando a notagdo Span{ui,...u,} para o subespaco gerado pelos ve-
tores u1,...,u,, apresentamos no Algoritmo 4.1.10 uma primeira descri¢io
geométrica do método dos gradientes conjugados. Nenhuma hipétese adi-
cional sobre a matriz G é assumida além da simetria.

Algoritmo 4.1.10
Comecamos o algoritmo com zy € IR™ arbitrario. Dado z; € IR", defin-
imos
Sk = Span{—g(mo), R —g(.Tk)}

Vi=20+S,={vER"|v=212p+wcomw € S}

Consideramos o problema
Minimizar ¢(z) sujeita a x € V. (4.1.9)

Se (4.1.9) ndo tem solugdo, o algoritmo para “por inexisténcia de minimo”.
Caso contrério, definimos x4 como uma das solucgoes de (4.1.9). (Mais
tarde, provaremos, que, de fato, (4.1.9) ndo pode ter mais de uma solugao.)

A primeira vista, o Algoritmo 4.1.10 pode parecer pouco pratico, pois
exige a minimizacao da quadratica g(z) em variedades de dimensao cada vez
maior. Logo, no dltimo caso, estaremos minimizando ¢ em todo IR™ (afinal
de contas, nosso problema original). No entanto, veremos que os célculos
necessarios para computar os sucessivos iterandos sao surpreendentemente



48 CAP{TULO 4. MINIMIZACAO DE QUADRATICAS

simples e sem requerimentos de meméria. Mais surpreendente é o fato de
que, recentemente, foram desenvolvidos métodos iterativos para resolver sis-
temas lineares ndo simétricos baseados na idéia desse algoritmo, onde os
calculos das iteragoes nao se simplificam, mas que, mesmo assim, parecem
ser extremamente eficientes. Ver [101].

Vamos analisar algumas propriedades do Algoritmo 4.1.10. Para
simplificar a notacao, escreveremos, de agora em diante, g = g(zx) e
Sk = Tp+1 — Tk, para todo k =0,1,2,.... Da condi¢do de otimalidade para
minimiza¢do com restricoes de igualdade, ou da condicao de primeira ordem
por curvas, dadas no Capitulo 2, se deduz que, se xi1 estd definido, gx11 é
ortogonal a Sg. Se, nesse caso, gx+1 # 0, deduzimos que gx41 nao pode ser
combinagao linear de gg, g1, - - -, gk, portanto, com breve raciocinio indutivo,
concluimos que o conjunto {go, g1, --,gk+1} € linearmente independente.

Por construgdo, sy, pertence a Sk, o subespaco gerado por {go, g1, - - -, gk }»
para todo k. Portanto,

Span{sg,s1,...,8k} C Sk.

Vamos provar, por inducdo, que a inclusao contriria também é verdadeira.
Suponhamos, por hipétese indutiva, que

Sk C Span{sg, $1,---,5k}-

Provaremos que
Sk+1 C Span{so, S1,---,Sk+1}- (4.1.10)

Se grp+1 = 0 isto é trivial. Se gx11 # 0, entao, como a derivada direcional de
g na direcao de —gi11 € negativa, se deduz que, tomando z = xg 1 —tgx+1 €
Vk+1 com t positivo e suficientemente pequeno, podemos obter ¢(z) < g(xg)-
Como zyyo é minimizador em Vg1, temos que q(zxi2) < g(zky1). Isto
implica que zgio ¢ Vi, j4 que Tyy1 era minimizador em Viyq1. Portanto
Sg+1 nao pertence a Sg11. Isso implica que siy1 € linearmente independente
de go, g1 - .. gx- Portanto, o coeficiente correspondente a gx;1 de sgx41 como
combinacao de g, - . ., gkx+1 nao pode ser nulo. Portanto, gg4+1 é combinacao
de go, - - -, 9k, Sk+1- Logo, da hipdtese indutiva se obtem (4.1.10).

O resultado a seguir estabelece a terminacao finita do Algoritmo
4.1.10. Mais precisamente, provaremos que existem duas possibilidades: que,
em algum momento, o algoritmo pare “por inexisténcia” de minimizador de
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q(z) em Vi ou que, em um ndmero finito de passos (menor ou igual a n),
encontre uma solugao do sistema linear Gz+b = 0. Quando G é definida pos-
itiva ou quando G é semidefinida positiva mas b € R(G), os minimizadores
dos problemas (4.1.9) sempre existem. Portanto, nesses casos, o algoritmo
termina com uma solugdo de Gz + b = 0, que, necessariamente, é mini-
mizador global de (4.1.1). Se b ¢ R(G), nao existem solugoes de (4.1.2).
Logo, nesse caso, o teorema afirma que o algoritmo para por inexisténcia
de minimo de (4.1.9) em alguma iteracao k. Agora, se b € R(G) mas G
tem algum autovalor negativo, as duas possibilidades permanecem: que seja
encontrada uma iteragdo que resolva (4.1.2) (ponto critico de (4.1.1)) ou que
o algoritmo pare por inexisténcia de minimizadores de (4.1.9).

Teorema 4.1.12
Se o Algoritmo 4.1.10 ndo pdra “por inezisténcia de minimo”, entio ez-
iste k < n tal que xy € uma solug¢do do sistema (4.1.2) (ponto estaciondrio

de (4.1.1)).

Prova: Suponhamos que o Algoritmo 4.1.10 ndo pare por inexisténcia
de minimo. Entao, para cada iteracao k em que git1 é nao nulo, temos que

dim(Vk+1) = dim(Vk) + 1.

Portanto, se chegamos a completar n iteragoes com gradientes nao nulos,
teremos dim(V,_1) = n. Isso implica que V,—1 = IR" e, portanto, z, é
solugdo de (4.1.1). QED

O resultado a seguir estabelece uma propriedade importante satis-
feita pelos incrementos s, conhecida como G-conjugacao ou G-ortogonalidade.
A denominagao gradientes conjugados tem como origem o fato deste método
se basear em direcoes G-conjugadas.

Teorema 4.1.13
Se {z} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1.10, os incrementos

Sk = Tk+1 — Tk, kK =0,1,... sdo G-conjugados, isto €, para todo k > 1 wvale
s;Gsp=0, j=0,1,....,k—1. (4.1.11)
Mais ainda, se gg, 91,---,95_1 SG0 ndo nulos e T estd bem definido, entdo

sJTst > 0 para todo 7 =0,1,...,k — 1. (4.1.12)
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Prova: J4 sabemos que gx11 L Sg = Span{go,g1,---,9k} = Span{so, ..., sk}
Entao,
9k+1 J_Sj ) ] :0,1,...,]{2. (4]_]_3)

Agora, pela defini¢ao de s, e por cdlculos elementares,
Jre+1 = gk + Gsg. (4.1.14)

Pré-multiplicando (4.1.14) por s?, paraj =0,...,k—1, por (4.1.13)
segue-se (4.1.11).

Agora provaremos (4.1.12). Se g; # 0, temos que z;1 estd bem
definido, e nao pertence a V;, portanto s; # 0 e ngsj < 0. Mas, pela
defini¢do de zj41, t = 1 deve ser minimizador de g(z; + ts;). Como esta
funcado de t é uma pardabola, para que exista um minimizador ha duas pos-
sibilidades, ou é constante ou o coeficiente de segunda ordem é maior que 0.
Mas %q(xj+tsj) = g]-Tsj < 0 em t = 0, portanto a pardbola nao é constante.
Como o coeficiente de segunda ordem é S?st/l segue-se (4.1.12). QED

Se zk11 estd bem definido, os resultados anteriores garantem que
existem Mg, A1 ... A\p_1, A tais que A # 0,
Sk = A0S0 + .-+ Ap—1Sk—1 — Mgk,

e os incrementos s; sdo conjugados. Definindo d = si/\, deduzimos que
existem escalares wy,...,w_1 tais que

di, = —gr +woso + ... + WE_15k—1-

Pre-multiplicando ambos membros por S?G, 7=0,1,...,k—1, e usando a
conjugacao dos s;, obtemos
0= s;‘-erk = —s;‘-rng + szJTst,
ou seja, usando que s]Tst > 0,
o — gL Gs;
J TG D

s;Gs;j

para 7 =0,1,...,k — 1.

Assim, como Gs; = gj+1 — g4, temos que g,{st = (0 para j =
0,1,...,k—2. Logo, wj = 0 para j = 0,1,...,k — 2 e, conseqiientemente,

TGSk,
di = —gk + wk—18k—1 = —gk + T ! Sk—1- (4.1.15)

T
Skflek—l
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Por fim, como zj41 deve ser o minimizador de ¢ ao longo da reta que
passa por Ty, com direcdo dj, obtemos

o dfgk
dLGdy,

Tg+1 — Tk = Sk —

dy. (4.1.16)

Antes de organizar um pouco melhor as féormulas (4.1.15) e (4.1.16),
vamos refletir sobre o significado das mesmas em relagao ao Algoritmo 4.1.10.
O fato mais relevante mostrado por essas expressoes € que o calculo de zg41,
quando esse ponto estd bem definido, depende apenas do incremento anterior
sk—1, e do gradiente atual g;. Ou seja, a minimizagao de g na variedade Vj,
pode ser efetuada, contrariamente & intuicao inicial, com trabalho e meméria
minimos. Além disso, mostramos que a expressao obtida para s; é tnica,
eliminando a aparente liberdade existente na escolha do minimizador em Vy
no Algoritmo 4.1.10.
Lembrando que Gsk_1 = gk — gk—1, € gk L gk—1, da férmula (4.1.15)
se deduz que
9% 9k %%y

dy = =gk — ———Sk-1= —Gk

b1 (4.1.17)
Skp—19k—1 ci’,f,lgk_l

Além disso, como dj_1 é a soma de —gj_1 mais uma combinacdo dos
?
gradientes anteriores, e esses gradientes sao ortogonais a gx_1, (4.1.17) toma
a forma

9k 9k
ng_Lgk—l )
Finalmente, usando, também, que s; é combinacao de —g; e dos
gradientes anteriores, a férmula (4.1.16) deriva em

di = —gk + Pr—1dk—1, onde Sy = (4.1.18)

ZTgt1 = T + agdg onde ap = (4.1.19)

As expressoes (4.1.18) e (4.1.19) descrevem o algoritmo de gradientes
conjugados de maneira mais operativa. Para fixar idéias, enunciamos de novo
o Algoritmo 4.1.10 de maneira computacionalmente adequada.

Algoritmo 4.1.14 - Gradientes conjugados

Comegamos com zq arbitririo e dg = —g(xg). Dados xi, gi e dx € R",
a seqiiéncia de pontos zy (a mesma definida no Algoritmo 4.1.10) é obtida
da seguinte maneira;:
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Se gr = 0, pare declarando convergéncia. Se d{ Gdy, < 0 pare
declarando inexisténcia de minimo de (4.1.9). Se gy # 0 e dEGdy > 0
calcule

Tp4+1 = Tk + agdy , (4.1.20)
T
9 9k
d = ; 4.1.21
onde dngk ( )
gk+1 = gk + axGdy ; (4.1.22)
drt1 = —Gkt1 + Brdy (4.1.23)
T
onde B = Lﬁ}gkﬂ. (4.1.24)
i 9k

E interessante observar que nos casos em que o algoritmo péra por
inexisténcia de minimo, o vetor dj fornece uma direcao ao longo da qual ¢
tende a —oc. Com efeito, se d} Gdy < 0, a pardbola q(zy + tdy) tem co-
eficiente de segunda ordem menor que 0 e, em conseqiiéncia, tende a —oo
nos dois sentidos possiveis. Se di Gdy = 0 a expressio (4.1.23) mostra que
a derivada direcional ao longo de dj, é negativa e a pardbola q(zy + tdg) é,
na realidade, uma reta decrescente. Portanto, a funco tende a —oo quando
t — 00.

Com base nos resultados anteriores sabemos que, no maximo em n
passos, o método dos gradientes conjugados encontra uma solucao do sis-
tema linear (4.1.2) ou uma diregdo ao longo da qual a quadritica tende a
—o0. Veremos agora que, muitas vezes, o0 numero necessario de passos é bem
menor.

Teorema 4.1.15
O “subespago de Krylov” da matriz G, definido por

K(Ga 9o, k) = Spa’n{gﬂ, GQO, RN Gk_lQO}a

coincide com Sy.

Prova: A prova é feita por indugido. Para k = 1, o resultado claramente
vale. Suponhamos que Sy = Span{go,Ggo,---,G* 1go} e vamos mostrar
que Sg41 = Spcm{go, Ggo,-- -, Gkg()}. Por (4.1.22), gk = gk—1 +ap_1Gdg_1.
Pela hipétese de inducdo e pelo fato de que S, = Span{go,...,gk-1} =
Span{dy,...,dy_1}, tanto gx_1 quanto Gdy_1 pertencem a Span{go,...,G*go}.



4.1. QUADRATICAS SEM RESTRICOES 53

Além disso, g € Si pois sendo gx = 0, ji que ggdj =0, j=0,...,k—1.
Portanto, Sg41 = Span{go, Ggo,-..,G*gs}, o que completa a prova. QED

Lema 4.1.16
A dimensdo de S €, no mdzrimo, o numero de autovalores distintos da
matriz G.

Prova: Seja QXQ7 a decomposicao espectral da matriz G e chamemos
v = Q' gy. Entdo, pelo Teorema, 4.1.15,

Sk = Span{gO,Ggo,...,kalgo}
Span{QQ% g0, QZQ g0, ..., QT QT g0}
= Span{Qv,Q%v,...,Q%F v} .

Portanto, a dimensdo de Sy, é a mesma que a do subespaco Span{v, Yv, ..., 2 1y}
e é ficil ver que esta dimensdo nao pode exceder o nimero de autovalores
distintos de G (elementos da diagonal de ). QED

Com base no Lema 4.1.16, a terminacao finita do Algoritmo 4.1.10
pode ser reescrita da seguinte forma:

Teorema 4.1.17

O método de gradientes conjugados aplicado ao problema (4.1.1) encon-
tra uma solucdo do sistema Gz +b =0 ou calcula uma diregcdo ao longo da
qual a quadrdtica tende a —oo0 em mo mdzrimo p passos, onde p € o numero
de autovalores distintos de G.

Apesar do resultado estabelecido no Teorema anterior, o método
dos gradientes conjugados pode ser intoleravelmente lento em problemas
de grande porte, se os autovalores diferentes sdo muitos, ou se o nimero
de condicao da matriz é grande. Por exemplo, nas matrizes provenientes
de discretizacoes da equacao de Laplace, & medida que o niimero de pontos
cresce, o nimero de condicdo de G também aumenta muito e os autoval-
ores sao todos diferentes. Nesses casos, estratégias para acelerar o método
tornam-se necessarias. Tradicionalmente, o que se faz é construir um prob-
lema equivalente ao original mas que seja mais favoravel para o método, isto
é, no qual a matriz Hessiana tenha um menor nimero de autovalores distin-
tos e/ou tenha ndmero de condi¢do menor. Tal estratégia é conhecida por
precondicionamento.
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Vamos supor que, de alguma forma, conhecemos uma matriz H
“parecida” com G e que H é simétrica definida positiva. Suponhamos que
a decomposiglzio esplectral de Hé H=QXQ" . Entio, H 3 = QE*%QT e
a matriz H 2GH™ 2 estaria muito “proxima” da matriz identidade. Desta
forma, H seria um precondicionador adequado, ji que o problema original
(4.1.1) ficaria equivalente ao seguinte problema precondicionado:

1
Minimizar inH_%GH_%w +d"w+e

onde w = H%Ix, d ZIH_%b e o sistema H-3GH 3w +d = 0 teria resolugao
facil pois H"2GH 2 = I.

A arte do precondicionamento consiste em encontrar H parecida com
G de maneira que tanto H quanto H ! sejam ficeis de calcular. Um pre-
condicionador cldssico é tomar H como a diagonal de G. Também é usual
adotar H como uma “fatoracao de Cholesky incompleta” de G.

Exercicio 4.8: Reescrever as férmulas do Algoritmo 4.1.14 incorporando
precondicionamento e trabalhando com as varidveis originais. Ver [51].

4.2 Quadraticas em bolas
Nesta secao consideramos o seguinte problema:

Minimizar g(z) = 227Gz + b 'z +c
] < A

onde G = GT € R™" b€ R",c € R,A>0¢el-| =] -2, convengio
adotada daqui em diante.

Contrariamente a (4.1.1), este problema sempre tem solugao, ja que
as quadrdticas sdo fungdes continuas e a regido factivel de (4.1.11) é uma bola
fechada, portanto, um compacto de IR"™. Vimos na Secao 4.1 que, quando
(4.1.1) ndo tem solugdo, existem pontos de IR" ao longo dos quais a fungio
tende a —oo. Portanto, nesse caso, se chamamos Z(A) a uma solugio de
(4.2.1), teremos

(4.2.1)

lim ¢(z(A)) = —oc.

A—0o0
Além disso, é 6bvio que ¢(Z(A)) é nao crescente como fungao de A. Logo,
uma solucdo de (4.2.1) para A grande fornece uma boa aproximacgio para
uma diregdo d que verifica (4.1.7).
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O estudo do problema (4.2.1) se originou em certos subproblemas que
aparecem na minimizacao irrestrita de funcoes gerais, como veremos no
capitulo 7. Entretanto, recentemente, alguns autores utilizaram (4.2.1) como
uma maneira de “regularizar” o problema de minimizar uma quadratica ir-
restrita. A idéia é que, quando G é muito mal condicionada, a solugao exata
de (4.1.1) carece de sentido, por ser extremamente sensivel aos erros dos
dados, ou ao arredondamento. Por outro lado, o problema (4.2.1) é bem
condicionado se A nao é grande. Portanto, substituir (4.1.1) por (4.2.1) rep-
resenta um certo sacrificio em termos do erro no residuo do sistema (4.1.2),
mas freqiientemente compensado por uma maior estabilidade. Ver [109],
[112], [60], [78].

A estrutura muito especial do problema (4.2.1) proporciona carac-
terizacoes dos minimizadores muito mais poderosas que no caso geral de
minimizac¢ado restrita. No caso geral, um minimizador deve ser um zero do
gradiente do Lagrangiano e a Hessiana desta funcao deve ser semidefinida
positiva num certo subespaco tangente (cf. capitulo 2). No seguinte teo-
rema mostramos que, num minimizador global de (4.2.1), a Hessiana do
Lagrangiano deve ser semidefinida positiva globalmente, e nao apenas re-
strita a um subespaco. Ver [46], [106].

Teorema 4.2.1
Se z € solugdo de (4.2.1), entdo z € solugao da equagao

(G+pl)z=—b (4.2.2)
com p >0, u(zf'z—A%) =0 e (G+pl) > 0.
Prova: O problema (4.2.1) é equivalente a

Mz J) (4.2.3)
Como z é solucdo de (4.2.1), z satisfaz as condigoes K KT para
(4.2.3), isto é, existe u > 0 tal que Gz + b+ pz = 0 e pu(zTz — A?) = 0.
Portanto, z e p verificam (4.2.2).
Para vermos que G + pul > 0, suponhamos inicialmente que z # 0.
Como z é solucdo de (4.2.1), z também é minimizador global de ¢(z) sujeita
a ||z|| =||z||- Entao
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q(z) > q(z) para todo z tal que ||z|| = ||2]| - (4.2.4)
Substituindo (4.2.2) em (4.2.4), temos

%.’L‘TGZE — 2 (G + pl)z > %zTGz —21(G + pl)z . (4.2.5)

Rearranjando (4.2.5), segue que

1

i(w —2) ' (G+ul)(z—2)>0
para todo z tal que ||z|| = ||z||. Como z # 0, as diregdes x — z tais que
l|z|| = ||z]| envolvem todas as diregoes do espago exceto as ortogonais a z.

Agora, qualquer vetor ortogonal a z é o limite de uma seqiiéncia de vetores
Vg para os quais, neste caso v,{(G + pI)v, > 0. Portanto, passando ao limite,
a expressao v’ (G + pl)v > 0 vale também para os vetores v ortogonais a z.
Portanto, G + pl > 0.

Se z =0, por (4.2.2) temos b= 0. Entdo z = 0 é solucdo de

1
Minimizar imTGa: + c sujeita a [|z]| < A,

e, pelo Lema 4.1.4, G > 0 e v' (G + pI)v > 0 vale para todo v € IR" com
uw=0. QED

O proximo resultado fornece condigoes suficientes que garantem que
z é solucdo de (4.2.1).

Teorema 4.2.2
Sejam u € IR e z € IR"™ tais que

(G+ pul)z=—b com (G + pl) > 0. (4.2.6)

(a) Se p =0 e ||z]| < A entdo z é solucio de (4.2.1).
(b) Se ||z|| = A entdo z € solugao de

Minimizar q(x) sujeita a ||z|| = A.

(c) Se u >0 e ||z]]| = A entdo z € solugdo de (4.2.1).
Além disso, se G+ pl > 0, entdo z € unica em (a), (b) e (c).
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Prova: Se y e z satisfazem (4.2.6), z é minimizador da quadrética

1
4(z) = z2T (G + puDz + bz +c.

2
Logo,
1 1
ixT(G +ul)z + bz 4+c> EzT(G +ul)z+b 2z +c (4.2.7)
para todo = € IR™.
De (4.2.7) segue que
q(z) > q(z) + g(sz ) (4.2.8)

para todo = € IR".

As afirmagées (a), (b) e (c) sdo conseqiiéncias imediatas de (4.2.8).
A unicidade segue de (4.2.7) pois se G + puI > 0, a desigualdade é estrita
para z # z. QED

Os teoremas acima mostram que, se existe uma solucao z do prob-
lema (4.2.1) situada na fronteira da bola, ela deve satisfazer, com seu mul-
tiplicador correspondente u, as seguintes equagoes:

(G +ul)z=—b, ||z]| = A. (4.2.9)

Além disso, u > 0 e G+ pI > 0. Solugdes de (4.2.1) no interior da bola
s6 podem existir se G é semidefinida positiva e, nesse caso, z, com norma
menor que A, deve ser solugdo de (4.1.2).

Se o1 < ... < oy, sdo os autovalores de GG, a condicdo G + ul > 0 é
equivalente a y > —o1. Assim, as duas limitagoes sobre o multiplicador u,
para detectar solugoes na, fronteira, se resumem em

p > maximo {0, —o7 }. (4.2.10)

Portanto, para encontrar as solugoes de (4.2.1) na superficie da bola
de uma maneira ingénua, dividimos o problema em duas questoes:

(a) Existem solugoes com y > —o17

(b) —o1 é solugdo de (4.2.9)7

A segunda questao pode ser eliminada se o1 > 0, ou seja, se G é
definida positiva.

Examinemos a questdo (a). Na regido y > —o; o sistema (G+ul)z =
b tem como solucao tinica z = —(G + uI)~'b ja que, neste caso, G + pl é
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inversivel. Portanto, encontrar y > —o7 satisfazendo (4.2.9) é equivalente a
resolver

(G + pI)~t|| = A. (4.2.11)

ou
o) = A, (1212)
onde (p) = ||(G+pI) 'b||%2. Parece bastante relevante, em conseqiiéncia, es-

tudar a forma da funcdo univariada ¢(u). Consideremos a decomposicao es-
pectral G = QXQ7T, onde Q = (vy,...,v,), v; € R" e ¥ = diag (01,...,00).
Pela invariancia da norma euclidiana sob transformagoes ortogonais, a fungao
©(u) pode ser escrita como:

n 2
e(p) =d"(S+pl)?d=>" (017111)2 (4.2.13)
=1 \"%

onde d = QTb. A expressdo (4.2.13) revela que

Mli)nolo o(u) = 0. (4.2.14)
Ao mesmo tempo,
u_}l_n;ﬁ(p(u) =00 (4.2.15)

se, e somente se, d; = [QTb]; # 0 para algum i tal que o1 = ;. Neste caso,
©(u) é estritamente decrescente e convexa. Isto significa que, quando b nao
é perpendicular ao subespaco de autovetores associado ao menor autovalor
de G, a equagao (4.2.12) tem uma unica solu¢ao para y > —o1, qualquer que
seja A. Se essa solu¢do p é maior ou igual a 0, —(G + uI) b serd o tnico
minimizador global de (4.2.1).

Quando b é perpendicular ao subespaco de autovetores associado ao
menor autovalor de G a expressao de ¢(u) é

n 2
dz'

p(p) = < ma

onde v é o indice do menor autovalor diferente de 0. Portanto, nesse caso,

n 2
o) =37 W

i=v 9 — 01)
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e uma unica solugdo de (4.2.12) maior que —o; existird se, e somente se,
¢(—o1) > A. Quando isso acontece, a fungio ¢ também é convexa e estri-
tamente decrescente.

A anilise acima esgota o exame da existéncia de solugoes de (4.2.12)
maiores que —oq. Suponhamos agora que existe z na fronteira da bola tal
que (G — o1I)z = —b. A matriz G — 011 é singular, portanto o sistema
considerado tem infinitas solugdes, e podemos considerar a solu¢ao de norma
minima z!. Usando a decomposicio espectral, temos

E - l)QTzl = —QTb =d,

ou seja
(0i —0)[QTz"; =d; parai=v,...,n. (4.2.16)

Os graus de liberdade da equagdo (4.2.16) sdo usados, na solu¢do de norma
minima, escolhendo

[Tz, =0, parai=1,...,v—1. (4.2.17)
De (4.2.16) e (4.2.17) é facil deduzir que

lim (G + pul)~'b =2
p—>—01
e, portanto, ) )
Jim () = [laT|* < A%
Portanto, neste caso, ndo pode haver nenhuma solucgio de (4.2.12) com p
maior que —oj.

Resumindo, a existéncia de um minimizador global na fronteira com
multiplicador maior que —o1 é incompativel com a existéncia de outro min-
imizador global com o multiplicador igual a —o;. Pelo exposto, vemos
que, para que —o; seja o multiplicador 6timo, b deve ser ortogonal ao
subespaco de autovetores associado a ¢;. Para encontrar, nesse caso, um
minimizador global pode-se proceder encontrando uma solucao qualquer de
(G — o1I)z = —b, um autovetor v associado a —o e, finalmente, um ele-
mento da fronteira da bola com a forma x + tv.

O exposto acima mostra que, possuindo a decomposicao espectral
de G, resolver o problema (4.2.1) carece de segredos. Como em geral a
decomposicao espectral é computacionalmente cara, procura-se desenvolver
algoritmos que a evitem. Via de regra, esses algoritmos resolvem a equagao
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(4.2.12) calculando ¢ mediante uma fatoracao de Cholesky de G + ul para
cada tentativa u. Ver [81]. Mais precisamente, resolve-se a equagio

S
(G +puD)~t0l A

que é mais favoravel & aplicacdo do método de Newton para achar zeros de
fungoes que (4.2.11). Ver [95], [59]. Agora, o caso em que o multiplicador
otimo é —oq, ou estd proximo desse valor critico é complicado numerica-
mente, motivo pelo qual é conhecido como “hard case” na literatura. Atual-
mente trabalha-se intensamente em métodos para resolver (4.2.1) que usem
métodos iterativos lineares, em vez de fatoracoes de matrizes. Ver [107],
[102], [116].

Exercicio 4.9: Estabelecer e provar rigorosamente as propriedades de
e suas derivadas primeira e segunda. Provar que o niimero total de pontos
estaciondrios de (4.2.1) na fronteira da bola é menor ou igual a 2 x ¢, onde
q é o numero de autovalores distintos de G.

Exercicio 4.10: Estudar as propriedades da funcao 1/ (,01/ 2 usada para
encontrar efetivamente o multiplicador associado a uma solugao de (4.2.1).

4.3 Quadraticas em caixas

Em muitos problemas préaticos em que se deseja ajustar um modelo linear
a um conjunto de dados empiricos, os parametros desconhecidos tem sen-
tido fisico apenas em uma determinada regiao do espago. Nesses casos, em
vez. de um problema puro de quadrados minimos teremos um problema de
quadrados minimos com restricoes. A situacdo mais comum é quando cada
parametro nao pode ser inferior a determinada cota, nem superior a outra.
Nesse caso, 0 conjunto de restrigoes toma a forma

li <xz; <u; paratodoi=1,...,n,

ou, mais brevemente,
[ <z<au.

O conjunto 2 C IR" formado pelos pontos que satisfazem essas restricoes
se diz uma caiza de IR", denominacao mais confortdvel que a alternativa



4.3. QUADRATICAS EM CAIXAS 61

“hiperparalelepipedo”. E conveniente admitir os valores —oo para l; e 400
para u;, ja que, as vezes, apenas algumas varidveis estdo naturalmente lim-
itadas e, outras, a limitacdo é somente inferior, ou superior. Em problemas
fisicos é muito comum que as incognitas, representando determinados coefi-
cientes, devam ser positivas, em cujo caso § é o ortante {z € R" | z; >
0,s=1,...,n}.

Entretanto, como no caso da minimizacao em bolas, o problema de
minimizacdo de quadraticas em caixas nao tem interesse apenas por sua
aplicagao direta. Como veremos mais adiante, este também é um subprob-
lema muito utilizado, de maneira iterativa, quando o objetivo dltimo é re-
solver um problema mais complicado, por exemplo, a minimizag¢ao de uma
funcao geral (ndo quadrética) numa caixa. Nesses casos, a matriz G serd a
Hessiana da fungao objetivo num ponto dado e, como nada se sabe a priori
sobre os autovalores dessa matriz, é importante considerar nao apenas o caso
convexo, como também o caso em que a matriz ndo é semidefinida positiva.

Veremos que, contrariamente & minimizacao em bolas, em que podiamos
reconhecer perfeitamente um minimizador global mesmo no caso nao con-
vexo, os algoritmos praticos que apresentaremos deverdao se contentar com
pontos estaciondrios. Garantir um minimizador global nestes problemas é

possivel, mas apenas através de métodos muito caros computacionalmente.
Ver [111].

Nosso problema é, pois,

Mir'li%nizar q(z) (4.3.1)
sujeita a =z €,

onde Q={z € R"|I<z<u,l<u},qz)= 327Gz +bTz+c SeGé
semidefinida positiva (4.3.1) é um problema convexo e os pontos estacionirios
coincidem com os minimizadores globais.

Denotaremos v = min{u; — l; , ¢ = 1,...,n}. Veremos que, nas
operagdes em que aparecerd <y, a possibilidade v = oo terd interpretacao
univoca. Outra notacao 1til serd g(z) = —Vq(z) = —(Gz + b). Em vérias

situagbes (nas provas tedricas, ndo no algoritmo) usaremos uma cota superior
L > 0 do maior autovalor de GG. Teremos assim que, para todo z,z € IR",

o(2) — a(e) — Va(@)" (2~ 2) = 2z~ ) Gz — ) < Tz — 2. (432

Definimos uma face aberta de €2 como um conjunto F; C €2, onde
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I é um subconjunto (talvez vazio) de {1,2,...,2n} que ndo contém simul-
taneamente i e n 41, i € {1,2,...,n}, tal que

Fr={zeQz;=1;sei€l, zjy =u; se nt+i € I, l; < z; < u; nos outros casos }.

Por exemplo, se @ = {z € R® | 1 < 2 < 5,2 < x} teremos Fiy 9y =
{.TGRS|$1:1,$2:2},F{4}={$€R3|.T1:5,2<.’L'2},F@:{.’L'E
R? | 1< 71 < 5,2 < 12} e assim por diante. Claramente, faces abertas
correspondentes a sub-indices diferentes sdo disjuntas (I # J implica que
a intersec¢ao entre Fy e Fj é vazia) e Q é a unido de todas as suas faces
abertas.

Chamamos F; o fecho de cada face aberta, V (Fy) a menor variedade
afim que contém Fr, S(Fr) o subespaco paralelo a V(Fr) e dim Fr a di-
mensio de S(F;). E ficil ver que dim F; = n — |I], onde |I| denota o
nimero de elementos de I, ou, em linguagem equivalente, o niimero de re-
stricoes (ou “canalizacOes”) ativas nos pontos de Fj. Lembrando termos
usados no Capitulo 2, podemos verificar também que todos os pontos de
uma caixa 2 sdo regulares.

Para cada z € ) definimos o gradiente projetado negativo, ou “vetor
de Cauchy” gp(z) € R™ como

0 se x; =l; e [Vq(z)]i(z) >0
gr(z)i = 0 se z; = u; e [Vg(x));i(z) <0 (4.3.3)

—[Vq(z)]);(z) nos outros casos.

Tanto por aplicacao da condi¢ao necessaria de otimalidade de primeira
ordem, como por andlise direta, podemos verificar que, se £ é minimizador
local ou global de (4.3.1), teremos

gp(z) =0. (4.3.4)

Se G > 0 a quadrdtica é convexa e (4.3.4) passa a ser uma condi¢ado
suficiente para minimizador global.

Quando restringimos a fungdo quadritica a uma face aberta Fy, as
varidveis livres s3o apenas as que se encontram estritamente entre os limites
definidos pelo conjunto I. O vetor definido a seguir é o inverso aditivo
do gradiente em relagdo a essas varidveis livres. Assim, para cada z € Ff
definimos g;(z) € IR™ como

0 sei€lToun+i1€el

g1(z)i = { —[Vq(z)]i(z) nos outros casos. (4.3.5)
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Observamos que gr(z) é a projecao ortogonal de —Vq(z) em S(Fy).
Também podemos interpretar g;(z) como “a componente” de gp(z) no sube-
spaco S(Fy). Naturalmente, gp(z) tem uma segunda componente, ortogonal
a S(Fr), que chamamos “gradiente chopado” e denotamos por g¢ (z). Dessa
maneira, para cada ¢ € Fr,

0 sei¢lent+i¢l
0 sei € le[Vg(z)i(z) >0
0 sen+i€le[Vg(x)i(x) <0

—[Vq(z)])i(z) nos outros casos.

95 (z)i = (4.3.6)

Como mencionamos acima, é facil ver que, para todo z € FT, o
gradiente interno g;(z) é ortogonal ao gradiente chopado, e

gr(z) = g1(z) + 35 (z) .

O algoritmo para minimizar quadriticas em caixas que apresentare-
mos produz uma seqiiéncia {zy} de aproximagoes da solugdo de (4.3.1)
baseada na minimizacdo parcial da quadritica nas diferentes faces visitadas.
Quando xj pertence a uma face F7, um “algoritmo interno” para mini-
mizagdo de quadraticas irrestritas serd acionado, trabalhando apenas com
as varigveis livres da face. A suposigao bésica serd que esse algoritmo é “con-
vergente” no sentido de que ele produz, em um nimero finito de passos um
ponto externo a {2 (mas pertencente, naturalmente, a V' (F7)), ou todo ponto
limite do algoritmo é um ponto estacionario do problema, essencialmente
irrestrito, de minimizar ¢(z) sujeita a z € V(F7). Em outras palavras, o
algoritmo interno encontra um ponto estaciondrio restrito a Fr ou viola as
restricoes inativas dessa face. Em cada passo do algoritmo interno, verifi-
camos se ele ji estd bastante perto de um ponto estacionirio em Fj. Para
isso, comparamos o tamanho do gradiente chopado com o tamanho do gra-
diente projetado. Se o quociente entre ambos é grande (o valor méximo
é 1), significa que o gradiente interno é pequeno em relagio ao gradiente
chopado e, portanto, continuar explorando a face Fr é pouco econémico, ou
seja, abandonar as cotas que estao ativas em Fj parece mais razoavel. Isso
é feito usando a direcdo do gradiente chopado. Veremos que a seqiiéncia de
pontos assim definida é “convergente” a pontos estaciondrios de (4.3.1), que
sao solugoes do problema no caso convexo. Este algoritmo é, essencialmente,
o definido em [6], com antecedentes nos trabalhos [39], [38], [42], [41], [82].
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Provavelmente, agora o leitor percebe mais claramente nosso inter-
esse na propriedade (4.1.7), ou em propriedades andlogas. Como o algoritmo
irrestrito usado em Fj; tem um papel essencial no desempenho do método
principal desta se¢ao, vamos estabelecer rigorosamente quais devem ser suas
caracteristicas.

Diremos que um algoritmo para minimizar ¢(x) em V (F7) (problema,
essencialmente, irrestrito) tem as propriedades boas para a minimizagio em
caizas quando produz uma seqiéncia {zy,z1,22,...} C V(Fr), 20 € FI
(talvez finita) que cumpre o seguinte:

(a) Se zx e zy1 estao definidos, entdo q(zx+1) < q(2k)-

(b) Se 241 ndo estd definido (a seqiiéncia termina em z) isto pode
ser devido a dois motivos: z; é um ponto estacionario da minimizacao de
q(z) em V(F7) ou foi encontrada uma direcao dj tal que

t]_lglo q(z + tdy) = —o0.

Neste caso, se q(zx + td;) € Q para todo ¢, a inexisténcia de solucdo de
(4.3.1) fica caracterizada. Se, pelo contrario, g(zy + tdy) ¢ €2 para t grande,
escolhe-se um “Ultimo” zx11 = zx + tdy, ¢ Q tal que ¢(zx+1) < g(zx) e dé-se
por terminada a seqiiéncia gerada pelo algoritmo interno em 2.

(c) Se a seqiiéncia {z} é infinita, entdo todo ponto limite da mesma
é um ponto estaciondrio ¢ sujeita a V(F). Se ndo existem pontos limite
(logo ||zk|| — o0) deve-se satisfazer

lim ¢(zx) = —o0.
k—o0

Vejamos que os algoritmos para minimizar quadraticas sem restrigoes
que estudamos na secdo 4.1 satisfazem essas condigoes. O método direto,
baseado na fatoragdo de Cholesky da matriz G “reduzida” (as varidveis cor-
respondentes as restrigoes ativas em F} estao fixas) encontra o minimizador
de Q em V(Fy) em um passo, se a quadrética ¢ restrita a V(Fr) é estrita-
mente convexa (a Hessiana reduzida é definida positiva). Portanto, satisfaz
claramente (a) e (b) e a hipé6tese de (c) é vazia porque a seqiiéncia termina
em z;. Quando a Hessiana reduzida nao é definida positiva, a fatoracao
de Cholesky ndo podera ser completada. Suponhamos que a fatoragdo es-
pectral é vidvel. Nesse caso, ja vimos que podemos obter um minimizador
irrestrito, quando existe, ou uma dire¢do que satisfaz (4.1.7), portanto, o
algoritmo que combina fatoracao de Cholesky com decomposicdo espectral
satisfaz as condicOes acima. Se a fatoracdo espectral é invidvel, podemos
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usar a fatoragdo Bunch-Parlett, ou resolver a sequéncia de problemas
Minimizar ¢(z) sujeita a z € V(F), |z — 2z < A (4.3.7)

para A grande, usando o método de Moré e Sorensen comentado na se¢ao
4.2, que usa apenas fatoragoes de Cholesky de matrizes definidas positivas.
Se zj é solucdo de (4.3.7), entdo z; é minimizador de ¢ restrita a V(Fr)
e o algoritmo pdra. Se (4.3.7) gera uma seqiiéncia infinita, teremos que
todo ponto de acumulagao da mesma é estaciondrio de g em V(Fy), ou os
valores de ¢(zj) tendem a —oo (exercicio para o leitor). Em qualquer caso,
as condigoes (a), (b) e (c) se satisfazem.

As propriedades do método dos gradientes conjugados, para mini-
mizar g em V(Ff) foram estudadas na seg¢do 4.1. Vimos que esse método
termina em um ponto estacionirio em um ndmero finito de passos ou gera
uma direcao ao longo da qual a quadratica tende a —oo. Portanto, satisfaz
as condigdes (a), (b) e (c). Em [6] sdo estudados outros métodos iterativos
que satisfazem essas condicoes em determinadas circunstancias.

Agora podemos definir o algoritmo para minimizar quadriticas em
caixas, com um alto grau de liberdade, devido & flexibilidade na escolha do
algoritmo interno a F;. De fato, observemos que nada obriga a que o mesmo
algoritmo interno seja utilizado em todas as caixas. Por exemplo, como ob-
servado em [6], diferentes algoritmos podem ser usados em diferentes faces,
tendo em conta a dimensao da mesma.

Algorithm 4.3.1 - Minimizacao de quadraticas em caixas.

Seja n € (0,1) dado indepentemente de k, e zyp € 2 um ponto ini-
cial arbitrario. O algoritmo define uma seqiiéncia {zx} em 2 e pdra se
llgp(zx)|| = 0. Suponhamos que zp € Q é tal que ||ge(zr)|| # 0. Seja
I = I(zy) tal que z € F;. Chamemos ®(z) € Q ao minimizador de g ao
longo do segmento (talvez semi-reta) {z € Q | z = z + tg% (zx),t > 0}.
Os seguintes passos definem o procedimento para encontrar z*+1.

Passo 1: Comecando com zy = xj, usar um método com as “propriedades
boas para minimizacdo de quadraticas em caixas” aplicado ao problema
essencialmente irrestrito de minimizar ¢(z) em V(Fr), obtendo assim zy =
Tk, 21 = Tk4+1,-..- Interromper esse método quando zj satisfaz uma das
seguintes condigoes:
(a)
T € Qe |§P($k)| =0; (4.3.8)
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(b) O método interno detectou que (4.3.1) é ilimitado inferiormente.
()
155 (@)l > 0 [lgp () (4.3.9)

(d)
21 ¢ Q. (4.3.10)

Passo 2: Se o método interno foi interrompido por (4.3.8), parar (zj é
um ponto estaciondrio de (4.3.1)). Se o método interno detecta que (4.1.3)
nao tem solugao, o algoritmo principal é interrompido com esse mesmo di-
agnéstico.

Passo 3: Se o teste (4.3.9) foi satisfeito em zj, e ¢ nao é limitada
inferiormente no segmento (nesse caso, necessariamente, semi-reta) {z +
tg¥ (zx),t > 0} o problema (4.1.3) niio tem solugdo. Nesse caso, parar. Em
caso contrario, calcular zy1 = ®(zy).

Passo 4: Se 7 = 2, € 2,,1 viola os limites de F; (condicio (4.3.10)),
encontrar zjy1 na fronteira de Fy (F; — Fy) tal que q(zxy1) < q(zx) ou
detectar que o problema (4.1.3) ndo tem solucdo.

Comprovar que o Algoritmo 4.3.1 estd bem definido consiste em
provar que o Passo 4 é possivel. Pelas propriedades do algoritmo interno,
temos que q(zy4+1) < q(zx). Agora, ¢(t) = q(zk + t(zp41 — zx)) é uma
pardbola como fun¢io de ¢. Logo, ¢(t) decresce em forma mondtona entre
t=0et =1, ou ¢(t) é estritamente crescente para t < 0. No primeiro caso,
avancando desde t = 0, no sentido positivo, até a fronteira, encontramos
um ponto onde a quadritica diminui de valor. Na segunda situagdo ocorre
essencialmente o mesmo, avancando no sentido negativo de ¢. Nos dois casos,
o ponto encontrado estd na reta determinada por zj e z,41. Em algoritmos
praticos, o ponto da fronteira encontrado serd, via de regra, melhor que o
definido neste parédgrafo.

No seguinte lema vamos considerar a situacao em que a condicao
(4.3.9) é satisfeita e ®(zy) existe, ou seja, pelo menos neste passo ndo é
detectada a eventualidade de que a quadratica seja ilimitada inferiormente,
e zx41 € definido como sendo ®(z). Essencialmente, mostraremos que o
decréscimo obtido de zy até zj,1 é proporcional & norma de gp(zy).

Lema 4.3.2
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Se zp11 = ®(xg) € obtido no Passo 3 do Algoritmo 4.3.1, entao

a(wr) = qlari1) > min{ T lgp (@0l 7 lgp (@)% -

Prova: Como o teste (4.3.9) é satisfeito, entdo g¥ (zx) # 0. Portanto,
T +19% (z1) € Q para todo t € [0,], onde £ = /|| g¢ (zx)||. Consideremos a
quadritica unidimensional definida por

1

2t2§IC("Ek)TGgIC($k) :

B(t) = gz + g5 (zr)) = q(ar) + tVq(ar) gf (zr) +

Se % (zk)TGg¥ (k) > 0 entdo o tinico minimizador irrestrito de ¢(t) é dado
por
R
a7 (=) "Gy (k)
Se zj +t*g% (1) ndo estd em Q, entdo x4 = ®(z}) é realizado para algum
ttalquet <t <t* e

q(zk + 195 (z) > gz + 155 (2r)) - (4.3.11)

Substituindo £ em ¢(t), obtemos

2 =C ~C
. _ v* g7 (zk) Ggy (wg,

#(0) = aew) — g§ ()| + L ILEIG (1) (43.12)

2 [lg7 (x|

Usando (4.3.12) e o fato de que t* > £, segue-se que
alar +13F (@x)) — alar) < — 1137 (@) - (4.3.13)

Combinando (4.3.11) e (4.3.13), temos

alar) — a(errn) > 213 @) > LLlige (i)l - (4.3.14)

Agora, se zp + t*gf(xk) estd em (), entdo esse ponto é xy; e obtemos

157 (ze)lI*

295 (k)T G (zh) (4:319)

q(Trt1) — qlzk) =
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Portanto, usando (4.3.2) e (4.3.15), temos:

1, n . _
q(zk) — q(z41) > ﬁllgzc(ﬂ%)ll2 > ﬁllgp(:ﬂk)ll2 : (4.3.16)

Analisemos agora a situagio em que §¢ (7)) Gg¥ (zx) < 0. Nesse caso,

B(t) < q(zx) + tVa(z)" g5 (zk) ,
e q(zp41) < o) < q(ax) —7I|gf (zx)||. Portanto,
q(zx) — q(mrs1) > YNGF (@)l > myllge (zx)|l - (4.3.17)

Resumindo, existem trés casos possiveis: zy + t*g¥ (z) factivel, ou in-
factivel, ou g¢ (zx)T Gg¢ (zx) < 0. Em cada caso obtemos, respectivamente,
(4.3.14), (4.3.16) e (4.3.17), o que implica a tese. QED

Em continuagdo, provamos a “convergéncia global” do Algoritmo
4.3.1. Lembramos primeiro as condi¢bes nas quais o algoritmo para, isto
é, gera uma seqiéncia finita: quando encontra um ponto estaciondrio xy
de (4.3.1) ou quando detecta que o problema é ilimitado inferiormente, e,
portanto, sem solucdo. Basicamente, provaremos que, se o algoritmo gera
uma seqiiéncia infinita, haverd, essencialmente, as mesmas duas possibili-
dades: encontraremos um gradiente projetado arbitrariamente pequeno, ou
a seqiiéncia dos valores funcionais em z tenderd a —oc.

Teorema 4.3.3
Suponhamos que o Algoritmo 4.3.1 gera uma seqiéncia infinita {xy}.
Entao, existem duas possibilidades:

liminf||gp(zg)|| =0 (4.3.18)
k—o0
e
lim ¢(zg) = —o0. (4.3.19)
k—o0

Proof. Suponhamos que (4.3.18) nado se cumpre. Portanto, existe e > 0
tal que
|lgp(zk)|| > € para todo k. (4.3.20)

Consideramos dois casos:
(a) A condicao (4.3.9) é satisfeita em um nimero finito de iteragoes.
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(b) Existe um conjunto infinito de indices K1 C IN tal que (4.3.9) é
satisfeita para todo k € Kj.

Se (a) vale, entdo existe ko tal que zy € Fy para um I fixo, e para
todo k > k. Portanto, a seqliéncia é gerada pelo algoritmo interno para todo
k > kg. Pelas propriedades do algoritmo interno, temos que, se ||zg|| — oo,
vale (4.3.19). Se pelo contrdrio, {z;} admite uma subseqiiéncia limitada e
convergente, {xx }rek,, devemos ter

dm lgr(zi)]| = 0.

Agora, como (4.3.9) nao se satisfaz para nenhum k € Ko, necessariamente

llg% (z)|| e |lgp(zk)| também tendem a 0 para k € K, o que contradiz

(4.3.20). Portanto, a tese do teorema fica provada no caso (a).
Suponhamos agora que vale (b). Seja k; o j-ésimo indice de K7, j €

IN. Usando (4.3.20), o Lema 4.3.2 e o fato de que {g(zx)} é monotonicamente

decrescente, obtemos

kj—1
q(zr;) —qlzn,) = Y (a(miy) — qla))
l=k1
kj—1
< z (g(z141) — q(z1))
lEK1, l=k1
= 7y U
< > —min{~lge@)l, 57 llgr(a)|*}
2 2L
leKy, =k
N N 2
— —€, — 4.3.21
< ]mln{2e,2Le} (4.3.21)

Usando (4.3.21) concluimos que, neste caso,

lim g(zg,;) = —o0 .
j—00

Portanto, o teorema, estd provado. QED

Examinemos algumas conseqiiéncias do resultado provado no Teorema
4.3.3. Se a seqiiéncia gerada pelo algoritmo é limitada, o que, sem divida,
acontecerd, por exemplo, quando os limitantes /; e u; nao assumem valores
infinitos, a possibilidade de que o problema seja ilimitado inferiormente deve
ser excluida. Portanto, nesse caso, temos uma subseqiiéncia {zy }rcx, onde
os gradientes projetados tendem a 0. Por compacidade, essa subseqiiéncia
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tem, por sua vez, uma subsequéncia convergente. Consideremos agora qual-
quer subseqiiéncia convergente {zy}reck,, com limite, digamos, z, € Fr. Se
l; < [z4]i < u4, segue-se que l; < [z]; < u; para todo k € K suficiente-
mente grande. Portanto, a i—ésima derivada parcial de ¢ em zj, tende a 0
e, conseqiientemente, [Vq(z.)]; = 0. Se [z.]; = l;, teremos que [zx]; > [;
para todo k € Ko suficientemente grande, digamos k > ky. Definimos
Ky ={k € Ko | [xg]i > li,k > kot e Kua = {k € Ko | [z]i = li;k > ko}-
Claramente, pelo menos um desses conjuntos € infinito. Se K3 é infinito, ter-
emos que [—Vgq(zg)];i = [gp(z)]; — 0 para k € K3, portanto [Vg(z,)]; = 0.
Se K4 é infinito, teremos que min {0, [Vq(zk)];} — 0 para k € K3, logo
min {0, [Vg(z.)];} — 0. Portanto, em todos os casos chegamos a conclusdo
que gp(z.) = 0, ou seja, todo ponto limite é um ponto estaciondrio.

No caso convexo, a situacdo é mais favordvel ainda. Com efeito,
como a seqiiéncia {g(zg)} é mondtona decrescente os valores de ¢ em todos
os pontos limite sdo iguais. Assim da existéncia de um ponto limite esta-
ciondrio (logo, minimizador global) se infere que todos os pontos limite sao
minimizadores globais. Naturalmente, quando a Hessiana é definida posi-
tiva, o minimizador global é tinico, e a seqiiéncia {zy} completa converge a
ele. Outras propriedades deste algoritmo relacionadas com a “degeneragdo
dual” sao estudadas em [6].

A eficiéncia do Algoritmo 4.3.1 em problemas de grande porte estd
relacionada com a possibilidade de acrescentar ou eliminar em poucas it-
eragoes uma grande quantidade de canalizacGes ativas. A eliminacdo de
canalizagoes se dd quando a condi¢ao (4.3.9) é satisfeita. Quanto menor
seja a tolerancia 7, mais impaciente serd o algoritmo com a face na qual
estd trabalhando, e tratard de sair dela rapidamente. Pelo contrario, se
n é préximo de 1, a tendéncia serd sair da face depois de esgotd-la total-
mente, inibindo qualquer possibilidade de retorno & mesma. Para problemas
grandes, valores pequenos de 7 sao recomendaveis. Por outro lado, as canal-
izagoes se acrescentam quando o algoritmo interno fica infactivel e se faz
necessario achar um ponto na fronteira. No pardgrafo anterior onde dis-
cutimos este assunto, mostramos que existe um ponto da fronteira com as
caracteristicas desejaveis, mas adiantamos que o indicado nao era o melhor
possivel. De fato, no ponto entao definido, via de regra, apenas uma re-
stricao ativa é acrescentada, em relagdo ao ponto xx. Uma estratégia mais
avida por restrigoes ativas se baseia em buscas projetadas. A idéia é seguinte:
suponhamos que z seja o ponto infactivel produzido pelo algoritmo interno.
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Em vez de considerar a reta definida por zy e z, projetamos z na caixa
), obtendo, digamos z(). Este ponto projetado terd como ativas todas as
canalizagOes que eram violadas em z, que sdo, em geral, mais que as ativas no
ponto do segmento que une zj com z. Assim, testamos se g(2(")) < g(zy) e 0
aceitamos como z1 em caso positivo. Sendo, substituimos z por, digamos,
zr + (2 — x)/2 e repetimos o processo. Se as reducoOes se repetem tantas
vezes que o ponto z fica pertencendo a 2, nos conformamos com o ponto
fronteira da reta [z, 2], que, como vimos, satisfaz pelo menos a condicao
requerida para convergéncia.

Uma ultima observagao é a seguinte. O esquema, do Algoritmo 4.3.1 é
valido tanto para problemas de grande como de pequeno porte. A diferenga
entre uns e outros radica apenas na escolha do algoritmo interno. Quando
o problema é pequeno, e sao usadas fatoracées de Cholesky, é ficil ver que
o cdlculo de 11 no caso em que (4.3.9) se verifica é quase sempre irrele-
vante, ja que, independentemente de ®(zy), na maioria dos casos Ty,o serd
o mesmo. Mas isto é uma sutileza da qual ndo precisamos nos ocupar no
momento.



72

CAP{TULO 4. MINIMIZACAO DE QUADRATICAS



Capitulo 5

Sistemas de equacoes
nao-lineares

As condicoes de otimalidade de primeira ordem dos problemas de otimizacao
sao sistemas nao lineares, onde as incégnitas sdo as varidveis do problema
e, as vezes, também os multiplicadores de Lagrange. Aléem disso, quando
se trata de minimizagao com restrigoes de desigualdade, apenas as solucoes
que satisfazem determinadas inequagoes sao tteis. Portanto, de certo modo,
a arte da otimizacao estd incluida na arte de resolver sistemas nao lineares.
Por outro lado, quando F(z) =0 (F : IR™ — IR™) é resolivel, encontrar as
raizes desse sistema é equivalente a achar o minimizador global de || F(z)]|
onde || - || ¢ uma norma qualquer em IR". Desse ponto de vista, a resolugao de
sistemas nao lineares pode ser considerada um caso particular da otimizacao.

Entretanto, os problemas de otimizacao tem muita estrutura adi-
cional, o que justifica a introdugao de métodos especificos, que transcendem
a mera aplicacdo de algoritmos para resolver sistemas. Com efeito, nas
condigoes necessarias de primeira ordem, apenas as derivadas do problema
estao representadas, e ndo, por exemplo, a fungdo objetivo original. Como
conseqiiéncia, os métodos para sistemas nao lineares, quando aplicados as
condigoes de otimalidade, tem dificuldades em diferenciar minimizadores de
maximizadores ji que, freqiientemente, as condigdes de otimalidade para
ambos tipos de extremos sao as mesmas. Por outro lado, quando F(z) = 0
¢é transformado em um problema de otimizacao através da norma da funcao
vetorial, aparecem estruturas préprias do sistema, como o fato da funcgao
objetivo ser, geralmente, uma soma de quadrados.

Muitos problemas praticos de fisica, engenharia, economia e out-

73
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ras ciéncias sao modelados de maneira muito conveniente por sistemas nao
lineares. E usual, nesses casos, que alguma versao moderna de um velho al-
goritmo, o método de Newton, seja usada com sucesso. Esse método, como
outros que veremos neste capitulo, é, na sua forma bésica, um método it-
erativo local, no sentido de que podemos garantir, apenas, a convergéncia
a uma solucdo supondo que o ponto inicial usado como aproximacao da
mesma ja é suficientemente bom. A praticidade desses métodos radica em
que, geralmente, a visdo tedrica que exige um ponto inicial muito bom é
excessivamente pessimista e, em muitos casos, os métodos locais convergem
mesmo se a aproximagao inicial nao é boa. Um caso extremo é quando o sis-
tema nao linear é, de fato, linear, e o método de Newton encontra a solugao
em uma, iteracdo, independentemente do ponto inicial.

Nos métodos locais para sistemas nao lineares encontramos os germes
para muitos algoritmos de otimizacao. Essa é a principal motivacao para
seu estudo independente neste livro. Algumas afirmagdes bdsicas, do tipo
“o método de Newton tem convergéncia quadratica” ou “os métodos quase-
Newton sao superlineares” formam parte tanto do folclore de otimizacao
quanto de resolucdo de sistemas. Aqui veremos, com certo rigor, em que
condicoes tais afirmacoes sao validas.

Neste capitulo, nosso problema sera, sempre, resolver

F(z)=0, F:R"— R", FecCY{R").

Utilizaremos a seguinte notacdo para a funcao F' e para a matriz
Jacobiana J:

fi(x) filx) Vi (x)
F(z) = : e J(z)=F'(z)= : = :
fn(z) fa(z) Vfn ()

5.1 O método de Newton

Em todos os cursos elementares de cdlculo numérico, estuda-se o método de
Newton (também conhecido como Newton-Raphson) no contexto de achar
zeros de fungoes. Sua generalizagao para sistemas foi proposta pela primeira
vez ndo por Newton, mas por Simpson, eminente matemdatico do século
XVIII (ver [119]).
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O principio em que se baseia o método é paradigmético na resoluggo
aproximada de problemas matemadticos: o objetivo final é um problema
“dificil” (neste caso F'(x) = 0), a solugdo do qual vai sendo aproximada
por uma sequéncia de pontos {z}. Dada cada aproximacgio zy, constrdi-se,
com a informacao disponivel nesse ponto, um problema “ficil”, que sabemos
resolver. A aproximacao xyy1 € a solugdo do problema ficil. O problema
facil muda de uma iteracido para a seguinte e, via de regra, sua solucio estd
cada vez mais proxima da solu¢ao do problema dificil original.

No nosso problema atual, o k—ésimo problema, ficil vem de consid-
erar a aproximagao de Taylor de primeira ordem de F(z), numa vizinhanga
do ponto atual xj:

F(z) = Lg(z) = F(zg) + J(zx) (2 — zx) - (5.1.1)

Seguindo o principio descrito acima, o ponto seguinte zy,; é uma
solucao de

Ly(z) =0. (5.1.2)

Se J(zf) é nao-singular, (5.1.2) tem solugdo tinica, e entdo a iteragio
Newton consiste em resolver um sistema linear:

J(zx)sp = —F(zx)

(5.1.3)
Tk+1 = Tk + Sk -

A implementacdo de (5.1.3) pressupde o cdlculo de J(zg), isto é,
a avaliacao das derivadas primeiras das fungoes fi(z), i« = 1,...,n. Até
poucos anos atras, o cdlculo de derivadas era considerado ndo sé dificil mas
também muito suscetivel a erros humanos. Atualmente, a possibilidade de
falha humana pode ser evitada, através das diferenciacbes simbélica e au-
tomé4tica. E importante ressaltar que, em geral, quando se calculam efeti-
vamente as derivadas, muitos cdlculos usados na avaliacdo da funcao podem
ser reaproveitados. A diferenciacdo automatica é um conjunto de técnicas
que produz um programa que avalia F(z) e J(z), com os reaproveitamen-
tos necessdrios, partindo de um programa que avalia apenas F'(z). Ver, por
exemplo, [57].

O método de Newton possui uma propriedade tnica entre os algo-
ritmos para resolver sistemas: a invariancia por mudancas de coordenadas,
tanto no espaco dominio quanto no contra-dominio. No contra-dominio, isto
significa que as iteragoes de Newton aplicadas a F'(z) = 0 sdo as mesmas que
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as aplicadas ao sistema AF(z) = 0, para qualquer matriz A nao-singular. A
invaridncia no dominio consiste em que, se {7y} é a seqiiéncia newtoniana
para F'(z) = 0, entdo os iterandos para o sistema F(Ax +b) = 0, com A
nao singular e com a aproximagao inicial Azg + b, sao os pontos da forma
Azxyp +b.

Uma variagao de (5.1.3) com praticamente as mesmas propriedades
tedricas e praticas que evita o enfadonho cédlculo de derivadas é o chamado
“método de Newton discreto”. O esquema desse método é o descrito em
(5.1.3) com a excegdo de que as derivadas consideradas ndo sdo as analiticas
mas suas aproximacgoes por diferencas finitas. Mais precisamente, a coluna
j de J(zy) é substituida por [F(zy + hej) — F(xy)]/h, onde h é um passo
(de discretizacao) pequeno e {ei,...,e,} é a base candnica de R". A im-
plementacao de uma iteracdo do método de Newton discreto, embora nao
exija o cdlculo de derivadas, demanda a avaliagao da funcdo F em n + 1
pontos. Isto pode ser bastante caro computacionalmente, por isso, sempre
que possivel, as derivadas analiticas devem ser utilizadas.

A resolugdo do sistema linear (5.1.3) quando a matriz Jacobiana é
nao-singular pode ser obtida via fatoracdo LU (variacdo da clissica elim-
ina¢ao gaussiana), com um custo de O(%s) operagoes. Caso J(zy) seja sin-
gular, deve-se adotar alguma estratégia especial, para nao inibir o prossegui-
mento do método. Ver, por exemplo, [54].

Portanto, o trabalho realizado em uma iteracado do método de Newton
consiste na avaliacao de F' em z; e suas derivadas, mais as O(%) operacoes
necessarias para resolver (5.1.3). O termo em n? cresce de maneira dramética
com o aumento do porte do problema. Felizmente, em muitos problemas
grandes é vidvel o uso de técnicas de fatoracao LU esparsa, utilizando-se
estruturas de dados adequadas com previsao de possiveis preenchimentos.
Por exemplo, se J(zy) tem estrutura tridiagonal, sua fatoracao e a resolucao
de sistema correspondente podem ser efetuadas com O(n) operages. Para
outros problemas de grande porte, no entanto, o0 método de Newton pode se
tornar inviavel.

5.2 Meétodos quase-Newton

Se aceitamos a idéia de que o método de Newton é “bom” mas “caro”,
parece natural a introducao de métodos “quase tdo bons” quanto Newton,
mas “bem mais baratos”. A maioria dos métodos quase-Newton foi estab-
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elecida com esses objetivos. Para ser (quase) tao bons como Newton, esses
métodos devem ser parecidos com seu arquétipo sob varios pontos de vista.
Por isso, definiremos como métodos quase-Newton aqueles algoritmos para
sistemas ndo lineares cuja iteracao tem o seguinte formato:

Bysy = —F(zy)

(5.2.1)
Tyl = Tk + Sg-

Assim, o préprio método de Newton é um método quase-Newton, o que é
esteticamente agradavel. Entretanto, métodos quase-Newton praticos serao
apenas aqueles em que Bk_il possa ser obtida facilmente a partir de B, L
isto é, com com nao mais de O(n?) operagoes. Dessa maneira, os cdlculos em
(5.2.1) poderdo ser efetuados com um custo de O(n?) em termos de tempo
por iteragdo. Algumas implementagoes de métodos quase-Newton trabalham
com fatoracGes das matrizes By, € ndo com suas inversas. Nesses casos,
mostra-se que a fatoracao de Bjy,1 pode ser obtida a partir da fatoracao de
B}, em tempo proporcional a n?.

. 3

Desta forma, vemos que o esfor¢o computacional O(%-) empregado
por Newton diminui para O(n?) quando se utilizam métodos quase-Newton
adequados. Infelizmente, esta redugao nos custos é paga com redugao na
velocidade de convergéncia, conforme veremos na se¢do 5.4.

O método quase-Newton mais simples é o chamado método de New-
ton estaciondrio, que se obtém fixando By = J(zp). Outra variacio bastante
tradicional é o método de Newton estaciondrio com recomegos a cada m it-
eragdes: Fixado um inteiro m, se k é miltiplo de m, tomamos By = J(x).
Sendo, By = Bi_1. Com o objetivo de estabelecer um compromisso entre
a eficiéncia do método de Newton e o baixo custo do método de Newton
estaciondrio, existem estudos tedricos para encontrar o m étimo no caso de
problemas especificos (ver [104]).

Uma outra familia de métodos obedecendo a filosofia quase-Newton
é a dos métodos secantes. Assim como o método de Newton é a generalizacao
para sistemas do algoritmo com o mesmo nome para achar zeros de fungoes,
os métodos secantes sdo as generalizacoes dos algoritmos assim denominados
para o problema unidimensional. Pensemos, como antes, que na iteracao k
a funcdo F(z) é aproximada por Li(z) = F(zx) + Bi(z — zx). Escrevendo
o mesmo tipo de aproximacao para a iteracao k + 1, temos

F(z) = Lgy1(z) = F(2ky1) + Beg1 (@ — Trq1)-

A idéia secante consiste em impor que func¢do linear Ly,q(z) interpole a
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fun¢ao verdadeira nos pontos zx4+1 € £x. Em outras palavras,

Liy1(zk41) = F(2g11) € Liya(zy) = F(zp).

A condigao Ly 1(xgy1) = F(xk41) é automaticamente satisfeita pela defini¢ao
de Liy1. Quanto & condi¢do Lgy1(xr) = F(zg), podemos ver que é equiva-
lente a

F(zg) = F(zg+1) + Bry1(zh — Trt1),

ou

Bit18k = Yk » (5.2.2)

onde yx = F(zpy1) — Flzk) -

A equagdo (5.2.2) é chamada equagdo secante por motivos agora
6bvios. Podemos pensar (5.2.2) como um sistema linear cuja incognita é
a matriz. Assim interpretado, o sistema tem n? varidveis (as entradas de
Byj+1) e apenas n equacgdes. Portanto, somente no caso n = 1 o sistema
podera ter solucdo unica. Se n > 1 e s, # 0 haverd infinitas matrizes B
(uma variedade afim em IR"*") que satisfazem Bsy = yi. Diferentes es-
colhas dessa matriz definem diferentes métodos secantes. Por exemplo, se
procuramos By, de maneira que a diferenca ABy = By, — By seja uma
matriz de posto unitdrio, teremos, por (5.2.2),

ABysk, =y — Bysg
e poderemos tomar

(yk — Brsk)w}

T
wk Sk

AB; =

com wy, € IR™ arbitrario e nao ortogonal a sg.

A escolha wi = s define o primeiro método de Broyden. Se wy =
Yy — B Sk, 0 método é conhecido como correcdo simétrica de posto um.

O interessante neste tipo de correcao é que B, _ 4}1 também pode ser
obtida a partir de B ! mediante uma correcio de posto um. A expressio
para esta correcao pode ser calculada usando-se a férmula de Sherman-
Morrison [51], com um custo, facilmente verificivel, da ordem de O(n?)
operagcoes.
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O fato de que Bk_il - By ! seja uma matriz da forma ukvg faz com
que toda a informacao relativa a kal esteja contida em B, ! e nos ve-
tores wo, Vo, U1, V1, ..., Uk, k. (Veremos isso com detalhe no exercicio 5.2.)
Logo, se By é uma maftriz suficientemente simples, de tal forma que a in-
formacao relativa a sua inversa ou sua fatoracdo LU seja armazendvel em
poucas posi¢oes de memoria (digamos, O(n)), toda a informacao necesséria
para multiplicar Bkjl por um vetor ocupa O(kn) posigoes, e o citado pro-
duto pode ser efetuado com O(kn) operagoes. Essa observagao fornece os
elementos para a utilizagdo de métodos secantes em problemas de grande
porte. De fato, enquanto k é pequeno, o custo da iteracao quase-newtoniana
é, essencialmente, O(n) e, com sorte, poucas iteragdes serao suficientes para
atingir a convergéncia, de maneira que k, muitas vezes, nao chega a ser
grande. Se o indice da iteragdo k chega a ter valores que fazem a iteracao
excessivamente cara, sempre cabe o recurso de recomecgar “jogando fora” a
informacao relativa a iteracoes velhas. Chamamos “métodos quase-Newton
com memoéria limitada” as implementacoes dos métodos secantes para prob-
lemas de grande porte com armazenamento exclusivo dos vetores ug, vy que
definem as atualizacGes das sucessivas aproximagoes jacobianas Bj.

Exercicio 5.1: Provar a férmula de Sherman-Morrison: se A é nao-
singular entdo A +wuv’ é nio singular se, e somente se, v A~ lu # —1. Nesse
€aso,

A ypT A1

1+0vTA 1y~

Usando essa férmula, provar que quando se usa uma corregdo de posto um
para gerar By,

(A+u™)y =471 -

-1 T
- - sk — By yp)wy o1
Bl =B+ | k kBt

k+1 k — k
+ wak lyk

. sk — By 'yk

Exercicio 5.2: Chamando uy = —F——7——, comprovar que
wk Bk Yk

Bi'=(I+up_12_1)...(I+uozd )By', k=1,2,...
isto é, na resolucao de (5.2.1) basta armazenar os vetores ug, 20, --., Ug_1, 2k—1-

Exercicio 5.3: Caracterizar geometricamente o primeiro método de
Broyden, mostrando que ||Bgt1 — Bgllr < ||B — Bgl||r, para toda matriz
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B € IR™™" tal que Bsy = y. ||-||r € a norma de Frobenius: para A € R™*",
1 .

IAllr = (232 251 a%j)i. Provar que a mesma propriedade vale usando a

norma euclidiana em vez da norma de Frobenius.

5.3 Meétodos de Newton truncados

Quando n é muito grande, e a estrutura da matriz J(z) ndo é favordvel
para uma fatoracdo LU esparsa, a resolugdo do sistema linear newtoniano
(5.1.3) por métodos diretos fica impraticidvel. Os métodos quase-Newton
com memoria limitada sdo uma alternativa eficiente em muitos casos, como
vimos na secao anterior. No entanto, nesses métodos, necessitamos que
By 1 (ou uma fatoracao de By) seja simples, o que, freqiientemente, nao é
0 caso para matrizes proximas de J(zg). Isso significa que, as vezes, para
implementar um método quase-Newton com meméria limitada, precisamos
comecar com uma matriz By bem diferente de um Jacobiano verdadeiro,
fazendo com que as primeiras iteragdes do método quase-Newton (sobretudo
a primeira) sejam quase aleatérias. Por exemplo, suponhamos que nosso
problema original é resolver o problema de contorno tridimensional

Au+ f(u,z,y,2) =0, (5.3.1)

onde A é o operador Laplaciano, u é a fun¢do incégnita definida em [0, 1] x
[0,1] x [0,1] e seus valores no contorno do cubo sdo conhecidos. A dis-
cretizagdo por diferencas finitas de (5.3.1) define um sistema néo linear de
(N —1)3 equagdes e incégnitas, onde N = 1/h e h é o passo da discretizagao.
Assim, se h = 0.01, teremos 970299 varidveis e componentes do sistema. A
matriz Jacobiana deste sistema é esparsa. Entretanto, se adotamos a ordem
usual lexicografica para as incégnitas, seus elementos nao nulos ocupam as
seguintes posicoes:

(a) As tres diagonais principais;

(b) Duas subdiagonais a distdncia N da diagonal principal;

(c) Duas subdiagonais a distancia N? da diagonal principal.

Devido a essa estrutura, a fatoracdo LU da matriz ocupa O(N?) posicdes
de memoéria, o que é intolerdavel, tanto do ponto de vista de espago quanto
do nimero de operagbes que é necessario para sua manipulagao. Logo, o
método de Newton nido pode ser utilizado, e os métodos quase-Newton com
memoria limitada sao forgados a comegar com uma matriz By bastante afas-
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tada da Jacobiana verdadeira.

Os métodos de Newton truncados representam um ponto de vista rad-
icalmente diferente. Em vez de resolver (5.1.3), como Newton faz, ou sub-
stituir esse sistema por outro mais manejavel, no estilo quase-Newton, esses
métodos abordam a resolucao do sistema, linear newtoniano através de métodos
iterativos lineares que, como sabemos, sdo geralmente econémicos em termos
de memoéria e custo computacional. Em outras palavras, para resolver

J(zg)s = —F(xg) (5.3.2)

utiliza-se uma seqiiéncia s°, s', s2, ..., produzida por um método iterativo

linear, onde os sucessivos iterandos s¢ sdo calculados com um custo muito
moderado. Varios algoritmos para resolver sistemas lineares podem ser us-
ados. Se J(zy) é simétrica e definida positiva, resolver (5.3.2) é equivalente
a

1
Minimizar §sTJ(a:,c)s + F(zp)7s. (5.3.3)

O método dos gradientes conjugados, que estudamos no Capitulo 4, é, geral-
mente, o usado para resolver iterativamente (5.3.3).

Se J(zy) é nao-singular mas nao é, necessariamente, simétrica a res-
olugdo de (5.3.2) é equivalente & de

1
Minimizar §||J(:1:k)s + F(zy) |3 (5.3.4)

A fungio objetivo de (5.3.4) também é uma quadritica estritamente convexa,
como a de (5.3.3), portanto o método dos gradientes conjugados também
pode ser empregado para resolver esse problema. Entretanto, a matriz Hes-
siana da fungdo objetivo de (5.3.4) é J(zy)T J(x), e seu ntimero de condicio
é o quadrado do nimero de condigdo de J(z). Isso significa que, quando
J(zy) é simétrica e definida positiva, embora tanto (5.3.3) quanto (5.3.4)
possam ser empregados, 0 uso do primeiro é preferivel do ponto de vista
da estabilidade numérica. Por outro lado, o potencialmente alto nimero de
condigdo da Hessiana de (5.3.4) faz com que métodos alternativos a gradi-
entes conjugados sejam introduzidos, com a expectativa de um desempenho
independente do condicionamento de J(x;)TJ(zg). O algoritmo GMRES
[101] é, possivelmente, o mais utilizado atualmente para resolver problemas
do tipo (5.3.4). A idéia desse método é muito andloga & idéia geométrica
dos gradientes conjugados. Trata-se de minimizar a quadratica nos suces-
sivos subespagos de Krylov gerados por F(zy), J (zx) F(xk), J (zk)2F(xk), - - --
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Contrariamente a gradientes conjugados, em GMRES as iteragoes nao po-
dem ser simplificadas significativamente, de maneira que a implementagao do
método se baseia diretamente na idéia geométrica e o custo de cada iteracao
é crescente. Por isso, as implementacoes correntes procedem descartando in-
formacgao de passos velhos, e toda uma familia de métodos pode ser definida
de acordo ao volume de informacao descartada.

Outras alternativas promissoras mas pouco testadas para (5.3.3) ou
(5.3.4) sao os métodos de gradientes com retardos, introduzidos em [40] como
generalizagoes do método Barzilai-Borwein [4], [94], e o préprio método de
Broyden aplicado & resolucao de sistemas lineares [28], [75]. Os métodos
de gradientes com retardos sdo algoritmos de memdéria minima (apenas as
diregoes dos gradientes sao usados), onde o passo de méxima descida é sub-
stituido por um coeficiente que aumenta radicalmente sua eficiéncia. O
método de Broyden como método iterativo linear deve ser implementado
com memoria limitada, ji que, em estado puro, seu custo cresce a cada it-
eragao.

Quando se fala de métodos iterativos lineares, a possibilidade de uma
convergéncia muito lenta estd sempre presente. Por isso, freqiientemente sua
aplicacao é precedida pela manipulagao denominada “precondicionamento”.
Para fixar idéias, o “precondicionamento & esquerda” do sistema (5.3.2) con-
siste em sua transformacdo em um sistema equivalente

HkJ(.’Ek)S = —F(:Ek) (5.3.5)

de maneira que (5.3.5) é mais ficil que (5.3.2) para o método iterativo linear
escolhido. A matriz Hy é a precondicionadora de J(zj) e pretende-se que

Naturalmente, a precondicionadora ideal seria J(x;)~' mas, nos casos em
questao, essa matriz ndo pode ser calculada. Uma boa precondicionadora
deve ser, de fato, ficil de computar e manipular, objetivo, em geral, con-
flitante com (5.3.6). Infelizmente, ndo é possivel fornecer receitas univer-
salmente vélidas para o precondicionamento de sistemas lineares. Ver [74],
[73].

Qualquer que seja a escolha do método iterativo linear para resolver
(5.3.2), deve ser decidido quando um iterando s’ é uma aproximacdo sufi-
cientemente boa do passo newtoniano —J(zy) ' F(z)). E oportuno lembrar
que, a menos que zjp esteja muito proximo da solucdo, o “subproblema”
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F(zy) + J(zg)(z — zi) = 0, resolvido por (5.3.2), é bastante diferente do
problema original F'(z) = 0. Portanto, uma precisdo muito alta na res-
olucao do subproblema, é, ndo apenas anti-econémica como, provavelmente,
inatil. Dembo, Eisenstat e Steihaug [23], sugeriram um critério de parada
para o algoritmo iterativo linear baseado no residuo ||J(zy)st + F(zy)||. O
critério consiste em interromper o algoritmo linear quando este residuo (em
uma norma qualquer) é uma fracdo 7, da norma do termo independente
F(zg) (que, por outro lado, nada mais é do que o residuo para s = 0).
Veremos, na préxima seg¢ao, que existem razoes tedricas para fazer 7y efeti-
vamente dependente de k, embora, na pratica a fragdo “magica” 7, = 0.1
seja geralmente preferida. Resumindo, dada uma seqiiéncia 7, € (0,1), o
critério de parada introduzido em [23] produz incrementos que satisfazem

1T (@) sk + F(zp)ll < mill F ()], (5.3.7)

onde || - || é uma norma qualquer em IR". Os métodos baseados em (5.3.7)
€ Tx+1 = Tk + Sk costumam ser chamados “Newton-inexatos”. Quando o
incremento sj, é calculado como uma das iteracdes de um algoritmo iterativo
linear falamos de métodos de Newton truncados. Na proxima secao vere-
mos propriedades tedricas dos algoritmos para resolver sistemas nao lineares
baseados em (5.3.7).

5.4 Convergéncia local

Nas secoes anteriores apresentamos os métodos de Newton, quase-Newton
e Newton truncados. Agora veremos resultados de convergéncia local rela-
cionados com esses algoritmos. Diremos que um método possui convergéncia,
local em relagao a determinado tipo de solucoes do problema considerado se,
dada uma solucdo z, desse tipo, existe € > 0 tal que toda seqiéncia {zy}
gerada pelo algoritmo onde ||zg — z4|| < €, converge para z,. Os resultados
de convergéncia local estdo quase sempre associados a resultados de ordem de
convergéncia. Diremos que uma seqiiéncia {zy} converge linearmente para
z, relativamente & norma || - || se existem kg € IN e r € (0, 1) tais que, para
todo k > ko,

[Trt1 — 2|l S rllzp — 2. (5.4.1)

A convergéncia de {z} para z, serd chamada superlinear se existe
uma, seqiiéncia r; > 0 tendendo a 0, tal que

k1 — Tu|| < rellzr — 2| (5.4.2)
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para todo k = 0,1,2,.... Pela equivaléncia das normas em IR" podemos ver
que a convergéncia superlinear de uma sequéncia é independente da norma.
Ao mesmo tempo, se x; — T, superlinearmente, entdo dado qualquer r €
(0,1) e qualquer norma em IR", a desigualdade (5.4.1) acabard se verificando
para kg suficientemente grande, ou seja, teremos convergéncia linear.
Se z, — T, e existem ky € IN, ¢ > 0 e p > 0 tais que, para todo
k > ko,
k41 — 2l < ellar — 2 PF (5.4.3)

diremos que {zy} converge para z, com ordem pelo menos p+ 1. Sep =1,
falaremos de convergéncia quadrdtica. Pela equivaléncia de normas, (5.4.3)
também é independente da norma usada. Além disso, é ficil ver que este
tipo de convergéncia implica a convergéncia superlinear. Quanto maior seja
p mais rapidamente z; tenderd a z,. Com efeito, se, para uma iteragao
k, o erro ||zy — z«|| é da ordem de 0.1, entdo, na iteracdo seguinte serd
da ordem de ¢0.1711 e, depois de m iteracdes serd c0.1™®?+1) Portanto, o
nimero de digitos corretos das componentes da solugao crescerd rapidamente
se p > 1. Por isso, costuma-se dizer que, na convergéncia quadritica, o
numero de decimais corretos é duplicado em cada iteragao. Assim, o tipo
de convergéncia mais desejavel é a de ordem p + 1 com o maior valor de
p possivel. Nas sequéncias produzidas por métodos numéricos geradas em
um computador, a convergéncia quadrdtica (ou melhor que quadritica) é
observavel no rapido crescimento dos digitos repetidos de uma iteragao para
outra, ou, equivalentemente, o nimero de decimais iguais a zero do erro. A
convergéncia superlinear é mais dificil de observar empiricamente. Via de
regra, em seqiiéncias teoricamente superlineares (mas nao quadréticas), o
erro aparece diminuindo de maneira consistente, mas nao é usual observar
uma, queda mondtona para zero do quociente entre dois erros consecutivos.
Ja a apreciacdo da convergéncia linear depende integralmente da taxa r.
Alguns métodos de tipo ponto fixo para resolver sistemas lineares produzem
seqiiéncias com uma taxa linear de convergéncia tao proxima de 1, que sua
utilidade é praticamente nula. Por outro lado, se a taxa for menor que,
digamos, 0.5, a convergéncia pode ser indistinguivel, nos experimentos, do
comportamento superlinear.

Nesta se¢ao assumiremos as seguintes hipéteses gerais: F' : Q — IR",
com Q C IR" aberto e convexo e F € C1(Q). Portanto, para todo z € €,
.| F(z+h)— F(z) — J(z)h|]| _

1
h0 1]

0. (5.4.4)

Suporemos também que z, € Q é tal que F(z.) =0 e J(z) é nao-singular.
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Para a prova da convergéncia quadratica do método de Newton as-
sumimos que existem L > 0 e p > 0 tais que, em uma vizinhanga de z,,

17(z) = J(z:)|| < Lllz — =" (5.4.5)

onde || - || é uma norma qualquer em IR™ bem como a norma de matrizes
consistente associada em IR™*".

Exercicio 5.4: Usando (5.4.5), mostrar que para todo z,z € ,

1F(2) — F(z) = J(2:)(2 — 2)|| < Ll|lz — 2| max{|z — .|/, [|z — .

[} -

Exercicio 5.5: Usando (5.4.5), mostrar que para todo z € €2,

IF(2) - J(2)(@ - 2.)] < L

ol

5.4.1 O teorema das duas vizinhangas

O objetivo desta subsecao é mostrar que, se z( estd proximo de z, e todas
as matrizes By estdo perto de J(z.), a seqiiéncia gerada por zx11 = Tf —
B, 'F(x}) converge para z, com taxa linear. Esse resultado sera aplicével
aos métodos quase-Newton em geral, e, especificamente, ao préprio método
de Newton. Usaremos de maneira essencial que todas as matrizes que se
encontram numa certa vizinhanca da matriz ndo-singular J(z.) sao ndo-
singulares. No Lema 5.4.1 vamos precisar o tamanho dessa vizinhanca. Um
resultado prévio, de 4lgebra, é o chamado Lema de Banach: dada uma norma
arbitraria || - || em IR", que denota também a norma matricial subordinada,
se ||A]| < 1, entdo I + A é ndo-singular e

1

1 _
— o < (I + 4) 1||§1_7”AH-

L+ [[A]l —

Exercicio 5.6: Demonstrar o Lema de Banach.

Lema 5.4.1

Se B € R™ " ¢€ tal que |B — J(z.)|| entdo B™! eziste e

1
< -
= 2| I ()]
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satisfaz | B~ < 2||J(z.) L.

Prova: Seja A = BJ(z,)~!—1 = [B— J(z,)]J(z,)"!. Pela consisténcia
da norma segue que

1A = I[B = J ()] (z.) | < 1B = Tl () Y| < % <1,

ou seja, estamos nas condigdes do Lema de Banach e, entdo BJ(x,)™!
é ndo-singular. Logo, existe B~! e vale [BJ(z,)"!]™! = J(z.)B~!. Além

disso,
1

<2.
1= ||BJ(z.)~t = 1| —
Como [|[B7H| = [[J(z:)~ J(z) B7H| < [IT(z:) 7| [|J(z:) B, segue
que B~ < 2]|J(z.) . QED

17 () B <

Lema 5.4.2 - das duas vizinhangas.

Para cada ¢ € Q e B € R™ ", definimos a func¢io ®(z,B) = = —
B 'F(x). Sejar € (0,1). Ezistem &1 = €1(r),d1 = 61(r) > 0 tais que se
|z — z.l| < €1, |B— J(z4)|| < 61, a funcao ®(z,B) estd bem definida e
satisfaz | ®(z, B) — .|| < ||z — z.||

Prova: Seja 6] = m Pelo Lema 5.4.1, se [|B — J(z4)|| < &)
entdo B! existe e satisfaz
1B <200 ()7 - (5.4.6)
Assim, ®(z, B) estd bem definida se z € Q e §; < 4.
Agora,
|@(z, B) — z4|| < A1 + A2 (5.4.7)

onde
A=z =2 — B W (z)(z — )| e Ay =[BT [F(z) — J(z)(z — z)]]l -
Por (5.4.6), temos que
A = |z—=z,— B 'J(z,)(zx —z,) — B 'B(z —z,)+ B"'B(z — z,)|
= |z — 2. — B 'B(x —x.) + BB — J(z.)](z — z.)||
IB7B — J(z:))(z — )|
IB7HIB — J(z)|l [l — ]
201J(z) 7 61 llz — 2] (5.4.8)

IN N
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Pela diferenciabilidade de F' e por (5.4.6), temos:

Az <|[BTY| |F(2) — J(z) (@ — 2| < 201 (z.) 71| Blz) (5.4.9)

onde lim M—O.

w2 Jlz— o]

Seja e1 tal que

B(x) r
’ (51 " ||$—Szlﬁ|)561 { |z — || }) = 1T (z) 1| (5.4.10)

Entao, para ||B — J(z)|| < 01 e ||z — z«|| < €1, por (5.4.7)-(5.4.10)

temos
|®(x, B) — x| < 2[|J(z.) 7" 6 ||$—$5(||;r2||¢7($*)1|| B(z)
= 2||J(z) ! ((5 +7$) T — Ty
17 (84 2 Y o -l
< 7z —zi - QED

Teorema 5.4.3 - das duas vizinhancgas.

Sejar € (0,1). Ezistem € = e(r) e § = 6(r) tais que, se ||[zg —z.|| <€ e
|Br — J(z)|| < 0 para todo k, entdo a seqiéncia gerada por xpi1 = g —
Bk_lF(xk) estd bem definida, converge a x, e ||xg+1 — .|| < 7||zK — 24| Para
todo k.

Prova: Considerando a funcio ®(z,B) = z — B~'F(z), temos zj;1 =
&(z,Bg), k =0,1,2,... . A prova segue por um argumento de indugao e
pelo Lema 5.4.2. QED

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema das duas vizinhangas é a
convergéncia local linear do método de Newton estaciondrio. Com efeito,
dado r € (0,1), pela continuidade das derivadas de F, existe €9 tal que
|J(z) — J(z«)|| < 0(r) sempre que |zg — || < €2. Tomemos, entdo £ como
o minimo entre £(r) e €2, onde §(r) e ¢(r) sao os definidos no Teorema das
duas vizinhangas. Entao, se ||zg — z.|| < € teremos ||J(zg) — J(z4)|| < §(r)
e, portanto, ||Bx — J(z«)|| < d(r) para todo k. Logo, estamos dentro das
hipéteses do teorema, €, em conseqiiéncia, a seqiiéncia converge com a taxa



88 CAPITULO 5. SISTEMAS DE EQUACOES NAO-LINEARES

linear r. E importante observar que esta pequena prova foi iniciada com
um r € (0,1) arbitrario. Portanto, a taxa de convergéncia linear do método
de Newton estaciondrio poderia ser arbitrariamente pequena, tomando zg
suficientemente préximo de z,.

5.4.2 Convergéncia quadratica de Newton

A aplicagdo do Teorema das duas vizinhangas ao método de Newton é bas-
tante natural. No entanto, a ultima observacao da subsecao anterior, permite
vislumbrar que, para este método, resultados mais fortes sao possiveis. Aqui
vamos usar a condigao (5.4.5) para provar que a ordem de convergéncia de
Newton &, pelo menos p + 1. E usual que (5.4.5) seja véalida com p = 1,
por isso chamaremos essa propriedade de “convergéncia quadritica”. As
situagbes em que (5.4.5) vale para algum p € (0,1) mas nio para p = 1 sdo
um tanto patolégicas, e nao tém maior importancia pratica. No entanto, é
interessante refletir sobre o caso em que (5.4.5) é satisfeita para algum p > 1.
Por exemplo, se p = 2, essa condicao significa que as derivadas segundas de
F' existem e sao nulas em z,. Nesse caso, a convergéncia de Newton é de
ordem 3. Assim, quanto maior seja a ordem das derivadas que se anulam
na solucao, acima das segundas, Newton convergird mais rapidamente. No
caso extremo, todas as derivadas de F' sao nulas em z, 0 que, quase sempre,
indica que F' é uma funcao linear em uma vizinhanca da solugao. Nesse caso,
a ordem de convergéncia p + 1 para todo p significa que z; serd igual a z,,
ou seja, o0 método se comportard como um método direto, que é exatamente
o que se espera dele quando aplicado a uma funcio linear.

Teorema 5.4.4 - Convergéncia quadratica de Newton.
Suponhamos que F, L,p satisfazem (5.4.5). Entao existem e,y > 0 tais
que para todo xgy verificando ||zg — .|| < €, a sequéncia gerada por

Tg+1 = Tk _J(‘Tk)_lp(xk)a k=0,1,...
estd bem definida, converge a . e satisfaz

k1 = 2oll < Allg — 2P

Prova: Escolhemos um r arbitrario entre 0 e 1, digamos, r = 0.5. Seja
e1 = €1(r), definido pelo Lema das duas vizinhancas. Pela continuidade de
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J(x), existe g9 > 0 tal que, sempre que ||z —z.|| < €2, temos ||J(z)—J (z4)]| <
01(r). Tomamos
€ = minimo {e1, 2},

logo ||J(zo) — J(z«)|| < d1(r). Entao, pelo Lema das duas vizinhancas,
o1 — 2l < rllzo — ]| < ex.

Portanto, ||J(z1) — J(z.)|| < d1(r) e o raciocinio pode ser repetido, indu-
tivamente, para provar que {zy} converge para z, linearmente com taxa r.
Agora, por (5.4.6), temos que, para todo k,

loksr =l = ok — 2 — J(@r) 7 F (@)
|1 (k) (= F (zk) — J (k) (@2 — z))
207 () NF () — T (@) (wr — )l

Mas, por (5.4.5) e pelo resultado do exercicio 5.5,

IA I

1F (k) — I (@) (= 2)ll < |F () — I (@) (2 — 22)| + Lz — 2P+
< 2Lz — @ P
Portanto,

l2k41 — @]l < 4T () M| Lllag — P

o que completa a prova. QED

Sutilezas maiores que as do Teorema 5.4.4 s3o possiveis. De fato, o
leitor poderéd verificar que, mesmo sem supor a condic¢ao (5.4.5), mas usando
a diferenciabilidade de F', a convergéncia de Newton é superlinear.

5.4.3 Convergéncia dos métodos quase-Newton

O Teorema das duas vizinhancas é um elemento essencial na teoria de con-
vergéncia dos métodos quase-Newton. Com efeito, ele nos diz que em um
método desse tipo, se o ponto inicial estd suficientemente perto da solugao
e todas as matrizes By estao préoximas de J(z.) a convergéncia ocorre com
taxa linear. A maneira mais ficil de satisfazer as hipéteses desse teorema
é escolher uma unica vez By proxima de uma Jacobiana e tomar todas as
outras By iguais a By. E o que o método de Newton estaciondrio faz. A
maijoria dos métodos quase-Newton tenta uma opc¢ao melhor. Por exemplo,
os métodos secantes definem By,; = By + ABj para todo k, onde, quase
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sempre, ABy tem posto pequeno. Portanto, mesmo que By esteja perto de
J(z4), poderiamos ter o azar de que alguma das By ’s posteriores ficassem fora
da vizinhanca que garante a convergéncia linear. Em outras palavras, By
pode sofrer uma deterioragdo em relagao a By. Para garantir que, apesar
dessas possiveis deterioragoes, todas as By, estejam na boa vizinhanca de que
fala o Teorema, 5.4.3, sao provados, para os distintos métodos quase-Newton,
teoremas de “deterioracao limitada”. Como seu nome indica, esses teoremas
estabelecem que, embora a distancia entre B1 e J(x4) possa ser maior que
|Bx — J(z4)]|, o grau de degeneragdo nio pode ser tdo grande ao ponto de
comprometer a convergéncia. Existem diferentes teoremas de deterioracao
limitada para os distintos métodos quase-Newton. Enfoques unificados sao
discutidos em [27], [71] e [72]. Uma propriedade de deterioracao limitada
tipica é:

[Br1 — J(@)ll < [|Be = J (@) || + cllzg — 24| (5.4.11)

para algum ¢ > 0. A desigualdade (5.4.11) estabelece que a deterioracao
de By em relacdo a By é de ordem nao maior que o erro na iteracao
k. O método de Broyden, do qual falamos na Secao 5.3, satisfaz uma pro-
priedade desse tipo. Para mostrar como ela contribui para nao corromper a
convergéncia de um método quase-Newton, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.4.5
Consideramos o método quase-Newton definido por ryy1 = xp —
B, 'F(z), onde as matrizes By, satisfazem (5.4.11). Sejar € (0,1). Entdo,
existem €, > 0 tais que, se ||[xg — z.|| <€ e ||By — J(z«)|| < d, a seqiéncia
estd bem definida, converge a x. e satisfaz |z — z«|| < 7||xK — 24| Para
todo k.

Prova: Sejam ¢; = £(r) e 1 = d(r) os definidos no Teorema das duas
vizinhancas. Sejam € < g7 e § < §; tais que

S+ <6y (5.4.12)
1—7r

Se ||zo — z«|| < e e ||Byg — J(z4)|| < J, o lema das duas vizinhangas garante
que ||z1 — z.|| < 7||zo — z4||. Portanto, por (5.4.11),

1By = ()|l < [|Bo = J () || +rllwo — ]| < 6+ re < & < 4.
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Por indugdo, provamos que ||z541 — T« || < 7lzp — zo|| < 76|20 — 24| €

k+1 k+1
€
IBr1 =T ()| < [[Bo—J(z)ll+ Y r¥lwo—zsl| <5+ e < 7=, S0
=1 =1

Portanto, as matrizes By, apesar da sua possivel corrup¢ao, permanecem
sempre na vizinhanga boa de J(z.), e a convergéncia é mantida. QED

A maioria dos resultados de deterioracdo limitada para métodos
quase-Newton sao obtidos usando propriedades geométricas das férmulas
de atualizacao das By’s. O exemplo mais claro é fornecido pelo método de
Broyden. Como vimos no Exercicio 5.3, nesse algoritmo, By1 é a projecao
segundo a norma de Frobenius de Bj na variedade afim das matrizes que
satisfazem a equacao secante Bsy = yi. Se J(z,) satisfizesse essa equagao,
a distancia entre Byy1 e J(x.) seria menor ou igual & distdncia entre By
e J(z.) e o principio (5.4.11) seria satisfeito com ¢ = 0. Infelizmente, em
geral, J(z,) ndo é uma das matrizes que satisfazem a equagdo secante da
iteracao k. No entanto, se definimos

~ 1
By = / T(zh + t(opsr — ox))dt, (5.4.13)
0

podemos verificar, com o teorema fundamental do cdlculo, que Bys; = Yk-
Portanto,
1Bk+1 — Bl < [ Bk — Bil-

Assim,
| Bet1 — Bill + || Be — J(z)]]

<
< Bk — Byl + || Bk — J(z+) ||
< |[Bp — J(z)l| + 2| By — J (x| (5.4.14)

[1Brt1 — J ()|

Por (5.4.13), e usando (5.4.5), podemos verificar que || By — J(z,)| =
O(||xzx — z«||), portanto a propriedade (5.4.11) segue de (5.4.14).

A interpretacao das férmulas secantes como projecoes permite, geral-
mente, provar outra propriedade importante:

lim ||Bji1 — Byl = 0. (5.4.15)
k—00
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A idéia é usar, em cada iteragdo, o Teorema de Pitdgoras. Apenas neste
pardgrafo, || - || serd a norma de Frobenius,

1Bis1 — Bell® = Bk — Bell? = [ Brss — By (5.4.16)
Portanto,
1Ber1 = Bill” = | B — J(@)|I” = | Bosr = J (@) I+ O([Jzg — z]). (5.4.17)

Assim, supondo que o principio de deterioracao limitada ji permitiu provar
a convergéncia com taxa linear r da seqiiéncia {zy}, e somando todas as
igualdades (5.4.17),

[0 — .||

5.4.18
1=l (5:4.18)

o0
> NBr+1 — Bell* < [|1Bo — I (z:)|I* +
k=0

logo, a série da esquerda em (5.4.18) converge e, portanto, (5.4.15) se verifica.

Por enquanto nos limitamos a mostrar que os métodos quase-Newton
com deterioracao limitada nao sao piores que o mais simples dos métodos
quase-Newton, onde By, nao muda nunca e, portanto, a deterioracao é nula.
Se os métodos secantes nao pudessem oferecer mais do que isso, nunca teriam
sido populares. De fato, veremos agora que, via de regra, os métodos secantes
nao apenas convergem com a taxa linear r de que fala o teorema das duas viz-
inhancas mas, também, sdo superlineares. A ferramenta fundamental para
essa prova é o seguinte teorema, cujo resultado é conhecido como “condicao
Dennis-Moré”.

Teorema 5.4.6 - Condigdo Dennis-Moré.
Suponhamos que F satisfaz as hipdteses gerais, incluindo (5.4.5), a
sequéncia gerada por
Tpt1 = T — Bk_lF(wk)

estd bem definida, converge a x., e satisfaz
[[Bk — J ()]sl _

lim =0. 5.4.19
B T Tl (5.4.19)

Entao a convergéncia é superlinear.

Antes de provar a condi¢do Dennis-Moré vamos refletir sobre seu sig-
nificado. Uma primeira observacao é que o método de Newton claramente
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satisfaz (5.4.19) e que, ainda mais, qualquer seqiiéncia de matrizes { By} tal
que By — J(z.) também satisfaz essa condi¢do. Logo, por este teorema, o
método de Newton estaciondrio com recomegos, do qual falamos na Secao
5.2, é superlinear. No entanto, a condi¢ao Dennis-Moré exige menos que a
convergéncia de By para J(z.). Com efeito, o que deve tender para zero
nao é a diferenca By — J(x,) mas a aplicacao dessa diferenca na direcao
incremental si/| sk||. Ou seja, para efeitos de convergéncia superlinear, é
indiferente o que B}, faca com direcbes diferentes dos incrementos e apenas
a acdo das matrizes sobre os s;’s tem importancia. Assim, um método com
essas condicoes pode ser superlinearmente convergente, mesmo com as ma-
trizes By, convergindo a algo diferente da Jacobiana na solugdo. No Teorema,
5.4.5 apresentamos a condicdo Dennis-Moré apenas como uma condi¢ao su-
ficiente. Na verdade, o resultado é bem mais elegante (ver [25], [26]): a
condicao (5.4.19) é também necessdria para a convergéncia superlinear dos
métodos quase-Newton e o fato de que z, é uma raiz pode ser deduzido dela
e nao apenas assumido como hipétese.

Na prova do Teorema Dennis-Moré, faremos uso de um lema que,
brevemente, mostra que ||F(z)| pode ser utilizado como uma medida da
distancia entre = e z, quando F(z,) é nao-singular:

Lema 5.4.7
Ezistem €,c1,co > 0 tais que, sempre que ||z — .|| < ¢,

cillz =z < [F(2)]| < ol — ..

Prova: Pela diferenciabilidade de F,

Lo IP@) = (@)@ =zl

A PR

Mas
lz — 2| = 17 (24) 7 I (@) (2 — )| < N (@) 7 T (@) (2 = )],
portanto

g NF@) = J@)@ -2l _
e || () THI T (24) (& — 24|
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Logo,
IF@ - @)@ - 2.
woae || J(@) (@ — )]
Mas | | F(z)|| — [|J(z:)(z — )|l | < [|F(z) — J(2+)(z — )|, portanto existe
e > 0 tal que, sempre que 0 < ||z — z,.|| <,

1 IF@ - () (@ — )]
25 @)@ o)l

=0.

1
SE,

ou seja,
—%IIJ(x*)(w —z)| < IF@)]| = [ J(z) (@ — 2.)|| < %nJ(w*)(x — )],
ou ainda,
1 3
1@ (@ —z)ll < |F(@)] < Sl (@) (@ — 2)]l- (5.4.20)
Mas, [|7(x.)(z — z.)|| < [[J(2)|llz — ]
|z — 2. = [T (2) " T (@) (@ — 2| < [T (@) "1 () (@ — ),

portanto a tese do Lema segue de (5.4.20), com ¢; = 1/(2||J(z.)||7}) e
&2 = 3|J(a-)[. QED

Prova do Teorema Dennis-Moré: Por (5.4.19), temos:

[Br — J(z:)|(zr41 — k) = —F(xx) — J () (Th11 — Tk)
= F(zgy1) — F(zr) — J(@4) (Th11 — Tk) — F(Tpy1)-
Agora, pelo resultado do Exercicio 5.4,
|1F(zh41)—F (zr) =T (z:) (Zs1—2k) | < Ll|zpsr—zpl| max{||zp—z|, w511 -2} -

Portanto, pela convergéncia de {z} e pela condi¢do (5.4.19),

po IPGrs)l

=0. (5.4.21)
koo ||Zg41 — k|

Agora, ||zg+1 — zk|| < |zg+1 — || + ||z — z«|| €, pelo Lema 5.4.7, para k
suficientemente grande, temos ||F(zg41)|| > c1||zg+1 — z«||. Portanto, por
(5.4.21),

lim ok 1 = o] =0, (5.4.22)
koo [[zg — || + |21 — ]
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e a convergéncia superlinear segue de (5.4.22) apds breve manipulacao algébrica.
QED

Quando, para um método secante, pode ser provada uma propriedade
de deterioracao limitada e a forma de definir AB; permite demonstrar
também que || Bg+1— Bg|| — 0, a convergéncia superlinear do método resulta
do Teorema Dennis-Moré. Formalizaremos isso no seguinte teorema.

Teorema 5.4.8
Suponhamos as hipdteses gerais desta se¢do e, também, a condicdo
(5.4.5). Suponhamos que o método quase-Newton definido por xgxi1 = x) —
B 'F(zy) tem as propriedades (5.4.11) e (5.4.15) e que a equacdo secante
(5.2.2) € satisfeita para todo k. Entdo, existem €,0 > 0 tais que, se ||zg —
zi|| < e e||By— J(zs)|| < e, a segiéncia {x} estd bem definida, e converge
superlinearmente para T.

Prova: A boa definicao e convergéncia resultam do Teorema 5.4.3. Para
provar a superlinearidade vamos mostrar que a condigao Dennis-Moré é sat-
isfeita. Pelo resultado do Exercicio 5.4, temos que

lye — J (@) skl < L|skl| max {[|zx — z«[[P, [[zr11 — [P} (5.4.23)

Mas, pela condigao secante, By 155 = yx. Logo, por (5.4.23) e a convergéncia

de {$k}a

B - *
lim 1Bk = T@lsell (5.4.24)
k=00 skl

Claramente, a condi¢ao Dennis-Moré (5.4.19) pode ser deduzida de (5.4.24)
e (5.4.15). Portanto, a convergéncia é superlinear. QED

5.4.4 Convergéncia dos Newton inexatos

Como dissemos na Se¢io 5.3, chamamos métodos de Newton inexatos aqueles
baseados na condigdo (5.3.7). Newton truncados serao aqueles métodos nos
quais se utiliza um método iterativo linear para resolver, aproximadamente,
o sistema (5.3.2). Freqiilentemente, as duas expressoes sao utilizadas como
sinénimos. Entretanto, pode ser que um método de Newton truncado utilize
um critério de parada diferente de (5.3.7), e também é possivel que o in-
cremento s que satisfaz (5.3.7) ndo seja originado de um processo iterativo
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linear. Por isso, é conveniente manter as duas denominagoes com significados
diferenciados.

No resultado principal desta subsecdo, provaremos que os métodos
de Newton inexatos sao localmente convergentes com taxa linear, em deter-
minada norma, se o valor ||7,|| se mantém fixo ao longo de todo o processo.
Se 7, — 0, veremos que a convergéncia é superlinear.

Teorema 5.4.7 - Dembo - Eisenstat - Steihaug.

(a) Se Nk < Mmax < T < 1, existe € > 0 tal que se |zg — z.|| < €, entdo
a seqiéncia {xy} gerada por um método de Newton inezxato converge a T.
Além disso a convergéncia € linear com taza 7:

k11 = zalls <7z — 2l (5.4.25)

onde a norma || - ||« estd definida por ||y||« = ||J(z«)y]| -
(b) Se a seqiéncia {xy} gerada por um método de Newton inezato
converge a T, e se
lim 7y =0, (5.4.26)
k—00

entdo a convergéncia € superlinear.

Prova: (a) Como J(z.) é ndo-singular, para todo y € IR™ vale:

1
ﬁllyll < llylls < plyll (5.4.27)

onde g = max{|[J(z.)|l, |7 (z:) "I} -
Como nax < 7, existe v > 0 suficientemente pequeno tal que

(14 wy) [Mmax(1 + py) +2uy] < 7.

Agora, escolhemos ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

17 (y) = J(@)ll <7 (5.4.28)
()"t = T(@) 7 <, (5.4.29)
1F(y) — F(z) — J(@:)(y — 20| < vlly — 24 (5.4.30)

se ||ly — z.|| < p?e. A existéncia de € é garantida pela diferenciabilidade de
F.
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Assumindo que [|zg — .|| < €, vamos provar (5.4.25) por indugao.
Por (5.4.27), pela hipétese de indugéo e, novamente por (5.4.27), temos

lzk — 24| < pllzk — 2l < prfllee — @alls < p?llwo — 2| < pe

de tal forma que (5.4.28)—(5.4.30) valem com y = x. Além disso, a k-ésima
etapa de um método de Newton inexato é definida de tal forma que existe
sy, satisfazendo

|| Ry ||
=—F d < . 4.31
J(zk)sk () + Rg, onde TP =™ (5.4.31)
Entao,
J(@e)(Tpy1 — 24) = (@) + J(z4) (21 — 74)

= J(@)J (k) [T (@) sk + I (zk) (25 — 74)]
= [T+ J()(J(zr) " = J(za)~
— J(z4)(z — ) — F(xg) +
= [T+ J(@)(J(z) " = J()”
— [F(zk) — F(zx) — J (@) (21 — 24)]] -

Usando a definigdo de pu, (5.4.28), (5.4.29), (5.4.30) e (5.4.31), temos

(
]
F(zy) + J(z:) (T — 74)]
]

N

k1 = 2ol < [+ 1T @] 1T (@)™ = I () 7] IR +

DI (zn)sk + F(wp) + J (26) (25 — 24)

D[Ry + [ () = J(@)](wr — )

+ () = J(@ )l lon — zall + | F (wx) — Fax) = J () (2 — )]

IN

(U + )| F (@) |+ yller — 24| + vl — 2] -
Como
Faz) = [J(@) (er — )] + [F(ax) = Flax) — J(zk) (@p — )],
de (5.4.30) segue que:

[1E@)ll = llee =zl + 1F (k) = F(22) = J (@) (2 — z.) |
< lee — zulls + yller — 2l -

Portanto, usando (5.4.27),

(U + py)mlller — 2l + yllar — zall] + 2yllar — 2]

|1 — z4lls <
< (14 py) [Mmax (1 4 py) + 2py]|lze — o4l
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Logo, (5.4.25) segue pela escolha de 7.

Para provarmos o item (b), inicialmente, como na k-ésima etapa de
um método de Newton inexato vale (5.4.31), (5.4.26) é equivalente a dizer
que

1Rl = o[l F" (x)1])- (5.4.32)

Assim, assumindo (5.4.22), analogamente & prova do item (a), segue que

zke1 =zl < (1) TH A+ 1 (k) ™" = T () THIT IRk
+ (k) = J(@)l ok = 2l + [ F(2x) = Fz2) = I () (@5 — 22)|]
= [I17@@) "+ o] oI F (zi)ll) + o(V)llzk — 2]l + ollzk — z:II)] -

Desta forma, pelo Lema 5.4.6,
[7k4+1 — @l = o([|F(zk)|]) + o(L)|zx — @4l + o(l|lzk — ),

ou seja xp — T, superlinearmente. QED

Outros critérios, além de (5.3.7), tém sido propostos para a parada
do método iterativo linear nos algoritmos de Newton truncados. Ypma [118]
sugeriu o seguinte critério baseado no erro verdadeiro do sistema linear, e
nao no residuo:

sk + T (ze) T F (@) | < il () " F (i)l (5.4.33)

O critério (5.4.33) tem algumas vantagens tedricas sobre (5.3.7) (ver [75]).
No entanto, é mais dificil de implementar devido & necessidade de estimar a
solucao verdadeira do sistema linear.

Uma desvantagem conceitual dos critérios (5.3.7) e (5.4.33) é que,
para se obter convergéncia superlinear, a precisao com que se deve resolver
o sistema linear deve ser cada vez mais exigente (ny — 0). Através do uso
de precondicionadores que satisfazem a equacgdo secante, esta dificuldade é
contornada em [74] e [73].



Capitulo 6

Minimizacao irrestrita e
busca linear

A minimizacdo de uma fungao continua de n varidveis, sem vinculos, é
um dos problemas classicos da otimizacao nao linear. Existem intmeras
situacoes da realidade que sao modeladas dessa maneira. Quando a fungao
é derivavel, a condigdo necessiria de primeira ordem para minimizadores
estabelece que o gradiente deve se anular. Em casos muito simples, como
os tratados nos textos de calculo multivariado, é possivel calcular manual-
mente todos os pontos criticos o que, geralmente, leva a encontrar solugoes
globais, quando estas existem. Mas, quando o ntimero de varidveis ou a com-
plexidade da funcdo aumentam, as manipulagoes isoladas sao insuficientes
para achar sequer pontos estacionarios. E necessario, entao, apelar para
métodos numéricos, quase sempre iterativos. Os algoritmos estudados neste
capitulo funcionam da seguinte maneira: dado o iterando zj determina-se
uma direcao di ao longo da qual, em principio, é possivel fazer diminuir o
valor da funcdo objetivo. A seguir, calcula-se um comprimento de passo que
permita uma diminuicdo razodvel. O método de Newton, os quase-Newton,
e os chamados métodos de Newton truncados podem ser adaptados para
funcionar com este esquema.
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6.1 Algoritmos gerais
Vamos considerar o problema de minimizagao sem restrigoes

Minimizar f(z)

6.1.1
z € IR" ( )
com a hipétese inicial de que f € C1(IR").

Neste capitulo consideraremos sempre que || - || é a norma euclidi-

ana, embora muitos resultados sejam independentes dessa identificagao. Os
métodos para resolver (6.1.1) sdo iterativos. A aproximagado zg,; estd bem
definida e satisfaz f(zxy1) < f(zr) se Vf(zx) # 0. Para a definicdo desses
algoritmos, usaremos direcées ao longo das quais, pelo menos dando passos
muito pequenos, é possivel fazer decrescer f(z). Assim, dado z € R", d €
IR™ é chamada direcao de descida a partir de x se existe ¢ > 0 tal que, para
todo ¢ € (0,¢],
flz+1td) < f(z) .

As diregoes que formam um angulo maior que 90 graus com o gradiente
sao diregoes de descida, como vemos no seguinte lema.

Lema 6.1.1
Se Vf(x)Td < 0 entdo d é direcdo de descida.

Prova: Como Vf(z)Td = %iné fla+ t(? — /(@) e por hipétese V f(z)Td <
%

0, entdo para todo ¢t > 0 suficientemente pequeno, temos f(z + td) < f(x).
QED

A direcio d = —V f(z) é chamada direcdo de mdzima descida a partir
de z. Se consideramos todas as direcoes com norma euclidiana unitiria no
espaco, é ficil ver que a derivada direcional mais negativa se realiza nessa
direcdo. A solucao do problema

Minimizar f(z) sujeita a ||z — z|| <,
onde f é qualquer funcio tal que Vf(z) = Vf(Z), é um ponto z(e) tal que

[z(e) — Z]/||z(e) — Z|| tende & dire¢do de méxima descida quando ¢ tende a
0.



6.1. ALGORITMOS GERAIS 101

O protétipo de todos os métodos que veremos neste capitulo é o
seguinte algoritmo.

Algoritmo 6.1.2 - Algoritmo basico que usa diregoes de descida.
Dado zx € IR™ tal que Vf(zg) # 0, escolher dj, dire¢do de descida e
tr > 0 tais que

[z + tedr) < f(zg) .

Tomar zx41 = zx + trdk.

Exercicio 6.1: Mostrar que o Algoritmo 6.1.2 estd bem definido, no
sentido de que, sempre que V f(xy) # 0, é possivel encontrar ¢, satisfazendo
a condicao de descida.

Naturalmente, gostariamos que a aplicagdo do Algoritmo 6.1.2 nos
levasse sempre, depois de um numero razodvel de iteragoes, a um mini-
mizador global de f. Isso ndo vai ser possivel. De fato, o algoritmo assim
definido é impotente até para nos conduzir a pontos estacionarios no limite.
Existem exemplos em uma variavel que mostram que a seqiiéncia gerada por
ele pode convergir a um ponto nao estacionario.

Exercicio 6.2: Exibir um exemplo do tipo dos mencionados no paragrafo
acima.

Uma das razoes pelas quais o Algoritmo 6.1.2 fracassa em encon-
trar minimizadores ou, até, pontos estaciondrios, é que pedir apenas que
f(xg + trdy) seja menor que f(zx) é um objetivo excessivamente modesto,
pois, na realidade, um descenso mais enérgico pode ser conseguido ao longo
de diregoes de descida. A chamada “condigdo de Armijo” substitui o de-
scenso simples e serve para invalidar alguns dos contra-exemplos que po-
dem ser construidos para desqualificar a condicdo de descenso simples. No
seguinte teorema mostramos que a obtencao do descenso baseado na condigao
de Armijo é sempre possivel.

Teorema 6.1.3 - Condicao de Armijo.
Sejam x, d € IR™ tais que Vf(z) #0, Vf(z)T'd <0 ea € (0,1). Eriste
e =¢(a) >0 tal que

flz+td) < f(z) + atVf(z)ld (6.1.2)
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para todo t € (0,¢].

Prova: Temos

0# Vf(2)"d=lim flz+ tﬂ? — f(z)

e portanto
i f@ttd) — f(a)

= 1.
150 tVf(z)Td

Logo, existe € > 0 tal que para todo t € (0,¢],

flotid) ~ @)
tVf(z)Td —

Ou seja, para todo t € (0,¢], f(z +td) < f(z) + atVf(z)'d. QED

Exercicio 6.3: Encontrar um exemplo em uma varidvel onde a sequéncia
gerada pelo Algoritmo 6.1.2 tenha pontos de acumulacao nao-estacionarios
e onde a condi¢ao de Armijo ndo esteja sendo satisfeita em infinitas iteracoes.

Incorporando a condi¢do de Armijo, o Algoritmo 6.1.2 pode ser ree-
scrito da seguinte maneira.

Algoritmo 6.1.4 - Algoritmo basico de descida com Armijo.
Dado « € (0,1) e dados zy, e dy, tais que Vf(zx)'d;, <0,
escolher t; > 0 tal que

f(J?k + tkdk) < f(.’Ek) + athf(a:k)Tdk . (613)

Tomar zx41 = g + trdk.

Novamente, devemos lamentar que a condigdo (6.1.3), embora mais
exigente que a primeira, nao garanta as propriedades desejaveis de um método
de minimizacdao. Com efeito, até em uma varidvel é possivel encontrar exem-
plos para os quais o Algoritmo 6.1.4 converge a um ponto nio estacionario.
A razdo é que, na condicdo de Armijo, nada impede a tomada de passos
excessivamente pequenos, produzindo um fendémeno do tipo “Aquiles e a
tartaruga”.
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Exercicio 6.4: Encontrar contra-exemplo em IR onde o Algoritmo 6.1.4
convirja a um ponto nao-estaciondrio.

Pode ser que passos muito pequenos sejam inevitaveis, simplesmente
porque passos grandes ndao permitem um decréscimo adequado, mas é im-
perdoavel, do ponto de vista do desenho algoritmico, que passos “grandes”
nao sejam, pelo menos, tentados. Por isso, decidimos tentar sempre, primeiro
0 passo ty = 1 e diminuir o passo sem exageros apenas quando a condi¢ao
de Armijo nao é satisfeita. Entretanto, esse mecanismo nfo inibe, por si
s6, os passos muito curtos, porque poderia ser que o préprio tamanho de dj,
fosse muito pequeno. Isso motiva, também, a introduc¢ao de uma condigao

adicional para dj, que chamaremos “condicao (”:

k]l = BIV f ()l (6.1.4)

com (> 0.

A condi¢do de Armijo (6.1.2) e a condi¢do (6.1.4) sdo suficientes
para eliminar os inquietantes contra-exemplos unidimensionales, mas ainda
nio bastam para garantir que todo ponto de acumulagao seja estacionario.
De fato, se n > 2, as direcoes de descida dj poderiam ser maldosamente
escolhidas de maneira que o dngulo entre dy e V f(z) tendesse a 90 graus.
Ou seja, o cosseno entre dy e Vf(xr), embora negativo, tenderia a zero.
Essa situacdo poderia provocar convergéncia a um ponto nao estaciondrio.
Para inibir essa eventualidade, vamos impor que os citados cossenos estejam
uniformemente separados de 0. Logo, as diregoes toleraveis formarao uma
espécie de cone agudo com eixo na semi-reta gerada por —V f(zy). Por
razoes Obvias, esta serd chamada “condicao do dngulo”:

V f(zk) e < =0V (i) l|dkl, (6.1.5)

com @ € (0,1) e |[-[[ =1 -l

Exercicio 6.5: Encontrar um contra-exemplo bi-dimensional mostrando
que sob (6.1.2) e (6.1.4) ainda podemos ter convergéncia a um ponto nio-
estaciondrio.

Vamos entao reformular o Algoritmo 6.1.4, incorporando as condic¢oes
(6.1.4) e (6.1.5), desculpando-nos por usar o termo “backtracking” sem
traduzir.
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Algoritmo 6.1.5 - Algoritmo de descida com backtracking.
Sejam zy € R", a« € (0,1), >0, 8 € (0,1).

Dado z, a nova aproximagao x4 € obtida da seguinte maneira:
(1) Se Vf(zx) = 0, parar.

(2) Escolher dj, € IR" tal que

ldell > BIVS ()l
Vi)Tde < =0V f(ze)|l lldill -

(3) t=1.

(4) Enquanto f(zy + tdy) > f(zg) + atVf(z) T dg,
escolher novo ¢ € [0.1¢,0.9¢].

(5) Tk41 = Tk + tdg.
Exercicio 6.6: Mostrar que o Algoritmo 6.1.5 estd bem definido.

Computacionalmente, quando a condi¢cdo de Armijo falha no passo
(4) do Algoritmo 6.1.5 para ¢, a escolha de um novo ¢ € [0.1¢,0.9¢] pode ser
feita minimizando-se a pardbola ctibica que interpola ¢(0), ©(t), ©'(0), ¢'(%),
onde (t) = f(zg +tdy) e ' (t) = V(21 +tdg)Tdg. Se o minimizador desta
ctlbica estiver no intervalo de salvaguarda [0.1%,0.97], adotamos tnovo COmMO
sendo este minimizador. Caso contrario, tnovo = 0.5¢.

Exercicio 6.7: A estratégia descrita acima para obter um novo ¢ apds
um fracasso em Armijo demanda a avaliagao extra de V f(zy + tdy). Propor
uma outra estratégia, usando inicialmente uma parabola interpolante em
©(0), ©(t) e ¢'(0) e entdo, caso ocorra(m) novo(s) fracasso(s) em Armijo,
prosseguir com ciibica(s) interpolante(s) em ¢(0), ¢'(0), ¢(%) e ©(t), onde 7
¢ o 1ltimo passo fracassado e t o passo fracassado anterior.

Antes de passar a resultados tedricos, discutiremos a “naturalidade”
das condigoes (6.1.4) e (6.1.5). Vemos que tanto o pardmetro a da condi¢ao
de Armijo quanto o pardmetro 6 em (6.1.5) sdo adimensionais. Portanto, faz
sentido recomendar valores adequados para esses parametros. Usualmente
a=10"%0ou0.1e8 = 1075 J4 o pardmetro B em (6.1.4) tem dimensdo
fisica que depende das unidades das varidveis e da funcao objetivo, o que
torna sua escolha dependente do escalamento do problema. Devemos notar,
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no entanto, que se Bydy = —V f(zy), entao ||Bg|| ||dk|| > ||V f(z)]| ou seja
ldi|| > Bl ||V f(zg)||. Isto sugere um valor natural para 3 que é o inverso
k

de uma cota superior para a norma da matriz Hessiana, pois assim o algo-
ritmo ndo inibe a aceitacao da direcao de Newton.

Exercicio 6.8: Supondo f € C?(IR"), mostrar que, se o niimero de
condicio da matriz V2f(z;) é uniformemente limitado por ¢, entdo 1/c é
um valor natural para 6 quando dy = —V?2f(z) 'V f ().

Para o Algoritmo 6.1.5 podemos provar um teorema “de convergéncia
global”. O sentido da palavra “global” aqui se refere a que a convergéncia
ocorre independentemente do ponto inicial, e, de maneira nenhuma implica
convergéncia a minimizadores globais.

Teorema 6.1.6 - Convergéncia Global.
Se x, € ponto limite de uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 6.1.5, entao

Vf(zs) =0.

Prova: Denotamos sg = g1 — = tdg, para todo k € IN. Seja K1 &
IN tal que kliI[I{l Tk = Tx, onde & denota subconjunto infinito.
€Ky

Counsideramos dois casos:
a) li =0.
(a) kg;gllls/cll

(b) Existem Ko C Ki e € >0 tais que [|sg]| > ¢ para todo k € Ko.

Suponhamos inicialmente que valha (a).
(al) Se existe K3 C Ki, tal que si = dy, entao

. | skl
IVf(z)ll = Jim [Vf(zp)]| < Jim 3 dm 5 =0

(a2) Se para todo k € K1,k > kg temos t < 1, entdo, para todo k € K,k > kg

existe 8 um miltiplo de s; tal que ||sg|| < 10||sx|| e

flzk +38) > flae) + oV ()" 55 .

Claramente,

lim |[3%]| = 0
o |5
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V(@) 55 < =0V £ ()] 5] (6.1.6)
para todo k € K1,k > kog.

Seja v um ponto de acumulagio de ——. Entao |[v]| = 1 e existe K4

¢ Ki tal que hm Sk,
Ky |[5%]]

Portanto,

T : T : T _5k
Vi(z:) v = lim Vf(zp) v = lim Vf(zg) Sl
e por (6.1.6) segue que

Vi(z)Tv < =0 lim ||V f ()]l - (6.1.7)

Agora, para todo k € Ky,
f ok +5%) — flow) = V(o + &) 55, € €(0,1).
Portanto, pelo fracasso da condicdo de Armijo para 3,
Vi(zr +&55) 55 > aVf(zp) sy, paratodo k€ Ky .

Ou seja, para todo k € Ky,

2
Bl

> aVf(z) "

—\T Sk
V fzk + &3%) Al

Passando ao limite para k € K, temos:

[enl

Viz) v > aVf(z)Tv

ou
(1-a)Vf(z.) v>0.

Logo
Vi(z)Tv>0

e por (6.1.7) segue que Vf(z,)Tv = 0. Se Vf(z,) # 0, novamente por
(6.1.7), para k € K4, k suficientemente grande,

0=Vf(z.)v < 0|V f(z)ll <0.
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Portanto, V f(z.) = 0.

Suponhamos agora a validade de (b): ||sg|| > ¢ para todo k € K.
Por Armijo,

flag+sk) < flzg) + an(xk)Tsk
< flzr) — BV (el skl
< flzk) — abe||Vf(zi)l ,

para todo k € Ko.
Portanto,

f(@ri1) = fan) < —abel|V f ()]

ou seja,
flar) = f(re)

abe

2 [V F(ze)ll -

Passando ao limite para k € Ko, pela continuidade de f temos:
klirlr(l IV f(zk)|| = 0 e portanto Vf(z.) = 0. QED
EK2

6.2 O método de Newton

No Capitulo 5 apresentamos o método de Newton como um método rapido
para resolver sistemas ndo lineares, com convergéncia local. Como Vf(z) =
0 é um sistema nao linear, esse método pode ser aplicado e, muitas vezes,
dard bons resultados. No entanto, 0 método de Newton para sistemas nao da
preferéncia a minimizadores sobre maximizadores, ja que a condi¢ao de oti-
malidade para ambos tipos de extremos é a mesma. Por outro lado, sabemos,
pelo Teorema 6.1.6, quais sdo os elementos que deve possuir um algoritmo
globalmente convergente. E natural, em conseqiiéncia, tentar modificar o
método local de maneira que manifeste predilecdo pelos minimizadores e
convirja independentemente do ponto inicial.

Observemos primeiro que, quando as dire¢es d sdo geradas como
solugdes de um sistema linear Bydy = —Vf(z), temos que d} Bydy =
—dfv f(xg), portanto, dire¢des de descida sao geradas se By > 0. Logo,
é bastante sensato impor que as matrizes que geram direcdes de busca em
métodos de minimizagdo sejam definidas positivas.
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Em continuac¢ao descrevemos uma modificagao do método de New-

ton local que o converte em caso particular do Algoritmo 6.1.5. Usaremos a
notagao g(z) = Vf(z).

Algoritmo 6.2.1 - Newton com busca linear.
Dados a € (0,1), 8> 0, 8 € (0,1) e 2 € R"™,

Se g(zg) = 0, parar.
Tentar a fatoragio de Cholesky: V2f(x;) = LDLT.

Se houve sucesso em (2), obter dj, resolvendo

Lz=—g(zy) e DL'd==z.

Se (2) fracassou, definir By = V2f(x) + pl, > 0, de maneira que
By, > 0. Obter a fatoracao de Cholesky: By = IDL" e calcular dy,
resolvendo

Lz=—g(zy) e DL'dp=z.

Se g(zp) dr > —0||g(z1)|| ||dx||, fazer p < max {2u,10} e repetir
o Passo 4, como se tivesse havido fracasso na fatoragao de Cholesky.

Se ||dg || < Bllg(ax)ll; corrigir:

gzl
B g

Obter t por “backtracking” de modo a satisfazer
flzp + td) < flxp) + atg(z)t dy,

definir
Tpi1 = Tk + tdy

e voltar para (1).

Quando a Hessiana V2f(z;) é definida positiva, automaticamente

teremos que uma condigao de tipo (6.1.5) se verifica com 6 igual ao ntimero
de condicio de V2f(z;). Ao mesmo tempo, uma condicio de tipo (6.1.4)
vale com 8 = 1/||V2f(zx)|- Logo, se 6 e 3 sdo escolhidos suficientemente



6.2. O METODO DE NEWTON 109

pequenos, as condigoes (6.1.5) e (6.1.4) serao satisfeitas e passaremos dire-
tamente ao Passo 7 com dy = —[V?f(z)] 'g(xx). Portanto, quase sempre,
essa serd a direcdo “de busca” no caso definido positivo. Se a Hessiana nao
é definida positiva, no Passo 4 a diagonal é aumentada até conseguir que
todos os autovalores sejam maiores que 0. Neste caso, é improvavel que a
condigao (6.1.5) nao seja satisfeita, mesmo assim, testamos essa desigual-
dade e continuamos aumentando a diagonal se ela nao vale. Para A — oo
a direcao —Bk_lg(xk) tende a ser a dire¢ao de —g(z), portanto, mais tarde
ou mais cedo, conseguiremos um A para o qual (6.1.5) se satisfaz. Agora,
no processo de aumentar A, o comprimento de di diminui, logo, é necessario
testar se (6.1.4) continua valendo. Se assim néo for, no Passo 6, aumentamos
o tamanho de dj até atingir uma longitude que garanta (6.1.4).

E interessante observar que, devido aos resultados sobre minimizagao
em bolas do Capitulo 4, a direcio dy = —[V2f(xx) + M| 1g(zx) é solucio
do problema quadratico

1
Minimizar §dTV2 fzp)d + g(zy)Td

sujeita a ||d|| < A,

onde A = || — [V2f(zx) + M| 'g(zx)|l. Ou seja, entre todas as diregoes
possiveis cujo comprimento é menor ou igual a ||dk||, em dj, a aproximacao
quadratica de segunda ordem de f toma o valor minimo .

Exercicio 6.9: Viabilizar o Passo 4 do Algoritmo 6.2.1, propondo escol-
has para y que explorem o conhecimento de V2f(x) (por exemplo, usando
os discos de Gerschgorin).

Exercicio 6.10: Mostrar que as corre¢oes propostas nos passos (5) e (6)
do Algoritmo 6.2.1 sdo satisfatérias. Interpretd-las geometricamente. Expor
exemplos numéricos.

Exercicio 6.11: “Inventar” o método do gradiente, onde dy = —g(xi),
e outros métodos globais. Discutir possiveis propriedades.

Vimos acima que, quase sempre, se a Hessiana é definida positiva,
a diregao produzida pelo Algoritmo 6.2.1 coincidird com o passo que seria
calculado pelo método de Newton local aplicado a g(z) = 0. No entanto,
isso ndo significa que esse passo serd aceito, ja que a condi¢do de Armijo
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poderia ndo se cumprir, obrigando a uma ou mais reducgoes de t. Agora,
como o método de Newton local, ou puro, tem convergéncia muito rapida na
proximidade de solugoes boas, é desejavel que, quando zj, estd perto de uma
dessas solucgoes, a condigao de Armijo se satisfaga, caso contrario estariamos
rejeitando incrementos essencialmente bons. Felizmente, o método de New-
ton satisfaz esse requisito, como veremos no seguinte teorema. Usaremos,
como hipétese, que f € C3(IR") (na realidade, hipéteses mais fracas sio
suficientes) para podermos utilizar, de maneira bastante forte, uma férmula
de Taylor com residuo de segunda ordem.

Teorema 6.2.2

Seja {x} gerada pelo Algoritmo 6.2.1 com a € (0,1), =, um ponto limite
de {z} tal que Vf(zs) =0 e V2f(z,) > 0. Entdo a segiiéncia converge para
Tx. Além disso, existe € > 0 tal que, se ||z — z.|| > €, entdo

f(:Ek + dk) < f(:ck) + ag(:ck)Tdk, (6.2.1)

com dy = —=V2f(x})g(ax) e a€(0,3)

Prova: Sabemos que z, é minimizador local estrito de f e, pelo Teorema,
da Funcao Inversa, existe uma vizinhanca de x, que nao contém solucgoes de
g(z) = 0 além de z,. Seja, entdo, g9 > 0 tal que f(z) > f(z.) e g(z) # 0
sempre que 0 < |z — z,|| < €. Vejamos primeiro que

lim z = z,, (6.2.2)

k—o00

ou seja, Z, € 0 tnico ponto limite da sequiéncia neste caso. Escrevemos, para
simplificar, By, = V2f(z;). Sejam e1 € (0,9), M > 0 tais que |[V2f(z)| <
M sempre que ||z — z4|| < e1. Portanto, quando ||z — z«|| < €1, temos
|Bel| < M e

[zk1 = zill < ldill < [Bellllg(ze)ll < Mllg(ay)l]- (6.2.3)

Portanto, pela continuidade de g(z), existe e; < 5 tal que

€1
|Zpt1 — zkl] < - sempre que lze — 24| < €2. (6.2.4)

Agora, f é continua na coroa g9 < ||z — z.|| < e1. Portanto, atinge um
valor minimo m em algum ponto dessa regiao. Pela suposigao feita sobre €,
temos que m > f(z,). Definimos

V={ze R"||z—=z <eze f(z) <m}. (6.2.5)
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O conjunto V é uma, vizinhanca aberta de z., portanto, como z, é um ponto
limite de {zy}, existem infinitos indices k para os quais zy € V. Se kg é um
desses indices, entdo, por (6.2.4),

€1
Zkot1 — Tull < [Tk — Tl + [|Tho41 — Tio | < €2 + 5 e (6.2.6)

Ao mesmo tempo, exceto no caso trivial em que zy, = z., que podemos
analisar por separado,

f(@rot1) < flzg,) < m. (6.2.7)

Logo, pela defini¢do de m e pelas desigualdades (6.2.6) e (6.2.7), 1 estd
na bola de raio €; mas ndo na coroa definida por €1 e e2. Ou seja, ||Tg,+1 —
z|| < e2. Portanto, por (6.2.7) e (6.2.5), zx,+1 € V. Dessa maneira, o
raciocinio indutivo usual nos conduz & conclusao de que z; € V para todo
k > ko. Mas, pela suposicdo inicial feita sobre ¢y, o tinico possivel ponto
limite da seqiiéncia na bola ||z — z.|| < &2 é o préprio z,. Portanto, {zy}
converge para I, COmo queriamos provar.

Vamos demonstrar a segunda parte do teorema. Tomando o desen-
volvimento de Taylor em torno de x,

floe+ di) = f(z) + glax) dy + %(dlc)TVQf(wk)dk +ro(dy)  (6.2.8)

Como V2f(zy)dr = —g(z), substituindo em (6.2.8) temos:

Floe+ de) = flow) — 5 (@) V2 (ox)de + ().

Suponhamos, por absurdo, que existe um conjunto infinito de indices
K tal que, para todo k € K1,

g+ dy) > f(zx) +ag(@r)Tdy = f(2x) — a(de)T V2 f (2r)dy
Entao
Flon) = 5 (@) V2 @)y + ralde) > Flor) = )TV (o)

Ou seja,

ralde) > (5 ) @)V (on)e
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Logo,
r2(dk) 1 (dr)TV2f (z4)dk 1
el ~ (5 B a) A (5 - a) A (k) (6.2.9)

onde \;(k) é o menor autovalor de V2 f(zy).

Quando zp — z., dr — 0 e como os autovalores de uma matriz sao
fungoes continuas das componentes desta matriz, temos que A;(k) converge
a A1, o menor autovalor de V2f(z,), que, pela hipétese, ¢ maior que 0.

Logo, passando (6.2.9) ao limite para k € K1, como como « € (0, %),
chegamos a uma contradi¢ao. Ela veio de supor que podiam existir infinitos
indices nao satisfazendo a condigao (6.2.1). Portanto, além da convergéncia
para Z,, temos que (6.2.1) se cumpre para todo k suficientemente grande.

QED

Exercicio 6.12: Se f(z) = %xTGac +b'z + ¢, com G > 0, mostre que a
partir de qualquer z; € IR™ a direcdo de Newton satisfaz Armijo para a < %

No Teorema 6.2.2 mostramos que, em determinadas condicoes, o
método de Newton globalizado definido nesta se¢ao, acaba coincidindo com o
método de Newton local para o sistema g(z) = 0, desfrutando, portanto das
mesmas propriedades relativas a velocidade de convergéncia. Vamos resumir
tudo isso no seguinte teorema, cuja demonstracao limita-se a organizar os
resultados anteriores.

Teorema 6.2.3 - Newton Globalizado.
Seja {z} a seqiéncia gerada pelo Algoritmo 6.2.1. Entdio,

(a) Todo ponto de acumulagdo é estaciondrio.

(b) Se f € C3(IR"), x. é um ponto limite tal que V2f(z,) > 0, B <
1/|IV2f ()| e 0 é menor que o inverso do nimero de condi¢io de
V2f(z,), entdo x1, converge para z, e eriste kg € IN tal que para
todo k > ko,t = 1.

(¢) No caso (b), a convergéncia € quadrdtica.

Exercicio 6.13: Demonstrar o Teorema 6.2.3.
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6.3 Métodos quase-Newton

Vimos que a implementagao do método de Newton para minimizar funcoes
exige a resolucao, em geral via fatoragao de Cholesky, do sistema linear

V2 f(zk)de = —g(zk) (6.3.1)

em cada iteracao. As vezes, mais de uma, fatoracdo é necessiria para cor-
rigir falta de positividade da matriz Hessiana. Quando ndo é possivel tirar
vantagem da estrutura esparsa da matriz, essa fatoracdo envolve O(n3/6)
operagoes. Quando n é grande, esse trabalho pode ser intoleravel, o que
motiva o desenvolvimento de métodos cujo custo por iteracio seja O(n?).
Por outro lado, se as derivadas segundas vao ser calculadas manualmente, a
probabilidade de erros humanos é consideravel, de maneira que o desenvolvi-
mento de algoritmos sem derivadas segundas também se justifica. Mesmo
que o calculo de derivadas segundas nao seja um grande problema, por serem
faceis ou pela disponibilidade de programas de diferenciagao automética (ver
[57]), é possivel que o custo de calcular a matriz Hessiana seja muito elevado.
Por exemplo, suponhamos que f(z) seja uma soma de (muitos) quadrados:

flz) = —||F )|? = Zfz ) (6.3.2)
com F : R" -+ R™, J(z) = F'(z) € R™ ™. Nesse caso,
V(@) =J(2) F(z), e V*f(z)= +Zfz )V filz)

Sem considerar possivel esparsidade, o calculo do gradiente envolve pelo
menos O(mn) operacdes. Mas o cdlculo da Hessiana precisa O(mn?) produ-
tos apenas para calcular J(z)7.J(x), ou seja, sem contar a somatéria onde
aparecem as Hessianas das f; que, freqiientemente, é mais complicada. Logo,
se m é grande, a diferenca de custo entre uma iteracdo O(n?) e a iteracio
newtoniana pode ser significativa.

No método de Newton globalizado com buscas lineares, introduzido
na Secdo 2, a maioria das iteracdes tem a forma zj 1 = zy—t,V2f(z) " g(zk).
Como esse método tem boas propriedades de convergéncia local, é natural
que os métodos quase-Newton que pretendemos definir tentem se parecer
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com ele tanto quanto possivel, porém, barateando o custo. Assim, “a maio-
ria” das iteracoes quase-Newton serd da forma

Tp4+1 = Tk — thk_lg(.’I:k). (633)

A idéia é tentar que as matrizes By sejam aproximagoes razodveis das Hes-
sianas. Os métodos secantes conseguem, geralmente, aproximacoes satis-
fatorias exigindo que as Bj’s satisfagam a “equacao secante”, cujo signifi-
cado geométrico vimos no Capitulo 5 e que, no caso de minimizag¢do sem
restricoes, toma a forma,

Byi18 =y onde s = Tgr1 — Tk € Yp = g(zpr1) — g(zk)- (6.3.4)

Uma condigdo para que um método secante tenha baixo custo é que seja
, —1 ~ . .
possivel obter B, /) (ou uma fatoragao de By) facilmente a partir de By,
s e Y. “Facilmente” significa, via de regra, com O(n?) operagdes. Quase
sempre é mais comodo formular os métodos quase-Newton na forma

Tht1 = ok — teHpg(zk), (6.3.5)

com a matriz Hy de (6.3.5) correspondendo a B, ' de (6.3.3). Dessa maneira,
as Hj podem ser interpretadas como aproximacoes das inversas das Hes-
sianas e a equacao secante toma a forma

Hy 11y, = - (6.3.6)

Como no caso do método de Newton, a globalizagao dos métodos
quase-Newton serd um caso particular do Algoritmo 6.1.6 com as diregoes
dy, calculadas como —Hyg(zg) (ou —B, 'g(zy)).

Algoritmo 6.3.1 - Secante globalizado.
Sejam « € (0,1), >0, 6 € (0,1).
Dados zx, By( ou Hy) e gx = V f(zx) # 0,

(1) Resolver
Bydy = —gr (ou dy = —Hygy,) -

(2) Testar as condigoes

ldell > Bllgrll e gide < —6llgll lldxll

corrigindo dj se necessario.
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(3) Fazer “backtracking” até que
f(.’l:k + tdk) < f(:Ck) + atg,{dk.

(4) Definir xpy1 = z + tdg, Sk = Tk+1 — Tk, Yk = Gr+1 — gk € escolher
Byy1 tal que By 15p = yg (ou Hyy1 tal que Hyp1yg = i)

A correcio para dj mencionada no Passo 2 é inteiramente arbitréria.
Por exemplo, qualquer vetor dy da forma —yg(xy), com v > [ satisfard, obvi-
amente, as condigdes (6.1.4) e (6.1.5). Mas, em casos particulares, corregdes
mais inteligentes podem ser tentadas.

Exercicio 6.14: Inventar outras correcoes para d; no Passo 2 do Al-
goritmo 6.3.1, de maneira de aproveitar melhor a informacgdo contida na
aproximagao By (ou Hy).

Vamos introduzir férmulas que satisfazem (6.3.4) ou (6.3.6) e, por-
tanto, geram métodos secantes. Em IR, existe uma tnica possibilidade:
By11 = yg/sk ou Hg1 = s /yx. Em geral, qualquer matriz By cumprindo
(6.3.4) pertence & variedade afim Bs, = y; em IR™ ™. Pelo mesmo argu-
mento usado em sistemas nao lineares, esta variedade é nao vazia e, portanto,
tem infinitos elementos se n > 2.

Por razdes que veremos mais adiante, é muito freqiilente obter By
a partir de By mediante uma atualizacao de posto dois. Nesse caso,

Byi+1 = By + AB; + AB)/
e como B8 = Yk, segue que
(Br + ABy + ABy) sk =y
ou seja,
AB}sp + ABy sy = yp — Bisg (6.3.7)

Existem muitas maneiras da equacdo (6.3.7) ser satisfeita. Por ex-
emplo, se AB} sy =y € AB}'sp = —Bysy, e impomos que By, AB| e AB}/
sejam simétricas, temos a seguinte atualizagao:

_ Bksks:,chk

T
YrYg 1"
AB}, = e ABl=
S%—‘Bksk

T
Yy Sk
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Dessa maneira, obtemos a seguinte férmula secante:

Yryr B Bysyst By,

T T
Y, Sk sy, Brsk

A escolha (6.3.8) é conhecida como férmula BFGS, descoberta in-
dependentemente por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno em 1970. E a
atualizacdo secante mais popular para minimizacao sem restricoes.

Exercicio 6.15: Provar que, na férmula BFGS,
(sk — By 'w)st +sk(sk — By 'w)T  (sk — By 'vr) T vkswst
Sk Uk (sT )

1 ped
By =B, +

Tendo em vista o Exercicio 6.15, a formulacao dual da férmula BFGS

efetivamente usada é:
(sk — Hyyr)si + si(sk — Hrye)" (s — Hiyr) yrsksi
Sfyk (Sfyk)2

Hy 1 = H+

(6.3.9)

Em (6.3.9) observamos que a obtencdo de Hy,1 a partir de Hy (ou

B, ! avpartir de B, ') demanda apenas O(n?) operacoes, como desejavamos.
k+1 k

Exercicio 6.16: Utilizando a mesma heuristica usada na obtencdo da
férmula BFGS, mas trabalhando inicialmente na formulagdo dual (matrizes
H), “inventar” a férmula DFP (introduzida por Davidon em 1959 e estudada
por Fletcher e Powell em 1963).

A férmula BFGS e a DFP tém a propriedade de produzir, geral-
mente, matrizes definidas positivas e, portanto, direcoes de descida, que,
freqiientemente, ndo precisarao correcdo. A condicdo suficiente para tao in-
teressante propriedade é dada no seguinte teorema.

Teorema 6.3.2
Na férmula BFGS (6.3.8), se By, é simétrica definida positiva e s}y > 0,
entdo By1 também é simétrica e definida positiva.

Prova: Seja z # 0,z € IR". Entao

(z"yx)® (2" Bisi)®

T T
Yk Sk sy, Brsg

ZTBk_HZ = ZTBkZ +
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T, \2
onde 2! Byz > 0 ¢ & Tyk) > 0. Agora, chamando
Yk Sk
a=z'Byz— (=" Bysk)? — sF Bysgz! Byz — (27 Bysy,)?

S%Bksk Sszsk

temos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que a > 0.

Na verdade, a = 0 apenas quando z é multiplo de s, mas neste caso,
T, \2
z
2Ty, # 0 e portanto ( ST:ZIkIc) > 0. Logo 2" By41z > 0. QED
k

Exercicio 6.17: Enunciar e provar o resultado andlogo ao Teorema 6.3.2
para a formula DFP.

O significado de sfyk > 0 precisa ser desvendado. Temos sfyk =
sk (gr+1 — gk) = spg(zk + tdy) — spg(ar) = ¢'(t) — ¢'(0), onde p(t) =
f(xg + tdy). Ou seja, quando sf'yk > 0 o passo que acabou satisfazendo
(6.1.3) é tal que ¢'(t) > ¢'(0). Em outras palavras, a derivada direcional
de f na dire¢do de di é maior no ponto Tx4; que no ponto . E ficil ver
que essa condicao é satisfeita automaticamente, por exemplo, se a fungao f
é convexa ao longo da direcao dy.

Tanto a férmula DFP quanto a BFGS satisfazem outra propriedade
importante, que foi bastante destacada nos primérdios dos métodos quase-
Newton (ver [34]): quando aplicados & minimizagdo de uma quadratica com
Hessiana definida positiva e com o passo t calculado como o minimizador da
funcao ao longo da direcao di, a convergéncia ao minimizador da quadratica
¢é obtida em no maximo n iteragoes. Sabe-se, por outro lado, que a férmula
BFGS ¢é preferivel & DFP, o que foi verificado experimentalmente ao longo
dos anos, e parcialmente explicado do ponto de vista teérico por Powell e
outros. Ver [91] e [87]. A teoria de convergéncia de algoritmos baseados na
férmula BFGS ainda apresenta pontos nao elucidados. O Algoritmo 6.3.3 é
uma implementacdo de um esquema BFGS como caso particular do esquema
geral da primeira secao deste capitulo, onde, simplesmente, as diregoes que
nao satisfazem (6.1.4) e (6.1.5) sdo descartadas. Com a geracao BFGS é
possivel observar na pratica que esse descarte é extremamente raro.

Algoritmo 6.3.3 - BFGS globalizado.
Sejam « € (0,1), 3> 0, 8 € (0,1), zo € R", Hy = HY, Hy > 0 (p. ex.,
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Hy=1).

Dados i, Hy, e gy = V f(zx) # 0,

(1) dp = —Hggy-

(2) Se (gidr > —0|lgkll |ldk|l), substituir dj, por —gi e Hy por I. Se
(lldk|| < Bllgrll) substituir di por Bl gklldk/||dkll

(3) Fazer “backtracking” até que

fmp +tdy) < f(zx) + tog di-

(4) Tpy1 =k +tdg, Sk = Thy1 — Thy, Yk = Gkt+1 — Gk-
Se sfyk <0, entao Hiy1 = Hy
caso contrario,

(sk — Hyyr)sg + sk(sx — Hryr)”
SE Yk

_ (sk — Hyyr)"yrsisi

(Sfyky

Hyyn = Hp +

Exercicio 6.18: Uma outra férmula secante é obtida projetando-se By
na variedade Bsg = y, segundo a norma de Frobenius (ver exercicio 5.3).
Determinar esta atualizagao, conhecida como primeiro método de Broyden,
mostrando que:

T
(a) Bgy1= B+ (yr = Best _Sfﬁjk)sk )
(sk — By 'yk)sp By, '
st B 'y
(sk — Hyyy) st Hy
st Hyyp '

(b) Bk:&l = B,:l + , ou seja,

Hyyy = Hy +

(¢) ||Bk+1— Bkll2 < ||B — Bgl|2 para toda B € IR™ ™ tal que Bsy = y.

Exercicio 6.19: Para A € IR™ ", mostrar que 3(A + A”) é a matriz

simétrica mais préxima de A na norma de Frobenius.
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Exercicio 6.20: Seguindo a mesma idéia do primeiro método de Broy-
den (Exercicio 6.18), mas impondo também simetria, encontrar a férmula
PSB (“Powell symmetric Broyden”, [89]):

_ (yx — Brsk)sy, + sk(yk — Bsk)™  (yk — Brsk)” sksksy
S, Sk (53 Sk)

Exercicio 6.21:
(a) Construir a férmula PSB tipo H.

(b) Infelizmente, a atualizagdo PSB nem sempre gera matrizes definidas
positivas. Mostrar que numa vizinhanca de z, tal que V2 f(z.) > 0,
se By > 0, Byt dada pela férmula PSB também é definida posi-
tiva.

De maneira andloga ao que fizemos para obter a férmula BFGS,
também podemos determinar uma atualizagao secante simétrica e de posto
unitdrio. Queremos Bji1Sx = Yg, onde Byi1 = By + ABy. Entao, (By +
ABy)sk = yk, ou seja ABysy =y — Bysg. Para que haja simetria, fazemos:

(yk — Brsk)(yx — Brsk)T

AB; =
k (yk — Brsk)T sk

Obtemos assim a férmula chamada Atualizacao simétrica de posto
um,
(yk — Brsk) (yr — Besi)”
(yx — Brsk) sk '
Exercicio 6.22: Mostrar que a formulacdo dual para a atualizagao
simétrica de posto um é dada por:

Byi1 = By +

(6.3.10)

(s — Hyyr)(sk, — Hiyr) ™

(sk — Hiyr) T yk

Hyy1 = Hg +

A atualizacdo simétrica de posto um nao gera necessariamente ma-
trizes definidas positivas, e, tampouco ha garantia de que o denominador de
(6.3.10) seja diferente de zero. Isto sugere que esta atualiza¢do é propensa
a severa instabilidade numérica. Entretanto, os resultados praticos obtidos
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sao surpreendentemente bons. A descoberta de uma, teoria explicativa para
o comportamento desta férmula ainda constitui um desafio. A atualizacao
de posto um foi reinventada véarias vezes por diversos autores e ji aparecia
no artigo pioneiro de Davidon em 1959. Um resultado muito interessante
para funcoes quadraticas é dado no seguinte teorema.

Teorema 6.3.4
Se f(z) = 337Gz + b7z +¢c, G > 0, se a formula (6.5.10) estd bem
definida em todas as iteragdes e se o passo t = 1 é usado para todo k,
entdo H, = G™1, e portanto, x,,1 € a solucdo.

Exercicio 6.23: Provar o Teorema 6.3.4 (ver, por exemplo, [65] ).

Chegamos ao ponto em que é necessario compatibilizar os métodos
quase-Newton “locais”, estudados no Capitulo 5, que, via de regra, tem con-
vergéncia superlinear, com a globalizagao introduzida nos algoritmos 6.3.1
e 6.3.3. Esses algoritmos sao casos particulares do Algoritmo 6.1.6, e, por-
tanto, sao globalmente convergentes no sentido de que todo ponto limite de
uma sequiéncia gerada por qualquer um deles deve ser estacionario. No en-
tanto, essa propriedade global esta baseada nas salvaguardas tomadas para
que (6.1.4) e (6.1.5) sejam satisfeitas, e ndo nas caracteristicas préprias dos
métodos secantes. Como no caso do método de Newton globalizado, seria
interessante que, em circunstancias bem definidas, as iteragoes puramente
locais e as globais fossem as mesmas, para que o método global possa desfru-
tar da velocidade de convergéncia do local. No seguinte teorema, resolvemos
parcialmente esse problema.

Teorema 6.3.5
Seja z, € R™ tal que Vf(z,) =0, f € C3(IR"), V2f(x.) > 0. Supon-
hamos que z. é um ponto limite da seqiéncia infinita {zy}, gerada pelo
Algoritmo 6.5.1 com a € (0, 3), que as condigdes (6.1.4) e (6.1.5) sdo sem-
pre satisfeitas por d = —Bk_lg(af;k) (ou dy = —Hpg(zy) na formulagio
dual), as matrizes By' (Hy,) estdo uniformemente limitadas (| Byt < M
1B — V2f (.))d |
[l

ou ||Hg|| < M para todo k) e que klim = 0 (condigao
— 00
Dennis-Moré). Entdo,

(a) A seqiiéncia {zy} converge para z.;
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(b) existe € > 0 tal que, se ||z — x| <€,

flze+ di) < f(zx) + agi d,

(¢) a convergéncia é superlinear.

Prova: Pela hipétese de limitacio uniforme de ||B;'|| (ou ||Hy]||) a con-
vergéncia de {zj} para z, segue exatamente como no Teorema 6.2.2. Supon-
hamos, por um momento, que (b) se satisfaz. Entao, para k suficientemente
grande, ndao é necessario “backtracking” e ¢ = 1 é sempre o passo aceito.
Assim, para esses valores de k, o algoritmo é um quase-Newton puro que
satisfaz a condicdo Dennis-Moré. Portanto, a convergéncia superlinear re-
sulta do Teorema Dennis-Moré, provado no Capitulo 5.

Em conseqiiéncia, somente precisamos provar (b).
A expansdo de Taylor para f em torno de x; é dada por:

1
f(zy +dy) = flzy) + gidy, + Ed{VQf(xk)dk + 1o (dy) (6.3.11)
r2(dy)
onde lim
k=0 ||y ||
Como Bidy = —gi, segue que g%dk = —dekdk e, substituindo em

(6.3.11) temos:
f(:Ek + dk) = f(.’Ek;) — d{Bkdk + %d{VQf(.’Bk)dk + Tg(dk) . (6.3.12)

Suponhamos por absurdo, como no Teorema (6.2.9), que existe um
conjunto infinito de indices K; tal que, para todo k € K1,

Flzp+dy) > f(z) + agf di = f(zx) — adf Bydy, .

Entao,
Fle) — d 1By — V2 f ou)lds — 5l V2 f(ox)di + ()

> f(zx) — adf [Br — V> f(zk)ld — adf V2 f (z))dj -

Ou seja,

72(d)

||dk||2 > (1 - a)i(Bk - V2f($]c))

Al

d _|_<1 Ot)d{VQf(l'k)dk.

lde]l * \2 djdy
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Portanto,
Tg(dk) d,{ 9 d (1 )
> (11— )% (B = V2f(z) 4 (2 —a)\k). (6313
fapz = 0~ g B = V@D g+ g —o)hlk). (6313

Tomando limites para k € K; em ambos membros de (6.3.13), us-
ando a condicdo Dennis-Moré da hip6tese do teorema, e a continuidade dos
autovalores, obtemos

ra(di) > (% — ),

0= lim

kEK, ||dk||2

onde \; é o menor autovalor de V2f(z,). Isto é uma contradicao, porque,
por hipétese @ < 1/2 e a Hessiana em z, é definida positiva. QED

O resultado acima nfo prova a superlinearidade dos algoritmos 6.3.1
ou 6.3.3. Como vimos no Capitulo 5, a condicao Dennis-Moré pode ser de-
duzida da equagdo secante e da propriedade limy_, o || Bx+1 — B|| = 0, mas
esta propriedade precisa ser provada para métodos secantes especificos. No
entanto, o Teorema 6.3.5 provoca o sentimento de que, em muitos casos, os
métodos de minimizacao caracterizados pela condicdo secante serao super-
linearmente convergentes.

6.4 Métodos de Newton truncados com busca lin-
ear

Vimos que, para calcular a direcdo de busca, o método de Newton pre-
cisa resolver um sistema linear, o que demanda O(n3/6) operacdes no caso
denso, e que o célculo da dire¢io nos quase-Newton envolve O(n?) operacdes.
Quando n é grande e a Hessiana é esparsa, o método de Newton pode ser im-
plementado através de fatoracées de Cholesky que aproveitem a esparsidade
da matriz, armazenando apenas os elementos nao-nulos. Também existem
implementacées de métodos quase-Newton para problemas de grande porte.
Nesse caso, em vez de armazenar as matrizes Hy (da formulagdo dual) sdo
guardados os ultimos vetores que contribuem para a defini¢ao da atualizagao,
descartando os antigos. Essas implementacoes se dizem “de memdéria limi-
tada”. Ver [87].

A 1ltima alternativa é usar um método iterativo para resolver o sis-
tema linear (6.3.1). Neste caso, o método geralmente recomendado é o de
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gradientes conjugados, devido & matriz ser simétrica e, muitas vezes, definida
positiva. Como no caso de resolugao de sistemas, falaremos, neste caso, de
métodos de Newton truncados. No entanto, os métodos de Newton trun-
cados com busca linear nao desfrutam de grande prestigio no contexto da
minimizacdo irrestrita. A razao é, provavelmente, que um tipo diferente de
globalizagido, baseado em regides de confianga, se adapta melhor & resolugao
iterativa de (6.3.1) que as buscas lineares. Por isso, nos limitaremos aqui
a definir um possivel método de Newton truncado com buscas lineares e
deixaremos suas propriedades para serem analisadas pelo leitor.

Algoritmo 6.4.1 - Newton truncado globalizado.
Sejam « € (0,1), 3> 0, 8 € (0,1) e g, € (0,1) para todo k =0,1,2,....

(1) Dado z € IR"™, V f(xx) # 0, obter dj, satisfazendo:

1
§dgv2f(37k)dk + g(zk) Ty, < 0

IV f(zi)di + V f (k)| < nellg(ze)] -

(2) Se o célculo de dy nas condigdes acima ndo é possivel num tempo
razodvel, ou [|di|| < BV f(zp)ll, ou V[ (zx)Tdy, > —0|V £ (zp)|| [|dx ]|
substituir dy por —V f(zy).

(3) Fazer “backtracking” até que
flag + tdy) < flxg) + tVf(:vk)Tdk .

(4) 41 = xg + tdy e voltar para (1).

Exercicio 6.26: Analise as propriedades do Algoritmo 6.4.1.
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Capitulo 7

Regioes de confianca

No Capitulo 5 estudamos, para certo tipo de problemas complexos, o pro-
cesso iterativo de resolugao que consiste em montar um modelo simples do
problema original, baseado na informacao disponivel no ponto atual xy e
definir zx1 como a solugdo deste modelo.

No Capitulo 6, demos um passo adiante: consideramos a possibil-
idade de que a solucao do modelo simples nao fosse suficientemente boa,
sendo portanto rejeitada e substituida por uma nova aproximagao 41, um
ponto no segmento cujos extremos sao zy e a solugao recusada, produzido
pelo processo de “backtracking”.

O “backtracking”, como outros procedimentos de busca linear, é
muito simples e, frequentemente, efetivo. Entretanto, ele representa uma
quebra da filosofia baseada em (a) e (b). De fato, o primeiro ponto tentado
nos algoritmos newtonianos do Capitulo 6 é o minimizador de um modelo
bastante natural baseado geralmente na férmula de Taylor, mas os pontos
tentados depois da primeira rejeicdo nao podem ser interpretados da mesma
maneira. Na realidade, conservando-nos no segmento [z, ponto rejeitado],
estamos optando por uma fidelidade parcial ao primeiro subproblema, o que
nao € facil de se justificar pois, afinal de contas, sua solucao foi descartada.

Os métodos de regioes de confianca, pelo contrario, sdo radicalizagoes
do esquema (a)—(b). Neles, quando o minimizador do primeiro modelo é re-
cusado, a opcao escolhida é modificar o subproblema diminuindo seu dominio
de definigao e calcular a préxima tentativa como a solugao do novo subprob-
lema. Assim, o segmento determinado pela primeira rejeicdo é imediata-
mente abandonado, com um aumento 6bvio no custo, ja que esse processo é
mais caro.
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Contrariamente aos métodos com busca linear, os algoritmos de regices
de confianca se adaptam com bastante naturalidade a diversos problemas
com restrigoes, como veremos no contexto deste capitulo.

7.1 Algoritmo geral
Consideramos o problema genérico de otimizagao:

Minimizar f(z)

re o (7.1.1)

onde €2 é um subconjunto arbitrario de IR™. A idéia bésica é, a cada iteragao,
construir uma aproximacao quadritica para a funcao objetivo em torno do
ponto atual zy:

f(z) = Y(z) = k) + g(zr) (z — zp) + %(x —23) ' Bp(z —z)  (7.1.2)

onde g(zg) = Vf(zy) e By € R™ ™ é simétrica.

Como o modelo quadratico (7.1.2) deixa de ser representativo & me-
dida que z se afasta de zy, podemos confiar em aproximar f(z) por ¥ (z)
numa vizinhanga de x, ou seja, no conjunto:

{z ez -zl <A} (7.1.3)

onde A >0 e || - || 6 uma norma qualquer em IR".

Dessa forma, o minimizador de v, na regido (7.1.3) seria uma boa
aproximagao para o minimizador de f nesta mesma regiao. No entanto, se
o valor de f no minimizador de 1, ndo é suficientemente menor que f(zy)
reduzimos o raio A e definimos um novo subproblema com o dominio menor.

O algoritmo conceitual a seguir sistematiza essas idéias.

Algoritmo 7.1.1 - RegiGées de Confianga.
Fixar Apin > 0, a € (0,1), zo € Q dado.

(1) Escolher A > A, e By simétrica.
Definir ¢y () = f(zx) + g(z1)" (z — 24) + 5(z — 2x)" Be(2 — z1) -

(2) Encontrar T minimizador aproximado de ()
sujeito a = € Q, ||z — zk|| < A.
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(3) Se f(z) < flak) + o (T) — Yr(ak)],
definir 5,1 =T e terminar a iteracao.
Sendo, escolher Aoy € [0.1||7 — z]|,0.9A] , A < Aoy € voltar
para (2).

Na forma apresentada, o algoritmo de regides de confianga se aplica
a qualquer problema de otimizacao, com ou sem restricbes. No entanto,
os subproblemas de minimizar 1 em (7.1.3) podem ser mais dificeis que o
problema original, circunstancia que é atenuada pela expressao “minimizador
aproximado”, usada no Passo 2. O raio original da regiao de confianga na
iteracdo k£ sempre é maior ou igual a um raio fixo A,,;,. Isto representa
a necessidade de, pelo menos na primeira tentativa, sermos suficientemente
arrojados para nao ficarmos com passos muito curtos. Mais ainda, o reg-
uisito A > Ay, facilita as provas de convergéncia, mas nao é essencial na
metodologia de regides de confianga. O critério de aceitacao da solugao do
subproblema é dado no Passo 3. Nele se estabelece que a diminuicao de f
deve ser pelo menos uma fracdo da diminuicdo do modelo ;. Usualmente,
escolhe-se a = 0.1. Existem muitas regras praticas para definir o valor de
A no comego de cada iteragdo, em funcdo do éxito ou fracasso na iteragao
anterior. A idéia é que, se a iteracao anterior foi muito bem sucedida, no
sentido de que a funcao objetivo diminuiu quase tanto ou mais que o mod-
elo quadritico, este merece mais confianca e, conseqientemente, A deve ser
aumentado. Via de regra, para a defini¢do de Ay no Passo 3, sdo usados
procedimentos muitos simples, por exemplo, Ay = || — zk|| /2.

O algoritmo de regides de confianca foi analisado com esta general-
idade em [78] e [77]. Nas se¢des seguintes, estudaremos a aplicacdo desse
método para dois tipos de regido factivel: IR" e caixas n—dimensionais.

7.2 Método de Newton

No Capitulo 6 estudamos a globalizagdo por “backtracking” do método de
Newton para o problema de minimizacio sem restrigoes:

Minimizar f(z)
z € IR™.

Vimos que, com as salvaguardas necessarias, o método desfruta das pro-
priedades de convergéncia global a pontos estaciondrios de primeira ordem

(7.2.1)
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do algoritmo genérico 6.1.6. O esquema de regices de confianga proporciona
uma maneira muito mais natural de globalizar o método de Newton, com a
conservagao de subproblemas newtonianos para a determinacgdo de tentati-
vas depois de eventuais fracassos. Além disso, o novo procedimento permite
um resultado extremamente atraente: os pontos limite sao pontos criticos
de primeira e segunda ordem.

Algoritmo 7.2.1 - Newton com regioes de confiancga.
Fixar Apin > 0, € (0,1). Dado zp € IR™.

(1) Escolher A > Apn, calcular By = V2f(z).

(2) Definir T como minimizador global de v (x) sujeito a ||z —z| < A.

(3) Se f(Z) < f(zk) + a(¥n(T) — Yr(zk)),
definir 1 =T, Ax = A e terminar a iteracao.
Senao, escolher Angyo € [0.1||Z — x|, 0.9A], A <+ Apovo € voltar
para (2).

O subproblema, do Passo 2 consiste em encontrar um minimizador
global da quadrética 1, na bola ||z — zx|| < A. Para uma norma arbitraria,
este problema pode ser bastante dificil. No entanto, quando || - || é a norma
euclidiana, maneiras relativamente simples de resolvé-lo sao conhecidas. No
capitulo 4 estudamos essa situagao com alguma atengao e vimos que T pode
ser calculada com o custo de algumas fatoracoes de Cholesky de matrizes da
forma By +pl. De fato, apesar de no Passo 2 falarmos de minimizador global
“exato” do subproblema, o algoritmo iterativo Moré-Sorensen, geralmente
usado, permite certo grau de inexatidao, no sentido de que as sucessivas
iteracoes ¢ sdo solucdes exatas de problemas da forma

Minimizar ¢y (z) sujeita a ||z — zx|| < Af,

onde AY - A. Como a escollha de A no Passo 1 ou no Passo 3 nio é
rigida, podemos suspender o processo iterativo quando, digamos, |A£ —A|l<
0.1A, e redefinir, posteriormente, A < Af. Dessa maneira, o ntmero de
fatoragoes de Cholesky invocadas pelo método Moré-Sorensen fica bastante
moderado. No entanto, é evidente que o custo deste processo é bem maior
que o “backtracking”.

A seguir vamos mostrar que, a menos que Ty seja um ponto esta-
cionario de segunda ordem, a proxima iteracao xyi1 estd bem definida e
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satisfaz f(zxy1) < f(zg). Este serd um passo prévio a prova de que todo
ponto limite é estaciondrio de segunda ordem. Ao longo desta se¢ao supomos
que f € C?(IR™). Como em outros capitulos, denotamos g(z) = V f(z).

Teorema 7.2.2 - Boa definigao.
Se z nao € um ponto estaciondrio de sequnda ordem de (7.2.1) entao

Zp41 estd bem definido e f(zxgy1) < f(xk)-

Prova: Se 7, ndo é estaciondrio de segunda ordem de (7.2.1), entdo

g(zk) # 0 (7.2.2)

ou
g(zr) =0 mas V2f(xy) 20. (7.2.3)
Suponhamos inicialmente que g(zy) # 0. Seja d € IR™ tal que ||d|| =

le

g(zx)Td < 0. (7.2.4)

Seja T(A) minimizador de ¢ (z) sujeita a ||z — zx|| < A. Para simplificar,
escreveremos T = Z(A). Como ||Ad|| = A, temos:

Yu() < elon + Ad) = F(ox) + g(o)Ad + S ATV (1) Ad

Ou scja,
Yk(E)—F (25) < glox) " A 5 A"V (2)Ad < g(xk)TAd—kw .
Logo, como f(xx) = (),
o) ) g IS
Portanto, existe A > 0 tal que para A < A,
Y (@) _A‘p’“(w’“) < g’g ¢_4<0. (7.2.5)
Definimos
p(a) = @) = I ) (7.2.6)
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e entao, de (7.2.5) temos

‘f(f)—f(ﬂﬁk)—[iﬁk() Vi (z) ‘ f(T) ¢k()

Ip(8) = 1] Yr(Z) — Vi (k) Vi(Z) — i (k)

‘ (@) — far) — g(@) T (@ — 7)) — 5(F — 20) T V2 (1) (T — k)
Yr(Z) — Yr(zk)

< 0o(A?)/(—aA) = 0.
Logo, iimop(A) =1, ou seja, existe A € (0, A] tal que para A < A,
—

f(@(A)) < flzk) + althp(T(A)) — Pr(zk)]- (7.2.7)

Portanto, ziy; estd bem definido neste caso.
Suponhamos agora que vale (7.2.3). Entao existe d € IR" tal que
ldll =1e
dTV2f(xp)d < 0. (7.2.8)
Como antes, seja T = Z(A) minimizador global de 1, (x) sujeito a ||z —zx|| <
A.
Assim, por (7.2.3), segue que para A < Ay,

Yx(7) < elon + Ad) = f(og) + 3 Ad V2 f(m)Ad

Ou seja,

i (7) . Yulee) %dTVQf(ﬂck)d :

Portanto, existe A > 0 tal que para A < A,

V(@) ;;p’“(m’“) < %dTVZ Fla)d=b<0. (7.2.9)
Portanto,
@) (@) | _ ollm — zil?)
PN =@ v = a0

Logo, iinh p(A) = 1. Assim, para A suficientemente pequeno, (7.2.7) se
%

verificard, o que completa a prova. QED
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A convergéncia global para pontos que satisfazem as condiges necessarias
de segunda ordem é provada no seguinte teorema.

Teorema 7.2.3 - Convergéncia global de segunda ordem.
Seja {zr} uma seqiéncia infinita gerada pelo Algoritmo 7.2.1. Se z, é
um ponto limite de {xy}, entdo Vf(z.) =0 e V2f(z,) > 0.

Prova: Seja K; um conjunto infinito de indices tal que
lim z, = x,.
ke K,

H& duas possibilidades a serem consideradas:

nf A =0 (7.2.10)
ou

inf A . 2.11

Jnf Ak >0 (7 )

Assumindo inicialmente (7.2.10), entdo existe Ko C K tal que

lim Ay, =0. 7.2.12
lcelrII(IQ k ( )

Desta forma, existe ko € IN tal que Ap < Amin para todo k& € K3, onde
Ks={k € Ky | k> kyo}. Mas, em cada iteragdo k tentamos inicialmente o
raio A > Apin. Entdo, para todo k € K3, existem Ay e T(Ay) tais que
Z(Ay,) é solucio global de:

Minimizar vy (z)

|z — 24| < A (7.2.13)
mas
F@(BR) > f(k) + alpr(@(Dr) — ()] - (7.2.14)
Pela atualizacao do raio de confianga no Passo 3 do Algoritmo 7.2.1,
temos

Ay > 0.1)7(B) — zk]| - (7.2.15)

Logo, por (7.2.12) e (7.2.15) segue que

li z(AL) — =0. 2.1
kélg(laﬂw( k) —zkl| =0 (7.2.16)
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Suponhamos que z, nao seja um minimizador local de (7.2.1). Entao
Vi(zs) =g(zs) #0 (7.2.17)

ou
g(z,) =0 mas VZif(z,) #0. (7.2.18)

Se ocorre (7.2.17), entao existe d € IR™ tal que ||d|| =1 e
g(z.)Td<0. (7.2.19)

Entao, para k € K3,

2
P(E(EL) < e+ Bed) = £ ) + Brg(on) d + ZEd 9 f (@)

ou seja,
<2

Yu(E(B0) — Fla) < Baglan)Td + SEIV2F (o).
Logo, como f(xg) = ¥x(xk),

"pk(f(zk%k_ Vi (k) < g(z)Td + ||V2f2(901c)||zk_

Portanto, existe k3 € IN tal que para k € K4y = {k € K3 | k > ks},

W(E(Zk% — Ye(@r) _ g (‘T;)Td —¢ <0. (7.2.20)
k
Definimos f(—(Z ) — o)
_ _ J(@(Ag)) = flzg
P = (@) — ) (7.221)
Entao
5, —1| = f(@(Ay)) — f(wk)_— (e (Z(Ak)) — Pr(zk)]
’ Dk (E(Br)) — Pelr)

_o(lm(Ar) —zl?) o«
= oA = o(Ag) -

Portanto,
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lim p, =1
kglr(l4pk

o que contradiz o fato de que os raios Ay eram rejeitados. Logo V f(z,) = 0.

Vamos agora assumir a validade de (7.2.18). Entdo existe d € IR"
tal que ||d|| =1e

d"V2f(z,)d < 0. (7.2.22)
Para k € K3, definimos dy = Apd se g(x)Td < 0 e dy = —Axd se
g(zk)Td > 0.
Entao,

-2
Y (E(B0)) <yl + dy) < Fla) + SEd" V(@)

logo,

Z(Ag)) — 1
¥i(T( kB2 Vi (k) <Lirverd .
A 2
k
Portanto, existe k4 € IN tal que para k € K5 = {k € K3 | k > ku},

Z(Ag)) — 1
Vi (Z( @2 Vi (Tk) < 2 f(g)d= e < 0.
A 4
k
Assim, usando, de novo, a aproximagao de Taylor de segunda ordem,
temos:
1 o(|[z(Ax) — zl*)

P =GB ) e | Tl A

Portanto kliI]I(l p. = 1, o que contradiz o fato de Ay ser um raio
€N
rejeitado. Assim, V2f(z.) > 0, o que conclui a prova quando vale (7.2.10).

Vamos agora considerar a possibilidade (7.2.11). Como k]iI}I{l T = Ty
€K

e {f(zk) }kerw é monotonicamente decrescente, temos

klé%(f(x’“J“l) — f(zk)) =0. (7.2.23)

Mas, pelo Passo 3 do Algoritmo 7.2.1,

f(@r+1) < flze) + e (Tri1) — Ye(zr)] - (7.2.24)
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Entao, por (7.2.23) e (7.2.24), segue que

o (g (zk+1) — e(zk)) =0 (7.2.25)

Definimos A = kian’ Ay > 0 e chamamos Z a uma solugio global de
5161

Minimizar g(z.)" (z — z.) + 3(z — 2.)TV2f(2.)(z — z4)

o — .|| < AJ2 . (7.2.26)
Seja ks € IN tal que
|z — || < A/2 (7.2.27)
para todo k € Kg ={k € K1 | k > ks}.
Para k € Kg, por (7.2.26) e (7.2.27), temos
12 — x| < A < Ay, (7.2.28)

ou seja, T é factivel para o subproblema do Passo 2 do Algoritmo 7.2.1.
Entao, pelo fato de 11 ser minimizador global de 1, (x) em ||z — x| < Ag,
segue que

P (hs1) < Y(E) = flzi) + 9(z)T (@ — 2p) + %(55 — z) V2 f (k) (B — zp)
(7.2.29)
ou seja,

Y (Tht1) —Pr(zk) < g(xk)T(fE\_ivlc)"‘%(-%_-Tk)TVQf(-Tk)(-'/E\_-Tk) . (7.2.30)

Por (7.2.25), passando (7.2.30) ao limite para k € Kg, obtemos:
1
0 < gz.)" (@ —2) + 5 (@ = 2.)" V2 f (2.)(@ — 2.),

portanto z, é minimizador de (7.2.26) com a restricao ||z — z.|| < A/2
inativa. Logo g(z.) = 0 e V2f(z,) > 0 pelas condicdes necessirias de oti-
malidade de segunda ordem para minimizagao sem restrigoes. Isso completa
a prova. QED

Como no caso do método de Newton com “backtracking”, fica ape-
nas a questao da compatibilizacido da estratégia global com o algoritmo local.
Ou seja, quando V2f(z,) é definida positiva, gostariamos que a seqiiéncia
gerada pelo Algoritmo 7.2.1 convergisse para z, e coincidisse com a definida
pelo algoritmo local aplicado a g(z) = 0. Deixamos essa prova, que segue as
mesmas linhas do Teorema 6.2.3, como exercicio para o leitor.
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7.3 Minimizacao em caixas
Nesta secao vamos considerar o seguinte problema:

Minimizar f(z)
[<z<u

com f: R" - R, l; € RU{—00} e u; € RU{oo} para todoi =1,...,n.
A expressao [z]; < oo (respectivamente [z]; > —oo) deve ser interpretada
como [z]; < oo (respectivamente [z]; > —o0). Portanto, o problema de min-
imizagao sem restricoes, estudado no capitulo 6 e na Secdo 7.2, é um caso
particular de (7.3.1). Aqui daremos um sentido preciso & expressdo “mini-
mizador aproximado”, que usamos na defini¢do do Algoritmo 7.1.1. A idéia é
definir um algoritmo facilmente adaptavel para problemas de grande porte.
Os subproblemas que resolveremos serao minimizacoes de quadraticas em
regioes que, via de regra, serdo caixas ou bolas, portanto, poderemos usar
diferentes métodos estudados no Capitulo 4, dependendendo do tamanho
e estrutura do problema. O algoritmo principal pode ser introduzido com
qualquer norma para definir a regido de confianga. No entanto, quando a
regido factivel é uma caixa limitada, a norma || - || é a mais adequada,
porque a intersec¢do de | < z < u com ||z — Tk|loo < A é, também, uma
caixa. Nesse caso, se usassemos, por exemplo, a norma euclidiana o dominio
do subproblema seria uma regiao bem mais complicada.

(7.3.1)

Algoritmo 7.3.1 - Minimizagao em caixas.

Sejam Apin > 0, a € (0,1), || - || uma norma arbitriria e £y um ponto
inicial factivel.

Dado zx tal que I < zp < u, obter zx 1 da seguinte maneira:

(1) Escolher A > Ay € By € IR™™™ simétrica tal que || Bg|lo < M.
(2) Encontrar acg solugdo global de
Minimizar Qk(x) = f (k) + g(zx)" (& — zx) + S|z — 2413
<z <u
|z — 2zl < A
(7.3.2)

(3) Encontrar T tal que
i (@) < Qulaf)
I<T<u (7.3.3)
1z -zl < A
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(4) Se f(Z) < f(ak) + othp(T) — r(z4)];
definir 1 =7, Ax = A e terminar a iteragao.
Sendo, escolher Aoy € [0.1||T — zk|,0.9A] , A + Apovo € voltar
para (2).

O ponto T que é computado no Passo 3 é o que chamamos “solucido
aproximada” de

Minimizar 1y (z)
. (7.3.4)
sujeita a |l <z <wu, ||lz— x| < A.

A condigao exigida em (7.3.3) para essa solugdo aproximada é muito fraca.
De fato, é ficil ver que, devido a ||Bg|le < My, temos ¥y (z) < Q(z) para
todo x, portanto o préprio z; satisfaz as condicoes de (7.3.3). Por outro
lado, My, e wg se calculam muito facilmente. M) pode ser igual a ||Bg|| oo,
que é o maximo da soma dos mddulos das linhas de By, e :v,? é a projecao
de zp — g(z) /My na caixa {z € R" || <z <wu, ||z — zx]| < A}. Ou seja,
chamando yy, = z — g(zk)/Mg, temos que, se || - || = || - ||,

[); = max {I;, min {[ye]i, ui}}

para todo: =1,...,n.

O Algoritmo 7.3.1 foi introduzido em [42]. Outros procedimentos
para minimizar em caixas, baseados em problemas faceis diferentes, po-
dem ser encontrados em [17], [18], [20] e [19]. Qualquer método para min-
imizar quadréticas em caixas pode ser usado para resolver (aproximada-
mente) (7.3.4). Esses algoritmos sio, geralmente, iterativos. O aconselhdvel
é usar como ponto inicial mg, de maneira que a satisfacao das condigoes
(7.3.3) ficard automaticamente garantida. No entanto, um critério de parada
adicional é necessirio para interromper o processo combinando uma aprox-
imacao razodvel na solucao de (7.3.4) com um tempo computacional tolerdvel.
As idéias dos métodos de Newton truncados vém em nossa ajuda. Como em
(4.3.3), definimos V1) p por

0 sez; =1 e [Vy(z)]; >0
[Vipp(z)]; = 0 se z; = u} e [Vip(z)]; <0 (7.3.5)

—[V(z)]; nos outros casos,
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onde I} e u sdo os limites da caixa {z € Q| ||z — zk||oc }. Entdo, T satisfaz
as condigoes de primeira ordem para minimizador de (7.3.4) se

Vi p(T) = 0. (7.3.6)

Isto sugere que um critério de parada razodvel para o processo iterativo
aplicado a (7.3.4) seja:

IV p @) < nell Vibp (@), (7.3.7)

com 7 € (0,1) (em geral, g, = 0.1), 0 que evoca o critério de Dembo, Eisen-
stat e Steihaug e, de fato, coincide com esse critério no caso em que os limites
I} e u) sdo infinitos. Por facilidade de exposi¢ao, estamos tratando sempre
as quadraticas () e ¥ como fungoes de x. Na pratica, elas sao manipuladas
como funcoes de z — zj, através de mudancas de varidveis obvias.

Finalmente, como (7.3.4) é apenas um subproblema, nao se justifi-
cam esfor¢os enormes para sua resolugao. Isto significa que, se por qualquer
motivo, o minimizador de quadriticas tem dificuldades para atingir (7.3.7),
sua execucao deve ser interrompida, lembrando que, de qualquer maneira, as
condigdes (7.3.3) sdo suficientes para assegurar a continuidade do algoritmo
principal. Assim, é freqiiente abortar a minimizagdo da quadratica quando
o ndmero de iteragoes excede um nimero fixo, digamos, 10, para problemas
grandes, ou quando o progresso obtido na ultima iteracdo é menor que a
décima parte do melhor progresso obtido nas iteracoes anteriores.

Como no caso das quadraticas, definimos a direcao de Cauchy:

0 se z; =1; e[Vf(z)]; >0
[9p(2)]i = ouz; =u; e [Vf(z)); <0

—[Vf(z)]; caso contririo.

Pelas condigoes de otimalidade de primeira ordem, obtemos a seguinte
caracteriza¢ao para minimizadores locais de (7.3.1).

Teorema 7.3.2 - Condigdes de otimalidade para (7.3.1)
Sejam x. minimizador local de (7.5.1) e f € C' emQ = {z € R" |l < z < u}.
Entao g,(z.) = 0.



138 CAPiTULO 7. REGIOES DE CONFIANCA

Exercicio 7.1: Demonstrar o Teorema, 7.3.2 usando a teoria do Capitulo
2 e fornecer uma prova independente.

Como fizemos com outros métodos, vamos provar agora que, se um
iterando nao satisfaz as condigoes de otimalidade de primeira ordem (neste
caso g,(z) = 0), o ponto seguinte pode ser calculado em tempo finito, e a
fungao objetivo diminui.

Teorema 7.3.3 - Boa definicao.
Se gy(zg) # 0 entdo zp 1 estd bem definido e f(xry1) < f(x)-

Prova: Como g,(r;) # 0, existe d € IR",d # 0 tal que d ¢ factivel e de
descida. Entao, existe ¢ > 0 tal que

[ <zp+td<u

paa todo t € [0,7] e
glzp)Td < 0.

Assim, para A suficientemente pequeno, por (7.3.2) temos:

0 AdY v d | MpA?
Entao
Q=) — Qu(zx) rd  MA
A = g(zk) 1l T

Mas ¥y (xr) = Qr(zk) e, escrevendo T = ZT(A), temos que ¥ (T) <
Qk(ka), portanto existe A > 0 tal que

Y (T) — i (zk) < g(zi)"d

~ < S5 = <0 (7.3.8)
para todo A € (0,A].
Definimos, para A € (0, Al
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Entao, por (7.3.8), temos

x) — T
Yi(T) — i (k)
< 1@ = f=ze) = 9(@r) T (T — ) (T — )" By(z — 2y)
- A 2c1 A
oz — zell) | IBell2lZ —zelld _ o(d) | c2MpA
|01|A 2|01|A - |01|A 2|CI| ’
onde cp > 0 vem da equivaléncia das normas em R" : || - ||2 < e2]| - ||-

Logo, iimop(A) = 1 e portanto, apés um niimero finito de redugoes
%

no raio de confianca A, a condigdo f(T) < f(z) + a[tr(T) — r(zg)] é sat-
isfeita e o novo ponto zx41 estd bem definido. QED

No ultimo teorema deste capitulo, mostramos que todo ponto limite
de uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 7.3.1 é estaciondrio.

Teorema 7.3.4 - Convergéncia global.
Seja {z} uma seqiéncia infinita gerada pelo Algoritmo 7.3.1. Se klir}r(l Tp =
€K1

T, onde K1 € um subconjunto infinito de indices e My ¢é limitado para
k € K1, entio g,(z+) = 0.

Prova: Devemos considerar duas possibilidades:

ou

Vamos assumir inicialmente que vale (7.3.10). Entao existe K» < Ky
tal que
lim A, = 0. 7.3.12
kéllT(lz k ( )
Logo, existe ky € Ko tal que Ag < Apip paratodo k € K3 = {k € Ko | k > ko}.
Mas, a cada iteragao k, tentamos inicialmente um raio A > Anin- Logo, para
todo k € K3, existem Ak,wg(Ak) e T(Ayg) tais que x,?(Ak) é solucao global
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de
Minimizar Q(z)
I<zx<u
o — o)l < B,

vale a desigualdade

(@ (Ar)) < Qr(z (Ar))

F@(Ar)) > f(xr) + a[pp(@(Ar)) — pr(xr)] - (7.3.13)

Agora, pela atualizagdo do raio de confianca no Passo 4 do Algoritmo
7.3.1,
Ap > 0.1||T(Ag) — zx]| - (7.3.14)

Logo, por (7.3.12) e (7.3.14) segue que

kléIIT(ls lZ(Ak) — zx|| = 0. (7.3.15)

Suponhamos que g,(z«) # 0. Entdo existe d € IR",d # 0 tal que
para todo A € [0,1],
I<z,+Ad<u (7.3.16)

g(z,)Td < 0. (7.3.17)

Por (7.3.16), existe k3 € K3, ks > ko tal que
A
I<ap+5d<u (7.3.18)

para todo k € Ky = {k € K3 | k > k3}, X € [0,1].
Definimos, para k € Ky,

_ [Z(Ax) = 2l
I

Por (7.3.15) e (7.3.18), existe kg € K4 tal que

dy, d. (7.3.19)

I<zp+dpy<u

para todo k € Ks = {k € Ky | k > k4}.
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Claramente, ||dy|| = ||Z(A) — zx|| < Ag. Logo, por (7.3.2), (7.3.3) e
(7.3.19),

Y (Z(A)) Q= (Bk)) < Qulay + dy)

IN

M,
= flan) + glaw)Tdy + il

Z(Ag) — M,
— fa) + =g a4 T

para todo k € Ks.
Entao,

Ve (Z(Ar)) — rlzr)

d M2
e < g(zr) " — + —2|ldx]
|Z(Ag) — x| 2

]|

onde ¢; > 0 vem da equivaléncia das normas em IR".
Portanto, por (7.3.15), (7.3.17), a continuidade de g e a limitacao de

My, existem co < 0 e k5 € K5 tais que

e (Z(Ar)) — i (xr)
o) o S <? (7.3.20)

para todo k € Kg ={k € K5 | k > ks}.
Definimos, para k € Kg,

Assim, temos
pk} —-1= ap + bk

ond

’ — f(@k) — g(z)T @(Ag) — z)
Ve (T(Ak)) — i (xr)

b — 1 (z(Ag) — zx)" Be(T(Ag) — 1)
FTT @) k()

Agora, por (7.3.20) e pela equivaléncia das normas em R",

f(@(Ar))

ar =
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M} ||z (Ag) — x|

bl <
T

Portanto, lim ar = 0 e pela limitacao de Mg, lim by = 0. Ou seja,
k€EKs kE€EKg
kliIII{lp_k = 1, o que contradiz (7.3.13). Dessa forma, (7.3.10) ndo pode se
EKe
verificar se g,(z«) # 0.
Vamos assumir agora a validade de (7.3.11). Como klér}rg Tk = Ty €
1

{f(zk) }kemw é monotonicamente decrescente, temos

Jim (f(oxs1) = ) =0.

Mas, por (7.3.2), (7.3.3) e pelo Passo 4 do Algoritmo 7.3.1,

flrrr1) < flag) + afbp(zry1) — Yr(zr)]
< flan) + alQu(zP (Ar)) — Qulwk)].

Logo,
li Q(A) = 0. 7.3.21
A Qr(zg (Ag)) =0 ( )
Definimos A = klenlg Ay > 0. Seja M > 0 tal que My < M para todo
1

k € K; e seja T solugao global de:

Minimizar g(z.)7(z — z.) + % |z — 2|13

<z <u (7.3.22)
|z — 2| < A/2
Seja kg € K tal que
|z — 24|l < A/2 (7.3.23)

para todo k € Ky ={k € K1 | k > kg}.
Para k € K7, por (7.3.22) e (7.3.23),

1Z — 2k <A <A (7.3.24)
Além disso, por (7.3.22),

1<Z2<u. (7.3.25)
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Ou seja, por (7.3.24) e (7.3.25) vemos que T é factivel para o problema
(7.3.2). Entao,

Qr(zf (Ar) < Qk(@) (7.3.26)

para todo k € K.
Agora, pela defini¢do de Z, por (7.3.26) e (7.3.21),

- - . . M,
9(z)" (@ —z) + BZ - 2.3 = lim g(ap)" (@ — 2x) + 17 — zll5
keKr 2

= i 2) > i QAR =0.
Jim Qx(@) 2 lim Qk(zy (Ar) = 0

Mas o valor da funcao objetivo de (7.3.22) em z, também é 0,
portanto, z, também é um minimizador global de (7.3.22). Escrevendo a
condicao de otimalidade para este problema, chegamos a ﬁp(:v*) =0. QED

O Algoritmo 7.3.1 pode servir como modelo para a globalizagao por
regioes de confianca de todos os métodos newtonianos. A naturalidade de
sua adaptacao a filosofia dos Newton truncados ja foi comentada. Quando
as matrizes By sao atualizadas por formulas secantes, o algoritmo fornece
um esquema para globalizar esse tipo de métodos. Tal adaptacdo merece
alguns comentarios:

(a) Nos subproblemas (7.3.3) e (7.3.4), o fato de By ser definida
positiva ndo tem maior releviancia. Por isso, o procedimento de regioes de
confianca é mais adequado que o de buscas lineares para globalizar, por
exemplo, o algoritmo baseado na atualizacao de posto 1, e outros métodos
onde as aproximagoes Hessianas nao sao necessariamente definidas positivas.

(b) O fato de B,_ 4}1 ser facilmente gerado a partir de B, ' ndo pode
ser explorado em regides de confianga como nas buscas lineares. Apenas
quando os limites do subproblema (7.3.4) sao infinitos ou muito grandes, o
fato de se ter B,:l facilmente disponivel é uma boa vantagem, pois permite
resolver exatamente o subproblema em um passo sé, se a matriz é definida
positiva.

(c) Apesar da observagao (b), se By, 1 ¢ facilmente calculdvel, o ponto
zr — By Lg(z1) pode representar um excelente ponto inicial alternativo para
o algoritmo quadrético, depois de projetado na regido factivel de (7.3.4). E
inevitdvel, porém, manter simultaneamente na meméria By, e By L

A compatibilidade do algoritmo global 7.3.1 com os algoritmos locais
subjacentes, nos moldes dos Teoremas 6.2.2 e 6.3.5 fica, mais uma, vez, para
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ser discutida pelos leitores.



Capitulo 8
Minimizacao unidimensional

Alguns problemas de otimizagdo consistem em minimizar fungdes de uma
variavel. Para esses problemas, podem-se usar os métodos gerais de mini-
mizacgdo sem restricoes, minimizacdo em caixas, etc. De fato, um bom ex-
ercicio para o estudante é verificar como se comportam os algoritmos gerais
em fungbes univariadas. No entanto, a unidimensionalidade é uma estrutura
extremamente diferenciada, que justifica o desenvolvimento de algoritmos
especificos.

Nas versoes antigas de algoritmos de minimizagao de funcgoes de n varidveis
com busca linear, esta busca era interpretada quase sempre como mini-
mizagao unidimensional. Os métodos modernos usam, geralmente, buscas
lineares menos exigentes o que, na maioria dos casos é mais eficiente. No en-
tanto, buscas lineares “duras”, semelhantes & minimizacao unidimensional,
sao ainda usadas em alguns algoritmos atuais com resultados praticos sur-
preendentemente bons [24].

Neste capitulo, nosso objetivo é apresentar diferentes técnicas para mini-
mizacao unidimensional, adequadas as propriedades especificas do problema
(existéncia de derivadas, custo de avaliagdo da funcao e suavidade). Veremos
que, neste caso, a obtencao de minimizadores globais é menos complicada
que no caso multivariado.

8.1 Meétodos diretos para reducao de incerteza

Uma fungdo f de uma varidvel z no intervalo [a,b] é unimodal se existem
AL, A2 € [a, b] tais que

145
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(i)  f é estritamente descrescente para z < Ay,
(ii)  f é estritamente crescente para z > Ag,
(iii) f é constante para z € [A1, Ag].

E f4cil ver que os minimizadores locais de uma funcio unimodal em [a, b]
coincidem com os minimizadores globais. Ou seja, este conceito desfruta da
mesma, propriedade de otimalidade global que a convexidade, com hipdteses
menos exigentes sobre a funcao.

Os métodos diretos para reducdo de intervalos de incerteza se aplicam
bem a func¢oes unimodais. Nada exigem em relagao a continuidade ou ex-
isténcia de derivadas. A idéia béasica desses métodos é, uma vez conhecido
um intervalo [a,b] em que a fungdo f é unimodal, reduzir este intervalo até
a precisao desejada. Sao aplicdveis a problemas com fungdes cuja avaliagao
é simples, pois geram um ntimero de iteragoes (pouco complexas) maior que
o produzido pelos métodos polinomiais.

Dada a funcao f : IR — IR, unimodal em [a, b], o algoritmo conceitual a
seguir obtém um intervalo reduzido contendo o minimizador de f em [a, b].

Algoritmo 8.1.1 - Redugao de incerteza.
Dados ¢ > 0 e o intervalo [a, b],
definir £ = 0,a9 = a,bp = b.

(1) Dados ay e by, escolher ¢, e dj tais que

ap < ¢ < dp < by .

(2) Calcular f(ck) e f(dg).

(3) Se f(ex) < f(dg), fazer a1 = ag, bpr1 = dg
Senao agy1 = Ck, bgpy1 = di.

(4) Se bgy1 — ak4+1 < €, parar
sendo k = k + 1 e voltar para (1).

A primeira vista, seriam necessirias duas avaliacdes da funcio a cada
reducdo do intervalo. Para que isso nao ocorra, podemos escolher c; e dj
de tal forma que o ponto que permanece no interior do intervalo reduzido
seja um dos escolhidos para a proxima avaliacdo. Apresentaremos duas
estratégias para se efetuar estas escolhas: a busca de Fibonacci e o método
da se¢ao durea.

Para a busca de Fibonacci precisamos fixar a priori o nimero n de
avaliacoes da funcdo a ser feito ou, equivalentemente, a reducado desejivel
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no intervalo. Os ndmeros intermedidrios sao entao determinados baseados
nos numeros de Fibonacci, definidos de modo recursivo como se segue:

Fh=F1=1;, Fy=Fp o+ Fr_1, k=2,3,... (8.1.1)

Desta forma, uma vez definido o nimero n de avaliacGes, a escolha dos
valores ¢ e dy no passo (1) do Algoritmo 8.1.1 é feita da seguinte maneira:

= bk—%(bk—ak)
(8.1.2)
de = ap+ (b —ap) .

Exercicio 8.1: Verificar que, com o procedimento (8.1.2), ¢y coincide
com dj, e di1 coincide com cg.

O método da secao durea é obtido da seqiiéncia de Fibonacci fazendo-se o
nimero n tender para infinito. Assim, no limite, a equacdo de diferencas de
Fibonacci (8.1.1) passa a fornecer a divisao do intervalo [a, b] na razdo durea
A= (v/5—1)/2 =~ 0.618, que é exatamente a solugdo do problema da divisio
aurea ou do retangulo dureo, proposto pelos gregos por volta de 500 a.C.
Na antiguidade, um certo carater mistico foi atribuido a este valor, o que
justifica o qualificativo “4ureo”. Em arquitetura, esta razdo, considerada
esteticamente agradavel, se preserva desde o Parthenon até projetos de Le
Corbusier. No método da secao durea, a escolha dos valores ¢ e di é feita
como se segue:

ek = bp— by —ag) (8.1.3)
dp, = ax+ Mbx —ag) -
Exercicio 8.2: Verificar que cg1 coincide com dy e dg41 coincide com ¢
no procedimento (8.1.3).

E possivel provar que, fixado o nimero de avaliacées que serd realizado,
Fibonacci é o método 6timo para reducao de incerteza, pois obtém a maxima
reducdo para o caso mais desfavorédvel (ver, por exemplo, [113]). No entanto,
no método da secao durea nao é necessirio fixar-se previamente o nimero
de avaliacOes de fungdo, o que elimina um pré-requisito pouco natural, do
ponto de vista do calculo numérico, do método de Fibonacci. Na pratica
de otimizagao, critérios de parada baseados no valor da funcao objetivo sao
mais confortiveis, e esses critérios podem ser implementados sem problemas
no método dureo.
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Uma outra estratégia para reducao de incerteza, bastante simples e in-
tuitiva, é o método da bissecdo. Este método é usado quando a funcgao
f : [a,b] = IR é diferencidvel, unimodal e tem derivada com avaliagdo com-
putacionalmente vidvel.

Algoritmo 8.1.2 - Método da Bissecgao.
Dado ¢ (tolerdncia para reducgao do intervalo [a, b]),

(1) apg = a, b() =b.
(2) Dados a;, b;, calcular ¢; = %(ai + b;).

(3) Calcular f(c;).
Se f'(¢;) = 0, parar.
Se f'(c;) <0, aiy1 = ¢, bip1 = b;,
senao Qi1 = Gy, bz‘_|_1 = Cj.

(4) Se bj11 — ajy1 < €, parar,
sendo i =i + 1 e voltar para (2).

Exercicio 8.3: Provar que todas as funcoes convexas sao unimodais.

Exercicio 8.4: Obter uma funcdo cibica real que seja unimodal mas ndo
convexa para 0 < x < 1.

8.2 Aproximacgoes polinomiais

Muitas vezes podemos assegurar um “bom comportamento” da funcgao a
ser minimizada, ainda que apenas nas vizinhancas do minimizador. Desta
maneira, temos garantia de uma boa aderéncia entre a fun¢ao e uma aprox-
imagao por polindmios. A idéia dos métodos que utilizam aproximagoes poli-
nomiais é, a partir de k£ + 1 informagoes sobre a func¢ao (valores da fungao,
das derivadas, etc), determinar um polindémio de ordem k, estimando-se o
minimizador da func¢do a partir do minimizador do polinémio. Em geral,
trabalha-se iterativamente e a estratégia de reducdo de incerteza utilizada
nos métodos diretos também é empregada como salvaguarda. As aprox-
imagoes polinomiais geram um ndmero de iteragoes inferior ao dos métodos
diretos, sendo porém de maior complexidade. No que se segue, vamos ap-
resentar quatro maneiras de efetuar aproximacoes polinomiais: o método de
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Newton, o método secante, o método DSC-Powell e o método da aprorimacao
cubica.

O método de Newton consiste em aproximar f em torno do ponto z; pela
parabola construida com as informagoes f(zy), f'(zx) e f"(zk), ou seja,

n
Flo) ~ ala) = @) + P -2+ P @) (821)
Para se empregar o método de Newton é preciso que a fungao seja duas
vezes diferencidvel. Trata-se de um esquema iterativo localmente conver-
gente, portanto o ponto inicial zy deve estar suficientemente préximo da
solucdo z, para a convergéncia ser garantida.
Se f"(xx) > 0, a pardbola g(z) é estritamente convexa e rj,1 serd um
minimizador global de ¢(z) se, e somente se,

d (zr+1) = f'(zx) + [ (2x) (@811 — 21) = 0.
Desta forma, o novo ponto z; € dado por:

f'(zx)

TRl =T i)

(8.2.2)

Observamos que (8.2.2) nao depende de f(xy). Na verdade, este método
é equivalente ao método da tangente para resolver a equacio f'(z) = 0. Por
isso, quando f"(z) < 0, o algoritmo pode convergir para um maximizador.

No método secante também aproxima-se f em torno de x por uma
pardbola, agora construida a partir de f(zy), f'(zx) e f'(zx—1). Neste caso,
o novo ponto do esquema iterativo é dado por:

_ k) (e — zk-)
TR IR T ) — fae)

Comparando (8.2.2) com (8.2.3), vemos que a informagio de segunda
ordem do método de Newton é calculada em (8.2.3) usando-se diferencas
finitas. Assim, para funcdes cuja avaliacdo é trabalhosa, o esquema itera-
tivo (8.2.3) torna-se mais eficiente. Analogamente ao método de Newton,
o método secante terd convergéncia assegurada quando o ponto inicial es-
tiver suficientemente préximo da solu¢ao z,, € pode convergir para um max-
imizador em vez de um minimizador se nao se usam salvaguardas adequadas.

(8.2.3)
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O método DSC-Powell é uma combinagio, sugerida por Box, Davies e
Swann [9], de um algoritmo de Davies, Swann e Campey (DSC) com um
algoritmo de Powell.

Em ambos ajusta-se f por uma quadréatica conhecidos os valores da
fungao f em trés pontos.

Inicialmente o algoritmo cerca a solucao x,, fazendo entdo uma inter-
polacao quadratica com pontos igualmente espacados. Esta etapa corre-
sponde ao método DSC. As iteragoes seguintes, devidas ao método de Pow-
ell, consistem em prosseguir interpolando quadraticamente, mas com pontos
desigualmente espacados.

Algoritmo 8.2.1 - DSC-Powell.
Dados o ponto inicial g, o tamanho do passo Az e a precisao ¢;
(1) Avaliar f(z¢) e f(zo + Ax)
Se f(zg+ Az) > f(zg), Az + —Ax.

(2) k41 =z + Az,
(3) Calcular f(zg4+1)-
(4) Se f(zgs1) < f(zk), Az =2Az, k < k+ 1, voltar para (2)

S€NA0 Ty = Tk41, Tm—1 = Tky Tm—2 = Tp—1, AT %
e repetir (2) e (3) pela tltima vez, determinando z,+1 = T2

(5) Dentre os quatro pontos igualmente espacados {Zm+1, Tm, Tm—1, Tm—21},
descartar o mais distante do ponto com menor valor da funcao.
Renomear os valores restantes por z,, Ty, Tc,
onde x; é o ponto central, x, = zp — Ax e z, = zp + Ax.

(6) Fazer uma interpolagao quadritica para estimar xz,:

Av(f(za) = f(2)
27 (2a) — 2f (w1) + [ (22))

Ty =xp+

(7) Repetir:
redefinir {zq, zp, z.} como {z4,Zs, zp} ou {zp, Tu, Tc},
calcular f(zp) e estimar z, por uma interpolacao quadrética
para pontos desigualmente espagados:

5 1@ —ad) (@) + (@2 = e2)f () + (@2 ~ ) (ze)

2 (zp — ) f(za) + (T — za) f(@6) + (70 — z5) f () ’

até que |z, — T.| <e.
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Mostra-se que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 8.2.1 converge para
o minimizador quando a funcdo f é convexa. Para mais detalhes sobre o
método DSC-Powell, ver Himmelblau [64].

Na aproximacdo cubica sao necessarias quatro informacoes para construir
um polindmio de grau trés para aproximar a func¢ao f. A escolha mais
cléssica envolve o conhecimento de f(zx), f'(zx), f(zr—1) e f'(zx_1) € re-
sulta no seguinte minimizador para a cibica (Luenberger (1984), p.206):

(zr — 7 1) [f (Tg) + 02 — 01]
fxg) = f'(zp—1) + 200

Thtl = Tk — (8.2.4)

onde o1 = f'(zp_1)+ f'(zx) —3

e oy =Job — flwe) ') -

Se a funcdo é unimodal no intervalo [a, b], f'(a) <0 e f'(b) > 0, a aprox-
imagao cibica pode ser combinada com técnicas de reducdo de incerteza
para obter um algoritmo globalmente convergente.

Esse tipo de combinacao é computacionalmente necessiria em qualquer
algoritmo baseado em aproximagdes polinomiais. De fato, com salvaguardas
adequadas, é possivel garantir uma efetiva redugao do intervalo de incerteza,
evitando-se passos muito pequenos quando se esta longe da solugdo. Assim, a
interpolacao polinomial pode se combinar com o método da bissecao, quando
as derivadas sao disponiveis, ou com o método da secao aurea, quando se
conhecem apenas os valores da fungao.

Exercicio 8.5: Mostrar que no método secante a convergéncia local é su-
perlinear, mostrando que existe a > 0 tal que

~ 1.618 .

lim

k—o00 |.Z‘k—£L'*|"" -

k41 — 2| _ _1+V5
2

Exercicio 8.6: Escrever um algoritmo de interpolagao cibica com salva-
guardas que garantam uma reducao efetiva do intervalo de incerteza em cada
iteracao.
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8.3 Técnicas de minimizacao global

Quase sempre, o objetivo do otimizador diante de um determinado prob-
lema, é obter um minimizador global. No entanto, a maioria dos algoritmos
préaticos e eficientes nao possuem convergéncia garantida para esse tipo de
“verdadeiros” minimizadores. Na maioria dos casos, é possivel provar con-
vergéncia, em algum sentido, para pontos estacionarios que, muito provavel-
mente, sao minimizadores locais. Freqientemente, pelas préprias carac-
teristicas do problema, os pontos estaciondrios assim encontrados sao min-
imizadores globais, o que possibilita a solugdo efetiva de muitos problemas
praticos de otimizagao.

No entanto, existem problemas com infinidade de minimizadores locais,
cuja resolucao por algoritmos como os mencionados acima é extremamente
dificil. Isso motiva o desenvolvimento de métodos globais, isto é, algorit-
mos com convergéncia garantida para um minimizador global do problema.
Infelizmente, os métodos globais assim desenvolvidos perdem muito de sua
eficicia quando aplicados a problemas de grande porte. Freqiientemente,
o tempo e a memodria requeridos por uma iteracao sao proibitivos até para
computadores avancados.

A situagio é diferente quando o nimero de varidveis é pequeno, espe-
cialmente, quando a funcdo é de uma varidvel s6, como as que estudamos
neste capitulo. Assim, é possivel que técnicas globais unidimensionais, com-
binadas com técnicas “locais” baseadas em buscas lineares ou até regioes de
confianc¢a consigam aumentar muito a potencialidade global destas ltimas.

Neste capitulo, vamos destacar as técnicas de minimizacao global uti-
lizando envelopes convezos e andlise intervalar [80], [79], [58].

A obtencao de um minimizador global de f : [a,b] — IR através de en-
velopes convezos baseia-se na parti¢do do intervalo [a, b] e, conseqlientemente,
do problema original, em subproblemas. A seguir, utilizando-se uma subes-
timativa convexa para a fun¢@o objetivo no subintervalo, determina-se facil-
mente um limitante inferior para o minimizador do subproblema através do
minimizador do envelope convexo. Acrescentando-se uma estratégia para
eliminar subintervalos, com base nos valores “minimos” encontrados para a
funcao, mostra-se que o ponto correspondente ao menor dos limitantes inferi-
ores determinados para a fun¢do converge para a solugdo global do problema
original.

Com relacdo a determinacao dos envelopes convexos, o fundamental é
encontrar os pontos em que a representacao da subestimativa convexa muda
de forma. Quando a fungao tem trechos convexos, muitas vezes o envelope
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convexo coincide com a fung¢do original num subintervalo. Pode ainda ser
uma reta unindo um ponto ao trecho adjacente, convertendo-se novamente na
funcdo num trecho seguinte, e assim por diante. A determinacgdo de quantas
representacoes diferentes sao necessiarias depende tanto dos tamanhos dos
subintervalos quanto do comportamento da prépria fungdo. Para se conhecer
os pontos exatos em que o envelope convexo muda de representagao (de uma
reta para a curva da funcdo ou vice-versa), basta fazer um ajuste entre as
declividades da curva e da reta. Em outras palavras, se a é o ponto inferior
do intervalo, queremos encontrar z € [a,b] tal que % = f'(z), que é
equivalente a

f(z) = f(a) = (z — a)f'(z) = 0. (8.3.1)

Dentre as diversas estratégias para se resolver (8.3.1), o método de New-
ton implementado com salvaguardas geralmente funciona bem e tem o seguinte
esquema iterativo:

f(zr) — fla)

T —a

e = T + ( _ f’(wk)> [ ()] (8.3.2)

A idéia bésica da andlise intervalar aplicada a minimizacao global é o re-
finamento dos intervalos contendo o valor extremo, descartando-se as regioes
em que o minimizador global nao pode estar. Assim, na determinacao do
minimizador global de f : [a,b] — IR, suponhamos que [a, b] foi subdividido
em [a,c] e [¢,b]. Suponhamos também que conhecemos [u,v] contendo a
imagem do intervalo [c, b] pela f, isto é f([c,b]) C [u,v] e conhecemos [w, ]
contendo f(z1), com z; € [a,c|. Se z < u, entdo todo o intervalo [c, b] pode
ser descartado, ja que ndo existe = € [c, b] tal que o valor f(x) seja menor que
f(z1) < z. Assim, o minimizador de f em [a, b] estd em [a, c] € ndo em [c, b].
Portanto, com este tipo de teste pode-se excluir regides que seguramente nao
contém o minimizador global procurado.

Exercicio 8.7: Aplicar as técnicas de envelopes convexos e andlise inter-
valar para obter o minimizador global de

(a) f(x) = e ® +sen(nz) + 22, v € [-1,2].

(b) f(z) =—z(1+z)cos(z), z € [-2,2].
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Capitulo 9

Restricoes lineares

Vamos considerar o problema de otimizacdo em que a regiao factivel é um
politopo em IR", ou seja, um conjunto definido por equagoes e inequagoes
lineares. A minimizacao em caixas é um caso particular desse problema.
No capitulo 7, aplicamos o algoritmo geral de regioes de confianca ao caso
! < z < u, dando um sentido (o do “subproblema ficil”) & minimizacdo
aproximada do modelo quadréatico. Aqui, em principio, podemos proceder
da mesma maneira, com a dificuldade de que o problema ficil ndo é tao
facil como no caso das caixas. Com efeito, quando o conjunto factivel é um
politopo, o ponto mg do Algoritmo 7.3.1 é a projecao de =y — g(zx) /My na
interseccao desse conjunto com a caixa de confianca. Embora haja razoes
para supor que essa, projecao nao é dificil de se calcular, certamente é bem
mais complicada que quando a regiao é uma caixa n—dimensional. Também,
neste caso, é mais conflitante a decisao sobre o algoritmo a ser usado para de-
terminar o ponto tentativo . Portanto, embora as questdes tedricas relativas
a aplicacao de regioes de confianga a minimizagao com restrigoes lineares es-
tejam essencialmente resolvidas em [78], ndo existem ainda implementagdes
préaticas amplamente reconhecidas. Ver, também [47] e [16].

Os métodos mais tradicionais para otimizacdo em politopos estdo
baseados na estratégia de restrigoes ativas. A idéia é similar & usada no
capitulo 4 para minimizar quadriticas em caixas. A regidao é dividida em
faces, de maneira que, dentro de cada uma delas, o problema é, essencial-
mente, irrestrito. Uma face pode ser abandonada apenas quando o trabalho
sobre ela se revela improdutivo. Ver [36], [49], [50], [53], [85], [86], [96], [97],
[98] e o artigo pioneiro de Rosen [100].

Os problemas de programacio linear e programacao quadritica sao

155
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casos particulares do tratado neste capitulo. No primeiro, a fungao objetivo
é linear (f(r) = c''z) e, no segundo, é uma quadritica. O método mais
usado para programacao linear é o Simplex [22] que é, de fato, um algoritmo
de restrigoes ativas. O programa MINOS para minimizacao com restrigoes
([85], [86]) é, quando aplicado a problemas lineares, uma das implementagoes
mais eficientes do método Simplex para grande porte. O conteddo deste
capitulo se aplica, em consequéncia a programacao linear e quadratica, mas a
estrutura especial destes problemas, e o tratamento da “degeneragao primal”
justifica o desenvolvimento de textos especificos. Ver [22], [5], etc.

A programagdo linear e outras dreas da otimizagio foram sacudidas,
a partir de 1984, com o desenvolvimento dos “métodos de pontos interiores”.
Ver [55]. Algumas indicagdes sobre a aplicagio desses métodos & minimizagao
de fungoes gerais com restrigoes lineares serao dadas neste capitulo.

9.1 Igualdades

O problema geral deste capitulo é:

Minimizar f(z)

sujeita a x € Q) (9-1.1)

onde f €C'(Q) e Q= {z € R" | Ajz = by, Ayx > by}, com A; € R™*" ¢
Ay € R™*™_ O conjunto 2 definido pelas restri¢oes lineares de igualdade e
desigualdade é denominado politopo.

Um politopo geral © sempre pode ser levado a forma {z € R" | Az =
b, x >0} ouaforma {z € R" | Az = b, | < z < u}, mediante a introducao
de “varidveis de folga”. Alguns algoritmos trabalham exclusivamente com
essa formulagao, chamada “padrao”.

Exercicio 9.1: Converter 2 = {x € IR" | Ajz = b1, Az > by} para o
formato {y € RN | Ay = b, y > 0}.

Na definicao de 2, estamos incluindo as possibilidades m; = 0 e
mg = 0. Se ambas dimensdes sao nulas, o problema é irrestrito. Se apenas
mg = 0 temos o problema de minimizagdo com restrigoes de igualdade:

Minimizar f(z)

sujeita a Az =0b. (9-1.2)
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Suponhamos que a regiao factivel de (9.1.2) é ndo vazia e seja T €
IR™ tal que AT = b. Entdo, todos os pontos da forma Az = b satisfazem
t =T+ Zz, onde Z € R ("~™») § uma matriz cujas colunas formam uma
base para o nicleo da matriz A e m, é o posto de A. Assim, (9.1.2) pode
ser reescrito como um problema irrestrito num espago de dimensao menor:

Minimizar ¢(z) = f(T + Zz)

e s (9.1.3)

Exercicio 9.2: Mostrar que

Vo(z) = ZIVF(T + Z2)

V3p(z) = Z"V2f(T + Z2)Z.

O vetor Vi é denominado gradiente reduzido e a matriz V2o, Hessiana re-
duzida.

Uma vez encontrado T tal que AT = b e Z tal que R(Z) = N(4), a
resolucao de (9.1.2) pode ser tentada usando um método direcional (Newton,
quase-Newton) ou um método de regides de confianga para minimiza¢io sem
restrigoes. Ver [35].

Para a viabilidade de métodos baseados em (9.1.3) para problemas
de grande porte é fundamental que a matriz Z seja esparsa. Ainda mais,
se a intencao é implementar o método de Newton, também é necessario que
ZTV2f(x)Z o seja. Se Z é grande e densa, (9.1.3) ndo pode ser utilizado.
Nesse caso, observamos que, se B é uma matriz definida positiva (melhor,
esparsa e talvez diagonal), a solucao de

1
Minimizar §dTBd + 9(z)"d sujeita a Ad =0 (9.1.4)
corresponde a uma solu¢ao (d, ) do sistema linear
Bd+g(@) + ATn =0, Ad=0. (9.1.5)

Portanto, a dire¢do d computada por (9.1.5) é uma direcao de descida para
f, pertencente ao nicleo de A. Se B = ul, d = d(u) se aproxima de uma
direcao de maxima descida no niucleo, quando p tende a infinito. Agora,
(9.1.5) pode ser resolvido usando apenas a esparsidade de A ou, talvez, um
método iterativo linear. Idéias andlogas as invocadas no capitulo 6 podem
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ser adaptadas para provar que um algoritmo baseado em direcoes djy cal-
culadas por (9.1.5), com “backtracking”, é globalmente convergente a um
ponto estaciondrio de (9.1.2). Uma vantagem adicional de usar iterativa-
mente (9.1.5) é que os sucessivos 7, sdo estimativas dos multiplicadores de
Lagrange na solucao. A importancia desse fato emergird no tratamento de
restrigoes de desigualdade.

9.2 Estratégia de restrigoes ativas

Para facilitar a exposicao, consideraremos o problema geral de minimizagao
em politopos apenas na forma

Minimizar f(z)

sujeitaa Az >0b, (9-2.1)

onde A € R™", AT = (ay...a,), a; €R", i=1,...,m. A transposicio
das idéias desta se¢do para o formato geral (9.1.1) é rotineira, e serd deixada
como exercicio para o leitor. Como antes, escrevemos 2 = {z € R" | Az >
b}. As definicoes a seguir sdo paralelas as dadas quando introduzimos algo-
ritmos para minimizar quadraticas em caixas.

Definicao 9.2.1
Dado I C {1,2,...,m}, chamamos de face relativa ao conjunto I ao
conjunto

Fr={xeQ|alz=bseicleal z>bseigl}.

Como sempre, chamamos F'; ao fecho de Fy.

As restrigoes que sao satisfeitas por z na igualdade, isto é, tais que
alz = b;, i € I, sdo chamadas ativas em x. As outras sdo denominadas
inativas .

Exercicio 9.3: Provar que
(a) 2 = U Fr, onde P é o conjunto das partes de {1,2,...,m} .
IepP
(b) Se Il 75 IQ, F[I ﬁF’I2 = 0

Vamos definir agora um algoritmo conceitual que implementa a es-
tratégia de restricoes ativas. Nesse algoritmo, trabalhamos com “super-
iteracoes”, que permitem passar diretamente de um ponto qualquer a um
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minimizador global irrestrito. Naturalmente, a existéncia dessas super-iteragoes
na pratica esta restrita a problemas simples, como os lineares ou quadraticos.
Chamamos S ao conjunto de minimizadores globais de (9.2.1) e partimos de
um ponto inicial arbitrario e factivel.

Algoritmo 9.2.2 - Estratégia de restrigoes ativas.
Dado z, € Q, 1, € F1, 2, € S,
se xp € minimizador de f em F7y,
entao
(1) zk+1 € Fre f(zrs1) < flak)-
Senao
(2) zk41 € Fr e 41 é minimizador de f em F7, ou
(3) zp41 € [Fr — Fy] (a fronteira de Fy) e f(zy41) < f(z), ou
(4) f é ilimitada inferiormente em F7 e o algoritmo péra.

O leitor familiarizado com o Simplex podera reconhecer que esse
método estd no escopo do Algoritmo 9.2.2. As faces visitadas nesse caso sao
vértices, formadas por um dnico ponto. Portanto x; sempre é “minimizador
de f em F7”, o fecho de Fj é a propria Fr e o ponto seguinte é um ponto
diferente onde a funcio objetivo diminui. Para interpretar corretamente o
caso em que o Simplex detecta que o problema, é ilimitado, a partir do vértice
T, pensemos na introducao de uma “iteracao” ficticia x; factivel e situada
na semi-reta ao longo da qual f tende a —oo. Essa “altima” iteragao estd
numa “aresta” Fr na qual a funcdo é ilimitada inferiormente. A situagcao,
portanto, corresponde ao Passo 4 do Algoritmo 9.2.2.

No seguinte teorema, provamos que a estratégia de restrigoes ativas
é sempre bem sucedida. A dificuldade estard, em conseqiiéncia, em sua im-
plementacao.

Teorema 9.2.3
Em um ndmero finito de iteragdes, o método das restrigoes ativas en-
contra a solug¢io de (9.2.1) ou detecta que o problema ndo tem solugdo.

Prova: Suponhamos que o Passo 4 do Algoritmo 9.2.2 ndo acontece em
nenhuma iteragdo da seqiiéncia {zy}. Quando uma face F; é abandonada
no Passo 1, entdo, como zj é minimizador global para z € Fy e f(z;) é
mondtona decrescente, temos que z; ¢ Fr para todo j > k. Como o nimero

de faces é finito, a partir de certo ky o Passo 1 nao é mais executado. Pela



160 CAPiTULO 9. RESTRICOES LINEARES

finitude do nimero de restrigoes, o Passo 3 também pode ser executado ape-
nas um numero finito de vezes se k > k. Portanto, a partir de certo k1 > ko,
apenas o Passo 2 é possivel. Isso implica que zj, 1 ¢ minimizador global na
sua face. Como o Passo 1 nao é mais possivel, resulta que zj, 1 deve ser
minimizador global do problema. QED

Apesar do Algoritmo 9.2.2 ter convergéncia finita, o Passo 2 é, quase
sempre, impossivel de ser executado em um ndmero finito de etapas. Assim,
uma iteracdo do Algoritmo 9.2.2 é, na verdade, uma super-iteracio, pois
pode embutir um procedimento infinito.

Suponhamos que z; € F; nao é minimizador global de f em FT.
Para obter zy,; pelo Passo 2 ou pelo Passo 3, definimos V(Fr) = {z €
R" | al'z = b;,i € I} e consideramos o problema

Minimizar f(x)
sujeita a z € V(F)

ou, equivalentemente,

Minimizar f(z)

. . . 2.2
sujeitaa  alz=1b;,i€1. (9-2.2)

Este problema é do tipo (9.1.2). Para “resolvé-lo” aplicamos um

método iterativo, comecando com x% = xy, e gerando uma seqiiéncia 37119’ w%, ...

de maneira que, antes de parar, mfc € V(Fr) e f(mi“) < f(xfc) para todo j .
Suponhamos que, antes da parada, aparece j tal que xfjl ¢ Q. Neste caso,
chamamos di = wi“ — :1:?C e t; o maximo ¢ > 0 tal que [:vfc,w?c + tdi] C Q.
Uma suposigdo sobre o processo para (9.2.2) que garante que o Passo 3 do
Algoritmo 9.2.2 pode ser completado é que

Fa] +t;d]) < f(a]).

Nessa situacao, chamamos g1 = m?c + tjdi. O método iterativo aplicado a
(9.2.2) serd interrompido, no melhor caso, quando x{c seja minimizador global
de f em FT, mas é dificil que consigamos essa propriedade em tempo finito.
(Uma excegdo é quando f é uma quadritica estritamente convexa.) Por-
tanto, o Algoritmo 9.2.2 nao podera ser rodado em estado puro, e a condigao
“se xp é minimizador de f em F;” deverd ser substituida, na pratica, por “se
zy é minimizador aproximado de f em F7”. A decisdo sobre o que se con-
sidera “minimizador aproximado” define diferentes métodos implementaveis
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de restricoes ativas.

9.3 Saindo da face

Nesta secdao, descrevemos uma das possiveis maneiras de viabilizar o
Passo 2 do Algoritmo de restrigoes ativas. Mais precisamente, vamos supor
que 73, ¢ uma das iteracdes do algoritmo interno usado dentro de Fr, que
devemos decidir se :lcfC ja é minimizador aproximado nessa face, e, em caso
afirmativo, que precisamos mostrar como conseguir 71 ¢ F; e f(zp41) <
f(z3). Para simplificar a notacio, escreveremos zj em vez de 7.

Vamos supor, a principio, que os gradientes das restricoes que de-
finem a face F7 sao linearmente independentes. Sem perda de generalidade,
suponhamos que I = {1,...,v}, AT = (ay,...,a,). Portanto, A tem posto
v e admite uma submatriz B € IR¥*” nao singular. Por simplicidade, vamos
supor que A = (B N). Consideramos a mudanca de varidveis

T

m = al A
_ T

Yv - a’ux

Yv+1 = Ty41
Yn = In

ou seja,
B N _
y—(o I>£L‘—B.’E.

E ficil ver que B é ndo-singular. Entdo, temos £ = B~'y e podemos
reformular o problema (9.2.1) da seguinte maneira

Minimizar f(y) = f(B~ly)
yi 2 bi,i=1,...,v (9.3.1)

swerta.a gty S b i=v4l,...n.

Sejay = Bxy. Como zy, € Fr, temos quey; = b; sei € I e al B~y >
b; se 1 ¢ I. Portanto, as diregbes factiveis de descida, a partir de g, para
(9.3.1) sdos as mesmas que as do problema onde as restri¢oes inativas sdo
eliminadas:
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Minimizar f(y)

. . . 3.2
sujeitaa y; > b, 1=1,...,v. (9-3.2)

Agora, como fizemos no capitulo 4 com as quadriticas em caixas,
podemos definir aqui a dire¢ao de Cauchy V f(7) por

[Vi@)]i=0sey=bie[V(H)<0;

[Vf(#®)];i = —[Vf(%)]; nos outros casos.

O ponto ¥ serd estacionirio de primeira ordem de (9.2.1), (9.2.2) e (9.3.1)
se, e somente se,
Vi(y) =0.
Se Vf(7) # 0 esse vetor é uma direcio factivel e de descida a partir de .
Escrevendo
V@) = (Vef @', Vif @),
com Vo f(y) € RY, Vif(j) € R™Y, teremos também que z; é ponto esta-
ciondrio de (9.1.2) se, e somente se, V;f(7) € IR"¥ = 0. Portanto, é natural
que a decisao sobre abandonar a face ou nao dependa de uma avaliagao do
quociente
e = 197
V(@)

Claramente, quoc € [0,1] e a decisao de abandono serd obrigatéria quando
quoc = 0, j4 que nesse caso nada mais podemos esperar de um algoritmo
que use apenas derivadas primeiras para minimizar (9.1.2). Por outro lado,
se quoc = 1 deveremos ficar dentro da face, pois todo o potencial de descida
se encontra dentro dela. Assim, nada mais sensato que decidir pela saida
(Passo 2) quando quoc < TOL onde TOL é uma tolerancia entre 0 e 1. Toda
analogia com o algoritmo dado no capitulo 4 para minimizar quadriticas em
caixas é proposital. Uma vez decidido o abandono da face, temos bastante
liberdade para escolher a direcdo de saida, j4 que, em principio, qualquer
direcao no espago y que seja factivel, de descida, e tenha alguma das v
primeiras coordenadas maiores que 0, servird para esse fim. Uma candidata
natural é d = V(7). Assim, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno,
teremos que zx +tB~ld € (U — Fy) e f(zx +tB~1d) < f(z).

A pressa em sair da face, provocada, por exemplo, por um valor
de TOL muito préximo de 1, pode ocasionar um fendémeno chamado de
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“ziguezague”. Uma face pode ser abandonada e retomada um nidmero in-
finito de vezes, impedindo a convergéncia do método. Existem muitos pro-
cedimentos “anti-ziguezague”, introduzidos para driblar tdo desagradavel
comportamento. Ver [33]. Na minimizacdo de quadréticas em caixas, por
exemplo, vimos que a saida pelo gradiente chopado elimina toda possibili-
dade de nao-convergéncia.

Quando os gradientes das restrigoes que definem [ sao linearmente
dependentes, dizemos que estamos em um ponto degenerado. Grande parte
da teoria do método Simplex em programagao linear (ver, por exemplo [13])
estd destinada a analisar esse caso. Felizmente, se a funcdo objetivo é nao-
linear, podemos usar um artificio que nos permite resolver a situacao evo-
cando o caso linear. Com efeito, suponhamos que, em z; € Fj, temos
I=1,...,ve{a,...,a,} dependentes. Consideramos o problema auxiliar

Minimizar Vf(z;)Td, sujeita a ald > 0,i € I. (9.3.3)

Se aplicamos o método Simplex para resolver (9.3.3) com o ponto inicial 0,
sabemos que esse método detectard, em tempo finito, que 0 é solucao de
(9.3.3), ou encontrard d factivel tal que V f(z;)Td < 0, usando procedimen-
tos contra a ciclagem, se for necessario. Tal direcao é uma direcao factivel e
de descida para (9.2.1), que nos permitird continuar o processo.

Exercicio 9.5: Justificar cuidadosamente as afirmagoes no texto rela-
tivas & mudanca de varidveis, em particular, provar a nao singularidade de B.

Exercicio 9.6: Analisar a estratégia de escape definida pelos métodos
do tipo gradiente projetado para restrigoes lineares (ver, por exemplo, [69],
p-330).

Exercicio 9.7: Justificar a estratégia de escape adotada pelo método
Simplex.

Exercicio 9.8: Analisar o comportamento do método Simplex para pon-
tos nao regulares.

Exercicio 9.9: Refazer a andlise das secoes 9.2 e 9.3 com outras formas
de descrever o politopo §2.
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9.4 Reducao a caixas

O leitor incomodado com as fatoragoes, a convergéncia duvidosa e as perigosas
degeneracoes da estratégia das restrigoes ativas, se sentird confortado pelos
resultados desta secdo. Provaremos que, quando f é convexa e o politopo
é limitado, o problema (9.1.1) pode ser reduzido a um problema de mini-
mizagao em caixas, cuja teoria, como vimos, é bastante sélida e adaptivel
a situagoes de grande porte. Aqui, mediante a introducgdo de varidveis de
folga, se necessério, (9.1.1) terd sempre a forma padrao:

Minimizar f(z)

sujeitaa Az =b, >0, (9.4.1)

onde f € C?(IR™) é convexa e Q ={z € R" | Az =b, z > 0}.
As condigoes de otimalidade de primeira ordem de (9.4.1) sdo

Vi) +ATy—2 = 0
Az —b = 0
T~ o (9.4.2)
z>0,22>0.
Definimos, para || - || = || - |2,
1
¥(@,y,2) = 5 (IVf(2) + ATy — 2| + | Az — b]]” + (")) |
e consideramos o problema,
Minimizar ®(z,y, 2) (9.4.3)

sujeitaa x>0, 2>0.

A primeira vista, ao resolvermos (9.4.3), esperamos apenas encon-
trar pontos estaciondrios, nao necessariamente minimizadores globais, ja que
®(z,y,z) ndo é uma funcio convexa. No entanto, o resultado a seguir asse-
gura que todo ponto estaciondrio de (9.4.3) é um minimizador global para
este problema satisfazendo (9.4.2) e, portanto, resolver (9.4.3) é equivalente a
resolver (9.4.1). Ver [43], [45] e [44] para extensoes e variages deste teorema.

Teorema 9.4.1

Se f € C*(IR"™) ¢ conveza e o politopo Q é nio vazio e limitado, entdo
(9.4.8) admite pelo menos um ponto estaciondrio (KKT) e todo ponto esta-
ciondrio (Ty, Yx, 2x) de (9.4.3) é um minimizador global com @ (T, Y, 24) =
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Prova: A primeira parte é imediata. Como € é limitado e f é continua,
existe um minimizador global para o problema (9.4.1). Este minimizador
tem que satisfazer (9.4.2) e, portanto, é um minimizador global de (9.4.3).

Vamos supor que (z,y,2) seja um ponto estaciondrio do problema
(9.4.3). Entao existem v, p € IR™ tais que

AT(Az —b) + V2 f(2)(Vf(z) + ATy —2) + (eT2)z —y=0,  (9.44)

A(Vf(x)+ ATy —2) =0, (9.4.5)
—(Vi@)+ ATy —2)+ (T2)z—pu=0, (9.4.6)
Yz =0, (9.4.7)
plz=0, (9.4.8)
z>0,2>0,v>0, u>0. (9.4.9)
Por (9.4.5) e (9.4.6) temos que
(zT2)z — p e N(A), (9.4.10)

onde N (A) é o niicleo da matriz A.
Portanto, pré-multiplicando (9.4.4) por (z!z)z — p e usando (9.4.6),
obtemos

(" 2)z—p) V2 f(2)((a" 2)z—p) +((&" 2)z—p) " ((&" 2)z—y) = 0. (9.4.11)
Como V?2f é semi-definida positiva, (9.4.11) implica em
(a"2)z — )" ((z"2)z =) <0.
Logo, por (9.4.7) e (9.4.8) segue que
(72 +u"y <0. (9.4.12)
Assim, por (9.4.9) temos

tTz=0 (9.4.13)

pfy=0. (9.4.14)
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Por (9.4.6) e (9.4.13),
—(Vf(x)+ ATy —2)=p>0. (9.4.15)

Mas, por (9.4.5), —(Vf(z) + ATy — z) € N(A). Portanto, como  é
limitado, a equagdo (9.4.15) implica necessariamente em

—(Vf(z) + ATy —2)=0. (9.4.16)
Entao, por (9.4.4), (9.4.13) e (9.4.16) temos
AT(Az —b)=v>0. (9.4.17)

Agora, (9.4.17) e (9.4.7) sao as condigdes de otimalidade (necessérias
e suficientes) do problema quadritico convexo

Minimizar %||Az — b

sujeitaa z>0. (9.4.18)

Como () é nao vazio, temos que Az = b. Esta igualdade, juntamente
com (9.4.13) e (9.4.16) completam a prova. QED

O problema

e . 1 T, _ 12 2 T
Mulnfnlzar 3 <|Vf )+ A%y —2|° + [| Az — blI* + = Z) (9.4.19)
sujeitaa >0, 2>0

é obviamente equivalente a (9.4.3). No entanto, (9.4.19) pode admitir pontos
estaciondrios que nao sao minimizadores globais. De fato, basta consider-
armos o problema de minimizar z sujeito a 0 < z < 2 ou, no formato
(9.4.1), minimizar z; sujeito a 1 + x2 = 2, 1 > 0, 2 > 0. O problema da
forma (9.4.19) associado a este problema trivial admite o ponto estacionério
=(2,0)T e z = (0,0)T, que naturalmente nfio é um minimizador global.

9.5 Pontos interiores

A revolucao dos métodos de pontos interiores comecou em 1984 com o
lancamento do “método de Karmarkar” [66]. Por primeira vez na histéria era
anunciado um algoritmo eficiente na préatica e, a0 mesmo tempo, polinomial,
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para o problema de programacgao linear. Desde entao, foram escritos cente-
nas de artigos introduzindo e analisando algoritmos desse tipo. O “survey”
[55] é, provavelmente, a melhor referéncia disponivel para o estado da arte
até 1992. Nesta secao nos limitaremos a introduzir a idéia “affine-scaling”
([29], [2], [110], [3]), uma das mais fecundas geradoras de algoritmos de pon-
tos interiores, no contexto da minimizacao de fungbes gerais com restrigoes
lineares.

A idéia dos métodos de pontos interiores é provocativamente con-
traditéria com o método Simplex, e com as estratégias de restrigoes ativas
em geral. Mesmo sabendo que, com alta probabilidade, a solugao estd na
fronteira (com certeza em um vértice no caso da programacio linear), esses
algoritmos geram iterandos que permanecem sempre no interior do conjunto.
Em vez de apostar na face em que provavelmente se encontra o minimizador,
de acordo com a informacao disponivel, os métodos de pontos interiores evi-
tam o fracasso de repetidos abandonos seguindo caminhos curvos na regiao
onde nenhuma restri¢ao é ativa.

A tatica “affine-scaling” se baseia em subproblemas onde a regiao
Q é substituida por um elipséide interno, que nos permitiremos identificar
com uma regiao de confianga. Primeiro, acrescentemos variaveis de folga em
(9.1.1), de maneira que nosso problema é

Minimizar f(z) sujeita a Az —z =05, z > 0. (9.5.1)

O ponto inicial zy, assim como todos os iterandos xy, serd interior a
Q, ou seja, Az > b (2 > 0) para todo k.

O maior elipséide no espago z, centrado em 2z, contido no ortante
positivo e com eixos paralelos aos eixos coordenados é dado por

m L 2
Z (zl [Z;:]Z) S 1’ (9.5.2)
i=1 [zk]z
ou seja
(z—2)" 2% (2 — 2) < 1, (9.5.3)
onde Zj é a matriz diagonal cujas entradas sdo [zg];,i = 1,..., m. Portanto,

é bastante natural considerar o subproblema
Minimizar f(z) sujeita a Az — 2 =b, (2 —2) Z, 2(z — 2z) < 1. (9.5.4)

onde f(z) é uma aproximagao de f(x), construida com a informacao disponivel
em z. Por exemplo,

f(z) = f(z), (9.5.5)
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fe) = fan) + V@)@ — o) + 5@ — o) Bue —m)  (956)

F(@) = fzk) + V(@) (@ — zp). (9.5.7)

Em todos os casos, Vf(z;) = Vf(21). Desenvolvendo (9.5.4), o subproblema
toma a forma

Minimizar f(z) sujeita a (Az — b — 2) T Z7(Ar —b—2) <1, (9.5.8)
ou, usando que z; = Az — b,

Minimizar f(z) sujeita a (z — z5)" AT Z, 2 Az — 2x) < 1. (9.5.9)
Suponhamos que o posto de A é n. O subproblema (9.5.9) pode ser resolvido
com apenas uma fatoracio de Cholesky no caso (9.5.7). Se f(z) é quadratica,
pode ser reduzido, pela mudanca de varidveis y = [ATZk_ 2A)2(z — ) a
minimizar quadraticas em bolas, problema que estudamos no capitulo 4 e
relembramos no capitulo 7 . Soluc¢des aproximadas de (9.5.9) no caso (9.5.5)
podem ser obtidas usando os algoritmos de minimizac¢ao em bolas descritos
em [78].

Chamamos d;, = Z — z; a uma soluciio aproximada de (9.5.9). A
aproximacgao deve ser, pelo menos no sentido de que

f(zy +di) < f(zy) sempre que Vf(z) # 0.

Se f é convexa ou quadratica, isto implica que V f(xk)TJk < 0. Nesse caso,
definimos
d, = oydy;

onde ay é o maior « tal que [z, aJk] CcQe
dy = Bdy,

onde 8 € (0,1) é muito préximo de 1, digamos 0.95, de maneira que xj, + di
é interior mas estd préximo da fronteira. Finalmente, zy,1 = zp + tdy,
com ¢ € [0,1], é obtido por um processo de backtracking, até satisfazer uma
condi¢do de tipo Armijo.

Quando f nao é convexa nem quadratica, é mais coerente, no caso
de f(zp + di) nao ser suficientemente menor que f(zy), definir sucessivos
subproblemas mediante diminui¢do do tamanho da “regiao de confianga”.
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Exercicio 9.10: Estabelecer a relacdo entre o posto de A e a limitacao
do politopo 2. Justificar a suposi¢do de que o posto de A é n.

Exercicio 9.10: Formular o Algoritmo da Secao 9.5 para o caso linear
f(x) = cl'z. Mostrar que a solugdo do subproblema é a de um sistema linear
com matriz definida positiva. Relacionar “quase-singularidade” dessa matriz
com pontos degenerados (ndo-regulares) da fronteira.

Exercicio 9.11: Modificar o algoritmo (colocando salvaguardas) de
maneira que sua convergéncia possa ser provada usando técnicas de regioes
de confianca.

Exercicio 9.12: Detalhar a mudanca de varidveis que faz com que o
subproblema tenha como dominio uma bola.

Exercicio 9.13: Justificar a afirmacao “se f é convexa ou quadratica, dy,
é uma direcao de descida”. Mostrar que nido é verdade no caso nao-convexo.
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Capitulo 10

Penalizacao

N3o apenas em otimizagao, mas também em outras dreas da atividade
humana, procura-se converter problemas complexos em outros cuja resolugao
é conhecida. Os leitores satisfeitos com as estratégias introduzidas até aqui
para minimizagao sem restri¢oes, minimizagao em caixas e em politopos se
sentiriam agradecidos se qualquer outro problema de otimizagdo com re-
stri¢oes ndo lineares pudessse ser reduzido aqueles. A penalizacao é o pro-
cedimento mais radical para isso. Mediante ele, a ndo-satisfagdo (ou o “risco
de nao-satisfagao”) de uma restrigdo é sancionada com um acréscimo da
fungdo objetivo, de maneira que a fungao que define a restrigao é eliminada
como tal e substituida por um termo introduzido no objetivo.

Na chamada “penalizacdo interna” a funcdo objetivo é modificada
agregando um termo funcional que tende a infinito quando o ponto se aprox-
ima da fronteira do conjunto factivel. Forma-se assim uma espécie de bar-
reira intrasponivel: métodos irrestritos comecando no interior da regiao sao
desencorajados de se aproximar do contorno devido a valores muito altos do
objetivo. Por esse motivo, os métodos de penalizacdo interna sdao também
conhecidos por métodos de barreira. Esses sao, por outro lado, os mais anti-
gos métodos de pontos interiores, com prestigio radicalmente incrementado
apds a revolugdo que seguiu-se ao trabalho de Karmarkar [66].

Na penalizacao externa, muitas vezes denominada simplesmente de
penaliza¢do, acrescenta-se na fungao objetivo um termo cujo custo aumenta
com a violagao das restrigoes. A solugdo de um problema penalizado exter-
namente estd, geralmente, fora do conjunto factivel, mas se aproxima dele
quando o termo de penalizacao é muito grande.

A razdo pela qual a penalizacdo ndo é o procedimento universal

171
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para lidar com restrigoes é que o parametro que deve multiplicar a funcao-
restrigdo para castigar violagdo (na externa) ou o risco de viola¢do (na in-
terna) provoca, ao tomar valores extremos, pesado mal-condicionamento do
problema. Também peca a filosofia penalizadora por outro defeito essen-
cial: a prépria estrutura do problema é transtornada quando uma restrigao
é acrescida a funcao objetivo, em geral, complicando a fisionomia desta. No
entanto, todas as estratégias de penalizacido estao vivas na otimizacao con-
temporanea por sua simplicidade, adaptabilidade para problemas de grande
porte, e capacidade de se enriquecer automaticamente com os progressos re-
alizados na resolucao de problemas mais simples.

10.1 Meétodos de barreiras

Os métodos de penalizagdo interna ou barreiras foram originalmente
propostos para lidar com restrigoes nao lineares de desigualdade, quando,
via de regra, o conjunto factivel tem interior nao vazio.

Consideraremos, para a introdugdo dos métodos de penalizagio in-
terna, problemas de otimizacao da seguinte forma:

Minimizar f(z)

sujeitaa c(z) >0, z €D, (10.1.1)

onde D é um subconjunto de IR", c: R™ — IR™, f,c€ C°(D) e
Q={zxe€D]|c(z) >0}

tem interior relativo ndo vazio, denotado por Q° = {z € D | ¢(z) > 0}. Va-
mos supor que (10.1.1) tem minimizador global.

Podemos transformar (10.1.1) em um problema irrestrito com fungio ob-
jetivo f(x) +tB(z), t > 0, onde a fun¢do barreira B satisfaz aos seguintes
aziomas:

(1) B(x) esté definida e é continua para todo z € Q°.
(i)  B(z) > 0 para todo = € Q°.

(iii)  Se {zk} C Q, c(zr) > 0 para todo k e klim ci(z) = 0 para algum
— 00

i€ {l,...,m}, entdo lim B(zy) = oc.
k—o0
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A diferenciabilidade da funcdo barreira ndo é essencial para o método
em si. Entretanto, se a funcao objetivo original é diferencidvel, torna-se in-
teressante que B também o seja, pois assim podem ser aplicadas técnicas
para minimizacdo sem restricoes que explorem ao mdiximo a estrutura do
problema.

Tendo por principio os trés axiomas acima, podemos estabelecer o método
bésico de penalizacao interna:

Algoritmo 10.1.1 - Barreiras.
Dados t; > 0, zg € Q°, k= 1.
(1) Calcular zy = z(tx) solugdo global de

Minimizar f(z) + txB(x)

. 10.1.2
sujeita a x € Q°. (101.2)

(2) Escolher ti41 tal que 0 < tj41 < tg, k < k + 1 e voltar para (1).

Para obter zj, no Passo 1 do algoritmo, usamos um método qual-
quer para minimizar funcées com a restricio z € D. Quase sempre, se
tratara de um algoritmo iterativo, e o ponto inicial recomendével nesse caso
serd rjp_1, embora diversas estratégias de aceleragdo possam ser implemen-
tadas. Estritamente falando, no problema penalizado (10.1.2) aparecem as
restrigdes ¢;(z) > 0 além de z € D. No entanto, como a fung¢do objetivo
de (10.1.2) tende a infinito quando z tende & fronteira, estamos autorizados
a supor que um algoritmo irrestrito (ou melhor, restrito apenas a D), ndo
sentird a menor atragdo por pontos muito proximos ao contorno, e que, por-
tanto, permanecerd também afastado de pontos externos. As vezes, pode ser
necessédria alguma modificacdo leve do algoritmo “irrestrito” para garantir
a permanéncia no interior de 2. Sabemos, por outro lado, que encontrar
minimizadores globais costuma ser muito dificil e que, usando métodos it-
erativos, nao poderemos, de fato, atingir exatamente a solugao de (10.1.2).
Por isso, na prética, zj serd apenas uma solugdo “aproximada” de (10.1.2).
As propriedades do método, no entanto, emergem de maneira poderosa e
surpreendentemente simples quando consideramos sua versao exata.

A seqiiéncia de pardmetros de penalizacdo t; deve tender a 0. Uma
regra magica é fazer t1 = 1 e tx1 = t;/10 para todo k. Para problemas
nao muito complicados, pode-se tentar resolver um tinico subproblema com
um paradmetro muito pequeno, na expectativa que a solucdo computada es-
teja préxima da solugdo do problema original. Esta estratégia é chamada
“shorcut” (atalho) em [33] e, s vezes, pode ser fragorosamente ineficiente.
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Existem dois exemplos classicos de fungoes barreira: a func¢do bar-
TELra INVersa

m
B(z) = 10.1.3
@)= (10.1.3
e a fungdo barreira logaritmica
m
B(z) = — Z log (ci(z)) . (10.1.4)
i=1

A fungéo (10.1.4) pode assumir valores negativos, e portanto, ndo cumpre
o axioma (ii). Porém, no caso em que 2 é limitado, veremos que trabalhar
com ela é equivalente a fazé-lo com uma outra fungdo que sim satisfaz os ax-
iomas. Observemos, primeiro, que quando o interior de €2 é limitado, entao
a funcao (10.1.4) é limitada inferiormente.

Exercicio 10.1: Provar a afirmacao anterior.

Seja M € IR tal que B(z) > M para todo z € Q° e consideremos
- m
B(z) = - log(ci(z)) — M . (10.1.5)
i=1

E facil ver que B satisfaz os trés axiomas da funcdo barreira. Agora, o
problema com barreira associado a B:

Minimizar f(z) + tB(z)
sujeita a = € Q°,

coincide com
Minimizar f(z)+tB(z) —tM
sujeita a 1z € Q°,
que é equivalente a
Minimizar f(z) + tB(z)
sujeita a x € Q°.

Assim, a funcéo logaritmica (10.1.4) pode ser usada como barreira sem nen-
hum prejuizo.
De agora em diante, definimos

Q(z,t) = f(z) +tB(z) , (10.1.6)
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e passamos a provar as propriedades fundamentais do Algoritmo 10.1.1.

Lema 10.1.2
Seja {zr} a seqiéncia gerada pelo Algoritmo 10.1.1. Entéo

Q(.’Iik+1,tk+1) S Q(.’L‘k,tk) (10.1.7)
B(zr) < Blwis1) (10.1.8)
flee) < flaw) (10.1.9)

Prova: Como a sequéncia de parametros penalizadores é mondtona de-
crescente, pelo axioma (ii) da fungio barreira B e pelo fato de {z} ser uma
seqiiéncia de minimizadores globais de (10.1.2) temos:

f(xr41) + tht1 B(zg11)
flzk) + tki1 Blzk)
f(zg) + tx B(zg)

Q(wk, tr) -

Q(Th+1,th+1)

A IA I

Para mostrarmos a validade de (10.1.8), temos:
Qzpt1,tht1) = f(@hs1) o1 B(@hs1) < f(@k) +te41 Blag) - (10.1.10)
Por outro lado,
Qzk,tk) = flzk) +t Blzk) < flop+1) +te B(mgs1) - (10.1.11)
Subtraindo (10.1.11) de (10.1.10) obtemos
(k41 — k) B(wkt1) < (trt1 — te) B(wp)

e como tpi1 —tr < 0 segue que B(zg) < B(zgy1)-
Por fim, usando (10.1.8) temos

f(zry1) + tep1 Bzgy1) < f(zk) + tgg1 B(zy)
< flzg) + tht1 B(zp41) -

Logo, f(zk+1) < f(zk), o que completa a prova. QED



176 CAPITULO 10. PENALIZACAO

No Teorema 10.1.3 (ver [11]), provaremos que, se usarmos o Algo-
ritmo 10.1.1, conseguiremos uma aproximacgdo arbitrariamente préoxima de
um minimizador global do problema original, para k suficientemente grande.

Teorema 10.1.3

Seja {z} a seqiéncia de minimizadores (10.1.2) gerada pelo Algoritmo
10.1.1, com limg_, tp = 0. Entao, todo ponto limite de {xy} € minimizador
global de (10.1.1).

Prova: Chamemos, para k =0, 1, 2,...,
by = min{Q(xz,t;) | z € Q°} . (10.1.12)

Entao, by > bg41 para todo k.
Agora, seja
b= min{f(z) | z € Q}.
Claramente,
bp > by > -+ >bp > bgp1 --->0b.
Como {b;} é uma seqiiéncia decrescente e inferiormente limitada, é conver-

gente: ~
lim b, =b. (10.1.13)

k—00

Se b # b, entdo b > b.
Seja z, um minimizador global do problema (10.1.1). Como f é continua,
existe uma bola B com centro em z, tal que para todo z € Q N °,

fl@) < 5—%(1)—1)). (10.1.14)

Agora, como 0 < tg41 <t e B(z) >0 para z € 2°, temos
0 < tg+1 B(z) < tx B(x)
para todo z € °. Portanto, klim ty B(z) = 0 para z € Q°. Assim, tomemos
—00

z' € QN Q°. Para k suficientemente grande,

t, B(z') < Z(b—b) : (10.1.15)
Entdo, por (10.1.14) e (10.1.15), para k suficientemente grande,
1.

oz, ty) < B—Z(b—b) < b,
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o que contradiz (10.1.12)-(10.1.13). Portanto, b = b.
Agora, seja K um subconjunto infinito de IV tal que

limz, ==
keK

onde z € €. Suponhamos que T # z,, solugdo global de (10.1.1), com
f(&) > f(@)-

Entdo, a seqiéncia {(f(zx) — f(z«)) + tx B(zk) }rex nio pode convergir
a zero, o que contradiz o fato de que by — b — 0. Logo, T = =, ou T # .
mas f(z) = f(z.). Ou seja, todo ponto limite da seqliéncia gerada pelo
Algoritmo 10.1.1 é uma solugao global do problema (10.1.1). QED

Um defeito estrutural dos métodos de penalizacdo interna é que re-
stricoes de igualdade ndo podem participar da definicdo da funcdo B(z).
Assim, se no problema original aparecem restrigoes desse tipo, elas devem
ser conservadas no conjunto D, mas nao podem contribuir na penalizacao.
Portanto, se ndo soubermos minimizar fungdes com a restricdo D, a barreira
¢é inaplicavel.

Nao menos importante é a questao da estabilidade numérica, ja que
os subproblemas tornam-se computacionalmente mais dificeis de se resolver &
medida que o pardmetro t; diminui. Vejamos porque isso ocorre no seguinte
exemplo:

Minimizar f(z1,2) (10.1.16)
1

cuja solucdo é z, = (0 1)”. Vamos considerar a funcio barreira

B(z) = —log(z1).

Entao
Q(z,t) = (z1 + 1) + (z2 — 1)2 — ¢ log(z1).
Portanto,
2+ - £
va(wat) - ( 2(I2 _ 1) )
e
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T T
Os pontos estaciondrios com z; > 0 sao da forma z = (w 1) ,t >0

e entao

2t
v2Q(z, 1) = ( 2ty 0 ) .
0 2

. . 2t o . s x _
Assim, como %g% T iTe — 00 segue que o niimero de condicao da ma

triz Hessiana V?Q(z,t) tende a infinito quando ¢t — 0, o que retrata alge-
bricamente a dificuldade crescente dos subproblemas. Geometricamente, as
curvas de nivel das fungoes Q ficam cada vez mais alongadas, o que torna
mais e mais imprecisa a determinacdo do minimizador.

O ponto de vista tradicional (até meados da década de 80) era que as
restricoes incorporadas na funcao objetivo deviam ser as mais complicadas,
pela dificuldade intrinseca a sua manipulacido direta. Penalizar em relacao
a restrigcoes simples teria sido considerado um sacrilégio. A apari¢do dos
métodos de pontos interiores em programagao linear mostrou que a situagao é
bem mais confusa, pois muitos desses métodos podem ser interpretados como
penalizagao logaritmica em relacao as restrigoes extremamente simples x; >
0. Consideremos o problema de minimizagao com restri¢oes de igualdade na
sua forma padrao :

Minimizar f(x)

sujeitaa Az =0b, >0, (10.1.17)

onde A € R™ ™, m < n e posto(4) = m.
Utilizando a fungdo barreira logaritmica, temos o seguinte subproblema,
apenas com restri¢oes lineares de igualdade:

n
Minimizar f(z) —t Z log(z;)
2 (10.1.18)

sujeitaa Ax =b.

As condigoes de otimalidade de (10.1.18) correspondem a um sistema
nao-linear com n + m equagoes e n + m varidveis:

ViE) —t] i |+ ATy =0 (10.1.19)
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A matriz Jacobiana do sitema (10.1.19) é dada por

V2f(z)+tX2 AT
( p 0 (10.1.20)
onde X = diag(zi,...,%,). O numero de condicdo desta matriz cresce
quando ¢ — 0 e alguma componente z;, ¢ = 1,...,n se aproxima de zero.

O mal-condicionamento inerente ao método de barreira pode ser contor-
nado com a seguinte mudanga de variaveis:

Entao (10.1.19) pode ser reescrito como

Vf(z) — 2z + ATy = 0
Az = b (10.1.21)
Tiz; —t = O, i=1, ey N

O sistema aumentado (10.1.21), com 2n+m equagoes e 2n+m incégnitas,
tem o seguinte Jacobiano:

V2f(z) AT —I
A 0 0 (10.1.22)
Z 0 X

onde Z = diag(z1,...,2,). Além de (10.1.22) independer de ¢, se tivermos
complementariedade estrita, isto é, se z; z; = 0 com z; # 0 ou z; # 0, entao
(10.1.22) tem posto completo (um bom exercicio para o leitor). O sistema
(10.1.21) s6 serd mal condicionado se o problema original (10.1.17) o for.

Assim, se ao invés de trabalharmos com (10.1.18), resolvermos (10.1.21),
quando ¢t = 0 teremos as condigoes Karush-Kuhn-Tucker do problema, origi-
nal (10.1.17). No caso em que (10.1.17) é mal-condicionado, (10.1.21) pode
ser resolvido monitorando-se a homotopia obtida quando ¢ — 0, através de
alguma variagdo do método de Newton inexato para sistemas nao lineares.
Em programacao linear, a homotopia (10.1.21) é o fundamento dos métodos
primais-duais, que, na década dos 90 sao os algoritmos de pontos interiores
com maior prestigio para esse problema.
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10.2 Penalizacao externa

Os métodos de penalizacao externa ou, simplesmente, penalizagao, po-
dem ser aplicados ao problema de otimizagao em seu formato mais geral:

Minimizar f(z)

sujeitaa z€Q;, z €N, (10.2.1)

onde €24 e Q9 sdo subconjuntos arbitrarios de IR™. Suponhamos, como antes,
que (10.2.1) admite minimizador global.

O principio é a utilizagao de uma funcdo continua que se anula no
conjunto a ser penalizado e é positiva fora dele. Assim, se no problema
(10.2.1) quisermos penalizar em relacdo ao conjunto {21, basta escolhermos
P:R"— IR, P € C°(IR") tal que

= 0 se z€
P(x) {> 0 se 240, . (10.2.2)

Com a introducdo de um pardmetro p > 0, temos o seguinte problema
penalizado associado a (10.2.1):

Minimizar f(z)+ p P(z)

sujeita a z € Qo . (10.2.3)

Quando p torna-se muito grande, a violacdo das restri¢bes fica cada vez
mais cara, de tal forma que as solugoes dos problemas (10.2.3), para uma
seqiiéncia controlada de aumentos em p, produz uma seqiiéncia cujos pontos
de acumulagao resolvem o problema original, conforme provaremos adiante.

Sistematizando as idéias acima em forma algoritmica, com a funcao de
penalizagdo P obedecendo (10.2.2), temos:

Algoritmo 10.2.1 - Penalizagdo externa.
Dados p1 >0, 2o € R", k= 1.
(1) Calcular z; = z(p) € IR™ como a solugio de

Minimizar f(z) + px P(z)

sujeita a = € Qg . (10.24)

(2) Escolher pgy1 > pg, k < k+ 1 e voltar para (1).
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De maneira andloga ao que ocorre com o Algoritmo 10.1.1, na seqiiéncia

{zx} gerada pelo Algoritmo 10.2.1 os pontos sdo desvinculados, e é ape-
nas aconselhdvel que z; 1 seja o ponto inicial para o algoritmo que resolve
(10.2.4). O monitoramento dos pardmetros penalizadores é, em geral, feito
da seguinte forma: p; = 1 e pp = 10p;_1. Da mesma forma que em penal-
izagao interna, a estratégia “shortcut” pode ser usada, tomando p; muito
grande (por exemplo, 10?*) e resolvendo um tinico problema do tipo (10.2.4).
Infelizmente, isso nem sempre funciona.

Vamos apresentar alguns exemplos de funcées de penalizacdo. Se o con-
junto factivel a ser penalizado é dado por:

0 ={z € R"| h(z) =0},

onde h : R" — IR™, podemos tomar

m

P(z) = _hi(z)* = |h(z)|3 -

i=1
Se abrirmos méio da diferenciabilidade, podemos definir

m

P(z) = | _hi(2)? = |h(z)|2 ,

=1

ou ainda
m

P(z) =3 |hi(z)| = [h(z)|x .

i=1
Para
O ={zeR"|c(z)>0},
onde ¢ : IR™ — IRP, temos

P

P(z) = Z (min{0, ¢;(z)})? .

i=1

Agora, se
O ={zeR"|h(z)=0, c(z) >0},

onde h: IR" - IR™ e ¢ : R™ — IRP, a fung¢do P pode ser dada por:

m p

P(x) = Z hi(z)? + Z (min{0, ¢;(z)})? .
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Quando
O ={z e R"|g(z) <0},
com g : IR™ — IRP, é usual a notagao
9z($)+ = Inax{O, gl(x)}a 1= 17 ey P

e entdao g(x);+ é o vetor p-dimensional cuja i-ésima componente é g;(x) .
Assim, podemos considerar uma classe geral de fun¢es de penalizagao

P(z) =v(g(z)+) (10.2.5)

onde v : IRP — IR é uma func¢do continua definida de forma a satisfazer
(10.2.2). Por exemplo, v(y) = 3||y[|3 ou v(y) = y" Ay, onde A € IRP*P &
simétrica definida positiva.

Denotando a funcado objetivo do problema penalizado por

P(z,p) = f(z) + p P(z) , (10.2.6)

temos as seguintes propriedades:

Lema 10.2.2
Seja {zr} a seqiéncia gerada pelo Algoritmo 10.2.1.
Se zy, € a solugdo global de (10.2.4), entdo

Plxr,pr) < P(Trt1,Prt1) (10.2.7)
P(zriy) < Play) (10.2.8)
f(.Tk) S f(.’L'k+1) . (10.2.9)

Prova: Como para todo k temos 0 < px < pg+1 € xx € minimizador
global de (10.2.4) temos:

P(zk, pr) f(zk) + pr P(zy)
(k1) + pr P(zgs1)
f(xry1) + pry1 Plgyr)

P(Th+1, Pr+1) -

IIRVANE VAN

Agora,

Plzk,px) = flzk) +pe Plzk) < flopt1) + pr P(Trt1) (10.2.10)
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P(xps1,0611) = f(@ry1) + prar P(@ps1) < fla) + prgr Plzg) -
(10.2.11)
Subtraindo (10.2.11) de (10.2.10) temos

(Pk = pr+1) Plzk) < (ok — pr+1) P(Tr41)

e como py, < pgy1, segue que P(zyy1) < Plxy).
Finalmente, usando (10.2.8) temos

flzk) + pr P(zg) < fzr1) + ok P(zr41) < f(@r41) + o Plak)

ou seja, f(zg) < f(rks1) e a prova estd completa. QED

Temos ainda uma outra relacdo para as seqiiéncias de valores das
fungoes objetivo original e penalizada, de onde se deduz que, se {zx} nao é
solugao de (10.2.1), necessariamente deve ser um ponto externo a 2.

Lema 10.2.3
Se z, é um minimizador global do problema (10.2.1), entdo, parak =0, 1, ...
temos

flzr) < Plag,pr) < flo) - (10.2.12)

Como consequéncia, T € 2 se, e somente se, € uma solucao global de
(10.2.1).

Prova: Como p; > 0, P(z) > 0 para todo € IR" e x) é minimizador
global de (10.2.4) temos:

flzr) < flzg) + ok Plap) < f(@e) + pr Plzs) = f(24) -

QED
No que se segue, apresentamos o resultado classico de convergéncia
dos métodos de penalizagao externa.

Teorema 10.2.4
Seja {zy} a seqiéncia de minimizadores globais de (10.2.4), gerada pelo

Algoritmo 10.2.1 com pr — oo. Entao, todo ponto limite de {zx} € mini-
mizador global do problema (10.2.1).
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Prova: Seja K um subconjunto infinito de IN tal que limgc g zp = Z.
Pela continuidade de f temos

lim f(ax) = f(2) - (10.2.13)

Seja f, o valor étimo associado ao problema (10.2.1), isto é,
fe =min{f(z) |z € O, z € Qa}.

Pelos Lemas 10.2.2 e 10.2.3, a seqiiéncia {P(zk,px)} é ndo-decrescente e
limitada superiormente por f,. Entao,

li = p. = [fi. 10.2.14
lim P(zx, px) = p f (10.2.14)
Subtraindo (10.2.13) de (10.2.14) temos:
i P = p. — f(Z) . 10.2.1
lim py, P(zk) = p— f(2) (10.2.15)
Como P(zy) > 0 e pr — oo, por (10.2.15) segue que

lim P =0.
e Plon) = 0

Pela continuidade de P, P(Z) = 0, ou seja, T € 4. Para provarmos que
Z é 6timo, basta notarmos que pelo Lema 10.2.3, f(zx) < f« e entdo

2 — 1 < /.,
f(z) = klelan(iEk) < f
o que completa a prova. QED

Vamos nos concentrar agora na fungao de penalizagiao externa mais
popular, que consiste em elevar ao quadrado cada restricdo violada. Para
fixar idéias, pensaremos apenas na minimizac¢ao com restricoes de igualdade:

Minimizar f(z) sujeita a h(z) =0,

onde h : R™ — IR™ e todas as fungbes tem derivadas continuas. A funcdo
de penalizacao sera

P(a) = 5@}

Portanto, a condi¢ao necessiria de otimalidade em zj, é

Vf(zi) + 1 (zk)T prh(zg) = 0.
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Logo, o vetor pgh(zy) desempenha, em relacao a zx, o mesmo papel que
os multiplicadores de Lagrange na solugdo tém em relacdo a x,. Essa pro-
priedade, que provaremos rigorosamente a seguir, autoriza o uso de pih(zy)
como estimador dos multiplicadores, o que, como se verd na prdxima segao,
tem sua utilidade.

Teorema 10.2.5
Suponhamos que o Algoritmo 10.2.1 seja aplicado ao problema (10.2.1)

com$Qy ={z € R" | h(z) =0}, h: R* - R™, h € C', Qy = IR" com a funcdo

de penalizagio P(z) = 3||h(z)||3. Correspondendo a segiiéncia {z)} gerada

por este algoritmo, definimos A\, = prh(zy). Se xp — x«, onde z, € solugdo
global de (10.2.1) e ponto regular, entao A\ — A«, onde A\ € o vetor dos
multiplicadores de Lagrange associado a .

Prova: O subproblema (10.2.4), sob as hipéteses acima, converte-se no
seguinte problema irrestrito:

Minimizar f(z)+ pk%Hh(m)H% . (10.2.16)

Portanto, anulando o gradiente, temos:
Vf(zg) +h'(z) M = 0. (10.2.17)
Como z, é solugdo regular de (10.2.1), existe um tnico A, € IR™ tal que
Vi(z) +h(z)"Ah = 0. (10.2.18)

Ou seja,
A = —(B'(z)D)IVS(z) (10.2.19)

onde (W (z,)T)t = (W(z,)h (z.)T) W' (z,). Logo, como h € C', para k
suficientemente grande, h'(zy) tem posto m e, por (10.2.17), segue que

prh(zr) = — (W (zk)") YV f () - (10.2.20)

Portanto, passando (10.2.20) ao limite quando k — oo, pela continuidade de
[A'(x)]" numa vizinhanga de z,, por (10.2.19) temos

lim A\, = lim pgh(zg) = As.
k—o00 k—o0

QED
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Exercicio 10.2: Generalizar o Teorema 10.2.5 para desigualdades.

Infelizmente, de maneira andloga aos método de barreiras, a dificul-
dade em se resolver os subproblemas cresce com o aumento do pardmetro
penalizador p. Vejamos como isso acontece no exemplo (10.1.16), para o
qual o problema penalizado pode ser dado por:

Minimizar P(z,p) = (z1 + 1) + (x2 — 1)2 + p P(z1, x2) , (10.2.21)

_J 0 se z12>0
onde P(z1,z9) = 22 se m <0.
Como a funcdo objetivo de (10.2.21) é convexa, basta determinar os
2(z1 + 1) + 2pzy

2wy — 1) > se anula, obtendo z; =

24+2p 0
)
ou seja, cond(V2,P(z, p)) — oo quando p — oo. Numericamente, o termo
penalizador absorve o termo relativo & fun¢ao objetivo original.

Vamos agora analisar a Hessiana do problema penalizado associado ao
problema geral de minimizagao com restri¢oes de igualdade:

pontos em que V,P(z,p) = (

ﬁlp, z2 =1 e entdo lim, oo 21 = 0. Agora, V2 P(z,p) = (

Minimizar f(z)

sujeita a  h(z) =0, (10.2.22)

onde h : R" - IR™ e f,h € C*(IR"). Se P(z) = 3h(z)Th(z), temos
P(z,p) = f(z) + §h(z)"h(z) = ®(z(p)). Entéo, se z = z(p), temos
Vo(z) = Vf(x)+ ph'(z) h(z)

V20(z) = V2f(z) + p [V (z)" W' (z) + i hi(z)V2h;(z)] - (10.2.23)

Se z, € R™ é uma solugao regular de (10.2.22) e A, € IR™ é o multipli-
cador de Lagrange associado, pelo Teorema 10.2.5 sabemos que

Jim ph(z(p)) = As.

Entao, para p suficientemente grande,

V28 (z) = V2f(z) + i MNV2hi(z) + ph!(z)TH (z) .

=1
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Embora V2f(z)+3> ", A\fV2h;(x) independa de p, o termo dominante p h'(z)T b/ ()
tem posto deficiente, fazendo com que o ntimero de condicio de V2®(z)
cresca ilimitadamente quando p — oo.

Vamos tentar contornar esta dificuldade, analisando o sistema n&o lin-
ear que representa as condi¢oes de otimalidade de problema penalizado com
mais cuidado (ver [76]). Escrevendo esse problema como

Minimizar ®(z(p)) = f(z) + gnh(x)ng , (10.2.24)
temos que seus pontos estaciondrios sao os que verificam

Vf(z)+ph'(z)Th(z) = 0. (10.2.25)

Fazendo a mudanca de varidveis y = p h(x), o sistema (10.2.25) se converte
em
Vi()+h'(z)Ty = 0

h(z) —% =

(10.2.26)

cuja Jacobiana, membro da esquerda da seguinte expressao, verifica

2¢(p ") T N 2f(p )T
(35 7) = ()
p

Assim, no limite, o Jacobiano (10.2.27) nao é, necessariamente, mal-
condicionado. A instabilidade proveniente do parametro penalizador p deixa
de existir, e (10.2.27) s6 serd mal-condicionado se h'(z) tiver posto deficiente,
0 que é uma caracteristica do problema, e ndo um defeito do processo de
penalizagdo. Uma discussdo do uso do sistema (10.2.26) do ponto de vista
do raio de convergéncia do método de Newton pode ser encontrada em [76].
O préprio método de Newton aplicado a (10.2.24) pode ser estabilizado com
um artificio similar ao usado aqui (ver [56]), mas a velocidade de convergéncia
é maior quando usamos (10.2.26) como estratégia estabilizadora.

Infelizmente, com esta abordagem via sistemas nao lineares perdemos
a estrutura de minimizacdo inerente ao problema (10.2.24). Com efeito,
a matriz Jacobiana (10.2.27) é simétrica, mas nao é semidefinida positiva.
Assim, resolver o sistema (10.2.26) ndo é equivalente a um problema de
minimizacdo em (z,y). Embora exista uma funcdo potencial

Flay) = £(z) + hz)Ty - %yTy,
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o problema primitivo nao seria minimiza-la pois ng}" (z,y) = — %I < 0. Temos,
portanto, uma motivacdo para pensarmos numa abordagem um pouco difer-
ente da penalizacdo externa, que sera tratada na préxima secao.

Para finalizarmos a andlise dos métodos de penalizacdo externa, vamos
considerar as chamadas funcdes de penalizacdo eratas, em que a solugao do
problema penalizado é exatamente a solucao do problema original para um
valor finito do pardmetro penalizador. Assim, com estas funcbes nio seria
preciso resolver uma seqiiéncia infinita de subproblemas. Infelizmente, a
maijoria da funcoes de penalizaciao exatas sdo nao-diferencidveis na solugao.
Um exemplo diferencidvel, mas de interesse sobretudo tedrico devido a sua
complexidade, é a funcdo de introduzida por Fletcher ([31], [32]) que, para
o problema (10.2.22), é

P(e,p) = f() = h(2)"Na) + Sh() h(a) ,

onde \(z) = (B (z)T)IV f(z).
A funcgio de penalizagdo exata ndo diferencidvel mais conhecida é
baseada na norma || - ||; e, para o problema (10.2.22), toma a forma

P(z) =) |hi(z)| = l|h()]1,
i=1

portanto
Pz, p) = f(z) + p|[h(z)]: - (10.2.28)

A funcio (10.2.28) tem derivadas descontinuas em todos os pontos factiveis,
e portanto, uma solugio z, para (10.2.22) é um ponto de descontinuidade
do seu gradiente. Desta forma, os métodos de minimizacdo irrestrita con-
vencionais nao se aplicam a (10.2.26) e sao necessérios algoritmos especificos
que utilizam informagoes do problema original (10.2.22) ( ver, por exemplo,
[14] e [15]).

O resultado a seguir estabelece a convergéncia dos subproblemas pe-
nalizados associados a (10.2.22) para um parametro p finito quando se usa
a funcao de penalizagado exata baseada na norma || - [|1.

Teorema 10.2.6

Se x, € um ponto que satisfaz as condi¢des suficientes de seqgunda ordem
para minimizador local de (10.2.22) (capitulo 2) e Ay € IR™ € o vetor dos
multiplicadores de Lagrange correspondente, entdo, para p > max{|(A)i|, =
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1, ..., m}, z, também é um minimizador local da fungdo (10.2.28).
Prova: Ver Luenberger [69], p.389.

No resultado acima, vemos que o valor crucial para p a partir do
qual o subproblema passa a admitir como minimizador a solugdo do prob-
lema original depende dos multiplicadores 6timos, sendo portanto descon-
hecido. Podem surgir dificuldades por uma escolha inadequada de p. Se
p for muito pequeno, a funcdo penalizada pode ser inferiormente ilimi-
tada. Por outro lado, se p for muito grande, surgem os problemas de mal-
condicionamento. Outras tentativas de amortecer o mal-condicionamento
provocado por grandes parametros podem ser encontradas na literatura. Ver,
por exemplo, [21] e [117].

10.3 Lagrangiano aumentado

Na secdo anterior, vimos que o grande defeito dos métodos de penal-
izacao externa é a necessidade de que o parametro penalizados p cresca
ilimitadamente provocando instabilidade numérica. Ainda que se trabalhe
com funcoes de penalizacao exatas, estas sdo, freqiientemente, pouco praticas
(ndo-diferencidveis ou muito complicadas). Por outro lado, considerando-se
o problema original de minimizagido com restri¢oes de igualdade (10.2.22),
se ao invés de resolvermos o problema penalizado (10.2.24), trabalharmos
com o sistema nao-linear aumentado (10.2.26), perdemos a estrutura iner-
ente do problema pois a matriz Jacobiana nao é semidefinida positiva. Os
métodos de Lagrangiano aumentado tém por objetivo conciliar estes dois
aspectos: contornar o mal-condicionamento proveniente de p — oo e evitar
a perda da estrutura de minimizagdo. Foram sugeridos independentemente
por Hestenes [62] e Powell [88].

Para fixar idéias, vamos considerar o problema de minimizacdo com re-
stricoes de igualdade

Minimizar f(z)

sujeita a  h(z) =0, (10.3.1)

onde f : R® - IR, h : R® — IR™, f, h € C'(IR"). No entanto, as idéias
de Lagrangiano aumentado se aplicam ao problema que também contém
restricoes de desigualdade. De fato, o caso mais importante é o definido pela
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forma padrao
Minimizar f(x)
sujeita a h(z) =0, [ <z <wu,

usado por Conn, Gould e Toint ([20], [19]) no desenvolvimento do pacote
LANCELOT para programagao nao-linear de grande porte.

As condigbes de Lagrange para (10.3.1) sdo dadas pelo bem-conhecido
sistema nao-linear com n + m equacoes e n + m varidveis:

Vi) +H(z)Ty = 0
hz) = 0. (10.3.2)
Se (zI', yI\T satisfaz (10.3.2), entdio, definindo a funcio Lagrangiana

da maneira usual,

Uz,y) = f(z) +h(z)Ty,

temos

Vil(zs, y«) =0.

Infelizmente, . pode nio ser minimizador de £(z, y.), conforme ilustra
o seguinte exemplo:
Minimizar z3

sujeitaa z+1=0,

onde z, = —1, y, = =3, l(z, ys) = > = 3(z + 1), I'(z, y.) = 322 — 3,
"(z, y«) = 6z e portanto £ (z., y.) = —6 < 0.

Agora, as condigbes necessirias de otimalidade de segunda ordem estab-
elecem que a Hessiana, em relagao a z, da fungao Lagrangiana é semidefinida
positiva no niicleo de h'(z,) (ver capitulo 2). Portanto, as diregdes de cur-
vatura negativa de £ como funcdo de z podem ser encontradas, preferencial-
mente, no subespago ortogonal a esse niicleo, o espago coluna R(A'(x,)7).
Isto nos sugere que um subproblema irrestrito conveniente pode ser obtido se
as caracteristicas de estacionariedade de z, forem mantidas, mas alterando-
se a Hessiana V?/ no espaco imagem de A'(z,)T. Mostraremos abaixo
que esse é precisamente o efeito produzido acrescentando-se & funcao La-
grangiana o termo 5||k(z)||3, p > 0. Veremos que, nesse caso, existe p finito
para o qual a fungdo Lagrangiana aumentada é localmente convexa em torno
de (2T, yT)T. Antes vamos precisar do seguinte lema:

Lema 10.3.1
Seja G = GT € R™™ tal que 27’ Gz > 0 para todo z € N(A), z # 0,
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A e R™*™,
Eziste X > 0 tal que G+ AATA > 0 para todo X > \.

Prova: Suponhamos que, para todo k € IN, exista zx € IR™, ||zk| = 1,
tal que
zH(G+ kAT A)zy, <0 . (10.3.3)

Pela compacidade dos x}’s, existe K subconjunto infinito de IV tal que
limpcg 2 = Z. Como zx AT Az, > 0 para todo k, por (10.3.3) segue que
T ATAz = 0, ou seja, £ € N(A). Entdo, por (10.3.3), z7Gz < 0, com
z € N(A), o que é uma contradicio. QED

Agora mostraremos que é suficiente um valor finito de p para transfor-
mar z, num minimizador local estrito do Lagrangiano, em relagdo a varidvel
T.

Teorema 10.3.2

Se ., satisfaz as condicoes suficientes de sequnda ordem para o problema
(10.8.1) (ver capitulo 2) e y. € IR™ € o vetor dos multiplicadores correspon-
dente, entdo existe p > 0 tal que a funcao

; p
Uz) = f(2) +ys h(z) + §|Ih($)||% (10.3.4)
tem um minimizador local estrito em x, para todo p > p.

Prova: Temos que VZ(z) = f(z) + h'(z)Ty. + ph'(z)Th(z). Portanto,

Vi(z,) = 0, ou seja, z, também é ponto estaciondrio de (10.3.4). Agora,

VE(z) = V2 f(a) + Yy V?hi(z) + p (W (2) W' (2) + ) hi() Vhi(z)) -
=1 =1

Logo, V2l(z,) = V2 (x.)+ph' (z:)L B! (), e o resultado desejado segue pelo
Lema 10.3.1. QED

O Teorema 10.3.2 é animador no seguinte sentido. Se os multipli-
cadores de Lagrange na solug¢io nos fossem dados de presente, bastaria um
valor finito de p para transformar nosso problema original em um prob-
lema, irrestrito. Infelizmente, nao sabemos, a priori, qual seria esse valor
finito (pelo qual corremos o risco, de instabilidade por superestimé-lo ou de
fungoes ndo-limitadas por subestimd-lo) e, muito menos, qual é o vetor de
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multiplicadores de Lagrange. No entanto, o resultado sugere que, se em vez
do vetor verdadeiro de multiplicadores, tivermos uma estimativa, os valores
de p necessarios para uma boa aproximacgao da solugdao nao precisariam ser
astronémicos. Para elaborar melhor este ponto de vista, observemos que o
problema (10.3.1) é equivalente a

Minimizar f(z) + y? h(z)
=0,

sujeita a  h(x) (10.3.5)

para qualquer y € IR™. (Podemos ler, se quisermos, “para qualquer esti-
mador dos multiplicadores de Lagrange y”.)
Aplicando penalizagido quadrética a (10.3.5), temos

Minimizar f(z) +y7h(z) + gh(x)Th(x) , (10.3.6)

que, para cada y € IR™ é um problema, diferente.
Quando resolvemos (10.3.6), obtemos

Vi(z)+h(z) 'y + ph'(x) h(z) =0

V(@) + b (2)" (y + ph(z)) = 0.

Por comparagdo direta com (10.3.2) e, também, amparados pelo Teo-
rema 10.2.5, deduzimos que y + ph(z) pode ser uma estimativa razodvel
para y.. Isto sugere o seguinte algoritmo:

Algoritmo 10.3.3 - Lagrangiano aumentado.
Dados =g € IR", p1 > 0, y1 € R™, k = 1.

(1) Minimizar f(z) + y{ h(z) + 2| h(z)|3,
tomando zj_1 como ponto inicial e obtendo x.

(2) Se ||h(zx)[| > 0.1]|h(zk—1)|| entdo py < 10 pg.
(3) Reestimar yxi11 = yg + px h(zk), pr+1 = pr, k < k+ 1 e voltar
para (1).

Em cada passo do método é garantido, pelo processo de minimizagao,
que V f(zg) + A (z)T (yr, + pr h(zx)) = 0. No entanto, a condicio h(zy) =0
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pode estar sendo muito “mal-satisfeita”. Por isso, no Passo 2, é incremen-
tado o pardmetro de penaliza¢do, depois de um monitoramento de h(z).
Como rascunhamos numa, se¢ao anterior, o método de penalizacdo pode ser
interpretado como uma maneira de acompanhar a homotopia

f(@(p)) + £lIh(@)]3 = minimo,

que desenha uma curva {z(p)} em IR", culminando na solucdo do problema
original quando p = oco. Pela equivaléncia (10.3.6), para cada y € R™,
temos uma curva homotépica diferente, dada por

F(z(p)) + W (2)"y + gllh(w)H% = minimo,

que, também, “termina” em z, quando p = oco. Portanto, o método de
Lagrangiano aumentado pode ser interpretado como uma maneira de saltar
entre diferentes homotopias. A diferenca entre uma e outra estd em que,
quanto mais préximo estiver y do vetor de multiplicadores de Lagrange cor-
reto, menor serd o valor de p necessario para aproximar z, com uma, precisao
dada.

Na pratica, os subproblemas que conduzem as iteracoes z; raramente
podem ser resolvidos exatamente. Portanto, z; deve ser interpretado, na
maioria dos casos de aplicagdo pratica do Algoritmo 10.3.3, como um min-
imizador aproximado. Assim, algoritmos computacionais baseados no La-
grangiano aumentado incorporam critérios de parada explicitos para os sub-
problemas (10.3.6). Quando zj é apenas uma aproximagdo do minimizador
do subproblema, a estimativa yi + prh(zr) para os multiplicadores é mais
dificil de justificar. De fato, outras estimativas mais robustas podem ser
implementadas (ver Exercicio 10.4) e a eficiéncia dos métodos ests bastante
ligada & qualidade de tais estimadores.

Exercicio 10.4: Interpretar geometricamente o método de Lagrangiano
aumentado do Algoritmo 10.3.3. Através desta interpretacgio, sugerir esti-
mativas mais sofisticadas para os multiplicadores.

Exercicio 10.5: Usando apenas argumentos de penalizagao, provar a
convergéncia do Algoritmo 10.3.3.

Exercicio 10.6: Mostrar que a atualizacdo yxr1 = yx + px h(zg) cor-
responde ao método de mdxima subida (gradiente) aplicado ao problema
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dual: 1
Maximizar ®(y) = f(x) + h(z)"y + §||h(w)||§ :
Exercicio 10.7: Sugerir e interpretar a estimativa de “quadrados minimos”
para os multiplicadores quando o subproblema do passo (1) do Algoritmo
10.3.3 é resolvido aproximadamente.

Exercicio 10.8: Desenvolver um método de Lagrangiano aumentado
para o problema

Minimizar f(z)
sujeita a  h(x) =0, ¢(z) <0,

onde f:IR" - IR, h: IR" — IR™, c: IR" — IR™.
Exercicio 10.9: Desenvolver um método de Lagrangiano aumentado
para

Minimizar f(z)
sujeitaa  h(z) =0, [ <z <u,

onde os subproblemas sao

Minimizar f(z) + h(z)Ty + %IIh(w)H%
sujeitaa <z <u.

Esta é a abordagem do pacote LANCELOT ([20], [19]).

Exercicio 10.10: Desenvolver e discutir um método de Lagrangiano
aumentado para

Minimizar f(z)
sujeitaa  h(z) =0, Az=0b, <z <u,

onde os subproblemas tenham a forma

Minimizar f(z) + h(z)"y + §|h(z)||3
sujeitaa Az =0, <z <u.

Exercicio 10.11: Discutir diferentes formas de aplicar Lagrangiano au-
mentado a programacgao linear e a programacgao quadratica.



Capitulo 11

Gradiente reduzido
generalizado

Contrariamente aos métodos de penalizacdo, cujo principio basico é evitar
a manipulagdo das restrigoes, mediante sua inclusdo na fungao objetivo, os
métodos analisados neste capitulo optam por conservar a factibilidade, li-
dando diretamente com as restrigdoes “como elas sao”. A idéia fundamental
é enxergar o problema original, pelo menos localmente, como um problema
irrestrito num espaco de dimensao menor.

Wolfe [115] propos o método de gradiente reduzido, para problemas de
minimizagdo com restrigoes lineares. Este método foi estendido por Abadie e
Carpentier [1] para o problema geral de programacdo ndo-linear, originando
os métodos de gradiente reduzido generalizado (GRG). Abadie e Carpentier
sao também responsaveis pela primeira implementacado computacional do
método basico. Com a mesma filosofia dos métodos de restricoes ativas para
problemas com restricoes lineares, os métodos do tipo GRG buscam diminuir
o valor da funcao objetivo mantendo factibilidade dos iterandos. A idéia
bésica é que um conjunto de restri¢oes de igualdade nao lineares é um sistema,
de equagoes onde, de maneira implicita, é possivel colocar algumas varidveis
em fun¢ao de outras. Assim, minimizar com esse conjunto de restrigoes passa
a ser um problema irrestrito cujas varidveis sdo, justamente, as varidveis
selecionadas como independentes. Quando ha restrigoes de desigualdade
procedimentos adequados para mudar de face devem ser introduzidos.

Os métodos de tipo GRG tém analogia computacional com o método Sim-
plex para programacao linear. Usando técnicas de fatoracdo de matrizes e
de manipulacido de esparsidade similares as usadas no Simplex, foram desen-
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volvidos programas GRG extremamente eficientes do ponto de vista pratico
e, inclusive, com valor comercial. Ver, por exemplo, [67]. Este é um caso
onde o alto investimento realizado nos aspectos de implementagdao compensa
a relativa falta de desafios tedricos do método.

11.1 Restricoes de igualdade
Analisaremos os métodos do tipo GRG aplicados ao seguinte problema,

Minimizar f(z) (11.1.1)
sujeita a  h(z) =0,
onde f: R® — IR, h: R* — IR™, f, h € C*(IR"), m < n.
Seja T um ponto factivel e regular para o problema (11.1.1). Logo h'(Z)
tem posto completo m. Assim, podemos considerar uma particio em m
componentes dependentes ou bdsicas € n —m componentes independentes ou
nao-bdsicas. As componentes bédsicas correspondem a uma sub-matriz ndo
singular de h'(Z). Sem perda de generalidade, vamos supor que as primeiras
m colunas de h'(Z) sdo linearmentes independentes. Entao, podemos es-
crever h'(Z) = (B N), com B € R™ ™, B nio-singular, N € R™*(~™) ¢
= (z5 z5)7. Portanto, h(z) = h(Zp,Zn) =0 e, localmente, vale o Teo-
rema da Funcdo Implicita: existem vizinhancas V3 C IR" ™ e Vo C IR™ de
Ty e Zp respectivamente, e uma funcio ¢ : Vi — V, tais que ¢ € C1(V1),
o(Zn) = Zp, h(p(zn),zn) = 0 para todo zn € V1, e

oh ) )
/ I e
Y'(zn) = [8:1:3 (zB, JUN)] . (zB,zN)

para todo z € V.

Desta forma, se nos restringissemos aos pares (zp,zy) para os quais o
sistema h(zp,zn) = 0 é equivalente a g = ¢(zn) (0 que inclui os pares
(zp,zN) tais que zy € V1 e zp = p(xN)) 0 problema (11.1.1) seria equiva-
lente a

Minimizar ®(zn) = f(p(zn),zN)

sujeita a xy € R*"™ . (11.1.2)

Com isto estamos simplesmente formalizando o procedimento mais ébvio
para minimizar funcées com restrigoes de igualdade: colocar algumas varigveis
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em fun¢do das outras e substituir na fungao objetivo. O problema é que, na
maioria dos casos, nao conhecemos a forma explicita da funcao .
Usando a regra da cadeia, podemos calcular V®. Assim:

¥(an) = (o236 (o) + (o, 2)

3£L‘N
para todo zny € V. Em particular, para zny = Zy,

' (Ty) = ;E—J;(a‘cg,a‘cN)(—B_lN) + i—{v(jB’j’N)'

Logo, transpondo a expressao acima:

V®(Zny) = —NTB TV, f(Z)+ Vay f(Z)
o ~ Vg f(2)
= (-NTB T I)(vaf(j) >

= (=B7'N)T I)V{(z).

A expressio V®(Z) calculada acima é chamada o gradiente reduzido gen-
eralizado do problema (11.1.1), no ponto factivel Z, relativo a particao
(B N). As diregbes d € IR"™™ que formam um angulo obtuso com V®(Z)
sao diregoes de descida para essa funcdo. Se a vizinhanca V7 fosse igual a
IR"™ ™, a aplicagdo de um método de minimizagio sem restrigoes a (11.1.2)
estaria plenamente justificada. Como freqiientemente V; # IR" ™™, algumas
providéncias devem ser tomadas. Com base nos nossos conhecimentos de
minimizacdo irrestrita, estabelecemos o seguinte algoritmo conceitual para
o método do tipo GRG aplicado ao problema (11.1.1):

Algoritmo 11.1.1 - GRG para igualdades com busca linear.
Sejam a € (0,1),(a ~ 107* 8 > 0, 6 € (0,1) e 29 € IR" tal que
h(:Bo) =0.
Dado zj, € IR" tal que h(zg) = 0, zx11 é obtido da seguinte maneira:
Passo 1. Escolher uma partigao h'(£x) = (Bx Ng), com By € R™*™ nio
B
singular. Entao z; = < a:lfv
Lk
Calcular V®(z1) = (—(By 'Ni)T I)Vf(zy). Se V®(zl) = 0, parar.
Passo 2. Escolher di € IR™™™ tal que
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dell2 > BIVE(zy)|l2 (11.1.3)

Vo(zp ) dp < —0|VE(z)l2 lldkll2 - (11.1.4)

Passo 3. Comegar o “backtracking” com ¢ = 1.
Passo 4. Calcular z = (Z} +tdy) € IR™, resolvendo o sistema (geralmente
ndo linear), de m x m,

h(z,ZY + tdy,) = 0. (11.1.5)

Se nao é possivel resolver (11.1.5) (o que certamente acontecerd se esse sis-
tema ndo tem solugdo), reduzir dy (por exemplo, dj < di/2), e voltar ao
Passo 3.

Passo 5. Se

fzzh +tdy) < f(zB,2)) + atVo(z) )T dy, (11.1.6)

definir o, | = y +tdy, P, = z = @(z} + td};) e dar por terminada a
iteracao k.

Se (11.1.6) nao se verifica, escolher um novo ¢ € [0.1¢,0.9¢] e retornar ao
Passo 4.

No Passo 2 do Algoritmo 11.1.1, diferentes escolhas para di produzem
os diferentes métodos do tipo GRG. Embora a direcdo de maxima descida
dr, = —V®(zY) seja uma escolha possivel, alternativas quase-Newton ou o
préprio método de Newton nas coordenadas reduzidas poderiam ser consider-
adas. O cédlculo de ¢(Z} +tdy), no Passo 3, cuja existéncia numa vizinhanga
de m,lcv é assegurada pelo Teorema da Funcgao Implicita, é o ponto crucial
dos métodos. De fato, calcular p(z)y +tdy) corresponde a resolver o sistema
(11.1.5). Para resolver esse sistema, usa-se qualquer método local para sis-
temas nao lineares. (Para fixar idéias suponhamos que usamos o método de
Newton.) Agora, (11.1.5) pode néo ter solucdo, ou pode ser que, depois de
um numero razodvel de iteragoes de Newton, ndo tenha sido possivel chegar
a uma solugdo com uma precisdo adequada. Em ambos casos, o algoritmo
reduz a direcdo di, e recomeca o “backtracking”. Teoricamente, este processo
necessariamente termina, porque, mais tarde ou mais cedo, ka + dj, entra
na vizinhanga V7. Porém, devido & impaciéncia em esperar um nimero sufi-
cientemente grande de iteragoes de Newton, ou a problemas de convergéncia
desse método, é possivel que o tamanho de di, chegue a ser tdo pequeno, que
a condigdo (11.1.3) deixe de ser satisfeita. Nesse caso, o diagnéstico é que
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nossa escolha da particdo (By Ni) foi infeliz, no sentido da vizinhanga V7,
onde a funcao ¢ existe, ser muito pequena. Provavelmente, neste caso, By
é quase-singular. O recomenddvel, é tentar uma particdo diferente, mas o
sucesso também nao é garantido.

Um problema de ordem pratica que aparece na resolucdo do sistema
(11.1.5) é a determinagdo de um bom ponto inicial zy para usar Newton, ou
o algoritmo escolhido para resolver sistemas nao lineares neste caso. Muitas
vezes, tomar zy = :1:,? é suficientemente bom, mas nao é dificil arquitetar uma
estratégia melhor. A idéia é seguir a mesma filosofia do passo corretor no
método preditor-corretor para equacoes diferenciais. Um ponto inicial sen-
sato na resolugao de (11.1.5) é o ponto “preditor” definido pela aproximacao
linear para h(xz) = 0 em torno de xy:

W (x)(z — z) + hzx) =0

ou seja,
29— xB
(Bk Nk)< Otdk F )+ h(zx) =0,

e entao

2 = zp — By ' (Nydy + h(zy)) -

O Algoritmo 11.1.1, aplicado ao caso m = 0 (sem restrigdes) é global-
mente convergente, como vimos em um capitulo anterior. A garantia dessa
convergéncia global é fornecida pelas condiges (11.1.3) e (11.1.4). Se a
mesma, fungao ¢ estivesse bem definida para todo zx € IR"™™ a mesma, teo-
ria de convergéncia se aplicaria no problema (11.1.1), ja que, globalmente, o
problema consistiria em minimizar, em IR™ ™, a (Gnica) fungdo ®. Por isso,
se justifica exigir, também neste caso, as condigoes (11.1.3) e (11.1.4). No
entanto, a necessidade de “mudar de base” Bj em determinadas situacoes
impede que a andlise de convergéncia sem restrigoes possa ser estendida de
maneira trivial ao caso geral. Uma complicacdo adicional é que, estritamente
falando, como a soluc¢ao de (11.1.5) é obtida por um método iterativo, deve-
mos considerar que a avaliacao de ® estd sujeita a um erro, cuja influéncia
deveriamos contemplar. Uma discussao sobre convergéncia do método GRG
pode ser encontrada em Sargent [103].

Cabe reforcar que, essencialmente, cada avaliacao da funcao objetivo ®
do problema irrestrito (11.1.1) tem o custo da resolugao do sistema nao-
linear (11.1.5). Vemos portanto que os métodos do tipo GRG sédo vantajosos
quando o grau de nao linearidade das restricoes é pequeno. A medida que a
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nao linearidade de h cresce, sua eficicia diminui. No entanto, GRG produz
uma sequéncia de pontos factiveis para o problema original o que é muito in-
teressante para problemas onde é essencial conservar a factibilidade. Teorias
abrangentes das quais podem ser deduzidas implementagoes promissoras de
métodos do tipo GRG podem ser encontradas em [78] e [77].

Exercicio 11.1: Simplificar o Algoritmo 11.1.1 para que resolva o problema

Minimizar f(x)
sujeita a Az =b,

onde A € R™", m < n, posto(4) = m , f € C?(R"), sugerindo escolhas
para dj e completando todos os detalhes.

Exercicio 11.2: Calcular, no Algoritmo 11.1.1, d; usando Newton. Definir,
cuidadosamente, o método “Newton-GRG com busca linear” para o prob-
lema (11.1.1).

11.2 GRG com desigualdades

O tratamento de restricoes de desigualdade pelas estratégias do tipo GRG
procede através da transformagao do problema original & “forma padrao”

Minimizar f(z)

2.1
sujeitaa  h(z) =0, <z <wu, (11.2.1)

onde f : R® - IR, h : R® — R™, f, h € C'(IR"). De fato, qualquer
problema de minimizagao com restrigoes de igualdade e desigualdade pode
ser levado a forma (11.2.1) pela introducao de varidveis de folga nas restrigoes
do tipo ¢(z) > 0.

Neste capitulo introduziremos um método do tipo GRG para o problema
(11.2.1). Nossa estratégia serd similar & usada no caso de (11.1.1). Com
efeito, um caso particular de (11.2.1) é quando m = 0. Nesse caso, o prob-
lema consiste em minimizar uma funcdo com restricoes de caixa. E natural,
entdo, que o algoritmo do tipo GRG aplicado a (11.2.1) tenha como caso par-
ticular um bom algoritmo para minimizar em caixas, quando as restri¢oes de
igualdade ndo estdo presentes. Como no caso (11.1.1), o método funcionard
gerando uma seqiiéncia de iteragoes factiveis ( h(zx) = 0, | < z < u).
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Em particular, um ponto inicial x( factivel serd necessario. O problema de
encontrar esse ponto pode ser resolvido mediante a resolugao de

Minimizar ||h(z)||3, sujeita al < z < u. (11.2.2)

Este é um problema de minimizar em caixas, que, em principio, poderia
ser resolvido pelo mesmo método usado para (11.2.1).

Uma, das dificuldades adicionais que aparecem devido as canalizacoes em
(11.2.1) é que as varidveis declaradas dependentes (bdsicas) na iteragio k
nao podem estar nos limites /; ou u;. A razao para essa restricao é que
precisamos garantir que os pontos da forma (p(zy), zx) estejam dentro das
canalizagoes para pequenas variagoes de x y numa vizinhanga (V;) de a:,]cv . Se
uma variavel basica estivesse num limite, qualquer movimento das varidveis
nao bésicas, por menor que fosse, poderia levar o ponto fora da caixa. E
importante observar que essa é exatamente a condicdo de regularidade do
conjunto = {z € R" |h(z) =0, | <z <u}. Com efeito, se as colunas de
h'(z) podem ser particionadas de maneira que (sem perda de generalidade)
h'(z) = (B N), com B nao singular e l; < [z]; < u; paratodoi=1,...,m,
entao os gradientes das restri¢oes ativas de {2 sao linearmente independentes
em z. Fica a cargo do leitor provar que, se £ é um ponto regular de €2, entao
pode ser encontrada uma parti¢ao com as condigoes desejadas.

Algoritmo 11.2.1 - GRG para o problema padrao.

Sejam « € (0,1) (o = 0.1), M > 0 (grande), Apin, > 0, € 29 € IR™ tal
que h(zg) =0, I < zp < u e o regular.

Dado zj € IR™ tal que h(zg) =0, | < z < u, e x regular, vamos supor,
sem perda de generalidade que h'(zx) = (B, ~ N), com By ndo singular e

l; < [zk)i < u; paratodoi =1,...,m. Nesse caso, xy+1 ¢ obtido da seguinte
maneira;
B
Tk
Passo 1. Escrevemos, como sempre, zj = < N )
k

Calcular V®(zlY) = (—(B,,'Nx)T I)Vf(zy). Calcular Hy, uma aprox-
imaciio de V2®(zl) tal que ||H|| < M.
Passo 2. Iniciar o processo de encontrar uma regiao de confianca adequada
escolhendo A > A,in.
Passo 3. Resolver, aproximadamente, o problema quadratico

Minimizar 5 (w — z})" Hy(w — ) + V®(ap)) " (w — ) (11.2.3)
l 2.

sujeita a <z<u, |lw-2)ew <A
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Se 2l ¢ um ponto estaciondrio do problema (11.2.3), parar.
Passo 4. Calcular z = ¢(w) € IR™, resolvendo o sistema (geralmente nao
linear), de m x m

h(z,w) = 0. (11.2.4)

Se nao é possivel resolver (11.2.4) (o que certamente acontecerd se esse sis-
tema ndo tem solugdo), ou se a solugdo z encontrada estd fora dos limites [
e u, reduzir A (por exemplo, A < A/2), e voltar ao Passo 2.

Passo 5. Se

flzw) < flag, =) + a[%(w —ap) T Hy(w — z3)) + V& (z) T (w — z1)]
(11.2.5)
definir ka 1= w, :v,’?le = z e dar por terminada a iteracao k.
Se (11.2.5) ndo se verifica, escolher um novo A € [0.1A,0.9||w — 27 || o]
e retornar ao Passo 3.

Todas as observagoes feitas sobre o Algoritmo 11.1.1 sao validas, também,
para este algoritmo. No Algoritmo 11.1.1 escolhemos, como método sem re-
stricbes subjacente, um algoritmo de buscas lineares. No Algoritmo 11.2.1
escolhemos um método de regides de confianga com norma oo porque esse
tipo de método se ajusta melhor ao formato de uma regido em forma de
caixa. A convergéncia global desse método, quando nao aparecem as re-
strigoes h(z) = 0, dando um sentido preciso & resolu¢do “aproximada”
de (11.2.3), foi estudada num capitulo anterior deste livro. Naturalmente,
também podiamos ter usado como algoritmo subjacente no caso do problema
(11.1.1) um método de regioes de confianga. No entanto, as buscas lineares
s3o mais tradicionais quando se fala de GRG aplicado a minimizac¢do com
restrigoes de igualdade.

Exercicio 11.2: Escrever um algoritmo de gradiente reduzido para o prob-
lema

Minimizar f(z)

sujeitaa Axr=0b, x>0,

onde A € R™", m < n, posto(A) =m , f € C*>(R").

Exercicio 11.3: Escrever um algoritmo de gradiente reduzido para o prob-
lema

Minimizar f(z)

sujeitaa Azx =0, <z <u,
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onde A € R™ ™, m < n, posto(4) = m , f € C?(R"). Estudar o caso em

que f(z) = 'z

Exercicio 11.4: Provar que, se zi é um ponto estaciondrio de (11.2.3),
entdo zy é um ponto estaciondrio de (11.2.1).

11.3 Implementagao computacional

Como comentamos na Secao 11.1, o funcionamento dos métodos do tipo
GRG depende fortemente de sua implementacdo e a fama dos métodos se
deve, provavelmente, ao aproveitamento da “experiéncia Simplex” para pro-
duzir bom software.

Embora sejam dificeis de ser implementados, os métodos GRG merece-
ram a atengdo de equipes muito competentes. Atualmente, existem progra-
mas desenvolvidos com eficiéncia comprovada. Por exemplo, o pacote GRG2
[67], desenvolvido em FORTRAN, usa uma implementagao robusta de BEGS
para obter a direcao di. Este programa também possui uma opg¢do para tra-
balhar com métodos de gradientes conjugados com memoria limitada, o que
permite lidar com milhares de varidveis, mas a matriz Jacobiana das re-
stricoes é armazenada de forma densa, o que limita a resolu¢ao a problemas
com, no maximo, duzentas restrigoes ativas.

Com o objetivo de complementar a atuacao do pacote GRG2 para proble-
mas de grande porte, foi desenvolvido recentemente o pacote LSGRG2 [105],
utilizando estruturas esparsas para armazenamento e fatoragoes esparsas
para as bases By. Lasdon [68] apresenta um resumo dos avancos relativa-
mente recentes no uso de métodos do tipo GRG, bem como uma comparacao
dos desempenhos de GRG, programacio linear sequencial e programacao
quadratica sequencial.

Finalmente, deve ser mencionado que a estratégia GRG tem, historica-
mente, despertado o interesse de pesquisadores devotados a resolver proble-
mas de controle discreto (ou de controle continuo por meio de discretizagio).
Nesses casos, as varidveis do problema (11.1.1) sdo as varidveis de controle
junto com as varidveis de estado do sistema, as restrigoes h(z) = 0 sdo as
equacoes de estado e, talvez, restri¢oes adicionais, e a caixa [ < z < u repre-
senta cotas nas varidveis, tanto de estado como de controle. O atrativo do
GRG para esse tipo de problemas radica em que, por um lado, é essencial
neles a manutencao da factibilidade, pois uma solucao parcial que nao sat-
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isfaca uma equacao de estado carece totalmente de sentido. Por outro lado,
as varidveis de controle sdao varidveis independentes naturais do problema o
que, provavelmente, garante em muitos casos a necessidade de um nimero
pequeno de mudancgas de bases ao longo de todo o processo. Existem imple-
mentacdes especiais de métodos de tipo GRG para a estrutura particular de
determinados problemas de controle. Um exemplo de método desse tipo, e
bibliografia mais ampla, podem ser encontrados em [37].



Capitulo 12

Programacao quadratica
sequencial

Um dos procedimentos fundamentais do cdlculo numérico consiste na res-
olucao de problemas relativamente complicados através de uma sequiéncia
de problemas mais simples. Dada uma aproximacao zj da solucao do prob-
lema, dificil, define-se um problema “ficil” que é parecido com o problema
original, pelo menos numa regiao proxima de zj. Freqilentemente, a solugao
do problema, ficil é uma melhor aproximacgao da solu¢ao do problema colo-
cado originariamente. A versio mais simples dessa idéia é o método de
Newton para achar zeros de fungoes. Os métodos de programacio quadratica
seqiiencial sao as generalizagoes do método de Newton para o problema geral
de otimizacdo. Neste problema, onde temos umafungao objetivo e um con-
junto de restrigoes geralmente nao lineares, a idéia consiste em substituir, em
cada passo, a funcao objetivo por uma aproximagcao quadratica e as restrigoes
por equagoes ou inequagoes lineares. Dessa maneira, o subproblema a ser re-
solvido em cada iteragdo k é um problema de programacao quadritica que,
em comparagao ao problema original, pode ser considerado simples. Assim
como acontece com o método de Newton para zeros de funcoes, a versdo mais
ingénua da idéia nao tem boas propriedades de convergéncia global, e mod-
ificacOes sdo necessdrias para melhorar essas propriedades. Neste capitulo
procuramos combinar uma visao didatica dos principios da programacao
quadratica seqiiencial com uma introdugao a um método moderno, onde as
principais dificuldades da idéia fundamental sdo contornadas.

205
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12.1 Programacao quadratica seqiiencial “pura”

Ao longo deste capitulo vamos considerar o problema geral de otimizagdo na
forma padrao:

Minimizar f(z) sujeita a h(z) =0, | <z < u, (12.1.1)

onde f: IR" — IR, h : IR" — IR™. Os vetores [ e u podem ter componentes
—o00 ou 400 respectivamente. Nesses casos, o simbolo < deve ser inter-
pretado como <. Sabemos que, de fato, qualquer problema de otimizacao
com igualdades e desigualdades pode ser levado a forma (12.1.1) através da
introducao de varidveis de folga. Por exemplo, toda restri¢ao do tipo

c(z) >0, (12.1.2)
pode ser transformada em
cz) —z=0, z>0.

Dessa maneira, uma varidvel (z) é acrescentada ao problema para cada re-
stricao do tipo (12.1.2), o que pode ser uma desvantagem. Por outro lado, o
tratamento de restrigoes na forma padrao é geralmente mais simples e muitos
algoritmos eficientes, com software bem desenvolvido, se baseiam na forma
padrao.

Suponhamos que zj, é uma aproximagcao da solugao de (12.1.1). Provavel-
mente conseguiremos uma aproximag¢do melhor se, usando a informacgao
disponivel em zj, transformarmos o problema (12.1.1) em um problema
mais simples, e resolvermos este ultimo.

Se, lembrando o paradigma newtoniano, substituirmos a fun¢do objetivo
f por sua melhor aproximacao linear numa vizinhanca de zj, e fizermos a
mesma coisa com as restricoes, o “problema simples” associado a (12.1.1)
serd,

Minimizar f(zg) + Vf(zx)? (2 — zx)

sujeita a W (zp)(z — ox) + hzk) = 0, 1<z < u (12.1.3)

As substituicoes efetuadas para chegar a (12.1.3) se baseiam no fato de
que, para fungoes f e h diferencidveis, temos f(z) = f(zx) + V f(zk)(x —zk)
e h(z) = h(zg) + W' (zk)(z — o). Agora, (12.1.3) é um problema de pro-
gramagcao linear, portanto, métodos baseados nessa aproximacao podem ser



12.1. PROGRAMACAO QUADRATICA SEQUENCIAL “PURA” 207

chamados de “programacao linear seqiiencial”. Um pouco mais de generali-

dade é obtida se, em vez de aproximar or uma funcio linear, o fazemos
? 7

por uma aproximagao quadratica:

F() ~ F@) + V() (@ —a) + 3 (@ — 20) Byl — ).

Neste caso, em vez do problema simples (12.1.3), teremos que resolver, em
cada iteracao k, o seguinte subproblema;:

Minimizar f(zx) + Vf(z%)" (z — z%) + 2 (z — 24)" B (z — z)

sujeita a B (z4)(@ — ax) + hlzg) = 0, 1<z < u. (12.1.4)

O subproblema (12.1.4) é um problema de programacio quadratica. Ele
é simples em termos relativos, ou seja, em comparagao com o problema orig-
inal (12.1.1). (Via de regra, sua resolucdo eficiente pode demandar técnicas
bastante sofisticadas.) Quando usamos a aproximagdo quadritica de f neste
contexto, a primeira tentagdo é definir By = V2f(z;). Veremos mais adi-
ante que, contrariamente a intuicdo, esta nao é a escolha mais adequada de
By;,. Pelo momento, no entanto, nao faremos nenhuma, suposicdo sobre esta
matriz.

Uma das dificuldades mais sérias para a implementacao de algoritmos
préticos baseados no subproblema (12.1.4) é que este problema pode nao ter
solucao. Isto acontece em duas situacoes:

(a) Quando a regido factivel de (12.1.4) é vazia. Com efeito, a var-
iedade afim h'(zy)(z — z) + h(z)) = 0 pode ndo ter intersecgdo com a caixa
| <z < wu. Também, quando o posto de h'(zy) é menor que m e h(zy) nao
estd no espago coluna de h'(zy), a prépria variedade afim é vazia.

(b) Quando a fun¢ao objetivo de (12.1.4) nao é limitada inferiormente na
regiao factivel. Neste caso, pela continuidade da fun¢ao quadratica, a regiao
factivel nao pode ser compacta, em particular, alguma componente de [; ou
u; deve ser infinita.

Um problema menor é que, mesmo quando o subproblema (12.1.4) tem
solucado, ela pode nao ser tnica.

Exercicio 12.1: Provar que quando a regido factivel é nao vazia, o subprob-
lema (12.1.4) tem solucao. Provar que a solugdo é tnica quando a matriz
By, é definida positiva. Exibir exemplos onde a solucdo é Uinica mesmo sem
essa hipétese. Considerar o caso l; = —oo, u; = oo para todo i. Analisar,
nesse caso, em que situagoes o problema tem solucao e em que situacoes a
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solugao ¢é unica. Exibir exemplos.

Exercicio 12.2: Analisar o método iterativo baseado no subproblema (12.1.4)
nos seguintes casos particulares: (a) quando m = n e f(x) é constante; (b)
quando l; = —00, u; = oo para todo %; (c¢) quando m = 0 (ndo h4 restrigdes
h(z) = 0; (d) quando (c) e (d) acontecem juntos. Em cada caso, observar
que o método resultante é conhecido. Identificar o método e estabelecer
propriedades em cada caso.

12.2 Forcgando solubilidade do subproblema

Na se¢ao anterior vimos que a regiao factivel de (12.1.4) pode ser vazia, ou
seja, é possivel que nao exista nenhuma solugao do sistema linear

W (x)(z — z) + hzx) =0

que pertenca a caixa [ < z < u. Existem vdarias maneiras de contornar esta
dificuldade. Em todas elas, o problema deve ser modificado de maneira tal
que, por um lado, o novo subproblema, tenha solucio e, por outro lado, que
a nova solugdo coincida com a solugdo do subproblema (12.1.4) nos casos
em que aquela existia. Ambos pré-requisitos sdo preenchidos da seguinte
maneira. Primeiro, definimos o seguinte “subproblema prévio”:

Minimizar ||/ (zx)(z — zx) + h(zg)]|3

sujeitaa <z <u. (12.2.1)

O problema (12.2.1), que consiste em minimizar uma quadritica convexa
numa caixa, sempre tem solugdo. (A prova disto serd deixada como exercicio
para o leitor.) Chamemos z7°" a uma das solu¢des de (12.2.1). Portanto, o

politopo definido pela interseccao da caixa [ < x < u com a variedade afim
B (z)(z — zi) + h(zg) = h(z}")

é nao vazio. Claramente, no caso em que a regiao factivel de (12.1.4) é
nao vazia, temos que h(z2°") = 0. E natural, em conseqiiéncia, substituir o

subproblema (12.1.4) pelo seguinte problema de programagio quadrética:

Minimizar f(z) + Vf(zk)" (x — 2k) + 5(z — 2x) T By (z — zy)
sujeita a  h'(z)(z — zk) + h(zg) = h(z}°7), (12.2.2)
[ <z<u.
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Pelo exposto, a regido factivel de (12.2.2) é nao vazia. Persiste, porém,
a possibilidade de que a funcido objetivo de (12.2.2) seja ilimitada inferior-
mente no seu conjunto de factibilidade. Portanto, para que exista solucdo do
subproblema de programagcado quadratica, este precisa de uma modificagao
adicional.

A pista para a nova modificacdo vem da seguinte consideragdo: nosso
objetivo final é resolver (12.1.1), e para isso nos baseamos em que perto
de 1z, os subproblemas (12.1.4) ou (12.2.2) sdo parecidos com o problema
de otimizagao original. Em conseqiiéncia, mesmo que (12.2.2) tenha uma
solugdo z, é provavel que, se ||x — zk|| for muito grande, essa solugdo tenha
pouca relagdo com boas aproximagoes para a solugao de (12.1.1). Logo,
é justificivel, do ponto de vista dos nossos objetivos ltimos, exigir uma
limitagdo na distancia entre a solucdo de (12.2.2) e a aproximagido atual
xr. Expressaremos essa necessidade, acrescentando, em (12.2.2), a restrigao
adicional ||z — zg||co < A, onde A > 0 (0 “raio da regido de confianga”) serd
ajustado em cada iteragdo k. Assim, nosso subproblema de programacao
quadratica seria:

Minimizar f(z) + Vf(z%)7 (z — z%) + 2(z — 2)T B (z — z,)
sujeita a B/ (zx)(z — zx) + h(zg) = h(2}°7), (12.2.3)
[<z<u, ||z— k| <A.

Infelizmente, a imposicdo da restrigio limitante ||z — zk|oc < A em
(12.2.3) pode ser incompativel com a definicdo de z}}*" em (12.2.1). De
fato, com essa defini¢do, poderia ser que o problema (12.2.3) fosse infactivel.
Portanto, se queremos a limitagdo de ||z — zk|lco em (12.2.3), precisamos
modificar a definicdo de z}°". Para tanto, vamos redefinir 2" como uma

solucao de

Minimizar || (zx)(z — z) + h(zg)]3

12.2.4
sujeita a [ <z <wu, ||[z—zk]c <0.8A. ( )

A restrigio ||z — zk|lo < 0.8A em (12.2.4) obriga a regido factivel do
problema (12.2.3) a ser nio vazia. Isto também seria conseguido se, em
vez dessa restrigdo tivéssemos colocado ||z — zg|lcc < rA para qualquer
r € [0,1]. A escolha r = 0.8 parece satisfazer simultaneamente os requisitos
de que ||I'(zx)(z —zx) +h(zk)||3 seja suficientemente pequeno, e que a regido
factivel de (12.2.3) seja suficientemente ampla para permitir um decréscimo
de sua funcao objetivo.
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Do ponto de vista da existéncia e limitacao da solucao do subproblema
a escolha da norma || - ||, ndo tem nenhum papel. Essa escolha se justifica
porque, com ela, os subproblemas (12.2.4) e (12.2.3) continuam sendo de pro-
gramagao quadratica, o que nao aconteceria, por exemplo, se escolhéssemos
a norma euclidiana para limitar a distancia entre = e xy.

Exercicio 12.3: Provar que (12.2.1) e (12.2.4) sempre tém solugio. Provar
que, mesmo quando a solu¢do ndo é tnica, o vetor h(z}°") independe da

solucao escolhida z7".

Exercicio 12.4: Analisar o par de subproblemas (12.2.4)—(12.2.3) nos seguintes
casos: (a) todos os [; sdo —oo e todos os u; sao +00; (b) nao ha restrigoes
h(z) = 0; (c) a funcdo f(x) é constante; (d) as restrigdes h(z) = 0 sdo lin-
eares.

Exercicio 12.5: Analisar os subproblemas (12.2.4)—(12.2.3) substituindo
Il - loo POT || - [|]2. Considerar z°" como uma funcdo de A e desenhar uma

trajetéria tipica z}°"(A) para A € [0,00). Interpretar geometricamente.

Exercicio 12.6: Estabelecer rigorosamente em que sentido a solucao de
(12.2.4)—(12.2.3) coincide com a solugio de (12.1.4) quando este problema é
soluvel.

Exercicio 12.7: Refazer os argumentos das Sec¢oes 12.1 e 12.2 para o prob-
lema, de otimizacao definido na forma

Minimizar f(z)
sujeita a  h(x) <0,

onde h : IR" — IR™. Refazer, mais uma vez, os argumentos para considerar
misturas de restrigoes de igualdade e desigualdade.

12.3 A funcao de mérito

A argumentacdo das segdes 12.1 e 12.2 parece consolidar a seguinte forma
para um algoritmo de programagao quadritica sequencial destinado a re-
solver o problema (12.1.1):
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Algoritmo 12.3.1

Suponhamos que g € R"™ (I < z < u) é uma aproximagio inicial
da solugdo de (12.1.1). Se zy (k = 0,1,2,...) é a aproximacdo obtida na
k—ésima iteragao (I < zp < u), By € IR™*™ é uma matriz simétrica e A > 0,
entdo xx11 € obtida da seguinte maneira:
Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).
Passo 2. Se z, a solucao obtida no Passo 1, é “suficientemente boa” em
relacao a xg, entao definir xx11 = Z e terminar a iteracao. Caso contrario,
diminuir A e retornar ao Passo 1.

A principal questdo que o “Algoritmo” 12.3.1 deixa em aberto é: que
significa “suficientemente boa”? Se nao houvesse restrigoes do tipo h(z) = 0,
0 Unico critério para julgar se Z é melhor que zj, seria o valor de f(Z) em
relacdo ao valor de f(zy). Por outro lado, se a fungdo objetivo de (12.1.1)
fosse constante, o critério deveria estar baseado em alguma norma de h(z).
De um modo geral, nas iteragoes destinadas a resolver (12.1.1) existem dois
objetivos a serem melhorados simultaneamente: a factibilidade (medida por
|Ih(z)||) e a otimalidade (medida por f(z)). Claramente, se f(z) < f(z) e
Ih(z)]| < ||h(z)| devemos decidir que Z “é melhor” que zj em relagido ao
objetivo de resolver (12.1.1). A situagdo néo é clara quando

f(@) < flax) e [R@)]] > Azl

f(@) > f(zx) e [h@)]| < [[P(zx)]]-

No primeiro caso nos perguntamos: serd que o ganho em otimalidade com-
pensa a perda de factibilidade? No segundo: o ganho em factibilidade com-
pensa o aumento de f7

Uma fun¢do de mérito combina f(z) e h(z) de maneira a permitir possiveis
respostas as perguntas acima. Elementos adicionais para a construcao de
uma func¢do de mérito vém de considerar as condi¢bes de otimalidade do
problema (12.1.1). Definimos, como é habitual, o Lagrangiano, £(x,\) por

Uz, \) = f(z) + h(z)TX (12.3.1)

para todo z € IR", A € IR™. As condigdes necessarias de primeira ordem
(Karush-Kuhn-Tucker) estabelecem que um minimizador local z junto com
seu vetor de multiplicadores A deve satisfazer:

[Vel(z,N)]i =0, [Vil(z,\)]; >0, [Vil(z,\)]; <0 (12.3.2)
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se l; < [z]; < w, [z]; = l; ou [z]; = u; respectivamente. Além disso, a
factibilidade da solugao implica que

Val(z,A) = h(z) = 0. (12.3.3)

As condigoes (12.3.2) e (12.3.3) sdo satisfeitas se o par (z,A) é um mini-
mizador de £(z, ) para [ < z < u.

Exercicio 12.8: Estabelecer rigorosamente as condicées nas quais valem
(12.3.2) e (12.3.3).

As consideracoes acima parecem sugerir que £(z, \) definida em (12.3.1)
seria uma fungao de mérito adequada, porém, envolvendo as duas varidveis, x
e A. No entanto, podemos observar que, se h(x) # 0, valores de £(z, A) muito
grandes e negativos podem ser obtidos apenas variando A, por exemplo,
fazendo A = —ph(x) para p muito grande (embora, talvez, limitado). Isso
significa que, se usdssemos o Algoritmo 12.3.1 com um critério de aceitagao
baseado na func¢do de mérito £, a solucdo z de (12.2.4)-(12.2.3) sempre seria
aceita se apenas tomdssemos a providéncia de escolher de maneira oportuna,
as novas estimativas dos multiplicadores.

Examinemos, pois, uma segunda possibilidade, que contempla a fungao £,
combinando-a com uma segunda funcao que se preocupa, fundamentalmente,
com a factibilidade da iteracao. Esta segunda funcao é, simplesmente,

ol@) = 5 lIn(z) " (12.3.4)

A “combinagao” aludida acima é uma combinagao convexa de £ e . Dado
6 € [0,1], definimos

D(z, A\, 0) =00(x,\) + (1 —0)p(z). (12.3.5)

A confianca que depositamos em ® como fungdo de mérito se baseia no
seguinte: “se for necessirio” (o que serd estabelecido precisamente mais
adiante) 0 serd escolhido perto de 0, de maneira que ¢ serd dominante na
combinagdo (12.3.5). Assim as componentes de h(x) serdo obrigatoriamente
empurradas para valores pequenos. Agora, para valores pequenos de ||h(z)]],
se a aproximacao dos multiplicadores é mantida limitada, o efeito redutor
devido a variacao destes, de que falamos antes, serda desprezivel. Portanto,
a diminuicdo do primeiro termo da combinagao convexa ® serd devido a
diminuicao de f.
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Essas consideragoes nos levam a especificar um pouco mais o Algoritmo
12.3.1, agora baseado na funcao de mérito ®.

Algoritmo 12.3.2

Suponhamos que L > 0 (grande), 2o € R" (I < z < u) é uma aprox-
imagdo inicial da solucdo de (12.1.1) e A\g € IR™,||A¢|| < L é uma aprox-
imacao inicial dos multiplicadores de Lagrange. Se zx, A\ (kK = 0,1,2,...)
s30 as aproximagoes obtidas na k—ésima iteragao (I < zx < wu, | Ax]| < L),
By, € IR™™ é uma matriz simétrica e A > 0, entdo zx1 é obtida da seguinte
maneira:
Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).
Passo 2. Escolher um valor adequado para 6 € [0,1] e estimar novos multi-
plicadores A (||A|| < L).
Passo 3. Se z, a solucao obtida no Passo 1 é tal que

D(z, N, 0) < O(zk, A, 0), (12.3.6)

definir 11 = T, Agr1 = A e terminar a iteragdo. Caso contrario, diminuir
A e retornar ao Passo 1.

12.4 Decréscimo suficiente

No Algoritmo 12.3.2 ainda existem varios aspectos ndo definidos:
(a) A escolha dos “novos multiplicadores” X no Passo 2.
(b) A determinagao do pardmetro €, no mesmo passo.
(¢) O significado preciso da expressdo “<” no Passo 3.
(d) A escolha do valor inicial A em cada iteracdo e a forma de diminuir
A, quando isso é necessario.

(e) A escolha da matriz simétrica Bj.

A decisdo sobre a escolha de By serd adiada para uma secdo posterior.
O monitoramento do “raio de confianga” A nado oferece grandes dificuldades
conceituais. Nosso procedimento, neste caso, é o seguinte: estabelece-se a
priori (independentemente do nimero da iteracado k) um “raio de confianca
minimo inicial” A,,;,. O primeiro A testado ao comecar a iteracao k deve ser
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maior ou igual a A,,;,. Isso possibilita que, a0 menos no comego, iteragdes
suficientemente arrojadas sejam efetuadas, evitando passos excessivamente
curtos. Agora, quando precisamos diminuir A no Passo 3 (devido a funcdo
de mérito nao ter decrescido suficientemente), determinamos o “novo” A no
intervalo [0.1A,0.9A]. Naturalmente, fazer “Novo” A = A/2 é uma escolha
admissivel.

O vetor de multiplicadores A pode ser escolhido de maneira totalmente
arbitraria, sujeito & restri¢do ||A|| € L. Existem, no entanto, escolhas mais
eficientes que outras, como veremos numa se¢ao posterior. Por exemplo,
uma, boa idéia é escolher esse vetor de multiplicadores como o préprio ve-
tor de multiplicadores associado & condicdo de otimalidade do subproblema
(12.2.3). Mas o leitor pode aproveitar a liberdade que é admitida na escolha
de X para, numa primeira leitura deste capitulo, supor que A = 0. De fato,
esta é uma escolha admissivel e a maior parte da teoria funciona com ela.

Exercicio 12.9: O leitor verificard que o procedimento indicado para diminuir
A pode levar, se implementado de maneira ingénua, a repetir de maneira
desnecesséaria a resolucdo de problemas de programacgio quadratica. Efetuar
as modificagOes necessarias no Algoritmo 12.3.2 para que essa repeticao seja
claramente evitada.

Exercicio 12.10: A definicdo da funcao ® foi motivada na Secao 12.3.
Refazer, na medida do possivel, essa motivacao esquecendo que os multipli-
cadores de Lagrange existem (ou seja, supondo que A = 0). Analisar quais
argumentos podem ser reutilizados e quais nao.

Na Secao 12.5 veremos como calcular um pardmetro “de penalizagdo”
0 adequado para cada iteragdo. Nesta secdo, nos limitaremos a definir sig-
nificado do simbolo <« em (12.3.6). Em nosso jargdo, a < b significa a €
“suficientemente menor” que b, ou a € menor que algo “claramente menor”
que b. Para especificar o significado de < no caso de (12.3.6) precisamos
de algumas consideragoes gerais sobre expansoes de Taylor e, em particular,
sobre expansoes de f, h e p. Vamos supor que tanto f como A tém derivadas
segundas continuas para todo z € IR". (Esta é uma suposi¢do desnecessari-
amente forte para nossos objetivos, mas suficientemente simples para fazer
claro o raciocinio.) Ao mesmo tempo, as dedugoes serdao mais legiveis se
usamos, livremente, a notagao O(.). Lembramos que “f = O(g)” significa
que existe uma constante ¢, independente da varidvel independente, tal que
f < cg. Nosso objetivo agora é mostrar que a funcao de mérito ¢ se aprox-
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ima bem por uma quadratica nas varidveis e A. O leitor interessado em
fixar idéias, pode identificar z com zj e s com Z — z na seguinte seqii€ncia
de limitantes.

Pelo desenvolvimento de Taylor de h, temos que

Lz+5,2)—L(z+5,\) = h(z+s)T(A=X) = [h(x)+1 (2)s]T A=X)+0(||s]?).

(12.4.1)
Pelo desenvolvimento de Taylor de f e h e supondo que as matrizes By, estao
uniformemente limitadas, temos:

Uz +5,A) — Lz, \) = f(z+5)+hlz+s)TA—[f(z) + h(z)T )]
= f(z+s)—f(z)+[h(z+s)—h(z)]T) = Vf(w)Ts-l-%STBks-l-[h'(x)s]T)\-i-O(||s||2)

1 1
= [Vf(x)+h'(:c)T/\]Ts+§sTBks+O(||5||2) = Vxﬂ(l‘,A)TS+§STB]CS+O(||S||2)
(12.4.2)
Somando membro a membro (12.4.1) e (12.4.2), obtemos:

_ 1 _
L(z+s,A\)—L(x,\) = V L(z, )\)TS+§STBkS+[h($)+h, (z)s]T (A=X)+O(||s|?).

(12.4.3)
Por outro lado, pelo desenvolvimento de Taylor de h,

h(z + s) = h(z) + K (z)s + O(||s]?),

portanto,
Ih(z + 5)|3 = [[P(z) + B’ (z)s]]5 + O(]s]|*),

e, pela defini¢ao de ¢,

oz +s) —o(z) = %Ilh(x) +h'(2)s]l3 — %Ilh(w)llg +O([sl?).  (12.4.4)

Multiplicando (12.4.3) por 6, (12.4.4) por 1—6, e somando membro a membro
as duas expressoes resultantes, obtemos:

®(z,\,0) — ®(x + s,\,0) = Pred(z,s, \, \, By, 0) + O(||s||?), (12.4.5)

onde B
Pred(x, s, A\, \, By, 0)

= —{0[VL(z,\)T s+ %STBkS + [h(z) + B (z)s]F (X — N)]
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FA-O)Ih) + K@sl3 -~ SIh@IEY (1246

Portanto, podemos considerar que a expressao Pred é uma boa aproximacao
do decréscimo ®(z, \, ) —®(z+s, X, #) na funcio de mérito ®. Dai a denom-
inacao Pred, abreviatura de “predicted reduction”. Brevemente, (12.4.5)
significa que ®(z, \,0) — ®(x + s, A, ) coincide com Pred para s = 0 junto
com suas primeiras derivadas. Portanto, pelo menos quando ||s|| é pequena,
um decréscimo da ordem de Pred na funcao de mérito ® é de se esperar.
Adiando, por um momento, a prova de que Pred é, efetivamente, positivo, e
adotando uma postura conservadora, diremos que ®(Z, \,0) < ®(zy, Ag, 0)
quando

D(xk, Ak, 0) — (I)(.'E,;\,e) > 0.1Pred(zy, T — xk, Ak,j\,Bk, 0). (12.4.7)

Incorporando o critério de aceitagao (12.4.7), definimos agora uma modi-
ficagdo do Algoritmo 12.3.2, com o qual finalizamos esta se¢do. O Algoritmo
12.4.1 é idéntico ao Algoritmo 12.3.2, com o critério impreciso (12.3.6) sub-
stituido por (12.4.7).

Algoritmo 12.4.1

Suponhamos que zp € R" (I < z < u) é uma aproximagio inicial da
solugdo de (12.1.1) e A\g € IR™,||\o|| < L é uma aproximagcdo inicial dos
multiplicadores de Lagrange. Se z, A\x (kK =0,1,2,...) sdo as aproximagdes
obtidas na k—ésima iteragdo (I < zp < u, |[M¢|| < L), By € R™ ™ é uma
matriz simétrica e A > 0, entao xx41 é obtida da seguinte maneira:
Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).
Passo 2. Escolher um valor adequado para 6 € [0,1] e estimar novos multi-
plicadores A (||| < L).
Passo 3. Se I, a solucdo obtida no Passo 1, satisfaz (12.4.7), definir 21 = T,
Ai+1 = A e terminar a iteracio. Caso contrdrio, diminuir A e retornar ao
Passo 1.

12.5 O parametro de penalizacao

Nesta sec¢ao discutiremos a escolha do parametro de penalizagdo @, no Passo
2 do nosso algoritmo bésico. A denominagdo “pardmetro de penalizagao” se
justifica, depois de observar que

O(z, A\, 0) =0[(z, \) + 1fzego(a:)]
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Portanto, exigir decréscimo de ®(z, A, 0) equivale a exigir decréscimo da
funcao

O(z, A, p) = Lz, A) + pi(z),
com p = (1 —0)/0. A fungio ® é um Lagrangiano aumentado, onde p é o
parametro de penalizagdo classico. Assim, p — 0o corresponde a 8 — 0 e
p — 0 corresponde a § — 1. Pelos mesmos motivos, nos sentiremos livres
para chamar Lagrangiano aumentado também & fun¢do de mérito P.

Na se¢ao anterior observamos que, para que a condigdo (12.4.7) possa
ser chamada com justica de “decréscimo suficiente” era necessario que Pred
fosse maior que zero. No entanto, a resolucdo dos subproblemas (12.2.4) e
(12.2.3) implica necessariamente que

Ih(zi) 13 — Ih(zn) + b (22)(Z — 22) 13 > 0.

Portanto, da defini¢do de Pred surge que, para 6 = 0, Pred(zy, Z—y, Mg, A, Bg, 0) >

0. Ou seja, Pred é uma combinagdo convexa do tipo fa + (1 —6)b onde, nec-

essariamente, b > 0. No entanto, o elemento a dessa combinagao convexa,

nao € necessariamente positivo. Para que Pred seja, garantidamente, maior

ou igual a 0, e maior que zero quando b > 0, vamos exigir que

Pred(zg, T — xk, My A, Br, 0) > Sl|h(2p) |15 — [[B(zx) + B (z1) (& — 1) 3]-

(12.5.1)

Como (12.5.1) vale para § = 0, resulta que podemos definir 85* > 0 por

N | =

0°*P = sup {0 € [0, 1] tais que (12.5.1) se verifica}. (12.5.2)

Se, no Passo 2 do algoritmo, escolhermos sempre 8 < 6P, entdo, por
(12.5.1), a condigao (12.4.7) implicard descida simples da fun¢ao de mérito.
(®(z,\,0) < ®(xx,\t,0)). Como valores maiores que §°“P nio satisfazem
(12.5.1) parece bastante sensato, impor a condigao

9 < gsup (12.5.3)

para a escolha de 6 no Passo 2. No entanto, o requisito (12.5.3) deixa ainda
bastante liberdade, quando 8°“P > (. Outras consideracoes serdo necessarias
para fazer uma eleicao adequada, dentro das possiveis.

O algoritmo baseado na fungdo de mérito ® poderia ser interpretado
como um método destinado a minimizar a ® sujeita apenas as restricoes
de canalizacao | < x < u. Esta interpretacdo parece ser compativel com o
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conceito genérico do significado de uma fun¢do de mérito. No entanto, neste
caso, tal interpretacdo nao parece totalmente adequada, devido & funcao @
mudar de uma iteracdo para outra, de acordo com a escolha de 6. Com
efeito, 6 estabelece pesos relativos para a factibilidade e a otimalidade no
algoritmo (com € perto de 0 o método privilegia factibilidade e com 6 perto
de 1 privilegia otimalidade). Grandes variagoes de 6 de uma iteragao para
outra pareceriam indicar que o método nao consegue decidir qual é o peso
adequado para cada um dos objetivos que sao visados. Essa é uma motivagao
para limitar, pelo menos assintoticamente, as variagoes de 6. A maneira
mais 6bvia de forcar uma variagdo limitada de 6, consiste em impor, além
da condicdo (12.5.3), a seguinte:

0<6 1, (12.5.4)

onde, para todo kK = 0,1,2,..., 6 é o valor de @ escolhido na ultima pas-
sada pelo Passo 2. Juntando as condigbes (12.5.3) e (12.5.4), teremos que a
seqiiéncia {6y} é monétona nao crescente e positiva, portanto convergente.
Isso implicaria que, a longo prazo, a fun¢do de mérito seria, essencialmente,
a mesma, e a interpretacio criticada acima passaria a ser valida.

No entanto, a escolha monétona de € também nao é plenamente sat-
isfatéria. Lembrando que 6 estabelece uma ponderacao entre factibilidade
e otimalidade, seria possivel que, sobretudo nas primeiras iteracoes, valores
muito pequenos de 6 fossem impostos por (12.5.3) devido & necessidade de re-
forcar factibilidade, e que esses valores muito pequenos fossem herdados por
todas as iteracoes posteriores, onde valores maiores seriam tolerdveis. Em
outras palavras, a condigao (12.5.4) carrega demasiadamente a histéria de
dificuldades passadas do algoritmo, que podem nao existir mais na iteracao
atual. Essas consideragoes nos levam a definicao da seguinte estratégia “nao
mond6tona” para 6: escolhe-se, independentemente de & um ntimero N > 0
que representard o “grau de ndo-monotonicidade” de {x}. N = 0 corre-
sponderd & escolha monétona, baseada em (12.5.4), e valores grandes de N
aproximardo 6 de 8°“P. Definimos

67" = min {1,6p,...,0k_1}, (12.5.5)

gIrnde — (1 4 N/k)oFn, (12.5.6)

e, finalmente,

= min {§7°"% gsur}, (12.5.7)
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Apesar de (12.5.5)—(12.5.7) nao implicar monotonia de {6y}, essa escolha
implica convergéncia da seqiiéncia {6y} (ver Exercicio 12.13), o que, do ponto
de vista da interpretacao da fungao de mérito, é igualmente satisfatorio.

Como fizemos nas secoes anteriores, a discussao realizada aqui nos per-
mite especificar um pouco mais o algoritmo principal.

Algoritmo 12.5.1

Suponhamos que 2y € R" (I < z < u) é uma aproximagao inicial da
solucdo de (12.1.1) e A\g € IR™,||A\¢]| < L é uma aproximagcao inicial dos
multiplicadores de Lagrange, N, A, > 0. Se zg, Ax (E = 0,1,2,...) sdo
as aproximagoes obtidas na k—ésima iteragao (I < zp < wu, ||| < L),
By € IR™ "™ é uma matriz simétrica e A > A,,;,, entdo zx 1 é obtida da
seguinte maneira:
Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).
Passo 2. Escoher 6 € [0, 1] usando (12.5.5)—(12.5.7) e estimar novos multi-
plicadores A (||| < L).
Passo 3. Se T, a solucdo obtida no Passo 1, satisfaz (12.4.7), definir 241 = T,
Ait1 = A, O = 0 e terminar a iteracio. Caso contrdrio, diminuir A, (por
exemplo, dividir A por 2) e retornar ao Passo 1.

Exercicio 12.11: Em que caso o tnico parametro de penalizacdo que ver-
fica Pred >0é 60 =07

Exercicio 12.12: Obter uma férmula explicita para §°“P.

Exercicio 12.13: Provar que a seqiiéncia {6y} definida por (12.5.5)—(12.5.7),
é convergente.

12.6 O algoritmo esta bem definido

O método apresentado até aqui é muito andlogo ao introduzido em [52].
A diferenca fundamental é que em [52], visando aplicagdo a problemas de
grande porte, os subproblemas (12.2.4) e (12.2.3) sdo resolvidos apenas
“aproximadamente”, com critérios adequados para a precisdo da sua res-
olugdo. Para simplificar a exposi¢ao, apresentamos neste capitulo o algo-
ritmo supondo solugao exata de (12.2.4) e (12.2.3). A andlise de convergéncia
do algoritmo é complicada, e daremos apenas indicagoes sobre a mesma na
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Secao 12.7. Nesta secao, provaremos que o algoritmo esti bem definido,
isto é, que sob hipé6teses adequadas, que incluem o fato de z; ainda nao ser
uma solucdo, pode-se encontrar xy; em tempo finito. Em outras palavras,
mostraremos que o ciclo através dos passos 1, 2 e 3 do algoritmo ¢é finito.
Provaremos que o algoritmo estd bem definido em duas situagdes:
(a) xx nao é um ponto estaciondrio do problema

Minimizar ¢(z) sujeita a £ < z < u; (12.6.1)

(b) z é um ponto factivel, regular e nao estaciondrio de (12.1.1).

Assim, ficam as seguintes situagdes em que o algoritmo ndo estd bem
definido e que, portanto, devem ser identificadas antes de comecar o ciclo
principal de cada iteracdo para evitar “loops” infinitos:

(c) zx é um ponto estaciondrio de (12.6.1) mas h(z) # 0. (Lembremos
que, por construcao, [ < z; < u para todo k.

(d) zx é um ponto factivel de (12.1.1) mas nao é regular (os gradientes
das restricoes ativas em z, incluindo as canalizacoes, sao linearmente de-
pendentes).

(e) zr é um ponto regular e estaciondrio de (12.1.1).

Nessas situagoes, o algoritmo deveria “parar”. Delas, apenas (e) pode
ser considerada um sucesso. A situacgdo (c) representa, claramente, um “fra-
casso”. Uma situagao duvidosa é (d), j4 que um ponto nao regular de (12.1.1)
poderia ser minimizador global de (12.1.1). Nao entraremos nesse tipo de
sutileza.

Comecaremos provando que o algoritmo estd bem definido quando zy
nao é um ponto estaciondrio de (12.6.1).

Teorema 12.6.1 - Boa definicao em pontos nao factiveis

Se xy ndo é um ponto estaciondrio de (12.6.1), entao o Algoritmo 12.5.1
calcula um novo ponto xy11 através de uma quantidade finita de passagens
pelos passos 1-3.

Prova: Definimos

1
M(z) = S |Ih'(zk) (2 — zx) + h(z)|[3-
Claramente, Vip(zy) = VM (zy) = k' (zx)T h(zy), portanto z; nio é ponto
estaciondrio de M (z) sujeita a [ < z < u. Portanto, existe uma direcao
factivel e de descida para M na caixa [ < z < u. Seja, pois, d € IR" tal que
ldllo =1 e VM (xx)Td < 0.
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A fungao B(t) = M(zy + td) é uma parabola convexa tal que §'(0) =
d'VM(zp) < 0. Se a pardbola é estritamente convexa (coeficiente de se-
gunda ordem estritamente positivo), admite um minimizador irrestrito ¢ > 0.
Propriedades elementares das pardbolas garantem, nesse caso, que

Blt) < B(0) + 55 O}t (12.6.2)

para todo t € [0,%]. Se B(t) ndo é estritamente convexa, entdo é uma reta, e
(12.6.2) se satisfaz trivialmente para todo ¢ > 0.

Seja t 0 maximo dos ¢ positvos tais que | < zj +td < wuef= min {t,1}.
Naturalmente, (12.6.2) vale para todo t € [0,¢]. Mais ainda, como ||d||e = 1,
temos que t = ||td||» €, em conseqiiéncia, (12.6.2) implica a seguinte proposi¢ao:

Para todo A < /0.8 = A, existe z tal que | < x < u e ||z —Tk|/00 < 0.8A
verificando

M(z) < M(0) - eA,

onde ¢ = —0.44'(0) > 0.

Portanto, para A < A, escrevendo "

= z""(A), temos que
%[llh(mk)llg = [lh(z) + b’ (2) (2" (A) = zp)[I3] = cA.

Logo, escrevendo z = z(A), deduzimos, pela forma do subproblema (12.2.3),
que

1 _
SUR@RE = 1h(zk) + B () (3(A) = z)ll3] > eA.
Portanto, de (12.5.1) inferimos que, para todo A € (0, A],
Pred(z, (A) — T, Ay A, By, 0) > %A > 0. (12.6.3)

De (12.4.5) e (12.6.3) deduzimos que

O(zx) — (2(A)

i - —1|=0.
Alinﬂ) PTed(:I:k,.’E(A) — Tk, Mgy AaBkaG)

Este limite implica que, para A suficientemente pequeno o teste (12.4.7)
¢é satisfeito. Portanto, a iteracdo termina depois de um nuimero finito de
reducdes de A. QED
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Nosso préximo passo consiste em provar que, se z; ¢ um ponto factivel,
regular e ndo estaciondrio de (12.1.1), entdo a iteracio definida pelo algo-
ritmo 12.5.1 também termina em tempo finito.

Teorema 12.5.2 - Boa definicdo em pontos factiveis

Suponhamos que xy € um ponto factivel, regular e ndo estaciondrio de
(12.1.1). Entao o Algoritmo 12.5.1 calcula um novo ponto xyy1 através de
uma quantidade finita de passagens pelos passos 1-3.

Prova: Definimos, analogamente ao Teorema 12.6.1,

1
Qlz) = S(z - 2x)" Bi(z — m) + Vf (2k) (& — zx) + f(24)-
Consideramos o problema de programagao quadratica
Minimizar Q(z), sujeita a h'(zg)(z — zx) = 0,1 < z < w. (12.6.4)

Claramente, z; é um ponto factivel e regular do problema (12.6.4). Mais
ainda, as condigoes de otimalidade de (12.1.1) e de (12.6.4) em xzj; sao
idénticas. Como, por hipétese, elas ndo sdo cumpridas para (12.1.1), segue-
se que xx nao é um ponto estaciondrio de (12.6.4). Portanto, existe uma
direcdo factivel, unitdria (||d||c = 1) e de descida para o problema (12.6.4).
Logo, VQ(zx)Td < 0. Definimos

B(t) = Qxy, + td).

Pelo mesmo raciocinio do Teorema 12.6.1, podemos garantir que existem
t>0ec > 0 tais que para todo t € [0,%], zj + td é factivel para o problema
(12.6.4) e

Q(zk) — Q(zx + td) > ct.

Portanto, como ||td||oc = t, podemos afirmar que, para todo A suficiente-
mente pequeno, digamos A < A, existe um ponto Z factivel para (12.6.4)
tal que

Qlzr) — Q) = cA.

De acordo com a definicdo de Z = Z(A) no subproblema (12.2.3), isto implica
que

Q(zr) — Q(z) > cA. (12.6.5)
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Agora, como T — 7z} estd, neste caso, no nucleo de h'(zx) e h(zg) = 0, a
desigualdade (12.6.5) implica que

—[Val(zp, M) (T — 1) + %(f — 2) " Bi(z — k)

+[h(zy) + h,(.’L‘k)(i — CC]C)]T(X —Ak)] > cA > 0.

Logo, pela definicao de Pred temos que
Pred(zy, T — Tk, Mg, A, Bg, 0) > 0cA > 0.

Agora, como h(zr) = h'(zx)(Z — zx) = 0, temos que todos os 0 € (0,1]
satisfazem o teste (12.5.1) para A < A. Isto implica que, para esses valores
de A, o parametro € nio precisa ser reduzido. Portanto, existe 8’ > 0 tal
que

Pred(zy, T — Tk, Mg, A, By, 0) > 0'cA >0 (12.6.6)

para todo A € (0, A]. Como no caso do Teorema 12.6.1, segue que

O (z1) — 2(2(A)

li = —1{=0.
A1£n>0 P'r'ed(.’[,‘k,.f?(A) — Tk Aks )\,Bk,e)

Logo, para A suficientemente pequeno o teste (12.4.7) é satisfeito e, assim,
a iteracdo termina depois de um ntimero finito de reducoes de A. QED

12.7 A prova de convergéncia global

E comum que a prova da convergéncia global de um algoritmo esteja muito
relacionada com a prova de boa definicdo. Isto é bastante natural ja que,
na boa defini¢do, provamos que os pontos onde o algoritmo deve parar tém
determinadas caracteristicas, € nos teoremas de convergéncia, geralmente,
provamos que os pontos limite da seqiiéncia gerada tém essas mesmas car-
acteristicas. Logo, os teoremas de convergéncia dizem sobre o limite a
mesma, coisa que os resultados de boa definicdo dizem sobre os iterandos.
Muitas vezes, as provas de convergéncia global reproduzem, com variadas
complicacoes analiticas, as idéias usadas para provar boa definicao.

Nesta se¢ao procuraremos dar as idéias essenciais da prova de convergéncia,

do Algoritmo 12.5.1. Os argumentos completos podem ser encontrados em
[52].
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A prova tem duas partes, que correspondem aos teoremas 12.6.1 e 12.6.2.
Nos dois casos usa-se como hipétese a seqiiéncia gerada estar totalmente
contida em um compacto de IR"™. Evidentemente, quando as cotas [ e u sdo
finitas, esta é uma hipotese perfeitamente razodvel. Na primeira parte se
prova que todos os pontos limites de uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo
sao pontos estaciondrios de (12.6.1). Para demonstrar esse fato, passa-se por
um processo comparavel ao usado para provar o Teorema, 12.6.1:

(a) Prova-se que, se z, ndo é um ponto estaciondrio de (12.6.1), entdo,
nos iterandos z; préximos a ., a quantidade Pred, pensada como funcao
de A é proporcional a A. Isto é andlogo a (12.6.3), mas a constante da
proporcionalidade é, neste caso, independente de k.

(b) Usa-se a férmula de Taylor para mostrar que Pred é uma aproximagao
de segunda ordem da reducao da fungao de mérito. Junto com o resultado
(a), isso implica, como no Teorema 12.5.1, que

Pred(A)

(c) Supondo que z, é um ponto limite nao estaciondrio para (12.6.1),
o resultado (b) implica que, em todos os iterandos numa vizinhanca de z,
o raio de confianga finalmente aceito Ay é uniformemente maior que um
nimero positivo fixo A. Junto com (b), isto implica que a redugédo da fungio
de mérito em uma quantidade infinita de iteracGes vizinhas de x, é superior
a uma quantidade positiva fixa.

(d) Se a funcdo de mérito fosse sempre a mesma para todo k suficien-
temente grande, o resultado (c) seria suficiente para chegar a um absurdo
(fungao de mérito tendendo a —oo em condigoes de compacidade). Como a
fungdo de mérito muda de uma iteragdo para outra, esse absurdo se consegue
apenas pela propriedade de convergéncia da seqiiéncia 8 que, como vemos
aqui, é crucial do ponto de vista tedrico.

Na segunda parte da prova de convergéncia se demonstra a existéncia de
pelo menos um ponto limite que é estaciondrio para o problema (12.1.1). Nao
existe ainda uma prova de que todos os pontos limites sao estaciondrios e, ao
longo de toda a demonstracao desta segunda parte, é usada, por absurdo,
a hipétese de que nenhum ponto limite da seqiiéncia é estacionario. Qutras
suposicoes sobre o problema também sao necessarias nesta parte:

(i) Todos os pontos estaciondrios de (12.6.1) sao factiveis.

(ii) Todos os pontos factiveis de (12.1.1) sdo regulares.
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Devido & hipdétese (i), pode-se supor, ao longo da prova, que
lim [|h(z)|| = 0.
k—o00

Na primeira parte da prova por absurdo, demonstra-se que a funcao
(quadrética) objetivo de (12.2.3) tem um bom decréscimo (proporcional a
A) desde z™"(A) até z(A). Chamamos a esta variacdo de “decréscimo
tangencial”. O argumento se baseia em 2" ser um ponto factivel de (12.2.3)
e, devido a ||z"°" —z|| < 0.8A, existir uma folga (brevemente, de 0.2A) para
um bom decréscimo da quadratica.

Na segunda parte da prova, examinamos a composicao da quantidade
crucial que chamamos Pred. Como na prova da estacionariedade em relacao
a @ dos pontos limite, necessitamos que Pred seja positivo e proporcional
a A. O decréscimo proporcional a A da funcdo objetivo de (12.2.3), entre
z"°" e Z é um bom passo. Agora, observando a defini¢io (12.4.6) de Pred,
vemos que o termo que multiplica 6 estd composto, além do decréscimo
da quadratica entre z"°" e Z, pela variacao dessa quadratica entre zj e
"% e pelo termo que envolve a variacao dos multiplicadores de Lagrange.
Esses dois termos “estorvam” o objetivo de ter um Pred suficientemente
positivo. Por outro lado, o termo que multiplica a 1 — 8 é, claramente,
proporcional a ||h(zg)||, que tende a zero. Portanto, para ter um Pred
positivo e proporcional a A, precisaremos que € ndo evolua para valores
préximos de zero, e, por outro lado, que o “estorvo” seja dominado pelo
decréscimo tangencial da quadratica.

Nao é dificil provar que o “estorvo” estd limitado, em mddulo, por um
multiplo de ||h(z)||. Escrevendo

|Estorvo| < ¢1]|h(zg)||

Decréscimo tangencial > coA,

e, desde que
Pred(A) > Decréscimo tangencial — |Estorvol,

se deduz que
Pred(A) > coA — c1||h(zg)]|-

Portanto, se ||h(zg)|| < @A, com a = ¢3/(2¢1), obtemos que Pred(A) é
positivo e proporcional a A.
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Pensamos agora no “plano” (A, h(z)). O argumento acima nos leva a
considerar uma “zona boa” do plano, formado pelos pares (A, zy) tais que
|h(z)]] < A e uma “zona ruim”, onde o contririo acontece. Na zona boa,
o fator de # em (12.4.6) é tao grande, e o fator de 1 — @ tao pequeno,
assintoticamente, que a condi¢do (12.5.1) se satisfaz com valores grandes de
0. Portanto, sempre que o par se encontre na zona boa 6 ndo precisard ser
diminuido.

Por outro lado, o mesmo raciocinio usado na prova de estacionariedade
em relagdo a ¢ leva a que 0, — 0. Com efeito, se assim nio fosse, os valores
de Pred para esses k seriam superiores a um multiplo de A, ja que o fato do
primeiro A testado ser superior ao valor fixo A,,;,, obriga a que a sequéncia
de possiveis A’s fracassados dentro de uma mesma iteracao nao possa tender
a zero. Teriamos assim, infinitos # superiores a um valor fixo e infinitos Ay
superiores a um valor fixo. As duas coisas juntas levam a uma funcio de
mérito tendendo a —oo, o que é absurdo.

O argumento central continua com uma propriedade surpreendente da
zona ruim: uma anilise cuidadosa da aproximacao de Taylor da funcdo de
mérito @, junto com a propriedade 8, — 0, provam que, nessa zona, para
k suficientemente grande, o raio de confianca A é necessariamente aceito.
Em outras palavras, para cada iteracdo k£ pode haver apenas uma tentativa
A dentro da zona ruim. Por outro lado, como vimos antes, é apenas nesta
situacdo que pode ser necessdrio diminuir . Uma propriedade adicional
da zona ruim é que, nessa zona, 6°“P é sempre superior a um miltiplo de
A. Juntando as duas propriedades acima, diriamos que é possivel entrar na,
indesejavel zona ruim, mas pouco, e que é possivel ter que diminuir § na
zona ruim, mas de maneira controlada.

N3ao é de se estranhar, em consequéncia, que os efeitos perniciosos da zona
ruim estejam também limitados. De fato, usando as propriedades acima e,
de novo, a expansdo de Taylor da funcdo de mérito, chega-se a conclusdo
de que o quociente entre a variacdo desta e Pred converge a 1 considerando
apenas raios na zona boa. Isso é uma flagrante contradi¢ido, porque impli-
caria em jamais ser necessario entrar na zona ruim. Tais contradicoes se
originam na suposi¢ao errénea original que, como lembramos, consistia em
assumir que nenhum ponto limite era estaciondrio para o problema (12.1.1).
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12.8 A Hessiana da quadratica

Os algoritmos estudados neste capitulo permitem uma grande liberdade na
escolha na matriz By, Hessiana da quadréitica fungdo objetivo de (12.2.3).
O Algoritmo 12.5.1 exige apenas que a seqiiéncia de matrizes By, esteja uni-
formemente limitada. Por exemplo, a teoria é valida se todas as By sao nu-
las, caso no qual poderiamos falar, mais apropriadamente, de “programacao
linear sequencial”.

No entanto, como acontece na resolucao de sistemas nao lineares e na
minimizacdo de funcbes sem restrigoes, existem escolhas 6timas para as ma-
trizes que definem os algoritmos, e outras escolhas francamente desacon-
selhdveis. Nos algoritmos de regides de confian¢a sem restricoes a melhor
escolha é a Hessiana da funcdo objetivo. Apesar disso, a teoria de con-
vergéncia global para condicoes de primeira ordem funcionaria mesmo que
escolhéssemos sua inversa aditival

De um modo geral, estamos acostumados a pensar que a escolha 6tima de
uma matriz é a que se relaciona mais diretamente com o método de Newton.
Vejamos aonde nos leva este tipo de argumento no caso da programacao
quadratica sequencial.

Para fixar idéias, vamos considerar nesta se¢ao problemas do tipo (12.1.1)
apenas com as restricoes de igualdade, ou seja:

Minimizar f(x)

sujeita a  h(z) =0 (12.8.1)

A primeira vista, a escolha mais “newtoniana” para By é a prépria Hessiana
da funcao objetivo: By = V?f(z;). No entanto, o seguinte problema simples
ajuda a levantar alguma suspeita sobre essa elei¢ao:

Minimizar 4(z; —1)% + 23

sujeitaa 1z — 13 =0, (12.8.2)

Neste problema, o ponto (0,0) seria um minimizador para

Minimizar 4(z; —1)? + 23
sujeitaa  x1 =0,

mas um maximizador para (12.8.2). Em outras palavras, quando tomamos
By = V2f(z)) em (12.2.3), perdemos informagoes sobre a curvatura das
restrigoes. Isto nos sugere que devemos incorporar em By as derivadas se-
gundas de h.
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Vejamos a situagao sob outro ponto de vista, mais claramente newtoni-
ano. Consideremos as condigoes de otimalidade do problema (12.8.1). Se z,
é um ponto regular minimizador local de (12.8.1), entdo existe A, € IR™ tal
que

Vf(z,) +h(z)TA = 0

o) — 0. (12.8.3)

Pensando (12.8.3) como um sistema nao linear nas varidveis (z, A) (F(z,\) =
seu Jacobiano é

Fl(z, ) = ( V@) T T NTIE) W) )

Portanto, o método de Newton aplicado a F(z,A\) = 0 vem dado por

0)7

[V2f (z)+ Z[/\k] V2hi(zk)](z—zk)+h (zk) T (A=) = = (Vf (zp)+1 ()" Ak)

i=1

W (zp)(x — zx) = —h(z),

ou seja,

[V2f(zx) + 71 [M)i VP hi(an))(z — z) + B (zk) A+ V() = 0
h’(ZEk)(.’L' - .’Ek) + h(ﬁbk) = 0.
(12.8.4)
Agora, as condigoes de otimalidade de (12.1.4), sem as restri¢oes de canal-
izacao | < x < u, sdo

0
0

By(z — xx) + V f(zx) + 1 (zx)"y

W (zk)(z — z) + h(zk)

onde y € IR™. Logo, comparando (12.8.4) com (12.8.5), o método de Newton
nos sugere que

(12.8.5)

m
By, = V?f(zr) + >_[MiVhi(a) (12.8.6)

i=1
onde A € IR™ é uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange. Com a
escolha (12.8.6) para By, a curvatura das restrigoes estd sendo contemplada.
A matriz By ideal seria portanto a Hessiana do Lagrangiano, para a qual
as propriedades de convergéncia local do método definido pelo subproblema
(12.1.4) seriam as mesmas que as do método de Newton aplicado ao sistema
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definido por (12.8.3). Para outras aproximagOes para By, a convergéncia
local seria a mesma que a de um método quase-Newton. Boggs, Tolle e
Wang [8] deram uma condigdo andloga & condigdo Dennis-Moré para a con-
vergéncia superlinear de métodos quase-Newton aplicados a (12.8.3). Uma
conseqiiéncia dessa condigao é que, supondo nao singularidade da Jacobiana
do sistema (12.8.3), se as matrizes By convergem & Hessiana do Lagrangiano
na solugdo, entdo a convergéncia do par (zy, ;) para (., A«) é superlinear.

Exercicio 12.14: Discutir duas alternativas para o coeficiente linear de
(12.1.4)-(12.2.3): Vf(zx) e VU(zg). Justificar a afirmagao de que, em um
caso, (12.1.4)—(12.2.3) fornece diretamente a nova estimativa dos multipli-
cadores de Lagrange, e no outro, fornece seu incremento.

Exercicio 12.15: Relacionar a nao singularidade da Jacobiana do sistema
(12.8.3) na solugdo com as propriedades da Hessiana do Lagrangiano no
nucleo de h'(z,). Relacionar com as condigdes suficientes de otimalidade de
segunda ordem para minimizagao com restricoes de igualdade.

Uma abordagem quase-newtoniana bastante empregada é atualizar By
com algo andlogo & popular férmula BFGS de minimizagdo sem restrigoes:

BysistBr . YkYr

Byy1 =B —
T T
Sk Bksk Sk Yk

onde s = Tg11 — Tk € Y = Vol(Tpr1, Apr1) — Val(zg, Ag). Se By é definida
positiva, como no caso de minimizacao sem restricoes, a condicao sfyk >0
garante que By é definida positiva. No entanto, pode ser que si € y; nao
satisfacam essa desigualdade. Powell [90] propoe que yj, seja substituido por

Uk = Oy, + (1 — 0) Bysy,

onde
1 f S{yk Z O.ZSgBkSk
0= 0.88£Bk8k

T T
- — st yr < 0.2s1 Bysg .
TB T ’ k k
Sk PkSk — S Yk

No entanto, o mesmo autor [92] observa que a substitui¢do de y por g
pode ser instivel. Boggs e Tolle [7], por sua vez, propdem que By = By
quando sfyk <0.
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Exercicio 12.16: Supor que o problema (12.1.4) sem canalizagoes é factivel.
Mostrar, usando uma base do niicleo de h'(zy), como esse problema pode ser
reduzido & minimizacio de uma quadratica sem restricoes. Em que condicoes
esse problema tem solucao unica? Supondo que By é definida positiva, e
escrevendo Ay = h'(zg), hy = h(zg), gxV f(zk), provar que a solugio desse
problema é

z =k — By (g + AL 2)

onde
z = (ApB "AL) ! (e — Ak By, gk).

Discutir a praticidade dessas férmulas. Por exemplo, analisar o que acontece
em relacdo & conservagao da possivel esparsidade de Ay e By.

12.9 Outras funcoes de mérito
No Algoritmo 12.5.1 usamos a funcao de mérito

com @(z) = ||h(z)||3/2. Usar esta fun¢do, com o pardmetro 6 entre 0 e 1, é
essencialmente equivalente a usar

Dp(z, A, p) = Uz, A) + pp(z), (12.9.1)

que é a forma tradicional do Lagrangiano aumentado. Agora, vimos que a
teoria de convergéncia global permite um enorme liberdade para as aprox-
imagoes dos multiplicadores A;. Em particular, é admissivel usar sempre
Ar = 0, o que, por outro lado, permite uma leitura mais simples da teoria.
Agora, usar Ay = 0 corresponde a trabalhar com a funcao de mérito

Pguad(z, p) = f(z) + po(z). (12.9.2)

Claramente, ®,4q ¢ a cldssica fungio de penalizagdo quadratica. Com a in-
trodugao dos multiplicadores na fungio (12.9.2) esperamos que o pardmetro
de penalizacdo p ndo precise crescer muito, eliminando possiveis fontes de
instabilidade numérica, o que ndo é refletido numa teoria de convergéncia
global.

No entanto, podemos analisar o comportamento da funcdo ®g,.q sob
outro aspecto. Como sabemos, a aplicacao do método de Newton ao sistema



12.9. OUTRAS FUNCOES DE MERITO 231

(12.8.3), tem propriedades de convergéncia local quadrética, no par (z, ),
quando a Jacobiana na solugao é nao singular. Nessas condigoes, o método de
Newton pode ser interpretado como a resolucao recursiva do subproblema de
programagao quadratica (12.1.4) com as matrizes By sendo as Hessianas dos
Lagrangianos. Como este método é localmente rapido, é desejavel que, dado
Tk, a solugdo Z aportada pela resolugao de (12.1.4) seja aceita como nova
iteracao zry1 € que nado seja necessario apelar, neste caso, para diminuigoes
do raio de confianga A. Agora, para que isso aconteca, é necessirio, pelo
menos, que a funcio de mérito calculada em (Z,\) (solugdo de (12.1.4) e
multiplicador correspondente) seja menor que a mesma funcdo em (zx, Ag)-
Caso contririo, a funcao de mérito estaria recomendando rejeitar um ponto
essencialmente bom.

Infelizmente, muitas funcées de mérito tém essa desagradavel propriedade,
que é denominada efeito Maratos. Ver [70]. O efeito Maratos reflete, assim,
um conflito entre o ponto de vista Cauchy, que exige diminuicado de uma
funcdo objetivo, e o ponto de vista Newton que produz convergéncia local
rdpida. Em particular, a funcao de mérito ®4,,4 sofre dessa propriedade e
inibe convergéncia rapida do método de Newton em circunstiancias onde ela
seria perfeitamente possivel.

Exercicio 12.17: Considerar o problema

Minimizar o
sujeita a 22 +1z3=1

e a funcio de mérito ®,(z) = z2 + p|z? + 73 — 1| para p suficientemente
grande de maneira que o minimizador de ®, seja (0, —1)7. Verificar o efeito
Maratos.

Diferenciabilidade, parametros de penalizacdo moderados, simplicidade
e auséncia de efeito Maratos sao qualidades desejaveis das fungées de mérito
aplicadas a programacao quadratica sequencial. Vejamos como aparecem
(ou ndo) essas propriedades em outras fungdes sugeridas na literatura.

(a) A funcdo de penalizagdo com || - ||1, dada por

0y(x) = f(z) + plln(2) ]2

é interessante por ser erata, isto é, para um valor finito do parametro, seu
minimizador € a solugao do problema de otimizacao original, como vimos no
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Exercicio 12.17. No entanto, ela nao é diferenciavel e sofre do efeito Maratos.

(b) A func¢io de penalizagio exata de Fletcher
p
®y(w) = f(z) — h(z)" Mz) + Sllh@)]3 ,

onde \(z) = (W' (z)T)'V f(z), ndo tem efeito Maratos, mas é computacional-
mente cara, o que a faz pouco interessante para problemas grandes.

(c) A soma de quadrados associada ao sistema nao linear:
®(z,\) = [|Vf(2) + 1 (2)" N[5 + | h(z) 3

nao tem efeito Maratos, é diferencidvel e simples. Porém, praticamente nao
¢é usada porque seus minimizadores resultam tanto em minimizadores tanto
em maximizadores do problema original.

O Lagrangiano aumentado usado neste capitulo é simples e diferencidvel.
No entanto, a moderacdo nos pardmetros de penalizacdo e o efeito Maratos
dependem da escolha dos multiplicadores A. No momento em que escrevemos
este capitulo, a teoria de convergéncia local do Algoritmo 12.5.1 ndo estd
completa, mas é previsivel que ela incluira os seguintes resultados:

(a) Em condigoes adequadas de regularidade local do problema (12.1.1)
(i) o subproblema (12.1.4) coincide com (12.2.3); (ii) (12.1.4) tem solugio
Unica; (iii) com uma boa escolha dos multiplicadores Ay e das matrizes By
os parametros de penalizacao 0y sao todos maiores que um ntmero positivo
fixo e a solugdo de (12.1.4) é aceita como préxima iteracao xgy1.

(b) Nas condigdes acima, se as By sdo Hessianas dos Lagrangianos, a
convergéncia de (zg, Ag) para (z.,A.) é quadritica. Para escolhas quase-
newtonianas adequadas de Bj, a convergéncia é superlinear. Para deter-
minadas estimativas de \; a convergéncia é quadratica no caso Newton e
superlinear no caso quase-Newton considerando apenas a varidvel zx.

Exercicio 12.18: Discutir convergéncia quadrética ou superlinear na varidvel
x e no par (z,A). Qual é mais forte? Qual é mais desejavel? Dar exemplos

mostrando quando uma nao implica a outra.

Exercicio 12.19: Schittkowski (1981) e Gill, Murray, Saunders e Wright
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(1992), entre outros, estudaram o problema (12.1.1) na forma

Minimizar f(x)

sujeitaa  c(z) <0 (12.9.3)

Para construir uma funcao de mérito, esses autores introduzem variaveis
de folga nas restricoes, apenas para efetuar a busca na funcao de mérito

c¢i(z)=0 < c¢(z)+s=0,8>0,i=1,...,p

e entao
Oy(z, A, 8) = f(z) + p"(c(x) +5) + gIIC(fc) +s]l3

onde y € IRP é uma estimativa para os multiplicadores. Discutir as pro-
priedades dessa funcgao.

Exercicio 12.20: Existem duas estratégias para a formulagdo dos sub-
problemas quadréticos num método PQS aplicado a (12.9.3). Na primeira,
baseada em desigualdades, trabalha-se com problemas quadraticos com re-
strigoes lineares de desigualdade, e a decisao acerca do conjunto de restri¢oes
ativas é tomada internamente durante a resolu¢ao do problema quadratico.
A segunda estratégia, baseada em igualdades, consiste em fixar-se a pri-
ori quais serdo as restricoes ativas e entdo trabalhar com subproblemas
quadraticos com restricoes de igualdade. O conjunto de restrigoes ativas
I, C {1,...,p} é atualizado a cada iteracdo pela andlise dos multiplicadores
de Lagrange do subproblema e pelo exame dos valores ¢;(x1) parai & Ij. E
possivel ainda adotar-se uma estratégia hibrida, isto é, baseada em desigual-
dades, mas com um “warm start” para o conjunto das restrigoes ativas, com
0 objetivo de melhorar a eficiéncia do algoritmo. Fazer uma andlise a priori
das possiveis vantagens e desvantagens das duas estratégias.

12.10 Notas historicas

A primeira proposta de um método de programacao quadratica seqiiencial foi
feita por Wilson (1963) em sua tese de doutorado, para problemas convexos.
Ele trabalhou com subproblemas quadraticos com restricoes de desigualdade
e utilizou a prépria matriz Hessiana do Lagrangiano no modelo quadratico.
Como estimativa para os multiplicadores, Wilson utilizou os multiplicadores
do subproblema na iteracao anterior.
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A abordagem de Wilson foi retomada e interpretada por Beale (1967),
originando o algoritmo SOLVER. Bard e Greenstadt (1969) reinterpretaram
SOLVER, mostrando que o algoritmo de Wilson-Beale pode ser dividido
em dois passos: primeiro fixar os multiplicadores Ay e obter z(\x) mini-
mizando o Lagrangiano do subproblema e a seguir obter A\;;; e a correcao
Z(Ak+1) — £(Ag) pela maximizagido deste mesmo Lagrangiano. Murray ([84],
[83]) estendeu os trabalhos anteriores, incluindo aproximagdes quase-Newton
para a Hessiana do modelo quadratico e estimativas diferentes para os multi-
plicadores de Lagrange. Além disso, Murray também considerou a resolucio
parcial do subproblema e sugeriu uma busca linear a cada iteragao utilizando
a fungdo de penalizacdo quadrética (ver também Gill e Murray(1974), cap.8,
parte III).

Biggs (1972, 1974, 1975) propds uma varia¢do do método de Murray, com
subproblemas quadraticos apenas com restricoes de igualdade e sugeriu esti-
mativas especiais para os multiplicadores. Garcia-Palomares e Mangasarian
(1976) sugeriram um método baseado em programacio quadritica derivado
da aplicacao de técnicas quase-Newton ao sistema nao linear proveniente das
condicoes de otimalidade do problema original. Han (1976 e 1977) retomou a
idéia original de Wilson, trabalhando com restrigoes de desigualdade nos sub-
problemas quadréticos, mas sugerindo atualizagoes quase-Newton definidas
positivas para a matriz Hessiana do Lagrangiano. As estimativas para os
multiplicadores sao tomadas como os multiplicadores da iteracao anterior.
No algoritmo de Han, superlinearmente convergente sob certas hipdteses, a
funcdo de penalizacao exata ¢; é usada pela primeira vez como funcio de
mérito.

Powell (1977 e 1978) prop6s um algoritmo de programacao quadratica
seqiiencial semelhante ao de Han, com aproximagoes quase-Newton definidas
positivas para a Hessiana do Lagrangiano e também superlinearmente con-
vergente sob algumas hipéteses. Nesta linha de trabalho baseada em aprox-
imagoes quase-Newton para a matriz Hessiana do Lagrangiano destacam-se
as estratégias de Powell (1977), Murray e Wright (1978), Schittkowski (1980)
e Boggs, Tolle e Wang (1982). Como afirmamos em outra se¢ao, Boggs, Tolle
e Wang obtiveram uma condicdo necessaria e suficiente para convergéncia
superlinear do tipo da condicao de Dennis-Moré para sistemas nao lineares.

Maratos (1978) e Chamberlain (1979) descrevem algumas dificuldades
decorrentes do uso da func¢ao de penalizagdo exata baseada em || - || como
funcao de mérito. Chamberlain, Lemaréchal, Pederson e Powell (1980)
também analisam alguns aspectos dessa penalizagao exata como funcao de
mérito. Uma proposta para evitar o efeito Maratos, baseada em buscas lin-
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eares nao mondtonas, é feita por Panier e Tits (1991) e complementada por
Bonnans, Panier, Tits e Zhou (1992).

Murray e Wright (1980) fazem uma discussao de diferentes formulagdes
para o subproblema. Métodos de programacao quadratica sequencial cujo
subproblema lida apenas com restri¢oes de igualdade (fixando-se a priori
as restrigoes ativas) sao tratados por Wright (1976), que introduziu o uso
da funcao Lagrangiano aumentado como fungao de mérito, e por Murray e
Wright (1978).

Cabe observar que muitos métodos para minimizacdo de funcdes de
penalizagao nao diferencidveis tém a mesma forma que métodos de pro-
gramacao quadratica seqiencial nos quais a diregao de busca é obtida pela
decomposicao em dois passos ortogonais: um no nicleo e outro no espago
linha do Jacobiano das restricdes. Nesta classe se enquadram os métodos
de Coleman (1979), Coleman e Conn (1980 e 1984), Fontecilla (1983) e
Nocedal e Overton (1985). Em termos de atualizagbes para a matriz Hes-
siana do modelo quadritico, Fontecilla (1983), Colemman e Conn (1984) e
Nocedal e Overton (1985) conservaram as matrizes By definidas positivas
apenas no subespaco tangente as restri¢oes. Ja Celis, Dennis e Tapia (1985)
trabalharam com métodos de regiao de confiancga, nos quais nao se precisa
de matrizes positivas definidas como garantia para existéncia de solugao nos
subproblemas.

Powell e Yuan (1986) trabalharam com Lagrangiano aumentado como
funcao de mérito, em problemas com restrigoes de igualdade. Os multipli-
cadores sao estimados por quadrados minimos, sendo portanto tratados como
funcées do ponto atual. Neste trabalho, Powell e Yuan provam propriedades
de convergéncia global e local.

Outras fungoes de mérito suaves foram consideradas por Dixon (1979),
Di Pillo e Grippo (1979), Schittkowski (1981), Boggs e Tolle (1984,1985),
Bartholomew-Biggs (1987) e Gill, Murray, Saunders e Wright (1992).

Os multiplicadores como varidveis adicionais, com busca linear com relacao
ao vetor aumentado que contém as variaveis originais e os multiplicadores
foram usados por Tapia (1977) no contexto de Lagrangiano aumentado e sub-
problemas irrestritos. Também foi aplicada por Schittkowski (1981) e Gill,
Murray, Saunders e Wright (1992) em algoritmos de programacao quadrética
seqilencial.

Em programacao quadratica seqiiencial, é possivel truncar o procedi-
mento iterativo para resolucao do subproblema quadratico sem alterar a
taxa de convergéncia assintética. Neste sentido, critérios praticos de parada
sdo apresentados por Dembo e Tulowitzki (1985), Fontecilla (1985, 1990) e
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Yabe, Yamaki e Takahashi (1991).

Para problemas de grande porte, Nickel e Tolle (1989) propdem um al-
goritmo baseado no problema dual associado ao subproblema quadratico.

Com o objetivo de contornar a possibilidade de se ter subproblemas
infactiveis, Burke (1989) propoe um método robusto e estdvel com pro-
priedades de convergéncia global. Qutros trabalhos combinam idéias de
programacao quadratica seqiiencial, no sentido de usar resolugoes aproxi-
madas do sistema linear newtoniano associado as condicées de otimalidade
com idéias de pontos interiores para restrigcoes de desigualdade. Ver [61], e
suas referéncias.

Apesar da extensa teoria desenvolvida em torno dos métodos principal-
mente em aspectos relativos a convergéncia, pouco tem sido feito em termos
de experimentos numéricos comparativos. Isto se deve, provavelmente, &
diversidade de detalhes préprios da implementacao dos diferentes algorit-
mos existentes, o que os torna pouco comparaveis. O trabalho de Shanno
e Phua (1989) é pioneiro neste sentido. Eles comparam o desempenho de
um algoritmo geral de de programacao quadratica seqiiencial combinando
diferentes escolhas da atualizacdo secante para a matriz Hessiana do modelo
quadratico, diferentes maneiras de estimar os multiplicadores e diferentes
fungbes de mérito. Como conclusées, Shanno e Phua recomendam uma
variante do algoritmo bésico de Boggs e Tolle (1984) e observam que as
experiéncias numéricas indicam a necessidade de se investir na obtencao de
melhores estimativas para os multiplicadores de Lagrange.

O algoritmo no qual nos concentramos neste capitulo, essencialmente
introduzido em [52], reine vérias das caracteristicas desejdveis em bons
métodos de programacao quadratica seqiiencial:

(a) O uso de regides de confianca, que aumentam a estabilidade dos
subproblemas quando é necessario reduzir o raio.

(b) Aplicabilidade a igualdades e desigualdades, através da formulagio
(12.1.1).

(c) O uso do Lagrangiano aumentado, diferencidvel, simples, estével e,
provavelmente, livre do efeito Maratos.

(d) Estratégia ndo mondtona para o pardmetro de penalizagao.

(e) Os subproblemas ndo precisam ser resolvidos exatamente, o que
viabiliza a aplicabilidade a problemas de grande porte.
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Embora nao tenha sido destacado neste capitulo, a existéncia de se-
gundas derivadas de f e h ndo é necessaria. (Em [93] encontramos

exemplos de problemas importantes de otimizagao onde essa carac-
teristica é relevante.)
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