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Moinho

( Ronaldo Garcia )

Sei mesmo ser da vida
Essa eterna despedida
Agua ida, dgua ida

Agua sempre de partida

E o vazio que ndo cheia
Volta sempre, me volteia
Meia volta, volta & meia

Como trama, como teia

A dgua que passa

E, sem engano, passado
Moinho girou

M&s como moeinho é humano

Passou e marcou

Do pai a saudade e o caminho
E pé e o pé vento levou
Da mée a coragem, carinho

E gira girou.
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Prefacio.

O objetivo destas notas é apresentar, de maneira elementar, alguns re-
sultados fundamentais da teoria de curvas algébricas sobre corpos finitos.
Estaremos essencialmente interessados aqui na contagem do ntmero de
solugbes de equagdes algébricas sobre corpos finitos. Devido ao enfoque
elementar a que nos propomos, evitaremos definicdes precisas de certos
conceitos e enunciados rigorosos de alguns teoremas. Também, apesar de
certas imprecisdes nos resultados, abordaremos esta teoria utilizando so-
mente o conceito de curva plana, ac invés do modelo néo—singﬁlar ou do
corpo de-fum;Ses associados. Para completar as lacunas mateméticas de’
nossa abordagem, sugerimos as referéncias [4] e [15].

I necessério ressaltar que o material aqui exposto é de grande profun-
didade m{atema’.tica; sua apresentacdo elementar devendo-se ac fato de uti-
lizarmos (sem demonstragdo), em suas diversas formas, o Teorema de Weil
sobre o niimero de pontos racionais em curvas sobre corpos finitos.

Por serem notas de um curso do 202 Coléquio Brasileiro de Matemitica,
o conteiido deste livro é necessariamente pequeno em relagio ao universo
matematico dos corpos finitos. Para uma explora¢io profunda deste uni-

verso, sugerimos a referéncia [§].
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§0. Introdugdo

O estudo das soluges (raizes) de equacGes algébricas é, sem divida, um
problema central da Matemética. Pertencem a esta linha de problemas, os

seguintes resultados fundamentais.

1. O corpo dos niimeros complexos C é um corpo algebricamente fechado.
Isto é, qualquer polindmio nfo-constante fF(X) € C[X] possui raizes em
C. A primeira prova completa deste resultado, conhecido como “Teorema
Fundamental da Algebra”, é devida a Gauss (1799). Provas anteriores de
d’Alembert, Euler e Lagrange assumiram a existéncia de raizes em alguma

extensio de R.

2. Um poligono regular com n lados, n sendo primo, pode ser construido
com apenas régua e Compasso se e somente se (n — 1) é uma.
poténcia de 2. Este resultado é também devido a Gauss, que Provou o

caso particular n = 17 quando tinha apenas 18 anos de idade.

3. Um polinémio f(X) € Q[X] de grau maior que 4 ndo é, em geral,
soltvel por radicais; isto é, as suas raizes nfio podem ser expressas apenas
adjuntando “radicais” 4s operacdes do corpo Q. Este resultado é devido
aos matematicos Ruffini (1798) e Abel (1824). A solubilidade por radicais,
no caso de polinémios de grau 3, é devida a Scipione del Ferro, Cardano e
Tartaglia. No caso de grau 4, a solubilidade por radicais foi demonstrada
por Lodovico Ferrari. Estes resultados foram obtidos na primeira metade

do-século XVI.



4. Caracterizagio dos polindmios f(X) € Q[X] que s30 soluveis por radi-
-cais. Esta caracterizagfo, devida a Evariste Galois (1831), é feita em termos
do grupo de Galois de f(X)} sobre Q. Um caso particular desta caracter-
izacdo, obtido por Abel em 1829, afirma que polindmios f(X) € Q[X], com
grupo de Galois comutativo, sdo soliiveis por radicais. Tanto Galois como

Abel morreram muito jovens: Galois com 20 anos e Abel aos 27 anos.

5. O famoso “Ultimo Teorema de Fermat”, que foi finalmente provado em

1994 por A. Wiles. Este resultado afirma que
X"+¥Y"=2" onde n>3,

ndo possui solugdo (x,y,z) € Z* com 2yz # 0. Foram mais de 300 anos de

pesquisas matemaéticas, entre a formulagio do problema e a sua resolugéo.

Todos os cinco resultados listados acima envolvem corpos de caracteristica
zero; i.e., extensdes do corpo €} dos ntimmeros racionais. Numa outra con-
tribuigdo fundamental, em junho de 1830 sob o titulo “Sur la théorie des
nombres”, Galois introduziu e determinou a estrutura dos Corpos Fini-
tos. O ponto de partida para Galois nesta publicacio foi o célculo de
congruéncias, médulo um primo, realizado por Gauss. Anteriormente, La-

grange (1770) considera a congruéncia:
X2 4+bY%=c (médulo p); b,c€ Z.

O estudo desta congruéneia é um passo necessdrio na prova do famoso
Teorema de Lagrange que afirma ser todo mimero inteiro positivo uma

soma de quatro quadrados de inteiros.
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Deixamos de considerar acima vérios resultados fundamentais, tais como:
Lei de Reciprocidade Quadrética de Gauss, Teorema dos Zeros de Hilbert,
Teorema de Deligne resolvendo as Conjeturas de Weil, Teorema de Faltings
resolvendo é Conjetura de Mo:_:@;lell, etc.... No seu sentido mais amplo, o
estudo de equagdes algébricas é o objetivo central da Teoria de Niimeros e
da Geometria Algébrica.

Seja K um corpo finito de cardinalidade g e seja f(X,Y) € K[X,Y]
um polindmio (absolutamente) irredutivel. Associamos entio o conjunto

Co(X) abaixo:
Co(K) ={(x,¥) € K x K | f(x,y) = 0}.

Os elementos de C,{XK) sfio chamados de pontos racionais sobre o corpo
finito K. Para uma curva (projetiva e nio-singular) C definida sobre o
corpo finito K, um celebrado Teorema de Weil [18] estabelece a seguinte

cota para o niimero de seus pontos racionais:
#OK) < g+1+4299, : *)

onde ¢ = ¢(C) denota o género da curva ¢'. A origem deste teorema

remonta a E. Artin [1], que considerou a congruéncia

y2 = f(X) (mOd P),

onde f(X) € Z[X] é um polinémio com coeficiente do termo de mais alto
grau nao-divisivel pelo primo p. Quando o grau de f(X) é igual a 3 ou a

4 (supondo que f(X) tenha raizes distintas ou seja, que f(X ) € separdvel),
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entdao o género da curva C associada satisfaz ¢ = g(C) = 1. Artin entdo
formulou uma conjetura (a validade de (*) no caso particular da curva
acima; i.e., no caso particular em que g{C) = 1) que foi posteriormente
verificada por Hasse [6]. Outras demonstragoes deste famoso Teorema de
Weil foram obtidas por Mattuck-Tate [9], Stepanov-Bombieri [11], Stéhr-
Voloch [16], etc...

O objetivo destas notas é apresentar alguns melhoramentos da cota de
" Weil. O cardter elementar s6 sendo possivel pois, exceto na secao 4 (Método
de Stdhr-Voloch), assumimos aqui sem demonstragio o Teorema de Weil,

em suas diversas formas de apresentacao.



§1. Curvas Algébricas

Seja K um corpo. Vamos sempre denotar por X um fécho algébrico de
K. Se f(X,Y) é um polinémio em K[X,Y), entdo a curve algébrica afim

associada Cy = C,(K) é definida por

Co={(xy) €K xK | f(x,y) =0}.
Mais geralmente, para um corpo L tal que K C L C K, denotarmos
Ca(L) ={(x,y) € L x L | f(x,¥) = O}.

Estaremos sempre assumindo aqui que o polinémio f(X, Y) é absoluta-
mente irredutivel, isto é, que f(X,Y) é irredutivel em K[X,Y]. Denotare-
mos por d = deg(f) o grau (total) do polindmio f(X,Y). O mondmio XY
tendo grau total (i+j), temos que o grau de f é igual ao méximo dos graus
dos monémios que aparecem no polindmio f{(X,Y).

Ao polinémio f(X,Y) associamos também um polindmio F(X,Y, Z) em

trés varidveis, como abaixo:

).

N~

F(X,Y,Z)=2%. f(g,

O polinémio F(X,Y, Z) assim construido é um polinémio homogéneo, isto
é, todos os mondmios de F(X,Y, Z) tém o mesmo grau. Por ser polindmio

homogéneo de grau d, temos que:

FAX,2Y,2Z) =) F(X,Y,Z), VieK.



. =3 e
Dados (x1,¥1,2%1) € (X2,¥2,22) dois elementos de K, ambos distintos

de (0,0, 0), dizemos que eles sio equivalentes se existe A € K tal que
(x1,¥1,21) = A - (X2, y2, Z2).

A classe de equivaléncia de um tal elemento (x1, y1,21), isto é a reta ligando
(0, 0,0} ao elemento {x3,¥1,%1), serd denotada por (x; : ¥1 : 21).

Definimos a curva projetiva associada C como abaixo:
— —3
C=C(K)={(x1:y1:21) € K | F(x1,y1,21) = 0}.
Observamos que a curva afim C, é mergulhada em € pela aplicacio
(xy)—(x:y:1)

Os pontos de € da forma (x; : y; : Q) s&o chamados pontos do infinito
com relagio a curva afim C,.

De maneira analoga, denotamos (para X C L € K)
C(L) = {(x1:y1:21) € L* | F(%1,¥1,21) = 0}

A cardinalidade de tal conjunto C(L), quando L é um corpo finito, é essen-
cialmente o objetivo central destas notas.
Um invariante bdsico da curve plana C € o seu género g = g(C) e este

invariante satisfaz

g< @—_—1)—2@“—2) , . com d=deg(f(X,Y)).
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A desigualdade acima é uma igualdade se e s6 se a curva plana C n#o possui

pontos singulares; equivalentemente, é uma igualdade se e s6 se temos que,
—3
para (X,y,2) € K, vale a implicagio (1) seguinte:
F(x,y,2) = Fx(x,y,z) = Fy(x,y,z) = Fz(x,y,2)=0
= (x,y,2) = (0,0,0). (1)

Acima, o simbolo Fx denota a derivada parcial de F em relacdo a varidvel
X e, similarmeﬁte, para Fy e Fz. A definicio de género e o seu célculo,
quando existemn pontos singulares, fogem do escopo destas notas.
Apresentamos agora um teorema, que n#o sera explicitamente utilizado
no decorrer destas notas, que nos diz que certos polindmios sdo absoluta-
mente irredutiveis. Este teorema trata de polinémios f(X,Y) € K[X,Y],

K sendo um corpo qualquer, do tipo especial seguinte:
FX,Y) =¥ + al(x)}’"f1 + -+ an(X); ei(X) € K[X].
Supomos sempre que e¢g € K é nio-nulo; i.e., temos
degy f(X,Y) =n,

onde degy denota o grau na varidvel Y.

Para polinémios f(X,Y) da forma acima, definimos
o(f) =max{w ' i= 1,2,.‘.,n}.
1

Provamos inicialinente a afirmacao:
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Afirmagaio. Seja f(X,Y) € K[X,Y] um polinémio como acima. Se este
polindmio f(X,Y) é redutivel; i.e., se existem polindmios g(X,Y) e (X, Y)
em K[X,Y] tais que :

FIX,Y)=9¢(X,Y) -R(X,Y),
entao

w(f) = max{p(g), p(h}}.

Demonstragio. Primeiramente, observamos que g(X,Y) e h(X,Y)} sdo
ainda polindmios do tipo especial aqui considerado. Escrevemos g(X,Y) e

A{X.,Y) da seguinte maneira:

(X, Y)=bo¥Y " + b (X)Y T 4 b (X)

AX,Y)=co?* +cr(X)Y° 1+ + cy(X),

onde b;(X), ex(X) € K[X] e as constantes bo,co € K satisfazem bg - cg # 0.

Claramente, devemos ter que
r+s8=n, r<n e §<n.

Obtemos entéo a expressio

ai(X)= Y bi(X) a(X); 0<i<n.
Jtk=i

Pela prépria definigio da funcéo ¢, temos
deg(b;(X) - cx(X)) < dplg) + keo(h)

<7 +k) max{p(g), p(h)}.



Pela expressao para a;{X) acima, concluimos

dega;(X) < i-max{p(g), p(h)},

ou seja,

o(f) < max{p(9), (k) }.

Vamos provar abaixo que:

e(f) 2 max{p(g), p(h)}.
Denotando ¢ = ¢(f), temos
f(X! Y‘p) = g(Xi YSO) "h(X! Y‘p)'

Observamos que ¢ € Q e que ¢ ndo é um nimero inteiro em geral; assim na
igualdade acima estdo possivelmente envolvidos polinémios com expoentes

racionais. Denotando por deg(...) o grau total, temos
deg f(X,Y¥)=n-¢.
De fato, a igualdade acima segue de
FX,Y?) = agV ™ + ay(X)Y P9 4 6, (X),

e de que, para 1 < i < n, vale

deg(a;(X)Y (""9%) = deg o;(X) + (n — i)y

<ip+(n—i)yp = no.
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Agora, claramente, temos
degg(X,Y*)2rp e degh(X,Y?) 2> sp.

Assim,

deg(g(X, er) . h(X, Yﬁp)) 2 'r(p —I- S = n.

Por outro lado, devemos ter
deg(f(X,Y?)) = deg(g(X,Y¥) - h(X,Y¥)).
Concluimos entio que valem as igualdades:
degg(X,Y¥)=rp e degh(X,Y¥)=s0p.

Da expressao

o(X,Y®) = bgY ™ + b (X)Y VP 4oL b (X),
e da igualdade deg g(X,Y¥) = rep, obtemos entdo

deg(b;(X)Y ") = degb;(X) + (r — f)p < ro.

~ Assim, obtemos degbj(X) < jy, para j = 1,2,...,r, e, portanto, temos

»(g) < ¢. Analogamente, temos w(h) < . Isto prova que

o(f) > max{p(g),e(r)}. O

Teorema 0. Seja f(X,Y) € K[X,Y] um polinémio do tipo especial:

FIX,Y) = a¥ ™ +ay (X)Y ™ b dan(X); ai(X) € K[X] e ag€ K\{0}..
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‘4. Suponha que deg an(X) = m é relativamente primo com n e ainda que

m _ deg a.i(X)

n 2

, para i=12,...,n—1.
Entéo, o polinémio f(X,Y) é absolutamente irredutivel.
Demonstragao: Suponha que

X, Y)Y =g(X,¥) R(X,Y); ghe f[x, Y].

Com as notagbes ja introduzidas, temos

& (X
@(9)=max{ﬂw ‘j=1,2,---,r}= ; B<r<n
3

Gﬂ(h)=max{—k——— | k:112y---53}=%; 6s3<n‘7

onde o, 8,+v,6 € N.
Como m e n sio relativamente primos e das hipéteses feitas no enunciado

do teorema, concluimos (utilize que 8 < n e que § < n)

o(f) = ™ # max { x 1} = max{o(a), p(h)}.

Isto contradiz a afirmagioe provada acima. O

Exercicio. Seja f(X,Y) € K[X,Y] um polinémio do tipo especial como
acima (degy f{(X,Y) = n). Suponha que

_ degan_1{X)

n-1

MDC(degan_1(X), n—1)=1 e (f)
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Mostre que se f(X,Y) € K[X][Y] nfo tem raiz em K[X], entdo f(X,Y) é
irredutivel em K[X,Y].

Recordamos agora algumas propriedades basicas dos corpos finitos. De-
notaremos por F, o corpo finito com ¢ elementos, onde g é (necessariamente)
uma poténcia de um primo p. O corpo F, é o corpo de raizes (sobre Fp)

do polinémio X9 — X, assim temos que:
x1=1, VxeF,\ {0}

Denotaremos por Fy = F,\{0} o grupe multiplicativo do corpo Fy. O grupo
Fy € ciclico de ordem (g — 1), e entdo possui exatamente um subgrupo de
ordem m, para cada divisor m de (g — 1).

Dada uma extensdo de grau r de corpos finitos Fy-|Fy, seu grupo de
Galois é ciclico de ordem +. Um gerador deste grupo de Galois é o aufo-

morfismo o de Frobenius
o:Fgp = Fgr, o(x)=x%

Em particular, para a extensdo quadratica Fyzn|Fpn, temos que o tragco

(denotado T) e a norma (denotada N) sdo dados por

T(y)=y+ ypn, VyeFp

N(x)=xF7", ¥x € Fpn
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Observagdo: Para um polindémio absolutamente irredutivel fIX,Y) €
K[X,Y], definimos seu corpo de fungdes como sendo o corpo de fragbes
do dominio K [X, Y]/(f(X,Y)), onde (f(X,Y)) denota o ideal principal de
K[X,Y] gerado pelo polinémio £(X,Y). Estamos aqui interessados em de-
terminar cotas para #C(L), quando L é um corpo finito tal que K C I, C K.
Na verdade, as cotas determinadas neste livro sio cotas para o niimero de
lugares racionais (sobre o corpo finito L) do corpo de fungdes associado.
O conceito de curva algébrica é bem mais abrangente que o de curva plana
introduzido nesta segfio. Por exemplo, considere dois polinémios f; {X,Y,2)
e f2(X,Y, Z) € K[X,Y, Z] sem fator comum de grau estritamente positivo.

Associamos entio a tais polinémios hHi(X,Y, 2 ) e f2(X,Y, Z), o conjunto:

c=CE)={(xy,5) €K | i{(X,¥,2) = fo(x,y,2) = O}.

Tal conjunto C é uma curva algébrice. Para escolhas genéricas de f e fo, tal
curva € irredutivel e ndo-singular. Analogamente, para n € N, considere
(n — 1)- polindmios em n varidveis f1, fa,..., fn1 € K[X1,X2,...,Xn]
que sejam dois a dois relativamente primos. Novamente, para escolhas
genéricas de f1, fo,..., fn—1, associamos a curve algébrica C (irredutivel e
nao-singular) como abaixo:

C = C(K)

={(X1,Xg,...,xn) EEH |Vi,1§i$n—1, fi(xl,xz,...,xn)z[}}.,

As cotas determinadas neste livro para #C(L), onde L denota um corpo

finito, siio vélidas para as curvas algébricas (mais gerais) definidas acima.
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§2. Curvas Maximais

Seja C uma curve algébrica projetiva ndo-singular definida sobre um
corpo finito K = F. E um resultado profundo devido a Weil [18] que vale

g desigualdade seguinte:
#C(Fg) S 1+q+29/9 , *)

onde g denota o género da curva C.

Curvas para as quais a desigualdade em (*) é uma igualdade (neste
caso, a cardinalidade ¢ é um quadrado; i.e., ¢ = p?", n € N) sio chamadas
curvas mazimais (sobre F;). Por um resultado devido a Ihara [7], temos
que o género g de uma curva maximal sobre Fy (g um quadrado) satisfaz a
desigualdade

gs______\/&-(\f—l)‘ (**)

Equivalentemente, o resultado de Ihara afirma que:

Se g>-———, entio #HC(Fy) <1l+qg+29v4

O exemplo abaixo nos fornece uma situagio onde ambas desigualdades
(*) e (**) sio de fato igualdades. Em outras palavras, é um exemplo de

curva maximal com género maior possivel (segundo (**)).

Exemplo 1. (Curva de Hermite) Considere a curva projetiva ¢ associada

ao polinémio f(X,Y) abaixo:

(X Y)=YP +Y —x" ¢ FX,v],
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onde ¥y é o corpo finito de cardinalidade g = p**, com n € N.
O polindmio homogéneo associado F(X,Y, Z) é dado por (grau F = d =
1+p™)
F(X,Y,Z)=2 -YP 42" .y — X147,

Um célculo direto mostra que C' é ndo-singular; i.e., a implicagio em (1) é
satisfeita. Assim o género g da curva C é dado por

(@-1)@E-2) _p"(p"-1) _ valya-1)
2 2 2 )

Para a contagem dos pontos do conjunto C'(F,), olhamos primeiramente
para sua parte afim C,(Fy):
Ca(Fg) = {(x,y) € Fg x ¥y | f(x,y) = 0}

={{x,y) € Fy x F, | T(y) = N(x)},

onde 7 e N denotam o trago e a norma da extensdo F, | Fpn. Usando que
o trago e a norma tém como imagem o corpo Fyn; i.e., sao aplicagdes como

abaixo:

T: Fp?n — Fp'\ e N: Fp2n — Fp“v

e que o trago é uma aplicagiio sobrejetora Fpn-linear (em particular,

#T1(y) = p", Vy € Fpn), obtemos
#Ca(Fg) = > #{y € Fy | T(y) = x*7"}

XEF, .

= 3 #T (M)

x€F,;

2
:Epn: n_pn=p3n.
xeF,;
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Notando que (0: 1: 0) é o tnico ponto do infinito de € com relagao a

curva afim C,;, temos entdo que:
#C(Fy) = 1 +p*".
Um célculo direto mostra que também
14 g+20v/7 =14p%

Assim a curva ¢ é maximal sobre Fy(g = p?") ou seja, obtemos uma

igualdade em (*) para a curva C deste Exemplo 1.

Observagio: Uma outra maneira de verificar que a curva C considerada

no Exemplo 1 satisfaz (sendo g = ", ne N)
#C(Fq) =1 +p3n’

é a seguinte: Seja (x,y) € K x K, onde K = F,, um ponto da curva afim;
isto &,

yp" +y=xt"

. 2n .
Suponha que x € K; i.e, temos x? = x. Assim,

yPZn + ypn. _ (y,pn + y)pn - (x1+pn)pn — xp2n+pn — xl_l_pn _ ypn + y.

Vemos entio que yPh =y, ouseja, quey € Fy.
Para cada x € F,, existem exatamente p™ solugdes no fécho algébrico Fq

para a equa¢io polinomial

YP 4y =x1t,
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pois o polindmio Y?P" +¥ —x!*?" ¢ separdvel (i.e., tem rafzes distintas). Os
argumentos acima rnostram que qualquer soluciio y € Fq ¢ racional sobre
Fg; isto é, temos que y € F,. Para cada x € Fy (x percorre aqui um
conjunto de cardinalidade p®"), existem p™ elementos y em Fq tais que o
par (x,y) pertence a curva. Somando o ponto do infifiito a estes p3" pares

(x,y), concluimos

#C(Fg) = 14 p%".
Exercicio. Considere a curva projetiva C associada ao polinémio f(X,Y)
abaixo:

FXY)=YP 1Y —X™ e TF,X,Y],

onde ¢ = p?™ e onde m é um divisor préprio de (" + 1).
| a) Mostre que P = (1:0:0) é o tinico ponto no infinito da curva projetiva
associada C. Mostre que o ponto P é a tinica singularidade da curva C;
i.e., mostre que para (x,y,z) € FZ vale a implicagio seguinte (onde F

denota o polindmio homogéneo associado):
F(x,y,2) = Fx(x,y,2) = Fy(X,y,2) = Fz(x,y,2) = 0

= (x,y,2)=1(0,0,0) ou (x:y:z)=(1:0:0).

b) Seja H o (linico) subgrupo do grupo multiplicativo F; com ordem satis-

fazendo |H|=m - (p™ — 1). Mostre que:

mp"

XM = ™, Vx e HuU{0}
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¢) Copiando argumentos utilizados na observagao anterior, mostre que:
xeHU{0} e f(xy)=0 = yeF,

d) Conclua que a curva ¢ é maximal sobre Fy. Para isto, utilize que o

génere g da curva C é dado por

=si0)= &m0

Observacgao: A curva de Hermite é tinica no seguinte sentido. Se uma
curva algébrica é maximal sobre Fy(q = p?*, n € N) e de género ¢ satis-

fazendo

_ p"(p" - 1)
2 H)

ent&o esta curva € isomorfa a curva considerada no Exemplo 1. Isto é o

resultado central de [10].
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§3. A Cota de Serre

Vamos precisar aqui do conceito de inteiro algébrico. Um ntimero com-
plexo a € C é dito um inteiro algébrico se ele é raiz de um polindémio mdnico

de Z[t]; i.e., o elemento « satisfaz:
™+ a0 4 ta, =0, coma; €EZen € N.

A soma e o produto de inteiros algébricos sio ainda inteiros algébricos.
Um inteiro algébrico pertencente ao corpo dos nimeros racionais Q esta
necessariamente em Z.

Vamos precisar também da seguinte forma do teorema de Weil (equiva-

lente & desigualdade em (*}). Pare uma curva C de género g definida sobre

o corpo finito Fy, existem nimeros complezos a;, i=1,2, ... ,2g, tais que:
2g

#OF) =1+q¢~ > a;, (*1)
i=1

onde a; € inteiro algébrico satisfazendo |ei| = +/q. Mais ainda,

2¢
[Ta-at) e 2z
i=1
Note que o lado direito da desigualdade (*) & obtido a partir de (*1)
tomando a) = -+ = agg = -1
Embora néo serd usado explicitamente nestas notas, enfatizamos que os
~ inteiros algébricos @, i = 1,2,...,2g, sdo os inversos das raizes da Fungdo

_ Zeta associada a curva C.
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Podemos agora provar o seguinte teorema, devido a J.-P. Serre [12] Ele
representa um melhoramento da cota (*) quando a cardinalidade ¢ do corpo

finito n2o é um quadrado.

Teorema 1. (Cota de Serre). Para uma curva algébrica ndo-singular C de

género g definida sobre o corpo finito Fy, vale a desigualdade

#C(Fg) < 1+g+9-[2Vd],
onde [y] denota a parte inteira de vy € R.

Demonstracio: Como

2g

[[a-a) € 2zl

i=1
podemos reordenar os niimeros complexos ay,. .., ag, @gil,..., &gy de tal
forma que:

agri=a; , parai=1,2,...,9,
onde @; denota o complexo-conjugado de ;. Com esta reordenagio dos
inteiros algébricos a; e de [a;| = /g , obtemos’

Qgti = ai = ¢fa; .

Seja B; = a;+a;+[2/ql+1, parai=1,2,...,9. Como §; é um nimero
real e como |a; +&i| < |ai| + @] = 24/q, temos §; > 0. Observamos

também que 8;, para i=1,2,..., g, € um inteiro algébrico.
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Seja agora E = Qlo1, ag, .. g). Entéo E|Q é extensdio galoisiana,
2g
pois E € o corpo de raizes sobre Q do polindmio H(l — a;t) € Z[t]. Qual-

i=1
quer automorfismo ¢ desta extensdo E|Q induz entdo uma permutagio no

conjunto {ay,as,..., a2} Se o(a;) = aj, entdo temds
o{ay) = o{q/a;) = qfo(es) = q/a; = &;.
‘Assim, um automorfismo ¢ induz também uma permutacdo no conjunto
‘ g
{81,82,...,84}. Logo, o elemento H'B*' fica fixo por todos os automorfis-

i=1

mos da extensido £|Q, e consequentemente

Sendo um nimero racional e a0 mesmo tempo um inteiro algébrico, con-

cluimos que

Agora, de #; > 0, obtemos
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concluimos

i=1

g 9 ‘
g £ Y 8= ) (m+@m)+alv/a+g
i=1
2g
= Q) +al2val +g.
i=1

. Utilizando agora a igualdade (*,), obtemos finalmente

#C(Fy) < l+qg+92v4. O

Exercicio. Utilizando os mesmos argumentos da demonstragio do Teo-

rema 1 e substituindo g; (parai=1,2,...,9) por
Bi=—(ai+ @)+ [2va +1,

mostre que:

#C(Fg) > 1+q¢—g{2v4].

Tomemos, por exémplo, o caso ¢ = 8 e g = 3. Neste caso,

293> 16,97 e gl2y/q] =15

Assim, a cota do Teorema 1 é efetivamente menor que a cota na designaldade

(*) e, para uma curva C de género 3, temos

#C(Fg) <1+8+15=24.
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O exemplo seguinté mostra que a cota acima ¢é atingida.,
Exemplo 2. (Quértica de Klein). Considere a curva ¢ associada ao
polihémio
FXY)=Y>+X% +X e TFlX,v]
O polinémio F(X,Y, Z) hofnogéneo associado de grau 4 é
F(X,Y,Z)=ZY*+ X% + X723 € FslX,v,2Z].

Vemos entio que séo dois os pontos no infinito, a saber: os pontos (0:1:0)
e (1:0:0). E ficil verificar que a implicagdo (1) esta satisfeita neste caso
e, portanto, temos g = g(C) = 3.

Note que um ponto (x,y) da curva afim associada C, satisfaz:

x=0 & y=0.

Chamaremos este ponto (0,0) de origem. Multiplicando f(X,Y) por X8, -
obtemos

W34+ X" W+ X", onde W = X2.v.
Retirando 4 origem da curva afim Cg, podemos agora ver que:
3
}

= #{(x,w)eFsxFg|w+w+1=0}.

#CQ(FE)_ 1 = #{(X,W)ngXFslx?z

w+1

A dltima igualdade acima decorre de que x’ = 1, V¥ x € F3. Observando
que o polindmio W3 + W 41 tem trés raizes no corpo Fg, pois € irredutivel

em F3[W], concluimos

#{x,w)eFi xFg | w'+w+1=0}=7x3=21
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Somando a estas 21 solugdes, a origem e os dois pontos no infinito, obtemos

#C(Fg) =21+1+2=24.

Apresentamos agora uma prova do resultado de Ihara (desigualdade
(**)). Ele nos diz que se o género da curva é “grande” com relagao a

cardinalidade do corpo finito, entdo a curva nao é maximal.

Proposicao 2. O género g de uma curva maximal sobre F satisfaz:

g <Va-(Va-=1)/2

Demonstraggo: Vamos precisar do seguinte refinamento de (*;): Para -

uma curva C de género g definida sobre o corpo finito Fy, vale
2g .
#C(Fp)=1+g"-) of , VreN. (*:)
i=1 .

Apora, uma curva algébrica C' 'é maximal sobre o corpo finito Fy, se e
somente se o; = —./q ,Vi=1,2,...,2g. Entao, para tals curvas maxirnais,

temos (tomando r = 2)

2g
#C(Fp) =1 +q%— Za? =1+q% - 2gq.

i=1

Utilizando entdo a desigualdade ébvia abaixo:

#C(Fp) 2 #CO(Fy),
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e a hipétese que a curva C é maximal; i.e.,

#C(Fg) =1+ q+2g/q ,

conciuimos a desigualdade de Thara

¢ < VAWVI-V/2 = la-va). O

Exercicio. Seja € uma curva de género g atingindo a cota de Serre sobre

o corpo finito Fy; i.e,,
#C(Fy) =1+ g+ gl2v/7].
a) Com a notagfio do Teorema 1, mostre que:
Bi=1 Vi=12...,g.
Equivalentemente, vale a igualdadg
a;i +o; = —{2/4q], ¥i=12,...,9.

Dica: Utilize que a desigualdade entre média aritmética e geométrica é uma

igualdade se e s6 se temos 8; = By = - = §,,.

b) Seja v = [2,/q]. Mostre que:
012'*'512:72'“‘2(]: Vi=1,2,...,g.

Dica: Utilize o item a) e que «; - &@; = q.
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¢) Com argumentos andlogos aos utilizados na demonstragéo da desigual-

dade de Ihara (Proposi¢do 2), conclua

2
q°—gq 1
9% FiroTa S 3@+ va),

onde a ltima desigualdade acima decorre de computagdes simples.

d} Utilizando o item a), mostre que:

2gq :
Ha-at) = (@ +2vat+at?).
i=1
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§4. O Método de Stdhr-Voloch

Este método envolve a construcio de uma fungdo auziliar (em geral, esta
fung@o é obtida da equagio do hiperplanc osculante) que tenha zero de or-
dem “grande” em cada ponto do conjunto ¢ (Fy). Tlustraremos este método
usando o caso particular de curvas planas. Neste caso, ordem “grande” vai
significar ordem > 2. -

Vamos necessitar alguns conceitos antes de enunciar o teorema central
desta se¢io. Num ponto (x,y) da curva afim C, associada ao polindmio
F(X,Y) (ie., F(x,y) = 0), definimos reta tangente da curva em (x,y) como

sendo a reta dada pela equacéo linear
(X —xx(x,y) + (¥ - 9)fr(xy) =0 (2)
Note que o conceito de reta tangente s6 faz sentido se fx(x,¥) # 0 ou
fr(x,y) # 0; isto é, se o ponto (x,¥) nao é uma singularidade da curva
afim associada a f(X,Y).
Supomos agora que f(X,Y) € F,[X,Y] e escrevemos
f(X, Y)= Zainin, com e;; € .
ij '
Se (x,y) € C,, entdo (x7,y%) € C,. De fato, temos que:
feuy)=0 = f(xy%) = f(xy)?"=0.
A igualdade f(x9,y%) = f(x,y)? é verificada como abaixo:

f(x%,y%) = Z aix' Tyl = Za%xiqym
ilj

ilj

= (Z ayx'y?)9 = f(x,y)%

i,
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Utilizamos, para estabelecer as igualdades acima, que a?j = aij, Vi,5; €

ainda que

(wt+z)?=wi4z9, VYw,zcF, .

A fung@o auziliar h(X,Y) do polindmio (absolutamente irredutivel)

f(X,Y) € FylX,Y] é dada pela equagio
X, Y)=(X -XDNfx(X, V) + (¥ -YI)fy(X,Y), (3)

onde fx e fy denotam as derivadas parciais de f.

‘Note que o grau do polindmio h(X,Y) satisfaz:
deg(h) < deg(f) +¢— L.

Dados dois polindmios g¢1(X,Y) e g2(X,Y) € Fy[X,Y], escrevemos

aqui g1 = go (mod f) se existir polindmio g3 € Fy[X, Y] tal que:

g1~g2=f g3

Proposic¢ao 3. Seja h(X,Y) a fun¢do auxiliar do polinémio f(X,Y) como
definida pela Equagdo (3).

Se h=0{modf), entdo (fxxf& — 2fxyfxfy + fyvf%) = O(mod f).

Demonstragiio: A hipétese h = ({mod f) é equivalente a

(X - XOfx(X,¥) = —(¥ —Y)fy(X,Y).
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Multiplicando entdo o polinémio (fxxfE —2fxyfxfy + fryf%) por
(X — X9)2, obtemos

(X — XN [fxxff - 2fxvixfv + fyv 2]

=[(X - X% xx + 2X - XY - YYYfxy + (Y - Y2 fyy] - fz.
Logo, basta mostrar a validade da congruéncia seguinte:
(X - Xfxx +2(X = XY - Y fxy + (¥ — YO 2fpy =0.

Novamente da hipdtese A = 0 (mod f), obtemos que existe polinémio

g = 9(X,Y) tal que:
h=(X-XNfx+ ¥ -YNfy =5 g.
Derivando parcialmente ern relagé.o a X, temos
(X —XNfxx+fx+ ¥ ~YDfxy=fx g+ gx.

Em particular, multipl_icando por (X — X9),

(X =X fxx + (X = XY - YD fxy = (X - X fx{g - 1).
De maneira anéloga,

Y =Y fyy + (X = XY - YN fxy = (Y - YO fy(g— 1).
Somando as duas 1ltimas congruéncias acima, obtemos finalmente

(X—Xq)zfxx+2(X—Xq)(Y—Yq)fxy-l-(Y—Yq)zfyy = h-(g—l) =0. |:|
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Observagao: a) No caso em que a cardinalidade do corpo finito é uma
poténcia de 2 (i.e., ¢ = 2" com n € N), é facil verificar que o polinémio
(fxx L~ 2fxyfxfv + fyy f%) é identicamente nulo.

b) Se a funcdo auxiliar dada pela Equagio (3) satisfaz & = 0(mod f)
entdo, para todo (x,y) € F, x F, tal que f(x,y) = 0, vale que:

(x? - x) fx(x,¥) + (¥ - ¥)fr(xy) = 0.

Equivalentemente, em todo ponto (x,y) da curva afim C, associada a

F(X,Y), temos

(xq’ yq) € T(x,y) (Ca)1

onde T(x,y) denota a reta tangente (vide Equacdo (2}) no ponto (x,¥).

Dados dois polinémios f(X,Y), A(X,Y) e um ponto P = (x,y), denota-
mos por Z(P; f, k) a multiplicidade de intersegiio em P da curva associada
a f{(X,Y) com a curva associada a #(X,Y). Estaremos sempre supondo
que os polindmios f(X,Y) e A(X,Y) ndo tem fator comum de grau estrita-
mente positivo. A multiplicidade dg: intersecdo satisfaz entdo as seguintés
propriedades naturais:

a) I(P; f,h) e N.
b) Z(P; f,h) = 0 sc e s6 se f(x,y) # 0 ou h(x,y) # 0.
c) Se f(x,y) = h(x,y) = 0 e se as retas tangentes em P = (x,y) das curvas

determinadas por f(X,Y) e por h{X,Y) coincidem, entao

I(P;f,h) > 2.
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O teorema de Bezout afirma entdo que:

D I(Ps5,h) < (deg f) - (degh), (4)
P . .

onde P = (x,y) percorre os pontos do plano Fq X fq."
Podemos agora apresentar uma prova do resultado central desta segdo

(vide [16, Theorem: 0.1]).

Teorema 4. Seja Fy .um corpo finito cuja cardinalidade ¢ ndo é uma
poténcia do primo 2. Seja f(X,Y) € Fy4[X,Y] um polinémio absoluta-
mente irredutivel de grau d. Suponha que f(X,Y) nio divida o polinémio

(Fxxf$ = 2fxyfxfy + fry £%), entdo vale a desigualdade
1
#C(Fq) < 7¢- (d+q-1),
onde C' € a curva (projetiva} associada a f(X,Y).

Demonstragio: Por simplicidade, nos restringiremos aqui ao caso afim;
i.e., nfio trataremos com o polindmio homogéneo associado F(X,Y,Z) e
nem com a forma projetiva do teorema de Bezout (nesta versdo projetiva,
a Equagdo (4) é uma igualdade).

Segue da Proposigio 3 que o polinémio f(X,Y) também ndo divide
MX,Y)=(X-XNfx+(¥ -Y9fy ;ie, f(X,Y) e h(X, ¥) nio possuem
fator comum de gréu estritamente positivo.

Considere um ponto (x,y) € Fy x F, tal que f(x, y) = 0. Pela prépria
defini¢fo da fungdo auxiliar h(X,Y'), temos também Ah(x,y) = 0. A equagio
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da reta tangente em (x,y) da curva associada ao polindmio k(X,Y’) é dada

por (vide Equagio (2))
(X = )hx(x,y) + (¥ - y)hy(x,y) = 0.
Claramente,

hx(X,Y)=(X - XNfxx+fx+{¥ -Yfxy

Ry(X,Y)=(X = XOfxy + ¥ - YN fyy + fr.
Sendo (x,y) € Fy x Fg, vemos que:
hx(x, ¥} = fx(x,¥y) e hy(xy)=fr(xy).

Assim, as retas tangentes neste ponto (x,y) das curvas determinadas
por f(X,Y) e por h{X,Y) coincidem. Portanto, pela propriedade c) de

multiplicidade de interse¢io, temos
I(P;f,k) >2, VP=(xy)eF;xF,talque f(x,y)=0.

Concluimos entio que:
| 1
#CalFy) = #{(x,y) € Fg x Fg | f(x,y) =0} < 5 3 T(Pi £, h),
P

onde P percorre os pontos do plano Fy x _fq.

Finalmente, aplicando o teorema de Bezout (Equagio (4).'), obtemos

1 1 1
3 ZPZI(P;L h) < 5(deg f)- (degh) < zd-(d+q—1). O
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No caso de curvas de género g = 3 isto é, curvas planas C nao-singulares
associadas a polindmios f(X,Y) de grau d = 4, 0 Teorema 4 nos di a
seguinte cota: '

#C(F) < 2 +6.

O préximo exemplo nos oferece uma situacio onde a cota é atingida.

Exemplo 3: (Curva de Fermat) Considere a curva plana projetiva ¢ dada

pelo polinémio f(X,Y) € F13[X, Y] abaixo:
fXY)=wiXxt4 v+ w,

onde w € F3 € uma raiz terceira da unidade e ainda w # 1L
E direta a verificagdo que o polinémio homogéneo associado F(X,Y, Z )
satisfaz a implicagio (1) e, portanto, a curva associada a f (X,Y) é nio-
singular e de género g = 3. Os pontos no infinito sfo da forma (x : y : 0),
onde
wixt +yt=0.
Assim, os pontos no infinito podeni ser escritos na forma (x: 1:0), com

1
x4=——2:—w.
w

Logo, num ponto do infinito (x : 1: 0}, temos
x12= —wl= 11

Isto mostra que néo existem pontos do infinito da curva C no conjunto

C'(F13); equivalentemente, vale que:

#Q(Fla) = #Co(Fia).
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Se f(x,¥) =0 e x =0, obtemos

1 1
xt=—= e x12=——3=—1.
w w

Assim, se (X,y) € Cy(F13), entdox#0 e y#0.
Seja agora H = {1, w, w2} o tinico subgrupo de (F13)* de ordem |H| =3

‘e considere o homomorfismo ¢ sobrejetivo de grupos

: (F43)" = H

X X4.

Claramente, como o niicleo de ¢ é o ({inico) subgrupo de (F;3)* de ordem

igual a quatro, vemos que:
#o Y z) =4, VzeH. (5)

Seja (x,y) € Co(F13). Como x € Fi3 e como x # 0, temos entdo que
x' e H = {1,w,w?}.

Se x* = w?, temos

fEY)=wi+ryi+w=Y*42w.

4

Assim, ndo existem pontos (x,¥) € Co(F13) com x? = w? (utilize aqui a

equacio w2 +w+ 1=0e que y* € H).
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Se x* = 1, obtemos

fY)=w2+vi4w,

Assim, os pontos (x,y) € Cy(F13) com x* = 1 satisfazem tarnbém yt=1.

Se x* = w, obtemos
fEY)=wl+Yitw=14+Y"+w.
Assim, os pontos (X,y) € Cq(F13) com x* = w satisfazem y? = w2.
A conclusio é entdo que C;(F13) é a unifio dos conjuntos Oy e C\y abaixo:
Ci={xy)|x*=y'=1} e Cw={(xy)|x'=wey*=w}
Como, utilizando a igualdade (%), temos
#C1 = #Cyw = 186,

concluimos #C(F13) = #C,(F13) = 32 = 2.13 +6.
Deixamos ao leitor a verificagfio de que o polindémio F(X,Y) considerado -

neste Exemplo 3 néo divide o polinémio abaixo:

fxxfe —2fxvixfy + frvis .

O exercicio seguinte nos fornece um outro exemplo onde a cota no Teo-

rema 4 é atingida.

Exercicio. Considere a curva ¢ associada a
X, Y)=X*+v*-2 e Fyx,Y].

a) Mostre que g(C) =3 e #C(F5)=16=2-5+6.

b) Mostre que as hipéteses do Teorema 4 estéio satisfeitas.
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§5. O Método de Serre

Este método é conhecido como férmulas explicitas (vide [13]). Sera con-
veniente introduzir a notagdo seguinte: Para uma curva C definida sobre o

corpo finito Fg, denotamos
Nr = #C(qu)

Na demonstragéo da Proposigio 2 (desigualdade de Ihara) usamos a de-
sigualdade dbvia Ns > N1; 0 método de Serre explora o fato que Ny > Ny,
Vr e N.

Estaremos interessados aqui em polindmios nao-nulos ¥(t) a coeficientes

reais positivos. Escrevermos

m

()= ot” € R[], (6)

r=1

onde ¢, é um numero real positivo; i.e., ¢ > 0.

A um tal polinémio ¥(#), associamos a funcao racional f(t) € R(t) abaixo:
£(t) = 14+ 0(t) + T(t 1)
Note que v = 0 é o tnico polo afim desta fungao f(¢). Note também que:
f(v)eR, VyeC com |v| = 1.

Isto decorre do fato que para nimeros cornplexos v € C com |y| = 1, temos

1

¥ == v~1, e da hipdtese que o polinémio ¥(t) tem coeficientes reais.

Enunciamos agora o teorema (férmulas explicitas) devido a J.-P. Serre.
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Teorema 5. Seja ¥(t) € Rit| um polinémio nio-nulo a coeficientes reais

positivos. Suponha que a fungio racional £(t) associada a T (),
£(t) = 14 () + T(t7Y),

satisfaga: ¥y € C com |y| = 1, temos f(v) > 0.
Entdo, para uma curva nio-singular C definida sobre F,, vale

g + )
(q71/2) © ¥(g~1/2)

#C(F,) < 3 +1,

onde g denota o género da curva C.

Demonstragio: Observamos inicialmente que ¥(¢~%/2) > 0, pois U(t) é
um polindmio néo-nulo a coeficientes reais positivos; i.e., usando a notagio
em (6) acima, temos que existe r € {1,2, ...,m} tal que ¢, > 0. De maneira
analoga, vemos que ¥(g'/2) > 0.

A igualdade (*;) diz que:

g
N.=1+4q4" - E (a;?+a;‘),
, i=1
onde ordenamos 0s nimeros complexos aj, ..., g, como na demonstragio
do Teorerna 1.

Multiplicando por ¢~ /2, obtemos

Npg/2 = g~r/2 4 g2 _ zg: [(aiq—llz)’” " (aiq—llz)’] '

f=]
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Denotando ; = a,-q_l/z, temos ]’h‘| =1le
. ‘
Neg =g g PN g ). - (7)
i=1

Multiplicando a igualdade (7) por ¢, € somando estas equagoes, para

r=1,2,...,m, obtemos

m . g
Y Neerg =07 A+ () +9 - D E(m),
r=1 . )

i=1

onde f(¢) é a fungao racional associada a ¥(t).
Somando N1¥(¢g~1/2) a ambos os lados, podemos reescrever a igualdade

anterior na forma:
NiO(q7V?) = (¢ + T(¢%) + g - R,

g m
onde R =: E f(’)‘l) + Z(Nr - Nl)c,rq_r/2.
r=1

gz==]
Por hipétese temos que f(v;) > 0,Vi=1,2,...,9,e,parar = 1,2,...,m,
vale que ¢, > 0. Usando agora o fato (6bvio) que N, > N1, concluimos que

R > 0. Consequentemente,
Mg ) < B(g7 ) + U(¢/?) +4. O
Denotamos por

Ng(g) = max{#C(F,) | 9(C) = g}.
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Isto é, N4(g) é o nimero maximo de pontos racionais sobre o corpo finito
Fy que uma curva algébrica ndo-singular C de género igual a g pode ter.

Uma curva C' de género g é dita otimal se

#C(Fg) = Ny(g).

Claramente, as curvas consideradas nos Exemplos 1 e 2 séo curvas oti-
mais. No exemplo seguinte apresentamos outra curva otimal, utilizando
agora 0 método das férmulas explicitas. Este exemplo corresponde 4 curva

de Deligne-Lusztig [2] associada ao grupo de Suzuki.

Exemplo 4. (Curva de Suzuki) Considere a curva projetiva C associada

ao polinémio f(X,Y) abaixo:
FXY)=Y1-Y - X®(X7-X) € F,lX,v],
onde g = 2%¢t1 ¢ g4 = 9¢ (e € N).
O polindmio F(X,Y, Z) homogéneo associado é dado por
F(X,Y,2)=Y9Z% — yz7H0~1 _ ydot+q 4 xaotlze-l
Assim, (x : y : z) = (0 : 1 : 0) é o finico ponto no infinito da curva C.
Também, ele é o {inico ponto singular de C; i.e., temos
F(x,y,2) = Fx(x,y,2) = Fy(x,y,%) = Fz(x,y,z) = 0
= x=y=2z=0 ou (x:y:z)=(0:1:0).
E possivel mostrar que o polindémio f{X,Y) é absolutamente irredutivel

€ que o género g da curva C é dado por

. /
g=g(o)'=qo-(q~1)=?;—;(q—1). ®)
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Claramente, a curva afim associada C, passa por todos os pontos (x,y) do

plano finito Fy x F,. Somando o ponto do infinito, obtemos
#C(F,) =* + 1.

Seja ¢ = 2%¢tl ¢ gy = 2%, onde e € N. Vamos mostrar que a curva
C deste Exemplo 4 é otimal. Para isso, mostramos abaixo (via férmulas
explicitas) que o nimero N; de pontos racionais sobre F, de uma curva

néo-singular qualquer, de género g dado pela férmula (8), satisfaz:
Ny <1+4%

Considere o polinémio ¥(t) € R[t] dado por

‘]}(t)=-—1~-t+-l—-t2.

75t g ®)

Para um nimero complexo v € C com |y} = 1, escrevemos v = e =
cos§ + isend (onde i = —1). A fungfo racional f(t) = 1+ ¥(t) + T(t~1)
calculada nestes valores v € C, é entao:

' 1 1, 1 . ) 1
F — L —i6 4 240 - .
() =1+ 75 +et + 73 + e 1+\/§c039+260529

Usando que cos 28 = 2 cos? ¢ — 1, concluimos

2
f(v) = (% +cos€) > 0.

Segue agora do Teorema 5, a desigualdade abaijxo:

9 T(q*/?)

<
NS g Y aEon)

+1,




e

41

onde o género g é dado pela férmula (8) e o polindmio ¥(t) é escolhido
como em (9). '

Basta entdo mostrar a igualdade

g T(q!/?)
V(g—1/2) * U(g—1/2)

+1 = ¢*+1,

ou, equivalentemente, a igualdade
g+ w(ql/Z) — q2 . \I’(q_1/2).

Esta ultima igualdade segue das seguintes computacdes:

1/2 1/2
q q q
9+'I'(ql/2)= _\/‘ﬁ_(q—l)+—'\/—-2—"+z

3/2

[~}

+

—1/2 -1
(5
V2 4

— q2 . ‘I’(q_l/2).

él
a ey

Exercicio. Seja C a curva projetiva considerada no Exemplo 4. Utilizando

as notagoes da demonstragio do Teorema 5, mostre

a) Na=Nyef(y;)=0,¥=12,...,0

b) Escrevendo v; = cos8; +isend; e utilizando que f(v;) = (715 + cos 8;)2,
conclua que

~1/2 1 .1
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. . 1/2
Logo, temos (o + ;) = ~2 - L= = —2qo.
c) Verifique agora que:
2¢
[[a-a) = (1+2g0t+a?)".
i=1 o

- Observacao: Escrevendo v = ¥ = cos# + isen§, para um niimero com-
plexo v com |y| = 1 e, por abuso de linguagem, denotando f(§) = f(e®?),
temos que a fungdo racional f(¢) associada ao polinémio ¥(t) dado pela

Equagio (6) satisfaz:

. m
f(e) =1+ ZQC,. cosrd.
r=]
Uma maneira, muitas vezes conveniente, de escolher a fung¢fo racional
f(t) satisfazendo as hipéteses no Teorema 5, serd tomando o polinémio

trigonométrico f(#) na forma abaixo:

f0)=b"1 (1+2- 3  bncosnd)?,
n>1

onde by ER, by >0 eb=1+2-> b2 .

n>1
Para curvas algébricas €' definidas sobre o corpo finito com dois elemen-

tos Fo , a cota de Serre do Teorema 1 nos da:

#C(Fg) S 2g -+ 3.
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A escolha by = 1; by = 0,7, 63=0,2eb, =0, Vn > 4, nos da:
#C(F2) < 0,839 + 5, 35.

Para curvas C de género g = 3, temos entdo
#C(F2) < 7,84 e logo, #C(Fa) <T.

A escolha by = 1; by = 0,8; b3 = 0,6; by = 0,4; b5 = 0,1 e b, = 0,

Yn > 6, nos d4:
#C(F2) <0,62729 + 9, 562.

As cotas obtidas acima para #C(Fq), usando o método das férmulas
explicitas, s@o atingidas para certos valores do género g. No entanto, para
g 2 5, é muito dificil determinar os polinémios que dio origem a tais curvas

otimais. O exercicio seguinte determina uma tal curva otimal sobre F2 no

caso de género g = 3.

Exercicio. Considere a curva projetiva C associada ao polinémio f(X,Y) €

Fq[X, Y] abaixo:
XY =X 4+ + X + X2+ v+ X2 1 X2 + XY2

a) Mostre que a curva €' é nio-singular e conclua que esta curva tem género
9=23

b) Mostre que a curva C tem 3 pontos no infinito e que
f(x! Y) = 0’ V(x, }") e F2 X F2,

Conclua entio que #C(F3) = 7.
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Cota superior para o nimeroc N de pontos

racionais sobre Fy de curvas de género g

1718 19]20{21(|22|23|24(25(26 |27 |28 (2930 31 |32
18(19(20(21)21|22 (23123 |24 (2525|2627 (27|28 |29
3334|3536 (37(38]39|40(41 (42|43 |44 |45]|46| 47 |48
29|30(31(3L]32|33|33|34|3535|36|37(|37|38|38/[39

49|50 | 51|52 (53|64 {6556 (57|58 |59 (60[61|62| 63 |64
40 | 40| 41|42 (42|43 |43 |44 (45|45 |46 }47 47|48 48 |49

65|66 67|68 69|70 |71 |72}73| 74| 75|76 |77 | 78| 79 | 20
50|50 (51|51 52|53 |53)|54|54|55|56|56|67|57| 58 |59
818283848586 (87|83|89!900]|91]|92(93|94] 95 |96
50160(60|61|62162|63|63|64]65|65|66(66]67| 68 |68
97198 [ 99 {100]101]102{103{104]105(106{107]108(109[110|111 |112
6060|7070 | 71|72 |72 73| 73|74|7B{TE(T6|76| 7T |77
113|1114{115(116|1171118[119(120] ... .o ¥ e " ver v e e

78|TO|7O(80}80)81 |82 |82 ... ...,

Zaolze|ze| el zej2e| 2|2y
in ia O A HiAa A A B ia B

A tabela acima aparece em [14]. As cotas superiores foram obtidas us-

ando “férmulas explicitas” e os polindmios trigonométricos de Oesterlé.
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§6. A Cota Assintética de Drinfeld-Viadut

Denotando, como na se¢do anterior, por N,(g) o niimero maximo de
pontos racionais sobre F, de curvas algébricas nio-singulares de género a

a desigualdade de Thara (Proposicio 2) afirma que:

q—q'/?

Se g> 5

, entdo Nglg)<1l+q+2¢/7 .

Este resultado assegura que se o género g da curva é “grande” com relagio
a cardinalidade ¢ do corpo finito, entao o niimero de seus pontos racionais
€ estritamente menor que a cota superior de Weil. Fixando o corpo finito
Fy, queremos aqui estudar o comportamento de N,(g) quando o género g

da curva vai aumentando. Para isto, introduzimos a notagfio seguinte:

A(g) = limsup _N..;_(gﬂ.

g—oe g
Pelo Teorema 1 (Cota de Serre), temos
Aq) < [2v4]

Esta cota para A(g) foi melhorada por Ihara [7}, que obteve:

A@) < 5 (VETFT-1).

O préximo teorema, devido a Drinfeld-Viadut [3], foi obtido através de
refinamentos de idéias de Ihara. Ele nos d4 a melhor cota superior atual-

mente conhecida para estimar A(q).
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Teorema 6. (Cota Assintdtica) Com as notagdes acima, temos

Alg) < Vg- 1

Demonstragao: Utilizaremos aqui também o método das férmulas explicitas.
Para cada m € N, consideramos o polindmio ¥, (t):
m m
Un(t) =Y ct"=> (1~ —)t

Pl r=1

Note que deg(¥,,) = (m — 1). Para t # 1, podemos reescrever

Un(t) = (t__tl)Q-(tm_l+1—t). (io)

m

De fato, a igualdade (10) é equivalente a ignaldade abaixo:

1, 1
(t—1)2 Z(l —t™ — i (1~ ).

r=1

Para verificar a validade desta Gltima igualdade, escrevemos

m-—1 r m
2%+ Y (- iTh = > bt
m

r=1 j=0

Claramente, temos que :

bo=(1~%); bl=(l-%)—2(1—i-)=—1;
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m—2 m—1 m—1
oy = (1 — — =) 2(1 - 22y =
m—1 = ( —) -2 ——)=0 e
Entdo, para completar a prova da validade de (10), basta verificar que
b; = 0 para cada j tal que 2 < j < m ~ 2, De fato, para 2 < 7 < m — 2,
. temos
j—1 J i+l
bi=(1-21"y_201- 2L 1T
== 2a- Ly ra- 1 g

Agora, as seguintes ignaldades podem ser facilmente verificadas:

t _ 1 _ -1

t-12 = @¢1-12  @¢-DEl-1)

Destas igualdades e de computagdes simples, segue

t tmo1, ! T -1 2 (" +tT™)
(t—12 m (t~1-1)2 m C om(t-1)@E - 1)

Usando (10), obtemos

fm(t) = 1+ T (t) + T (t7Y)

t tm—1 . t! ™1 1
= — (I 1% 1—¢t~
1"_(72—1)2( m + )+(t~1—1)2( + )
¢ -1 1 tTm—1

- + B
(t—-1)2 m (¢71-1)2 m
‘Obtemos entio a seguinte expressio para £, (t): _

2-(@™+t™™)
m(t—1)(t"1 - 1) (11)

fm(t) =
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Para niimeros complexos y # 1 com |v| == 1, temos que (y—1)-(y "1 ~1)

1

é um nimero real estritamente positivo; isto decorre da igualdade y~=1 = 7.

Assim, o valor de fi,(f) no ponto t = v (i.e., fi,(7)) estd bem definido e

2-("+T") _2-("+I)
m(y - Dy1-1) m |y — 11

frly) =

Claramente, temos (v™ +5™) € R. Sendo |y| = 1, obtemos [y™| =1 e

entdo

Y™+ <+ =1+ 1=2

Assim, o ndmero real (v™ + y~™) estd no intervalo fechado [-2, 2]; istoé,
-2<(vm+yT™ <2
Concluimos que a fungéo racional f,,(t) dada pela Expressdo (11) satisfaz:
fm(v) >0, ¥ye€C com |y|=1.

Podemos agora aplicar o Teorema 5 obtendo entdo, para cadam € N, a

desigualdade:

Ny(g) < 1 + _1_ (Mi% + 1) . | (12)

g T Un(aV?) g \Tnm(el/?

Da Expressao (10), vemos que:

lim () = (Va1

m—ro0
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Assim para qualquer mimero real ¢ > 0, podemos escolher um ndmero

natural n = n(e) tal que

Tala ™) < (VI-1)+e/2

Fixado o nimero natural n = n(e), para cada valor de & > 0, podemos

escolher gg = go(e) tal que

1 ‘I’n(qlm) &
- = 4 — Yg > .

Utilizando a desigualdade (12), concluimos: para cada valor de ¢ > 0,

existe go = go(e) tal que

Ng(g) < (\/_,,1).4_.;_4_%:(\/6—1)“}'6, Vg > g0 -

Isto mostra que:

M2 < (va-1. o

lim sup
g—oe

Observagao: Quando a cardinalidade g ¢ um quadrado, Thara [7] demon-

stra a igualdade
Alg) =+q -1

Esta demonstragdo utiliza técnicas sofisticadas da Geometria Algébrica,
particulamente a Teoria de Curvas Modulares. Recentemente (vide [5]),
foi conseguida uma prova mais elementar para esta igualdade (g sendo um

quadrado).
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Quando a cardinalidade ¢ nao é um quadrado, néio é conhecido até agora
o valor exato de A(g}. No entanto, utilizando a Teoria de Corpos de Classes,

J.-P. Serre demonstra que
Ag) > 0, Vq.

A igualdade A(q) = /@ — 1 é béasica para a prova do famoso teorema
de Tsfasman, Vladut e Zink {17] que assegura a existéncia de sequéncias de
cddigos lineares sobre Fy, para ¢ quadrado e ¢ > 49, que sdo melhores que

. a cota de Gilbert-Varshamov.
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