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Introducdo ao Teorema de Nash-Moser

INTRODUGAO

Em 1956 John Nash [N] descobriu um novo tipo de Teorema da Fungio Inversa e aplicou-o
com sucesso na demonstragao do seu famoso resultado sobre imersdes 1sométricas. O teorema
cldssico da Fungio Inversa, conseqiiéncia do principio da contragio e vélido em espagos de
Banach, permite obter a solugio considerada por meio de aproximagdes sucessivas. Isto
requer que a operagio que determina a seguinte aproximacio a partir da anterior preserve
o espago onde ocorre a convergéncia. Quando a equagio a ser resolvida € uma equagio
diferencial parcial {a principio nfio linear), os espagos naturais medem o mimero de derivadas
{isto é, o tamanho da derivada de maior ordem) que uma fungfio possui em um espago
de Banach fixo usado come base (é o caso dos espagos de Sobolev, de Holder, ete.). No
esquema cldssico de aproximagiio (aparte da honrosa excegio dos problemas elipticos) hd uma
perda liquida de derivadas em cada nova aproximac8o e esta reiterada perda de regularidade
impede que um espago fixo contenha a seqiléncia, que ndo pode assim ser convergente. A
notdvel idéia de Nash consitiu em: 1) partir do método de Newton para aproximagio de rafzes
de uma equaciio, cuja estimativa quadritica do erro das aproximagdes sucesssivas garante
urna convergéncia extremamente répida no caso classico; ii) modificar o esquema de Newton
utilizando operadores de regularizagfio que compensem as derivadas perdidas a cada passo;
iii) mostrar que a rdpida convergéncia fornecida pela estimagiio quadrdtica do erro ¢ suficiente

para controlar o erro adicional introduzido pelos operadores de regularizagao.

Alguns anos mais tarde Jiirgen Moser [M1, M2] sintetizou os principios basicos que
operam nios bastidores da intrineada demonstragio do teorema de Nash, obtendo um teorema
abstrato em escalas de espagos de Banach de grande alcance e vasta aplicabilidade.

Em 1989, trinta e trés anos depois da publicacio do resultado de Nash, P. Giinther [Gu]
mostrou que uma engenhosa modificagio das equagdes relativas ao problema especifico do
mergulho isométrico permite reduzi-lo a um sisterna que se resolve pelo simples expediente do
principio da contragio. Na verdade, o sofisticado e corajoso esquema de Nash era dispensavel
para resolver este problema!

Mas a histéria da matemdtica das trés dltimas décadas ji tinha mudado. Nesse lapso,
numerosas aplicagdes tinham ocorrido em diversas dreas, muitas delas originadas em proble-
mas geométricos, mostrando a versatilidade do método. Podemos mencionar, entre outras,

as aplicagdes de Nash [N] e Jacobowitz [J1] a imersdes isométricas, de Moser e Zehnder [7)
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a problemas de pequenos divisores, de Hérmander [H1] & problemas em gravitagio, de Beale
(B] & existéncia de ondas solitérias na dgua, de Schaeffer [S1, 52] a problemas em eletromag-
netismo, de Kuranishi [K1, K2] e Akahori [A] ao problema do mergulho local de estruturas
CR fortemente pseudo-convexas. Em 1982 Richard Hamilton [Ha] publicou um importante
trabalho de mais de 150 pﬁginas, quase que um tratado, onde a teoria é cuidadosamente
exposta incluindo aplicagdes, o qual passou a ser desde entéio referéncia obrigatéria. A énfase
€ no célculo manso na categoria dos espagos de Fréchet, que corresponde a procurar solugdes
de classe €°° partindo de dados ¢°°.

Recentemente tem surgido numerosas novas aplicagées do esquema de Nash-Moser, tanto
no tratamento de equagdes néio lineares associadas a problemas da geometria diferencial
quanto na teoria geral da resolubilidade local de equagdes néo lineares. Por exemplo, Good-
man e Yang [G-Y] estenderam o teorema. de resolubilidade local de Hoérmander, vilido para
equagbes lineares de tipo principal real ao caso néo linear. Equagdes desta natureza aparecem
no problema de achar uma estrutura Riemanniana numa variedade tridimensional com tensor
de curvatura prescrito [D-Y] ou no problema de mergulhar localmente em R* uma variedade
Riemanniana de dimensio dois com curvatura prescrita [L1, L2]. No caso de equagBes com-
plexas néo lineares muito pouco sabe-se ainda, mas em duas varidveis [D, A-H] é possivel
usar o teorema de Nash-Moser para provar resolubilidade. A existéncia de solugdes locais de
classe C° para a equagéio de Monge-Ampére [H-Z] é outra instancia do alcance da teoria de.
Nash-Moser. Mesmo em problemas lineares a teoria pode ser aplicada com sucesso, parti-
cularmente em problemas de integrabilidade local de estruturas involutivas [A, K1, K2, W1,
W2, H-M].

Estas notas dividem-se em quatro capftulos e pretendem apenas indicar algumas técnicas
basicas para a utilizagio do método e suas variagies. Cada capitulo consta de uma breve
introdugiio onde se descreve seu contetido. No primeiro capitulo, prova-se a convergéncia
do esquema de Nash-Moser, cuja forma simples e objetiva presta-se a diversas modificagtes,
necessdrias nas aplicagdes que s6 verificam as hipéteses do teorema de forma aproximada. Este
capitulo inclui uma aplicagio muito simples — cuja tnica virtude é itustrar o funcionamento
do teorema em uma situagiio onde a verificacio da hipdteses consegue-se sem maior esforgo—
e termina discutindo até que ponto é possivel substituir estimativas submansas no lugar de

estimativas mansas para uma inversa & direita da derivada do operador em estudo.

As escalas mansas de espagos de Banach sfo o habitat natural do esquemna de Nash-

Moser e o segundo capftulo estuda duas importantes escalas mansas: os espagos de Sobolev
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e os espagos de Hélder. O leitor encontrard 1i as estimativas mansas que é preciso utilizar
nas aplicagBes e algumas referéncias adicionais sobre este extenso assunto.

No terceiro capitulo apresentamos trés aplicagdes. A primeira é o belissimo teorema de
Nash que, como era de se esperar, resulta de uma aplicagiio direta da teoria. A segundac a
terceira lidam com situagbes onde ndo ¢ possivel aplicar o tcorema bdsico e é precisamente
nisto que reside seu interesse — ilustram modificagSes do método quando as hipdteses do
teorema verificam-se apenas aproximadamente.

A maleabilidade e facilidade de aplicagiio do esquema simplificado de Nash-Moser tem
um custo: ndo fornece, em geral, solugdes com a melhor regularidade possivel, perdendo
mais derivadas do que o necessdrio. Recentemente, Lars Hormander [H2] introduziu uma
variagio do esquermna de Nash (mais proximo do esquema original de Nash que da variagéo de
Moser) onde se exploram tanto a compacidade das escalas como as técnicas de decomposigio
diddica usadas em Andlise Harménica e fundamentais no cilculo paradiferencial de Bony [Bo].

No capitulo quarto descrevemos o esquema de Nash-Hormander com detalhe, obtendo um
teorema que aplicado ao problema da imersio dd a melhor regularidade conhecida: mergulhos
de classe de Holder A* quando a métrica é de classe A%, para todo a > 2, resultado devido
originalmente a Jacobowitz [J1].

Parte dos tépicos destas notas foram lecionados por um dos autores em um curso regu-
lar do Programa de Doutorado da UFPE, ¢ qual deseja agradecer a todos seus alunos pela
paciéncia demonstrada, e particularmente a Maria Euldlia Moraes Melo, cujos apontamentos
contribufram para a redagio destas notas. Ambos autores agradecem aoc Programa de Verao
1993 do Departamento de Matemdtica da UFPE — que fez possivel que o autor da outra
instituicdo visitasse o Recife durante janeirc e fevereiro de 1993, facilitando seu trabalho —
e & Comissao Organizadora do 192 Coléquio Brasileiro de Matematica pela oportunidade
oferecida. Chegamos agora aquele ponto, hoje em vias de extingdo, em que tradicional-
mente acostumava-se agradecer a alguém “pelo esmerado servigo de datilografia” e que vem
sendo vertiginosamente substituido por férmulas menos obsoletas. Consignamos ent&o nossos

agradecimentos ao chip Intel 80386 e a Donald Knuth pela criagio do TEX.
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CAPITULO I

Neste capitulo comegamos lembrando o método de Newton para aproximar raizes de
uma equacio. Em sepguida, definimos escalas mansas de espagos de Banach e aproximagtes
da identidade e provamos as propiedades de convexidade utilizadas na teoria. Nos §3 e §4
o teorema de Nash-Moser é enunciado e demonstrado, cabendo 4 segunda destas segdes a
parte que se refere is solugbes infinitamente regulares quando o membro direito da equagéo é
infinitamente regular. Para isto seguimos o método de Sergeraert [Ser]. No §5 estudamos uma
equagdio diferencial parcial nfo linear no toro, onde é ficil construir escalas mansas usando
séries de Fourier. Embora tudo seja muito simples, o exemplo ji permite ilustrar a utilidade
das propriedades de convexidade e interpolagfio das normas, ¢ como agir indutivamente para
obter estimativas mansas. No §6 discutimos a possibilidade de relaxar as estimativas mansas
para a inversa 4 direita da derivada do operador em estudo, apresentamos uma extensdo valida
para estimativas submansas para r < 2 (o caso manso corresponde a r < 1) e mostramos com

um contra-exemplo a impossibilidade de obter o mesmo resultado se r > 2.

1. O método de Newton

Comegaremos por lembrar o método de Newton para aproximar uma raiz de uma fungio real
duas vezes diferencidvel definida em R. Seja f : R — R de classe C? e suponhamos que

exista uma constante positiva C' > 0 tal que

F@lzg, ek, )
'@l <C, =zeR,

onde f' e f" sdo as derivadas de f. E claro que a primeira condigio obriga f a ter, de
fato, um zero. Com efeito, f' nio pode trocar de sinal e podemoas supor, por exemplo, que
f'(z) € =1/C e f(0) > 0. Entio, f(z) — f(0) £ —(1/C)z que resulta menor que —f(0) para
z > 0 suficientemente grande tornando f(z) < 0 o que permite concluir que f tem um zero
no intervalo [0,z]. Entretanto, este raciocinio simples d4 uma informagio muito vaga sobre
a localizagio do zero de f: o zero pertence ao intervalo [0,z], onde z = C'f(0) e isto é tudo,
embora a precisio melhore quanto menor for |f(0)]. O raciccinio anterior tem a seguinte
interpretagdo geométrica: o grifico de f & direita da origem fica por baixo da reta que passa

pelo ponto de coordenadas (0, f(0)) com declividade —1/C. Esta reta intercepta o eixo das
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abscissas no ponto x = Cf(0). O primeiro passo do método de Newton consiste em substituir
a reta descrita anteriormente pela reta que passa pelo mesmo ponto (0, f(0)) mas, desta vez,
com declividade f’(0). Desta forma obtemos um ponto z; na interse¢io com o eixo . Agora
reiteramos o processo a partir do ponto z, para obter um ponto r; e assim por diante. A

seqiiéncia assim definida verifica entio

'170:0:

1 1.2
Tpil = Ty — __f(mn), n= 0, 1, e ( )

f'(za)

Estudemos a convergéncia da seqiiéncia. Pela férmula de Taylor temos

F@ng1) = flzn) + F(@n)(Eat1 — 22} + Ro(Tn, Tng)
= O(len+1 — zal*) (1.3)

onde usamos (1.2) para observar que os dois primeiros termos do membro direito cancelam-se
mutuamente, e (1.1) para estimar o resto Rz. Também segue de (1.1) e (1.2) que |zpq1—2,] <
C|f(zx)l, 0 que combinado com a estimativa anterior fornece

2
r$n+1_$nlsclxn“'$n—ll ) n=12,...
Se escrevermos |z, | = L teremos imediatamente por indugdo que
n_ L}
r:tn.].l - :ltnl _<_ 02 le .

Vemos entéo que se CL < 1 a seqiiéncia (zn) serd uma seqiiéncia de Cauchy. Considerando
que [z1] = |f(z0)/f'(zo)| < C|f(z0)| bastard supor que |f(zy)] < 1/C? para garantir que
CL < 1, isto ¢, se no primeiro ponto zp da seqiiéneia a fungfo assumir um valor suficien-
temente pequeno, o método fornecerd uma seqiiéncia convergente. Em virtude de (1.3), 0
limite é necessariamente um zero de f.E importante notar que a velocidade da convergéneia
¢ bastante rdpida, ji que a distancia entre termos consecutivos [Tn41 ~ #n| é estimada pela
poténcia de uma base fixa menor que 1, com expoente 27,

Grande parte do que foi feito no caso de uma fungio f definida de R em R aplica-se
quase sem modificacdes ao caso de uma aplicagiio entre dois espacos normados completos,
trocando-se o valor absoluto pela normas correspondentes. Um exemplo tipico é o seguinte,
Seja X = CF™ (o espago de Banach das fungdes k + m vezes continuas e limitadamente

2
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diferencidveis em RY com a norma do supremo da funciio e suas derivadas de ordem até
k +m) e seja ¥ = C*, Um operador néo linear de ordem m, 7 : X — ¥ ¢ uma aplicacao da

forma

Fulz) = F(z,u,...,D%,...), || € m, (1.4)

onde F' ¢ uma funcio infinitamente diferencidvel de todos seus argumentos. Digamos que
estamos interessados em encontrar uma funcio u(z) que verifique a equagio Fu = 0. Para
aplicar o esquema de Newton a esta situagfio devemos considerar uma seqiiéncia (un) definida

indutivamente por meio de
Ungt =t — [F ()] (Flun)), n=0,1,...

onde F'(ug) € L(X,Y) (espaco das transformagdes lineares limitadas de X em Y). No
entanto, para que o método funcione devemos exigir que [F'(u,)]™' pertenga a L(Y,X).
Infelizmente, esta exigéncia é raramente satisfeita por operadores diferenciais (1.4). Com
excecdo dos operadores elipticos, mesmo quando F'(u,) € injetivo, a inversa [F(u,)]™! nio
é continua. Mais precisamente, se pensamos em Y como um espago de fungSes que possuem
k derivadas, podemos ver o operador F de ordem m como uma aplicagio que “perde” m
derivadas. Se, como foi dito, & verdade que em geral [F "(uq )] nio recupera as m derivadas
perdidas por F, acontece com freqiiéncia que [F'(un)]™"! recupera pelo memos um nidmero
fixo r < m de derivadas. Nestas circunstincias, embora niio seja possivel aplicar o método de
Newton, aplica-se a modifica¢io que dele fez Nash em seu trabalho pioneiro [N]. Nesta modi-
ficagio a perda de derivadas é compensada pela introdugiio de operadores de regularizagio.
Nash usou os espagos C* que nio gozam de propriedades funcionais muito adequadas e podem
ser substituidos com vantagem pelos espagos de Holder A* ou pelos espagos de Scbolev H k,
Todas estas familias de espagos possuem certas caracteristicas comuns cuja abstragio conduz

4 nogio de escalas mansas de espagos de Banach, segundo se descreve na proxima segio.




Introdugio eo Teorema de Nash-Moser
2. Escalas mansas de espagos de Banach

Definigio 2.1. Uma escala de espagos de Banach consisie numa colegio H = {H*}, k=

0,1,..., de espagos de Banach, dotados de normas || ||x, que satisfazem
HYlcHY, Lk=0,1,..., (2.1)
”u”k < ”u”k+1> u GHk+l3 k=0,1,... (2'2)

Denotaremos com H* a intersegdo [, H* com o topologia do limite projetivo, isto €, o

topologia de Fréchei fornecida pelas normas || ||

J4 mencionamos na segiio anterior que certos operadores de regularizagio desempenham
um papel fundamental no esquema modificado de Newton. A versfio abstrata destes ope-

radores leva A seguinte

Definigio 2.2. Uma escala de espagos de Banach H = {H*} ¢ dita mansa se existe uma

familic monoparaméirica de operadores (denominados regularizanies)
Tp: H' — H™, 8>1,

que salisfazem as estimativas seguintes

[Toulls < Ceb*~|ufl;, weHI, j<k, (2.3)
e — Tyullx < Co6*Fl|ull;, we HI, j>k, (2.4)
Jim flu-Tou|x =0, ue H* (2.5)

E conveniente pensar no indice ¥ como representando a ordem de dlferen(:lablhdade dos
elementos do espago H¥, o que vale literalmente na maioria das aplicagoes.

Se {E*},{F*}, sfio escalas mansas de espagos de Banach, o produto cartesiano £* x F* ¢
também uma escala mansa (com a norma do produto cartesiano), bastando regularizar o par
(e, f) € B* x F* componente a componente utilizando os regularizantes das escalas fatores.

Consideraremos agora aplicagbes entre escalas mansas que preservem propriedades re-

levantes.

Definigido 2.3. Sejam {E*} ¢ {F*} escalas mansas de espagos de Banach, e seja D° ¢ HP

um aberto limitedo. Uma aplicagdo F : D° — F¥ s¢ diz mansa se verifica
F(D"n E*y c F¥, (2.6)

4
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|F()lle € Coe(1+ luffy), =€ D°NE*, k=0,1,... (2.7)

Observemos que nio se requer a continuidade de F' na Defini¢io 2.3, apenas que se
verifique a limitagio (2.7). Observe-se também que o membro direito de (2.7) é linear afim em
[fu|lx- Mais ainda, a seguinte observagio é atil: suponhamos que 2 aplicagio F da Definicio
2.3 seja a restri¢io de uma aplicagio linear F : H® — F°. E facil ver que, neste caso, as
estimativas (2.7) implicam por homogeneidade {(substituindo em {2.7) u por u/R|u|q, se
R > 1 for o raio de uma bola de H® que contenha D} as estimativas [|F(u)|[x < Cr(|lu|[s +
B||u]lo) € 2RC[luf|x. Entéo, para aplicagdes lineares, a condigiio de ser mansa é equivalente
A continuidade de E¥ em F*, para cada k.

Se F: D* N(E* x F*) — G* for mansa teremos as estimativas
[, 0)llk < Ce (L + [luffe +[l0lle), E=0,1,... (2.8)
No caso em que F{u,v) é linear na segunda varidvel v estas estimativas reduzem-se a
17 oYl < Cielllollo(t + fufle) + llolle),  £=0,1,... (2.9)

onde u varia pum conjunto limitado de E¥. Finalmente, se F for bilinear e mansa, as

estimativas adotam a forma simples
[F e, v)lx S Crlllwllelivlle + Rulloflvllz), & =0,1,... (2.10)

Verifica-se com facilidade que se F' e G sio aplicagdes mansas entre escalas de espagos
de Banach, de maneira que a composicio F o esteja definida, esta composigio serd também
IIAansa.

Uma desigualdade cldssica permite estimar o supremo da primeira derivada de uma
fungio de uma varidvel pela média geométrica do supremo da fungio e o supremo das
derivadas até ordem 2. E ficil provar que se u é uma fungio de classe C? na reta temos

{cf., por exemplo, [Hou2,p. 9])
sup [u'[* < 4(sup [u[? + sup |u]sup [u"]).

Para as normas de uma escala mansa também é possivel estimar as normas intermedidrias

em fungdo de produtos de poténcias das normas nos extremos.

5
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Definigdo 2.4. Seja H = {H*} uma escala de espagos de Banach. Dizemos que H tem a
propriedade de convezidade, ou mais brevemente que M tem a PC, se, para toda terna de

inteiros ndo negativos j < k <1, eziste uma constante positive C = C(5,k,1) > 0 tal que

llelle < Clullilleli ™", we B, (2.11)
onde k=37 + (1 — t)l, isto ¢,
t= I;IE l1—-t= ==J
l—7 I—j

Quando C = 1, a desigualdade (2.11) afirma que para toda v fixa, a funcio k — ||ul|y é
logaritmicamente convexa, ou seja que k ++ In [Ju||x é uma fungio convexa, o que justifica que
esta condigfio seja denominada “propriedade de convexidade”. Fixado I, sé hd um ntmero
finito de inteiros nio negativos menores do que 7, o que mostra que na definigio anterior

podemos supor que C s6 depende efetivamente de I.

Lema 2.5. Seja H = {H*} uma escala mansa de espagos de Banach. Eniio H tem a

propricdade de convesidade.

Demonstragfo: Sejam j < k < ! inteiros nio negativos, u € H'. Usando o operador

regularizante Ty e as estimativas (2.3) e (2.4) temos

flulle < lle — Toujls + || Toull
< C3, kD0 Jlullr + 657 fulf;).

Basta agora escolher 8 tal que 8% |Julf; = 8¥—7 ||u|; para obter a desigualdade desejada.
A propriedade de convexidade permite estimar também produtos de normas como no
lema seguinte:

Lema 2.8, Sejom G = {G*}, H = {H*), escalus de espagos de Banach que possuem a PC
¢ considere inteiros ndo negativos i,j,k, 1 tais que i < j,k < I, i4+1 =+ k. Entio existe
0 < C=C() tal que

lollsllale < Cllglilimll + lglillalls), g€ G, heH" (2.12)

Demonstragio: Uma conhecida generalizagiio da estimativa da média geométrica pela mé-

dia aritmética permite concluir que, dados niimeros reais 0 < ¢ < l,z>0ey >0, vale

6
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syt <tz + (1 —tly < z +y. Escrevamos j =i + (1 —¢)], k = si + (1 — s)l. Aplicando a
estimativa (2.11) temos

lgllsliklls < Cliglls Yolli = MRl HAll =

Como k—1=1—7 segue que t = 1 — 5, assim

Hall;l12fx < CUlglllall) allellls) '~
< C(lgllshnll + g lldizls).

Temos agora definido todos os ingredientes basicos para provar a convergéncia do es-

quema modificado de Newton, o que serd. feito na préxima seglo.

3. O teorema de Nash-Moser

Seja ¢ : DN H* — F* uma aplicagio entre escalas mansas, onde D é a bola unitéria de HY,

e suponthamos que desejamos resolver a equagio

$(u) = v,

ou seja, queremos encontrar um zero de u — ¢(u) —v. O método de Newton prescreve

considerar a seqliéncia definida indutivamente

Upy] = Up — [‘35'(“11)]_1(‘?5(“11) - ”) =y [éi(un)]_l (U - ‘ﬁ(un)) (3'1)

Além de outras hipSteses, & preciso exigir para que possa haver convergéncia, que se parta de
um ponto ug que verifique aproximadamente a equagio, isto ¢, que (v — ¢(uy)) seja pequeno.
Se admitirmos, depois de uma normalizagio conveniente, que ${0} = 0, serd suficiente escolher
g = 0 se v for também pequeno. Na versio de Moser da modificagio que Nash fez do método

de Newton, o esquema (3.1) é substituido por

Unt1 = Ua ot TN&+1 [‘ﬁ’(un)]_l(v - 96(“:!))! (3’2)

onde Ty, ., é o operador regularizante Ty para o valor do pardmetro & = Niy1. A seqiiéncia
(V}) serd escolhida de maneira que Nx — oo quando k — co. Considerando que Ty converge
para a identidade I quando § — oo, podemos pensar neste esquema como uma perturbagdo

de (3.1). Escrevamos 6, = [[ttn — #n-1]lo. Como foi discutido no §1, sob certas hipdteses,

7
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o método de Newton leva & estimativa quadrética 6,4, < €62, na qual reside a sua rdpida
convergéncia. Entretanto, a perturbagfo introduzida pelos operadores regularizantes em (3.2)

levard também a uma perturbagiio da estimativa quadritica, que passard a adotar a forma
bnp1 SC (N2E+ NN, n=1,2,..., (3.3)

para certos parametros positivos s, A e ¢. Por um lado, V,, deve entéio convergir para infinito
répido o suficiente para que o produto N,;"\N,':i'{‘ tenda a zero; por outro lado, se N, — oo
rapido demais, o produto N262 corre o risco de nio tender para zero. A escolha certa que

preserva este delicado equilibrio resulta ser
Ny=Ng, 1<o<2 k=1,2,... (3.4)

onde Ny > 1. Observe que Ny, verifica a relagio subquadrética, porém superlinear, Ny ; =
Ny¢. Fixemos entéo, de uma vez para sempre, um valor de ¢ estritamente entre 1 e 2 (o mais
eqiiitativo parece ser o = 3/2). O comportamento de uma seqiiéncia que obedece (3.3) estd

contido no seguinte Lema de Moser:

Lema 3.1. Sejam a, s, A, p, o, ndémeros reais positivos, 1 < o < 2, e seja N, ¢ segliéncie
definide por (3.4). Consideremos uma segiiéncia §, > 0, » = 1,2,..., que satisfaz pare
clguma constante C' > 0

bap1 SC (NS +NANME), n=1,2,....p, (3.5)

n—
e suponhamos que valham as relagdes

s+ (0 —2)p < -1,

(3.6)
at+op+Ml-0eg)< -1,
Enido, se
No>2C e 86 < NJ*, (3.7)
vele
6, S NH, n=1,2,....,p+ 1L (3.8)
Demonstragio: Escrevamos 6, = §,NE_,. Entio (3.5) implica que
bugr < O (NITHo-Dng 4 NyHimeen)
. _ 1
<C Ny 4 Ny 55(9'~’+1), (3.9)

8



Intredugio ao Teorema de Nash-Moser

onde usamos que N é uma seqiiéncia crescente, (3.6) e (3.7). Ora, 8; = 5HNE <1, de
maneira que (3.9) permite concluir indutivamente que 8, <1 paran =1, 2,...,p+1,0que

prova {3.8).

B interessante observar que (3.8) mostra que a seqiéncia 6, converge ainda bastante
rapidamente para zero, sendo estimada pela poténcia de uma base menor que 1, com expoente
o™, apenas um pouco pior que a obtida no caso ndo perturbado fny1 < Cé2 que fornece o
expoente 27,

A seguir apresentaremos um lema sobre somas de poténcias positivas e negativas dos
termos da seqiiéncia Ny definida por (3.4), que serd de utilidade na demonstragéio do teorema
de Nash-Moser.

Lema 3.2. Sejal < o < 2, Np > 1, (V) a segiéncia defintda por (3.4). Eziste R = R(o) >
1 tal que pare todo Ny > R vale
i)

iN{" <1
i=0

i
ZN; < 2N{, paretodo t2=1.
k=1
Demonstragio: Como ¢ > 1 podemos encontrar ¢ > 0 dependendo apenas de o, tal que
ek <of, k=0,1,.... Entao

iN,-"l <N iND""‘ <R <1,

i=0 i=1

Re -1

onde a tltima desigualdade vale se R for suficientemente grande. Isto prova a primeira
afirmaciio. Analogamente, existe ¢ > 0 tal que ol — g% > ek, para todo par de inteiros

positivos ¢ > k. Entéo

i i—1 ;
SN = NE+NEY NG

k=1 k=1
e
i—1 " s ’i) oo " 1
eF— —kte
ZNU SZNU SRte_lsl’
k=1 k=1
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com a dltima estimativa vélida para R grande (mas independente de ¢ > 1}.

Antes de enunciar o teorema de Nash-Moser desejamos fazer uma observagio. Mesmo
no esquema de Newton (3.1) a hipétese de que ¢' seja inversivel pode ser parcialmente re-
laxada. Para desenvolver o argumento formal que leva & solugéio quando o esquerna converge,
¢ suficiente admitir que ¢' possui uma inversa linear & direita, i.e., um operador v — Q(ulu
tal que ¢'{u)Q(u)v = v.

Teorema de Nash-Moser 3.3. Sejom £ = {E*}, F = {F*}, escalas mansas de espagos
de Banach. Seje D a bola unitdric de E® ¢ ¢ : DN EF — F* yma aplicagdo mense duas

vezes diferencidvel que verifice para k= 0,1,.. .,
i) $0)=0ed : (DNE*) x E* & F* ¢ mansa:

le' ol < Ce[(1+Julle)ilvllo + llolle], weDNEr, wve B (3.10)
i)
Né"(w)(e, W)k < Ch(1 + Nulle)ollsllwlz, veDNEX, »we EF (3.11)

i) eziste um inteiro positive «, uma bola centrade na origem D* C E* ¢ um operador
manso @ : (DENE*+ o) x phte _, E¥, linear na segunda varidvel, tal que ¢'(u)Q(u) = I,
u© € D?, onde I denota o operador identidade em F¥ro o yerificam-se as estimativas

1Rl < Cu[(1+ [ulliro) [0lla + lvllksa), € DT NEFS, »ept+e (312)
Entdo, existe um inteiro 8 > a0 ¢ um raio positive § > 0 fal que a equagdo
¢u)=v, veD={veF?: |o|g< 8} (3.13)
tem solugio w € DN E®. Sev € DN F* podemos escolher u € E,

Observemos que as estimativas (3-10) e (3.12) simplesmente exprimem que ¢' e Q séo
respectivamente mansas enquanto que (3.11) € uma condigdio mais fraca que exigir que ¢"

seja mansa.

Demonstragio:
Para resolver (3.13) definimos a seqiiéncia

ug =0,
vipn=uj+In,, v, 7=0,1,...

v; = Qu;)(v — $(u;)), §=0,1,...
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onde N; é a seqiiéncia definida em (3.4). Trataremos de escolher os parimetros 8 e & que
determinam D de maneira a tornar (u;} convergente. Comecamos por escolher nimeros
A2 aep>1 tais que
alag) (0 —2)pu < -1,

(¢*+20)a+op+AM1l—-0)< -1 (3.14)
Isto & claramente possivel tomando primeiro g suficientemente grande para satisfazer a
primeira inequagio e posteriormente fixando A de maneira que se verifique a segunda. Desta
forma, a hipétese (3.6) do Lema de Moser se satisfaz com s = ac ¢ @ = o + 20. Agora
definimos 8 = A+ a, o valor § serd. determinado mais adiante. Provaremos por indugdo que se
§ > 0 for suficiente pequeno e Ny for suficientemente grande, valem a seguintes estimativas,

para certas constantes K, K5, e para todo i = 0,1,...

fuilla < (Mg +-+ + NZA) S D ONTH <1, (3.15)
i=0

ltillars < Ky (NEFe oo 4 NPT S2KONPH, =1, (3.16)

lfoillo <1, ‘ (3.17)

loills € KoNEHe, s=1,...,4, {3.18)

etitr — wille < N5 (3.19)

Observemos que (3.15) mostra que #; € D, assim podemos calcular ¢(u;) e isto permite definir
o préximo termo u;,.; da seqiiéncia. Observemos também que as estimativas de (8.15), ...,
(3.19), uma vez provadas implicarfo na convergéncia de (u;) e 55 envolvem um nimero finito
de normas || ||, da escala, pois 0 £ s £ A+ a = §. Por isto, embora as constantes Cr que
aparecem nas estimativas (3.10), (3.11) e (3.12) dependam de k, elas podem ser substituidas
por uma tnica constante, valida para todo k£ < . O mesmo pode ser dito das constantes
que aparecem nas estimativas (2.3) e (2.4) dos operadores de regularizacéo. Constantes deste
tipo serfio denotadas com A, Ay, 4o, ete.

Para i = 0, as estimativas (3.15) e (3.16) sio trivialmente satisfeitas pois ug = 0. Também
vg = Q(0)v verificard (3.17) e (3.18) se & for suficientemente pequeno e Ky suficientemente
grande, j4 que [[vgllo < A|lvl|le < 4]lv[ls < Aé. Finalmente, (3.19) vem de Italla < Allvolla S
A, 6, tomando § pequeno.

Suponhamos entdo que as desigualdades (3.15), ... , (3.19) verificam-se para os indices
i < j — 1 e vejamos que continuam validas para i = j se K e K, séo escolhidas adequada-

mente. Sabemos do Lema 3.2 que (N +-- -+N;5‘+’) ¢ a soma parcial de uma série divergente
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que pode ser estimada por 2Nf+‘°, de modo que, verificando-se a primeira desigualdade de
(3.16), a segunda é automitica para Ny grande. Utilizando {8.15) ¢ (3.19) com ¢ = j — 1
segue da propriedade triangular que (3.15) se verifica para i = j, em particular flesl < 1.
Desejamos estimar agora [[u] g4, 0 £ § < A, Temos

e = wimallats = 1T, vi-tllats < ANTH|lvjs]l0 < ANEFe. (3.20)
Ent#io, usando a hipétese indutiva e (3.20)

lusllet < B (N2 oo NERD) 4 ANS®, 521,00

ll
Vemos assim que se tivermos escolhido [{; = A podemos completar o passo indutivo e mostrar
que (3.16) vale para i = j. Em particular, K, depende das constantes da escala e no depende
de Ng. Fazendo s = 0 e trocando 7 por j + 1 em (3.20) obtemos
2
llejs = slle = 1Ty ville < ANFy [losllo = ANZZS [l0;]o. (3.21)

Por outro lado, para s = 1,..., ) verificam-se as estimativas

llells < Allle — dCui)llalt + fetsllora) + o — ¢ ota)
S Ar(lollate + @+ Hezlladllujllare + 1),
L A1+ ujllsta) < 3425 NJF. (3.22)

onde usamos (3.12), a hipétese de ¢ ser mansa, e [*)ls+o < |lv|lg < oo. Entdo, a escolha

K3 = 3A;K; permite concluir que (3.18) vale para i = j e K, ¢ independente de Ny. A

primeira desigualdade obtida para vj fornece, tomando s = 0,
[[vjlle < 34lw — ¢(u;)lfa- (3.23)
Utilizando a férmula de Taylor com resto de ordem 2 podemos escrever
#uy) = (uj-1) + ¢ (wjer s —w;o1) + R
=v+ gi’)'(uj_l)(TNj - I)v_,-_l + R,
donde
19(25) = lle < 16252 ) T, — Dyl + IRl

< AL s )T, = Do allo+ [T = Dvj-alla] + 1Rl

< BAN oo ]x + |1 Bl

< BAIGN; AN 4 Ry

S3AKRNTANTES ™ 4 A flu; — wjey |2 (3.24)
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Observe que para estimar o resto [T utilizamos a estimativa (3.11) de ¢", com v = w =
uj — tj—1 e u no segmento ligando »; e u;_y. Usando (3.19) com i = j — 1 para estimar o

termo quadritico vem

lb(us) = vl < SAKGN;ANZSHA o A N2 < ARG NIZTHA07 g g N2
< (3A.K2 + A4 )Nj__ll < (3A,K2 + .41)N0_1,

tendo em vista a segunda. desigualdade de (3.14), que mostra que o expoente de N;_; é nega-
tivo. Inserindo esta estimativa em (3.23) e assumindo que Ny foi escolhido convenientemente

grande vem

luillo < BA(BAK2 + A )Ny ' < 1.

Isto prova que (3.17) vale para i = j.

Combinando agora (3.21), (3.23) e (3.24) e escrevendo §; = |lu; — ;-1 ||o temos
Bip1 € OABA TG [NF6% + NPANIH 4200), (3.25)

Se soubermos que fJu; |l < Ny * e Ny > 18A% A1 K, poderemos usar o Lema 3.1 com s = oo
e a = g* + 20 e assim concluir que §;3; < N:#, isto é, que (3.19) vale para ¢ = j. Com
efeito, (3.14) mostra que as hipéteses do lema verificam-se. Basta entfo partir de um Ny >
max(184% 4, K»,3A(3AK, + A;)) e depois escolher § > 0 pequeno de maneira que

lutlla = 1Tnvolla S Allvolle < Arllvllza < Asllolls < 416 < N5

Ficam entfio provadas para todo i as estimativas (3.15), ..., (3.19). A seqiiéncia u; é de
Cauchy em E® e converge para um certo u € D N E®. J4 vimos que |[¢(u;) — vl £ C j_--ll
o que mostra que ¢(u) — v. Para concluir a demonstragio do teorema devemos mostrar que

se v € DN F* a seqliéncia (uj) converge em E°°, o que faremos na préxima seglo.
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4. Solugdes regulares

Comegaremos por estabelecer um lema semelhante ao Lema, 3.1 que permite estimar o cresci-

mento de uma seqiiéncia definida indutivamente.

Lema 4.1. Seja N, a sequéncia (3.4) e consideremos uma seqiéncia Prn.= pa(A) = 0,
n=0,1,..., dependendo de um parimetro positivo ), que satisfaz para algumas constantes
C>lea>0:;
pe =1,
a1l S CN,?([),;-I')‘), n= 0,1,...

Entio eziste K = K(C) e t > 0 independente de C e ) ais que

{4.1)

pa(A) SKNH1+2), n=0,1,... (4.2)

Demonstragio: Escrevamos §, = N ?py com s a ser escolhido. Temos as desigualdades

Onp1 SCNET7 (N3Bu +1), n=0,1,... (4.3)

Escolhendo s suficientemente grande para que « —so < o+ s(l—o)< -1, vem CNE™** <1
e C'N:ﬂ(lhv) < 1 para n 2 ny, se ny for escolhido suficientemente grande. Assim,

9n+15(6n+)\)7 n=ng,ng+1,...
que implica facilmente por indugio que
Prn S N8 +(n —10)A) S nNYBn, +2) K N B, +2) 72 ng. (4.4)

Por outro lado, (4.3) implica #n.. < C(8. + A) para todo n, o que permite concluir por
indugio que 6, < C™(1+ X) + C" 1) < 2C%(1 + A). Em particular, 8, < 2C™(1 + }),
n < ny, que equivale a p, < N3C™(1 4 A). Usando esta cota de #n, em (4.4) podemos obter
(42)comt=s+1e K = (2C™ + 1)K;.

Voltemos agora ao fim da demonstragio do teorema de Nash-Moser. J4 mostramos gue
se v € ), a seqiiéncia definida por

Up = 0:
Ujpr =u; + TN;+1 Q(uj)(v - QS(”J)): i=0 1.

14
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converge em E® N D. Escrevamos u; = U;(v) para enfatizar a dependéncia de v € D. Segue
imediatamente por indugfo que Uj{v) € £, j =0,1,... . Supondo agora que v € Dnpe

desejamos estimar ||U;(v})||, para qualquer s > a.

U1 (0)lls < QU505 + 1T542(v) = Us(@)lls < IUs(0)ls + AsNFL Q) — $(ui))lo-o
ST s + N A (A + T3l Me = STl + v = ¢(Un)s)
SHU;@Ms + N7Bs (1 + 1Tl + [[olls) -

Escrevamos p; = 1 + [IU||s. Das estimativas anteriores obtemos
pi+1 S C(IN7(pj +|lolls)y 7 =0,1,...,
e do Lema 4.1 vem que
1U;)ls < 1+ 1T;(0)ks S K(s)Nj(L + [lolla), 5 =0.1,...,

¢ portanto
1U5+1(0) = Us0)lls £ K()Nf1, (L (loll), 7 =0,1,... (4.5)

Fixemos agora um inteiro k£ > a. Pela propriedade de convexidade que a escala £ possui

em virtude do Lema 2.5 (¢f Definicio 2.4), temos que para qualquer inteiro ¢ > k, com
r={(s—k)/(s—a),

15410} = Us0)lla < CWaa(2) = Ui@)all U (o) = Us()l; ™
< CUNTTNT T+ ell)

onde usamos (4.5) e (3.19). Tomando s suficientemente grande para que

k—a s—Fk

t — <0
s—a

s—a
vemos que U;(v) é uma seqiiéncia de Cauchy em todos os espagos E* k> o Assim, a
solugdo imj_.ce Uj(v) € E.

Terminaremos esta secio com algumas observagbes sobre o enunciado do Teorema 3.1.

Deve ficar claro que as estimativas (3.10) e (3.11), que expressam que ¢' & mansa e ¢" cresce
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moderadamente, podem ser relaxadas e substituidas por estimativas andlogas onde se perde

um nimero fixe de derivadas, por exemplo, em lugar de (3.10) poderiamos ter

¢ (w)olli < C[(1+ lullkra)llollo + lloltsa), =€ DNEF, ve B

Bastaré considerar a escala {F*?} em lugar da escala {F*} para estar nas hipéteses da
versdo demonstrada. Teremos ocasido de utilizar estas ligeiras variagdes do enunciado, o que
serd feito sem maiores comentarios. £ bom pensar no Teorema 3.1 apenas como uma versio
normalizada de um teorema mais flexivel.

Outro pento que merece mengéio é o seguinte: a principal propriedade de uma escala
mansa ¢ possuir uma familia de operadores regularizantes satisfazendo (2.3), (2.4) e (2.5).
Examinando a demonstragéio do teorema vemos que: i} ndo precisamos de operadores regu-
larizantes na escala de chegada F. , apenas em £, ii) ndo utilizamos a propriedade (2.5) dos
operadores regularizantes de £, apenas (2.3) e (2.4). Isto tem a seguinte aplicagdo pritica.
Suponhamos que temos uma escala mansa £ com normas Il {lx e outra escala G com normas

| Ik, e que para um certo inteiro positivo a, vale
EMecghcB* k=0,1,...,

onde as inclusdes sio continuas, i.e., valem as desigualdades |uls < Ckllwe)|ktas [|ullx < Crluls
quando ambos membros estio definidos. Os operadores regularizantes Ty de £ podem ser

utilizados para definir operadores regularizantes em §. Estes operadores terfio as propriedades

[Toulk < Ce6*7%, wed, <k, (4.6)
le — Touls < Coo*~7*e, we G/, j>k, (4.7}

mais fracas que (2.3) e (2.4), e ndo hé substituto para a propriedade (2.5). Estas propriedades,

contudo, sdo suficientes para que a demonstragio do teorema de Nash-Moser funcione, como
é fieil verificar,
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5. A escala de Sobolev no toro

Usamos aqui a notagio usual do caleulo de vdrias varidveis: & = {ay,...,an} denota um
multi-indice de n inteiros e ja| = |ai| + -+ + |an| seu comprimento. A varidvel em R" ¢
¢ = (£1,...,Ta), 0 produto interno entre os vetores z e y denota-se por Ty = T1y1+ - +TnYn,

e escrevemos as derivadas

D*w=D"---Di", D;= zi, i =v—1.
i0z;
Seja T" = R"/27Z" o toro n-dimensional, quociente de R™ pelo subgrupo reticulado
dos pontos cujas coordenadas sio multiplos inteiros de 27, Podemos identificar as fungdes
definidas em T" com as fungdes definidas em IL", 27-periddicas em cada variavel, ©1,...,%a.
Se @ = [0,27)" C R", podemos também identificar @ com T", ji que cada classe do quo-
ciente R™/2rZ" possui exatamente um representante em Q. Desta maneira, a medida de
Lebesgue em @ fornece uma medida, invariante pelas translages de T7", ou seja, trata-se da
medida de Haar do grupo. Se f € L?(Q) = L2(T™"), os coeficientes de Fourier de f sdo dados

por
e =en [ e f(z)de, €€ T 5.1)

Se f € C*(T"), a série de Fourler de f se define como

S f(&)e™t, zeT
3

onde £ percorre os pontos de Z". Esta série converge para f na topologia de C=(T"), e

podemos escrever neste caso

flzy=>_f(e)e™?, zeT" (5.2)
£

Se f € L*(T™), i.e,se|f]* = fQ |f|? dz < oo, asérie converge em L*(T") e vale a identidade
de Parseval
£ = /Q |2 ds = 2m)" SO, (5.3)
£

i4 que {(2m)""e'*% ;. ¢ € 2"} é um sistema ortonormal completo no espago de Hilbert
L?(T™). Derivando (5.2) obtemos

D*f(z) =Y & f(€)e™, zeT, (5.4)
3
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onde £* = £ - .- €2, Se aplicarmos (5.1) com D*f no lugar de f e levarmos em consideracio

as relagdes de ortogonalidade
f et emiot gy = / T e =0, £4£¢,
Q Q
segue da férmula (5.4) que

(DFY(€) =€"f(€), €eTm (5.5)

Ent3o, aplicando (5.3) a D*f vem
10° s = [ 10757 da = oy Ol FOP. (5.6)
Q ¢

Retornemos & férmula (5.4). Para que o membro direito de (5.4) defina um elemento de
L3(T") & suficiente que 3" |2 f(£))2 < oco. Neste caso, podemos usar (5.4} para definir D*f
mesmo que a derivada de f ndo exista no sentido usual. Esta nogiio fraca de derivada coincide
com a defini¢fio de derivada no sentido das distribuigies, mas nio nos utilizaremos deste fato.

Definimeos para s =, 1,... , os espagos de Soholev

H'={feL¥T"): > |E°f(&) <oo, |a|<s). (5.7)
[3

Tendo em vista (5.7), uma norma natural para H* seria
Y o,
& |ol<s

porém ¢é possivel definir uma norma equivalente mais simples e de mais ficil manuseio. Usa-

() =v1+|eP, £eZ™

Observamos que para certas constantes A,, B,,

4,462 < 3 I < By,

lo|<s

remos a notagio

e definirnos a norma em H?® por

1712 = (2m)™ Y ey () (5.8)

£
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0 que torna H® num espago de Hilbert. Note-se que de acordo com (5.3) as normas || || de
LA Q) e |l |lo de H coincidem, de maneira que L*(Q) = L*(T") = H°. Mais geralmente,

H*={feI¥T"): D°feL¥T"), la|<s}.

Vemos que s mede até que ordem os elementos de H* podem ser derivados (no sentido definido
acima) de maneira que o resuitado pertenga a L*(T™). Naturalmente, é de interesse conhecer
como se relaciona esta nogio de regularidade em L? com a nogdo cldsssica de regularidade, o

que é o objeto do Lema de Sobolev. Em sua demonstragio faremos uso do seguinte lema.

Lema 5.1. Seja N = [n/2] + 1, onde [n/2] denote a perie inteira do nimero n/2. Eniio o

S=> (e
3

onde £ percorre o3 pontos de Z", ¢é convergente.

;e
3€ETIE

Demonstragio: Seja Q¢ = £ + Qo, £ € Z", o transladado do cubo @y = [0,1)". Entio,

para uma certa constante A, vale
@Y <A+ =), zeQe
Integrando esta estimativa no cubo de volume unitdrio (J¢ em relacio a dz temos
_ €N <A [ @y de,

o

estimativas que somadas em £ € Z" fornecem
§< A/ (14 jzl?)y™N dz
Rn

j& que os cubos cobrem R" e sio mutuamente disjuntos. Mas a integral pode ser facilmente

estimada em coordenadas polares por
oo
/ (147N ldr < oo
0

onde usamos que —2N +n —1 < ~1.
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Lema de Sobolev 5.2. Se¢jo N = [n/2] + 1. Entdo, HY C C°(T"). Mais precisamente, se
f e HN c LHT"), podemos corrigir f num confunto de medide nule pare tornd-lo continua

¢, pare ume constante C' > 0 independente de f, vale
Nfllze = sup If(z) < Clifllw (5.9)

Demonstragio: Seja f € HY. Como elemento de L3(Q), f estd definida a menos de um
conjunto de medida nula. Consideremos a série de Fourier de f, que converge para f em

norma quadrdtica. Temos, em virtude da desigualdade de Schwarz e do Lema 5.1,
D@ < SN N fe)
£ £
< (@M @MFORY < clflw.

4 14

Assim, a série converge absoluta e uniformemente a um limite continuo pois as somas par-
ciais sio continuas, Esta fun¢fo continua define o mesmo elemento de L¥(6)) que f —uma
subseqiiéncia da somas parciais converge para f em quase toda parte— e sb pode diferir de

f em um conjunto desprezivel, O argumento mostra também a validade de (5.9).

Se agora consideramos f € HN*% 1 =0,1,... , podemos aplicar o Lema 5.2 a D*f,
la| < k e obter

Coroldrio 5.3. Seja N = [n/2]+ 1. Entio

HY** ccHT™y c HF, k=0,1,... (5.10)
H® = C%(T™), (5.11)

Observemos que a primeira das inclusdes em (5.10) vem do Lema 5.2 e a outra é imediata
ja que se J € C*, todas suas derivadas até ordem k serfio limitadas em @ e, portanto, de
quadrado integrivel. K igualmente claro que (5.10) implica (5.11). Vale a pena enfatizar
que & continuidade de f em T" significa, além da continuidade em @}, que f se estende
continuamente ao fecho de @ de forma que f assume o mesmo valor em pontos correspondentes

de faces opostas, i.e., é  restricio a Q de uma fungio continua e 2m-periddica de R™.
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Proposigio 5.4. A escale dos espaces de Sobolev {H*} no tore T" € mansa.
Demonstragio: Definimos os operadores regularizantes
Tof(z)= Y, f&)e™, feH’ 8>1 (5.12)
&<l

e desejamos provar que verificam-se as condigdes (2.3), (2.4) e (2.5). Considerando inteiros
0<j<k

ITefllE = > (@*I1F©F < 3 (@YIF@PE*?
{&)<19) {€r<[9]
< gD 5|2, fe

podemos concluir que a condigio {2.3) é satisfeita. Andlogamente, se 0 <k < §,

M -Tefli= Y @FAOF< > @I

©>le+1 ©e1+1
<@ED|f|E, fe H

Finalmente, (2.5) vemn de

I -Tefli= D (E*IFOF —0, (£ — oo,

(€)=[6+1

pois a série de termo geral {£)2%|f(£)|? & convergente se f € H*.

Veremos agora uma aplicagdo do teorema de Nash-Moser & resolugio de uma equagio
nfio linear em T2, Este exemplo é muito simples mas ilustra o funcionamento do teorema.

Consideremos primeiro o operador linear
| Lu =3fu+82u+~;-u. (5.13)
Partindo de up € C®(T?), escrevemos f; = Luy, & desejamos resolver a equago ndo linear
Lut+(u—u)=f (5.14)

com f préxima de fy (em algum sentido a ser estabelecido). Escrevendo u + ug em lugar de
we f+ fo em lugar de f, {5.14) leva a

$(u) = Lu+u’ = f, (5.15)
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com f pequena. Comegaremos por provar que u — ¢(u) é mansa como aplicagio de H*+2
em H*. Segue de (Lu)'(€) = (—¢F + €2 +1/2)F(€) que || Lu||, < C)jufjss2. Por outro lado,
denotando por C uma constante positiva que pode mudar de valor a cada ocorréncia mas nio
depende de u,

l¥la<C Y IDEHI<C Y [|D*uDy|

jal<s [atB<s

SC Y IDuee| PP €Y fulaezhDu]
|a+B8|<s |+ <s

<C 3 lelliszlulle < Cliwllarellxlle.
J+k<s

Usamos aqui a regra de Leibniz para calcular as derivadas do produto 42 = uwu, o Lema de
Sobolev 5.2 com N = [2/2]+1 =141 = 2 ¢ 0 Lema 2.6 na tltima desigualdade para estimar
os diferentes produtos de normas por um produto fixo. Desta forma vemos que, se I? é a bola
unitéria de H?, vale

le(wlls < Clleef|sq2, weEDNH™FE o=0,1,... (5.16)

Daqui por diante tomaremos sempre u € D mesmo que isto nfo seja explicitamente men-

cionado. Computando agora as derivadas obtemos

¢'(v)e = Lv 4 2uv,
¢"(u)(v, w) = Lw + 2(uw + vw).

Entdo estas expressdes permitem facilmente obter

N (wholls < Clllollara( + flull2) + leellosa), (5.17)

") o, w)lls < C((1 + lellar)lllzlwllz + ozl wflorz + [[ollst2llw]l2)- (5.18)

Percebemos assim que ¢, ¢' ¢ ¢ satisfazem as condigdes adequadas & aplicagio do Teorema
3.3, entre as escalas E¥ = H*? ¢ ¥ = H* A hipétesc que falta ainda estabelecer é a
existéncia de uma inversa & direita mansa para ¢'. Examinemos primeiro o comportamento
de ¢'(0)v = Lv. Tomando a série de Fourier da equagio Lv = f obtemos

(—€ + 162+ 1/2)5(8) = F(€), ¢ e 2%,
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o que permite escrever
f&)

= J 7 yAd
Ot €

5(£)
j& que o denominador nio se anula quando £, e £, sfo inteiros, e de fato,

[B(e)| < 4(e) M F ), € ez

Isto implica imediatamente que

[olls+1 <4l flls; fE€H's=0,1,... (5.19)

Noutras palavras, ¢'(0) = L possui uma inversa & direita I : H® — H! que aplica H* em
H**! com norma < 4. Vemos que K recupera apenas uma derivada enquanto L perde duas,
situagio padriio nas aplicagdes do teorema de Nash-Moser. Trataremos agora ¢'(u)v = Lv+uv
come uma perturbaciio de L. Se a norma de ¢ em H? for suficientemente pequena, ||u|; < §,
o Lema 5.2 garante que o supremo de u em T? serd menor que 1/8, a norma de v — wuv
em L(T?) serd também < 1/8 ¢ a norma de uK em L*(T?) serd < 1/2. Segue que o

operador I + uK é inversivel em L?(T?) {com norma < 2). Verificamos que o operador
K@)=K(I +uRK)™!: H® — H? satisfaz

(L+w)K(u)f=f, feH (5.20)

Este argumento mostra que K(u) é uma inversa & direita de ¢'(u}, quando |lujlz < é e
& (2} fllx < 8[if|lo- Para estimar normas mais altas de /{(u)v ndo poderemos tratar I -+ uX
diretamente como uma perturbaggo da identidade em H*, pois mesmo sendo o supremo de u
pequeno, suas derivadas poderio ser grandes. Suponhamos que u € H*+? e ainda |Ju]lz < 6.
Se f € H®, s > 1 e escrevemos v = K (u)v, vale |Jv|lo < 8(|f|lo e (L + u)v = f. Derivando
esta equagdo em relagdo a zj, j = 1,2,

Ldjv = 0;f — v0ju — udjv = g.

Entao,
185011 < 4flgllo < 4l ffla + 4llwllofidjullLe + 18vllol|ulz=
< 4l fll + Clllwlloffells + [[vllcflzl2)

S COIf M A+ 11/ Tolllls)-
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Somando as desigualdades correspondentes a j = 1 e j = 2 com a estimativa conhecida para

[v]lo obtemos

llellz < (1A Nlx + I floClulls + 1))

que fornece a estimativa desejada para s = 2. Continuando com este processo podemos obter

indutivamente para todo s = 0,1,...

lollots < Co(flls + NfNo(llehisrz + 1))

Estas sfo as estimativas requeridas para a inversa & direita de ¢/(u). O Teorema 3.3 permite
concluir que se f tem norma pequena em H# {para um certo ), a equagio ¢(u) = f tem

solugiio. Ainda, se f ¢ de classe C* a solugiio fornecida pelo teorema é também de classe

c=.

6. Uma extensfio e um contra-exemplo

Quando se deseja fazer um estudo mais fino da regularidade das solugbes de uma equagio é
conveniente introduzir escalas de espagos de Banach {H*} onde s > 0 varia continuamente
em lugar de assumir apenas valores discretos. Seja {H*}, 0 € s < 0o uma escala de espagos
de Banach. Dizemos que Ty : H® — H* = N, H*, 6 = 1, é uma aproximacio da identidade

se satisfaz as estimativas

[Touls < Cut~all v e B, t<s, (6.1)
le — Torel]s < Cot™*|uells, ue& HE, t3>s, (6.2)
Jim flu - Tl =0, we A, (63)

onde as constantes C,; sfio limitadas uniformemente quando s e ¢ permanecem limitados. Ja
vimos no Lema 2.5 do Capitulo I que a existéncia de aproximacdes da identidade verificando
as estimativas (6.1) e (6.2) implicava na validade da PC (¢f Definigao 1.2.4) para escalas
discretas de espagos de Banach. A mesma demonstragio prova a propriedade de convexidade
para escalas continuas, onde o indice s assume valores reais. Uma escala continua dotada de
uma aproximagio da identidade é dita uma escala mans'a, come no caso discreto.

Consideremos a escala mansa de espagos de Banach reais {E*}, s > 0, definida por

B ={feC’leo): f(1)=0, sup(lf(2)e"*) < oo},
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com a norma dada por

175 = sup(|f()le**1).
z21
Seja 1 € C°(R) tal que #(z) = 1se z < 2 e ¢¥(z) = 0 se = > 3. Verifica-se facilmente que
Toul(z) = P(e"ulx), 8>1,

é uma familia de operadores regularizantes na escala {E*}, que é portanto mansa. Seja B
a bola unitdria de H?, em particular, |u(z)] € e™* se u € B. Fixemos um nimeror > 1l e

consideremos o operador ¢ : BN H* — H* dado por
{u)(z) = u(re) — u*(z). (6.4)
Verificaremos que ¢, ¢' e 9" sio operadores mansos. Com efeito, para todo 5 > 0

sup(fu(r2)|e”*V) < sup(Ju(re)le™ ) < fulty

lla?lle < supful llulls < Nlulfoliz]ls,
0 que mostra que ¢ ¢ mansa e

ligCells < Nl + Neeliollee]s-

Por outro lado,

#(wu(z) = v(rz) ~ 2u(z)o(z)

téCu)ells < llvlls + 2ffefiolloll,-

Finalmente, ¢"(u)(v,w) = ¢"(v,w) = -2vw e
16" (v, w)lls < 2llvlloffrel]s-

Construiremos agora uma inversa a direita de ¢'(u) assumindo que u pertence & bola D de
HO: Jjullo < 6. Dados u e v em E?, |[u[ly < §, devemos achar w(z) tal que

w(rz) = v(z) + 2ulz)w(z), =1 (6.5)
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Definimos w(z) = 0 para 1 < # < r, 0 que é compativel com (6.5) para = == 1 ja que
v(1) = 0. Agora (6.5) determina w(z) no intervalo [r,7?] e, agindo indutivamente, em todos
os intervalos [r®,r"*'], n = 1,2,..., . Escolhendo § suficientemente pequeno para que
2sup |u(z)| < 1/2, vem de (6.5) que sup |w(z)| < sup |v(z)| 4 sup lw(z)[/2 o que mostra que
sup [w(z)] < 2sup [v(z)] < s0. Entéo

s = sup (r){e®+7 < sup (@)t 4 250up ()] sup fu(a)]el=+re
w21 z>1 z>1
Sollrstr—1 + 2sup fw(@}||wllrsgr—1 < | — +4”””0"u”m+r—l-

Escrevendo w = Q{u)v, @ == r — 1, temos uma, estimativa do tipo
1Rl < Co[(1 + lullrata)lvla + lollroza), weDNE™*, veE™te  (66)

mais fraca que (3.12), devido & presenca do fator + > 1. Diremos que se trata de uma
estimativa submansa. E natural perguntar-se se o teorema de Nash-Moser ainda contimia,
vélido sob esta hipétese mais fraca. A resposta é sim paral < r < 2 e vem, em Gltima
insténcia, da possibilidade de concluir a ripida convergéncia de uma seqiiéneia §, > 0 que
satisfaca com r < 2 (¢f. Lema 3.1) a seguinte estimativa:

bntr SC(NJSL+ NANIM®), n=12,...,

onde NV, estd definida por (3.4), e assumimos que existem # > 0 e o satisfazendor < 0 < 2
de maneira que valham as relagdes
054 (¢ — 2)u £ -1,
atop-tMr—-o)< -1,
sempre que Ny seja suficientemente grande ¢ §; suficientemente pequeno. Uma meodificaggo

adequada da demonstragio do Teorema 3.3, que ndo envolve nenhuma idéia nova, permite

obter a seguinte extensdo do teorema de Nash-Moser:

Teorema 6.1. Sejom & = {E*}, F = {F*}, 0 < s < oo, escales mansas de espagos de
Banach. Seja D a bola unitdric de E° ¢ ¢ : DN E* — F* uma aplicagdo mansa duas vezes
diferencidvel que verifica pare s > 0

i) $0)=0e ¢ : (DNE") x E* = F* ¢ mansa:

' Ce)olls < Co[(1 + ella)llollo + Holls], weDNE?, we B
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i)
fé"(u)(v,w)ls € Cs(1 + Julls)llollsllwlls, weDNE', v,weE%
i#i) eziste um inteiro positive a, wm nimero reel r < 2, uma bola centrede ne origem D% C
E® ¢ um operador manso Q : (D® N E™+o} x Frote — B2, linear na sequnda varidvel,
tal que ¢'(u)Q(u} = I, v € D*, onde I denota o operador idenfidade em Freta o
verificam-se as estimaiivas (6.6).

Entdo, eriste um inteire 8 > o e um raie positivo & > 0 tal que o equegdo
d(u)=v, veED= {vEFﬂ: lvlls < 8}

tem solugio u € DN E®. Sew € DN F™ podemos escolher u € E*.

Tecnicamente, a hipdtese » < 2 nas estimativas submansas de (J(u} no teorema acima,
est4_vinculada ao fato do esquema de Newton envolver um controle guadrdtice do erro. Ve-
remos agora, por meio de um contra-exemplo, que quando r > 2 o teorema correspondente é

falso (trata-se de uma variagio de um contra-exemplo similar devido a Hamilton [Hal).

Contra-exemplo.  Voltemos 4 escala E* e ao operador {6.4} definido acima, assumindo
agora que r > 2. Sejam § > 0,6 >0e f € Ef com ||f|lg < § Suponhamos que exista
u € E° tal que ¢(u) = f. Ento,

u(rz) = f(z) + v(2), z 21 (6.7

E claro que qualquer que seja § > 0 podemos tomar f € Ef com [|f|lg < & que verifique
f(z) > 0 para todo z > 1 e f(r) > 0. Vem de (6.7) que w(r?) > f(r} = v > 0. Usando
indutivamente (6.7) temos

u(r™t?) 2 4*" =exp(2"Iny) n=0,1...

Entao,
llulle = sup [u(z)e?| > u(r™*?)exp(r"*?) 2 exp(r"*? + 2" In ),

e o membro direito tende para infinito quando n — co, contradizendo que u € E°.
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CAPITULO 11

Como vimos no capitulo anterior, a possibilidade de aplicar o teorema de Nash-Moser
para resolver uma equagio depende fortemente da existéncia de escalas mansas no espago
ambiente onde as operacdes envolvidas resultem mansas. No toro, onde desenvolvemos uma
aplicagio na (ltima segfo do Capitulo I, a construciio de uma escala mansa foi facilitada
pela expansio das fungbes em série de Fourier. Para construir escalas mansas com boas
propriedades em outras variedades, serd necessrio proceder por localizagBo e colagem. Isto
nos leva a considerar escalas em R”™. Na seciio 1 estudamos as escalas de Sobolev em R” e
descrevemos aproximagdes da identidade. Na segfio 2 consideramos virios tipos de operagdes
mansas de grande utilidade nas aplicacdes, e descrevemos a construgiio das escalas de Sobolev
em uma variedade compacta. A Gltima secio é dedicada & escala dos espagos de Hblder e suas

operagbes mansas. Trata-se, evidentemente, de um capitulo de construgo de ferramentas.

1. Os espagos de Sobolev

As escalas de Sobolev em R" fornecem uma forma de aferir a regularidade de uma fungio
em termos do nitmero de derivadas que pertencem ao espaco L?,1 < p £ oo. Lembremos que
L? = LP(R"} é o espago das fun¢des mensurdveis de R® de poténcia p integrivel e constitui

um espago de Banach com a norma

s = ( [ 1o dz)”p, we I,

quando 1 £ p < o e com a norma do supremo essencial para p = co.
Consideremos agora o espago C2°(R") das fungdes infinitamente diferencidveis com su-
porte compacto em R™. Dado um inteiro positivo k podemos equipar CS(R™) com a norma

I¢llrz = > 1D7]), ' (1.1)

le[<k

E claro que esta norma determina uma topologia mais fina que aquela dada pela norma de
L?, j& que a norma (1.1) domina a norma L7, Assim, podemos identificar o completamento
de (C&(R™), || 'iLi) com um subespago do completamento de (C(R"), || lize). Por sua
vez, este dltimo pode identificar-se com o préprio L?, se p < o, ou com o espago das
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fungGes continuas que tendem para zero no infinito, se p = co. Em todos os casos, podemos
considerar o completamento de (C2°(R"),[] [|z7) com um subespago de L?. Denotaremos
este completamento com L}, k =1,2,.... Para p fixo, a norma || |} ¢ € uma fungéo crescente

de k, o que permite identificar L} | com um subespago de L%, i.e.,
LE,, C L},

A defini¢io dos espagos Lf por meio da nogio de completamento — que é um procedimento
um tanto abstrato — pode parecer pouco satisfatdria. Outra forma equivalente de definir
0s mesmos espagos é a seguinte: define-se L} como o espago dos elementos de L? cujas
derivadas no sentido das distribuigdes de ordem menor ou igual a k pertencem a L?. Q leitor
familiarizado com a nogao de distribuigdes percebe que os completamentos antes mencionados
se identificam imediatamente com os espagos definidos desta segunda maneira (cf. {Houl)).
Lembramos que a transformada de Fourier de uma funciio integrivel em R™ se define

COImo

i = f e=iv¢ f(z) da,

e ¢ uma fungfio continua que tende para zero no infinito (em particular é limitada). Se f for

também integravel, podemos inverter a transformada de Fourier
fa) =y [ ey ae.

Assim, as férmulas da transformada de Fourier ¢ sua inversa sio essencialmente iguais e
gozam das mesmas propriedades.

A transformada de Fourier de uma fungfio ndo identicamente nula de C2°(R") ndo per-
tence a este mesmo espago, pois embora seja infinitamente diferencidvel, nunca tera suporte
compacto j& que é analitica. Entretanto, pertence ao espago de Schwartz & das fungGes
de decrescimento rapido, isto é, das funcdes f infinitamente derivdvels tais que, para todo

N =1,2,..., e todo multi-indice «,
|2V D° f(z}] — 0, = — oo,

O espacgo de Schwartz § é invariante pela transformada de Fourier. Grande parte da utilidade

da transformada de Fourier vem das férmulas
(DEFY(€) =€*f(8), (= f(2))(&) =(-D)*f(£), (1.2}

que mostram que a derivagio se transforma em multiplicacio por mondmios e vice-versa.

Consideramos agora a escala de espagos de Banach H* = L%, k> 1, H® = L>.
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Proposigao 1.1. A escala {H* = L7}, k=10,1,..., é mansa se 1 < p < co, i.e. satisfaz as
condigdes (1.2.3), (1.2.4), (1.2.5) da Definigio 1.2.2 do Capitulo I Em particular, esta escals
tem a propriedade de convesidade. Mais precisumente, eziste uma famflia monoparamétrica

de operadores regularizantes
Tg:H —a H®,  6>1,

dependendo diferenciavelmente de 8, que satisfozem as estimativas seguintes

[ Toullpe < Ch8*Nullyy, we™, <k, (1.3)
|4 — Toullyr < Ci857||u]l;, wet, j>t, (1.4)
Jim Jlu — Tyullppe =0, u €M, (1.5)
—+00
d i ;
=5 Toullpp < Cid* 7 ullzy uwe. (1.6)

Demonstragio: Seja ¢ > 0 uma funcgiio de S cuja transformada de Fourier qg(ﬁ) éigualal
em uma vizinhanga da origem. Usando a segunda férmula de (1.2) (para ¢ = 0) e a férmula
integral da transfomada de Fourier, segue que

fqﬁ(a:) de =1, jm“qﬁ(m) dz=0, a#0.

Escrevemos ¢g(x) = 6™¢(8z), 6 > 1, e definimos Tpu = da *u,ie.,

Tyu(z) = ] bo(y)ule — y) dy = [ bo(z — y)u(y) dy. (17)

J4 que T} se exprime em termos de uma convolugio serd #itil lembrar o seguinte caso particular
das desigualdades de Young:

Desigualdade de Young. Sejam f € L'(R") e u € LP(R™). Entdo

”f* U”LP < "f”Ll Hu”Lv

A mundanga de varidvel y = fz mostra que leltzr = ||#|lzx = 1, de maneira que
temos [|Tpuf|z» < ||uflrs. Para provar (1.4), consideremos dois inteiros ndo negativos j < k e

tomemos primeiro uma fungio u € §. Sabemos que a norma em H? = Lf é

> ID"ullLs.

lali<i
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Seja v = D%u para |o| € j e escrevamos, de acordo com (1.7),

Tyu(z) = ] o(z — 1/6)d(y) dy

Expandindo v em série de Taylor até ordem & — j no ponto = obtemos

o= Y @O e
|8l<k—j
(—6)~ (k=)

+(k —j-1) > f](l—S)"“’ ‘*é(y)——(w—syla)dyds

|8|=k—j

A primeira soma se reduz a v(z) de maneira que podemos estimar |D*(Tpu(z) — u(z))| pela
€Xpressio

0o 3 [ [ s s - sufo) s,
|B|=k—3

Ora, exceto pela presenca do fator s, 0 < s < 1, no argumento da fungio D?v, a integral em y
representa a convolugio de ¥5(y) = [P {y)| com |DPy|. Isto sugere utilizar uma variacio da
desigualdade de Young. Com efeito, repetindo a demonstragio para esta situagio percebe-se
que a presenga do fator s nio interfere na obtengio da estimativa andloga. Obtemos entéo,

depois de integrar em s entre 0 e 1,
1D (Tow —w)llzr <CO* >~ [bgllzs [DPvllze < CO*fullpyn. (1.8)
8Y=k-j

Somando as estimativas (1.8) para todos os |a| < j obtemos
o — s < OOl

como desejado. Como p < o0, § é denso em H* para qualquer k, de maneira que mostramos
a validade de (1.4) num conjunto denso de H’, o que implica sua validade em H,

A demonstracio de (1.3) é similar e mais simples: quando diferenciamos u + ¢¢ basta
deixar atuar apenas k — j derivadas no fator ¢¢ e j derivadas em u. Para provar (1.5), serd
suficiente checar que Tyu — u em H* quando u € § e depois se utilizar da densidade de §
em H*. De fato, se v € § & simples verificar que Tpu converge para u na topologia de §, em

particular, também em L%. Finalmente, para provar (1.6) observemos que
d
959(:1:) nf™1g(8z) 4 8"z - Vd(6z) = 87 (nde(z) + yo(z)) = 6~ ve(z),
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onde escrevemos $(z) = z- Vo{z) € S, v = nd + ¢, Po(z) = 8™p(8zx), va(x) == 07~(8z) .
Segue que

de(z)
o9

Vemos que 9;Ty ¢ um operador inteiramente andlogo a Ty, obtido por convolugio com Opdha,

1 C
o gl = 7

0 que equivale a convolucionar com -y, € multiplicar o resultado por 6-1. Entdo, repetindo
com 8T o argumento que permite provar as estimativas (1.3) validas para Ty, obtemos (1.6)
para j < k. Para provar (1.6) com j > k, comegamos derivando a identidade Jrg(.f) = J)(f/ﬁ)
com respeito de & para obter (day)"(€) = —672¢ - ng(‘f) Isto mostra que a transformada de
Fourier de p¢s se anula em uma vizinhanga da origem para todo 8. Para 8 = 1, temos que
1) = ng(z) + ¥(z) verifica para todo a

f:z:“ ¥(z)dz = 0.

Seja v = D°%u para la| < 7 e escrevamos
] P =7

Oy Tyv(z) = 67* jv(a: —y/0)y(y) dy.

Expandindo v em série de Taylor até ordem & — j no ponto = obtemos

(—6)~(k=1) 1 k—j p_, 0%
006 To(z) = -t 3 (1 — )yl (y) 22 (2 — sy/6) dyds,
(k=7 = 1 ,ﬁf=k_jfu / Z

pois, com excegdo da parcela correspondente ao resto, as integrais dos outros termos se anu-
lam, ja que contem fatores da forrpa [ v®4(y)dy = 0. Usando uma variagiio da desigualdade
de Young, como fizemos anteriormente, e procedendo em forma andloga 4 demonstragio de
(1.4), podemos obter (1.6) para j > k. A demonstragio da Proposigio 1.1 estd completa.

A propriedade (1.6) é irrelevante para a convergeéncia do esquema de Moser discutido no
capitulo anterior. Entretanto, é essencial no esquema de Nash que discutiremos mais adiante
no capitulo IV, ¢ ndo ¢ diffcil provar que (1.6) implica (1.3) e (1.4) para j # k por integragio
em 8. Devemos considerar entéo que (1.6) ¢, essencialmente, uma forma forte de (1.3) e (1.4).

Embora a escala {L$°} nio seja mansa, devido & impossibilidade de aproximar fungdes
arbitrdrias de L® por fungbes continuas na norma do supremo, ela ainda tem a propriedade
de convexidade,
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Proposi¢io 1.2. A escala {LP}, k=0,1,... tem a propricdade de convexidade.

Demonstragio: Comecemos por observar que se soubermos que a desigualdade (1.2.11) é
valida toda vez que os inteiros j < & < ! sfo contiguos, ou seja, quande I = k+1 =7 +2,
iterando este resultado, obteremos a desigualdade no caso geral. Além disso, se tivermos
provado a desigualdade para os inteiros contiguos j,j + 1,7 + 2 e aplicarmos este resultado a
uma fungao u e as suas derivadas de primeira ordem Diu, ..., Dau, obteremos a desigualdade
de convexidade para os inteiros j + 1,7 + 2,7 + 3. Conclu1mos que é suficiente mostrar a

desigualdade no caso j =0, k=1, I = 2. Neste caso t = 1 — ¢ = 1/2 e devemos provar que
/2y, 1142
el < Clullf<llullie, we L.

Tomando a expansio de Taylor até ordem 2 da fungio u na varidvel z;, 1 < j < n, enquanto

mantemos fixas as outras varidveis, temos
Ju 18%
o) = 0(e) + 5Ny = 2) + 5 gn(e + 6y — 2y — )

onde 0 < 8 < 1. Isto implica

- 1 (3%
< 2ufize l2; ~ v + 5 a—*(-"«” +8(y — 2))| ly; — =l (1.9)
Dado z, podemos escolher y tal que
Tk = Yk k# 3,
(1.10)

—1/2
= v + 2l 2 el
Substituindo agora os valores escolhidos em (1.10) na desigualdade (1.9) obtemos

3;()

1/2 2 -
<flull 2N, i=1..n

Como |u(z)| £ Huﬁ_lrfz ||u|]l/2 trivialmente, tomando supremo em = e somando esta estimativa

com as obtidas para o supremo das derivadas de u, chegamos & desigualdade procurada.

As escalas {L}} podem ser usadas para medir a regularidade de uma fungio f: quanto
maior o inteiro & tal que f € L%, mais regular serd f. Esta regularidade pode ser comparada
com a regularidade usual, que se interessa com a continuidade das derivadas até uma certa

ordem, por meio do Lema de Sobolev.
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Lema de Sobolev 1.3. Seje k um inteiro positive, p>1, e 1/g=1/p — k/n.
i) Sep < n/fk, entdo
LUR™ c LY(R™)

e ¢ inclusdo é continua.
it) Se p>n/k, entéo toda u de L? pode ser modificada em um conjunto de medida nula de

maneire ¢ tornd-la continua, i.c.,
Li(R™) C C°(R™),

¢ a inclusdo ¢ continua.
i) Se j € um inteiro positive, 1/g=1/p—(k—j}/n ep> nf(k —j), entdo toda u de L}
pode ser modificade em um conjunto de medide nula de maneira a tornd-lo continua,

com derivades continuas até ordem j, ou seja que
LYR") ¢ CI(R™),

e a inclusdo € coniinua.

A demonstragio dos itens i) e ii) pode ser consultada, por exemplo, em ou [Au] ou
[St,p-124] . Por outro lado, iif) segue facilmente de i1) quando aplicado s derivadas até ordem
J de uma funcéo de Lf. A continuidade das inclusdes acima se exprime naturalmente por
desigualdades entre as normas dos espagos correspondentes. Por exemplo, a {ltima inclusio

é equivalente & estimativa

Y ID"ullz < Clullyg, we I (111)
la|<d
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2. Operagoes mansas em espagos de Sobolev

Para aliviar a notagio é conveniente denotar com || ||p,x 4 norma em Lf, coisa que faremos.

Quando k = 0 escrevemos simplesmente || ||, em lugar de || [[,,0.

Proposigio 2.1. A aplicagdo
{L} x L} 3 (v, v) — uv € {L}}
¢ mansa. Mais precisamente, cuistem constanies Cp = Cy(n,p) leis que
levilyx < Clllullpillvleo + lullplloloos) v e LE, ve L. (2.1)

Demonstragio: Foi demonstrado na segiio anterior que as escalas {L%} verificam a PC para
1 € p € co. Entfo, usando a regra de Leibniz para derivar o produto, a desigualdade de

Holder, e o Lemma 1.2.6, tem-se

k
oty S Co D ullpi—illolloo,; < Crlllullpellvllos + el oo,e)-

j=0

Segue da desigualdade (1.11} que [ollec < Clvlp,r se 7 > n/p € [|[V]|oo,k < Clollp,k4r se
7 >nfpeve L}, . Aplicando esta observagio is estimativas (2.1} obtem-se

Coroldrio 2.2, A aplicagie
{L% x L3} 2 (u,v) — uv € {L}}
¢ mansa ¢ ezistemn estimatives
luvllp < Colllellppsrlfollp,r + Nellprllvlpsre)s  wv € Liy,, (2.2)

com 1 = [nfp] + L.

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg. Sejam 1 < ¢,7 < oo nimeros reais, [ < j < &

inteiros ndo negalivos e escrevamos

j=al+(1-a)k,
l=a£+(1—a)-1—.
Y q v
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Eziste uma constante positive C = C(q, 7, k,t) tal que

1Fllps < CIAIZAASTS, Fes. (2.3)

Demonstragéo: O resultado segue por inducao em % uma vez provado para £ = 2. Quando
k =2 apenas o caso I = 0, j = 1, k = 2 nfio & trivial. Neste caso temos que a =1/2 ¢

1/p =1/2¢ + 1/2r. Devemos provar que
Illey < CUA A

Comecemos observando que se p = oo, necessariamente também tem-se g = r = oo, Neste
caso, a desigualdade procurada segue da PC para a escala {L{}, que j4 vimos. Faremos a
demostragéio apenas no caso 2 < p < oo quando é uma aplicagio direta da desigualdade de
Hélder; o leitor interessado pode consultar as demonstracées originais ([G], [Ni1]), vélidas
para qualquer valor de p, 1 < p < co. Como o argumento é essencialmente unidimensional
suporemos que n = 1 o que simplifica a notagio. Tomemos f € S(R) analitica real, em
particular, os zeros de f' siio isolados, constituindo um conjunto discreto de . Nos pontos

onde [’ ndo se anula vale
d —_ —_— —_
PR =151 + (0 = DI P~ *Re (TN + fI P27,

Integramos agora esta identidade na reta. Usando o teorema fundamental do cleulo
entre zeros consecutivos de f' e observando que f decresce rapidamente no infinito, vemos

que a integral do membro direito é zero e obtemos a estimativa
1= [irvas <@-1) [IArr1 e
Como 1/g+1/r+(p—2)/p = 1, podemos aplicar a desigualdade de Hélder iterada para obter

< (e = DA IE1#]]
que mostra que
11 < (o = DIANS -2 (24)
Por outro lado 1/p = 1/2¢ + 1/2r e aplicando novamente a desigualdade de Holder temos
I£1ls < NAI/2NFN2 < RAILZN AL, (2.5)
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Somando a raiz quadrada de (2.4) com (2.5) tem-se

1£llpe € CUFI AN (2.6)

A estimativa (2.6) pode ser estendida por densidade para qualquer f € § e isto termina a

demonstragio.

Destacamos agora um caso particular da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg que sera

usada mais adiante. Se escolhermos ¢ = 0o and [ = 0 in (2.3) tem-se

B < CUAS Il b=2 = fes. (2.7)

"
L p

A seguir, consideraremos a composicio ¢ o u quando ¢ € Li° e u € L}, ¢ mostrare-
mos que se trata de uma operagio mansa. Para incluir o caso em que que ¢ depende de
vérias varidveis serd conveniente considerar espagos de Sobolev com valores vetoriais que
serio denotados LY(R"™, R™). Seja {2 um aberto de R™ contendo a origem. Suponhamos
que ¢ : 2 — C tem derivadas limitadas de todas as ordens, $(0) = 0, e que u € LY(R", R™)
satisfaz u( R") C §2. Sob estas hipéteses a aplicagfio u — ¢ou aplica Lf em Lf e a composigio

resulta uma aplicagio mansa. De fato,

Proposigdo 2.3. Sob as hipdleses enunciadas acima vale o estimative

Il o wllps < Cr(1+ [Veelloo)* 7 (l1lloo,t el + Hblloo sll2ella, 1) (2.8)

Demonstracdo: Consideremos uma bola B de raio r centrada na origem e contida em 2.
Usando a férmula de Taylor de primeira ordem (a possibilidade de assim representar uma

funcéo é conhecida #s vezes como Lema de Hadamard)
m
Bu) =) usi(u)  uwe€B, il SVl
J=1

Usando uma fungiio de corte suportada em I3 podemos escrever ¢ = ¢; + ¢2 com |y (u)i <
ClIVélloaltel, |#2llcc < l|$llcc © 2 suportada em B. Se u € L*(R", R™) a medida de

{lu| < r} estd limitada por r~?||u|5. Podemos assim concluir que

60 ully < Cll¢lloo, lf2ltp- (2.9)
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Seja & um multi-indice de comprimento & > 0. Entio D%(gou)= Efxl F; onde F; é uma
soma de termos da forma,
Z Cﬁi?#f ((D‘Yé) ° 'c‘.t) ‘Dﬁluil e Dﬂjuii )

[81]+-FB; |=k
[¥l=4, 18:]>0

onde ¢ € {1,...,m}. Aplicando a desigualdade de Hdlder iterada a cada termo da soma

obtemos

ID5(¢ 0 )y < C 3 lldllco,s 1D Vully, -+ || D% Tu],
7
onde 6] = [Bi|—1e q = p(k—3)}/16]. A desigualdade vale devido a que l/q1+---+1/g; = 1/p.
Aplicando a desigualdade (2.7) temos

- b
10" Vully < [1Vullg 51 < ClIVullls Vullye;

onde by = |§[/(k — 7) = p/@1. Note que se verifica: 'le |&] = Z}Ll(lﬁ;[ —1)=k—jde
maneira que vale by +--- 4 b; = 1. Isto implica que

e

1D%(& 0 ullly < C 3 18lloo, i Vel | Ve k-

j=1

SO+ Vulloo) ™! (I dlloo,a ull i + N lloo il ) (2.10)

onde usamos o Lema 1.2,6 para obter a segunda desigualdade. Somando as desigualdades
(2.10) para 0 < |a| < k e levando em conta (2.9) obtemos ( 2.8).

Estudemos agora o comportamento sob mudangas de coordenadas, Seja & : R® — R"
um difeomorfismo com inversa ¥ e suponhamos que det ¥’ > ¢ > 0. Se @ tem derivadas
limitadas de todas as ordens o mesmo acontecers, com ¥. A mudanga de varidveis f — fo &
aplica L} em L% e é mansa. Temos

Proposi¢do 2.4. Se & for como acima e f € L%, valem as estimativas |

© lf 0 @l < CulL+ 1920} (1115 VBlloo,k + 11 1t VB o) (2.11)

Demonstragfo: Se |a| =k > 0 sabemos que De(f o &) ¢é uma soma de termos da forma

Y. Caawi (D)o ) D*%i,--- DA gy,

[B1|+---+|8; 1=k
rl=i, [Bf>0
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onde &,,..., P, sio as componentes de 'I>_e 1 < j € k. Entio,

ID*(f o @)N@N < C Y [VElloojr-1 - [V®llco,is;1-1 [(D7F) 0 B(x}.
IR
Seja & = |Bi| — 1 de maneira que & + -+ +6; = k — j. Usando a propriedade de convexidade
das normas em escalas de Sobolev temos

[VE| o5 < Cﬂvq;ué;ﬁ/(k-i)”v@”'ﬁ/(k—j)

oo k—f

donde

k
ID°(Fo @Y £ C D D IVHRS IV leess (D7) 0 2(2)
=thl=s (2.12)

E
SCA+ (Vo) D Y [VEloosk—;i [(D7f) 0 B(a)l.
i=1 |yl|=5

Escrevamos g = f 0 $. Vem

ol s ¢ Y [0 du.
lo| <k
Estimando o integrando com (2.12) e introduzindo a mudanca de varidveis y = ®(z) obtemos
imediatamente
gl x < CL+ [V E[loo)?*Y 2:IIfII,,,]IIV‘i’Il';,,J
j=0

o que, depois de usar, como sempre nestes casos, o Lema 2.6 do Capitulo I, permite provar
(2.11).

As Proposicdes 2.1 e 2.4 permitem definir os espagos L% (M} para uma variedade com-
pacta M de classe C* e dimensdo n. Para isto serd suficiente considerar uma cobertura
finita de M por vizinhangas coordenadas (U;,z;), = I,..., N, e uma particio da unidade
i; subordinada a esta cobertura. Uma fungio u definida em M estard, por definicio, em
E¥ (M) se (ihju) 0 :::"'1 € LI(R") paracada j =1,...,N. A norma de u serd

N
lallpe =Y I(5u) 0 25 |2 (mm)-

j=1
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Esta definigio de L} nfo depende da cobertura escolhida nem da partigio da unidade. Qual-
quer mudanga nesta escolha apenas fornece uma norma diferente mas equivalente em LE(M).
Podemos supor entdo que uma cobertura e uma partigio da unidade foram fixadas de uma
vez por todas, o que fixa a escolha da norma. Se agora fixamos p < co e deixamos variar
k =0,1,... obteremos uma escala de espagos de Banach. Para. ver que se trata, como no caso
de R", de uma escala mansa, serd preciso definir operadores regularizantes. Seja u € LY (M),
JT1
Consideremos uma fungio x € C*(z;(U;)), x = 1 numa vizinhanga de K. Se T, denota os

u; = yju, v = uyox; . Entdo, v € LY(R™) e estd suportada em um compacto fixo K.
operadores regularizantes da Proposigdo 2.1, vemos que o produto x7jv converge em LE(R™)
para xv = v. Das estimativas que T verifica, e do fato do produto ser uma operagéio mansa,
segue facilmente que xT} verifica as desigualdades analogas a (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) quando
atua em fungbes suportadas em K. Podemos transferir este operador &s fungdes suportadas

em {/; por composi¢io com z; e denotar este operador com T,;. Verifica-se facilmente que

N
Tou = Z Ty,;(1hju)

=1

é uma familia monoparamétrica de operadores com as propriedades requeridas para que

LE(M) seja uma escala mansa. Temos

Proposigio 2.5. Seje M uma variedade compacta. A escala {H* = LY}, k=10,1,...,
€ mansa se 1 < p < 0o, em particular, tem o propriedude de convezidade. Existe uma familia

monoparamétrice de operedores reqularizantes
Tp:H' — H®,  0>1,

dependendo diferenciavelmente de 8, que satisfaz as estimativas

IToullpe < Cob*ullpp, uwe, j<rk, (2.13)

o= Toullgp < Coeb*~lull;, weH, j>k, (2.14)

- ali{l; [« — Tg?J."Hk =0, ueH" (2.15)
d i .

”E@Tgu”?_{k < C'J'L-BL 7 1”“”7—["1 u e H. (2.16)

No estudo da regularidade de solugbes de equacdes diferenciais parciais, a mudanga de

regularidade representada pela passagem de um espago de Sobolev H* para o seguinte K+
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pode ser muito grande para determinados problemas, onde é necessfio considerar mudangas
{racciondrias de regularidade. Por exemplo, nos espagos de Sobolev discretos, a inversa de um
operador diferencial de ordem um apenas tem como escolhas possiveis recuperar 1 derivada
{o que implica que o operador diferencial é eliptico) ou ndo recuperar nenhuma derivada. En-
tretanto, hd exemplos intereressantes onde se recupera 1/2 derivada (implicando na hipoelip-
ticidade do operador). Isto motiva a definigio dos espacos de Sobolev LE(M}, 0 £ s < co.
Isto pode ser feito de diversas formas. Uma possibilidade é definir L§(M) = Li(M) para
valores inteiros s = £ =0, 1,.. ., enquanto para valores intermedidrios & < s < k41, L2{M)
se define como o espaco de interpolagfio (digamos complexa) entre LE(M) e LY, ,(M). A
propriedade de interpolagio permite definir as aproximagdes da identidade Ty nos espagos
L2(M) as quais verificardo as propriedades (2.13), ... , (2.16) para todo j e k reais, com
as constantes Cy, Cjz limitadas, toda vez que j e k pertencem a um intervalo limitado da
reta. Uma segunda possibilidade é definir primeiro os operadores LE(R™) Lty (LPR™)),
onde J° é o operador de Bessel dado por (J°f)(€) = (14 |€[2)*/2 f(€) (¢f. [St]) e depois pro-
ceder por localizag@o para transferir as normas a uma variedade compacta M. Finalmente,
uma terceira possibilidade, utilizando o cilcule de operadores pseudo-diferenciais, é definir
LP(M) = (14 A)*/2LP(M) onde LP(M) se define relativamente a uma medida de classe C*
du (isto significa que em cada carta (x, U) é possivel escrever dy = p(z)dx, onde dz é a me-
dida de Lebesgue e g € C*(U)), A = —d*d, com d denotando a derivada exterior atuando
em fungdes e d* o transposto de d relativo & dualidade fornecida por (f,g) = [ fgdp. O
operador (1 + A)*/? pode ser substituido por qualquer operador psendo-diferencial eliptico
injetivo de ordem s e tipo (1,0). Quando a variedade é orientdvel e di é a forma de volume,
A é o operador de Laplace-Beltrami atuando em funcdes. Todos estes métodos fornecem os

mesmos espagos para 1 < p < oo. Temos

Proposigio 2.6. Seja M uma variedade compacte. A escala {H* = L2(M}}, 1 < p < o0,
0 <s < oo, ¢ mansa, em pariiculer, fem a propriedade de converidade. Eziste uma familia

monoparaméirica de operadores regularizantes
Ty:H' — H®, 421,
dependendo diferencievelmente de 8, que satisfaz as estimativas

Toullgyr < Cat0lullyp, uweH, <5, (2.17)
e — Toullye < Cal®llufls, veH, t2s (2.18)
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ﬂ]iprilo ||u —-Tgu”H- =0, ueH, (2.19)
d s—tmm
|25 Toullzg < Co®~* Mullyy, « e H, (2.20)

onde as constantes C,, sdo Limitadas uniformemente quendo s e ¢ permenecem Lmitados.

3. Os Espagos de Hilder

Vamos desenvolver nesta se¢io uma nova escala mansa de espagos de Banach, constituida
pelos espacos de Holder que nos permitirdo dar sentido e medir a a-ésima derivada de uma
fungdo mesmo quando o nfio é um inteiro.

Seja A um subconjunto compacto, convexo e com interior nfio vazio de R™. Seu: A — R

¢ uma fungio continua, definimos

|ulo = sup [u(z)|
z€A

el = sup D =¥y (3.1)
zyea |z —yl®

Sek<a<g<k+l,keZeueCHA),

fula = Y 167 lor (3.2)

a=k

beﬁnigio 3.1, Se k < o < k+1, k inteiro positive, entdo o espago de Holder A®(A) é
definido por
AM(4) = {u € C¥(4) : Jula < oo}

A¥(A) ¢ um espago vetorial normado por

llteflee = |utla + Jcfo (3.3)

e AY(A) ¢ simplesmente o espaco das fungdes continuas munido da norma do sup.

Como A%(4) é um espago completo, segue facilmente que A sfo espacos de Banach
Yo > 0. Além disso
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coo(4) = [ A®
a2
Para provar que os espagos de Hélder formam uma escala mansa, precisamos construir
uma familia de operadores regularizantes Ty : A%(4) — C°°(A) satisfazendo as estimativas
(1.2.3), (1.2.4) e {L.2.5). Estas propriedades serdo decorrentes da propriedade de convexidade
das normas || o enunciadas no Lema a seguir. Daqui para frente, a letra C serd usada para

denotar varias constantes universais.

Lema 3.2. Se0<a< 8 el <<, entdo

a)

lelleasa-ns < Cllullallully™ (3.4)
b)
[[elfe < Cllulls (3.5)
Demonstragio: Como |[u|le = ||ullo + |¢|a, vamos provar primeiramente que
[eliati-np < Clulollule + ulg) = (3.6)

Esta estimativa pode ser provada diretamente se nfo existir um inteiro entre « e 4.
Assim, é suficiente prové-la quando fo + (1 — )8 é um inteiro. Com isto em mente, vamos

provar inicialmente gue
SekeZ,a<k<felua<l,|ulg<] entdo sup|du|<C, |o|=k (3.7

Podemos supor, sem perda de generalidade que o < 1 (senfio, se & < a < k +1,
trabalhamos com 85w, |8| = k no lugar de u e a conclusio em (3.7) serd a mesma).
Se e < 1, existe ¢ > 0 tal que ju(z) —u(y)| < Clz—y|%, Vz,y € A. Como 4 ¢ compacto,
fu(z) — u(y)| é limitado e portanto podemos supor que
¢, > 0: !T.llo <Gy

(se @ # 0 a adi¢fio de uma constante nao altera o conteido de (3.7)).
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Seja P(y) o polindmio de Taylor de % em torno de z de ordem m = maior inteiro menor
que f. Entfo o resto da série de Taylor de u, u(y) — P(y) é tem norma limitada por uma
constante Cz visto que ela pode ser estimada pelo supremo das m—ésimas derivadas de u e,

como por hipétese |u|g < 1, entdo

v —g°
sup |87u(z) ﬁ_:(y)l
z,y€B | — y|
Logo |P(y)l < |P(y) — u(y)| + |u(y)| < €y + Cy, Vy € A. Desta desigualdade segue
que todas as derivadas de ordem < m de u devem ser limitadas, Com efeito, se temos uma

<1, [o] =m.

familia de polindmios de grau limitado €, ainda, os polinémios da familia sio uniformemente
iimitados em um compacto de A de R”, podemos encontrar uma constante fixa que limita
todos os coeficientes dos polindmios da familia. Para ver isto podemos raciocinar da forma
seguinte: o espago das restrigdes a A dos polinémios de grau menor ou igual a m constitui
um subespago normado de dimensio finita com a norma do supremo (¢ claro que a restrigio é
injetiva se A tem interior nio vazio). Por exemplo, uma base estd constituida pelos mondmios
de grau menor ou igual a m.

A correspondéncia

Pr—ra,

que & cada polindmio faz corresponder seu a-ésimo coeficiente & um funcional linear, e todo
funcional linear em um espago normado de dimensso finita é limitado. Istc prova nossa
afirmacao.

Retornemos agora 3 prova de (3.6). Basta prova-la quando ta + (1 —1)8 é um inteiro e

[t]o # 0. Dividimos agora a prova em 2 casos:

i) lulg < [u|o. Neste caso tomamos v = u/|ulo € usamos (3.7). Temos que |8"v| <
C,lo| = ta 4 (1 - ¢)8. O Teorema do Valor Médio fornece que [vliaq(1—ryg é limitado e
portanto u|iat(1~1p < Clula de onde segue imediatamente (3.6).

{i)|u|a < |u|g. Neste caso, para cada z fixado em A, efetuamos a mudanga de varidveis:
us(y) =u((l—s)z +sy), yeA0<s<l.
Isto nos conduz a: [u,(y)|, < s%|uls, Yo > 0. Escolhemos s tal que
sPlulg = s%ulq. (3.8)
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Entao

1
D DI VA - D DR
lol=tat(1-1)8 lo|=ta(1—0F

A escotha de s em (3.8) permite usar (3.7) com v = u,/5"|u|, e obter

C
Wlatro—ng < ms“]uh

C -
= m(sﬂuh)t(sﬂub)l ‘

= Cluleulg™

Isto conclui a prova de (3.6).
Provemos a parte b) do Lema. Se 0 < @ < §, usando (3.6),

luelle < fula + [lulls
< Clulg(lulo + |ufg) ~* + [lull8
< Cllulljllulls™ + llzlls
<(C+Diulls

Provemos agora a parte a} do Lema. Se 0 € @ < f e 0 < ¢ < 1, usando novamente (3.6),

l[lltat-ns < Clulallula + [ulg) = + hulo

Usando agora a parte b) ji demonstrada,

lulliata-ng < Cllulellullz™

Coroldrio 3.3. Se o =tay + (1 —t)ag e tf + (1 —t)f2, 0 <t < 1, enido:

fellallufls < Clllulla olls, + llwllazllols,) (3.9)

Demonstragio: vide Lema 1.2.6.
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Observagio 3.4. E claro que C1(4) C A}(4) e lells < flz]lc1a), pelo Teorema do Valor
Médio. No entanto a inclusfio contriria nio é verdadeira, como mostra o exemplo f(z) = |z|.
Além disso, se u € A¥¢(B) entiio

lellor < flwllzse, € >0, k € Zy.
devido & (3.7).

Observagdo 3.5, Se « < f, a incluséio A®(A) — AP(A4) & compacta. De fato, seja (4j) wma
seqiiéncia de funcdes satisfazendo {|ujfle < 1. Entfio u; tem uma subseqiiéncia uniformemente
convergente para uma fungiio continua u, pelo Teorema de Arzela-Ascoli. Denotemos esta
seqiiéncia por {uj,). Como u; ¢ limitada em A®(A), segue que u € A*(4). Usando a

propriedade de convexidade, obtemos
Y-} g.
et ~wiills < Cllwsy —uzilla”™ = s, - uslls

Logo u;, — u em A,

Operagdes em espacos de Holder

Estudaremos agora algumas operagdes em espagos de Holder que nos permitirio provar
que podemos formar escalas mansas de espagos de Holder e que muitos dos operadores que
usualmente aparecem nas aplicagdes sdo mansos nestas escalas, O préximo resultado diz que

A®(A) é um anel e que a operacio produto resulta mansa.
Proposigdo 3.5. §e u,v € A%(A), entdo

lwvlle < Clllelatlvllo + llellololla) (3.9)

Demonstragio: Primeiramente analisamos o caso 0 < a < 1. A desigualdade

lu(=)v(z) — u(y)u(y)| < Jof )|IU(m) u(y)l + luly )Iv(ﬂa) v(y)|

|z — y|o 2 -yl
fornece imediatamente o resultado.
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Agora,sek<a<k+1,0<ke 7%, ao derivarmos o produto uwv, obteremos uma soma

de produtos do tipo 8Pud?v com |p| + |¢| = k. O caso j& demostrado permite estimar
0Pt < 0" w000l + 8%l 5100l

Vamos estimar somente o primeiro termo do segundo membro pois o segundo termo tem
estimativa andloga. Para isto basta usar o Corolario (3.3) com as substitui¢des (ai,th) =
(a,0), (2, B2) = (0, @) ¢ £ = |p|/e, que o resultado segue imediatamente.

Passaremos a estudar agora a operagho de composigio de fungdes entre espagos de Holder
a fim de definir os cspagos de Holder em variedades, o que é feito por localizagio e colagem.
Com este intuito vamos definir a norma de Holder para fungdes a valores em RY e obter
estimativas sobre a composta de funcdes em espacos de Holder. Se u = (up,us,...,un),

definimos

N
e =Dl

j=1
Proposigio 3.6.
a} Se a,B € (0,1] entdo
o vllag < lullallvli + llflo (3.10)
b) Sew,v €AY, a1, cnido
o vlle < Cllluflaltwlly + lullafvlle + lulo) (3.11)

Demonstragio:

a) segue imediatamente de

lu(o(2)) ~ u{e(@))] _ [u(v(z)) — (o) [v(=) - o{y)]*

|z — y|=# [u(z) — v(y)|* lx —ylo8

b) Usando a Prop. (3.5),

[0 v|e = |(u' 0 v)e |amt
< C(llu’ o vlla=1llv"llo -+ [l o 2lo][v"[la—1
< (Jlu’ o vlla—1llv"Nlo + Hullllv]la)
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Se a < 2, o resultado segue devido & seguinte estimativas

Il o vlla1lvllo < flullallelif
pois & > 1. Indutivamente, podemos assumir que o resultado esté provado para ¢ — 1 no
lugar de . Entdo
Il 0 vllaslfolo < Clllwflaaflolls™ + lelleflvflams + o' llo}lo"fo
< Ol lla—zllellF + ' wlla—lvlls + e lolvfls)

O tGnico termo que precisamos estimar & Jl#'[1[1e[la—1[[v]]2. Usando a propriedade de

convexidade,

' S T (| 5 T
sl llaslolly < fually™ JeellE ol 5= ol ol
a2

< (Malls o lle) == )(ullalolig) =

Como a média geométrica pode ser trocada pela média aritmética (veja a demonstracio do

Lema (1.2.6)), o resultado fica provado.

A seguir vamos mostrar que a operagio de inversio também resulta mansa em A% se
a > 1. Mais precisamente,
Proposigdo 3.7. Sejam A e B conjuntos compactos, conezos com interior ndo vazio de RN,
Sejamu:A~— Beu:B— RV funcies que salisfazem
(v ou)z)=2z, VreA

Suponha que llully e |[u=|y sdo timitados. Se o > 1 enido

llulle < Clle™ o (3.12}

Demonstragio: Pela regra da cadeia, w'(z) = [(«71) (u(2))]™". Como a operacio de in-
versio de matrizes ¢ de classe 0 e {(¢71) ou pertence a um conjunto compacto de matrizes
invertivels, se 8 > 0,

llls < CQI(w™) 0 ullg +1)
SOl oullg
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Suponhamos primeiramente que § = o — 1 < 1. Pela Prop. (3.6)a), segue que

fe'llamt < CUETY lamalellf ™" + 1) S Cll@ ™Yl

pois por hipétese ||u||; é limitado e a proposigéo flca provada neste caso.
Suponhamos agora que # = o — 1 > 1. Usando a parte b) da Prop. (3.6), podemos
escrever

lllls < CCIC™Y Nglaell] + ™" Y llellulls + ™" 1)

Q primeiro e o terceiro termos do segundo membro podem ser estimados por uma cons-
tante vezes ||u~!!|a, pois |¢7!||, é limitada. Para estimar o segundo termo vamos proceder

por indugio. Admitamos entdo o resultado verdadeiro para « — 1. Segue que

" Y lleltulls < Clle™ [lallu™ a1
< Clle M lalle™ o + ™ ol

onde usamos o Corol. (3.3). Como [[u~![]; é por hipdtese limitado, o resultado fica demons-
trado.

Finalmente vamos mostrar que os operadores diferenciais (néo lineares) séio mansos com
telagio aos espagos de Holder. Este fato serd essencial para as aplicagbes que veremos no
Capitulo 3.

Seja K um subconjunto compacto de R™ com fronteira C? e seja

f:BeK x(R?) — RY

uma, fungio continua, onde B é um aberto de J{ x (RP) e I é a cardinalidade do conjunto
de indices 0 = (01, ...,0y,) tais que |o| £ m, para um dado inteiro positive m.
Seja O = {u € C™(K,R") : (z,(07u(z))ser) € B}. Este conjunto é um aberto de
C™ (K, R?). Definamos
F: 0 — C'%K,RY)
ur f(., (0%U)eer

Como f ¢ uniformemente continua em compactos, segue que F' é continua.

Seja agora By um subconjunto compacto de K x (R?)!. Definamos
Op = {u € C™(K, R?): (z, (8" w(x))ses) € Bo}
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Proposicao 3.8. Com as netagdes acima, suponha que f € uma fungdo de classe C°°. Entio

F' ¢ mansa com relagio cos espagos de Hilder, isto ¢
Va2 0, ||[F(u)lla £ C(14+ ||t)mta), Vi€ OgnA™He (3.13)

Demonstragdo: Vamos aplicar as estimativas sobre composicio de fungBes fornecidas pela
Prop. (3.6). O operador F pode ser escrito como composta da aplicagio f com g : & —

(2, (87u(z)oer)-
Se @ < 1, pela parte a} da prop. (3.6),

BE@)e <N fll:llgla -+ 170
S (1 [leflmta)
Se & > 1, usamos a parte b) da Prop. (3.6) para obter

IEC o < M fllallgll + 1Al llglla + 11£)]o) (3.14)
Os dois tltimos termos do segundo membro ndo trazem problemas. Quanto ao primeiro
termo, sua. estimativa pode ser feita provando-se primeiro que
L
lallmis < Cllufzya,  we

Como u € §y, esta propriedade segue da propricdade de convexidade
-1 .1
lellmets < Cllufly™ el +q

Levando esta estimativa em (3.14), o resultado segue imediatamente.
Regularizacio e escalas mansas de Espagos de Hélder

Nesta se¢iio provaremos que os espagos de Holder constituem uma escala, mansa; para
isto, percorreremos o caminho contririo do que foi feito no Capitulo 1, onde a propriedade
de convexidade resultou como uma conseqiiéncia da mansidio da escala envolvida: aqui
necessitamos da propriedade fornecida pelo Lema (3.2) para provar que as classes de Holder

forma.m uma, escala mansa.
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Seja K um compacto de R™ e seja x uma funcdo de C2°( R™) que vale 1 numa vizinhanga
de K. Escolhemos ¢ € S{R") tal que ¢ = 1 numa vizinhanca da origem. Aqui é denota a
transformada de Fourier de ¢ em R”.

Se u estd suportada em I, definamos

Tou=x{bo*+u),  dolz) = 6"¢(6x), 6>1 (3.15)

Teorema 3.9. Se u € A%, os operadores de regularizagio deseritos em (3.15) satisfazem as
seguintes estimativas

o) |Toulls £ Clleflay B< e

b) | Toulls < ClOPlullay o< 8

¢) [[u— Toulls < COP|ul|a, B <

d) I35 Toulls < O lull®

e) limp_co fJu — Tottfle = 0.

Demonstracao: a) Como 8 < a, [[Teulls < C||Tou] o e assim basta estimar |¢g * |q.
Sea <1,

|60 * ula < sup [ lu(e ’Iz) — Uy = Ay s

z - y{*
< lellalldollz, = frelleiléllr,

Se a > 1, usamos o fato que &'(¢g * u) = dg * 8'u e o resultado segue de modo analogo.
b) Neste caso, devido & propriedade de convexidade, podemos supor que 8 = a + k, &
inteiro positivo. De fato, se § = ta + (1 — £)(« -+ k), assumindo o resultado para o + k e

usando a)

I Toulls < Cl\ToullehToullsys $ €OV~ |lulla = CO°~ulla

Tomemos entdio um multiindice ¢ com |0} = k. Temos

|87 ¢g * u|o = |Futpa * ul

onde ¥ = 8°¢. Logo

|87 65 + ula < 61070l 11 [lulla

e desta desigualdade segue imediatamente o resultado,
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¢) Se & = B a desigualdade que queremos provar ¢ dbvia devido & desigualdade triangular
e a parte a). Além disso, pela propriedade de convexidade, ndo hd perda de generalidade em
supor que § = 0.

Novamente precisamos dividir a demonstragioem a < lea > 1.

Se a £ 1, a estimativa a ser provada & conseqiiéncia das seguintes desigualdades:

fu(z) — (do + u)(e)] < | f (u() - u(z — y))do(y)dy|

< Julla [ 1y1°6™|6(6y)ldy
< Cllufl67

Suponhamos que k < & < k+1, ondeé k é um inteiro positivo e consideremos a seguinte
fatoragiio:

1-8(&) = Y €8a(6)

[el=k

onde R
)
E[o’[:k EE

Como ¢y se anula numa vizinhanga da origem (onde ¢ = 1} e & homogénea de grau k

Fal€) =

no infinito, segue que ¢, é rapidamente decrescente no infinjto e, préximo da origem tem
crescimento controlado por |¢|*~In|z|, sendo portanto integravel. Usando as propriedades
da transformada de Fourier relativas & convolugiio e denotando por F~! a transformada

inversa de Fourier podemos escrever:
F7 u(@) - dorw) = F (1 - do)il)

Como 439(5) = B¢ /9), lembrando que o produto por monémios transforma-se em derivacio
mediante a transformada de Fourier e que a derivada da convolugio é a convolugio com a
derivada de um dos fatores, segue que

| = do % u)(@)] = |(i8)™* 3" (fa)s * Bu(x)|

Jo|=k

=)™ 3

Jo|=%

[t - ) - 6 utansatonynay
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<g* Z |6%tt|a k/M" Mo (82)16" dy

lo|=k

< 08~ ”‘la“uja_k

Com isto provamos c).

d) Notemos que
(‘256 *u) = —F“1(5aﬁ)

¢
bol&) = 35)
Assim
¢9(E )= ‘11(
onde

()= -3 &5

A fungio a; (£) tem suporte compacto e se anula numa vizinhanga da origem. Observemos
que ganhamos a poténcia necessaria #71. Usando novamente as propriedades da convolugio
e da transformada de Fourier, a prova de b) pode ser usada (com a;) para provar o resultado
que queremos no caso a < B e a prova de c) pode ser aplicada (também com a;) no caso
B <o

Mostremos finalmente e). Basta provar que |u — Tou|, — 0 quando 8 — co.

Ora,

(2= do+u)(z) = (u—dorxu)y)| _ flulz)—wlz—F)—u@)—uwly—3N, .
= =y </ Py #(z)d
< sup [z — w(y) + u(y — £) — u(x — 3)|
Tz Iz - yl*

Este iiltimo termo ¢ limitado e converge para 0 uniformemente em compactos quando # - co.

Disto segue o resultado.
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CAPITULO IIT
Aplicagdes

Este é um capitulo muito longo, em compensagio, suas trés se¢bes sio completamente
independentes, podendo ser lidas (ou omitidas) em qualquer ordem.

Os resultados e técnicas desenvolvidos nos dois primeiros capitulos tiveram origem no
trabalho de Nash ([N]) a respeito da existéncia de mergulhos isométricos de variedades Rie-
mannianas compactas em algum R™. Devido a sua beleza e importédncia histérica, esta serd
nossa primeira aplicagio e o assunto da segio 1. O Teorema 11.3.3 pode ser aqui aplicado
bastante diretamente para obter o resultado procurado.

Na primeira aplicagiio, a hipétese do Teorema I1.3.3 que mais engenho requer para sua
verificagfio ¢ a existéncia de uma inversa & direita mansa. Isto nio ¢ mero acaso: a malor
dificuldade na aplicagio do teorema de Nash-Moser normalmente se origina nessa construgio,
mesmo porque &s vezes simplesmente o linearizado do operador em estudo ndo ¢ sobrejetivo e
ndo pode possuir uma inversa i direita. Nas duas aplicagbes seguintes, enfrentamos este tipo
de problema e a solugio bésica consiste em utilizar no esquema de aproximaciio uma nverss
aprozimadae. B claro que deixando de verificar-se as hipéteses do teorema de Nash-Moser, a
convergéncia do esquema ndo estard garantida e serd preciso provd-la em cada caso.

Na segunda aplicagho, que trata da construgao de solugdes locais da equacio de Monge-
Ampére com membro direito nio negativo, o linearizado do operador muda de cardter em
uma vizinhanga do ponto estudado, sendo ora eliptico, ora parabdlico, ora hiperbdlico, mas
ficando sempre préximo de um operador eliptico positivo, 0 que faz com que a adigio de
um milkiplo pequenc do operador de Laplace o torne eliptico degenerado. E este operador
perturbado que se inverte & direita. A perturbaciio pode escolher-se cada vez menor a cada
passo e tende a zero no limite.

A dltima aplicagio é de natureza inteiramente diferente. Trata-se de resolver uma
equagdo homogeénea, linear, superdeterminada. Ela & inicialmente aproximada por uma outra
cuja solugdd se conhece. Esta solugéio satisfaz aproximadamente a equagdio original e se deseja
absorver o erro. Para isto devemos resolver uma equagio superdeterminada nio homogénea,
o que resulta impossivel se o termo que se deseja absorver deixa de satisfazer certas condigdes
de compatibilidade (isto corresponde & inexisténcia de uma inversa & direita). Entretanto,

¢ possivel usar férmulas de homotopia que simultaneamente fornecem uma inversa & direita
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aproximada e uma estimativa quadrdtica do erro. Isto permite que o esquema de Nash-Moser

resulte convergente.

1. Mergulhos Isométricos de Variedades Riemannianas

Seja M uma variedade Riemanniana compacta de classe C*° e dimensdo n, munida de uma
métrica g. Pelo teorema de Whitney, sabemos que M pode ser mergulhada em R2™ De
acordo com o trabalho de Nash citado acima, ¢ possivel mergulhar isometricamente M em

algum R", em outras palavras, existe uma fungio injetora
wi M — RY (1.1)
que satisfaz
gr(X,Y) = {dup(X ), dup(Y )}uir), VX, Y € TpM (1.2}

onde { , }.p) denota o produto escalar usual de RY e TpM o espaco tangente a M em
P. Em um sistema local de coordenadas x1,...,2n, a métrica estd representada pela forma

quadritica
g= Zg;;dz; ® dx;.
Tomando em (1.2} X = 8/0z; e ¥ = 8/0z; teremos

XNjauka_uﬁ

I R
9ii =49 63:." Ba:j B 638,' 6:1:,"

k=1

Abreviadamente escreveremos (1.2} na seguinte forma:
g = (du,du) (1.3)

Sabemos que toda imerséio ¢ localmente injetora; no entanto, escolhendo ¥ suficiente-
mente grande, bastard encontrar u satisfazendo (1.3) para que a injetividade global esteja
automaticamente verificada. De fato, seja u, : M — R2**! um mergulho e escolha t € R
tal que t2g; < g onde g1 = {duy,du;}. Isto é possivel pois M ¢ compacta. Definamos
g2 = g —t¥¢; e suponhamos que a equagio {1.3) esteja satisfeita para a métrica, gq, 1.e, que
g2 = {dus, duy), para alguma imersdo ug : M — RN,

Entio g = t2g; + g ¢ proveniente da imersdo u = (tu;,uz) que é um mergulho em

RN B muito importante aqui nio termos limitantes para N.
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Consideremos agora a aplicagio & do conjunto dos mergulhos de M em algum R no
conjunto das métricas definidas em M, dada por ®(u) = (du, du).

Na categoria C°°, vamos provar que a sobrejetividade de & é conseqiténcia da resolu-
bilidade da equagfo (1.3) para todas as métricas g numa C*-vizinhanca de uma métrica g,

convenienternente escolhida. Para ver isto, escolhemos £ € R tal que t2gy < g € escrevemos:
9=1t"go+Rh}+k  onde k=g—ilg —t2h. (1.4)

Assumamos que seja possivel encontrar wm mergulho u; tal que ®(u;) = go + &, se
h € C* for suficientemente pequeno. Basta provar entdo que é possivel escolher & pequeno
de modo que exista um mergulho wg com P(up) = k. Este fato é conseqiiéncia da densidade
do conjunto das métricas de classe ' que satisfazem (1.3) no espago de todas as métricas de
classe C*°. A prova desta densidade & feita do seguinte modo: dada uma métrica ¢ em M , pre-
cisamos escrevé-la como soma de quadrados de diferenciais de funcées reais, (df, df). Em coor-
denadas, podemos aproximar ¢ por uma integral obtida pela convolugio da métrica com uma,
funciio de classe C*° e suporte compacto, como é usualmente feito para regularizar fungdes.
O resultado segue entdo passando-se para somas de Riemann e usando-se uma particio da
unidade para colar as fungdes obtidas em diferentes sistemas de coordenadas. Observe que
como € ¢ denso em CY, obtemos a densidade das métricas da forma (du,du) u e O,
também no espago das métricas de classe €7, Descreveremos agora mais detalhadamente esta
abordagem. Consideremos uma partigdo finita da unidade {1/:?}, J =1,...,p, subordinada
a uma cobertura de M constituida por vizinhangas coordenadas, i.e., Z?,bf =1, e cada ;
estd suportada em alguma vizinhanga coordenada. Escrevamos g; = t/iv;‘?g, de maneira que
cada g; € uma forma semi-definida suportada numa vizinhanga coordenada. Suponhamos
que conseguimos encontrar fungdes u i1 M o RYi tais que g; = (du;,du;). Entdo, a imersio
u = (u1,...,u,) verificard {du,du) = (duy, dus} + - + (dup,dup) = g1+ -+ g, = g.
Analogamente, se encontramos fungBes u; que satisfazem aproximadamente g5 = {duj, du;)
teremos que u = (uy,... 1 Up) satisfard aproximadamente {du,du) = g. Isto permite localizar
a questdo da densidade das métricas que séio somas de quadrados {df, df}, f real. Fixe-
mos um k & vejamos como aproximar 9% por somas de quadrados de diferenciajs de funges
reais. Na vizinhanga onde 3y estd suportada, g estd dada por uma matriz autoadjunta {g;;}
definida positiva, que possue uma raiz quadrada autoadjunta positiva Ay. Podemos escrever,
nesta vizinhanga, gr = AL A, onde A! indica & adjunta de A. Nosso problema é agora
aproximar uma forma semi-definida positiva da forma »*(z)A(z)* A(z), z € R, onde A(z)
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& inversivel, A{z) e A™'(r) sdo diferencidveis e ¥ estd suportada numa bola de raio R. Seja
x(z} = é(|z|) > 0 uma fungio radial em C*(R"), suportada na bola de raio 1. Fixando y e
tomando diferencial com respeito a z, vemos que a forma (dx(z — y), dx{z — y)} corresponde
— na base dx; ® dz; — A& matriz (x')'x'(z — y), onde x' denota a matriz quadrada cuja
primeira fila ¢ Vy sendo as restantes nulas. Integrando em relagio a y obtemos uma matriz

cujos coeficientes sdo
/¢‘(|a:|)2 zizj dz = &5 /qi'([:rDz dz/n.

Escolhendo ¢ convenientemente para que a integral no membro esquerdo seja 1, a matriz

obtida é a identidade. Para ¢ > 0 pequeno consideremos a matriz

[ A 1A — )/ Al det AW () dy =
fA‘(:c — e2)[(xX)' X' [(Ale — e2)2) A(z — ez)| det A(z — ez)|db*(z — ez) dz.

Esta matriz estd suportada na hola de raio R 4+ Ce e converge uniformemente com todas as
suas derivadas para a matriz ¥(z)A*(z}A(z) quando ¢ — 0 (fazer ¢ = 0 na segunda expressio
¢ introduzir a mudanca de varidveis z' = A(z)z na integral resultante). Tomando uma soma
de Riemann préxima da integral do membro esquerdo, para ¢ pequeno, encontramos uma
matriz que também aproxima ¥*A'A, e além disso é por construgio, uma soma de quadrados
de diferenciais de fungdes em C®. Com efeito, o termo genérico da soma de Riemann,

considerado como fungio de #, é da forma
C2A (X ) XAz -+ z0) A

que é a matriz correspondente & forma (dk,dh}, h(z) = Cx(Az + z¢), onde a matriz A
independe de z. Isto prova a densidade das métricas que satisfazem (1.3) no espago de todas
as métricas.

Deste modo chegamos 3 seguinte situagfio: encontrar uma fungio ug de classe C* tal que
9o = {duo,dup) seja uma métrica e tal que a equagio (1.3) tenha soluglo para toda métrica
g suficientemente proxima de gy, ou seja, queremos provar que, sob estas condigges, @ possui
uma inversa,

Um argumento geométrico bastante simples mostra que o Teorema das Fungdes Inversas
Cléssico para espagos de Banach ndo se aplica neste caso, como veremos a seguir. Se u :

M —s RY & um mergulho de classe C¥+! e ¢ = {du, du}, entdo g é de classe C’. Entretanto,
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podemos escolher g € CF tal que u & tio somente de classe CF~2. De fato, isto segue da

férmula de Gauss:

k(z,y) ~ E(way) = (B(xix)’B(% y)) — IB(z’yNZ: (1.6)

para z,y ortonormais, onde k (respectivamente E) é a curvatura seccional de M (de RV),
Blz,y)=vx¥Y —yxY ey (respectivamente ) é a conexfio Riemanniana de M (de RN)
(ver [Cal)).

Em termos de coordenadas, o primeiro membro envolve derivadas segundas das compo-
nentes de g (56 depende da primeira forma fundamental) e o segundo membro é um operador
diferencial de segunda ordem nas componentes de u (s6 depende da segunda forma funda-
mental associada a0 mergulho u). Se g é de classe C7 mas néo é de classe G+ entio K(z,y)
€ somente de classe C7~* e portanto u nio pode ser de classe C#+!, Assim, o Teorema das

Fungbes Inversas Cldssico nfio pode ser usado para achar uma inversa da aplicacio:
@ : {merguthos €'} — { métricas C7} (1.1

dada por ®(u) = (du, du}, porque ocorre irremediavelmente perda de derivadas que o esquema
cldssico ndo recupera.
Vamos aplicar o teorema de Nash-Moser & fungiio @ descrita acima com j=o0. Sua

derivada é dada por:

o = diinp(u vto)| = 2(du, dv). (L8)

=0
Para encontrar uma inversa desta aplicagfio, fagamos & (u)v = h. Obtemos assim um sistema,
de equagbes diferenciais nas componentes de v. Se consideramos apenas perturbagoes v

normais & subvariedade mergulhada via u, i.e, se
(du,0) =0, (19)

obtemos por derivagio
(d*u,v) + {du,dv) = 0. (1.10)

Isto reduz o problema de encontrar solucdes do sistema de equacoes diferenciais
2{du,dv) = h
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ao de encontrar v satisfazendo o seguinte sistema algébrice de equagdes em v:

k
(dPu,v) = —
(du.v) =0 {1.11)
Consideremos um sistema local de coordenadas z1,...,7,, em M. Podemos obter » na

vizinhanga coordenada a partir destas equagtes desde que os vetores

u Byu
ij’ 6z,~6xk’

hk=1,....,n, <k {1.12)

sejam linearmente independentes. Ainda mais, a solugdo v é \inica com a exigéncia adicional
de que v pertenga ao plano gerado por 9ju, 8ru (denominado plano osculador). E claro que
exigir que o plano osculador tenha a dimensio mdxima possiel de n+n(n+1)/2 depende ape-
nas do mergulho u e ndc do sistema de coordenadas local em M. Existern mergulhos que satis-
fazem esta condigdo de, em todo ponto de u(M), ter o plano osculador dimensao méxima (sdo
chamados mergulhos livres): basta compor o mergulho M — R?"*! fornecido pelo teorema
de Whitney com o mergulho R#*+! — RN 1 (zi,2;21)i<k, N =(2n4+1)(2n +4)/2,
usando n coordenadas como coordenadas locais da variedade mergulhada. Ainda, qualguer
mergulho suficientemente préximo de um mergulho livre na topologia C? também ser livre.
Suponhamos que « seja um mergulho livre. Entdo ®'(x)} admite uma inversa que pode

ser escrita na seguinte forma:
v=T(u)h (1.13)
onde ¥(u) é uma matriz cujas entradas sdo operadores de segunda ordem em u e v € a dnica
solugdo de (1.11) que pertence ao plano osculador. A forma de ¥(u) em coordenadas locais

vem de resolver

{Biu,v) =0, (Fjpu,v) = —hu/2,

com ¥(z) no plano osculador que passa por u(z).
Vamos usar o teorema da Nash-Moser [.3.3 para obter uma solugio da equagio diferencial

B(u) = g (1.14)

onde g é uma méirica em M que estd préxima de $(ug) = (dug,dug) e up é um mergulho
livre (satisfaz (1.12)). Escolhemos como escalas mansas as seguintes classes de espagos de
Hélder:

£= {Ek = {Mergulhos de classe A¥*7t! em RV}, k= 1,2,.. .}, {1.15)
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F= {F" = {métricas de classe de Holder A"+*}, k =1,2,.. } {1.18)

para 0 < v < 1 fixo,

E claro que P leva B* em F*. Vamos provar que ® é uma aplicagiio mansa entre as
escalas £ e F e que as desigualdades 1.3.10 e 1.3.11 se verificam. Para isto suponhamos que u
esteja numa vizinhanga de wy no espago A% De agora em diante a letra €} serd usada para

denotar vérias constantes que s6 dependem de k. A designaldade

8¢l < Cr(1 + [l g2) (1.17)

que mostra que ¢ ¢ mansa segue diretamente da Proposigiio I1.3.8 visto que ® é um operador
diferencial da forma F(., (07u)|0|<1) € u estd préximo de ug em AZ.

Como ¥'(u)v = 2otol<t Fooul.» 87u)0%, verificamos que &'(u)v nio “gasta” mais deri-
vadas com relagdo a u do que ®(u). Combinamos a Proposi¢io 11.3.8 com a estimativa do

produto fornecida pela Proposigio 11.3.5 e obtemos

18 (Yol pe < i (1 + flull o lvllao + (1 + l[ellaz}|ollze )
< Cr ({1 + [lulizs )0l 2o + lloll g¢) (1.18)

para u préximo de ug em A%, Em outras palavras &'(u)v é mansa e linear em v (veja 1.2.9).
Raciocinando de modo andlogo, obteremos também que 3" (u)(v, w) = &"(v, w) é mansa
e bilinear em (v, w) valendo portanto a segninte estimativa

€% (v, wlllpe < Cil(1+ flull g Y|l s el 20 + [0l 26 llw]l 2,)) (1.19)

para u proximo de up na norma A%, Desta desigualdade segue imediatamente (1.3.11). Resta
verificar que ®'(u) tem uma inversa & direita que satisfaz (1.3.12). Se [l — wof|a2 é suficien-
temente pequeno, sabemos que a inversa de ®'(x) estd dada por ¥(u) descrita em (1.13). )
Comeo ¥(u) ¢, em coordenadas locais, uma multiplicagio por uma matriz cujas entradas séo
operadores de segunda ordem em u, combinando mais uma vez as proposi¢des I1.3.5 ¢ 11.3.8,
segue que

1¥C)ollee < Crlllollpses + [1oll wo flull pe+2) (1.20)

e assim a desigualdade (1.3.12) est4 satisfeita com o = 2.
Pelo Teorema 1.3.3, existe # > 4 tal que a equaciio $(u) = &(ug)+g tem solugiio u € E<,
desde que {|g|| s seja suficientermente pequeno (se a =2 e o = 3/2, as inequagdes (3.14) se
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verificam se escolhermos y = 7, A = 11, fornecendo f# = a + A = 13). Ainda, se g € C*,
podemos escolher a solugiio u de classe C°°. Isto encerra a demonstragéio de que M pode ser

isométricamente mergulhada em algum R¥,

Observagoes

1) A idéia de acrescentar & equagio (1.9) para poder resolver {1.8), embora muito engenhosa,
prende-se ao seguinte fato elementar: se P : X — Y é uma aplicagio linear, Z C X um
subespago de X e P é a restricio P/Z de P a Z, é imediato que uma inversa 4 direita
de P também serd uma inversa i direita de P. No caso, P = ®'(u) e Z é o subespago
das imersSes ortogonais a du.

2) O procedimento desenvolvido acima para provar a existéncia de mergulhos isométricos
nao fornece informagdes precisas sobre a regularidade de v em fungéo da regularidade da
métrica, nem apresenta limitantes para a dimensio do espago euclidiano onde a variedade
foi mergulhada. No Capitulo IV, §7, mostraremos usando o esquema de aproximagio
de Nash-Hérmander, um resultado mais preciso sobre a regularidade: é possivel obter
mergulhos isométricos de classe A%, o > 2, se a métrica ¢ de classe A*. Sobre o problema

do tamanho de N ver [G-R).

2. Existéncia de Solugbes Locais da Equagio de Monge—Ampére

Nesta segio, vamos aplicar o método de Nash-Moser para mostrar a existéncia de solugdes

locais da equagio de Monge-Ampére

det{u;) = f(y,u,grad u) (2.1)

3u

Oy 0y;

em um aberto de R™. Aqui u;; denotam as derivadas parciais e f é uma funcdo ndo
negativa.

Tal equagio aparece por exemplo no problema de imersdo isométrica em R® de uma
variedade Riemanniana de dimensio 2 com curvatura Gaussiana ndo negativa {[L1]). Este

trabalho inspirou Hong e Zuily [H-Z] a demonstrarem o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Suponha que f seja uma fengdo suave e ndo negaiftve numae wizinhange de
um ponto Py = (yo,u0,p0) € R™ x R x R™. Se s ¢ um infeiro tal que s > [3] + 3, entdo a

equacdo (2.1) tem uma solugdo u € H® definide numa vizinhanga de yp.

Vamos provar primeiramente uma série de lemas que nos permitirio aplicar confortavel-

mente o método de Nash-Moser. A versio do teorema de Nash-Moser que usaremos aqui nao
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necessita que o operador linearizado tenha uma inversa; de fato este operador serd modificado
de modo a tornd-lo elitico, fornecendo assim uma inversa aproximada.
Podemos supor sem perda de generalidade que Py = (0,0,0). Facamos a seguinte mu-

danga de varidveis:

n—t
o= Z ot + fw, yi = €2y, i=1,...,n (2.2)
=1
com € > () pequeno e 1,...,0,—; constantes escolhidas de modo quel=o, 1< ... <oy <
.
Efetuada a mudanga, a equagfio (2.1} passa a ter a seguinte forma:
det(®;;) = f (2.3)
onde
@i =((1- 5,'“)5,'jo'i + ew,-j) (2.4)

eonde §;; = 0 para i # j e 6; = 1. Definamos agora o seguinte operador

G(w) = det(@y) - Lx(a') (25)

em = {(2',2n) = (T1,...,Tn—1,2n} € R : J#'| < =, |za| < 20}, onde ¥ é uma funcio
suave em {2, nfio negativa que se anula nos pontos préximos de onde alguma coordenada. de
z' valha 7 ou —7 e é igual a 1 numa vizinhanca da origem.

O operador linearizado de @ em torno de w é:

Le{unu = Z ¢ ax.ax, + ga, o (2.6)

ij=

onde (#¥} é a matriz cofatora de (®:;) (de fato, o determinante é multilinear).
Agora, como (®;;) é uma matriz simétrica (supondo w de classe C?), é possivel encontrar

uma matriz ortogonal T'(z, €) satisfazendo:
Tz, e)(®i;)T (x, €) = diag (A1, ..., A ). (2.1

As propriedades de regularidade da matriz T(z,¢) estdio contidas no seguinte lema:
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Lema 2.2. Suponha que w ¢ uma fungdo suave que satisfaz |w|czqy < 1. Bntdo
i) Existe ¢q tal que T(z,€) € suave pare 2 €2 e 0 < e < ¢q.
ii) Erziste C > 0 tal que

n-1 n—1
[Tanlz, €)= 1|+ Z |grad Ti;(z, €) |+Z [ Mz, €} — at| + | An(2 6)|+Z|TI (z,¢)] < Cle,
i,7=1 =1 =1

(2.8)

se € < €.

Demonstragao: Como

det((®y;) — AI)(z,0) = —A H (2.9)

e como os o; sio distintos, entfio os A;(z, €) sfo suaves e distintos. As operacées envolvidas
para determinar Tz, ¢) sio todas suaves, portanto T(z, €) é suave para ¢ pequeno. Além
disso como Ti,(z,0) = 0,1 =1,...,n —1 e T,u(=,0) = 1, a desigualdade (2.8) segue por

continuidade.

Para encontrar uma inversa aproximada do operador linearizado precisaremnos de outro

lema.

Lema 2.3. Suponhe que |w|eceqgy <1 ¢ seja § = maxg |G(u)|. Enide o operador

—Le(w) —
onde A € o Laplaciano em R”, ¢ um operador clitico degenerado se ¢ for suficientemente
pequenc.

Demonstragao:

Consideremos o simbolo:
S=8lelf+ Y eV6E;,  (wEeqxRY, (2.10)
1,j=1

de —Lg(w) — 8A.
Queremos provar que $ > 0. Definindo € = T(£) = T(z, )¢ e substituindo em (2.10),

obteremos
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§ = 8IE° + (27)T, T*%)
= 8lEP +(T(39)T'E,6) (2.11)
onde (, ) denota o produto escalar em R™. Como T é ortogonal,
det(®;;)1 = T($;;)T'T()T* = diag(\;)T ()T
devido a (2.7).
Mas,
iyt : 1 F\di 1
T(EV)T* = det(®i;)diag( 1) = (G + xf)diag(1-)
devido & (2.5).
Por outro lado, det(®;;) = [T, Ai e assim
" g2 2
S =018 + det(25) > 3=+ det(®y5) 3
i=1 ?
. n—1 6"2 n—1
= 0I€1" + det(@53) 3 3- +([] Mn
i=1 " i=1
n—1 n—1 r
_ i “'2 EG“{‘Xf‘I‘oA, ~2
=8+ l:[l A+ Z(‘—Ai“—)&- (2.12)

=1
Basta entéo provar que ¢G + X; > 0 se e for pequeno. Se § = 0 entdo Gw)y=10e
portanto § > 0 ji que x e f sfo positivas. Se 8 > 0, pelo lema anterior

eG+0A 2> e+ 0An_1 > €G-+ oy — Ce >0

desde que ¢ seja suficientemente pequeno {observe que G{w) e portanto § mantém-se limitados
quando € = 0). O Lema 2.3 fica assim provado.

Para que o método de Nash-Moser possa ser aplicado, precisamos obter uma inversa
do problema linear associado. Como j4 salientamos, obteremos tio somente uma inversa

aproximada através do estudo do problema de valor de fronteira do operador perturbado

Lo(w) + 0A.
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Com este intuito, vamos considerar os espagos de Sobolev H* de fungées 27 periddicas nas
varidveis z' = {(z),@9,... ,Ta—; ), ou seja, H* serd o completamento do espago dos polindémios
trigonométricos

Z a;(;l:n)eid‘z'>, . =o€ Cm{[-:tg, .'L'u])
teZ

vendo x, como um pardmetro. H* serd munido da seguinte norma:

s = 32 > 0+ W) erhFrs nooony (2.13)

t+is 17

Hj((—a:o, zq)) denota o espago de Sobolev usual em (—xp, 2¢), como descrito no Capitulo II.
Podemos definir da mesma maneira Hj, tomando oy € C2°((—=o,20)). Isto inchil no
espago a seguinte condigiio de fronteira: u € Hj implica que u(z', 2} = u{z', —z) = 0, para
(z',zy) e (2!, —zy) pertencentes & €.
O lema a seguir garante a existéncia de solugdes em H§ do problema linear perturbado.
Lema 2.4. Suponha que w seja uma fung¢do suave 2 periddica em cada uma das varidvess
I1,...yTau1. Se

lwl gz <1 (2.14)

entdo, para toda so € N podemos encontrar € = e{sp) tel que a equagdo:
Lo(whu +8Au=yg, gec H®, (2.15)

possui uma dnice solugdo v € HY, desde que 0 € 5 < 59 ¢ 0 < € < e(sq). Além disto, vale o
sequinte desiqualdade:

fulls < C(sXllglls + Haellsrallull =) (2.16)

onde [|wllsrs =0 se s S [F]+1 e follags = [[w]lsga s s > [F]+ 1.

Antes de demonstrar este lema, fagamos a seguinte mudanga de varidveis u# = ueMn
na equacgio {2.15). Aqui A é um parimetro grande que escolheremos futuramente. Apds esta
mudanca a equagio (2.15) torna-se:

n n
L(w)u® = Z (@Y 4 5,'1'9)3;3]'11# + Z bigiu# + cu¥ = e'\rig (2.17)

IR =1

onde
bi = a; — dAzn (" + 8in8),
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e==a+ (3" + 6)(4A222 — 2)) — 2\x,a,.

Os problemas (2.15) e (2.17) sdo equivalentes. Por isto podemos trocar ne enunciado do
Lema 2.4 a equacio (2.15) por (2.17) e, a titulo de simplificagdo, voltamos a chamar u# de
u.

Para provar o Lema 2.4 faremos uso de um artificio que modifica a equagio (2.17)

tornando-a elitica. Isto estd afirmado de modo mais preciso no seguinte lema;

Lema 2.5. Podemos encontrar constantes positivas 30, A e €y de modo que se 0 < ¢ < ¢ ¢

se g € C(S2) entdo o problema regularizado
Lyuy=Lwu+vAu=¢ em 9, (2.18)

uE H(},
tem uma tinica solugdo u € C°(Q) pare cada v > 0.

Demonstragio: Nosso objetivo serd mostrar que — < L,u,u > é coerciva e usar o teorema
de Lax-Milgram (ver [T3]) (aqui <, > denota o produto interno de L*(Q)). Para isto vamos
fazer algumas consideragfes iniciais. Vamos escolher ) e rp de modo que Azy = 1. Esta

escolha serd essencial futuramente. Seja M = maxg { £, grad, f }. Entio
1 1.
8= max |G(u)] = mgxl;det(@,—ﬁ - EfXI <2M 4+ Ofe) (2.19)

Sei#nej#n, temos que
' = Ofe) (2.20)

juntamente com todas suas derivadas primeiras. Além disso

n—1 n—1
P = I_]] Ai= ] oi + OCe). (2.21)

=1

Analisando a expressiio de b; dada apés (2.17), concluimos que b; = O(¢) sei = 1,2, ... ,n—1
[+
n—1
(o] < lan|+4(8 + [ e:}Mlzal + OCe) (2.22)

i=1
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e assim b, ¢ limitada. Usando agora a expressio de ¢, podemos escrever

n—1
e = (2" + 0)(4X%22 — 20) + O(e) = 2M([ ] i + 6)(2A22 — 1) + OCe). (2.23)
i=1
Passemos agora a estimativa de — < L u,u >.
Como u é periddica e se anula nos pontos onde &, = xq Ou &, = —&g entio, integrando

por partes,

— < Lyu,u >= /[u|gradu|2 + Z (@ij+6;j9)8ittaju—Zb;u@iu—(c+% Z 8;0; % )u?|dz
i=1

ij=1 i,f=1

(2.24)
pois 2 [ 8;%Yududz = - [ 9;8;9"u’dz.

Vamos utilizar daqui para frente a seguinte notagio: 4 = T(gradu). Segue de (2.12) que
n n—1 n—1 s
i ax; -
f S (@Y + 65 +6)dudjude = f (XIS CHONTXS | t1de. (2.25)
=1 i=1 i=1 Ai

Passamos ao terceiro termo do segundo membro de (2.24). Novamente integrando por partes,

n n—1
1 ab;
;b;uagudm =3 ;/a—:&u dr — /b,,u@,,ud:c. {2.26)
" . . ab; .
A expressio que define b; permite concluir que F. = 0O(e),parai=1,...,n — 1. Por

outro lade, como gradu = T, entdo

n
6:!“ = Z ﬂnﬁf
=1

n—1l =
== nuﬁn+Z(ZTInTHaju)

=1 j=1
-1 n—1

= Tyniin + Z ﬂuTi'jaju + ZsznanU- (227)
fi=1 =1

Somando e subtraindo T2, Jxu ao ltimo termo e usando o fato que T é ortogonal, segue que
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n—1

1 .
Dpu = T—z-(Tu +,-,Z_:1 T1uTi;05u). (2.28)
Portanto .
1 =
—]bnu@nudw = Hfb,;tcT—z-(ﬂl,,ﬁn + Z TinTij05u)de. (2.29)
nn Jp‘=]

Podemos majorar o segundo termo do segtndo membro desta dltima igualdade usando inte-

gragio por partes

n—1 n—1
1
I/ E Tfnﬂjajudxl = | -~ %fbnu-:lT E T,,,T;,-c’),-ud:s]
nn J‘,I=1

A=1

15 ba Tt Ty
=z /aj(mi“’z—”)uzdm|

il=1 nn

< Ce f u?dx (2.30)

devido a0 Lemma 2.2 ¢ Ty, = 14 O(e).
Passamos agora ao primeiro termo do segundo membro de (2.29). Para isto basta usar

n~—1

a estimativa ab < ae® + L8 com a = F T Ay, obtendo

- de<if(ﬁ/\-)|ﬁ paet i [ L W s, 2.31
Tnn =3 J i n & 5 (H:‘;}l )‘z) Tﬁnu T, ( . )

=1

Usando o fato que b ¢ limitada (portanto b = O(i)) eque Tn, =1+ (e}, tem-se

buii, 1 {0 v o
S Ll ; ; 2.
j T ds < o f(l;[l A)liin) da,-f-C'/u dz (2.32)
Resta estimar somente o ltimo termo de {2.24). Para isto usamos (2.23)
1 i B n-—1 1 n .
- /(c +3 > 0,0, uldy = f[z)\(H i+ 0)(1 — 2Aal) + Ofe) + 5 > 80,8V ]ulde
i,j=1 i=1 i,7=1
n—1
> _/[2)\( H oi +68) — C(1 + X%22) + O(e)ulde (2.33)

i=1
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Coletando (2.25), (2.32) ¢ {2.33) e levando-as em {2.24), chegamos & seguinte desigualdade
1 n—1 n—1
- < Ly,u>2 j[u|gradu|2 + =( H AlEn? + {(H ai + 0\ - C(1 + A*2k) + O(e)} i’ da.

1 i=1

(2.34)
Nesta estimativa vamos tomar A grande. Qcorre que o termo que contem A2 prepondera
sobre os demais, nio permitindo obter a coercividade; entretanto, lembrando que Azg <1 e

que |z,| < zq, podemos escrever
— < Lyu,u>> u/|gradu{2dﬂ: + C’/1u|2dx (2.35)

desde que A seja suficientemente grande. O teorema de Lax-Milgram garante que o proble-
ma (2.18) tem uma dinica solugio em H}. Mas como L, é elitico, resultados standard de
hipoeliticidade mostram que esta solugdo estd em C*(Q2). O Lema (2.5) encontra-se assim

demonstrado.
Estamos aptos agora a demonstrar o Lema 2.4.

Demonstragio do Lema 2.4: Suponhamos que u, seja a solugdo do problema regularizado

(2.18) e que satisfaca a seguinte estimativa:

leolls < Cls)llglls + Nlallsraffenllze) (2.36)

onde C(s) é uma constante que depende de s mas independe de v, 0 < v < 1.

Para provar o lema, notemos que fazendo » — 0 e passando a uma subseqiiéncia se
necessario, obteremos uma solugiio de (2.15) satisfazendo a estimativa (2.16). Observemos que
tomando 5 = 0 em (2.36) temos garantida a unicidade de solugges do problema linearizado.
Afim de simplificar a notagfo voltamos a chamar u, de .

Para mostrar que a solugio u do problema perturbado satisfaz a desigualdade desejada,

usaremos indugio sobre s. Segue de (2.34) com A grande que

[ tulde + uls < Colsl (237

(utilizamos a desigualdade de Holder e a estimativa ab < aa® + ;5 5%, Portanto [lullo < Clgllo
e (2.36) vale com s = 0).

69




Introdugéo ao Teorema de Nash-Moser

Vamos provar que se no estagio s — 1 vale

3 [, et s < O = llgllens + il R, 0 <e<eo

|or|<a—1, ap =0

(2.38)
para 0 < s—1 £ 5y entdo o mesmo vale no estigio s, possivelmente com um outro valor de €.
Isto implica imediatamente a validade de (2.36) para todo s < sy. Analisemos primeiramente
o caso de o ser um multi-indice tal que Ja| = s e a, = 0. Devido novamente 4 {2.34) (com A

grande ), podemos escrever

~ < L,8%, 8% >> / [(8%)? + %(ﬁ)x,-(é'c?;)i]dm. (2.39)

i=1

- < L,0%,0% >=— < 8°L,u,8% > — <[L,,8u,8% >
=—< 8%,8% > — < [L,,0%u, 8% > {2.40)

onde {X,Y] = X¥ — YX. Vamos estimar primeiramente o termo < [Ly, 8%, 8% >. O
operador [L,, %] pode ser escrito na seguinte forma:

n
[L.,,8%) == %" 3 Cla, 0)[0%(27)80:8; + 0%b; + 8PcJo—F. (2.41)
t,j=1 g<a, |8]>1
O segundo membro desta igualdade é formado por trés termos. Precisamos estiméa-los um a
um. O primeiro destes termos, levado em — < [L,, 8®u,8%u >, fornece:
i) Para |8 = 1,

- < 0%, 0%(8)9,0,0 M >= f 8" (8,6°87)3,0°Puda + ] 087 (05 8H)3,6°Puds
(2.42)

e assim
_ Z < 60{“,33(@:}')3‘.6],30—/3“‘ > = _% Z < 3{3&-19“76ﬂaﬁ(<1,ij)3jaa—ﬂu > 4
i,5=1 ij=1
+ f 8°u(8,0°87)3;0* Pudz

fj=1

< Celluf? (2.43)
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devido & desigualdade de Holder.
i} Se 2 < 8] < [§1+ 1, temos

< %, 0%(8)3,0;0°% >< Ce|lul? (2.44)

pois por hipdtese |w]l sigi+e < 1 e fa| =[] +2 < s, jé que |al = s.
iii) Se 8> [2] + 1,

| < 8%u, @ (89)8:8;0° Pu > | < [|8%u| £2]|0°(2)8:8;0% P uf| 2
< Clo“ulpaellwllcallulls + lulire |wlls+a)  (2.45)

devido & seguinte desigualdade de interpolagio:
1076082 < Clllalzo [bpagt + Il lallprg)y @b e HIHI,  (2.46)

que é uma conseqiiéncia da propriedade de convexidade das normas de Sobolev (tomamos em
(2.45) p = |B] e |g| = |a| — || observando o fato que ®*/ envolve derivadas segundas de w).

Os termos de ordem mais baixa de (2.41) podem ser estimados de modo inteiramente
anslogo ao que fizemos acima para estimar os termos de ordem mais alta. Retornando &
(2.40), temos

| < L,0%1,0% > | < | < 89,870 > +] < [Ly, 8w, 8% > |
< Cellull? + 1|0 uliz2([0%gl L2 + el Lo ll20lls+4)} (2.47)

devido & hipdtese |[wf] 12142 < 1 e 35 estimativas obtidas em i), 1i) e iil). Observe que na
estimativa que queremos provar ( i.e, em (2.38) com s no lugar de s — 1) comparece |[u]| e
as derivadas estimadas até aqui sdo do tipo 8%u com |a| = s e @r = 0, Precisamos entéo
majorar 587u, k=1,...,s, [v|=s—k, 1. =0.

Segue de {2.27) que

n—1

an(aYU) = "L[Tnn(ﬁ)n + ﬂ:lTI'a'aTu]-
TQ F-7

nn I|j=1

Portanto

182872|| 2 < C()(B7u)nllz2 + ellull,). (2.48)
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Utilizando agora a hipétese de induciio (2.38), chegamos 3
19:87ullzs < Clglla—1 + lellssallull o + efluly)? (2.49)

Agora, isolando 92u na equagdo (2. 18), observamos que 9% u se escreve como uma combinagio
linear de 0*u com |a| = 2, @, =0 ou 1, cujos coeficientes dependem de &7 e portanio das

primeiras e segundas derivadas de w. Isto permite obter como acima

3 &
D Naalt = 3 (105207 8k 2,
k=2 k=2
< Clellulls + Nlglls + llaollosaltell 2o ). (2.50)
Juntando agora as estimativas (2.39), (2.43), (2.44), (2.46), (2.49) e (2.50), obtemos

5 [Pt e S OOl + heeralidim). 1)

la|<s, vp=0

Desta desigualdade segue imediatamente que

llelta < Cls)llglls + Mellosallull o)

com C(s) independente de », 0 < v < 1, desde que 0€s<spe<e<e(sg) Olema 2.4 fica

entao demonstrado fazendo v — 0.

Antes de passarmos efetivamente 3 demonstragio do Teorema 2.1, onde utilizaremos
o esquema de Nash-Moser, vamos preparar as ferramentas adequadas para a resolugio do
problema em questio.

A escala mansa que utilizaremos serd a escala de Sobolev das fungdes definidas em
que sio periédicas nas n — 1 primeiras varidveis z' — (z1,...,2,), normados por {2.13). Os

operadores de regularizagiio, aqui denotados por 5y, serfio definidos por truncamento da série
: tl
Z Ta(ai(m_n))el(hx >
1

como foi feito no Capitulo I, onde Tp é um operador de regularizagio em uma varidvel (vide
Proposi¢io I11.1.1).
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Consideremos constantes a determinar 6, 1 €< 5 < 2, e Ny > 1 e definamos
.N-y+l=nrop:", V=0,1,...

Sejam S, = Sn,,v = 1,2,.... As propriedades que necessitaremos dos operadores de

regularizacio serfio somente os seguintes

[Svulle, S Cllellazy 51 < 52 (2.52)
[Suullsy < CNZU|ullsey, 512 82 (2.53)
(1S — ully, £ CONIT2{lull,,, 51 < 3y (2.54)

De acorde com o método de Nash-Moser, definamos

Wy = 0, Wyt = Wy + S,,?.t,, (255)

onde
Llwu, = Lalw, v, + 8,Au, =g, em (2.56)
u, =0 nospontosonde T =z ou z=—2p (2.57)

19 v s ys s . t
€ U, € 2T per[odlca 1as variavels 1.

g = —G(w,), 8, = sup |G{w,)| (2.58)
¢

Para tornar este processo indutivo convergente, vamos precisar de mais um lema.

Lema 2.6. Suponhe que |willoig1es S 1, para k= 0,1,...,v. Enido, velem as seguintes
esttmativas pare todo k= 1,...,v:

llgells < Cs)(ligolls -+ flweltst2) (2.59)

ekrillors < OO N golls pera algum B> —— (2.60)

lgeriline € N ligollss  para algumas constantes positivas t e ™. (2.61)

Demonstragio: Como ||gills < [igolls + |G{ws) — G{we)]ls, fatorando wy — wy = wy no
segundo membro (¢ possivel usando a férmula de Taylor de G} e utilizando a férmula de

interpolacdo (2.46), concluimos que (2.59) é verdadeira.
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Passamos entdo & prova de (2.60).
oktrllsta = lwn + Seregllsra < [[wk|lsta + CNE|[ur]ls. (2.62)

Dividimos agora a demonstragfio em dois casos:
s <341
Neste caso w = 0 e (2.16) juntamente com (2.59) fornecem

[eells < Cligalls < Clligolls + llwellss2)- (2.63)
Portanto
lokttllora < CENEloellata + Hgolls)- (2.64)
it) s > [3]-+1
Obtemos de (2.16)
llurlls < Clllgells + Nk llsrallurllze). (2.65)

Como |Jupl|ze < Cllurllzjry), entdo

llualls < Cllgrlls + llwsllstallenllizres)- (2.66)

Usando novamente (2.16) com s = [3] + 1 teremos ||uk||[%]+1 < C”gk”[%]_,_l. Segue de
(2.59) e da hipdtese llwellgrgies < 1 que (2.64) & vélida também neste caso.

Iterando sucessivas vezes, obtemos

Wit llsea S [CEECK+ DNE .. N2 g0l

R

< (O +1)Ne T Jlgofls (2.67)

pois wo = 0. Desta desigualdade segue imediatamente (2.60), j& que 8 > A5,
Provemos finalmente a estimativa mais delicada (2.61).
Como Lg é o linearizado de G, devido & (2.56) e (2.58), tem-se

gi41 = —G(wry1) = —G(wr) — La(wy)Spup — Ry {(2.68)

onde Ry é o erro de ordem 2. Fazendo a mudanga u# = ue*h e voltando a chamar «¥ de u,
obtemos
—gr+1 = G(we) + Llwr g + L{wg)( Sk - Dy + . ASyuy + Ry, (2.69)
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Como L(w)ug = gr = —G(wy), temos
Nlgerille < [1Z(wr)(Sk — Dukllo + Ocll ASkurllo + 1 Ralo- (2.70)
Agora,
IZGw)(Si = Duillo < CM NG ™ [lu]le @)
devido & (2.54). O valor de s* serd escolhido mais adiante.
Temos também
1ASgulla < CNZ gl (2.72)

O resto I envolve derivadas segundas de produtos de wy com Sy e como por hipdtese

lewll prgre <1, usando novamente a férmula de interpolagio (2.46), obtemos
|Rkllo < CliSkurlire | Sxuklla. (2.73)
Estas trés iltimas estimatives jutamente com {2.16) tomando s = s* produzem
lgerillo < CE NS " lgelle + lwillora) + 0 N2 llgillo + NEEllgulBy  (270)

(para obter esta estimativa usamos (2.16) com s = 0 e duas vezes (2.53)).

Combinando agora as estimativas j4 demonstradas (2.59) e {2.60),

lov + [lwellsets) € CIC(NENL o]l (2.75)

a+4 £ C(llgo

Hlgw]

o + ||ws
Portanto

lgssllo < CGM{NTE 2P (C(s* Wlgoll,r + 6N lgello + NP llgnld)  (276)

Por outro lado, 8141 = [|G(wi)|l e = Ygrs1llze £ Cligrsallizi+1- Portanto
Brir < LOw NSk — Dullizysn + el ASeuillizen + 1Rl (2.77)

Agora, procedendo do mesmo modo que foi feito de (2.70) até (2.74}, obteremos

-~ —_ - _fr]l—1— n n
Bear < Gl UNTO D (00 ¥ lgoller + 0N giflo + N2 gallZ). (2.78)
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Escolhemos s* e ¢ de modo que

(2~ k)t —8— 2[%]__ >0 (2.79)

s*—3-[g]~,6—tu>0. (2.80)

Colocamos agora dyy; = max{Ng; |lgesa o, N{i10k1}. Usando Npyp = N{ em (2.76),

teremos

Kt—(a"—2— * st 2
Nivillgerillo < CON 700 () lgollor + NEF204lgallo + N2TEH0012). (2.81)

As escolhas que fizemos de « e ¢ permitem concluir que
Nt < C *yv k-1 N"'l_[zz"l lNﬂlB }-N% 2 9 82
krtllgrtillo € C* )N Igoll,e + o Vi Bellgello + 5N Nlgells. (2.82)

De fato, segue de (2.79) e (2.80) que st +2 < 2t — 1 e Kt + (3145 < 2¢t —1. Assim, se Ny for

escolhido suficientemente grande,

1
Neallgrrillo € Sllgollse + 2. (2.83)

Analogamente, usando novamente (2.79) e (2.80) agora em (2.78), teremos

1
N£+1Bk+1 < ~llgoflsr + df (2.84)
Deste modo
1
dit1 < 4—”90”3' + dt. (2.85)
1

Como gy = —~G(wy) = —;f(y,ug,gra.dug), (v = 2, uo =13 ow?), como f é suave e

como f(0,0,0) = 0, podemos assumir que
loollo <1, Moy <t o Mgl <L (2.86)

- *7 =10 ° - 10

se Vg for suficientemente grande.
Segue de (2.82) que N{|gallo < o
que N3z < 3lgo

s+ € podemos derivar de modo andlogo de (2.84)

[« Portanto d) < (|0

fs+. Usando (2.85), segue por indugiio que

1
ditr < Sllgo

lae. (2.87)
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Logo N{, llge+tllo < llgolls- € o lema estd provado.
Finalmenie chegamos &
Demonstragiao do Teorema 2.1: Vamos provar por inducio sobre & que existe uma cons-
tante L > 0 tal que
lewkll2pg)+4 < L (2.88)

Se k = 0 entdo wy = 0 e nada temos a provar. Assumamos que o resultado seja verdadeiro
para k =1,..., 1. Iterando (2.55) e utilizando (2.52) tem-se

I s
lwperills = llog + Sureuils < Z | Skuells < CZ lltei]a- (2.89)

k=0 k=0

Usando a PC obtemos [lw,ifis < C Y b g a2 leella ="
Devido 4 (2.16) com s = s, [|u|ls < C(|lgolls* +||wills++4) (ver i) eii) na demonstragio
do Lema 2.6). Usando (2.60), tem-se

o < Clllgoller + [CE N N ol o) < CENE g0l

ileex s (2.90)

Por outro lado, como ||urle € C|lgillo, © uso de (2.61) nos leva a |Jugllo < CNZ*|golls -
Retornando & (2.89)

"
lwvsalls < C Y [Calr NETTT 0D g (2.91)
k=0
Escolhamos finalmente as constantes &, J e t. Tomamos
4
k=3, B=1244 (2.92)
§ pequeno e
t=1243{5] + 6 (2.93)

Assim (2.79) estd satisfeita. Precisnmos escollier s* para que (2.80) também esteja satisfeita.
Para que s* > 3+ [E] + 3 + &, basta tomar s* > 31 + 5[3]. Com estas escolhas, fazendo

s* e Ny grandes, a série (2.91) torna-se convergente ¢ além disso

[wutills < Cls")llgollse (2.94)
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Tomemos finalmente € = ¢(s*) t50 pequeno de modo que C(s*)[lgol|s» < L (é possivel pois

g0

s+ ¢ limitado). Isto prova a desigualdade (2.88) para k =0,1,..., 0+ 1.
Se s > [2] + 3, passando a uma subseqiiéncia se necessdrio, podemos supor que wy,

converge em H*({}) para uma funcfio w, Segue de (2.61) que

GGk )llo < N llgolls- — 0 (2.95)

quando & — co. Portanto G(w) = 0. Retornando is varidveis originais obtemos uma solugio
da equagiio de Monge-Ampére (2.1),

E possivel obter também uma. solugio de classe C* da equagio {(2.1), mas para isto
precisamos fazer uso da teoria dos operadores paradiferenciais de [Bo]. Este fato nio pode
ser provado com as téenicas desenvolvidas até aqui pois o domfnio de existéncia da solugio
decresce a medida que s cresce. Esta ¢ uma séria limitacio dos esquemas de Nash-Moser.
Para ver como este fato pode ser contornado, indicamos a consulta de [H-Z).

As equagdes de Monge-Ampére estéio intimamente ligadas ao estudo da curvatura de
variedades Riemannianas. Vimos na se¢io 1 deste capitulo o resultado de Nash que garante
que toda variedade Riemanniana pode ser mergulhada isométricamente em algum espaco Eu-
clidiano. Este resultado deu impulso a toda uma linha de pesquisa em Geometria Diferencial.
Quando pré-fixamos a dimensio do espago Fuclidiano, o problema da existéncia de mergu-
lhes isométricos é néo trivial, mesmo localmente, Por exemplo, consideremos uma variedade
Riemanniana M de dimensfo 2 munida de uma métrica

¢ = Edu® + 2Fdudy + Gdv? (2.96)

E natural perguntar se existe uma isometria local de M em R (isometrias globais ndo existem
se a variedade for completa, com curvatura constante negativa (Teorema de Hilbert)). Isto &

equivalente ao problema de encontrar fungdes z(u,v), y(u,v) e z(u,v) de modo que
Edu® + 2Fdudv + Gdv? = do® + dy? - d2? (2.97)

(mais rigorosamente, se existe um mergutho local de M em R? tal que o pull-back da métrica
usual de R* coincida localmente com a métrica da variedade mergulhada).
Pode-se mostrar que se a curvatura de M for estritamente positiva (ou estritamente

negativa), sempre existe um mergulho isométrico local de M em R? [J2]. Neste caso, o
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problema resume-se ao estudo da existéncia de solugdes de um sistema elitico de equagoes
diferenciais parciais. Esta técnica nfo funciona entretanto se a curvatura se anular. Existe
um exemplo de Pogorelov onde a métrica tem regularidade baixa e a variedade nfo pode
ser merguthada ([Pog]). Se a curvatura for maior ou igual a zero e exigirmos uma certa
regularidade na métriea, Lin ([L1]) mostrou que é possivel obter um mergulho isométrico de

M em R®; mais precisamente vale o seguinte teorema:

Teorema [L1]. Se @ curvatura gaussiana associede ¢ uma métrice de classe C¥, k > 10,
em uma variedade Riemannigna M ¢ nio negative, eziste um mergulho de classe CF~% de

M em RE.

A idéia principal para a demonstragfio deste teorema é a seguinte: procuramos uma

fungdo z de modo que
§ = Edu® + 2Fdudv + Gdv® — dz* (2.98)

seja uma métrica tal que a cuvatura K de M associada & § seja zero (quando isto acontece
dizemos que a métrica é flat). Isto impde que z satisfaga a seguinte equagho de Monge-

Ampére:
(2uw — T} 70 — T2, 2, (200 — T3p2y - T2,2,) — (2uv — [g2u — I2,z,)" = {2.99)

= K(EG ~ F* — E2% — G2% + 2Fz,2,)

onde K é a curvatura de M segundo a métrica g e Ffj sio simbolos de Christoffel de M
também associados A g. As técnicas desenvolvidas nesta se¢iio foram baseadas neste trabalho
de Lin que obteve a existéncia de solugdes de (2.98). Se z é uma tal solugio, como § ¢ flat,

M ¢ localmente isométrica ao plano {ver {CaZ2], pg. 288}, portanto
Edu® + 2Fdudv + Gdv® — d2* = dz* + dy? (2.100)

assim (2.96) fica solucionado. Em outro trabalho mais recente, Lin mostrou que a existéncia
de mergulhios isométricos ainda ocorre, mesmo se a curvatura made de sinal, mas de uma

maneira especial (ver [L2]).
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3. Integrabilidade Local de Estruturas de Mizohata

Nesta segfio mostraremos que o esquema de Nash-Moser também pode ser aplicado com
sucesso para demonstrar a existéncia de solugdes nfio triviais de sistemas lineeres ndo deter-
minados de equagdes a derivadas parciais.

A resolubilidade local de sistemas de campos vetoriais tem sido estudada com alguma
generalidade assumnindo que a estrutura gerada pelos campos vetoriais é localmente integravel
e tem codimensfio 1. Nesta segfo vamos provar que uma estrutura formalmente integrivel
(i.e. involutiva } de codimensdo 1 e dimenséio n > 2 é localmente integrivel se for fortemente
pseudo-convexa, um resultado analogo ao de Kuranishi e Akahori ([K1], [K2],[A]) sobre estru-

turas CR. Estas estruturas sfio chamadas estruturas de Mizohata e sio localmente peradas,

num conveniente sistema de coordenadas (#1,1s,...,t,, %) por n campos vetoriais:
a 0 g
M;= — —tt;— i i=1,...n
IS o Mg Ty 10
onde i? = —1 e p; é flat em ¢ = 0 (p; anula- se juntamente com todas as suas derivadas em

¢ = 0} , ou seja, sdo perturbagdes flat dos campos de Mizohata. O problema de integrabilidade
local é equivalente a0 problema de achar novas coordenadas onde a estrutura é gerada pelos
campos vetoriais acima com p; = 0, f = 1,...,n. Paran = 1, [Ni2] mostrou que é possivel
escolher pp tal que a correspondente estutura néo ¢ localmente integrivel. Mostraremos que
ocorre integrabilidade local quando r > 2. O caso n = 2 continua em aberto.

Para provar tal fato, vamos seguir em linhas gerais o método de Kuranishi que consiste
em aproXimar uma dada estrutura por uma segiiéncia de estruturas localmente integraveis,
Esta seqiiéncia serd construida usando o esquema de Nash-Moser aliado com a existéncia de
férmulas de homotopia ao nivel de 1-formas para cada uma das estruturas aproximantes.

Na demonstragio que faremos, ao invés de trabalharmos diretamente com a estrutura
M gerada pelos campos M; descritos acima, primeiro introduziremos coordenadas polares
na varidvel {. Esta mudanga de varidveis torna-se singular precisamente nos pontos carac-
teristicos de M. Isto faz desaparecer os pontos néo eliticos de M e ficamos com uma estrutura

clitica. £ gerada. pelos seguintes campos vetoriais:

d i}
AT

a 0 .
Lj—mﬁ—o’ja, ]—-2,?1

Ly
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onde z = z +is = x + (|t|*/2) e as ;s sdo fungdes suaves de s que se anulam para s < 0.
A esta estrutura £ aplicaremos a método de Iuranishi. Os operadores de homotopia para
a estrutura que aproxima £ tém ecxpressdes integrais explicitas e resultarfo mansas com
relagiio a uma cscala. de espagos de Holder apropriadamente escolhida. Neste ponto, a prova
desenvolve-se de maneira préxima & prova dos teoremas de Kuranishi ¢ Newlander- Nirenberg
dadas por Webster ({W1], [W2]). O prego que devemos pagar por considerar a estrutura elitica
bem comportada £ € que devemos provar a integrabilidade de £ globalmente em 6 € S™L.
Feito isto, é facil mostrar que a integrabilidade global de £ implica a integrabilidade local
de M. O esquetna de Nash-Moser deve ser ligeiramente modificado neste caso devido ao uso
dos operadores de homotopia e devido ao fato que os dominios onde obtemos estimativas
diminuem em cacla passo da indugfio e precisamos cuidar para que estes dominios contenham
todos um aberto fixo.

A respeito do caso de dimensio n = 2, [N-R] provaram recentemente a nfo existéncia de
férmulas de homotopia para estruturas CR do tipo hipersuperficie, explicando porque este
caso ndo pode ser trabalhado como os casos de dimensfo mais alta. Este argumento pode
ser adaptado para mostrar que férmulas de homotopia também né&o existem para estruturas
de Mizohata localmente integraveis de dimensio 2 e por isto o método que desenvolveremos ‘

aqui também ndo funciona neste caso.

3.1 Estruturas Formalmente Integraveis
Seja @ uma variedade paracompacta de classe C'* e dimensic N e consideremos um
subfibrado £ de
CTQ=CRTN

Dizemos que £ é uma estruture formalmenie inlegrdvel se [£,L£] C L, ou seja, se o
colchete de Lie de duas segdes locais de £ ainda for uma secio local de £.

Seja. L+ € CT*Q = € ® T*N o subfibrado ortogonal a £ e sejam n a dimensdo (sobre C
das fibras) de £ e m a dimensdo de £*. Entdo N = m + n.

O conjunio carecteristico de £ é definido como sendo
CL)=LtnT e

isto é, C(L) ¢ a parte puramente real de £1. A projegio natural de C(£)\{0} sobre a base

1 é o conjunto fechado dos pontes ndo elfticos.
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Se C(£) = {0}, a estrutura formalmente integrvel £ é chamada elitica. Se LN £ = {0}
a estrutura é chamada CR. (Cauchy—Riemann).

Seja (p,€) € C(L), & # 0. Dados u,v € £p, escolhemos segbes locais de £ definidas numa
vizinhanga de p de modo que L{p) = v, M(p) = w e definimos:

O (v,1) = S-E(1L, M)(p)

Esta definigiio independe da escolha das segdes locais L e M.
A forma de Levi associada 3 estrutura formalmente integrivel £ no ponto caracteristico

{p, £) ¢ definida como sendo a forma quadraitica:
v — O lv,v), ve L,

Como a forma bilinear ©;, ¢y € hermitiana, ela possui somente aulovalores reais e portanto
a forma de Levi tem sempre uma representaciio diagonal real.

A uma estrutura formalmente integrivel £ sobre Q2 podemos associar um complexo de
operadores diferenciais da seguinte maneira: Seja J o ideal gerado pelas segbes de £ no
anel £ A¥ (Q) de todas as formas suaves com coeficientes complexos. Entdo £ satisfaz

a condi¢do de involugio [£,£] C £ se e somente se J é fechado com relagio & derivagio

exterior,
Sejam
" o0
L)y = L
: AF(Q)
Ak L = —t =1,... .
L) Jﬂ/\"(ﬂ)’k 1,...,N

A derivada exterior induz naturalmente um complexo de operadores diferenciais:
Co(Q)2C=(R, £2(2) M 0=, AZLH Q)2 ...
através da passagem ao quociente.

Definicio 3.1.1. Umu estruture formalmente integrdvel £ definida em Q ¢ chamada lo-
calmente tntegrdvel se, dado p € Q, existir uma vizinhanga U de p e fungdes de classe
C® e U —C, k=1,...,m cujos diferencinis geram L1 sobre U.

E claro que a condigio de involugo [£,L] C £ é necessdria para a integrabilidade local .
de L. Isto segue por exemplo da identidade dw(X,Y) = Xw(¥) - Yw(X) —w([X,¥]) que é

valida para todas as 1-formas w e todos os campos vetoriais X e ¥
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A pergunta natural que surge é se a condigio de involutividade é também suficiente para a
integrabilidade local. A resposta é negativa, como demonstra o exemplo de Nirenberg. No en-
tanto, para algumas estruturas particulares esta questiio é respondida afirmativamente. Este
¢ essencialmente o contetido dos teoremas cldssicos de Frobenius e de Newlander—Nirenberg,
[T1] demonstrou também que este iltimo teorema implica a integrabilidade local de estru-
turas eliticas, Portanto, basta estudar a integrabilidade local de estruturas formalmente
integraveis em pontos nio eliticos.

Qutro resultado sobre integrabilidade local conlecido € o seguinte:

Teorema de Kuranishi 3.1.2. Seja Q uma variedade de dimenséo N =2n+1> 7. Tode
estruture CR sobre £ de dimensdo n que seja fortemente psendoconveze, iste é, cuja forma

de Levi tenha somente cutovalores positivos, € localmente integrdvel

Mais recentemente Akahori [A] utilizando as mesmas téenicas que Kuranishi demonstrou
o resultado para N = 7 e Webster [W2] deu uma nova demonstragiio para N > 7. O caso
N = 3 é falso devido também a um exemplo de Nirenberg ¢ o caso N = b ainda estd em

aberto.

3.2 Estruturas de Mizohata

Seja M uma estrutura formalmente integrivel de dimensfo n sobre uma variedade §} de
dimensdo n+ 1. M é chamada uma estrutura de Mizohata se C{M) # {0} e a forma de Levi
associada a M for ndo degenerada em todo ponto de C(M)\{C}.

O exemplo tipico de tal estrutura é a gerada pelo operador de Mizohata:

a .9 2
M= 5 —zta—m em R(I‘t) .

0 objetivo principal desta secio é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. Seja M uma estruturs de Mizohata definida sobre uma wariedade §) de
dimensdo n -1, n > 2. Se M ¢ fortemente pscudo-convesa, i.e., se todos os autovalores
da forma de Levi associada a M sdo positivos (ou todos negativos), entdo M ¢ localmente

integrdvel.

Comecemos por enunciar um lema que coloca uma dada estrutura de Mizohata numa

forma standard através de uma mudanca de coordenadas:
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Lema 3.2.2. Seje M uma esirutura de Mizohate de dimensdo n sobre uma variedade .

Ezistem coordenadas numa vizinhanga U de um ponto ndo elitico arbitrdrio p € €, uma

forma quadrdtica ndo degerada Q em R™ e fungdes p; definidas em U, j = 1,...,n de modo
que:
i) pj enula-se de ordem infinita em ¢ =0,7=1,...,n.

4) Eziste uma buse de M sobre U formade pelos campos de vetores

Mj:E;_ZaTjﬁ_p’wéE

Além disso, M é localmente integrdvel nume vizinhangade p, se e somente se, existem coor-

j=1,....n. (3.2.1)

denadas (w,t1,...,1,) ¢ uma forma quadrdtica @ como acima tal que p;=0,5=1,...,n

A demonstragiio deste lema combina o Lema de Morse com resolugiio formal por séries de
poténcias e pode ser encontrada em [T2). Quando M ¢é fortemente pseudo-convexa, podemos
tomar @: R” — R, Q(t1,...,tn) = 2(2 4+ +12).

Para estudar a integrabilidade local de estruturas de Mizohata fortemente pseudocon-
vexas nio existe entdo perda de generalidade em supor que p = 0 seja ndo elitico, que
@ = R™! ¢ que M seja (globalmente) gerada por:

AJj:%_itj%+pja% i=1,...,n. (3.2.2)
onde p; anula-se de ordem infinita em ¢t =0, j =1,...,n.

Nosso objetivo é encontrar uma funciio Z de classe € numa vizinhanga da origem de
R"*! tal que

M;Z=0 i=1l,...,n

e dZ # 0 nesta vizinhanca.
Vamos utilizar coordenadas polares na varidvel t € R™:

Pyt b2

ge s,
Fixemos por ora uma carta (61,...,8,-1) de $§*~!, Entfio, no domfnio desta carta, a
estrutura M fica gerada pelos campos:
- a 3] a
My = o —ir— + fr—
T s o Oz
_ P "9 (3.2.3)

M; = —— [ — i =2,3,...
1 393'—1 +pJ Bx’ J )3y 1
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onde j; sdo fungdes flat em » = 0. Isto decorre do fato de que a estrutura gerada por

9 40 8 0

TR FLLLELY v L

coineide comn a gerada por

9 _,0 0 9
ar 63:,661,'”’39“_1
pois ambas sdo ortogonais ao diferencial de
|t12 '7.2

z=$+i?=$+2"§'.

Fagamos agora
2

r
2 1

Para r > 0 isto define yuma mudanga de coordenadas que coloca o sistema (3.2.3) numa

5= =08 ¢ T=2zx.

forma bastante simples:

. 8 .8 - 9
Ml# = —1\/2_.5 (5; +t—s) +P1("Ba \/2_319)3_3:

a
#_90 g -
M;] _agj_l+p1(m,\/2_s,9)am, i=2,...,n.

(3.2.4)

Notemos que esta “mudanga de varidveis” é singular em r = 0. Nio podemos esperar que
os sistemnas (3.2.3) e (3.2.4) tenham as mesmas solugdes posto quer — s = r2—2 faz desaparecer
o comportamento singular em r = 0 inerente ao sistema (3.2.3). No entanto, uma andlise
mais detalhada em s = 0 de uma solugéo de (3.2.4) nos levard a uma solugéo de (3.2.3), como
veremos.

Como p; ¢ flat em r =0, a fungio

iz, s,0) = -

Ve

é também flat em s = 0 e portanto é suficiente estudar a estrutura gerada pelos campos:

ip1(z, \/2_-9} 6)
2s

]f&'1=-§:+31£, z=z+1is
oz Oz
11’2( P . B -, {3.2.5)
J—aaj—!'i‘noja! J} =4,
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onde ,é'j sdo fun¢des flat em s = Imz =0, j =1,...,n.
Fazemos agora uma extensio de EJ- a € x S"7! pondo fij =0se s < 0. Podemos pensar
assim que ,;3]- € C°°(C x §7~1). Obviamente elas continuam flat em s =0, j=1,...,n.
Usando que % = % (% + a%)v precisamos estudar entfo a estrutura gerada pelos campos
a il
Ly=g-+0o15
9z Oz 396
2 8 (3.2.6)
L; =2...,n

RS A
que estiio definidos em € x 5"~ e onde o; sfo fungdes C™ que se anulam quando Imz < 0,
i=1,...,n

Os campos dados em (3.2.6) definem uma estrutura elitica e toda estrutura elitica &
localmente integrdvel mas ndo podemos usar este fato aqui porque isto acarretaria uma local-
izagio na varidvel § € S"~! e devemos ter sempre em mente o carater global desta varidvel

pois ela é proveniente do uso de coordenadas polares.

Para evitar o uso da carta  de S"~!, vamos escrever o sistema (3.2.6) de uma maneira
]
independente de coordenadas, usando o complexo associado & estrutura definida por ele. Para

este fim, fixemos uma carta global z de € e consideremos em € x §°7! a estrutura

A=< dz>1 |

Entéo a estrutura £ gerada pelos campos (3.2.6) pode ser vista como uma pertubagio flat
de A, ou sgja,

L=<w>", w=dz—o0di—0

onde ¢ ¢ uma 1-forma suave em S"~! dependendo de z como pardmetro, oy é uma fungio
€ definida em € x $7! e ambas sio flat em Imz = Q.
Seja &g o primeiro operador do complexo associado & estrutura £. Usando a decomposigio
CT*(Cx S" N =<w>@ < di > pCT*5™,
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se f € C°{C x 5" 1), &(f) é um elemento de
CT*(Cx S* 1)
L+
que pode ser identificado com

,9f

o= (Lo L) ds gy + o5

onde dgn-: é a derivada exterior em §"~!. De fato,

afdz + —fdz + dgu-1(f)

& = dz 0z

(af "’f)dz (dsn l(f)+a"’f) T

9z T '3 a dz

Assim as equagdes
Lif=0 i=1,...,n

(3.2.7)

onde L; sdo os campos dados em (3.2.6), podern ser escritas de modo independente do sistema

de coordenadas na seguinte forma

Gof =0.

(3.2.8)

De fato, tomando uma carta {8),...,8,—1) de S7 L eo = Lip0;d0;1, (3.2.7) é a expressio

de (3.2.8) utilizando—se estas coordenadas.

3.3 Férmulas de Homotopia

Seja § uma variedade compacta orientdvel simplesmente conexa, de dimensao n —1 > 2.

Fixemos uma métrica Riemanniana em §.
Em C x § consideremos a estrutura globalmente integravel
A=<dz >t

onde z é a carta candnica de C.
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Seja .
A= cT Eflx S)
e consideremos o complexo
(€ x 5')5—#>C°°(C x S, A*)iCW(C % S,AzA*)i ‘e {3.3.1)

associado & A.
Desejamos construir operadores
C®(C x 8, A2 A4*)ZE0(C x §, A*)50°(C x 5)

de modo que
K8 F+ 64 IGF=F em AxS§ (3.3.2)

VF € C*(C x 5, A*), onde A é a bola de raio 1 em € centrada na origem.
De acordo com o teorema de Hodge, é possivel achar operadores K7 e I tais que
de K7+ Kjds =1 (3.3.3)
pois § ¢ simplesmente conexa. Aqui dg é a derivada exterior em 5,
Kf=ds¢y  and  K$ = d3G, (3.3.4)
onde G é o operador de Green para o Laplacianoem S, i =1,2.
Se F € C*(C x 5, NN A*(C x §)) entfio F tem a seguinte decomposicio finica:
F=w+4$ndz (3.3.5)

w € C®(C,CO(S,NS) e §eCP(CC™(S,MIS))

Assim,
63-4F = 6f(w + ¢ AdE)
w i (3.3.6)
= dgw + (—l)Jg Adz A dg¢ Adz .
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Agora definimos

L LG R
Tf(z)_Zwi_[[,KlT—szAdT’ z €A,

Sabemos que

2@ = 1), s A

Definamos entio:
K F =K w—dsTé)+T¢

para F = w + ¢dz € C(C x S; Al AN C x §)), e

Ky F=KSgdz + KSw

para F =w 4 ¢ A dz € C®(C x §,A2AC x 5)).

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

Como K7 comuta com o Laplaciano de S, também comuta com dg e com 8/3%. Por

(3.3.6), (3.3.9), (3.3.3), e (3.3.8),

S ML F) = dg K\ P + %(I(IF)dE

= dsKS(w - dsT4) + dsTg + (1§ 22 0

1Az 3_2‘(
=w = dsT¢ ~ Kyds(w — dsTo) + dsTé + +[Kf(% - ds@) + ¢dz

~ KPds g (T9) + me(T9)liz

=w— Kfdsw — K (dsd — %ﬁ) + ¢dz
E
em A x S, pois dg® = 0. Assim, (3.3.2) esta provado.
Por outro lado, podemos colocar (3.3.9) na seguinte forma:
K F=K5w+ L]Tq&da
o a(S} Js
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para F' = w + ¢dz € C°(C x S,A'A*(C x §)), onde do é o elemento de volume de S.
De fato, consideremos v = d5G1(w), w = dsf. Entfo (3.3.3) implica que w = dsdjGiw e
dg{v— f)=0.

Segue de (3.3.4) que
KSdsf — f=dyGidsf— f=c (3.3.13)

¢ constante. Mas

f?.?do‘ =< vl > =< ds*Ghw, 1 S5 = 0 (3.3.14)
Ny

entdo (3.3.12) segue de (3.3.9).

3.4 Regularidade dos Operadores de Homotopia

As propriedades fornecidas pela Proposigdes (I11.3.5) e {I1.3.6) permitem definir os espagos
de Hélder em uma variedade compacta {1 de classe C°, utilizando-se cartas e partigdes da
unidade como é usual. Podemos provar que as normas provenientes de cada cobertura por
coordenadas locais e cada partigio da unidade sfo equivalentes. Podemos também definir
os espagos de Holder das segdes de um fibrado vetorial E sobre 2 — aqui denotados por
C(§}; E) em lugar de A*(; E) devido & semelhanga entre a letra A e simbolo A usado
na notagdo de produto exterior — utilizando as proposicdes citadas acima para cuidar das
mudancas de trivializagdes sobre vizinhangas coordenadas.

Desejamos agora definir os espagos C*(A x §), C*(C x §), C*(Cx 8§, N T*(C x §)), ete...,
onde S é uma variedade compacta. Para isto fixamos uma carta z em €, uma cobertura por
vizinhangas coordenadas {U;} e cartas §; de § com imagem convexa e uma particio da

unidade {x;} subordinada a esta cobertura. Definamos
||u||;;s = Z"Xj””a
J

onde cada termo no somatério é definido expressando-se x;u na carta (z,8;) e tomando—se
entdo a norma de I6lder em A x 6;(U;).

Fixada a carta z de C, as normas provenientes de diferentes coberturas e particdes da
unidade de S sfio equivalentes.
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Vamos estudar agora propriedades de regularidade dos operadores de homotopia com
relagio aos espagos de Hlder definidos acima. Daqui para frente a letra € denotars vérias

constantes universais,
Fixemos uma carta z de C.

Seja FF = w+¢dz € C¥(C x §,4%) onde w é uma 1—-forma em 5 e ¢ uma fungiio em
S ambas dependendo de z como parimetro. F ¢ de classe C® se e somente se w e ¢ sio de

clagse C°,

Agora, afirmamos que existe uma constante C = C{a) > 0 tal que
|[K1F||:;S < C||F||:;s {3.4.1)

para toda F' € C*(C x §,A'A*(C x §)), m < @ < m + 1, m inteiro positive (A é a bola
unitdria de C). De fato, fixemos uma cobertura {U;,8;} de § por vizinhangas coordenadas

subordinadas & parti¢iio da unidade {x;} . Entdo

1
K3l s, < VTl g, + 75| [ T dolioncay (3.4.2)
€ assim
I FY o < I ET | g + Cli] oos, (3.4.3)
ois
P 1
1,
Tz

leva C¥(A) em C1**{A) ([Au]) e a regularidade nas varidveis de § continua a mesma.

Agora,
IEPwl o, = sup | Kz, 0)|+ (3.4.4)
PY Y gup [EOKTH ) - BB T4 )
7 8tIrl=m 2% (Jz — 2|+ 8; - 8]y
Como
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103 x5 (P Ofw)(z, 6;) — 83 x; (KT 8fw)(=, 67)]

lgj. — 9’.|a_m < CllI{igafw(za ')”Cl~r|+u—m(s) (3.4.5)
2

9bur(z,8%) — BBu( ', 0%)

)
[Z —_ zrla—m

Ofuw(z,.) — 8fu(

2.
0755 e e [ SNP CRY)

usando o fato X7 ¢ um operador linear continuo de C7(S) em C™1(8), 5 > 0, # & N,

obtemos (3.4.1). A prova desta continuidade pode ser encontrada em ([Au]).

Similarmente, podemos achar outra constante C = C(a) > 0 tal que

K2 F]| oz < CRF|| oz, F € C*(C x 8,A*A*(C x 5)) (3.4.7)

Devemos notar que {3 e I{3 ndo ganham uma derivada como no teorema de Newlander-

Nirenberg, mas nfo precisamos murchar o dominio A x § para obter as estimativas (3.4.1)
and (3.4.6).

Agora, sabemos que existe um operador de extensio linear e continuo ([Se]):

e C*(Ax8) —s C%(C x 5) (3.4.8)

Entio tomamos .
K = 1].(61 o I{])

I‘{'z = 17.(62 o I{z)
onde # é uma funcéio suave suportada emn Aj, a bola de raio 2 na origem de C e ¢ é o
operador de extenséio atuando em C*(A x $,A'A*(C x §)), i = 1,2, como em (3.4.8).

(3.4.9)

Assim, para F' € C*{C x §,ALA*(C x 5)), ainda temos

SR F+ 8 F=F em AxS (3.4.10)

Logo os suportes S(K F), §(K2F)estdo contidos em Az X S, e as desigualdades (3.4.1)
e (3.4.6) sfio vélidas também para K, e K3, respectivamente.
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3.5 Operadores de Regularizagdo

Para aplicar o método de Nash-Moser, precisamos regularizar fungbes que estejam definidas

em C x § e que tenham suporte em K x S onde K é um subconjunto compacto de C,

Consideremos uma cobertura {U/;} de S por vizinhangas coordenadas e cartas 6; definidas
em U; com imagens na bola By de centro 0 ¢ raio 1 de R™™!. Seja {¢;} uma partigio da
unidade subordinada a {U;}. Seja ¢;(z,8} = ¢;(8).

Fixemos a carta canénica z de €. Dada f € C%(C x 5} com suporte §(f) ¢ K x S,

escrevemos
f= ij, fi=¥;f
J
Seja Fj a expressiio de f; na carta (z,8;).

Entdo S(F;) C K x B,. Consideremos também uma funcio y € S(R"t!) tal que
X € C®(R"*!) e ¥ = 1 numa vizinhanga da origem. Aqui " denota a transformada de

Fourier em R"H1,

Definimos
SnF; = n(x~ * F),

onde xn(z) = N"Hx(Nz), N 2 1en € C®(R"!), 7 = 1 numa vizinhanca de K x B.
Pondo Sn f; = (SwF;) e (2,8;),
Swf=)_ Snf;
i
é chamada de regularizada de f.

Utilizando as mesmas cartas fixadas acima para agora definir a norma de C*(C x S),

obtemos as seguintes estimativas para uma fungio f € C*{C x §) suportada em K x S:
ISnfllo. < CNP=2\f]l o0y @ < B (3.5.1)
Cxs X$
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(T~ Sw)Fl gy < ONP==fll g, B . (35.2)

A demonstragdo destas propriedades pode ser feita de modo inteiramente andlogo & prova
do Teorema (I1.3.9).

3.6 Pertubagbes de Esiruturas Globalmente Integriveis

Seja S uma variedade compacta orientdvel de dimensfion—1 > 1. Em €x .S consideremos

a estrutura globalmente integrével:
Ay =< d= >‘L

onde z é a carta candnica de C.

Consideremos também a estrutura perturbada
L=<w>', w=dr—o01dz—0
onde oy é uma fungio C°° definida em €x § e o uma 1—forma suave em S, ambas dependendo

suavemente de z como parimetro.

Nosso objetivo é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.6.1. Considere a estruturg perturbade £ descrita acima e suponha que o € (0,1).
Entdo ¢ possivel achar ey > 0 tal que

”0’1 ”1+n.z <€ ¢ ”O'”l..}..;.,z < €y . (3.6.1)
cxs Cx§

smplicam que £ é semi-globalmente integrdvel isto ¢, dado R > 0, podemos encontrar uma

fungdo Zo definide em A,g, com diferencial née nulo ai, setisfazendo

. 00700 =0 em Ar

4

onde Ag € a bola de raio Rf4 centrade na origem.

Seguird como corolério deste teorema a integrabilidade global de £, desde que ¢ seja

pequeno.
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Tomaremos primeiramente 2 = 1; o caso R > 0 pode ser feito de modo completamente

andlogo.

Consideremos o complexo

Co(C x §)-20C0%(C x 5, L5)25C%(C x §,A2L*) 2. .. (3.6.2)
associado a £. Aqui £7 = %@

Nosso objetivo é encontrar f com diferencial ndo nulo tal que §f = 0 em A.} x S.

Como £ =< w >, usando a decomposicio:

CT*(Cx §) =< w > ® < dz > BCT"S (3.6.3)
obtemos:
Sof = (Infdz, Lo f) (3.6.4)
onde of of of
Li=ZraZ o Lr=dss+ %o

L1{f)dz é uma 1—forma em € dependendo de & como parmetro e L,(f) é uma 1—forma em

S vendo agora z como pardmetro.

Se, ao invés da carta z, utilizdssemos uma outra carta global { para €, a expressiio de
8o na decomposigio (3.6.4) seria
af 8¢ Lo afa¢ ))

8¢ 8=z  8( 0z
(3:6.5)

60f=(L1(C) +L1(C) ds,z(C)g +ds=(0 +d5<+ ’\(

onde ds,; ¢ a derivada exterior em S, vendo z como pardmetro.

Gostarfamos de ver o complexo (3.6.2) como uma perturbagio de um complexo associ-
ado a uma estrutura globalmente integravel. Para que isto fique mais claro, vamos trocar
os geradores de £ por novos geradores que sdo obtidos a partir dos anteriores através da
multiplicagdo por uma matriz nfo singular e entdo definir o operador & adaptado & carta ¢

por:

8§ = (L1(©) Lo f, Lof ~ L) La(f)L(C)) - (3.6.6)
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Ele esté definido onde L;(¢) # 0. Esta definigio depende do sistema fixado em € mas é
independente de sistemas de coordenadas de S. Veremos adiante {em (3.6.15)) que quando ¢
for convenientemente escolhida 6§ pode ser decomposto como soma de um operador associado

a uma estrutura globalmente integrdvel padrio mais uma perturbacto.

Vamos definir uma seqliéncia de fungdes
2, :Cx S5 —C
de classe C* e uma seqiiéncia de nimeros reais {r,}, % < ryp1 < 1y de modo que
zg=2, rp=1
e as seguintes hipdteses indutivas estejam verificadas:
(2,8} (2,(2,0),8) & um difeomorfismo global d¢ Cx § sobre €x 5. (H1),

Lz, #0 em CxS {H2),
0, C 1, onde 0, ={(2,6) € Cx5/|z.(z,0) <7} . {H3),

Fixemos uma carta local (8y,...,8,-1) para S. (H1), diz que (2,,81,...,8,—1) pode

ser utilizada como uma carta local para € x S.

Seja. A, =< dz, > e consideremos o complexo associndo:

pre Ay
C™(C x §)Z50(C x 8, A)ZSC™(C x S, APAT) —» .- (3.6.7)

onde A = %g—;ﬂ.
Admitamos que j& tivéssemos definido zp, 21, ..., z, satisfazendo as hipéteses (H1),, (H2),

e (H3),. Queremos definir 2,4,. A definigho que daremos a seguir é andloga & proposta por

Kuranishi-para estruturas CR. Definamos:
Zopl = 2y Wy, Wy = —SNU_HK;’&E,’.ZD {3.6.8)

onde 85 = §;* ¢ o operador adaptado i carta z, definido em (3.6.6); Sy, 41 € o operador

de regularizagiio definido em € x $ utilizando-se a carta z, de C, uma cobertura de S por
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vizinhangas coordenadas e uma partigio da unidade de S subordinada a esta cobertura que
fixamos de uma vez por todas. Aqui Ny = N3'% ¢ Ny é um ntmero real suficientemente
grande que fixaremos futuramente. 1 bom salientar a diferenga expressa pelas notagdes &) e
664": 0§ é o operador associado & estrutura £ que queremos provar ser globalmente integrével

enquanto que 564" ¢ o operador associado A estrutura globalmente integravel A, =< dz, >

Note a semelhanga de (3.6.8) com a seqiiéncia u; definida no Teorema [.3.3. O operador
() é substituido pelo operador de homotopia que funciona como uma inversa aproximada do

operador &, cuja solugio desejamos encontrar.

O operador KK 7 é obtido por extensio do seguinte operador

KY(F) = KSw+ %5) [S T, dde,  F=w+¢dze C(CxSAA)  (3.69)

onde
cﬁ(C) . )
Ty, o( dc Adc, z€A,, ={z€eC:|z]<r,} (3.6.10)
(EA,,
e
K¥(F) = K{$dz, + K5w, F =w+¢dz, € C®(C x §,A%42), (3.6.11)
pondo ;
Ky =xD, D1 K},
. ™ (3.6.12)
Ky = XDy, e2D L KY
onde x € C(C), x = I numa vizinhanga de A; e x = 0 fora de A,,
D.f=f(rz},z€C {3.6.13)
e €; € o operador de extensiio descrito em (3.4.8).
Agora, usando a seguinte notagio:
[Fllay = 1Flle = 1F 0 257 o, Zul20) = ((2,6),6) (3.6.14)
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Segue de (3.4.1) e (3.4.7) que
“R{F”&"s < C'”F"E"" F e CC x SN AY) (3.6.15)

||I"(;F|;5;s < ClFY FeC%(C x5 A4 (3.6.16)

E claro que a formula de homotopia
SMEY + REsh =1 (3.6.17)
continua vilida em A, x 3.

Olhando a definigio (3.6.8), vemos que z,4; depende somente da fungiio z, e independe
do sistema de coordenadas que fixarmos na variedade S. Isto serd 1itil futuramente quando
tomarmos § = §™~!, e desejarmos manter o cardter global da varidvel 8 € $"~1 advinda

do uso de coordenadas polares, como fizemos na subsegiio 3.2 para estudar a estrutura de
Mizohata.

Queremos provar que (z,) converge para uma fungiio z,, no espago C'+(C x 3).

Seja (6y,...,0,1) uma carta da cobertura de S fixada anteriormente e z a coordenada
usual de €.
Nas coordenadas (z,8;,...,0._1) a equagéio & f = 0 torna—se
a a
Lif= —f + a1 af 0
. 8 af - (3.6.18)
if= 39..1+018 =0, j=2,...,n,
Nas coordenadas (zy,81,...,8._1), 0 operador 62 adaptado & carta z, tem a forma,
Lyf 7% Liz)La(20) ™ 3
L 2L Lo(2,) — Lo(%,)L1(z ]L Zy
gie( ) o| # |, | e nE R |
Lyf g
38(?,,,1 [Ln(zv) - L!E(EU)LJ (2—,”)—1 Ll(zu)]aﬁge

(3.6.19)
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Isto explica porque definimos o complexo associado a £ adaptado & coordenada z,: em
cada passo de indugao, £ pode ser pensada como uma perturbacio da estrutura globalmente
integrivel 4, =< dz, >1. Dois fendmenos interessantes podem ser constatados aqui: a es-
trutura aproximante 4, tem sempre o mesmo aspecto qualquer que seja v e o resto R, contém
termos que permitem obter uma estimativa quadratica, resquicio do método de Newton, que

serd fundamental para obtermos a convergéncia do esquema de Nash-Moser.

Como os campos LY comutam entre si, podemos definir
pos LY ) P

50F = (L2 fi — L¥fihcician  f €CO(Cx 5,7 (3.6.20)
e todos os outros operadores do complexo adaptado a base {L},..., L%, Z_Zu .

Observemos que

Lif Lif
Sf=| @ =M} (3.6.21)
Lif L.f
onde
Li(z,)! 0...0

M —Lz(z.,)jnl(g,,)-l 10

—Lo(Z) I (E) 0...1

Gostarfamos de provar que (z,) é uma seqiiéncia de Cauchy em C1T*(Cx §),0 < & < 1.

Vamos usar z notagio || "a&v para indicar a norma em C*(U), U/ € € x S, utilizando a carta

z, em € e a cobertura e particio da unidade que fixamos em S, ou scja || [|ae = || ||, 2o -
o
|21 — zvulg;!-sv = "wvulg-:év = ” - SNu+iI{lv lt)’zvlllé-;-su <
S C Nontll K155l g0 < C NunlEi63zllse < (3.6.22)

S C N[5 ze]lee
devido &s estimativas (3.5.1) e (3.6.15).
Precisamos estudar entfio como se comporta indutivamente 4 z,. Para isto escrevemos:

83zvrs = 3z + 63wy = (85 KP + K36{)(8520) + (55" + Ro)(ew)

(3.6.23)
= SV KP 8z, + K286z, — (63 + Ro) SNy K165 20)
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em {2,. Isto segue da férmula de homotopia (3.6.17) e de (3.6.19).
Sejam
A=E(I — Sy, KT8 2,
B=-R,Sy, K8z,
C=KI6v82z,

Agora usando (3.5.2) e {3.6.15)

| Aller < ClI(I— S K1 b 201400
<C NG 15365 20l +ara. (3.6.24)

S C N!)_-{-Al ”6320”11-?;[»0:,0
v

onde A é um pardimetro a ser determinado.

Como

Li(zy) Ly (Z,) 2L

ar,
Lo(z) — La(5,)01(5,) 1 Ly (2,)] 2L
Ro(f) = [L2(zy) — Ly ).( Y a2l 51

[Zn(20) = Ln(B) La(Eo) " La(o)] 24

segue das estimativas (3.5.1) e (3.6.15) que

1Bllge = I1RoSw,s,

[ ACH A T CH

I(f&gzvll?l,uu

n
> (N3 + 1 E Mg N (B g Bl ) S s KE 5820 g
J:

< OlEa(z) " lgo (14 603l ) 8020 s Nt KT 8320 15

< OV |La(2) e (L NaZullgs ) Boozollags 18320 s
(3.6.25)
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Usando que 6763 = 0,
ICNe = 36 83z lae = 1E3(85 - 87)6
< Of(87 — 61)85 7 | ;o

devido a (3.6.18).

De acordo com (3.6.20), {6 — 6;4" )f identifica-se com a matriz anti-simétrica (a;;), onde

1z = L2 I 52 = (Late) - Lala)a @)™ L) 2

a13 = L(2,) 7 Lifze )gfv (L3(zy) = La(Zy )00 (20) " In (2 v)) afl

= D) Lo 22— (L) - Ln(zu)Ll(zu)-lLl(zu))%
23 = (La(zy) — L2(20) L1 (2,) " Ly (2 v)) — (La(2y) = La(Z,) L1 (2} Ly (2“))3

aan = (Lal20) — La(Z,) L1 (50)" lLl(z,,))af" — (nlz0) = Lal2)Es (Zo) " L (2 ))afz

Ap—1n = (Ln—l("v —Ln- l(zr:)L (zv) L](Zu)) a-:"

8l

— (En(20) = Ln(Z0)Ea(Zo)" ‘L:(z.,))af“ 1

Logo
Clye < CIEE) g1+ Noo2ollge Mozl 63 el g

Nesta estimativa hd perda de uma derivada. Para remediar isto facamos

bpzv = SNu+1£gzv + (- SNu+l)6gzl' .

Segue entdo de (3.5.1) e (3.5.2) que

IISNu+16|;)zv||l+¢v“ <C NU+1”6§2U”“"’
0y Ry
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T = Swor ) zulligan < C NG 20 ltasgens -

Portanto
ICMzw < C Noga|lLa(Z0) ™ s (1 + l180Z llzv)ll6o vl 1185 20 | o+

e ) . (3.6.26)
+C NANEE) g (1 + ozl oozl 103 2 g -

Juntado (3.6.24), (3.6.25) e (3.6.26) obtemos
165 20+t llg < € Ny || La(2) o (1 + 16070 I3y o 2ol 185 20 I+
+C NN (Ev)"-l”g:’(l + n&oz.,||a.uu)|[(sozu||;,uu;|5gzv||1+?‘ta,v+ (3.6.27)
+C Nu_+A1 “55’2v||1+?)+a.u .

Vamos precisar agora de um lema:

Lema 3.6.1. Seju Z : Cx S — €x §, (p,8) = (2(p,9)),8) um difeomorfismo global.
Usendo a cobertura por sistemas de coordenadas fizada em S, podemos definir i |[;+., 50 <
@ < 1. Seja (0,...,8,-1) uma carta desta cobertura. Seja w : € — C ume aplzca;:ao de

classe O tal que ||w|[;+.,_, < 1. Bntdo:
Cxs

) 21 CxS—CxS, (2,0)m (2(z,8),0) =(z +w(z,8),0) é também um difeomorfismo

global e portanto (2',6y,...,8,_,) é um sistema de coordenadas pare € x S.

i) As normas de Holder em C1+o(Cx S), ulilizando—se (2,81, 0n_1) 0u (2, 6;,...,0,_1)

como coordenadas sdo equivalenies.

Demonstragio:

i} Por hipdtese
1 .
I = DZ'|ga(oxs) < 5 (3.6.28)

onde I é a matriz identidade ¢ D2’ é a matriz jacobiana de 2’ nas coordenadas

102



Introdugde ao Teorema de Nash-Moser

(z,8;,....8,_1). Entdo DZ' ¢ nio singular em € x § e se Z'(z,0) = Z'(3, é), obtemos
- . o 1 -
|z~ Z| = |w(z,8) —w(z, )] < ||w||c;),‘,5|z —-il< §|z —Z|. (3.6.29)

ii) Seja f em C1**(C x §) e denotemos por F a expressic de f nas coordenadas
(z',61,...,0,_1). Entio

”f"1+a.x = ”FO Z'“1+a,=
CxF oxs
< C(IFllo + 1 Flc+oexs) 1D 07 + I Fllcr (ox ) DE o oxs))
< ClFller+aexs) = Cllflhigo,s
Cxs

pois [[DZ'||ca(oxs) < & (veja {3.6.28)).
Para a desigualdade oposta, observemos que £/~ ¢ do mesmo tipo que Z', isto &
(Y 0 = (=) (p0),0), (3.6.30)

onde

(22, 8) = 2 —w((Z2')V(,8)) = zl' —w'(", 8). (3.6.31)

Como ||D{2")7!||catoxs) < 2, obtemos similarmente a outra desigualdade.

Observacgao 3.6.1: Usando o fato que

D(Z) 5+ + llwll i, 1DCZ) ™ oo (oms) + o)

o' fhger = € (Il

(3.6.32)
< Cllofliga s
Cxs
obtemos para um subconjunto compacto K de €, uma constante C(K') tal que
'
12" crrexsy < Cllzl 4 + "w“"ré;:s +1) < C(K) (3.6.33)
e
12 eruexsy £ CUZ o +1Wl] o +1) € CEK) (3.6.34)
Kxs KxS
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Vamos acrescentar agora as hipdteses (H1),,(Ha), ¢ (Hy), as seguintes hipdteses indu-

tivas:
1657 2l < i [WL6520ma s + 9N (),
102yl e < Cs (H5)o
[Z1(20) " llgw < Cs (H8)q
levsmtflseyers € No e 0msllugee < Ny (HD),
Cxs CxSs
||Zo"!+}=l+:',uSNg,j=011,---a'\+1- (HS)U

Aqui Cy,Cs e Cy sfio constantes independentes de v, N, = Nfizl e Ny > 1 serd esco-
lhido posteriormente. Notemos que escolhendo N, suficientemente grande, é possivel fazer

2N, arbitrariamente pequeno (ver a demonstracio do Lema L2i)).

Notemos também que algumas da hipdteses indutivas niio fazem sentido se v = 0. Para
que (H4), faga sentido quande v = 1, colocamos

51=600.,=0, e

1585l < Co [Willal + ¥ N0 (4)

Vamos mostrar que se escolhermos
=2z, 90=AXS,

Ny suficientemente grande e ¢y em (3.6.1) suficientemente pequeno, ent3o a seqiiéncia definida
POT Zy = Zy_.; + Wy—; ondew,., = —SN“IE’I “lég_lzv_l cumpre, para v = 1,2,..., todas as
hipdteses indutivas (H1),,...,(H8),.

Vamos verificar primeiro que as hipdteses nos estigios < v implicam as hipéteses no
estdgio v 4 1. Posteriormente verificaremos que as hipdteses siio verdadeiras quando v = 1,

comn as escolhas anteriores.
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Como z, = zy + E;fié wj, a hipotese (H7), implica que
v—1 o0

-1
S Il s S5
i= j=0

0

Se Ny for suficientemente grande a soma da série acima é < % e portanto pelo Lema

anterior, todas as normas [| || ..; ,7 =0,...,v sio uniformemente equivalentes.
CxS§
Comecemos mostrando (H7)us1. Segue de (3.6.22) que

[wellita, < C Ny ll6gzoffa -
cxs ]

Como 6§ = M, M,;*6;", nas entradas de M, e M}, comparecem somente termos que
podem ser majorados por Cs ou C e como £, C Q,— devido & (H3),, obtemos:
Frullige,e < C(5,6)Nutall8g ™" 20 |0
Cxs Ty

3.6.35
< CB,ONunallfg 5ol oms (3.6:3)

usamos a notagio C5,6) para denotar uma constante que depende somente de constantes

universais e das constantes C5 e Cs.

A hipdtese (H4), permite utilizar o Lema de Moser 1.3.1 com as seguintes escolhas:

Po= 10 20l

v—1

s=1Lup=2¢t=1 e A=14

L]

Se Ny for suficientemente grande, Nl_l < ﬁ

25}
Como 83z = Mobpzg = | : | e (3.6.1) implicam que [[o1]]i4eo < €,7 = 1,...,7,
CxX¥§
Tn

NT?2 . .
podemos tomar pg = [[622¢]|s.c menor que &, 5e € for escolhido suficientemente pequeno.
ity
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Pelo Lema de Moser,
-2

—utl 3.6.36
P S 204 ( )

Logo (3.6.35) implica que
N _ CG,6)

IIwullzé,:éu50(5,6)1\”““—204 ==, N
Como as normas || ||i4e,; § = 0,. .., sio equivalentes, existe &' > 1 tal que
Cx§
= C(5,6
lonllgge < XNz,

Escolhemos C, suficientemente grande para que ' ﬂcs.fﬁl < 1. Assim C; passa a depender
de Cs e Cs e, se necessdrio, teremos que aumentar Ny e diminuir ¢p para que as hipdteses do

Lema de Moser ainda continuemn satisfeitas.

Concluimos entio a validade de (H7),41. Logo, utilizando novamente o Lema 3.6.1,

podemos concluir que todas as normas || ||i4e.;, § = 0,...,v + 1 580 equivalentes.
CTx s

Além disso, a parte (i) do Lema 3.6.1 diz que (2,6) — (2y41,8) € € x § é um difeo-
morfismo, ou seja {H1)y4; é verdadeira.

Provemos (H3)y41. Conclui-se de (H7),41 que
sup lzo41 = 20l £ Nu+1
¢ portanto

l2o] € lzog1] + N3y

Tomemos
rom=re —2NY, ro=1. (3.6.37)

Se |zy+1| < ry41, temos que

[20] € Jel = Ny <7
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ou seja, com esta escolha de ryy; podemos garantir que Qv+1 C £,. Portanto vale (H3),41.

Como r =infr, <1- 2L N7}, para que r > 1, devemos exigir que T2 N, < 1,
o que é possivel tomando-se iV suficientemente grande.

Passemos agora a prova de (H4),41.

Devemos ter sempre em mente que |7l +a+00, F = 1,... 7 sdo limitadas.
g
Como
v—1
16020 [la.0 < Bozollee +C D Hlosllgo.s
i=0

entdo |4 z,,||?‘.v & limitada independentemente de v.

Usamos agora a estimativa (3.6.27), as hipdteses (H5),,(H6), e o fato que § = M 162

para. concluir que

”453204.1 ”;: S 0(5, 6) (Nu+1 “6(‘),2',. ”;f.)» + U+l ”50 Zu||1+a+x.u) .

Utilizando que 8% = M, M, 1, &7 e que 0, C Qpoy,

[83zerilly < €50 (NersI65™ 2l s + NSl gns) - (3639

el

Para concluir {(H4),4,, basta provar que

||6c‘,’z,,[]1+?‘+,\,., < C(5,6)NM! . (3.6.39)

Lembremos que
8gze = ad”zu 4 Ryzy = Ryzy .

Seja Z, :Cx S —-Cx 5, (z8) (z,8). Pela Proposigio I1.3.6b),
||'532u|z1+?1+,\,o = "szv Q z,,_f ||l+?1+.\.v <

¢ (IRuznllagprol 25 B ) + Il 25 g, + IResl )
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Como observamos anteriormente em (3.6.33) e (3.6.34), verifica-se que tanto a norma
IZollcr(rexs) como a norma || 2,711 (sexs) sio uniformente limitadas. Podemos entéo usar

a desigualdade Proposi¢fio 11.3.7 e obter:
N2 ler+atria,, xs) £ CllZullortasrqa,, xs) -

Logo
”632”"""3?'" <C (”Ruzv”l-r?‘t\-n + HRvZUH}!-;”Zv”cg:;*;‘s)) .

Como Z,(z,8) = (z.(2,9),8),

||6[‘ljzv”l+e=+3\.u < c (||R02v||1+u+1\.0 + ”Ruzul]1.0||2u||1+a+,\,o) . (3.6.40)
ity g g Qg

Para majorar 1,2, usamos a Proposigio [1.3.5. Por exemplo a primeira linha da Rz, é

majorada por

ACH S ACRTREY1) AES ol ) HER ]

e (3.6.41)
+1L1(Z) 1||0”Ll(zv)||l+%-§m :

Afirmaimos que

1242 fageno < €GO eagaro (3.6.42)

De fato, isto seguird por indugho sobre A. Primeiramente notemos que

v—1 r—1
- " _ 1
|L1(Zv)] > |L1(20)| - E ILleI >1-— C Z Ile‘||1é+;,su 2 5

j=0 i=0

se Ny for suficientemente grande. Agora
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|E1(Z0) " (2,0) = La(Z0) "M )] _

”Ll(zv)m]”;'qﬂ = ||Ly(Z) " lo -+ sup

(2,8),(=", D) ER, {(z,0) - (,8")}=
_ . 1 |L1{Z0)(2,8) — La(2.)(2, 5’)|
2 o en, TG OGO 126 = (2, )l

S2HALE)se S ClLa(Eo) oo
0 0

pois |Ly(2)] 2 1. A titulo de simplificagiio omitimos na definigio da norma || ”a o as fungdes
da partigio da umda.de que fixamos em 5. No restante deste trabalho faremos tambem esta
omissdo. Isto provoca somente uma alteragio no valor das constantes que aparecem nas

estimativas.

Notemos que com a mesma técnica podemos provar que

[E1(2) 7 ls0 < CillLa(Zo Y fleor 5 = 1,2,
Ro Ro
e usando novamente a Proposicio IL3.5,
1Z1(20) fae < C(5, ) La(Zu)llan, 7 =1,2,... (3.6.43)
0 []

onde C;(5,6) ¢ uma constante que depende de j, de Cs e Cs.

Um ecdleulo simples mostra que

132 g < € (I el Extn)lye + I ozl EaGElge )

Usando (3.6.43) com j =2,
1Ly ()7 ligee < Co(5, 60 L1 (Zo ol La(Z0}llyo + 4L (Zo) 1140 <
S OGO LGl »

devido & (H5),.

O caso geral segue por indugio usando que a derivada de L(%,)”! de ordem k é uma

soma finita de derivadas de ordens menores ou iguais a & da funcio z — 1 calculada em
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L;(2,) com derivadas de L;(Z,) de ordens k;, ka,...com k) +ky +-- <k e em cada termo

desta soma usamos a estimativa para o produto Proposigio I1.3.5 juntamente com {(3.6.43).

Portanto, scgue de (3.6.41) que
||L1(fv)h1Ll(zv)||1+r;]+-\.n < C(5,6) (”Ll(fu)_l ||1+;+A.n + ||L1(2v)||x+?¢a.o)
] Q

onde usamos (H6), e o fato que

v—1

[Z2(zo)llo < I L1(zadllo + || s | D w;

j=0 0

€ limitado.

Logo
1Z1(2:) 7 La(20)l4aer0 < (5, Ellzvllz+on0 -
0 0

Podemos estimar deste mesmo modo todos os outros termos de R,Z,. Voltando a
(3.6.40),

188 2ellssarne < C(5,6) (1|z1,||,+,.“,o + 1|zu1|,,.,||z.,||l+c.+.\,u) :
2, g g g

Utilizamos agora a hipdtese (H8),
[165 20 H1+?t+-\_v <05, 6)(N1;\+I + NUN::\) .
Retornando a (3.6.38)
18321z < 005,6) (Norals 20l oy + 3 )
Se escolhermos €y maior que esta Wltima constante C(5,8) (para isto novamente ¢ e
Ny' podem diminuir), obteremos (H4)yz1.
Provenios agora (H8)pyy. Seja j < A4+1, je Zy
lzetillasizio < Nzollasizio + Joollatipse = N+ [foullatriso -
L 1y fo 1
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devido 4 {H8),.
Agora

lanllaggio < C (Ioulhaggoll ZISEEE oy + ol g, I Zulcggoss, + o)

Como Z,(z,0) = (2v,9)
1+ a-f
Hallvresse < C [ Teoullinense (1 . ||zv||m.) "
g cx$ g

ol g, (14 Iullagsso ) + lonlo )

Sabemos que “z,.”;{o e ||w!,||c1,.,s séo limitados, portanto
o X

lwellirasio < € (losliarsn + N3)
ng Cx5

devido novamente a (H8§),.

Por outro lado, (3.5.1) e {3.6.15) implicam que
00 lograge = D5 K35 ullegrag < C NIFH T 8520l g, <
1
< C N6zl <
< CG BN Zolla oms -
1]

v—1

Usamos agora a desigualdade (3.6.36)

N2
+1 ¥y
”w'_)"u-él:g.u S. 0(5, 6)N1{+1 2"04 -

Assim ) ‘
lzesrllgeso < O(5,6) (M35 +7)

-1 Ny d J
=C(5,6) | N, + Nour N

i
S NU-I-I
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se Ny for escolhidoe suficientemente grande pois Ny = N2 Isto prova (H8),41.

Passemos agora a (H5)y41.

T
léootallyoes < Clleszuaallye < © (naezun;f + 2l (3.6.44)
1
0
Como fyzp = - le Z;';o ”“’f”‘e‘;:'s“ < E??_-o Nj< %, basta tomar Cs maior que %C
0

onde C' ¢é a constante que comparece no tiltimo termo (3.6.44) para obtermos (H5)y41.

Finalmente como L(%) =1,
1 — LnZpqa) = [L1{Z0) — La(Zog1)] £ 1020 — Z021)]

v oo
1
-1
sC § :”wj”lg-;.sﬂ < CJ-E_“{]NJ. < 5

=0

se Ng for suficientemente grande.
Entio L1(Z,41) # 0 em € x S, provando assim (H2)y41.
Observamos também que pelo mesmo motivo

em CxS.

[N

<

7]
1——%
’ 9z vl

Resta mostrar somente (H8),..1.

Como
v

" _ i
|Li(Zus i)l 2 [E1(Z0)| — | D Lyw; >'5 em €x§

=0

”Ll(ium)'l”';,-":‘ = | L1(Zo1) "Mlo+
ud1
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[Z1(Zv41) " (2, 60) = La(Zps1) " 1(, 8)]

+ su <24
(z,e).(a',a?)enm iz, 8) — (', 89|
+ sup 1 |L1(Zo41)(z, ) = La(Fori (2, 6]
(=)= 0w [L1{Zo41)(2, B)| L1 (2041 ) (=, 87))] |(,8) — (', 8)|* -

<24 4||L1(zu+)liﬁ.u:: <2+44Cs < Co

se tomarmos Cs suficientemente grande.

Vamos mostrar agora que a partir de
=2z Sp=AxS

e com as constantes Cy, C; e Cy obtidas acima, as hipdteses indutivas valem quando v = 1.
Devido & {3.6.35) e (3.6.1),

(HT)1 = lwollupa,e < CN1[16520]] a0
cxSs x5

23]

[l oo
x5
On

< CNieg < N]!
-2

se ep < —F—.

Segue do Lema 3.6.1 a hipdtese (H1),, pois N; ' < 2.

Como ry = 1 — 2N ! entfio &) C Qg pois |20] < |z1] + Jwe| < 1 = N{' < 1.

(H4), € expressa por

18821llo0 < Cs[Nal|83z0lf2 o + N7 NGH)
o iy
segue da desigualdade (3.6.27) que
”6321”“-“ < CNl“6020”"-0”6{?20”“-0 + GN;A”‘SSZO”HaH,n .
Ity ity 2y ;]

Mas 6] = Moby e My é a matriz identidade, logo

|i5321||a‘n < CN1”5020"3‘0 + CNl_Afléoz[}lll-}u-l-.\.ﬂ .
ny A Qg
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231

Basta entfio mostrar que ||8p20||i1asro < Na\“. Isto é 6bvio pois zp = tem
e
0 a-n
norma C1+o+ limitada e Ny pode ser tomado tio grande quanto se queira.

o U1
(HZ)] : ILI(EJ) —Ll(f())l S C”‘l‘J—Jo”i.c.:g.;é_o < CN] ! < 5
come L1(Z) = 1 entfio Li(% ) # 0 em C x S,
(H5) : [ldoZillan < Clldozilao,
N Qo
devido ao Lema 3.6.1 e (H7);. Portanto

Ioozllys < € (ool + Ionsllye ) < C
R et Qg

(W) L) 2 |Ex(o)| - 1Eaein] >

logo
nLl(sl)-li]a.l <2 +4||L1(zl);|3.1 <2+4C5 < Cs
1 1

(HB)1 segue do fato que 21 = zp + wy, |wollitatio < C N{+‘||63z0|[,,,0 (ver (3.6.22)) e
iy i1
o1
dpzg = | ! | tem norma menor que € que podemos eventualmente diminuir uma vez mais.

Tn

Assim, tomando-se Ny suficientemente grande e ¢ suficientemente pequeno, as hipéteses

indutivas valem para v =1,2,...

Notemos agora que
ArxS5CQy, v=1,2,...,

De fato, se |zo] < §,

v—1

|zl < 2ol + D N7 < ool +

=0

<

2 =

< inf r, .

| =
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- : . -1 . 0 ar—1
Agora (H7)yyq diz que ||zp4g z,.|[,g.:§0 < Ny e como 3770, N;

seqiiéncia de Cauchy em € 1"’”’(&_} * §) que deve entdo convergir para alguma fungio zo, €
CH'O'(A% % S).

< 1, (2y) é uma

Segue de (H4), e (3.6.36) que

_ C(5,6) _
z - < o v—1 ¥ . 2
oozl g, < Cllbaallyss < O ONG sl < S0 0

Como Nyt — oo quando v — 00, segue que

f5(2e0) =0 em Ay xS

Segue de (3.6.46) que dz, # 0 em Ay x 5. Logo ze ¢ uma solugiio do sistema anterior
em A% % § com diferencial nao nulo ai. Como este sistema & elitico, z., € Cm(A% x 5),

devido & teoremas cléssicos de regularidade que podem ser encontrados por exemplo em [Au].

Com isto mostramos a integrabilidade de semi-global da estrutura perturbada £; isto &,
a partir de & x § e da carta canénica de C construimos em A!; x & uma fungho C°° com
diferencial niio nulo tal que §y(z00) = 0. Uma demonstragio inteiramente andloga permite
construir a partir de Agp x €, R > 0 e da carta canénica de € uma. solugio ZR,c0 de classe
C'* e com diferencial niio nulo em Ap x € do mesmo sistema. O Teorema 3.6.1 fica assim

demonstrado.

3.7 Integrabilidade Local de Estruturas de Mizohata

Antes de construirmos uma solugdc global para a estrutura perturbada £, mostraremos que
a estrutura de Mizohata M gerada pelos campos (3.2.2) em R™*! é locaimente integrével se
n> 1.

Mostraremos primeiramente usando o resultado semi-global que o sistema (3.2.6) tem

uma solugdo C°° com diferencial nfo nulo numa vizinhanga da origem.
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Como (3.2.6) é dado pelos campos

d aJ
b= 6'+Ulaz
a a
L= 69314-0']3, i=2,.

o1
com ( ) flat em Im z = 0, dado N € N existem ¢ = C(N) e R = R(N) < 1 de modo

On
que

a1
<CrY¥, r<R.
On A,l;cl-;f;o—l
Sejatp € CF(C), P =1em Az, = 0fora de Ag e consideremos x(z) = q!')(%) Entéo

a1 ' g1 a1

x| =|x| : < [Ixler+ta(an

O 14,0 Tn 14,0 On 14a,0
oxsn—1 Apxsn—1 apxsn—1

Mas ||xilcree(an) < Y] cria(oy, logo

o1
x| : <CRN ROt g .
l4e,0
T g sn-1
Se N > 2 e R for escolhido suficientemente pequeno.
Podemos aplicar os resultados do pardgrafo anterior ao sistema
0 4o i)
3z T X5
i + a.z ] =2 1
08;_, Xigyr I = Semalt
e obter uma solugio C'*° deste sistema com diferencial ndo nulo em A§ x §m1
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Comoy=1lemA B X S, 25 ¢ entdo uma solugio de (3.2..6) com diferencial ndo nulo em
Ag x 5771, Podemos concluir também que zo & uma solugo dos sistemas (3.2.4) e (3.2.5)
pois estes sistemas sio obtidos de (3.2.6) pela multiplicagio por uma matriz inversivel e pela
extensdo de seus coeficientes. Notemos que esta solugio foi obtida localizando apenas em z,

mantendo a dependéncia global em # € §7-1,

Consideremos agora
2
Z(r,t) = 200 (.1:, %, B(t))
onde 9(t) = t/|t| € S™, t £0.

Vamos verificar que Z(x,1) estd definida numa vizinhanca U/ da origem de R™*1, que &

de classe C, dZ # 0 nesta vizinhanga e satisfaz o sistema (3.2.2)em U.

Notemos que para t # 0, Z(z, t) é uma fungio de classe C° pois z,, assim o é. Devemos

estudar o comportamento de Z(z,1) em ¢ = 0.

Em primeiro lugar Z é continua em ¢ = 0. De fato, zo, satisfaz (3.2.6) e o; ¢ identica-

mente nula quando s < 0. Portanto

Ozce 020  O2s
f— 0 — <0.
a4; Pi 0z a6; 0 se 520

Logo zoo(x,0,8) independe de 8 e assim Z(z,t) pode ser definida de modo a se tornar

uma fungdo continua em toda uma vizinhanga da origem de R™*1.

522t = 2= (=1 o)

pode ser definida continua.mente até { =0 pois

8 9
59 5y 2ol 3,0) =

Notemos também que

4 9

<0.
™ aszoo(a: $,0)=0 para s<
As derivagbes com relagio &s varidveis i; sfio mais delicadas

6 Bzcc BBk
5&? J 63 z 38; 7

i=1,...,n.
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Como a;ﬂ = 0 para s < 0, é suficiente provar que %ﬂ-%‘h pode ser definida conti

nuamente até a origem. Para isto vames utilizar o fato que 3 &ﬂ anula—se de ordem infinita

quando s = ]—2|— = 0. Isto implica que, dado N € N, existe numa vizinhanga da origem em

R"*! ¢ uma constante Cy de modo que

az.x,

86y,

< Culs|N = GN CN e (3.7.1)

nesta vizinhanga.

E ficil ver que é possivel encontrar uma constante C tal que

s

< _M
| <CM

numa certa vizinhanga da origem em R™*! ¢ para um certo M € N. Tomando N > % vernos
que g_tj- pode ser definida continuamente até a origem. Assim Z & uma lungio de classe 0
fora da origem que pode ser estendida juntamente com sua derivada primeira continuamente
até a origem; logo Z é de classe C'! numa vizinhanca da origem. O mesmeo raciocinio pode
ser aplicado para demonstrar que as derivadas de todas as ordens de Z podem ser definidas
de modo continuoe até a origem; as derivadas com relagfio a ¢ vém sempre multiplicadas por

um termo que se anula de ordem infinita quande s = 0.
Portanto Z ¢ de classe €™ numa vizinhanca da origem de R™t!.
A regra da cadeia implica que
Mj{(Z)=0, j=1,...,n
nesta vizinhanga, ja que z,, satisfaz o sistema (3.2.4).

Segue-de (3.6.46) que 2 2.0(z, 5,0) # 0 para todo (z +i5,6) € Ap x 5. Logo
5 Brse (i
520 =52 (o 00)) 20

e portanto dZ é ndo nulo numa vizinhaga da origem.
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Concluimos assim que toda estrutura de Mizohata fortemente pseudo-convexn em R™H!,

n > 1, é localmente integravel pois pelo Lema 3.2.2 ela pode sempre ser colocada na forma

(3.2.2).

3.8 Construgac de uma solugio global para a estrutura perturbada

Vamos mostrar agora que a estrutura perturbada £ =< dz — 01d? — o >+ & globalmente

integravel. Dado R > 0, vimos que é possivel construir uma solucfio zp & C(A B X 5} de

Sozr=0 em Af.xS

Lembremos que se ' < a, a injecfio CH“(A% X 8) — C}"'"r(A% x S} é compacta
{Observagio I1.3.5).

Para N € N, as fungbes z1,...,2n,... estio todas definidas em A} % S e pertencem a

C'H'Q(A% x 5).

Como [[zv —2li4a,. < 352, Ni71 < 1, (25) é uma seqiiéncia limitada em C'te(Ay x S)
Cxs

e portanto admite uma subseqiiéncia (zy;) convergente em CH’""(A% x §) para z¥.

Todas estas fungdes zy; exceto um nimero finito estio em C'1+°’(A§ x 5). Usando
novamente a compacidade da imersfio, podemos extrair de (#n;) uma nova subseqiiéncia
(zn;,) convergente para z¥ em C"*"”'(A% x 5). Pela unicidade do limite 27 coincide com

zf em /_\_‘1 X 5,

Se continuarmos desta maneira e denotarmos por (Zy) a subseqiiéncia de (zy) obtida
pelo processo de diagonalizagdo, entéo (£x) converge para uma funcio z% que estd definida
em € x 5 e pertence a CH"’(A%L x §), VN ¢ N.

Como
dozy =0 em A% x 8§
entao

S(z£)=0 em C€CxS.
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Devido & eliticidade do sistema segue que 2%, ¢ de classe C em € x S.

1
Como |Zy — z|li4e,- < 5 entdo
cx¥

4

l|=# — z|]1é.:§, < 1, donde concluimos como antes que dz¥, # 0 em € x 5.

Assim 7., é uma solugio global € com diferencial nao nulo do sistema perturbado L.

Gostarfamos de finalizar com um comentario sobre a regularidade:

Observemos que do processo de Nash—Moser é possivel retirar informagdes sobre a regu-
laridade da solugio z%,. Se partirmos de um sistema cujos coeficientes estéio em CP¥*(€x 5,

o método mostra que é possivel ainda construir uma solugfio de classe C112,
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CAPITULO IV

O esquema de Moser que apresentamos no Capitulo I tem uma demonstragio natural
e curta e € relativamente simples de aplicar mas nio permite obter, em geral, a melhor
regularidade das solugdes. Entretanto, o esquema original de Nash — embora complicado
— Ja permitia obter imersSes de classe A%, se a métrica fosse de classe A% & > 3, 0 que
néo resulta possivel com o método de Moser para @ < oo (para @ = co ambos métodos
fornecem solugdes infinitamente diferencidveis) . Posteriormente, Jacobowitz [J1] melhorou
a regularidade para o teorema de imersio de Nash, obtendo imersées de classe A, para
métricas de classe A®, @ > 2.

Apresentaremos neste capitulo uma versio recente do esquema de Nash devida a Hor-
mander {H2], valida em escalas compactas de espagos de Banach. Na segfo 1 lembramos
brevemente o esquema original de Nash e descrevemos sumariamente o esquema e Nash-
Hérmander. Na segio seguinte consideramos aproximacdes da identidade que gozam de pro-
priedades um pouco melhores que as exigidas no Teorema de Nash-Moser, aqui denominadas
boas aproximagdes. Na segio 3 demonstramos o Teorema do ponto fixo de Schander e consi-
deramos escalas mansas compactas. Na seciio 4 enunciamos o Teorema de Nash-Hormander,
cuja demonstragdo ocupa as duas seguintes seqbes, na primeira delas reduzimos o problema
a encontrar um ponto fixo de um sistema de Fredholm ndo linear e na segunda mostramos
a existéncia de pontos fixos ¢ finalizamos a demonstragio do teorema, Finalmente, na secfio
7 aplicamos o teorema de Nash-Hérmander ao problema do mergulho isométrico, obtendo o
resultado de regularidade de Jacobowitz.

1. O esqﬁema de Nash-Hdrmander

O método de Nash tem por base a idéia seguinte: digamos que &(0) = 0 e que desejamos
resolver $(u) = f com f pequeno. No método de Newton, as aproximacdes sucessivas wu,
verificam Aptit = tnq1 — tn = U(ua)(f — ®(un)), onde ¥(u) é uma inversa & direita
de ®'(u). Uma versio continua disto seria substituir a seqiiéncia u, por uma curva u(t)
verificando a equagdo diferencial ' = ¥(u)(f — ®(u)). Quando o membro direito nio é uma
fungéo lipschitziana em algum espago de Banach, nio podemos esperar que a equacio tenha

solu¢io. Por isto, Nash modificou esta equacio e considerou o sistema
w(t) = ®(u(t)gt),  w(t)=Tu(t), u(1)=0, (1.1)
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onde Ty, ¢+ > 1, sio operadores regularizantes que aproximam a identidade. Ainda deve

escolher-se g(t) convenientemente para que ®(u(¢)) — f quando ¢t — co. Temos
LB(u(t)) = (') = (@ (ult)) - FEONE + o0
pois ®'(v)¥(v) = I. Escrevendo
e(t) = (2'(u(t)) — &'(v(£)))u'(2)

é preciso que

fl " o) dt + fl " otydt = f. (1.2)

Nash colocou

[ a(s)ds = ne 1)1 - 1),

onde h(t) € C°°(R) é nula para t < 1/3 e identicamente 1 para ¢t > 2/3, enquanto E é o erro

acumulado

E() = /1 e(s)h(t ~ s ds.

Derivando (1.2) podemos obter g(t) em termos de f e dos valores de u(s) definidos para
s <t—1/3 o que permite considerar g como uma fungéo conhecida em (1.1). O problema se
reduz a mostrar a existéncia de solugies do sistema definidas para todo £ > 1 e a provar que
quando ¢ — oo, u(t) converge a um limite em algum espago.

Recentemente, Hormander [H2} introduziu uma modificaciio neste esquema inspirado
na semelhanca existente entre as decomposicdes diddicas de muitos espagos em Andlise
Harménica e as aproximac@es da identidade nas escalas mansas. Estas decomposicdes sio
essenciais no calculo paradiferencial de Bony [Bo); as técnicas usadas para definir “parapro-
duto” ¢ “paracomposi¢io” e substituir uma equagiio diferencial por uma equagdo paradifer-
encial constituem o pano de fundo deste novo esquema de aproximagio. F possivel, porém,
definir 0 esquema e provar sua convergéncia de forma completamente independente do calculo
paradiferencial, o que aqui faremos. A idéia basica do esquema de Nash-Hérmander é essen-
cialmente a seguinte: em lugar de construir uma funciio u(t) que convirja para f quando
t — oo trata-se de construir u(f} convergente para uma fungio g, de maneira que o erro-
f — g resulte uma operagio compacta, o que é possivel quando a escala é compacta. As
aproximacdes u(t) sfio construfidas — como nos esquemas de Nash ¢ Nash-Moser — a partir
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de aproximagges da identidade e da inversa & direita de ®’'(u). Para absorver o erro compacto

aplica-se o teorema do ponto fixo de Schauder,

2. Boas aproximacgées da identidade

Seja {H°}, 0 < s < co uma escala mansa de espagos de Banach. Dizemos que Ty : H® —

H® =, H* # > 1, é uma boa aproximagio da identidade se satisfaz as estimativas

(Toulls < Cod*lufl, ue H', t<s, (2.1)
e — Toull, < Coet*"fufle, uweE HY, t2s, (2.2)
lim (ju — Toull, =0, «e H°, (2.3)
f—co
d
I Toells < Cut™™ tulle, v € A, (2.4)

onde as constantes C,, sdo limitadas uniformemente quando s e ¢ permanecem limitados. J4
vimos no Lema 2.5 do Capitulo [ que a existéncia de aproximacdes da identidade verificando
as estimativas (2.1) e (2.2) implicava na validade da PC (c¢f Definigio 1.2.4) para escalas
discretas de espagos de Banach. A mesma demonstragio prova a propriedade de convexidade
para escalas continuas, onde o indice s assume valores reais.

A propriedade (2.4) exige, em particular, que para todo u € H® e todo s > 0, a aplicagio
8 Tpu € H’ seja continuamente diferencidvel. Usaremos a notagio Tju para indicar esta
derivada em relagdo a 6. Salvo mengio em contrério, sempre suporemos que as escalas mansas
estdo equipadas com uma boa aproximaciio da identidade. Neste caso, é possivel definir uma
nova escala {H]} associada & escala original de modo que estes espagos H? verificam as
inclusGes H* € H} ¢ H*™%, 5 > ¢ > 0, e podem ser considerados entfio como uma leve
modificagiio da escala original. A vantagem desta modificagio decorre de certa propiedade
adicional de decomposigéo e interpolagio que a nova escala possui (de fato, os espagos H?
podem ser obtidos interpolando entre H e e H**1 com métodos standard adequados (cf.

[Mi]), mas ndo faremos uso disto).

Definigao 2.1. Sejo {H*}, 0 < 5 < o, uma escals mansa com uma boa aprozimagio da
identidade Tp, 6 > 1. Se s > 0 definimos H? como o conjunto dos u € H® tais que, pare
alguma constante M > 0

lello < M, ||Toullo M6, [[Toulls4a €M, 621, (2.8)
e definimos |ul]; como o menor M que verifica (2.5).

,
E fécil verificar que [u||? é uma norma no espago H? que o torna um espago de Banach.
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Lema 2.1. Sejam 0 £t < s < 00. Valem o inclusdes continuas
H*C H! C H.

Demonstragao: Seu € H* C HY temos trivialmente que |Ju|[¢ < co e, usando a propriedade
(2.4), também valem as desigualdades ||Thullo < C187° " Wuls e |Tiullers < Colfu]s , de
maneira que tomando M = max(||u|le, Ci1||tt||s; Ca|lul]s) verifica-se (2.5). Vemos também que
M estd dominado por C|lu||s 0 que mostra que ||ul; < Clulls.
Seja agora 0 < ¢t < s, u € H? € H. Escrevendot = (t/{s+ 1))(s+1) =a(s+1) e
usando a PC
I1T5ulle < CllTpullg I Toull, 7T
< Clullz6*", 2.6)

Como ¢ expoente é menor do que —1 em (2.6), a integral em
8
Tyu = Tiu +f Tyudp
1

converge em H' quando § — co. Por outro lado, (2.3} mostra que o membro esquerdo

converge para « em H® donde
2]
u=T1u+f T;udpe H
1
e [lufls < Clulls.
A seguinte Proposigfio mostra uma importante propriedade da escala {H?} que, de fato,

¢ a principal motivagio para que cla tenha sido introduzida.

Proposi¢io 2.2. Seja [0,00) 3 t — u(t) € H" uma fung¢de continua tal que para certos

0 <37 < 55 < oo valham as estimativas
[u@®lle, <C#M, 221,

2.7
: ()]s, < Ct¥1, £ 1, 27

onde Ay < 0 < Ay, Escrevamos 0 = ady + (1 — a)de, (0w sefo, a = Aef(la— M), 1 —a =
—Af(he = XN)), e sefa s =as; + (1 —a)sy € (s1,52). Entdo,

U= /wu(t)dt € H: (2.8)
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175U < Co**"Y,  9>1, b>0. (2.9)

Demonstragio: Serd suficiente provar que I/ € H® e que vale (2.9), pois esta estimativa
implica (2.8) tomando b = 0 para mostrar que | TjU]ly < C87""! ¢ b = s + 1 para mostrar
que || T3U]ls41 < C. Partindo de | Thu(t)|s < Cos8*™* " H[u(t)||s com s = 5y, 55 e usando (2.1
vem

IT3u(e)ls < Cimin(8*==1=1¢4=1 gb=2=142a~1) _ min( (), o(8).

Seja ty = ta(f) definido por 8%:— = t(‘,\’_‘\‘; tem-se f(tq) = g(ty), para t < #; o minimo
¢ fornecido por g(f) e para t > ¢y o minimo é fornecido por f(t). Para ver que 7 € HY é

suficiente observar que, de fato, I/ € H*', ji que

f Wmm“SfIMmuﬁsc]thﬂa<m
1 1 1
Ainda,
1o(6) oo
s < o) [ aeetans [T gt
! to(8)

< Cgb [g—sz—1+a(sr~a1) + 5—n—-1+(1—a)(sz-—-81)] — Cab-—s—l,

o que prova (2.9).

Dado v € H? podemos escrever
le o]
'U!=T|u+[ T{udt:Tlu-I—U
1

onde u(t) = Tyu verifica as hipdteses da Proposigio 2.2 com s1 = 0, Ay = —a, s = s+1, Ay =
1. Com efeito, a definigio de H; implica que |ju(t)flo < |lu[7t7*"" e [u(®)l|s+1 < ||ui|* e vem de
(2.9) que [|TU|ls < C48°~*~1,8 > 1, b > 0. Por outro lado, | T5Tyulls < CW8* Y| Thu|l, <

Cy8 7 |ujlo < Cp8=*~!||u||? de maneira que a decomposicio u = Tyu+U prova o seguinte
Coroldrio 2.3. Seja s >0 eu e H. Enido
[Toulls < Collu[20—271, 621, b>0. (2.10)

Obsevemos que a definigio dos espagos H? implica na validade de (2.10) para b= 0 e
b = s +1; o coroldrio mostra que a estimativa se estende automaticamente para todos os

outros valores de b.
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3. Compacidade

Seja B a bola unitdria em R", $*?! sua fronteira. O teorema de ponto fixe de Brower,
que aprendemos nos cursos de topologia, afirma que uma fungéo continua f : B — B possui
sempre um ponto fixo, isto &, existe 2y € B tal que f(zp) = zo. Com efeito, se f(x) —2 #£0
para todo z € B seria possivel construir outra aplicagio continua ¢(z), ¢ : B — S,
definida como a (iinica) intersecio da semi-reta determinada por f(z) e z (partindo de f(z)
e passando por z) com S""!. Se i : S*1 — B denota a inclusfio S~ ¢ B temos que a

¢

Sn—l i’B—FS"_l

composicao das aplicagdes

é a identidade, ¢ oi = I. Os homomorfismos correspondentes nas classes de homologia inteira
H,_; seriam

Z = Hoor(S™)2% Ho_y(B) = 0851, i(57 ") = 2,

uma contradigfio pois 0 = ¢, 01, = ($oi), = I, provando assim o tecrema de Brower. Como a
existéncia de pontos fixos para uma aplicagfio ¢ obviamente invariante por homeomorfismos,
podemos substituir B por qualquer espago homeomorfo a uma bola, em particular, B pode
ser qualquer conjunto convexc e compacto de R" com interior nfio vazio. Se B for convexo
compacto e tiver interior vazio ele estard contido numa variedade afim F C R" de dimensgo
mfnima k < n, B tem interior nio vazio em F, é homeomorfo & bola de R* e vale novamente
o teorema de ponto fixo neste caso.

O teorema de ponto fixo de Schauder estende o teorema de Brower para aplicages
compactas em espagos de Banach.

Teorema de Schauder 3.1. Seju B um subconjunto convezo, limitado e fechedo de um
espago de Banach X. Se f: B — B € continua e f(B) tem fecho compacto, f possui uvm
ponte fizo.

Demonstragao: Seja € > 0. Mostraremos primeiro a existéncia de um “ponto fixo aproxi-
mado” z, € B tal que ||f(z.) — z.|| < & Consideremos uma cobertura finita de f{B) por
bolas B(z;,¢) de X, , j = 1,...,n, z; € B e uma parti¢do continua da unidade ¢;(x} em
f(B), subordinada a esta cobertura. Isto significa que 3 ¢;(y) = 1, y € f(B), e o suporte de
¢; estd contido em B(zj,e) N f(B). Seja F o subespago geradoe por x1,...,2y, e definamos a
fungdo continua

o) = 3 4@, 2 EBAF
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Como g(z} é uma combinagio convexa de pontos de BN F temos que g(BNFYCBNFe,

pelo teorema de Brower, existe 9 € BN F tal que g(zy) = z9. Ora,

n
flwo) = zo = f(xo) —g(zo) = Y $;(f(0))(f(20) ),
F=1
onde as parcelas néo nulas correspondem aos indices tais que |[f(zq) — yj]| < ¢, de maneira
que a propriedade triangular da norma mostra que ||f{zo) — zo|| < e.
Podemos agora construir uma segiiéncia (z), k = 1,2,... em B tal que f(zg) — zx
convirja para zero. Por compacidade podemos supor, passando a uma subseqiiéncia, que

flzx) = %0 € B. Entdo zx — zo-e f(xr) — f(zo) = 2o 0 que prova o teorema.

Coroldrio 3.2. Seje X wm espago de Banach, K wma aplicacio continua da bole unitdria
fechada B de X na bola de raio 1/2, aqui denotada por B/2, onde K(B) tem fecho compacto.
Para todo v € Bf2 a equagio u = v + K(u) tem solugio u € B com |jul| < [jo|| + | K(u)|]| €
lloll + 1/2.

Demonstragao: Seja f : B — B dada por f(u} = v + K(u), u € B. Pelo teorema de
Schauder, existe u € B tal que u = v + K(u) e vale ||u|| < |lv|| + | K(u)]| < ||| + 1/2.

Definigio 3.3. Uma escale {H*}, 0 < s < 00, diz-se compacia se, para fodo t > s > 0 a
inclusdo H' C H® ¢ compacia, isto €, o bola unitdria de H' é um subconjunto pré-compacto

de H*.

Exemplos.
a) Se M ¢ uma variedade compacta, os espagos LE(M), s > 0, 1 < p < co constituem uma
escala compacta (teorema de Relich).
b) A escala dos espagos de Hélder , quer em uma variedade compacta, quer em um convexo
compacto do espago Euclidiano com interior ndo vazio, é compacta (vide Observagao

11.3.5).

Proposicao 3.4. Seje {H,}, 0 < s < 00, uma escale manse de ecspacos de Banach dofada
de uma boa aprozimacdo da identidade Ty, 8 > 1. Se existem s3 > 57 > 0 tais que H'2 ¢ H®

é compacte, enido a escela ¢ compacte.

Demonstragao: Sejat > s > 0, e consideremos a bola unitdria B de H!. T} aplica conti-

nuamente H' em H*2 e as hipéteses nos permitem concluir que T, B & pré-compacto em H o
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logo também em HY. Se u; € B é uma seqiiéneia, Tiu; é limitada em H*® para qualquer
s &, além disso, possui uma subseqiiéncia convergente em H?, A PC mostra que a mesma
subseqliéncia ¢ convergente em todos os H*. Isto mostra que 71 B ¢ pré-compacto em todos
os H'. Analogamente, para cada M > 1 fixo, |Jycps TpB é limitado em todos os H* e
pré-compacto em H*#, logo pré-compacto em todos os He.

Se u € B e escrevemos para M > 1 fixo

M o0
u=T1u-i-f Téudﬂ-{-f Toudf = ug +us + us,
1 M

onde a integral converge em H*, vemos que os dois primeiros termos variam num compacto
de H? quando « € B, enquanto a norma da terceira parcela verifica [Jusfl, £ CM*~*. Entao,
para todo € > 0, B esti contido na soma de um compacto de H® e um conjunto de diimetro

< €, o que mostra que é pré-compacto.

4. O teorema de Nash-Hormander

Eminciamos agora o teorema referido no inicio do capitulo.

Teorema 4.1. Sejam {E°}, {F?*}, s > 0, escales mansas de espagos de Banach munidas

com boas aprorimegdes da identidade, respectivamente denotedas por Ty e Sp, € suponhamos

que a escela {E*} € compacta. Seje m = 0 wm ndmero real, seje B a bole unitdrie de E™ e

®: BNE**™ — F* wma aplicagdo diferencidvel mansa satisfazendo $(0) = 0 bem como as

sequinies estimatives para certos pardmetros ndo negativos Ay, Ag, by, b, e pare todo s > 0

[@()ls < Cof L+ [leflstm)s v € BNEF™, (4.1)

1€/ olls < Cu[(@ + [ulatm)oln + [ootm],  wEBNE+™, wveBHm,  (42)
(&' (@)= @' (v)ywlls < Co[(L+ Nullowm) + Nolotm)lie = vllmliellm + [l = vlistmliw]m

+ Ju = || m||w|s4m] s u,v € BNE™™, weB*™  (4.3)

além disso, ®'(u) possui uma inverse linear & direite U(u), u € B, que satisfaz

1%¢)glls < Cal(@+ NellownMalls, + (L + JullsMgllsrn,],  u€BnE+]nES,

g € Fetda g pho (44)

onde B ¢ wma bole de E* centrade na origem, p = max(m, A1, b). Suporemos que ¢ fungio
u — U(u) aplica continuamente BN E® em L(F*, E*) ¢ satisfaz

F) g =g, ueh, geF i), (4.5)
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Se a ¢ f sdo nimeros positivos setisfazendo

= max{m, A, i) < o, a+max(b,Az) €8 < 2(a —m), (4.6)

ezistem § >0 e C > 0 tais que para todo f € FP com [fl3 < é e equagio

$u)=f, uweF", feF?

tem uma solugdo sotisfazendo ||uf)s < Cllfll3- O método usado para achar u fornece u € E®
se f € F*™,

Observacoes

1

3)

4)

5)

Qualitativamente, o Teorema 1.3.3 do primeiro capitulo é muito semelhante ao Teorema
4.1, mas neste dltimo a relagiio entre & ¢ § — pardmetros que determinam os espagos aos
quais pertencem o dado f e a solugfio « — é consideravelmente mais precisa. Note-se que
as inclusdes FP ¢ Ff e Eo ¢ E?7¢ ¢ > 0, permitem também o controle da regularidade
nas escalas originais {E*}, {F*}.

A estimativa (4.3) é uma condigiio mansa de tipo Lipschitz para &', um pouco menos
exigente que supor que & : (BN E3t™) x Frtm ¢ potm _, o seja mansa, Como segue
de

(®'(u) — &'(v))w = /@"(tu + (1 =)o) — v,w) dt.

Na prdtica, isto constitue um critério conveniente para a validade de (4.3).

B importante notar que quaisquer que sejam os valores dos pardmetros nio negativos
m, A1, Az, by, by, sempre é possivel, dado § > 2(max(by, Az) + max(m, bz, A1), fazer
a = —max(by, A2} de maneira que as condigbes (4.6) sejam satisfeitas.

A continuidade de v — ¥(u) significa que dados u € BN E®, p>0es >0, edstem
6> 0eo >0 tais que

v€BNE®, |v—ull, <6 implica I0¥(w) — C(w)glls < pllglle, g€ F°. (4.8)
Se a estimativa mansa (4.4) for relaxada a uma condifio submansa

12Ca)glls < Co[(L+ Heellrssa Higlo, + (1 + oy llvlrs s,

onder < 2, a conclusio do Teorema 4.1 continua valida sempre que & ¢ 7 sejam escolhidos
verificando
i< a, ra 4 max(by, A2) < 3 < 2(a — m). (4.9}
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Q intervalo I, = [a4, ba) = [re, max(by, Az), 2(a—m)) & ndo vazio para « grande e temos

essencialmente a mesma situagfo que no caso r = 1.

5. Reducio a um sistema de Fredholm
A linearizagio da equacio ®(u) = f no ponto u é ®'(u)h = g. Esta equagio pode ser

resolvida fazendo

h= U(u)g = Tw)Sig + f1 ~ w(u)Sig dt

onde a segunda igualdade vem da decomposigiio da identidade em termos da aproximagao
S5, na escala {F°} e ¢, por enquanto, tomada em sentido formal, sem preocuparmo-nos com
a convergéncia da integral. Deixando provisoriamente o primeiro termo de lado, vemos que
o segundo é uma superposi¢io das fungdes ¥(u)Sjg, 1 < £ < oo, que regularizam em g,
isto &, permitem um ganho arbitrdrio de derivadas na escala F'*. Para obter expresses que
sejam regularizantes também em u serd conveniente modificar o integrando e substitui-lo por
T (Tyu)Siu. Quando ¢ — oo, Tyu — u e a modificagio & cada vez menor. Voltando ao termo
T(u)S1¢, que é regularizante em ¢, a modificagfio mais simples que o torna regularizante

também em u é a substituicfo por ¥(0)S1g. Isto leva a considerar o operador
==
4 = d{u,q) = ‘11(0)519' + / ‘P(Tfu)Sig dt. (51)
1

Para que esteja bem definido, fixamos de uma vez para sempre uma hola centrada na origem
V C E¥ tal que T5(V) C B, 8 > 1, e tomaremos sempre u € V. Definamos

Ut)=Ulu,gl(t) = WTu)Slg, weVNES, geFS, i1, (52)

Nosso objetivo agora serd estudar o comportamento de UU(t). Comegaremos por um lema

onde se usa a notagio 14, ¢ € R, que denota o mimero z; = (z 4+ |z[)/2.
Lema 5.1. Qualquer que seje 0 < a # a, £ > 1, verifica-se

Tyt € Collu||Ztle=2+, weHE, a—a#0. (5.3)
Demonstragio: Quando a > « podemos escrever

oo
T = Tm-{—/ Ty de.
1
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Com efeito, pelo Coroldrio 2.3, temos que | T%ull. < Callu *8*===1 o que mostra a con-
4 -]

vergéncia da integral ¢ prova (5.3) neste caso. Se a < a, (5.3) é conseqiiéncia de llulle <
Callullj (¢f. Lema 2.1). Assumimos daqui por diante que « e § satisfazem a hipSteses (4.8)
do Teorema 4.1. Usando (4.4) e (5.2) e (5.3) vem, parau € VN E*, g€ F?,

IEa < Cal(X+ ITeullatr ) Stglle, + (1 + | Tewlls )i Sivllata]
S Cal(1 4 [ull5F 2= ) gl 5877871 4 (1 4 [[ul| 5t )fg || 5+ 22 =51
onde tacitamente estamos supondo que a +A; —a #£0 e by —a £ 0. Entdo,
T@Mla < Call+ Jull gzt~ max(lethmademath glamestray 5 g,
Por outro lado, & > A1, de maneira que existe € > 0 tal que
{(a+ A —a+ey <a, a > 0.

Pela hipdtese (4.6), o > by e, diminuindo € > 0 se for necessario, podemos supor que (b —
@ + €}y = 0. Trocando & por @’ = & — ¢ ligeiramente menor que o na desigualdade antes

obtida vem, para algum e > 0 suficientemente pequeno,
1T < Call +ulls_Mallpe*= " max(rlethmeatdrmeth jlmatartday g5 ¢,

Assim

IT(Ma < Call +Jlulli-llgllp g2 772 Hmax(buda)

< Gl llulli-ollgllz 771, weVNEr™, geF!, a20, (54)

onde usamos a hipdtese (4.6) para estimar —3 em termos de —a no expoente. Consideremos
agora dois casos particulares da estimativa (5.4), escolhendo a alternativamente menor e
maior que «, por exemplo, tomamos @ = 5y =M < aea =53 = a+ f. Estamos em
condigdes de aplicar a Proposicao 2.2 com u(t) = U(t). A conclusdo é que

{e ) (=]
/ Ulu,gl(s)ds = f U(Tyu)Sigds € EX, veVNE*™, geF?
1 1

e a demonstragio da Proposi¢io permite estimar a norma da integral em termos das normas

de u e g. Escrevendo

Ty(u)g = fw U(Tw)Sigdt€ E*,  ueVNE*™, g¢Fb, (5.5)
vale a estimativa 1

ITe(u)glls < C+llulla-dlgllz, =eVNES, geFfl (5.6)

Observando que Ty(0)g = ¥(0)g — ¥(0)S:g e que o segundo termo do membro esquerdo
pertence a E™, vemos que ¥(0)g € E* quando g € F7°.
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Lema 5.2. Suponhamos que velhem as hipdteses do Teorema 4.1, em particuler que o ¢

satisfazem (4.2}, e que ¢ > 0 é suficienternenie pequeno. A aplicagdo

(B¢ NV) x F? 5 (u,g) — Ty(u)g € B
¢ continua. Se A C E*~ NV ¢ limitado em E*~¢ e Ay € limitado em FZ, a imagem
Te(A; x Az) de 4; x Ay por esie aplicagdo é um pré-compacto de EZ.

Demonstragio: A estimativa (5.4) com a = a — € mostra que o integrando de
o0
Ty(u)g = f W(Tyu)Slg dt
1
pode ser dominado por

19(Tu)Sigllae < Ca(1+ [lull5- Mgl £,

o que mostra que
o0
f 9(Tiu)Sigllame dt < CR™ =0, R — oo,
R

Ent#o, Ty(u)g é o limite uniforme, quando u e ¢ variam em conjuntos limitados, das aplicacbes
Ip(a,9) = flR U(Tiu)Sg dt, as quais aplicain continuamente ¥V x F? em E, o que prova a
afirmacfo relativa & continuidade. Pela compacidade da inclusfo E°° C E*¢ estas aplicagdes
tem posto pré-compacto; isto permite exprimir por Ty (4, x 4z), para todo p > 0, como soma
de um pré-compacto de E®~¢ e um conjunto de didmetro < p, o que termina a demonstragio

do lema.

Observagao. No Lema 5.2 o critério para que ¢ seja “suficientemente pequeno” é o seguinte:

deve verificar-se
(a+M —a+e+<a, a>0,

(bz—Cl’+€)+=0,

o que é equivalente a exigir que
. A] — 0 + € S O,

bz —ate< 0.
Em particular, se oy e By verificam as condigoes do lema e ¢ for assim escolhido, o mesmo €
pode ser utilizado para qualquer outro par « e 3 satisfazendo as hipdteses, sempre a > ay,

isto é, podemos tomar € uniformemente em o > .
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Consideraremos agora as aproximacdes do operador (5.1) obtidas por integracio sobre
intervalos finitos

t it
zﬁ(t):nl:(t))s,gur]1 \I!(T,u)S;gds:ﬁ(I)+/ U(s)ds. (5.7)
1

E claro que @(t) € E® e @'(t) = U(#), em particular, ®'(T,u)i'(t) = B Tu)¥(Tyu)Sig = Sig.

Estamos interessados em estudar o limite
8(i) = lim i(r).
Podemos escrever
#(i(r) = S((1) + [ SO a
= w1 + [ [#3(6) - ¥ TalU ) de + [ saa
= B(i(1)) + [[@'(ﬁ(t)) ~ S (T)|U () dt + Seg — Srg.
Quando T — oo, teremos (1o caso da integral imprépria ser convergente)
W) =g+ AFOS ) - S+ [ WO - FTlO L (59

Para estudar a convergéncia da integral em (5.8) podemos usar as estimativas }4 determinadas
para U(t). A presenga da diferenga ®'(4i(¢))—®'(Tyu) niio melhora, a principio, a convergéncia
pois nada indica que este termo convirja para zero. Entretanto, se pudermos escolher u e
g de maneira que & = v, isto ¢, de maneira que para um g dado, u seja um ponto fixo da
aplicagio u — i,

ifu,g] = ©(0)S19 + Tu(u)g = =, (5.9)

entdo a diferenca ®'(d(t)) — ®'(Tru) — ¥(ii) — &(i) = 0 o que contribuird para que o
integrando convirja mais rapidamente para zero no infinito. A existéncia de pontos fixos
estard garantide pelo Teorema de Schauder, como veremos mais adiante. Isto nos leva a
introduzir

R(u, g) = B((0)S19) - S19 + ./Im[‘ﬁ'(ﬁ(t)) — ®(Ta)]U(t) dt. (5.10)

133




Iniroducio eo Teoremea de Nash-Moser
Caso o integral seja convergente e valha (5.9), o que permite trocar u por & em (5.8), teremos
&(u) = g + R(u, ). (5.11)

Para estimar o integrando em (5.10) faremos uso da condigfio Lipschitz (4.3) que ¢’ satisfaz,
obtendo expressdes que contém |[@(t)||a, |Tietlla, [|E(t) — Tiit||la e || U(E)]|la. Vejamos como
estimar estes termos. Para aliviar a notagfio tomaremos sempre u pertencente a um subcon-
junto limitado de F*~*NV, de maneira que o fator (1 4+ ||u||%_,) possa ser estimado por uma

constante fixa. Temos que
&' (t) - Tdilla = |U() — Tl < U@l + I TedElla < Cllgllpt* ™™, a20, (5.12)

onde fizemos uso de (5.4), (2.4) e o fato de que |[aff; < C|lgl|3- Com efeito, & = @(1) +
f1°° U(t)dt, de modo que a Proposigio 2.2 ¢ as estimativas (5.4) permitem obter esta tiltima
desigualdade. Tomemos primeiro m < a < . Entdo (5.4) mostra que 4(t) — @ em E°%;

naturalmente, também Tyii —+ {i em E® ¢ podemos integrar (5.12) entre ¢ e oo obtendo
l&(t) — Ted|l. < Cllgllp t*, 0<a<a. (5.13)

Se @ > o podemos integrar (5.12) entre 1 e ¢
:
llé(t) ~ Tiiilla < f [[#(s) = Tyitlla ds + [[a(Dlla + [ Trffe.
1

Ora, [[&(1)lla = [[¥(0)S19]le < Csliglls, s 2 Oe | Tritlla < Clli|l5 < Cllgl}, o que permite con-
trolar os termos nfo integrados do membro direito, enquanto o integrando pode ser estimado

usando (5.4). O resultado é entiio
la(®) - Tviille < Cllgllz 7% a<a. (5.14)

Vem de (5.13), (5.14) e da PC (lembrar os comentsrios feitos no inicio da seciio 2 apés (2.4))
escrevendo « como combinagio convexa de duas escolhas de a, digamos a =0 e ¢ = 2 que

a estimativa é vilida também para ¢ = . Tsto prova que
&) — Tl < Cllglty t*™%, weVNE*, geFf, 0<q, (5.15)
Por outro lado, integrando (5.4) temos

la(tlla < Callgll "%,  weVNE"™, geF!, 0<a, ata (5.16)
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Segue de (5.15) e {5.16) que

[Tiilla < Callgllg =™,  weVNE"™, geFf 0<a asa (5.17)

Em virtude das estimativas (5.4), (5.15), (5.16) e (5.17) estamos em condigdes de estimar o
integrando em (5.10). Seja 8 > 8. Aplicando (4.3) com u = f(t), v = Tifi e w = U(t) vem
H@'(@(e) — ' TaDU s < ClL+ N@Dlg+m + 1 Teiillgron M EE) = Trie]m [U(E) 1
+ 1180t = Teillg gom 1T @)l + [16(8) — Tt || T (€} gr-4m)
< O+ Nl ¢4~ lgl3f €071 1 g3 +2tm=e0-1)
Note que usamos as estimativas (5.4), (5.15), (5.16) e (5.17) para ¢ = 0 < o ¢ para g =
B'+m > a. Lembrando agora que, em virtude de (4.6), 8 < 2(a — m) < 3(a@ — m), tomando
B = 3+ € com ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos supor que 3 + 3(m —a) — 1 <

B'+2(m-a)-1<—1-0,0 >0. Como a constante C' acima inclui um fator (1 + ||u|%_,),

concluimos que para todou € VN E*™¢, g¢€ F? verifica-se

[(2'(@(E) = FATENY (Bl p+e < CO+ llullf_ )L+ Nglipglls e+ (5.18)

Lema 5.3, Suponhamos que valham as hipdteses do Teorema 4.1 e que € > 0 é suficiente-
mente pequeno. Seja R(u,g) o operador (5.10). Entdo, R aplica continuamente (VNE*"¢) x
FP em FP*. A imagem de (VN {llelz-.e < M}) < {llglls £ M}, M >0, é precompacta em

FBte ¢ yale a estimativa
1B g)llpre < CL+ulla_ )L + llglpelly  weVOE®™, gekFf (5.19)

Demonstragfio: Provaremos inicialmente (5.19). Podemos escrever R{u,g) = Ryi(g) +
Ry(u,g) onde Ry é o termo correspondente & integral. Por integracio de (5.18) vemos que

Ry verifica a estimativa desejada. Para estimar R, escrevamos v = S)¢; temos
1
Ri(g) =2(T(0w) —v = f (sT(0))¥(Dvds —v
0
1
= ] (&' (sP(0)) — T'(N]T(D)w ds. {(5.20)
0

Usando a estimativa Lipschitz (4.3) para estimar o integrando e integrando entre 0 e 1,

obtemos
1R (g)llg+e < C(1+ fgllB)llgll5
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o que prova (5.19). Vejamos agora a continuidade ¢ compacidade. Na expressio (5.20)
o integrando ¢ uniformemente equicontinuo com imagem contida em um compacto fixo de
FP¥< se ||glls permanece limitado. Para comprovar isto basta observar que g — ¥(0)519

pode escrever-se COImno una composigao
F(0
Ff Sl Foo ( )Eno Es

onde a dltima seta é uma inclusio compacta. Entfio R; tem as propriedades desejadas. Para

analisar Ry é possivel escrevé-lo como limite das integrais

T
[ ) - e

Para T' > 1 fixo o integrando ¢ uniformemente equicontinuo se [|u|/5—, e [lgl§ permanecem
limitados, com imagem contida em um compacto fixo de F#*¢, j4 que a aplicagiio (u,g) —
(a(t), Teti, U(£)) assume valores em E°°. As integrais flT aproximam Ry uniformemente se
flulla.-c € [lgll permanecem limitados e vemos que R; tem as propriedades de continuidade

e compacidade que procurdvamos mostrar.

ao. .3 o critério para que € seja “suficientemente pequeno” é o seguinte:
Observacgao. No Lema 5.3 o crit para q 3 P

além de verificar as condigdes

Al —a+e<0,
by —a+e<0,

requeridas para a validade do Lema. 5.2, é preciso que adicionalmente se verifique, para algum
o >0,

f+eto<2a—m).

Entao, se oy & fy verificam as condigdes do lema ¢ € for assim escolhido, o mesmo € pode
ser utilizado para qualquer outropara = ag+pe f = fo +p, p > 0, (observe que a e B
automaticamente satisfazem as hipdteses (4.2) quando @y e fy as satisfazem.

Fixemos agora f € F¥ e consideremos a aplicagéio I' = I'y dada por
(VNE*)x F¥ 5 (u,g) ~— (¥(0)S19 + Te(u)y, f — R(u,9)} € B¢ x F¥.
Os Lemas 5.2 e 5.3 mostram que, de fato,
T;(E*¢ x FfyC E* x FPte, (5.21)
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Lema 5.4. Suponhamos que velham as hipdteses do Teorema 4.1 ¢ que € > 0 € suficiente-
mente pequeno. Seje f € FP ¢ suponhamos que (w9} e (VNE*Yx Ff ¢ um ponto fizo de
Uy Entdo, u € EJ e ®(u) = f; se f € F™® seque que u € E*,

Demonstragio: Suponhamos que u = ¥(0)S1g9 + Ty(u)g, g + R(u,g) = f. A primeira
equagio significa que i = u. Ora, o Lema 5.2 mostra que u € EF. Além disso, #(f) = @ = u,
t—oco,em E® sea < e ®(4(t)) - g+ R{u,g) = f em F? se b < 8. Como B(4(t)) — B(u)
em F?, isto mostra que ®(u) = f. Suponhamos agora que f € F*°. Vem de (5.21) e de
g=f—R(u,g)quege F¥, 8 = B+ Escrevamos o = a + €. Entdo, o e # satisfazem as
hipdteses do Teorema 4.1. A observagiio que vem depois do Lema 5.2 mostra que podemos
aplicar o Lema 5.2 a &, #' (com o mesmo ¢) e concluir que Ty(u)lg € E*. A equagio
u = U(0)519 + Ty (u)g mostra agora que u € E*+¢ Agora, 0 Lema 5.3 aplicado com ' ¢ #'
no lugar de « e §, mostra que g € FF12¢, 5 que permite concluir por sua vez que u € Eo+2¢,

Este processo pode ser continuado indefinidamente, mostrando que u € o,

O dltimo lema mostra que o problema de encontrar uma solugio da equagio ®(u) = f
fot reduzido ao de encontrar um ponto fixe de um operador compacto I. Na préxima segio

discutiremos a existéncia de pontos fixos de T

6. Existéncia de pontos fixos

Dados a e J satisfazendo (4.6), € > 0 suficientemente pequeno para que valham as conclusées
do Lema 54, ¢ f € F?, procuramos solugdes u € E*™¢ g € F? , do sistema

u— ¥(0)S g — Ty(u)g =0,
g+ R(u,g) = f.

Comecemos reescrevendo a primeira equagio do sistema. de forma diferente. Temos

(6.1)

B(0)S1g + To(u)g = H(0)Sig + ] B(Tyu)Slg dt
1

=~ ¥O)Sig+ [ (¥(Tw) - UO)ISigdt + F(0)g ~ ¥(0)519
=wwm+ub&)—mﬂmm. (6.2)
Podemos inserir (6.2} em (6.1) denotando A(u)g = [Ty{u) — Tu(0)}g e obter
v = U(0)g + A(u)y,
g=f— R(u,g).
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A segunda equagio de (6.3) mostra que ¥(0)g = ¥{0)f — T(0)R{u, g); substituindo este valor
na primeira equagio obtemos o sistema equivalente
u=T(0)f — ¥(0)R(u, g) + A(u)g = ¥(0)f + F(u,g),
g=f— R(u,g).
E claro que toda solucio (u,g) de (6.4) fornece uma solugio do sistema original {6.1) e que
(u,g) — (Z(0)f + F(u,g), f — R(u, q))
aplica, com a notagiio do §4, (V N B~¢) x Ff em B x Ff {note-se que ji foi provado no
pardgrafo anterior ac Lema 5.2 que ¥(0) : Ffo Eg C E“* continuamente) . Para resolver

este sistema poderemos aplicar o Coroldrio 3.2 — depois de uma normalizagiio adequada —

(6.4)

sempre que exista um & > 0 tal que

fello—c +lgls <6 == uweV, e [F(z,g)lawe+|R(x,9)l3 < 8/2, (6.5)
e que escolhamos || f||; < 6/2. Lembrando que ¥ é uma bola centrada na origem do espago E#
bastard tomar § menor que o raio desta bola para garantir que u € V. Por outro lado, (5.19)
mostra que "R(u,g)"; < €8 e serd suficiente estudar ||F(u, 9)lla—e < | Z(O0)R(%, ¢)||la—e +
1AWglla—e < C6 + || A(u)g]la—e

Para estimar A(u)g escrevemos (¢f. demonstragiio do Lema 5.2)
R
Afu)g = f (P(Teu) — ¥(0)])Stg dt + vr(u)g = Ir(u)g + Yr()g, (6.6)
1

lrr(e)glla~e < CO1+ [lllz_) Nalls B

< C1L+8)lglly B
Dado p > 0 podemos tomar R grande para que C(1 + §)R™¢ < p. Agora, usando (4.8) para
estimar o integrando em (6.6) vem

I7a(i)la-e < Crillglly se [lulla-c < Crd.
Se & € pequeno, temos que || Ip(t)|g—c < pliglls, logo [|A(u)glla—e < 2p||gll5- Isto mostra que
(6.5) vale para & suficientemente pequeno. Entio, o Coroldrio 3.2 garante a existéncia de uma
solugio (u, ¢) de (6.4) com []u"a_e-}-[]g]]; < 8, que € necessariamente também soluggio de (6.1).
Finalmente notemos que, pela segunda equagio de (6.1) vale |lg|l% < ClIf[I} + 1Rz, o)l <
Clifl5+Cliglls, onde usamos (5.19). Isto implica que llglls < Cllfl|} para é pequeno. Agora,
a primeira equagdo de (6.1) e (5.6) mostram que

llulle < €A+ OIFI3- (6.7)

Resumindo,
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Lema 6.1. Suponhamos que valham as hipéteses do Teorema 4.1 e que € > 0 ¢ suficiente-
mente pequeno. Existe um § > 0 tal que para todo f € FP com Ifll3 < é existem solugées
uw € E* ¢, ge F? do sistema (6.1) de modo que se verifice (6.7).

Combinando os Lemas 5.4 ¢ 6.1 obtemos a demonstragio do Teorema 4.1,

7. Mergulhos isométricos e regularidade

Nesta segfio aplicaremos o Teorema 4.1 para mostrar que toda variedade compacta M de
classe C°° equipada com uma métrica de classe A®, o > 2 nio inteiro, pode ser mergulhada
isometricamente em algum RV por meio de um mergulho de classe A™. No Capitulo 1T
vimos como localizar o problema da densidade dos mergulhos isométricos e como construir
um operador manso & entre escalas apropriadas de maneira que o problema do mergulho

ficasse reduzido a resolver a equagfio #{u) = f. Fixemos um 4 > 0 e consideremos as escalas

E° = {Mergulhos de M em RY de classe A*T7 }, 0 <3< o0,

F* = {métricas em M de classe A*T7 }, 0<s < oo,

onde N é escolhido suficientemente grande para que as métricas suaves provenientes de mer-
gulhos sejam densas em E°, s > 0, (¢f. Capitulo III, §1). Segue por localizacio do Teorema
3.9 que as escalas mansas E* e F'* tém boas aproximagdes da identidade e sfo também es-
calas compactas pela Observagao 11.3.5. A aplicagio & : E*t! —» F?°, que a cada mergulho
faz corresponder o pullback & variedade M da métrica euclidiana em R", &(u) = {(du,du) é
mansa, o que tamhém acontece com sua derivada ®'(u)v = (du, dv) e sna segunda derivada

@' (v, w) = (dv,dw), Valem entdo as estimativas, para todo s > 0,

(|B{u)lls < Cold + |[te]ls41)s u € BnE*+L,
12" wplls < Co[(1+ llullssi)livlls + lollora],  w€BNET, ve B,
(2" ()= @' (v))eells < Ca[(1+ [fuflarr) + follss )l = vlls ol + |l = vl spallwls
+ e = vll1 [0l s41] 5 u,v€ BNEY, we g

onde B & uma bola em F!, centrada em um mergulho livre suave. Além disso, para u numa

vizinhanga B em E? de um mergulho livre suave, $'(u) possui uma inversa & direita T(u) que
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se exprime, em coordenadas locais, como uma matriz cujos coeficientes siio fungdes racionais

das derivadas de u de ordem n#o superior a dois. Verificam-se as estimativas

[%()alls < Cul(1 + llullss)lgllo + O + feli)lglls],  we BnEYE geFe.
Vemos que @ satisfaz as hipdteses do Teorema 4.1 com a seguinte escolha de parimetros:
m=1A =24 =00 =0, by = 2. Sempre usando a notagio do teorema, vemos que
4 =2 e que (4.6) assume a forma

2 < w, aLf<2a-1),

e é satisfeita se @ = 8 > 2. O Teorema 4.1 mostra que toda métrica de classe AZT7,
suficientemente proxima da métrica proveniente do mergulho livre suave u é pullback da
métrica euclidiana via um mergulho de classe AZt7. Tomando v arbitrariamente pequeno, a
condi¢io o > 2 + ¥ nfio é mais restritiva do que exigir & > 2. Finalmente, para os espagos
Hélder ndo inteiros A%, vale A* = A? como mostra a

Proposigio 7.1. Sejo A um subconjunte de R™, convezo, compacto, com interior nio vazio.
Se a > 0 ndo ¢ um inteiro, entdo, com a notagdo do Definicdo 2.1, A%(A) = AZ(4). Este
propriedade se estende aos espagos de Holder de segies de um fibrado sobre uma variedade
compacia.

Demonstragio: B suficiente provar o caso 0 < a < 1, quando 4 ¢ R™. Mostraremos que
AZ(A) C A*(A), pois a outra inclusiio sempre vale. Seja u € AZ(A) e consideremos uma boa

aproximacdo da identidade Ty. Podemos escrever
u=T1u+/ Tiudt =Ty + U
1

e o Coroldrio 2.3 mostra que vale [[Tjull, < C,lul[38° !, para @ > 1 e s > 0. Como
Tyu € C*°(4) bastard provar que U € A®. Consideremos 0 < s; < @ < 83 < 1, e um par de
pontos distintos =,y € A. Entio

|Tyu(z) - Tu()l < CllTullale — yl* < Cllullflz —y[e70,

|Tu(e) - Tru()] < Cllulale -yl
Vem

M o0
) -0l < [ 1TiuGe) - Tl de+ [ Ttate) - Tutw)l
i J
SK(lz —yP2 M2 4 |z — y| M)

de maneira que basta tomar M = |z — y|™" para obter [U(z) — U(y)| < 2K|z ~ y|%, o que

termina a demonstragfio.
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