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Prefacio

A teoria da Compacidade Compensada surgiu a partir de resultados obtidos por L. Tartar
e F.Murat (veja [39-42],[28-31]) no decorrer de estudos em teoria da Homogenizaggo.
Esta iiltima pode ser definida como um instrumento matemdtico que permite estudar as
propriedades macroscépicas de certos meios a partir de suas propriedades microscopicas.
Matematicamente isto pode ser traduzido como um problema de entender como oscilagfes
de coeficientes de equacgtes diferenciais parciais criam oscilagbes em suas solugdes. Mesmo
no caso de equagdes lineres, questdes de interesse pratico como a medigiio de certas ob-
serviveis relativas a um certo processo fisico ( por exemplo, a energia de um campo eletro-
magnético) nos remetem naturalmente ao problema de saber como funcdes ndo-lineares das
varidveis dependentes se comportam em relagio as oscilagBes das solugdes de equagdes com
coeficientes oscilantes. Os resultados mencionados acima, que deram origem a teoria da
Compacidade Compensada, mostravam que certas funcdes nao-lineares, cuja forma depen-
dia do sistema de equagSes em estudo, se comportavam bem em relagio s oscilagdes das
solucdes, isto é: se uma sequéncia de solugbes oscilantes convergia fracamente para uma
certa fungio, as compostas daquelas funges ndo-lineares com os membros da sequéncia
convergiam fracamente para a composta com o limite fraco. Desde logo Tartar percebeun
a importincia que tais resultados poderiam ter no estudo de equagdes diferenciais parciais
nio-lineares, principalmente aquelas provenientes da Fisica e Mecénica do Continue. Ele
préprio forneceu as primeiras aplicagdes deste género da teoria, em particular, sua aplicagio
ao estudo das leis de conservagio escalares [41]. Mas, segundo palavras do prdprio Tartar
[43], " o primeiro sucesso real deste programa foi a aplica¢do por R.DiPerna & existéncia
global para alguns sistemas de leis de conservagao [11-12), estendendo sua andlise anterior
para uma equagao escalar”.

O objetivo destas notas é fazer uma exposigio da aplicagdo da teoria da Compacidade
Compensada ao estudo dos sistermas de leis de conservagiio, incluindo ai os dois célebres
trabalhos de DiPerna [11-12] que abriram caminho a esta linha de pesquisa. O que nos
levou a idéia de realizar este mini-curso no 192 Coléquio Brasileiro de Matematica foi a con-

vicgdo de se tratar de um capftulo de grande importéncia na Matematica que se desenvolve
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nos dias presentes, ¢ que, embora ji tenha dado luz a resultados de grande expressao tem
aberto caminhos a outras tantas possibilidades cujo alcance ainda néo & possivel prever.
Aliado a este cardter objetivo, a teoria se reveste de um aspecto estético verdadeiramente
impressionante, representado por uma engenhosa concatenagdo de resultados sofisticados
da andlise matemadsica, da teoria das fuges, além daqueles provenientes do estudo tedrico
geral das equacdes diferenciais parciais. Acreditamos que esta componente de beleza, for-
talecida pela aplicabilidade, representa um estimulo 4 dedica¢io & pesquisa matematica
que, por si s9, dispensa ganhos adicionais.

Aproveitamos a oportunidade para fazer alguns agradecimentos. A Comissio Organi-
. zadora do 192 Coléguio Brasileiro de Matemdtica por proporcionar a oportunidade de dar
este curso. A Marcelo Martins dos Santos, meu parceiro em dois trabalhos nesta 4rea que
inclui nesta monografia, pelas idéias trocadas e discusstes frutiferas. Aos colegas Helena
Nussenzveig Lopes, Milton Lopes e Severino Toscano que contribuiram com sugestées,
idéias e questionamentos. Um agradecimento especial a Ana Maria Amarillo Martins dos
Santos que gentilmente editou grande parte destas notas, contribuindo também com varias
correches. A Leonardo Renddn e Jorge Araijo que também contribuiram com correges.
A Lais Ventura, Michael Mota e Rogério Dias que colaboraram no trabalho de editoragio.

A minha familia pelo verdo um tanto sacrificado em prol da feitura destas notas.
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Notacoes

espago euclidiano de dimensao n > 2.

subeconjunto aberto de R™ limitado com fronteira suave.

espago das medidas de Radon sobre B.

espago das medidas borelianas de probabilidade sobre B.

espaco das funcBes continuas reais de suporte compacto contido em £2.

espaco das fungdes continuas limitadas em £2.

espago de Sobolev das distribuigtes com derivadas até a ordem m em LP(£2) dotado da
topologia usual.

fecho de C§°(2) em W™™P((2).

espago dual de 14{,1‘2 ().

espaco dual de Wi'P(£2) onde p! + ¢! = 1.

norma usual de LF.

suporte

convergéncia fraca em L?, p € (1, 00), ou convergéncia fraca *+ em L™, ou convergéncia
1o sentido das distribuicbes, ou ainda convergéncia fraca em M(B).

convergéncia fraca * em L*.

como indice denota uma sequéncia de niimeros convergindo a zero.
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Capitulo |

‘Compacidade Compensada

1. Introducao.

Freqiientemente emn mecéinica do continuo e fisica nos deparamos com equagdes diferen-
cias parciais ndo-lineares em que os termos de ordem mais alta ocorrem com coeficientes
bastantes pequenocs. Um exemplo disso se dd em dindmica dos fluidos quando sfo con-
siderados fluidos compressiveis de pequena viscosidade e de pequena condutividade de
calor. Situagdo igual também surge quando através de reescalamento procura-se estudar
o que acontece quando passamos de um ponto de vista microseépico para um pontc de
vista macroscdpico na andlise de um determinado processo fisico. Podemos visualizar isto
melhor através de um exemplo simples. Suponhamos que microscopicamente um certo

processo possa ser descrito por meio da equagio

&

—3:32 U,

(1.1 -(%u-% '{%f(") =

Se quisermos estudar o mesmo processo numa escala macroscdpica no tempo e no espago,
isto implica numa diminuigdo dos valores absolutos das varidveis de espaco e tempo, o que
podemos representar a titulo de exemplo por uma mudanga do tipo y = ez, T = et Assim,

{1.1) se transforma em

{1.1-¢) ;;165+62yf(u5)=6—?3-u.

Duas questdes surgem imediatamente:

(i) dada wma sequéncia «° satisfazendo equagdes como (1.1 — ) onde os termos de ordem
mais alta dependem do pardmetro g, em que sentido podemos obter uma fun¢io u tal que
as € convergem para u quando € — 07.

(i) a fungfo limite u é solugio da equagdo obtida quando & = 07
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Na maijor parte dos casos de interesse nas aplicagdes, especialmente quando estamos
lidando com sistemas (p.ex. quando u e f sio fungdes vetoriais em (1.1)), o tinico objeto
sobre o qual conseguimos ter controle a respeito da sequéncia {4} é a norma L? (geralmente
L? ou L*) dos elementos desta sequéncia. Em geral é impossivel um controle pleno sobre a
norma das derivadas dos elementos da sequéncia, devido a fendmenos como, por exemplo,
a intensificagiio de oscilagdes quando e tende a zero. Por isto, ¢ tipo de convergéncia que
pode responder a primeira questdo é a convergéncia fraca em espagos LP (fraca * no caso
de L*®). O teorema de Banach-Alaoglu aplicado aos espagos LP nos diz que se tivermos
||2°]|p uniformemente limitada, com 1 < p < o0, entdo podemos cbter uma subsequéncia
que continuamos denotando por {u} e uma fungdo « tal que v — u (v X o caso L.

A resposta a segunda questdo, quando o méximo que podemos dizer é que ¥ —
redunda em saber se compostas de fungfies néo lineares com as u* convergem fracamente
para a composta destas fun¢des com o limite fraco u. Por exemplo, no caso das equactes
(1.1 — €) a questdo seria saber se f(uf) — f(u) uma vez tendo que u* — u.

Em geral, para fungdes nao-lineares ndo é vélido que f{2f) — f(u) se v* — u. Isto pode

ser melhor visto com auxilio do seguinte resultado.

1.1. LEMA. Seja h: R — R uma funcio periédica de perfodo T, mensurdvel e limitada.

Denotemos h*(z) = h (2). Entdo h* =k em L*(R) onde
_ 1 fT
(1.2) h= T] h{s) ds= constante.
0

PROVA: : Se h(z) = cos(Zz) ou h(z) = sen(#x) o resultado segue diretamente do lema
de Riemann-Lebesgue . Se h é uma fungiio C?, periédica de perfodo T, a série de Fourier
de k converge uniformemente e, portanto, o resultado neste caso também segue do lema
de Riemann-Lebesgue. O caso geral é entfo facilmente obtido por aproximacio. m|

Pelo lema acima, se h: R — R ¢ periédica de perfodo T mensurivel e limitada, entdo

h°(z) = h (Z) satisfaz h® ~ R, com f definido por (1.2), assim como (h€)? — (A2), com

1 47,
7 =
(h?) = /0‘ h*(s) ds,
8



— 2
e temos (h2) # (R)", exceto se h for constante.

O problema de saber se compostas de fungio ndo-lineares com elementos de uma
sequéncia fracamente convergente convergem fracamente s compostas destas fungdes com
o limite fraco da sequéncia, ocorre em diversas outras situagbes além dos exemplos sim-
ples que demos acima. Mais adiante daremos um exemplo de wmn problema de mediciio
em fisica que é tipico desta problemdtica. Em matemstica aplicada esta questdo surge
freqiientemente em problemas variacionais, quando, por exemplo, queremos minimizar
um funcional ndo-linear, bem como em esquemas numéricos para aproximar solugdes de
equagoes diferenciais parciais nao-lineares. Por ora vamos nos contentar com esses breves
comentarios.

Ocorre que, em um grande nimero de casos de interesse em aplica¢fes, embora ndo
tenhamos controle sobre cada uma das derivadas dos elementos da sequéncia {+*}, a estru-
tura das equacdes ou dos sistemas de equagdes em estudo permite um certo controle sobre
determinadas combinagdes envolvendo as derivadas dos elementos da sequéncia. A teoria
da compacidade compensada de Tartar e Murat (veja [28 — 31], [40 — 42]) fundamenta—se
no fato de que na presenca de um tal controle parcial, em certos casos é possivel encon-
trarmos fungdes ndo-lineares cujas compostas com os elementos da sequéncia convergem
fracamente para as compostas com o limite fraco da sequéncia. O seguinte resultado, cuja
demonsiragdo numa versiio mais geral serd o objetivo da segdo 3 deste capitulo, ilustra

bem este fato e constitui um dos alicerces desta teoria.

1.2. TEOREMA (LEMA DO DIV-ROT). Seja §2 C R" um aberto limitado e {«'} uma
sequéncia limitada em L?(§2; R*"), com £ = (¢, uF), tal que ¥ — w= (v, w) € L}(12;R™).
Suponhamos que

(i) divv® é limitada em L(12),

(i) ( rotw)y = ‘;—:‘:-_E - %—f_— é limitada em L*(2), 4,7 =1,2...,n

entdo se f(u) =< v, w >, para u = (v,w) € R*" = R" x R", onde < , > € o produto
interno de R®, vale

fuf) = f(u)

no sentido das distribui¢des.




Uma aplicagio direta e bastante ilustrativa do resultado acima encontramos num prob-

lema simples de medigiio em eletrostética (veja [41]). Seja

u(z) = potencial eletrostdtico,
E = — gradu= campo elétrico,
e suponhamos que

u(z) = (@) = w(@) + eu (2)

onde up, 1 s#o suaves, 1 ¢ periédica de perfodo T e € pequeno. Entdo

E = Ef = — gradupy — grady, (-;E)

Observemos que enquanto % pode ser aproximado por uy, E é muito diferente de gradug

na topologia forte. No entanto, na topologia fraca temos
z
gradu (E) — 0 quando ¢ — 0.

Portanto, a topologia "natural" deve ser a topologia fraca (recordemos ainda que em
conjuntos limitados a topologia fraca & metrizdvel). O espaco "natural" para se trabalhar
aqui é o espago de energia associado com [, |E|? dz. Portanto, necessitamos que E €
L*(2) e assim u & H! (12) (espago de Sobolev de ordem 1), de modo que o espago "natural”
deve ser H'(2).

As equagdes constitutivas sio:

E = - gradu,
D=uaFE,
divD =p,

onde D é o campo de indugio elétrica, p é a densidade de carga e ¢ uma constante.
A densidade de energia eletrostdtica é E - D = e. Suponhamos que possamos medir

p.e, D, eu:
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isto significa que
W — g em HY($2),

Ef —Ey em L}(f2),

Df—~ Dy em Lz(ﬂ) ,

pt—p em L*02).

O problema é: podemos medir e, i.e.,

e =FE D' ~e=FEy-Dy?

’

QO teorema 1.1 diz que sim. Por outro lado, é sabido também que se um experimento
depende de uma fungio ndo —linear f(E*, ) diferente de E* - D*, entdo serd impossivel
deduzir o resultado da medigo de f(E¢, D) a partir das medigdes de E€ eD".

Os fatos mencionados acima apontam para a necessidade de termos uma maneira con-
veniente de representarmos o limite fraco das compostas f(u*) de uma funcio ndo-linear
genérica f com os elementos de uma seqiiéncia de funcbes fracamente convergente {uf}.
Isto nos é fornecido pelas medidas parametrizadas de Young cuja existéncia é garantida
por um teorema de Tartar [41] que generaliza resultados anteriores de L.C. Young [45] e
MacShane{27]. Em resumo, o teorema de Tartar sobre medidas parametrizadas nos diz que
dada uma seqiiéncia {4} uniformemente limitada em L* (§2;R™) entdo existe uma sub-
seqiidncia, que também denotaremos por {1}, ¢ uma familia de medidas de probabilidade

v, ® € 2, definidas sobre R™ tais que se f € CH(E™) e
F(o) =< v S >
= [ F0 ),
Rm

entdo f (1) — f em L*®(2) fraco *.

Este resultado bem como uma extensic do mesmo para espagos LF, com
1 < p < oo, constituirdo o tema da secio 2 deéte capitulo, Com a introdugdo das
medidas v, o problema de saber se f(uw) — f(u), uma vez tendo que ¥ — wu, para

uma f particular, se reduz a tentarmos obter informagoes sobre o suporte das medidas v;.
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Por exemplo, se para quase todo = o suporte de v, est4 contido num conjunto sobre o
qual f ¢ afim, ent8o teremos f{uf) — f(1). Estas questdes serfo melhor desenvolvidas nas
proximas segbes.

Uma vez que ji comentamos por alto o material que se encontra nas secles 2 e
3 deste capftulo, vamos concluir esta introdugio dizendo algo sobre as segdes 4 e 5.
Na segdo 4 apresentamos uma versio generalizada de um resultado devido a Murat [31]
que é uma ferramenta extremamente 1itil na comprovacio das hipéteses do lema do div-rot
apresentado na se¢do 3. Na se¢io 5 expomos uma primeira aplicacfio (devida a Tartar [41])
da teoria da compacidade compensada 3s leis de conservagdo, no caso mais siraples em que

temos apenas uma equacgao.

2. Medidas de Young.

Como foi dito na segio anterior, um recurso de grande utilidade na teoria da com-
pacidade compensada é a representaciio de limites fracos das compostas de uma funciio
qualquer com os membros de uma. seqiiéncia fracamente convergente por meio das medi-
das parametrizadas de Young. Nesta se¢iio mostraremos como esta representacio & obtida.
Mais especificamente, estaremos aqui prioritariamente ocupados com a demonstracio do

seguinte resultado devido a Tartar [41]:

2.1. TEOREMA. Suponhamos que K é limitado em R™ e {2 é um conjunto aberto em
R". Seja {u'} uma seqiiéncia de fungées mensurdveis, com u* : 2 — R™, tal que w(z) €
K qtp. = € Q. Entdo existe uma subseqiiéncia {u*} e uma familia de medidas de
probabilidade v, x € 12, sobre R™ com Sptv, C K tal que se f é uma funcio continua
em R™ e

F@) =<vnf(A)> qtp.
entio

Fu*) = f em L®(R2) fraco * .

Observagio: O teorema acima possui uma reciproca que aqui omitiremos (veja [41]).

Os exemplos abaixo se encontram em [41).
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Exemplos:

(1) Se f = identidade e se u, — u entdo

w(z) =< vy, A > qt.p.

q -1 i
(2) Seja 8; = 0, ZH,- =1, e v(z) = g; para z no i-ésimo intervalo, Z % <a< Zﬂj.
=1 =0 §=0

Estendamos v periodicamente com perfodo 1 a toda a reta R, e fagamos
z
w(z)=v (—) .
@=o(2

Como

9
fuf) — Z 0:f{a;) em L*(12) fraco *,

=1

tomamos
g
Vr = E 91'611,-!
=1

onde &;, ¢ a medida de Dirac concentrada em a;, para todo z € R.

(3) Seja v: R — R™ continua de periodo 1. Entdo se definimos v por

<mﬂM>=£fw@D®

e se 1(z) = v{%), podemos tomar v; = v, z €R.

Seja £2 C R™ um aberto limitado e ;2 uma medida de Radon finita em 2 x R™ Deno-
taremos por projout a projegio canénica de y sobre 12, isto é, projou(E) = p(E x R™)
para cada boreliano E C (2.

A proposigiio seguinte ¢ um resultado geral de teoria da medida que serd dtil na demon-

stracio do teorema 2.1,

2.2. PROPOSIGAO (FATIAMENTO DE MEDIDAS). Seja p como acima e ponhamos o =

projou. Parax € 2, 0 — q.t.p., existe uma medida v, € P(R™), conjunto das medidas

13



de probabilidade sobre R™, tal que

(i) a aplicagdo x +— ./R i flz, y) dvo(y)

é o — mensurdvel e

(1) | S@dsten= [([ fo0)dni)deta)

para cada func¢do fcontinua e limitada.

Prova: Seja {f:}32; um subconjunto enumerdvel denso de funcies em Cy(R™). Definimos

entdo as medidas de Radon
def
@ [ pwde,

para borelianos E C £2. Claramente 7* << o. Consegiientemente, para o— qbtp. z €2,

os limites
k
. Y (B, 1))
= —_—— =1,2,...
Daﬁ/é }_1_133 O'(B(m; "')) ’ k 1! ’ )
existem, as aplicagbes  — D,+*(z), k=1,2,... , sdo limitadas, o—mensuraveis e
L 1) = 74®)
ExRm
(2.1)
- f Dy () do(z),
E
k=1,2,..., para cada boreliano E C £ (estamos aqui invocando a teoria de derivadas

simétricas de Federer, veja e.g. [14]).
Seja W o espaco gerado por {fi}. Para o— q.t.p. = € §2 temos definidos sobre W os

funcionais
N N
r, (E a;fk'.) = Za; D~ k"(:::) .
=1 i=1

Como W é denso em Cy(R™) e os I sdo limitados em W (com a topologia herdada de

Co(R™)), podemos estendé-los a Ch(R™). A aplicagio f — I':(f) é um fucional linear
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limitado sobre Co(R™). Além dissc pela definicio de I, vemos facilmente que este & de

um funcional positivo. Logo existe uma medida de Radon v, em R™ satisfazendo

(2.2 rin= [ s,

para toda f € Ch(R™}. Mais ainda,
z— Ip(f),

com f € Cp(f2) fixa, é limitada e o—mensurdvel. Portanto, de (2.1) e (2.2) deduzimos que

2.9 [ @t = [([ 10 dn)dotz)

para todos f, E como acima. Usando aproximagdes por fun¢bes simples vemos de (2.3)

que

[ sor@aen = [ o[ 1)) dote),
xR 2 Rm

para f e g continuas limitadas. Pondo f = 1 deduzimos que ¥,(R™} = 1, o— q.t.p.. Como
toda funcio continua limitada f definida em {2 x R™ pode ser localmente uniformemente
aproximada por somas finitas da forma 5., ¢°(z)f*(y) (para ¢', f* continuas e limitadas,
i=1,2,...,N) seguem as afirmacbes (i) e (ii). O

Em seguida demonstraremos o teorema 2.1.

PRrOVA DO TEOREMA 2.1: Definimos as medidas de Radon p® por
ue(B) = [ o (o)) da

para cada boreliano E C §2 x R™. Como para cada compacto K = K; x Kz C 2 x R™,
temos u¢(K) < p(Ky x R™) = L"(K; N 2) = const. (independente de ¢), onde L™ é a
medida de Lebesgue n— dimensional, existe uma subseqliéncia {#*} ¢ uma medida p tal

que £ — u em M{f2 x R™) {espaco das medidas de Radon sobre 2 x R™).
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Afirmamos que ¢ = proju ¢ igual a L"|2 (L™ restrita a £2). Para isto notemos que se
A C R" é aberto entfo
o(A ) = (A X R™)

< liminfu®™*(A4 x R™)
k=0
=L AN,

e assim o < L"|f2. Por outro lado, seja K C §2 compacto. Como {u*} é limitada em

L®(f2; R™) existe R > 0 tal que Spix C 2 x B(0; R). Consegiientemente,
oK) =pu(K x R™)
=u(K x B(O; R})
2 limsup (K x B(0; R))

=LK NQ),

e, portanto, o > L.

Do teorema 2.1 deduzimos que existe para q.t.p. = € 2 uma medida v, € P(R™) tal que

foe e iz = ([ o) dont) ) do

para cada fungdo g continua limitada.

Seja g(z, y) = {(z)f (y), onde { € Go(12) e f € C,(R™). Entao
[ @)@ = [ four@e
2 2

- f 0@, 3) du® (2, 7).,
RxR=
logo

im [ c@rte@i= [ oendie)
= [ e[ 1)ty
n Rm

- f (@) () dz.
n
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Ou seja, f(u*) — f em L®(2) fraco estrela. Finalmente, se tomarmos f qualquer se
anulando em K teremos f{u®) =0 e assim < u, f >= 0, 0 que mostra que Sptr, C K.

|
Observacio. Se v, é uma medida de Dirac para q.t.p. &€ {2, entdo (passando a uma
subseqiiéncia se necessirio) temos que {#¥*} converge q.t.p..

De fato pondo w(z) = fp. ¥ dvz(y), temos
= [ ([l dvnton) o
2 JRm
_ lim f | ()| e
k—oo fn

de modo que u* — u fortemente em L:(12;R™).

2.3. DEFINIGAO. Chamamos a famfilia v, z € 12, de medida parametrizade de Young

ou fungdo generalizade de Young.

As medidas v, poderiam ter side construidas diretamente do modo que expomos a seguir.
Primeiro extrafmos uma subseqiiéncia ¢ tal que para todo polinémio com coeficientes
racionais p, p{u®) converge em L™ fraco * a D. Seja 2 o conjunto dos pontos de Lebesgue
de todas as funcdes P, isto &, dos pontos z € 2 tais que

Bz) dz .

I 1
p(m) B !-1—1:% LH(B(E; 7')) B(zir)

Temos que §2 — {2 tem medida nula (veja [32]) e é ficil ver que para todo z € §2 temos

[7(z)| < sup [p(M)]-
2K
Portanto, a aplicagio p — T(z) define para cada z € 2 um funcional linear cont{nuo
sobre o conjunto dos polinémios com coeficientes racionais e pode, portanto, ser estendida
de modo tnico a um funcional linear (positivo) sobre C(K). Assim, a cada z € 7] podemos
associar uma medida de Radon v, Verificamos facilmente que »,, é¢ medida de probabilidade
e que se f é uma fungdo continua sobre R™ entdo f(uf) — f, onde f@)=<uv, f >, qtp.

z € £2. Omitimos os detalhes.
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Conclufmos esta segic com utna versdo LP, 1 < p < oo, do teorema 2.1, devida a M.E.

Schonbek (veja [34]).

2.4. TEOREMA. Seja {vf} uma seqiiéncia uniformemente limitada em LP(£2;R™), para

algum p > 1. Entdo existe uma subseqiiéncia {u™} e uma familia de medidas de probabi-

lidade {V;}:en sobre R™ tal que se f € C(R™) e satisfaz f(u) = o{|ulP) quando |1 — oo

entéo

£ =< v ) >= [ 1))

no sentido das distribui¢Ges.

Prova: A prova consiste de dois passos. Primeiro vamos dar um esbogo de ambos.

@)

(2)

Para cada M > 0 definimos uma nova seqiiéncia {#5;} C L*(2;R™) que coincide com
{4} em |u*(z)| € M e é zero no restante. Aplicamos o teorema 2.1 e obtemos para cada

M uma famflia de medidas de probabilidade ¥¥ e uma subseqiidncia v tal que para
toda f € C(R™)

Foi) =< v, F() > em Lo(2R™) fraco * .

Definimos uma nova familia de medidas {v,} como limite das {¥¥} quando M — co e
mostramos que essa familia de medidas satisfaz a conclusio de tecrema.

Passo 1. Seja I'j;(x) a fungio de corte associada a v*(z) definida por I (z) = 1 se
|uf(z)| € M, If(z) =0 se |1 (z)| > M. Seja

vy (@) = Iy () ¥ (),

entdo 14,(zx) € By = {A € R™ : |A| < M}. Pelo teorema 2.1 existe para cada M uma

famflia de medidas de probabilidade {#}}.cq com suporte em By tal que para qualquer
f e CR™
F(5) — (WM, F(A)) em L™(R2) Fraco * .

Passo 2. Definimos
(24) {vzy¢) = Jim (v}, ),
M—oo

18



para toda ¢ € C°(R™). O limite (2.4) existe j& que pelo teorema 2.1
[t dotoyas =ty [ s @ote) do
o} 9 Jn

S ACIOL
12

para toda ¢ € Cy(§2) e todo M > M,, onde My ¢ tal que Spt ¢ C B(0; Mp).

Seja f € C(R™) satisfazendo a condigio de crescimento

(2.5) F(X) = o(|A?) quando [A| — oo,
Definamos
(2.6) (ver f) = Jim (v, f¥) atp. =,

onde {f"} é uma seqiiéncia de fungdes que aproximam f e satisfazem:
FY) =F()se A< N, fY(A) =0se A2 N +1e |fY(N)] < If(A) para todo A.
Para estabelecer a existéncia do limite (2.6) mostramos que {v, f') é uma seqiiéncia
de Cauchy qt.p. = € 2. Sem perda de generalidade podemos supor que f(0) = 0

e f > 0. Notemos que
(Vor ) = (va, ) = [{ver ) = (0 F7))
-+ [(Vz‘:g:fN) - (V:S!.fMﬂ + [(VzS!fM) - (Vzanﬂ -

Portanto, basta mostrar que {v5, f¥} é de Cauchy q.t.p. em z, uniformemente em S. Seja

w € Co{f2). Se Np £ N < M entio

@.7)

[ 102,82 = 02,5 vtayda = [ tm [ (500) - £ 5(N] ote) de
28) |
< 2 tim [ 1F (5@ lo(@)] do,

onde 25 = {z € 2 : [«(z)| > N}. Agora, pela condigio de crescimento de f (2.5),

temos

[ 1@ ot do < o) [ @@ i
(2.9) o 2

< p(Ng ") lelleo »
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onde p > 06 tal que lim, 0, p(%) = 0. Portanto, {3, fV) é de Cauchy em N uniformemente
em S > 0, q.t.p. * € {2, passando a uma subseqiiéncia em N se necessdrio. Para completar
a prova precisamos mostrar que o limite da composicdo f(u™) existe e lim, 5 f{u*) =
{ve, f(A)) no sentido das distribuicdes para alguma subseqiiéncia {u*}. De novo, sem
perda de generalidade podemos supor que f{0) =

Para cada N, existe uma subseqiiéncia €} tal que para toda f € C(R™) vale

{2.10) f(vjvf) — N, FN)) em L®(R) fraco*

Daqui até o final da prova consideremos M inteiro positivo e fagamos e, = ef. Por

conveniéncia na notagio fazemos w* = o e v3; = v};. Seja ¢ € Co(N2). Temos

176 = o SO 860) o f [F () = F(ohe)] #(a) do
+ [ 11660~ 62,5 ¢(e) do
(2.11) + [ [ 100 = 0,7 )] $0o) do
+ [ [0 - 02, £ 00)] pe) do
+ [ [ 500 = e T O] 6@ .

Notemos que por (2.6), (2.9) ¢ (2.10) segue que as quatro tiltimas integrais podem ser feitas
arbitrariamente pequenas escolhendo—se N suficientemente grande e fazendo ¢ tender a
zero. Usamos a ordem do crescimento de f para tornar pequena a primeira integral. Mais

especificamente, temos

[ 170 = £060) 662) o < (1) f PP ()| do
e} 2,
< oM ¢l

para toda ¢ € Cy(§2), onde p é como em (2.9). Isto conclui a prova. o
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3. Lema do Divergente—Rotacional.

Nesta seciio demonstramos o resultado devido a Tartar e Murat que constitui o niicleo da
teoria da compacidade compensada (veja [28 ~ 31], [39 — 42]). Primeiramente, daremos
uma demonstragio direta que se acha em [13] da formulacfio mais simples deste resul-
tado. Apés isto, daremos sua formulagdo mais geral e a repectiva demonstragic como

originalmente expostas em [41] (veja também [10]).

3.1. TeoreMa (LEMA DO DIV-ROT). Sejam {v*}, {w*} duas seqiiéncias limitadas em
L*(2;R™) tais que
(i} divv é pré-compacto em W-13(12) e
(ii) { rot u} é pré—compacto em W~12(12; M™*),
onde M™™ é o espaco das matrizes n x n e denotamos
8 , 8
g T g

( rotw) oo w oz,
1<ij<n
Suponhamos ainda que of — v e w* — w em L*(2;R™).

Entao

P v —v-w

no sentido das distribuigdes.

PROVA: Consideremos os campos vetoriais ¢ € W 22((2; R"), solugdes de

A =uw em 2,
o {

uf =0 em 952,

no sentido fraco. Como {uf} ¢ limitada em L*(f2;R™), {v°} é limitada em W2*({2;R™).
Agora, ponhamos z° = — divef e ¥ = wf — V 2°. Entdo {z°} ¢ limitada em W2(0).
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Além disso, se 1 € 1< n,

Y = ui — (2

(3.2) =- Z;{fuf)% — (16)ay i}

= Z{(uj)m - (uf)-'%}zj )

Em vista da hipétese (i), inferimos de (3.1) que { rot %} fica num subconjunto compacto
de WL2(£2; M™"). Logo, de (3.2) segue que {3} est4 contida num subconjunto compacto
de L2(12; R™). Portanto, podemos supor apés passagem a uma subsegiiéncia se necessério,

que

2=z em WY(12) e
(3.3)
¥ — y fortemente em LZ(2;R"),

onde z = —divue y= w— Vz, para u€ W>(12;R") solugio de

{ —Au=w em §2,
=0 em 312,

Agora, se ¢ € C3°(§2) temos
/'vs.yeqidmm—’/v.y¢dm.
o fr)

Além disso,
/ . V2 d de = —/(v‘.Vq&)z€ dz — { div v*, 25 ¢) .
i) n

onde {, } denota o pareamento de W~12(£2) ¢ W!2(£2). Portanto, a hipdtese (D) e (3.3)

permitem—nos concluir que
/ V. Vz* b dr — —-f(fu.VqS)z do — ( divy, 2 ¢)
n” 7

=/ﬂ(v.Vz)¢d:n.
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Assim temos

fﬂ(oe.wfqb)dr—»/‘;v.(y+Vz)¢dm

=[?v.w¢dr.

)
A seguir apresentamos a generalizagdo do resultado acima como originalmente apresen-

tada em [41] (veja também [10]).

3.2. TEOREMA. Seja M : R" — R™ uma matriz siméirica e seja

flu)=(Mu, v
onde Uc R™ e {, ) denota o produto escalar de R™. Suponhamos que
o — wem LYR™), 2 CRY,
F(«) — I no sentido das distribuigdes,

ot _
(Au)i= Z av‘jk-é;% é precompacto em W™ (2), para i=1,...,q,
ik

e seja

A={AeR™: It cR"— {0} tal que Y ayd&e =0, i=1,...,q}.
jlk

Valem
(i} Se f(A) > 0 para todo » € A entdol > f(u);
(ii) Se f(X\) =10 para todo A € A entdo | = f(u).

Prova: Claramente (ii) é conseqiiéncia de (i).
Passo 1. Comegamos fazendo uma translagio e entio a localizacdo do problema. Seja

(3.4) =y —u
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e para ¢ € C§°({2) facamos

(3.5) uf = ¢°.

Assim transformamos o problema em mostrar que se
wf — 0 em LE(2;R™)

Suf _ _
(3.6) ZaijkTJ — 0 em WD), i=1,...,q

7k Oz

w* tem suporte num compacto fixo K C R®,
entdo
3.7 lilgll.ionf Rn(M'we, w) dz > 0.
Passo 2. Aplicamos a transformada de Fourier obtendo
(3.8) (€)= fR" uf(z) e 27T gy

Usando as hipéteses (3.6) obtemos (uma vez que e¢~27¥-* ¢ L2(K)).

W (€) — 0 q.t.p.
(8) { @) < o

onde ¢ é uma constante. Assim
(3.10) W(¢) — 0 (fortemente) em LY (R™).

Além disso, se usarmos as hipdteses (3.6) sobre as derivadas de w* obtemos
1
(311) rlglza,'jk‘l?};(g)fk%o em Lz(Rﬂ), i=1,...,q.
i

Passo 3. Estendemos f(w) = (M w, w) de R™ para C™ por

f(w) = (M w,m).
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QObservemos que

Ref(\) = (MAX >0 seheA+id
uma vez que se’A = Ay + 1Aq € A+ 14, entdo
RB(A’I/\,X) = (M/\l,)\l) + (M/\g,/\z)

que é positivo ja que assumimos que (M A, A) > 0 para todo A € A.

Agora usamos a férmula de Plancherel para obter

ij (w'(z)) dz = fR flar@)ie = fR ] sz{@f(g))dg_

Portanto, resta provar que
(3.12) liminf f Ref (@ (£))de > 0,
£ R

para obtermos (3.5) e daf o teorema.

Passo 4. Para todo a > 0 existe uma constante ¢, > 0 tal que

9

(3.13) Ref(%) > —alAl? — ca (2

=1

Z @ig 1 AF T

Ik

2)
Para provar (3.13) procedemos por contradigdo. Suponhamos que existe ag > 0, co = v,

A eCmcom [A|=1e " € R com 5’| =1 tais que
)

Z Gij k/\;f T
Entéo, extraimos subsegiiéncias convergentes (denotadas ainda por A e 7”) de modo que

para todo A € C™ e para todo p€ R” com |7 = 1.

(3.14) Ref(\) < —ag|AY|? — v (Z

i ik
(3.15) AV — A,
Apora usamos (3.14) para obter que

Z | Zaijk)\;'ffélz —+ 0 quando v -+ co;
=1 Tk
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portanto,
(3.16) D e Al =0
dk

e assim segue que
@17 X® € A+id.
Usando a hipdtese sobre f e (3.17) deduzimos que
(3.18) Ref(X3™) > 0.
Mas retornando a (3.14) vemos que

Ref(A®) € —ap < 0

o que nos da uma contradiciic. Portanto, vale (3.13).

Passo 5. Vamos concluir a prova. Retornando a (3.12) temos
[ Ref@r@ne = [ mef@enas+ [ Ref@enac.
Re [¢l<1 =1
Usando (3.10) (i.e., @ — 0 em L% _ (R")) obtemos
(3.19) / Ref(@°(£))dé — 0 quando & — 0.
[g11

Usando o Passo 4 (desigualdade (3.15)) obtemos

2
Zaijkaf;(f)i

Ref(@(8)) 2 —al @ () —ca &l
gk

i

Apds integraciio obtemos

~ _ THE—
6 [ Ref(@(©he> - JLCKE “Jou 2

i
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Usando (3.11) deduzimos que

(3.21) liminf [ Ref(#°(€))dé > —aliminf f () 2de s
[€l=1 fel>1

mas como e é arbitrdrio e [, [ (¢)|*d¢ & limitada, obtemos que

(3.22) lim inf Ref (#(£))dt > 0
[€]>1

Combinando (3.19) e (3.22) obtemos o resultado. O
O teorema que acabamos de provar implica o teorema 3.1. Neste caso temos u* =

Wyeon By W, ..., wE) € RP, e Aof que aparece em (H) é dado por
n

Ll (3]

{ divef = Z?:l Ea?,.”f

(rot;uf).-j=353;j-wf—aiz‘_wj L Ai=1,...,n

O conjunto A C B?" é o conjunto dos vetores (A, u) para os quais existe £ = (&,..., &) #0

tal que

{ Z?:l Alf‘ = O

ki —pi&; =0 , fi=1,...,n

Vemos entio facilmente gue
A={(\p) €R®™ : A Lu}.

Tomando
fow) = (v, w)
vemos que f setisfaz f(u) = 0, u € A. Assim, pelo teorema 3.2 segue a concluséo do
teorema 3.1.
Uma outra conseqiiéncia do teorema 3.2 é o resultado seguinte.
3.3. COROLARIO. Seja v (z;,z3) = (vi(z1,2), w(z1,22)) — (v, w) em LAHQR?) e

suponhamos que {35} e {3£} sdo pré-compactos em W-13(2). Entdo
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¥F uf — vw no sentido das distribuigdes.
Prova: O conjunto A C B2 & o conjunto dos (A, 1) € R? tais que existe & = (&,&) € R,
E#£0, com §A=0, &u=0. E fécil ver que neste caso temos

A={(Ap) eR: : X=0 oupu =0}

¢ f(v, w) = vw satisfaz as hipéteses de teorema 3.2. g

Concluimos esta segio fornecendo um 1ltimo exemplo de aplicagdo do teorema 3.2.
3.4. CoOROLARIO. Seja d a dimensdo do subespaco E gerado por A (assimd < m) e
suponhamos que escolhemos coordenadas tais que E={u e R™ : gy =... =t =0}

Seuw L mem L°(;R™) e f : R™¢ — R € continua entdo

f(us-}-ll"' ?ufn) __}f(ﬁd-i-l"'- 1En)

fortemente em L', (12).

loc
ProvA: Usando teorema 3.2 obtemos que

(1@)2—\'13,-2 em L?, j=d+1,...,m,
mas isto e o fato de que »* > % nos dé que

w - fortemente em L?, j=d+1,...,m,

4. Compacidade para Medidas.

Nesta secfio apresentamos como resultado principal uma generalizagio de um resultado
devido a F. Murat (veja [31]) que é extremamente 1til nas aplicacdes da teoria da compaci-
dade compensada aos sistemas de leis de conservaga’io;' mais especificamente, sua utilidade
tem a ver com a demonstragio da hipdtese de pré—compacidade em W12 que consta do
lema do div-rot. Iniciamos com um teorema que é em certo sentido o dual de um caso das

tdo famosas imersdes em espagos de Sobolev.
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4.1. TEOREMA. Paracadal < ¢ <1’ d=EfL

n—17
M) — W)

com inclusdo compacta.

PROVA: Seja {px} uma seqgiidncia limitada em M($2). Dntdo existe uma subseqiiéncia

{py} tal que yrp; — ¢ em M(£2). Ponhamos ¢ = ;%7 e denotemos por B a bola unitéria
fechada de %"ql (£2). Como 1 < ¢ < 1*, temos ¢ > n, logo B é compacta em Cy{£2) (veja
tecrema de Rellich-Kondrachov, partes II e IV em {1], pg. 114). Portanto, dado £ > 0,
M=}

existem funcdes {¢:}._;

C Cy(f2) tais que

min 16 dil <<

para toda ¢ € B. Conseqilentemente, se ¢ € B,

Uﬂwkj—fnm‘s [ -4 duk,.]-f-‘fnsﬁ,-dm-,—fn¢.-dn‘+[fn(¢—¢f)du\

< e (supliy () + 1)) + | [ vy = [ o1

para algum indice i € {1,..., N(g)}. Assim, temos
tim sup [ g~ [ sau] =0,
I el |/ 2 ”
ie., pg, — p em W(Q). n

Enunciamos a seguir o principal resultado desta secio

4.2, TEOREMA. Sejal < g < p< r< co. Entao

{compacto de W}ég(ﬂ)} N {limitado de W}é;(ﬂ)} C {compacto de PVEZ’(.Q)}.

Seguindo G.-Q. Chen [5], para demonstrar este teorema usaremos o lema abaixo.
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4.3. LEMA. Seja N a solugdo fundamental do Laplaciano em R™, ie.,
cayP ™ se n> 2,
Ny ={ G
3= loglyl sen=2.
onde
I C)
(2 n)2at

Para qualquer f € W™bP(2) com Spt f € C £, onde 1 < p < oo, temos

w=Nxfec W)

lieeirp < ellffl-1,p-

ProOVA: Seja ¢ tal que lp + é = 1. Para obtermos o resultado desejade basta provarmos

que para toda ¢ € C§°(§2) temos

4.1) s )| < etz 16

(4.2) \(im] < A fllaaplller =1, n,
3.’Bj

onde

Jh) = 2)h(x) dx .
(0. = [ ste)hte)
Agora, como Spt f C C £2, temos

(w¢) = (f,N*¢),
onde ¢(z) = ¢(—z). Daf segue que

[, )1 < 1Fll-1,5 IN # g,
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e como N € L', (R™), bem como 2N € L' o(R™, § =1,... ,nobtemos

loc
IN # Bla <IN+ Bl + 3212 4]
g = q e 8$i q

< Cllélq

= Cliél;-

Dai segue (4.1). Para obter (4.2) inicialmente procedemos de modo andlogo. Comegamos

com

l(—ﬂ AN < M1l 5 (N* e

< NF sl * Gllzg

Agora

||N*¢||2qs|1N*¢||Q+Z||~—N*¢||q+2u— * lly -

Portanto, para obtermos a desigualdade afirmada, basta mostrarmos que

& -~
(4.3) H (u-———amiayj N) * ¢ .

para algum ¢ > 0. Esta desigualdade é freqiientemente conhecida como Desigualdade de

< cf|¢llq

Calderén-Zigmund. Sua prova é conseqiidncia do fato de que a transformada de Riez é
um operador limitado em LP(R™), 1 < p < oo, ¢ da seguinte relagio (veja Capitulo III de
[38]):

5
' = —(27) "R:R;yp,
(4.4) (355:'3?le) * (2m) R
i, =1,...,n, onde Ry é a k—ésima transformada de Riez definida por

Ri(g)(z) = an fRn m%g(w - ydy,
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onde a, = I'(%L)/x{*). Para provar (4.4), mostramos que as transformadas de Fourier

de ambos os lados coincidem. Para o membro & esquerda temos

& &
Boy TV i@
f;f;asow

Obtemos o mesmo resultado para a transformada de Fourier do membro  direita usando

o fato de que

ke

-

PROVA DO TEOREMA 4.2: Seja {f;} uma qualquer em

S { compacto de Wi, L 2(.Q)} N {limitado de T/‘F/'—1 2(.Q)}

Existe uma subseqiiéncia que continuaremos a denotar por {f;} que é de Cauchy em

Wié’g(ﬂ). Provaremos que

léfi— dfillw-raa) = 0, i, § — o0,

para toda ¢ € C§°(£2). Sejam fi = ¢f; ¢ u;= N+ f;.
Recordemos que o operador Laplaciano A ¢ continuo de W*(£2) em Wl(£2), 1 <

8 < oo, e que vale a seguinte desigualdade de interpolacio, que é conseqiiéncia direta da

desigualdade de Hélder,
et < 0 020 WEgs
onde = al + (1~ )L,

32



Entao, usando o lema 4.3, obtemos

[#fi — &f; fw-1rn) = | Aw — Awi]lw-rne
‘ < Nl — o [ wragay
< s = w5 [15aay s — wllpig
< Olfi = Fill§ram i = Fill5% 0y
< Cllfi = FillSy-r — 0

i, § — 0o, onde C denota qualquer constante positiva. O

Encerramos esta se¢io com o lema de Murat na sua versdo mais simples.
4.4. CoROLARIO (LEMA DE MURAT). Seja {f:}2, uma seqiiéncia limitada em WI:;C"(.Q)
paraalgum r, com 2 < r € oo, tal que fr. = gr+he (k =1,2,...) onde {g:} é uma seqiiéncia
pré-compacta em W“I'Q(Q) e {hx} é uma seqiiéncia limitada em M($2). Entdo, {fi} ¢

c 12
pré-compacta em W];c (£2).

PRovVA: Pelo teorema 4.1, {h;} é pré—compacta em Wk_)léq(ﬂ), 1< g<1* Comol* <2,
temos que W_"2(.Q) C W_ "Q(Q) com a inclusdo contfnua, logo, {fi} é pre—compacta em

101(20(9) Sendo {fi} limitada em W‘l l'(.Q) e g <2 < r, o resultado segue do teorema

4.2, o

5. Aplicacdo as Leis de Conservacao: Caso Escalar.

Consideremos a equagio diferencial parcial

d a
onde f é uma funcio C'(R) e (z,f) @ R x [0,00). Recordemos que u(z, t) é dita solugio

fraca de (5.1} se ue f{u) € Llloc(R x (0, 00)) e para toda ¢ € CP(R x (0, 00)) temos

f{wt+f(u)¢:}dmdt=o
Rx (0,00}
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A questdo de que trataremos aqui ¢ a seguinte. Suponhamos que £ 4 uma seqiiéncia de

solugdes aproximadas de (5.1), ie.,

I .
St + 5 f () = E,

onde R* — 0, quando £ — 0, no sentido das distribuigSes. Suponhamos ainda que «* é
uniformemente limitada em L**(R x (0,00)) e que, neste caso, possamos encontrar u €

L*(R x (0,00)) tal que
w—u em L¥(Rx(0,00)) fraco *.

Pergunta: u satisfaz (5.1)? Isto redunda em saber (exceto no caso em que u é constante)
se f(u") — f(u) em L®(R x (0,00)) fraco *. A seguir apresentamos um teorema devido a

Tartar que fornece condiges necessdrias para que tenhamos f(u®) — f(u). (veja [41]).

5.1. TEOREMA. Suponhamos 2 C R? e f € C1(R). Seja {1} uma seqiiéncia de solugdes
aproximadas de (5.1), uniformemente limitadas, satisfazendo uf — u em L™(02) fraco *, e

suponhamos que para toda fungio convexa n € C2(R), tenhamos
E1’,!(*11,5) + iq('bf) € { compacto de W~12()}
ot Oz

onde ¢'(A) = f'(A) n'()\). Entdo,

F(w®) = f(u)em L®(R x (0,c0)), fraco * .

Além disso, temos
F(w) = (),
fortemente, em L'} (£2).
PROVA: Seja (7, q) um par de fungdes como no enunciado (a que nos referimos como par

entropia—fluzo). No contexto das medidas de Young (passando a uma subsegiiéncia se

necessario) temos

=, fuF) & () — v, o) = w,
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onde
u(m, £) = {ve A

{
£(Ig t) = (V:t t!f(}‘))
v(z, 1) = (v, (A},
w(z, 1) = (e, q(A)),

q.t.p. (z, %) € 2. Aplicando o lema do div-rot (teorema 3.1) aos campos (v, f(u°)) e
(g(1), —n{w*)) obtemos

wq(w) — f (W) () = ww — £,

ou seja, pondo v = g,

(5.2) (, Ag(X) = FOIRA) = (o A, g(A)) — (s FOAN (s m(A)) -

Vamos mostrar que (5.2) implica que & = f(u).
Como u= (v, )) e £ = (v, f(A)), (5.2) pode ser reescrita na forma

(5.3) (v, (A — wa(X) — (F(A) = §n(A)) =0,

para toda funciio convexa 7 € C2(R) e ¢ = 1ff'. Por aproximagéo obtemos que (5.3) vale
para

nA)=1A—ul, )= sgn(A—u)(f(A) —f(w).
Com esta escolha temos
(A—wg—(F(N) — &n=(&— fFu)lA -y,
portanto,
(€= f(w)(w|A — ) =0.

Assim, se {v,}A — u]) # 0, entdio & = f(u) e, se {v,|A — u} = 0, entdo v = 6, (medida de
Dirac concentrada em u) e de novo temos & = f{u).

Provaremos agora que Sptv estd contido num intervalo onde f é afim e, portan-
to, f'{«) — f'(u) q.t.p. em £2.

35



Fazendo uma translagio tal que em (z, £) tenhamos u = f{u) = 0, (5.3) se transforma

(5.4) {r: Ag(A) — fF(M)m(A)) =0
e, como w= {¥,A\} e f{u) =§{ = (v, F (A,

(5-5) (A = (v, f(N)} =0.

Seja conv( Sptr) = [, ], onde denotamos por conv(A) o menor conjunto convexo
fechado contendo A. Como (5.5) vale temos @ < 0 < . Notemos que se a = 0 entdo
B = 0 e, portanto, » é uma medida de Dirac. Assim, o problema fica resolvido neste caso.
Portanto, ndo hi perda de generalidade em supor o < 0 < 8.

Seja A € BV (o conjunto das fungdes de variagdo limitada) definida por A’ = Av. Por
(5.5) pode-se escolher A sendo 0 fora de [@,8]. De modo semelhante, definimos B por
B' = f(Aw e B =0 fora de [, 8]. Entdo A(A} < 0 em (a,3) pois @ e B s80 os extremos

do suporte de ». A equagio (5.4) nos d4
(A',q) = (B',n) =0
para toda 0 convexa. Portanto,
—(4,¢)+{B.,7) =0,

e assim

(B—Af,7}y=0.

Aqui 7' pode ser a derivada de qualquer fungio convexa, isto é # pode ser qualquer fungio
crescente. Por linearidade o mesmo é verdade para toda diferenca de fungBes crescentes e

assim para qualquer funcgfio suave, Logo,
(5.6) B-Af' =0.
Mas pelas definigGes de 4 e B temos

(5.7) FOVA ~AB' =0.
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(FOA-AB) "= (f(NA - AB) + (Ff(\A - B)

=0.

Portanto,

(5.8) F(AA — AB = constante.

Mas como A, B tém suporte compacto em [e, 3] a constante tem que ser 0, ie.,
(5.9) FONA—AB=0.

Usando (5.9} e (5.6) deduzimos (j& que A4 # 0 em (a, 3))

(5.10) FA—Af'(A)=0 em [&F].

Portanto,

(5.11) f)=cA em [2f],

e assim f'(uf) — f'(u) q.t.p. em (2. o

5.2. COROLARIO. Sejam 1y e W2*(R) e f € C*(R). Entdo

(5.12) {ui+f(u)z=0, zeR t>0

u(z,0) = w(z), zeR

possui uma solugdo fraca u€ L™ (R x [0,00)) .

OBSERVAQAO: O problema de Cauchy para uma lei de conservagdo, como em (5.12), em
vérias varidveis de espago e com dados iniciais satisfazendo condigdes bastante gerais foi
resolvido bem antes do aparecimento da teoria da compacidade compensada por Conway
- Smoller [7] {existéncia), Volpert [44] (existéncia e unicidade), ambos para dados iniciais

em B Ve Kruzhov [24] (existéncia e unicidade) para dados iniciais fungSes mensurdveis.
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Prova: Consideremos a aproximagdio parabdlica de (5.12)

(512 —¢) { w o+ f(0)e = o1,

2 (z,0) = wpfx).
Seja 2 um aberto limitado em R x (0,00). E bem sabido que (5.12 — ) possui solugio

fraca »* € W22 (R x (0, 7)) para todo T'> 0 . Multiplicando (5.12 — &) por %, obtemos

2 )2 \
(513) (%) +q(u€)m=s(%) - (V)"

onde ¢'(A) = Af'(A). Logo, integrando (5.13) sobre uma faixa R x (0, T) contendo {2

obtemos que
(5.14) Veut & limitada em L3(£2).

Pelo principio do méximo, temos que {1*} é uniformemente limitada em R x [0, co) e por
passagem a uma subseqiiéncia se necessdrio obtemos u € L% (R x [0, 00)) tal que «f — u
em L® (R x (0, 00)) fraco *.

Mostraremos que u resolve (5.12). Pelo teorema anterior isto serd verdade se con-

seguirmos mostrar que
(5.15) 7)), + q(uf), € {compacto de W~12(12)},

para todo par entropia - fluxo com 7 € C*(R) convexa.
Agora, multiplicando (5.12 - &) por 7 (4°) e reescrevendo o membro 2 direita resultante,

obtemos
W)+ q)e = En(1)az — o' () (VELE)? .

Vamos mostrar que en(w);, € {compactode W 2(f2)} e o'(w) (VEwE)} €
{limitado de M(£2)}. Como as v sio uniformemente limitadas, 7(uf); + q(4f), é limi-
tada em W-12(2) e 0 lema de Murat nos dard (5.14). O fato de que 7"(«) (VauE)* €
{limitado de M{£2)} segue direto de (5.13). Por outro lado, (5.13) também nos d4 facil-
mente que en(u)z> € {compacto de W-12(2)} uma vez que u° é uniformemente limitada.
Assim, o teorema 5.1 nos da que f(u*) — f{u) em L®({2) fraco * e isto conclui a prova

do coroldrio. O
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Capitulo Il

Sistemas 2 X 2 de Leis de Conservacao,
Estritamente Hiperbodlicos

1. Introducao.

O objetivo deste capitulo é fazer uma exposigio detalhada dos resultados obtidos por
DiPerna em [11], trabalho no qual séo apresentados resultados gerais sobre existéncia de
solugdo para sistemas 2 x 2 de leis de conservagdo, estritamente hiperbdlicos, com o uso
da teoria da compacidade compensada. Os resultados obtidos por DiPerna neste artigo
tiveram importancia decisiva na consolidagdo da teoria de Tartar e Murat pois constitufram
um primeiro momento em que a mesma era responsavel pela primazia na resolugdo de
problemas até entfio nfo acessiveis por nenhuma outra técnica. Nesta segdo ainda a-
presentaremos uma breve recordagio dos fatos bdsicos a respeito de sistemas de leis de
conservagao. Na seciio 2 vamos expor o teorema de DiPerna para sistemas 2x 2 estritamente
hiperbélicos. Na segio 3 falaremos sobre o método da viscosidade nula e recordaremos
alguns resultados sobre sistemas parabdlicos. Na secfio 4 falaremos sobre métodos de
aproximagao por esquemas em diferengas finitas.

Passemos agora A recordacio de alguns fatos bésicos sobre sistemas de leis de con-
servagio. Aqui nos restringiremos aos sistemas 2 x 2.

Consideremos o sistema

(1.1) %u+ B_aa:f(u)=0'

com (z,% € R x (0,00), onde u = (w,w) e f = (f1,f2) é uma fungio em C'(R%R?).
Uma solugdo fraca de (1.1) é uma funcio u(z, ¥} = (w (2, t), uz(z, t)) mensurdvel tal que u

e f(u) estio em L} (R x (0,00); R?) ¢

loc

(1.2) L ” j_ :{u%C - f(u)%(}dmdt= 0,
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para toda ¢ € C5°(R x (0, 00}). Dizemos que o sistema (1.1) & estritamente hiperbélico se
para cada u € R? a matriz 2 x 2 Vf(u) tem autovalores reais e distintos A; (1) < Az(n).

Seja r{{4) um autovetor i direita associado a A;{u), L. e.,
(1.3) Vi{wr{u) = A{wru),
i=1 ou 2, u € R2 Dizemos que o campo r; é genuinamente nao-linear se
(1.4) Vi (u) - miw) # 0,

para todo © € R2. O sistema é dito genuinamente nio-linear se ambos os campos r; o sio.
Uma entropia 1 para (1.1) e seu fluxo de entropia q, associado a 7, sfo fungdes diferen-

cidveis em R? satisfazendo

(1.5) Va(w) = Vn(w)V f(u).

Denominamos um par (4, ¢) satisfazendo (1.5) um par entropia-fluxo, abreviadamente, um
par e-f.

£ possfvel provar (veja [26]) que sisternas 2 x 2 estritamente hiperbdlicos sdo dotados de
invariantes de Riemann globalmente definidos, i. e., funcSes diferencidveis. z, w, definidas

em R?, cujos gradientes Vz, Vw sio autovetores & esquerda de V f.i e,
VaVf=x1Vz | VuVf = AV
Podemos considerar v e 1 normalizados de modo a termos

V-’: c Ty =
(1.6) { zm=1, Vz-ro=0

Vw-r=0, Vw-rnp=1

As fungdes 2z, w fornecem uma mudanga de coordenadas em R? e, em virtude de {1.6),

temos que para qualquer % diferencidvel em R? vale o seguinte:
(1'7) Po=Vip.-n Py =V .
Em particular, a condigio de nio-lincaridade genuina toma a forma

N B
(1.8) S0 . S
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Multiplicando (1.5) por »{u) e por r2(1), e usando (1.7) obtemos

Za=Mgn
(1.9)
3%,q= )\23%,7.?

Apés eliminarmos ¢ em (1.9) chegamos a

(1.10) & 1 {6)\1 dn Oy 877} _o

820w M- | Bwdz 9z 0w

Em vista das relagfes (1.9) podemos pensar em obter formalmente pares de entropia

(e, @), para k € R, da forma

(111) m=e’“§k—‘f§ , qk=ekzg% ,

o mesmo podendo ser feito pondo w em lugar de z. Por (1.9) obtemos
(8) MY —Hp=0

(1.12) (0) ZHos — Do Voo =0
() MV~ Ho=ZH, - M2V

Em (1.12) a partir de (a) as equagdes (b) e (¢) podem ser resolvidas recursivamente para
n > 1. Este esquema foi realizado por Lax em [26]. Lax construiu solugdes exatas de
(1.12) e provou que, para cada N € N, e para cada compacto K C R?, existem numa

vizinhanca de K solugbes (7, gx) que satisfazem

N
: Vi 1
(113) ™ = ehﬁ ( F + O(W)) ,
=0
N
H, 1
(1.14) = "’M( A O(kT—>) ‘
n=0



para k suficientemente grande, onde ¢ representa z ou w, ou qualquer outro invariante de
Riemann. O dado inicial para (1, ) é tomado ao longo de uma curva nio-caracteristica
que nio possua interse¢ao com K e que seja propriamente orientada relativamente a A
(veja [26]). O coeficiente dominante § pode ser tomado como uma solugio positiva de
(1.12 - a, b) pondo-se dados positivos ao longo da curva. nio-caracteristica.

Segue de (1.12), apds derivarmos a equagio (a) em relagdo & 2z e substituir em (c), que

=M
(1.15) MY~ Hi= 21T,

Da mesma forma que para ¢ = w em (1.13), (1.14) obtemos de (1.13) que

i)

1.1 =y
(1.16) AV —H Bwlﬁ
De (1.15), (1.16) obtemos

@ MY 1 1
1.17 LIS VIR i 3 It il
41 - (F)iro(s)
se ¢ =z em (1.13), (1.14) e

By, (21, 5(L
s B (2)1h0(2)

se ¢ = wem (1.13), (1.14). Estes fatos serio de grande importincia no que vira adiante.

2. O Teorema de DiPerna para Sistemas Estritamente
Hiperbdlicos.

Suponhamos que {+°} é uma seqiiéncia de soluges aproximadas de (1.1), i.e., # satisfaz

‘ a 7] :
2. gyt - £y — RE
2.1) 7% T 5o () =R

onde Rf — 0 no sentido das distribuictes.
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2.1. TEOREMA. Seja f uma seqiiéncia de solucdes aproximadas de (1.1), uniformemente
limitada, e u € L™ (R x [0, 00)) tal que 2* — u em L™ (R x {0, 00}) fraco *. Suponhamos
que para todo §2 aberto limitado em R x (0, 00) e todo par e-f (n,q) € C? (R%R?) vale:

(2.2) gén(uf) + a%q(tf) € { compacto de W "* ({2)}.

Entdo u é solugio de (1.1) nos seguintes casos:
(i) o sistema é estritamente hiperbdlico e genuinamente nio-linear;

(ii} o sistema € estritamente hiperbdlico e existe uma curva no espago dos invariantes
de Riemann w = g(z), com g estritamente mondtona, fora da qual o sistema é

genuinamente nao-linear.

PRova: Por passagem a uma subseqiiéncia se necessdrio, consideremos as medidas de
Young v.; associada & seqiiéncia «°. Dados dois pares e-f, suaves, em vista de (2.2) e
do lema do div-rot aplicado aos campos {m (2£), @1 (), (g2(x), —n2(wF)) temos, fazendo

V=1leh

(2.3) (g2 — n2qu) = (rom iy, q2) — (m) (v, @)

Provaremos que em ambos os casos (i) e (ii) do teorema v tem de ser uma medida de
Dirac.
Seja R o menor retdngulo no plano dos invariantes de Riemann (z,w)}, com os lados

paralelos aos eixos coordenados,
R={(z,w)|z. <2<z, w <w<w}

contendo o suporte de v (supomos v definida no plano z-w de maneira ébvia). Sejam
(%ak, guk) pares e-f como em (1.13) e (1.14) definidos digamos numa bola contendo R com

¢ =tz

wmeur 103
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(2.5) qik = eﬂ“{/\l ¥+ % +0 (%) }

Usando esses pares provaremos que z; = z_. Uma andlise idéntica com ¢ = +w nos dard

que wy; = w_. Sejam uf as medidas de probabilidade em R definidas por

(Vu hﬂik)

i By = W, e)

1

para toda fungdo continua h{z, w) definida em R, Como conseqiiéncia da compacidade
fraca * de qualquer subconjunto limitado de M(R), existem medidas de probabilidade p*

sobre R tais que

£ 4y _ 1 +
(lu’ 1 h) - kkl-ll-loo(“k L] h)
apés selecio de uma subseqiiéncia apropriada. As medidas u* satisfazem:
(2.6) Sptpt CRN{(z,w)|z=2.}; Sptp~ C Bn{(z,w)|z=2}.

De fato, se h é uma fungéo continua ndo-negativaem Re Spt b C {(z,w){z_ < 2 < z,—¢},

para algum £ > 0, entfo temos que

() = Tim (st )
= fim, %
-l E
Agora,

(v,h e {...})
Y )

_ Jhet{_. }dv
—foek{l }dv

Illoo €4+~ 1.} dv ka2
= ek(z+—e;;)f {. Ydv <Ce ™50,
{2z —gf2}RR L "
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onde usamos o fato de que 1§ > 0 e, portanto, {...} > 0 para & suficientemente grande.
Dessa forma temos a primeira afirmagfio em (2.6) seguindo a outra de modo inteiramente
andlogo.

A seguir provaremos que para todo par e-f temos

(2.7) W= Mn) = {ma— A7)
e
(2.8) W g—m) ={me-An),
onde

AT = (1 A)

Para obter (2.7) e (2.8) aplicamos a relagio (2.3) a (n:x, @) ¢ (0 q), dividimos ambos

0s membros da igualdade por (v, 1:%) e obtemos

vy gus) _ (@ — quet)
(v, k) (v, k)

1
Qik = (/\1 +0 (E)) Mk s

obtemos de (2.9) passando ao limite quando & — +00

(2.9) (v, q) — (v, m}

Como por (1.17)

(‘V’ Q) - (U' "I)(H+:f\1) = (H’+1q - Al'r]) .

A identidade (2.8) é obtida de modo andlogo usando-se (7, ¢-&) em lugar de 74k, grk)-

Agora afirmamos que
(2.10) A = A7
e, por conseguinte,

(2.11) (w* g — ) = {7, q— Mm).
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Apliquemos novamente (2.3} aos pares (iuk, gx) € (%-k, q-x) , dividindo em seguida

ambos 0s membros da igualdade por (v, 9. }{r, 7-1). Obtemos assim que

(2.12) W k) _ (nak) _ (1 rir — aatir)

ome) (ver) (v ) (v, 1)

Se zy = z_ a igualdade (2.10) ¢ imediata. Se 2, # z_ entéio para ¢ < Z3%=, suficiente-
mente pequeno, temos
{v, k) = const. gMes—e)

{v,1_) > const. g He-te)

para k > O suficientermente grande, e daf o denominador do membro & direita de (2.12)
tende a infinito. O numerador é em geral O (%) Ent&o o membro & direita de {2.12) tende

a zero enquanto o membro & esquerda tende a Af — A7. Agora, por (2.4), (2.5) temos

it g — Mnpe) = o= <,u+, w + 0 (%) >

{75 @ — M) = € <#‘, H‘_Tw +0 (%) > :

Ent#o, aplicando (2.11) obtemos facilmente que

(2.13) (Wt Hi— M Y)=0.

Analogamente temos

. Hy— A 1
(Wh ok — M) = e <u+, l—k_lﬁ +0 (ﬁ) >

- —k _H-AMY 1
g =)= e I“”‘(u ,%4_0(@))_

Assim, por (2.11) obtemos tambéin que

(2.14) G, Hy = A ) =0,
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Por (1.15) temos entdo que

(2.15) <;ﬁ=, % 1{;> =0.

2z

No caso (i) do enunciado do teorema, (2.15) contradiz o fato de que pu* sio medidas de
probabilidade e %l 1§ # 0. Portanto, segue a afirmagao no caso {i).

No caso (ii) temos que cada lado vertical, e por analogia cada lado horizontal, de R deve
possuir intersegio com a linha w = g(z). Portanto, a linha tem de ir de umn certo vértice
P de R ao seu oposto . Assim, p~ e ut devem ser medidas de Dirac concentradas nestes

pontos, respectivamente. Por (2.11) segue que

(2.16) 2(Q) — M(@)(Q) = ¢(P) — M (P)n(F),

para todo par e-f. Por analogia, no caso em que trocamos z por w obteremaos também que

(2.17) 2(Q) — A=(Qn(Q) = ¢(P) ~ Xo(P)n(P).

Diminuindo (2.17) de (2.16) chegamos a
(2.18) (A2(Q) — (@) mQ) = (A2(P) — M(P)) 1(P),

para toda entropia . Tomando 1 uma fungéo afim se anulando em @, como o sistema é
estritamente hiperbélico, temos um absurdo se P # (. Isto nos d4 a afirmago no caso
(i) e conclui a prova do tecrema. |

Comentérios:

1. O resultado mais geral sobre existéncia de soluges do problema de Cauchy para sistemas
estritamente hiperbélicos genuinamente ndo-lineares é o teorema de Glimm (veja [18])
vélido para sistemas n x n. A hipétese deste teorema é que os lados iniciais devem

satisfazer

lwllwo + Var. {w) < &

para uma constante § suficienfemente pequena. QO teorema acima pode ser usado para

resolver problemas de Cauchy para sistemas 2 x 2 com hipéteses sobre os dados iniciais
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menos restritivas, desde que consigamos uma seqiiéncia de solugGes aproximadas {«}
satisfazendo as hipdteses do teorema. Como veremos nas segdes seguintes a hipdtese
mais dificil de se comprovar é a limitacio uniforme da seqiiéncia.

2. Os psistemas, i.e., sistemas 2 x 2 do tipo

o

av—— 3 =10
(2.19) p 5

FYCR '551’(”) =0,

onde p(v) é uma fungio C? satisfazendo g < 0, ¢’ > 0, siio exemplos tipicos de sistemas
estritamente hiperbdlicos genuinamente nfo-lineares. O sistema da dindmica dos gases
isentropicos em coordenadas Lagrangeanas é deste tipo. Neste caso, v representa o
volume especifico ( = (densidade)™ ), u representa a velocidade e p(v) é a pressio, que
no caso de um gds politrépico € dada por p(v) = v, 7> L.

Para o sistema (2.19) temos para autovalores

(2.20) A=—vV-r, d=+v-7,

e invariantes de Riemann dados por

e=u+t ] =P at
@.21)

w=u= [ ()" &

3. Um exemplo tipico do caso (ii) do teorema 2.1 é fornecido pelo sistema da elasticidade

nio-linear dado por

Uy — 0'(’!))1; =0
(2.22)

Ve — U = 0 )
onde u representa a velocidade, v o gradiente de deformagio (“strain™) e a(v) é o esforgo

nas segbes transversais (“stress”). Para um grande nimero de materiais podemos supor

o uma funcdo suave satisfazendo

(2.23) {cr’('u)>0 ,veERe

vo(v) >0 sev#0.
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Os autovalores de (2.22) sdo
(2.24) AM=—Ve e Aa=Vol.

Para invariantes de Riemann podemos tomar as funges

z=u+ f (o' (s))'/* ds
(2.25) °v
w = u—f (o' (s))'1? ds .
0

Sob as hipéteses (2.23) temos que (2.22) satisfaz o caso (ii) do teorema 2.1 sendo a curva
all mencionada a reta w = z.
3. O método da Viscosidade Nula: Sistemas Parabdlicos.

Consideremos a aproximagio do sistema (1.1) dada pelos sistemas parabdlicos

Rl
az?

(3.) S Liay=e

ut .

Suponhamos que estejamos interessados em encontrar uma solugio do problema de valor

inicial para (1.1) com dados iniciais
(3.2) wz,0) =u(x), uckR.

Uma forma de tentar achar a solugiio para este problema é resolver o problema (3.1),
(3.2), para € > 0 pequeno, encontrando assim fungdes uf = (1, uh), verificar se esta
seqiiéncia é uniformemente limitada e tentar provar que vale (2.2) para aplicar o teorema
2.1 no caso em que (1.1) satisfaca (i) ou (i) deste teorema. Para fixar idéias podemos
tomar o caso concreto do sistema (2.22), com as hipéteses (2.23), onde este programa pode
ser inteiramente cumprido com sucesso, como serd mostrado aoc longo desta secdo.

Os passos para a obtenciio de solugBes globais de (3.1), (3.2), v, € > 0, limitadas em

L (R x (0,00)) uniformemente em relagio a ¢, sio:
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1. Existéncia local de solugdo de (3.1), {3.2), i.e., uma solugdo definida apenas numa faixa

R x [0, T);

2. Existéncia de regifes invariantes limitadas para (3.1), tendo por consegiiéncia a possi-

bilidade de estender as solugdes locais a solugbes globais (i.e.,definidas para todo t> 0)

e a limitacdo uniforme da seqiiéncia u°.

No final do pardgrafo sobre existéncia local daremos ainda um resultado devido a Hofl—
Smoller (veja [20]) que permite a extensiio de solugBes locais a solugBes globais de (3.1),
(3.2) sem o uso de regies invariantes. Neste caso, em geral, niio teremos limitagio uniforme
em L™, nem mesmo localmente.

Estudaremos agora cada um destes passos.

Passo 1. Existéncia local.

Seja K(z, t) a solugfo fundamental associada ao operador ; — sai:y, isto &,

1 gt
K(:U, t) = m e /4€$.

A solugdio de (3.1), (3.2) entdo satisfaz a equacio integral

w(®) = K(2) # 10— /:Kz(t— o)+ F(u(s)) ds ,

onde * denota convolugiio no espago tomada componente a componente, e para uma fungio
u(x, t) denotamos por u(f) a funcdo de z dada por u(#)(z) = u(z, ?).
E f4cil verificar que

ak

K C(k)

#

(3.3) l £E=0,1,2 ...

| <
1

Suponhamos que f estd definida e & de classe C* numa bola fechada B, (7} de raio r em
torno de um ponto %, e que f{#) = 0.

Definamos o conjunto de func¢des Gy por

Gr={ue L* ([0, T x R) | flu(§) - #llw < 1},
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e o operador £ sobre Gr por
t
(3.4) COu)() = K(L) % 1o ~ fo Ko(t—s) f(uls)) ds, ueCr.

O resultado de existéncia local segue das propriedades de £ dadas pelo seguinte lema

(veja [20]):

3.1. LEMA. Suponhamos que ug— @ € L® NL? e que ||tp — Tl = 8 < 7. Entdose T>0
¢ suficientemente pequeno (dependendo de s}, valem as seguintes afirmagdes:
a} £ aplica Gr em si préprio.
b} £ é uma contracdo na topologia L™ sobre Gr.
¢) Existe uma constante Cp dependendo somente de K e f, tal que sempre que u € Gr

satisfizer
(8.5) (D2 < Collwll2, t€[0,T],

entdo L(u) também satisfaz (3.5).
d) Existe uma constante C, dependendo apenas de K e f, tal que sempre que u € Gp

satisfizer

Ci | %ol
36 D, « ——=, 0<it<T,
para p= 2 ou p= 0o, entdo L(u) também satisfaz (3.6).
e) Dado # € (0, T}, existe uma constante C dependendo apenas de K, f e f, tal que,
sempre que u & G satisfizer (3.6) e

Ca (luolf2 + lluel3)
Vit ’

(3.7 ltzz(B)]|2 < h<t< T,

entdo L£{u) também satisfaz (3.7).
f) Dado # € (4, T) existe uma constante Cy dependendo apenas de K, f, & ¢ 4, tal que,
sempre que u € Gr satisfizer (3.6), (3.7) e

Cs (Jluollz + l|woll3 + [|wll?)
(3-8) Ilum(t)llz = m 1

Hh<t< T,
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entdo L{u) também satisfaz (3.8).

A prova do lema acima, que aqui omitiremos, se baseia fortemente em (3.3) fazendo-se
estimativas sobre os termos do membro a direita em (3.4) (veja [20]). Uma observagio
importante é que com excegfo do item f) todas as outras afirmagdes fazem uso apenas da
hipétese f € C2(B.(m)).

O teorema do ponto fixo para contragdes e resultados classicos sobre a equaggo do calor
nos ddo como conseqiiéncia do lema 3.1 o seguinte teorema de existéncia local cuja prova

omitiremos (veja [20]).

3.2. TEOREMA. Suponhamos que wp— 2 € L® N L? e |lug — Tljon = 8 < 7. Entdo existe
uma unica solugio u de (3.1), (3.2) definida numa faixa [0, T) xR, onde T depende somente
de K, f e s. Mais ainda, wu, u; e u,, sio Hélder contfnuas em t > 4 > 0; w(f), u.(%),

Uz (), () € Uppo(£) estdio em LA(R) para t> 0; e valem as seguintes estimativas:

59) (8 = a2 < Golln ~ el
e
(3.10) ool < D=2l

Aqui Gy e C) sdo definidos como no lema 2.1.

Chamamos atengfio para o fato de que o teorema acima, exceto quanto is afirmagdes
sobre Uy € Usyg, ainda vale se f € C?(B, ().

Fica claro pelos resultados acima que se tivermos uma estimativa a priori do tipo
(3.11) [«dllw <s<r, tel0,T,

obtida, por exemplo, pela existéncia de regides invariantes, podemos automaticamente
estender a solugéio local a uma solugfio global com a aplicacio reiterada do teorema 2.2.
Para completar nossos comentdrios sobre a existéncia de solugio para o problema (3.1),

(3.2) vamos enunciar, sem dar a prova, dois resultados que se acham em [20] e que nos
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permitem estender a solucio local a uma solugio global mesmo quande nfic existe uma
estimativa a priori do tipo (3.11).

Suponhamos 7, uma entropia para (1.1} estritamente convexa satisfazendo
_2 1 —2 5 ra
(3.12) Slu— a* < plu) £ E|u— W, we B.J(3),

para alguma constante 6 > 0,

3.3. LEMA. Suponhamos que exista uma entropia para (1.1) estritamente convexa sat-
isfazendo (3.12). Entdo existem constantes positivas Cy, e Cs tais que sempre que u for
uma solucdo suave de (3.1} em (fy, &) x R (no sentido de que u(f) — @, us(#) e ux(8) sdo
continuas para t> 0, e u(f) — u(t) — 0 em L*(R) quando ] %), entdo

(3.13) lu(t) — @l < Cillw{to) — 8fl2, ©<ESH.
Se além disso, ., (t) @ tz.(1) estdo em L2 (R) para > &, entdo

(3.14) luz(Dl2 < Cs (lu=ltodllz+ Ju(B)]l2) » <S4,

desde que tenhamos u,(f) € L*(R).
Com a ajuda do lema acima prova-se (veja [20]) o seguinte resultado de existéncia global.

3.4. TEOREMA. Suponhamos que exista uma entropia para (1.1} estritamente convexa,
satisfazendo (3.12). Seja wy— 1w € LN L% com ||up — t|es = 5 < 7 e Co— C5 e T definidos
como nios lemas 3.1 e 3.3. Entédo o problema (3.1), (3.2) possui uma solu¢ao global desde

gue tenhamos

[20..55 (%ﬁ- 04)] ' g — @]z < 5.

Aqui G5 = max (G, 1).

Passo 2. Regides invariantes.
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Junto com o sistema (3.1), consideremos uma pequena perturbacdo do mesmo, dada por

a a 5
(3.15) et 6—$f(u) =e—zut 5N,

onde N é uma fungio suave de (z,#) e § > 0 pequeno. Seja B C R? uma regifio dada por

B= ﬁB.-,
com
B;= {‘h’.E R? l G,(u) < 0},
onde @; : B2 — R é uma funcéio suave i=1,... , N.

Supenhamos que u(f)} é uma solugfio suave de (3.15), (3.2) para £t € [0, 7], T > 0.
Suponhamos ainda que u satisfaz a seguinte hipétese:
(H1) existe um intervalo limitado I C R e um conjunto compacto K contido no interior de B
tal que u(x, ) € K se 2 € R\ I, para todo ¢t [0, 7).
Sobre as fungbes G; fazemos as seguintes hipSteses:
(H2) VG; sobre 8B; N8B é um autovetor & esquerda de V§;
(H3) V2G, sobre 8B;N 8B & uma matriz positiva;
{(H4) VG;-N < 0 sobre 8B, N dB.
A seguir estabelecemos um resultado sobre regies invariantes devido a Chuel, Conley

e Smoller (veja {6]).

3.5. TEOREMA. Seja u(t) uma solucdo suave de (3.15), (3.2) satisfazendo a hipdtese (H1)
e suponhamos que u(x) € B, para todo x € R, onde B ¢ uma regifio como acima com
as Gy, i = 1..., N satisfazendo (H1), (H2), (H3) e (H4). Entio u(t) toma valores em B
para todo t& [0, T). Além disso se, quando 6§ — 0, as solugdes de (3.15), (3.2) convergem
pontualmente & solugdo de (3.1), (3.2), entdo o mesmo resultado vale também para esta

ltima.

Prova: Podemos supor sem perda de generalidade que uy toma valores no interior de
B (o caso geral é obtido deste por aproximacio). Além disso, é suficiente analisarmos o

caso em que N = 1, onde entfio fazemos Gy = (. Procedemos A prova por contradigio.
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Suponhamos que nio seja vilida a concluso do teorema. Neste caso, por (H1) podemos
afirmar que existe um tempo # € (0, T) e um ponto 2o € R tal que G (w(zo, ) =0e
G(u(z, ?)) < 0 se t < #, para todo z € R. Portanto, em (2o, {) teremos

6100 2o(uen )20, LGl ) =0, zO(ulan, ) <O.

Agora, multiplicando (3.15) por VG e usando (H2) obtemos

aG'E'AiG:EVG'%zJF(SVG'N.

(3.17) e o

Avaliando (3.17) no ponto (zg, ty), reescrevendo o termo eVG - tg; usando a regra da

derivagio do produto e fazendo uso da segunda relagio em (3.16), obtemos

Ou Ju

(3.18) —G(u(:co, H)) = €52 G('w(:co, ) — eVEG (Bz 5%

)+6VG N.

Agora, usando as hipéteses (H3) e (H4) e as outras relagdes em (3.16), chegamos enfim
a uma contradigio. A dltima parte da conclusdo do teorema ¢ ébvia. O
Com isto damos por concluido nosso estudo sobre existéncia de solugbes globais para
o problema (3.1), (3.2). Vamos agora aplicar os fatos vistos para obter uma solugdo do
problema de Cauchy para o sistema da elasticidade néo-linear (2.22) sob as hipdteses

(2.23).
Solugao do problema de Cauchy para o sistema (2.22) com as hipéteses (2.23):

Comecamos supondo dadas as condi¢Bes iniciais
{3.19) (u(z,0), v(z,0)) = (w(z), wiz)) , zER

Tomemos a seqiiéncia aproximadora (1, v¥) de solugdes do problema de Cauchy para

8 8 .. &,
¢ gt () =g
(3.20)
9. 0., &
1" et T famt
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com condi¢Bes iniciais (3.19). A existéncia de solugdes globais de (3.20), (3.19) seguird, pelo
que vimos acima, da existéncia de regides invariantes limitadas para (3.20). Recordemos

os invariantes de Riemann para (2.22) dados em (2.25). temos

0 0
(3.21) Vi = [0 ED) (a,(ﬁ))_%]
e
822 V=[5 s goyt]

Consideremos as funcdes

z(u, v}, v>0
G = :
1w 0) { ut o)y, v<0,
—u—o'(0)iv, v>0
Galu, v) =
2 9) {—z('u., v}, v< 0
Gl m—{“—dmﬁm v20
RO ww vy,  veo,
—wfu, v), v>0
G = .
(w0) {" +d'(0)Fv, v<0

Dado N > 0, consideremos as regides
Bi={{u,v) e R?| G(n,v) — N <0},

i=1, 2,3, 4. E fcil verificar que cada uma das G; satisfaz as hipdteses do teorema 3.5.
Portanto, se B = n‘}=1 B, temos que B é uma regifo invariante limitada para (3.20), ie,,
as regides

B={(w,9) ]|l SN, |u| <N},

sdo regides invariantes para (3.20).
Agora desejamos aplicar o teorema 2.1 A seqiiéncia de aproximagdes (uf, v¥), solugBes de

(3.20), (3.19), para obter entio uma solugio de (2.22), (3.19). O ponto crucial aqui é a
verificagao da hipétese (2.2).
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Observemos que (1, ¢.) dadas por

uZ ]
o) n(mo) = &+ fu o(s)ds,

g. (1, v) = —uo(v),

formam um par e-f para {2.22) e, por (2.23), 7, é estritamente convexa. A hipdtese (2.2)
no caso geral de uma seqiiéncia uniformemente limitada de solugdes de (3.1), { + }, quando
(1.1) possui uma entropia estritamente convexa, 1, se verifica do seguinte modo. Supomos
que as 1 sejam suficientemente regulares, convergindo a zero (ou outro estado constante)
juntamente com suas derivadas 1 quando jf — co, para cada ¢ > (. Multiplicando (3.1)

por V1, e reescrevendo convenientemente o segundo membro resultante, obtemos

a 8 o .
(324) a_tnt + "a":;qf = E@ﬂv - Evzn" (u'z! ux) .

Integrando numa faixa mp = R x [0, T}, obtemos
[ e - wentae=-e [ [0 doar.
T

Dai e do fato de que 7, é estritamente convexa obtemos que
(3.25) VeuwS & uniformemente limitada em L*(R x [0, 7]) .

Agora, para qualquer par e-f para (1.1), (1, g), temos

a 9 & 2. { O a .
a—tn+ -a—mq—a‘@n—sv n(a—mu‘,—a-;u) .

Usando (3.25) obtemos imediatamente que {s%;n} é pré-compacto em Wﬁ;cl’z, com o uso

da desigualdade de Schwarz. Além disso, (3.25) nos d4 também que {eV?n(uf,u)} ¢

limitado em M (£2). Assim, o lema de Murat nos d4 a comprovagio da hipétese (2.2).
Com isto fica concluida a aplicagio do teorema 2.1 aos sistemas de elasticidade néo —

linear.
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4. Esquemas em Diferencas Finitas.

Nesta se¢do vamos mostrar como o teorema 2.1 pode ser aplicado para provar a con-
vergéncia de seqliéncias de solugbes aproximadas, construfdas por esquemas em diferengas
finitas de Lax — Friedrichs ou Godunov, a uma solugio fraca do problema de Cauchy para
(1.1). Iniciamos com uma breve discussic sobre um tipo particular de problema de valor
inicial.

Chama-se problema de Riemann o problema de valor inicial para (1.1) onde os dados

iniciais s@o da forma

w, <0
ut, >0

(4.1) (e, 0) = {

onde ¥~ e u" s#o vetores constantes em R" (1 = 2 no nosso caso).

Recordemos brevemente a estrutura das solugdes do problema de Riemann para (1.1).
Suponhamos inicialmente que (1.1), (4.1) seja resolvido por uma “onda de choque”, i.e.,
que a solugfo u(z, t) seja constante igual a 4~ para 2 > z(4), t > 0, e constante igual a
ut para x > (1), t > 0, com z({) diferencidvel. Como u(z, f) satisfaz (1.2) para toda
¢ € C§° (R x (0,00)) vemos facilmente que (z(#}, #) & uma reta partindo da origem (0,0)

cuja inclinagéo s satisfaz a relagiio de Rankine — Hugoniot:
(4.2) s = [f(w)] ,

onde [ = u™ — ut, [f(u)] = f(u~) — F(u") e, em geral, o colchete denotard a diferenca
entre os valores, & esquerda e & direita da linha de choque, da fungio que estiver dentro,
sempre que 0 contexto permitir esta interpretagio.

No caso de um sistema 2 x 2, estritamente hiperbélico genuinamente néo-linear, a que
nes restringiremos nesta segfio, dado um estado u~ € R?, os estados w' para os quais a
solugdo de (1.1), (4.1) é um choque como descrito acima, podem ser obtidos em fungio de
s a partir de {4.2) e formam duas curvas que se cruzam em %~ e cujos vetores tangentes
em 4~ s8o paralelos aos autovetores & direita de Vf (veja Lax [25]). O choque é chamado

um i-choque se o vetor tangente & curva em que u" se encontra (solugio de {4.2)), em u~,
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for paralelo ao i-ésimo autovetor r;(1”). Seguindo Lax (veja [25]) chamamos um i-choque

admissivel se tivermos:

Ay u)<s < Adu
(4.3) { ( )_ (u”) .

Aic{uT) <8 < A (v™)
onde tomamos por convenidncia Ag = —00, Anyr = 400, @ A1, ..., A, 580 05 autovalores
de Vf.

Suponhamos agora que (1.1), (4.1) seja resolvido por uma funcio u(z, £) tal que tenhamos
{4.4) u(:t:,t)='u(ﬁt), zeR, t>0,

com v: R — R” uma funcio diferencidvel, i.e., © no dominio ¢ > 0 é funcio do quociente
£ = Z. Substituindo em (1.1) obtemos

4.5) (Vs —en) %‘ ~o.

Isto nos diz que neste caso % deve ser um autovetor de Vf associado ao autovalor £.

Resolvendo os problemas de valor inicial dados por

ﬂ=1',-1.v du
(4.6) {,,{ (@), &> )

v(¢ = A7) = ri(u7),

obtemos n curvas partindo de u~ cujos pontos siio estados u”™ para os quais o problema
(1.1}, (4.1) admite uma solugio do tipo (4.4). Essas solugdes sdo chamadas ondas de
rarefacdo. Os ramos das curvas de choque obtidas de (4.2), correspondentes aos choques
admissiveis (i.e., satisfazendo (4.3)) se juntam em = as curvas de rarefagio formando um
sistema de n curvas de classe C? se cortando mutuamente em ™.

Combinando os dois tipos de soluciio vistos acima, Lax [25] provou o seguinte resultado

cuja demonstracio aqui omitiremos.

4.1. TEOREMA. Suponhamos que (1.1} € estritamente hiperbdlico e genuinamente nio —

linear. Entdo, dado 4~ € R", existe uma vizinhanga V de u~ tal que, para todo ue V) o
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problema (1.1), (4.1), com ¥* = u, possui uma iinica solucdo constituida de n+ 1 estados
constantes u;, t=0,1,... , n, com u = 4, u, = u*, separados por choques admissiveis

ou rarefacdes.

Um fato importante que serd usado mais adiante, relacionando ondas de choque e en-
tropia, provado por Lax em [26], é que se (1.1) possui um par e-f (1, ¢,) com 7, estritamente

convexa, entfio ao longo de um choque admissivel de amplitude pequena devemos ter

(4.7) s[m] +[a] 2 0.

Vamos agora descrever os métodos em diferencas finitas de Lax-Friedrichs e Godunov.
Comecaremos comn o método de Lax-Friedrichs.

Consideremos uma malha em B x [0,00) com os lados de cada retdngulo da estrutura
medindo Az, na varidvel espacial, e At na varidvel tempo. Nos restringimos ao sub-
reticulado

{GAz, nAY) : 7+ n=par}.

Denotemos u} = u(j Az, nAt). Seja A = At/Az.
O método de Lax-Friedrichs é dado por

T 1 ] n A T n
(4.8) uth = 2 (e + o)+ 3 (f () — FQap))
Assumimos a condigdo CFL (Courant-Lax-Friedrichs)

(4.9) A< sup [Ai(w).
wR?

i=l,..n

Denctemos por w(z, % a,b) a solugio do problema de Riemann avaliada em (z,?) com
w =a uwt =5 B ficil ver, pelo teorema de Green, que 113’-"” determinado por (4.8)
pode ser interpretado como o valor médio da solugio do problema de Riemann com dados
uTo=ul,, w = ufy,, no tempo t= At:

Az

1
+1 n
u? = 5Az _Azw(m,At ”3"1—1:“;‘4-1) dr.
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Logo, dada uma funcio-reticulado {uj"} gerada pelo esquema Lax-Friedrichs, pode-se
associar uma solugio aproximada u = u(z, § Az) com as propriedades seguintes. A fungao

1 é uma solugBo exata {no sentido fraco) em cada faixa da forma
Sn={(z, 1) : nAt< t< (n+1)At},
e coincide com a solugo w(z,  ul'. |, 15'-““) no retingulo
Sen{(z. 8 : f-DNAz <z < (F+1)Ax}.

Se ¢ é uma funcio suave com suporte compacto na faixa 0 < t < T'= nA¢, entio (fazendo

wr= R x [0,T])

[ [t busn d = [ euta. o [ suta,0) s

nT

(4.10) L
+Z/ $(z, mAY[u™] dx ,

el YT

onde

{um] = u{z, mAt—0) — u{z, mAt+0).

Identidade semelhante vale para um par e ~ f (7, ¢) arbitrdrio:

[ [t + puatu} dw e [ e s [ " (o0 da

T

(411) | T T
+mz=1f_w¢-(;t:, mAY(n ]d:n+_/(; > (#)dt.
Aqui
[7™) = n{u(z, mAt— 0) — np(u(z, mAt+ 0)},

@) =D {sbnl - (dl}é(=(), 9,
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onde 7y varia sobre todas as linhas de choque (2(#), f). Observemos de passagem que se 5

é convexa entdo

(7+1) Az
(4.12) f (7" dz >0,
G

pela desigualdade de Jensen.

Vejamos agora o método de Godunov. Neste caso comsideramos tode o reticulado
{GAz,nAt) : §j € Z, n € N}. De novo assumimos a condigio CFL {4.9). Supondo
definidos ', pomos

(j+3)az

(4.13) = L (e, (n+ 1)t—0) dz,

Az Jy-pa
onde consideramos a solugéo u definida na faixa S,, coincidindo no retangulo
San{(z, 8§ : jAz <z < (j+1)Azx}

com a solugdo do problema de Riemann w(z, £ u?, ufyy ). A soluglo aproximada u(z, § Az)

fica definida em toda parte se fizermos u(z, § Az) = %! 1o conjunto

(@, 8 : U—%)Am<m<(¢'+%)Am, t= AL

A seguir apresentamos um teorema devido a DiPerna sobre a convergéncia das solugdes
aproximadas, construfdas pelo método de Lax-Friedrichs ou pelo método de Godunov, a

uma solugio fraca do problema de Cauchy para (1.1) (cf. [11]).

4.2. TEOREMA. Consideremos um sistema estritamente hiperbélico genuinamente nio-
linear dotado de uma entropia ndo-negativa estritamente convexa. Seja u uma seqiiéncia
de solugGes aproximadas geradas pelo método de Lax-Friedrichs ou pelo método de Go-

dunov, e suponhamos que t* tem oscilagio uniformemente pequena, i.e.,

(4.14) I floo < M,

62



onde M ¢ uma constante suficientemente pequena. Entdo existe uina subseqiiéncia con-

verginde g. t. p. a uma solugdo exata u.

Observagdo: A restricio no tamanho das oscilagbes se deve ao teorema 4.1 (existéncia

de solugdo do problema de Riemann) e ao dominio de validade da desigualdade (4.7).

PROVA: Mostraremos que para todos os pares e-f (1, ¢) as medidas
d e}

4.1 — () + —q(¥’

(4.15) () + 5-a(e)

2 -t . ’
ficam num compacto de W,;cl . Para fixar as idéias vamos supor que u* foi construida pelo
esquema de Lax-Friedrichs e que o dado inicial tem suporte compacto.

Escrevamos a identidade (4.9} na forma

(4.14) f f (b1 dug} do dt= M(8) + L($) + 5(9)

onde o erro de interface L é decomposto como segue:

j+1)az
oz, nAY 7" dx.

L=Y Lin, Lin(9) =[.

Por simplicidade suprimimos a dependéncia dos operadores M, L e X' em relagio a
1. Inicialmente, supondo 7, uma entropia ndo-negativa estritamente convexa, e fazendo
¢(z, 1) = xpp,n(?) (por aproximagio) obtemos (aqui C denotard qualquer constante posi-

tiva)

F+1)Ax

T fs.=]
S e [ S ol -l [ netno)

(4.17) -/ " (e, TY) d

< fm m (6(z, 00} dz < C,

—_r
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80 Passo que

(§+1)Az
Z f (m () = () do =

F-1)4=
(4.18)

+1)Az 1
3 In s [1- 0 - ) O o - )8,

1Az

pela fsrmula de Taylor com resto integral, onde w? = u(z, nAt—0) e w}(f) = w+0(ul —uft).
Assim, por (4.17), (4.18) levando-se em conta (4.7), para 7, nio-negativa estritamente

convexa obtemos

T
(4.19) | Tenl-wnasc,

G+1)Az 1
(4.20) }:/AF 3Lu—exﬂ—wwv%mqwnmt—@ﬁwgc.

(f-1)4=z

Em particular, como para algum Gy > 0 temos V25, (v, v) > Cy|v[?, obtemos

(i +1) Az
(4.19) Z/ lu? — P de < C.

-1)Ax

Agora, dado um chogue admissivel de amplitude moderada, Lax em [26] provou que para

um par e-f qualquer temos
ls[n] — (g < Cl(F*,
€, no caso em que 7, ¢ ndo — negativa estritamente convexa,

sfm] = o] 2 Cl[l*.

Das duas tiltimas desigualdades obtemos entfic que existe uma constante positiva C,

dependendo de (7, ¢), tal que

(4.20) |sla] = [f]] < C{s[m] — (g}
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Assim, para qualquer par e — f (4.17) nos dd que

@) < 14l | U b - Ll e

T
< Cllole [ Stelnl - la)

< Cllélloo -

Além disso, claramente temos

|M ()| < Cll$lloo -

Portanto, M e ¥ ficam num conjunto limitado de M (§2) e, logo, num subconjunto com-
pacto de W1, 1 < ¢ < 2 (teorema 1.4.1). Vamos provar que L também fica num compacto
de W;;:l"’ para algum 1 < g < 2, Como claramente ‘éa':"’ () + %q(u‘g) é limitado em W1,

o teorema 1.4.2 nos daré a compacidade em W%, Fazemos L = L1 + Ly, onde

(F+1)Az
Ll F—'ZLljna Lljn=¢;-[ {Tln]dfn
Jon Az

F+1)az
D= Y Lnjes Bya= [ (6lanad) = 4f) [ do,
j,n (j—l}A:l:
com ¢} = ¢(j Az, nAt). Mostraremos que
|L1($)] £ Clldllo

L2(8)] € C(4e)’ [|lle-
para a e 3 apropriados. Pelo teorema de imersio de Sobolev
|L2(8)] < C(A2) |4l was

para algum p apropriado.
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O andlogo de {4.18) para n nos d4 que

(+1) Az
> f [ d

(j-1)Az

<C,

e assim obtemos
L) € 3 |Z1ju@)] < Clldllo-

Por outro lado,

G+

Az
|Lojn(#)] < llice f (Az)® |[7]] da.

Aplicando a desigualdade trivial

2
ws%+w,

com § = (Az)?, obtemos

-1)Ax

{+1)Az ((Az)2°

|L2sn(#)] < ||¢||co/(j L +(Aw)ﬂ[n"]2) de.

Segue que

2a+1
IL2(8)] < 1 llce (%W o+ C(Aw)") ,

ja que existem somente da ordem de 1/ (Az)* termos na soma ¥ Ly, se ¢ tem suporte
compacto. A estimativa desejada ¢ obtida escolhendo-se e > 1/2 e § suficientemente

pequeno. Isto completa a prova. o

Para as equagdes da elasticidade (2.22) pode-se estabelecer a convergdncia dos esquemas
de Lax-Friedrichs e de Godunov com dados iniciais possuindo oscilacio arbitrariamente
grande. Isto se deve ao fato de que as regides invariantes que vimos na secio anterior para
os sistemas parabdlicos associados (3.20), sfio regides invariantes também para as solugdes
de problemas de Riemann e, por serem convexas, sfio, portanto, invariantes pelos esquernas
de Lax-Friedrichs ¢ Godunov. E sabido que, para estes sistemas, o problema de Riemann
tem solugio para quaisquer dois estados do plano, e que vale (4.7) ao longo dos choques
admissfveis, onde 7, € a entropia estritamente convexa dada em (3.23). Assim temos o

seguinte resultado (veja [11]).
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4.3. TeOREMA. Consideremos o sistema (2.22) com as hipdteses (2.23). Suponhamos
dadas as condi¢bes iniciais em L®, constantes fora de um intervalo limitado. Entdo qual-
quer seqiiéncia de solugdes aproximadas geradas pelo esquema de Lax-Friedrichs ou pelo
esquema de Godunov para o sistema (2.22) contém uma subseqiiéncia convergindo g.t.p.

a uma solucdo fraca do problema de Cauchy para (2.22).
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Capitulo 11l

Analise das Medidas de Young :
Uma Abordagem Alternativa

1. Introducio

Neste capitulo, apresentamos um método alternativo para a anilise das medidas de
Young, devido a D. Serre [35]. Aqui, fazemos uma pequena modificaciio na conclusio do
resultado principal (teorema 5.4 de {35)]) que nos permitird estender o método a problemas

onde o suporte da medida de Young é ilimitado. Novamente, consideramos o sistema 2 x 2

5}

7]

com u = (u, ), f = (f1,f2) e vamos supor que o mesmo & estritamente hiperbélico e
genuinamente ndo-linear.

Como vimos nos dois capitulos anteriores, se tivermos uma sequéncia {1} de solugdes
aproximadas de (1.1), uniformemente limitadas, podemos obter uma familia parametrizada

vz, de medidas de Young tais que para toda f continua em R? temos
F(&) = {vo, F}  em L™ (R,(0,00)) fraco*.

Por outro lado, se para todo par e-f (7, ), suave, tivermos

lac

d 8 " 12
atn(us) + aq(u} € { compacto de W, },

entao, pelo lema do div-rot, dados dois pares e-f (7, ), (7, 7) teremos a seguinte relagio

para v = v,

12) (v g —7g) = (v, ) (1, @) — {1, TNw, 9)-
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A pergunta entio é: Dada uma medida de probabilidade v , com suporte em R?, satis-
fazendo (1.2) para quaisquer dois pares e-f suaves (7, ¢}, (7, ), para o sistema estritamente
hiperbélico genuinamente nao-linear (1.1), podemos mostrar que v é uma medida de Di-
rac?

Vimos, no capitulo anterior, come DiPerna fol capaz de responder positivamente a essa
questdo. D. Serre em [35)] propde um método alternativo para se chegar a mesma concluséo.
A importincia desta abordagem é que ela tem permitido adaptagbes de modo a torné-la

aplicivel a sistemas n#io-estritamente hiperbélicos, como veremos no préximo capitulo.

2. Estudo dos Pares Entropia-Fluxo.

Os pares e-f sio as solugGes do sistema

ﬁ:,\iﬂ 1<1<2,

1) Suy; Hw;

onde (uy, un) é um sistema de coordenadas formado por um par de invariantes de Riemann
para (1.1) definidos numa bola suficientemente grande, contendo o suporte de v ; para
q.t.p. (z, £). Eliminando ¢ em (2.1), as entropias se tornam solugdes da equagdo linear de
segunda ordem estritamente hiperbdlica:

(2.2) =0.

62 1 (8)\1 67; 3A2 677)

Guom,” T M g \Bw; Bw  Ow, Owy

As caracteristicas sdo as retas paralelas aos eixos w; e uy.

O problema de Goursat é encontrar uma solugio 7 de (2.2) cujo valor é conhecido sobre

duas caracteristicas concorrentes:

23) { 7w, Wg) = pr{wn)

W, wa) = pa(ue)

Recordemos o resultado cldssico (Sobolev [37]).
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2.1. TeoREMA. O problema (2.2), (2.3) possui uma solugio iinica, tio regular quanto osg

dados vy, vs.

O fluxo g ¢ entdio determinado a menos de uma constante aditiva por (2.1).
Suponhamos que, em (2.3), w2 = 0 e ¢ (un) = 0 para wy < . Seja 5 a solugio do
problema de Goursat (2.2}, (2.3), e ¢ seu fluxo, normalizado por ¢(%W) = 0, W = (W, Wa).

De (2.1) temos

d - _ dlpg _
EQ(M, ) = Azm =0,

donde ¢(y, we) = 0. Ponhamos, entdo

_nlw) , se w2
E(w)—{ 0 , s w<

_fadw) , se wz>T
F(w)_{ 0 , S w <W.

As fungdes B, F sdo continuas em R? (se ¢; o é) e satisfazem as equagdes (2.1) para
wy # Wi & direita porque (E, F} = (n,q) e & esquerda porque (E,F) = (0,0). Estas
equagles sio de 12 ordem, portanto sdo verificadas por (E, F) em D'(R?). Entio E é
solugBo de (2.2). Como E também satisfaz (2.3), a unicidade da solugdo do problema de

Goursat implica E = . Temos entiio o resultado:
2.2. PROPOSIGAO. Seja 1 uma entropia verificando n{w) = 0 para wy = W;, bem como
para wy < uy =Wy, Entdo n{w) =0 para wy < ;.

A proposicéio acima motiva a seguinte definicfio.
2.3. DEFINIGAO. Dizemos que uma entropia 1 é do tipo 1 (respectivamente Leste, resp.
Oeste) de limite W, se n(w) = 0 para w, =W, (resp. w < W, resp w; > W, ). Se o fluxo
q é normalizado por q{w,W,) = 0, dizemos que o par (n,¢) é do tipo 1 (resp. Leste , resp
Oeste) de limite . '

Definimos de maneira semelhante as entropias e pares e-f do tipo 2, Norte e Sul, de
limite ;.

A solugiio do problema de Goursat mostra entéo:
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2.4. PROPOSIGAO. Seja W um ponto de R%. Toda entropia 1 se escreve de maneira \inica

como soma 1, + o + v + 71s + Cte onde ny, é de tipo Leste de limite W, , etc....

Observernos qgue esta decomposicio depende da origem 7 escolhida. Em geral, uma
entropia do tipo 1 para i, ndo o é para um outro valor uw}. No entanto, uma entropia de
tipo Leste para 7, é ainda de tipo Leste para todo w < .

Vamos agora obter uma férmula integral para as entropias acima. Fixemos W € R?
e consideremos o problema de Goursat para uma entropia 7 do tipo Leste: n(wy, @) =
@(u), w > W com @(%) = 0. A proposi¢io 2.2 mostra que o valor de 7{w) depende

apenas da restrigio de y ao intervalo (T, w), 0 que nos sugere a férmula integral seguinte:
uwy
(2.0 ) = Huhton) + [ (& )l €)dt.
ith
Procuraremos o fluxo normalizado sob a mesma forma:
w
(25) atw) = K(wolw) + [ L& whpl)de.
7]

Substituimos entfio no sistema (2.1). O indice ¢=1 fornece:

14 “ 8L
g—wlc,a-i—sz'+L(1,u;;w)s")+fml %T(E;w)ﬁﬂ(ﬁ)dﬁ

= A (w) {aa—ul;c,o-i-Iga'-;—J(u}l;w)(p—{-LM %(5; w)w(&)dt;'} )

isto é:

(2.6) K=MI,

(2.7) oo (w) + Ly w) =,\1(w){%(w)+J(w1;w)},
(28) 2 () = Al(w)g,"’wil(e; u).
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O indice 7= 2 fornece mais simplesmente

oK oI
(2.9) @=A2%,
(2.10) 5—;@ ) = Mol (6 0).

Enfim, a condicgo de Goursat n(uy, @We) = w(uy) fornece:

(2.11) I(w, W) =1,

(2.12) J(& wn, W) =0.

2.5. TEOREMA. O sistema (2.6) - (2.12} possui uma solugdo tnica (I,J, K, L), regular.
As formulas (2.4) e (2.5) resolvem o problema de Goursat para um par e-f de tipo Leste

de limite 70 : n{w, W) = ¢w(w)) para wy > .

Prova: O fatode que {2.4) e (2.5) resolvem o problema de Goursat decorre da regularidade
de I, J, K e L com respeito a (£, w) que aparece na demonstragio da existéncia. Provemos
a existéncia e unicidade para o problema (2.6)-(2.12). Eliminemos K em (2.6} e (2.9),

obtendo assim

8)\1

(26) (=) + 21

—I=0.

Esta equagdo diferencial ordindria possui uma émica solugdo verificando I'(wy, ;) = 1,
para cada w;. Assim, o sistema (2.6), (2.9) e (2.11) possui uma solugio tnica (I, K).

Rescrevamos entao (2.7)

@7) Ewrs ) = () (15 0) = — 9o ().

Derivemnos (2.7°) com respeito a up. Com (2.10) segue:

(213) (o = M) () (w1,10) = L ) = — (T 200
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Esta equaco diferencial ordindria define, com a condigdo (2.12) (para { = w) uma

finica fungéio j(w; w). Consideremos entfio, para £ fixado, o sistema (2.8}, (2.12) e :

(2.14) J(& & un) = J(&§ &, wa).

Este é o problema de Goursat para a entropia J(£;+) cujos dados estdo sobre as retas
uwy = & e uy = . Ele possui uma tnica solugao. Seu fluxo L(&;-) é definido a menos de
uma constante 1(£).

Resta verificar que com 1tma escolha apropriada de 1(£) temos (2.7°). Agora, de (2.10) e
{2.13), deduzimos

e (L(wl; )= )T ) + %I) —0,

donde

L(tn; w) — M) T ) + g—j,;r = a(w).

Pondo L(¢; w) = L(&; w)—a(£), verificamos entdo (2.7), e, em qualquer circunsténcia, (2.8)

e (2.10).

Observagdes:
1. As fungdes (I, J, K, L) nio dependem de Ty, e as férmulas (2.4) e (2.5) fornecem para
toda ¢ : R — R um par e-f verificando

nwn, @) = wlw) , (W, we) = I(Ty, welp(Wh)

Quando () = 0 este par ¢ do tipo 1.
2. Ao contrério, as funcdes (I, J, K, L) dependem de s, e para evitar confusio podemos

denotar
[=I(,w) , J=J¢Tnw) , K=K@yw) , L=Lww).

3. Temos que K{w, W) = A{w, W) e %(5; wy, W) = 0. Portanto, L(§, wy, ) =
L(&; ¢, TR). De (2.7'") deduzimos:

(g, w, ) = - S (60)
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4. Temos férmulas andlogas resolvendo o problema de Goursat para uma entropia do tipo 2.
Existem entdo, em toda generalidade, fungdes I, Ji, K1, Ly (que acabamos de estudar)

e fung&')es Ig, J2, Kg, Lg.

3. Anidlise da Relacio de Comutatividade (1.2).

Seja R = [wy, w{]x [w;, wi] 0 menor retdngulo de lados paralelos aos eixos coordenados
contendo Sptv. Tomemos W; € (w,w]) como limite ¢ escolhamos um par e-f (7, qz)
de tipo Leste e un par (1o, go) de tipo Oeste, cada um de limite ;. Apliquemos (1.2} a

estes pares. Como 7190 — Noqg € trivialmente nulo, temos

(3.1) (v ) v, g0} = (v, mo){w, 1)

3.1. LeMA. Podemos escolher o par (11, q;) de modo que

>0 para ui<w <uf,

=0 para w <y,

sendo w} arbitrariamente préximo de w;.

PRrRovA: Escolhamos arbitrariamente wy e tomemos para (97, ¢1) o par e-f de tipo Leste,

de limite w} € [w], w;'] verificando
. (wn, Wa) = () — w})*.

temos para w; > w} (omitindo o argumento ws):
. w
) = Il = i)+ [ I 0)(E - ude
1

Portanto,
v M 2
Inu10) = F () — w)] < - = w)?,
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onde M majora |J(&; w)| sobre [w}, wf] xR .

A fungio I, solugio de (2.6") e (2.11) é positiva em toda parte:
Hwy>N>0 , weR.

Assim, para wn > uwi:
M
mw) 2 (o = ) (N = Fwn = ).

Portanto, nz, > 0 para w} < w; < ui desde que 0 < wi - w < %

Gragas ao lema 3.1, a relagao (3.1) nos dd que

(3‘2) (Vu QO) = ("?L)(Vi m)a

para todo par e-f de tipo Oeste, onde ¢;{m) = {5% Com efeito, v > 0 e a intersecéo do
suporte de » com {w; np(w) > 0} é ndo vazio pela definicdo de R.

O lema 3.1 possui um anslogo para os pares e-f do tipo Oeste, de modo que

(V'n QO)
(v, mo) '

el(m) =

para pelo menos um par e-f de tipo Qeste, de limite ;. Deduzimos daf que ¢ (mz) ndo

depende do para e-f (11, gr) do tipo Leste. Temos entdo que ¢;(nz) = ¢ (30,) e

{v, q) = e (@) {v, m)

para todo par e-f de tipo Leste ou Oeste, de limite .

Uma nova aplicacio do lema 3.1 e o fato de que {7z, qr) é entdo um par de limite w}
mostra que ¢; (%) ndo depende de W;. Portanto, existe uma constante ¢; € R tal que
(v,q) = ci{v,n) para todo par e-f de tipo Leste ou Oeste, de limite em (wp,uw]). Fica

entdo provado o seguinte resultado.
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3.2. ProprosiGAo. Existe uma constante ¢y € R tal que para todo par e-f (1, q) do tipo

1, de limite em (ui, wy), temos

(3'3) (Vw Q) =a (V: 7?)-

Observagoes:
1. A proposigio 3.2 foi demonstrada sob a hipdtese wjy < w;. Ela é ainda vélida se

_ + PRI P
w; = w, mas neste caso ¢ trivial j4& que

(i) =0 e (na)=0.

2. Se 1 é uma entropia de tipo 1 de limite @; € [w;,w]], entdo se seu fluxo ¢ ndo estd
normalizado ele é constante sobre a reta w, = w;. Deduzimos (jd que v ¢ uma medida
de probabilidade)

(v q) = e {v, ) + ().

3. Um raciocinio andlogo mostra que existe uma constante ¢; € R tal que, para todo par

e-f (1, ) do tipo 2, de limite W, € [wy, wj], temos
(3.4) (v, q) = cafvy ).

3.3. CoROLARIO. Se (7,q) é um par e-f de tipo 1, (%, g) € um outro par e-f de tipo 1 e
{#*,¢*) é um par e-f de tipo 2 temos:

(3.5) (v, 1 — Tig) = 0,
(3.6) (r,ng" — 5" @) = (e2 — ) {w, v, ")

Consideremos agora a medida ¥, absolutamente continua em relago a v, definida por

B0 = (v, IQg—?;h),

para toda h € Cy(R), onde I é dado por (2.6"), (2.11). Dada uma medida . sobre o plano
wy wy, denotemos por myut a projegio de u sobre o eixo w;. Chegamos agora ao resultado

mais importante deste capftulo.
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3.4. TEOREMA. Para todo a € (uy, w{) temos
Dmy(a) =0,

onde D representa a derivacdo em relagdo a medida de Lebesgue na reta .

Observacao: Definindo 7= I%%V obtemos de modo andlogo que
Dmi(3) =0,

para todo 8 € (g, wj).
PROVA: Seja @ € (w,w]) e fagamos wj = @ — &, W = a+ ¢, onde ¢ > 0 serd feito
tender a zero.
Fixemos um limite Wy e consideremos dois pares e-f de tipo 1 (7, ¢) e (7, 7) definidos da
maneira seguinte:
(i) (7, q) é de tipo Leste, de limite wj, e (w1, We) = w — wj , para w; > wj.
(i) (7,7) é de tipo Qeste, de limite Wy, e Hwy, Wa) == wy — Wy , para wy < W;.

As expansdes seguintes sio imediatas e uniformes para wy € [wy , wf|:

() = I(w)(wn — wi)* + 2J(e ) [(wn = w)) ) + O ([(un = )],
a(as) = K)o — w)* + 325 0) [(n = )] + 0 ([Gom = u)*])
i) = ~ ()@ — w)* — 3J(e5w) [(@ - w)*]* + O ([(@ ~ m)*]),
2(w) = ~K(u)(@ — w)* - £ (o) [(@ - )]+ O ([(m - w)*]").

O suporte de 7 — Tg estd contido na faixa wj < wy < Wi, e dentro desta faixa temos:

(07 —50)ae) = (T — ) — wn)(un — ) (e w)K ()
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— L(es w)I{w)) + O((®1 — w}) (@1 — wi)(wi — w)))

= por (2.6)

%@ —~ w})(@ - i) — W) wn)(M (@ wa) T (a5 0 wn)
~ Ies o wp)) + O((T1 — w2 — wi)(wy — i)

= por (2.7)

=%(Wl — wp){(W; — wy){w — wy) (I2 gi:l) (o, wn)

- O((ﬁ] - w})z(ﬁl - wl)(w, — w{))

Assim, por (3.5) obtemos

(3.7) 0 ={v, (w — w1)+(w1 wl)"' (I2 3)\1) (a, wn))
+ {1, O (@ — w}) (W — wn)* (wn — wi)*)).

Dividindo a relagfio acima por & e fazendo estimativas &bvias chegamos a

1 2 0M
E( ( awl) X[nﬁig'a"'%] (WI)) < C(V’x[a—g|a+g] (wl))

78



para alguma constante C > 0. Tomando limsup quandc £ — 0, obtemos
(3.8) 0 € Dmi{a) £ Cmr{a).

Comd ¢ membro & direita da dltima desigualdade em (3.8} é finito, temos que se
DmP{a) > 0 entiio necessariamente DmP(ar) < -+oo. Agora, por (3.8) se Dm¥(a) > 0
entdo mr(a) > 0. Como IQ% > 0, entdo segue, neste caso, que mP{a) > 0. Mas

entio Dmis(a) = 400, j4 que neste caso o é ponto singular de m 7 em relagdo a medida
de Lebesgue. Portanto, temos uma contradigio e, assim, devemos ter Dmi(a) = 0, ie.,

Dmi(a) =0 . Fica provado o teorema.

Como consequéncia imediata do teorema acima temos o seguinte resultado.

3.5. COROLARIO.
Sptv  { (i ), (o, w7, i), (uf, w) .

Prova: Do teorema 3.4 e das propriedades da derivagio de medidas em relacio a
medida de Lebesque na reta (veja [32, Cap.8]), segue que m# {(uj,w{)} = 0, ie,
B {(w],u) x [wy,wf]} = 0. Como I 2% > 0, pelo fato do sistema ser genuinamente
ndo-linear, entdo segue que ¥ { (wy, i) x [wy, wi]} =0, ou seja,

Sptv € {wy, wi} x [wy, wi).
Analogamente, usando a observaciio que acompanha o enunciado do teorema 3.4, obtemos

Spte C fuy, ] x {wy.ui},

e assim fica provado o coroldrio.

Observagoes:

1. O analogo do teorema 3.4 na versio original de D. Serre tem por tese a afirmagio de

que
(3.9) Sptv N {wy = a} =0,
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para todo a € (wy, wi"). A demonstragiio segue exatamente a prova do teorema 3.4 até a
férmula (3.7). Chegando af, dividimos os termos da equagdo por {¥ () —wy )™ (uy —u])*)
qQue é sempre positivo se (3.9) nfo for vilido e fazemos W, — a+0, w} — a—0 obtendo

(o, P21 () — w)¥ (e — w)*) 0

(3.10). lim

Boato W (@ — w ) (w — wp)t)

w} s a--0
Agora, as medidas pig, .4 definidas sobre {wy = a} por

(v h(@ — wn)* (wn — wi)h)
{v, (@ — w ) (wy — wi)t)’

{tm,,up, 1) =

para toda funcio continua h = h{ws), s8o medidas de probabilidade. Assim, por pas-
sagem a uma subsequéncia se necessdrio sabemos que existe 4 tal que U, — ¢ quando
W —a+0ew - a—0. Como as H,uy 580 medidas de probabilidade com suporte
contido no intervalo limitado [wy , wi], » também serd medida de probabilidade. Agora,
(3.10) nos d4

o

12
(_H, 5%‘1

=0,

0 que é uma contradigio j& que [ 2% >0.

. Ao contririo do gue acontece na demonstragio do teorema de D. Serre, na prova do
teorema 3.4 nao foi usado o fatc do suporte de v ser limitade. Este fato nos permite
usar esta mesma técnica em alguns casos em que o suporte de i nfio & necessariamente
limitado, como veremos no capftulo V.

. Aproveitamos a oportunidade para agradecer a Prof. Helena N. Lopes da UNICAMP,
por ter-nos chamado a atengfio para a impossibilidade de se aplicar o procedimento de
D. Serre, descrito na observa¢io 1 acima, nos casos em que o suporte de v é ilimitado,
0 que nos motivou a propor a adaptagio apresentada no teorema 3.4

- Usando-se dois pares de entropia de tipo Leste com limites tendendo a ui e, depois, dois
+

pares de entropia Oeste com limites tendendo a w, em ambos os casos supondo v < uif

¢ procedendo da mesma forma que na prova do teorema 3.4, chegamos a um absurdo dado
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pela conclusdo #(R) = 0. Isto nos mostra que necessariamente wy = uj . Procedendo
de modo andlogo com entropias Sul e Norte obtemos wy = wj. Assim, chega-se a
conclusio de que v é uma medida Dirac. Ao invés de dar os detalhes desta forma, sem
diivida mais direta, de mostrar que ~ é uma medida de Dirac, preferimos apresentar em
seguida uma maneira indireta, baseada num resultado de D. Serre (teorema 3.6 abaixo).
A razd0 é que o procedimento que apresentamos a seguir pode ser adaptado a casos em

que hé perda de ndo-linearidade genuina, ou hiperbolicidade estrita, ou ambos.

Numeremos os vértices de R pondo
Ay = (wl_’ w’;)v Ay = {ui, w;): Ay = (wf'= w2_)! Ag= (’wi‘-l w;-)

O teoremos abaixo é devido a D. Serre [35] e mostra que v ndo pode por massa ndo-nula

em todos os quatro vértices.

3.6. TEOREMA. Suponhamos

4 4
v = Za.-ém , >0 Za; = 1.
=1 =1

Entdo uma das duas alternativas abaixo é vilida:

(i} g%h’- = () sobre Aj A3 e Az Ay;

fii) % = 0 sobre 414y e AsA4.

PROVA: A relagiio (1.2) pode ser escrita na forma
(311) 3 vy { (1A = n(45)) (a4 = T(4)) — (7AD — TA)) (a(4) - o(47)) } =0
iy

Com efeito, facamos Vi = (1{As), ¢(40)), Vi = ({A:),7(A:)) e w( ¥, ¥) = det(V}, ¥). A

relagdo (1.2) entdo nos dé

4
(3.12) 3 aw(V V) = Y avagu( Y, V).

i=1 v
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Como 3.1 e = 1 podemos multiplicar o membro & esquerda de (3.12) por 340 sem

alterd-lo, obtendo assim

4 4
(Zaf) (Zasw( v Tfs)) =Y aiyuw(V. V).
i=1 f=1 i
Passando os somatérios para um mesmo lado da equagio e rearranjando os termos, obtemos
>_eiag (W% V) + w(, Vi) ~ w(Va V) = w(V, ) = 0.
i#f
Daf, usando-se as propriedades do determinante, segue

que é a equagdo (3.11).

Seja # a aplicagfic definida sobre o conjunto dos pares e-f, a valores em R?, por :

9(77’ Q) = ("T(Al)a v ’7(‘44)s Q(A1)5 ey Q(A4)) -

A imagem de & é um subespago vetorial X C R®,
Denotemos um ponto genérico do R® por (z, ), com z € RY, y € R, Seja f a forma

bilinear definida sobre R® x R® por

4
Flle, ), @9 =Y ey {(@i—2)) T —F;) — @ —F) (- )} -
1j=1
Esta forma ¢ anti-simétrica. Afirmamos que o posto de f ¢ igual 6, ou, o que é equi-
valente, a dimensdo do nicleo de f é igual a 2. Seja T': R® — (R?*)!® dada por T(z,y) =
{(zi—=zj, 5 — 'yj)}:‘jzl. Consideremos também o isomorfismo 4 : (R%)!® — (R2)' dado
por

A{(ai5 by) },; = { oy (~bg, 04) }-
I ficil ver entdo que
(=9 &) = (AT(Q:: ¥, 1z, 7)),
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onde {,) & o produto escalar canénico de (R?)!6 22 R32.

Portanto, temos (levando em conta que 4 é 1 — 1 sobre a imagem de T')

N(f) = N(T)

= {017 ) = (0.0} € ®)®}

{# e =z=2 =04 en =1 = =}

espaco gerado por{(1,1,1,1,0,0,0,0),(0,0,0,0,1,1,1,1}} .

Agora, se X é a imagem da aplicagio 6 definida acima, entdo f(a,b) = 0 para todo
(a,b) € X. Afirmamos que
dim X < 5.

Com efeito, seja B = T*AT: R® -~ R®. Temos,
dim{BX) > dim X - 2,

uma vez que dim N{B) = 2. Agora, claramente, BX C X', Isto implica que
dim(BX) < 8§ —dim X.

Logo,
dimX ~2<8—dimX = dimX < 5.

Seja £ € {1,2,3,4). As formas lineares (5, g) — n(A:), (m g} — g(Ay), i # ¢, em niimero
de 6, sao entdo linearmente dependentes sobre o conjunto dos pares e-f. Exister, portanto,

nimeros ey, by, 1 % £, ndo todos nulos, tais que

> ({awg(As) + bun(4:)) =0,1 < £< 4,
#t

para todo par e-f (7, ¢).
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Tomemos inicialmente um par de tipo Leste com limite wi. Ent@o n(4i) = ¢(4;) =
7(Az) = q(A2) = 0.
Para £ = 4 obtemos agqg(A43) + byyn{As) =0, ou seja,

Aa aq Az an
) = =on [ St = —aue [ 3 7,

(bas + azadi (Aa)) 7{4s) = agq jA3 Ll nduw.
4, Ow

Como a restrigo de na Ay A; é arbritdria, desde que n(4;) = 0 segue que

a::,.;g—?ull =0 sobre A1A3,

(3.13)
by + azer(Ay) = 0.

Da mesma forma, utilizando um par de tipo Norte e limite w5, obtemos

ang—i; =0 sobre A;A,

(3.14)
bog + aghp(Az) = 0.

Agora, suponhamos que % # 0 sobre 4;4; e -“;%11- # 0 sobre A;A;. Entdo (3.13) e (3.14)

implicam ayq = byy = agq = byy = 0 e resulta que
a1 A) + bag(A) =0

para todo par e-f, o que é absurdo.
Temos entio que % = () sobre A; 43 ou % = () sobre A; A; . Fazendo o indice £ variar

obtemos o resultado desejado.
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Assim, o resultado acima e o corolédrio 3.5 nos dizem que, de fato, a medida v deve estar
concentrada em, no méximo, 3 vértices do retdngulo R. Agora fica ficil de mostrar que v
¢ uma medida de Dirac.

Com efeito, suponhamos, para fixar idéias, que
Sptl/ € {Al, As, A;;]' .

Tomemos dois pares e-f do tipo Leste com limite w] e dados sobre a reta up =
wy , (n,q), (7, 9), satisfazendo n(As)g(As) — T(A3)g{As) # 0. Usando a relaggo (1.2) obte-

mos
a3 (n(As)q(As) — WAs)a(As)) = af (1(As)q(As) — H(As)q(43))

donde a3 =1 ou 3 = 0. Se @3 = 1 v estd concentrada apenas em Aj e é, portanto, uma
medida de Dirac. Se a3 =0 v estd concentrada em A; e As. Neste ltimo caso, conside-
ramos dois pares de tipo Norte com lmite ; ¢ dados sobre a reta wy = wy, (1, @), (7, 9),

satisfazendo n(Az)g(Az) — 7i{A2)q(Az) 5% 0. Novamente, usando a relaciio (1.2) obtemos

ag (1(A2)q(Az) — W A2)a(Az2)) = oF (n(A2)T(A2) — (A2)e(42))

donde a2 = 1 ou er; = 0. Em qualquer um dos dois casos temos que v é uma medida de

Dirac.
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Capitulo IV

Sistemas Nao Estritamente Hiperbdlicos
de Tipo Conjugado

1. Introducio.

Neste capitulo, bem como nos seguintes, estaremos interessados na aplicagio da teoria
apresentada nos capitulos anteriores a sistemas nfo—estritamente hiperbdlicos.

Comegaremos com a apresentagio de uma classe de sistemas para os quais a deter-
minagéo de invariantes de Riemann pode ser feita mais facilmente. Para isto, consideremos

um sistema da forma

8 e
—z+ —fz,w) =0
(1.1) { Zt o

8
Eiw+ ag(z, w) =0

onde (z,t) e RxR* e (2,u), (f,g) € F?,com F=R ou C. A discussio que faremos
no restante desta seqfo serd essencialmente heuristica mas nos conduzird a uma série de

observag#io interessantes.

DEFINIGAO. Diremos que (1.1) é de tipo conjugado se

i} i)
(1.2) ‘é;f = Su
(13) 2 i) g = W)€
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para certas fungdes {{w), £(2) definidas num dominio de F e tomando valores em F.

Para esses sistemas a procura de invariantes de Riemann se torna mais ficil. Isto fica
mais claro quande usamos o método para obter tais invariantes descrito em [8]. Com

efeito, escrevamos (1.1} na forma

(1'4) zt’}'fzz:z +fw'w: -

I
e

(15) W+ G2 + oty = 0.
Multiplicando (1.5) por A e somando com (1.4) obtemos, apds rearranjar os termos
(1'6) ze+ (f2 +‘\92)zz:+/\wt+(fw+/\gw)wz =0

Assim, para que na expressio (1.6) tenhamos derivadas em apenas uma direcfo, que de-

notamos por -, deve ocorrer:

{1.7) 2y = (fz + Ag:)ty,
(1.8) Az, = (fu+ Agu)tq;
ou seja,

(1.9) Mfz +Ag:) = fut Agw.

As condiges (1.2), (1.3) implicam entdo
A= £((w)/§(2).
Ponhamos
(1.10) M=) /i), A = (W) /E),

denotando por o o campo de diregBes associado a A™ e B aquele associado a A™. Os

autovalores de (1.1), nesse caso, siio dados por

(1.11) M=f+A g, Az = fot+Atg:.
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Especificando em (1.7) A = A", v =8 ¢ A = AT, v = «, respectivamente, obtemos

(1.12) g = Mg,

(1.13) To = data.

Se supusermos § = t,Tp — t3% 4 # 0, obtemos, multiplicando (1.12) e (1.13) por 57},

o+ Mo, =0,

ﬁt’l"\?ﬂ:l: = 0$

o que mostra que (&, ) é um par de invariantes de Riemann para (1.1}, i.e., as fungbes a,

B satisfazem

'WaVF = )\ Va,
'WAVE = \'V3,-

onde pomos F' = (f,g). A equagdo (1.6) para A = A" e A = A~ respectivamente,

fornece
()
Zat Wy = 0 3
{1.14) ‘SEZ))
C{w
T T
Definimos
z= z&(z)dz, w= wg‘(w)dw

Assim, (1.14) se torna

(1.15)



Agora, supondo que j = Tails — Zaile # 0 e multiplicando cada equagiio em (1.15)
por 3! chegamos a

am+or = 0.

Portanto, obtemos
a=p(Z—-@),
B = p2(Z + W),
donde p;, po representam quaisquer fungdes de uma varidvel.

Exemplos

Ex.1. Os 2 x 2 sistemas da forma

{'ua—um =
ut—.p(v)z = 0,

(u,%) € R?, englobam, como vimos no capitulo II, os sistemas da dindmica dos gases
isentrépicos em coordenadas Lagrangeanas, com p(v) = —k?v7, k e v constantes, v > 1,
no caso dos gases politrpicos, e os sistemas da elasticidade nao-linear unidimensional,
onde, geralmente p'(v) > 0 e v-p*(v) > Ofou < 0) se w3 0. E imediato ver que eles
sao de tipo conjugado com F=R.

Ex.2. Consideremos os sistemas 2 x 2
(116) Z¢+ (E‘T)z = 0,

onde (z,) ERx RY, 2 =u+ive Ce > 16 uma constante. Em coordenadas (u, v} os
sistemas (1.16) sdo exemplos de sistema 2 x 2 ndo—estritamente hiperbélicos, como veremos

mais adiante. O caso 7= 2 nos d4 o sistema quadritico

1 2 2
U+ = —V)z
(1.17) { 3 =)

ve— (2uv), = 0.

It
o
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Vejamos o que acontece quando aplicamos & operagio de conjugacgiio a toda a equagio
(1.16), obtendo uma nova equacho, e juntamos estas duas equagdes fazendo Z = w. Obte-

mos o seguinte sistema nas varidveis (z, w) € C%.

zt+ (w’r):l: = U 1
(1.18)
wy+ (M) = 0.

Este sistema ¢ de tipo conjugado, pois

fzﬁo:gwa

ol gu = e = (wE R (F Y

Assim neste caso temos

&z) = 2%, ¢(u) = w'F .
e, portanto,
r+1 ¥+1
Facamos

M= wT T = —e(y)a- AT = X,

onde ¢fv)} é uma constante positiva dependendo apenas de .

A equagdo geral da entropia nas coordenadas (o, 3) é

8 1 oxon Onon,
(1.19) 2008 3 — 2 0x 8 B3 Fal
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Substituindo no caso do sistema (1.18) obtemos

Fn k _8n On

20 528 * a7 55 oa)

comk = -lig-i—:li, equagdo que é conhecida como Equagiio de Euler-Poisson-Darboux.

Se pusermos de volta w = Z, obtemos os invariantes de Riemann reais para (1.16)
1
a = —r™lsin™T 8,
L3
8= r*tleosT 9,

onde 7 e @ s@0 coordenadas polares dadas por = rcosf, v=rsinfe z = u 4 iv.

A solugio do problema de Cauchy para o sistema (1.16) é apresentada em [33], [15] e
serd o tema do proximo capitulo.
Ex.3. Em geral, se tivermos um sistema 2 x 2 de leis de conservagdo nas varidveis
dependentes (u, v) podemos escrevé—lo nas varidveis complexas z = u+iv ¢ T = u—iv,

de modo que o mesmo aparecerd na forma
(1.21) z + f(z,8), = 0.

Se aplicarmos a conjugaciio a (1.21), definirmos g(2,%) = f(z,%) e denotarmos w = Z,
obtemos um sistema como (1.1) com (2, w) € C?. Observamos que, se o sistema original
nas varidveis reais (v, v) é simétrico, entdo o sistema em (z, w) € C?, obtido do modo que
acabamos de descrever, satisfaz (1.2).

Um exemplo de esta situacao é fornecido pelo seguinte tipo de sistema que aparece, por

exemplo, no estudo de vibrages de cordas eldsticas (veja [23]):

g + ($(rf)w), =0,

1.22
( ) v + (¢(72)'U)x =0,

onde * = ¥+ v* e ¢ : Rt — R é uma funcio diferencidvel. Seguindo a receita dada

acima transformamos {1.22) no sistema em vardveis complexas (z, w)

zp + (¢(zw)z)z =0,
(1.23)
wy + {g(zu)w), = 0.
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Neste caso obtemos

o = ¢'(zw)zw + d(zw) = g,,,

fulg: = ¢'(zw)2* [ ¢'(2w) w? = 2% [ ",

Portanto, (1.23) é um sistema do tipe conjugado com

1 1
§) = -, ) =—.
Assim temos
Z= logz, w= logw.
Facamos
5 ) = —iloe”
a=—iF—w) = zlogw,
B = exp(Z+ %) = explogzw= zw.
Assim,
AL = 2¢'(2w) zw + ¢(zw) = 2¢'(B)B + ¢(8),
e

X = d(zu) = 4(6).

Como vemnos, ambos os autovalores de (1.23) dependem de somente um dos invariantes de
Riemann. Em particular, o primeiro campo, correspondente a A, é linearmente degene-

rado, isto é,
M

Sa
Estes fatos continuam vélidos quando pomos de volta w = Z, obtendo assim os invariantes
para (1.22)

a=0, B=r

Esta situagdo torna particularmente ficil a solugio de problema de Cauchy para (1.22)
com o uso da teoria da compacidade compensada (veja [4], onde também se faz o estudo

da propagagiio de oscilagBes).
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Na préxima se¢io vamos analisar um outro exemplo de sistema de tipo conjugado para

o qual o problema de Cauchy serd estudado.

2. O Problema de Cauchy para os Sistemas

Zi+ (277‘1+ZT7> =0.
X

Aqui estudamos o problema de Cauchy para os sistemas
T
(2.1) .Zt+ (277_1—'—3—) = 0.
T/ z

onde (z,) e Rx R, z=u+iv € C, no caso 2 € v< 3. Os resultados desta segio se
encontram em [16].

Se fizermos v = 2 em (2.1) obtemos o sistema quadrético

3, 1,
1), {“‘“5“” 3= =0
v+ (uv), = 0

cujo problema de Cauchy foi resolvide por P.T. Kan em [22], usando a teoria da com-
pacidade compensada, com método cuja extensfio aqui apresentaremos, para a anslise do
problema de Cauhy para o sistema (2.1) com - variando no intervalo [2,3]). Junto com

(2.1) consideremos o seguinte dade inicial
(2.2) z(z,0) = z(z),

sobre o qual imporemos algumas restri¢oes mais adiante.
Como nos exemplos 2 e 3 da segio anterior, tomando o conjugado em (2.1) e fazendo

1w = Z, obtemos um sistema como (1.1) com (z,w) € CZ e
T
flz,w) = wrlz + %,

(2.3)

v
glz,w) = 27w+ %
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Temos

if = w’r_l + zT_l =

Bz Juw”

f/—y = (y= Vw22 /(y—1)2"Fw = w f2770,

Assim, o sistema (2.1) ¢ do tipo conjugado com

) =27, ((w) =¥

Para ~ > 1 temos
PRI S B

T oy—1" v—1 ’

Facamos
f— 2 -] -1
@ = (_’Ll_él)_(g_ @? = %(zlr’ - w2,

(2.4)

B = —(7_1)2(% @) = %(zj?‘-I-wI;_l)z.

Quanto aos autovalores temos

A o= fe— Vfwgz = 'wTkl +ZT_[ —(’T—l)'w:‘;_lzjg_
= 2a+8)+{y-1)a—F) = (y+1)a—(y—3)8.

Analogamente,
(2.5) do = (T+1)8 - (- Iar.
A equacéio geral de entropia (1.19), neste caso é uma Euler-Poisson-Darboux

&y k  9n

29) %028t a-p o8 a}_

= 1718
comk = b
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Pondo de volta w = Z obtemos os invariantes de Riemann reais para o sistema (2.1}

271
2

a = —r"Lsin ?,

(2.7)

8 = r"lcos® 7; 19,

onde r, #, sdo as coordenadas polares para z = u - .
Motivados pela formula dos invariantes em (2.7} vamos procurar restringir nosso pro-

blema ao cone

(2.8) K¥ ec0< arg) < %},

onde o par de invariantes (o, 8) é 1 — 1 tomando valores no segundo quadrante do plano
R (a<0,82>0).
Supomos entdo que z(z) toma valores em K, q.t.p. z € R. Além disso, assumimos

z € LN L®(R;R?). Em suma, impomos a condicdes
{2.9) n € L*nL®R;RY, xn() ek qtp zeRr.

Vamos resolver o problema (2.1) , (2.2), para 2 < v < 3, usando o método da viscosi-
dade nula (regularizagio parabdlica) com o auxilio da teoria da compacidade compensada.
Assim, estudamos a convergéncia das solugdes 2°(z, t) dos sistemas parabdlicos
(2.10) g—tz + (%(zz"f“* +f$) = EZz,
quando £ — 0.

Vamos eshocar, inicialmente, a demonstracio da existéncia de uma seqiiéncia de
fungdes {2}, solucdes do problema (2.10), (2.2) em R x R¥, uniformemente limitadas
em L®(Rx;R?), quando ¢ — 0.

A construgdo da solugdo global para o problema (2.10), (2.2) segue o esquema geral visto
na segdo 3 do capitulo IL. De inicio é aconselhdvel perturbarmos também o dado inicial,

jogando-o inteiramente no interior do cone K, adicionando ao mesmo o vetor constante
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eV, onde V' é um vetor apontando para o interior de K. Podemos também, por meio de
uma regulariza¢io (via um "mollificador”, por exemplo) supor que © nove dado inicial 2§
é suave.

Comecamos obtendo uma solugiio local com o uso do teorema 3.2, capitulo II. Para isto
estendemos F(z) = 227! + ”_,:, definida desta forma no cone K, como uma fungio C? em
todo o plano.

Consideremos as regides
Bi={(u,v) e R? | Gy{u,v) <0}, §=1,2,3,4,

onde
T

Gi(u, v) def —u, Ga(u,v) def —u+ (tan po

)ul

Gi(u, v) def —alw )~ e Gy(u,v) def Bu,v)—ca.

com a, # dados em (2.7) e ¢, ¢z constantes positivas. Para 2 € v < 3 as fungoes G
satisfazem as hipdteses (H2) e (H3) do tecrema 3.5, capitulo II, sobre regides invariantes.
A regifo

B= B

=1

serd, entdo, uma regifo invariante limitada para o problema (2.10), (2.2), desde que a
solugiio z°(z, t} seja suficientemente regular no intervalo [0, T'] onde est4 definida, isto §,
desde que possamos comprovar a hipétese (H1) do tecrema 3.5, capitulo II. Isto nfo é tdo
imediato uma vez que a fun¢dio de fluxo F(z) de (2.10) é apenas C2.

A comprovagio de (H1) é obtida provando-se que a solugiio local z(#) de (2.10), {2.2)
satisfaz z(%) € W>*(R), para t € {0, T| e 2(%) é uniformemente Hlder contfnua em [0, T
em relagdo a varidvel . Isto se faz de modo simples, porém evitaremos entrar em detalhes
aqui (veja [16] ).

Uma vez que conseguimos uma regido invariante limitada para (2.10), independente de
g, podemos estender a solugdo local de (2.10}, (2.2) a uma solugdo global e assim obtemos
uma seqiiéncia {z¢} de solugBes de (2.10), (2.2) indexadas por &, uniformemente limitadas

em L*(R x R*;R?).
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A demonstracio de que para qualquer par e~f (9, ¢), C?, temos

a a -1,2
2.11 —nfz"} + —q(2* :
{2.11) atn(zz }+ qu(z ) € {compacto de W}

se faz do mesmo modo como foi exposto na se¢io 3 do capitulo IL. Uma observacio impor-
tante neste ponto € que o sistema (2.1) sendo simétrico (i.e VF é uma matriz simétrica)

é, por isso, dotado da entropia estritamente convexa
(2.12) (1, v) = 1 4 o°,

(veja Lax [26] ).
Assim, por passagem a uma subseqiiéncia se necessdrio, podemos considerar a famflia
parametrizada de medidas de Young v, ,, associada a {z°}. Vamos provar que v;; é uma

medida de Dirac para q.t.p. (z, ) € R x R*.

3. Entropias para (2.1).

O estudo das entropias para o sistema (2.1), que faremos aqui, seguindo [33], baseado
pa andlise feita por P.T. Kan em [22] para o sistema (1.17), ¢ bastante técnico e, com
alguma justiga, pode ser classificado como enfadonho. A razdo de o fazermos em detalhes
é que ele serd importante também para o problema gue trataremos no préximo capitulo.

A andlise das medidas de Young que serd feita na préxima segéo seguird, essencialmente,
o método de D. Serre visto no capitulo anterior. Para isto, vamos resolver o problema de
Goursat para a equagio das entropias (2.6) e procurar obter férmulas integrais semelhantes
as obtidas por Serre, no caso de sistemas estritamente hiperbdlicos, para entropias do tipo
Leste, Oeste, Sul e Norte, definidas no capitulo anterior.

Inicialmente, observemos que os invariantes de Riemann ¢, 8 satisfazem afu, v) € 0 <
B(u,v), ¥(u,v) € K. Logo, precisamos nos preocupar apenas em conhecer o comporta-

mento das entropias no quadrante @ < 0 < 4. Os limites o* das entropias de tipo 1 e 3*
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das entropias de tipo 2 que aqui nos interessam devem, portanto, satisfazer o <0 £ 5.
Seja
Q={(anB) | <0< B}.

O estudo da regularidade em @ das entropias de tipo Oeste, com limite o < 0 ¢
dados em 3 = 8* > 0, e das entropias de tipo Norte, com limite 3* > 0 e dados em
o = o' < 0, ndo traz qualguer dificuldade ja4 que a equagdo (2.8) é perfeitamente regular
em QN{{c,8) | a<a* <0} e Qri{(a,3) | 8 = 8* > 0}. A dificuldade aparece no estudo
das entropias Leste e Sul, por causa da singularidade nos coeficientes de (2.6} no ponto
{0,0) € Q. Vamos passar ao estudo das entropias de tipo Leste; o estudo das de tipo Sul
se faz de modo inteiramente andlogo.

Para fixar idéias estudaremos as entropias de tipo Leste com limite a* < 0 e dados em

8 = 0. Estas entropias sao solugdes do problema

8%n k. dang On,
&0 Bagg ~F-a'gp 62

(3.2) n(a’,B) =0, n(e,0) = a) ,

com ¢{a) =0, par a < &*.
Seja 6 > 0 arbitrariamente pequeno, satisfazendo —§ > o. Pedimos que ¢ em (3.2)

satisfaga, ¢la) = 0 se —8 < o < 0. Mais abaixo imporemos ainda condigbes integrais
sobre ¢.

Usando o método de Riemann para resolver o problema (3.1), (3.2) obtemos (veja [37])
(e, 8) = n{a’, 0)R(a’,0,c",0)
i CE
+ - a=a*
(3.3) , (00} T a—p" @

f(a.o) ( k ) | R4
+ e — - o,
) o= —,377 B=0
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onde R = R{z, y, o, 3) satisfaz

k
Rag + m(ﬁa —-ig) =0
R{e,0,0,0) =1
(34) , —k
Ra(a )181 aaﬁ) = mR(as O,Q,ﬁ)

Rp(e.0,0,8) = Z2R(e” 0, ,8)

Resolvendo as duas tltimas equagdes em (3.4), obtemos

Rawﬁﬂun=(ﬂ‘“)*,

(3.5) oo .
R, 0,0,8) = (,B:aa) .
Agora fagamos
—k
R(:t:,y,a,ﬂ): (‘?Bj:z) H(O’),
onde
HD)=1,
_B-y(a-a)
(y-z)(B-a)’

Notamos que I, dado na forma acima, satisfaz (3.5). Substituindo estas expresstes em

(3.4), obtemos a seguinte equagio para H:

(3.6) o(c — 1)H (o) + (1 — 26)H (0) — k(1 — k)H(0) =0,
(3.7) H(O) =1.
A equagdo (3.6) é da forma

a(a—l)c—;;v+{c—(a+b+1)a}a%v-abv=0,
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qu é conhecida como equagdo hipergeométrica. Ela possui trés pontos regulares o =0, 1,
00, sendo os demais ordindrios. A solugio analitica em |o| < 146 a fungdo hipergeamétrica
de Riemann F(a,b,c; o), que em |o| < 1 & representada pela série

a-b ala+ 1)b(b+ 1)02 + a(a + 1){a+2)b(b+ 1){(b+2) I

Tyt 1-2-clc+1) 1-2-3-cle+1)(c+2)

{(veja [48] capitulos X e XIV).

Portanto a tinica solugéo de (3.6), (3.7) é

(3.8) H{o) def FQ-kEk1l0)

que em |o| < 1 é representada pela série

A—kk  (1—k)2—k)k(k+1)

Tt 1-2-1-2 o
(1-—kY2-k)@B—-kkk+1)(k+2) .
* i.2.3.1.2-3 R

1
(3.9)

Assim, usando {3.3) e os dados n{e*,8) = 0, n(e,0) = ¢(c), obtemos a representagio

integral

00 s = [ (252) # (L5 @+ e i

Seja

(3.11) o= (2-2

—z(f— )’

Recordemos que para o sistema (2.1), —k = %%, equando 2 < y<3temos0< -k < 4.
Vemos por (3.10) que 7 ¢ suas derivadas sio potencialmente singulares. O fator (—a)*
sob o sinal de integragio se torna singular em (o, 3) = (0,0) € . Uma outra fonte de

singularidade é a funcdo hipergeométrica H(e) em (3.10). H(o) é analitica para |o| < 1.
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Dentro do disco ela tem a representagio por série dada em (3.9). Quando o se aproxima

de 1 ela pode se tornar singular. Em @ vemos que
(3.12) c=le<=a=0

Usando o método de Frobenius para analisar as solucdes da equagdo {3.6) que rege H,
vemos que a equacdo indicial em o = 1 tem rafz dupla igual a zero.Logo, a solugao geral é

da forma
(3.13) H(o)=AH (o 1)+ B(H(oc—1) log(l — o) + Hy(o — 1)),

onde A eB sdo constates, H, e Hy siio analiticas préximo de 0. Essa representagao de H
é valida numa e—vizinhanca de # = 1 para algum € > 0.
Por (3.10) vemos claramente que 7 =0 na regifo o < o' e € suave em QN {(a,8)| & <

p}, para todo ap < 0. Se tivermos que 7 é C? em

Q ={{aB)| —¢<a<0<p<eY,

para algum £ > 0, entdo 7 serd C° em toda a regido (. Com efeito, se este for o caso
entdo n7serd CTem QN{(a,f)|0<A < %’} Como nem {(o,8) | a0, 82> %} éda
tinica solugdo do problema de Goursat para a equagio (3.1} com dado identicamente zero
em o = o' e dado igual a n(a, 52—') emf = -‘;, sendo os coeficientes dessa equacio suaves
nesta regisio e os dados C?, entdo 7 serd também C? nesta regifio.

Portanto, para estudar a regularidade de 1 basta nos restringirmos a um quadrado Q.
Vamos assumir ¢ < g {recordemos que o dado ¢ foi escolhido se anulando para a < o'
e —8 < @ £ 0). Neste estudo vamos fazer uso das expansdes (3.9) e (3.13). Primeiro
vamos identificar em que partes de Q° cada uma dessas expansdes é valida. A expressio

em (3.13) é vélida numa bola de raio € em torno de o = 1. Temos

D<l—o<ee= M(sVa’ﬁmS—&

—z(8 - a)
4=*,6_-aa (1-&—%) <e

== Ba+ 6(1 — c)a+ 628 > 0.
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A tltima desigualdade define uma regido S limitada por uma hipérbole retangular pas-
sando pela origem. Em S;, o complementar de Sy, 0 € ¢ < 1 — £ e, portanto, vale a
expansao (3.9).
Fagamos wma primeira andlise do que ocorre em S;. O termo singular em (3.13) é
claramente aquele que contém log(1l — ). Agora
1-o=——— (1 +8 ) :

€T

e, portanto,
(3.14) log(1 - ) = log(a# - &)™) + log (1+5)

Como |§1 < -12—, o segundo termo no membro i direita de (3.14) pode ser expandido como

BY _ o~ b, B
log (1 += )= zl:(—-l)’; + i 3, x),
=
com {3, %) uma fungio suave de 3 e z.
O primeiro termo do segundo membro em (3.14) nio contém a varidvel z e, portanto,
pode passar para fora da integral (3.10) juntamente com o fator (3 — a)~*.
Agora, se G(o 1) é uma fun¢io analitica numa e—vizinhanca de zero, nesta vizinhanca

temos

[+ ]
(3.15) Glo—1)= Z a;(o—1).

=0
Neste ponto é importante observar que o tnico fator em ¢ - 1, assim como em o, que
contém a varidvel x é

of

z(a—p)

Este termo ¢ O(|e|) em @ como podemos ver facilmente. Sua n-ésima poténcia serd

O(lal™) em Q.
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A andlise em S; é mais simples ji que ali H(o) é representada pela série de poténcias
de o (3.9).

A estratégia bésica para tornar n{e, 3), dada por (3.10), suave, tanto em S, quanto em
8y, serd impor condigdes integrais sobre o dado de Goursat ¢ de modo que na integral
em (2.10) sé restem termos com poténcias elevadas de o ou de 8 para compensar as
singularidades produzidas pelos fatores (3 — a)~* log(—a(B — a) ) e (8 — a)~* (para o
primeiro destes fatores sé servem poténcias de o, para o segundo servem tanto poténcias

de « como de ).

Denotemos
-5 ~
(3.16) 1) € [ (o) Bwyute) do,
onde
~ . k
(3.17) o(z) = ¢'(z) + ;ﬁ(w) .

Os comentérios feitos acima justificam que imponhamos a seguinte condigio sobre o dado

¢@: Para algum 7, escolhido adequadamente, devemos ter

(3.18) T({(-z)7) = _/_6 @) gp=o
' a" (—m)j—k '
para § = 0,1,...,n. Assim, se pensarmos em H;, Hy em (3.13) expandidos em série de

poténcias de (¢ — 1} em 8, levando em conta (3.14), (3.15), e H dada pela série (3.9) em
8o, a expressao em (3.10) serd tio suave em Q¢ quanto quisermos, desde que escolhamos
n em {3.18) suficientemente grande.

Terminamos esta se¢iio apresentando uma representagac integral das entropias de tipo
Leste e Qeste como foi feito no capitulo anterior.

Integrando (3.10) por partes, obtemos

(3.19) WasB) = HaB)pla) + [ I(tcB)o(e) dt,

i
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onde

(3.20) Ia,8) % (a—“a)k,

def —af(—t)**

(3.21) J(tafB) = WH'(U)-
De
%q = )\197?,
segue que
(3.22) def) = Klap)oke) + [ Lt f)olt)
onde
(3.23) K(8) ¥ A (0, 8)1(e,8)
e
6/\1

L(s0.0) T n(68)7(6 10) - SEEAI(4H)

(3.24) + ftﬂz\l(s,,@)%(t,s,ﬁ) ds.

Representaces andlogas valem para as entropias de tipo Sul e Norte.

4. Analise das Medidas de Young.

A anidlise das medidas de Young que fazemos aqui segue o método de Serre visto no
capitulo anterior. Pequenas modificagSes sdo necessdrias devido As restrigbes impostas

sobre os dados nas entropias de tipos Leste e Sul.
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Inicialmente, recordemos que dados dois pares e~f (9, ¢}, (%, ), pelo que vimos no final
da secdo 2, podemos aplicar o lema do div-rot aos campos (1(2%), g(z%)), (g(2t), —7(25))

para obter a relagdo de comutatividade

(4.1) (v, 13 — Mg} = (v, (v, @) — (v, {v.9)

onde pomos ¥ = vy ;.
O seguinte resultado é o ponto de partida de nossa andlise das medidas de Young para

o problema que estamos tratando.

4.1. LEMA. Seja R = [o,at] x [87,8"] o retingulo minimal contendo Sptv. Entdo
existe ap € [a™, o] satisfazendo o seguinte:

(i} Para todo par e—f de tipo Leste (1, q1), e limite o > ag vale
(42) (Vv 77L) = (Vv QL) =0

(ii) Para quaiquer dois pares e—f (m1,q1), (70, go), © primeiro de tipo Leste, o segundo

de tipo Qeste com limites o® , ®< ap € > o~ temos

(4.3) (vyqL) = e{v,m),

(4.4) {v, g0} = c{v, 10},

para uma mesma constante c¢.

PRrovA: Daqui até o restante desta secfio vamos nos preocupar apenas com o caso em que
{ot,87) = (0,0) j que se (a*,8™) 5 0 entfo as entropias de tipos Leste e Sul séio também
suaves em R sem precisar que imponhamos qualquer condigio sobre os dados. A anilise
neste dltimo caso pode entdo ser feita exatamente como no capitulo anterior.
Suponhamos o~ < a™. Como as entropias de tipo QOeste e limite < 0 nfo apresentam
nenhuma modificagio em relagio ao que vimos no capitulo anterior, vale que podemos
sempre obter uma entropia Qeste np com limite arbitrariamente préximo de o~ tal que
{v,m0) > 0. Entfo, igualmente ao que acontecia no capitulo anterior, para todo par e—f

{71, ¢r) do tipo Leste e limite em (o™, ot} temos

(4.5) (v, qu) = ey L),
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para uma certa constante ¢. Se pudéssemos sempre conseguir uma entropia Leste com
limite arbitrariamente préximo de at tal que (v, 7} > 0, entdo uma relagfio andloga a
(4.5) valeria para todo par e—f de tipo Oeste com a mesma constante c. Assim, terfamos
(4.3) e (4.4) com ap = a~. Porém, agora, nada nos garante que isto seja verdade.

Seja oy o fnfimo dos o* € (@™, '] para os quais

(4.6) (Va WL) =0,

para toda entropia de tipo Leste e limite o*. Assim, (4.6) vale para toda entropia de tipo

Leste e limite o > ag. Por (4.5) obtemos que

(4.7) (v,q) =0,

para todo fluxo de tipo Leste e limite @ > ap. Por aproximagfio (4.6) e (4.7) valem para
todos os pares e-f de tipo Leste e limite & > ap.

Por outro lado, se @' < oy entdo existe uma entropia Leste de limite of, 1, tal que
{v, i} > 0. Assim, do mesmo modo que no capitulo anterior, chegamos a conclusio que
para todo par e-f de tipo QOeste (75, go), de limite @ < o, vale

(v, 90} = e{v,n0),

com a mesma constante que em (4.5). Fica provado o lema.

Vamos agora provar o andlogo do teorema 3.4 do capftulo anterior. Fagamos

OA
2 OA
T

p=1I
4.2. TEOREMA. Suponhamos o~ < at. Entdo, para todo a € (o™, o) temos

PRrovA: Seja op como no lema 4.1. Se « # o entfo, para € > 0 suficientemente pequeno

teremos o — ¢, o +¢e < ap ou @ —¢, a+ £ > ag. Assim, tomando dois pares e—f, um de tipo
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Leste e limite o + ¢, outro de tipo Oeste e limite « — &, com dados apropriados, usando
as representacdes integrais (3.19), (3.22), e procedendo exatamente como na demonstraggo
do teorema 3.4, capitulo HI, aplicando-se o lema 4.1, obtemos (4.9). Fica faltando provar
{4.9) quando o = ay.

Vamos provar que cp = . Suponhamos por absurdo que o~ < ap. Entéo, por (4.4),
tomando dois pares e-f de tipo Qeste e limites o™ — 5, 0™ — 2, com 0 < £ < 3";—“—, (n,q),

(7,9) temos
(@.10) (v, — Ta) = 0.

Assim, tomando dois pares e—f desta forma, com dados semethantes aos que aparecem na
demonstragio do teorema 4.3, capitulo ITI, e de novo adotando o mesmo procedimento ali

adotado, obtemos
(4.11) Dmi{a™) =0.

Portanto, neste caso temos que (4.9) vale para todo & € (—~00,ap). Mas isto implica
que mi(—o0,cp) = 0, donde facilmente obtemos que mr(—o0, ag) = 0. Isto nos d4 uma
contradi¢do e, portanto, devemos ter ap = .

O teorema acima e o resultado andlogo para mi/, com ¥ = I%%’}}V nos déo que

SptC{(a",ﬁ_), (a_1ﬁ+)’ (O-'+HB#)! (O£+,,G+)}.

Fagamos 4; = (o™,87), 42 = (@™,87), 43 = (a*,87), Ay = (o, 87).
Pela demonstragiio do teorema 3.6, capitulo III, concluimos que se ¥ pde massa dife-

rente de zero em todos os 4;, i=1,...,4, entdo devemos ter

[0

B = = 0 sobre 4,43 ou — 9 = 0 sobre AzAy,

(4.12) 5

uma vez que para demonstrar (4.12) precisamos usar apenas entropias de tipo Oeste e

Norte. Portanto, v 56 pode estar concentrada em no mdximo 3 dos pontos A;, i=1,... ,4.
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Se v(A;) = 0, para i # 3, entdo mostramos, exatamente como foi feito no final do
capitulo anterior, que v, na verdade estd concentrada em no maximo dois pontos contiguos.
Continuando com o mesmo procedimento que 14, chegamos a que v estd coﬁcentrada, de
fato, em apenas um ponto.

Se, por outra, tivermos v(A3) = 0 e A3 = (0,0) néio podemos usar o mesmo procedimento
para mostrar que v esti concentrada em no maximo dois pontos. Neste caso procedemos
da seguinte forma. Inicialmente, provamos que ¥(Az) =1 ou v(43) =0

Para isto, tomamos um par e-f de tipo Qeste, (10, go), de limite @ € (o™, at) e dados

em 3 =0, de tal modo que np{A4;) = go{4;) = 0. Isto obriga que

(4.13) f s02 (0 at=0, #o)=0,

onde ¢ é o dado sobre # = 0. Da mesma forma, tomamos um par e — f de tipe Norte,
(v, qw), de limite 3 € (8,87%), e dados em a = 0, de tal modo que ny(Aq) = gn(44) = 0.

Isto obriga que

(4.14) f w(t)a*z(w)dt— 0, $(8*) =0,

onde % é o dado sobre aa= 0.

Agora, pedimos que 7o(As) = gv(42) =1 e gv(Az) = 0. Isto impde que

(4.15) [‘_-'Jl(mz)at(t)dtﬂ
‘B"‘

(4.16) fﬁ Lot Ax)(t) dt =
ﬁ‘f‘

(4.17) , Ja(t, Ag) () dt =10

onde L; e J; sdo as funcdes I e J das representacdes integrais dos pares e—f de tipo 4,
i=1, 2.
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Se tivermos que os conjuntos de fungdes

(A d2), 2,0

(- ), Ll ), 20,0

s&o linearmente independentes, entdo podemos escollier ¢ e 9 de tal modo a termos (4.13)
— {4.17). Esta verificacfio pode ser feita sem grande dificuldade.

Portanto, tomando (1o, go) e (7w, gn) como descrito acima, a relagdo (4.1) nos dard
v{Ag)? = v (A,)
e, assim, v (42) =1 ou v (Az) = 0.
Logo, ou v estd concentrada em A; ou
Sptr C {A;, A4}

Neste ltimo caso mostramos que v estd concentrada em apenas umn dos dois pontos 4,
A4. Fazemos isto, simplesmente, tomando, por exemplo, duas entropias de tipo Oeste com

limite @ > o™, (n,q), (7, 7), ¢ dados na reta # = () satisfazendo

(4.18) "N i a=0, a1,
(419) [ Zaosga=1. da)=o,

sendo ¢ o dado para 77e @ o dado para 7. Teremos entdo 7(A;) g (A1) - (A g(d) =1
e, pela relagio de comutatividade (4.1), segue

V(4 = v (4).
De novo, devemos ter v (4;) =1 ou .y(Al) = 0. Em qualquer caso, chegamos & conclusiio

desejada de que v é uma medida de Dirac.

Os resultados desta seciio, junto com os das se¢bes 2 e 3, nos ddo o seguinte.

4.3. TEOREMA. Suponhamos que z satisfaga (2.9). Entdo existe uma seqiiéncia {2°} de

solugdes de (2.10), (2.2) convergindo para uma solugéo fraca do problema (2.1), (2.2).
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Capitulo V

O Problema de Cauchy
para os Sistemas z,+ Z)=0

1. Introducao.

Neste capitulo apresentamos a aplicacio da teoria da compacidade compensada & re-

solugao do problema de valor inicial

(1.1) 2+ () =0,

(1.2) 2(z,0) = zo(x),
com (z, f) € R x R,z = u+ iv € C (veja [33], [15]).

Como na segfo 2 do capitulo anterior definimos

m

Provaremos que se 1 < 7 < 2 e zp satisfaz
(1.3) 20 € L N LAR;R?), z(x) € K ¢.tp z €R,

entdo o problema (1.1), (1.2) possui uma solugiio fraca.
Novamente, procuraremos obter uma solugio de (1.1), (1.2) como limite de solugfio para

o0s problemas

(14) 2+ (27): = €Zzx,

(1.5) z(z,0) = zj(=),
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quando € — 0, onde z§{(x) = z{z) + ¢V sendo V um vetor constante apontando para
interior de X.
Vimos no exemplo 2 da seciio 1 do capitulo anterior que o sistema (1.1) admite como

um par de invariantes de Riemann as fungdes o, f dadas por

(1.6) a=—r"" gen? (774_19) ,
1.7 B =7 cos? (1%_»}- ) .

Os autovalores de (1.1) sdo
(18) Al = —1‘7_[ = —/\2.

Vemos assim que (1.1) é nio-estritamente hiperbélico, jd que em (0,0) temos Ay = Ag =

A equagio das entropias para (1.1) é, de novo, a Euler-Poisson-Darboux

g k 8 g
(1.9) Wﬂ— m (5; - %n) =,

com k = %{’H'_—i Para y> 1, temos 0 < k < 1.
O fato importante que ocorre em relagfo ao sistema (1.1), que faz com que o estudo do
problema (1.1), (1.2) niio possa ser feito exatamente como o do problema (2.1}, (2.2) do

capitulo anterior, e que nos forga a restringir -y ao intervalo [1,2), é que as regiSes convexas
K n{z|la(z) € —a}n{z| - 8(z) < -},

com ¢, cp > 0, desta feita, nio sdo limitadas. Isto faz com que ndo consigamos regioes
invariantes limitadas para (1.4), (1.5). Assim a sequéncia {2¢} das solugBes de (1.4), (1.5)
(R x RT;R?).

Em lugar das medidas de Young obtidas a partir de uma sequéncia imitada em L* temos

que obtemos aqui no sera uniformente limitada em L™ mas sim em L2,

que usar aqui medidas de Young construidas a partir de uma sequéncia limitada em L*.
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Estas #ltimas estio definidas apenas para fungdes de ordem de crescimento menor que 2 no
infinito. Por isto, a fungfio de fluxo em (1.1) tem que atender a esta condigio sobre a ordem
de crescimento, o que impde ¥ < 2. De um modo geral, quando estivermos analisando as
medidas de Young, teremos que, a todo momento, estar atentos & ordem de crescimento
das funcBes s quais elas estio sendo aplicadas.

Nas préximas segbes vamos proceder & resolugiio de (1.1), (1.2) que serd bastante facili-

tada pelos resultados j4 obtidas na solugio do problema (2.1), (2.2) do capitulo anterior.

2. O Problema (1.4), (1.5).

A solugiio do problema (1.4), (1.5) é obtida com base nos resultados da segfo 3 do
capitulo II. O dado inicial z§ toma valores no interior da regifio K. Assim para cf e &

adequadamente escolhidos temos que z§ toma valores na regido
B¢ = K 0 {z]2(2) < —¢,~B(z) < —5}.

Definimos F:R®? — R? pondo F(z) = %7 se z € B* ¢ fora de B* de tal modo que F seja
de classe OV em todo R? com N >> 3. Consideramos inicialmente o problema de valor

inicial para o sistema
(2'1) z+ F(z)z = €Zzz,

com dado em t=0 (1.5).

Primeiro, usamos o teorema 3.2, cap II, para obter uma solugéo local do problema (2.1),
(1.5). Entilo, verificamos, usando as férmulas para ec e 8 em (1.6), (1.7), que a regifio B*
satisfaz as hipéteses do teorema 3.5, cap II, sobre regides invariantes. Como a solugéo local
de (2.1), (1.5) pode ser considerada tiio suave quanto quisermos (podemos, se necessério,
fazer também uma “mollificacdo” em z), entdo a regifio B¢ é invariante para o problema
(2.1), (1.5). Logo, na verdade, temos uma solugdo local de (1.4), (1.5), j4 que F(z) = Z7
nesta regiao.

O passo seguinte é usar o teorema 3.4, cap. II, para obter uma solugao global de (2.1),

(1.5), e, pela invaridncia da regifio B¥, concluir que a mesina é solugio global de (1.4), (1.5).
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Neste ponto devemos ter um cuidado especial com as constantes que aparecem impondo
limitagdes ao dado inicial nas hipéteses do teorema 3.4, cap II, para saber, em particular,
se elas dependem ou ndc de €. Uma verificagiio cuidadosa que omitiremos aqui (veja [33])
prova que estas constantes nio dependem de €, se 1 < v < 2, e os dados iniciais podem ser
tdo grandes quanto gquisermos.

De passagem mencionamos que nesta aplica¢do do teorema 3.4, cap. II, estamos usando
de novo o fato de que, por ser simétrico, o sistema (1.1) é dotado das entropias estritamente

convexas
(22) n(2) = Iz — VI = (u— e WP + (v— e K)%,

onde V= (Y, ¥) & o vetor constante que usamos para pertubar o dado inicial.

O fato de que 7f em (2.2) é uma entropia para (1.1) nos dd também que a sequéncia
{z* — £V}, formada com as solugbes de (1.4), (1.5), obtidas como descrevemos acima, é
uniformemente limitada em L2(R x [0, T]; R?), para tode T > 0. Isto segue dos seguintes

cdlculos de rotina:
1 (2)ek gu (2)e = €ViZE,
(2-3) = E(V"?fz;)n: - Ev277§:(z;13;)

< e(Vrnpzi)z

integrando, obtemos

f " (s D) < / " 0 (ole)) da,

—0a —

e, portanto,
(2.9 J[ et ar< T [~ dof)ie,
Rx[0,7) —20

onde fazemos 7{(z) = u? -+ .

Como & usual, integrando a segunda equagio em (2.3) sobre R x [0, T'], obtemos que

i

(2.5)  {+/e z£} é uniformemente limitada em L3R x [0, T);R?), para todo T> 0.
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A propriedade (2.5) nos di que, para todo par e-f (n,q), de classe C?, da ordem de
crescimento no infinito menor que 2, e tal que as derivadas de 7 até segunda da ordem

sejam limitadas, temos
(2.6) 6%77(32) + a%q (%) € { compacto de Wl‘nlc’2} .
Com efeito, da equaciio

(2.7) W2)e+ 42 = e(Viel)e — €97 n(2;, 25),

vemos, do mesmo modo que no capitulo IT, que no membro & direita o fator e(Vnzf):

1,2
loc

fica num compacto de ¥ e o fator eV2n(zt,25) fica num subconjunte limitado de
M($2), para todo 2 C R x B, aberto limitado. Isto nos d4 que o membro & direita
fica num compacto de W;,lc"’ , para algum p € [1,2) (teorema 4.1, cap I}. Por outro lado,
como 1 e ¢ tem ordem de crescimento menor que 2, a desigualdade de Holder nos da que
{n(z%)s + q{2%)=} é limitada em W17, para algum r > 2. Logo o teorema 4.2, cap I, nos

d3 que 7(z); + q{z%), fica num compacto de W 2.

loc

2.1 DEFINIGAO: Diremos que um par e-f (n, f) para (1.1) é admissivel se i e g sdo de
classe C?, t8m ordem de crescimento no infinito menor que 1 ¢ % possui derivadas até
segunda ordem limitadas.

Seja {v;,} & familia parametrizada de medidas de Young construida a partir da sequéncia
{2}, uniformemente limitada em L% (R xR*; R%), com base no teorema 2.4, cap. 1. Dados
dois pares e-f admissivels para (1.1), (%, ¢), (%, 7), o lema do 'div-rot, tendo em vista (2.6),

aplicado aos campos (1, ¢), (g, —7), nos d4 a relagio de comutatividade

(2.8) (V’ ﬂ?-‘TM) = (V, TI)(Vﬁ) - (y,"-ﬁ)(y, @,

onde ¥ = v y.

Na préxima secdo mostraremos que v é uma medida de Dirac, seguindo de perto o que

foi feito nas se¢Bes 3 e 4 do capitulo anterior.
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3. Analise das Entropias e das Medidas de Young

A equacio das entropias (1.9) é da mesma forma que equagdo (3.1) do capitulo anterior,
sendo que agora temos 0 < k < §,jdque k=t el <y<2.

As entropias de tipo Leste e QOeste s80 de novo dadas por

60 wwm= [ (E2) m (L2 (464 Ee)

se 0 dado ¢ é definido na linha 8 =0, e

6 o= [ (522) 7 (52D (s + fo) e

se o dado ¢ é definido na linha 3 = 8*.

Férmulas andlogas valem para as entropias de tipo Sul e Norte.

Um aspecto interessante do caso que estamos tratando é que, desta feita, a funcio
H(e) = F(1 — k, k,1;0) admite a representagio integral

3.3) H(o) k1] = 8)7*(1 — os)* 1 ds,

1 1
~ TR - 5
pois agora temos atendida a condigio sobre os pardmetros a, b, ¢ em F(e, b, ¢; o), Re(c) >
Re(b) > 0, para que uma tal representagéo seja vilida em Re(s) < 1 (veja [46, cap.XIV]).
Em particular, a expressio (3.3) nos diz que o integrando na férmula para n em (3.1)
{ou (1.2)) pode ser feito estritamente positivo em qualquer faixa (&' — ¢, ¢ +¢€) X [0,00),

com & + € < 0, desde que tomemos a fungio

Ho) = §(@) + 24(a) = () F (o) o)),

sendo estritamente positiva no intervalo (¢f — ¢,/ + €). Além disso, 7 assumird apenas
um sinal desde que isso ocorra com é. Este fato mostra que sempre é possivel conseguir
entropias de tipo Qeste positivas e niio se anulando numa faixa (@' — ¢,& + €) x [0, 00),

com o« + € < 0, arbitrariamente escolhida.
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Vamos analisar o crescimento das entropias de tipo Leste e QOeste quando |a| +|8]| — oo.
Para as entropias de tipo Leste, ||+ 13| — co com (&, 8) € Q, 56 é possivel se § — +-c0.

O fator (8 — &)~* cai a zero com ordem k quando § — +oco. Se a <0, o fator H (), com

a—z)8

o= —z{f—uo)?

é limitado quando 3 — oo, pois nesse caso ¢ ~ £Z e 0 < X < 1. Sea=0
e f é grande, podemos pensar 7 dada por uma expressio como (3.2) com B* > 0. Fazendo
o= %g—"_f%, temos de novo que o fator H{e) é limitade pois quando S — +oo temos

o~

= e 0 < =% < 1. Portanto, temos que as entropias de tipo Leste sfio (8 —a)7*0(1)
quando 8 — +co.

Para as entropias de tipo Qeste a andlise do fator H (o) tem que incluir ainda dois outros
casos: quando @ — —oo e  permanece limitado, e quando & — —oco e f — +00. No
primeiro caso temos que o ~ '% e % < 0. No segundo, & ~ —co. Em qualquer dos dois
casos, pela representacio (3.3) vemos que a fungio H{o) fica limitada.

De novo, entdio, temos que as entropias de tipo Qeste sio (8 — a)~0(1).
Pelas formulas
B8q dn 6q ]

%’— IBE, 35 2%1
M= ~CH)B — @ = s,

vemos que g = 0(1)(8 — a)*, quando |8] + |a| — oo. Assim, as férmulas (1.6}, (1.7), para
a e 3, nos dio que ¢ tem ordem de crescimento k(-y+ 1) < 1 nas varidveis u, v.

O fato de que as derivadas de 7 até segunda ordem sdo limitadas decorre também da
formula (3.1) e do estudo da regularidade de 5 préximo de (0,0), feito na secio 3 do capitulo
anterior. Assim, temos que os pares e-f de tipo Leste, Oeste, Sul e Norte construidos como
na segio 3, cap.lV, sio admissiveis.

Recordemos as representagSes integrais para as entropias de tipo Leste e Oeste:

(3.2) WauB) = I Poa) + [ I(tuB)e(0a,

com

(33) 1) ﬁ)k,



- — k-
(3.4) J(t o 8) & (;ﬁ_(—a)tl:H’(a),
e
(3.5) o) = K@) + [ Liha )0
com
(3.6) K(a,8) ¥ M (e, )] (@),
@) £(t0,8) En (6806 .8) - 2 18)1(48)

a 8J
+ /e /\l(s,ﬁ)a—a(t, s,0)ds.

Seja R = [a~, @] x [87,4"] o retingulo minimal contendo o suporte de ». Desta feita,
podemos ter o = —00,8% = 400, Pelo que dissemos acima, se ¢~ < o, sempre &
possivel conseguir uma entropia de tipo QOeste np, tal que {v,7p} > 0. Portanto, wm
resultado idéntico ao lema 4.1, cap IV, também vale aqui, com demonstragio inteiramente

idéntica. Mais ainda, temos de novo o seguinte resultado.

3.1 TEOREMA. Suponhamos o~ < at. Entéo, para todo t € (o, at) temos
(3.8) Dmi(t) =0,

=72 94
onde# =1 SV

ProvA: Seja ap como no lema 4.1, cap I'V. Fixemos ? % ap. tomemos ¢ > 0, arbitrari-
amente pequeno, tal que ou t— €, 4+ € < o, ou t— ¢, ¢+ ¢ > . Procedemos como na
demonstragdo do teorema 3.4, cap III, tomando wm par e-f (7, g) de tipo Leste e limite
t—e¢, e um par e-f (%, 7) de tipo Oeste e limite ¢+ . Pomos os dados de ambos os pares em
B =0, iguais, no intervalo (t— ¢, £+ €), aos dados escolhidos na demonstracio de teorema

3.4, cap II1. Facamos o' = t— ¢,& = £+ e. Das defini¢ies de I, J, K ¢ L segue que

(3.9) Iafn) J! Jt; Ja! JC!O! =0(1)1
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(3.10) K, Koy L, Ly, Loy Loa = (8 — @)*0(1),
para ¢ arbitrariamente pequeno. Obtemos entdo que

T~ T = L e, B)1 (e B0 (o) +0(9p (@)

+0(e)p (a)(8 — a)F,
onde

pi(e) = (@— )" (a—a')*.
Aplicando v e usando que {¥, g — 7ig) = 0, obtemos

0< <u, Iz%p‘> < 0(e) {{r, 0} + (v, (B — a)*p)}.

Definimos
v = (8 - a)v
Dividindo, por € e fazendo estimativas bvias obtemos
1 2 8)\1
0< p <V,I B Xlt-3.0+§1xR

<C {(V, X[t—e,Ht]xR) + (Vu B- a)kX[t—e,H-c]xR)} 3
onde x4 ¢é a fungio caracterfstica de A.

Tomando o limsup quando € — 0, obtemos

(3.11) 0 < Dmo(t) € C{mr(t) + mv* (8} < +oo.

Portanto, se Dmi(f) > 0 entdo ou mu(f) > 0 ou mr*(f) > 0. Em qualquer dos dois

casos teremos que £é um ponto singular de m 7 e, assim, Dm#(t) = +00, 0 que nos d4

uma contradiciio com (3.11). Assim, para t # oy temos Dmp(f) = 0. Agora, da mesma

forma como na demonstracio do teorema 4.2, cap. IV, mostramos que, necessariamente,

oy = & .

Os passos restantes para mostrar que ¥ é uma medida de Dirac sio idénticos aos do final

do capitulo anterior. Portanto, temos o resultado:

3.2 TEOREMA. Suponhamos que % satisfaz (1.3). Entdo existe uma sequéncia {2} de

solugdes de (1.4), (1.5) convergindo q.t.p. para uma solugdo fraca de (1.1), (1.2).
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Capitulo VI

O Sistema da Dinamica dos
Gases Isentropicos

1. Introducido.

Neste capitulo apresentamos aquele que é, talvez, o mais notével resultado obtido com
a aplicagfio da teoria da compacidade compensada aos sistemas de leis de conservagio.

Trata-se de uma anélise devida a DiPerna [11] relacionada com o sistemna

pit (puw):=0

(1.1)
(pwe+ (pil + p(p)) =0,

que representa as leis de conservagiio da massa e do momento para um gés isentrdpico
(entropia constante). Aqui p ¢ a densidade de massa, u a velocidade e p a pressdo. O gés
¢ dito politrépico se admite uma equagio de estado do tipo p(p) = %’, que é 0 ¢caso que
consideraremos aqui :

O sistema (1.1) é equivalente a

pit my=0
(L1) 2
m:+(—+P(P)) 0,

14 z

onde m = pu é 0 momento por unidade de volume.
Em coordenadas Lagrangeanas, isto é, coordenadas (y, ¢), com y dado implicitamente

por
=(v,9)
y= A p(s, t)ds,

o sistr1aa {1.1) se transforma em

U — Uy =0
(1.17)
v —pv)y=10,
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onde v =p~! é o volume especifico.

Suponhamos dada a seguinte condigdo inicial para (1.1)

(1.2) (p(z, 1), ulz, t))lho = (po(2), w(z)) ,
com g, pp € L*(R) e po(z) 2 0, a.t.p. zER.
O teorema de DiPerna para o sistema (1.1) afirma que, no caso em que 1 < v < g, se

tivermos uma seqiiéncia de solugdes aproximadas de (1.1), (1.2), {(o%, v*)} tais que

1% lloo + Nl lloo < M,

pF20,
entiio, passando a uma subsequiiéncia se necessério, temos que (p®, v*) converge fraco-*
para uma solugdo (p{z, £}, u(z, §) de (1.1}, (1.2).

Este resultado é obtido através de uma andlise sobre o suporte das medidas de Young
associadas X seqiiéncia {(p%,u%)}, como é usual nesta teoria. Mais especificamente, a
anilise de DiPerna mostra que o suporte destas medidas ou se reduz a um ponto, ou esta
totalmente contido na reta p = 0. Como as fun¢des nio-lineares nas varidveis (p, 1) que
aparecem em (1.1) se anulam em p = 0, estas duas alternativas nos ddo a convergéncia
fraco-+ de (p°, ) para uma solugdo fraca de (1.1).

Inicialmente, podemos facilmente verificar que (1.1) possui autovalores
(13) A1=H—C, A2=U+C,

onde ¢ = 1/ 7/(p), e admite como invariantes de Riemann o par (a,8) dado por

p
¢
a:u-—f = d,,

(1.4) p”
ﬂzu-[—/ §dp.

Para um gés politrégico temos

] -
o:=u—%, )\1=(7:1)a+(347)ﬁ,
(1.5) ,
et B
B=ut"g l="" Bt—F o
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Estes invariantes podem ser obtidos facilmente através do seguinte raciocinic heuristico.
O sistema (1.1”) é obtido a partir de (1.1) por uma transformacio (z, ) — {y, ¥ que,

“ o tempo representae fodas as entropias”,

portanto, preserva a varidvel tempo. Agora,
no sentido seguinte: se tivermos uma solugdo (x, £} — (w, v) para um certo sistema 2 x 2
de leis de conservagao, e pudermos tomar a inversa (u, v) — (z, £}, entdo #(u, v) serd uma
entropia para este sistema, com fluxo associado z(w, v). Assim, como a transformacio
{z, % = (3% que leva (1.1) em (1.1%) preserva o tempo, entdo concluimos que (1.1) e
(1.1") possuem as mesmas entropias, respeitada a relagio v=p~!. Agora, estas entropias
satisfazem uma equacgio hiperbdlica de 22 grau e, de modo geral, os invariantes de Riemann
podemmn ser definidos como as coordenadas (o, 3) que pGem esta equagdo para as entropias
na forma canénica onde a parte de 2? grau se reduz ao termo com derivada mista %.
Portanto, os sistemas (1.1) e (1.1") devem possuir os mesmos pares de invariantes de

Riemann, sempre levando em conta a relagio v = p~L.

Por outro lado, o cdlculo dos
invariantes para (1.1") pode ser feito muito rapidamente ji que é um sistema de tipo
conjugado, o mais simples possivel.

Podemos facilmente verificar que a equagio das entropias para (1.1) nas varidveis (a,3)

é a Euler-Poisson-Darboux

k p—
(1.6) 7 (I8 — M) =0,

com indice & = 3 @T{-‘{l No caso que vamos tratar aqui, 1 < 7 < £, temos k < 0.

Verifica-se facilmente também que (1.1) admite a entropia (energia mecinica)
1 ' p
(1.7) (o, u) = Zp +p L

que, no caso em que pip) = %’, tem a forma

p? m?

' _1 _ pT
1.7 wod = g0v e T = 5 -

e é estritamente convexa nas varidveis (p, m) quando 1 < v < 2,
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A existéncia de uma entropia estritamente convexa é um fato de importincia decisiva

para a demonstragio de que
9 e 8 e g 12
(1.8) 5}"7(}9 )+ aq(p , 4} € { compacto de W%}

para pares e-f suaves. Recordando a maneira usual de demonstrar (1.8), vemos que para

tal devemos ter, nas varidveis (p, m),
(1.9) [v* < G, V%,

como formas bilineares, onde 7, é a entropia estritamente convexa associada ao sistema
em questio. Quando V27 é limitada, (1.9) decorre imediatamente da convexidade estrita
de m,. No entanto, como em p = 0 a equagio (1.6) ¢é singular (3 = @}, em geral, as
entropias para (1.1) serfio também singulares em p = 0, i.e., V7 serd ilimitada préximo de
p = 0. Como isto também ocorre com 1,, a desigualdade (1.9) serd satisfeita para aquelas

entropias para as quais
1 -1
(V*n) (V) (Vin)

for limitada uniformemente, nas varidveis (p, m). A limitagio
(1.10) (V20,) " H(VI)(Vin) 5| < G,

pode ser verificada em cada ponto (p, m) em qualquer base de R?. Consideremos os au-

tovetores para (1.1)

n=Lx) =029,
(1.11) ?
rp=(1,A) = (1,—23+c)

De um modo geral, se tivermos um par linearmente independente de autovetores para um
sistema 2 x 2 de leis de conservagiio como (1.1'), estritamente hiperbélico, se # for uma

entropia duas vezes diferencidvel para o mesmo vale:

(1.12) Viq(ry, ) = 0.
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Isto se verifica da seguinte maneira. Diferenciando a relagio V¢ = VoV, obtemos
Viq = ViqVf + VoVif.

Como V2q e VV2f sdo matrizes simétricas, temos que V2V f tembém é simétrica, ou

seja,
(1.13) VigV§ = 'Wfvig.

Multiplicando (1.13) por r; pela direita e por 7; pela esquerda obtemos
(1.14) MVEn(ry, 1) = 2V n(ry, 2).

A hiperbolicidade estrita nos d4, entfio, (1.12). Portanto, denotando B = (V2n,)1/2, temos
_que { "—g};lﬁ, "%ml"} ¢ uma base ortonormal de R2. Assim, fazendo

A= (Vi) 2 Viqg(Vn) 2

a verificagdo de (1.10) se reduz a obtermos O > 0 tal que

Br;  Bwy
A_"—"l-) T < Ca i= 11 2!
K 187l I|BT:'||>’

ou seja,
(1.15) [Vin(ri, 7)| < CV2p(rer), i=1,2.

Agora, (1.1) deixa de ser estritamente hiperbélico em {p = 0}. No entanto, se (1.10) vale
para uma regido limitada qualquer em {p > 0}, por continuidade (1.10) valera no fecho da
mesina regido.

Assim, satisfeita a condigde (1.15), 6 que nos d4 (1.10), obtemos, através de procedi-
mentos descritos em capftulos anteriores, a propriedade (1.8).

A condigio (1.10) representa, assim, uma restrigio no universo de entropias das quais
podemos dispor para a andlise das medidas de Young. Ainda assim teremos entropias em

niimero suficiente, como veremos a seguir.
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2. Entropias Admissiveis para (1.1).

Dados dois pares e-f (m,¢), (7, f) com 7 e 7 satisfazendo (1.10), temos a relagio de

comutatividade

(2'1) (V! g — "_]‘I) = (V1 77) (V!a) - (Va ﬁ) (V! Q) ’

onde v = v;; é a familia de medidas de Young obtida a partir da seqiiéncia aproximadora
(p®, +¥), como conseqiiéncia de (1.8) e do lema do div-rot. Nesta segao descreveremos como
& possivel obter pares e-f com esta propriedade, aos quais DiPerna denominou pares fracos
e as respectivas entropias como entropies fracas.

Voltemos a equagio da entropia (1.6)

k
Waﬁ_ﬂ_a("?ﬂ—'f?a)=ﬂa

onde temos k = _T] %E'{ < 0, no caso que tratamos aqui, 1 < ¥ < % Antes de analisar

(1.6), consideremos a equac¢io semelhante

kl’

-

(2-2) e~ 5 (p—Ba)=0,
com k' > 0, desta feita. .
Podemos obter infinitas solugbes para (2.2), na regido 8 — a > 0, do seguinte modo.

Suponhamos que (2.2) admita solugio da forma

(2.3) n(e,8) = of (2=5).

o

Substituindo em (2.2) e arranjando os termos segue

(1~ a_;q) i (a_;g) + (n— 1+1c'(0t2+"{3 - 1))1:: (a;ﬂ)

, o a \ _
w251 (525) =0
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Fazendo o = 222, obtemos

(2.4) o(1 = o)f"(o) + (2K — (—n— K + 1)a)f'(o) + nk'f (o) = 0.
Recordemos a equagfio hipergeométrica (veja [46, cap.XIV])

(2.5) o1 — o) f*(0) + {e = (a+ b+ 1)o}f'(a) — abf(c) = 0.

A solugdo de (2.5) analitica em [o| < 1, com f(0) =1, ¢ a fungdo hipergeométrica f(o) =
F(a, b, ¢; o). Vemos facilmente que (2.4) § uma equagio hipergeométrica onde a = —~n, b=
k', ¢ =2k Portanto, (2.4) admite como solugio a fungdo f(¢) = F(—n, &', 2k"; o). Agora,
como j4 foi mencionado no Capitulo V, quando Re(e} > Re(h) > 0, como é o caso j& que
supomos k' > 0, temos para F(e, b, ¢; o) a representacio integral

O —. 5 fo 11— B (1 — )b,

Mor{c—
Assim temos para f(o) a representagio

rx
£0) = T

1
f 101 — 9-1(1 — 8o)"do,
4]

Retornando a {2.3) obtemos solucdes de (2.2) na forma

_ F(?k’) ! & -1 k'-1 — "
(e, B) = @ fy o (1 -8 (a—6(@—pB))"dp.
Assim, por linearidade, para todo polinémio p(¢) podemos obter uma solugdo de (2.2) da
forma
_ I(2K)

1
W) = Fg [ (U= 0 ple— O )

Por densidade obtemos que para toda fungiio C2, é(4), temos uma solugio de (2.2) da

forma

s 1
(26) Wed) = g [ 00 - 6 ol Ofa = )b,
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Agora, nio §é dificil ver que 7{c, 8) dada em (2.6) é solugdo do problema de valor inicial

para (2.2) com dados
ﬂ(aaﬁ)|a=g=; = ¢(1),

lim (8 — o)™ (5 — ma) =0.

f-a—0
Retornemos agera a equagio (1.6) onde temos k& < 0. Suponhamos que
@.7) (e, 8) = (6 — )7,
para algum d € R. Substituindo em (1.6) obtemos

29) o = 2 (1= )~ L 0.

Assim, para que tenhamos o coeficiente do termo de ordem zero em (2.8) igual 2 zero,
devemos ter d = 0 ou d = 1 — 2k. Neste iltimo caso # satisfaz uma equagio como (2.2)
com

K=1-k>0.
Portanto, pelo que vimos acima, (1.6) admite solugdes na forma

(2.9 n{e, B) = const.(f — a)! % fol 8751 — 0)*¢(a— 8(a— B))d8,

para toda fungio G2, ¢.
Agora, nio é dificil ver que 5 dada por (2.9), para “const.” adequadamente escolbida, é

solugdo do problema de valor inicial para (1.6) com dados

(2.10) Moy =0,
(211) ﬁlif_l'n ﬂ'(ﬁ - 0’)% (nﬂ - 'fln)l‘,:ﬂ:t = ¢(t) ’

2%
onde a = (3'4_—1) , que sdo equivalentes, em varidveis (p, u), aos dados

(2.12) 7(p, u)|P:u =0,
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(2.13) g 2 (o, 1) = 60

De passagem observamos que quando 0 < &' < 1 entfo a equagdo (2.2) admite solugtes
com representacio integral da forma (2.6) e da forma (2.9), com &' =1 — k.
Esquecendo a constante em (2.9), estudemos as entropias para (1.1) dadas pela férmula

{(2.9). De agora em diante vamos analisar o caso em que «y € da forma

, N=2m+41, m2>1, inteiro .

2
T=1+ﬁ

Os resultados que daremos aqui podem ser estendidos a qualguer -« no intervalo (1, g],
porém as complicagdes técnicas aumentam significativamente (veja [2 — 3]).

Portanto, temos —& = m, e, entdo,

1
(2.14) 2enB) = (8 — @) fn 1601 — &)™ d(cx + (B - )6)db.

Fazendo s == & + (¢, 3)8, obtemos

a3
(2.15) 7o) = f (8 — 5)(s — )™ ¢(s)ds.

Estudemos a expressio em (2.14) para a escolha ¢ = D¥"4). Usando a regra da cadeia

temos

1 . m
2B - a) = @) [ 101~ )" Wt 0 = )0

Integrando por partes m vezes, inicialmente, obtemos
I dm n ™
1B —a)= (1)@ —a) | —=[8(1— O™ — da+ (8 — a)f)db.
o Jdgm dgm

Fazendo outras m integragdes por partes, somos levados a seguinte expressao para 1

(2.16) e 8) = P (e B) = Y as{f — )" Cingia[4),
j=0
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onde

(2.17) Ci[4] = D*p(B) + (=1)*D*9(a), k=0,

'ij
(2.18) Caltl= [ e,

Além dos pares formados pelas entropias do tipo Py dadas em (2.16), dois pares e-f
particulares terso importincia especial na andlise que faremos do suporte das medidas de
Young. Sio eles, Gy = (,%) e G1 = (m,@). A entropia n é obtida fazendo-se ¢ em

(2.15) igual a medida de Dirac concentrada no zero, via um processo ustal de aproximaggo:

(2.19) m(eB) = (—ef)"x,

onde x é a funcgo caracteristica do 29 quadrante, & <0 < .

Obtemos,

(2.20) w(@8) = 2L {(~e)5m + pra(-o))x,

facilmente, usando uma das férmulas

Ji)
(2.21) g=xn- 03D [ ey,

(2.22) g=Aon— -(—l;ﬂ f ’ 7, y)dy,

que decorrem de
dg 5 7] dq , 0

=A== A==
da Ba o
De modo semelhante, tomando uma segiiéncia ¢, se aproximando da derivada da fungdo

6 na origem obtemos o par Gy = (7, q):

(2.23) m = (=af)" (B + a)x,
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- 2 2 _on_ 2
(2.24) o= Uv—]v_]')(_aﬁ)m—l {% N (N(N i}\;)z 1) “16"‘%—})(-

A importancia dos pares (G, G} reside na propriedade

(2.25) ™ — Mo = (—aB)*™x > 0,

2
N(N -1}

que pode ser verificada diretamente por substituicio.
Terminamos esta se¢fio com a verificagho da desigualdade (1.15) (que equivale a (1.10)
“e (1.9)) para as entropias fracas, definidas por (2.14) (ou (2.15)).

Inicialmente, notemos que de
== NpN, = N,

segue que

8- () () (38) ()" (2-3)
8

2/g_ o\ /g a\2 B—a\2P [ g _ 8)2
(ZN) (%+%)+(2N) (% 3
ﬂ‘-a 1+2N 62 32
-6+ (%) (3) - ()
B—a\* 78 8 g-a\Mra 9\
+ const. (W) (%—%)+ const.(ﬁ—l-a)( 2N) (%4-—876—),
& B ,8+C! ,@—O! -2ZN F) 9 2 (ﬂ_a)l—ﬂ\’(a_g_i)
apamﬂ__( ) )(ZN) (%*a_ﬁ“) T\ 3N 9 a2
+ const. (3 — a)™ ¥ (gia‘*_-aa_ﬂ) :

¢ (%) (2+2)
om?  \ 2N o 88/
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As férmulas para os operadores diferenciais acima nos déo, para as entropias fracas (2.14),

—0(1), 2L =o(1),

2
gi- 061, a""a =00, g 1 =007,

Assim, temos que

o o &2 '
Vin(ri, ) = £y 1+ 2)\{6‘()3 r\fa n=0(p™1), i=12

Por outro lado, usando a férmula (1.7) para %, obtemos que

& -1 oy & -1
5;2'%_ 0(p~ )ga—mm—o(ﬂ ),6—m§71r=0(ﬂ )

e, portanto, temos

2

[} &
V2 (T’,T‘)—ﬂ n.‘l"'ZA 7};+A

1y oa
B0 z m=00p""), i=12

* v

Assim vemos que para toda entropia fraca a desigualdade de (1.5) é satisfeita para
alguma constante C > 0, dependendo de 7, em regides limitadas do semi-plano p > 0.
Portanto, as entropias fracas, definidas por (2.14), sfio admissiveis, no sentido da discusséo

feita ao final da se¢iio anterior.

3. Analise das Medidas de Young.

Pelo que vimos acima, dados dois pares e-f fracos (7, ¢), (7, @), vale a relagfio (2.1):

(v 78 = 7ig) = (v m) (1, @) — (W (1 0)-

Denotemos por V a linha {p = 0}. A estratégia aqui serd provar que Spt v estd contido
num conjunto da forma VU P, onde P é um ponto arbitrdrio em p > 0. Podemos supor

sem perda de generalidade que P nfio estd sobre um dos eixos & = 0 ou § =0 (isto ficard
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claro mais adiante). Se v admite a decomposigao v = v| V + adp, entdo tomando os pares
Go = {(m, @), G1 = (1, @) e aplicando a estes a relagio de comutatividade (2.1) (valida

também para limites de pares fracos) obtemos

o(oq — M) (P) = a*(mar — m@)(P),

de onde deduzimos que ou a = 1 e v é uma medida de Dirac, ou a = 0 e v est4 concentrada
em V.

Seja A o menor tridngulo

[(.8):8 < fo,a 2,8 2> a}

contendo a parte do suporte de v que nio estd em V.
Consideremos a medida

b=(f—-a)w.

Mostraremos que as projegdes m i, mp, da medida 7 sobre os eixos coordenados a,f,

respectivamente, satisfazem
Dmi(f) =0, Dmb(t) =0, ap < t< -
Isto implica, naturalmente, que
SptvCc {P}UV,

com P = (ao, )

Observemos que podemos trocar os invariantes «,8 por a+ ¢, # + o, para qualquer
constante ¢ (0 que é equivalente a substituir a velocidade u, por u+ ) sem alterar em
nada o nosso problema, j4 que essa substituigdo ndo altera a equagdo das entropias. Esta
propriedade é conhecida como invariincia Galileana do sistema (1.1). Por isto, podemos
supor que ¢ tridngulo minimal A estd centrado na origem, isto é, ap + 8o = 0.

Comecamos a andlise do suporte de v com o seguinte resultado.
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3.1. LEMA. Se v ndo estd concentrada em V entdo o vértice P do tridngulo minimal A

estd 1o suporte de v.

PROVA: Sejam ¢F, ¢¢ funcBes C? nao-negativas, com Spt ¢° C [ag — €, a0 + g], Spt ¢ C
[Bo—€Bo+e, ¢ > 0em (0 —e,00+€), ¢ > 0em (B — &P +¢) come >0
suficientemente pequeno, tal que Spt v N [oo, 0o + €] X [Bo — &,80) = 0. Sejam o, 7
obtidas substituindo-se ¢ por ¢¢, ¢F em (2.14), respectivamente, e ¢°, T° os fluxos de entropia

associadas, Claramente, temos
(v € —7Fa) =0

visto que Spt (1f,¢°) C (—o0,a0 + €] x R,Spt (F,7) C R x [Bo — ¢,+00), e, con-
seqlientemente,

Spt v N Spt (7T — 7 ¢°) =0

Por outro lado, como A é minimal, devemos ter {v, 7} > 0, {»,7F) > 0. Assim, temos

) _ )

oy )

Agora, em {(,f8) € A, ap £ a £ ap + €} temos ¢¢ = (A + 07, e em {(,f) €
A, Bo—e < B8 < Bo} temos G = (A; +0(g))7F. Portanto, para as medidas de probabilidade
pE,71¢ definidas por

€ By _ (v, hor)
(N !h) - (I/,Tf) 1
—€ _ (V:l”—f)
(I"’ !h - (.U."I‘_?E) )

para toda fungio continua h, temos
(15, A1) = (%, A2} + 0(e) .

Fazendo & — 0, passando a uma subseqiiéncia se necessdrio, temos ¢ — u, g° — 7, onde

u e i sio medidas de probabilidade e é facil ver que

Spt p C {{a,B) € Aya=a}, Spt E C {(er,8) € &y 8 =P} -
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Assim, temos
(3‘2) (usAl) = (E! )‘2) -

Agora, %)\1 = £ Ay = 1(3— 1) > 0. Portanto,

(A0 £ M(P) < Ma(P) < (7 Ao
Esta ultima cadeia de desigualdades contradiz (3.2}, donde segue o resultado desejado. O

Agora passaremos a demonstragio de que Dmd(0) = 0 = Dm(0). Procedimentos
inteiramente andlogos levam a demonstragio de que Dm&{t} = 0 = Dmi(d), para ap <

t < fBp.
Seja (f) uma fungio C§°, com Spt {—1,1). Facamos 1,(f) = ni¥(nf) e denotemos

nﬂ = Pfﬂ(wﬂ) 3

e g, 0 fluxo de entropia associada a 7, {suporemos os fluxos de entropia sempre norma-
lizados por g{ay, ag) = 0).

O passo decisivo da presente analise é o seguinte resultado.

3.2. LEMA. Para cada ¥ € C§°(—1,1) temos que {v, n,) , (v, ¢, sdo limitadas uniforme-

mente emn 7.
A prova do lema 3.2 ser4 feita com o auxilio da seguinte proposigao.

3.3. PROPOSIGAO. Suponhamos que (7, ¢) satisfaz |7 + |¢| € const. |eB|™ . Entio,

para toda 9 € C°(-1,1), a forma B, = 7q, - nnq é uniformemente limitada em n.

PRrova: Temos Spt ¢, C (—1/n,1/n). Claramente, os pares {7, ¢,) se anulam em

F={@ms<2}.

Denotemos
Sa= {(a,ﬁ):lal < %} Sp = {(a,ﬁ): 18] < %}
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N#o repetiremos mais a condigdo sempre vélida 8 > «. Particionamos F° em cinco regies,

quais sejam:
FF=8,U8UQuUUUI,

com

Q={(Bras-7, A2},
U= {(@f)a2 1},

1 1
I= {(O’,ﬂ) ial < 7_1’ |-B| < :‘;’}i
Se=8.n1I° 85=8snI°.

< const, e, portanto,

Na zona de interagio I temos |7] + |g| < const.n> 2", Ju,| + [gal
gn(%.1) e, portanto,

=0eg=
T n(dt= [ $(t)dt, como

o/l é uniformemente limitada. Na regido U temos 7,
temos |7,| 4 1ga| < const. . Naregido @, 1, é constante, 7, =

podemos ver por (2.16)-(2.18), enquanto que para g, temos

qﬂ(anﬁ) _Qn(_‘ ") / ’" A} 68 'q,.da+

(3.3)
(w3 9 -11
+ -/(‘a,ln) ’\2%7&@ = Qr:(“"ﬁ"a 7_1) 1

¢, portanto, |g.] = |qn( — n)[ < const. . Logo, precisamos apenas considerar as faixas

truncadas S, e 5';3 nas quais temos
m
m=Y a8 — Q)" ID"I4,(6), em 5,

=0

(3.4)

(3.5) T = Z a;(8 — )™ 9 (~1)"9"1 D"V g (o), em .
i=0
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Substituindo (3.4) em (2.22) encontramos que
n = Agty + O(0™71),
By = n{data + 0(n"™"")) — ma(Aan + 0(n™™))

- 0(nl-mnm—l + nmn—m) - 0(1) ,

no conjunto .§ﬁ. Analogamente, encontramos que B, = 0(1) em §, |

A demonstragio da proposicao tem como conseqiiéncia particular o seguinte resultado

3.4. CoroLARIO. Seja Gy = (m, gv) dado por (2.19),(2.20) e

e GP(-1,1)  tal que

I
(3.6) f_ H)dt=o.

Enta-'o.v B‘r]x = gn — Ty = O("’—l)'

PRrova: Isto segue do fato de que, desta feita, em @, 1, = 0 e, portanto,

1
_ -1 1 _ (vt " _l _ l .
wman(5on) = () ) m () ar=o(5);

similarmente, em U, 5, =0 e

o (32) 7w (2Y-(22) [ ned) o)

1 n
]

em [ temos || - g < const. n~2™

; e, finalmente, em S, U 83 temos |m| + |@} <
const. ™™, 0 que nos dd

B = ’b(f\z??n + 0(n’"*‘)) — (Azm + O(n—m—l))

O(H—mnm—l + nmn—m—l) = O(Tfl) .
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Fagamos agora a prova do Lema 3.2

Prova DO LEMA 3.2: Fixemos (%, ¢), satisfazendo |q] -+ |¢] £ const. JaB|™", e consi-

deremos a relagio de comutatividade

(3.7) (¥, 18— @) = (0, M (1) — () (00 -
Suponhamos por absurdo que
Tm |{w, 11}| = +oo ou Hm [{r, gn}| == +o0.

temos que ou |{¥, 7.) / (¥, ga}] ou |{v, g} / (¥, 3}| é limitada. Para fixar idéias, assumimos
que T (v, m] = oo @

].im (U, Qn) —

)
passando a uma subseqiiéncia se necessirio. Dividindo (3.7) por (v, ) e fazendo n — +o0
obtemos
(o) =alv.m),

m—

para todo par e-f fraco satisfazendo || +|f| < |aB8|™". Assim, se (3, q), (7, ) sdo de ordem

leB)™ ! entdo
(v, ) = () (1 7) — (1 7) (m @) = 0.
Aplicando 2 Gy e Gy obte:ﬁos
(v, ma — M) = 0,
o que d4 uma contradicio jd que P € Spt v, (mgr —ma){(P) > 0e mg — g0 = 0 em
toda parte. O

Assim, dados v, ¢ € C(—1,1) com 1y == P{th), fln = P,,.(af;n), entdo, pelo lema 3.1
e a relagio de comutatividade (2.1), temos que {¥, .G, — fnga) é uniformemente limitada.

O préximo resultado mostra que se 9 e 4 satisfazem

(3.8) / '1 Wit = f ll (idt=0,

esta limitacio pode ser melhorada.
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3.5. LEMA. Suponhamos que t,1h € C5°(—1,1) satisfazem (3.8). Seja Bn = fuin — Tingn-
Entdo B, |QUU=0 e

(3.9) {(r,Bp} — 0, quando n— co.

ProvA: O fato de que B|QU U = 0 decorre direto de (3.8), j4 que neste caso, 1,|QU U =
fill@U U = 0. Agora, para provar (3.9) procedemos do seguinte modo. Passando a uma
subseqiiéncia se necessério, podemos supor que (v, 7.) , (¥, gn} , (¥, Tin} , (¥, §n) convergem
quando n — 0o, em vista do lema 3.2. Pelo Lema 3.4 e a relagiio (2.1) temos
lim (v, 10} (v, go} — lim (v, g} (> ) =0,
lim (v, fa) (v, @o) — Hm {v, §,) {1, m) = 0.
Assim, o sistema linear homogéneo 2 x 2
lim {v, 7} 2 -+ lim (v, go) ¥ = 0,
lim (v, ;) z + lim {v, §») y =0,
possui solugo néo-trivial {{v, o} , — (v, )}, se v nfo est4 concentrada em V; caso contrario

(3.9), ¢é trivial. Logo, devemos ter
lim {, 7,} im {v, §.) — lim (v, .} lim {v, g, = 0.
A relagio de comutatividade (2.1) nos d4 entdo (3.9). O

Assim, a forma B, definida acima sé nio é nula nas faixas S,, 3, sendo, além disso,
0(1) na regido de interacio I = 5, N g, pelo que foi visto na demonstragio da proposicio
3.3

Mostraremos que Dmi(0) = Dmir(0) = 0 usando o cardter coercivo das B,. Para

este im, mostraremos que para uma escotha adequada de ), ¥, o coeficiente do termo
dominante, i.e., de mais alto grau em n, de B, é nao-negativo e estritamente maior que

uma constante positiva Cs, nas faixas

8 = {(p)lel < S1n &,

5= {8y 181 < 2} 5,
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para um certo &, com 0 < § < 1. Assim, usando o fato de que (v, Bn) — 0 obteremos um
desigualdade envolvendo Dm#(0) e Dmi(0) que s6 pode ser védlida se estas se anulam.

Fixemos, agora, ¥ € C°(-1,1) satisfazendo

1 1
(3.10) f W(Hdt=0, / f(Hdt=0.
-1 -1
Suponhamos ainda que 3 satisfaz

(3.11) (D™ 2p(1))* 2 Coxi-sa(f) »

para algum § > 0, e algum Cs > 0.

Definimos
R t
(3.12) B0 =) - (m-2) [ we)ds.
Observemos que % € C(—1,1) e
l ry
. dt=10.
(3.13) /-1 P(Hdt=10

A importéncia de um tal par (4, 1) esté no fato de que
Dm—‘z ,J) — tDm—-Z P
como podemos verificar facilmente, e isto nos dd que
Dm—2¢Dm—l 1;;) . Dm—2,JJDm41¢ — (Dtn—2¢)2D(Dm—2,@/Dm—2q‘b) — (Dmﬁ2¢)2 .

Este fato nos dird que o coeficiente do termo dominante de B,, para um tal par (4, '(Z) é nio-
negativo e, por (3.11), serd maior ou igual que uma constante vezes a funciio caracteristica

das faixas 5% e .§'g Isto fica claro com o resultado abaixo.
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3.6. LEMA. A forma B, = B,(+, 'l,!’)) admite a decomposiciic em poténcias

2m

B,= Z ?12’“'j_l(,6 - a)z'""jA,n_J-('n,B) sobre 5‘5
i=0

2m

B,= Z nz’"‘j"l(ﬂ — @)t Ay (na) sobre Sa,
=0

onde as formas coeficientes A, representam aplicacdes bilineares enviando um par de
fungdes (1h, 1;'3) numa funcio Ay(z) = Ax(¢, ¥)(z), determinada por derivadas de 9 e 9

cuja soma das ordens é m+ k — 2. O coeficiente dominante é dado por
Aﬂ = const. (Dm—2¢Drn—l ,',L _ Drnﬁﬂ,ﬁaDm—l 1/})
ProvA: Denotemos

Jij
rw=ﬁ}9£vmmw.

Por concretude vamos considerar a faixa Sg. Fazendo 7 == 7(f)) e 7, = 7(1,), expressemos

a forma B, em termos do operador integral T como segue
B, = iy — Tuln -

Sobre 5‘5 as entropias n, e #; podem ser escritas na forma
m . .
(3.14) Ty = Z aj(ﬂ — Q)™ pmi-l Pal(B) .
=0

Uma integragéo explitita mostra que a fungso

§+1
m=ﬂw=ﬁr ,mmww

satisfaz

(3.15) T = (’T: 1) ao(ﬁ _ a)mDm—2¢n(ﬂ) + Z 0(03 _ a)m_j)nm_j_l .
J=t
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Aqui os termos com derivadas de ordem menor sdo grotescamente estimados pela formula
Dk’lfz‘n — nk“Dk’l,b(nﬁ) _ 0(nk+l) )

Substituindo (3.15) e (3.14) em B, junto com as expressbes correspondentes para fi, =

Pm({ﬁ) e %, = 7(f)n) somos conduzidos ao resultado desejado. ]

Chegamos, finalmente, ao resultado conclusivo da presente andlise.

3.7. TEOREMA. Seja # = (8 — v)®™v e mP, mb as projegdes de i sobre os eixos coorde-

nados « e B, respectivamente. Entéo,
(3.16) D‘Tl']lf}(t) = D'J‘l’gﬂ(ﬁ) =0, p<t< Bo.

PRoOVA: Como j3 mencionamos basta provar (3.16) para ¢= 0. Com o que foi visto acima

e as hipéteses (3.10)-(3.13) sobre (1, %) temos o seguinte
(v, Ba) = {¥13, B.) + (u|§,3,3,,> + (I, By
> C{ <V|§£, an—l(ﬁ _ a)?m) + <VE’§663 n?m—l(ﬁ _ a)2m> }

+ <V|.§u,0(n2’““1)> +{vI3, D(nz'“'2)> + WL By .
Dividindo por n2"2 ¢ fazendo majoragdes dbvias obtemos

n'n

2n 9 ‘
0 S <U, T (ﬂ b a)zfnx[_%’%]xl{) + <V, %L (ﬁ —_ a)z’HXRx[_ﬁ !]>
< C{(y, (ﬂ _ a)zm_IX[—ln,l"]xR> + <U, (ﬂ _ a)2m‘-1xRx{_l"|l”]>

+ # |(v,Bn)I} +0(%) .

Facamos v* = (8 — a)?" . Da desigualdade acima, tomando o lim sup quando n— o0,

obtemos

(3.17) 0 < Dm(0) + Dmir(0) < C{mp* (0) + mr* (0}} .
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Notemos que, quando m = 1, o fato de que {v, Bn) — 0 torna-se relevante. O lado direito
da tltima desigualdade em (3.17) é finito. Agora, se Dmi(0) > 0 o Dmi(0) > 0, entdo ou
mr*(0) > 0 ou mr*(0) > 0. Mas entdo teriamos ou Dmp(0) = +oo ou Dmi(0) = +oo,
o que nos daria uma contradigio. Logo, devemos ter Dmi(0) = Dmi(0) = 0. Isto é
exatamente o que queriamos mostrar.

O

Terminamos este capitulo mencionando que a andlise de DiPerna apresentada acima foi
estendida a todo 6, com 1 < § < g, por Ding Xiaxi, Luo Peizhu e Gui-Qiang Chen em [2
— 3 ] onde é demonstrada a convergéncia dos esquemas de Godunov e Lax-Frielrichs para
o problema de Cauchy para o sistema (1.1), fornecendo, assim, uma solucio fraca para o
mesmo. O lema 3.5 que permitiu a inclusio do caso m = 1 na analise de DiPerna, que nio
o continha originalmente, é devido a Xiaxi, Peizhu e Chen. Também foi feita aqui uma

pequena modificagio na conclusio da demonstragio do Teorema 3.7.
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