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Introducgao

A princessa Elisa, ou Dido, no século IX A.C., teve que fugir da cidade
de Tiro, com a vida ameacada numa disputa de poder que ja tinha causado
a morte do marido. Depois de uma longa viagem, chegou ao norte da Africa
e pediu & populagio local uma 4rea para construir uma vila para ela e seus
seguidores. A resposta que ouviu foi:

- Vocé pode ter tanta lerra quanta couber na sua sacola -

Elisa, inteligentemente, cortou sua sacola em tiras que juntou com a in-
tencdo de delimitar uma regido ao longo da costa onde surgiu em seguida
a cidade de Cértago. O problema de Elisa foi achar a forma do contorno
de tal maneira que a 4rea limitada fosse mdxima. Ela dispos a corda em
semi-circulo, perpendicular & orla marinha. Ela tinha resolvido o que hoje
se chama de problema isoperimétrico relativo. Este relato aparece na Eneida
de Virgilio.

Figura 1: A solucéo de Elisa

O teorema classico de Jordan garante que o complementar do traco de
uma curva fechada simples no plano, ¢:S' — R? tem duas componente
conexas, uma limitada I, o interior de c, e uma ilimitada E., o exterior de
¢. Sem entrar, por enquanto, em detalhes, se ¢ for “suficientemente regular”,



estarao bem definidos o comprimento [(c) de ¢ e a 4rea Ale) de I.. O
problema isoperimétrico cldssico pode entio ser enunciado da seguinte forma:

Entre todas as curvas fechadas simples ¢ : ' — IR?. de dado
comprimento L = L(c), achar aquelas para as quais A(c) € mdrima.

A solugao deste problema era conhecido deste a antiguidade. Sem contar
a lenda de Elisa, Aristdteles, no século 11 A.C., enunciava explicitamente
que o circulo era a solugao do problema isoperimétrico. Porém, néo aparece
demonstracio: a afirmacdo era verdadeira devido a razées filoséficas.

Varias demonstracoes desta propriedade do cfreulo apareceram, muitas
ligadas a grandes nomes da matematica, algumas incorretas, ou melhor, in-
completas. Entender bem o que é uma solugao completa do problema isope-
rimétrico foi muito importante para a formulacdo correta do que é a solucio
de problemas variacionais em matematica. Principalmente no que se refere
ao aspecto existencial de solucdes.

A finalidade destas notas néo é discutir exaustivamente o problema, mas
tentar explicar porque o problema isoperimétrico é, em sua estrutura geral,
ainda um problema atual, e como andlise e geometria aparecem como facetas
diferentes de um mesmo problema.



1 O Problema Isoperimétrico

1.1 Areas e comprimentos

Seja ¢ : [a,b] — IR? uma curva continua. Dada uma subdivisao a = to <
ty < ... < tr_y <ty = b, do intervalo [a,b], a poligonal de vértices c(t;) tem
comprimento L(c, {t;}) = S5, || e(t:) — e(ti-1) |-

Definicao 1 A curva ¢ € dita retificivel de comprimento L = L(c), se:
L = sup {L(c, {t;:}) : {t;} subdivisio de [a,b]} < oo.

Se c(t) = (2(t),y(t)) for C, entdo c serd retificivel e terd comprimento:

sy = [ e | de (1)

A definicao de curva retificavel significa que podemos aproximar ¢ por
uma poligonal P tal que P aproxima ¢ tdo bem como quisermos. De fato,
podemos considerar, como ¢ é compacta, a distancia

d(c, P) = igg{iygg d(z,y)}.
Utilizando-se esta nogao de distancia, ser retificavel implica que a curva pode
ser aproximada por uma curva C! por partes, tanto com respeito a distincia
acima como com respeito ao comprimento.

O comprimento de uma curva retificivel é invariante por reparametrizagoes,
ie. sec: [a,b] — IR? for uma curva retificdvel e ¢ : [¢,d] — [a,b] for
continua com inversa continua, entao co ¢ sera retificivel do mesmo compri-
mento (veja [Li], pdg. 101).

Seja agora c : [a,b] — IR? uma curva de Jordan (i.e. c(a) = c(b) e,
set # sec(t) = c(s), entdo {t,s} = {a,b}). O teorema classico de Jordan
garante entdao que o trago de ¢ divide o plano em duas componentes conexas,
uma limitada, I. o interior de ¢, e uma ilimitada, E, o exterior de c. Isso
significa que IR? \ ¢([a,d]) = I.UE, com I e E, abertos conexos disjuntos.
A drea limitada por ¢, A(c), é, por defini¢do, a area da regiao I.:

Ale) = / /1 dzdy. (2)
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Se ¢ possuir uma parametrizacio diferencidvel, elt) = («(t),y(1)), Ale)
podera ser expressada em termos da parametrizacdo. De fato, o teorema de
Green,

I
[ﬁﬁ@xv_wﬁwq@@::fﬁmmM+Qmw®

dx dy

- l[p( (), y ()2 (4) + Q(a (1), y (1)) (1)]dt

onde P, @ sao fungdes reais €' em .. (0 em I., aplicado a Qz,y) =
P(x,y) = —y, nos fornece:

1 1o ,
Ale) = ‘—7—%1‘(1}/ —ydr = -«)—/ (8 (1) = y(t)a'(1)]dL. (3)
Além disso, sendo z(a) = 2(b) e y(a) = y(b), temos:
b b
0= [ Flatunldt = [Ta(t)y )+ (0)y(e))dt,
e, portanto:
Ale) = éjj%;z'dg/ —ydr = )l@r;z:(ly = — )gyd:z:. (4)

Naturalmente, as formulas acima se generalizam ao caso de curvas (1 por
partes.

I importante ressaltar algumas propriedades de “continuidade” da area
e do comprimento:

Teorema 1 Seja ¢ uma curva de Jordan retificavel. Enido ¢ pode ser uni-
formemente aprozimada por poligonos de Jordan inscritos (i.e. com vértices
sobre a curva). Neste caso as dreas (resp. os comprimentos) das poligonais
convergem a drea (resp. ao comprimento) da curva. L

A demonstragao deste teorema escapa das finalidades destas notas. Nio
podemos, porém, deixar de fazer alguns comentarios. Se uma curva reti-
ficavel for o limite uniforme de poligonais, os comprimentos destas poligo-
nais nao convergirdo necessariamente para o comprimento da curva (pense
em aproximar a hipotenusa de um triangulo retangulo com uma poligonal
de lados paralelos aos catetos e demonstre o “Teorema de Pitagoras ... do
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barbeiro”: a hipotenusa tem comprimento igual a soma dos comprimentos
dos catetos!) Para garantir a convergéncia dos comprimentos para o compri-
mento da curva é necessario que a convergéncia uniforme venha junto com
alguma “convergéncia das tangentes”. Isso é o que acontece com poligonais
inscritas.

1.2 Formulagées do problema isoperimétrico

O problema isoperimétrico cldssico pode ser enunciado da seguinte forma:

(PI): Seja C a classe de curvas planas de Jordan, retificdveis de
comprimento firado. Achar as curvas ¢ € C tais que A(c) >
A(y),Vy € C.

As vezes, é 1til se ter formulagoes equivalentes do PI. Consideramos o
seguinte “problema dual”:

(PI*): Seja R a classe de dominios (i.e. abertos conexos) limita-
dos do plano de drea firada, com fronteiras dadas por curvas reti-
ficdveis. Achar as regives Q € R tais que L(0Q) < L(0X), V¥ €
R.

Observamos que o (PI*) faz sentido independentemente do teorema de
Jordan e pode ser portanto enunciado em contexos mais gerais, por exem-
plo em superficies, onde ainda temos o conceito de comprimento de uma
curva diferenciavel e de area de uma regido, mas uma curva simples pode até
nao limitar regido alguma (pense no caso de um meridiano em um toro de
revolugao!)

Os problemas acima podem ser enunciados de uma maneira unificada.
Seja © C IR? dominio limitado por uma familia finita C' de curvas de Jordan
retificdveis. Denotamos a soma dos comprimentos das curvas em C por L(C),
e a area de Q por A(C).

Definigdo 2 Define-se a razao isoperimétrica de 0 por:

RI(Q) = RI(C) = 4—?% (5)



bt

1.3 O problema isoperimétrico para poligonos

Podemos enunciar os (PT) e (PI*) na seguinte forma:

(RI): Dada uma classe C de curvas de Jordan retificavets, (resp.
uma classe R de dominios do plano limitados por curvas de Jor-
dan retificdveis), achar as curvas de C (resp. as regides de R)
que minimeizam a funcio RI.

Agora algumas observacées. Lembramos que um mowimento rigido do
plano é a composicio de uma traslacdo T : IR? — R?, T(z)=x+a, ac
R?, e de uma trasformaciio linear ortogonal @ : R> — R?, (i.e. QQ! = Id
ou, equivalentemente, |[|Q(x)|| = ||z]|, Vo € IR*). Uma homotetia de mddulo
k(€ IR~ {0}) é a composicio de um movimento rigido e da trasformacéo
linear () = ka. E imediato verificar que se ¢ for uma curva de Jordan no
plano e H uma homotetia de médulo k. entio L(Hoc) =kL(c)e A(Hoe) =
k?A(c). Portanto a funcao RI é invariante por homotetias.

Antes de propormos o exercicio abaixo, convém observar que o problema
(PT*) nao assume que a regido tenha fronteira dada por apenas uma curva
fechada simples, como o problema (PI). No entanto é possivel mostrar que
uma solugao deve ser simplesmente conexa, o que torna os problemas equi-
valentes, para o plano. A mesma ohservacio vale também para o problema

(RI).

Exercicio 1 Mostre que os problemas (PI), (PI*) e (RI) sdo essencial-
mente equivalentes. (Deiramos ao leitor a tarefa de precisar esta afirmacgao.)

1.3 O problema isoperimétrico para poligonos

Nesta secao vamos estudar o problema isoperimétrico para poligonos.

Comegamos com alguns casos simples.

Lema 1 (Principio de reflexdo) Sejar uma reta do plano, P e () pontos
num dos semiplanos determinados por r. Seja A o ponto de v tal que a
normal a v por A bissecta o dngulo [PAQ. Entio, dentre todas as curvas
retificdvers v 1 [0,1] — IR? tais que (0) = P, (1) = Q e (ty) € r para

algum ty € (0,1), a poligonal formada pelos segmentos PA e AQ ¢ a de
menor comprimento.
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Figura 2: O principio de reflexdo

Demonstragdo: Seja B = «(to). E claro que a poligonal formada por PB e
BQ tem comprimento menor ou igual a 4. Portanto o problema se reduz a
achar o ponto B’ € r tal que L(PB’) 4+ L(B'Q) seja minimo. Consideramos a
reflexao do plano em relagdo 4 reta r e seja P’ a imagem de P. Temos entao,
para qualquer B’,

L(PB') + L(B'Q) = L(P'B") + L(B'Q)

e portanto o ponto solugdo do nosso problema é o ponto de r alinhado com
P’ e @, que é o ponto A do enunciado do lema (ver figura 2). ]

Enunciamos agora alguns corolarios, cujas (simples) demonstracSes dei-
xaremos ao leitor (v. [Fi2]):

Exercicio 2 Entre todos os tridngulos de base AB e altura dada, o isdsceles
minimiza RIL.

Exercicio 3 FEntre todos os tridngulos do plano, os equildteros minimizam

RI.

Exercicio 4 Entre todos os trapézios de base e altura fizados, os isdsceles
minimizam o perimetro.
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Exercicio 5 Considere wim canal retilineo C' separando as cidades A ¢ B.
A

L

Deseja-se construir wma ponte perpendicular ao canal, de comprimento fixo
L, e estradas ligando ambas as cidades a ponte, de tal maneira que o caminho
total entre as cidades seja minimo. Vocé pode ajudar?

Vamos agora demonstrar o resultado principal desta secao:

Teorema 2 (Zenodorus) Entre todos os poligonos de n lados, os regulares
minimizam RI.

Demonstragio: E claro que podemos nos restringir & classe dos n-poligonos
convexos (por qué?). Seja ) = (0,,....0,), 0 < 0, < 7/2, com Y.',0; =
m(n —2)/2 e Ppy a classe dos n-poligonos de angulos (fixados) 26;. Diremos
que P € P, tem circulo inscrito se o maior circulo contido no interior de P
é tangente a todos os lados de P. I claro que em 7, 4 existe um poligono Py
com circulo inscrito que é iinico a menos de homotetias (divida um circulo
em arcos de comprimento (7 — 20;) e .. .).

Afirmacgao 1 (veja figura 3):

1.
RI(F;) ==Y cotg(ts).
=1

T
Sejam O o centro e r o raio do circulo inscrito. Temos entio:

[,«(‘;42) o I"COtvg(gi)*

I I,
AA0V A = ‘-)Trzj(i;m) = _—77;-‘(30tg(0,~).
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Al
,,,»’/'d, »
B ] I
\/ P _’N—ljﬂmww'ﬂ - ( 6
L é(:\\\ \\\
R Ngl&_;\y,/

Figura 3: Circulo inscrito

Portanto:
L(P;)*  4r*[TR, cotg(6;)]’
drA(Py)  Axr? ¥ cotg(6;)’

o que prova a afirmagéo.

Seja agora P’y g = {P € P, : A(P) = 1}.

Afirmacao 2:

I

i.(0) = inf{RI(P): P € Pz} = %Zcotg(@i)
=1

(e portanto ¢,,(6) é um minimo pela afirmagao 1).

Procedemos por indugdo sobre o nimero n de lados. Seja 7,, o extremo
inferior de RI em P’, 9. Se n = 3 ndo temos nada a mostrar pois todos
triangulos tem circulo inscrito e portanto RI é constante em Psy e vale
13(#). Suponhamos a afirmacdo verdadeira para poligonos com menos de
n > 3 lados. Seja P; uma seqiiéncia de poligonos em P’y 4 tais que RI(P;)
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Figura 4: Caso 1

converge a v, = ¢,(0). Em particular o perimetro de cada ;¢ menor do
que uma costante [T (por qué?). A menos de translacdes podemos entao
supor que todos os P/ estao contidos em um disco fechado de raio K (por
qué?). Seja {V}'} a seqiiéncia dos primeiros vértices dos poligonos P;. Existe
entao uma sub-seqiiéncia convergente a um ponto V! do disco. Procedendo
analogamente, a partir desta sub-seqiiéncia, para os segundos vértices {1/32},
se obtém uma sub-seqiiéncia que converge a um ponto V2. A correspondente
sub-seqiiéncia de {V'} continua convergindo a V1. Procedendo assim, ob-
temos uma (sub-)seqiiéncia de P; tal que a seqliéncia dos vértices k-ésimos
converge a V"%, Temos entio um poligono limite @, convexo (por qué?), com
razao isoperimétrica 7,. Porém isso nio mostra que 7, ¢ um minimo, pois Q
poderia ter menos do que n lados! Vamos mostrar que () tem n lados.

Sendo os angulos 26; fixados, e portanto costantes na sequéncia, o poli-
gono () terd menos de n lados somente se para algum k, as seqiiéncias dos
vértices k-ésimos e (k + 1)-ésimos tiverem o mesmo limite. Vamos mostrar
que isso nao pode acontecer. Distinguimos dois casos:

Lo Ok + Orpqy < /2 (v, fig 4)

Neste caso. devido & hipétese de convexidade, o poligono P; esta contido
em uma faixa entre duas retas paralelas, cuja distancia é menor ou igual
ao comprimento do lado k-ésimo. Também tem que estar contido entre a
reta determinada pelo lado k-ésimo e uma paralela a ela 2 distancia 2K (por
qué?). Portanto a drea do poligono P tenderia a zero com o comprimento
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Figura 5: Caso 2

do lado k-ésimo, o que é um absurdo, pois P; tem éarea 1.

2. 0+ 01 > /2 (v. fig. 5)

Neste caso, prolongando os lados adjacentes ao k-ésimo lado de P;, como
na figura acima, obtém-se um poligono P} de (n — 1) lados. Pela hipétese de
inducio temos:

n-1
wRI(P])) > 3 cotg(a;)
i=1

= > cotg(f;) + cotg(ay) — cotg(fy) — cotg(f41)
i=1

(lembramos que RI ¢ invariante por homotetias e portanto
in_q1(a) = inf{RI(P): P € Po_14})-

Temos ay, = 0 + 041 — /2, e um simples calculo trigonométrico mostra
que, sendo O + 01 > 7/2,

cotg(ay) — cotg(fr) — cotg(fryr) > v >0

(e v independe de j.) Portanto 7 RI(P) — 37 cotg(f;) > v.
Se o k-ésimo lado for suficientemente pequeno, |RI(P})— RI(F;)| também
seréd pequeno, digamos menor do que v/2 (por qué?). Temos entdo:

1 n
RI(P) > RI(P) =5 > — Y cotg(0i) + o
“~ i=1 =
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Figura 6: Afirmacao 2

e isto é um absurdo pois, pela afirmacio 1.,
n
- Y
) < > cotg(f;)
(=3

Finalmente, vamos mostrar que i,(f) = (1/x) = cotg(d;). Seja @ um
minimo de RI em P, 4. Dado t € (—e¢, e). mnS]dezamos o poligono @; com
lados paralelos aos lados de Q, & distancia | ¢ | destes, no exterior de @ se
t >0, e no interior se { < 0 (v. fig. 6). Temos entao:

LQ) = LQ)+2 cotg(6,);

=3

AQ) = AQ)+1L(Q) + 23 colg(0)).

(=1

Portanto R1(();) ¢ uma funcio diferencidvel de t que, pela escolha de Q, deve
ter minimo para ¢ = 0. Logo,

{
0 = 7 o [RIQU)

1 n
= e LAY cotglh;) — LIO)?] .
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e portanto 7,,(0) = L(Q)*/4n A(Q) = (1/7) i, cotg(;).

Afirmacao 3: FEntre todos os n-poligonos, os regulares minimizam a
razdo isoperimétrica.

Os minimos da fun¢io Y%, cotg(d;) no hiperplano S°r, 0; = (n — 2)7/2
sdo atingidos quando §; = ... = 6,. Por outro lado, se P for um n-
poligono com dois lados de comprimento diferente, digamos P, P; e P;Piyq,
substituindo-se o tridngulo AP;_; P; P4y pelo tridngulo isésceles de base P;_y Py
de mesma arca, obtemos, pelo resultado do exercicio 2, um novo poligono com
razio isoperimétrica menor. Se o poligono assim obtido tiver menos do que
n lados, poderemos perturbd-lo ligeiramente, de maneira a se obter um n-
poligono com razao isoperimétrica ainda menor do que a do poligono original.

|

Observagcio: A demonstragio acima ressalta uma situacdo comumente en-
contrada nos problemas do cdlculo das variagdes: em geral € dificil mostrar
que um dado funcional assume um minimo. Torna-se necessdrio conside-
rar espagos (e topologias) convenientes para se provar a convergéncia de
seqiéncias minimizantes. Uma vez que se sabe que existem minimos ndao
¢ dificil se obter o valor destes minimos (e eventuais caracterizagées.) Vol-
taremos a comentar este fato na préxima segao.

1.4 O problema isoperimétrico para curvas de Jordan
retificaveis

Nesta secao vamos discutir o problema isoperimétrico para a classe de
todas as curvas de Jordan retificiveis, na forma (PI), (PI)* ou (RI), de-
pendendo da conveniéncia. O resultado que queremos provar ¢ o seguinte:

Teorema 3 Uma curva de Jordan retificdvel é um minimo de (RI) se e
somente se a curva € um circulo.

Comecamos observando que se ¢ nao for uma curva convexa, i.e. se I, nao
for um conjunto convexo, entido existe uma curva com raziao isoperimétrica
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menor (por qué?). Podemos (e iremos) portanto nos restringir ao caso de
curvas convexas.

Apresentaremos a seguir algumas belas® mostragoes” (demonstracées? Va-
mos ver!) do teorema 3, a primeira delas conhecida desde 0s gregos, a segunda
devida essencialmente a Steiner, ambas de natureza sintética. e a terceira uti-
lizando técnicas da geometria diferencial das eurvas.

Seja ¢ : [0, 1] — R? uma curva de Jordan retificavel, convexa. de com-
primento L e drea A. Queremos mostrar que se ¢ € minimo de (RI) entdo c
tem que ser um circulo.

1. Argumento Mecanico:

Seja t; € (0,1) tal que o comprimento de ¢ o) 6 L/2, P = c(0), @ =
c(l1) e r a reta determinada por P e (). Podemos supor que r divide I. em
duas regides de mesma area pois, se nao for o caso, refletindo-se a regiao
de drea maior em relagio a r obterfamos uma nova regiao com RRI menor.
Vamos mostrar que a curva ¢ lo.0,) tem que ser um semi-circulo. Para isso
é suficieniec mostrar que. para qualquer 15,0 < ty < {4, o angulo [ PRQ,
R = c(ly). € x/2, propriedade que caracteriza o semi-circulo.

Suponhamos que exista um ¢, para o qual isto nao acontece e vamos
construir wma nova regiao com 7 menor.

A regido limitada por r e ¢ljo.n,] ¢ a reunido do triafgulo APRQ da aba B,
que ¢ o interior da curva formada pelo segmento PR e pela cuva v, = ¢ li0,0]
(uma curva de Jordan, pois ¢ é convexa) e da aba B, que é o interior da
curva determinada pelo segmento RQ e pela curva V2 = ¢ ito,n)-

Consideramos uma engenhoca formada pelas duas abas rigidas B, e B,,
unidas e articuladas em R por um pino. Deixamos P e () correrem ao longo
de r até as posicdes P e Q') de tal forma que o angulo /P'R'Q’ seja reto.
I é o pouto para onde a articulagao se move no processo. Obtemos assim
uma nova figura formada por abas B, i = 1,2, congruentes a B;, i = 1,2,
e pelo tridngulo AP'R'Q’. A drea desta nova regiao é a soma das dreas de
By e By e da drea do tridngulo APR'Q'. Mas a drea de um triangulo com
dois lados consecutivos de comprimentos fixados é mdxima quando estes la-
dos sio ortogonais (por qué?) e portanto a nova figura tem area maior do
que a drea da original. Por outro lado. esta nova regiao tem como [ronteira
o segmento ()’ ¢ uma curva de comprimento L/2. Portando refletindo-se
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Figura 7: O argumento mecanico

esta regiio em relagdo a r obtemos uma nova regiao de drea maior que A,
limitada por uma curva de comprimento L. Portanto esta nova regiao tem
menor razao isoperimétrica. (O leitor esta convidado a escrever de maneira
mais “matemdtica” o argumento acimal).

2. Argumento de Simetrizacao:

Vamos descrever uma trasformagao entre regides do plano, chamada si-
metrizagcdo de Steiner, que permite passar de uma regiao {) dada para uma
S(9), de razdo isoperimétrica nao maior. (Para esta construgdo nao é ne-
cessario que a regiao seja convexa, mas continuamos assumindo a convexidade
por simplicidade).

Seja © uma regiao limitada do plano e r uma reta. Consideramos um
referencial no qual a reta r seja o eixo y e consideramos o feixe de retas
s; := {(z,y) : y = t}. Para cada t tal que s, N # 0, consideramos o seg-
mento (fechado) k; sobre s;, simétrico em relagao a r, de comprimento igual
3% medida de s, N Q. A reunido de todos estes segmentos ¢ o fecho de uma
regido S(Q) que, pelo principio de Cavalieri, tem a mesma area que .
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Figura 8: O processo de simetrizacao

Afirmacédo: O comprimento da fronteira de S(Y) ndo € maior do que o
comprimento da fronicira de Q).

De fato, sejam 1 ¢ 1" muito proximos, {P.Q} ¢ {P'Q'} as intersecoes
da fronteira de O com St € Sy respectivavamente, {p.q} e {P'.¢'} as in-
tersecoes das mesma retas com a fronteira dee S(2). Os trapézios de vértices
{ra,r,qd}e{PQ, P'Q'} tém mesma altura e bases do mesmo comprimento
e portanto o primeiro tem perimetro nio maior, sendo isdsceles (v. exercicio
4). A afirmacio segue-se entio. usando-se a definicio de comprimento de
uma curva retificivel, por um simples argumento de limite (qual?).

Para mostrar a propriedade isoperimétrica do disco, é entio suficiente
mostrar as duas propriedades seguintes. que deixamos ao leitor como exercicios.

Exercicio 6 Se uma regido € simetrica em relagio a todas as retas que a
dividem em duas partes de mesma drea. entdo a regido ¢ um disco.

Exercicio 7 Ng construgcao acima, se Q0 ndo for simétrica em relagdo a reta
paralela ar que divide QO em duas partes de mesma drea, entdo o comprimento
da fronteira de S(0) ¢ menor que o comprimento da fronteira de ().
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3. Argumento Variacional

Seja ¢ : [0, L] — IR? uma curva de Jordan de classe C? parametrizada
por comprimento de arco (i.e. || ¢(t) ||= 1). Vamos provar que se ¢ for um
minimo de RI entdo ¢ sera um circulo. Usaremos um argumento variacional,
similar ao usado no final da prova do teorema de Zenodorus.

Seja c(t) = (x(t),y(t)) e n(t) = (=y'(t),2'(y)) o vetor normal unitario
positivo. Seja f uma fungio C? periédica de perfodo L e consideramos, para
s € (—€€), a curva c,(t) = c(t) + sf(O)N(t) = (x(t) — sf(t)y'(1),y(t) +
sf(t)a'(t)). Se e for suficientemente pequeno, ¢, serd uma curva de Jordan
de classe C'! e denotaremos por A(s) e L(s) a area e o comprimento de c;.
Temos entao:

=
I

L
/0 (v — sfy]ly + sf'2' + sfa"]dt,

=
N
I

L
/ {{1‘/ . Sflyl . sfy"]2 + [y/ + Sf’l?' + .Sfafﬂ]z}l/zdt.
0

Derivando em s e calculando para s = 0, temos:

Il

A = [ o,
/(;L _‘f‘(t)(yll‘,z:/_ m,/yl)dt

L
| ks,

Il

L'(0)

I

onde k(t) é a curvatura de ¢(t). Se ¢ for um minimo de RI, para qualquer f
como acima,

d ’ /
T l=oRI(e;) = [4mA(0)]*[2L(0)L'(0)A(0) — A'(0) L(0)7]
L

= [rAO]L(0) [ [-2k()A(0) + L))/ (1)

= 0.
Devendo ser a integral acima nula para qualquer f, a curvatura k de ¢ deve
ser L(0)/2A(0) (por qué?) e portanto ¢ deve ser um circulo (por qué?). Neste
ponto, Steiner (e também os gregos) acreditava ter a solucdo do problema
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isoperimélrico, pois se uma regiio nio fosse um disco, ele construiria uma
regidao de menor RI. O argumento porém nao convenceu Schwarz (e prova-
velmente outros matematicos da épocal). IS o argumento convence o Leitor?
Se a resposta for sim, convidamo-lo a comparar a situagao com a seguinte:

“Considere a seqiiéncia {a, = 1/n, n=1,2.. 3. Sen s 1, 1/n ndo pode
ser minimo da seqiiéncia, pois 1/n > 1/n?. Portanto o minimo € 11"

O que falta ao argumento de Steiner, ao dos gregos, e ao argumento
falacioso acima, é provar que eriste uma solugdo, i.e. uma regido de razao
isoperimétrica minima (o leitor é convidado a voltar is consideracgoes finais
da secdo anterior). Na realidade, esta disputa de Steiner e Schwarz foi muito
importante, pois focalizou o ponto em geral mais delicado na solucio de
problemas variacionais, ou seja, a da erisiéncia de minimos (ou maximos).
O mesmo problema foi levantado por Weierstrass, em relacio a existéncia de
minimos para a integral de Dirichlet, o famoso Principio de Dirichlet, muito
utilizado por Riemann no seu trabalho sobre funcdes analiticas, e que sé foi
demonstrado no final do século dezenove.

Vamos entdo concluir a demonstracio do teorema 3, provando que os
minimos realmente existem! Se () for um disco, sua razdo isoperimétrica é
L. Portanto, para mostrar que os minimos existem (e sao discos) é suficiente
provar o seguinte

Teorema 4 (Desigualdade Isoperimétrica) Se ¢ for uma curva de Jor-
dan retificdvel, entio RI(¢) > 1

A primeira demonstracio é conseqiiéncia imediata do teorema de Zenodorus:

Demonstragdo I: Seja ¢ uma curva de Jordan retificivel. Fntio existe,
para cada inteiro m. uma poligonal inscrita P com n lados e | RI(c) ~
RI(P) |< 1/m. Pelos teoremas 1 e 2 (afirmagdes 2 e 3), temos RI(P) >
(1/m)ncotg(x/n). Mas ncotg(m/n) decresce a m quando n — oo , e portanto,
para cada m:

RI(c) > RI(P)—(1/m) > 1 — (1/m). (6)
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Figura 9: Desigualdade isoperimétrica

Daremos agora uma outra demonstragao, que néo usa o teorema de Ze-

nodorus (veja [dC1]).

Demonstragio 2: Seja c(t) = (z(t),y(¢)), 0 < ¢t < L, uma curva de Jor-
dan estritamente convexa (ndo essencial para o argumento). Faremos as
seguintes hipéteses:

a) ¢ é de classe C! e esté4 parametrizada por comprimento de arco (i.e.
lle(t)]] = 1 e, portanto, L = L(c));

b) z(0) e z(to) séo os valores minimo e maximo de z(t) ({inicos pela conve-
xidade estrita);

c) 0 = (z(to) — (0))/2 e (z(to) — (0)) = 2r.
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Consideramos a curva (v. fig 9):

SOy (e ey (), [T — (1) se 0<t<t,,
c(t) = (z(1),g(1)) = { (2(t),=[r? — 2()V2) se to<t< 2

A curva ¢ é portanto uma parametrizacio do circulo com centro na origem e

raio r. De 4, temos:

r? = — /OL gt)a'(t)dt, Ale) = /OL z(t)y'(t)de,
e portanto:
R L
Ale) +7r® = /o [ ()y'(t) — g(t)a’(¢))dt
L
= [ < el =), (0, (0) > dt
< /OL[IW + I (@) + o ()Y 2dt = r L,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Finalmente:

0 < [‘,g(c)l/’l B I,,R,l/z]z
= Ale)+ar® — Qr(Aﬂ.)l/‘z
g 7'[‘/ - 271’{/1(6'}7(']}/2*
o que mostra a desigualdade isoperimétrica. i

Observagdes: As hipdteses acima sdo todas nio restritivas. Isso é ébvio
exceto pela hipétese que ¢ seja de classe 1. I claro que toda curva continua
pode ser uniformemente aproximada por curvas diferencidveis (Teorema de
aproximacao de Weierstrass), mas isso nao é suficiente, pois, como j& ob-
servamos apos o teorema 1, o comprimento nio é “continuo” na topologia
da convergéncia uniforme. Porém, aproximando-se primeiro com poligonais
scritas, e depois estas com curvas ("' de comprimento préximo, podemos
obter uma curva C'' que aproxime, em razio isoperimétrica, a curva c.

No préximo capitulo daremos uma outra demonstracio dos teoremas 3 e
4 usando desenvolvimento em séries de Fourier.
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1.5 O problema isoperimétrico em IR’

Nessa secao daremos uma idéia do problema isoperimétrico em IR?, su-
pondo o leitor familiar com os conceito basicos da geometria diferencial das
superficies regulares. Os argumentos sdo bem similares aos usados na secao
anterior e se generalizam ao caso de hipersuperficies de R".

Uma superficie compacta M (mergulhada) em IR® divide IR® em duas
componentes conexas, uma limitada, Inr, o interior de M, e uma ilimitada,
Ea, o exterior de M. O problema isoperimétrico, neste caso, é o de achar, na
classe das superficies (compactas mergulhadas) de area fixada, as que limitam
uma regifo de volume méximo. Para este problema podemos considerar, ana-
logamente ao caso do plano, as formulagoes (equivalentes) correspondentes a
(PT*) e (RI), e assim o faremos quando conveniente. Imporemos algumas
limitacBes para a classe de superficies a serem consideradas, limitagoes que,
pelo menos pela analogia ao caso do plano, nao deveriam incomodar o Leitor!
Fixaremos a classe das superficies compactas mergulhadas tais que:

a) sejam regqulares de classe pelo menos C?,

b) tenham interior estritamente convezo.

A primeira hidtese nos permite, entre outras coisas, nao nos envolver com o
problema da definigio geométrica de area: no caso de superficies, as areas de
“poliedros inscritos” podem nao convergir a area da superficie. A segunda
torna os argumentos mais simples. Ambas, porém, ndo sao estritamente
necessarias para a solugédo do problema.

O resultado que queremos discutir (ndo demonstrar completamente), € o
seguinte:

Teorema 5 Entre todas as superficies reqular de classe C*, compactas, es-
tritamente converas e de drea fitada Aq, as que limitam os volumes mdzimos
sdo as esferas.

Comecamos com algumas consideragdes . Se € for um aberto do IR® com
fronteira dada por uma superficie regular M, e f : @ — IR uma funcio C?,
o teorema de Gauss implica que:

///Q(Af)dxul;rzd;rg = //M <V f,n>do,
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onde n = (cos,,cos b, cos 3} ¢ a normal unitdria externa a M e do é
o elemento de drea de M (que, em termos de uma parametrizacao local
X = X(u,v) é dado por || X, A X, || dudv).

Aplicando-se a férmula acima a [ = (1/2)(z;)*, temos entdo , para VM),
o volume de ) | e a 4rea de AT, A(M):

V(M) = ‘//M.r,vcoséida, (7)

A(M) //w do. (3)

Se M for uma esfera, temos A(MY 367V (M)? = 1. Portanto a desigual-
dade que gostariamos de mostrar, por analogia a desigualdade isoperimétrica
no plano, ¢:

i

Teorema 6 (Desigualdade isoperimétrica) Para todas superficies com-
pactas C? e converas M, temos

A(M)? > 367V (M)?. (9)

Afirmacao : suponha que um plano intersecta M ao longo de um circulo que
divide M em duas regives, cujas projecoes ortogonais sobre o plano sejam o
interior do disco. Entdo vale a desigualdade 9.

A idéia da demonstracio ¢ exatamente a mesma da segunda demons-
tracao que nos demos da desigualdade isoperimétrica no plano. De fato,
suponhamos que o plano seja o plano x5 = 0, o centro do circulo na origem
e o raio 7. Consideramos a esfera S = 5(r) de centro na origem ¢ raio r.
Se X(u,v) = (21(u,v), z2(w, v), 23(u, v) for uma parametrizacio local de M,
parametrizamos S da seguinte maneira:

A\—"(u,., o) = (ry(uoe), ea(ue), ﬂc{r"z ~~~~~ 2o, v)? — 2o u, 'L')Q]l/z),

onde o sinal da terceira coordenada ¢é positivo (resp. negativo) se x3(w,v) for
positivo (resp. negativo). Sejam 0; e 0; os dngulos que as normais a M e §
formam com os cixos coordenados, do e d& os elementos de drea de M e S
respectivamente. Observamos que:

coslbzdo = (21,20, — T1.L2.)

= cosydé.
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Temos entao :

V(M) = // x;cosb;do, 1 =1,2;

Somando:

2V(M) + 4—;—7‘3 = // < X(u,v),n(u,v) > do
M

//Mvda

= rA(M).

IN

Mas a média aritmética é maior ou igual a média geométrica e portanto:
rA(M) > 2V(M) + ?r > [367V (M)%?)/2,

que é a relacdo desejada. |

Vamos agora generalizar ao nosso caso a construgao da simetrizagao de
Steiner, discutida na segao anterior, o fim de mostrar que,

dada wma superficie compacta conveza, existe uma superficie sa-
tisfazendo ds hipdteses da afirmagdo , com mesmo volume e drea
menor.

Dada uma reta r, que suporemos ser o eixo a3, consideramos o feixe
dos planos perpendiculares a r. Sobre cada plano consideramos um disco de
centro a intersecdo do plano com r, e drea igual & drea da se¢io do plano com
o interior de M. Obtemos assim uma regiao que, pelo principio de Cavalieri,
tem o mesmo volume que o interior de M e fronteira L(Af) uma superficie
de revolucio . Vamos mostrar que (M) tem area menor do que M.

Precisaremos do seguinte resultado:

Lema 2 Seja J(t) wma funcdo continua em [0,T]. Entdo :

/OTU LU0 > (T + [/OT J(t)dt)*}*

e a iqualdade vale se e somente se J ¢ constante.
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Demonstragio: Seja c(t) = (x(t),y(()) uma curva plana de classe C*. 0
comprimento do segmento entre ¢(0) e ¢ I} ¢ obviamente menor ou igual ao
comprimento de ¢ e portanto:

LB @ > (D) - O + y(T) — o)

{[/([)T t)dt)? /J t)dt)* 12,

Pondo x(t) =i e y(1) = Jo J(t)dt, obtemos a desigualdade desejada. Além
disso, a igualdade valerd se e somcnte se ¢(l) for uma reparametrizacio do
segmento, i.e. J(¢) for constante. |

il

Voltamos agora & demonstracio do fato que a area de M é maior ou
igual & de (M), M pode ser localmente parametrizada por z = 23,z <
2 <z e por o, o comprimento de arco da curva intersegdo de M com
T3 = 2,0 <o <I(z), onde [(z) é 0 comprimento daquela curva. Localmente,
fora de um conjunto de medida nula, M é um grafico sobre x5 = 0, devido &
hipétese de convexidade. O elemento de 4rea neste caso é [1+(9z/0x,)?
(0z/029)) 2 da dry. Se J{z.0) for o determinante Jacobiano da mudanca
de coordenadas x; = 2i(z,0), o elemento de drea nas coordenadas = e o sera
dado por [1 + .](,:.,0)2}1/2(]7(1 (por que?). Se Q(z) for a drea da intersecio
do plano z3 = = com o interior de A, temos (d/dz)Q(z) = fé(z) J(z,0)do
(por qué?). Neste ponto temos:

A(M) = l;lflz/ﬂw[l N '](373)2]1/2([0
> [ WP Qe s,

pelo lema, e a iqualdade vale se .J nio depender de o, por exemplo no caso
de superficies de rotacio como L(AM). Entao temos para S(M):

A(S(M)) = j{:[i(:)? + (dQ/d=)*Y?dz,

onde I(z) é o comprimento da curva (circulo) intersecio de Y(M) com o
plano @3 = =. Mas, pela desigualdade isoperimétrica no plano., /(z) < I(z) e
portanto A(A) > A(Z(A1)).
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Pela convexidade de M, £(M) é também convexa (por qué?) e, tomando-
se o plano z3 = z que corresponde i secio maxima, é imediato que X(M)
verifica a hipétese da afirmacio anterior, e portanto a desigualdade isope-
rimétrica esta provada. ]

Temos entdo que as esferas de dada drea limitam volume mdximo entre to-
das as superficies requlares converas da mesma drea. Nao provamos, porém,
e nao iremos provar aqui, que sdo as unicas de volume mdzrimo. Queremos,
entretanto, fazer alguns comentarios:

Poderiamos tentar usar a idéia do método variacional descrito para curvas
planas. Se n for o vetor normal unitdrio de A (uma das duas possiveis
escolhas), e dada uma funcéo f : M — IR, podemos construir uma familia
de superficies M,, s € (—¢,€), localmente dadas por X,(u,v) = X(u,v) +
sfN, onde X(u,v) é uma parametrizacéo local de M. Se as M, limitam
todas o mesmo volume, temos que [y, f = 0. Podemos entdo derivar a
drea de M, em relagdo a s e calcular para s = 0. O anulamento desta
derivada, para todas as fun¢des f de média nula em M, é equivalente ao fato
de que a curvatura média de M seja constante. Neste caso, (M nao tem
auto-intersecdes e) um teorema famoso de Alexandrov garante que A é uma
esfera. Se relaxarmos a definicao cldssica de superficie, permitindo que a
mesma tenha auto-intersegoes, o problema de classificar tais superficies com
curvatura média constante é extremamente dificil. Um primeiro resultado
nesta direcao é devido a H. Hopf, que provou que se M for topologicamente
uma esfera, entdo M § uma esfera geométrica.

Na filosofia do problema isoperimétrico, se, além da curvatura média cons-
tante, a derivada segunda da area das M; consideradas acima, for positiva
em s = 0, para toda f de média nula em M, o que significa que a area
da superficie é um minimo e nao somente um valor critico, Barbosa e do
Carmo [BdC2] provaram que, de fato, a superficie ndo tem auto intersegoes e
é, portanto, uma esfera. Existem, porém, exemplos de superficies (com auto
intersecdes) com curvatura média constante que nao séo esferas (v. [We]).



2 Auto-valores do Laplaciano

Nesta secio vamos discutir alguns resultados relacionando a geometria
de um dominio do plano e os auto-valores do operador Laplaciano agindo
sobre fungoes definidas no dominio, e ver como estes resultados podem ser
relacionados ao problema isoperimétrico.

2.1 Séries de Fourier e a equacio das ondas em uma
variavel

Antes de comegarmos o estudo do problema de auto-valores para dominios
planares, faremos um breve introdugéo ao problema das vibracées de uma
corda finita. Considere uma corda de comprimento L. E cldssico que, se
denotarmos a posicao da corda por uma funcio u(z,t), onde z € [0,L], e
teR*T representa o tempo, a equacao que rege o movimento é da forma

3
Mo = C Uy + D2t uy, uy).

Figura 10: A corda vibrante
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Esta equagio é chamada equagdo das ondas (em uma varidvel espacial).
Os indices representam as derivadas parciais, h(z,?,u,u,, u;) representa as
forgas externas (atrito, energia sendo adicionada a corda, etc.), ¢ é uma
funcio do material da corda e da tensdo horizontal da corda. Para uma
deducao, ver [CH] ou [Fi]. Consideraremos apenas pequenas vibragdes e
densidade constante, o que permite tomar ¢ constante. Vamos considerar o
caso de vibra¢des sem interacoes externas, obtendo a equacio

Uy = (TQUI,J:.
Suponha agora que consideramos as extremidades fixas, i.e.
u(0,t) =u(l,1) =0, teR*.

Dizemos que estamos impondo uma condi¢do de fronteira a equagao. Além
disso, necessitamos, para determinar uma solu¢io, as condigoes iniciais que u
deve satisfazer. Por exemplo, podemos dar a posigao e a velocidade iniciais.
Assim temos o seguinte problema de valores iniciais e de fronteira (PVIF):

Uy = g, (2,t) €]0,L] x RY
u(0,t) = w(L,t)=0, teR*
u(z,0) = f(2); u(z.0) =g(z), x€]0,L]

A fungao u, representa a velocidade das particulas. As fungdes f e g de-
vem satisfazer condigdes compativeis com as condigoes de fronteira. Sem dis-
cutir as condigoes de regularidade sobre f e g, procedemos heuristicamente,
como em [Fil]. Aplicamos o método de separagdo de varidveis, procurando
solugdes da forma

ulx,t) = I'(2)G(t).
Substituindo na equagao diferencial acima, obtemos

r_
F G’

onde as derivadas sdo tomadas em relagdo a @ e {, respectivamente. Sem
discutir a questao do anulamento dos denominadores, prosseguimos ingenu-
amente e concluimos que, como o lado esquerdo nao depende do tempo ¢ o
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direito nao depende da posigao, entao esta razdo independe tanto de  como
de t. Chamemos a esta constante . Portanto obtemos as equacoes :

F'—oF =10,
G" —oc*G =0,

onde as derivadas sio tomadas em relacio a z e t, respectivamente. As
condiges de fronteira implicam que F(0) = (L) = 0, caso contrario G(t) =
0,Vt € R*, o que acarretaria u(x,t) = 0, a solugao trivial. Assim, temos o

seguinte problema de auto-valores com condi¢do de Dirichlet para F:

D F'— o =0, 0<ax< L,
(D) [0) = (L) =0,

onde procuramos o € IR e funcées nao identicamente nulas que satisfazem a
equagao diferencial para I'. Chamamos tais A = —¢ de em auto-valores e as
fungdes de auto-fungdes associadas ao problema. (A troca de sinal é apenas
um truque para que os auto-valores sejam positivos, o que é tradicional no
estudo geométrico, conquanto nio o seja em analise: poderfamos também
considerar o problema I + \F = 0.)

Considerando o espaco vetorial das funcoes (' em [0, L], entao estamos
procurando os auto-valores e auto-vetores do operador linear d/dr?, que é o
Laplaciano em uma varidvel (com a condicio de fronteira dada).

A analise desta equacdo linear de segunda ordem ¢ muito simples e temos
trés possibilidades:

Caso (i). A solucao geral ¢ da forma
- o o
F(2) = ¢;eV" 4 ¢1e™VoE,
Mas as condicoes de fronteira implicam que

cr ey =0,
('10\/"1‘ -+ ('2(,?“’\/"’L = {)

"
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cuja tinica solugdo é ¢; = ¢ = 0, portanto u(z,t) = 0.

Caso (ii). Neste caso temos I'(x) = ¢,z + ¢z, € novamente

C'Z=01
C1L+Cz :0,

e novamente ¢; = ¢ = 0.
Caso (iii). Se 0 < 0, seja A = —o > 0 e a solugdo geral é da forma

F(z)=¢ cos(vV/\z) + cosen(VAz).
As condigdes de fronteira implicam
¢ =0 e Cy sen(\/XL) =0.
Como ¢, = 0 nao interessa, tomamos
sen(VAL) = 0.

ou seja

VAL = kn, ke =T\{0}.

Definiciio 3 O espectro do segmento [0, L] com condigdo de Dirichlet ¢ o
conjunto
k2n?

speep([0, L)) = { A = 7R ke N ={1,2,...}}.

Observe que os auto-valores formam uma sequéncia crescente ilimitada

2 2

T 4m
0</\1:Z:;<)\2:——-L2 <

O segmento [0, L], a menos de congruéncia, estd completamente determinado

por A, = w2/ L%. Associadas aos auto-valores Ay, Az, ..., temos a auto-funcoes

krzx

Fk(m)-—_sen(T), I\”:'].,?.,g7
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Note que os auto-valores sdo simples. i.e. a cada auto-valor corresponde
apenas uma auto-funcao, a menos de uma constante. Agora, considerando-
se a equacao diferencial para G(1):

G" + X*G =
e tomando A\ = A,, k= 1.2,.. . notamos que Age? > 0, portanto a solucéo
geral, como em (iii) acima. é:

ket ket
- ) + bisen( e

Gilt) = ay cos(

).

Portanto, obtemos uma familia de solu¢bes para o PVIF (sem considerar
as condi¢des iniciais):

L4

kaa kel krx ket
up(a, 1) = uy, son(m};«i) cos ~-:[L(m) + by st’n(lz) sen( I -).

Infelizmente, as condigdes iniciais para u e u, nio serdo satisfeitas, a nao ser
no caso em que f(xr) e g(x) sejam muito especiais. Por exemplo, se tomarmos
ug(x,t) como solucio . entio

A__;'rg)

(e 0) = a; sen(=F

(up) . 0) = %’E—k by, sen('—"-}‘}@),
© que mostra como ficamos restritos em relagio as condicdes iniciais. Pode-
mos ainda considerar combinacoes finitas das uy, mas também nao obteremos
um conjunto de fun¢des muito amplo. Aqui. historicamente. entrou o génio
de Fourier. Ele percebeu que, se considerassemos séries com termos da forma
uk(z,t), entdo ampliarfamos muito as possibilidades para as condicoes inici-
ais, devido as propriedades de completude do sistema formado pelas funcdes
Seno e cosseno. A proposicio a seguir ¢ hem conhecida.

Proposigdo 1 (Condigées de ortogonalidade) Sejam k.l € IN*. Entdo:

L . .
/ sen(--;%l?) sen(%i) dr = Léy,

~L v
L kra Irx
/ sen( m~) ms(ﬂ) de = 0,
-L L L
L A!J T [/ £
/{L cos( Zl) (:()S(f»zr) der = L&y,

onde by =1 se k=1, 6y = 0 caso contrdrio. m
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Assim, considerando-se
o
u(z,t) = > up(z,1)
k=1

como uma possivel solucao, onde o lado direito deve ser entendido no sen-
tido de convergéncia de séries de funcoes, obtemos, em termos das condigbes

iniciais:
flz) = u(z,0) = Y w(z,0)
k=1
> krx
= a sen(——),
k=1 L
. ke krz
g(z) = w(x,0) = 2 ——L—bk sen(—f-).

Multiplicando-se por sen(IrzL~!) e integrando, as condigdes de ortogonali-
dade acima implicam:

krz

9 L
ar = —I:/O f(z) sen 7 dz,

L
by = —2—/ g(x) sen]—g—ﬂ—x—d:c,
0 L

kwe
que sio os coeficientes de Fourier associados a f e a g (multiplicado por uma
constante neste tltimo caso). Assumindo-se tanto a existéncia dos coefici-
ente como uma conveniente convergéncia das séries, podemos entao dizer que
realmente temos uma solugao u(z,t) para o PVIF inicial.

Observagoes:

1. Note que as expansdes foram feitas em relagéo ao sistema de auto-fungoes

de d?/da* em [0, L].

2. Se fixarmos um ponto xo € (0, L), notamos que a fungao uy(wo,t) repre-
senta um movimento harmédnico com periodo

Lo
_kﬂcﬂr_ ke’

]1
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1 8¢ja, de frequéncia

ke
LL»;: — :}:Z.
que nao depende de x5, Como A\, = (Ar L7172 temos a relacio /i

2mc™ wy, que mostra como os auto-valores determinam as frequéncias dos
harménicos naturais da corda, como sio chamadas as funcoes u(x,t). A

amplitude ¢ dada por aysen(krzgL™"), onde ap = (zf + bf. O primeiro
harménico w;(x, 1) tem a [requéncia mais baixa possivel, w c(2r)" A =
¢(2L)™", que ¢ chamado de tom fundamental da corda.

3. Se considerarmos o problema de auto-valores com condi¢do de Neumann

) 17“_” — ol =0, 0O<ae< L,
T 40y = (1) =

podemos repetir a analise acima, obtendo o espectro de [0, L] com condicao
de Neumann:
252

,cy)(‘(j\f({@. [;]) = {/1;; = 7?- ke {() 1_,}}

As aulo-funcées (nao-normalizadas) associadas sio dadas por
Fi(x) = cos(kral™"), k=0,1,2,...

A anilise acima se repete sem modificacdes essencials, apenas temos que in-
cluir o auto-valor nulo, e as auto-funcdes constantes.

4. As condigoes sobre as fungoes f(x) e g(z) sdo exatamente aquelas dados
pela teoria da convergéncia das séries de Fourier. Ver [Fil], capitulo 2 e 3,
para maiores detalhes.

Vamos fazer uma pausa para esquematizar o que fizemos até aqui, e rela-
ciond-lo com o caso em dimensao finita. Consideramos, nos espago C[—L, L],
o produto interno

&

L
< fig>pe = fodx
I

s = | [ e

e a norma associada
/2
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Falamos em produto interno e norma L%, neste caso. Um célculo relativa-
mente simples, utilizando-se as condigoes de ortogonalidade (prop. 1), mostra
que as fungGes

1 1 [kra 1 krzx
€g = \/—i, € = 'ﬁSlD (—E—) y €k = _\/_Z—COS (-L—) s

com k € IN, formam um sistema ortonormal em relacio ao produto L2,
portanto linearmente independente. Porém nio formam uma base no sentido
usual de &lgebra linear, pois nem todas as funcdes C° podem ser escritas
como combinacdo linear (finita) das ex 's. Mas, usando a norma acima,
podemos discutir a questao da convergéncia de seqiiéncias e séries. Mais
precisamente, se {f;}, 77 for uma seqiiéncia em C°[—L, L], dizemos que a
série 372 _, converge a f € C°[—L, L] na norma L?, se

im |If = X0 fille =0,

O fato basico da teoria de séries de Fourier é que {e;}, .7 é um sistema
ortonormal completo para C°[—L, L]:

Teorema 7 Para qualquer fungio [ € C°[—L,L], existe uma seqiiéncia

{ai};c 77 de mimeros reais tais que a série 132 aze; converge a f na norma
2

Os a; 's s@o chamados, por razdes dbvias, de coordenadas de f no sistema
orto-normal completo {e;}iciniz, ou ainda, de coeficientes de Fourier de f.
Temos ainda os seguintes fatos, sempre em analogia ao caso de dimensédo
finita, todos resultados cldssicos em séries de Fourier:

Proposigao 2

1. ap =< f, e >p2;

2. < f,g >pe= Y2 _ ab;, onde a; e b; sdo os coeficientes de Fourier de f
e g, respectivamente;

3. |Ifl1% = T2 a2, onde a; € o i-ésimo coeficiente de Fourier de f. m

Mais classicamente, podemos escrever

nnx nwe

f(z) =ao+ ;; [ansen (T) + b, cos (—L—)] ,
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onde

2
i
Q}lm_‘
o=l
! el
y
—
)
%
=
TN
=
=~ 3
:%
e
jo
&

1 L
b, = W[Lf(x)cos

Resumindo os resultados desta secao. podemos enunciar o chamado feo-
rema espectral para o segmento [0, L], cuja demonstracio esta delineada na
discussdo acima. Considere « € {D, '}, referente s condices de Dirichlet
ou Neumann para o bordo, respectivamente.

Teorema 8 (Teorema espectral para o intervalo) Considere o problema
de auto-valores para o operador d*/dx?, com condicdo de contorno *.
i. Os auto-valores formam wma sequéncia

(OS) /\1 <;\2<‘..

indo para +co;

. Cada auto-valor é simples, ie. o auto-espaco correspondente é uni-
dimensional, e auto-espacos correspondentes a auto-valores distintos séo per-
pendiculares (no produto L* dado pela integral);

wi. A soma direta dos auto-espagos E()\;) € densa em C([0, L]) no sentido
da topologia da convergéncia C®-uniforme, portanto densa em 0, L}, na
norma L. m

Como uma aplicagao geométrica das séries de Fourier. incluimos a de-
‘monstracao de Hurwitz, seguindo [Fil], da desigualdade isoperimétrica.

Teorema 9 Seja Q2 um dominio relativamente compacto, cujo bordo C = 9§
¢ C*. Denote por L o comprimento de O (perimetro de 1) e por A a drea
de Q). Entdo

LY > 47 A,

e a tgualdade ocorre se e somente se ) for um disco circular (de drea A).
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Demonstracdo: Seja ¥ = (#(s),7(s)), s € [0, L], uma parametrizagdo de C
pelo comprimento do arco.
Seja t = £ e defina y(t) = F(Lt), t € [0,1]. Portanto, onde estivrem

definidas, as derivadas

implicam 22 + y"* = L*.
Estendemos z,y periodicamente, ¢ obtemos, via o Teorema de Fourier

e(t) = ag+ 22, (a, cos 2nwt + b, sin 2nwi)

y(t) = ao+ Zn_l(an cos 2nrt + B, sin 2nnt)
2'(t) = 22, 2nw(—ay, sin 2n7t + b, cos 2nmt)
y'(t) = £, 2nm(—a, sin 2nwt 4+ B, cos 2nrt).

Pela identidade de Parserval (prop. 2.3)

i An?m?(a® +02) =2 /01(:13 (t))*dt

n=1

> artat(ad + ) =2 [ (W(O)

n=1

Como (2'(t))? + (y'(1))? = L?, obtemos
2723 nP(al + b2+ ol + 1) =L

Por outro lado, se

nwe

f=ao/2+  ay cos T—]—b sin T

nne

g=0'0/2+2an cos w—kﬂn sin ——,
L L
entao

1 1
L / (fg)dt —GOOO + Z 12950 % + bnﬂn)

n=1
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Aplicando para f = 2.¢g = y/.

1 el
2 / ry df = Z nmla, By — bev,).
Jo

n==l

Mas [; xy'dl = A(f), logo

1
/ xy'dl = Zn(a”;ﬁn — byar)
Jo

Portanto

L? —dn A = 272 Z[(nau = 3.0+ (nb, + ) + (n* — 1)(a? + A4 >0,

HES|

0 que prova a desigualdade isoperimétrica. No caso de igualdade, o terceiro

termo do somatério € nulo o que implica que a,, = 8, = 0, exceto paran = 1.

Mas entdo , usando que os outros dois termos sio nulos, temos

ay =
by = —a.
Portanto:
r(t) = ay + ajcos2mt 4+ bysin2xt
y(t) = «ag — bycos2xt + aysin2wt

que € o circulo de raio n=1/a? + b? centrado em (ag, ag). ®

2.2 O problema da membrana vibrante

O mesmo tipo de analise que fizemos na seccio anterior é realizada para

o problema de uma membrana vibrando, cujo bordo estd sujeito a certas

condigoes. Representando a posigao de uma particula de coordenadas (,y)

no instante ¢ por u(a,y, 1), a equacio diferencial toma a seguinte formaz:

d*u
e AU.
o2

onde A é o operador laplaciano

(10)
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(atuando apenas nas varidveis espaciais). Para uma deducio desta equagao
utilizando principios de energia, v. [CH]. Comparando com a equagao
da corda, vemos que estamos considerando pequenas vibragoes , densida-
des constante e ainda unidades fisicas tais que ¢ = 1. Se considerarmos o
caso de uma membrana representada por um dominio { no plano, presa ao
longo do bordo (caso de um tambor), temos, analogamente ao caso da corda
de extremidades fixas, o seguinte problema de valores iniciais e de fronteira

(PVIF):
uy = Au (z,y,1) € O x R*
u(z,y,t) 0 (z,y) €00, t € R*
u(z,y,0) = f(z,y); w(zx,y,0)=g(z,y) (v,y) €N
As funcoes [ e g representam as condigdes iniciais novamente. As condigoes

de contorno, como antes, sdo chamadas de condigdes de Dirichlet. Aplicando-
se o método de separacio de variaveis, supomos que

u(e,y,1) = F(z,1)G(),

Il

obtendo novamente

AP _ G
F G

Ocorre assim, como no caso da corda de extremidades fixas, o problema de

= constante.

auto-valores de Dirichlet:

AF4+MF = 0, (z,y) €
('D){ J 0 ( J)
oo = 0.

A pergunta que se coloca é: existem auto-valores
ALy Aoy
e auto-fungoes (ortonormais) associadas
Fi(z,y), Iaz,y), - -

tais que o PVIF (de Dirichlet) acima tem uma solugéo da forma

u(z,y,t) = i(ak cos(\/:\:t) + bksen(\/;;t))Fk(a:,y),

k=

vy
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onde ag e by sao dados pelos coeficientes de Fourier de [ e g em relacao
as auto-funcoes {I, Iy, .. }7 Em outras palavras, existe um sistema orto-
normal completo de auto-funcées para o problema de auto-valores em () (com
condicao de Dirvichict)?

A resposta ¢ afirmativa, supondo-se condicées razodveis sobre a regiao
1 e as fungoes [ e ¢g. Para a condicdo necessaria e suficiente sobre (2, veja
o conceito de fungdes barreira em [GT]. (Lembre-se de que basta que haja
uma fungdo de Green para o problema.) Uma condicio suficiente é que todo
ponto do bordo possa ser alcancado por m segmento contido inteiramente
no complementar de (), que toca o bordo no ponto. Para [ e g, as condicdes
sao semelhantes as condi¢oes para as séries de Fourier (C? basta).

A teoria espectral. como passou a ser chamado o estudo sistematico deste
tipo de problema, foi o resultado dos esforgos de varios matematicos duante
a segunda metade do século passado, culminando com a teoria das equacoes
integrais desenvolvida por Fredholm e Hilbert no inicio deste século. Mais
tarde Weyl e Courant contribuiram com os métodos variacionais.

Antes de enunciarmos o resultado, vamos incluir o caso das condicaes de
Neumann para a fronteira. O problema de auto-valores de Neumann é:

It

. FAWLEN o
(V) aF

a0

0. (2,y)e Q)
= 0.

onde ¥ ¢ o vetor unitario normal externo a € ao longo de d e 9/dv é a
derivada direcional com relagio a v. No que se segue, * € {D.\'} se refere
as condicées de Dirichlet ou Neumann na fronteira. Denote por CI(§)) o
espago das fungoes C7 em () satisfazendo i condigao de contorno *. Seja
B} o sub-espaco de ('2°(Q) gerado pelas auto-fungdes associadas a \j. Ej é
chamado de auto-cspaco de ;.

Teorema 10 (Teorema Espectral)
(i) Erxisie wma sequéncia disercta

(0 <A <A, <A\ L. 7 oo,

de auto-valores para o «-problema de auto-valores acima, ¢ auto-funcées
(analiticas) associadas:
(11.)  Os aulo-cspagos Ly sio de dimensio Jintta, L. a cada auto-valor

corresponde apenas um nmimero finito de aulo-funcées :
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(#ii.) A soma direta @i, Ef ¢ densa em C(2), na topologia C”-uniforme,
r=0,1,...,00;

(iv.) A soma direta @2, Ep € densa em L*(2), na topologia L* (as auto-
fungdes (orlo-normalizadas) formam uma base Hilbertiana para L*(9)).

Para a demonstracio deste teorema, ver [CH] ou [Ga]. Ambos utilizam-
se da existéncia da funcdo de Green para o laplaciano. Uma demonstragao
direta, utilizando a caracterizacio variacional dos auto-valores, pode ser en-
contrada em [Bel].

No enunciado do teorema espectral, colocamos a possibilidade de A7 = 0.
Na verdade temos:

AP >0,

AV =0.

A segunda expressao é consequéncia de que as fungdes constantes nao-nulas
s&o auto-fungdes para o problema de Neumann (a derivada normal é nula).
A primeira vem da unicidade da solucio da equagao de Laplace

Au=10
com condicdo de contorno u = f em 9§2. No caso em que esta condicao é
que [ = 0 em 09, entdo u = 0 é a tnica solugdo . Portanto A = 0 ndo ¢

auto-valor.

2.3 Propriedades do primeiro auto-valor

Vimos que o primeiro auto-valor para o problema de Neumann é nulo. Nesta
seccao estudaremos outras propriedades do primeiro auto-valor para o pro-
blema de Dirichlet, dentre as quais a mais importante é que o primeiro auto-
valor ésimples, i.e. dim(EP) = 1. Antes de demonstrarmos esta propriedade,
introduzimos a integral de Dirichlet e o quociente de Rayleigh de uma fungao.

Definicao 4 Seja uw uma fun¢io C! por partes.
i. Definimos a integral de Dirichlet (ou integral de energia) de u como:

Q(u)://QI[VuH?d:cdy.
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1. Definimos o quociente de Rayleigh dew, sew 20 (v ndo identicamente
nula) como:
[JalIVu|Pdedy _ Q(u)
o utdady Ju]f2,
Antes de continuarmos, relembramos aqui as identidades de Green. que
sdo consequéncia direta do teorema de Creen no plano.

Ru) = *

Teorema [Identidades de Grefm] Sejam u e v fungées C* em Q, e seja
v o vetor unitdario normal interno a 9. Entdo -

(Primeira identidade de Green)

// < Vu, Vo > drdy + // wihv drdy = —-f u—(zgds;
Ja J Ja a0 Ju

(Segunda identidade de Green)

Jv dv
//Q(MAU —vAu) dedy = Mﬁg <u-é; - u-é—l;)

Demonstragdo: Para a primeira identidade. use

Pley) = o2 O(eny) = —u22.
dy

dz
Entao
= Qu . dy 4 v dr
$on ”mds = foq U (“r% ds + By | ds )dq
= faq (31 gy Sede — ugt ({z/)
= = [la(tsve +wvg, + Uyvy + u vy Jdedy
=~ [ fo(< Vtthr > Hudv)dzdy.
Para a segunda, use duas vezes a primeira identidade e subtraja. u

Agora, se ulag =0, e u é (%, entio pela primeira identidade de Green,

) = — // vAudrdy = — < u, Au >;2,
Ja

ou seja, Q(u) é a forma quadratica associada & forma bilinear simétrica

Qu.v) = = <u,Av >pe= — < Au,v >,
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se v também é C?, pela segunda identidade de Green.
Obs.: Esta tltima expressio mostra que o laplaciano, para funcoes C? sa-
tisfazendo a condicio de Dirichlet, é auto-adjunto com relagio ao produto
L2

Como motivacio, lembhramos aqui como podemos calcular os auto-valores
de uma matriz simétrica A em IR". Definimos a forma quadratica

Qz) =< Az,x >
e calculamos o {nfimo sobre a esfera unitaria de IR™:
A\ = inf{Q(v) : v e R, ||v|| = 1}.

Mas poderiamos também calcular

A= inf{ighgﬁz v e R" v # 0} .

Este é o menor auto-valor (incluindo sinal) de A. Também sabemos que
existe v; € IR™, auto-vetor associado a Ay, com |jvq|| =1 e

Q(Ul) B /\1 (< AU],’U) >=< )\1@1,'01 >= /\1)

Analogamente, temos para o laplaciano (nesta sub-secgao omitiremos a re-
feréncia & condigdo na fronteira; estaremos sempre considerando o problema

de Dirichlet):
Proposicio 3 (Caracterizagio variacional do primeiro auto-valor)
M) = inf{R(u): we CP(Q), u#0, uloxn =0}
= Q) ue C, ula =0, [lull, = L)

Apresentaremos duas demonstragoes desta proposicdo, a primeira esquema-
ticamente.

12 Demonstracdo: Primeiramente, observamos que se u; € auto-fungao asso-
ciada a A, entao

,R,(Ul) = )\1,
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pois, pela [ormula de Green. como v é ("™,

// < Vuy, Vuy > dedy = w// uy Auydedy = )\1// uidzdy.
Q Q Q

Isto implica, que
A <A

onde :\1 ¢ o infimo do enunciado do lema.
Mas a equacio
Au+ \u=0 . ulag =0
admite uma solucio v, regular, via o limite de uma sequéncia minimizante
{vi}2y, com [l = 1 (v. [Bel] para o argumento, que usa a elipticidade
do operador laplaciano). Portanto \, é auto-valor (X\l > 0, caso contrario vy,
na seq. minimizante convirgiria para a fungao nula, com norma L? igual a
1). Como \; é o menor auto-valor, A, = \,. B

Observagdo: esta demonstragao pode ser adaptada para provar a existéncia
tanto de Ay como da primeira auto-funcio , via a utilizacdo do método va-
riacional. trabalhando-se em H}(Q2) = {u € L*(Q)| u suporte compacto no
interior de (0. Vu € L*(Q)}. Aqui a derivada é tomada no sentido distribu-
cional. () é o lecho. na topologia H'. de C§(2) em L*(Q). A topologia
' ¢ dada pela norma

Il = [ [ (6 + 1V ul)dody.

Veja [Bel] para o argumento.

22 Demonstracdo: seja u # 0, €. Sejam ¢, =< u,u, > onde {u,} ¢
um sistema orto-normal de auto-funcoes | associadas aos auto-valores {,}.

Escreveremos
n
Cp = 75
2
A2
Entao

portanto

j]
i
— .,_.Z_L.... n
Au=-3 \
T
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Temos

e 2
//ﬂ IV u|2dedy = ; 5
(Vu=52, ¢V, e

[fa < Vu,,Vu,, >dzdy = — [Jq unAuy, drdy )

= Anbmn-
Também
= (12
// widedy = Z .
L n=1 7'M
Portanto o 0, Z 0
) C 0 IC
R(u) = = A
(U) OO - C2 — 7(;021 C% 1
Mas, tomando u = u;, R(u;) = A1, o que implica
inf R(u) = A m

Ainda antes de mostrarmos que A; é simples, vamos mostrar a importante
1 )

propriedade de que uma auto-fungéo associada a A; nao muda de sinal. Mais

ainda, seus tnicos zeros estdo no bordo.

Exercicio: Dada u C%, defina, para ¢ > 0, u. = (u® + £?)!/? e use u, para
mostrar que |[V]u|](z) < |Vu|(z), onde estiver definido. Portanto

Q(ul) < Q(u).
Lema 3 Se u € auto-fun¢do associada a Ay entdo |u| também o é.
Demonstracdo: Use a caracterizagao variacional de Aj, o que mostra que
R(lul) < As. "
Proposicio 4 Se u € auto-fungdo associada a Ay, entdo u £0, Vo € Q.

Demonstragio: Sabemos que |u| também é auto-funcao. Portanto éC™e
temos
Alu] + Aylu| = 0;
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donde segue-se
Alul = =M\ Ju] < 0.

Pelo principio do méximo ([GT]), lu| nao pode ter um minimo local em § e
o infimo (que é = 0) ¢é atingido apenas no bordo de 1, ou u = 0. Mas esta
ultima possibilidade nio ocorre (Ju] é auto-fungdo ), portanto lu| > 0 em ,
donde u # 0 em (). B
Coroldrio A, € simples.

Demonstragio: Sejam wuy, v, auto-fungdes associadas a \;. Se u; e v fossem
linearmente independentes. entio obteriamos w0y e Uy ortogonais, ainda auto-
funcoes . por Gram-Schmidt, ¢ ambas positivas em . Mas entéo

// hydady > 0,
Q

que é absurdo. Logo u; e v, sio linearmente dependentes e o o auto-espaco
de A\; é I-dimensional. m

2.4 A desigualdade de Faber-Krahn

ApSs os resultados da seccio anterior, e também devido ao interesse natural
em se conhecer a freqiiéncia fundamental de um dominio, a seguinte pergunta
se coloca: podemos determinar \ () para qualquer O C IR*? A resposta é:
em geral ndo. mas existem casos particulares interessantes:

Exemplo 1. Retingulo de lados a.b.

Neste caso aplicamos o fato de que, conhecendo-se o espectro e auto-
fungdes dos fatores de um produto, podemos determing-los para 0 mesmo.
Basicamente os auto-valores sio dados pela soma e as auto-fungdes pelo pro-
‘duto, com as varidveis separadas. Aplicando-se para o produto de segmentos,
obtemos o espectro completo do retangulo, com as auto-funcées.

m?  n? . mne . nwe

A = 2 St Fasley) =sin(——) sin(—), m,n > 1.
a b a b

Se a = b, entdo a multiplicidade de A € 0 nimero de maneiras diferen-

tes que k = m? -+ n? pode ser escrito como a soma de dois quadrados. Um
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.

bom execicio de Algebra.
Exemplo 2. Disco de raio R.

Neste caso, utilizando-se coordenadas polares r,0, aplicamos novamente
a separagao de variaveis, tomando

F(r,0) = f(r)g(0),
e obtemos que f(r) deve satisfazer a equagdo de Bessel:

&fdf

2 4 2y L 2VF —

T :Z;—{+7dv‘+(r A—n*)f =0,

onde n € IN. Sabe-se que esta equagao tem solugdes limitadas em r =
0, chamadas de funcdes de Bessel de ordem n (de primeira espécie), cuja

expressao em série é

2k

L) =53 (—1)km~

< k=0

A variavel p é dada por p = Vr. B facil ver que a condigao de contorno
impde que os auto-valores sejam dados pelos quadrados dos zeros das fungoes
de Bessel (v, [CH], pp-303-306). Obtemos assim uma familia Ay, 7 =
0,1,..., m=1,2,... de auto-valores, cujo menor deles é exatamente Aot =
j2, o primeiro zero de Jo.

Para ver mais exemplos, ver [PS]. Em [Po], pode-se encontrar uma tabela
onde sio dados os valores do perimetro e do primeiro auto-valor de varias
regices, fixada a drea.

Uma vez que néo podemos saber o valor exato para a o primeiro auto-
valor, em geral, é interessante se ter estimativas que o aproximem. Sabemos
que, via o quociente de Rayleigh, podemos fornecer uma quota superior para
A1(Q). E quotas inferiores? A desigualdade de Faber-Krahn nos fornece uma
quota inferior universal, em termos da é&rea de

Teorema 11 (Desigualdade de Faber-Krahn) Seja A} = Ef}; entdo, se
drea(Q) = A,
A () > A = M(disco).
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Observagdo: na verdade, se A\, () = Al. entao ) é (congruente ao) o disco
da area dada.

Este resultado foi demonstrado por Faber [Fa] e Krahn [Kr1] indepen-
dentemente, sendo que em seguida Krahn [Kr2] generalizou o resultado para
o IR", i.e., dentre todas as regioes {1 C IR™ de volume fixado, a tnica que
tem o menor valor possivel para o primeiro auto-valor do Laplaciano, com
condiges de Dirichlet no bordo, é a bola do volume dado.

Antes de demonstrarmos este teorema, vamos introduzir a nogao de sime-
trizagdo de Schwarz, tanto para dominios como para funcdes. Dada a regiao
Q, vamos construir o disco Q2* de mesma drea que €, centrado na origem, e
associada a primeira auto-funcao . que tomamos positiva em €2, uma funcao
u” com simetria circular em * tal que

R{u") < Riuy,

o que implica

AT <A (Q).

Como u > 0, seja @ = {(x.y) € O u(x,y) > t}, onde 1 € [0,sup ul.
Note que €2y = Q. Considere agora os discos €7, centrados na origem, com
a mesma area que ;. O bordo de Q, é, a menos de um ndmeros finito de
singularidades, analitico.

Seja u” : Q* — IR definida por

u(xyy) =1 se (z,y) € 0Q;.

Exercicio 8 Mostre que

// Clay) dedy = // wHa,y) dady.
JJa J Jar

Lema 4 (Férmula de co-drea) Se f:Q — IR for continua. entdo

sup u
T = MVl ™1 ds lt, 11
//fz fduxdy /£ [ﬁm TV )| ™" dse| di (11)

onde dsy ¢ o elemento de comprimento de arco de 99),.
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Demonstragdo: note que

vl = 12y = %,

onde ¢ é o pardmetro de comprimento de arco ao longo de uma trajetéria
ortogonal as curvas de nivel 9§,. Portanto, o elemento de drea em (2 é

dzdy = dsdo = ||V f|| " ds.dt,

onde s é o parametro comprimento de arco ao longo de 99,;. O resultado
segue-se. n

Observe que a demonstragio acima fornece também a férmula

//Q fIVulldedy = /Dsupu[mt fdst] dt, (12)

que também ¢ conhecida como férmula de co-area.

Demonstragdo da desigualdade de Faber-Krahn: Tome na férmula de co-area
= |Vu|]*. Entéo

[ Ivulfdzdy = /OM [ﬁa ][Vu”dst} dt

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:

}gﬂt V| |ds, > Mm dstr [};}Q [[Vzd]’ldst]—l

Lo = fém,

é o comprimento de 9§, = u~'(t). Pela desigualdade isoperimétrica,

Mas

Uimt d.str > (L2, (13)
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onde Lj é o comprimento de 9. Tomando agora [ = | na férmula de
co-area;

d
7 -1 2 = e o
){thVuH ds, dt‘l(t)
d ..
= Tt
= iQGHVu*H"]ds,. (14)

onde A(t) (A*(t), resp.) é a fea de 9, (€27, resp). Aplicando-se a mesma
analise para a fungao simetrizada u*, obtém-se:

¢ -1
fgsz; IV7alds; = Mm: ‘[S:} [y{nt HVu“H“‘d,s;‘J ‘

ols Vst é constante ao IOI]"() (i(," OQ*. )OiS u* é L‘aA(lia,Imonte Si!ﬂétl‘iC&.
o i [
POI‘tELﬂtO, US&HdO (13) @ (11)\

fiml HVullds, > fg(;? V| |ds:.

Integrando em ¢, aplicando a férmula de co-area, ohtemos:

/1{2 | VullPdedy > //; 1|2 dedy,

o que conclui a demonstracio. |
Exercicio 9 Suponha que u seja um ponto critico do quociente de Rayleigh
R(u), no sequinte sentido:

d ,
32'1;07{’,@ +th),
onde h € C™(8), |0 = 0. Mostre que

, -1
-Ei‘ﬂ{:gR(u +1h) = —-‘2// (Au+ Au)hdzdy [// u%f;z#dy] .
dt Q o)

onde A = R(w). Tomando-se h = Au -+ \u. obtém-se
Au+ du =0,

donde vemos que a equacio do problema de auto-valor ¢ a equacac de
Euler-Lagrange associada ao funcional T(w).

Exercicio 10 AMostre que a desiqualdade de Faber-Krahn implica a desigual-
dade isoperiméirica.
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2.5 O teorema de Weyl

Nesta secio , apresentaremos um resultado muito interessante relacio-
nando o espectro do Laplaciano (i.e. o conjunto de auto-valores) e a area do
dominio. Apesar deste resultado, conhecido como Teorema de Weyl, estar
um pouco fora do tema central destas notas, ele é suficientemente importante
para ser incluido, pelo menos como referéncia para o leitor interessado. Seja
Q um dominio no plano. Para cada niimero real positivo A, seja N.(N, Q) o
ntimero de auto-valores do Laplaciano em Q que sao menores do que A, onde
« € {D, N} indica as condi¢ées de contorno do problema.

Teorema 12 (Weyl) Seja A(Q)) a drea de Q. Entdo

im N.(\, Q) _ A(Q).

A—00 A 47

Este é considerado o primeiro resultado da Geometria Espectral, que € o
estudo das relacdes entre o espectro (do Laplaciano, em geral) e as proprieda-
des geométricas de uma regido. O resultado tem um analogo em dimensoes
mais altas, e, na verdade, pode ser generalizado para variedades Riemannia-
nas, via o chamado desenvolvimento assintético de Minashisundaran-Pleijel
(v. [BGM]).

Alguns comentarios, antes de passarmos ao esbogo da demonstracao .
Apés este resultado, mostrou-se que muitas outras propriedades geométricas
e topoldgicas (e.g. o nimero de “buracos” do dominio), eram caracteriza-
das pelo espectro do Laplaciano. Além disso, em dimensdes mais altas,
n > 4, mostrou-se ([Ur]) que nio era possivel se caracterizar o dominio
completamente, i.e., existiam dominios com o mesmo espectro mas que nao
eram congruentes (apesar de que o volume do dominio também depende as-
sintéticamente do espectro, como no teorema acima). O problema para o
plano, que passou a ser conhecido como Problema de Polya, e que pode ser
enunciado , em linguagem mais florida, “¢ possivel se ouvir a forma do tam-
bor?”, ficou sem solugio até recentemente, quando foi mostrado que existem
dominios (simplesmente conexos) do plano que tém o mesmo espectro mas
no sio congruentes (v. [Be3,Bed, GWW]).

Para se demonstrar o teorema acima, é necessario se caracterizar varia-
cionalmente os demais auto-valores do Laplaciano. Comegamos novamente
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com o caso em dimensao finita. Se d(x) =< Ax,x >, onde A é uma matriz
simétrica, podemos calcular os outros auto. valores, além do menor deles, da
seguinte maneira. Seja v, € IR" um auto. vetor associado a Ay, com ||vy]| = 1.
Considere o espaco ortogonal a vy,

Vi={xeR": x1 Vi}.

Como sabemos que. no caso de matrizes simétricas, sempre podemos tomar os
auto-vetores ortogonais entre si, podemos caracterizar o proximo auto-valor
A2 (que pode ser igual a Av), por:

Ay =inf{Q(x): x e 1y, [Ix]| = 1).

Exercicio 11 Mostre que Vi € invariante pela agao de Q, te.. Qx € 1y se
x € V.

Procedendo ind utivamente, se tivermos obtido os & — | primeiros auto-valores
At <000 < MeLy. com (conjunto orto-normal de) auto-vetores associados
Vi, ..., Vi, definimos

Ae =inf{Q(x): xe Ve, [Ix]] = 1},

onde Vi_; é o complemento ortogonal do sub-espaco gerado por {vy, ... v,_ 1}
Obviamente este processo acaba com An. Também é possivel calcular /\k sern
se utilizar os auto-vetores. via um processo mini-maz. Para isso. defina, para
k=1 vetores u,,...  u,_, quaisquer,

Ap(ug, o uy) = inf{Q(x): [Ix]|=1,x L< Up, . Uy >
Entao
Ap = sup{Ax(ur,. .. upy) {ul,...}ukml}L.[.}.
Exercicio 12 Mostre Jue as caracterizagies acima sio de fato equivalentes.

Procedemos dgoxa por analogia, para o caso de dimensio infinita, utili-
zando o quo« iente de Rayleigh ou a integral de Dirichlet como funcionajs.
Sejam \; < )\, < Az <0< A, os primeiros & — 1 auto-valores para o
problema de Dirichlet, e sejam vy, ..., ey auto- fungées L.I. associadas, que
podem estar orto-normalizadas em relagdo ao produto interno L?. Para um
aberto 2 ¢ IR™, denotamos por Cp o conjunto das funcdes continuas em Q,
C' por partes em ) e tais que ulasg = 0. (Esta dltima condi¢do pode ser
suprimida, assumindo-s que o suporte compacto de u estd em Q.)
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Proposigao 5

M = inf{R(uw): v €Cp, ul<vy,... V1 >} (15)
= inf{Q(u): w € Cp, ||ulls, v L<vi,. .,V >}

Seja agora
Ap(ug, .. upmy) = inf{R(u) 1 v €Cp, u L<up, . U >},

onde uy,...,us1 sao fungdes quaisquer, continuas por partes em Q (sem
condicdes sobre a fronteira de ).

Proposigao 6
M = sup{Ap(ug, .. uker) o {un, oo upa} Ll w C° por partes em §1}.

(As fungbes u que aparecem em ambas as caracterizagdes sio chamadas de
fungdes teste.)

Demonstragio : A primeira caracterizagdo de Ay acima é consequiéncia direta
do desenvolvimento

ZOO Anc?

R(u) =

o] 2 ’
n=1Cn

onde ¢, sio os coeficiente de Fourier de u em relagio a uma base orto-normal
de auto-fungodes (associadas a A,, n = 1,2,.. .). Veja a segunda demonstragao
da caracterizagao variacional do primeiro auto-valor, na segao anterior. Dei-
xamos os detalhes como exercicio para o Leitor.

Vamos mostrar que as duas caracterizagdes acima sao equivalentes. Note
que, tomando-se u = Vg, U} = Vg, ..., Uk—1 = Vk-1, ondev;, 1=1,...,k—1
sio auto-funcdes associadas aos primeiros k auto-valores,

Ak(“l»nw“k—l) = A,

usando (15). Isso implica que Xz, dado pelo supremo da proposicdo 6, é
maior ou igual a Ag.

Sejam agora 1wy, ..., Ur—1 qUe NAO geram O Mesmo sub-espago que as pri-
meiras k — 1 auto- fungoes (caso contrario nao ha o que provar). Seja

u=ocv1+ ...+ C-1Vk-1,
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ulll; = T8l e, = 1. Entdo

//Q |V u|[*dzdy

A]Cf ok ’\k—lci~1
Moot} + ..+ chy)
/\k,,_n S /\[\m

tal que v L< uy, . upy > e

IA

Ak(({],. Cen ?Lk__])

i

I

Exercicio 13 Para ver a igualdade

//Q VullPdedy = ek L+ A1t

que aparece acima, note que
k1
3 -,
Viu = L e; Vo,

1=x1

e mostre que

// <V, Vg > dedy = ) f/ w;ujdedy
Ja Q
Ay

(Use a primeira identidade de Green).

O resultado basico para se demonstrar o teorema de Weyl é:
Lema 5 Se Q C ', entdo A\ () > M), k=12,

Demonstragio : Sejam wy, ... up_y L.I.. definidas em {1, a fortiori em
(extensdo continua por partes, identicamente nula fora de {1, denotada por
ut.) Seja u a fungdo teste para o calculo de Ae(wr, .. upsy). Entdo , como
ulag = 0, estendemos u a uma funcdo v’ em €, identicamente nula no
complementar de {2, que é uma funcéo teste para o caleulo de Ap(uf, ... u}_))
(relativo a Q) Portanto

/j{; IV u|[*dedy = //;/ V| Pdady.
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Como possivelmente existem fungoes teste em Q' que nao sao identicamente
nulas na fronteira de 9, o infimo de R em ¥’ ndo pode ser maior do que em
Q, para fungdes uy, ..., ur-1 L.I. sobre Q.

Para completar o argumento, suponha que wy, ..., wg—1 sejam continuas
por partes e L.I. em . Vamos mostrar que ainda assim

A(wr, . wpmr) < A(Q).

Extraia (se necessario) um sub-conjunto L.I. sobre 1, complete-o a um con-

junto L.I. de & — 1 fungdes continuas por partes em Q) (aqui vemos por que

precisamos considerar fungdes sem condigoes sobre a fronteira). Tome uma

funcio teste u em e seja v’ sua extensao por zero a V. Portanto u’ também

é funcao teste para o conjunto wj, . ..., wx_1, pois é nula fora de (2 e odemos
15 k-1

aplicar o argumento acima. n

O mesmo tipo de raciocinio pode ser aplicado para a sub-divisao de um
dominio em sub-dominios. Seja @ dividdido em uma colecao finita de sub-
dominios S, por meio de um sistema de curvas regulares C. Considere o
conjunto de todos os auto-valores das regides de S, ordenados como um
conjunto unico:

M SRS

Cada auto-funcio associada esta definida em um dos sub-dominios de S,
que pode ser estendida por zero a uma fungéo continua e C' por partes em
Q). Se ;. for o k-ésimo auto-valor em {2, entdo é claro que

/\z > /\k7
pois A} é obtido calculando

Ap(ug,. . ug—y) = inf{R(u) : v L u;, uw#0, ulas = u

e depois tomando o supremo para uy, ... ,up-1 L.1. e continuas por partes.

Vamos agora fazer algumas observagoes para o espectro do Laplaciano
com condicées de Newmann na fronteira. O problema em questao é:

>
=
+
=
!

= 0, (z,y)€eN
(V) oF _ 0 (z,y)
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onde /dv é a derivada normal ao longo da fronteira. Note que as fungdes
constantes sao auto-fun¢des com p = 0. Os auto-valores sio nao-negativos,
pela identidade de Green, e podemos ordena-los (incluindo a multiplicidade):

O=po < < ... < <o

Exemplo: considere o retangulo de lados a,b. Entdo os auto-valores para o
problema de Neumann sio dados por:

pra=7" =+ =], k1=012...
a

e as auto-funcdes (normalizadas) por:

kre lry
W = Cj | COS —— COS -—ém k,l=0,1,2,...
a

onde ¢;; sdo constantes normalizantes. Note que pgg = 0 é auto-valor, com
auto-funcées constantes.

Exercicio 14 Suponha a = b ¢ caracterize a multiplicidade dos auto-valores
como sendo o nimero de possibilidades de se escrever certos inteiros como a
soma de dois quadrados.

Novamente podemos dar uma caracterizacio variacional para os /. Sejam
Uy, ... up-; fungdes continuas por partes em (). Defina

Mi(uys ooy} = inf{R(u) : v C' por partes, u L w;, u # 0},

e tome
pie = sup{Me(ur, .o oupey) {ug, ., gy} L.}

Observagdo: neste caso nio vale um resultado analogo ao do lema 5. Mostre
1550 como exercicio.

Observe ainda que neste caso néo impusemos nenhuma condicdo de fron-
teira para u, o que corresponde & interpretacio fisica do problema de Neu-
mann como o de fronteira livre. Também note que nao impusemos a condicio
de que u seja continua em (). apenas C'!' por partes. Esta liberdade de es-
colha nos permite fazer, neste caso, o mesmo tipo de analise feito no caso
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do problema de Dirichlet, para uma sub-divisdo de um dominio. Seja no-
vamente S uma sub-divisao finita de 2 em sub-dominios, por meio de uma
familia de curvas regulares C. Novamente ordenando todos os auto-valores
dos sub-dominios em &,

<y < o< <

temos a caracterizagao
wh = sup{inf{R(u) : uw C" por partes em Q, u L u;}}

onde o supremo é tomado sobre uy,...,ur_; L.I. e C° por partes em (2.

Observe que o fato de termos admitido que u seja apenas C'! por partes
nos permite olhar uma funcao teste de um sub-dominio como uma funcao
teste para o dominio todo, com extensdo por zero. Além disso, podemos
ainda comparar, via a caracterizacao acima, os g com os auto-valors para o
problema de Dirichlet:

Lema 6 p; < Ap (< X%).

Demonstra¢do: basta observar as caracteriza¢Ges variacionais em ambos os
casos e notar que temos mais liberdade para escolher as fungdes teste no caso
do problema de Neumann. =

Para provar o teorema de Weyl, cobrimos o dominio € com uma familia
de retangulos R que se tocam pelas arestas(v. figura 11.) Se Ay for o k-ésimo
auto-valor da regidao que a unido dos elementos da cobertura, entao

/l‘z S Xk S )\ka

pois os i} sdo obtidos usando mais fungoes teste. Da mesma forma, se R for
a regido formadas pelos elementos da cobertura contidos em €, entao

A< A < AL

Utilizando familias de retangulos que aproximam a regiao 1, podemos reduzir
a demonstracao do teorema de Weyl ao seguinte resultado. Seja N(A) (N(p),
resp.) o niimero de auto-valores para o problema de Dirichlet (Neumann,

resp.) nao maiores do que A > 0 (u > 0, resp).
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Figura 11: Cobrindo o dominio com retangulos

Proposicdo 7 Considere o retangulo de lados a e b. FEntdo N(A) € o
nimero de pontos do reticulado com coordenadas inteiras contidos na elipse

k? Zf B 3_
a? B2 T g2

excetuando-se os etvos. N(u) ¢ o nimero de pontos do reticulado com coor-
denadas inteiras contidos na elipse
kr 2 1

2tTET

Demonstragdo: simples contagem. ©

Corolédrio O teorema de Weyl vale para o retangulo:

N{A) N(p) ab
lim > = lim 4l = =
N—oo A poo gy 4

Demonstragio: os semi-eixos da elipse

k22 1

a? = b? w2

sio av/ A/ (ay/ii/m) e b/ (by/m/m) (v. figura 12.) Portanto,

S

V() > Aab

T A
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onde os erros (positivos) sio proporcionais a VA (ou a V/It, pois correspon-
dem aos pontos que estdo possivelmente sobre a elipse, cujo comprimento é
proporcional a v/A (ou a \/p. Como

lim Q = lim -—[E,
A—oo A p—oo [
segue-se o resultado, pois se A = p, N(X) < N(,u) |

Para concluir a demonstragao do teorema de Weyl, considere uma familia
R;, 1 = 1,...,k de retdngulos com interiores disjuntos, contidos em Q. A
colecao de todos os auto-valores de todos os retangulos, podem ser colocados
em ordem (para os problemas de Dirichlet e Neumann, resp.)

M <A<

S <Ll
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ese N(\) (N()), resp.) for o ndmero dos A (p, resp.) menores do que A
(1t, resp.), simultaneamente para todos os retangulos, entao

N(A) = Ny(A) + -+ Ny(A)

N(AY = Ny(A) + - + N (A),

onde N;(A)  (Ni(p), resp.) € o nimero de auto-valores de Dirichlet (Neu-
manmn, resp.) ndo excedendo A (y, resp.), para I%;. Portanto

N A+ 4+ A A
lim = = e

Aevzo ) 4 T 4n’

onde A; é a area de R; e A” é a 4rea total dos retangulos. O mesmo vale
para os auto-valores de Neumann. Podemos fazer a mesma andlise se os
retangulos cobrem ().

Seja agora uma cobertura por retingulos, e dado A > 0, sejam N*(X) o
numero de auto-valores de Dirichlet de todos os retangulos contidos em
nao excedendo \. e N™*(\) o nimero de auto-valores de Neumann de todos 0s
retangulos, nao excedendo A. Sejam A a drea de 0. A* a 4rea dos retangulos
contidos em 2 e A™ a drea total da cobertura. Entio

NTA) S N(A) € N7(X)

A" <A< A,
Segue-se que

A i YA N _ A
— ¢ 1St ——— .
i e T LA S

Aproximando-se (2 por dentro e por fora, assintéticamente as areas coinci-
dem, portanto segue-se o resultado. ®



3 Outras Desigualdades

3.1 A desigualdade de Brunn-Minkowsi

A desigualdade de Brunn-Minkowski relaciona os volumes de sub-conjuntos
do R™ com o volume da sua soma:

Definicdo 5 Sejam A e B sub-conjuntos do IR". Defina
A+B={z+4+y: z€ A, y€ B}.

Uma vez que tenhamos uma boa nogao de volume em IR™ (por exemplo
a medida de Lebesgue), o resultado principal desta secao é:

Teorema 13 (Desigualdade de Brunn-Minkowski) Sejam A e B sub-
conjuntos do IR". Entdo

V(A+B* > V(AL + VB,
onde V € o volume (n-dimensional) do sub-conjunto.

Para utilizarmos este resultado na demonstraciao da desigualdade isope-
rimétrica em IR”, é necessario discutir a nogao de volume k-dimensional em
IR", para 1 < k < n. Existem varias nogoes de volume k-dimensional para
sub-conjuntos do IR™, sendo que todas tém como requisito basico que coin-
cidam no caso de k-superficies regulares, em que o volume é dado por uma
integral (de Riemann). Ocorre que, para problemas variacionais, é necessario,
levando-se em conta a questdo de existéncia de solugdes, iniciar o problema
sem exigir muita regularidade. Uma vez encontrada uma solugao, seja um
minimo ou um maximo, procura-se mostrar que ela possui mais regularidade
do que se supbs inicialmente. Mas nem sempre ocorre que as solugdes de
problemas variacionais, mesmo geométiricos, sejam dados por sub-variedades
regulares. O exemplo cldssico é o da existéncia de cones minimos estdveis em
R™, n > 8 ([Si]), que sdo absolutamente minimizantes, com bordo dado por
produtos de esferas ([BDG]).

Para os problemas variacionais envolvendo a nogao de volume, o conceito
relevante é o de medida de HausdorfJ (e dimensio de Hausdorff), que é fun-
damental para a Teoria Geométrica da Medida. Para o leitor interessado, o
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livro de Morgan ([Mo]) é uma boa intoducio ao assunto. A referéncia classica
¢ o compéndio de Federer ([Fe]).

Para nés, ha uma nocio mais elementar, suficiente para os objetivos desta
secao . Seja BT = B™0) a bola aberta de raio r centrada na origem, em
R". Denotaremos o volume da hola aberta unitéria BY por w,. Portanto o
volume de B é w,r™. Dados £ C R" e r > 0, seja

E,=FE+Bl={reR": 3y (jy— | <r)).

E claro que E, é aberto, portanto seu volume pode ser calculado via a medida
de Lebesgue. E, pode ser visto como a “vizinhanca tubular de raio v em
torno de K.

Definicdo 6 Seja £ C IR*. Para cada k. 1 <k <n-—1, defina o conteiido
k-dimensional de Minkowski de I por

W VI(E,

M(EY = liminf — )

0w,

k?‘n“k :

Note que o denominador de M (E) é o volume de Bk Para dar uma
interpretacio geométrica a My, suponha que E é uma superficie regular
compacta em IR®. Para cada ponto p de I/, consideramos o intervalo aberto
I, sobre a reta normal a F em p, centrado em p, de raio r. Para r sufi-
cientemente pequeno, ., é a uniao destes intervalos, que sao bolas abertas
I-dimensionais de raio r. Em outras palavras, E, é, localmente, o produto
de E por B!, e vemos que M,(E) é, no limite, o “quociente™ do volume de
E, pelo comprimento do intervalo. A mesma interpretacao vale para n e k
qualsquer.

Note ainda que My(E) pode ser nulo, finito ou infinito, analogamente &
nogao de medida de Mausdorfl, o que determinaria uma “dimensio de Min-
kowsk”. Para maiores detalhes e propriedades do conteido de Minkowski,
ver o livro de Federer [Fe], capitulo 3.

Exemplo: Seja £ = S"! ¢ R"™ a esfera de raio r centrada na origem,
que é o bordo de B". Vamos calcular M, (E). Seja 0 < p < r. Entéo
E, =B, \ Br . Portanto

Tp e

K(E/J) = wn(r + /’)n - Wn(r - f’)n?
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que, usando o desenvolvimento binomial, nos fornece
V(E,) = w200 p 42 ( 7; ) P33 4 2nrpt .

Portanto

wy[2nr™ 1 4 2 ( g ) r=3p3 4 2nrp™ T

M(STY) = liminf

p—0 wrp
n-1
o 2nwerm el
= —— =nw,m" ",
w1
pois w; = V((=1,1)) = 2. Este é o mesmo valor que o encontrado via
integracao. ]

Antes de provarmos a desigualdade de Brunn-Minkowski, vamos utiliza-
la para dar uma demonstracdo curta da desigualdade isoperimétrica em R™
Para a bola B, como B = S, temos a identidade

Vet (ST = nwn [V (B,

pelo resultado do exemplo acima. Portanto, para dominios do R", sec V
¢ o volume do dominio e A é o volume do seu bordo, dado pelo contciido
n — 1-dimensional de Minkowski, a desigualdade isoperimétrica deve ser

A" Z nnwnvn—l .

Para demonstrar esta desigualdade, seja agora D um dominio em R®
e seja B = 9D. Tomamos D, = D + BP; pela desigualdade de Brunn-
Minkowski,

V(D) + V(B
D/l/n + (wn,rn)l/n}n
> V+ nV("”l)/"wi/nr,

V(D)

v

usando os dois primeiros termos do desenvolvimento binomial. Portanto

[‘r(]l) _ V]T—} > 72“/(71—1)/7zw7ll/11'
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Note que V(D) — V' é o volume da parte de E, que esté fora de D. Analo-
gamente, temos a mesma desigualdade para a parte de E, que estd fora de
D, para r pequeno. Portanto. fazendo r ir a 0, temos

Mo i (E) > nwl/myin=d/n

pois o denominador seria wyr = 2r. (Para maiores detalhes, ver [Fe], 3.2.42
e 3.2.43.)

Exercicio 15 Mostre este resultado, para corpos converos, usando que

d
— =0 V(D,).

dr

Demonstracio da desigualdade de Brunn-Minkowski

Vamos considerar apenas conjuntos (Lebesgue mensuraveis) compactos em
IR™. Esta restricio nao é necessiria, e a demonstracdo para conjuntos (Le-
besgue mensurdveis) quaisquer se reduz a este caso (v. [Fe], teorema 3.2.41).

Um retangulo aberto 1 em IR™ ¢ um produto de n intervalos abertos
I1,.... 1, limitados e nio-vazios.

/:—[1:/‘(...)(]?“

Seja F o conjunto de todos estes retangulos. Primeiramente, mostraremos a
desigualdade de Brunn-Minkowski para A e B dados pela unido dos fechos
de familias disjuntas de retangulos de F {i.e., a intersecdo ocorre apenas nas
faces), por indugao sobre o niimero total de retangulos das duas familias. Se
A for dado por uma tal familia R, escreveremos A = UR. e o nimero de
elementos de 7 serd denotado por §R.

1. Iniciamos com R = §S = 1, e, A = x ... I, e B = Jiox oo d,.
Entao

A+ B = ([1 + Jl) XX (]n + ']n)
(prove isto) e este caso se reduz a provar a desigualdade

T

e+ sV > ﬁ?‘f/n + ﬁs}/",

=1 i=1 =1
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onde r; e s; sdo os comprimentos de I; e J;, respectivamente. Utilizando a
desigualdade

n 1/n n t/n 1 n 1 n
(Hai) + (Hbi> < =Sai + =) by
i=1 i=1 ni N

com a; = r;/(r; + s;) e b; = s;/(r; + s;), obtemos

n r; l/n + n 3{ 1/71 < 1 n T + IETL: S; 1
g?'i+5i Z.I:Ilr,'+si T onigrits nigrits; -

?

donde segue-se este caso.

2. Sejam A =URe B =S, para Re S familias de F com §R+4§5 = k > 2
e assumimos que o resultado vale para A’ = JR e B' = J5, se {R' + 5’ <
E—1.SetR > 1, escolhemos i € {1,...,n} e a € IR tais que ambos

Ay=An{z€eR": z;<a}, Ay=ANn{zeR": ;> a}

contenham algum elemento de R. Defina

e tome b € IR tal que
Bi=Bn{zeR": z;<b}, By=Bn{eeR": z; >b}

satisfacam
V(Bj)
V(B)

= &y, j= 1,2‘

Agora defina

RjZ{]ﬂAj: IER,]ﬂA_,’?é@}

Sj:{«]mBj: Jes, JﬂB]#Q}
para j = 1,2.. Entdo R; e S; sdo familias de F disjuntas, e A; = UR;,
B; = US'_j, com
bRy <R e 45; <4,
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portanto
R, +4S, <hk—1, j=1,2.

Como Ay + By e Ay + B, estéo separados por {x € R": z; = a + b} (prove
isto), aplicando a hipétese de inducio temos

V(A+ B) V(AL + By) + V(Ay + By) 7
(VLA 4 V(B 4 (V(A4) " 4+ V(By) oy
VAV £ V(B))" 4 agV () 4 v(B) /)
[X//Y(A)]/n + V(B)l/nlnﬂ

=
2

il

il

0 que prova a desigualdade de Brunn-Minkowski para as unides de retangulos.
Agora, por aproximacéo, a demonstracao acima se aplica também a conjun-
tos compactos de IR™. ]

Observagdo: A nocio de contetido de Minkowski, suficiente para mostrar
a desigualdade isoperimétrica a partir da desigualdade de Brunn-Minkowski,
nao ¢ uma medida, pois atribui a um conjunto e seu fecho o mesmo niimero.
No entanto, para conjuntos fechados k-retificdveis de IR™, atribui o mesmo va-
lor que a medida de Hausdorfl k-dimensional (v. [Fe], 3.2.39). Portanto, para
tais conjuntos, que sio os relevantes para a Teoria da Medida Geométrica,
podemos utiliza-la sem causar restrigées. A nogao de conjunto k-retificivel é
analoga a de curva retificivel dada anteriormente, para codimensdo qualquer

(v. [Fe], 3.2.14).
3.2 As desigualdades de Wirtinger e de Sobolev

Estas duas desigualdades tém cardter analitico, e se aplicam a funcées
definidas em dominios do IR™. Comecamos com a desigualdade de Sobolev,
mais interessante do ponto de vista geométrico, uma vez que é equivalente i
desigualdade isoperimétrica.

Desigualdade de Sobolev Seja D wm dominio do plano. FEntdo, se f
for de classe C', com suporte compacto em D,

(//DHv.fH‘{fl'dl/)Z 2 ~17r//; dady.



66 3 OUTRAS DESIGUALDADES

Teorema 14 A desiqualdade de Sobolev é equivalente a desigualdade isope-
rimétrica

L? > 4rnA.

Interpretando corretamente, este resultado diz que se a desigualdade 1so-
perimétrica vale para todos os dominios planos (com bordo suave), entao a
desigualdade de Sobolef vale para todas as funcdes C'! com suporte compacto
em tais dominios, e vice-versa. (A condigdo sobre o bordo do dominio pode
ser relaxada para retificdvel, via aproximagoes .)

Demonstracio: Seja D um dominio com bordo suave C, e para € > 0 pe-
queno, defina

k]

3 1, se d([’ac) 2
fs(P)'{ d(p, /e, se d(p,C) <

m

3

onde d(p,C’) é a distancia entre p e C. Aproxime f, por funcoes suaves
com suporte compacto em D, e suponha que a desigualdade de Sobolev vale.
Entdo valera por aproximagao para fe, € > 0. Fazendo ¢ — 0, {. tenderd a
YD, a fungio caracteristica de D, portanto

//D frdady — A(D) = A.

Seja agora
C.={pelR*: d(p,C) <e}.
Entao
_f1/e em DnNC;,
IV fell = { 0 em D\ D..
Portanto

[ 19 iy = 2E0ED,

D €

e fazendo £ — 0, o limite & direita é essencialmente o conteido de Minkowski
M;(C), que para curvas retificaveis coincide com o comprimento L(C) = L
(ver observagao ao fim da secao 3.1). Portanto vale a desigualdade isope-
rimétrica.
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Reciprocamente, consideramos as curvas de nivel de uma funcao suave f,
e 0s sub-dominios por elas definidos, da seguinte maneira (andloga ao que foi
feito para se obter a simetrizacio de Schwartz, na seciao 2.4):

Co = {(zy) e D |f(z,y)] =1},
Dio= {(zy) e D [f(xy)| > t},

onde t € [m, M], comm = min|f|e M = max [/l em D (lembre-se que [ tem
suporte compacto em D). Sejam A(t) e L({) a drea de D, e o comprimento
de C}, respectivamente, s, o pardmetro de comprimento de arco de Cf, e o
o parametro de comprimento de arco para a trajetdria ortogonal a familia
{C4}, com t crescente.

Pelo teorema de Sard, o conjunto dos valores de ¢ para os quais V[ = 0
em algum ponto de 7, tem medida nula em [m, M]. Para os demais valores
de ¢, C; é uma curva regular (ou familia de curvas regulares) que formam o
bordo de D;. Seja agora uma funcio (integravel) arbitraria h em D. Pela
férmula de co-drea (lema 4),

//D PIV flldedy = 4[}:“ {/{t hdst} dt. (16)

Colocando h = 1. ohtemos

//{) NV fldady = ./::] L(t)dt. (17)

Portanto, o lado esquerdo da desigualdade de Sobolev pode ser interpretado
como sendo a integral dos comprimentos das curvas de nivel (regulares) de
[+ Aplicamos a desigualdade isoperimétrica para os dominios [J;, obtendo

//DHVfH(Z;rdy > /7 /M\/A(t)(lt. (18)

Vamos agora expressar o lado direito da desigualdade de Sobolev de ma-
neira conveniente:

; [zl
// fPdady = // [/ Qtdi} dady
D JoJDJo
= [T 2t / dady| dt
/0 [ «/{Slf(r‘y)l /:f

. /m 20 A(1)dt (19)
JO
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onde a integracio é realizada sobre o dominio definido por 0 < < |f(x,y)]
no espago ,y,t. Vamos agora comparar os lados direitos das equagbes 18 e
19. Observe que A(t) é uma fungdo decrescente de ¢. Portanto

1/JA() < /Ot JA(s)ds,

donde segue-se que

() < A0 [ A= L[ [ acia]
/Om AA(L)dL < Uom \/X(t.)dtr . (20)

(As integracdes sio realizadas, na verdade, entre m e M.) Agora, juntando-
se as desigualdades 18 e 20 com a equagao 19, obtém-se a desigualdade de
Sobolev. ]

e, finalmente

Observagio: a condicio de regularidade de f pode ser relaxada para espagos
de funcdes muito mais gerais, pois a densidade das fungdes C'°° nestes espagos
torna os argumentos de aproximacéo aplicaveis.

Corolario Seja Fo a familia de fungoes C* com suporte compacto em
) ¢ !

b bntae ([ o 11V f]|dzdy)
, SV S dedy)® ‘
flélfgo [[p fAdady =i 1)

I} interessante se comparar este resultado com a caracterizagao variaci-

onal para o primeiro auto-valor do Laplaciano, com condigao de Dirichlet.
No caso presente nao ha dependéncia em relacio ao dominio D, como existe
para o primeiro auto-valor, dado pelo infimo do quociente de Rayleigh. A
desigualdade de Sobolev pode ser utilizada ainda para dar uma interpretacao
para a desigualdade de Banchoff-Pohl, que uma generalizagao da desigual-
dade isoperimétrica no plano, admitido-se que o bordo tem auto-intersegoes.
Mais informacées podem ser obtidas no artigo de Osserman ([Os]).

A desigualdade de Sobolev se generaliza para dominios do IR™ na forma

o Upllrv o
feFo (ID ‘.”7,/(7,4))71—1

n
=N Wy,
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€ sua equivaléncia com a desigualdade isoperimétrica é demonstrada de ma-
neira analoga (v. [FF], pag. 487).

Passamos agora a uma hreve apresentacao da desigualdade de Wirtinger,
também conhecida como desigualdade de Poincaré. A desigualdade de Wir-
tinger para fungées de uma variavel, pode ser enunciada da seguinte forma.

Lema 7 Seja f(t) wma fungio O com periodo 27, satisfazendo

2
/ F(t)dt = 0.
O

27 df 2 2m
— | dt > 2dt 22
[ (@) az [ ra @)

¢ a wgualdade vale se ¢ somente se f(1) = acost + bsin 1. ]

Entao

Deixamos a demonstracao deste resultado ao leitor, como exercicio, que é
uma simples aplicagao do desenvolvimento em série de Fourier de f. Vamos
dar agora uma demonstracio de que a desigualdade isoperimétrica no plano
é equivalente & desigualdade de Wirtinger.

Teorema 15 A desigualdade de Wirtinger € equivalente a validade da desi-
gualdade isoperimétrica para toda curva O™ fechada, com a igualdade valendo
se e somente se a curva € um circulo.

Demonstragdo: seja f(t) uma funcio C'° com periodo 27, de média nula.
Seja,

t
t) = — s)ds;
g(t) /;)9(‘«)
entao
42
glt+2m) = = [T fle)ds = 0,
¢

portanto g também é periddica de periodo 2x. Definimos entio uma curva
parametrizada C°° (1) = (g(¢), f(¢)), cujo comprimento satisfaz

) o [(dr\? | (dg)]
o= K;ﬁ) “L(?Z}f” dt
o [ (AN (dg)’
< Zﬁ/ﬁ H;ﬁ) +(;ﬁ-” dt. (23)
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pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Lembrando que a 4rea pode ser cal-
culada usando o teorema de Green por

A:—-/yd:c,
vy

obtemos

2 d 2 27 df 2
L2~4WA§2ﬂ/(; (d—‘z%—f) dt+27r/0 {(E) —fz} d. (24)

A primeira integral é nula, pela definigdo de g, portanto a o lado direito
é positivo se valer a desigualdade isoperimétrica, o que dé a desigualdade de
Wirtinger. A igualdade sé ocorrerd em (23) se

&) - ()

uma constante. Mas entdo L = 27¢, portanto ds/dt = L/2x. Como a curva
é um circulo, segue-se que f(t) = acost + bcost.
Para a reciproca, seja y(t) = (z(t),y(t)) curva parametrizada C*°. Como

L /'M[(d”g) (%)2}1/2 “

seja t = 2ms/L, que é o parametro comprimento de arco. Segue-se que
podemos eliminar a raiz quadrada da integral acima:

o [ (dz\®  (dy\’ o (ds\? L?
/0 [(?1‘{) +(9¥” dt../o (E{) dt = 5-.
Portanto

o [ (de)? dy 2 dx

2 9 _ A Q1 —
L*—4x A HW/O [(dt) + ((lt) + 2y dt} dt
2 2

Il
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e a desigualdade isoperimétrica é conseqiicncia entao da desigualdade de Wir-
tinger. m

E interessante notar que existe uma versio da desigualdade de Wirtinger
para IR™, mas que aparentemente, se n > 2, nao ¢ equivalente a desigualdade
isoperimétrica. Seja D um dominio convexo em IR™, e seja d o didmetro de
D. Entédo , se f for de classe C'" e de média nula sobre D,

D VAP = (gy /{) .

Na verdade, este é um resultado do tipo Faber-Krahn para o primeiro
auto-valor do problema de Neumann. para regides convexas. Veja o artigo
de Osserman [Os] para referéncias e mais detalhes sobre este resultado.

3.3 O problema isoperimétrico em superficies e ou-
tros topicos

Nesta seciio queremos discutir algumas generalizacées dos resultados apre-
sentados nos capitulos anteriores. As demonstracoes serao somente delinea-
das e o Leitor interessado podera consultar a bibliografia para demonstracdes
completas. Suporemos conhecimentos basicos da geometria diferencial de
curvas e superficies, contidos nos primeiros capitulos de [dC1].

Comegamos discutindo o problema isoperimétrico na eslera e, mais geral-
mente, em superficies regulares. Primeiro alguns resultados de cardter geral,
para caracterizar os possiveis candidados a solugdo do problema.

Seja M? uma superficie regular em IR (0 Leitor mais atento percebera que
estaremos trabalhando independentemente do ambiente ser o R?). Seja ) um
dominio de 1 (i.e. um aberto conexo o limitado) e suporemos que a fronteira
de Q2 seja dado por uma (s8) curva regular fechada simples v : [0, L] — M2,
parametrizada por comprimento de arco. Estenderemos a esta situacdo o
método variacional usado no primeiro capitulo.

Indicaremos por n = n(#) o vetor tangente unitario a A/, que é normal a
7 em (t) e aponta para o “inferior” de ). Uma vizinhanca de « pode ser
parametrizada em [0, L] x (—=.2), pondo

X(l,r) = CXPyylrm),
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i.e., fixado t, a curva x(t,r) é a geodésica que sai de y(t) com vetor tangente
n(t), e estd em §) para r positivo. Nestas coordenadas a métrica tem a forma:

ds? = dr? + 4(t,r)dt?,

com a
66,00 =15 22(6,0) = b (1),

onde k é a curvatura geodésica de vy (por qué?).

Seja agora f : [0, L] — IR a restrigio a [0, L] de uma fungéo de classe C?,
periédica de periodo L. Consideramos a familia de curvas v,(1) = @(t,sf(1)).
Se s for suficientemente pequeno, a curva 7, limitara uma regido Q; e a
diferenca das areas de Q e {2, serd

A(Q) — AQ,) = /UL /OW) $(1,7)drdt.

Derivando em relagéo a s, obtemos

oot = a@) = [ 7 Sk — stoess)] a9

Portanto, se a drea de §; for constante como fungdo de s, a derivada
serd nula e, calculando para s = 0, temos [ f(t)dt = 0. Por outro lado, o
comprimento de v, é dado por

L(s) = /O ’ [/ + 6t 57 ()] at,

cuja derivada em s = 0 é [¥ f(t)k,(t)dt. Se a integral for nula para todas as
fungdes f de média nula (i.e. para variagdes que preservam a area), entao k.,
sera constante. Temos entdo o seguinte

Teorema 16 Se Q for um dominio de M que tem fronteira de comprimento
minimo entre todas os dominios de mesma drea, a fronteira de ) tem cur-
vatura geodésica constante. 8

Sem entrar em maiores detalhas queremos ressaltar que estes cdlculos
pode ser executados numa sub-variedade de IR", e mesmo em variedades Ri-
emannianas abstratas, e os candidatos a solugio do problema isoperimétrico
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sao hipersuperficies de curvatura média constante (v. [dC'2] para os conceitos
e [BACE] para os resultados).

O problema isoperimétrico fica entao reduzido a se mostrar que existem
tais regides e provar uma designaldade isoperimétrica conveniente. Como
temos observado varias vezes anteriormente, a existéncia de minimos é um
problema bastante delicado. De fato existem superficies que nio possuem
nenhuma curva fechada de curvatura geodésica constante, e portanto, para
estas superficies, o problema isoperimétrico nao tem solugio.

Para dar uma idéia da complexidade deste assunto, vejamos um exem-
plo simples de superficie em que ndo existe solugio para o problema isope-
rimétrico, na forma (PI*) (v. pdg. 6). Este exemplo pode ser obtido da
seguinte maneira: tome o plano (2,y) em IR ¢ considere os pontos sobre o
eixo @ de coordenadas inteiras positivas, i.e. os pontos pp = (k,0,0) com
k=1,2,.... Corte, em torno de py, um disco de raio ry = 1/(2k), cole um
cilindro de altura hy = 2k/r e raio ry., e feche-o em cima com um hemisfério
de raio 7. Isto pode ser aproximado em classe C*°. A drea dos postes assim
obtidos é maior do que 2xr,h), = 2. O resultado pode ser visto na figura 13.
Agora, considere o problema isoperimétrico na forma (PI*), i.e. fixamos a
area do dominio e procuramos minimizar o comprimento da fronteira. Fixe-
mos esta area em 1. Observe que existe em cada poste uma certa altura tal
que, se considerarmos a parte superior {1, do poste a partir daquela altura,
A = A(Ql;) = 1. Porém, o comprimento da fronteira é L, = 271, = 7/k,
portanto L; — 0 para & — co. Portanto nio podemos esperar uma soluo
para o problema isoperimétrico nesta forma. Aumentando-se a altura dos
cilindros numa razéo maior que a linear, podemos obter um exemplo em que,
para qualquer valor da area, nao ha solucéo.

Uma outra caracteristica interessante deste exemplo (sem a modificacio
mencionada no final) é que os problemas (PI) e (PI*) nio sdo equivalen-
tes. De fato, se fixarmos o perimetro do dominio, existem dominios de area
maxima, pois, apds a colagem, as dreas dos postes podem ser limitadas pela
drea do primeiro. Na forma modificada, (PI) também nio teria solucio
(procure entender isso).

Exercicio 16 Mostre que o problema (PI) ndo faz sentido na esfera unitdria
2y N o s
S5%(1), a ndo ser que restrinjamos o problema a um dos hemisférios.

Porém, se M for compacta, ou ainda mais geralmente, se o quociente de M
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o Figura 13: Terra dos postes o

pelo seu grupo de isometrias for um espaco topoldgico compacto, e trabalhando-
se em um espaco de regides conveniente, pode-se provar a existéncia de ob-
jetos minimizantes para o problema (PI*), cujas fronteiras sao dados por
familias de curvas regulares na defini¢ao usual. Este é um tépico importante
da Teoria Geométrica da Medida. Porém...

Exercicio 17 Vocé conseque imaginar uma superficie compacta tal que a
solucdo, para algum valor da drea, ndo € uma regido conexa?

Um caso em que isto ndo acontece é o de superficies convexas, porém deixa-
remos aqui este assunto, por sua complexidade.

Vamos agora considerar o caso em que M? = S*(R), a esfera de raio R.
Neste caso as curvas de curvatura geodésica constante sdo as intersecoes de
planos com a esfera (i.e. os circulos da esfera). A pergunta natural entdo é:

Qual € a forma da possivel desigualdade isopérimetrica em S*(R)?

Observamos que a area da calota esférica de altura b é dada por A = 27 Ith
e o comprimento do circulo fronteira é dado por L = 2r[h(21 — n))172. Caso
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as calotas esféricas sejam as solucoes para o problema (PT*), a desigualdade
que esperamos ¢

L =iz A+ A*R™? > 0.

O resultado acima foi demonstrado, em uma forma mais forte, por Berns-
tein ([Bn]). De fato o que ele mostrou é o seguinte:

Teorema 17 (Desigualdade isoperimétrica na esfera) Seja Q) um dominio
da esfera limitado por uma curva de comprimento L. Seja d o minimo entre

as distdncia de dois circulos paralelos que limitam uma coroa circular esférica
que contém a curva. Enitdo :

L? —dr A4+ A*R™* > 2Rg(R)P*[27 — g(R)]?, onde g(s) = sin —Ji—.ms.
(1 + 27)

Nés nao demonstraremos o teorema de Bernsteim mas faremos algums

comentdrios a propdsito. Observamos que fazendo R — oo, i.e. fazendo a

esfera tender a um plano) obtemos L? — 47 A > ¢d, onde ¢ é uma constante

conveniente. o que implica na desigualdade isoperimétrica no plano. A dife-

renca L? —drA chama-se de deficit soperimetrico. O resultado de Bernstein

no plano implica:

1. L2 > 4w A,

2. L? = 47 A se e somente se a regiao for um disco,

3. Uma estimativa do deficit isoperimétrico.

Em particular, o resultado de Bernstein implica o teorema isoperimétrico
no plano, com uma caracteristica diferente. De fato, nas demonstragdes
dadas no primeiro capitulo, separamos os dois argumentos: A existéncia
de minimos para ] e a caracterizacio geomeétrica dos mesmos. Usando o
resultado acima temos um argumento que nos fornece, a0 mesmo tempo, a
existéncia e a caraclerizagio geométrica.

A desigualdade isoperimétrica na esfera pode ser escrita na forma L2 >
dr A — KA? onde K = R™? é a curvatura gaussiana da esfera. Sell = 0
obtemos a desigualdade isoperimétrica no plano. E. Schmidt ([Sc]) demons-
trou que a desigualdade acima vale para o plano hiperbolico (W = —1) e isso
permite entdao unificar as trés desigualdades:
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Teorema 18 Sejam M? uma superficie simplesmente conera de curvatura
constante K = Ky e Q um dominio de drea A, limitado por curvas simples
de comprimento total L Entao

L* —4n A+ KoA® > 0
e a igualdade vale se e somente se Q for um disco geodésico.

Este resultado tem anadlogo em dimensoes mais altas. Como observamos
anteriormente, no caso de superficies quaisquer, o problema isoperimétrico
pode nio ter solugdes . Podemos porém, procurar, em todos os casos, uma
“boa” desigualdade isoperimétrica, que pode ser muito util em problemas
geométricos e analiticos sobre M?. Esta é dada, na forma mais geral, pelo
seguinte resultado:

Teorema 19 Sejam M? uma superficie regular e ) uma regido simplesmente
coneza de drea A limitada por uma curva regular simples fechada de com-
primento L. Seja Ko um nimero real, K a curvatura Gaussiana de M e

(K — Ko)*(2) = sup{0, (K — Ko)(z)}. Entdo :
L > 4w All — (27)"! /Q (K — Ko)tdo — KoA/4n),

e a igualdade vale se e somente se K = Ko em ¢ Q € um disco geodésico.

Para uma demonstracio deste teorema (que inclui o caso de superficies
com alguns tipos de singularidades) veja [BAC1]. Um étimo “survey” que
trata destes problemas (e muito mais) é o artigo de Osserman [Os].

A estrutura da desigualdade isoperimétrica anterior sugere que uma boa
estratégia para se entender o problema em superficies gerais é comparar com
o que acontece com espagos de curvatura constante. Neste contexto vamos
descrever, no caso mais simples, uma desigualdade devida a P.Levy para o
caso de hiper-superficies convexas do IR", e generalizada posteriormente por
M.Gromov.

Seja M? uma superficie regular compacta em IR*> com curvatura Gaus-
siana K > 1 e S a esfera de curvatura 1. Seja ) uma regido de M? com
fronteira regular e Q* um disco geodésico em S.

Teorema 20 Se A(Q)/A(M?) = A(Q2")/A(S), entdo
L(OQ)JA(M) > L(0Q")/A(S).
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Vamos reformular o teorema anterior de forma levemente diferente. De-
finimos o perfil isoperimétrico de M? como sendo a funcao:

_ofLe) Ay
ha(B) = mf{/l(M) : QC M, ik / }

O teorema anterior ¢ entdo equivalente a har(B) > hs(B) (pelas consi-
deragées anteriores, temos hs(3) = [3(1 — A3,

Uma vez assumida a existéncia de regioes minimizantes, que, pelas consi-
deragdes anteriores, tém como fronteiras curvas de curvatura geodésica cons-
tante, a demonstragio do teorema é baseada em um teorema de comparacao
de volumes que passamos a descrever.

Seja {1 uma regido de drea 3 com har(3) = L(OQ)/A(M). Considera-
mos coordenadas exponenciais como na demonstragio do fato que 9 tem
curvatura geodésica constante. Fstas coordenadas, na realidade, cobrem re-
gularmente toda 1, exceto um conjunto de area nula. Trata-se entio de se
estimar o Jacobiano desta aplicacido comparando-se com que acontece em S
(lembramos que assumimos K > 1). Usando esta idéia, Heintze e Karcher
[HK] provam que:

AQY/ LoO) < J{:[cos(f) — 7 sin(t)]di,

onde 5 ¢é a curvatura geodésica (constante) com sinal de d9, tendo escolhido
o vetor normal apontando para o interior de 0 , e r é o primeiro zero do
integrando. Aplicando-se o mesmo argumento a MAQ:

A(MAN\Q) mr ,
VN« ~os{ sir It.
T /0 [cos(t) + nsin(t)]dt
No caso de S, se 0y denotar a bola geodésica de raio 7, teremos:
7%57%“)5 = [[leostt) = psin()]dt = a(r)";
A(S\) _ L
Tonn) = ar-r)

(neste caso cotg(r) = 7). Agora:

o L(09) max{a(r)A(Q), a(r — r)A(M\Q)}
Wi =Fan 2 A(M)
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> max{Ba(r), (1 - Ba(x 1)}
> inf{max{Ba(l),(1 = Ba(r =)} : L€ [0,7]}.

A funcio a(t) é crescente e o infimo € um minimo obtido por s tal que
Ba(s) = (1 — B)a(r — s). Para este s temos entdo:

L) L)

Ay~ A

¢ AS\)

e portanto A(Q)/A(S) = B. Juntando as informagoes acima temos har(8) >
|

hs(B).

Como corolario da desigualdade de P.Levy, vamos comentar agora uma
desigualdade de tipo Faber-Krahn para os auto- valores do Laplaciano. I'm
uma superficie regular M podemos definir o operador de Laplacc-Beltrami,
simplesmente o Laplaciano, em analogia ao caso do plano, levando-se em
conta @ métrica. Se f for uma funcio diferenciavel em M, o gradiente
(intrinseco) de f é a projegao do gradiente de f em IR? sobre o plano tangente
4 superficie. Analogamente, para um campo ¢ de vetores tangentes a M, a
divergéncia de £ é o trago do operador que associa a um vetor Y tangente
a M, a projecdo sobre M da derivada direcional Dy€. Assim o Laplaciano
de f é definido como sendo o oposto da divergéncia do gradiente de f (ou
a divergéncia do gradiente de f se o Leitor ¢ um analista!). Tm termos de
uma parametrizacao local, se g;; for a matriz da métrica e ¢*' a sua inversa,
o Laplaciano serd dado por:

d ; af
Af = [det(gi;)] "/ zk: For {;glk[det(gij)]_l/z} 511:

Uma funcio v : M — IR é uma aulo-fungao associada ao autovalor A se
Au = M. O conjunto dos autovalores é entao o espectro de M. Se M for
compacta, o espectro de M consiste de uma seqiiéncia crescente divergente:
o =0 < A\ < Ag.... Observamos que nio temos condicoes de fronteira (pois
M n3o tem bordo!) e o menor autovalor é nulo pois as fungoes constantes
estio no nucleo de A, e, na realidade sdo todo o nticleo. Em particular
Ao é simples. O primeiro auto-valor nao nulo, ), tem uma caracterizagao
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variacional similar ao caso do plano:

o hyudu iy
A= inf '&iﬁr cou O u#0, / w=10
.]i‘\f U M

2
of Jar IV ]| Cou Ch w0, / w=70

wu? M
it

A condicdo de que f seja de média nula diz que u € ortogonal ao nticleo
de A. As condiges de regularidade podem ser substituidas por C*, pelo

teorema de Weierstrass.

No caso da esfera ¢ possivel calcular explicitamente o espectro. De
fato as auto-funcoes sdo as restricoes i esfera dos polinémios homogéneos
harménicos. Em particular o primeiro auto-valor nio-nulo da esfera é M(S™R)) =

n/R. Usando a maquinaria anterior é entio possivel provar:

Teorema 21 Se M for uma superficie compacta com curvatura k > 1, o
primeiro auto-valor ndo nulo do Laplaciano, M(M), € maior ou igual ao

primeiro auto-valor ndo nulo da esfera unitdria (te. Ay >2.)

Convidamos o Leitor interessado a consultar [Bel] e [BGM] para um tra-
tamento extensivo de problemas relacionados ao espectro do Laplaciano em

variedades.
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