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PREFACIO

O objetivo do presente texto & introduzir o leitor a certos aspectos da teoria das
equagdes de evolugiio nfio-lineares. Como de habito a escolha de tépicos e pontos de vista
refletem os interesses dos autores e nio sio mais ou menos importantes que outros que
foram deixados de lado. Por exemplo, apesar do fato que os exemplos escolhidos para
ilustrar as idéias que aqui desenvolvemos serem sistemnas hamiltonianas completamente
integraveis, nada ¢ dito sobre o método de espalhamento inverso e suas ramificagGes.
Além disso, para manter a exposigio em um nivel relativamente simples e o tamanho
do livro sob contrdle, evitamos o estudo de problemas mais profundos e técnicos como
por exemplo a teoria de espalhamento para as equagdes em questao.

O texto consiste, como mostra o indice, de cinco capitulos e dois apéndices. No
primeiro deles procuramos dar uma idéia dos métodos a serem empregados adiante,
em situacdes que consideramos especialmente simples. O segundo trata de equagdes
lineares com coeficientes dependentes do tempo. Seu objetivo é descrever os resultados
necessdrios para o estudo das equagdes quase-lineares desenvolvido no capitulo III. No
capitulo seguinte (ou seja o quarto) introduzimos o método de regularizagéo parabdlica
em um contexto abstrato para em seguinda aplicd-lo na obtengio de existéncia e unici-
dade para o problema de Cauchy associado a equagéo de Benjamin-Ono. Finalmente, no
Gltimo capitulo, tratamos a existéncia global de solugBes para as equagdes de Korteweg-
de Vries e Benjamin-Ono tanto no contexto da teoria quase-lincar como no do método de
regularizagio parabdlica. Cabe ainda notar que estabelecemos a dependéncia continua
em relagao ao dado inicial em todos os casos que estudamos.

Os antores gostariam de agradecer a todos os envolvidos na elabora¢io do presente
trabalho especialmente a Eduardo Arbieto Alarcon e Milton Procépio de Borba por
numerosas sugestdes e a Luiz Alberto Santos e Michael Saraiva Mota pelo excelente

trabalho de editoragio computadorizada. Finalmente, gostariamos de agradecer ao



nosso amigo Carlos Augusto Isnard pelas suas, tanbém numterosas, sugestoes ¢ pelo

interesse constante e firme apoio que dele recebemos durante a elaboragfio deste livro.



INDICE

CAPITULO I - INTRODUGAO . . .. .. e e e e e e e e 1
1. Generalidades . . . . . . .. . L e 1
2. OProblemaBasico .. ... .. ... ... e 4
3. Dois Exemplos Simples . . . . . .. . . . o e 5
CAPITULO II - EQUAGOES LINEARES . .. .. e e e e 20
1. AEquagioHomogénea . . . .. .. .. .. . v 20
2. A Equagio Nao Homogénea . . .. . . ... . .. ... 36
CAPITULO III - EQUAGCOES QUASE-LINEARES . . . ... .. .. 45
1. O Teorema de Existéncia e Unicidade . . . ... ... ... ... ..... 46
20 KDVem H(R); 523 . . . o oo 49
3. A Demonstragio do Teorema (1.1} . . . . . . .. .. oo v oo oL 58
4. Dependéncia Continua . . . . . . . . . e e e e e 63
CAPITULO IV - REGULARIZACAO PARABOLICA ... ..... 68
1. AEquagiolIntegral . . . . . . ... ... . . ... 69
2. A Equagio “Regularizada” . . .. ... ... ... ... ... ...... 74
3. Existéncia de Solugho parao Casop=0 . . ... . ... ... ... ... 76
4. Apliéagées eComentdrios . . . . . - . . . i e e e e 86
CAPITULO V -- O PROBLEMA GLOBAL . . . . . .. ... .. 100
1. Existéncia Global Via Teoria Quase-linear . . . . . ... .. .. ... .. 100
2. Existéncia Global Via Regularizacio Parabdlica. . . . . .. ... .. .. 108

it



APENDICE A - A TRANSFORMADA DE FOURIER E OUTRAS
OUTRASCOISASDAVIDA . . .................. ..

iv



“Just the place for a Snark! I have
said it twice:

That alone should encourage the
crew.

Just the place for a Snark! I have
said it thrice:

What I tell you three times is
true” ([C])



NOTACOES

X, Y, Z, ... espacos de Banach

B(Y, X) a colegio de todos os operadores lineares limitados de ¥ em X
B(X) = B(X, X)

Z={.,-2,-1,0,1,2,...}

Z+ ={1,2,3,...}

N =Z+u{0}

f=7Ff a transformada de Fourier de f

} = F71f a transformada de Fourier inversa de f

F(R™) o espago de Schwartz

F'(R™) o espago das distribuictes temperadas

H*(R"), s € R, 0 “s—ésimo” espago de Sobolev “de tipo L2”

LER™) = (H(R™"), s € R, o “s—ésimo” espago L2 com peso.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo consiste em introduzir o leitor aos problemas habitual-
mente considerados em conexdo com as equagdes de evolugdo e discutir a solugio de

alguns destes em casos bastante simples.

1. Generalidades

No que se segue estaremos interessados no estudo do preblema de Cauchy fou de
valor inicial) para equagdes de evolugdo. De maneira mais precisa vamos analisar as

propriedades das solugdes de problemas da forma

(11) { Bu=Ft,u)eX

u(0)=¢cY

onde X e Y siio espagos de Banach, t € [0,Ty] e F:[0,Ty] x ¥ — X ¢, por exemplo,
continua em relagio as topologias em questio. A razfo do interesse em (1.1) é o fato
que uma grande variedade de problemas que ocorrem na prética podem ser colocados
nesta forma. Antes de mais nada vamos listar uma série de exemplos, alguns dos quais
serfio analisados neste trabalho. As referéncias dadas abaixo objetivam dar ao leitor
ansioso fontes de informagdo relativamente completas sobre cada uma das equagdes

aqui mencionadas.

a) A equagdo do calor, ([IT}, [W], [F], [So])

(11) 5¢u = Au



onde u = u(z,t), z = (1,%,... ,2,) ERC R t € [0,00) & A denota o operador de

Laplace i.e.,

n 62
(1.2) A=) o
i=1 !

b) 4 equagdo de Schrédinger, ([I1], [Pe), [RS] especialmente os volumes ITT e V),
(1.3) 0 = (—A+Vu

onde u = u(2,t), 2 €  CR" t € R e V denota o operador de multiplicagiio pela

fung¢io mensurdvel real V(z).
¢} A equagio de onda ([F], [So]),
(1.4) Ot = Au

com notagdo como em a) e b). Note que esta equagio apesar de ser de segunda ordem
no tempo pode ser reescrita como um sistema de primeira ordem que pode entfio ser
encarado como uma equagdo da forma que ocorre em (1.1). De fato, sejam v = Gyu e

% = (). Entdo ¢ fAcil ver que (1.4) é cquivalente a

_ {01
(1.5) 8% = AD | A_(A 0)

d) As versées ndo lincares de ¢), ) e c), ([Caz], [Stx], (Ka], [L]),

(1.6) Ou = Au -+ f(u)
(1.1 Gu=Au+ f(u) (NLS)
(1.8) Fu=u+ fu)  (NLW)
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onde fifR — R (ou C — C) é uma fungo. Por exemplo a nio linearidade

fu) = |u"u, p > 1 aparece em muitas situagSes importantes. No cason =1 a

equagao de calor nfo linear
(1.9) Oyu = pdlu+ubpu, p=0
conhecida como a equagio de Burgers (veja [Wh]) é de grande interesse.

Exercicio (1.1). A transformagéo de Cole-Hopf. Seja u uma solucio de (1.9) e defina
¥ pela formula 8;: ¥ = %’ﬁ Entio ¥ ¢é selugdo da equagiio do calor a uma dimenséo

espacial.

¢) A equagio de Korteweg-de Vries ([Wh], [Mi], [To], [K1]):
(1.10) Ou = —u+udu  (KdV)

Cabe notar que apesar da semelhanga formal com a equagéo de Burgers, ndo existe
uma transformacio equivalente & de Cole-Hopf para este caso. No entanto ela pode ser
resolvida “explicitamente” utilizando o chamado método de espalhamento inverso {veja

[WHh], {Mi], [To] e as referéncias ai contidas).

f) A equagdo de Benjamin-Ono ([O], [I2], [L3], [I4]):

(2.1) Au = —208%u — 2udu  (BO)
onde

ool [ W)
(22) (1)) = oo [ T2y

¢ a transformada de Hilbert. Esta equaciio é parente préxima de KdV tendo com ela

muitas propriedades em comum e apresentando também diferengas notdveis (veja [I4]).
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Neste livro vamos nos concentrar quase que exclusivamente no estudo de KdV, BO
e algumas de suas variantes. No entanto, na segao 3 deste capitulo falaremos um pouco
de NLS e introduziremos mais duas equagdes que, por sua simplicidade, séo dignas de

nota.

2. 0 Problema Bisico

Nesta segiio vamos descrever as questdes fundamentais que se colocam no estudo

de (1.1).

(Q.1} Evisténcie local de solugies: descja-se provar que existem T € (0,Tp]) e
u € C([0,T];Y) tal que (1.1) é satisfeito. Note que a derivada em relagio ao tempo
deve ser interpretada no sentido da topologia de X. Deve-se notar também que nossa
definigio de existéncia local contém a chamada propriedade de persisténcia da solugiio,
i.e,, a solugiio, enquanto existe, permancce no espago de Banach ¥ ao qual pertence
a condiciio inicial. Esta propriedade foi incluida na defini¢iio pois na maior parte do
que se segue estabeleceremos existéncia de solucdes no sentido deserito acima. Uma ex-
cessdo notavel ¢ a equagio de Benjamin-Ono para a qual & possivel determinar espagos
Y < Z < X, onde o simbolo <+ indica que a inclusio ¢ continua e densa, tais que
Y # Z e qualquer que seja ¢ € ¥, ¢ # 0 entfo existe selugdo em Z mas nio em Y,
(veja (14]).

(Q.2) Unicidade: Consiste em provar que existe no mdximo uma solugio de (1.1} em
alguma vizinhanga da origem. A unicidade é em muitos casos a propriedade mais
fécil de ser provada. Ela é bastante natural; (1.1) serd encarado como uma equagio
diferencial ordindria para uma fun¢io com valores em um espago de Banach munida de
uma condi¢fo inicial. Além disso, a existéncia local e a unicidade andam sempre de

méos dadas, sendo em geral possivel estabelecé-las no mesmo intervalo [0,7.
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(Q.3) Dependéncia no dado inicial: Esta questdo consiste em estudar e cstabelecer se
possivel a continuidade da aplicagiio ¢ +- u em topologias convenientes. No caso linear
a continmidade desta fungiio é cssencinlmente automdtica. No mundo nfo-lincar, no
entanto, a questdo de continuidade pode ser um problema formiddvel. Cabe ainda
observar que a razio do interesse no estudo de ¢ — u vem do fato que a rigor as
equacdes diferenciais que estudaremos provém de problemas fisicos ¢ os dados iniciais
sao quantidades medidas em laboratdrios e portanto sujeitas a erros experimentais.
Deste ponto de vista a questio da dependéncia no dado inicial consiste em mostrar que
se os crros de medida sio pequenos entiio a solugfo varia pouco.

O estudo de (Q.1), (Q.2), (Q,3) serd denominado o probleme bdsico para (1.1).
Caso valham existéncia local, unicidade e continuidade em relagéio ao dado inicial o
problema, (1.1) serd dito bem-posto locelmente. Se a resposta a pele menos uma das trés
questdes for negativa o problema é mal-posto. Finalmente, se F (¢, - ) estiver definida
em [0, 00) ¢ (Q.1), (Q.2), (Q.3) sdo validas em [0, T] para todo T > 0 diremos que (1.1)

é bem-posto globalmente.

3. Dois Exemplos Simples

Vamos ilustrar agora os conceitos introduzidos na segéio anterior por meio de dois
exemplos bastante simples. O primeiro deles consiste em uma generalizagio direta do
método usual de resolugio de EDQ’s para o caso de espagos de Banach. O segundo,
muito mais realista que o primeiro, mostra que em geral é necessdrio utilizar (pelo
menos) dois espagos de Banach ao se estudar EDP’s do ponto de vista que adotamos.

Clom estes comentarios em mente considere o problema

Ju=F
o (o =r0
w)=¢€ X
com X de Banach, como de habito, e F: X — X satisfazendo,
(3.2) [Fu) - Fo)llx S Cllu—vllx, wveX
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(3.3) F(0) =0

onde ' é uma constante positiva.
Como veremos abaixo a hipétese F: X — X & pouco realista. Na verdade passare-
mos uma boa parte deste livro descrevendo virias maneiras de circundar esta dificuldade.

O primeiro passo no estudo de (3.1) 6 o

Exercicio (3.1). Sgjam T >0ecuc C([0,T}; X) solugiio de (3.1) (no sentido de (Q.1)

da se¢io 2). Eutio,

(3.) )= b+ [ R, tep

Reciprocamente se u € C([0,T]; X') é solugio de (3.4) entdo u satisfaz (3.1).

Tendo em vista o exercicio acima, é natural tentar aplicar o teorema do ponto fixo
de Banach ({H], capitulo 5). Para isso considere o espago métrico completo (prove este

fato!) definido por

{ Xr={f e C(0,TX) [ 1F(t) - élix < M)}
(3.5)

d(f, g} = sup || £(£) ~ g()]l
[0,7]

i}

onde T >0, M > 0 sio fixes porém arbitrdrios. Vamos provar que é possivel escolher

T > 0 tal que a aplicagio

(3.6) (AN)(0) = ¢+ ] PO,  teo,T]

¢ uma contracio em A 7 Para comegar observe que (4f) € C([0,T); X) qualquer que

seja T' > 0. De fato, combinando as propriedades de F com (3.8) temos,

BT AN — (AR, < f FE )y < ¢ / £ ()

6



onde T < t sem perda de generalidade. Mas de (3.5)

(3.8) IFEMx < NG = dllx +N16lix < M+ 1l x
Portanto,

(3.9) ICAF)E) — (AN Ml x € C(M + 6]l x)(E —7)

Isto prova nossa. afirmacio. Agora,

Lema (3.2). Existe T > 0 tal que f ~» Af é uma contracgio em X'j.

Demonstragao: Note que

A — ¢llx Sfo IFCFED % '

(3.10) <c /ﬂ W < CQIH Il tel]

< COM + 40T

Alémn disso, se [,y € ¢ bomos

I(ANE) - (Ag)D)lly < [ 1 F(F(E)) — Flg(t )My a
(3.11) '

{
<c ]U 1F() — g(t)ll d' < Cd(f,9)T

Tendo em vista (3.10} ¢ (3.11) a escolha 0 < T < min {é, W} encerra a

demonstracio.

O teorema do ponto fixo de Banach implica imediatamente o
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Coroldrio (3.3). Existem T > 0 e uma tinica u € A 5 satisfazendo

{3.12) u(t) = ¢S+]0!F(u(t"))dﬁ', te[0,7)

consequentcmente, devido ao exercicio (3.1}, u é solugdo de (3.1).

, ,

E importante notar que o coroldrio acima nio é suficicnte para nosscs fins! E
claro que obtivemos existéncia local, mas a unicidade vale apenas em &4 e ndo em
C([0,T]; X). Para isto, assim como para obter a continuidade da aplicagio vamos

utilizar o scguinte resultado cléssico,

Exercicio (3.4). A desigualdade de Gronwall. Sejam k ¢ Li([e,b]), k > 0 e
frg € C([a, b)) tais que

(3.13) F() < g(t) +ft ks)f(s)ds, a<t<h
entéo
(3.14) f(t) < g(t)+ ft k(s)exp [fa k(r)dr] g{(s)ds, a<i<h

seg(t) =g =constante segue em particular que,
t
(3.15) ft) < gexp [/ k(s)ds] , a<igh

(Sugestio: Considere R(t) = j: k(s)f(s)ds, derive, use (3.13). Referéncia: [H| pdgina
369).

Agora,
Lema (3.5). Sejam T > 0 e u,v € C{[0,T); X) solugdes de (3.1) tais que u(0) = ¢ e
v(0) = . Ento,
(3.16) () —v(lx < lI8 —dllxexp(Ct),  te[0,T)
8




Demonstragdo: Devido ao exercicio (3.1) u satisfaz (3.4). De maneira aniloga,

(3.17) o) =p+ [ PO, el
Portanto

()~ 0Bl < 16— #lx + [ IFCu) = PNz 2
(3.18) " |
<l=dlx+C / () — w(t") x dt'

e o resultado segue do exercicio (3.4).

Combinando o coroldrio (3.3) e o lema (3.5) obtém-se

Coroldrio (3.6). O prob]éma (3.1) é localmente bem-posto. De maneira mais precisa,
existem T’ > 0 e uma inica v € C([0, T); X) satisfazendo (3.1} com a derivada calculada
na topologia de X (de modo que u € C'([0,T); X) automaticamente). Além disso, a

aplicacio ¢ — u é continua no sentido que se ¢, — ¢ em X enido

(3.19) lim sup [lu(t) — un(t)]x =0
"o, 11

onde u, € a solucdo de (3.1) com un(0) = ¢n.

Resta agora estudar a existéncia global. A idéia envolvida é exatamente a mesma
que na teoria das EDO’s: ou a solugiio “explode” em tempo finito ou ela pode ser

extendida a toda a semireta [0, 00). Seja
(3.20) T* = sup{T > 0|3 u € C([0, T]; X) satisfazendo (3.1)}

Vamos provar que T* = oo. Para isso note que,
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Lema (3.7). Suponha que T* < 0o. Entdo

(3.21) tliiﬂql

[u(B)llx = o0

Demonstragio: Caso contrério existe K > 0 com a propriedade,

(3.22) Iy <k, telo,T)
Mas entio o limite ¥ = tl;qn& u(t) existe. De fato, sejam f,7 € tais que
i+ e(0,T).
t4r
(3.23) u(t+7)—u(t) = F(u(t'))dt'
t
Logo,
(3.24) et +7) = u(¥)llx < KC|7]

Consequentemente a aplicagio ¢ € [0,7*) = u(t) € X é uniformemente continua
em [0,T*) e pode portanto ser extendida & [0,7*] na topologia de X (note que a
desigualdade acima mostra na verdade que [[u(4) —~ w(@')[|x < KC|9—¢'| para todo
8,8' € [0,T*) e portanto 4 = tlTITrg‘ u(t) existe em X (pelo critério de Cauchy). Agora

considere o problema

(3.25) { 8 = F(v)

w(0) = = u(T*)

Pelo teorema de existéncia e unicidade local existe 7' > 0 e uma tniea

v € C([0,T"]; X) satisfazendo (3.25). Defina entdo,

t 0<¢tT*
(3.26) w(t) = { ult), st
ot —T%), T <t<T*+7,

10



E facil verificar que

w(0) = ¢, w(T*) =1
Além disso, devido & continuidade uniforme de u(t) em [0, T*] temos

-
(3.28) W(T*) — u(T* — h) = f F(u('))dd

T =k

onde k> 0 é tal que (T* — ) € [0,T*]. Entio,

U(T*) - u(T* - h) — l & ey r_, *
(3.29) . - / F(u(t )l — F(u(T)

T-

quando A — 0 uma vez que o quociente de Newton em questfio pode ser escrito como o
valor médio de uma funcgio continua em um intervalo fechado de comprimento h. Segue
portanto que w(t) é diferencidvel & esquerda no ponto ¢t = T* e esta derivada é igual a

F(u(T*)). De maneira ansloga

wt+h) —w(t) | v(k) — v(0) _1
h

I
| t
; - [ R

(3.30)

para todo A > 0 suficientemente pequeno. Tomando o limite quando b — 0 segue
que w(t) é diferencidvel & direita e esta derivada é igual F(u(T™*)). Consequentemente
w(t) é diferencidvel em ¢ = T™ e Juw(T*) = F(w(T*)). Isto mostra que u(t) pode ser
extendida, como solugio de (3.1) ao intervalo [0, T* - T') o que contraria a defini¢io de

T* e o lema esta provado.

Finalmente,
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Teorema (3.8). O problema (3.1) é globalmente bem-posto. De maneira mais precisa,
existe uma dnica u € C{[0,00): X) que depende continuamente da condicio inicial no

sentido que se ¢, — ¢ em X entdo

(3.31) Jim sup Jut) = ua(t)]x =0
>1{0,7]

para todo T > 0 fixo onde ua(t) é a solugio global de (3.1) tal que 1,(0) = ¢,,.

Antes de prosseguir convém ao leitor aplicado considerar os trés exercicios abaixo.
Exercicio (3.9). a) Prove que se ¢ € H*(R), s > 0, toma valores reais entio sen ¢
tem estas mesmas propriedades. Em particular se ¢ € H>*(R) = n H?(R) segue que

&8
sen¢ € H*(R). O que se pode dizer sobre cos ¢ ?

b) Mostre que o problema de Cauchy para a equacio seno-Hilbert (SH), i.e.,

(3.32) { Su =osenu

u(0) = ¢

¢ bem posto globalmente em H*(R), s > 0, onde ¢ é como em a) e ¢ denoia a trans-

formada de Hilbert (veja o teorema (A.15) do apéndice A)
L[ f=)
3.33 =pv:— | —=—2dz,
(333) eN@=pv-2 [ g
Para maiores informacgées sobre SH veja [SAF] e [M].

Exercicio (3.10). a) Prove que o problema de Cauchy para a equacio de Benjamin-
Bona-Mahoney,

(3.34) { Ou = Jpu+udiu + Oppqu

u(0) = ¢ € H*(R), real
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¢ bem posto localmente em H*(R), s > 1/2.
Sugestdo: Mostre que (3.34) é equivalente a

(3.35) wt) =6+ Q f ( ) + “(t')z) ar

onde @ = (1--92)"18,.
b} O que se pode dizer sobre o problema bésico para BBM em L*(R)7

¢) Seja u € C([0,T); H'(R)), T > 0, uma solucio da BBM com u(0) = ¢. Prove que

(3.36) (Ol = ll¢l

para todo ¢ € {0, T]. Use este fato para concluir que (3.34) é bem posto globalmente em
HY{(R).

Sugestio: Note que se ¥ € H*(R) entdo Qvp € H**!(R). Com este fato em mente
calcule 8, ||u(2)]3.

Exercicio (3.11). Generalize os resultados obtidos sobre (3.1) para o caso néo-

auténomo, ie., a situagdo em que F(,u(t)) depende explicitamente da varidvel 1.

Vamos examinar agora o problema de Cauchy para a equagiio de Schrédinger nfo

linear (1.7) com = € R e f(u) = [u|*u

O = —0%u + |ufu

(3.37) { w(0) =

Observe que o lado direito da equagio em (3.37) contém a derivada segunda de u
em relagio 4 varidvel z e portanto a derivada temporal de u é menos diferencidvel do
que u em relagiio a x. Esta constatagio mostra que é essencial introduzir pelo menos
dois espagos de fungdes no jogo. -

O primeiro passo no estudo do problema bdsico para (3.37) consiste em notar o
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Exercicio (3.12). a) Prove que a fungio t € R Eo(t) definida por

(3.38) Eo(t)é = exp(itd?)¢ = (exp(—it| - |")$)"
define um grupo unitirio fortemente continuo a um parametro em H°(R), s € R.

b) Sejam ¢ € H*'(R),5s >1/2cu e C([0,T]; H*(R)) uma solugdo de (3.37) (no sentido

descrito em (Q.1) na primeira segio deste capitulo). Entio,

(3.39) u(t) = Eo(t)s + fo Eot — ¢')([u(t)]? u(t'))d#'

Reciprocamente, se u € C([0,T); H*(R)) satisfaz a equagdo integral acima entio u é
solucdo de (3.37).

(Sugestao: Use o método de variacio dos pardmetros.)

Seja T > 0 e defina
(3.40) Xr={f e C0. T} B*(R))| | f(t) - Eo(t)gll, < M, Viel[0,T]}
Entéo,

Exercicio (3.13). a)} Prove que X1 se torna um espago métrico completo quando

munido da distincia

(3.41) d(f,g) = sup [|f(t) — ()],
[0,77]

b) Exiba T = T(s, ll8ll,)} > 0 tal que a aplicagiio

(3.42) (AF)(E) = Eoft)$ + ] dt' Bo(t — Y1 F() F())

define uma contragio em X, qualquer que seja T € (0, f‘) Conclua que existe uma

tnica solugéo u € X1, T' € (0,T), do problema (3.37).
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¢) Sejam T > 0, fixo porém arbitrdrio, e u,v € C([0,T]; H*(R)) solugbes da equacdo

em estudo com u(0) = ¢ e v(D) = 3. Prove que

(3.43) llu(t) — v(@)l, < lé - ll, exp(3K?t),  t€[0,T]

onde [{ = max { sup ||lu(t)|l, , sup ||'v(t)||8} Conclua que existe no maximoe uma solugéo
o, 0,

de (3.37) em C([0,T); H*(R)). Em particular se T' é como em b) existe uma tnica
solugie do problema (3.37) em C([0,T}; H*(R)).

d) Prove que a solugdo do problema (3.37) depende continuamente do dado inicial. De
maneira mais precisa, sejam T € (0,T) como em b), ¢» — ¢ em H*(R) e upn,u as
solugdes correspondentes. Entdo se T' € (0,T) a solugfio u, estd definida em [0,T]
para todo n suficientemente grande e
(3.44) lim sup [Jun(t) —u(t)|, =0

B [o,T]

Vamos passar agora ao estudo da existéncia global. Antes de mais nada cabe notar
que a cstimativa (3.43), com v = 0, néio é suficiente para nossos propdsitos uma vez que
a exponencial que af ocorre depende do supremo de u(t) sobre o intervalo [0,7] onde
supusemos que existe solugio. Na verdade existéncia global é uma propriedade bem

mais dificil de ser estabelecida. Em geral é necessdrio utilizar informacdes detalhadas

contidas na “fisica” associada & equagio em questio. No caso da NLS em (3.37) a carga

(3.45) el2 = [R (o) de

e a energie

4
(3.46) E(p) = fR (|a,¢|2 n @) dz
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sdo conservadas ao longo do fluxo em estudo. De maneira um pouco mais precisa, se

u(t), t € [0,T], é solugio de (3.37) entdo,

a lu()lf =0
(3.47) { BEw(®) =0 te(0,T)
ou seja,

l(Oll5 = lill3
(449 {Fuchme 0T

Utilizando (3.48} ¢ possivel obter uma estimativa a priori global para a norma H'(R)
da solugiio o que permite estendé-la ao intervalo [0, c0). Este processo apresenta no
entanto algumas dificuldades. Note que E(¢) estd perfeitamente bem definida se
3% € HY(R), mas se tentarmos provar 8;(E(u(t))) = 0 da maneira natural, i.e., derivando
sob o sinal de integral e utilizando a equacéo diferencial obteremos expressdes que
contém a derivada segunda de u(f,z) sobre a qual nio temos controle se supusermos
apenas u(0) = ¢ € H'(R). A saida para esta dificuldade consiste em provar (3.48) no
caso de condigdes iniciais bem comportadas (¢ € H2(R) ¢ suficiente) e depois utilizar
a dependéncia continua no dado inicial para obter a conservagio de energia no caso

# € H'(R). Temos,

Teorema (3.14). Sejam T > 0, ¢ € H(R) e u € C([0,T]; H*(R)) solugio de (3.37)
com u(0) = ¢. Entio (3.48) é verdadeira.

Demonstragao: Suponha primeiro que ¢ € H*(R). Entio célculos simples, porém
entediantes, ¢ que portanto serfio deixados a cargo do leitor, mostram que a carga ¢ 2
energia se conservam neste caso. Tendo em vista a dependéncia continua no dado inicial
descrita no exercicio (3.14) basta provar que se {1,}32; C H?(R) é tal que ¢, — %
em H'(R) entdo E(ypn) — E(4). Para isso observe que

laz':bnlz - Iaﬂblz = aﬂbnm_ 3#@
= (az’:bﬂ - a=¢)ax¢n + az¢(az¢n - azd))
16
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N R M G N L P e M
= (pnl® = [ [l -+ T (i = 61
(3.50) = ($athn — ¥0) [al” + B (Putpn — ¥)
= ($a(Pn — #) + (0 — B)B) [ *
+ 19 ($aWon — $) + (¥ — $)P)

Portanto,

|E(ha) — B} < (1824bnllg + 18=l5) 10:n — Dzllq

(3.51)
+ C 1813 Ubnlly + Nbllo) lltbn = Bl

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz e o fato que |[qb[|im <C ﬂ?f)“f O

resultado segue entiio da convergnencia de 1, a ¥ na topologia de H'(R).

Finalmente,

Teorema (3.15). O problema (3.37) é globalmente bem posto em H'(R.). De maneira
mais precisa, dada ¢ € H'(R) existe uma dnica u € C([0,00), H(R)) satisfazendo
(3.37). Além disso, u depende continuamente de ¢ no sentido que se ¢, — ¢ em H'(R)

e 1,(t) sdo as solugbes correspondentes, entdo

(3.52) lim sup ||u,(2) —u(f)|, =0
71

M—o0 [o,

Demonstragio: Um argumento semelhante ao do lema (3.7) utilizando a equagdo
integral (3.39) mostra que basta provar que se u € C([0,T}; H'(R)), u(0) = ¢ entéio

@2 < F(I¢ll,) para todo t € [0, T]. Para obter esta estimativa note que

(3.53) B(u(t) = B#) = | (Iﬁzulz ¥ %) dz

17



Portanto,

4 4 4
e =l B0 - [ Moot [y [ Ela
Mas se ¢ € HY{(R) temos, )
(3.55) [ @ e < 191 101 < 2190

onde utilizamos a desigualdade (|9 ;o < (2||%l, [[%]l;)!/? (prove!). Combinando (3.53).

(3.54), (3.55) e o fato que [ju(?)|] = ||¢||§ para todo t € [0, T obtém-se,

(3.56) HuCET < NlT + 20607 + 2 1813 e,
Portanto para cada t € [0, T7 fixo, @ = ||u(t}]], satisfez

0 <a+g0

3.57
(3.57) { a=|gl7 +2ll8l;, B=214I3

A limitacio desejada segue imediatamente de (3.57) uma vez que a pardbola ©?
certamente intercepta a reta e + @ em algum ponto @y > 0 como indicado na figura

abaixo.

E claro que Qg deve satisfazer

(3.58) 02— B0 —a=0

18



e portanto

(3.59) & B+ VB +4e

It

Consequentemente
(3.60) (Il < ©F = F(lI#ll;)

como desejivamos. As afirmacSes restantes seguem facilmente da teoria local descrita

acima. Isto encerra a demonstragio do teorema.
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CAPITULO I1I

EQUACOES LINEARES

Neste capitulo, visando aplicages ao caso nfo-linear, estudaremos o problema de

Cauchy associado 4 equagiio diferencial linear nio homogénea
(L) By + Alt)e = f(t)

onde A(f): D(A(t)) € X — X, X de Banach, ¢ ¢ [0,7] ¢ uma familia de operadores
lineares em geral néo limitados e £: [0, T] — X ¢ uma fungdo dada. A teoria apresentada
abaixo, assim como aquela descrita na primeira segic do préximo capitulo é devida a T.
Kato e pode ser encontrada, com diferentes vestimentas, em [K3], [K4], [K5] e (K86].

A versiio aqui apresentada bascia-se nesta dltima referéncia.

1. A Equa.gg.o Homoggnea.

Vamos considerar em primeiro lugar a versio homogénea de (L), a saber
(1.1) _ Bu=—A(t)y, tel0,T]

para o qual construiremos um operador de evolugdo. De maneira um pouco mais pre-
cisa sob certas condigSes bastante gerais, associaremnos a (1.1) uma tnica familia de
operadores {(s,#) |0 < s <t < T} » U4, s) € B(X) tal que para todo ¢,¢,¢" € [0, T

temos

(1.2) Ut,t)=1
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(1.3) U, YU, ") = U(t,t")
Além disso, (¢,5) — U(t, s) é fortemente continua em relagéio & topologia de X, i.e.,
(1'4) U2, s)¢ — U(t‘v SJ)QS”X —0

quando (t',s') — (t,s) qualquer que seja ¢ € X e o problema de Cauchy associado a

(1.1) tem como solugio a fungio u(t) = U(t, s)¢. Isto significa que

{ QUL ) = —ADU (2, 5)¢

(15) u(s) = U(s, )6 = 6

onde a derivada em relagiio ao tempo deve ser calculada no sentido da topologia de X.
Observe que {1.5) é uma condigio bastante restritiva: ¢ e U(t, s) devem ser tais que
U(t,s)¢ € D(A(t)) para todo t € [0,T). A familia a dois pardmetros descrita acima é
chamada (com um certo abuso de linguagem) o operador de evolugdo ou o prepagador
associado & familia {A(?)}.

O ingrediente bésico envolvido na construgéo que descreveremos abaixo € a imple-
mentacio do método de Cauchy para resolver equagdes diferenciais ordindrias para o
caso de (1.1). Este método consiste em aproximar A{t) por funcdes degrau, construir
os operadores de evolugfio correspondentes e tomar limites. Considere a sequéncia de

fun¢des degrau dadas por

(1.6) A,,(t):A(g [”%D n=1,2.3,... i

onde [r] denota o maior inteiro menor ou igual a r € R. Para motivar as hipéteses
que introduziremos sobre A(t) e ilustrar a construgio abstrata abaixo, é conveniente

considerar um caso especifico. Tome n = §. Entio é facil verificar que

(L7 {As(t)=A(tj), teltjont), t=%

to=0, ts=T, j=1,2,3,4,5
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Intuitivamente,

Vamos construir agora, de maneira bastante natural, uma solugiio para o problema
(1.8) Su = —Az(H)u

como As(t) é constante em cada um dos intervalos [tj_1.%;) a solugiio em cada um deles
deve ser determinada pelo semigrupo gerado por A(t;_,), caso estes operadores atendam
as condigdes do teorema de Hille-Yosida-Phillips (veja o apéndice (B.2)). Suponha que
isto é verdade e sejam t', ¢ como na figura acima. Entdo, saindo de ¢' podemos chegar

a tp através da formula

(1.9) u(tz) = exp(—(tz — t')A(t; )u(t')
Usando u(t2) como condigfio inicial vamos até £, por meio de
(1.10) u(ta) = exp(—(t; — ta)A(t2))u(ts)
chegando finalmente a ¢ com u(t) dado por

{1.11) u(t) = exp(~(t — t3)A(t3 ) Ju(ts)

Consequentemente, neste caso temos

(1.12)  Us(t,t") = exp(—(t — t3)A(ts)) - exp(—(t; — iz)A(tg )) -exp(—(t2 — t)A(t1))
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O processo descrito acima permite construir Us(2,1') ou mais geralmente U, (¢, ') quais-
quer que sejam n € Z% e #,t' pertencentes ao tridingulo 0 < #' < ¢ < T. Os detalhes
desta construg8o e a demonstragio de vérias de suas propriedades, descritas no exercicio

abaixo, serdo deixadas a cargo da industricsidade do leitor.

Exercicio (1.1). Suponha que A(t) gera um semigrupo de classe C° para cadat € [0, T
fixo e sejam U,,(1,1') os operadores construidos pelo processo descrito acima. Mostre que
paracadan € Zt e 0 <t <t <t < T temos Un(t, 1) = 1, Un(t,t") = Un(t, ¢ )Un(t, ")
e a aplicagdo (£,t') — Un(t,t)¢ é continua em relagdo & topologia de X. Além disso

pelo menos formalmente (i.e., derivando sem maiores preocupagdes),

(1.13) { BUn(t, 1) = —An(t)Un(t, 1)

BuUn(t, ') = Un{t, ) An(t")

se t', 1 # J;T onde j € Z%. Finalmente, derivando formalmente a guantidade
U,(t, ' YUn(t',7)¢ em relagio a t', utilizando (1.13) e integrando o resultado em relagéo

at' € [r,t] conclua que

(1.14) Up(t,r)d — Un(t,rid = / Un(t, $)(An(s) — Am(s))Um(s,r)dds

Como veremos abaixo esta 1iltima equacio serd a ferramenta fundamental que uti-
lizaremos na tomada dos limites quando m,n — oo.

Podemos agora introduzir as hipéteses necessdrias & construgio do operador de
evolugiio. Deve-se notar que elas sdo feitas sob medida para que as “contas” que as

seguem sejam inteiramente rigorosas.

Hipétese (H.1). Para cada ¢t € [0,T] fixo, o operador A(t) gera um semigrupo de
classe C% em X (veja o apéndice (B.2)). Além disso, 2 familia {A(t)} ¢ estdvel em X

com constantes de estabilidade M, B, i.e., existem constantes reais M, tais que para
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qualquer familia finita {t;} com 0 <t <t, < --- <ty < T entdo

N
(1.15) Il H e—s,-A(t,')”B(x) < M eflartoatoton)

=1

para toda cole¢do finita de ntuneros s; > 0. E importante notar que o produto em (1.15),
assim como todos os produtos que ocorrem neste capitulo, é ordenado temporalmente,
ie., os fatores com t;’s maiores sdo escritos & esquerda daqueles com t;’s menores.

Finalmente, é edncativo observar a segninte equivaléncia da condigiio de estabilidade:

Exercicio (1.2), A familia {A(t)} € estdvel em X se e s se existem constantes M,

tais que

N - N
(1.16) I TTCAG) + 2 sy < M [ - )7

i=1 i=1

para toda familia finita {A;} com A; > 8. Note que (1.16) é uma generalizacio de
uma das condicées do teorema de Hille-Yosida- Phillips, (Referéncia: proposigio 3.3 de

IK1]).

Hipétese (H.2). Existe um espago de Banach Y continua e densamente contido em X,
tal que Y C D(A(t)) para todo t € [0,T] (portanto A(t) € B(Y, X) para cada t € [0,T];
provel), e a aplicagdo t € [0,T] — A(t) é continua em relagio & topologia de B(Y, X).

Hipdtese (H.3). Para todo s € {0,00) et € [0,T] fixo exp(—sA(tN(Y) C Y e a

aplicagdo s € [0, 00) — exp(—sA(t)) define um semigrupo de classe C° em Y.

Para dar sentido & dltima hipdtese necessiria ao primeiro teorema de existéncia

deste capitulo convém notar,

24



Exercicio (1.3). Sejam X e Y como em (H2) e Q: D(Q) € X — X gerador de um
semigrupo de classe C°. Suponha que Q € B(Y, X), exp(—sQ)(Y) C Y e que a aplicagdo

5 € [0,00) — exp(—sQ) gera um semigrupo de classe C° em ¥ com gerador Q. Entdo

1) (2@ =Dany

Qb =Qd, b€ D)

O operador () é chamado a parte de ) em Y.

Hipétese (H.4). A familia {A(t)), formada pelas partes dos operadores A(t) em Y, é

estavel em Y, i.e., existem constantes reais M e f tais que

N
(1.18) I H e_siA(tf)llg(Y) < Ml (srtaatotan)
j=1

para qualquer familia finita {t;} com 0 <t; <13 £ ... £ty < T e toda colegdo finita
de mimeros s; > 0.
Podemos agora enunciar e provar o primeiro teorema de existéncia e unicidade para
(1.1), a saber
Teorema {1.4). Suponha que (H.1), (H.2), (H.3) e (H.4) sdo validas. Entao existe
uma tinica familia de operadores U(t,s) € B(X), 0< s <t £ T tais que
a} (t,s) — U(t,s) é fortemente continua em relagdo a topologia de X, U(s,s) =1

[

(1.19) UG $)lpexy < M)

by U(t,r) = U(t,s)U(s,r), 0<r<s<t<T
c) DUt s)|,_, = —A(s)g, peEY,0<s<T
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d) £U(t,8)¢ = U(t, s)A(s)$, devy, 0<s<t<T
onde Dt denota a derivada 3 direita ¢ % = {, a derivada usual, ambas calculadas em

relagéio 4 topologia de X

Demonstragdo: Sejamn 4,(t), ¢t € [0,T] a sequéncia de funcées degrau definida em
(1.6} e Un(t, s) os propagadores associados. Tendo em vista as hipéteses feitas acima é

facil verificar que (1.14) ¢ de fato vilida para toda ¢ € V. Portanto,

NUn(t,r)$ = Un(t, r)él
(1.20)

t
< / ds ”Un(t’s)”zs(x) | An(s} — AP?L(‘S)“B(Y,_\') Vs, ")”3(}’) 4y

Mas as hipéteses de estabilidade (H.1) e (H.4) mostram que

Unlt, s < Meflt-9)
(1.21) { I Maix)

1Um(s, ) peyy < Mefle=m)

Consequentemente,
i t
(122) U878 =~ Un(ts Yol < MEEC 6l [ An(5) = Am(oMlagrsy s
onde v = max{f, 4}.
Mas a continuidade da aplicagdo t € [0,T] — A(t) € B(Y, X} implica,

(1.23) lim sup ”An(t) - Am(t)“f!(Y,X) =0

m,n—o0 IDIT]

de modo que o lado direito de (1.22) tende a zero quando m,n — co uniformemente

em relagio &s varidveis r e t. Logo lim Un(t,r)¢ existe em X uniformeﬁlente, no
n—og

tridngulo 0 <r < ¢ < T paratodo ¢ € ¥. Como ¥ é denso em X e a familia Un(t,r) é

uniformemente limitada em B(X) existe

(1.24) Ult,r)=3s —_}im Un(t,r) € B(X)
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onde s — lim denota o limite forte em X. Agora é facil verificar que a) e b) sdo satis-
R—OQ

feitas por U(t,r): elas siio consequéncias imediatas das propriedades correspondentes
da sequéncia U,(2,r) e da uniformidade do limite estabelecida acima. Para provar c) e

d) vamos utilizar o seguinte exercicio,

Exercicio (1.5). Scja {A'(t)} outra familia satisfazendo (H.1), (H.2), (H.3) e (H.4)
com os mesmos espagos X e ¥ e com constantes de estabilidade M',8', M',#. Seja
{U'(t,5)} a familia obtida de {A'(t)} da mesma forma que {U(¢,s)} foi construida a
partir de {A(t)}. Entdo,

.
(1.25) T, r}b — U, )l g xy < M' MU / |A4'(s) - A(sH (v, x) ds

onde v = max{#, ,é}

Sugestio. Proceda como na obiengdo de (1.14) e tomes limites).

Escolhendo A'(s) = A(r), s € [0,T), a desigualdade (1.25) se reduz a

t
(1L26) [ m40g v, 4| < M gl / I14(r) = Ay, ) d

Mas o lado esquerdo de (1.26) pode ser reescrito na forma

e—(t=r)A(r) _ Ly U(t,r) = U(r,r)
t—r t—r

em(tmnAl) g Utr¢|| (t—r)

Combinando (1.26) e (1.27) obtém-se,

e~ (=mA(n) 1 Ult,ry—U(r,r)
Tl Yen-
—1 r

¢

i
(1.28)

= j 146) ~ A6l



A continuidade uniforme da aplicagio ¢ € [0,T] — A(¢) € B(Y, X) mostra que

(1.29) lim —/ ds || A(r) — Al gy,x) = 0-

t—r t

Como

e (DAM _q
(1.30) lim ——————— g = —A(r)

{—r —_7r
(1.28) e (1.29) implicam que ¢ — U(t,7)¢ é diferencidvel & direita em t =7 e

U1 = Ulr,r) _

t—r

(1.31) DU, )], = ltilm —A(r)é

Isto prova c). Um argumento andlogo com A'(s) = A(%), s € [0, T] fornece

(1.32) DU, s)¢],_, = A(t)e

onde DT denota, como era de se esperar, a derivada & esquerda em relagio & segunda

varidvel, Para obter d) note que se s < ¢ temos

DUt 5 = lim 11U (L, + W)~ U(t,5)4)

(133) = tim T2y i,
= —tim 2D 4,006 — 6] = Ut 9) A0

onde utilizamos (1.31) e a continuidade forte. De maneira andloga, usando agora (1.32)

temos
DU )6 = lim £ Uk )6~ Ut~ h)a]

(1.34) = lim 2 s)[¢ U(s,s — h)¢|

hlﬂ
= U(ts S)A(s)(b
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A propriedade d) segue imediatamente de (1.33) e (1.34). Resta provar a unicidade.
Para isto seja V(t,s), 0 < s < ¢ < T, uma familia a dois pardmetros que satisfaz a) e
d). Diferenciado V(t,3)U(s,7)$, ¢ € ¥, em relagio a s, usando d) e integrando em

s € [r,1] obtém-se

(135) VD= Uar)d == [ V(L)AL = An(s)Ua(s,r)dds

Tomando o limite quando n — oo segue que V{t,r) = U(#,r)é para toda ¢ € Y,
0<r<t<7T. ComoVY édensoem X segue que U(t,r) = V(¢t,r). Isto encerra a

demonstragio do tecorema.

Apesar de sua simplicidade e elegincia, ou talvez devido a elas, o teorema (1.4)
tem dois sérios defeitos. O primeiro consiste no fato que a hipétese (1.4) pode ser de
verificagio bastante dificil. O segundo é que afinal de contas néo resolvemos a equagao
(1.1) satisfatoriamente. Tudo o que conseguimos provar foi DU, s)é | i, = —A(t)¢
com pem Y e 0 <t < T. A razio para esta dificuldade é bem simples: as hipdteses
feitas acima nfo garantem que o produto A(¢)U(t,s)¢ faga sentido para toda ¢ € Y.
Em outras palavras, como em tantas situaces que envolvem operadores néo limitados,
o problema consiste essencialmente em encaixar imagens e dominios. Para reforgar
este comentario note que U(f, s)A(s)¢ sempre faz sentido e por isso nio ¢ muito diffeil
provar que d,U(t,s)¢ = U(t,s)A(s)¢. Como veremos abaixo ¢ possivel liquidar estes

dois coelhos com uma sé cajadada. Para motiva-la convém notar primeiro que

Exercicio (1.6). Prove que se U(t,#")(Y) C Y, 0 <t <t < T e (t,t') — Ut t)¢
é continua em Y para toda ¢ neste espaco, entdo (1.1) é satisfeita com a derivada em

relagfio a t calculada na topologia de X.

E preciso portanto dar condigdes suficientes para que as hipdteses do exercicio acima

sejam satisfeitas. Isto significa em particular “restringir U(t,s) a ¥ de uma maneira
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operacional”, i.e., precisamos “calcular” U{t,s)¢, ¢ € ¥ para verificar se esse vetor
pertence a Y. E claro que nio podemos usar uma projegao pois ¥ € denso em \\'. Entdo,
seguindo Kato, vamos supor a existéncia de uma familia de isomorfismos § ()Y = X
que utilizaremos para definir a restrigio através da expressio U(t,4)S(t')"". Dessa
forma o problema se transforma em verificar se U(t, #')}(Y) = U(t, t)S(¥')"(X) C
Y. Se U(,t") e S(t')"! comutassem o problema estaria resolvido. No entanto essa
condigiio é demasiado restritiva. Apesar disso ela inspira a saida. Se conseguirmos
mostrar que U(2,#')S(#')7! é igual a S( - )™ calculado em algum ponto aplicado a
algo bem comportado em X a contenciio que desejamos serd obtida trivialmente. De
maneira mais precisa, suponha que existe uma familia. de operadores {W(¢.¢'): X — X},

0<t <t<T, tal que
{1.36) U, Y5t = ST W (e, th)

entédo é claro que U(t,¢')(Y) C Y. Além disso, se W(t,t') e S(t) satisfazem condigdes
apropriadas obteremos também a continuidade forte mencionada no exercicio {1.6).
Para descobrir quem é W (t,t') vamos supor que U(%,t') e S(t) sio tio bem comportados

quanto se queira, definir W(1,t") pela férmula,
(1.37) W(t,t") = S)U(t, t)S() !

e procurar obter uma equagio que nos permita determinar W(t,#') e suas propriedades

de continuidade. Derivando (1.37) em relagio a t' obtém- se,

Qe W(t,t') = S(8)Bu UL, #)S({H' )™ + SU(t,£)0u S(H') !
139 = S(HU(, YAR)SE) ™ — S()UE, £)SE) 1 (8e S)S ()
= SU(L )Y [SE)AW)SE )™ — (80 5)S(E) )
= W(t,tHSE)AE)S() ™" - (90 8)SE") ]
onde, para obter a segunda igualdade utilizamos o item d) do teorema (1.4) e a férmula

B S(t)t = —S(')"13u S('NS{H')", (veja o inicio da demonstragio do teorema
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(1.8)). Sejam

(1.39) Qt) = [S(t), A@)]S(H) ™
(1.40) C(t) = (8:S)(S(t)™)

ond [J, K] denota o comutador dos operadores J e K. Entfo,

BuW(t,t') = WL, E){[S(E), AWNSE) ™ + At)) - C(t)

(1.41)
= WL, VAW + W, E)Q) — C(E')

Multiplicando (1.41) & direita por U{t',r), 0 < r < ¢ <t < T obtém-se,
(1.42)  (Bp W' WU(H,r) = W(t, t)YAR U ,r) + W(EENQE) - CENU(E,r)

Mas A(t"YU(#',r) = —0p U(t',r) (pois estamos supondo que tudo que queremos é ver-
dade!). Portanto,

(1.43) B (WL YU, ) = WL, XQ(") — CENU(E, )

Integrando em relagfio a ¢’ € [r, t] segue que,
t
(1.44) Wit,r)=U(t,r)— ] W WQ(t) ~ CHNU, r)dt’

Cabem agora virias observacdes. Em primeiro lugar note que a partir de (1.42),
tudo o que fizemos foi aplicar o venerdvel método da variagio dos parimetros! A
equaciio (1.44) ¢ a base da demonstragio, devida a J. Dorroh ([D]}, do teorema (1.6)
de {K4]. A idéia é muito simples: (1.44) é do tipo de Volterra e pode, sob hipdteses
convenicntes, ser resolvida por métodos convencionais (veja ([H])). Prova-se entdo que
sua tinica solugio W (%, r) satisfaz a relagio (1.36).

Antes de dar inicio a implementacio da idéia descrita acima convém introduzir

algumas definigées. Se X; X, sfo espagos de Banach sejam L°([0,T); B(X;,X2)) 2
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colecao de todas as classes de equivaléncia de fungdes fortemente mensurdveis (i.e.,
t = F(t)z € X, ¢ fortemente mensurdvel para todo z € X)) e limitadas de I em
B(X1,X;) e Lip.([0, T]; B(X1, X3)) o conjunto das fungbes que sio integrais indefinidas
de fungbes em L°([0, T]; B(X1, X2)), (te. F € Lip.(i0,7}; B(X1,X2)) se e s6 se
O F e LE([0,T); B(X1,X2)). Com esta notagio podemos apresentar a

Hipétese (H.5). Existe uma familia ¢t € [0,T] — S(¢) de isomorfismmos de ¥ em X

tal que,

(1.45) S()AR)S(E)™! = A} + Q(2), te[0,7)
(1.46) S € Lip.{[0,T]; B(Y, X))

(1.47) Q € L([0,T]; B(X))

onde a relagdo (1.45) deve ser interpretada de maneira estrita, isto é, se ¢ € Y
entdo S(t)7'¢ € D(A(F)), A{®)S(t)™'4 € YV e vale a igualdade S(£)A(t)S(t) ¢ =
= A(t)é + Q)¢

Exercicio (1.7). Prove que (H.5) implica (H.3) e (H.4).
Agora estamos em posigio de enunciar e provar o teorema principal desta segdo, a

saber

Teorema (1.8). Suponha (H.1), (H.2) e (H.5). Entio o operador de evolugio cons-

truido no teorema (1.4) satisfaz

(1.48) BU(t,s)p = —SOU(t, )¢, €Y

Demonstragéo: Seja+ € X. Tendo em vista a hipétese (H.5) e aplicando os métodos
habituais de solugio de equagdes do tipo de Volterra obtém-se uma tinica familia forte-

mente continua (#,¢') € {0 £ r <t < T} — W(t,¢') € B(X) de operadores lineares
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satisfazendo,

(L49) W= - [ WU - CENE

Resta provar que W(t,r) satisfaz (1.36). Para isso observe em primeiro lugar que
t € [0,T] = S(#)7! € B(X,Y) pertence a Lip,([0, T]; B(Y, X)) e sua derivada é dada

por
(1.50) aS(t) ™ = =Sty (B.S()SE)

para quase todo ¢ € [0,T). De fato, como ¢ € [0,T] — S(t) € B(¥, X) é de Lipchitz, é
facil provar que o mesmo & verdade para t € [0,T] =+ S(t)~! € B(X,Y). A afirmagio
segue entio da férmula

S(t+h)~' - 8@
h

= S(t + B [W] S~

(1.51)

tomando o limite quando & — 0,

Seja
(1.52) P(t,r) =U(@,r)S()™", 0<r<t<T

Vamos provar que P(t,7) e S(t)"'W(t,r) sio solugdes da mesma equacio de Volterra

e portanto iguais. Passando da palavra & agiio, seja ¢ € X. Entdo,
By P(t, ¥ ) = (Bp U, ' NSE) " + U2, )8 S(E) '
(1.53) — UL, E)AR)SE) 1 — U 1)SE) A SENSE)
= U(t,)SEYISE)AR)SEN ™1y — UL, )5 C' W
onde C(t) é o operador definido em (1.40). Mas se ¢ € Y entdio S(t)A(#)S(t) ™'y =
= A1) + Q(th por (H.5). Portanto,
(1.54) 8e P(, )9 = P(t, 1) A(') + Q(t') — C(EN¥
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qualquer que seja 1) € Y. Agora, seja {A,(¢)} a familia de aproximagio definidas em
(1.6} e Ux(£, ') os propagadores associados. Como sabemos, U,(t,#')(Y)C Yesep €Y

entdo
(1.55) OuUn(t, 8" = U, (1, ¢} A (£ )
exceto em um nimero finito de pontos em [0, T]. Portanto,

B P(4, 2 ) Un(t',m ) = (8o P(£,t')Un (8,8 )9 + P(8,)00 Un(t', 7)o

(1.56)
= P(t,)[A(') + Q(t') — C(t') — An(tNU(t',7)ib

Integrando em relagio a t' de ¢’ = r até ¢/ = ¢ obtém-se,

P, Ut r) — P(t,r)p =

(L.57) ¢

= ] P(t, ' A ) + Q') — C(#") — A (U, r)vdt
ou seja,

S WAt r)p — P, r)p =
(1.58)

t
- / P VAR + Q') — C() — An(@NUA(t', )it
Tomando o lirwite quando n — oo segue que,
i
(1.59) S({) Ut r)p — Pt v = / P(t,tY[Q(t") — CEDU( , r)pdt!
Multiplicando (1.49) por S(¢)~! e comparando o resultado com (1.59) conclui-se

imediatamente que P(t,r)y e S{¢)~1W(t,r), ¥ € Y, séo solugdes da mesma equagio

de Volterra. Isto encerra a demonstracio,
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Antes de prosseguir convém notar os exercicios abaixo dos quais faremos uso

adiante.

Exercicio (1.9). Seja 4: D(4) € X — X um operador fechado, densamente definido.
Um cerne de A é um subespago Z de X tal que A |Z = A (onde V denota o fecho do

operador fechdvel V; veja [RS] vol I).

a) Prove que C§°(R") e S(R") sido cernes para o operador Hy definido por

- { 2 = @)

Hof = ~Af
com o laplaciano calculado no sentido das distribugdes.

b) Sejam X e Y espagos de Banach e suponha que Y estd contido em X densa e
continuamente. Seja S:Y — X wmn isomorfismo. Prove que AS™Y¢ — 57144 = Q4,
Q € B(X) para todo ¢ em um cerne de A entdo SAS™! = A+ Q no sentido estrito i.e.,
se 3 € D(A) entdo S € D(A) e vale a igualdade SAS™V = AY + Qi, (veja {K3]

pagina 257).
Exercicio (1.10). Prove que o operador de evolugio construido sob as hipdteses do
teorema (1.8) satisfaz
(1.61) 10 ) sxy < M)
10t ey < M)

(1.62)
< 18 llce, mev,) ”S_lnoo,a(r,X) M expl[(8 + M || D|| oo 5x1)7]

onde D(t) = Q(1) — C(t), C(t) = (S5 e [l z = sup{ICWI I € 0,71},
G:[0,T] — Z, Z de Banach.
(Sugestdo: Para provar (1.62) combine (1.37), (1.44) e a desigualdade de Gronwall.)
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2. A Equagao Ng,O Homogénea,

O objetivo desta segiio consiste em provar que o problema de Cauchy associado a

equagio (L), a saber,

(2.1) { Seu -+ Al u = f(8)

u(0) = ¢

€ bem posto. No que se segue suporemos sempre que A(t) satisfaz as hipdteses do
teorema {1.8) deste capitulo. Sob estas condigées podemos construir o operador evoluciio
de U(t, s) associado a A(#) e aplicar o método da variagio dos pardmetros para obter,

pelo menos formalmente,

(2.2) u(t) = U2, 006 + ]ﬂ Uy fe e

Observe que (2.2) faz sentido qualquer que seja f € L'({0, T]; X) e sob essa condigio serd
chamada uma solugdo amena (“mild solution”) de (2.1). No entanto, a fungio definida
em (2.2) pode néo ser diferencidvel em relagio a ¢, de modo que para obter (2.1) no
sentido em que estamos interessados (i.e. com 8u calculada em relagio 4 topologia de

X ), € preciso introduzir hipéteses adicionais sobre f. Em primeiro lugar,

Exercicio (2.1). a} Suponha que f € L'([0,T];X), ¢ € X e seja u(t), t € [0,T] a
fungdo definida em (2.2). Prove que u € C{[0,T]; X) e

(2.3) Iulleo,x < MU, x (61l + 11 £l %)
onde || - ||, x denota o supremo tomado sobre as varidveis temporais em [0,T] em
relagéio & topologia de X enquanto || - ”I,X representa a norma L'({0,T); X).

b) Mostre que se $ € Y e f € L'([0,7];Y) entdo u € C([0,T);Y) e vale a estimativa

(2.4) ' o,y < MUl v (Illy + 170 )
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com a notagdo como em a} com X substituido por Y.

Finalmente,

Teorema (2.2). Suponha que ¢ € ¥ e f € C([0,T);X) n L'([0,T);Y). Entdo
w e C([0,T); YYIN CH[0,7); X) solucdo de (2.2) satisfaz (2.1) e

(2.5) 18l o x < 1 lloo,x + 1Al o, v, x lullco,¥
onde
(2.6) 4]l o,y x = sup [|A®)] 5¢v,x)

[0,7]

Demonstragio: Como v(t) = U(¢,0)¢ satisfaz a equagio homogénea com condigho

inicial ¢, basta provar que

@) wlt) = fu DL

é solugiio de (2.1) com ¢ substituida por zero. De (2.7) é claro que w(0) = 0. Resta
caleular 8uw(t). Para isso observe que para k > 0,
witth)—w(@) 1

t+h i
2 = [ U U(t-I—h,t')f(t')dt'—fo U(t,t')f(f’)df'}

UG =T L[ N
-/ ) st +3 [ UG

T n _ !
:,/(; X[o.t](t')U(t_l_h’tz U(t’t)f(t’)dt'

(2.8)

1 t+h
+y f Ut + Rk, t") f(£)dt'
i

onde ¥ 4 denota a fungio caracteristica do conjunto A. O teorema da convergéncia domi-

nada implica entfio que o primeiro termo do tdltimo membro de (2.8) tende a (—A(t)(t))
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enquanto o segundo converge a f(f) por ser o valor médio de uma fungfio continua no
intervalo [¢,# 4 h]. Argumento andlogo logo vale para b < 0. Portanto w(¢) satisfaz a
equagio diferencial (2.1). A verficagdo de {2.5) é ficil e serd deixada a cargo do leitor.

Vamos passar agora ao estudo da dependéncia da solugio de {2.1) tanto no dado

inicial como nos ceeficientes da equagio. Considere

2.9) { Bt = —A* (¥ & fA(f)

u(0) = ¢#

com t € [0,T]. Suponha que as condigdes do teorema (1.8) da seqio 1 sio satisfeitas
por A#(#) com os mesmos ¥ e S e seja U#(t,s) o operador de evolugio associado. Em

primeiro lugar temos o

Teorema (2.3). Sejam ¢ € Y, ¢# € X, f € L'([0,T];Y) f# € L'{([0,T]; X) e u,u#

as solugdes amenas correspondentes {veja o comentario que segue (2.2)). Entdo

(210) [[w# —wll gy < NO# e {16 = 8l + 1% = Fll o + (A% = el f

Demonstragdo: Observe que podemos escrever

w#(8) —u(t) = v () + v(2)
(2.11) vi(t) = U#(,0)¢# — U#(2,0)¢ + fa U(t, ) — f(2))dt

ve(t) = (U#(4,0) — U(2,0))¢ + /0 t(U#(t,t') — U{t,t)) f")dt'

Agora, é ficil ver que se t € [0, T] entio

(2.12) lor(®llx < [V#] 0 x (16 = * 15 + 117 - 7%, 5]
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Resta portanto estimar va(t). Derivando U# (¢, )U(#',r)¢, ¥ € Y, em relagio a ¢/,
utilizando as equagdes (homogéneas) satisfeitas por U#(t,t') e U(#',r) e integrando de

¥ =r at' =t obtém-se
t
(213) Ul - U0 = [ ORGP - AU bt
Portanto,
:
wlt)= [ UR()(AH () — AU (s, O
0
t t
+ f dt'f dsU#(t, sYA*(s) — A(s))U{(s, ") f(2")
0 ¢
Trocando a ordem de integragio na segunda integral em (2.14} obtém-se,

vp(t) = /ﬂtdsU#(t,.s)(A#(s) — A(s) [U(s,0)¢+ fo U(s,t’)f(t')dt’]

(2.15) t
- fo dsU* (2, 8)(A%(s) — A(s))u(s)
Portanto
(2.16) lea@llx < JU#), x 1A% — Al t€0,T]

Isto encerra a demonstragio.

Coroldrio (2.4). Sejam ¢ € Y, f € L([0,T);Y). Entdo (2.1) tem no mdximo uma

solugdo.
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Demonstragao: O resultado segue imediatamente do teorema anterior tomando ¢ =

. f = f* e A= A,

Daqui por diante vameos supor, por simplicidade, que o isomorfismo S(¢) ndo de-
pende do tempo, ou seja, S(t) = S é constante. Versdes mais gerais dos resultados
abaixo podem ser encontradas em [K4|. Em primeiro lugar temos o seguinte resultado

perturbativo,

Teorema (2.5). Scjam ¢,¢% € YV, f, f# € L'({0,T);¥) e u,u# as solucdes correspon-
dentes de (2.1). Entéo,

I~y < P (16% 61, + 1% Sl + 6% - 5l
(2.17) .
+ 12l o, x

onde a constante K# depende apenas de [U#|_, ., |Q*_, . e
219 { D) = (UP(,0) = U, 0056+ [ do0(e,5) ~ Ve, lg(e)
9(s) = Sf(s) — Q(s)Su(s)
Demonstragéo: Lembremos que
(2.19) [[w#(8) — u(t)[[y, = ||Sut(t) — Su®)||
Como § = Su(t) é solugho de

8, = —A(ty + F(t)
(2.20) { o(0) = 54

onde F(t) = —Q(t)Su(t) + Sf(t), segue que

(2.21) Su(t) =U(¢,0)5¢ + ./: U(t,s)[~Q(s)Su(s) + Sf(s)jds
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Analogamente, temos
(222)  Sut(t) = UR(t,0)54% + f U (1, )= Q*(s)Sut(s) + ST#(s)ds

Assim, de (2.21), (2.22) segue
Su® — Su(t) = U#(t,0)(S¢* — 54)

FUPE0) = U056+ [ (U(t5) = U )(-Qe)Su(s))ds

+ f t U™ (t,5)Q(s)Su(s)ds — f I U*(t,3)Q" (s)Su(s)ds

e, fo U, )8 FH(s) — SH()Nds + fo (W)~ UGt )3 F()is
— (s, 0)(56% — 5)+10) + [ UL 9IS FH(s) — SF(s)lds
+ /U U, 9)]Q) - @ (N)Suls)ds + / TR, @ SuH(s) — Su(s)ds
Logo, |
Isct@) = Su®l < 0%t D)l 1SC8# = D + 1O
N / 0% )y 1SRG — £ ds
" fo [0t ) g, (@) — QF())Su(s)ll x ds
(2.24)

+ [ I M) 10# Ol agy [156#(0) = S5 0
< 0# ] Ll18% = blly + 17 = 1,y + 1@ = @Sl x|

t
o+ [0# ] 97 [ 5050 = Sut)]
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O resultado segue entio da desigualdade de Gronwall.

O teorema actma serd utilizado no préximo capitulo para estabelecer a dependéncia
continua no dado inicial para a classe de equagdes ali consideradas. Além dele precisamas

do teorema de convergéncia que se segue. Considere os problemas de Cauchy,

(™) " + A" (E) = (1), 0<t<T, u*{0)=¢"
com n = 1,2,3,... . Suponha que a familia {A™(¢)}%_, satisfaz as condigdes (H.1).
(H.2) e (H1.5) uniformemente em n, i.e., os indices de estabilidade M, 8 de {A"(¢)}32,

podem ser escolhidos independentemente de n. Além disso, suponha também que

{11,

imediatamente gue os operadores de evolucio {U™(¢,5)}S2., associados a {A™(2)}2,

oo
. ¢€ limitada e que X,Y e 5 sfio os mesmos para todos os (L"), Segue
n=

existem e sdo uniformemente limitados tanto em B(X) como em B(Y).

Teorema (2.6). Além das hipdteses acima, suponha que

(2.25) A™(t) = A(t) em B(Y,X), ¢ q.t.p.
(2.26) lim / lA™ (Ml gy xy 9t — uniformemente
151—0 Ji (X
onde — e | - | denotam a convergéncia forte e a medida de Lebesgue respectivamente.
Entao
(2.27) U™t,r) =5 U(t,r) em B(X)

uniformemente em refagdo a 0 < r <t < T. Mais ainda, se ¢ 2 dem X e f* — f em
L}([0,T);Y) segue que u™ — u em C([0,T]; X) onde u™ e u sao as solugdes de (L") e
(L).

42



o =)
n=1

Demonstragio: Devido & limitagio uniforme da familia {U"(t,r) mencionada

acima basta provar que
(2.28) Unt,r)¢ — Uk, r)é, pe¥

em relagio & topologia de X uniformemente em 0 < r < ¢ < T. Derivando a quantidade
Un(t,s)U(s,r)é em relagio a s, utilizando (L") e (L) e integrando em relagio a s € [r, 1]

obtém-se
(2.29) U, r)g—UE,r)d=— / ds U™(t,s)(A(s) — A™(s))U(s, )¢

aplicando novamente a limitagfio uniforme da familia {U™(t,7)}72, temos

T
(2.30) HUwﬂ¢—U%Lﬂstﬁ{£cﬁMM@—A%@W@JMh'
(2.31) K={U(sr)$|0<s<r<T}

& um conjunto compacto e portanto para provar {2.27) é suficiente mostrar que

T
(2.32) Jim [ ds sup [[(A(s) — A™(s)lx =0
o PeK

0

Combinando o teorema de convergéncia de Vitali {[Ba), pagina 76; note que con-
vergéncia q.t.p. implica convergéncia em medida em espagos de medida finita) com
o exercicio (2.7) abaixo, obtém-se (2.28) e portanto (2.27). A segunda afirmagio do

teorema é uma consequéncia imediata da primeira e da férmula (2.2).

Exercicio (2.7). Seja {P,}32, C B(Y, X) tal que lim P,¢ existe para toda ¢ € V.
T—00
Denote o limite por P¢ e prove que
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a) existe M € (0,00) tal que 1Pull gy x) < M
b) P e B(Y,X) e||Pllgy xy < M;
¢} P.¢ — Pg uniformemente em compactos.

{Sugestao: Para provar ¢) cubra o compacto por wm niimero finito de bolas ¢om centros
¢i, i =1,2,... ,m e aplique um “argumento de £/3".)

Antes de passar ao préximo capitulo, convém notar que a teoria desenvolvida acima
tem interesse préprio, independentemente da aplicacio que dela faremos as equagdes de
evolugdo quase-lineares. No entanto, como nosso interesse principal no presente texto é
o estudo das equagdes nito-lineares, deixarenmos a cargo do leitor dedicado o estudo das

vdrias aplicagBes que podem ser encontradas em [I1], (I3], [14], [IM]}, [K3] ¢ [K6].
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CAPITULO III

EQUACOES QUASE-LINEARES

O objetivo deste capitulo consiste em estender, na medida do possivel, a teoria.

desenvolvida anteriormente para as equagdes ditas quase-lineares, i.e., equagdes da forma
(Q) O+ At uju = f(t,u)

onde A(t,u) é um operador linear para cada t € [0,7] e cada u e f é uma fungio
dada (em geral ndo linear). Um exemplo que consideraremos em detalhe é a equacdo de
Korteweg-de vries que pode ser escrita na forma (Q) definindo A(t,u) = A(u) = 8 +ud,
e f(t,u) = 0. Note que em cada caso particular a escolha de A(t,u) e f(t,u) nio é
dnica. O que deve fazer é procurar a maneira mais conveniente possivel de aplicar a
teoria descrita abaixo.

A idéia basica envolvida no que se segue é muito simples: para cada funcfio £ — v(t)

em um certo espago de Banach considera-se o problema de Cauchy linear

(L) { Oyu + A(t, v())u = F(1,v(t))

u(0) = ¢

Aplicando a teoria do capitulo anterior obtém-se uma aplicagdo v — u, onde u, é 2
tinica solugfo de (L"). Prova-se entfio que o espaco de Banach de funcdes mencionado
acima pode ser escolhido de modo que a aplicagio v + u, seja uma contragao. Segue
entdo que o ponto fixo encontrado ¢ solugéio de (Q) com u(0) = 4.

Antes de prosseguir cabe notar que a maior parte do que se segue é baseado nos

artigos [K5] e [K6].
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1. O Teorema de Existencia e Unicidade

Nesta secio vamos nos limitar a enunciar ¢ comentar o teorema hisico deste
capitulo. Sua demonstragio serad apresentada na segio 3 apds a verificagio detalhada
das hipéteses feitas abaixo para o caso da KdV, esperando desta forma tornd-las mais

compreensiveis ao leitor mistificado. Considere entao

Hipdtese (X). Sejfam X eY espagos de Banach reais, reflexivos com Y contido em X
densa e continuamente. Existe um fsomorfismo §:YV — X. A norma de Y € escolhida

de modo que 5 seja uma isometria, Le.,

(1.1) lélly = l1S¢llx

Hipétese (A.1). O operador linear A(t,y) definido em [0,T] x W e fechdvel e seu
fecho pertence a G(X,1,8) onde W é uma bola aberta em Y e § é um nimero real.
Em outras palavras, para cada (t,y) € [0,T] x W, A(t, y) gera um semi-grupo de classe
C° tal que -

(1'2) ” exp (-—sZ(t, y))“B(X) < eﬂa’ s € [0’ OO)

Antes de prosseguir convém fazer alguns comentdrios. Como sabemos dado um
semigrupo de classe C? fortemente continuo U(t) existem M > 0, 8 € R e um tnico
operador fechado A (satisfazendo as condigdes do teorema de Hille-Yosida-Phillips) tal
que U(t) ¢ gerado por (—A4) e [[U{#)]|5xy < Mef'. Reciprocamente dado A fechado,
satisfazendo as condi¢Ses do teorema de Hille-Yosida-Phillips, entfo existern M,J e
um Gnico semigrupo U(t) = &' tal que ||[U()lgx) < Me™. A colegio de todos os
operadores A tais que (—A) gera um semigrupo de classe C° satisfazendo [|[U(#)|[ 5. x) <
Me?* serd denotada por G(X, M, f). Se A € G(X,1,0), i.e., (—A) gera um semi-grupo

de contragio, A é dito um operador acretive mazimal (ou m-acretive). Se A € G(X, 1,8)
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(ie. [[U@gexy < e ¥t e [0,00)) A é dito guase-acretivo mazimal (ou quase-m-
acretice). Se X é um espago de Hilbert (o que serd o caso nas aplicages feitas abaixo),
¢ possivel provar que A € G(X, 1, ) se e s6 se as seguintes condigdes siio satisfeitas
2
a) (Ald)x > —B|éllx. ¢ € D(A);
b) (A + A) é sobre para algum X > 8 (ou equivalentemente para todo A > ).

Cabe notar que a) e b) expressam respectivamente a quase-acretividade e a maxima-
lidade. Note que a hipdtese (A.1) diz que a familia de operadores A(t,y),t,y € [0,T] x
W é uniformemente acretivo. Para maiores informag@es sobre os comentarios acima

recomendamos [EE],JKK7] ¢[RS] vol. IL

Hipétese (A.2). Para cada par (t,y) € [0,T] x W temos

(1.3) {SA@’ WS~ = Alt,y) + Q)

Q) € B(X), §QEWsw <M
onde Ay > 0 é uma constante. A igualdade em (1.3) deve ser encarada no sentido estrito,
ie,z € D{(A(t,y)) & S~z € D(A(t,y)) e A(t,y)S 'z €Y.

Hipétese (A.3). Para cada (t,y) € [0,T] x W temos A(t,y) € B(Y, X} no sentido que

(1.4) {Y C D(A(t,y)) VEy)el0,T]x W

Alt,y)|, € B(Y,X)

Além disso, para cada y € W fixo a fungdo t € [0,T] — A(t,y) pertence a
C([0,T); B(Y, X)). Para cada t € [0,T] a aplicagdo y v A(t,y) € de Lipschitz no

sentido que

(1.5) IA(t, v) — At Dllper,xy < mlly = =llx

onde p1 2 0 é uma constante.
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Hipétese (A.4). Seja yy o centro de W. Entio Alt,y)yo € Y para todo (t,y) €
0,T] x W e vale

(1.6) FAC Yyally <Xy te(0,T]

Hipétese (£.1). f:[0,T) x W — ¥ & limitada,
(L.7) 178 wlly <X, te(0,T), yew

Para caday € W, t = f(t,y) é continua de [0, T) em X enquanto que para cada t € [0,7]
a aplicagioy € W — f(i,y) € Lipschitz em X i.c.,

(1.8) 1 y) = f(8 )k < pa[ly — 2llx

onde o > 0 uma constante.

Agora podemos enunciar o tdo esperado teorema de existéncia e unicidade. Temos

Teorema (1.1). Suponha que as hipdteses (X), (A.1)-(A.4) e (£1) sdo satisfeitas.
Entéo se ¢ € W existem T' € (0,7 e uma tnica u € C([0,T';Y)n C{[0,T); X) tal
que u{0) = ¢.

Como mencionado na introdugiio a demonstra¢io do resultado que acabamos de
enunciar serd feita na segio 3, apés a verificacio detalhada das hipdteses feitas no caso
da KdV com uma escolha bastante simples para os espagos X e Y. Antes porém é con-
veniente introduzir alguns comentarios adcionais. Em primeiro lugar observe que (A.4)
é satisfeita trivialmente se yg = 0. Alem disso, e muitos casos A(%,y) est4 definido para
todo y € ¥ de modo que W pode ser escolhido como sendo uma bola arbitrdriamente
grande centrada na origem. A valor das constantes B, A1, Az, pi1, p2 dependera em geral

do raio da bola em questio. Deve-se notar também que uma condigio suficiente para

(1.3) &

(1.9) (S 4(t,y) ~ At 9)8)5 " w||y < A flwllx
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para todo w pertencente a um cerne de A(t,y) que pode, naturalmente, depender de ¢
e y (veja o exercicio (1.9) do capitulo II).

Finalmente, cabe observar que o teorema (1.1) é bastante simples e algumas
hipéteses muito restritivas como a quase-acretividade maximal uniforme (em bolas)
e a reflexividade dos espagos X e ¥ podem ser relaxadas. O leitor industrioso deve

consultar a segio 11 de [K5] assim como [HKM] e [K8].

2. KdVem mm)s>3
Nesta segao vamos considerar o problema de Cauchy

.1) { Byu = —Bu + ubyu

u(0)=¢ € H(R), s>3

Note que neste caso nfio é poésivel resolver o problema de maneira tradicional i.e.,
reduzir (2.1) a uma equagiio integral e aplicar o teorema do ponto fixo de Banach. De

fato é facil verificar que (2.1) &, pelo menos formalmente, equivalente a
3 t Iy 53
(2.2) u(t) = 61024 — f == (5, W)t '
0

Agora, se u € C([0,T],H*(R)) entdo ud,u = &% € C(0,T; H*YR)) e
exp (—(t — )82) leva H*"}(R) em si prérpio e nio em H*(R) (verifique!). Conse-

quentemente a aplicagdo
3 t 1y
(23) (450 =g [ OO (jo,p)e
0

nio transforma C{([0,T); H*(R) em si mesmo de modo que o teorema do ponto fixo

de Banach nao pode ser aplicado. No préximo capitulo introduziremos um método de
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solugfio diferente que, a custa de bastante trabalho adcional, permite reabilitar parcial-
mente o “método tradicional”.

No gue se segue verificaremos as hipéteses do teorema (1.1) em detalhe apenas se
s = 3. O problema em H°(R), s > 3 sera deixado a cargo do leitor (veja o problema
(2.4) no final desta se¢fic). Na verdade, o teorema (1.1) pode ser utilizade para resolver
(2.1} supondo apenas s > % Isto requer no entanto muito mais trabalho. O leitor
interessado deve consultar [K2]. Uma justificativa adcional para a omissiio do intervalo
2 < 5 < 3 ¢ fato que esta situagio serd estudada no préximo capitulo onde utilizaremos,

como ja mencionado, um método diferente para resolver (2.1).

Passemos entéo a verificagdo das condigdes do teorema (3.1) no caso s = 3.

Hipétese (X). Sejam ¥ = H3*{R) e X = L*(R). Entdo é claro que Y estd contido

densa e continuamente em X. Além disso
(2.4) S =(1- %P

é um isomorfismo de Y em X e de fato uma isometria com a escolha da norma

(2.5) 812 = |1 - a2

Hipétese (A.1). Seja
(2.6) Aly) = 8 + y0:
de modo que (2.1) toma a forma

@7 { Ou + Alu)u =10

u(0) = ¢

Vamos utilizar um argumento perturbativo para provar que A(y) é quase-m-acretivo

para todo y € H*(R). Considere o operador

(2.8) Ay =82
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definido em Y = H*(R). Entdo Ao(Y) C X ¢ 5(4o) = iR (onde £(T) denota o aspecto

do operador linear T). Além disso Ay gera um grupo unitdrio em L*(R) dado por,
(2.9) Un(t)p = ™10 = (M€°4)
Agora, seja B(y) o operador definido por

{ D(B{y)) = {¢ € X[y0.4 € X}

(2.10) B(y)¢ =y8.4, ¢ D(B(y))

onde y € Y. E claro que D(Ay) € D(B(y)). Em primeiro lugar termos,

Lema (2.1). O operador B(y),y € Y, é Ap~Iimitado com Ag—cota igual a zero.

Demonstragido: Note que se ¢ € D(Ap) entéo

(2.11) 829l < lyllpee 186l < C llyll; 18211,

onde C > 0 é uma constante. Portanto para todo A > 0,
lydzdllx < C llvlls 19:(03 + )7 (85 + el

(2.12) 3 3yl 3
< Clylls j2:(87 + 1) ”B(X) |82 + M|l

Como indicado em (2.12) o operador 8;(82 + A)™! é limitado em X, Para nossos

propésitos é importante obter uma estimativa de sua norma. Seja ¢ € X. Entao,

3 1% MEPNE
[|8=(+85 + A) ¢I|X=L:W ‘Ib(f)l d¢
(2.13)
Ssgp _%%;‘H%bllgc
Mas
e _[F__ ¢ £ +¢2
P | ey W7 W W N Ty
(2.14)
_|_€2 62

T8+ N S
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Sejam r = €% ¢ o(r) = 43 Entio,

, PN =32 =28
(2.15) a'(r) = ( = )i )2 T3 F 1)

Portanto a(r) tem maximo (global) em rmax = \3/%_- . Consequentemente,

z A2 C
< a(rmax) = /

3

(2.16) g

PSSR

Combinando (2.16) e (2.12) segue que,

1
(2.17) w08l < C ol { 5 Modll + 3% el )

Esta desigualdade conclui a demonstracgo.

Coroldrio (2.2). |]y6x(/19 + A1 “B(X) — 0 quando A — +oo.

Demonstragio: Note que por (2.12), (2.13) e (2.16) temos que

B0 + 07 [ = [|58:(3F + X)L = v 8l x
(2.18) < Clylly |82 + 1)l x A7

= Cllylls [l A~

Portanto ”yB,(Ag + )7 ”X < Clylls A="/? e o corolério esta provado.

Lema (2.3). O operador A(y) = & + y8, é quase-m-acretivo.
Demonstragio: Basta provar que

(2.19) (A(w)lé)x > ~BIISI% para algum 8> 0
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(2.20) {A(y) + A) sobre para algum A > 8
Para provar (2.19) note que

(Al)élé)x = (Aodl$)a + (y0:4l¢)a

(2.21)
= (82418)o + (y0:¢l8)o = (yD:dld)o

pois 8, é antisimétrico e todas as fun¢des envolvidas séo reais.

Mas,
az 2 2 - 63: o
02y odtn= [ v = [ @ > =i

Tome f = § |8,y 0 (0u = M’Zﬂa; note que a estimativa obtida é uniforme em bolas).

Para provar (2.20) observe que,
(2.23) A+ A= Ao+ 98 + 2 = (1 +y8:(Ao + 1) 7)Ao + 1)

Como (Ag + )} é inversivel ¥ A > 0 basta provar que (1 -+ y0: (Ao + A)™1) é inversivel.
Mas isto é verdade para todo A suficientemente grande devido ao coroldrio (2.2) e d

série de Neumann.

Isto encerra a verificagho de (A.1).

Hipétese (A.2). Seja ¢ € H¥}(R). Entdo existe uma tnica ¥ € L*(R) tal que ¢ =
(1 — 82)~3/2. Portanto,

(2.24) A)S V¢ = A5 ¢ +y8. 571

Mas, 40,516 = y8,5~% = yd,(1 — 82)~%¢ de modo que (1 — 82)°¢ € H'(R),
8.(1—02)"% € H5(R) — H3(R) e portanto yd, (1 - 82) %4 € H*(R) = y pois H(R)
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€ uma algebra de Banach. Além disso ¢ ficil ver que 495~'¢ = S~ Ao¢ para todo
¢ € H3(R) de modo que o lado direito de (2.24) pertence a H3(R). Consequentemente

o lado esquerdo tem a mesma propriedade.

Segue entdo que

SA(y)S™'o = Aog + Syd. 574

(2.25) = Ay)¢ + Syd, S~ ¢ — y8, 5574

= A(y)é + Qy)¢
onde Qy) = [S,y8;]S™! como nio podia deixar de ser. Agora é preciso provar que
Qy) € B(X).

Para isso note em primeiro lugar que
Qy)d = [S,y0:]57 "9 = S(y0, 5™ )b — yO, ¢
(2.26) =[S, y]8: 5" + 458,57 Y — y 0
= [$,10: 57" + 90t — yBetp = [5,4]0: 5"
para toda # € L*(R) = X suficientemente bem comportada. A igualdade (2.26) mostra
que e preciso provar que o comutador no membro final é um operador limitado de

H*(R) em L?(R). De fato, devido a (2.26) o comportamento do operador Q(y) pode

ser decomposto da seguinte forma,
1?55 o 2, g2 9 g
Seja portanto f € H2(R) e note que
(S, 21)™(&) = (I + |- 1272, g+ F)(e)

(2.27) ,
= /R dn §(€ - (1 + [€FP72 — (1 + Y2 fn)

onde §* denota o operador linear ¢ — § .
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Seja

(2.28) p(r) = (1+r)*?
Entao,
(2.29) §(r) = 3r(1 + 22
(2.30) p(r) = 3(1 4 r2)? 4 303 (1 4 r2) 12
(2:31) P (r) = 3r(L+ 72y 4 6r(1+#2) M2 = 331 442y
Note que
p(r) =0(r%)
(2.32) P (r) =0(%)

#'(r) = 0(r)
#(r) = 0(1)

quando r — +oo. Além disso,

—n)? 3
)(€ 2!71') m( )(E 1)

(2.33) (14 (€172 = (1 + 02 + ' Unl)(E —m) -+ " (Il 5

Consequentemente

_ 3
(1S, 915ME)] < Y 16,

i=1

(2.34) § L) = fR dn |§(§ — )l

| 1y =4 [ anlite -l -l |7

P ff =12

onde M = sup, |p”(r)|. Mas f € L3(R, d¢) — L'(R,d¢) . De fato

(2.35) / Jf(tf / | 1+ ¢ )f(€

(1+ %)
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Além disso, £*§(€) € L? pois y € H*(R). Scgue que L(¢) é a convolugio de wma
funcdio em L*(R,d£) com outra em L'(R,df). O teorema de Young ([RS], vol. IT)
mostra entiio que Iy € L3R, dE) e

(2.36) 150, < Clle%

A
i, =il

A, =t ns1,

Resta estimar I) e ;. Para isso note que £/§(¢) € LY(R, d¢),; = 1,2. De fato,

le)’

(2.37) Llﬁ’ﬁ(f)]dfz RW

(L+ 161"/ [9(€)| d€ < C I3l 3 = C Iyl

pois |¢]’ (L+ €)% = 0(l§|j—3) quando || — oo e é portanto de quadrado integrivel.
Mais ainda, devido a (2.32) temos

POy _ i e
(2.38) o =0,
Consequentemente
(2.39) AN () fn) = p”wa+mym6ﬁm¢n

pois (2.38) mostra em particular que p)([n]}(1+7?)~" pertence a L°(R, d¢). Podemos
portanto aplicar outra vez o teorema de Young para a convolugiio para obter I i €

L*(R,df) e
(2.40) 15122 < Cllwlls 1Yz =12
Combinando (2.34), (2.36), (2.40) e a identidade de Parseval obtém-se

(2.41) 1S, 91fllo < C llylls 11l

para toda f € H%(R) e a limitagio em questdo esta provada. Isto encerra a verificagdo

da Hipdtese (4.2).
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Hipdtese (A.3). As estimativas apresentadas na verificagio de (A.1) mostram que
Aly) = 8% + 48, é um operador m-acretivo para cada y € ¥ com D(A(y)) = Y e
A(y) € B(Y,X). Como A(y) nio depende de t a continuidade nesta varidvel é trivial.

(Quanto a dependéncia em y temos,

lA()d — A2)élx = Iy — 2)0:¢lIx
(2.42) <10zl e ly — 2llx < C 18260 lly — 2l x
< Cllglly lly — =l x

Hipdtese (A.4). Para satisfazer {A.4) trivialmente escolhemos W como sendo uma

bola de raio arbitrariamente grande centrada na origem.
Hipétese (f.1}. Também é trivialmente satisfeita pois f = 0 no nosso caso.
Problema (2.4). i) Verifique as hipéteses do teorema (1.1) no caso em que

(2.43) { X =I*R),Y =H*R), s>3

S=(1-a)/?

para obter vnica solugiio u € C((0,T']; H*(R)) n C*([0, T']; L*(R)) para a KdV. Use a

equagio em questio para concluir que na verdade u € C*([0,T"]); H*~*(R)).

ii) Prove que o tempo de existéncia da solugéo pode ser escolhido independentemente
de s no seguinte sentido: se u(0) = ¢ € H" r > s entdo u € C([0,T'; H'(R)) N
CY([0,T"]; H"*(R)). (Sugestdo para ii): Consulte [K2]. Este problema é muito
dificil! Na verdade o resultado vale para s > 3/2.)

Problema (2.5). Verifique as hipdteses do teorema (1.1) no caso da equacdo de
Schrédinger ndo-linear estudada no capitulo I (veja a equagio (3.37). Cuidado! Os

espacos X e Y do teorema (1.1} sdo reais).
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3. A Demonstrag;o do Teorema [11)

Seja R > 0 tal que

o) (16wl <R

lv—wlly <R & yeW

¢ considere o conjunto E de todas as fungdes v: [0, T7] — ¥ tais que

(3.2) { llo(?) — yoll, < R (logo (¢} € W)

v é continua de [0,T'] em X
onde T' < T é um nidmero positive a ser determinado adiante. Se v € E defina
(3.3) A®(t) = A(t,v(2))

Devido a (A.1), A"(t) pertence a G(X, 1,(). Portanto a familia {A"(¢)} é estavel com
indices de estabilidade 1, 3, i.e.,

N
(3.4) T exp (~s; AW lspx) < e Blortorttam)

j=1
para toda sequéncia finita {¢;} com 0 <t; <t <--- <ty <Tes; >0.

Lema (3.1). A fungdot € [0,T"] — A®(t) é continua na norma de B(Y, X).

Demonstragao: A hipdtese (A.3) implica o resultado. De fato, A¥(t) = A(t,v()) €
B(Y,X)e

I4°(E) = A*Dlly,x < NAE o)) — AR, v(D)lly, ¢
(35) + ”A(t': v(t)) - A(tw U(t)"Y,X
< p [lo(t') — o)l + A, v{2) = Alt v(#lly,x
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Isto encerra a demonstragfo.

Note que por (A.2) temos,

5.9) { SAY(£)S™! = A°(t) + Q*(2)

Q") = QL v(1)) € B(X), [1@°Wllgxy <M

Lema (3.2). A funcdot € [0,T"] — Q"(t) é fracamente continua (e portanto fortemente

mensuravel).

Demonstragao: Seja y € Y. Entio

(3.7) S71AY()y = A"(t)S 'y — ST Aty

como Sy € VY segue do lema (3.1} que o lado direito de (3.7) é continuo na
norma de X. Consequentemente ¢ +» S™'Q¥(t)y tem essa propriedade. Mais ainda
||S"*1Qv(t)||6(x) < ||S_1”B(X) Q" ax) < ||S‘1||/\1. Como Y ¢é denso segue que
t € [0,T' — §71Q%(t)z é continua para todo z € X. Alem disso esta fungdo é uni-

formemente limitada em Y. De fato,
(3:8) s~ Qslly = IQE=lx < M lellx

O exercicio (3.3) abaixo implica entdo que ¢ € [0,7'] =» §71Q(t)z € ¥ é fracamente

continua. Consequentemente ¢ & [0,7"] — Q(¢) € B(z) é fracamente continua.

Exercicio (3.3). Prove que se g:{0,7"] — Y ¢é limitada na norma de Y e continua
em relagdo a topologia de X entdo g e fracamente continua (e portanto fortemente

mensurdvel) como fungao com valoresem Y.

Os resultados acima mostram que as hipéteses (H.1), (H.2) e (H.5) da teoria linear
sdo satisfeitas. Existe portanto um tinico propagador U(¢,s), 0 < s <t < T”, com as

propriedades descritas no teorema (1.4} e (1.8) do capitulo II.
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Lema (3.4). Seja f*(t} = f(¢.v(t)). Entio 'y <A VEE[0.T] et f(E, (1)
€ continua na norma de X e fracamenie continua (logo fortemente mensurdvel ) como

fun¢do com valoresem Y.

Demonstragao: A desigualdade segue trivialmente de (f.1). Além disso,

I£°@) = @l < NAE o) = FE o)l + [FE, o(t)) — £(2, w05
< pzo(#) = o)l + £, 0(0) = FE o)l ¢

(3.9)

e a continuidade segue imediatamente. A titima afirmagio do lema é consequéncia das

duas primeiras e do exercicio (3.3).

Devido ao lema (3.4), podemos aplicar o teorema (2.2) do capitulo II para obter a

Gnica solugio u¥(#) do problema
1) Geu® + AY(pu” = f1(t),  w(0)=¢

Ela é dada por,

(3.10) w¥(t) = U°(, 0)6 + / U 9) £ (5)ds
(3.11) w* € O([0,T'), ¥) n CX(o, T'], X)

uma vez‘ que ¢ €Y e f¥ € L=°([0,T");Y)n ([0, 7'} X)

Lema (3.5). Existem T’ € (0,T) tal que a aplicacio v ~+ ®v = u’ transforma E em
E.

Demonstragio: Mostramos acima (veja (3.11)) que u” € C([0,T"); X) qualquer que
seja T’ € (0,T]. Resta provar que T’ pode ser escolhido de modo que |[u”(f) —wfly < R
para todo ¢ € [0, T"].
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Para issc observe que

W) =30 = U008+ [ UM — 1o
(3.12) = U(4,0)(6 — yo) + U(t, o — o -+ fu U (t, $)f°(s)ds
= U1, 0)( — o) + ]0 U ) () — AY(s)wo)ds

combinando a estimativa (1.62) do exercicio (1.10) do capitulo anterior com as hipdteses

(%) (que implica ||l a(y,x) = S~ agx,y) = 1) & (A1) scgue que

(3.13) 1 an < e (8-+ 30T

Além disso [ A%(s)yolly < D2 por (A4) e | F¥(£)lly < As pelo lema (3.3). Portanto,
314)  u®) —solly S Cexp [(B+ADTDUIS — volly + (A2 + 2a)T")

Como ||¢ — yo|| < R & possivel cscolher T' > 0 tal que o lado direito de (3.14) ¢ ainda

menor do que R e o lema estd provado.

Agora, se v,w € E considere a métrica
(3.15) d(v,w) = sup |lo(t) —w(®)l|x
o<t

Munido dela o conjunto E se torna um espago métrico completo. Isto se deve ao fato

que bolas fechadas em Y séio fechadas em X. Na verdade,

Exercicio (3.6). Prove que se um subconjunto de ¥ ¢é convexo, fechado e limitado

entdo ele também é fechado em X.
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Lema (3.7). Existem T' € (0,T] tal que &: E — E é uma contragio.

Demonstragao: Utilizando as equages satisfeitas por u¥ = v e u* == $w nio é dificil

provar que
(3.16) (Iv)(t) - (Bw)(t) = f U, )((A(5) — A%(5))(Bw)(5)  £(s) — Fs s
Como JJU (2, 5)|| 5y < ePT segue que

(3.17) d(Bw, Bv) < T (||f = By x + (A¥ - A%)Bv]); x)

Mas por (£1) temos || f“(t) — F*(£)]|x < pa [|w() — v(t){| x € portanto

(3.18) 17 = £7lli,x < p2T'd(w,v)

Além disso,

(A () — A" NS (I x < [A°(8) ~ A" (Dl gy, x) 1B(E)ly

(3.19)

< p flw(®) = v()llx (llvolly + B)
Portanto
(3.20) 1A% — A7)l x < pideo, T aally + R)
Consequentemente,
(3.21) d(Bw, 3v) < T'e"T (12 + g [fwo |l + 1 R)d(w, v)

e o lema esta demonstrado.

~ Aplicando o teorema do ponto fixo a ®: E — E obtém-se a solugio procurada.
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4. Dependéncia Continua

O objetivo desta se¢iio, como indica seu titulo, consiste em estabelecer a con-
tinuidade da aplicagdo ¢ — u onde u é a solugdo de (@) com u(0) = ¢. Na verdade
provaremos um resultado matito mais geral que engloba tanto o dado inicial quanto os

coeficientes da equagio. Considere a sequéncia de equagdes

agu" An , Myy* = f* ,un
Q) { + At um )t = o8 uT)

w™(0) = ¢, t € [0,7], n=12- .

para a qual valem (A.1) -(A.4) e (£1) com os mesmos X, Y, 5, W. I preciso também

stipor que
Hipédiese (A.5). Fxiste py > 0 tal que
(4.1) Q) — Qs 2)llsxy < 3 lly —=lly

quaisquer que sgjam t € [0,T) ey, z € W.

Hipdtese (f.1). Existe yy > 0 tal que

(42) (8 9) — F 2y < pally — 2lly
para todot € [0, T ey, z € W.
Com os comentarios acima em mente temos o

Teorema (4.1). Suponha que (Q") satisfaz (A.1)-(A.5), (£1) e (£2) uniformemente

em relaciio an, i.e., as constantes f, Ay, - - - , pt4 podem ser escolhidas independentemente

de n. Suponha ainda que que para cada (t,y) € [0,T] x W temos,

(4.3) A™(t,y) — A(t,y) em B(Y, X)
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(4.4) Q"(t,y) - Q(t,y) em B(X)

(4.5) fHty) = fty)em Y

quando n — co. Entdo se ¢,¢, € W,d, — ¢ em ¥ existem T" € (0,T] e iinicas
u,u € C([0,T"};Y) N CY([0,T"); X) solugbes de (Q") e (@) respectivamente com
u™(0) = ¢", u(0) =

(4.8) lim sup [u”(t) — u(t)]ly =0

R—+00 [D

Demonstragdo: Seja E o espago de funcdes definido em (3.2). Para cada v € E

considere a sequéncia de problemas lineares,

Buu™ + Aty = fro(t),  te(0,T)
(L) wt(0)=¢",  n=1,2---
AN = AR (), FUUE) = ()

Tendo em vista as hipSteses feitas acima existe uma tinica solugio 4™ de (L™?) definida
em [0, 7). Consequentemente a relagio $"v = u" define uma contradigio em E se T'
é suficientemente pequeno. O ponto fixo correspondente é entio a solugio de {@™).
Utilizando a uniformidade que estamos supondo é ficil verificar que T’ pode ser esco-
lhido independentemente de n. O mesmo vale para o fator de contragio das $*. Sem
perda de generalidade podemos supor que tanto o tempo de existéncia quanto o fator de
contragéio associados a (Q) sdo os mesmos que aqueles correspondentes as (Q™). Agora
note que '

(4.7) iy sup [14"(2) ~ u(t)x =0

n— OO[
De fato, como &"u" = 4" ¢ u = u temos,

(4.8) d(u",u) = d(®"u", Pu) < d(B"u"™, D) + d(D"1, Bu) < ye(u", u) + (D™, Pu)
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onde ¥ < 1 é o fator de contragio comum as ®". Basta portanto provar que se v € E,

(4.9 lim d(®"v,Pv) =0

p—o0

Mas (4.9) expressa simplesmente a dependéncia continua da solu¢io da equagio linear

(L*). A relagdo (4.9) segue entfo do teorema (2.6) do capitulo II uma vez que

(4.10) AM(R) — AP(1) = A™(E, v(t)) — A(E, v(£)) = 0

(4.11) Fr(E) — £ = (L e() — ko) — 0

em B(Y,X) e Y respectivamente e [|A*(2,4)l 5(v,x) é uniformemente limitada em ¢,y e
n (o que implica a condigio (2.30) do teorema de convergéncia que estamos utilizando).

Tendo em vista o teorema (2.5} do capitulo anterior,
(412)  lu” = ullpgy < Klll¢™ = dlly + 1" ~ fll g + Q" = @)Sully x + [12"]loo,x

onde K depende de R ¢ T' masnfioden e

(4.13) { o) = frut),  F#) = f(tu(t))

Q") = QL u™(®), Q) =Qt, u(}))

(4.14) { h(t) = (U™(2,0) - U(t,00)S¢ + fo (U™t 5) - U1, 8))g(s)ds
a(s) = 5f(s) — Q(s)Su(s)

Agora,
.
1F" — flluy = / 1F7(, u™(0)) — Ft, (@) || dt

(4.15) -
< T o =l [ 1" = GOy
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.
@™ - @)Sull, x < / Q™ (t, u"(2)) — Q(t, u(®)))Su(t)ll dt

.
< f a™(2) = (e}l |Su(t)] dt

T,
(4.16) +f0 (@™ — @)(¢, u(t))Su(t)|  dt

< T = ull oy y (lyolly + R)
T'
+ f Q" = Q)(t, u(t)Su(®)l] dt
1]

onde utilizamos (£.2), (A.5), a uniformidade em n e 1Su(®)llx = @]y < llwlly + R
Escolhendo T" de modo que {4 +43([|yo||y +12)) < 1 os termos contendo [fu™ — Ul oy
em (4.15) e (4.16) podem ser absorvidos pelo lado esquerdo de {4.12). Como

lim (14" — 4y = 0

n—oo

.
(417) tim [ I = @)y dt =0

Tf
fim [ Q" — @)(¢, u(t)Sull dt = 0

n—oco 0
para completar a demonstragio do teorema resta provar que

(4.18) lim [[R"]l, =0

n— oo

|
Mas g € L>=({0, T']; X) e portanto para obter (4.18) é suficientemente mostrar que
(4.19) Un(t,s) =5 Ult, ) em B(X)

uniformemente em relagio a 0 < s <t < T. A convergéncia em (4.19) segue entdo do

teorema (26) do capitulo II uma vez que

A™(t,u"(2)) — A(t, u()) = [A"(t, u™(2)) — A™(2, u(t))]
(4.20) .
| + [A7(2, (1)) — A(t, u(t))] = 0
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em B(Y, X) e o teorema estd demonstrado.
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CAPITULO IV

RECULARIZACAO PARABOLICA

O objetivo deste capitulo ¢ exibir uma versio abstrata do método da regularizacio
parabdlica. A formulagio abaixo nos foi sugerida por uma versio mais geral desenvolvida

por T. Kato ([K9]).

Vamos considerar o seguinte problema de Cauchy

Oiu = ~Aupu + F(t,u)
(s { u(to) = 4

onde u = u(t),t € I = [t,T|, Ap: D(A,) € X — X linear, F:I x H - X, He X os
espagos onde queremos resolver (1), com g > 0 e A, — A, quando p | 0.
Mostraremos que, sob hipSteses convenientes, existe T ¢ uma tinica solugio de (1),
em C([to, T); H)NC*([to, T); X)se s € He p > 0.
Trataremos do problema de Cauchy acima primeiramente com p > 0 e mais tarde
obteremos o caso p = ) como limite, do caso z > 0, quando g | 0.

Comegaremos mostrando que a equagio integral associada a (1),,, isto &,

i
@) u(t) = "G + f o=V AR Bt (1))

o
tem solugdo tnica em C([to, T,); H) para algum t; < T, £ T e todo p > 0. Poste-
riormente mostraremos que tal solugio de (2) é a solugiio de (1), em C(fty, T,]; H) N
C([to, Tu]; X). O passo seguinte e fundamental, é mostrar que T,, ndo depende p, se

0 < g < po. Depois mostraremos que podemos passar o limite na solugio de (1),,
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quando g | 0 para obter uma solugéo de {1}. A unicidade de tal solugfio serd também
obtida. Por fim aplicaremos estes resultados para provar a existéncia e a unicidade da
solugao local para BQ e faremos alguns comentdrios finais.

Dado o esquema do método passaremos a seguir a desenvolvé-lo. Antes vale obser-

var que podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢5 = 0 (exercicio).

1. A Equaggo Integral

Nesta secgio exibiremos condi¢des suficientes para obter solugio de (2), & saber o,

Teorema (1.1). Suponhamos que:

(H1} (i) V,H,X sdo espacos de Banach reais que V «» H < X (onde —, significa

imersdo continua e densa);
(H2) (i) Para p > 0, A,: D{(A,) C X — X € linear;
(i) H c D(A,),p > 0.

(iii) Para u > 0, A, satisfaz as condigbes do teorema de Hille- Yosida (ver [Pa])

(e portanto gera um semigrupo e~** € B(X), veja o apéndice B).

(iv) Se t > 0,k € H entdo e *h € H e a aplicagso

R+ = [0, OO) — H
t

— e thp

(1.1)

. .
€ continua.

(v) Para u >0, t> 0 temos ¢4 € B(X;V) e satisfaz
(1.2) et 2]l < gu®) llzll,

ondez € X ¢ g, € L} (R4).
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(vi) A aplicagio

(0,00) — v
¢ — e Ay

(1.3)

€ continna, para cada z € X.
(H3) (i) F:I x H — X é continua.
(ii) F(t,0) =0, para todo t € I.
(iii) Existe v:I x R2 — R.., ndo decrescente tal que
(1.4) [E(2v) = F(t,0)ll ¢ < 2t lufl g ol g) e = ol
paratodot e Feu,ve H.

Entdo, se ¢ € Hep >0, existe T, = T(g,||¢ll;) € (0,7] e uma dinica
uy € C([0, T,]; H) solugio de (2).

Demonstragdo: Existéncia: podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ 3 0,
pois caso contrério, u,(t) = 0 serd solugio de (2).

Para 7 > 0 considere,

(1.5) X(7):={vec(o,r]);H): ”e_m"rﬁ - v(t)"H Sélly, 0t <7}

Exercicio (1.2). X(r) € um espago métrico completo quando munido da distincia
(1.6) dv,w)=llv—wll, 4:= sup jhu(t) - w(t)lly
0<isr

onde v,w € X(7).

Se v € A(7) defina,

t
(1.7) (Bo)(t):=e g+ / e =M m w(#')dt, 0<t<r
0
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Exercicio (1.3). B:X(7) — C([0,7]; H).

Allemamos que existe 1 € (0,T] tal que
(1.8) B: X () = &(m)

De fato,se 0 < ¢ < 7 e v € A(r) entéo

1
|h““¢—3ﬂﬂmﬁS£|F*F”MFWﬂﬁWmHﬁ'
1
SﬁgA%4WWWwWMHW
4
s]gav¢nwmwmmpmwwmﬁw
I}
(1.9)
1
S2ﬂnwﬂMNLLmﬁ—fﬂﬂmm
f
smmmwmmlwmwwm
< [27(7,2H¢HH10) / gu(r)dr] 1l
onde usamos (1.2), (113} (i}, (1.4) ¢ o falo que se v € X(7) entiio

(1.10) ol <214l 0=st=sr

Como, 2%(1,2||¢[l;,0) for gu(r¥dr | 0 quando 7 | 0 (pois g, € L, .{Ry)) segue

que existe 11 € (0,7 tal que
n
(1) 21(m,2[8,0) [ aur)ir <1
0

Portanto, de (1.9) e (1.11) segue a afirmacéo.
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Notemos agora que existe T}, € (0,71] tal que B: X(T,) — X(T,) é contragio. De

fato, se v,w € A'(7)) entio

I1Bu(2) — Bu®)| 5 < f M (E(E, o(t) - F(E wle)))|], o

(112) < [t = O I o) 2 = Ml
< [v(t,znqbnmzn«snff) / gﬂ(r)dr] o=l g

onde usamos (1.2), (1.4), (1.6) e (1.10) para v e w.
Logo, como ¥(t, 2 6]l ;7,2 1¢l ) fot gu(r)dr | 0 quando t | 0, segue a existéncia de
Ty € (0,7] tal que

T
(1.13) AT 2ol 26l [ autrr =6 < 1

Portanto de (1.12) e (1.13) segue a afirmagiio.

Podemos entdo aplicar o principio da contracio de Banach ¢ obter um tnico
u, € X(T,), ponto fixo de B, isto &, solugio de (2).

Para completar a demonstragio precisamos mostrar a unicidade em C([0, T;:; H).

Unicidade (em C([0,T,]; H)): sejam v,w € C([0,T,]; H) solugdes de (2). Conside-

remos,
(1.14) M: = wax { ol g, oz, i}
eT >0 tal que
_ T
(1.15) (T, M, M) / gu(r)dr = A< 1
¢

que existe pois (¢, M, M) f; ¢u(r)dr | 0 quando t | 0.
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Entdo, se 0 <t < T* = min{T},T} temos,
4
o) = w(@lly < [ e o) - PE 0l
0

<16, M,30) [ 003 o =l
(1.16) 0

T
< (T, M, M) fo 0u(r)dr ([0 = wllze 5
=Allv = wlp gy

onde usamos (1.2), (1.4), (1.14) e (1.15). Tomando o supremo em t € [0,T*] e obser-

vando que se A < 1 segue que
(117) o — wllgw gy = 0

mostrando assim que v = w em [0,T*]. Se T* = T}, nada mais temos a fazer. Se

T* <T,,istoé, T* = T entfo observamos que para. T <t < T**: = min{2T, T,} temos

e~ (F(t o(t')) — F (t"w(tr)))”H '

o) @l < [
= ]_7: [l (e o) - R W], 2

t-T
(1.18) < A(t, M, M) ] gu(r)dr [l — llgee

T
< (T, M, M) j 0u(r)dr [0 — wllgen 1
=AM~ wllpee g

onde usamos o fato que v = w em [0,T], (1.2), (1.4) e que ¢ — T < T. Logo tomando o

supremo em [0, T**| segue que

(1.19) [0 = @llme g7 = 0

73



e com jsto obtemos que v = w em [0,T**]. Se T** = T, terminamos a demonstragao.
caso contrario repetimos o argumento acima em [0, 7***), onde 7***: = min{T},,3T}. O

resultado segue da compacidade do intervalo [0, 7).

Observagao (1.4): A condigode~y( -, -, - ) ser nfio decrescente nos seus argumentos

pode ser removida do teorema (1.1).

2. A Equagzo “Regularizada”

Esta segéio estd voltada a mostrar que a fungio obtida no teorema (1.1), isto é a

solugao de (2), é solugdo de (1), para u > 0 e esta é tnica. Mais precisamente,
Teorema (2.1). A fungdo u, € C((0,T,]; H) dada pelo teorema (1.1) satisfaz
(2.1) uy € C(0, T, V)N C([0,T,.}; X)

e é‘a tnica solugio de (1),, > 0.

' Demonstragéo: Existéncia: de (2), (1.3) e (H3) (i) segue que

(2.2) u, € C(0,T,]; V)

Mostraremos que u,, é solugiio de (1),. Da teoria de semigrupos (ver [Pa] ou [RS]

vol. II) temos
(2.3) Be7t Mg = Ay 0<t

pois ¢ € H C D(A,), para todo i > 0. Considere

L
(2.4) o(t) = _/., e AR u, (N,  0<t<T,
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Para £ > 0 segue

-+
Rt A O
0

t
_/ C—(!—[')AﬂF(tr,u#(tr))dtl}
0

1
) = % {este — I}/0 e O P, ()t

+

M| =

t+=
f e—(t+s'—t’)A”F(tr’ uu(t'))dt’
i

o |

t
{em=A — T} f e~ A P14 (H))dt'
0

- GW(t+e_nt)ApF(nz’u#(n£))
onde na ltima ignaldade usamos o teorema do valor médio para integrais de Bochner
(ver [H]) ¢ 5. € [t,t +€]. Como f; e~V A B (¢, (#))dt! € H C D(A,) segue que

podemos passar o limite em (2.5), quando ¢ | 0, e obter
t
(2.6) Ofo(t) = — A, / ™A B(1 o, (1)) + F(Eu,()
0
onde 8} é a derivada a direita. De modo semelhante temos

Exercicio (2.2). Prove que

[
(2.7) a;u(t)z—Aﬂf e~ R () 4 F(tu,(t)),  0<t<T,

0

{Sugestio: Considerar (2.5) com ¢ < 0. Tome cuidado!)
Portanto 8;u(t) existe e é igual a 9} v(t). Logo de (2.3), (2.6) e (2) segue
Bun(t) = Bile™ ¢ + v(t))
(2.8) = —ApeTep— 4, /ﬂ JRICIv F(t' u,(t')dt' + F(t, uu(t))

= —Au, () + F(2, ”u(t))

5



Assim, como Ay € B(H; X), obtemos que u, € C1{(0,T,]; X) e é solugio de (1),,.
Unicidade: Seja v € C{[0, T,); H) N C'([0, T, ]; X) solugdo de (1),. Entio

Exercicio (2.3). A fungio v = v(t) satisfaz (2) em X, para 0 < t < T, isto 6,
t r
{2.9) v(t) = e e+ / e (= Py (e ))dd!, 0<¢<T,
0

em X.

Porém, de (1.1) ¢ {1.3) segue que (2.9) vale em H, logo v ¢é solugdo de (2) em
C({0,7,]; H). O teorema (1.1) implica entio que v = 1y, em [0,7,], completando a

demonstragio do teoremna.

3. Existencia de Solugao para o Caso u=0.

Para obtermos ug, solugiio de (1)g, como limite das u, s, quando g | 0, precisarcmos,

r

1«5 independente de gi! No

entre ontras coisas, obter um intervalo de existéncia para as

resultado a seguir introduziremos algumas condigdes suficientes para que isto ocorra.
Teorema (3.1). Se as hipdtese do teorema (1.1) sdo satisfeitas e:
(H1) (ii) H ¢ espago de Hilbert real com produto interno (- | - }g.
(fii} Existem Y espago de Banach tal que X — Y e (-, - :¥V x ¥ — R

bilinear continua tal que

(3.1) | (v, h) = (v[h)y, veV, he H

(H2) (vi) Paratodo > 0ew € V temos,

(3.2) (v, Apv) > 0
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(H3) (iv) Existe f:1 x Ry — Ry continua tal que
(33) 0. Fto) <t Iolly),  tel  wveV

Entfio existe Ty = 1% (||¢|l5) € (0,T) tal que, para todo p > 0, u,(t) pode ser

estendida a [0, T} ] satisfazendo
(34) luu(®lfy < p(8)y  0SE<Ty
onde p é a solugdo maximal do PV,

(3.5) { Pt =260 p1), t>0

p(0) = |83

(onde entendemos por solugio maximal uma solugio p = p(t), definida num intervalo

maximal [0, )} e maior ou igual a qualquer outra solugio de (3.5) (ver [CL])).

Demonstragdo: Seja u, = u,(t) dada pelo teorema (2.1).

Exercicio (3.2). Mostre que
(3.6) Bullully = 2 i), 0<t<T,

(Sugestio: Tome o quociente de Newton, use o fato que { -, - } € bilinear, simétrica,

continua e que u,(t) € V set € (0,T,])

Logo (3.6) e (1), implicam
(3.7) 2 ”“#(t)"?{ = —2{uu, Apug) + 2{uy, F(,u,)) < 260, "”u(t)nig)

onde na desigualdade usamos (3.2) e (3.3).
Portanto se p = p(t) é a solugio maximal de (3.5), definida em [0, T”), entdo para

T, € [0,T") temos, da teoria geral das EDO’s que:

(3.8) leu@®ly S p®),  t€[0,T,] N[0, Ty]
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Assim, podemos estender u, = u,(t) a [0, ], satisfazendo (3.8), completando assim a

demonstracao.

O resultado seguinte trata da existéncia de solugio para o caso g = 0, a saber,

Teorema (3.3). Se as hipdteses do teorema (3.2) sdo satisfeitas com X separdvel e:

P

(H1) (iv) Existe [ -, - |: H x ¥ — R bilincar continua tal que [ -, - g € um

produto interno real em H e existe C > ( tal que

(3.9) W2 < Clh k], heH

(vii) Parap >0,

(3.10) [h ARl >0, heH

(viii) A, — Ao em B(H; X) quando pz | 0.

(H3) (v) F:Ix H — X é fracamente sequencialmente continua (isto é, se t, — t e

zn & x entio F(tn, zs) A F(t,z)).
(vi) Existe a: I x R} — R ndo decrescente tal que
(1) [w=v,Flt, )~ F(t,)] < alb, [l oll )l = v, — o]

parat € ILu,v € H.
Ent&o existe uma tinica up € C4 ([0, 74 ]; H) N CL([0, T4]; X) solugdo de (1) satis-
fazendo
(3.12) leo(DIE < o),  0<t<Ty
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onde g = p(t) é dada em (3.5) e

(3.13) C+({0,T4); H) = {f:[0,T4] — H: f é continua & direita}

(3.14) C3([0,T4]; X) = {9:[0,T4] — X: continua tal que ¢’ € C([0, T4]; X)}

Demonstragio: Considere Z o espago de Hilbert obtido pelo completamento de H em
relagiio a norma induzida do produto internc [ -, -] |H><H' Denotemos ||Zi|zz = [z,4],

z€Z.
Exercicio (3.4). H —=Z < Y.
(Sugestio: [+, -] écontimuaem HxY; H = Y e(3.9))
Existéncia: observemos primeiramente que existe
(3.15) up(t) = liﬁluﬂ(t) em Z
n
uniformemente em ¢ € [0,T4].

De fato, sejam g, v > 0 e u, = uy(t), v, = u,(t) séo as solugdes de (1), (1), dadas

pelo tecrema (3.1), respectivamente.
Exercicio (3.5). Mostre que para t € (0,T4],
(3.16) B l|up — wully = 2[uy — wu, Bruy — By
Logo de (3.16), (1), (1), segue
B lup(8) — wn () = 2ot — s — Ayt + Aty + F(t,u) — F(t, u0)]
= _2[“# - u;,,A,l(u# =y )] — 2[“u - 'U'Vs(Aﬂ - A=y )uy)
(3.17) + 2[uy — wy, F(§,u,) — F(t,u)]
< 2y — uullyy (A — Av sl

+ 2a(t, H'%”H ) ”“V”H)[”# — Uy Uy — Uy
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onde usamos (3.10), a continuidade de | -, - ] e (3.11).

Scja,

(3.18) M:= sup p'*(1)
0<I<Ty

Entdo de (3.17), (3.4) e (3.18) segue

B [y (t) - “0(75)“22 <2M||4, - AVHB(H;,\’) ll2eoll 21

+ 2a(Ty, M, M) [|lu, — ”””22
(3.19)
S 2]\’[2 ”4‘"11( - flV”H(If;,‘()

+ 20Ty, M, M) Ju, () — w, ()]

Logo, integrando de 0 a ¢, obtemos

¢
2
(3.20) [fu,(t) — u,,(t)||2Z <C||A, - A,,||B(”;'\.) + C/u ('} — o (21|}, At
Aplicando a desigualdade de Gronwall (exercicio (3.4) cap. 1) temos

(3.21) [leen(t) — "vu)”:;: <CA - AVHB(H;X)

Portanto de (H2) (viil) segue a afirmagdo.

Mostraremos agora que

(3.22) up(t) =w — ]iilol uu(t) em H
I

uniformemente em ¢ € [0,T}] (w — lim = limite fraco). De fato, se ¢ € H considere

we €V tal que

(3.23) o —@elly <&

80



Deste modo,

|(uﬂ-(t) - ul’(t)]lp)Hl S !(u# - uul(P - (Pc)HI + |((Pe|u,u - uu)H]

< H”p - uvnn Il — ‘Pe“H + "‘Ps”v [l — “u“y
(3.24)

<205 () e — el + lpelly fun — wally
S 2M ip = well g + llpelly [2n(t) — wa()ll
onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (3.1), a continuidade de { - , - }, (3.4),
Z Y, (3.18).
Logo de (3.24) e (3.15) segue a afirmagfio. Como consequéncia segue que ug €
Cu([0, T\]; H} e satisfaz (3.12) (exercicio).

Mostraremos agora que ug = uo(t) satisfaz (1)o q.t.p. em [0,74]. Para isto defi-

{3.25) Gu(uu(t)) = —Aguu(t) + F(t, uu(t)), 0<t<T}
(3.26) Go(uo(t)) = —Aoua(t) + F(t,u0(t))

De (3.22) ¢ (H3) (v) segue que
(3.27) Ft,uu(t)) — F(£,120(4)) em X
quando y | 0 (na verdade deverfamos tomar = 1 com n € N e n — oo).
Exercicio (3.6). Mostre que
(3.28) Apuy(ty = Apuo(t) em X
quando 2 | 0, t € [0,T,].
Portanto de (3.27) e (3.28) segue que
(3.29) Coup(t)) = Gluo()) em X
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quando g | 0, para ¢ € [0, T4

Por outro lado,
(3.30) Diup(t) = Gulug(?), 0<t<Ty

em X, logo integrando de £ 4 £, obtemos

(3:31) w(® =0 = [ Culun(@)a

Como 2 aplicagio

0,7:] — X

(8.32) £ Glu(t)

é fortemente mensuravel (pois é limite fraco de fungdes fortemente mensurdveis e X é
separavel (consequéncia do teorema de Pettis; ver [Y])) segue que e Bochner integréavel.

Além disso do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue obtemos,
¢ ¢
(3.33) / Guuu(t))dt' — f Glug(t'))dt' em X
3 o Je

logo, passando o limite fraco em X, quando p | 0, em (3.31) segue que,

(3.34) HWFw@=£ﬂme2 £,t € [0,T]

isto é, ug € AC([0,T4]; X) N C([0,T,); H) e satisfaz (1) q.t.p. em [0,%4].
Como

(3.35) up(t) — ¢, tlo

em H e de (3.4)
(3.36) limsup ||uo(t)]|;; < lim p'/2(2) = (|6l
tl0 tlo
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segue entdo que
(3.37) wp(t) — @, t]0

em H (pois H é Hilbert portanto uniformemente convexo). Deste modo concluimos que
up ¢ continua & direita det =0 em H.

Para completar a demonstragio da existéncia precisamos mostrar que up €
C+([0,T4]; H) (pois isto juntamente com o fato que ug satisfaz (1)o q.t.p em [0,T4],
implicam que up € CL([0, T4]; X))

Antes mostraremos a unicidade em Cu([0, Ty ]; H) N AC([0,T4]; X).

Unicidade: Sejam v,w € Cu([0,T4]; H) N AC({0, T4 ]; X) satisfazendo (1)o. Entao

considerando,
(3.38) f@&) =ty —w@®lz,  0St<STh
temos, pelo exercicio (3.5), que para 0 <t < 7%,

F1(4) = 8 [v(t) - w(®)]|3 = 2[v —w, 8w — Biw]

= 2v — w, —Ag(v — w)] + 2[v — w, F(t,v) — F(t,w)]
(3.39)
< 2a(t, ol g ]l g)lo — w,v — ]

= 2a(Ty, M, M) [lv — w|}; = 2a(T4, M, M) || (D7

onde usamos (3.10), (3.11) e M = max { sup |y, sup |w(y }
0<I<Ty 0<e<Ty.
Logo, integrando de 0 & £, oblemos
. ¢
(3.40) f0 < FO+C [ A, 0<i<T,
0 .

onde C = a(Ty, M, M). Aplicando a desigualdade de Gronwall (exercicio (3.4} cap 1)

segue
(3.41) f) <0, 0<t<Ty
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isto &, f(t) = 0 e por (3.38) segue que v(t) = w(t), 0 < ¢ < T4, logo a unicidade.
Por fim, mostraremos que uq ¢ continua a direita de € € [0, Ty ). Para isto conside-

rcinoes

(3.42) u(t): =gt +€), 0<t+E<Ty
Exercicio (3.7). u satisfaz

(3.43) { due(t) = —Aou(t) + Glt,u(®)), 0 <t

u(0) = ug(€)
onde G(t, ) = F(t +£.4/),  q.t.p em [0,Ty].

G satisfaz as condigdes de (H3) em [ = [0,Ty — £]. Portanto, u = u(t) é continua
a dircita de £ em H. Da unicidade, segue que ug é continua a direita de £, completando

a demonstragiio do teorcia.

O resultado que segue exibe condigSes suficientes para que a solugdo ug seja

continua.

Teorema (3.8). Se as hipdteses do tecorema (3.3) sdo satisfeitas e:

(H2) (viii) Ay satisfaz as condigdes do teorema de Hille- Yosida ou de Stone (veja o
apéndice B e as referéncias ali mencionadas). Além disso e *hec H, he H

e a aplicacdo

(3.44) [0,0) — H

t = gmtop
é continua, para h € H.
(ix) Parave V
(3.45) {v, 4gv} =0
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(x) Parahe H

(3.46) [, Agh] = 0

(H3) (vii) Vale (3.3) e (3.11) com {-, -) e [-, - | substituidas por [{-, - }| e
- -1
Entdo existe uma dnica up € C([0,Ty; H) N C([0,T4]; X) solugo de (1)o satis-

fazendo (3.12).

Demonstragio:

Exercicio (3.9). Mostre que podemos supor Ay = 0, sem perda de generalidade.
(Sugestao: Considere A,‘: =A, —Ap— Ay e F(t, U):= AV + F(f, ¥) e mostre que
A, e F satisfazem (H2) e (H3), respectivamente).

Do teorema (3.3) segue a existéncia e a unicidade de uwy € C4([0,T4]) N
C1([0,T4]; X) solugio de (1)o satisfazendo (3.12).

Scja € € (0,T4]. Consideremos o problema de Cauchy

(3.47) { Bw(t) = —F(~t,o(t)), 1<—¢

v(—€) = ()

Das hipéteses do teorema e do teorema (3.3) segue que existe uma dnica v €
Co{[~T, —&) N CL([—T}, —~£]; X) solugio de (3.47). Pela unicidade segue que vo(t) =
wo(~t) e portanto ug € C([0, Ty]; H) N C([0, T5 X).

Para completar esta seciio faremos observagées relacionadas com os resultados

acima.
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Observagdes (3.10):
1) A idéia central na demonstracdo do teorema (3.8) (i.e. considerar (3.47)) é devida

a T. Kato em [K10]

2) Nio conseguimos, até o momento, tratar a dependéncia continua da solugio em
relagiio ao dado inicial (ou a hungio F) usando somente regularizagao parabolica

{mesmo em problemas concretos, como para a BO, que serd tratada na préxima
secgio). Isto torna, em principio, 0 método da regularizacio parabélica menos
eficiente do que a tecria das equagdes quase-lineares de T. Kato desenvolvida no

capitulo 3.

4. Aplicagoes e Comentarios

Nesta secgiio aplicaremos os resultados obtidos na secgio anterior ao problema de

Cauchy associado a BO. Mais explicitamente, trataremos do problema de Cauchy

@ {agu+08§u+uaxu=0 t>0, zeR
' u(0)=¢

onde u = u(t,z) e o e a transformada de Hilbert, isto é,

(42) ¥y = 2poy. [ Hely,

—o Y — X

no espago de Sobolev H*(R).

Mais precisamente, temos o,

Teorema (4.1). Seja ¢ € H*(R),s > 3/2. Entéo existe Ty = T(s,{¢||,) > 0 e uma
dnica u € C([0, T,]; H°) N[0, Ty]; H*~?) solugdo real de (4.1). Além disso

(4.3) (), < 77, 0<t<T
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onde p = p(t) é a solugdo do P.V.I.

(4.4) { p(t) =2C,p*2(), >0

p(0) = ||¢[1%

Por fim, u = u(t) depende continnamente de ¢, no seguinte: sejam ¢™ € H e u™ €
C([0, Tx); H*) N CY{[0, Tn); H*~2) solugdo de (4.1) com u™(0) = ¢®, n € N. Se ¢™ — ¢
em H? entdo dado T' € (0,T}), existe ng = no(T") € N tal que se n > ng, u™ = n"(t)
esta definida em [0,T"] e

(4.5) sup |[|u™(¢) —u(t)[l, = 0
0<ILT

quando n — oo.

Demonstragio: Comecaremos tratando da existéncia e unicidade da solugho em H*.

Para isto consideremos,
(4.6) Vi=H% H.=H°, X:=H"? e V:=H*

Defina (-, - 2V xY—=R,[-, - :HxY — R por,

@ fak= [(Q+EPUETOE  veV,  veY
R
(4.8) [h, o] = L MOTEde, heH  yeY

Exercicio (4.2). Mostre V, H,X,Y,{-, -} e[, -] satisfazem (H1) (i}—=(iv).
Considere, para gt > 0,

(4.9) Ayr= —pd? (logo Ag = 0)
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Exercicio (4.3). Mostre {A,},>0 satisfaz (H2) (i)— (ix).

Seje IR x H — X dada por

(4.10) F(t,u) = —08%u — ud,u, veH

Exercicio (4.4). Mostre que F satisfaz (H3) (i), (ii}.
(Sugestio: Use o fato que o € operador limitado em H™ e que HY é uma dlgebra de

Banach se q > 1)

Se u,v € H temos,
IF(tu) = PG, o)l = [|—08%(u — v) ~ udeu + 08,0, _,
< [0 ~ |, + 5 10t 2],
< 02 =),y + 5 2 =7,

(4.11) 1
S Cll=vlly + 5l 4ol = vl

< [o+ a0+ 0l)] e -,
=[c+1(uun £ o )} s — o
9 H H H

onde usamos o fato que ¢ € B{(HT); H? é algebra de Banach se ¢ > 1/2 e que
H*~! < H*. Portanto temos (H3)(iii).

Mostremos que (H3) (iv) ocorre. Para isto calculemos,

(4.12) [{v, F(t,v))| = I(v, —ody — 03:U)| < |(v|063v),| + [(v]edzv)s

Exercicio (4.5). Mostre que (v|08%v), =0, parav ¢ V = H3*
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(Sugestio: Integragio por partes e o fato que * = —0).

Agora, da desigualdade de T. Kato (teorema (A.10) do apéndice} segue que
(4.13) |(v]vdzv),| < Cs ol

Logo do exercicio (4.5) e de (4.13} temos

(414) (v, F(2, 0))] < Coflellyy = ACllellz)
onde 5: Ry — Ry é dada por 8(z) = C,®/?, mostrando (H3)(iv).

Exercicio (4.6). Mostre que F' é fracamente sequencialmente continua.

(Ref.: Teorema (4.1) de [S])
Por fim mostraremos que (H3) (vi) é verdadeiro. Para este fim, sejam u,v € V. De

(4.10), (4.8) e da identidade de Parseval segue que

[t — v, F(t,u) — F{t,v}]l = |[u — v, -0 (u —v) —udyu+ v@xv]l

(4.15) .
< |(u —v]o@2(u ~ v))o| + 5 |(w — v]8,(u? — v )|

Exercicio (4.7). Mostre que (w|o8?w)y =0 paraw € V = H*

Agora, por integragio por partes segue que

|(w = 218 (u® — 0*)o| = [(0z( — ©) ] (u + v)(z — v)ol

- % |(9e(u — v)? | (u+ 0)o] = % 1(Cu = 0)? | + 0ol

(4.16) )

1
< 5 4 llpeogmy lu = 2llg < 5Cs flu+ o, flu — olly

[S-F R

< 5C{llully + ol g} e — vy — o]
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onde na peniiltina desigualdade usamos a imersdo de Sobolev e na iltima, a identidade

de Parseval. Logo de (4.15), do exercicio (4.5) ¢ de (4.16) temos
1
(@17 Il = v, F(t0) = F)| < 50 (ull g +oll} v, =]

Portanto (H3) (vi).

Assim do teorema (3.8) segue a existéncia de T, = T'(s,||¢|,) > 0 e uma iinica
u € C([0,T,); H*}yn C'([0, T.); H*~?) solugiio de (4.1) satisfazendo (4.3).

Passaremos agora a tratar do problema da dependéncia continua.

Como fol comentado anteriormente a dependéncia continua deve ser mostrada se-
paradamente. Para isto exibiremos a seguir uma técnica que pode ser aplicada em uma
grande classe de problemas nfo-lineares. A ideia central e devida a J. Bona e R. Smith
(ver [BS]), e consiste em: sejam u = u(t) e u® = u™(t) sio solugdes de (4.1), com

dado inicial ¢ e ¢", respectivamente e ¢™ — ¢ em H*®. Construimos, ¢, ¢ ¢" € H®
n—og

tais que ¢, T ¢, 7 T; ¢" em H?, onde o segundo limite e uniforme em n € N.
[ 4 &

Consideramos u, = u¢(t) e ul = ul(#) as solugdes de (4.1), com dado inicial ¢, e @7,

respectivamente e mostramos que u”(t) Py u™(t) em H* e que a solugio aproximada
-4

u.(t) depende continuamente de ¢, em H*. Devido a convergéncia uniforme em n de
@7 — ¢" seguird entfo que u™({) — u(f) em H* e portanto a dependéncia continua.
n—co

Primeiramente diremos como construir as ¢, com as propriedades requeridas.

Exercicio (4.8). (As aproximagées de Bona-Smith). Seja ¢ € CP(R),0 < o(z) <1,
tal que supp @ C [-1,1] e se () = 1 — (z) entio pF(0) =0 Vk e N.
Parae > 0ed¢ € H*(R),s > 0 defina,

(4.18) $e(z) = (p(c6)9)'(z), =z€R
Entdo, ¢. € H*(R) e para0 <e <1, > 0 existe C = C(s,r,) > 0 tal que

(419) I|¢5"s+r S Ce™" ”¢”3
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(4.20) e = ll,— < Ce" 4],

(4.21) be Ty ¢ em H*
Além disso, sé " — ¢ em H? entao
n—oo

(4.22) lés — ", =0

quando ¢ | 0, uniformemente em n.
(Ref.: Lema 5 pg. 508 de [BS]).

Para 0 < 7 < 1 seja ¢, € H* dada pelo exercicio (4.6) e uy € C([0,T5}; H>) a
solugio de (4.1} com dado inicial ¢,

Da primeira parte do teorema segue que
(4.23) [en(Bll, < palt), 0<t<T,
onde p, = py(t) é a solugio de (4.4) com dado inicial ||q5,,||3
Como ¢, T ¢ em H?, segue da teoria geral' das EDO’s que para T' € tO,Ta),
1

existe g9 > 0 tal que se 0 < < gq entfio p, = py(t) pode ser estendida a [0,7"] e

converge uniformemente para p = p(t) em [0,%']. Logo para 0 <5 < g
(4.24) (] < sup_lo(®)] = C(s, T, I6ll) 0<EST
0<t<T
Portanto de (4.23) e (4.24), podemos estender u, = uy(t) a [0,T"] satisfazendo (4.23)

em [0,T"].
Afirmamos que se 0 < § < £ < gy, existe C = C(s, T, ||¢|,) > 0 tal que

(4:25) supfus(t) —ua(t)l, < C {9+ 15 - 4l |

onde'y(s)=;"_-|~f%1—,com05v<s—%.
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De fato, se w = u, — us entiio w satisfaz

(4.26) duw + 00w — wiw + 8, (uew) =0

(4.27) w(0) = e — ¢s
Como u.(t),us(t} € H>, temos que w(t) € H®, 0 <t < T e
B [l ()lip = 2(w | 0o = —2(w | 582w)o + 2w |wByw)a — 2w | x(1ew))o
(4.28) = —2(w | Oa(uew)o = ~(w? | Batte)o < ||Ostre oo [lll2
< Gy lluell, ol < C ll()lly

onde usemos o exercicio (4.7), integracio por partes, a imersio de Sobolev, (4.23) e

(4.24). Logo, integrando de 0 & ¢, obtemos,

(29) ol < wmm+0]anMﬁ
Portanto da desigualdade de Gronwall (exercicio (3.4) cap. 1)

oI5 < J(O)l5 e < ™ g — sl
(4:30) S C{llde = dl2,+ 18— g6l } < C {2 + 2} g,
< Ce™
onde usamos (4.20) com r = s e o fato aue & < c. Logo,

(4.31) sup |lu.(t) — us(t)]l, < Ce*
0<t<T

Agora, lembrando que I = (—A)!/? entdo para 0 < £ < T,

NP} = 21w | IOw),
(4.32) = —l'w | I’e8w)o + 2L*w | I*(wdw))o — 2AT°w | I*B,{tew))o

S 2{{(Pw | I"(wdzue)al + |(Fw | *(us8zw) o}
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mas, como em (A.49) (apéndice)

3 -] 3 1 'S £ ]
(FPw | I*(ug0zw))o| < Mwlg NI, usldzwlly + 5 |(BeusI*w | T'who]
< Calllwlig {l18zusll oy heolly + 182usll oy lwll, }
(4.33) 1
+ 3 18z us| o0 my 177wl

2 2
< G lusll, lell; < €l
onde usamos a imersdo de Sobolev, (4.23) e (4.24). Por fim,

(2% | I (wBiue)o] < [Tl 1 1°(wBzue )iy

S Hwlly {MZ°5 Bzuelwllo + [18zue T wlly }

(4.30) < floll, {OCs,9) [I0etel, ol + 1Betell s sl

+ zttel omy 171l }

onde usamos o lema (1.1) de [ST]| com 1 < 4 < s~ 1, para estimar o comutador acima.

Logo pela imersao de Sobolev. (4.23), (4.24) segue que

(435) (10| P (w8eue)o < Clollly { [luelloga ol + lellyg ellos | + ]}

Exercicio (4.10). Mostre que para 0 < ¢ < g,

(4.36) lue(tssr < Cla, T 8l el gy,  0SEST
(Sugestao: Calcule ; |Ju.(t)|?, ,, use a desigualdade de Kato, (4.23) ¢ (4.24)).
Logo o exercicio {4.10) e (4.19) implicam,

(4.37) [fee() o4y < C7" ||, < C'e™
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Da interpolagio dos espagos de Sobolev (ver [BL]) segue para 0 < 7 < s temos,
(4.38) ol < Cafloll " lsfls™"*
Portanto de (4.37} e (4.38) obtemos
eyt (), @, < Cle™ |77+ ffoflg ™™

(4.39)

2vs
< Cet—1-7 "w"i+‘n’s < C{g(l—+u) + |!w||§}

onde na peniiltima desigualdade usanos (4.31).

Se v € (s — 2,5 — 1) entdo, pelo exercicio (4.7) temos
(4.40) ue(llyiz £ O T 16110 19ell e < Ce277 (I8,
onde usamos (4.19) com r = v + 2. Logo de (4.38), (4.40) e (4.31) obtemos,
ez oMoy o), < CleC=27F0 o370
(4.41)
< ¢ {2 + (@)}
Assim, de (4.35), (4.39) e (4.41) segue
(4.42) (e | I @Bsuahol < © {8 + Ju(@)]?}
Voltando 2 (4.32) temos, por (4.33) e (4.42), que

(4.43) Bl < ¢ {4 + o))’}

Integrando de 0 & ¢,

17wl < 1@ +0 [ {8 + o) ar
(4.44) ’

t
<O} + € 4 C [ (e o
0
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Como,

MBI < (DI + 1w ()
(4.45) '
< Ce' + [wO)? + O™ 4 C [ oy i
a

onde usamos (4.31) na tltima desigualdade. Aplicando a desigualdade de Gronwall

segue

lw@? < C {ST n 1|w(0)||§} o f
(4.46)
< {0 1O} }

para 0 <t < T, mostrando (4.25).

Exercicio (4.11). Mostre que u,(t) Py v(t} em H®, uniformemente em t € [0,T"] ¢
que v(t) = u(t) a solugéo de (4.1).

Passemos agora a tratar da dependéncia continua propriamente dita. Sejam ¢., 7
as aproximagdes de Bona-Smith associadas a ¢ e ¢", respectivamente. Considere u, =
u (), u = ul(t) as solugdes de (4.1) com dado inicial ¢, e ¢;, respectivamente. Entéo
de (4.23) e (4.24) segue uc(t),ul podem ser estendidas a [0,T"] se n > Ng e 0 < € < &.

Logo, para ¢ € [0,T'] temos

(4.47) llu™(#) = u()ll, < 1" (2) = ud B, + 1-w2 Ol + llue(t) — ul®,

Fazendo § | 0 ein (4.25) e usando o exercicio (4.11) scguem

(4.48) sup_[lue(t) - u(t)], < C {7 +lige — .}
0<I<T"
(4.49) sup un(t) - ur(®)l, < € {7 + [l¢" - 471, }
0<t<T"
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Logo de (4.48), (4.49), (4.21) e (4.22) segue que a 1* e a 32 parcelas do lado direito de
(4.47) tendem a zero, quando ¢ | 0, uniformemente em ¢ € {0,T'] (e em n). Portanto

resta mostrar que
(4.50) llue (@) ~we(t)l, =0,  n—o0
e ¢ | 0. Para isto considere w: = u? — u,. Logo w satisfaz

(4.51) { Oy + 007w —wlow + 8(ufw) =0,  0<t<T

w(0) = 47 — ¢.
Assim, para 0 <t < T’ temos
B lw(tlly = —2(w | 08%0)o + (w |wBsw)o — (w | O(ulw)o
9 1 2 n 1 n 2
(4.52) = “5("-’ |8zul) < 2 ”aruc"LW(R.) llell

< Colfur], iy < C' ote)lly

onde usamos o exercicio (4.8), integragfio por partes, imersio de Sobolev, (4.23) e (4.24).

Logo integrando de 0 4 ¢,
2 ¢ 2
(459) (ol < @+ [ ote)iat,  0se<T
0
Aplicando a desigualdade de Gronwall segue

||w(t)||§ < Jw (o) oC gy 4
(459 < {ll8r - 8712+ 16" — ¢I12 + 16 o

S 0523

onde usamos (4.20) e o fato que ¢, —+ ¢ em H°.
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Exercicio (4.12). Mostre que
(4.55) BP0} < ¢ {5 + w2}
(Sugestao: Ver (4.32))
Integrando de 0 & ¢
t
. (4.56) 1750l < 1120}l + Ce*) +C _/0 lkoe")I3 '

Mas, de (4.54) e (4.56) temos,
(O} < lle()ls + 1773

(4.57) . ]
< {l@ +e0 + [ foer}
0

Aplicando a desigualdade de Gronwall,
(4.58) e2(t) — e, < € {187 — dell, + 7} =0

quando n — o e ¢ | 0 completando a demonstragio do teorema.

Observagdes (4.13):

1) De maneira semelhante podemos tratar a KdV, a ILW etc... Em geral, podemos

provar um resultado semelhante ao teorema (4.1) para o seguinte problema de

Cauchy

{ Su —iP(D)u + f(t)udzu =10

(459) u(ty) = ¢

onde ¢ € H®, s> min {3/2,k/2},k € N, t € Ir = [-T,T], f € C(Ir} e P(D)e

B(H?*, H*~*) e o operador pseudo-diferencial cujo simbolo, p = p(£), é uma fungao

real continua e fmpar, isto é
{4.60) © P(DY = (@)Y, ¢eSR)
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A verificagio deste fato serd deixada ao leitor (para maiores informagdes sobre esta

equacao veja [IN]). .

2) Na demonstragdo da dependéncia continua, o leitor atendo, verificara que foi usado
o seguinte {ato importante e nio trivial: ¢ € H "(R), s’ >8>3/2entio Ty > T,
onde T = T(., [[¢].) ¢ dado pelo teorema (4.1). Devido a extensio e a dificuldade
da prova deste fato (ver [K2]) mostraremos uma versic mais fraca que serve para
nossos propdsitos, a saber: se ¢ € H* "M (R),n e Ns > 3/2entio Tyy, = Ty, €

N, onde T é como acima.

Mostraremos o caso n = 1, o caso geral é obtido por indugio. Consideremnos,

(4.61) u € C([0, Tyya); H*)
(4.62) u € C([0, Loy H*H)
(4.63) u € C([0,T,); H°)

a soluglo de (4.1) em H*+? Hst1 e H?,

Exercicio (4.14). Mostre que T, > Toyy > Typa.

(Sugestdo: Unicidade da solugdo).

Logo, para t € [0, Ty.2} temos, (justifique a contal),

(4.64) Be [[u(®llsgy = 2(u |udeu)ors < 26, [u(®l, ()i,

onde na ultima desigualdade usamos o teorema (A.10) da apéndice (com ¢ = s + 1).

Assim, integrando de 0 & ¢ obtemos,

i
(4.65) He@l24s < 18l +2C, fo [EICOT I PTCOT
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para 0 € t < Ty42. Apliacando a desigualdade de Gronwall, obtemos,

-

(4.66) lu(®)lies < Ioleps exp {203 /U llﬂ(t')ll,dt'}

Mas o lado dircito de (6.66) estd definido para ¢ € [0,15]. Portanto podemos
estender, se necessdrio for, u = u({), como solugio em H s+ g [0,T,], mostrando que

Tot1 2 Ts.

3) Para mostrar que o problema (4.1) é globalmente bem-posto necessitaremos de
alguns resultados e observagdes preliminares que serdo exibidos agora. Primeira-
mente, vale observar que ndo podemos aplicar o lema (3.7) ao exemplo que estamos

tratando. Isto ocorre porque F:Y - X e Y g X! Para resolvermos esta dificul-

dade observamos que se mostrarmos que o problema

{4.67) { By + 0070y + updpuy = 82, =0, t >0, p>0

v, (0) = ¢
¢ globalmente bem-posto entio, como

(4.68) up(t) o u(t) em H’

uniformemente em compactos de t (ver demonstragio do teorema (3.3)) seguird
que (4.1) é globalmente bem-posto (i.e., a solugio u = u(t) dada pelo teorema (4.1)
estd em C([0,00); H*) N C([0, 00); H*2)).

Para u, podemos aplicar o lema (3.7) do capitulo 1 (pois u,{t) € H* set >0 e

portanto &, u%(t) € H*).
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CAPITULO V

0 PROBLEMA GLOBAL

Neste capitulo mostraremos que as solugdes locais construfdas para 2 KdV e BO
anteriormente sio de fato globais (no tempo). Antes de mais nada, lembremos que
foram descritos dois métodos distintos para a obtengfio de tais solucSes a saber: a
teoria quase-linear de Kato e regularizacio parabdlica (um terceiro método pode ser
encontrado em [KL) e [S]). Vale observar que tais métodos nos impde, como veremos,
dificuldades técnicas diferentes.

Trataremos o problema de existéncia de solugiio global para a KdV, via teoria
quase-linear, na secgiio (5.1) e na secgio {5.2) mostraremos que a BO tem solugio global
usando regularizacfo parabdlica. Mais precisamente, mostraremos que os problemas de
Cauchy associados a KdV e a BO sio globalmente bem-postos.

As técnicas desenvolvidas a seguir devem-se a uma série de autores. Entre eles
destacamos R. Teman ([T]); J. L. Bona e R. Smith ([BS]); T. Kato ([K1]), para o caso
da KdV e R. J. Iério Jr. ([I2], [I3], [I4]) L. Abdelouhad, J. L. Bona, M. Felland e J-C.
Saut ([ABFS]); G. Ponce ([Po]) no que se refere a BO,

1. Existencia Global Via Teoria Quase-linear

Nesta segiio mostraremos que o problema de Cauchy para KdV é globalmente bem-
posto em H*(R) se s > 2, usando os resultados desenvolvidos no capitulo 3 (teoria

quase-linear).
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Como observado no capitulo 3 o problema de Cauchy para a KdV, isto é,

{atu+agu+uazu=o

4D u(0) = ¢

é localmente bem-posto em H*(R) se s > § (teorema (1.1) capitulo 3 caso s > 3), isto
é, existe Ty = T'(s, ||¢]|,) > 0 e uma tinica u € C([0, Ty); H*) 0 C*([0, T,]; H*~%) solugo
real de (1.1), que depende continuamente de ¢ (no sentido do teorema (4.1} capitulo
3). Tendo em vista a parte b} do problema (2.4) do capitulo III basta mostrarmos que

{exercicio)
(1.2) e, < g(s,t,6™l), 20

onde 4" € H=(R), ¢" 5 4, |6"l, = [4ll,, u™ = u"(t) & a solugho de (1.1) com
u™(0) = ¢ e ¢g:[2,00) x [0,00)* — [0,00) é continua e néo-decrescente nos seus argu-
mentos.

A unicidade e a dependéncia continua, no caso global, seguem do caso local. Desta

forma temos,

Teorema (1.1). Se ¢ € H*, s > 2 entdo existe uma tnica u € C([0,00); H*) N
C1([0,00); H*~*) solugiio real de (1.1) que depende continuamente do dado inicial, no

seguinte sentido: sejam ¢" — ¢ em H* e u™ = u™(t) a solugéo global de {1.1) com
n—co

u™(0) = ¢", obtida pela primeira parte do teorema. Entdo, dado T € (0, co) temos

(1.3) lim sup |[u"({) —u(t)|, =0
T]

n—co [0

Antes de iniciarmos a demonstragio do teorema (1.1) faremos algumas observagdes.

Observagdo (1.2):
1) Provamos que o problema de Cauchy (1.1) é localmente bem-posto em H*, s > 3/2.

Porém o teorema (1.1) nos diz que este é globalmente bem-posto em H* para s 2 2.
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E o caso 3 < s < 27 Este é um problema em aberto (compare com o problema

global para a BO (segdo 2)).

2) Observamos que a KdV é um sisteme Hamiltoniano, pois considerande-se o fun-

cional
1 1 2
(1.4) @, (v) = —v°(z) — = (0 v)*(z)| dz
R L6 2
onde v € S(R) entdo a KdV pode ser escrita como no

Exercicio (1.3). Prove que
{1.5) Gult) = JB(u(t))

onde J = -3, (anti-simétrico) e para um funcional G: S(R) — R, G'( - } € definida por

(1.6) (G'() |w)o = d%G(v + o) |,

onde v,w € S(R).

3) Um outro fato importante é que existemn infinitas quantidades conservadas, poli-
nominais em v e suas derivadas, para a KdV (ver [La]), isto ¢, para cada n € N
existe ®n(v) = [ Pa(v)dz, onde P,(v) e um polindmio em v e suas derivadas, tal

que se © = u(t) é solugio da KdV entao
(1.7) 8%, (u(t)) =0, para todo ¢

isto €, @, é conservada pelo fluxo da KdV. Isto segue do fato que se ®,, ®,, sio
duas quantidades conservadas da KdV entio o parénieses de Potson de &,, %, ¢

. ;
zero, 1sto &,

(1.8) [2n(0), Ben(v)] = (B (v) [ JR7, (v))o = O
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para v € S(R), e n,m € N. Para maiores detalhes veja P.D. Lax [La].
4) R. M. Miura, C. S. Garduer ¢ M. D. Kruskal em [MGK] exibiram as 10 primeiras

quantidades conservadas para a XdV. Entre elas destacamos,

(1.9) &y(v) = %va(m)dw

(10 &)= [ |50 - B @) + 50| &
além de ®; dado por (1.4).

Exercicio (1.4). Mostre que

(1.11) ' o) =
(1.12) @\ (v) = —v 24 8
(1.13) Bl(v) = 20® 4 32( 2) _ —(a o) + B

18

Passaremos agora i demonstragiio do teorema {1.1). Como observamos anterior-

mente resta obtemos uma estimativa a priori do tipo (1.2) onde H = H*, s 2 2.

Demonstragio do Teorema (1.1):

Comecemos mostrando que,
(1.14) [l S €7, 0stsTo

Para isto,
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Exercicio (1.5). Mostre que,
Bellu™(Dlly = 2Au"(®), 84" (Da0r  0<t LT,

onde { -, + )s,—s € 0 paréntese de dualidade do par H*, H~".

Logo, para ¢ & (0,T.],

B le™()]|2 = 2(u™, Bpu™ 5 _y = ~2{u", Bu™), _s — 2{u", "3 u), s

I

(1.15)
=0 (! Exercicio)

Portanto, integrando de 0 & ¢, obtemos {1.14).

Mostraremos agora que,

(1.16) @, S @2 (167l), 0<t<T,

6
onde ga{z) = C z::i.

i=1

Para isto observemos que
(117) a2 — 282 (2)) = a2+ |B,u”]E = / (umydr + 2 f u"(8,u"dr.
36 Jn 3 Jr

onde usamos o fato que || - |2 = - l]§ + ||3z||§ + ”33”2
Logo de (1.14) e (1.17) segue,

(1.18) ()2 < 285(u™) + 6715 + "1} + g(u"‘ | (0z6™)"o

onde u" = u"(t).
Antes de prosseguir com as estimativas deixaremos um exercicio que serd de grande

utilidade, a saber,
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Exercicio (1.8). Se 0 < & < 2 ¢ 8 > 0 entdo dado y > 0 tomando C, g(n) = 3-5-"—’

(%)'2“53" temos

o 28
(1.19) 2y? <zl + Cas(ny?=, z,y >0

(Sugestdo: Use o fato que a funcio log € convexa em (0, c0}).

Agora, interpolando H! por L? e H?, usando (1.14) e (1.19) (com 7 a ser escolhido)

temos,
. 2
(120) [l < € (a5 [wn13) < C I8l Mumlly < Coam) 161+ ™3

Usando a imersao de Sobolev, interpolando H? entre L%, H? e utilizando (1.19)
segue,
n n n n n3/2
| 10w o] < "l oo gy 102"y < ClH"[7 < C 81167 1™l

(1.21)
n|6 n|2
< Cy sl (lo + "

Portanto de (1.18), (1.20) e (1.21) obtemos

(1.22) (1= 20) flu™(B)]l5 < 285(u™()) + (1 + Coa(m)) 675 + C,3 1o
Tomando 7 =  segue

(1.23) len()l; < 4@2(an(®) + € (167115 + 47(15)

para 0 < t < T,. Logo devemos estimar &;(u"(¢)).

Exercicio (1.7). Mostre quepara 0 <t < T,

(1.24) BB (um(t)) = (5 (u"(t) | Bu™(2))o
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para n 2 Ny. (observe que neste caso u™(t) € H*(R)).
Logo de (1.24) e (1.5) segue que
(1.25) Ao (um(t)) = (B, (u"(1) | TR (v (1)) =0
onde na ltima igualdade usamos (1.8). Portanto,
(1.26) $2(u”(t)) < 2(u”(0)), O0KEST

en = Np. Assim de (1.23) e (1.26) obtemos

(1.27) lu"(£)ll, < 4®2(8™) +C 1™ llg + [16"l3)

Exercicio (1.8). Mostre que

(1.28) B2(¢") < C{I4™lz + 167113 + I6™13)
Portanto de (1.27) e (1.28) segue {1.16).

Por fim,se 0 <t < T,,

B Jlum () = 2(u" | Beu™), = ~2(u” | Fu), — 2u" |u",u"),
(1.29)
= ~2(u" |u"8;u"), < C, [ (®)]l, u ()

L]

onde usamos o fato que (u" | 32u"), = 0 e a desigualdade de Kato (Teorema A.10 do

apéndice com t = s e s = 2). Logo de (1.16) e (1.29) segue

(1.30) % e @OIF < g0 U™l 13 < g0 (1671,) ()3

onde g,(z} = C,g2(z). Integrando de 0 & ¢,

IO < 16712+ Qlo1L) [ T
(1.31) ’

<2012 + g, (16°1,) ] ()2 e

106



Aplicando a desigualdade de Gronwall segue que

(1.32) @12 < 2141, e CIe0 )t = g(s,2, 14]l,)

Completando assim a demonstragio do teorema.

Para finalizar esta se¢io faremos algumas observagdes.

Observagdes {1.9):
1) E evidente a importancia de ser saber que Ty > T, se s’ > s para a demonstragio

da existéncia de solugio global.

2) Olhando (1.17) novamente vemos que na verdade,
(1.83) @l = 1¢7lg, 120

Em geral, se r < k < [s] =(maior inteiro menor que s)

(1.34) lu@ll, < g(k1¢lls), 120

r € R, k € N, o que nfo deixa de ser surpreendente (a solugio é limitada, em t € [0, c0),
na norma || - [, }).

3) Como exercicio deixamos ao leitor mostrar que a BO ¢ globalmente bem-posta em
H?*, s > 3/2 usando a {deias desenvolvidas acima, juntamente com as respectivas
quantidedes conservades da BO que podem ser encontradas na observagio (2.2) da
proxima segao.

4) Nio se sabe se o problema de Cauchy para a KdV ¢é globalmente bem-posto em

H*, % < s <2 (na verdade o problema ¢ a existéncia global}.
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2. Existencia Global Via Regularizagao Parabélica

Mostraremos, a seguir, que o problema de Cauchy para a BO é globalmente bem-
posto em H*(R), s > 3/2, usando os resultados do capitulo 4 (regularizagio parabélica).

Do capitulo 4 temos que o problema de Cauchy para BO,

2 e
2.1) { Giu+ oty +udu=0

u(0) = ¢

€ localmente bem-posto em H?, s > 3/2 (teorema (4.1) do cap. 4). Da observagio

{4.13) 3) do capitulo 4 segue que basta mostrarmos que

(2.2) “uF(t)lL < g(ﬂv s, ”qS”.s)! t=0

onde g: (0, 00) x (3/2, c0) % [0, 00)? — [0, c0) é continua e nio-decrescente nos seus argu-
mentos, ¢ € H*, s > 3/2 para obtermos a existéncia global. Lembramos que a unicidade

a dependéncia continua, no caso global, seguem do caso local. Mais precisamente.

Teorema (2.10). Se ¢ € H*,s > 3/2 entdo existe uma tinica u € C([0,00); H*) N
C1([0,00); H*~2) solugio real de (2.1) que depende continuamente do dado inicial no

sentido do teorcina (1.1).

Algumas observagdes tornam-se necessirias antes de tratarmos da demonstracio

do teorema.

Observagio (2.2): Assim como ocorre com a KdV, a BO é um sisterna Hamiltoniano.

Para ver isto basta considerar funcional

2.3) ¥y (v) = fR [%l+%v(z)(aaxv)(a;) do

onde v € S(R) e mostrar que a BO pode ser escrita como,
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Exercicio (2.3). Prove que
(2.4 duu(t) = T¥ (u(t))

onde J = —8, (e G' é como em (1.6)).

Além disso ¢é possivel mostrar que os funcionais

(2.5) Fo(v) = % fR V¥ (z)da
Y G 2
Ta() = fn [ ) 4 203 (a)(00kv)(z) + V(o (00,0 (2)
(2.6)

+30(z)(0B0) (@) + (N 0s) (@) ~ Bo(z)(000)) | do

sfio quantidades conservadas da BO, i. &, se u = u(?) ¢ solugio da BO entéo
(2.7) OTi(u(t)) =0

para todot e 1 =10,1,3.

Isto é consequéncia do fato que o paréntese de Poison de ¥, ¥; é zero, isto é,
(2.8) [Tiw), ¥(v)] = (¥i(v) | J¥3(v))o =0

v € S(R),1,j = 0,1,3. Na verdade K.M. Case em [Ca] exibe as 6 primeiras quantidades

conservadas da BO (entre elas as trés acima).
Exercicio (2.4). Mostre que, para v € S(R) temos,

(2.9) Th(v) = v

2
(2.10) T (v) = % + 080
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1
Ti(v) = % + 0200, v + vo(vd,v) + o(v?8.v)

2
+ (UG;U) + od (vad,v) - g(arv)2 — 3vdtu — 20821:

(2.11)

Demonstragio do Teorema (2.1):

Passemos a demonstrar o teorema. Em vista dos comentérios iniciais resta obter

uma estimativa do tipo (2.2}, onde u, é a solugéo de (4.67) do cap. 4.

E facil mostrar que,

(2.12) llen )y < N1l 0<t<T, (exercicio)
Mostraremos agora que,

(213) luall < o3t gy, 0<t<T,

onde g3 ¢ continua e néo-decrescente nos seus argumentos.

Antes observemos que pela identidade de Parseval, do fato (8%u, )" (€) = (i€)F@,(¢)

(exercicio), 5uu(¢) = h(£)i,(£) (onde & é a fungdo sinal (ver teorema (A.15))

(02uu(2) | 0D,up())y = / £28,(4, E)R(E)ETH (L, E)de
(2.14) "

- fR € 1wt OF d = |1 P2 2,0
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Portanto, da definigio de || - [l 5, s e de (2.14) segue

- 1
a5 + Wolae)) = |1+ 1+ PP+ o5t 1a2do + 50 1)y
1 2 1 2
+ Z(u# | o{u,dotiy))o + E(u” [(e@:u,) o

3
+ 5(“’# | (azu.u)z)ﬂ - (a:u,u | Craxu_u)ﬂ
(2.15)

1
< Neegelly + 55(”1 |u%)o
1.3 1
+ '3'(“p | o8z, )o + Z(up |e0zuu))o

+ 2| (00 )o + 3t | Oe)o

Estimemos cada uma das parcelas do lado direito da tltima designaldade de (2.15):

4
: 1% 1o = luulls < G llugly < € (lall?® fuall¥®) " = €l il
2.16

< Cralm) 1615 + 7 lealld

onde usamos a imersio L® — H*/'® interpolagio de H*/1? por L2 e H/2, o exercicio

(1.6) e (2.12).

3
|(Ui |°'ax”.u)0l < ””nl!iﬂl ”"-’8zuﬂ”1,-l <C “”#Hl,u; ”a:c“.u"u:;

3
(2.17) < Cllugl? s Nl e < © (el Heeallyfe ) Nl g
f / /

<GBl luallsss < Ca (M HSHR" + 7 fuully

202

que foram obtidas utilizando-se, a desigualdade de Holder (com p = 4/3 e ¢ =4), a
imersao H/4 < L4, interpolacio de H'/* por L? ¢ H*/?, a imersio H3/? «— H/,

(2.12) e o exercicio (1.6).
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Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, de ¢ € B(L?(R)), H'/* — L*, interpolagio
de H%/! por L? e H3/2, (2.12) e o exercicio (1.6) temos,

2
|(u.u |(06,;u#)2)0| = ””u”o ”‘fazuu”id < C"uu”n ||a:“u”m
2
S Cllupll ”azuu“1/4

2
< C’||u,,||0 ””#“5/4

(2.18) o2
< Cllually (Hually’® lsullsfs)

< Cliglle" Nual ¥
8 2
S Cya(mliglly +mllualls
e de modo semelhante a (2.18) temos,
2
(2.19) (e [ Bz} Do| < Cx s () 16115 + 7 [all3
Logo de (2.15) — (2.19) segue que

(220) (1 =8 llun(tlf < —La(uu(t)) +(Craln) +2Cy, s (M) 8lls + Cs,3(m) 1 1l5°

e tomando, por exemplo, 5 = 11—6, segue

221) el < 29w, @)+ C (JB1°+1615),  0st<T,

O préximo passo é estimar ¥y(u,(t)).

Como u,(t) € H** set € (0,T,] e > 0 segue o
Exercicio (2.5). Mostre que

(2.22) BT (un(t) = (Wi(un(t) |Ou(t))o,  0<t<T,
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et=0,1ed.

De (2.10) segue que u, = u,(t) é solugfio de

v(0) = ¢
Agora,
=0y ¥a(uu(t)) = "('I'.fi(uu) | Oyuip o
= (‘Pg(”#) | aleJ'l(u#))U - ﬂ(wa(”lt) | 6::2:”#)0
1
= _H[Z("i | 83w, )o + (“i"amu.u)ﬂ + (wpo(updpuy) | Bzup)o
(2.24)

1
+ (o (upBzup) | Bundo + 5 ((90:u4)" | us)o

. 3
+ (60, (10 Fp 1) |a:uu)0 - 5((a=r”.u)2 |6§“.u)0

— 3(uu8iuu | Blupo — 200 uy | Biuplo]

onde usamos o exercicio (2.5) (com ¢ = 3), (2.23), (2.8) (com z =3 ¢ j = 1) e (2.11).
Passaremos a seguir a, estimar cada um dos termos do lado direito da ultima igualdade
de (2.24). Em primeiro lugar,
‘(u‘; 183“;1)0| < ”“;z”‘is “a:”ﬂ”n < ”u#H% ”“ﬂ”z
4
17/20 3/20 17/% B/
(2.25) < (Hunl ™ Ially?*) Neally < Cl10la™ ol

< Cs () lI9la" + nlluulls 2

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a imersdo H 3/8 o« I8, H5/? — H?,
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interpolagio de H3/® por L2 ¢ H3/2, (2.12) ¢ o exercicio (1.6).
,(uﬁaﬂzu,, | 020, )| < ””;21081“11“0 ||afu,(”0

2
< ””.u“,r,oo(n) ””am”rt”n ”“‘Jl“z
<C ””ﬂ”o ”un”1 “ar“ﬂ”u ”"H”z

(2.26) 2
<C ”urx”n ”“Jt“l ”“11”2

2
3/5 2/5
< Caally (Nl el 302) Nreall o

2
< CU81 " Neullzy < Co () 16157+ el

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarsz, loll Leory = Clivlly 12 “v”l/2 (exer-
cicio), o € B(H®) (Teorema (A.15)); H5/2 — H?, interpolagio de H! por L? e H5/2,

(2.12) e o exercicio (1.6). De modo semelhante temos,

Exercicio (2.8). Mostre que

(2.27) (0 (e, ) 20 < Cg s (Y 1@IIG + 7 [l
(2.28) [(o(u}0:10,) | 0u)o] < Cg a () IBIE° 41 [l
(2.29) |((0'a,;u#)2 1030 < Cg 5(n) l|<z>|l’;2 + 7 lleulls s
(2-;»0) [(08:(1po 8oy | O2undo] < Cy s(m) 1157 + 7 uall?
(2:31) [((9:)? 1820 )o] < Cp s () 16137 + 7 a3
(2.32) (w82 | Bupa| < Ca, 2 () 18113 + 1 el
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Por fim,

(002 |82 = — [ O 2,1, )T, T D0
(2.33) =- jR 1 it (£, €)1 dE < ~Co Nl (I + eIl
< = llugliz s + 14113

onde foi utilizada a idensidade de Parseval, (ov)*(£) = A{£)8(£) (Teorema (A.15)), ¢ o
fato que (1 + £2)3/2 < Cyof1 + |¢]°). Logo, de (2.24)—(2.33) segue que

~0Us(ua(t)) < [Cy, g (W 61l +3C,5(n) 16lls"

58

(2.34)
+203, () 617 + 1813 + 8 sl o = Co lealls |

Escolhap = lgg. Entdo 8y — Cp = —%’1 < 0, portanto
(235) ~0Ts(u(t) < pi(wIdlly),  O<tST

onde g1(z,y) = 2Ci {v* +4° +v'? +¢™*}
Logo, integrando de 0 & ¢,

(2.36) —Uy(un(t)) € Ta(d) + g1 (n, | 2ll0)2, 0<i<T,

Exercicio (2.7). Prove que
@3 ()] < C {1814 + 1815 + 1913 + Iélly } =02 (I4lsy2)
Portanto de {2.21), (2.36) e (2.37) segue que

(2.38) leall3 < (Hpt, 180190, 0<t<T,
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onde H(z,y,2) = (g0(2) + g1(z, 2)y + g2(2)) /2.

Para obter (2.2) vejamos, primeiramente, que
2 2
(2.39) 0 ”“n(t)”s <G "az“p(t)”[,oe(n,) llen (O 0<t<T,
De fato, observe que se 0 < ¢ < Ty, entéo,

0, ”uu(t)”i = 2(”;4 J Ottn)s = (p | upBrup)s + plup Iaguﬂ-)

(2.40)
< (it |1 By )
Mas,
(2.41) (e | 1 @rrey)a] ST up | Bz - T2 ol + (T, | [J2, 2,022, 0]

onde J = (1 — A)Y/2 (o potencial de Bessel) ¢ | -, - | o comutador.

Estimando,

. 2
(2.42) (T up | Bz Tuy)o| < Hazunuz,oo(n,) IIJ’u#llﬁ = ”azuu“Lm(n.) "”ﬂ”,

(243) T up | [, up)Ozr o] < 72 plly ([ 2p] sl , < € ”azuﬂ”.(,m(n) “"n”i

onde na dltima desigualdade usamos uma estimativa de T. Kato e Q. Ponce para o

comutador em questdo (ver [KP] lema (X1)). Deste modo obtemos (2.39).
Apgora,

B [lup (3 < CallBettul pon iy el

(2.44) < Co {1+ 19l \log(L + 0uaull, ) }

< Co {1+ Hually Lo+ 1wl )}l

116



onde foi usado o teorema (A.9) do Apéndice (com n = 1 e s substituindo por s —1). De

(2.38) e (2.44) segue,

Bullun(®)I} < Co {1+ Hyflog(1 + eull,) } ual?

(2.45)

< G {14 Hlog(9+ [lul2) } O+ lull, )’
Considerando
(2.46) FEY =+l O, ©0<t<T,

segue de (5.88) que
(2.47) F®) <C {1+ H(t)log f(1)} f(2), 0<t<T,

onde H(t) = H(u ¢, |4ll3) dada em (2.38)). Logo,
(249) Llog f(1) < Cy {1+ H@)log /@),  0St<T,
Integrando de 0 a ¢,
t
(2.49) log f(t) < log f(0) + Cst + / C,H(t") log f(t")dt!
0

Aplicando a desigualdade de Gronwall ((3.14) cap. 1) obtemos,

log f(t) < (log £(0) + Cyt) + f (log £(0) + C )G H(E Yoo H gy
(2.50) A

== log(g + G2(H3t$ “qslla))

Logo de (2.46) e (2.50) segue (2.2) e portanto da observagéo (4.13) 3} do capftulo

4 completamos a demonstragio do teorema.



Observacao (2.8):

1)

3)

4)

A idéia utilizada na obtengio da estimativa para a || - ||, é devido a G. Ponce em
[Po] embora L. Abdelouhab, J. L. Bona, M. Felland e J-C. Saut tenham obtido o

mesmo resitltado anteriormente usando outros recursos (ver [ABFJ]).

Poderfamos ter conseguido a estimativa para {|u(t)||, usando a mesma téenica da
segio anterior (1.e., a dependéncia continua em relagao ac lado inicial). Nio fize-
mos isto para mostrar que mesmo sem saher se temos dependéncia continua, pode-
mos conseguir a cstimativa a priori para a [ju(t)|[,, usando somente regularizagio

parabdlica.

Refinando um pouce mais as estimativas obtidas anteriormente é possivel mostrar

que se r < g < 12—;1 entao

(251) ol <o (5080 ), 120

onde r € R e k € N (semelhante com o que ocorre com a KdV (ver obs. (1.9)).

O leitor é convidado a mostrar, como exercicio, que a KdV ¢ globalmente bem-
posta em H?,s > 2 usando as idéias desenvolvidas nesta segfio, juntamente com as

quantidades conservadas da KdV que foram exibidas na segio anterior.
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APENDICE A

A TRANSFORMADA DE FOURIER E
OUTRAS COISAS DA VIDA

Visando tornar o presente livro relativamente auto-suficiente apresentaremos abaixo
uma coletinea das defini¢des e resultados basicos que utilizamos livremente no texto.
Parn manter as dimensoes deste apéudice sob contrdle deixaremos a maior parte das
demonstrages a cargo da industricsidade do leitor que poderd encontri-las, em sua
maioria, no capitulo IX de [II]. Outras referncias relevantes serdo mencionadas ao

longo do que se segue.

Seja f € LYR"). A iransformada de Fourier de f é a funcio f = Ff dada por

(A1) ENO=FO=Cn" [ fa)eds

onde 2 = (Z1,...,2n), £ =(£1,... ,€x) € R" & z - £ denota o produto escalar usual dos

vetores z e €.

Teorema (A.1). A transformada de Fourier de f € L'(R™) é uma fungio continua,

limitada e satisfaz a desigualdade
(A2) 7], < @215l

Em particular, a aplicaciio f +— f é um operador limitado de L*(R") em L®(R™). Mais

ainda, vale o lema de Riemann- Lebesgue, i.e.,

(A.3) ' lim f(¢)=0

[§[—o0

119



Se f,g € LY(R"), a convolugdo de f ¢ g denotadda por f + g & definida por

(A1) (f +g)(z j 1@ - )aly)dy
As principais propriedades de f * g siio

Teorema (A.2). a) Sejam p,q,r € [1,00] tais que p~! + ¢~ = 1+ r~'. Entdo se
f € L"R") e g € LY(R"), a convolugiio f * g estd bem definida, pertence a L"(R™) e

satisfaz

(A'5) ”f * gliL' < ”f”LJ’ ﬂg”LQ

Este resultado ¢ conhecido como o teorema de Young para a convolugio.

b) A convolugdo de func¢des mensurdveis, quando definida, tem as seguintes pro-

pricdades algébricas
i) frg=g+f
B Mfrg)=(Af)rg=f*(g), IeC
fi) (frg)«h=fx(gxh)

iv) fr(g+h)=frg+ fxh
Em particular, a operagéio *: L'Y(R™) x LY(R") — LY(R") ¢ um produto € o espago

LY(R™) munido da convolucdo é uma dlgebra de Banach.

c) Se f,g € L}*(R™) entdo

(A.6) (f *)™é) = @)™ 2 f(£)§(€), EteR™

Em conexdo com o exercicio acima o leitor aplicado deve consultar [Kat}, [R], {Ru]

assim como o volume II de [RS).
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Uma identidade aprozimeda em LY(R") é uma sequéncia {px}52, C L}(R") tal

que
(A7) pr(z) >0 z€R®, qtp, keZt
(A.8) f pr(z)dz =1, keZt
R~
(A.9) ] pr(z)ds — 0
l=[2

quando & — co para todo v > 0. Mais geralmente uma familia ¢, ¢ € (0, c0), tal que
@, =y, satisfaz (A.7)-(A.9) para toda sequéncia t; | 0 também serd denominada uma

identidade aproximada.

Teorema (A.3). a) O nicleo do calor em R", ie.,

2
(A.10) Ky(z) = (4nt) ™"/ exp (_%) ) t>0, zeR"

define uma identidade aproximada.

b) Se {¢x}$., é uma identidade aproximada e f € L'(R") entéo
(A1) B (£ = Frpulgs =0

Para dar continuidade & descrigio das propriedades da transformada de Fourier
convém introduzir o espage de Schwariz (ou das fungées C™ rapidadmente descres-

centes) S{R™). Tal espago ¢ a colecio de todas as fungdes f: R™ — C tais que

feC=R")
(A.12) {

|flla,s = sup |==8% f(z)| < o0
rcR"

121




para todo par de multi-indices &, 3 € N®. A seguinte notagdo foi utilizada em (A.12):

a’=(011,---,01n)1 ﬁ=(ﬂl1""ﬁn)
(A.13) o =of g

ag =321 -+ 3%
Além disso a ordem do multi-indice « ¢ definida por
(A.14) |a|=a1+a2+...+an

E claro que Ci°(R™), o espago das fungdes C°(R™) de suporte compacto, estd

contido em S(R™). Como v(z) = exp (—I%:) € S(R") mas ndo estd em C§°(R")

segue CF°(R") g S(R"). As principais propriedades da transformada de Fourier em

S(R") sio as apresentadas nos teoremas abaixo

Teorema (A.4). a) Seja f € S(R"). Entdo f € S(R"®) e
(A.15) (=)=l @7 £y (€) = €2 f(¢)
(A.16) (=)ll@ £)ME) = (3% F)(€)

b) Vale a férmula de inversio, i.e.,
(A.17) $@) = @m ™ [ fe)eae
Rn

para toda f € S(R™).

¢) A transformada inversa definida por

(A.18) (F71f)() = f(z) = (27)"2 /R f(e)et=de
satisfaz |
(A.19) }\'V =f= }A



d} Finalmente vale também a identidade de Parseval

(A.20) /12 = “f "m

Equivalentemente

(a2 low= [ f@Ee = [ (OT0% = (Faw

para todo par f,g € S(R™).

Teorema (A.5). a) O espagoS(R") é um espago de Fréchet quando munido da topolo-

gia gerada pelas seminormas || - [f, 5 definidas em (4.12).
b) A aplicagdo F: S(R™) — S(R") é um isomorfismo topolégico, i.e., f — f é injetiva,
sobrejetora contiitua com inversa continua.

O Icitor ndo familiarizado com a nociio de espago de Fréchet tem neste ponto duas
opgdes, a saber: consultar o capitulo V do volume I de [RS] ou esquecer ¢ teorema
acima. A segunda linha de agiio é no entanto pouco recomenddavel |

Utilizando a parte d) do teorema {A.4) € possivel desenvolver a teoria da transfor-

mada de Fourier em L}(R"). Temos

Teorema {A.6). Sgja f € L*(R"™). Eniéo a transformada de Fourier de f, denotada

também por f = Ff, é definida por

{A.22) Fe= lim f,

O

onde {f,}3; C S(R") é qualquer sequéncia que converge a f em L2(R") e o limite em

(A.22) deve ser interpretade como sendo tomado em relagio 4 esta mesma topologia. A

v
transformada inversa, f = F1f, é definida da mesma maneira ¢

(A.23) F= =
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qualquer que seja f € LXR"). Além disso, a aplicagio f — f é um operador unitario

(i.e., uma isometria sébre).

Finalmente seja §'(R") o espago das distribuicdes temperadas, isto &, a colecio de
todos os funcionais lineares continuos de S(R™) em C. Denotaremos, como de hdbito, o
valor de f € S'(R™) aplicado a p € S(I") pela expressio {f,¢). A a—dsima derivada

¢ a transformadas de Fourjer direta e inversa de f € S(R") sdo definidas por,

(A.24) (0°f,0) = (-1)*1{£,8%)

(A25) {(fi‘:o)=(fa95)

(Fre) = (1,8)

Para descrever as propriedades da aplicagio f — f em S'{R™) resta definir o que
se entende por z¥f. Um pouco mais geralmente seja @Q(R") a colegiio das funcdes de
crescimento lento, i.e., ® € Q(R") se e 56 se § € C°(R”") ¢, para todo muiti-indice

existe uma constante C{r) e um inteiro nio negativo N(a) satisfazendo
(A.26) [0°@(z)| < Cla)(1 + [z[H™

para todo z € R™ com |z| suficientemente grande. Entio se ® € Q(R") e f € S(R") o
produto @ f ¢ definido pela férmula

(A.27) (@f,0) = {f, Pp)

Teorema (A.7). a) Se f € §'(R") entdo

0f = (~i)el(z® )"
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b) A aplicagio F:85'(R") — §'(R™) é um isomorfismo topoldgico, i.e., é injetora, so-

brejetora, continua com inversa continua (em relacdo & topologia fraca * de §'(R™)).

Agora podemos definir os espacos de Sobolev “de tipo L*(R")". Seja s € R. O
s—ésimo espago de Sobolev H*(R"*) é a colegiio das distribui¢Ses temperadas f tais que

(1+ €F)F € LXH(R™). Suas propriedades bésicas siio as seguintes

Teorema (A.8). a) Se s > ' entdo H'(R™) C H*(R™). Além disso a inclusdo é

continua e densa.
b} (H*(R™")Y = LR, (1 + [¢]*)* d€)

¢) O dual topolégico de H*(R™), i.e., a colegio de todos os funcionais lineares continuos
de H*(R") em C, é isometricamente isomorfo a H~*(R"), com a dualidade implemen-

tada pelo paréntese

(4.29) (ro = [ Fepaeae

d) Sejas > k+n/2, k € N. Entdo H*(R") C CX(R™), a colegdo das fungdes de classe
C*(R™) tais que elas e suas derivadas até ordem k tendem a zero no infinito. Além

disso as seguintes desigualdades sdo satisfeitas

(A.30) 10°fll 100 < Cle,m)||£ll,

para todo o € N™ com |e| € k. Este resultado é chamado o lema de Sobolev.

Os dois resultados seguintes, utilizados nos capitulos IV e V sfio menos conhecidos
e por esta razdo vamos demonstré-los. O primeiro deles, mencionado por G. Ponce em
[Po], consiste em um teorema de imersdo com expoente critico € se baseia no lema 2 de

[BG] onde o caso de um dominio compacto em R™ ¢ tratado.
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Teorema {A.9). Seja ¢ € H*(R™) com s > n/2. Entio existe C = C(s,n) > 0 tal

que,

(A.31) lélle <C {1 +{|éllns0 /1ol + ||¢'||s)}

Demonstragdo: Devido a (A.2) a férmula de inversio da transformada de Fourier

temos ||¢[l ;. < C(n) Hqgnm Mas se R > 0,

|#

,1/4 2ys/2 |
’L‘ ~ fet-:n 8 i :g: Fynia |¢S 5)’ at + /Elzn % |¢(§)Id§

1/2 1/2
2vnf2 | 1 z df
: (/lﬂat(lﬂﬂ ) ’¢(6)| dE) (/I£I<R (1+|€Iz)“’2)

(A.32) . ) 1/2 de 1/2
1 2y |é d
-F(j&en(-+w|) #o) 5) (fﬁea(1+|ﬂ%”)
1/2 1/2
242 2vs
< #llya ( /|e|<R(1 +e?) ) + 1141, ( fmzﬂ(l + 1) dé)
Mas
(A89) [+l de < o) log(a + )
|¢|<R
(A39) ] (14 [€)dé < Cln, )=
|¢]>R

Logo de (A.32)-(A.34) segue que,

(A.35)

11 S Cnllgllaga (o8(1 + B2 + Ol 5) RO
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para todo R > 0. Tomando R = []¢||§°+" obtém-se

Il < Cln,s) {1 + 161l v/ log(1 + J|¢snf-’ﬁ)} '
< 009 {1+ o fon(1 ¢ )

encerrando assim a demonstragéio do teorema.

(A.36)

O préximo resultado ¢ uma bela desigualdade devida a T. Kato (veja o lema (A.5)

de [K1]). Temos,

Teorema (A.10). Sejam f,u € S(R™) reais, s > 1+ n/2 et > 1. Entio existe
C =C(s,t,n) >0 tal que

(A.37) (e[ fDu)el < CUNV Al gy all? + IV £l Bsll Trel] 3

onde D = 8% com |a} = 1.
Demonstragio: Seja J = (1 — A)'/2, Entdo,
(A38)  [(u] fDud) = |7 [ J£Duk] < [('ul [7%, FIDwh| +|(7% | FDI |
como u e f sio reais temos,
(A.39) (J% | fDJ'u)y = —%(D £ Ttu) It
Portanto,
(a1 /D)l < [[7%ully 1 AADu] + 5 |(DF - Iu |
(4.40) < lull 7%, APl + 5 19 Fll o |70

< Mult 175 f1Dully, + Co IV Fll,—y el
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Resta entdo provar que

(A.41) (174 A1Dully < Cot {0V £1lyy lull, + 19 £l oy D], )

Para tornar a demonstragio de (A.41) mais facilmente compreensivel, vamos dividi-la

em varios lemas e exercicios. Em primeiro lugar,
Lema (A.11). Sejam f,g € S(R"). Entio existe C = C(s,n) > 0 tal que

(A.42) kgl < © {11kl gl + Wl ol
para todo s > (} onde

Al = [(—A)*/24]|,

(A.43) { llgll o = 114l ..

Demonstragio: Seja v = hg de modo que & = Cph g. Como

(A.44) 1" < Co(l€—n|" + In1*)

para todo par £, € R” segue que

Mra@y=cnaﬂéﬁ«—nwmwn

(A.45)

< ConlB1(6) + 52(6))
onde

{m=uwﬂW*m
(A.46) \

b2 = [ «(1 - 1" 1aD)

Pelo teorema (A.2) parte a) segue que,

(A47) {WMSCWTHMMU=CWMML

ozllo < C[[&] 11 17 6lls = C Al gl
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Isto encerra a demonstragio do lema.

Exercicio (A.12). Sejam £, € R". Prove que existe C = C(t) > 0 tal que

(A48) | +1eM? - A+ WPY2| <€ [+ P)YF + @+ )T e -l

Lema (A.13). Sejam f,¢ como no lema (A.11). Entdo

(A.49) 1174 Alalle < €IV Fllaliglle—y + 1V flle-sliglla}

para todot > 1,
Demonstragao: Seja v = [J*, flg. Entio

(A.50) { 8(€) = Cn fpa (J(E)" = J(m))F(€ —m)g(n)dn

J(&) = (1 + [¢[*)1/?

Utilizando o exercicio (A.12) obtém-se

. { 5] < OLI(h) + T 1}A(E)
(50 Ko =kI|f@), @ =10
Logo,

Ioll < {1 )l + 574,
(A.52)

< C {lhwllyy + 1l oo floll s }

Aplicando {A.42) com s =t — 1 e usando o fato que || - || S C|| - |4 temos,

llolly < C {Ialla leolley + [l ey lloll 4}
< C{IVFllallglleoy 1V Fllems ol o}
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onde usamos as relagdes {bfl, < C YV fll,. [IRll,s < CIV fllas lllg = llglla: lll, =

lgll,- Isto conclui a demonstragio do lema.

O teorema (A.10) segue imediatamente, tomando g = Du no lema (A.13) e notando

que | - [, < CH- -y

Finalmente cabe chservar o seguinte resultado de interpolagio que foi utilizado

muitas vezes nos dois capitulos finais do presente texto.

Teorema {A.14). Sejaml < pg,p1 < 00, 89,81 > 0e¢ € S(R™). Ses = sg+{1—8)s;

€= = }% +~]}:—‘9 onde 0 < @ <1 entdo existe C = C(so, 51,6,p0,p1) > 0 tal que

e

(A.54) 17560 s S CHI*° 5,0 1T BI1507

Além disso, se ¢ € H*(R), s > 3/2 temos

(A55) * 18]l e < V211157 192 lis"*

A primeira afirmagéo do teorema (A.14) segue do teorema (6.4.5) de [BL] enquanto
a segunda, que é um caso particularissimo das famosas desigualdades de Gagliardo e
Niremberg ([Caz], [F]) pode ser demonstrada facilmente combinando a hipétese s > 3/2
com a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Para encerrar este apéndice vamos discutir rapidamente as propriedades da trans-
formada de Hilbert que foram utilizadas no estudo da equaciio de Benjamin-Ono. O
leitor interessado deve consultar [BN], [GF] ¢ [Tor] para obter maiores informagées

sBbre o assunto. A transformada de Hilbert é o operador integral singular definido por,

(A.56) (@) =vat [ L gy i / S 4,
TJpY—% ly—z|>e

z]0 ¥—
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onde v.p. denota o valor principal da integral em questio definido pelo Gltimo membro

de (A.56). E possivel provar o
Teorema (A.15). a} Se f € LP(R) entdo a transformada de Hilbert de f, definida
em (A.56) existe em quase toda parte.

b) O operador o € de tipo fraco (1,1), L.e,, se E(g) = {2} |o f(x)| > v > 0} entdo,

(A.57) IE@) < Cllfllpv™

onde | - | denota a medida de Lebesgne.

¢} o € B(L*(R)) e além disso

{ (FME) =ih()F(E), & aqtp.
(A.58)

-1, se £<0
h(g)_{l, se >0

para toda f € L*(R). Portanto ¢ comuta com operadores de derivagio e

ot =—0=0"

(A.59) { ot =-1 1 ‘

Em particular o é unitdrio em L?*(R). Os mesmos fatos valem em H*(R), s € R,
d) o € B(LP(R})), l<p<oo.

O resultado em b) é conhecido como o teorema de Komolgorav enquanto que o
deserito em d) é devido a M. Riesz. O leitor interessado deve consultar [BN], [GF],
[Tor| e também [Kat)].
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APENDICE B

SEMIGRUPOS DE CLASSE C°

Este apéndice, da mesma forma que o anterior, destina-se a tornar o presente texto
relativamente auto-contido. Para maiores informag8es o leitor deve consultar os volumes
Ie IT de [RS] assim como [Pa] ¢ [KT].

Seja X um espago de Banach. Um semigrupo forfemente contfnuo a um parimetro

ou de classe C° & uma funcdo ¢ € [0,00) — T(¢) € B(X) tal que
(B.1) T(0) = 1;
(B2) T(s +8) = T(T(t), st € [0,00);

(B.3) paratoday € X afungiot € [0,00) v T(t)y é continua em relagio & topologia
de X.

O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° é o operador A definido por

D(A):{q;exnlilrgf%“)“’a em X}

e~ T(t)y
¢

(B.4)
Ay = 131151

E claro que D(A) é nfio vazio uma vez que 0 € D(A4). O fato notével é que D(A) é na

realidade “bastante grande”.

Teorema (B.1). Sejam T(t) ¢ A como acima. Entéo A é um operador fechado, den-

samente definido.
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Tendo em vista as definighes acima e o teorema (B.1)}, a fun¢fio ¢ € [0,00) —

Tt € X, ¢ € D(A) é solugiio do problema

) -

(B.5) { v+ Au =10
u(0) = ¢

Tsto motiva a notagdo

(B.6) T(t) =e*4

O resultado fundamental da teoria, conhecido como o teorema de Hille-Yosida-

Phillips, caracteriza os geradores dos semigrupos de classe C?. De fato,

Teorema (B.2). Scja A: D{A) C X -+ X um operador fechado densamente definido.
Entdo A gera um semigrupo de classe C° se e sé se as condi¢des abaixo sdo satisfeitas
a) existe w > 0 tal que todo A > w pertence ao conjunto resolvente de A

b) existe um M > 0 tal que

—n M
(B.7) A+ 4) ”B(X) = Doy

para todo A > w e todo n € ZT. Nesse caso,

(B.8) { ”e_m”rs(X) < Me,  1>0

[+ 7 £ mies

para todo A tal que Re(MA —w) > 0. Além disso

(B.9) A+ A= f e Metdt, A>w

0
onde a integral é pode ser interpretada no sentido de Bochner, (veja [H]).

Um semigrupo de classe C° é dito de contragdes se "e_M”B(X) < 1 para todo

t € [0, 00). Nesse caso o resultado acima se reduz ao teorema de Hille-Yosida, a saber,
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Teorema B.3. O operador A:D(A) C X — X, fechado e densamente definido gera

um semigrupo de contragdes se e 56 sc
a) (~o0,0) estd contido no conjunto resolvente de A;

) |(A+ ) lgxy AL A>0.
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