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Capitulo 0

Jogos

Que jogos estudaremos?

Neste livro estudaremos de um modo geral Jogos que satisfazem as seguintes

condigbes:

Ha dois jogadores; estes jogadores serdo chamados Fsquerde (L) e Direita (R).

Os jogadores jogam alternadamente, isto é, nfio existem jogadas simmlténeas.

Os jogadores sabem exatamente qual a situagio presente do jogo, isto ¢é, tém in-
formagéo completa.

Nio sao utilizados no jogo dados ou outros dispositivos aleatdrios.

A qualquer momento o conjunto de jogadas legais para um jogador estd bem
definido e do conhecimento de todos e cabe ao jogador escolher a sua jogada.

Hé um critério bem definido e previamente conhecido dos jogadores para determinar
quando o jogo acabou.

Ao final do jogo hd um resultado bem definido segundo um eritério previamente
conhecido dos jogadores. Em geral, este resultado sera a vitdria de um ou outro
jogador, podendo em alguns Jogos ser empate.

Alguns exemplos populares de jogos satisfazendo estas condigdes sfo xadrez e

Jjogo da velha. Existe uma diferenga importante enire estes dois jogos. Qualquer

um que tenha jogado joge da velha algumas vezes acaba aprendendo que o jogo “sem-

pre empata”. Esta afirmacfo, obviamente falsa se tomada literalmente, significa que

cada jogador pode, jogando hem, garantir pelo menos o empate. Ou seja, existem es-

tratégias para cada jogador que, se seguidas, garantem para cada jogador o empate

ou (As vezes e se o outro jogador jogar mal) a vitéria. No caso do jogo da velha tais
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esttatégias sho fhcels de encontrar. Serd que existemn estratégins semelhantes para o
xadrez?

Antes de considerar esta pergunta, vejamos alguns outros exemplos de jogos pop-
ulares para ver se satisfazem nossas condigbes. Go, damas ¢ xadrez chinés sio
exemplos de jogos que satisfazem nossas condighes. Quase todos os jogos de cartas
ustiais envolvem dispositivos aleatérios (a arrwmagio inicial das cartas) e informacéo
incompleta (cartas que um jogador néo pode ver). Qualquer jogo que envolva dados,
como gamio ou jogo da Gléria, usa um dispositivo aleatério; de fato, no segundo
exemplo, o resultado do dado define todo o jogo. Jogos no sentido esportive do termo,
como ténis ou boxe estiio fora de questdo porque o conjunto de jogadas legais em um
certo momento néo esta claramente definido mas mesmo na medida em que estiver nio
se pode dizer que o jogador escolha sua jogada dentro deste conjunto de jogadas legais.

Vejamos agora alguns outros exemplos de jogos que satisfazem nossas condigdes;
estes jogos serdo estudados a seguir. O jogo nim ¢ jogado da seguinte maneira: forme
um niimero qualquer de fileiras de palitos de fésforo, sendo que em cada fileira hd um
nimero qualquer de palitos.

Na sua vez cada jogador tira quantos palitos quiser de uma fileira; ele deve tirar
pelo menos um palito e pode tirar até todos os palitos da fileira se quiser mas nunca
pode mexer em duas fileiras na mesma jogada. Perde aquele jogador que na sua vez de
jogar nido puder jogar por todas as fileiras estarem vazias; ou seja, ganha quem tirar
o tltimo palito. Este jogo ¢ de fato jogado por pessoas que nunca tentaram estuda-lo
matematicamente; descreveremos a seguir sua teoria completa. Esta convengio de que
um jogador perde quando lhe é impossivel jogar é conveniente e sera usada em muitos
casos. Entretanto, a versiio mais popular do jogo nim € aquela em que quem tira o
dltimo palito perde; também estudaremos esta versdo do jogo. Veremos a seguir muitos

jopos semelhantes ao nim.



Definigoes de Jogo

Vejamos agora como fariamos para formalizar a idéia de um jogo. Devemos ter um
conjunto de posiges possivels no jogo e para cada posigio devemos ter um conjunto de
jogadas permitidas para cada jogador., Mas como uma jogada nos leva simplesmente n
outra posi¢ciic © podemos pensar que a cada posigao temos associados dois conjuntos de
posigbes L(x) ¢ R(x) qu.c designam as posigbes para as quais Esquerda ou Dircita poden
andar na sua jogada. Chamaremos um elemento de L(z) de uma op¢io & esquerda de
¢ e analogamente um elemento de R(z) de uma opgfio & direita de z. Algumas jogadas
devem levar ao fim do jogo; podemos pensar nestas jogadas como sendo jogadas para
posigbes especiais, que poderiamos chamar de posi¢hes terminais. Assim, cada posigio
terminal corresponderia a um resultado final do jogo. Poderiamos assim formalizar um
jogo como um conjunto P de posicbes dentro do qual temos um subconjunte T C P de
posigdes terminais juntamente com duas fungbes L e R de P — T em P(P), o conjunto
das partes de P,

Esta primeira tentativa de defini¢do é complicada sob vérios aspectos: seria bom
ter uma definigio com menos ingredientes. Por outro lado, esta definigiio apresenta
um problema sério: quase qualquer “jogo” no sentido definido acima tem a tendéncia
a nio acabar nunca. Deveriamos ter meios de garantir algum tipo de “convergéncia’
para o conjunto 7. Diremos que um jogo é infundado se existir uma seqiiéncia de
posigoes ndo terminais pg, p1, P2, ... Piy- - com piy1 € L(pi) U R(pi), ou seja, se existir
uma seqiidncia infinita de jogadas legitimas nunca chegando a uma posigdo terminal. A
definicio acima permite jogos infundados. Um jogo niio infundado serd chamado um
jogo bem fundado. Uma terceira observagio importante é a seguinte: sé duas posigbes
ndo terminais z e 2’ tém a propriedade de que L{z) = L(z') e R(z) = R(z') entdo tais
posigdes sio inteiramente equivalentes para fins do jogo. Poderfamos assim sem grande

prejuizo para a teoria considerar duas tais posicdes como sendo iguais. Finalmente,
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se adotarmos a convengiio de que um jogador perde quando néo pode jogar entéo a
necessidade de posigbes terminais desaparece.

Todas as consideractes acima devem servir de justificativa e motivagio para a
seguinte definicio, que é aquela utilizada em ONAG e WW. Um jogo z é formado por
alguns elementos 4 esquerda chamados tipicamente de z;, e alguns elementos 4 direita

chamados tipicamente de tp. Escrevemos

com uma analogia ébvia com a notagdo de conjunto. Queremos, além disso, que os
elementos & esquerda ou direita sejam eles préprios jogos. Poderiamos dizer que um
jogo é um par ordenado de conjuntos de jogos. Esta defini¢io nfo inveca posigoes
terminais; estamos assim implicitamente usando a convengio de que um jogador perde
quando nic pode jogar. Além disso esta definigio identifica posighes que tenham as
mesmas opgdes & esquerda e & direita considerando a posicio como sendo um objeto
montado a partir de suas opgdes exatamente como um conjunto é montado a partir
de seus elementos. A outra dificuldade levantada, a existéncia de jogos infundados,
também foi de certa forma automaticamente resolvida, como veremos adiante.

Vejamos agora alguns exemplos de jogos segundo esta defini¢io. No inicio ndo
temos jogo nenhum ainda e podemos montar apenas o seguinte jogo:{|}; chamaremos
cste jogo de 0. Podemos agora montar mais trés jogos que receberdio os scguintes nomes:
1={0|}, -1 = {|0} e * = {0]|0}. A partir destes guatro jogos podemos formar mais 252,
. como o leitor poderd facilmente verificar. Alguns deles sao 2 = {0,1{}, -2 = {| - 1,0},
3 = {01}, —F = {-1/0}, #2 = {0,%[0,x}, 1= {Of+}, 1= {[0}, 1+ * = {L,#[1} e
—1+4*={-1]—1,*}.

Apesar de que esta definigio seja excelente sob varios aspectos, nio a tomaremos

necessariamente como a tnica; quando for necessdrio explicitar que estamos usando
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csta definigio falaremos de um ONAG-jogo. Uma modificagio desta defini¢io para nio
tornar obrigatdria a convencio de que o jogador perde quando lhe é impossivel jogar
consistiria em imaginar que antes de iniciar esta construgdo ja tinhamos alguns objetos
iniciais dados, que nfio tém elementos, e que seriam os resultados de um jogo terminadeo.

H4 uma simplificacio interessante que pode ser feita no caso de estarmos con-
siderando apenas um jogo isolado. Afinal, se Esquerda acaba de jogar, a proxima
jogada é de Direita: que sentido faz ent@o considerar as opgdes de Esquerda para uma
tal posicho? A razfio para considerar tais opgdes deverd tornar-se 6bvia quando es-
tud?irmos somas de jogos a seguir mas de fate se nosso interesse for estudar um jogo
tal consideraghio é supérflua. Poderfamos assim considerar um jogo como sendo sim-
plesmente um conjunto de jogos; mas isto reduz a nogio de jogo & nogéo de conjunto!
Se nosso jogo for finito, no sentido de que o ndmero total de posigdes alcangdveis é
finito, podemos codificar nosso jogo com um niimero natural. (Sempre que falarmos em
nimero natural isto inclui 0.) Basta para isso cbservar que para caracterizar um jogo,
basta caracterizar suas opgoes, e para caracterizar um natural basta escrevé-lo em base
2, ou seja, escrever n =y, 2™ onde A é um conjunto finito de naturais. Assim, se
o jogo « tem opgdes z; onde z; corresponde ao natural n; fazemos x corresponder ao

natural 3" 2™, Voltaremos a considerar estes niimeros logo adiante.
Existéncia de Estratégia

Devemos agora voltar e preencher uma lacuna enorme que foi deixada acima. O
jogo da velha admite estratégias que garantem o empate. Serd que algo semelhante vale
para qualquer jogo? A resposta é dada pelo teorema abaixo.

Teorema: Considere um jogo bem fundado com resultados finais possiveis em um
conjunto totalmente ordenado finito X. A ordem indica as preferéncias de Esquerda,

ou seja, Esquerda prefere os resultados maiores e Direita prefere os resultades menores.
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Entic dado quem comega o jogo cxiste um valor zp € X e estratégias i ¢ ni para
Esquerda e Direita respectivamente com as seguintes propriedades:
¢ Se Esquerda seguir a estratégia ny entfo o resultado final serd maior ou igual a xp
quaisquer que sejam as jogadas de Dircita.
¢ Se Direita scguir a estratégia np entdo o resultado final serd menor ou igual a g
quaisquer que scjam as jogadas de Esquerda.

Em particular, se o resultado for necessariamente a vitéria de um dos jogadores
entdo ou existe uma jogada n; que garante a vitéria para Esquerda ou existe uma
Jjogada nr que garante a vitdria para Direita.

Antes de demonstrar este resultado temos de saldar uma divida e definir o que é
uma, estratégia: uma estratégia para Esquerda é uma fungio que a cada posigio de um
jogo atribui uma de suas opgdes & Esquerda, a definicio para Direita sende andloga.
Dizemos que Esquerda joga segundo uma estratégia se em uma posigio sempre escolhe
a opgao dada pelo valor da funciio estratégia naquela posigio.

Demonstracio:

Vamos atribuir a cada posigio do jogo um valor em X; observe que como estd
dado quem serd o primeiro a jogar podemos supor dado a partir de cada posicio quem
serd o préximo a jogar. Atribuimos a cada posicio terminal o valor igual ao resultado
correspondente. Dados os valores de todas as opgfes de uma posigiio definimos o valor
da posiciio como sendo o maximo dentre estes valores se for a vez de Esquerda jogar e
o minimo se for a vez de Direita jogar. Afirmamos que sendo o jogo bem fundado este
procedimento atribuird valores a todas as posigoes, inclusive a inicial.

Aceitando esta afirmaciio por um momento, zq é o valor da posicio inicial, a es-
tratégia 7y, é dada por qualquer funcic que sempre escolher uma opgio com valor
maximo e a estratégia np ¢ dada por qualquer fun¢iio que sempre escolher uma opgéo

com valor minimo. E facil ver que zy, 571, @ 7 satisfazem As condigées do teorema. De
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fato, uma jogada qualquer de Esquerda nunca ammenta o valor da posi¢iio cnquanto
uma jogada segundo a estratégia 777, mantem este valor inalterado. Analogamente, uma
jogada qualquer de Direita nunca diminui o valor da posigdo enquanto uma jogada
segundo a estratégia np mantem este valor inalterado. Assim, se Esquerda seguir a es-
tratégia 7, qualquer que seja o comportamento de Direita o valor sé podera aumentar
ou ficar constante, sendo portanto o resultado final maior ou igual a zg. Analogamente,
se Direita seguir a cstratégia np qualquer que seja o comportamento de Esquerda o
valor s6 poderd diminuir ou ficar constante, sendo portanto o resultado final menor ou
igual & zy. Isto conclui a demonstragéio a menos da afirmagio acima.

Suponha por absurdo que as regras acima nfio sejam suficientes para atribuir um
valor a posigiio pg. Deve assim existir uma opgio p, de py para a qual seja impossivel
atribuir um valor. Repetindo o raciocinio devem existir posi¢des P2, Pay .. 5Di, - - -Para
as quais € impossivel atribuir um valor onde p;+; é uma opgéo de p;. Mas isto contraria
a hipétese do jogo ser bem fundado e conclui a demonstragio do teorema.

Voltemos agora a considerar jogos segundo a definicio ONAG, Serd verdade que
todo jogo neste sentido é bem fundado? Podemos conceber a possibilidade de um jogo
X = {X}; este jogo seria infundado. Mas em certo sentid(-) um tal jogo € anédlogo a um
conjunto A4 = {A}; tais conjuntos sio em geral considerados objetos “ilegais”. De fato,
um dos axiomas usuais da teoria dos conjuntos ¢ o Axioma da Fundagio que diz que
nao existern conjuntos 4; com Ay 2 Ay ... 3 4; 5 .... Podemos adotar um axioma
andlogo para ONAG-jogos. Este axioma é equivalente a dizer que todos os ONAG-jogos
sao criados a partir do nada como nos exemplos que vimos acima. A menos de mengio
em contririo, assumiremos o Axioma da Fundagio para ONAG-jogos.

A partir da observagéio acima ¢ do teorema temos uma classificagio de ONA G-jogos
em quatro classes com representantes tipicos 0, 1, —1 e ., Uma classe é aquela dos jogos

em que quem comega. perde, seja Esquerda ou Direita (ou, mais precisamente, em que o
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segundo a jogar tem uma estratégia que lhe garante a vitdria); o exemplo mais simples é
0 e quando um jogo A for desta classe escreveremos A = 0 (o sinal de igual deve parecer
inapropriado agora mas seu uso serd justificado mais adiante). Qutra classe é aquela
dos jogos em que Esquerda ganha qualquer que seja o jogador a comegar; o exemplo
mais simples é 1 e quando um jogo A for desta classe escreveremos A > 0. Qutra classe
é aquela dos jogos em que Direita ganha; o exemplo mais simples ¢ —1 e quando um
jogo A for desta classe escreveremos A < 0. Finalmente, existern aqueles jogos em que
quem comega ganha; o exemplo mais simples é * e quando um jogo A for desta classe

escreveremos A|0.
Jogos de Tempo Infinito e o Axioma da Determinagao

Até agora temos considerado apenas jogos que acabam em tempo finito, ainda que
nio necessariamente limitado. No restante do livro também consideraremos apenas
jogos deste tipo mas nesta secgfio faremos um paréntesis no qual consideraremos jogos
que demoram um tempo de fato infinito para serem jogados.

Seja NN o conjunto de todas as fungdes de N em N. Seja A C NY. Dois jogadores
L e R jogam da seguinte forma: L escolhe f(0), R escolhe f(1}, L escolhe f(2) e assim
sucessivamente. Depois de infinitas jogadas estard definida uma f € NYN, O vencedor
serd L se f € A; caso contrdrio o vencedor serd . Agora o fato surpreendente: para
alguns conjuntos A nenhum dos dois jogadores tem uma estratégia que lhe garants a
vitdria.

Vejamos a demonstragio deste fato. Observe que uma estratégia é uma funcéo
que associa a cada seqiiéncia finita de naturais um natural. O conjunto de seqiiéncias
finitas de naturais é enumeravel logo o conjunto das estratégias tem a cardinalidade
de R. Seja & o menor ordinal com a cardinalidade de R. Usando o principio da boa
ordenaciio, podemos chamar as estratégias de L de I, e as estratégias de R de rq

onde @ é um ordinal menor do que x. Vamos agora construir um conjunto A com a
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propriedade acima usando um conjunto auxiliar B disjunto de A. Considere a estratégia
lp: em alguma situagiio L deve perder com esta estratégia, ou seja, deve existir alguma
estratégia para A tal que a fungfio obtida a partir destas duas estratégias ndo esteja
em A, Escolha assim uma estratégia qualquer de R e acrescente a fungio obtida a
partir dessas duas estratégias a B. No préximo passo queremos invalidar ry; se existir
alguma estratégia de L tal que o resultado de confrontd-la com 7y ndo esteja ji em B
podemos acrescentar este resultado a A. Prosseguimos assim eliminando Iy, 71, ..., la,
Tar lat1y - - pOr este processo até termos eliminado todas as estratégias. Teremos assim
construido o conjunto A que queriamos. Falta assim mostrar que a cada passo é possivel
eliminar a préxima estratégia.

Suponha assim que queiramos eliminar um [,, o raciocinio sendo andlogo para r,.
Observe que pela construgio até agora A e B tém cardinais menores do que o cardinal de
R. Entretanto é imediato verificar que o cardinal do conjunto dos possiveis resultados
de jogar I, contra as vdrias estratégias possiveis de R é igual ao cardinal de R. Assim,
algum resultado nfo est4 ainda em A e podemos portanto acrescenta-lo a B invalidando
l,. Isto conclui a construgiio de A.

Este resultado é surpreendente: afinal, toda a informagiio esta ali ¢ um dos jo-
gadores vai ganhar. Nao seria natural de se supor que jogando sabiamente um dos
jogadores ganhasse? Vimos, entretanto, que ndo. Podemos entretanto ser mais cuida-
dosos: usamos nesta demonstragio o Axioma da Escolha para dar uma boa ordem a
um conjunto ndo enumerdvel, de cardinalidade igual & de R. Nio seria razodvel de-
sistir do Axioma da Escolha pelo menocs na sua versiio forte usual para impedir este
tipo de comportamento? Esta possibilidade j4 foi estudada em teoria dos conjuntos. O
axioma alternativo segundo o qual todo jogo do tipo acima admite uma estratégia para
algum dos jogadores chama-se o Axioma da Determinagio. Ji foi demonstrado que

este axioma é relativamente consistente com os axiomas de Zermelo-Fraenkel e ja foram
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obtidas algumas conseqiiéncias deste axioma, entre elas a néo existéncia de conjuntos

n#o mensurdveis de reais. Este axioma ndo é accito na matemdtica usual.
Numeragio de Jogos

Voltamos agora a considerar a idéia mencionada acima de associar com umn jogo
finito um natural que o descreve. Lembre que a partir da posi¢io n = Y, 2™ as opgdes
legais sio os n;. Podemos agora dividir os naturais em duas classes: aqueles em que
quem comega perde e aqueles em que quem comega ganha. Para melhor visnalizagio,
pensemos que vamos pintar de vermelho aqueles naturais em gue quem comega perde e
de azul aqueles em que quem comeca ganha. Assim, n = 32" é pintado de vermelho
se e somente se todos os n; sio pintados de azul. Observe que n e 2" tém sempre cores
opostas; existem portanto infinitos vermelhos e-infinitos azuis. Os primeiros naturais
vermelhos siio: 0,2,8,10,16,18,24,26,32,34,40,42 48,50,56,58,.... Vamos agora tentar es-
timar a proporgio de naturais de cada cor. Definimos N'V(n) como o niimero de naturais

vermelhos estritamente menores que n. E facil verificar que
Nv(zn) — 2n—NV(n).

De fato, os 2" primeiros naturais sdo aqueles que podem ser escritos com n algarismos.
Para formar um natural vermelho devemos escolher algarismos 0 ou 1 para as n primeiras
posigdes com a restrigio que os algarismos correspondentes s casas vermelhas, isto
é, aquelas casas de ordem vermelha, devem necessariamente ser 0. Temos portanto
n — NV(n) escolhas a fazer e daf segue a equagio acima.

A partir desta equagiio obteremos estimativas para NV(n). Escreveremos f(n) <
g(n) para dizer que tal desigualdade vale para n suficientemente grande e f(n) < g(n)
para lim,_ 4o f(n)/g(n) = 0. J4 sabemos que A <« NV (n) onde A é uma constante.
Se m é um miiltiplo de 2" temos NV(m) < m2-¥V(", Obtemos dai NV(n) < en

para todo e > 0. Aplicando tal desigualdade na equagio temos NV(2") = 2#~NV(7) 5
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2m7¢m = (27)17¢, Como isto vale para qualquer valor de ¢ > 0, n' ¢ < NV(n)< en. A
partir dai NV(2") = 2n—NV(n} < gn—n’"* _ (9n)1-(008:(2")"*, Como no caso anterior,
nl=¢ & NV(n) < n{1-t082(nN™ & en Podemos repetir este processo abtendo uma
seqiiéncia de estimativas dadas por fungdes fi(n) dependentes de um pardmetro ¢ > 0
satisfazendo fri(n) € faipa(n) € NV(n) € faiza(n) € faiyi(n). Podemos tomar
fo(n) = —log, ¢, fi(n) = en e fiy1(n) = 20o82{m)=fillogs(n))), .

Operagdes com Jogos

Vejamos agora algumas operagdes que podemos efetuar com jogos. Se X é um jogo
definimos —X como o jogo obtido invertendo os papéis de Direita ¢ Esquerda em X.
Se X = {X1|Xr} é¢ um ONAG-jogo temos —X — {~Xp| — X }; isto pode ser tomado
como uma defini¢iio recursiva. Temos trivialmente —(—X)} = X. Observe que o nome
—1 para {|0} € consistente com 1 = {0]}; observe também que —% = *,

Outra operagiio mais interessante é a soma. Somamos dois jogos X e ¥ da seguinte
forma: em X +Y os jogadores jogam os dois jogos simultaneamente podendo um jogador
escolher a cada jogada em qual dos dois jogos mover. Esta operacio & especialmente
interessante para ONAG-jogos: neste caso podemos definir recursivamente X + Y =

{(Xo +Y, X +¥,

Xpn+ Y, X+ Yg). Observe que 0+ X = X 4+ 0= X, como podemos
provar facilmente por induggo: 0+X = {0+X 1|0+ X}, mas como Xy, e X so opgdes
de X devem necessariamente ter sido criados antes de X e podemos portanto supor que
o resultado vale para eles. Podemos assim escrever 0+ X = {0 + X1|0 + Xz} =
{X1|Xr} = X e analogamente para X + 0 = X. Este tipo de demonstragio por
indugfo serd utilizada constantemente quando lidarmos com ONAG-jogos. Provamos,
por exemplo, que X +Y =¥ + X escrevendo X + Y = {X; + ¥V, X + V| Xp 4+ V, X +
Ypl={Y + X3, YL+ X|Y + Xp,Yr+ X} =Y + X. Vejamos agora a associatividade:
X+Y+2)={X+Y+2),X+ Y+ 2| X+ T +2),X+ (¥ + 2)r} =
K+ Y +2), X +(V 4+ 2), X+ (Y + ZL ) Xp+ (Y +2), X+ (Yr+ 2), X +(Y 4 Zp)} =
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{(XL+Y)+2,(X+Y1)4 5, (X +Y)+ Zi)(Xp+ Y} 2, (X +VR)+ 2, (X +Y)+ Zr} =
(X +Y)+ Z. Podemos ainda mostrar por indugiio que —(X +¥) =(-X)+ (-Y).

Teoria Elementar dos ONAG-Jogos

O leitor talvez espere que X + (—X) = 0. O leitor estd meio certo: néo estd
inteiramente certo pois, por exemplo, 1 + (—1) = {~1[1} ndo é literalmente igual a
{1}. Mas talvez ele se lembre que escreviamos X = 0 quando quem comega perde, e
certamente no jogo {—1|1} quem comega perde, como o leitor pode verificar facilmente.
Mais do que isso, no jogo X + (—X) quem comega perde pois o segundo jogador tem
uma estratégia muito simples para ganhar: basta imitar cada jogada de seu adversario
no outro jogo. Assim, se Esquerda comega jogando para Xy + (—X), direita responde
com X7, + (—X1) e se comega jogando X + (—Xr} direita responde Xg + (~Xr). Ou
seja, X + (—X) = 0 segundo a notagéo introduzida acima.

O uso do sinal “=" agora pede justificativa. Podemos extender o uso deste sinal
dizendo que X = Y se e somente se X 4 (—Y) = 0. A justificativa vem (em parte) de
que esta & uma relagio de equivaléncia. Acabamos de demonstrar a reflexividade. A
simetria é quase ébvia: X + (=¥) = —(Y + (X)) e verificamos facilmente que A =10
implica —A = 0. A transitividade também parece de ficil verificagdo: se X +(-Y} =0
eY+(—Z)=0entio X +(—2) = X +(=Z2)+Y +(-Y) = (X +(-Y) H(¥Y +(-Z)) = 0.

“=" como a

Mas devemos ter cuidado! Estamos usando aqui implicitamente usando
igualdade, coisa que a esta altura ainda nfo podemos fazer. Vamos temporariamente
utilizar o sinal ~ para esta relagio que pretendemos mostrar que ¢ de equivaléncia..
Vamos assim reescrever o argumento acima com mais cuidado. Sabemos que X +(~Y} ~
0eY +(—2) ~ 0. Gostarfamos de concluir que X + (-Y)+Y +(—2) ~ 0, ou seja,
precisamos saber que se A ~ 0 ¢ B ~ 0 entio A+ B ~ 0. Isto de fato ocorre pois basta

ao segundo jogador responder na mesma componente em que seu adversa rio acaba de

jogar. Gostarfamos agora de concluir que (X +(—2))+(¥ +(-Y)) ~ 0, o que podemos
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fazer pois X +(-Y)+Y +(-2) = (X +(-2))+ (Y +(-Y)). Finalmente, gostariamos
de cancelar ¥ 4-{—Y") para concluir que X +(—2Z) ~ 0. Ou seja, precisamos mostrar que
se A~0e A+ B ~ 0 entio B ~ 0. Suponha por absurdo o contrério: entfo existe uma
estratégia para um dos jogadores, digamos Esquerda, que lhe garante a vitéria em B se
comecgar. Vamos mostrar que a partir dai obtemos uma estratégia pela qual Esquerda
comega em A+ B e ganha: Esquerda comega jogando em B segundo sua estratégia para
ganhar em B. Cada vez que Direita jogar em A ele responde em A no papel de segundo
jogador; cada vez que Direita jogar em B ele responde em B segundo sua estratégia
para ganhar B. Isto contradiz a hipétese de A + B ~ 0 e conclui 2 demonstragio da

transitividade de “~".

Se quisermos pensar em “~" como igualdade devemos mostrar que “+” e “—”
estio bem definidas. QOu seja, devemos mostrar que se X ~ X' e ¥V ~ ¥’ entdo
X4+Y ~X'+Y"e —X ~ —X'. Ou seja, devemos mostrar que X +Y +—(X'+Y'} ~ 0
e (—X)+—(—X") ~ 0. Estes dois fatos sfo de facil verificagfio: X + ¥ + (X' + V") =
(X 4 (=X) + (¥ +(=¥")) e (=X) + ~(=X") = ~(X + (=X")).

Podemos agora pensar em um (novo tipo de) jogo como sendo uma classe de
equivaléncia por “~”. A classe destes jogos vem equipada com uma operagio “+”
que merece seu nome pois com ela a classe dos jogos é um grupo abeliano. Podemos
assim escrever A — B para A + (—B). Definimos 4 < B se e somente se A — B < 0,
A > B se e somente se A— B > 0 e A||B se e somente se A — B||0. I evidente que
dados A e B vale exatamente uma das quatro relagdes acima. Escreveremos A < B
puraA<BouA=BeA>BpuaA>BouA=25.

Devemos mostrar que estas relagdes estio bem definidas, ou seja, que z ~ z', y ~ ¢/
ez < y implicam z' < i’ e analogamente para as outras relagBes. Mas isto segue de que

se ¢ ~ 0 entdo y e y + x séo do mesmo tipo, como se pode verificar facilmente em cada

caso: por exemplo, se ¥ > 0 isto significa que Esquerda tem uma estratégia para vencer
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o jogo y; para vencer y + = basta a Esquerda seguir esta estratégia na componente y
ignorando z exceto quando Direita jogar em z: nesta situagio Esquerda responde em
z como se fosse o segundo jogador. Isto dd uma estratégia para Esquerda vencer y + 2
provando que ¥ + z > 0. Os demais casos sfio inteiramente andlogos.

Devemos finalmente justificar a notagio “<” mostrando que esta relagio & uma
ordem parcial compativel com a adigho, isto é, que z < y implica s+ 2z < y + 2.
A reflexividade de “<” € 6bvia pois equivale a dizer que x — x < 0; a antissimetria
corresponde a dizer que x —y < 0 ey — 2z < 0 implicam x — ¢ = 0; a transitividade é
equivalente a £ —~y < 0 e y — 2z < 0 implicarem (z — y) + (y — z) < 0, ou seja, devemos
provar que £ < 0 e y < 0 implicam x4+ y < 0, o que é facilmente verificado por indugio.

A compatibilidade com a adi¢ho é trivial.
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Capitulo 1

Nuameros

Jogos e Nimeros

Neste e no préximo capitulo utilizaremos sistematicamente a nogao ONAG de um
jogo identificando jogos equivalentes. Direinos gue um jogo ¢ um niimero se todas as
suas opgoes sio nimeros e nenhuma opgiio & direita é menor ou igual a nenhuma op¢iio
a esquerda; ou seja, z é um niimero se Tp ¢ zg sio nimeros com zp £ 2. Diremos
que z < y se e somente se mumnca acontecer ¥ < zp ou yp < z. Dizemos que z = Y se
e somente se ¢ < y e y < z. Estas definicdes sdo casos particulares do que vimos para
jogos. Finalmente, definimos = + y da mesma forma que o fazemos para jogos, ou seja,
e+y={rr+y,x+yrlzr +y,2 +yr).

E interessante como estas definigSes sfo suficientes para criar tanta coisa de forma,
tdo simples. Os niimeros assim criados sfio chamados de nfimeros surreais; vamos adiar
um pouco seu estudo para fazer um breve paralelo com os métodos mais cldssicos
de construir nimeros. Mas antes, alguns exemplos. J4 vimos 0 = {1}, 1 - {0]} e
2 ={0,1}. Temos também w = {0,1,2,...|}, o ndmero infinito mais simples. Pode-
mos fazer {0,1,2,...|w}, que serd chamado w — 1 e {0,1,2,.. . w - lw} = w-—2
{0,1,2,...]...,w—2,0 — 1,w} serd chamado de w/2{0,1,2,...]... ,w/4,w/2,0} serd
chamado de v/w. Por outro lado, {0]...,1/4,1/2,1} serd chamado de 1/w; {0]1/w} serd
V/2we {1/w]...,1/4,1/2,1} serd 2/w.

Construgio de Niimeros Naturais, Ordinais ¢ Reais

Comecemos considerando como poderiamos construir os naturais. O seguinte pro-
cesso é devido a Von-Neumann: cada natural sera igual ao conjunto de seus predeces-
sores. Assim teremos, por exemplo, 0 = {}, 1 = {0} = {{}}, 2 = {0,1} = {},{{}}}.

Podemos definir recursivamente um natural como sendo um conjunto finito n de naturais
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tal que se [ € m € n entio [ € n. Denotamos o conjunto dos naturais por N. Omitindo
a condigéio de que o conjunto deva ser finito, temos uma definigéo recursiva de um ordi-
nal. (O leitor que nio souber o que é um ordinal (e quiser aprender) pode consultar um
dos livros de teoria dos conjuntos indicados na bibliografia.) Assim, w = {0, 1,2,...},
w4+1=1{0,1,2,...,w}, ... Chamaremos a classe dos ordinais de On.

Estes processos constroem niimeros novos a partir de niimeros velhos mas 56
avangam, nunca recuam. O processo usual de construir os reais a partir dos racionais
com cortes de Dedekind é de certa forma semelhante pois constréi nimeros novos a
partir de velhos mas tem uma importante diferenga: cerca o ndmero pelos dois la-
dos. Denotamos o conjunto dos reais por R. Este processo nao é tio “solto” quanto
aquele que usamos para construir os ordinais: nio podemos repetir o processo para
criar nimeros entre zero e todo real positivo. Podemos sonhar com um processo que
unifique e generalize as construgdes dos reais e ordinais: este é o processo de construgio
dos surreais, que comegamos a descrever acima e estudaremos a seguir. Chamaremos a

classe dos surreais de No,
CUIDADO:No nio é um conjunto!

Antes de prosseguir, uma adverténcia. Todos conhecemos o perigo de considerar
o conjunto dos conjuntos que ndo pertencem a si préprios. E igualmente perigoso
considerar o conjunto de todos os ordinais: este conjunto seria wm ordinal e portanto
pertenceria a si mesmo, problerhas vérios surgindo daf. A solugiio usual é dizer que ha
ordinais demais, eles nfic “cabem” em um conjunto. Dizemos que os ordinais formam
uma classe propria, que é uma colegio grande demais para ser um conjunto. Com mais
forte raziio os surreais formarfo uma classe prépria: estamos assim proibidos de falar

do “conjunto de todos os surreais”.
Propriedades Basicas dos Niimeros Surreais
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Agora que jd temos todas as defini¢des podemos demonstrar as propriedades mais
bésicas. Parte do trabalho ja foi feito no contexto mais geral de jogos. Sabemos assim,
por exemplo, que a igualdade é uma relagio de equivaléncia e que a soma e as desigual-
dades cstio bem definidas. Sabemos ainda que a soma ¢ associativa, comutativa, que 0
é elemento neutro para a soma, que -2 é o inverso aditivo de z, que a relacio de “<”
define uma ordem parcial, ou seja, que é reflexiva, antissimétrica e transitiva e que a
soma é compativel com a ordem, ou seja, que y < z implicaz +y <z + 2.

O que mais gostariamos de provar? Queremos provar que 0 e 1 sfo nlimeros, que se
T e y sAo numeros, z +y e —z também sfo niimeros e que a ordem dada por “<” é total
quando restrita a nimeros. Novamente, todas estas propriedades serfo demonstradas
por indugdo.

A demonstracio de que 0 é um nimero é trivial: todas as opgbes siio niimeros
simplesmente porque ndo hi opgdes e a condigio sobre desigualdade das opgdes vale pela
mesma razdo. A partir daf a demonstracio de que 1 é um niimero é igualmente trivial.
Para provar que se 2 ¢ um nimero entiio —z ¢ um nimcero escrevemnos —2 = {—apl—aL }
estas opgds sfo nitmeros por hipdtese de indugio e nfo podemos ter —xp < —zp pois
isto implicaria xp < zp 0 que contraria a hipdtese de x ser um nimero.

Provemos agora que a ordem é total entre mimeros. Basta provar que para qualquer
nimero # temos x < O0oux > 0. Suponhaz £ 0ex 2 0. Dex £ 0 temos zg, > 0
para algum z, e de z Z 0 temos zp < 0 para algum zg. Isto significa que zp € zp e
portanto r nfo é um nimero, concluindo a demenstragio.

Antes de prosseguir, vamos mostrar que se x é um nimero sempre temos 7 < T <
zp. Por simetria, basta provar que ¥, < z. Pelo que acabamos de ver basta mostrar
que T % 1, mas para isso basta exibir uma op¢iio & esquerda de z que seja maior ou

igual a zp: podemos tomar esta opgiio como o préprio zy,.
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Finalmente, para provar que a soma de dois niimeros é um niimero, vamos escrever
t+y={rr+y,z+yL|lzr +vy,z +yr}. Como isto poderia deixar de ser um nimero?
Podemos supor por indugio que todas as opgdes sfio niimeros. Assim, a vinica mancira
pela qual z 4+ y poderia ndo ser um niimero seria se uma opgio direita fosse menor ou
igual a uma opgfio esquerda. Claramente ndo podemos ter zp + y < ¥y + v pois isto
implicaria g < 25, contrariando a hipdtese de z ser um niimero. Analogamente nfo
podemos ter z +yp < v+ yr. Mas também nio podemos ter zz +y < z +yy, pois pelo
pardgrafo anterior < zpey, <ydondez -+ y, <azp+y. Ocasoxpty<aztygé
andlogo.

J4 estamos prontos para dar nomes a virios nimeros. Chamamos {0,1]} de 2
porque & igual a 1 +1. Chamamos {0|1} de 3 porque {01} + {01} = 1, como o leitor
assiduo poderd verificar. Temos ainda {03} = } e {0]3} = . O leitor certamente ja
percebe que temos todos os inteiros em No com a soma e a ordem usuais; se n é um
natural podemos tomar n = {0,1,...,n — 1|}, dcfinigio andloga 3 de Von-Neumann.
Temos os ordinais dentro de No: basta tomar a = {3|} onde f§ varia por todos os
ordinais menores do que a. Os ordinais aparecem na ordem usual mas o leitor que
conhecer a adigfio de ordinais deve observar que esta nfo é a mesma adigio que temos

em No; afinal, a adigio usual de ordinais nem é comutativa.
Simplicidade, Aniversirios e Como Reconhecer Um Nimero
Vimos acima virios exemplos de mimeros. Mas quanto valerd, por exemplo, o

seguinte namero?

1
{-1000000, —5 1,3|19,122, 987654321}

Sabemos que a resposta deve estar entre 3 e 19, mas qual serd seu valor exato? O leitor
talvez fique surpreso ao descobrir que este niimero é 4.
A resposta geral a este tipo de pergunta é que o valor do niimero é o mais simples

possivel dentro do intervalo definido pelas opgdes. Temos que explicar o que significa ser
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mais simples, mas esta ¢ a mesma nogio que j4 estamos usando sempre gque provamos
algo por indugiio: uma opgio de um ndmero é mais simples que o préprio ntmero.
Vamos agora demonstrar as afirmacdes feitas acima.,

Vamos primeiro mostrar um caso particular: se X é um mimero com todo X < 0
e todo X > 0 entio X = 0. De fato, se Esquerda comega, deve jogar para um X1 < 0
e portanto perde; analogamente, se Dircita comeca, deve jogar para algum Xp > 0
e portanto perde. Seja agora X um nimero qualquer e seja ¥ com a propriedade de
que para todo X, X; < ¥ e para todo Xp, X > ¥ mas que isto ndo é verdade se
substituirmos ¥ por um ¥}, ou Yz. Assim, para todo ¥}, existe um X, com ¥z, < X,
(e portanto Yz, < X) e para todo Yy existe Xp com Y > Xp (e portanto ¥z > X).
Afirmamos que X —Y = (. De fato, as opces & esquerda de X —¥ sfio da forma X, -V
ou X —Yr. Temos X — ¥ < 0 por hipdtese e também temos X — ¥ < 0 pelo que
observamos acima. Assim, todas as opgdes 4 esquerda de X — ¥ sio negativas e todas
as opgdes a direita de X — Y sdo positivas. Pelo que vimos anteriormente, X — ¥ =0
eX=Y.

Consideremos com cuidado aquilo que acabamos de demonstrar. Provamos, con-
forme haviamos prometido, que X & o nfimero mais simples maior do que todo X e
menor do que todo Xp. Mas, de fato, provamos mais do que isso: provamos que dado
qualquer intervalo definido por baixo por um conjunto de niimeros X e por cima por
um conjunto de nimeros Xp existe exatamente um niimero neste intervalo que é mais
simples que todos os demais. Assim, quando dizemos que X ¢é o niimero mais simples
satisfazendo determinadas condigfes niio estamos sendo ambiguos.

Vamos agora pensar na idéia de simplicidade sob outro ponto de vista levemente
diferente. Podemos medir a simplicidade de um nimero perguntande quando ele é
criado. Assim, o niimero 0 ¢ criado no dia 0 pois nfio precisamos de nenhum ingredicnte

anterior. Os niimeros 1 e —1 sfo criados no dia 1, 2, %, —% e —2 sfo criados no dia 2. Em
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geral, definimos o aniversario de um mimero como sendo o menor ordinal estritamente
maior do que todos os aniversirios de todas as opgbes do ndmero. Assim, se 2 é mais
simples do que ¥, o aniversdrio de z é necessariamente menor do que o de y.

Antes de prosseguir vamos tentar motivar ou justificar a defini¢iio de soma sob nosso
novo ponto de vista. Sabemos que z é maior do que alguns rp ¢ menor do que alguné TR
e que é o niimero mais simples satisfazendo estas condigoes; temos a informacio andloga
para y. Que podemos afirmar sobre z +y? As estimativas que pudermos deduzir sobre
z + y deveriam definir esta soma como o mimero mais simples em um certo intervalo.
O leitor apressado diria que z + y deve ser maior que todo z, + yy, ¢ menor que todo
zn + yr. Talvez ele propusesse como definigio que z +y = {zr + yrlzr + yr}; esta
definicio, entretanto, é péssima sob mais de um ponto de vista. A operagao assim
definida nio estad bem definida nem leva nitmeros em ndmeros, como o leitor poderd
facilmente verificar. O que saiu errado? Acontece que a tentativa de defini¢io acima
leva em conta parte, mas ndo toda a informagio disponivel. Sabemos, de fato, que
zr + Y5, < 2 + y mas sabemos mais do que isso: sabemos que x +yr < T +y ¢ que
v +y < z +y. Para que a definigio de soma funcione bem, devemos usar também
esta informagiio. Na verdade, o surpreendente néo é que a outra definigio tenha dado

errado: o surpreendente é que alguma definigdo dé certo!
Niimeros como Seqiiéncias de Sinais

J4 temos os ingredientes necessdrios para introduzir nosso primeiro sistema de
nomes ou interpretagbes para niimeros. Vamos identificar cada niimero com uma fur;gz‘io
de um ordinal a (que serd o aniversario do niimero) para o conjunto de dois elementos
{.7,\} (estes dois objetos néo devem ser pensados como tendo nenhum significado a
priori exceto que N\, < ). A partir de agora chamaremos uma tal fungéo de uma
seqiiéncia de sinais. Diremos que uma seqiiéncia ¢ é mais simples que b se a for uma

restrigio de b a um ordinal menor, portanto parte do dominio de b. Diremos que a é
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menor que b se, sendo « o menor ordinal para o qual nio temos a(a) = ¥ a), tivermos
uma das trés seguintes situagdes: a(a) =\, e bla) = / on a(a) = ™, mas a nio estd no
dominio de b ou 4(a) = " mas alphe nio estd no dominio de a. Uma opgio & esquerda
de uma seqiiéncia serd uma seqliéncia menor e mais simples e uma opgao & direita de
uma seqiiéncia sera uma seqiiéncia maior e mais simples. Vamos agora mostrar como
isto define um nimero para cada seqiiéncia e vice-versa.

Dada uma seqiiéncia, e supondo ji associado um ntimero a cada seqiiéncia mais
simples, associamos & seqiiéncia o nitmero cujas opgdes & esquerda e & direita sfo os
nitmeros associados 3s opgdes A esquerda e 3 dircita da seqiéncia. Por inducdo, 1sto
associa a cada seqiiéncia um mimero. E facil ver que esta maneira de associar a cada
seqiléncia um niimero respeita ordem; faltaria apenas verificar que todo mimero estd
associado a alguma seqiiéncia. Por indugio isto é verdade pois dado um nimero pode-
mos supor por indugio que todas as suas opgdes correspondem a seqliéncias; existe uma
seqliéncia que é a mais simples malor do que todas as opgoes & esquerda e menor do que
todas as opgles A direita. Esta seqiiéncia corresponde 2 um nimero e pelo que vimos
anteriormente este serd o mimero considerado.

Escreveremos o mimero listando os termos da seqiiéncia correspondente em ordem
entre { e }. Assim, por exemplo, 0={}, 1 =(/), : = (/" \),w={"//...).
Produto, Inversao, Raiz

Chamar os jogos que vimos até agora de niimeros poderia parecer um pouco in-
apropriado se tudo o que soubéssemos fazer com estes niimeros fosse somar, subtrair
e comparar. Vamos agora ver que existem muitas outras fungdes ou operagbes nat-

’

uralmente definidas em No. A primeira e mais simples delas é a multiplicagio: se

z={zy|zr} ey = {yrlyr} definimos

oy = {zyrter-y—TL YL, TYRFTRY—TRYR|TYRFEZLY—LL YR, T YL HERY—TR YL}
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Talvez valha a pena explicar um pouco o funcionamento desta operagio: para obter
uma opgio de - y escollienos uma opgio de , digamos 'y, ¢ uma opgio de y, digamos
yr. Como zp é mais simples que # podemos supor que ji sabemos calcular zy, - y;
analogamente podemos supor que ji sabemos calcular - yg e z7, - yr. Como a soma
j4 foi definida e podemos considerar que qualquer soma é mais simples que qualquer
multiplicagio, podemos supor que sabemos calcular 2 - yr + L -y — 1 - yr- Este valor
serd uma opcio 3 direita de z - y. Considerando todas as possiveis opgbes em z ¢ em ¥
teremos todas as opgbes de = - y.

Antes de prosseguir vamos tentar motivar ou justificar a defini¢io de multiplicagéo
de forma ansloga a como justificamos a defini¢iio de adigfio. Sabemos que = é maior do
que alguns z;, ¢ menor do que alguns xp e que é o ndmero mais simples satisfazendo
estas condi¢es; temos a informaciio andloga para y. Que estimativas podemos fazer
para z-y? O leitor precipitado poderia dizer que zy, - y é menor que z -y e querer definir
-y = {2y, 25 y|2-yr,Tr - y}. Esta tentativa estd errada sob mais de um ponto
de vista: a desigualdade 56 vale se y for positivo e a operagio acima nada mais ¢ do
que a soma redefinida! Temos assimn a pergunta de quais sfo as estimativas corretas,
gerals ¢ mais fortes possiveis que podemos estabelecer para @y, A resposta ndo é
Sbvia, mas podemos verificar o seguinte: como x — x5, e y — Yz, sho positivos, devemos
ter (z—xp) - (y—yr)>0ecz-y>a-yr+2L-y—7L . yr,. Isto justifica parcialmente
nossa definigiio: as opg¢es a esquerda e direita de fato siio cstimativas corrctas. Mas
serfio fortes o suficiente para que a definigio funcione? Esta parte néoe ¢ nada ébvia;
novamente, o surpreendente é que alguma definigio funcione!

Devemos agora mostrar todas as propriedades esperadas da multiplicagio. Com
esta multiplicacio, No serd um Corpo real fechado mas isto s6 serd provado mais adi-

ante. Podemos provar agora mesmo por indugio e sem grande dificuldade, mas com
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algum trabalho, que a multiplicacio é bem definida, leva niimeros em nimeros, é co-
mutative, associativa, distributiva com respeito & soma e respeita a ordem. (O leitor
assfduo poderd verificar que a multiplicagéio ndo estd bem definida para jogos em geral.)
Estas demonstragdes serfio omitidas.

Seria possivel demonstrar que dado qualquer ndmero z, existe um nitmero y com
z-y = 1. Sob varios pontos de vista entretanto é conveniente ter uma definigio recursiva
de 1/x andloga as definigdes soma e produto. Para isso vamos procurar estimativas para
1/2 a partir de 21, e zp; serd bem mais simples considerar apenas z > 0 de tal forma
que podemos escrever = {0, zz|xr}, onde z}, e 25 também sfo escritos nesta forma.
Algumas estimativas dbvias sao 1/z < 1/xy, e 1/z > 1/zp. BEstas estimativas nio sio
suficientes nem sio todas as que podemos obter. Se TLo € oL, 580 duas opges A
esquerda de x temos (z—zp o) (z—2p1) > 0dondexp g 2p1 > 2 -xpo+TL1 T—2 7
e, dividindo por @ * 20 zp1, 1/2 > V/zpy + /20 — z/2zL0 - 21,1. Podemos fazer
um processo como este com qualquer ndmero (finito) de opgdes de quaisquer lados.

Podemos agora definir 1/z da seguinte forma: as opgdes serfio da forma

1-TI(1 - 2)

onde o z no denominador cancela formalmente, os z; sdo opges e o lado para o qual
vai uma opgéo ¢ determinado pela paridade do mimero de z; que sdo opgdes i esquerda.

Outra definigio equivalente é a seguinte: se z = {0,z,|zr} definimos y = 1/z por

y={0 14+ (zp —2)ysL 1+(:cL—:c)yR|1+(:a:L—a:)yL 1+(acR—:r:)yR}
¥ =l TR ) Tr rr ) TR .

A presenga de yy, e yr na definigio das opgdes requer explicagio: usamos opgdes velhas
de y para obter op¢Ses novas. Assim, a definigio de 1/z é recursiva de uma forma
inteiramente nova: mesmo pare wm dado x usamos recursividade para definir 1/,

A demonstragio de que estas duas definicdes sio equivalentes, de que 1/ estd bem
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definido, é um nfmero e satisfaz « - (1/z) = 1 & feita por indugéo e ndo é dificil mas
gerd omitida.

Finalmente, aqui estd uma definigiio recursiva de /z:

- T+ yLYr T+ yrovLe T+ YRoYR0
Ve=y={yz VIR —, ——=}
er, YL+ YR | "ypo+ YLy YrotUR: J

Novamente usamos opgoes velhas para obter opgBes novas. A verificagéo de que esta

definicio funciona é facil e é deixada a cargo do leitor.
Nimeros Reais

J4 estamos prontos para mostrar como os numeros reais aparecem entre os sui-
reais. Primeiro, uma descrigio de como funciona a simplicidade: os nimeros mais
simples sfio os racionais de denominador igual a uma poténcia de dois; dentre estes,
aqueles com denominador menor sao mais simples; dentre os inteiros, os de médulo
menor sio mais simples. Esta descrigio é suficiente para construir qualquer real.
Assim, por exemplo, 7 = {3,3%,...]... ,33,34.31,4}, 3% = {3131}, 4 = {3[}.
Também podemos escrever a seqiiéncia de sinais para um nimero real a partir de sua
expansio bindria. Temos, por exemplo, a partir da expanséo binaria = 11.0010... que
= {77 /7NNN\"N ) O primeiro [/ corresponde zo sinal, os trés seguintes
correspondem & parte inteira de 7, o primeiro , informa que acabou a parte inteira e
de certa forma equivale & virgula, e os demais sinais equivalem aos algarismos que vém
depois da virgula na expanséo bindria de 7, 0 correspondendoa e 1 a e

Deveriamos agora verificar que esta correspondéncia entre reais e {alguns) surreais
tespeita a ordem e as operagdes de soma e produto. A preservagio da ordem é evidente.
A verificagiio de que esta correspondéncia respeita as operagdes seria feita por inducao
(quanto & simplicidade) e usaria o que aprendemos sobre como reconhecer um nimero;

estas verificages, simples porém um pouco trabalhosas, séo deixadas a cargo do leitor.
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No pardgrafo anterior adotamos o ponto de vista de que j4 tinhamos os reais e
queriamos verificar que um eerto conjunto de surreais se comporta como os reais. Outro
ponto de vista seria supor que estamos usando os surreais para, entre outras coisas,
construir os reais. Sob este ponto de vista deveriamos definir um conjunto R. de surreais-
e mostrar que este conjunto é um corpo ordenado completo. Este conjunto serd. aquele
das seqiiéncias de sinais finitas e das de comprimento w que n#o sfo constantes a partir
de certo ponto. A verificagio de que este conjunto é um corpo ordenado ¢ andloga
ao que vimos no paragrafo anterior: afinal, basta mostrar que o conjunto é fechado
pelas operacGes de soma, subtragio, produto e divisio. Para mostrar que este corpo é
completo podemos construir o supremo de um conjunto de forma explicita.

Seja qual for nosso ponto de vista, passaremos a considerar R, como um subcorpo

de No. Veremos a seguir como funciona esta extensdio.
A Forma Normal de Cantor-Conway

Vamos agora descrever uma maneira de dar nomes a nimeros andloga & forma

normal de Cantor para ordinais. Na forma normal de Cantor escrevemos
a=wng+... +uwin;. ..

oude fp > ... > Bi > ... sfio ordinais ¢ n; sao naturais e o fndice 7 vai de 0 a n, n un

natural, Gostariamos de escrever uma forma andloga para um surreal que seria
z=wrg .. w4

onde y; sdo surreais e r; s3o reais.

* Nossa primeira necessidade é portanto definir w”. Pelaforma normal deverfamos ter
w*rg > w*ry desde que zg > z1 e rg > 0 e rp sejam reais. Qu seja, dado z = {zz|zr}
devemos ter w® > 0, w® > w®tr e w* < wRr para qualquer real positivo r. Podemos
assim definir

w® = {0, r(w*ir}.
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Podemos verificar facilmente que w® = 1, w! = w, WY = w* - WY e que esta fungio é
estritamente crescente; isto justifica a notagio exponencial.

Vamos ver agora como encontrar o maior termo da forma normal de z. Queremos
assim determinar yg e 7p. Se y é tal que w¥r < x para todo r € R, ou tal que w¥r >z
para todo r € R entdo claramente y é pequeno demais para ser yg. Por outro lado, se
w¥r > z para todo r > 0 e w¥r < x para todo r < 0 entéo y é grande demais para ser
0. Assim, para yy deve existir ry diferente de 0 com w¥r < zser < rg e w¥'r >z se
r > rg. A unicidade de yy ¢ rg é evidente; falta provar sua existéncia. Vamos mostrar a
existéncia construindo yq de forma indutiva. Podemos supor sem perda de generalidade
que z > 0 e que = {0,2;]|rg} onde z;, e g também sdo positivos e escritos desta
forma. Podemos supor por indugio que sabemos achar o maior termo da forma normal
para cada 7, e 2p. Se o ¥ de alguma opgo funciona para &, podemos dar a construgiio
por encerrada. Caso contririo os yy dos 7y, deverfio ser pequenos demais ¢ os yp dos
it deverfio ser grandes demais. Podemos assim chamar os yq para os 2y, de yr, 05 Yo
para os zg de yg ¢ considerar y = {yplyr}. Afirmamos que z = w¥. Isto ¢ facilmente
verificado por um argumento de simplicidade: as informagdes que temos dizem que as
opgoes de z ¢ de w¥ definem um mesmo intervalo.

Devemos agora generalizar o processo acima para definir os demais termos da forma
normal. Uma idéia seria achar o malor termo de z — w¥ry e chaméi-lo de w¥ir; e
continuar assim por indugio. Por esse processo achamos facilmente y; e r; para i um
niimero natural. Mas af encontramos uma dificuldade: a forma normal nao precisa
terminar em um nimeroe finito de passos e para encontrar g, e r, pelo processo acima
temos de definir w¥°ry ... +w¥r; +.. ., < w, uma soma infinita cujo significado ainda
nio foi definido. Mais geralmente para encontrar y, € 7, temos de definir w¥°rg 4-.. . +

whir;+,..0 < a,
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Podemos resolver csta dificuldade definindo simultaneamente por indugio os
primeiros « termos de forma normal de um ntmero z e o valor da forma normal
w¥rg + .. Fw¥r; 4 .1 < a. Observe que com isto ndo estamos definindo somas
infinitas e geral mas apenas o caso muito p:u'ticulnf das formas normats. Definimos
assim w¥rg + ... + w¥r; + .. .,i < @ como sendo o nimero mais simples que tém os
primeiros & termos da forma normal como acima. Tal némero pode ser construido
tomando como opgBes versdes truncadas e modificadas da forma normal acima, por-
tanto ja definidas por indugfio. Dizemos que o a-ésimo termo da forma normal de z &
w¥ry se para todo r < 7y temos w¥ry L dwlir bt wler <z e analogamente
para todo r > r, valer a desigualdade oposta.

Falta ver como o processo acima descrito termina. J4 observamos que nio devemos
esperar uma forma normal finita. Podemos ver entretanto que se & tem aniversdrio o o
forma normal de = terd no méximo a termos. De fato, j4 vimos que truncando a forma
normal de um niimero sempre obtemos outro nfimero mais simples. Se a forma normal
para z néo parasse até o termo de ordem o teriamos uma seqiiéncia de o + 1 ndmeros
ordenados por simplicidade, todos eles mais simples do que z. Tomando os aniversérios,
terfamos uma seqiiéneia crescente de ordinais menores do que o com mrais de o termos,
0 que é um absurdo.

J4 definimos portanto a forma normal; todo niimero tem uma forma normal e cada
forma normal corresponde a um niimero. Assim, alguns exemplos de niimeros sio w™,
whwdtwi .., w0 w“’ww+r, w2 w ™ bw T T L

H4 uma complicagfio entretanto para a qual devemos chamar a atenciio do leitor.
Quando escrevemos a forma normal de um niimero, os expoentes sio nimeros. Podemos
escrever novamente os expoentes na forma normal e prosseguir com este processo. L

facil mostrar que o aniversério dos expoentes é sempre menor ou igual ao aniversario do

namero original e que serd estritamente menor exceto talvez na situagio r = z’ + w? ou
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z = @' — w¥. Nesta situago, entretanto, nada garante que y seja mais simples do que
#. Podemos assim cair na situagio em que o processo de escrever formas normais nio
pararia. Podemos, por exemplo, ter z = w=; o leitor que conhega ordinais lembrard que
isto ocorre para muitos ordinais, que sio denotados por €,. Na sitnagio de mimeros
surreais, também denotaremos fais niimeros por €, onde ¥ é um nimero.

Séries

Séries sio das ferramentas de uso mais comum na anilise. Consideraremos mais
adiante as possibilidades e as dificuldades de criar uma andlise surreal. Vamos agora
definir a soma de uma série de surreais.

Considere uma expressio da forma 3, a, onde o indice assume valores naturais
& 0S @, sAo nlmeros surreais. Vamos escrever cada @, na sua forma normal como
ap = 3., Wry,. Podemos definir o valor de Y., 7., usando a definigdo usual de
soma de uma série de niimeros reais; chamemos este valor, se a série convergir, de s;.
Podemos definir o valor de ¥, a, como sendo 3, w®s; se cada s, estiver bem definido
ea éxpress:io acima for uma forma normal, isto ¢, o conjunto dos = que de fato aparecem
na expressio for bem ordenado quando lido de cima para baixo. Esta definiciio é ampla
demais, entretanto, pois com ela temos (w — 1) + (w? —w) + (W* ~w?) +--- = -1, ou
seja, uma soma de termos positivos dd uma resposta negativa. Para evitar este tipo de
comporta.rﬁento, exigimos que o conjunto dos x para os quais elgum r; , € diferente de
zero seja bem ordenado quando lido de cima para baixo.

Mesmo com esta restrigiio, esta definicio de soma de uma série tem muitas pro-
priedades indesejaveis. Antes de mais nada, esta defini¢iio tem muito pouco a ver com
a idéla classica de limite: a série 1 + -%_- + i- + -+ converge para 2 mas 2 — —i— & maior
que qualquer soma parcial e menor do que 2. Considere ainda as duas seguintes séries:

11

I+i+5+ e (3-D)+(2-5)+(3—25)+ - A primeira converge para 2 e a segunda

para 2 — % Isto significa que as somas parciais da primeira sfo sempre estritamente
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menores que as da segunda mas o valor da primeira série é estritamente maior que o valor
da segunda. Considere finalmente a seguinte série: (1~ 25)+ (3 — L)+ (2 — L) +--..
Esta série diverge apesar de ser facilmente sanduichada entre duas séries convergentes
COMm 4 friesma soma.

Depois destas obgervagﬁcs o leitor talvez esteja convencido de que esta definicio
de soma de uma série é imprestdvel. Este ndc é o caso. Se considerarmos uma série
de poténcias da forma 3, ¢, X" podemos nos perguntar para que valores de X a série
converge. E um teorema de demonstragio ndo muito dificil que se os a,, sio reais entfio a
série converge (absolutamente) para qualquer X infinitesimal e que quaisquer que sejam
08 a, a série converge (absolutamente) para qualquer X suficientemente pequeno.

Isto nos permite usar a série de Taylor para definir as fungfes cldssicas em grandes
regiGes. Podemos definir expz, cosz e senz para qualquer z finito, isto &, menor
em médulo que algum real. Podemos mostrar que estas fungdes vio satisfazer as
propriedades esperadas. Mais adiante consideraremos o problema de estender estas

definigGes para dominios maiores.
No é real-fechado, Noli] é algebricamente fechado

Um corpo ordenado é dito real-fechado quando todo elemento positive tem uma
raiz quadrada e todo polinémio de grau impar tem uma raiz. O exemplo mais evidente
de um tal corpo é R. E um teorema essencialmente devido a Gauss que se k é um corpo
rcal-fechado entdo k[i] é algebricamente fechado onde i2 = —1. Vamos esbogar uma
demonstragio de que No é real fechado.

Ji vimos que todo elemento positivo de No admite uma raiz quadrada. Falta
apenas portanto verificar que fodo polinémio de grau impar tem raiz. Seja n fmpar
¢ considere o polindmio X™ + a1 X" 4 ... + ;X + ag. Devemos provar que este
polindmio tem uma raiz. Podemos supor sem perda de generalidade que a,_; =0 ¢ que

max |a;| = 1. Isto é equivalente a dizer que a forma normal de cada «; comega com um
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termo com expoente de w menor ou igual a zero. Se r; é a parte real de a;, o polindmio
X" br, o X" 24, .. +r X +ry pode ser fatorado de forma dinica como um produto de
polinénios reais f;{X) onde cada f; é poténcia de um polindmio irredutivel e R e f;
e fjr ndo tém fatores comuns. Esta fatoracfio pode ser estendida analiticamente a uma
vizinha.nqa do polinémio X® + r,—2 X" % + ...+ r . X + rp 0 que implica pela série de
Taylor que existe uma fatoracfio correspondente para X™ +a,_s X" 2 +---+a9. Como
algum f; deve ter grau fmpar basta por indugio considerar o caso de termos um tnico
fi; mas como a soma. das raizes é zero, isto s6 pode acontecer para um polindmio de

grau 1. Isto conclui a demonstracéo.
Oz: Inteiros em No

Vamos agora definir uma classe de niimeros dentro de No que serd a classe dos
inteiros; vamos pensar qual seria a definigho razodvel mais ampla possivel. Certamente
que se & é um inteiro, néo deve haver outro inteiro entre z — 1 e z +1; em certo sentido,
esperamos que os inteiros sejam mais simples que os ndo inteiros. A partir destas duas
observagBes concluimos que devemos ter z = {x— 1|z +1} para qualquer inteiro; Oz serd
a classe dos mimeros satisfazendo esta propriedade. Usaremos a palavra ‘inteiro’ para
designar um elemento de Oz ou Z, dependendo do contexto para decidir se estamos
falando de um ou outro caso.

E facil ver que um nimero estd em Oz se e somente se sua forma normal nfo tiver
expoentes negativos e se sua parte real {correspondente ao expoente 0) for inteira. Isso
mostra que Oz é fechado pela soma e produto. Também é facil verificar que um n_l’lmero
estd em Oz se e somente se na sua expansio como sequéncia de sinais nfo aparecerem
sinais diferentes em posigbes consecutivas. Uma observagio trivial mas significativa é
que todo surreal » pode ser escrito como r = nw® onde n é um inteiro Apesar de ser facil

caracterizar ¢ descrever Oz, podemnos fazer virias perguntas dificcis sobre a dlgebra ¢
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aritmética de Oz. Aqui muita coisa estd em aberto assim deixaremos vérias perguntas
sem resposta.

Congruéncias funcionam em Oz da mesma forma como elas funcionam em Z.
Tauhém é ficil mostrar que a divisio com resto funciona como em Z, ou seja, da-
dos a e b, b > 0, existemn dnicos cc d com a = be+-d ¢ 0 < d < b. Poderimmnos pensar e
calenlar méximos divisores comuns com o algoritmo de Euclides mas isso nio precisa
terminar: tome por exemplo v2w e w. De fato, estes niimeros néo tém um maximo
divisor comum.

Um dos teoremas mais importantes sobre Z é o da fatoragio tinica de um inteiro
como um produto de primos. E facil ver que um teorema. andloge ndo pode valer para
Oz por uma razdo muito forte: existem seqiiéncias infinitas de inteiros @y, @y, ... onde
a; é um divisor de a; se ¢ > j. Assim, por exemplo, w pode ser infinitamente fatorado:
w=(whwi)= (W) w!=%) =217 2w) séio apenas alguns exemplos de fatoragdes de
w. Na verdade, muitos outros inteiros também podem ser assim infinitamente fatorados:
w-l=@wt-Dwt+ew+1=(wd- 1){(w? + wh +1) séio alguns exemplos. Uma
questao em aberto é‘saber s¢ existe algum niémero infinito que nfio seja infinttamente
fatordvel, ou, o que é equivalente, saber se existe algum primo infinito. A resposta é
provavelmente sim e um forte candidato é w+w? +wi +- - -+1. Quiro fato provavelmente
verdadeiro sobre Oz é o seguinte: se o inteiro n pode ser fatorado comon = pgen = rs
entéo cxistem inteiros a, b, ced com n = abed, p=ab, g =cd, r = ac e s = bd.

Um teorema de Lagrange diz que todo inteiro positivo (em Z) pode ser escrito como
uma soma de quatro quadrados. O resultado andlogo é falso em Oz. A parte finita de
uma soma de quadrados serd a soma dos quadrados das partes finitas. Assim, w — 1
n&o pode ser escrito como soma de quadrados pois isto significaria que também —1 é
uma soma de quadrados. O leitor pode pensar no que aconteceria com cubos no lugar

de quadrados.
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Uma Tentativa de Andlise em No

Até agora nosso estudo de No nada teve a ver com as técnicas usuais de estudar
R, o seja, no fizemos nada que pudesse ser chamado de andlise cm No.

O leitor pode pensar que a generalizacfio das idéias de limite, continuidade e
derivada seja simplesmente uma questio de traduzir as definigdes usuais, bastando
quantificar sobre surreais ao invés de reais e talvez sobre ordinais ao invés de natu-
rais. H4 entretanto um problema sério: No ndo é completo em nenhum sentido usado
na andlise habitual, Assim, por exemplo, a seguinte fungio € localmente constante sem

ser constante:
0, se z é menor do que algum real;
1, se z é maior do que qualquer real.

) ={

]
Este exemplo mostra que uma tentativa de andlise em No deve ser mais do que uma
simples transcrigio de definigdes. Para o caso de algum leitor estar pretendendo com-
pletar No, h4 problemas pelo menos téio sérios com esta idéia do que com a anterior. O
menor dos problemas é que o completamento de No é um objeto ilegal na maioria das
versdes da teoria dos conjuntos. Afinal, No j4 é grande demais para ser um conjunto;
seu completamento é grande demais para ser uma classe. Um problema mais sério é que
mesmo que modificdssemos nossa teoria dos conjuntos para permitir objetos maiores
nada conseguiriamos com isso: n#&o podemos ter um corpo ordenado maior do que R
completo em nenhum sentido cléssico da palavra. O completamento de No ndo seria
um corpo e se aumentissemos o completamento para ser um corpo ele deixaria de ser
completo. Alids, este processo de acrescentar niimeros nada mais seria do que continuar
o processo de construgio de No por um pouco mais de tempo.

Uma idéia radicalmente diferente seria a de tentar obter definigdes recursivas, como
as de soma e produto, para conceitos de andlise. Vamos agora descrever uma tentativa
de definir a integral por um tal processo. Antes de mais nada, devemos frisar que esta

tentativa-tem um sucesso muito relativo.
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Seja f uma fungfo e suponha que queremos calcular fa i f(t)dt. Como gqueremos
definir esta integral a partir de expressdes mais simples devemos ser capazes de dar
estimativas para a fungiio f. E aqui vem uma observagfio extremamente importante.
Uma fungfo para nds nao serd simplesmente uma maneira de associar um nfimero a
um ndmero: uma fungéo deve vir com uma definigio recursiva que dé as opcdes do
valor de f(z). Estamos portanto em certa medida distinguindo a fungo f(z) = {|} da
fungio g(z) = {{|0,2}|{0,2]}} apesar das duas sempre valerem zero: f é a “verdadeira”
fung¢ho constante igual a zero e g é uma construgio estranha que da sempre o valor zero.
Veremos que nossa definigio de integral funcionara para f mas nfo precisa funcionar

H

para fungdes “estranhas ” como g. Vamos portanto escrever f(z) = {fi(z)|fr(z)} e
usar estas opgdes como sendo fungies mais simples.

Voltemos agora a considerar a integral f: f(2)dt. Se by é uma opgdo & esquerda de
b, podemos supor definida f:" f(#)dt. Podemos ainda supor que sabemos integrar as
vérias fi em qualquer dominio. Podemos portanto calcular f be § (t)dt+ J;b:. Fr(2)dt; este
valor deve ser menor do que f: f(£)dt e pode portanto ser utilizado como uma opgiio 4
esquerda. Podemos obter mais opgdes & esquerda, entretanto, tomando by = bz < b; <
o+ <bo-y < by =be caleulando [}* f(£)dt + [} fr(t)dt+...+ [ fr(t)dt; observe
que os fz, nos varios pedacinhos nfio precisam ser ignais. Para facilitar a notagio, vamos
escrever a expressio acima como f:" FB)dt + p::. fr(t)dt onde o simbolo P denota a
soma de integrais em subintervalos como no exemplo acima.

J4 obtivemos assim a opgiio & esquerda f:"' ft)dt + p:L fr(t)dt. Outra opgio &
esquerda seria f:ﬂ fi)dt + PR fr(t)dt. Outras opgdes ignalmente dbvias mas talvez
inesperadas sdo f: B f(t)dt— :" fr(t)dt e f:L F(H)dt -—p;‘L fr(t)dt. Estas opgdes talvez
sejam inesperadas pelo uso de valores da fungdo fora do intervalo de integragao [a, §].
Sem estas opgdes entretanto a definicio nao funciona; talvez sirva como uma forma

de justificativa o fato de nossas fungées deverem ser definidas globalmente de qualquer
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forma. As opcdes A direita seriam: f:" F()dt + p:L fr(t)dt, f:R F(t)dt + DT fr(t)dt,
25 pe)de — Py fu(t)dt e f7, £(8)dt = D5, Fr(t)ds-

Como dissemos antes, esta definigio de integral nfio é boa em todos os casos: algu-
mas propriedades muito basicas da integral podem falhar. Esta definigdo funciona bem,
eniretanto, em alguns casos. Podemos usd-la, juntamente com a definigho que j& vimos
de 1/z para definir log(z) = f; +df. Esta defini¢do funciona bem, satisfaz log(1) = 0,
log(zy) = log(z) +log(y) e coincide com os valores anteriormente encontrados nos casos
em que sabiamos calcular o logaritmo por outros métodos.

O método que usamos para definir a integral pode em certa medida ser imitado
para encontrar a solugéio de uma equagéo diferencial. Assim como para a integral, este
método sé funciona e alguns casos especiais. Com ele podemos definir a exponencial
(ou seja, dar uma definigio por opgdes e néo apenas dizer que é o inverso do logaritmo)
e as funcdes trigonométricas. Nio vamos expor este processo aqui. Vejamos alguns
exemplos do comportamento destas fungdes: cos(2rn) = 1 se e somente se n € Oz,
cos(w) = 1, sen(w) = 0, exp(w) = w* e log(w) = "

Podemos definir z¥ a partir de exp e log mas é importante observar gue esta
definigdo néio Aé uma generalizagiio de w®: a fungdo w® tem sua inspira¢io nos ordi-
nais € nada tem a ver com a exponencial da andlise. Assim, por exemplo, w “ no sentido
de exponenciagiio ordinal  um nimero infinito mas exp (log(w})/w) é um nimero apenas

infinitesimalmente maior do que 1: sua forma normal comega com 1 + w15 g
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Capitulo 2

Nimeros

Nim

Comegaremos este capitulo estudando o jogo Nim, j4 descrito. Estamos seguindo
a convengdo de que um jogador perde quando nio pode jogar. Uma posigio no jogo de
Nim consiste em vérias fileiras, cada uma com um certo niimero de palitos. A maneira
como ¢ jogo funciona corresponde precisamente 4 soma de jogos; isto é, se as fileiras
tém valores x; entdo a posicio terd valor Sz

Vamos denotar o valor de uma fileira com n palitos por *n. Temos #0 = 0, 1 =
# = {0]0} e #+n = {«0,%1,...,%(n — 1)[ + 0,1,...,%(r — 1}}. Falta-nos assim saber o
valor de *n + *m.

Dados dois naturais n ¢ m vamos definir n 4+, m da seguinte forma: escrevendo
n= T2 em=Yip?, seia C = (A=B)U(B—A) entam = o2 A
operaghio n +; m também pode ser deserita como uma soma efetuada na base 2 segundo

o algoritmo usual sem fazer “vai um”. Temos assim a seguinte tabuada para +:
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+2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 0 3 2 5 4 7 6 9 8 11 10 13 12 15 14
2 2 3 0 1 6 7 4 5 10 1 8 9 14 15 12 13
3 3 2 1 0 7. 6 5 411 10 9 8 15 14 13 12
4 4 5 6 7 0 1 2 3 12 13 14 15 8 9 10 11
5 5 4 7 6 1 0 3 2 13 12 15 14 9 8 11 10
6 6 7 4 5 2 3 0 1 14 15 12 13 10 11 8 9
7 7 6 5 4 3 2 1 015 14 13 12 11 10 9 38
8 8 9 10 1@ 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7
9 9 8 11 10 13 12 15 14 1 0 3 2 5 4 7 6

10 10 11 8 9 14 15 12 13 2 3 0 1 6 7 4 5

11 11 10 9 8 15 14 13 12 3 2 1 0 7 6 5 4

12 12 13 14 15 8 9 10 11 4 5 6 7 0 1 2 3

13 13 12 15 14 9 8 11 10 5 4 7 6 1 0 3 2

14 14 15 12 13 10 11 8 9 6 7 4 5 2 3 0 1

15 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 O

Afirmamos que #n + ¥m = *(n +2 m). (Lembre que estamos identificando jogos
equivalentes.) Vejamos agora como este resultado nos ensina a ganhar no jogo nim.

Dada uma. posigio qualquer de nim, “somamos” o nimero de palitos em cada fileira
com a operacio +2. Se a resposta for 0, o préximo a jogar estd perdendo e serd forcado
a mudar esta resposta para um valor diferente de zero. Este dltimo fato é de verificacgo
imediata. Se a resposta for difcrente de 0, o préximo a jogar estd ganhande, devendo
mover para uma posicio onde este resultado é 0. Afirmamos que isto é possivel: isto é
o cerne da demonstraciio e é o que veremos a seguir dando inclusive um algoritmo para
determinar em que fileira jogar e como.

Verifique qual é o maior algarismo 1 da resposta (sempre na base 2) e procure uma
fileira tal que o algarismo correspondente seja 1, o que deve existir para que na “soma”
este algarismo seja 1. Vamos jogar nesta fileira: para ver quantos palitos devemos

deixar, “some” (com +;) o niimero de palitos em cada uma das outras. E evidente que
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esta jogada faria o novo resultado da “soma” ser igual a zero. Basta assim verificar que
esta jogada € possivel, ou seja, que o nitmero de palitos que devemos deixar é menor que
o mimero inicial; de fato, os algarismos mais altos (acima daquele que cra 1 na resposta)
permanecem inalterados mas o algarismo que era 1 na resposta e no niimero de palitos
na fileira foi modificado para 0, fazendo o niimero diminuir. Tudo isto nio apenas nos

ensina como ganhar no nim mas demonstra a afirmacio que fizemos acima.
Jogos Imparciais: Teoria

Diremos que um jogo é imparcial se todas as suas opgdes forem imparciais e o
conjunto de op¢des & esquerda for igual ao conjunto de opgdes 3 direita. Trivialmente, se
X éimparcial, X = —X e X+ X = 0. Ao invés de escrevermos X = {Y, Z,...|Y, Z,...}
escreveremos simplesmente X = {¥,Z,...}. Exemplos ébvios de jogos imparciais séo
=n, para o8 véarios valores de n. Observe que as opgdes de +n so os jogos *m para
m < n. Mas isto é uma defini¢iio recursiva que funciona bem nio sé para os naturais
mas para 05 ordinais: definimos *a como sendo o jogo (imparcial) que tém opgdes 3
esquerda e & direita *f para # < a. Veremos que todo jogo imparcial é igual a algum
+o para algum o, que os *a sio de fato distintos e como somar tais jogos.

Néo temos o = *f se & > 3 pois isto implicaria que *a + 8 = 0 tem opgio
*8 + *8 = 0, um absurdo. Suponha z = {*ag,*ai,...} e seja @ o menor ordinal que
néo aparece entre os @;. Afirmamos que r = *o. Para isso devemos mostrar que em
T+ *x quem comega perde. Suponha que quem comega joga em *a para alguma posicio
x4+ *f8, f < a; por hipdtese *§ deve ser uma opgao de z e portanto o préximo jogador
pode ganhar jogando para %3 + %8 = 0. Suponha que quem comeca joga em z para
+3, # < o; o préximo jogador responde jogando em *cr fazendo com que a posigio se
torne %8 4+ % = 0. Suponha finalmente que quem comega joga em z para %y, v > o; 0

préximo jogador faz seu movimento de *y 4- *a para *a + *a = 0. Isto demonstra que
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quem comega perde e que £ = *a; por indugdo, isso mostra que todo jogo imparcial é
igual a algum *o.

Finalmente, vejamos como calcular xa+#f. No caso de « ¢ ff serem naturais, jA vi-
mos que *a+*8 = *(a+2). Esta equagao também valerd, com a mesma demonstragdo,
para ordinais quaisquer bastando escrever cada ordinal em bindrio. Escrever um ordi-
nal em binario significa, naturalmente, escrevé-lo como uma soma (finita} de poténcias
distintas de 2 (poténcias no sentido de exponenciagio ordinal). Se a = )  w'n, e
B =3, ammawTm, entdo a +3 § = PIMOLLONE SR 2%

O que vimos acima de certa forma csgota a teoria de jogos imparciais. Mas quando
estudamos exemplos vemos que nem sempre é facil achar o valor de uma posiciio de
forma sistemditica. No préximo capitulo, vamos estudar alguns destes exemplos, ou
seja, vamos descrever um jogo imparcial e tentar determinar seu valor.

Apesar de tudo o que vimos, a versdo mais popular do jogo nim é aquela em que,
a0 contrario de nossa convencfio, quem tira o tiltimo palito perde. Também no préximo
capitulo vamos indicar a teoria completa desta versio do jogo nim e estudar o que

acontece em geral com jogos imparciais quando adotamos esta convengao.
¢
Nimeros

O que vamos descrever a seguir poderia ser considerado um exemplo de um jogo
iinparcial. Considere wn jogo de nim usnnl onde além das fileiras de palitos temos
carttes de dimensdes inteiras. Ao tirar um cartio de lados a e & o jogador escolhe
a <ael <be substitui o cartdo de lados a e b por trés cartdes: um de lados a e ¥/,
outro de lados @’ e b e um terceiro de lados a’ ¢ ¥'.

O leitor atento perceberd a semelhanga entre este jogo e a multiplicagio de niimeros.
Se denotarmos o valor de um cartfio de lados a ¢ b no jogo acima por *(a 2 b) = *a - +b

temos z-y = {z-¥ +z' -y —z'-y'}, o que corresponde exatamente & definigio de
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multiplicagfio para niimeros. Em outras palavras, a5 b é o menor natural que ndo € da

formaa-b +2a' 9btoa 2 b coma' <ael < b Temosa seguinte tabela de -5: .

*2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 00 0 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
2 0 2 3 1 8 10 11 9 12 14 15 13 4 6 T 5
3 6 3 1 2 12 15 13 14 4 7 5 6 8 11 9 10
4 0 4 812 6 2 14 10 11 15 3 7 13 ¢ 5 1
5 0 510 15 2 7 8 13 3 6 9 12 1 4 11 14
6 0 6 11 13 14 8 5 3 7 1 12 10 9 15 2 4
7 0 7 9 14 10 13 3 4 15 8 6 1 5 2 12 11
8 0 8 12 4 11 3 7 15 13 5 1 9 6 14 10 2
9 0 914 715 6 1 8 5 12 11 2 10 3 4 13
10 0 10 15 5 3 9 12 6 1 11 14 4 2 8 13 7
11 0 11 13 6 7 12 10 1 9 2 4 15 14 5 3 8
12 0 12 4 8 13 1 9 5 6 10 2 14 11 7 15 3
13 0 13 6 11 9 4 15 2 14 3 8 5 7 10 1 12
14 014 7 9 5 11 2 12 10 4 13 3 15 1 8 6
15 6 15 5 10 1 14 4 11 2 18 7 8 3 12 6 9

Mencionamos no eapitulo anterior que a multiplicacio nfo estd bem definida para
Jogos em geral. Mostraremos logo a seguir que a multiplicagio estd bem definida para
Jjogos imparciais. A semelhanga com os mimeros, mais a ligagio com o jogo nim, nos
leva a chamar os jogos imparciais de nimeros. No fundo, nimeros siio apenas nimeros
ordinais equipados com outras operages de soma e produto (+9 e -2). Vamos denotar

a classe dos nimeros por INoy; estudaremos a seguir suas propriedades algébricas.
O Corpo No,

Vamos dar um esbogo de como farfamos para demonstrar as propriedades dese-
jadas da multiplicacio de nfmeros. Como o leitor provavelmente j4 imagina, todas as
demonstragGes so por indugio. Nesta secio todas as varidveis denotarfio nimeros, salvo

mengdo explicita em contririo.
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Os seguintes fatos sdo triviais: 0.2 =2-0=10,1-2 =z-l=z,z-y=y-5
z-(y-2) =(z-y)-2 O fato do produto de dois nimeros ser um nimero também é
imediato por indugo. Para ver que o produto de nimeros esta bem definido observe que,
sex % 2' ey # y' sio nimeros escritos na “forma padrao” entio ry+azy' +z'y+z'y’ # 0,
bastando verificar a definigio de £y onde xp é 0 “méximo” dex e x| isto é, aquele
com maior aniversdrio, ¢ analogamente para yp. Isto mostra que a resposta obtida
para zy com a “forma padréo” de z e de y é a mesma resposta que obtemos com outra
forma para z ou y: de fato, pelo que vimos sobre simplicidade, todas as opcdes de zy
padriio aparecem nas outras formas de zy mas dentre as opgdes que aparecem em outras
formas nunca estd o préprio zy padrdo. A distributividade também é demonstrada por
indugfio sem maiores dificuldades

Para demonstrar que Noy é um Corpo de caracteristica 2 falta apenas mostrar que
todo elemento nao milo tem um inverso multiplicativo; em outras palavras, falta definir
1/z. O leitor deve lembrar que tinhamos uma definicéo recursiva muito satisfatéria
de 1/z para nimeros. Esta mesma defini¢io funciona para nimeros, ¢ a demonstragio

deste fato & facil {por indugio) e é deixada a cargo do incansével leitor.
Algebra em Nog

Vamos agora descrever a estrutura algébrica de Nog omitindo algumas demon-
stragdes (faceis, por indugfio). Tanto a definigao de soma quanto a de produto quanto a
de inverso multiplicativo dizem que a resposta de qualquer uma destas operagoes & sem-
pre a mais simples possivel que néio esteja errada por uma razdo simples; as definigbes
dizem justamente o que ¢ uma razdo simples.

J4 vimos como funciona a soma. Um segmento inicial de nimeros de tamanho
@ ¢ fechado pela soma se ¢ somente se & uma poténcia de 2. Neste caso temos
*a + *8 = *(a + ) (aqui estamos falando da soma usual de ntimeros) para todo § < a

e xo + % =0,
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Ndo serd possivel dar uma descrigio tdo simples da multiplicagio. Dado o que
vimos no pardgrafo anterior e a distributividade temos apenas de nos preocupar com
produtos *q - *3 onde o e B sio poténcias de 2.

Seja portanto & uma poténcia de 2. Se o conjunto dos nimeros de aniversdrio
menor do que @ néo for fechado pela multiplicagio, isto é, nfio for um anel, *a serd o
valor do produto mais simples que nao est neste conjunto. Se o conjunto dos nfmeros
de aniversirio menor do que « for fechado pela multiplicacio mas nio for fechado
por inversos multiplicativos, isto é, for um anel mas nfo um corpo, entdo *a serd o
inverso do elemento mais simples diferente de 0 que n#o tem inverso neste conjunto, Se
este conjunto for fechado pela multiplicagio e inversio mas existirem polindmios nio
constantes com coeficientes neste conjunto mas sem raizes neste conjunto, isto &, se este
conjunto for um corpo nio algebricamente fechado entéio *e é uma raiz do polinémio
mais simples sem raiz neste conjunto. Esta dltima frase merece uma explicagio: diremos
que um polinémio ¢ mais simples que outro se tiver grau menor ou, tendo mesmo grau,
tiver os cocficientes mais simples, onde os cocficientes de grau mais alto sfio aqueles
que pesam mais. Finalmente, se o conjunto dos nimeros de aniversério menor do que «
for um corpo algebricamente fechado, isto ¢, for fechado pela multiplicagio, inversio e
todo polindémio tiver raiz, entdo +« sé podera ser um elemento transcendente sobre este
corpo.

Vamos estudar os primeiros nimeros. (Omitiremos os * para facilitar a nota.qz'io.)
E claro que o conjunto dos 2 primeiros nimeros é o corpo F,. (Chamaremos o corpo
finito de ¢ elementos de Fy.) Quem serd o nimero 2? Pelo que vimos acima, serd raiz
do polindmio mais simples possivel que ndo tem raiz em Fy. E facil verificar que este
polindmio é X? + X + 1; de fato, 2 é uma raiz deste polinémio pois 22 = 3. Assim, o
conjunte dos quatro primeiros nimeros é Fy. O nimero 4 serd umaraizde X2+ X +2e

. . . ’ ’ . " . -
o conjunto dos 16 primeiros nimeros serd Fy5. Em geral, o eonjunto dos 22° primeiros
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nimeros é o corpo finito de mesma ordem e o nimero 22" ¢ raiz de:X? 4+ X 4 202" 71,
Mais geralmente, o produto de um nimero da forma 22" por um nimero mais simples
coincide com o produto correspondente de nimeros e o quadrado de 22" no sentido de
multiplicagio de nimeros é %22". Vemos assim que o conjunto dos « primeiros nimeros
& a reunifio dos corpos da forma Fun; este é o menor corpo quadraticamente fechado
(i.e., onde todo polinémio de grau 2 tem raiz) contendo F. Chamemos este corpo de
Fyzee

Podemos naturalmente prosseguir com os nimeros infinitos. O nfmero w seré raiz
do polinémio mais simples que ndo tem raiz entre os nimeros “finitos”; & facil verificar
que cste polindémio ¢ X* + 2, ou seja, w* = 2, exponenciagho de nimeros. O conjunto
dos nimeros anteriores a w® (agora exponenciago ordinal) é um corpo que podemos
chamar de Fg2ws; w® é raiz de X +w, ou seja, W = w, onde a exponenciagio dentro do
parentesis é a cxponenciagio ordinal e a outra ¢ exponenciagio de nimeros. Prosseguindo
assim, o conjunto dos w* primeiros nimeros é um corpo naturalmente chamado de
Fy20030 . Analogamente, o conjunto dos wv primeiros nimeros serd o corpo Fjaeeaeesee
e assim por diante resolvendo um primo de cada vez. Assim, o conjunto dos w*”
primeiros nimeros é um corpo algebricamente fechado e w*’ é um transcendente.

Uma dificuldade que ignoramos a partir de um certo ponto foi a de determinar o
polindmio mais simples sem raiz. Isto pode ser feito sem grande dificuldade até w.
Todo o processo torna-se muito mais dificil a partir deste ponto; nao sabemos sequer o
valor do préximo transcendente.

Uma observagiio importante para a qual até agora nfio chamamos a atengio ¢ a de
que a fungio f(z) = z* é um automorfismo do Corpo dos nimeros pelo simples fato

deste Corpo ser de caracteristica 2.

Teoria dos Nimeros ou Aritmética em No,
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Vamos agora olhar mais de perto para a aritmética dos nimeros, especialmente
dos nimeros finitos, Em outras palavras, examinaremos a relagfio entre as operagdes
cldssicas e as operagdes de nimeros. Niio seremos sistemdticos mas atacaremos virias
perguntas em virias ciregbes. Nesta secfio deixaremos muitas perguntas em aberto;
muitas delas estdo realmente em aberto e podem nio ter uma resposta simples.

Um tépico natural para perguntas é a multiplicagio de nimeros, ou seja, a operacio
2. Como 3 é distributiva com relagfio a +; para entender -» basta em certo sentido
entender como ela funciona para poténcias de 2, Vamos descrever uma tabuada dos
produtos de poténcias de 2 até uma poténcia de dois com expoente poténcia de 2, ou
seja, vamos descrever a matriz quadrada A de tamanho 2 x 2® com aj; = 20,920 Ag
afirmagdes que faremos sdo facilmente demonstraveis por inducio.

A matriz A é supersimétrica, onde dizemos que uma matriz 2" x 27 ¢ supersimétrica,
se A é simétrica e cada um dos quatro blocos 27! x 271 § supersimétrico. Isto é uma
defini¢fo recursiva que diz que os blocos obtidos dividindo-se cada bloco sucessivamente
em quatro blocos silo todos simétricos. Além disso, a matriz A tem a seguinte pro-
priedade: sec k < 2" ent@o agn-1gn-14p = @gn-1_1 4 +2 agn-1 ;. Esta equagio diz que
para obter a primeira linha do 1iltimo bloco de uma matriz devemos somar (com 43} a
ultima linha do primeiro bloco com a primeira linha do bloco intermedidrio. Comeo esta
propriedade também vale para os blocos menores podemos escrever, onde k < 2™ 1 gie
7 sdo miltiplos de 2™, Qipam-1 jpogm-tpk = Gigom-1_y jpptaipam—1 jyk- E fAcil ver que
estas propriedades, mais o fate da primeira linha da matriz ser conhecida determinam
toda a matriz,

Perguntas relacionando as operagdes dois tipos tendem a ser dificeis. Por exemplo,
quando é que o produto de dois nimeros é par? Ou, mais simplesmente, quando é que
o quadrado de um nimero é par? A partir das observacoes feitas anteriormente basta

considerar esta pergunta para poténcias de 2 e neste caso podemos montar a matriz
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acima para verificar a paridade de cada produto. Podemos tirar algumas conclusées mais
ou menos faceis a partir desta matriz de zeros e uns mas nenhuma resposta completa
e satisfatéria (no sentido de ser mais simples que a pergunta original} é conhecida.
Deixamos ao leitor o problema de investigar esta pergunta com a adverténcia de que
talvez uma resposta “simples” seja impossivel.

Também podemos nos perguntar como funcionam as poténcias para a multiplicagio

.. Segue de propriedades simples de corpos finitos que s¢ a < 92" entio a¥ =

a, onde esta tltima exponenciagiio é relativa 2 2. A funciio que leva a em azz“—1 é

um automorfismo de ordem 2 deste corpo finito. N#o é dificil ver a partir daf e das
t

observages de simplicidade da segfio anterior que vale o seguinte curioso tecorema: se

a & da forma 22" entdo a¢® = a-+ 1. Assim, por exemplo, 41 = 5 e 16'® = 17. Poderd

o leitor enunciar um resultado andlogo para a® se e = 27" e b = 22"7'7 (Dica: vocd

pode facilmente encontrar todos os algarismos na base 2 menos o 1ltimo, e decidir se

este dltimo & 0 ou 1 pode ser muito dificil.)
Cédigos e No;-Espacos Vetoriais

Vamos concluir este capitulo descrevendo uma situagio em gue nimeros aparecem
de forma talvez inesperada.

Considere a seguinte situagfio: queremos formar um conjunto de seqiiéncias de
tamanho N de 0 ¢ 1 mas quercinos cvitar seqiiéncias muito préximas. Mais pre-
cisamente, queremos que duas seqiiéncias sejam diferentes sempre em pelo menos M
posicdes. Considere agora a seguinte maneira de formar um tal conjunte: Percorra a
lista de todas as seqiiéncias em ordem lexicogrifica. Ao encontrar cada nova seqliéncia
considere a seguinte pergunta: serd que eu posso a;crescentar esta seqiiéncia ao meu
conjunto sem violar a condigao de que ndo podem haver seqiiéncias muito préximas? Se

for possivel, acrescentamos a seqiiéncia; caso contrario, ndo. Seja qual for a resposta,
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passamos para a préxima seqiiéncia e repetimos o processo. Ao terminar, teremos o
conjunto desejado.

Para N =4 e M = 2, obtemos o scguinte conjunto:
{0000, 0011, 0101,0110, 1001, 1010, 1100, 1111}.
Para N =5 e M = 3, obtemos o seguinte conjunto:
{00000,00111,11001, 11110}.

O leitor pode tentar verificar o que acontece para N = 24 e M = 8. Nem sempre este
conjunto acomodard o maior niimero possivel de pontos. E um teorema, entretanto,
que o conjunto obtido desta forma é um espaco vetorial sobre o corpo de dois elementos
0 e 1. A demonstragiio é feita por indugio: os elementos aparecem em wuma ordem
que respeita esta estrutura de espago vetorial. Em outras palavras, se definirmos uma
funciio que leva os primeiros naturais nos elementos do conjunto segundo a ordem em
que aparecem esta funcfo serd um isomorfismo de espagos vetoriais onde a soma nos
naturais é -4,

O que ocorrerd se permitirmos outros termos na seqiiéncia além de 0 e 1?7 Se
considerarmos, por exemplo, uma seqiiéncia formada de 0, 1 e 2, nada comparavelmente
simples acontecerd. Por exemplo, para N =6e M = 3 o conjunto terd 24 elementos,
que néo pode ser a ordem de nenhum espago vetorial. Se fizermos N = 8 e M =3
0 conjunto terd 198 elementos. Se considerarmos seqiiéncias de algarismos de 0 a 7 e
fizermos N = 5 ¢ M = 3, o conjunto terd 256 elementos, mas 256 nio é uma poténcia de
8. Entretanto, se permitirmos a um termo da seqiiéncia assumir qualquer valor natural,
ou um valor natural menor do que 22° | ou até qualquer valor ordinal, nosso conjunto sers
um espago vetorial sobre o corpo de nimeros cotrespondentes! Isto, é claro, caracteriza

a wmltiplicacio de nimeros.
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Para concluir, observe que nos dois capitulos anteriores mostramos processos para
construir dois Corpos: um ordenado, de caracteristica zero e outro de caracteristica
2. Seria interessante ter um processc andlogo para construir, digamos, um Corpo de
caracteristica 3. Nenhum tal processo é conhecido e, embora néo seja proibido ter
esperangas, o que vimos acima ¢ uma razio para levar a crer que nfio cexista uma
construgfio andloga. E claro, por outro lado, que podemos dar uma estrutura de corpo
de caracteristica 3 a On e fazer as regras de simplicidade valerem por definigio. Isto
nao é tao interessante, entretanto, por ndo ser tio simples nem tdo natural quanto o que
fizemos no caso dos nimeros e niic devemos esperar que uma estrutura imposta assim
quase & forga apareca naturalmente em alguma outra situagfo. Assim, esta permanece

mais uma questio em aberto, talvez sem resposta possivel.
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Capitulo 3
Mais Jogos

Introdugao

Este dltimo eapitulo niio tem a relativa unidade de assunto dos anteriores. Haveria
até uma divisao natural em duas partes. Em uma delas, estudamos um pouco mais a
classe dos ONAG-jogos sob um ponto de vista que poderia ser chamado de puramente
tedrico; a outra parie poderia ser chamada de “matemdtica aplicada” ao estudo de jogos
(no sentido mais informal da palavra) ou poderia alternativamente ser chamada de uma
lista de exemplos. Dentro desta segunda parte, veremos varios exemplos de jogos que
se encaixam perfeitamente na teoria, alguns que se encaixam mal na teoria, e alguns

que néo se encaixam na teoria de forma alguma,
Alguns Outros Jogos

Nos capitulos anteriores estudamos duas grandes classes de ONAG-jogos: os
néimeros e os nimeros. O estudo destas duas classes estd muito longe de ser um es-’
tudo da classe de todos os jogos. Nesta segfio, tentaremos dar uma vaga idéia do grau
de complexidade que tem a classe dos Jjogos.

A coisa mais simples que podemos fazer depois de ter construido nimeros e nimeros
¢ mistwrd-los: podemos formar jogos da forma = + *e. Como funcionard a desigualdade
para estes jogos? Afirmamos que z 4+ %o > 0 sse 7 > 0, z+*a <Ossecx <0,z + a0
sser=0ea#0ez++ra=0ssez=0ea=0. A tnica afirmatjva néo trivial é que
se v > 0 entdio z 4 *a > 0; para isso consideremos o Jogo = + *a ¢ devemos mostrar que
esquerda ganha. Se esquerda comega, joga para z e ganha ji que z > 0 por hipétese. Se
direita comega jogando para x, esquerda ganha pelo mesmo motivo; se comega jogando
x +#B, B # 0, esquerda responde jogando para r ¢ ganha; se, finalmente, comega

jogando para zp + *e esquerda responde jogando para #p ¢ ganla, query >z >0.
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Dois exemplos muito simples de jogos que ndo sio soma de nimero com nfmero
sio 7= {0]*} e 1= — 1= {#/0}. E de verificagio imediata que > 0. O scguinte fato,
entretanto, talvez surpreenda o leitor: se z > 0 é um mimero, entdo 0 <1< z. Em geral,
diremos que um jogo é pequeno quando ele tiver esta propriedade. Isto significa, por
exemplo, que (0 <1< 1/w; onde w; é o menor ordinal néo enumerével. Para demonstrar
este fato, considere z+ | e devemos mostrar que esquerda ganha. De fato, esquerda
pode comegar jogando z + *; como vimos acima, r + * > 0, e isto garante a vitéria de
esquerda. Se direita comegar jogando z +0 = = > 0, j& garantiu a vitdria de esquerda;
por outro lado, se comegar jogando xp+ J,. reduziu o problema a um caso mais simples
e por indugio podemos afirmar que zp+ |> 0, ou seja, que esquerda ganha. Outra
desigualdade talvez surpreendente: T + # ||0. De fato, se esquerda comegar, ganha
facilmente jogando para T -0 =1> 0; mas direita comegando também pode ganhar
jogando * -+ % = 0. Finalmente, uma igualdade curiosa que o leitor podera facilmente
verificar: T + T 4+ = {0] 1}. Esta igualdade pode surpreender porque o lado esquerdo
pareceria ser em algum sentido um pouco maior que T (j4 que somamos um f, que é
positivo, e um *, que é igual a menos ele mesmo e portanto ndo deve aumentar ou
dimimir muita coisa) enquanto o lado direito pareceria ser um pouco menor (74 que em
algum sentido deve estar entre 0 e 1); a igualdade mostra que este tipo de raciocinio
nfio pode ser usado indiscriminadamente para jogos.

Este exemplo mostra que nem tudo é tdo simples com jogos quanto com ndmeros
ou nimeros. Darernos agora alguns exemplos avulsos para mostrar algumas das muitas
coisas que podem acontecer com jogos. Se a é um ordinal, +o = {0|{0| — @}} é um
jogo pequeno, isto é, 0 < +, < = para todo nimero z. Observe que +¢ =T1; é fdcil
mostrar que se § < o entfio +4 < +g e que dado um jogo qualquer z, z > 0, existe «
com 0 < +4 < z. Um exemplo simples de um jogo que nfio é um nimero ou nimero &

41 = {1| —1}; é facil ver que —{+1) = £1 e que, se z é um nimero, z < *lsex < —1,
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zltlse-1<z<lexz>%lsex>1 Outro jogo interessante é co = {R|{R|R}},
onde os R indicam que naquela posicio entram todos os nfimeros reais; é ficil provar
que, se £ é um mimero, £ < o se £ & menor que algum real e = > oo caso contrério.
Depois de éxemplos de jogos, alguns exemplos de fatos sobre jogos. Vimos que
existemn jogos pequenos, mas é ficil ver que n3o existem jogos “grandes”. Mais i)recisa.—
mente, para todo jogo z, existe um ordinal o com —a < z < @; de fato, basta tomar
a maior do que o aniversdrio de z. Vimos que existem vérios jogos z com z +z = 0.
Podemos obter 2 com 2+ 2 £ 0 e z+2 4 z+2 = 0: por exemplo, z = {1] % —1) satisfaz
z+ z = *. Mais geralmente, para qualquer z, podemos obter w com w + w = z: basta
tomar w = {a|z—«} para o um ordinal suficientemente grande. Isto significa que temos
jogos com ordem igual a quaIt".luer poténcia de 2. Agora, uma pergunta: existird algum
jogo com ordem finita que nfio seja uma poténcia de 2?7 Em particular, existe z % 0

comz+z-z=07
Exemplos de Jogos Imparciais

No capitulo anterior vimos uma teoria muito completa de jogos impareisis. Vamos
agora ver alguns exemplos. Vale advertir desde o inicio que estes exemplos podem ser
multiplicados ao infinito e que nossa escolha aqui é portanto necessariamente sub jetiva,
limitada e incompleta. O problema em cada exemplo é achar o valor de uma posicio
geral. Em alguns exemplos daremos a resposta, sem demonstragio ou com apenas
um esbogo de demonstragio. Em outro§ casos daremos uma resposta incompleta ou
nenhuma resposta: em alguns casos a resposta é conhecida, em outros nio. O leitor &
convidado a investigar estes exemplos. Os exemplos sio dados de uma forma mais ou
menos informal, de uma forma como poderiam realmente ser jogados por humanos. E
claro que isso significa que algumas vezes o mesmo exemplo aparece mais de uma vez

com “roupagens” diferentes.
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A fonte mais dbvin de exemplos é introduzir variagGes nas regras do nim. Podemos,
por exemplo, impor restrigdes sobre o nimero de palito a ser retirado: podemos exigir,
por exemplo, que ele seja menor do que N, ou que seja impar, ou que seja primo. Estas
variactes sio de andlise relativamente fécil, bastando determinar o valor de uma pilha
de n palitos segundo as novas regras. Variagdes muito mais sofisticadas vém de permitir
jogadas que afetemn mais de uma pilha de palitos. Algumas idéias seriam permitir tirar
palitos de uma ou duas fileiras (mas néo de trés ou mais), permitir tirar palitos de duas
fileiras sob a condigfio de tirar o mesmo niéimero de palitos de cada uma ou permitir,
além de tirar palitos, “rebaixar” palitos de uma fileira para outra “abaixo” dela. Uma
outra variagio & aquela em que linhas s8o “quebradas” em linhas menores: uma VEISA0
interessante é aquela em que ndo se tira nunca um palito, mas a cada jogada um jogador
deve quebrar uma fileira em duas fileiras de tamanhos diferentes.

Outra fonte de exemplos é a de levar uma peca em um tabuleiro “para casa” (a
pega chegando a uma certa posi¢io nfio pode mais mover ¢ o tltimo a jogar ganha)., Um
exemplo simples mas ji interessante é o da dama de xadrex em um tabuleiro quadric-
ulado com um canto, onde a dama sempre deve aproximar-se do canto. O problema ¢
achar o valor da casa na linha 7 e coluna j: sabemos que esta casa vale 0 se ¢ somente se
existir um natural n com i = [nd] ¢ j = [n¢?] oui = [n¢?] e § = [n¢], onde ¢ = k"—?ﬁ
(Bem entendido, a casa no canto deve ser a casa i =j = 0.)

Uma terceira fonte de exemplos é considerar uma configuragio (por exemplo, um
tabuleiro com pedras) que simplifica a cada jogada. Como sempre, o dltimo a jogar
ganha. Podemos, por exemplo, tomar como tabuleiro uma fileira de casas (talver nu-
meradas de 0 em diante} com algumas pedras; duas pedras nunca podem ocupar a
mesma casa. A cada jogada, o jogador empurra uma pedra para baixo, quantas casas

ele quiser mas sem ultrapassar outras pedras. O jogo que acabamos de descrever é
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equivalente a nim de uma maneira muito simples: deixamos ao leitor a tarefa de de-
scobrir exatamente como. Uma variagio deste jogo de anslise mais dificil & aquela em
que as pedras podem se ultrapassar livremente (mas permanecendo a restrigio de que
duas pedras nio podem ocupar a mesma casa). Um exemplo diferente jogado no mesmo
tabuleiro é o “boliche”: a cada jogada um jogador retira uma peca ou duas pecas em
casas vizinhas (derruba com uma bolada um pino ou dois piros vizinhos).

Uma quarta fonte de exemplos é aquela em que, a cada jogada, alguma coisa estd
sendo destruida. Podemos, por exemplo, desenhar (em um quadro negro) algumas
arvores (formadas por segmentos de reta de tamanho 1); a cada jogada, um jogador
corta um galho (isto é, apaga um segmento} com isso naturalmente destruindo tudo o
que estava sendo segurado por aquele galho (isto ¢, tudo aquilo que passa a nio mais
estar conectado ao “chio” depois de eliminado o galho). Ganha quem acabar de destruir
a ultima arvore. O leitor estd convidado a determinar o valor de uma drvore, Este jogo
se torna mais dificil se no desenho original houverem outro seres além de érvores, isto

¢, se alguma coisa puder estar ligada ao chio de mais de uma forma.
Nim: A Versao Misére

A versiio mais popular do jogo Nim na verdade é aquela em que quern tira o iltimo
palito perde. Mais geralmente, podemos inverter as nogdes de vitéria e derrota para
qualquer jogo imparcial, ou até para qualquer jogo. Esta versdo “invertida” de um jogo
¢ chamada, a versiao misére.

Existe uma estratégia muito simples para ganhar a versio misére do jogo nim.
Basta jogar como na outra versio do jogo ezceto quando a jogada deixar apenas fileiras
com um palito cada uma; neste caso, deixe uma tal fileira a mais ou a menos que 0 que
deixaria no jogo normal. O leitor ndo terd dificuldade em verificar que esta estratégia

de fato funciona.
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Isto talvez leve o leitor a pensar que n teoria mistre dos jogos imparciais serd
apenas uma pequena modificagfio da teoria normal. Isto néo é verdade: a teoria misére
é muito mais complicada. Uma razdo para isto é que a equivaléncia de jogos que
usamos em toda a teoria de niimeros ou nimeros néo serve para uma teoria da versdo
misére: na teoria normal {0} e {0, {0}} sfo equivalentes mas na versio misere do jogo
1o primeiro quem comegar perde e no segundo quem comecar ganha. Uma relagio de
equivaléncia apropriada para esta teoria deveria identificar apenas jogos com 0O mMesmo
resultado e ser compativel com a soma (sem a qual nfo hd muita teoria). Uma tal
relagao de equivaléncia identificaria muito menos jogos do que aquela da teoria normal;
isto significa que existem “mais” jogos diferentes na versao misére e que uma teoria para
estes jogos deve ser correspondentemente mais complicada.

O Anjo

Concluiremos este capitulo apresentando o que nos parece ser uma das questdes
em aberto maijs interessantes da drea. O jogo do anjo e do demdnio é jogado em um
tabuleiro quadriculado de tamanho qualquer. Um jogador move uma pega (o anjo) no
tabuleiro de acordo com certas regras. O outro jogador (o demdnio) na sua jogada
ocupa definitivamente qualquer casa do tabuleiro {exceto aquela o que estd o anjo)
tornando-a para sempre inutilizivel para o anjo. O anjo ganha se conseguir sair pelo
bordo do tabuleiro e escapar. O deménio ganha se conseguir cercar o anjo e impedi-lo
de jogar.

Este jogo tem uma versio para cada regra de movimento do anjo. Se o anjo for
uma pega que corre distincias arbitrariamente grandes em uma jogada, como uma, torre
ou uma dama de xadrez, o anjo ganhard trivialmente. O lecitor pode cstudar o que
ocorre se o anjo for um rei de xadrez: se o tabuleiro for suficientemente pequeno, ganha
o anjo-rel, caso contrario, ganha o deménio. (O tamanho limite para o lado de um

tabuleiro quadrado é 32.)
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Para outras versées do anjo, o problema é mais dificil. Se o anjo puder saltar
qualquer distincia menor do que N, para N maior ou igual a 2, pareceria que o anjo
ganha para qualquer tamanho de tabuleiro. Isto, entretanto, é o problema ¢m aberto
que mencionamos pois ninguém sabe provar que o anjo de ordem N possa escapar em
um tabuleiro muito grande jogando contra um deménio esperto, Se o anjo puder andar
apenas em um certo dngulo menor do que 180°, ou seja, se ele for forgado a avangar
em uma certa diregio, entiio o anjo perde em um tabuleiro suficientemente grande. Na
verdade, a pergunta talvez mais dificil é saber o que acontece com um anjo que se mova

como um cavalo de xadrez.
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