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Prefiacio

Ao longo dos anos em decorréncia dos trabalhos de Ité, Kunita, Watanabe, Mal-
livan, da escola francesa de Meyer e muitos outros a teoria de cilculo estocistico
consolidou-se sendo hoje um ramos de pesquisa com caracteristicas préprias. Estas
notas surgiram do interesse dos autores em estudar essa teoria com vistas 3s suas dife-
rentes aplicacdes. Nossa intengdo € que este trabalho seja um ponto de partida para a

producio de texto mais elaborade e definitivo.
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1. Elementos de Teoria de Probabilidade e
Processos Estocasticos.

Neste capitulo apresentaremos alguns elementos bésicos de teoria de probabilidade
e processos estocdsticos necessdrios ao desenvolvimento dos capitulos posteriores. O
material apresentado é padrio e um estudo mais completo pode ser obtido, por exemplo
através dos livros de Billingsley B], Shiryayev [8], Doob |D] e Gihman e Skorohod [G-S}.

Nosso ponto de partida ser4 a definigio axiomdtica de probabilidade de Kolmogo-
rov. Recordaremos alguns resultados de teoria de medida, mas assumimos que o leitor
possui, como pré-requisito nogio desta teoria ao nivel dos livros de Halmos (H] ou Roy-
den RI.

1. Conceitos Bzi_sicds de Teoria de Probabilidade.
1.1 Espagos de probabilidade.

Um espago de probabilidade é uma tripla ordenada (f1, 7, P) onde

i') 2 é um conjunto arbitririo nao vazio;
ii) F é uma o-algebra de subconjuntos de {J;
ifi) P ¢ uma medida de probabilidade.

Na linguagem probabilistica os pontos w € {2 representam os resultados possiveis
de um experimento aleatério, os subconjuntos A € ¥ sao chamados eventos e a proba-

bilidade P é uma aplicagao que atribui graus de incerteza aos eventos de 7.




Um espago de probabilidade (Q, 7, P} é o objeto primério da teoria.de probabili-
dade. Assim sendo, faremos precisos os conceitos envolvidos em sua definigao.
Seja 1 um conjunto nao vazio. Uma colegao de subconjuntos de §1 é chamada

uma 4lgebra se satisfaz as seguintes propriedades:
i) Qed;
| ii) Se A € Al, entﬁo Ae A |
ilf) Se Ay,...,A. € A, entdo Uf_; Ax € F.

Uma g-dlgebra 7 de 1 é uma dlgebra de subconjuntos de w que satisfaz:

iv_) Se Ar, Az,... é uma sequéncia em ¥, entdo 32, 4, € ¥.

O par (2, F) é chamado em espago mensurével.

Proposicdo 1.1: Seja £ uma colegio arbitriria de subconjuntos de 1. En-
tdo. sernpre existe uma minima é&lgebra (o-dlgebra) que ‘contém &, chamada

élgebra (g-dlgebra) gerada por £ e denotada por A{€)(a(€}).

Dem: exercicio

Quando {1 é um espago topolégico e £ a classe de todos os conjuntos abertos
de N,a(f) é chamada o-dlgebra de Borel le seus elementos, dé conjuntos Borelianos
denoctados por B(R). o '

Uma fungéo de conjuntos u, definida numa é_lg:epra 4 de subconjuntos de {1 com
valores em [0,00] (¢ : 4 — [0,00]) é chamada uma pré-medida finitamente aditiva na

dlgebra A se

u(AUB) = p(4) + w(B) |



para tode par de conjuntos disjuntos A, B, € A. p é dita ser s-aditiva etnn 4 se para toda

sequéncia A, Az ... de elementos mutuamente disjuntos em 4, tal que [J32, A, € 4

p(u,A) = i}u(fln)-

g é chamada finita se (f}) < oo e o-finita se existe vma sequéncia Ay, Ag,..., em
AUP An = 0 e u(A,} < oo para todo n. E F4cil ver que u#(¢) =0, P(A) < P(B) se

AC BeP(AUB) < P(A)+ P(B)para A,B¢ A

A verificacdo direta da o-aditividade de uma pré-medida finitamenie aditiva em
uma dlgebra A em geral ndo é simples. A préxima proposigao nos fornece um critério

atil para este fim.

Proposicdo 1.2: Seja g uma pré-medida finitamente aditiva numa dlgebra 4, com
#{f1) < 0. Entio p é o-aditiva se e somente se ela é continua superiormente no
vazio, isto é, para toda sequéncia A;A4s,... em A, A, D Anpi{4n N N An =g e
Jim p(An) =0

Dem: Seja u o-aditiva e A, \, ), An = ¢. Defina 4y = 1. Claro A% C AZ,,(A% ) e
AL U 4g-




) =V 45) = #(Un(45\45).
= 2. w4\ )
= Tii (u43) - nl4i0))
= lim > (1(45) = u(450))
= lim u(4;)
Portanto:
w(8) =0=p(0) - limpu(4z) =

= lim (1(Q) — u(43))
= Jimulan)

mostrando que a condigdo é necessaria.
Para mostrar suficiéncia, seja 4, Az,... uma sequéncia de elementos mutuamente

disjuntos de A

p(URa4r) = p((Uke A0 U (Ui A8)) =
= S5 #(44) + (U ni 4)

Como UL, 11 Ar ™\ ¢, temos que.



P2ty P"(Ak) = ,}E’é‘o Yk F‘{Ak) =

Ji (U2 48) = #{URwws A1) =

= #(U?:I(Ak) - ,!l%#(uf—.n;rl -Ak) = !
= p(Uz?—..l Ak)s

ou seja -y é c-aditiva. ]

Uma medida é uma funcao de conjuntos y, definida numa o-dlgebra ¥ com valores
em [0,00] (1 : F — [0,00]} que é o-aditiva.

Uma medida de probabilidade P, ou simplesmente uma probabilidade, é uma me-

dida com P{f1) = 1. Equivalentemente, uma medida de probabilidade P é uma fuhgs,o
real de conjuntos, definida em uma o-dlgebra 7 de subconjuntos de um conjunto nao

vazio 1 que satisfaz:
i) P(4) >0, paratodo A€ ¥ (positividade);
ii) P{2} = 1 (normalidade);

i) P(Upl; 4n) = Tx,P(As), se Ap € Fon=1,2... e AnAn = ¢ para
n # m (o-aditividade).

As condigdes i), ii) e iii) acima sdo conhecidas como axiomas de Kolmogorov. E

f4cil ver que uma medida de probabilidade cumpre as seguintes propriedades:

a) P(¢)=0;

b) P(ANB) = P(4) + P(B) — P(AN B) (aditividade forte);
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c) P(A) < P(B), se ACB (monotonicidade);

d) P(UZ, An) € T2, P{As) (sub-aditividade);

n=1
e) Jim P(A,) = P(UZL, As), se An / (continuidade inferior};

f) lim P(An) = P{N7; 4n), se A, | (continuidade superior).
s
Um evento A é dito ocorrer quase certamente {q.c.) ou guase seguramente {q.s.)
se P(A) = 1.
Assumiremos com frequéncia nos préximos capitulos que o espago de probabilidade

(N, 7, P) é completo significando que: se A € 7, P(4) =0e B C A, entio B € 7. Isto

nao chega a ser uma restricac pois todo espago de probabilidade pode ser estendido a
um espago completo (ﬂ,?‘u,ﬁ), onde B € 7 se existem ACeFeomACBCCe
P(C\A) =0 e P(B) = P(A) = P(C) (Ver Royden [R]}.

1.2 Exemplos de espacos de probabilidade.

As construgdes de exemplos de espagos de probabilidade que faremos a seguir sao

baseadas no seguinte teorema de teoria da medida.

Teorema de Caratheodory. Seja {I um conjunto nio vazio, A uma édlgebra de
subconjuntos de 2 e ¥ = o(A) 2 o-ilgebra gerada por A. Seja po uma pré-medida
o-aditiva e o-finita em A. Entéo existe uma finica medj&a ¢ definida em ¥ que é uma

extensao de pg, isto é
p(A) = po(A)

para todo A € A.



O Teotema de Garathedoty requer uma pré-m'e'dida‘. na 4lgebra que seja o-finita. He-
movida, esta condlga.o existem. exemplos 5pa.tologlcos da tiao unicidade de p. No caso

de medlda.s de probabxlidade, a condlgan é automatlcamenté satlsfelta pois P(Q) =1.

Exemplo 1: Probabilidades em (R, B(IR)). Se_]a IR = (—oo, &) o con_;unto dos rems
e B(R) a corre3pondente a-algebra de Borel. Con51deremos a c]asse A formada pe]o

conjunto vazio € por umoes finitas de intervalos disluntos abertos i direita e fechados a

esquerda, isto &, 1ntervalos de forina (a, b], - o <a < b < oo, com (a, oo] tomado como

(a,00). E facil ver que A € uma a.lgebra e que B(H) = g(#A). Note que A nfo é uma

o-dlgebra.

Defini¢io 1.3: Uma fungio F : R - Ik .é chamada funcio distribuicao de

probabilidade se ela satisfaz as seguintes propriedades:
i) F é ndo decrescente;
ii) F é continua a direita;

iii) F(—o0) = ,Jim F(m) =0¢ F(+oo) IunF(:c) =L

Teorema 1.4: Seja F uma fum;ao d:stnbdlgao de proba.bllldade ‘Entio existe uma
iinica medida de probabilidade P definida- elﬁ B(R) que satisfaz

P((a, b)) = F(b) - F(a). (1.1)
pa.ré a,b,—00 < a < b < oo. Reciprocamente se P é uma medida de probabilidade em
B(R)

Flz) = P((—oo,z])




¢ uma funcdo difstribuig:éo de pfobabi_lidade em IR que satisfaz (11)

Dem: Seja A € 4. Entao,

A= U (2, bs)
k=1

~w<yy<h<ap<h<..<a, <h<o.

Defina Py em A por

n

Po(4) = 32 (F(be) - Fla))

k=1

E ficil ver que P, esta bem definida (no sentido que independe da representagio de
A) e que é uma pré-medida finitamente aditiva em A com P,(IR) = 1.

Para mostrarmos que P é o-aditiva em A usaremos a Proposi¢ao 1.2. Para tanto,
seja An,n=1,2... € 4,4, \ ¢.

Suponhamos primeiramente qué A, C K,K compacton =1,...,. Como A, é uma
unido finita de intervalos da forma (a, 8}, F é continua a direita e F(oo) = 1, para cada
An, existe B, € A, B, C A, e Po(A,\By) < 27", onde € > 0. Dado que U, An = ¢,
temos que |, B, = ¢. Portanto {F,’,, rn=1,2,---} é uma cobertura aberta de K e-existe
ng tal que K C n';;,TB“: C UL, B;. Usando este resultado ¢ a inclusio Au41 C 4y,

obtemos para n > ny,



Po(An} = PO(A;nK) <P (A,.n(ut;; 155))
= Ro(Uia (4.0 B9)
< T, P(4.NB5)
< T, P(4:0 B)
=T, P(4\B:)
=3, 2 F<e

O que mostra que Py{A,) — 0 quando n — co.
Se os A' s ndo estio necessariamente contidos em um compacto K, para £ > 0 seja
N > 0 tal que

Ry((-N,N])) > 1-¢/2.

(Este N existe pois Po((—N,N]) = F(N) — F(—N) — 1, quando N — oo}.
Temos entzo que '

Po(An) = Po(4aN(—N,N]+ Po(4.N[-N, N]f)

< Po(AxN(-N,N]) +¢/2

Usando o caso anterior com A, \(—N, N} no lugar de A, obtemos que Fo(4;) — 0 que
n — oo. Pela proposigio 2, P é o-aditiva. Como Py(R) = 1, a primeira parte do
teorema segue pelo Teorema de Caratheodory:

A reciproca é uma consequéncia da monotonicidade, continuidade superior e inferior
da medida de probabilidade P: |




i) Se T3 < T3, entdo (—00, 2] C (~o00, 1], logo" -

F(zr) = P((-00,1]) < P((~00,73]) = Flz2)

o que mostra que F & nio decrescente;

ii) Se z, \, z, entdo (—oo,z,) \, (—o0,z] e
Flz+) = ml"ir\.nz‘ F(z,) = 31’5%: P((—oo,zn]) = P((—oo,a:}) = F(z);
ili) Analogamente, se z, \, —00 ey, /' +00 eﬁtéo,

(—OO,.‘.L‘,.,) Lo e ("OO,yn) 7/ (—OQ,CX)).
Portanto,

F(-c0) = lim Flzs) = lim P((~o0,z,]) = P(¢) = 0
F(-o0) = Jim Flya) = Jim P({—oc,yn]) = P(R) =1. O

" O Teorema. 1.4 mostra uma correspondéncia biunivoca entre fungdes de distribuicao
de probabilidade e medidas de probabﬂidaide em B{IR). Na verdade, temos qué medidas
de probabilidade em B(IR) sdo casos particulares de medidas de Lebesgue-Stieltjes, isto
¢, medidas que atribuem valores finitos a intervalos limitados (ver Royden |R]). Em
;')a.rticﬁlar, podemos construir de maneira ané]oga a medida de Lebesgue em B(R) como
‘a inica medida que cumpre, para todo a,b'€¢ R e —co<a<h <00, A{{a,b]) = b a.

Alguns exemplos cléssicos de fungoes distribuicio de probabilidade sio:-
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1. distribuigao uniforme em [0,1)
0 =<0
F(z}=< z 0<z<1
1 z21

2. distribuicdo de Bernoulli com parimetro p € [0,1]

0 z<1
Flz)=4¢ (1-p) 0<2z<1
1 z>1

3. distribuicio exponencial com parameiro § > 0

0 z<0
F(z)z{i_e—ﬂz z>0

4. distribuigao de Poisson com parimetro A > 0

0 <0
F(.‘l:) = { [=] e—AxE
. k=0

F)

onde |z] denota a parte interna de z,

+

5. distribui¢do normal {ou Gaussiana) com pardmetro p € Re o >0

z 1pi—

F(z) = (271'02)_1/2[ e U5 g
—oo,

Uma fungao distribuicao de probabilidade é chamada discreta se existem pontos
Z1,Z2,... tais que AF(zy) = F(zi) — Flzn—) > 0 e L AF(z) = 1. E chamada

absolutamente continua se existe f : R — IR, nio negativa tal que F(z) = fZ, f(t)dt.

Uma tal f é chamada fun¢do densidade de probabilidade.

1



Exemplo 2: Probabilidades em (", B(IR")). Seja R" = R x R X ... x IR o produto
cartesiano de . Considere os retdngulos de R" da forma B = I x L x ... x I,
onde T = (a;, bg] sdo intervalos como no Exemplo 1. Pode ser mostrado que 2 classe 4
formada pelo conjunto vazio e por unides finitas de retdngulos disjuntos da forma acima
é uma ilgebra e que B(R") = o(4).

Uma fungio F : B* — R é chamaﬁa uma fungio distribuigio de probabilidade

conjunta (ou multivariada) se ela cumpre as seguintes propriedades:

i) F é nio decrescente em cada argumento;

iy Al AG, . Al F(zy,..., ) > 0, para todo (a1, an), (b, -, bn)

an,bn

com ai < b;, onde A:(;,-)b,- F(zy,...,%0) — Flz1,..., Ti—1,bi, Tigay .o Tn) —

F(Iis'")mt'—]saiszi'i-l:"‘azn) €
iii) F(Z1yeer,Tict, =00, Tig1se - Tn) = lei_I.xng(zl,...,z,.) =0,{=1,2,...ne
.

F(+o00,+00,...,+00) =‘zlli_§gn F(zy,...,2.) = 1.

xp—e0

De maneira inteiramente andloga ao Teorema 1.4 podemos provar a seguinte versao

rmultivariada para construgio de medidas de probabilidade em (R", B{IR").

Teorema 1.5: Seja F iima. fungio distribuigio de probabilidade conjunta em IR".

Entio existe uma tinica medida de probabilidade P em B(R) que satisfaz:

P((a1,b1] X {az,b] X ... X (@, bs]) =
= AR, AR, AL, Fla,.. za). (1.2)

Reciprocamente, se P é uma medida de probabilidade em B(R"),
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F(z1,...,2) = P{{—00,73] X ... x (00, zp]) define uma distribuicao de probabilidade

conjunta em IR™ que satisfaz (1.2). oo

Um exemplo importante de distribuicio multivariada é dado por
F(El‘,...,:ﬂn) :Fl(xl) ...Fn(:l:n), -

onde Fi,...,F, sio distribuicbes em (IR). Neste caso, se Pi,..., P, sa0 as respectivas
probabilidades em B(RR) a probabilidade de P definida por F em B(IR") é a tini¢a que

satisfaz:

P(A; X Ay X0 X An) = Pl(Aj)Pg(Az) ...Pn(Aﬂ), (1.3)

onde 4; € B(R),¢{ =1,2,..
Uma maneira de mostrarmos (1.3) ¢ aplicar o Teorema de Caratheodory com A

sendo a dlgebra formada por unides finitas e disjuntas de retingulos da forma:

k
U A,'-,l, X X A.‘ln
i=1

com A;; € B(IR) e Py definida por
Po{Uky Aia X - X Ain)
= EF:]:PO(AS',I! X X Ai,n)

= Tk Py(An) Pa(Aig) - - Pal i)

A unicidade das respectivas extencdes segue uma vez que B(R") = o(4).
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Uma medida de probabilidade definida por (1.3) é chamada de medida de
probabilidade produto e é denotada por P = P, x Py X -+ x P,. Probabilidades produto

estao relacionadas com o importante conceito de independéncia em teoria de probabili-
dade que definiremos posteriormente.

Outros exemplos de distribui¢bes multivariadas podem ser criados definindo

F(21,...,20) =/_:---[_:f(t;,...,tn)dt,,...dtl,

onde f, chamada de fun¢io densidade de probabilidade conjunta, é nfo negativa e

o [+.e]
f f flx1se.,zp)der. . odzy = 1.
—00 —00

Entre exemplos de densidades conjuntas, destaca-se o caso normal ou Gaussiano

{(ndo degenerado). Neste caso f é dada por

—t

[ %}

F(@1y.nny70) = [det(m] v exp (—— S 3 (e — mi)ot (z; - m,-)) :

2m i=1 =i

onde m; € R, i = 1,2,...,n e 3 é uma matriz n x n, positiva definida com
=7 = (0'7)ij=1.m. O vetor m = (my---,m,) é chamado vetor média e ¥ matriz

de covariincia.

Exemplo 3: Probabilidades em {RT,C(RT)). Seja T um conjunto nio vazio ¢ BT
o conjunto de todas as fungbes z = (z(t);¢ € T') definidos em T com valores em IR.

Um subconjunto de RT da forma

Cltss - tni B) = {ze BT : (a(ts), .., 2(tn)) le B} :
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onden € IN,t,,...,t, € ' e B € B(JR"), é chamado cilindro (ou conjunto de dimenséao

finita) de RT em #y,...,t, com base B. Seja A a classe de todos os cilindros de RT e
C(RT) = o(4).

Para cada'subconjunto u finito e nio vazio de T'(u = {t;,--+,t,} C T, |u

card (u) = n < oo). Seja m, a projesdo de RT em R (7, : B™ — RV, x,(z)
{(z(t1),...2(tn))). Parav = {ti,..., 85} Cu:{i,....0x} C{1,2,...,n}ejv|=k <n,
seja 7y, a projecio de RI* em RH'"(fru,., R - B™ 7y (210 s20) = (Ti,y- -0 24, )
As aplicagdes 7y e 7, sio respectivamente C(JRT) — B(R") e B(RM) — B(]R'”') men-
surdveis (uma aplicagio T do espago mensurdvel (02, 7) no espago mensurével (Q', 7') é
dita ser ¥ — 7 mensur4vel, ou simplesmente 7' mensurével se 7 é fixo, se T~1{A) € 7

para todo A€ 7'}, e

Ty © Ty = Tp (1.4)

para todo v C u.

Note que usando a notagdo acima temos que:

C(u;B) = Clt1,...,is; B) = 7, *(B).

Lema 1.8: Se C(uy; B,) e C(up; By) sio cilindros de RT entdo existe v € T com
[u| < oo e D1, Dy € B(IR"™) tal que

Cluy; B1) = Clw; 1) e Clug; Br) = Clu; Do)

Dem: C{uy; By) = 77} (By) ¢ =1,2. Se u = uyug, entdo My, = Fyu; © Tu
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Clu B)) = ?r;_.l (B:) = (wu,u'. o ﬂ'u)_l(B")

= a7 (meL, (B) = n21(Dy)

= C{u; Dy)
para:=1,2. ' o

Lema 1.7: Seja A a classe de todos os cilindros de RT: 4= {C;C = C{u;B),u C
T, |u} < co; B € B(IRM). Entdo A é uma 4lgebra.

Dem: i) RT = C({t};R) € 4, qualquer t € T. ii} C(u;B)* = C{u;B°) € 4.
i) C; = Clu;;By), ¢ = 1,2,...,n. Pelo Lema 1.6 existe v C T, com |u| < o e
Dy,...,D, € B{IR™) tal que C; = C(u; D;). Segue que UL, C; = C(u; U D) € 4. O

Defini¢fio 1.8: Uma familia de medidas de probabilidade {Py:u C Tlu| < oo,u#

¢, P, uma probabilidade em B(IR"™)} é dita ser consistente no sentido de Kolmogorov

s€;

P,(n;1(B)) = P.(B) _ (1.5)
para todo v C u e B € B(RI).

' Nosso préximo teorema nos mostra como construir medidas de probabilidade na
o-algebra de C (IRT) getada pelos cifindros de IRT. Antes disto porém, necessitamos de
um resultado geral sobre medidas de probabilidade definidas em subconjuntos Borelia-
nos de um espago métrico. Esta propriedade j4 apareceu de forma implicita no Teorema

1.4 através da continuidade a direita da fungao distribuigao.
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Proposicido 1.9: Seja {1 um espago métrico e P uma medida de probabilidade em
B(Q?). Entao, para A € B()) e € > 0 existe,O aberto e F fechado tal que F C 4 C-O
tal que P (O\F) < e. Se 1} é completo € separével, P(4) = sup{P(K) : K compacto,
K C A} para todo 4 € B(Q2} (1.5).

Dem: Seja R = {4 € B(1) : A satisfaz (1.5)} Claro, ¢ € R e 1 € R, pois ambos
sd0 fecha.dos e abertos. Seja A € B e € > 0. Entdo existe O, aberto e F, fechado
tal que F, C A C O, e p(O\F,) < e. Tomando complementos O; C A° C Ff e
FA\O: = FPNO, = O, N Ff = O\F.. Portanto A° € R, pois O} é fechado, F} é aberto
e P(FF\OL) < . Agora seja A,,n = 1,2,... uma sequéncia em R. Entac existe O,
aberto, F,, fechado, tal que F,,, C A, C Oy, € P(On\Fn.) < # para todo n > 1.

E f4cil ver que existe ng tal que

u(f_jl P\ U Fa) <e/2

Seja F, =02 F, . e O, = J2, Oy.. Claro, F, é fechado, O, é abertoe F, C U;2; As C
O,.
Segue que
P(ONF.) < T P(One\Fus) + P(Unly Fre\Fe)
<egf2tef2=e.

Portanto U, An € R, 0 que prova que R é uma o-dlgebra.

Se A aberto, entio

F,= {a: : vlel‘lfﬁ d(z,y) > l/n}

é fechado, F,CFuaelU. F, = A Portanto, se € > 0 existe ng tal que P(A\ U5, A,) <

£,
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F, = UL, F, é fechado e F, C A C O, = A. Segue que A € R, o que mostra
que R = B(f1), pois R é umna o-dlgebra que contém todos os abertos e R C B(0) que é
minima. Isto mostra a primeira parte da proposigéo.

Pé.ra. mostrarmos a segunda afirmagio, seja € > 0. Entdo, existe K compacto tal
que P(Kp) > 1 - ¢. De fato, como 1 ¢ separdvel ele pode ser coberto por uma familia
contdvel de bolas fechadas de raio arbitrario R. P:':Lra cadan, seja By, k =1,2,... uma

sequéncia de bolas abertas de ralo 1/n que cobre 1.
(U5
P(Q) = lim P(|J Bui) =1.
N—oo kL=Jl *

Portanto, existe N, tal que

Nﬂ g

P(() B:,) <e/2"*. (1.6)
k=1

Seja Ko = N5, Uf’,_'.‘l By Paracada k > 0, K pode ser coberto por um ntimero finito de
bolas com raio &, portanto Ky é compacto pois {1 é separivel e Ky totalmente limitado.

Por (1.6) temos que

P(KS) = P(Us; M Biy) <
L]
< ZP(nIIgll B:;,:) ST e/ =¢f2,
n=1
ou seja
P(Ko) >1-¢/f2.

Agora seja B € B(11), pela primeira parte, existe F fechado F C B tal que P(B\F) =
P(B) — P(F) < ¢/2. Seja K '= F{1 Ky, claro, K é compacto, KC Be
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P(F) - P(K) = P(F/K) = P(F K§) < P(K;) < /2.
Segue que
"P(B) < P(F)+e/2< P(K) +¢
e como ¢ é arbitrério, P(B) = sup{P(K) : K compacto, K C A}. wi

4

Teorema 1.10: (Teorema de Extensio de Kolmogorov). Seja {Puu C T, Ju| < oo
e P, probabilidade em B(R"*)} uma familia consistente de medidas de pfobabilidade.

Enti o existe uma tnica medida de probabilidade P em C{IRT) que satisfaz
P(C(u; B)) = Pu(B) (1.7)

para todo u = {i1,...,t.} C T, u| = n < co e B € B(RM).

Dem: Como no Teorema 1.4, faremos uso do Teorema de Caratheodory. A relagao
(1.7) sugere a definigio de uma pré-medida Fy na dlgebra de cilindros 4, da forma
Py{C(u; B)) = P.(B). Temos que mostrar primeiramente que Py independe da repfe—
sentacio do cilindro. Para C € 4 sejam u e v subconjuntos finites de T, B € B{R) e
D € B(IR™) tais que

C = C(u; B) = C(v; D)
ou seja
C=n;' (B)=n" (D}
Se w = uU v, entiio existe E € B(R"!) tal que
C = C(w; E) = =} (E).
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Por outro lado,
E=m, (ar;l(E)) =74(C) =7y (ﬂgl(-B))
e como u C w, segue por (1.3) que |
E = Tw (ﬁ;l(?r;';‘(B))) = m;}(B)
Pela condigio de consisténcia {1.4)
Pu(E) = Pu(n,h(B)) = Pu(B) .

Analogamente P,(E) = P,(D). Portanio P, é bem definida em A.
Para mostrarmos que 'Po é ﬁnitaménte:aditiva, sejam Ci,...,C, cilindros disjuntos.
Pelo Lema 1.6 existe u C T, |u| < o0 e conjuntos disjuntos By,...,Ba € B(R™) tal

que
Ci= C(H;Bg} = 'lT:l(Bs')ai =1,2,...,n

Da deﬁn_i<j5.0 de P, segue que

Po(UL ) = Po{Ua w3 (B)) = Po{si (U B).

= P.(U B) = 3 Pu(B)

=1

= ilPo(::r;l(B,.)) = zﬂ:Pq(C’,-),_ .

i=1

Portanto P, é finitamente aditiva.
Como Py(IRT} = 1, para aplicarmos o Teorema de Caratheodory temos somente

que mostrar qgue P, é o-aditiva, ou, equivalentemente pela Proposicio 2, que Py é
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continua superiormente no vazio. Para tanto, consideramos C1,Cay... € A e Cy\ 0.
Suponhamos que Po(Cy) nao converge a zero, isto & existe € > 0 tal que P(C,) > ¢.
Como os C,, sio cilindros, os correspondentes conjuntos de indices podem ser to-

mados de forma que

Cn = C‘(u,,; Bn)

Uy = {t;,tg,. .. ,iNn} [ {tl,tz,. .. ’thH} = Upy1, Bn € B(R]u&)

Po(Cpn) = P..(Bn). Pela Proposicio 1.9, existe K, compacto, K, C B, tal
PiB:\K,) < e2-(*+1),  Se L, = Cf(un;Ka), entio Co\L. = C(a; Bn\Kn).
Po(Cu\Ln) < g2~} Seja D, = Mpl; Lx. Entdo Do C Lo C Cre Po(Cp\Dy) < /2.
Portanto, P(Dy) > ¢/2>0e Dy £ ¢ |

Seja o € D, C RT. Para k < n,2) € D, C Di C L = ClunkK))

‘o que implica que (z™(t),...,=("{In,))} € K. Como K; é limitado, 2 sequéncia
I(n](tN;);Iw}(tN;)a;- .,z (ty,),. .. é limitada para cada k. Pelo método da diagonal
{Billingsley (1575), Theorem 25.13) existe uma sibseqiiéncia ny < fiz < ... tal que
(z{™)(t,) converge quando ¢ — co. Seja T € RT tal que z{tn,) = i]_ig;wz(“)(t;‘;k). Como
por construgao

(1:{"‘) (tN; ) N ) (tNk)) —_— (z(tNk)’ ves 73;:‘.(tNa)!

— 00

temos que (z(ty,)s-..,Z(tw,)) € Ki. Segue que z € Ly C Oy, para todo k ¢ portanto
M Ck # ¢, 0 que contradiz a hipétese que Cp, | ¢. Portanto Py € o-aditiva.

Segue pelo Teorema de Caratheodory que P, se estende univocamente a uma pre-
babilidade P em C(RT). oD
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Um caso importante é aquele em que ' = IV, o conjunto dos naturais. RT = RV
é o espago das sequéncias reais # = (2. : n € IV) e é usualmente denotado por ™.
JR* é um espago métrico, com métrica dada por d(z,y) = 55, 27(Tn — Yn}

e C(R™) = B(R™).

Coroldrio 1.11: Seja P, P,... uma sequéncia de medidas de probabilidade em

B(R?), B(IR?),--- que satisfaz a condigio

Paia(B x R) = Pu(B),

B € B([R"). Entao existe uma iinica medida de probabilidade P em B{iR™) que cumpre
P(C(1,2,...,n; B)) = Pu(B),

BeB(R"), n=1,2,....

Dem: exercicio O
Outro exemplo de probabilidades em C(IRT) que merece destaque & o seguinte:

Coroldrio 1.12: Se para cada ¢ € T, P, é uma medida de probabilidade em B(IR)
existe uma tnica medida de probabilidade de P em C(RY) tal que para cada

w="{ty,...,tny C T,

P(r'(B)) = (P, x P, x ... x P, )(B),

u

B € B{IR").

Dem: exercicio
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A probabilidade P no Corolario 1.12 é usualmente denotada por
P = Xer P

Uma discussio mais detalhada do espago mensuravel (IRT,C(IRT)) é apresentada
nos livros de Shiryayev [$] e Billingsley [B]. Gostariamos no entanto de enfatizar alguns
pontos. '

Se I é nao contdvel e A € C(JRT), pode ser mostrado (Shiryayev [S]. Teorema
I1.2.3) que A é determinado por um ntmero contével de restrigoes, isto é, existem
t1,82,... em T e B € B{R®) tal que A = {z € BT : (z(¢,) : » € N) € B}. Assim
sendo, conjuntos importantes como {z € R¥ : z é continua}, {z € RY : 7 ¢ limitedo },
etc.., ndo sao mensurdveis com respeito a C(IRT) (ndo pertencem a C(RT)). Isto nos
leva a considerar espagos de fun¢io menores que JRY como no préximo exemplo.

Oitro ponto a ser destacado é que o Teorema de Extensio de Kolmogorov conti-
nua vélido se em lugar de (RT,C(RT)) tomamos (X ez, Xtew %}, onde Xuexll; =
{w = (with)e T} : w(t) € U}, Xiexr % € a o-dlgebra gerada pelos conjuntos
{w € Xierl : w(ty) € By,...,w(t,) € By}, Bi € #,0 é um espago métrico se-'
paravel ¢ % = B{f%). Em particular, Corolérios 1.11 e 1.1.2 sao validos para qualquer

(Q, 7).

Exemplo 4: Probabilidades em C[0,1]. Seja C[0,1] o espago das fungdes reais
continuas definidas no intervalo [0,1]. €[0,1] é um espago métrico com métrica dada

por

d(f,9) = aigng (t) — () .

A classe A formada pelo vazio.e por unibes finitas de conjuntos disjuntos da forma

Ot stmh x...x L) = {f € Cl0,1]: (f(tl),... L f(t)) € Lx...xL}

23



Ond’% n ‘G;N!tl:'--stn € Iogl;ali = (a,,b,},—oo Lo < bt < (_)0,1: = 112:"'1?7'? é uma
élgebra o(4) = B(C[0,1). '
_ A demonstragio do resultado seguinte é.similar aos teoremas anteriores {ver por

exemplo Kuo [K]). | ‘

Teorema 1.13: (Medida de Wiener) Existe uma tnica medida de probabilidade P,
em B(C|o, i])’tal que para todon € IN,t; € [0,1] e J; = (@1, 0] —o0 < a; < b L o0, =
1,2,...,n (sem perda de generalidade seja ¢y <2 <... < tn)y -

P(C(ts,- - iy X o x 1)) =
={@m) tafts — 1) ... (tn - tnm!)]*’l/?'[: j-i

exp( 1/2[-{1 + L—Lz'-i- vee M]dzn .dry.

ts — 1 (tn —tn-1}

De_ﬁnig‘;_sg 1.14: A medida de prgbabilidadé P, é chamadé medida de Wiener.

1.3 Indep endéncia.

O conceito de mdependenma a-ser deﬁmdo a segmr partlcula.nza a teoria de pro-

babilidade como um ramo distinto na téoria geral de medida.

D.eﬁnigﬁp 1.15: Seja (f1,7,P) um espago de probabilidade, dizemos que o5 eventos

A e.B em ¥ sio independentes se:
P(A()B) = P(4)P(B).
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Uma classe de eventos £ C 7 é chamada uma classe de eventos independentes se

para toda coleido finita de eventos Ar, 41,... A, em &,

s

s P} A) =T, P(A).

k

1

Defini¢0'1.16: Se & C 7 é uma classe de eventos para A pertencente a um conjunto

" de indices A, dizemos que {&x : X € A} € uma familia de classes independentes se para

cada selecdo de Ay € &y, a classe {Ax.aen} é de eventos independentes.

Lema 1.17: Se Ay, A;..., A, séo independentes, entdo A§, AS,..., A sdo indepen-
‘ 12402 n

dentes.

Lema de Borel-Cantelli: Seja ({1, 7, P) um espaco de probabilidade, (E,:ne N ]
uma sequéncia de eventos e £ = nli_._néloE,, = Mooy UiZn Ex.

a) P(E) =0,se 132, P(E,) =0;

b) Para s independentes. P(E) = 1,se £, P{E,) = o0.

Dem: a) E = (2, Fy, onde F, = U2, By Paran > 1,0 < P(F,) £ £2., P(E.) - 0
quando n — co. Como F, | E, temos que P(E) = lim P(F,) =0. '

b} E° = U2, E¢ e Ef,E;,... sio independentes. Seja 1 <n < N.

P(UR. B5) <P(UL.E5)
=l P(Ef)
=i, (1- P(E))
< exp(~ Tl P(Ex))-
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Fazendo N — oo

P(ﬁ E;) < exp(-—j;P(Ek)).

k=n

Como Y P(E:) = oo, segue que P(NZ-, E) = 0. Portanto P(E*) =0=1-P(E). O

k=n

1.4 Elementos aleatérios e variiveis aleatérias.

Sejam ({2, 7,P) € (Q’,?') um espago de probabilidade e um espago mensurével
respectivamente. Uma aplicagio X : @ — @' que é F— F mensuravel, (X '(B) = {w €
0; X(w) € B} € ¥ para todo B€ 7), é chamada um elemento aleatério com valores
em © (notacdo: (X : (R, 7) — (,7). Quando ' = R(R") e ¥ = B(R) (B(R") o
clemento aleatério X é chamado varidvel {vetor) aleatéria.

Um elemento aleatério X com valores em ' induz uma medida de probabilidade
Px em (Y ¥') através da relagio Px(B) = P(X~*(B))-Px é chamada distribui¢do de X.

Reciprocamente, se P é uma medida de probabilidade em (9, 7'} existe um elemento

aleatério com valores em (1 tal que Py = P. Para tanto seja (,7) = o,7)
e X(w) = w. Segue do Exemplo 1 (2} que uma varidvel (vetor) aleatéria X esta
associada de maneira tnica a2 uma fungio disiribui¢io em JE(JR") que é chamada

fung&b distribuigdo de X E facil ver que se F ¢ a fungdo distribuigio de uma varidvel

aleatéria X,

F(z) = P(X(~00,2)) = P(X < z).

A seguinte proposicio é util para mostrar que uma aplicagio é um elemento

aleatério.
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Proposigio 1.18: Seja X 10 —> ' e £ uma classe de subconjuntos de @' tal que
F' = ¢(¢&). Uma condi¢io necesséria e suficiente para que X seja um elemento aleatério
é que X}(E) € ¥ para todo E € £. . .

Dem: A necessidade da condigho é clara. Para provar que a condigdo é suficiente

definimos
\

p={BeF =0o(€);X'(B) €7}

E facil mostra que D é uma o-algebra. Como ¢ C D, temos que o) C 4. Portanto
D=o(6)=7. - 0

]
s ‘

Corolario 1.19: Uma condigdo necessiria e suficiente para X : @ — IR ser uma
varigvel aleatéria é que [X < z] = X~1{{—00,z]) € ¥ para todo z € RR.

Dem: exercicio. _ O
Proposicio 1.20; Seja o : Q' — R,¥-B(R) mensuravel e X : (1, F) — Q7).
Entdo Y = o X é yma varidvel aleatgria.

Dem: exercicio. ' 7 - . o O
Corolario 1.21: Seja X uma varidvel aleatéria. Entao X?,X* = max(X,0},

X~ = - min(X,0) e |X| sdo varidveis aleatérias.

Dem: .exercigio. a

Corolario 1.22: Se {X,, X3) é um vetor aleatério entdo sao varidveis aleatdrias:

) Xii=1,2
!

11) Xl + Xz;
i) « X;,a € R;
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iV) X1X2;
v) X1/ Xs,5e P(X;>0) =1.

Dem: exercicio

Quando trabalhamos com operagdes que envolvem limites de sequéncias de variaveis
aleatérias podemos nos deparar com a ocorrencia de valores +co e —oo. Por esta razio
é conveniente consideramos, IR = [—00,00]. Um elemento aleatério X : (1,7} —

(R, B(IR)) é chamado varidvel aleatéria estendida.

Proposicio 1.23: Seja (Xp;n € IN) uma sequéncia de varidveis aleatdrias esten-
didas. Entdo; também sio varidveis aleatérias estendidas sup, X, inf X, limy oo
Xp € Limp oo Xn- ' |

Dem: exercicio

Uma varidvel aleatéria X em (2, 7, P) é chamada simples se

X(w) = g::ckllm @),

onde Ay, Agz,...,An € F e 1, é a funcio indicadora do conjunto A (L(w) =1sew € A
e igual a zero se w & A). O préximo lema, apesar de simples, é importante para o

desenvolvimento da préxima segao.
Lema 1.29: Toda varidvel aleatéria X (incluindo as estendidas) é limite pontual de

uma sequéncia de varidveis aleatérias simples X,, tal que | X,| < |X].

Dem: Seja X > 0. Defina paran =1,2,...
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n2"

k-1
Xn(w) = Z —ZTlAn.k (W) + nlAn.ﬂQ"-l-l(w)’
k=1

onde

Ank={w:k2_1 < X(w) < 52;;} e Annaniy = {w:X(w) 2"’}'

¥ n

E facil ver que X, é nio decrescente e Xp(w) / X(w).

Para X arbitraria, o resultado segue pois X = X* - X, |X{ = X"+ X" e Xt e

X~ sio ndo negativas. D

Para X : (82, F) — (0, F') um clemento aleatério, definimos

o(X)={X(B): Be ¥}

E facil ver que o(X) é uma o-algebra contida em 7 e é a menor sub-g-dlgebra de ¥ que

faz X um elemento aleatério. o(X) é chamada o-4lgebra gerada por X.

Proposigio 1.25: Se Y é uma varidvel aleatéria que é mensurdvel com respeito a
o{X}, existe uma fun¢do ¢ : R — IR Borel mensuravel tal que ¥ = o X.
Dem: Seja ¥ = 14, A € 6({X). Entdo,

Y(w) = ]l,._(w) = ]lx—l(g) = IB(X(LU')) = (]13 ] X)(w) e L= 1g.

Para Y arbitrério o resultado e uma consequéncia do Lema 1.24. O

Dizemos que X,,n = 1,2, ... sdo elementos aleatérios independentes se o(X,),n =

1,2,... sdo o-lgebras independentes, ou seja, para By, B;,...,B; em 7.k < oo, 08
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eventos X; *(B1),...,X;'(B:) sio independentes.

Teorema 1.26: Uma condi¢do necessiria & suficiente para que as varidveis aleatérias

X1, Xz,... X, sejam independentes é

P(Xi<m,....Xa < z) = P(X1 £ 1) ...é(x,. < 2,)

para todo (zi,...,z,) € R"™.

Dem: exercicio

Finalizando a discussio do conceito de independéncia de elementos aleatdrios ob-
servamos que o Coroldrio 1.11 garante a existéncia deé uma sequéncia Xj, Xs,... de

elementos aleatérios independentes. Para tanto basta temar

Pn=PX1 XPsz...XPx".

Este comentario mostra a conexio entre independéncia de elementos aleatérios e medi-
das produto.

A convergéncia de elementos aleatdrios é um importante capitulo da teoria de proba-
bilidade, no entanto nesta monografia tsaremos apenas conceitos amplamente estudados
em teoria da medida e integragdo. Assim sendo, somente definiremos aqui o material
necessdrio usando a linguagem probabilistica.

Uma sequéncia de varidveis aleatérias {X, : n € IN} é dita ser convergente com
probabilidade 1 (ou g.s.) para uma varidvel aleatéria X (e escrevemos X, +5X), se
P(lim,, e, Xn{w) < imXi{w)). A sequéncia é dita ser convergente em probabilidade a
X (X, 5 X),5e P(|X,— X| > €)

0, para todo € > 0. Finalmente um outro con-

n—oQ
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.0

n=—od

o . . . L
ceito importante é o de convergéncia em média p: X, ~% X, se E| X, — X|F
—oD

5. Esperanca e Esperanga Condicional.
5.1 Esperanga matemadtica. Integral abstrata de Lebesgue.

Nesta secgio (12, 7, P) é um espago de probabilidade fixo e, exceto quando menci-
onado, as varidveis aleatérias assumem valores em IR.
X é uma varidvel aleatéria simples (ou discreta com um ndmero de valores finito)

X{w) = Z £l (),

onde A, = {w: X(w) = z,} € F. A esperanca matemitica (ou simplesmente esperanga)

de X denotada por E(X), é o niimero real estendido
E(X) =) z.P(4n).
k=1

A esperanca de X é portanto a integral abstrata de Lebesgue de fungao mensurével
simples X com relacio a medida P: Como na teoria geral de integragio de Lebesgue,
podemos definir a esperanga matemdtica de uma varidvel aleatéria ndo negativa X
como:
EX = nlgrgo EX, ,

onde (X,,n = 1,2,...) é uma sequéncia nao decrescente de varidveis aleatérias simples
X, ,/ X (ver Lema 1.24). O valor do limite é independente da sequéncia (Xu;n =
1,2,...).

No caso geral, dizemos que a esperanca EX de uma variével aleatéria arbitrdria

existe se

min(EX+,EX‘) < .
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Neste caso definimos
EX=EXt-EX".

Assim sendo, todas as propriedades da integral de Lebesgue com respeito a uma
medida finita, sdo satisfeitas pela esperan¢a matemética.

Seguindo a teoria geral de integrago, usaremos em adi¢do a EX e E(X) as notagoes
[ XdP, [ X(w) P(dw}, etc.

Recordemos que uma familia de varidveis aleatérias {X, : @ € A}, é dita ser

uniformemente integral se

supf [ XaldP — - 0.
o J{|X|>A} A—00

Além das usuais desigualdades estudadas em teoria de integragao: Holder, Cauchy-
Buniakowski, Minkowski, etc.., daremos aqui duas desigualdades, estudadas usualmente

em teoria de probabilidade.

Proposicdo 1.27: (Desigualdade de Chebyshev). Se E(|X[) < oo, entdo para todo
e>0
eP(|X]) > €) < E(X)
Dem: E(X) = [|XlaP= [ |X|dP+[ ix|aP>
em: E(X|)= [IXleP= [ |XlaP+ [ iX|dP>

> [  |x|dP>e fm”dP = eP(X] > €).

T Jxi>e

Proposigio 1.28: (Desigualdade de Jensen). Se E{|X|) < o0, ¢ ¢ uma fungao convexa

em um intervalo contendo a imagem X e E(|¢(X)|) < o0, entéo
o(E(X)) < B(p(X)).
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Dem: Seja L{z) = az+b uma reta tangente a curva (z, (%)) no ponto (E(X_), goE(X)) .
Claro, L(z) < p(z). Entdo aX(w) + 6 < tp(X(w')), e portanto eE(X) +b < E(qa(X))
O resultado segue uma vez que o lado esquerdo da dltima desigualdade é exatamente

o(E(X)). u!

5.2 Esperanca condicional.

Fixamos um espago de probabilidade (2, ¥, P) e seja A € 7 um evento com P(4) >
0. A probabilidade condicional de B com relagio a A, denotada por P(B/A), é definida

por

P{AnB)

O

Na modelagem probabilistica a probabilidade de P mede o grau de incerteza asso-

P(B/A) =

ciado com um dado evento B. Informagdes adicionais a respeito do experimento, como
por exemplo a ocorréncia de um evento A4, podem modificar o grau de incerteza asso-
ciado ao evento B. Quando tomamos a probabilidade condicional com respeito a A4 é
como se tivessemos tomando A como o novo espago bésico no lugar de £ e normalizando,
para fazermos a probabilidade de A igual a 1.

No caso dos eventos 4 e B serem independentes temos que P(B/A) = P(B).

Se X é uma varidvel aleatéria com E|X| < oo definimos a esperanca de X
com respeito a A, por E(X1,)/P(A), que é simplesmente a esperanga usual com res-
peito 2 medida de probabilidade P(-/A). |

A defini¢do de probabilidade condicional acima pode ser facilmente estendida para

o condicionamento com respeito a uma particio mensurdvel, finita ou contavel, D =

{A1, Az,...} de 2 (AiNA4; = $,UA = 2, A€ F) com P(A;) >0. Para tanto, definimos
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a probabilidade condicional de B com respeito a D, denotada por P(B/D), como sendo

L y L.
a variavel aleatéria,

P(B/)(w) =Y. P(B/D)Lp,(w)

e>l

que é claramente mensurdve! com respeito a o(D). Neste caso definimos E(X/D} =
Yis1 E(X/Di)1p,, se E|X| < co.

A extens2o do conceito de prdbabilidade condicional envolvendo eventos de proba-
bilidade zero é mais delicada e a definigio que daremos a seguir depende do Teorema
de Radon-Nikodym. Recordemos que se P, e P; sio duas medidas de probabilidade
em (01, 7), P, é absolutamente continua com respeito a P, (F; <« Py) se P{A4) =0
para todo A € F para o qual P;(A4) = 0. Neste caso o Teorema de Radon-Nikodym
estabelece que existe uma funcio 7 mensurdvel dP; /dP;, nio negativa e dnica q.c. P
que cumpre

Pi(4) = "4 g% dP 2
para todo A € 7.

Seja (7, 7, P) um, espago de probabilidade fixo, § uma sub-o-dlgebra de ¥ {§ C-

F) e X uma varidvel aleatéria ndo negativa. Definimos esperanca condicional de X

com respeito a g-algebra §, como sendo qualquer fungdo Y : {1 -» IR que satisfaz:

i) Y é G mensurdvel e
ii) f, XdP = J, Y dP, para todo A € §.

Tal Y serd denotado por E(X/§) (ou E(X/§)(w))
A existéncia da esperanga condicional E(X/§) é garantida pelo Teorema de Radon

Nikodym. Para tanto observemos que,
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QA) = fA X dP

é uma medida em ({1, ¥) que & absolutamente continua com respeito a P. Se restringir-

mos estas duas medidas a §, segue por Radon-Nikodym que existe dQ/ dP; G mensurével

tal que [, XdP = [, %% dP para todo A € §. Tomemos entao E{X/§) = ‘—é{%
Quando X = 1z, B € 7, E(13/§) é denotada por P{A/G) e é cha-

mada probabilidade condicional do evento B com respeito a o-dlgebra §. " Note que

P{-/G)(w) nao é em geral uma medida de probabilidade em ¥ para cada w, pois P(B/g)
é definido somente em um conjunto de probabilidade 1 que depende de B. Para que

P(-/G}{w) seja uma medida de probabilidade em ¥, ela tem que satisfazer, por exemplo

(U Ba/G){(w) = ZP(B /6) ()

=1

para toda sequéncia de eventos disjuntos em ¥. Como o niimero de sequéncias disjuntas
é em geral nio contavel e intersecgio nio contével de conjuntos de probabilidade 1 nao
obrigatoriamente tem probabilidade 1 ou é mensurével, P(-/§)(w) néo & necessaria-
mente uma medida de probabilidade.
No caso em que § = {¢, 4, A%, 01}, 0 < P(4) < 1, é fécil ver que:
P(B/G) = P(B/A)14+ P(B/A")1,4..

Outro caso particular que merece ser comentado é quando § = {¢, 1}, neste caso
E(x/6) = E(X).

A definicio da esperanca condicional de uma varidvel aleatéria nao necessariamente

nio negativa com respeito a uma o-algebra § é definida por

35



E(X/§) = E(X*/§) - BE(X/5)
se min(E(X*’/Q),E(X‘/Qj) < o0,

Esta definigao de esperanca condicional nao é geralmente adotada. Ela aparece
no livro de Shiryayev (1984), e tem a vantagem de nao assumir a existéncia da E(X).
Quando EX existe e § = {¢, 7} temos que E(X/G) = E(X)}. No entanto E(X) pode
ndo existir (EXtT =EX =o0)ese §=7, E(X/7)=X"-X".

A definicdo mais usual de esperanga condicional com respeito a o-algebras assume
gue E[X| € oo e usa o Teorema de Radon-Nikodym diretamente na medida sinal
J4 XdP.

Se consideramos a o-ilgebra § como sendo gerada por um elemento aleatério Y, § =
o(Y'), entdo E(X/ () serd denotada por E(X/Y) e é chamada esperancga condicional de
X com respeito a Y. Neste caso como E(X/Y) é o(Y) mensurdvel E(X/Y) =poY,
onde ¢ ¢ Borel mensurdvel. A funcio w(y) é denotada por E(X/Y = y) é chamada
esperanga condicional de X dado ¥ = y. Note que E{X/Y) é uma funcio definida em

01 enquanto E(X/Y = -) é uma fungao definida em @', o dominio do elemento aleatério
Y.

O seguinte lema é 1til no cdlculo de esperangas condicionais.

Lema 1.29: Seja X uma varidvel aleatéria, E|X| < co e § = o(A), onde A é uma
ilgebra. Entao § € uma versdo e E(X/§), se

i) g é G mensuravel e

if) J, gdP = J, XdP, para todo A€ 4.
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Dem: Teorema de Caratheodory

A definicio de es'per:in.ga' condicional com respeito a um a—é,]gebrla estende a de-
finicio dada anteriormente de esperanga condicional com respeito a uma partigao.
Consideremos D = {D;,D;...} uma particdo mensurdvel, finita ou contdvel, com
P(D; > 0). B

Teorema 1.30: Se § = ¢(D) e X é uma varidvel aleatéria com E|X| < oo, entao

B(x/9) = S B (/D)1 = ¥ 252

i2g i>1
Dem: Como E(X/§) é o{P) mensurdvel, temos que E(X/§) = Tis1dilp,. Para
Ac€o(D),

[ 29~ ion*
ey, f ap, f 4P =
=50/ g EX/0(P))aP =
=2, f oo dP=

=Y dlmdP = /, 5, &lodP =

Propriedades de Esperanca Condicional.

Teorema 1.31: Seja X uma varidvel aleatéria com E|X| < oo e seja § C F uma

o-dlgebra.
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(a) Se X é §-mensurével, entdo E(X/G) = X q.c..

(b) Se X = C q.c., onde C ¢ uma constante entdo E(X/§) =C aq.c..
(c) Se X >0 q.c., entdo E(X/5) > 0 g.c..

(d) |B(X/8)! < E(|X1/5) ac..

(¢) Seja ¥ uma outra varidvel aleatéria com E[Y] < oo, @ e b constantes. Entao,
BlaX +bY/§) = aE(X/§) + bE(Y/G) qec..

(f) E(B(X/§)) = E(X)

(2) Se § = {$,0), entéo E(X/G) = B(X). ~

Dem: Segue imediatamente de definigio. [
Teoremas limites como convergéncia monotona, fator e convergéncia dominada tem

versoes “condicionais” que resumiremos no seguinte teorema.

Teorema 1.32: Seja (X.;n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatdrias estendidas.

(a) Se [ X.|<Y,EY <ocoeX,

— X q.c.; entdo E(an - X!/g) e 0 q.c..
(b) Se X, > 0e Xa / X qc.; entdo E(X./§) / E(X/§) qc..
(c) Se X > 0, entio B(litm, ., X,/5) = lim, o B(X./6) qec.

Dem:

(a) E(|X. - X|/5) < E(sup|X,, — X|/§). Como sup|X,, — X{ é ndo crescente,
m>n m>n
lim E{sup |X,— X|/§) existe q.c.. Segue que
n- mon
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o< [ im E(sgplxm ~ X|/§)dP <

< [B(supixa - xy/5)ap =

t

fsup|X X[dP — .0,

RO

onde a convergéncia a zero segue do teorema da convergéncia dominada uma vez
que

sup |X, — X| < 27.

m—r

(b) Como E(X,/§) é uma sequéncia néo decrescente q.c., Jim E(X,/§) existe q.c..
Paratodo A€ §
[ XaaP= [ EB(X./5) d

e pelo teorema da convergéncia monédtona

]A XdP = [A lim X, dP = fA lim E(X,/)dP.

Consequentemente, para todo A€ §
fA E(X/G)dP = f,; lim B(X,/G)dP
ou seja,
E(X/5) = lim E(X./4)
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{(c) '}‘I:I_f X / Bm, 0 Xn. Aplicando (b), temos

E(lim X./§) = Jim E(inf Xn/g) = lim E(inf Xn/G) < lim E(X./§).0
n—oo n—oo msn n—oo m2 oo

QOutras propriedades importantes da esperanca condicional sdo apresentadas nas

seguintes proprosi¢oes.

Teorema 1.33: Seja X uma varidvel aleatéria com E{X| < oo.. Se §; e §2 séo

sub-g-4lgebras de ¥ com §; C G2, entdo

E(E(X/G:)/61) = E(E(X/61)/6:) = E(X/61).

Dem: Como 61 C §2 ¢ E(X/61) é 2 mensurével, B(E(X/ 1)/ §2) = E(X/61) a.c.
Agora para todo A € G,

L(E(E(X)/w)/gl)dP=LE(X/9,)dP

pela definicao de esperanca condicional. Come §; C §; temos que para

fA E(X/6;)dP = fA XdP = fA E(X/6:)dP

e portanto, E (E (X/Qg) /Ql) =F (X/gl) O
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Teorema 1.34: Seja X uma varidvel aleatéria com E|X| < co e suponhamos que
o{X} é independente de §. Entdo E(X/§) ¢ constante e igual a E(X).
Dem: Como § e o(X) sdo independentes; 1z e X sio varidveis aleatérias independentes

para todo F € §. Assim sendo

fEE(X/g)sz/EXdP=f]lEXdP=f1EdP[XdP=j;dPEX=j;?EXdP.

Portanto E(X/§) = EX q.c. d

Corolério 1.85: Para X e Y varidveis aleatdrias independentes, E(X/Y) = EX.

Teorema 1.36: Seja Y uma varidve] aleatéria § mensurdvel, E[Y| < oo e E[XY| < oo.

Entao

E(xv/§) =YE(X/5).

Dem: Primeiramente, seja ¥ = 15, para B € §G. Entéo, para todo A € §

LE(XY/g)dP=L XYdP:me XdP= | E(X/g)dP:_/;lg E(X/5)dP .

AN,

Temos entdo que

E(XY/§) =YE(X/§) ac.

para Y = 15, B € §. O resultado permanece vilido para variiveis aleatérias simples
Y = b, wlp,,Br € §. Para Y uma ve. § mensurdvel qualquer, seja (Yn;n > V)

uma sequéncia de v'.s ¢'s simples tal que |¥,| < Y| e ¥, — Y. Segue que
E(XY,/6) = Y.E(X/§). ac.
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Como |XY,| < {XY|, pelo teorema da convergéncia monotona condicional

(XY,,/g) — E(XY/§) qc

Como E|X| < oo implica E(X/§) finita q.c., temos entdo que:

YaE(X/§) - (X/6) ac

Portanto
E(XY/§) =Y E(X/§) ac. 0

Probabilidade Condicional Regular.

Como comentamos anteriormente, se definimos P{A/§) como sendo uma versao de
E(14/G}, a fungo P(-/§)(w) : F = R, w &€ 0, nao define uma probabilidade. Este

fato leva a seguinte definicio

Definigdo 1.37: Uma funcdo P : (1xF — IR é chamada uma probabilidade condicional

regular com respeito & uma o-dlgebra § ¢ 7 se: . ‘
i) P{w,-): F — IR, é uma medida de probabilidade em 7 parqug;;da w € .
i) P(-4): 0 — R, & uma versio de P(A4/0), isto é P(-,4) = P(A/§) qc

Teorema 1.38: Seja P(-,-) uma probabilidade condicional regular com respeito a G,

e X uma varidvel aleatéria com E|X| < oo. Entdo

(X/g fX(w)P (w,d&)-q.c. (1.9)
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Dem: Seja X = Ep, B € 7, entdo {1.9) é verdade por definicio. Consequentemente
(1.9) vale para varidveis aleatérias simples. Seja agoraY > 0 e X,,n = 1,2,... uma

sequéncia de varidveis aleatdrias simples X,, // X. Temos entao

lim E(X./§) = E(X/§) ac..
Agora
lim B(X,/§)(w) =1lim [  Xa(@), P, d)

- an(c;) Plw, dis),

onde a ultima igualdade segue pelo Teorema de convergéncia monéiona.

O caso geral segue da representagio X = X+ — X~ ]

Em geral ndo podemos garantir a existéncia de uma probabilidade condicional re-

gular e o seguinte conceito, se faz entfio necessirio.

Definicdo 1.38: Seja (92, 7) um espago mensurdvel, X um elemento aleatério com
valores em Y’ e § uma sub-o-dlgebra de 7. Uma funcio Qx : 02 x ¥ = R é chamada

uma distribui¢io condicional regular de X com respeito a § se:

a) Qx(w,-) é uma medida probabilidade em 7' para cada w € £.

b) Qx(-,B) é uma versio de P{X'(B)/§) para todo B € ¥, isto & Qx(w,B) =
P(X~YB)/§)(w) qc..

Defini¢do 1.39: Seja X uma varidvel aleatéria. Uma fungdo Fyx : I x R — R é

chamada fungdo distribuigao condicional regular de X com respeito a § se
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a) F{w,') uma fun¢do distribuigdo de probabilidade em IR para cada w € (1.

b) Fx(-,x) é uma versio de P(X((—o0,z])/§) para cada z € R, isto é F(w,1) =
P{X~Y((—00, 2]/ §){w) ac.

Note que como Fx(w,-) é a fungio distribuicdo em IR, existe uma medida de pro-

babilidade correspondente em B(IR)

Teorema 1.40: Uma funcio distribuigio condicional regular de uma varidvel aleatéria
X sempre existe.
Dem: Seja {r, : n € R} o conjunlo dos racionais ¢ P(X < r,/§) a probabilidade

condicional de X~ !((--00,7,]) com respeito a uma o-dlgebra § C ¥. Para m,n > 1,

seja
Amn={w:P(X <r/§) < P(X < m/G)}
e
Como P(X <r./§) < P(X 5' 7w/ §) qc $€ T < Iy, temos que P(4) = 0. Seja
B.= {w t lim P(X <rn/§) # P(X < r,./g)}
e

B=JB..

Pelo teorema da convergéncia monotona P(B,) = 0 e portanto P(B) = 0. Siﬁﬁlarmente,

se

Cr={w: lim P(X <ra/§) #1)

rton
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D={w: lim P(X < ra/G) # 0}

Tni-oo0

P(C)=P(D)=0.

Seja o = AUBUC UD. Entdo para w € 0Qf, a fun¢do z — PX < z/8){w) =
lirlr;P(X < R,/§) ¢ uma fungio distribuicio de probabilidades. Seja Fx : @ x IR - R
definida por

Fx(w,z) = 1:111;P(X < Tn/g) (w) Loy (w) + F(z)La, (W),

onde F é uma funcdo distribuigio de probabilidade qualquer. E facil ver que Fx(-,") é
uma fungio distribui¢io condicional regular de X dado §. Se @x (w,-} é a medida de
probabilidade em B(IR) correspondente a Fx(w,-), entio para mostrar que Qx(-,) é

uma distribuigio condicional regular de X dado §, note primeiramente que

Qx(w,B) = LF(w,dz) ,

onde a integral é de Lebesgue-Stieltjs. Logo Qx({w, -} é §-mensuravel.

Seja € a classe de todos os conjuntos B € B(IR) tal que

N | Qx(w, X7(B)) Pldw) = [Anx-lw)dp'z P(4NX"1(B)). (1.10)

E facil mostrar que £ ¢ uma o-dlgebra e que (~oc,z] € £ para todo « € R. Portanto
£ = B{IR) ¢ a relagio (1.10) vale para todo B € B(RR)- O

Teorema 1.41: Seja X uma varidvel aleatéria e p uma fungio Borel mensurével com

E(jp(X)}|) < oo. Entdo
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E(e(x)/8)w) = [, 0 (2)Qx (1 ).

Dem: exercicio
A existéncia da distribuigdo condicional regular é possivel para elementos aleatérios

assumindo valores em espago mensuriveis que sio “semelhantes” a (R, B(R)).

Definicio 1.42: Um espago mensurdvel (ﬂ',.?") é chamado um espago de Borel se

existe uma aplicagio 7: Q' - R, um a um, tal que:
i) T(Q) = {TW):w' € '} € B(R).
ii) T é ¥ — B(IR) mensurével.

iii) T definida em T(') ¢ B(T(N')) — ¥ mensurével.

Teorema 1.43: SejaqX um elemento aleatério com valores em um espaco de Borel
(ﬂ', F'). Entao existe uma distribuicdo condicional regular de X com respeito a uma
sub-o-dlgebra 7.

Dem: Seja T cbﬁio na Definicdo 1.42. Entdo T o X é uma varidvel aleatéria e Qrox
existe com respeito a §. Seja Qx(w,B) = Qrox(w,T(B)), B € 7. Pela definicio 1.43
iii), T(B) € B(T(Q')) ¢ portanto Qx é bem definida. Claro Qx(w,) é uma medida em

7' para todo w € 1. Para Be¥#,comoT éuma um

Qx(w, B) = Qrox(w,T(B)) = P(T(X) € T(B)/5)

= P(X € B/§) qe,

o que complete a prova do teorema. : ]
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Pode se mostrar que todo espaco métrico completo e separdvel é um espago de
Borel. Em particular (IR", B(IR")) (R®, B(IR®)) sao espagos de Borel.

2. Conceitos Basicos de Processos Estocasticos.

2.1 Introducio.

Um processo estocdstico é uma estrutura constituida de um espago de probabilidade

(©?, 7, P), um conjunto nio vazio T e uma aplicagio X : T x 1 — IR, tal que para
cada t € T, a fungio X(t,-) : 0 — R é uma varigvel aleatéria. Em outras palavras,
um processo estocdstico é uma colegdo de varidveis aleatérias definidas num espago de
probabilidade (R F, P), indexadas por um conjunto .

Parat € T, X, ou X(t) denotardo a varidvel aleatdria X (1, ), isto é X(2,) = X(t) =
X;. A colegao de varidveis aleatérias {X{t) : t € T'} também ser4 de notada por X, T é

chamado espago de indices ou pardmetros. Para cada w € (1, a fungiio X{",w): ' = R

€ chamada trajetéria, ou realizacio, ou fungio amostral correspondente a w.

Definigfo 1.44: Dois processos estocésticos X e X' com o mesmo conjunto de indices
T, definidos em ((1,7,P) e o, 7 ',P') respectivamente, sao chamados indistinguiveis

ou equivalentes se para todo n € IN, t;,...,t, e Te B€ B(R),

P((X(n),...,}{(t.,)) € B) = P'((X't:),...,X(tn)} € B).

Um concelio mais forte que equivaléncia é possivel quando os processos estao defi-

nidos no mesmo espago de probabilidade
Defini¢io 1.45: Dois processos estocisticos, X ¢ X' com o mesmo espago de indices
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T, definidos em (0, 7, P) sio chamados versoes ou modificagdes um do ontro se

P(xt) =X'(t)) =1

para todo t € T, isto é X(t) = X'(t) q.c. paratodot € T.

Se E([X(t)|) < co para todo t € T, a fungio my : T — R, definida por mx(t) =
EX(t) é chamada fungio média de X. Se E|X(t)|* < co para todo ¢ € T a fungiio
Cx : T xT — R, definida por Cx(t,s) = E((X(t) — mx()){X(s) —mx(s})) é chamada

funcdo covaridncia de X.

Seja T um espago metrico. X = {X(t) : 1 € T'} tem trajetdrias continuas q.c. se

P({w €Q:X(w) é continua em ﬂ'}) = 1.

Para todo t € T, X é dito ser continuo em probabilidade em { se para toda

sequéncia t,,n = 1,2,... em I,¢{, — ¢ quando ! — co
n—od

P({w 11X (tnw) = X(t,0) > £}) 0

para tedo € > 0.
Se X é de segunda ordem, isto é, E|X(t)|* < co para todo t € T, dizemos que X é

continuo em média quadréitica em ¢t € I se para toda sequéncia t,,n = 1,2...,t, = ¢

quando n — co

B(1X(ta) = X(O) - 0

n—oo

isto &, a aplicagdio ¢ — X(t) com valores no espago de Hilbert L,((}, 7, P) é continua.
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2.2 Representacio candnica de um processo estocastico.

Umn processo estocdstico X pode ser visto como sendo uma medida de probabilidade

C (—E—ET). Para tanto considere a aplicagdo ®x 1 {} — ET, definida por
bx(w) = X{w).
by eF-C (ﬁr) mensurével pois ®3'(C) € 7 para todo cilindro C. Portanto ®x é um

elemento aleatéric com valores em ﬁﬂ‘.
Para A € C(ﬁr), seja

ux(4) = P(22(4)) = P({wi X(w) € 4}) .

Se definimos a aplicagio X' : T x B" — I por X'(t,z) = z(t), é fécil ver que X' define

urn processo estocdstico em (ﬁr, ¢ (-ﬁr), px) e que

P((X(ts),.... X(t2)) € B) = ux (X (t2),-.. X (ta)) € B)

paratodon € N, #),...,t, € T e B & B(IR"). Em outras palavras X e X' sao equiva-

lentes.

Definicio 1.46: A estrutura {T, (ET,C(ﬁT),ux),X'(t,x) = z(t)} é chamada

representagio candnica do processo X.

As representacdes canénicas de dois processos estocdsticos com o mesmo espago
de indices diferem somente na medida de probabilidade. Processos equivalentes tem a

mesma, representagio-candnica.
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2.3 Especificacdo de um processo estocdstico pelas suas dis-
tribuicdes de dimensao finita.

Seja X = {X(t);¢ € T} um processo estocéstico definido em (f},7,P). Para
todo subconjunte finito v = {t; #p,...%,} de T, a aplicacio mensurdvel w —
(Z(t1,w),..., X(tn,w)), induz uma medida de probabilidade P, em (R",B(R")) :
P,(A) = Plw € : (X(t1,w),... X{tn,w)) € A), para todo A € B(IR").

Definicio 1.47: O conjunto de medidas de probabilidade {P,;u subconjunto finito de

T} é chamado conjunto das distribuigdes de dimens3o finita do processo X.

Temos portanto que dois processos estocdsticos equivalentes tem o mesmo conjunto
de distribuicdes finitamente dimensionais.

E naturel perguntarmos quando um conjunto de medidas de prébabilidade é um
conjunto de distribuigdes de dimensio finita de um processo estocéstico. Esta pergunta
é respondida pelo Teorema de Kolmogorov enunciado a seguir na linguagem de proces-

508 estocdsticos.

Teorema de Kolmogorov. Seja I um conjunto néao vazio e P{Pyu C T, |u| <
o0, P, probabilidade em (™, B{R))} uma famflia de medidas de probabilidade. Uma
condigdo necessdria e suficiente para que P seja o conjunto de distribuicdes de dimensdo

finita de um processo estocéstico é que

para fanto u C v C I, v finito.
-Dem: Seja u = {t;,...,t.} € {t1,...1,} = v. Seja P o conjunto de distribuicBes de
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dimensdo finita de um processo X. Se A € B(RR¥)

ﬂMkﬂﬂﬂm%wxﬁweﬂ;P&w@mhnﬁmnEﬂ

= P((X(t),---, X(ta)) € mo5(4)) = P. (x5 (4)) -

Portanto a condigao é necesséria.

Para mostrar suficiencia temos que o Teorema de Kolmogorov pari medidas nos
garante a existéncia de uma probabilidade 4 em (ﬁr CEF) tal que P, = pr;!. Em
(IR c (R }, 1) consideremos o processo estocdstico (candnico) X(t,z} = z(t). Claro,

as distribuicdes finitamente dimensionais de X sio dadas por Py = px;)'. De fato,
&M);u@ﬁwn—uﬂx6RT (ﬂEAH

_;Ammw”w¢eg. _ o

Exemplos de Processos Estocdsticos.

a) Processos Gaussianos. Um processo estocdstico X = {X(t);t € T} com fungao
média uma fun¢do arbiirdria my : T — IR e fungio covaridncia- uma fungio
nao negativa definida arb:tra.na Ry I'xTI - IR, que tem como dxstnbuagoes

finitamente dlmensmnals

_mm=mewqm@h¢%Aemmgu=qum

onde

Pu(V1s..s0a) = [(291')" det(C'u)] - gxp(l—%(v —m,) 7 v - m,,))
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b)

onde ¢/ = (v,,...,v,.)‘,m:_' = (mx(t),...,mx(t.)) e Cy = (qx(t;,tj))

chamado em processo Gaussiano.

ij=12..,n

Pode ser mostrado que um processo X = {X({t);t € T} é Gaussiano se e
somente se todas as combinagdes lineares @, X (1)) + ... + 4, X{t,,) sdo varidveis

aleatérias normats.

Processos com valores independentes. Um processo estocastico com distribuigoes

finitamente dimensionais dadas por

Pgh“"g" (A] X .o X An) = R;(Al) . .Pt“ (An)

onde {F; : t € T} é uma colecdo arbilriria de medidas de probabilidade em

(IR, B(IR)) é chamado processo com valores independentes.

¢) Processos com incremento independentes. Um processo estocastico {X(t);t €

le,b) C IR} é dito ter incrementos independentes se para todo a < tg < ¢; <
<t <h, i

X(to), X(t2) — X(0),..., X(ta) — X(ta-1)

sao varidveis aleatérias independentes.

" As distribuicbes finitamente dimensionais s&o especificadas por:
Qs = Px)

Qot = Pxp)x(s) a<s<t<b

como
Py 4 ((—-oo, 7] X ... x {—o0, x,,]) =
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= [ f 1:[1 1,00} (zk - Z v-) Qa(d”c')Qa 0 (@03) - .- @y, (d0) j
Note que, para a < § <tz <ty < b, X(ts) — X(tx) = (X{ts) — X(t2)) + (X (22) -
X (tl)) e portanto @, 1, = Qu.t * Quyis

d) Processos Estacionarios. Um processo X = {X(t);t € ¥ C R}, I um intervalo, é
chamado estacionério, se para todo ty,ta,...,tn € Fehtalquety+h,... . tx+he l

temos que

Ptl...,t,. = Pt,+h....,t,.+k

e) Processos Markovianos. Um processo estocdstico {X=X@):te}, T CRE
chamado Markoviano, se para todo n > 1,t; <2 < ... <l < s <tem Tre
A€ B(R).

P{x()e A/x(tn),...,X(tn),X(;)) = P(X(t) € A/X(s)} ac.

2.5 Processos estocdsticos como elementos aleatdrios.

A aplicagio ®x(w) = X(,w) = (X(t,w);t € T) usada na definigio da repre-
sentagdo candnica de um Processo estocastico X pode ser vista como um elemento
aleatério com valores em-JE". Como comentamos anteriormente, a o-dlgebra C (B )
é muito pequena e quando X" ndo é contével muitos conjuntos importantes de fungdes
néo pertencem a esta familia.

Se as trajetérias de um processo estocistico X pertencem a um certo espago de

fungdes 01’ C ET, é natural perguntar quando o processo define um elemento aleatério
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] e . . ;. .
com valores em ' e se a probabilidade induzida por este elemento aleatdrio determina

.as distribuigdes finitamente dimensionais do processo X

Proposicio 1.48: Seja 01' C E' e 7 uma o-algebra de subconjuntos de 2. Seja
X = {X(t) : t € T} um processo estocdstico tal que X(-,w) € 0. Defina ¥x : 02 - O,
por ¥x{w) = X(-,w). Entio:

-

i} Wx é um elemento aleatdrio com valores em §' se e somente se W31{B) € 7 s
X

para tode B € 7.

ii} Neste caso, vx = P¥%' determina de maneira tinica as distribuicbes finita-

P

. . . P
mente dimensionais de X se, e somente se 0®x) € o{Wy) .

Dem: i) ébvie.

it} Suponhamos cr(tI)X)P - 0(\1')()?. Entdo, 4 = {w : (X(tl),...,X(tn)) € B} ¢
B’(EX_)P. Ou sefa A = U4 (B)UN, onde B € ¥ e P{N) = 0. Portanto P{A) =
P(¥%(B)) = v.(B), isto é vy determina as distribuicdes finitamente dimensionais.
Reciprocamente, como vy determina a medida P somente para conjuntos em
mp, ela determina as distribui¢bes finitamente dimensionais se conjuntos da
forma {w : X(t1},...,X(¢s)} UN, onde P(N) = 0, pertencem a a('I’—X)P. Portanto

O’(‘I’x)P CU(\I’){)P. O

Exemplo: Seja ' = C[0,1] e 7' = B(C[0,1]). Para X = {X(t) : ¢ € 0,1]} um
processo estocdstico tal que P({w € 1 : X(-,w) € C[0,1]}) = 1, defina
X(-w) se X(-,w) € C[0,1]
Yx(w) =

1] caso contrario.
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Entio,

o(¥x) = {@;}(o) n {w : X(-,w) € Cl0, 1}};0 € C(IRT)} .

Como B(C{0,1]) também é gerada pelos cilindros de C[0, 1], isto &, conjuntos da forma
A={zeC0,1]: (2(t1),...,z(ts)) € B},BE B(R), e

T (A) = {w €: (X(tr,w) ., X(tnw)) € B} ﬂ{w : X(-,w) € C[0, 1]} \

segue que U3'(A) € 7. Portanto ¥x é um elemento aleatérioc e dado que

P{{w: X(-,w) € C[0,1}}) = 1, ¥x determina as distribui¢des finitamente dimensionais.
Temos entao que todo processo estocdstico com trajetérias em C[0,1] q.c. pode ser

considerado como um elemento aleatéric com valeres em C[0,1] ou equivalentemente

como uma medida em B(C|[0,1]).

2.6 Separabilidade de um processo estocastico.

Seja X = {X(t} : t € T} um processo estocdstico com T vm intervalo arbitririo

ou um espago métrico separdvel. Conjuntos do tipo

{we o X(t,w)e B,Yie ]I} =N {X(t) eB} )

texd

onde B € B(IR) e ¥ C " é nao contdvel, ndo necessariamente pertencem a 7. Fungdes

do tipo

inf{X(t) : ¢ € I}
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néo sio necessariamente variaveis aleatérias. O mesmo problema ocorre com conjuntos
como

{w €N:X{-w) é continua.}

Além disto, mesmo que os conjuntos e funges acima sejam eventos e varidveis
aleatérias, as distribuicdes finitamente dimensionais nio permitem (em geral) que suas
probabilidades e distribuicdes sejam calculadas. Isto pode ser visto através do seguinte

exemplo: Seja 0! = [0,1], 7 = B(|0,1]), P = Lebesgue, T = [0,1]. Defina

X(t,w)=0 paratodo t€0,1]ewen

1 set=w
Y(t,w) =
0 caso contrério.

Para todo-t € [0,1]

P(x() =Y (1)) = Leb(jo,t)u(t,1]) =1,

portante X e¢ ¥ tem as mesmas distribuigbes finitamente dimensionais. Por outro lado
sup X(t) =0, sup Y (t) = 1 e X tem trajetérias continuas e ¥ discontinuas.
te|0,1] te0,1]

Entre processos estocisticos equivalentes alguns tem trajetérias mais suaves, onde

os problemas discutidos acima podem ser melhor estudados.

Definigdo 1.49: Seja X {X (t) : t € T} um processo estocéstico onde T é um espago
métrico. X é chamado separivel se existe § um subconjunto contdvel e denso de I
e um conjunto N com P(N) =0, tal quese w ¢ N et € T, existe uma sequéncia

{sn;n € IN) em S (dependendo de w e t) tal que
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sn ot e X(sn,w)— X(w).

§ é chamado conjunto separador e N conjunto negligivel.

Proposigdo 1.50: Seja X um processo estocastico separdvel com conjunto separador
§ e conjunto negligivel N. Se F C I é fechado e O C T ¢ aberto, entdo

{X(t) €F:t EOOT}\{X(i) € F:te ons} C N.
Portanto,

{X(t)eF:teOmﬂ‘}e? e

P(X(t)e F:te OnT) = P(X(t) € F: t € ONS)

A(S) = {X(t) €eF:ite 0us}
A(T) = {X(t)'e F:te omr}

Claro A(T) C A(S). Mostraremos que A(S} N N¢ C A(T), o que implica que
A(TN\A(S) C N. ‘

Seja w € A(S)NN°. Fixemos t € O NT. Por hipétese existem #;,8;... € S
com $, -+ t ¢ X(s,,w) - X(t,w) quando, n — co. Como t € O existe ny tal que
S, €E O paran > ng, ouseja s, € ONS e X(sp,w) € F. Como F é fechado e
X(saw) — X(t,w), X[t,w) € F. Portanto w € A(T). .0

Corol4rio 1.51: Seja X um processo estocistico e S como na Proposigao 1.50. Entéo,
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i) sup X(t) = sup X{t) q.c;

teony tEONS
gt X0 = B acs

jii) lim X)) = lim e X)) qeg
iv) lim, . X (t) = lim,os X (t)  acs
v) {w:X(-,w)é continua } ¢ 7.

Dem: exercicio. i ‘ o \ ' O

Segue da definicio de separabilidade que todo processo estocdstico com trajetérias
continuas q.c. é separavel coxﬁ conjunto separador tomado como qualquer subconjunto
contdvel e denso . _

Mostraremos agdra que todo processo estocastico tem uma Ihodiﬁcagﬁo separivel
baseado no trabalho de Cohn [C].

Lema 1.52: Seja fo,n = 1,"2.; .. uma sequénéia de fungfies reais estendidas definidas

em um conjunto 1. Entdo existe um fungdo real estendida f em {1 tal que:

i) () = Jim fuw),

i) f é o{fn : n= 1,2.. } mensurével (porté,ntd se as f, $30 mensurdveis com

respeito a F, f é mensuravel com respeito 7).

Demi: Considere em R a métrica d(z,y) ='22,; Leb({z,¥) N{-n,n))\2n2". Para cada
n=1,2..., seja {I{n,i),s = 1,2,...,N,} uma parti¢io de IR onde J,; sio intervalos
com diam(J,;) < 1/n. Assumimos também sup I(n,7) < inf I{n,7 + 1) e que a partigio
para n + 1 é um refinamento da parti¢do para n.

~Para cada; n-defimos umafungic' g-com valores inteiros por
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gn(w) = min{s : I(n,?) contém infinitos pontos da sequéncia (fi(w)}.

Entdo para cada z € X, {I(n,g.(w))} é decrescente e diamI{n,gn(w)) \, 0. Portanto
ne, I(n,gn(w)) = {y}. Seja f(w) = y. Entdo [ : @ — IR. Como todo intervalo aberto
em torno de f{w) contém um dos intervalos J{n,g,(w)) e portanto infinitos pontos de
(fi(w)), segue que f(w) é um ponto limite da sequéncia (fi(w)).
Cada gn é o(f : n = 1,2...) mensurével pois g,(w) > ¢ se e somente se existe um

nimero finito de pontos de (fi(w)) em I{n,7)j = 1,...,1i — 1. Portanto,
{w€ Q:ga(w) 21} = UZey Unysmeny {00 € 02 fi, (@), 000 frn () € U1 I(m05), Fi €

;’:;} I(n,j),k # ky,- .., kn} pertencem ao(fn ‘n=12,.. J- A mensurabilidade de f
segue da relagdo

{w:f(w)<)\}: U {wEQ:g,.(w)=i} Eo(fn:n=1,2,...) O

n.i

Iind)C[—oa.d)

Teorema 1.53: {Doob [D]. Todo processo estocdstico tem uma modificagdo separdvel.
Dem: Primeiramente mostraremos que existe um subconjunto contével e denso S de I
e para cada t € T um conjunto N, com P(N;) = 0 tal que, se w € Ny, entdo X(t,w) é
um ponto limite de X(s,w) quando s —+ ¢, s€ 5.

Seja V a classe de todas as unides finitas de intervalos abertos e fechados de IR
com fronteiras racionais ou + oo+ V é contével e todo fechado de IR é uma interseccdo
contdvel de conjuntos de V. Seja S a classe de todas as bolas com centro em um conjunto
contével e denso de T'. Paracada DeVe CES

MF, 0)= inf P(X()cF:tea)

A contével
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Considerando uma sequéncia aproximando infinito e tomando uniGes dos correspondentes

conjuntos contdveis de #'s, obtemos um conjunto contivel S(F,0) de I tal que
MF,0) = P(X(t) € F: 1€ S(F,0)).

Seja S = UgsgS(F, 0). Entdo S é um subconjunto contével de T e se necessério acres-
€
centamos pontos para faze-lo também denso.

ParacadateTe O €S comt €O, seja

N(F,0) = {X(s) €F:se8N0,X(t) ¢ F}

Entéo P(N,(F,0)) = 0. De fato, isto é claro para t € SNO. Sei € S e P(N,(F,0)) >0
temos, como S(F, 0} C 0N 8, que

P(X(s)eF:s € S(F0)) > P(X(s)e F:s€5n0)
=P(X(s)e F:s€5UO0, X(t) € F) + P(N(F,0))

>P(X(s)e F,s € SUO,X(t) € F)

o que contradiz a defini¢iio de A(F, 0).

Definindo N, = Ugg;Nt(F, ), claro N; € F e P(N,) = 0. Temos também que se
Viel WV FEVeVOEScomt €O, wg N eX(s,w)€ FVs € 5N0, entdo
X(t,w) € F. Isto permanece vilido se colocamos no lugar de F, qualquer fechado de R,
pois cada conjunto fechado F de IR é de forma F = U;”=1Fm onde ¥, € V. Entio para
teT,weN,0€ScomteOeF,; = {X(5,w):s € 5NO}, temos que

X(t,W) S Fw,t
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paratodot € T e w ¢ N;. Segue que X(¢,w) é um ponto limite de {X(s,w); § € SNO}.
Definindo Y = {Y(t) : t € T'} por:

i) Y(t,w) = X(t,w), parat € Sew €

i) Y(t,w)=X(t,w), parat ¢ Sew g N; e

iii) paracadat € S e w € Ny, selecione uma sequéncia {s,} em S tal que s, — .
Pelo Lema 1.52 existe um limite de {X(s,w)} mensuravel, seja Y (£,w) este
limite.

Y (t) é uma variével aleatéria para cada t, na verdade Y () 6 o(X(2) : ¢ € T
mensurével, e P(X(t) = Y (t)) =1 para todo t € 7.

Portanto, Y é uma modificagio de X. Y ¢é separdvel com conjunio separador § e

conjunto negligivel ¢, pois paracadat € s,
i) sew € N, Y(t,w) é limite de X(sn,w) = Y (sp,w) €

it) sew ¢ Ni, Y (t,w) = X(t,w) e um limite de X(s,w) = X(s,w) quando s = ¢

através S. [

2.7 Processos estocidsticos mensuriveis.

Seja X = {X(t)t € T} um processo estocdstico com T C R um intervalo. As
trajetérias X(-,w} ndo sdo necessariamente Borel ou Lebesgue mensurdveis e assim

sendo, integrais com

fTX(t,w)dt ou jTX(t,w)f[t)dt
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(f mensurdvel) ndo estardo em geral definidas e ndo sfo necessariamente varidveis

aleatérias.

Defini¢do 1.54: Seja X = {X(t);t € '} um processo estocdstico. Se (I, ¥) é um
espago mensurivel, X é dito ser mensurével se a aplicacdo X : T x 2 — IR é mensuravel

com respeito a o-dlgebra § x 7.

Se T é um intervalo, & = B(T), pelo teorema de Fubini, todas as trajetérias
X(-,w) sao Borel mensurdveis e se [; |[X(t,w)|dt < oo qc. ou X(t,w) > 0 qc., 2
integral [ X (t,w)di define uma varidvel aleatéria. Note também que se E|X(t))’ < oo

entio:
L -~ P
E'/;er(t,w)\ dt —.[T‘E|X(t,w)| dt < oo

o que implica [ |X(t,w){Pdt < 00 qc. e E fp XP(t,w)dt = [ EXP(t)di.

Definigdo 1.55: Seja T C IR um intervalo, e {% : ¢ € '} uma familia ndo decrescente
de sub g-dlgebras de 7 /{s,t € T, 5 <1, C # C F). Um processo X = {X(t) : t € T}
é dito adaptado a {# : ¢ € '} se X(t) é # mensurdvel para cada t € T. X é dito
ser progressivamente mensurdvel se para cada ¢t € T a aplicagio (s,w) — X(s,w) de
TN (—co,t] x N em R é B(T N(—co,t]) x F-mensurivel.

Note que X = {X(t) : t € '} é sempre adaptado a familia % = o(X(t) : s < t) e

se X é progressivamente mensurdvel entao ele é mensurdvel.

Lema 1.56: Seja V o conjunto de todas as varidveis aleatérias em (§1, 7, P). Ento

X - Y]

)X,YEV
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define uma psendo-distancia em V' que metriza convergéneia em probabilidade.

Dem: exercicio

Teorema 1.57: Se X = {X(t) : t € I} com T um intervalo, é adaptadoa {F;t € T} e
continue em probabilidade, entao ele tem uma modificagao separdvel e progressivamente
mensurdvel com respeito a {% :t € I'}.

Dem: Seja I = [0,00) (& prova é andloga para qualquer ouiro intervalo). Para cada
n = 1,2... considere a particdo de [0,n] : 0 =it,0 < tny < ... < lun, = 1 tal que
[tag — thp—1! < 1l/n e P(EX(t) - X(s)| » l/n) < Qlﬁ‘, para todo t,8 € [tnp-1,tas).k =
1,2,...,N,. Isto é possivel pois X é continuo em probabilidade em [0, 00) e portanto
uniformemente continuo em probabilidade em [0, n] para cada n. Escolhendo a partigio

tal que

|X(t) — X(s)| i
E(l + X)) - X(s)l) < (n+1)2°

para i, € [lpk-1lnp), k =1,2,..., Np, temos

1y X (8) - X(s)] 1
P([X(i) - X(e)i> 5) = P(l X0 = X(9)] © n+1)

1X() - X(s)| 1
. (”“)E(Hlm) —X(sn) S

Sem perda de generalidade podemos assumir
{tn,k k = 1,..-,Nﬂ} C {t!’b{-l,k I = 1,...,Nn+1} N

Defina:
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X(te-1,w) tep-1 <t <inp, k=1,...,Nn
Xa(t,w) =
Xnw) t2n.

X, é progressivamente mensurdvel com respeito a {% : ¢t > 0}, pois
Ne
Xalt,w) = Z X(t;,-;, w)lltn,k—x,f-n.k)(t) + X(n’w)lln.w)
k=1

e suas restrigdes a [0, T] temn como dltimo termo
X(tn,n) (W, 7i(t)  se tax ST <tppn

ou
X (n, w)Lnr(t) se n<T '
que sio claramente B([0,T]) x F-mensuraveis.

Usando Lema 1.52 com T x {1 no lugar de {2 e f, = X, escolhemos um processo
mensurivel Y que é de fato progressivamente mensurdvel. Como Y (t,w) é um ponto
limite da sequéncia {X,(t,w);in = 1,2,...}, Y é separdvel com § = U {tnx : k =
1,...N,} e N=¢.

Finalmente para cada ¢ € [0,00), se t € [tnk-1,tnx), €ntdo Xa(t) = X(tns-1) €

5 PUXa(8) - X0 > 1/n) < 3. 5 < o0

n=1 n=1

Pelo Lema de Borel-Cantelli, P(ﬁn_.m{[}(,,(t) - X(t)| > l/n}) = @, e portanto
X.(t) — X(t) q.c.. Como para todo t € [0,00) e w € £, Y(t,w} é um limite da
sequéncia {X,(f,w);n = 1,2...}, temos que para todo ¢, Y (t) = X{t) g.c., mostrando
que ¥ é uma modificacio de X. O



O préximo teorema apresenta um resultado geral sobre mensurabilidade de um pro-
cesso estocdstico. Para a sua demonstragio indicamos os trabalhos de Chung e Doob
|C-D] e Cohn [Co]. Outros resultados importantes s3o as publicages de Cambanis [Ca]

e Hoflman-Jorgensen [H-J].

Teorema L.57: Seja X = {X(t) :t € T} com T um intervalo, adaptado a {f:teT}.
As seguintes afirmagdes s3o equivalentes:

i) X tem uma modificagdo mensurével.

ii) X tem uma modificagio separdvel e mensurével.

iii) A aplicagéo ¢ — X (t) de ' em V(V como no Lema 1.56) é Borel mensurédvel.

iv) X tem uma modificag@o separdvel e progressivamente mensurével.

Se T é um espago métrico completo e separdvel, i) ii) e iii) acima sdo equivalentes.

2.8 Continuidade de trajetorias.

Como definimos anteriormente, um processo X = {X(t) : ¢ € |e,b]} é continuo g.c.
se existe 1), € 7, com P({1,) = 1 tal que para w € 2, X(-,w) é continua em |a,b]. -

O “modules” de continuidade de um trajetéria é definido por

Z(h,w) = Sup |X(t,w) — X(s,w)|.
};"—ﬂrw;.h

Claro Z{-,w) é nio crescente e X(-,w) é continuo (uniformemente continuo) se e so-
mente se Z(h,w) — 0 quando h — 0. Como X tem uma versio separéavel, ¥ (k) ¢ um
processo estocdstico. Portanto X tem trajetérias continuas se e somente se Z(h) — 0

q.c. (ou Z{k) — 0 em probabilidade) quando A — 0.

Teorema 1.58: Se X{X(t) : ¢ € [a,b]} é separével e para algum § > 0 e todo h € (0,6}
com t,t + h € [¢,b)], '
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P((X(t+ k) ~ X(2) > g(h)) < q(B),

onde ¢ e g sdo funcbes positivas, nio decrescentes, definidas em (0, §) e satisfazendo

entioc X tem trajetdrias continuas com probabilidade 1 e existe uma varidvel aleatdria

Y,0< ¥V < o0 q.c. tal que

4 gk du
sup |X(t,w)— X(s,w)| < Efo g(h)—;t—, se h <ylw) qe.

|t—s|<h

Observagfes: a) E conveniente que as fungdes g e g sejam definidas e satisfacam as
propriedades para h € (0,b—¢]. Isto pode ser obtido estendendo ¢ para qualquer fungéo
néo decrescente e g fazendo ¢(h) = max{g{6—),1} para é < h < b—a. b) Comoge
g sdo nao decrescentes, as condigdes de integrabilidade sdo equivalentes as seguintes

condigbes de somabilidade.
[=+] 1 o0 n 1
nglg(z—n) <o e ’22 q(:o}f) <oo.
Dem: Sem perda de generalidade tomemos |a,b] = [0,1). Como g(k) | O e g(h) | 0
quando h | 0,
P((X(t +h) - X(2)) > g(k) < a(h)

implica que X é continuo em probabilidade. Portanto, qualguer conjunto contdvel e

denso de {0,1] é um conjunto separador para X. Tomemos

k
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Segue que

sup X(t) ~ X{s)| = sup IX() - X(s)| qe
le—e|<h lt—el <k

Seja

Temos entdo que

P(xe>o(g)) <5 P(x(5EY) - x(£)) 2 o(2)

e portanto

Sr(520(2) sTro(d) <o

n

Por Borel-Cantelli
(e (X, (2))) =0

Definindo (1, = (m,._.m{X,, > g(zi,,})c,P(ﬂc) = 1. Segue que para todo w € fl,
existe N{w) tal que

Xalw) <9(3) -

Como Z,,g(zi,,) < 0o, segue-que sum, X, < 00 g.c..
Agora, se t é um racional diddico, ¢t € S e para algum par (k,n), |t — ZL‘H < §15‘,

entiio t = Ekﬂ: + i %ﬁt, onde a,, = 0 ou 1. Se definimos

m=n+1
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. ko W oam
: 5;=2—n:|: Z 2m,1—1

m=n+l

k
S0=on
teremos
k n'=1
X () - X(z_n) | < Zl |X (s:41) — X ()] -
Se g;+; = 0, entao .5,-.,.‘1 = g e |X{si11) — X(s.)[ = 0. Se ai;1 = 1, entdo s;4; =

st 2n}s+1asi = 2n-£|‘+1 e | X(sit1) — X(8)] £ Xntina
Segue que
k
|x) - X (5 )|< Zx,.+.+1 <Y Xu
5. man

Set,seSelt—s|< glﬁ,éntio existe k tal que [t 2%| < 515 els— —n'l < 5w

IX(t) X(S)!<|X(t)—X( )|+!X(6) —)|<2ZX

m)n

Temos entao

sup |X(t)‘r—)_£-'(s)|— sup |X(t)[—X(S)|$2ZVXm\,0

».t€j0.1]

|t—a]<af2e |"‘-']<1I'2“ m>n

q.c. quando n — oo. Como Z(h) € ndo decrescente :

"sup |X(t) — X{s)| | 0 q.c. quando k | 0.
teg[0,1]
lt—e|<h

' Portante X tem trajetéria continua com probabilidade 1. -
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Para mostrar a segunda parte do teorema, observe que {l. = (limpe{Xn >
g(gln)})c = (Uns1{Xn > 9(2%)}) Uk 1[Umzid Xm 2 9(2%.)}/ Unsi{Xm 2 9(517-‘)}]
Defina ) Coo '

k em Um}‘_vk 9("2’%) \Unsi Xm 2 g(sz))

N(w) = C
0 em (Un{Xa > 6(5)}) N
Claro . :
Xaw) < 9(55)

> Xalw) £ 9(51,;)-

m>n
Se w € N.1NE, onde Ny é o conjunto de probabilidade zero associado ao ‘conjunto

separador S do processo X e n > N(w}, entéo

sup |X(t,w) — X(s,w)| = sup |X(t,w) - X(s,w)| <23 Xn(w)
w.tE[N.1] tags m>n
|t—n|<§1,',— Il—'I<§"rr -
o)

Para w € (. [V N¢ fixo e 0 < h < n27 V@)

sup |X(t,w) - X(s,w)' <2 sup |X(t,w) - X(s,w)
e e
i<y
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< 2 sup [X(t,w)— X(s,w), %<§1ﬁ<h
taes
lt—a|< gk
< 1 g(e) < 55 [T oL | n> N(w)

h
4 du
2 Tz /; g(u)% -
O resultado segue, definindo ¥ (w} = 27V} que ¢ positiva e finita q.c. |

Teorema 1.59: (Kolmogorov) Se X{X(t) : ¢ € [a,b]} ¢ separdvel e para todo h €
(0,6),6 >0 comt,t+ k€ |a,b] temos

E(|X(t+h) - X(1))7) < Ch
para constantes positivas C, e e . Entio para todo 0 < v < 8/a,

1
75 sup {X{t) - X(s)] - 0 q.c.
toe k]

fr—al<h
quando h | 0. Segue que as trajetérias de X sdo q.c. Lipschitz de ordem ~ < B/oeem
particular X tem trajetérias continuas com probabilidade 1.
Dem: Fixemos constantes e > 0e 0 <y < B8 /. Entdo as funcdes
g(h) = ek e g(h) = Ce™*h*#==7 satisfazem as condigoes do Teorema 1.58. Temos
também que, para todo h € (0,6) comtet+ h € [a,b],

+h) — X(t)[*
(k™)

P(IX(t+h) - X()| > en7) < ZIXC
ChM

= Cg pltF-o7,
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Com fohg(u)d—“ =¢ Jf u™1dy = eh?, segue pelo Teorema 1.58 que ‘

sup |X(t,w) — X(s,w)) € {5eh7 se b < Y (w) q.c.. Portanto como € > 0 ¢ arbitrario,

|l—ni<h

1
lim-— sup |X(t)—X(s)]=0 qc. O
h—0 he T.e|ln ’
t—s|<

2.9 Processo de Wiener.

Um tipo de processo que sera intensivamente usado nos préximos capitulos e talvez

o mais estudado na literatura é chamado processo de Wiener ou movimerto Browniano.

Definigdo 1.60: Um processo de Wiener ou movimento Brewniane é um processo
estocastico {W(t) :t € T}, T = [0,00) ou [0,T], definido em (2, 7, P) que satisfaz

i) PWO)=0)=1

ii) W tem incrementos independentes: Se 0 < #p < &) < ... <1, entdo W(to),W{t:) —

Wite),...,W(tn) — W(tn—;) sdo varidveis aleatérias independentes.
ili} Para 0 < s < ¢, o incremento W (t) — W(s) tem distribuicio normal (Gaussiana)

com média 0 e varidncia 1:
z?

P{w(t) - w( f\/—zm (z(t—s})

A existéncia de um processo de Wiener é garantida pelo teorema de extensio de
Kolmogorov., Para tanto, observemos que um tal processo, se existe, deve satisfazer
para 0 =1y <& < ... <tp, Tg =0 ¢ Ay,..., 4. € B(IR)

P(W(ts) € A1, W(t2) € Ar,... , W(ta) € Ay) =

=L, L, A n}‘zl{[zar(t‘-—t;-,)]_llzexp(—%) }dzn...d:cl.
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Como esta familia de' medidas de probabilidade é consistente no sentido de Kolmogo-
rov, a existéncia de um processo de Wiener esta garantida Teorema de extensao de
Kolmogorov.

E f4cil mostrar que:
E(w() =0, B(W(t)) =t e E(W(t)W(g)) = min(t,s).

Lema 1.61: Se Y é uma varidvel aleatéria com distribuigio normal com média O,

entio para todo a > 0
of2
E(j¥I") = K(o) [|Y|’] :

Dem: exercicio

Proposigdo 1.62: Um processo de Wiener tem uma modificacio com trajetérias
continuas com probabilidade 1.

Dem: Considere uma versio separével de W. Pelo Lema 1.61 paraa >0, h >0
«f2
E(W(t+h) -W)*) =K(o) [E([W(t +h)— W(t)|2)] =

= K(a)h*/? = k(a)h!+(/2-1)

Tomando ¢ >2e fi=af2-1
E(W(t+h) -WQ)I*) = C B

Segue pelo Teorema 1.59 que W tem trajetérias continuas com probabilidade 1. O
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2. Teoria de Martingales.
2.1 Intro ducio.

Daremos aqui os resultados bésicos sobre uma classe de processos estocdsticos cha-
mados martingales. O conjunto de indices I" sera [0, 00) ou [0,T] com T < 00. Ocasi-
onalmente outros conjuntos de indices poderdo ser considerados e neste caso a escolha
de T sera explicitada. O espago de probabilidade (02,7, P} sera em geral assumido
completo.

Além do espaco de probabilidade e do conjunto de indices, consideremos também
na defini¢io de martingales uma familia de sub-o-algebras de ¥ indexados por I, FF =

{# :t € T}, que satisfaz:

i) % G %, ses<t(F énao decrescente)

ii) # contem todos os subconjuntos' de ¥ ‘com‘prébabi]idade o({IF% cdmplefa.]

Uma familia sub-o-algebra de ¥ satisfazendo i) e ii) acima é chamada um ﬁlt;ragio
ou filtragem. Se para £ € T, % = M.so Fise, entdo a filtragho F & dita ser
continua a direita. Um processo {X(t) : t € T} ¢ dito ser adaptado a JF se X(t) é
7 mensuravel. '

Vari4veis aleatdrias positivas satisfazendo certas condigdes de mensurabilidade em

relagio a JF sao importantes no estudo de martingales.

Definicdo 2.1: Uma varidvel aleatéria 7 assumindo valores em T é chamada um

tempo parada com respeito a I, se [r <t]={w:r(w) <t} € Hparatodot €T

Tempos de parada cumprem propriedade que listaremos a seguir.
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Proposicdo 2.2: (a) jr <t]€ Fer =t] € %, se 7 é um tempo de parada. (b) Se
JF é continua a direita, entio 7 é um tempo de parada se e somente se [r < t] € % para
todot € T.
Dem: a) Como 7 é um tempo de parada [r < s] € 5, C #, para t > 5. Portanto
[r<tl=Ur<t—1/n]eFe|r=ti=lr <t|\[r<t]€F.

b) Se [r < t] € 7 para todo #, entdo [r <t + 1] € %1 C %, 1 para m < n. Segue

que [7 < ] = Nypm[r <t +1/n] € Fiy1ym para todo m e conseguentemente

[T S t] eﬂ:ﬁ-{-l/m = jrt ]
) m

pois IF é continua a direita. A necessidade da condigio segue de (a). m]
Proposicdo 2.3: Seja 11,72,... uma sequéncia de tempos de parada com respeito a
F. Entdo sio tempos de parada com respeito a JF

a) n+ 7,

b) min 7,

c) mAXTe e

d) sup7,.
Se IF é continua a direita, também sdo tempos de parada

e} inf 1,

n
f) limyeco

g) limpoo 7
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Dem; Provaremos (b}, {d) e (¢) deixando os restantes como exercicio.

(b) Segue da relagéo [r{l}nn <tl= J{mn<t}ef
=n k<n
(d) Segue da relago [sup, T < t| = N.{m <t} € %

Para mostrarmos (e) usamos a Proposigio 2.2.b e a relago

linfra < t] =l <t] € & - O

Come toda constante é um tempo de parada, segue da Proposigdo 2.3 que todo
tempo de parada 7 pode ser aproximado por uma sequéncia de tempos de parada limi-
tados como 7 = r}l.nclo min(7,n). Um segundo tipo de aproximagéo é apresentado a seguir

com T = |0, c0). Para I = [0, T] resultado andloge ¢ vilido.

Proposicao 2.4: Seja 7 um tempo de parada com respeito a I = {%:t > 0}. Entdo
existe uma sequéncia (7, : n € IN) de tempos de parada com respeito a JF, assumido

valores em um conjunto contivel, que a préxima 7 superiormente, isto é: -
i) e >1ac
ii) 7, | 7 quando n — oo
iti) 7(w) € {z1,22,...}, % € [0,00].
Dem: Seja

& se L’%ﬁgr(w) <k k=12

oo se T(w)=oo.

ta(w) =

Entéo parat > 0,
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<8} =Uyma[m = k/27] =

= Uk/zngt[Tk; 1 <7< gkn'] ef.

Portanto 7, é um tempo de parada e 7, > 7. Para cada w tal que r{w) < 00,0 <
Tw(w) — 7(w) < 1/2". Entdo lim r.(w) = r(w) para todo w. Se ru(w) = 1/2", entdo
Tne1{w) = (2k — 1)/2"" ou 2k/2°*!. Assim 7n(w) > Ta41(w) em todo . Segue da

definigdo que 7, assume um niimero contavel de valores. O

Um iempo de parada nio pode em geral ser aproximado inferiormente por uma
sequéncia de de tempos de parada. Se existe de tempos de parada 7,, tal que 7 /' 7
Q.c. € T, < 7 qQ.c., entao 7 é chamado predizivel.

Inlerpretando ¢ como tempo, podemos interpretar % como a informacio conhecida
até o tempo ¢, isto ¢ claro no caso % = {X(s):s<t))=FX, onde X = {X(t) : t € T}
é um processo estocéstico. Para r um tempo de parada com respeitoa JF = {7 : t € 7'},

definimos a o-algebra de eventos anteriores a 7, como

;= {Aefw:Aﬂ[TSt]e 7 paratodoteﬂ'},_

onde .}’m = a(U‘er ?g) .

Proposicao 2.5: Para 7 tempo de parada com respeito a FF,

a) #; é g-algebra

b} 7 é %, mensurivel

c) Se ¢ é um outro tempo de parada com respeito a IF e 6 <'7 q.c., entio 7, C F.

Dem: a) Claro ) € 7, pois Q{7 < t} € 7 para todo t.. Se AN{r < t} € %, entdo
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AQr < t] = [r < \(AN[r < 1]} € #. Portanto se A € %, entdo 4° € 7. .Se
Auflr S € Fon=1,2,... (Un 4a)Nlr < t] = Un(4a D7 S E)) € 7, 0 que mostra que
%, é fechado sob unido finitas. . -

b) Se z > 0,{r < z]N{r < t] = [r < min(z,1)] € Fin(zs) € Fr- e [7 < zle [
Portanto [r < z] € 7. Se <0, [r <z|=¢€F.

¢)Se A€ % eo <, entio ANr < t] = ANle < t]N|o < 7] € F para todo ¢.
Portanto A € 7, . i

Para um processo estocastico X = {X(f) : ¢t € fH’}-e 7 um tempo de parada
com respeito a IF com P(r < oo}= 1, definimos X7} o processo truncado em 7, por
XUty = X{taT).

Proposigio 2.6: Seja X = {X(t) : t € T} um processo estocdstico progressivamente
mensurdvel com respeito a IF. Entao XU) = {X()(t) : t € T'} & um processo adaptado
a FF e X(r) é uma varidvel aleatéria 7,-mensurével.
Dem: Para t € T fixo, r At é 7, mensurdvel. Segue que w — (r(w) A t,w) é F —
B(|0,t)) x % mensuravel e como X é progressivamente mensurével, (s,w) — X(s,w)
também & B([0,t]) x # mensurdvel. Como X ){t) = X(r At) é a composigao destas
duas aplicagbes, ele é #; mensuravel.

Para A € B(R),[X(r) € ANl < t] = |X(r At) € A]N[r < t] € % e portanto
[(X(r) € Al € %. ' O

2.2 Martingales, supermartiﬁ‘gales e submartigales.

Seja (0, 7, P) um espago de probabilidade completo, T = [0,00) ou [0, T} ou [0, oo}
e IF uma filiracgo. )
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Definicdo 2.7: Um processo estocdstico X = {X(t) : t € T} é chamado um

martingale com respeito a2 I, ou um F-martingale se:

i) EIX(t)] < oo, para todo t € T,
if) X é adaptadoa IF e
i) BE(X({t)/F) = X(s) qc., para s < ¢, 5,0 € T

{(Quando a filtragio FF é fixa, dizemos resumidamente X é um martingale)

s

Se a igualdade em iii) é substituida por < ou > temos o que é chamado de

supermartingale e submartingale, respectivamente. Note que se X é um supermartin-

gale, — X é uma submartingale. Consequentemente muitos resultados necessitam ser

provados somente para uma destas classes.

Um exemplo simples mas importante de martingale é obtido definindo X{t) =
E(Y/#), onde Y é uma variavel aleatéria com E]¥| < o0. Qutro exemplo interessante
aparece quando consideramos em {2, ) duas probabilidades P e Q com P << Qe
uma filtragem. Se restringirmos P e @ a 7 e denotarmos estas restricoes por P, e
respectivamente, entao (gg:— :te ’11") é um martingale (mostra estes resultados como

exercicio).

Proposicio 2.8: Seja X = {X(t) : ¢ € '} um supermartingale. Ento
i) EX(t) é ndo decrescente;
ii) X é martingale se e somente se EX(t) é independente de ¢;

iii) Se f € uma funcdo concava com E|f(X(#)}| < oo, entdo {f(X(t) :t € T} &

supermartingale;
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iv) Se Y = {Y'(i) : t € '} é um outro supermartingale e 2 > 0, entio aX + Y

e X x Y sio supermartingales.

Dem: exercicio . O

Seja X = {X(t) : t € '} um submartingale e Ty um subconjunto finito de 7. Para

¢ < b defina:
7o =0,
7 = min{t € Ty : X(2) < a},
1 = min{t € Tp,t > 11 : X(t) > b},
':"'2!:—1 = min{t € My, t > 742 : X[t} < a},
e = min{t € Wy, t > 7ox—y : X(2) = b,
Se iIﬁlJi;:X(t) > a, entio 1, = max My e 7q,73,... ndo sfo definidos. Esta regra também

se aplica aos 7's subsequentes.
O niimero de cruzamentos crescentes de um intervalo (e,b) por um submartingale

X restrito a um conjunto finito X, é definido por:

Ula,b; ) = ma.x{k : 79 & definido }

Proposigdo 2.9: Seja X um submartingale e 7y um subconjunto finito de 7', C
[0,T),T < o0o. Entéo

+
E(X(T) - a)

B(U(eb; ) < ———
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Dem: Como o niimero de cruzamentos crescentes do intervalo (a,b) pelo submartingale
X restrito a Ty corresponde ao niimero de cruzamentos crescentes do intervalo (0,b—a)
" pelo submartingale {{X(t) — a)* : t € T}, podemos assumir sem perder generalidade
que X é nao negativo, e =0e b>0.

Seja o = {t1,...12a}, Ve = X(t),Yo=0e¢

1 se 7y < i< Tmy1 Daram impar,

Xi
0 se Ty <t < 7Tmy1 Dparam par.

Entao " :
bU(0,6:T) =3 xi(¥i — ¥ica) g,y

i=1

{x‘ = 1} = U (ifm < i]\lrm+1 < 1]) .

m
impar
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Segue que:

bEUO,5,T) =E(Y ) x:(¥i—Yin)) =
51‘ [ (Y~ Yi)dP =

B(Y; - Yi]%._,)dP =

é:(E(Y) _ B(Y)) =

~ EY, = EX(t.) < EX(T) o

Se Ty é um conjunto contdvel de T, o niimero de cruzamentos crescentes de um

intervalo {a, b} por um submartingéle X restrito a Ty pode ser definido por

U(a, b; ﬂ‘o) = nlLl']élo U(u‘l, b; Fﬂ)!

onde (T, : n € IN) é uma sequéncia crescente de subconjuntos finitos de My, U, I =
. '

Corolério 2.10: Seja X um submartingale e Ty um subconjunto contivel de I, Iy C
[0,T],T < oo. Entao

E((X(T) - a)*)

b—a

U(a, b; To) 5‘
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Dem: Pelo teorema da convergéncia monédtona

. A
U(a,b; M) = lim EU(a,b; 1) < E(X—iT_)ai
onde T, / T, T, finito. [

Outros resultados envolvendo submartingales restritos a um subconjunto de indices fi-

nito ou contivel sio dados nas proposigoes seguintes.

Proposigio 2.11: Seja X um submartigale e 7y um subconjunto finito de . Se 7 e

o sio dois tempos de parada com valores em Xy e P(o < 7) = 1, entdo

X(o) S E(X (r %) ac.

¢ finita. De fato, para Ty = {t; <2 < ... < ta,

E|X(7)] E f IX() |dp_z j X(t)|dP

Dem: E|X(r)

<3 [ Xl = S BIX ()] < e

k=1
Temos que mostrar que para todo A € 7,
‘ L E(X(r)/%,)dP - L X(r)dP > LX(a)dP. | |
Como A = U}, AN{o = t;} é suficiente xﬁdétraf que
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X(r)dP > X({o)dP.
fAU{a:tg} (T) _—[An{a=t,‘} (o)

Dado que Plo < 7) = 1, temos

X(r)dP = =3 X(r)dP =
Ln{oxt*} (T) -[A.ﬂ{o:tk}n(u<f) X(T)dp E Ln{a:tﬂn{r:t,-} (T)

i=k+1

-9 [A X{t:)dP .

impa1 @ An{o=teJn{r=t}
Como AN{e = HIN{r =14} € %,

Lﬂ{a:tg} X(T)dP - Z Ln{;::t,‘}n{.,:t'.} E(X(t')/};k) dP

k4l
o0
> X(ty)dP =
- i=§+1 -[Aﬁ{a:!g}ﬂ{‘r:t.—} (k)
= X(t)dP = X P
fAn{o:tg} (k) '[An{ﬂ=fk} (U)s
Agora
00
= = X > | X(o)dP
[A E(X(r)/%,)dP fA X(r)dP ; [M{mk} (6)dP 2 L (o)
Portanto

E(X(r)/%) 2 X(6)  qec. O

Proposigdo 2.12: Seja X um submartingale, Tp C I contdvel, I = [a,b] C T e
A > 0. Entado
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telnT,

P( sup X(i) > z) < ).-lﬁxfr(b)

P(te'%‘ X() <-3) <37 (BXT() - EX(a,)),

Dem: Inicialmente considetemnos Ty finito. Seja 7 = inf{t € WyNT : X(t) > A}, 7 =b
se sup{t € M F : X{t)} < 0. Claro

EX() <EX()=[, X@dP+[ .  X()dP
nr

ceTyny €Ty

>3P( sup X@) 2 A)+ [, XO)dP.

1 ifal | Eemynd

Portanto

g s (B)AP

teT,nIx e, NI

AP( sup X(1) > )\) < EX(h) +

- f wp 2022 X (014F 2 / — UL

1€y NI t€TynT

< EX*(b).

Se My-¢ contével, consideremos Wy C I; C ... uma sequéncia crescente tal que U, I =
. Entao

{ s x02 A} { s x0)2 A}

teTanI temuns
Segue que
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P( sup X(t) 2 A) < lim ATTEXH(b)
teTond e

= A 1EX*(d).
A demonstragao da segunda desigualdade é aniloga. O

A suposicao que T; é finito ou contavel pode ser removida nas proposi¢oes acima e
em outros resultados se condigdes sio assumidas a respeito da filtragio e trajetdérias do
processo. Antes de provarmos estes resultados enunciaremos por conveniéncia alguns
resultados relacionados com estas novas condi¢des. Para as demonstragoes destes fatos

nos referimos Meyer [M2].

Fato 2.13: Se X = {X(¢) : t € T’} é um supermartingale. Ent3o as trajetérias de X
tem q.c. limites a direita e a esquerdé em todo ponto t € T no seguinte sentido. Seja
S um conjunto contdvel ¢ denso de 7. Entao

lim X(s,w) e lim X(s,w)

1<t >t
88 =S

existemn q.c. paratodot €T

Fato 2.14: Seja X = {X(t) :t € T’} um supermartingale com respeito a uma filtragdo
F = {7 :t € T}. Se IF ¢ continua a direita, entdo X tem uma versio continua a
direita se e somente se a fungao média EX (f) é continua a direita. Em particular todo

martingale tem uma verséo continua a direita.
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Lema 2.15: Se X ¢ uma varidvel aleatéria com E|X| < oo e {# : A C A} uma familia
de sub-o-algebra, entdo {E(X/#) : A € A} é uniformemente integravel.

Dem: exercicio. O

Teorema 2.16: Seja X{X(i) : ¢t € T'} um submartingale contfnuo a direita com
respeito a I = {% : t € '} e sejam 7, e 72 tempos de parada com respeito a JF. Entdo
paracadaT >0

E(X(rs A T)/%1) > X(n A A T).

Se P(rz < c0) :.1,E|X('rz)] <coe I]i_{&E(}X(T)[]l(,»g] = 0. Entio
E(X(n)/%.) > X(rnam) .

Dem: Para ¢ = 1,2, seja

N Py 5
Tin =

o se 7, =00.

Claro 7;,, é um tempo de parada com respeitoa . Sea c Re T > 0, pela Proposicie
2.11

E(X(Tz’n AT}V a/?}m) > X('rl,,, ATig A T) Ve

Como 1y < myp, %y, C 7, seEue que

E(X(Xon AT)V 6/7,) 2 E(X(rin ATz AT) A a/7,) -

Novamente, Proposigio 2.11 implica
0 < X(nanT)Vas E(X(t)v /%) -
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Segue do Lema 2.15 que as sequéncias (X{r,AT)Va:n € N} e (X(raAn2aAT)Va) ‘
sao uniformemente integriveis. Fazendo n — oc, a continuidade de a direita de X e a i

integrabilidade uniforme das sequéncias implicam que

E(X(r: AT)Va/%,) > E(X(nAnAT)Va/7,)

=X(T1/\'I'3/\T)VG.

O primeiro resultado segue fazendo a — —o0 ¢ 0 segundo, usando as hipdteses adicionais

e fazendo T' — co. O

Teorema 2.17: Seja X = {X({):¢t €T} vm submartingale continuo a direita, I ¢
[a,b) C I e A > 0. Entdo

P(supX(t) > A) <A EX*{b)
tex

P(%gﬁ X(t) < —A) <3 (EX*(b) - EX(a))
Dem: Como as trajetdrias sdo continuas a direita, os evento

{supX(t) > A} = { sup X(t) > A}

te¥ teing

e <) = { gt 20 <)

pertencem a F{f) = conjunto dos racionais) e as desigualdades seguemn da Proposigao

2.12. O
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Teorema 2.18: Seja X = {X(t):t € T} um submartingale n3o negativo e continuo

a direita. Entfo para I =[a,b] C T ep>1
» )
Esup[x(t)] < —ﬂ—) E[Xb]
o) < (-2;) B[x®

Dem: Seja A > 0 e 7 = inf{t : X(t) > A}. 7 € um tempo de parada com respeito a %,

(mostrar este fato como exercicio). A continuidade a direita de X implica que X({r) > A

se A < co. Portanto
{supX(z) > )\} C {'r < b} C {supX(t) > A}
tex

tel

e os trés eventos tem mesma probabilidade exceto para um nimero contivel de A’s.

Como E(X(T A b)) < E(X(b)), segue que

AP(r < b) < B(X(Npe) < E(X(E)Lpsy) -

Seja ¢ : ' — IR, diferencidvel com ' > 0 e ©(0) = 0. Defina Z = sup X(t). Entao
tE€[a,b]
para ¢ > 0,

E(go(Z A c]) = j: go'(:c)P(Z > :c)d:r
< fo "¢ (@) E(X(0)1(z20) ) d=
= E(X(b) /:M go'(x]x'lda:) .

Se p(z) == zP para p > t, entdo
E((ZAcy) < Ff—lE(X(b) (2 o))

< I—,J_?——IE(X(b)F)U "E[(Z Acy] 5,
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Portanto, -
P Yr
E[(Z Ae)f| < ;‘:—IE(X(b]p) .

O resultado segue fazendo ¢ — oo. [m]

Quando ' = [0, 00), sob condi¢bes ndo muito restritivas submartingales, martin-
gales e também supermartingales convergem com probabilidade 1 quando t — co. Este
resultado, apesar de nao ser utilizado no texto, é extremamente 1til e tem ramificagbes

importanies em probabilidade e estatistica.

Teorema 2.19: Seja X = {X(t) : t € [0,c0)} um submartingales com trajetdrias
continuas a direita. Se supEX™*(t) < 0o, entio existe uma varidvel aleatéria X {oo) com
t

E|X(o0}| < o0 tal que
CX(t) - X(o0)

quando ¢ — ¢o, com probabilidade 1.

Dem: Para todo par de reais ¢ < b e n > 0 segue do Corolario 2.10

EX*(n) +a”
-+ -
< ampE.'X_‘tl ta .

Portanto U(a, b, T) = U(a,b,@) = Himy oo U (a, b,@N[o, n]) < 0o q.c.. Segue que, se

A

E(U(a,b:@00,n)))

Egp= {hm X(t)<a<b< lim X(t)},
t—00 n—0
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entéo

Eq.p C {U(_a,b; T) = oo}

P(E,»y =0 paratodo a<b.

Assim, se

E= |J Eab= {}@ X(t) < ﬁ?ﬁX(t)},
ab e e

a<h
a,b racionais

entio P(E = 0). Segue que X (oo} = Jim X (2) existe q.c.. Seja tn /' c0. Entdo

n—od

B|X(co) = E( Jim |X(t)]) < lim E|X(tn)| =

n—oo

lim (2EX* () — EX(ts)) < 2 lim EX*(ta} — EX(t1) < 0

Portanto E|X(o0)| < oo. u|

2.3 Decomposigao de Doob-Meyer.

Seja F = {% : t € '} uma filiragem. Um F-submartingale X = {X(t) : ¢t € 7'}
com trajetorias continuas a direita pertence a classe DL se paracadat € T, {X(tAT) : 7
tempo de parada com respeito a '} é uniformemente integrével. Em particular, se X
é um martigale ou se X & positivo, entdo X pertence a classe DL.

Um processo 4 = {A(t) : t € I} é chamado processo crescente com respeito a IF

Be;
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i) A é adaptado a IF,
ii) A tem trajetérias nao decrescentes q.c.,

iii) A(0) = 0 q.c. E|A,| < oo para cada t € 7.

Seja X = {X(t) : t € T} mensurdvel e n3o negativo. Paracadaw € 1 et € T,

considere a integral de Lebesgue-Stieltjes

Y{t,w) = [M X(t,0)aA(0) = [ L X(t,w)dAL, w).

Se X é progressivamente mensurdvel com respeito a I, entdo o processo ¥ = {¥{1) :
t € 7'} é adaptado a JF, progressivamente mensurdvel, com trajetérias continuas e para
cada tempo de parada 7 com respeito a IF, Y (7) = f§ X(t)dA(t} é 7 mensurdvel.

Um processo crescente é chamado natural se

Ef " X(s)dA(s) = B i * X(s—)dA(s)

para todo ¢t € T e cada martingale X nio negativo, limitada e continua direta.

Teorema 2.20 (Doob-Meyer). Seja FF = {% : ¢ € X'} uma filtragem continua a
direita. Um F-submartingale X = {X(t) : t € T'} pertencente a classe DL tem uma
decomposicao de Doob-Meyer

X{t) = M{t) + Alt) ,

onde M é& um F-martingale e A é um processo crescente iinico {exceto por equivaléncia)

que satisfaz

E fo " y(s)dA(s) = E [D " Y (s=)dA(s)
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para todo JF-martingale ¥ continuo a direita e nio negativo, 7 tempo de parada com
respeifoa et c T,

Dem: Para € > 0, seja
X.(t) = ( f X(t+ s)ds/?;)

Entdo X, é um submartingale e lim E(|X,(t) - Xt )|) 0, t>0. Seja

y,(:):% (X(t +¢) - X(2)/7)

A(t) = fol}’}(s)ds

Como X é um submartingale, ¥, é crescente. Seja
M. (t) = X (t) + A(2).
Entio M, é uma martingale, pois paras <t e B € 7,

' /B(Me(s +1) — M.(s))dP =

fBEf;(X(._sH-Jru) - X(t+u))du~£[+t(X(u+E)—X(“)d“)]‘ﬂ’=°-

Temos também que {A.{t) : 0 < £ < .1} € uniformemente integrével para cada t > 0.
De fato, seja’r., = in_f{t D A(t) > :.r:}. Entao

E(A(t) —z A A,(t)) = E(A(t) — Ac(rez At)) =
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= B(X(t) = Xe(rex A1) = B[Xeft) — Xe(rea A 1) L4r, <))

_1 [0 E-Er[(X(t'-i- §) = X(rux At +3))]ds. ()

£

Como P(r,; < 1) < 7%, temos que EA{t) <z 'E(X(t+¢)-X(0)). A integrabilidade
uniforme de {X(7 A ( -+ 1)) : 7 JP-tempo de parada } (X € de classe D.L.) implica que
{#) converge a zero uniformemente em 0 < e <1 quando z - co. Portanto {A(t) :0 <
£ < 1} é uniformemente integravel para cada t > 0. Temos entdo que para cada t, existe
g, — D e A[t) tal que:

E(Adt)1p) — E(A()15)

quando €, — 0, para cada B € 7. Pelo método de diagonalizagao podemos tomar e,

tal que
E(A.,(t)15) — E(A()1s)

para todo t € DT, quando n — co.
Seja s < t,5,t € QNT e B = {A(t) < A(s)}. Entéo

0> B(A@) - A()) 15 = lim E(Ae () - Ac.(s))15 >0,
o que mostra que A(s) < A(t) q.c.. Para s,t € QNI e BE 7,
E(X(t+s) - Alt +5) — X (1) + Al))1s

= lim E(M,,(t + ) — Me, (t))1p=0.

Portanto se M(t) = X(t) — A(t) para t € @NT, segue que E(M()/ ) = M(s) para
s < t,s,t €EQNT. Pela continuidade a direita de IF e X, podemos estender M como
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um F-martingale continuo a direita e segue que A tem uma modificacio crescente e
continua a direita.

Temos também para vm F-martingale nio negativo ¥ que

E(Y (0)AR)) = lim E(Y (1) A., (1)) =
= lmE D‘Y(s~)dAsn(s) -

= JmE | (s—)s;’E(X(s-i-s,,]-—X(s)/?',)ds

n—oe

= lim B Y( )E;I(A(s+£n)—A(s))ds

=0

n—oo

- lmE ’“"[’Y( Jes Lo nse,(u)dsdAlu)

= lim A A s=)en s arey(u)dsdA(u
i

= Ej; Y (u—)dA(u) .

O mesmo argumento vale com t A 7 no lugar de 1.
Para mostrarmos a unicidade, sejam A; e A; dois processos crescentes que satisfa-
zem o resultado do teorema. Entdo A; — A4; é um martingale e para Y um martingale

limitado e continuo a direita temos que:

/ Y{o-)a(Ar - 42)(s) = / Y (s=)dAy(s) — / 'Y (s=)dAz(s)

¢ um F-martingale continuo a direita. Portanto

E(Y(0) () = E(fot”s dAl(s) f —)dAs(s) = E(Y () 42(2))

note que (E(Ai(t) - 45(2)) = E{A:(0) — 43(0)) =0). Seja B = {Ai(t) > 4:(1)} e
Y () uma versio continua a direita de E(15/%). Entao
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E(44(t) - 42(t)) 35 =0.

Analogamente se B = {A;(t) > A,(t). Segue que A,(f) = A;(t) g.c.. |

2.4 Variagao quadratica.

Definicdo 2.21: Um JF-martingale M ={M(t):¢ €'} é chamado quadrado integravel

se sup M?(t) < oo.
=

Para um martingale M quadrado integrével e continuo a direita, temos que {M?{t} :
t € T} é um submartingale continuo a direita e uniformemente integrivel. Se I é
continua a direita, temos pelo Teorema 2.20 que existe um processo crescente tinico —

neste caso denotado por (M) — tal que
M? ~ (M)

é um martingale. O proceso {M) é chamado variagio quadritica de M. Se0 < s <t

E((M() - M(s))"/5) = E(M*(t) - M?(s)/7,)

= E((M)(t) - (M)(s)/%.) -

Por exemplo, consideremos W = {W(t) : t € [0, T]} um processo de Wiener. Entio
W é um martingale quadrada integravel com respeito a filtragao 7% = o(W(s) : s < t).

E facil ver que
W t) —¢
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é um martingale. Portanto (W)(t) =1.

Para M e N martingales quadrado integriveis, seja

(M,Ny = F(IM+N) = (M) — (V)

(M + N,M + N) - (M, M) - (N,N)) .

Il
b=

{M,N) é chamada variagio cruzada de M e N.

Proposicio 2.22: Se M e N sio martingales quadrado integraveis, entdo
MN - (M,N)

é um martingale
Dem: MN ~ (M, N} = 1((M +N)?)— (M+ N, M+ N)(M* - (M, M}) - (N*— (N, N)O

Se {M,N} =0, entdo M e N sao ditos ortogonais. Note que se {M,N) =0, entao
MN é um martingale.

Pode ser mostrado que se M é continuo e quadrado integrivel, entao
(M)(t) = Lz - Jim 3" (M(snks1) = M(sns))
k

onde {0 = 5,0 < $,1,< ...},n = 1,2,... sio parti¢des de [0,?] com
maxe(sn p+1—8nx) — 0, quando n — .
2.5 Martingales locais.

Um processo estocdstico M = {M(t);¢t € I’} é chamado um martingale local com
respeito a uma filtragio ' = {% : ¢t € T}, se existe uma sequéncia n < 7 < ...

de tempo de parada com respeito a IF com 7, — 00 g.c. tal que M(™) = {M{n)(2) =
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M(tA7,) it € T} é um F-martingale para n = 1,2,.... Analogamente podemos definir

submartingales Jocais. Claro todo martingale e um martingale local.

Teorema 2.23: Se M ¢ um F-martingale local com trajetérias continuas a direitae 7
um tempo de parada com respeito a IF, entio M("} é um martingale local com respeito
a I,

Dem: Seja 11 < 72 < ... uma sequéncia de tempos de parada com respeito a F com

7, — oo g.c. tal que M(™) & um martingale. Entao M{*™)} ¢ um F-martingale e por-

tanto um martingale local O

Teorema 2.24: Seja I = {7 :t € T} uma filtragio continua a direita e X = {X(t) :
t € T} um F-submartingale local continuo a direita. Entdo existe um ftnico (exceto
por equivaléncia) processo crescente A, continuo a direita e adaptado a JF que satisfaz:

)X —Aéum F—martmgale local €
11) E f =F f 5)dA(s), para todo ¥, F-martingale continuo a direita

e todo 7 tempo de parada com respeito a JF.
Dem: 1, < 72... a sequéncia de tempo parada com 7, — oo tal que X ™) é um submar-
tingale. Seja o, = inf{t : X(t) < —n}. Entdo X(r, A 0,) é uma submartingale de classe

DL pois para qualquer tempo de parada 7 com respeito a JF'

X0 (t) A (=r) < XConen)(t A7)
< E(X(Tn/\d’n)(t)/;‘) .

Seja A, o processo crescente na decomposicio de Doob-Meyer de X(A®=), Entio

A= limA,. O
n—oo . .
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3. Integracao Estocastica.

1. Introducao.

Além dos conceitos de mensurabilidade e mensurabilidade progressiva estudados no
Capitulo 1, o desenvolvimento de uma teoria de integragdo estocdstica da maneira como
faremos aqui, necessita também da nogdo de preditabilidade. Para tanto, consideremos
(2, 7, P) um espago de probabilidade completo e I = {# : i € T'}, T = [0, c0) ou [0, 2],

uma filtragio continua a direita.

Definicdo 3.1: Seja D a classe de todas as fungbes f : I' x 1 — IR que satisfazem:

i) f é B(I') x ¥ - mensurdvel;

it} f(t,-) é F-mensurdvel para todot € T e

iii) f(t,-) é continua a esquerda para todo w € M.

Seja P = P{JF) a menor sub-c-dlgebra de B(T) x 7 para qual todas as fungdes
em P sio mensuvrdveis. Um processo estocdstico X = {X(t) : t € T} é chamado

predizivel com respeito a JF' (ou JF-predizivel) se a aplicagio (t,w) — X{t,w) é P-

mensuravel.

Por exemplo, processos adaptados a JF que sio continuos a esquerda sio prediziveis.

Outros exemplos de processos prediziveis sdo:

i) X(t,w) = Xo{w)Roy(t) + Lo Xe{w) Lo sy (2},
onde 0 =iy <ty < ... <1, e Xp, Xj,...,X, sio varidveis aleatdrias com X; 7,

mensuravel. Um tal processo é chamado simples.

if} Seja X(t,w) = Tk, Xi{w)ly, +;,,)- um processo adaptado a JF e continuo a direita,

onde 0 <ty <t <... < tpy1. Entio,
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Y(i,wl=X{l—,w)= li}?X(s,w)

é predizivel.

Lema 3.2 Seja _
¢ ={(a,p|xB:0<a<b beMBef} {0} x B: Be )
Entdo P = o(&).
Dem: B, 4)xp, B € Fe B{p}xB, B € % sdo claramente P-mensuréveis. Portanto Ec?
eo(£) CP. Seja f e D..Entéo f = ’Eif&f,,, onde
‘ : _ Na-1
falt,w) = f(o':"".)_l_l{?.}xﬂ(t’w) + Z _f(tn.i: w) H(tn.intn-f'l'l]xn(t’w)’

i=0

0=tng <tn1 <...<tpn, =1 € MaX|tniy1 —tni| < 1/n. Como f €D, f(tn:) € %, .~
mensurivel e como tal é um limite pontual de fungdes simples ¥; z;1p,, B; € 7, .. Te-
mos entio que f, é o(€))-mensuravel paran = 1,2... e portanto f e ¢ )-mensurével.

Isto mostra que P C ¢(£).

Lema 3.3: Seja T =[0,T]eér={{e,b] x B:0<a<bdb<T,BeL}U{{0} x B:
B € %}}. Se Az é a classe de todas as unioes finitas de elementos disjuntos de {r, entdo
Ar é uma algebra de subconjuntos de {0,T] x 1.

Dem: exercicio

Processos prediziveis sio aqueles para os quais integrais estocdsticas serdo: defini-
das. Em geral a filtragao I = {7 :¢ € T’} néo pode ser assumida continua a direita. O
conceito de processo predizivel nos permite contornar este problema. Para mostrarmos

este fato necessitamos do seguinte lema.
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Lema 3.4: {Doob [D]), pdg. 601). Seja £ uma classe de subconjuntos de conjunio
arbitririo © tal que a classe de unides finitas e disjuntas de elementos de £ é uma
ilgebra. Seja ¥ uma classe de fungdes reais definidas em © que satisfazem:

i) B4 € X para todo A€ &;

ii) ¥ é um espago vetorial e

iii) ¥ € fechado com respeito a limites pontuais.

Entdo ¥ contém todas as fungdes o(&) mensuraveis.

Proposig3o 3.5: Seja FF = {% : ¢t € T} uma filtragho e X = {X(t) : ¢t € T} um
processo predizivel ¢om respeito a Ft = {#,;t € }. Entdo X(t) é F-mensurdvel.
Dem: E suficiente provar o resultade para T = [0,T,T < oo e arbitririo. Seja X
a classe dos processos prediziveis com respeito a F*. Entdo ¥ é um espago vetorial
fechado cormn relagio a limites pontuais. Seja &r como no Lema 3.3, definido com réspeito
a JF*. Se A € &7 é tal que A = {0} x B, B € %, entdo L4(t,) é # mensuravel pois
1,=0. Se A€ & étal que A = (0,b] x B,B € Fy, entio R4(t,') é F-mensurivel
pois B € %, C #,1 > 0. Finalmente, se A = (a,8] x B,0< a < b <T,B € 7, entao
Uua{t,w) =0paraO0<t<aout>beB€Fy CFa<t<b Portanto Lu(t,-) € F
mensurdvel. .

Segue pelo Lema 3.4 que ¥ coniém todos 0s processos mensuriveis com respeito a

o(ér) = P(F*).

2. Integrais estocasticas com respeito a martingales
quadrados integraveis.

Consideremos M = {M(t) : ¢ € [0, T} um martingale continuo a direita, quadrado
integravel com M{0) = 0. Suponhamos tamhém que a filtragdo associada é continua a

direita. Nosso objetivo é definir uma integral estocésfica,
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fo " X(s)dm(s)

para uma certa classe de processos X.

Para tanto, consideremos primeiramente processos X da forma

X(t,w) = EX W) k(eyeaal(2)>
=0

onde 0 < tg < t; < ... <t, < T,X; Fi-mensuravel e EfDT X2{t)d{M)(t) < oo, onde

(M) & o processo de variagio quadrética associado a M. Neste caso defina

=0

f: X(t)aM(t) Z X; (M{tia) ~ M(%)) . | (3.1)

eparad <it<T

/ X(s)am(s) = [ " X (s} 10 (s)dM(s).

Segue das definigdes da integral em (3.1) e do processo (M} que

E('[)T X(s)dM(0)) =0

E[( ]D i X(s)dM(s))z] .y [ / . x?(s)dM(s')].

Consideremos agora uma-medida m definida cm ([0, T] x 1P} pele seguinte relagio

f(o,’r}xn X{t,w)dm{t,w) = j;l-/l.D,T] X (t,wid(M) (i, 0} dP{w)

=5(f " X(6)d(M) 1))
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para todo processo predizivel nao negativo X.
Podemos agora definir a integral estocdstica para todo processo X € Ly([0,T} x
1, P,m) = Ls(m). Para tanto, observemos que para Ay como no Lema 3.3 e A€EP,

existe A,,n=1,2... em A7 tal que

2|~

T - .
f I]].A - Il.An |2dm S
0

pois P = o(S7). Este fato demonstra o resultado seguinte.

Proposicio 3.6: A classe S de todos os processos prediziveis e continuos a esquerda

da forma

X(t,w) = X(O, w)ll{o} (t) + ’2 X, w)]l(ti,ti-l-l](t),

0=ty <t <...<t, <T,é densa em Ly{[0, T} x 02, P, m).

Seja I:§ - LN, ¥, P) = L,(P), a aplicagdo definida por I(X) = [T X{s)dM(s).
Como para X € § C Ly{]0,T] x R, P,mm)

Ty = B[] X()am(s)’] =

= B[ X*(s)a() (o)
= Jorpo X2(s,w)dm(s,w) = [|X||z,m)»

I é uma isometria de § em L,{P) e como tal pode ser estendida univocamente a uma
isometria de L{m) em L,(P), pois § é denso.

A aplicagio F(X) é chamada integral estocéstica de X com respeito a M e deno-

tada por
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T
1(x) = jo X(s)dM(s)
T
= [ XdM.
‘ _ _ o .
Como consequéncia imediata da definigio temos:

1) Se X1 e X2 € Ly{m) e a € R, entdo

T T T
[ (0Xs + Xa)aM = [ Xaam + [ Xaam.
0 0 o
il) Se X, X, € Ly(m) e X, — X, isto & E(J{ | X, — X|2d(M)) — 0 quando n — oo,
entzo
T T
. fo XodM — f XdM
V]

em Lo(P). .
Para s,t € [0,7T],s < t, definimos -

t T
f, X(w)dM(u) = fo X (u) 1o () dM (x).

Outros processos estocésticos interessantes podem ser definidos através de integrais

estocdsticas pela relacio
:
() = [ X(s)aM(s), tejo,T)
0
Proposigdo 3.7: Y é um martingale quadrado integravel que possui uma versio

continua a direita.
Dem: Clare Y (t) é %-mensurdvel e E(Y?*{t)) < oo, para todo t. Para X € §, isto
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é X(1) = T Xl 4,,.(8), podemos verificar diretamente que ¥ é um martingale

quadrado integravel. Para X € Lgh(m), seja X, € Scom X, » Xes <t

(lE’ f XdM]7,) - f XdM/?)i)

12

t 2y71/2 2
< [E((j; (% - X)am) )] < [Efo X - X.fan]" - o.
Como Jj X,dM é martingale, temos F (f: Xp.dM/ .’ﬁ,) = [ para todo n e portanto
E(f: XdM/?;) = 0. Segue que Y(t) = [; XdM é um martingale. Que ¥ tem uma

versio continua a direita é uma consequéncia do Fato 2.2 pois E(Y(2)) = 0. a

Proposigi o 3.8: Se M é um martingale quadrado integral com trajetérias continuas
e X € Ly(m), entdo Y{t) = f; XdM,t € [0,T) tem uma verséo continua.
Dem: Seja X,, € §, tal que para todo n

E(f:p( - X, fdM)) < 55 .

Segue que
B(awp | [ X - x)aMT") <48 [ 1X - Xad(M)
e
Di?ETU (X - X.)dm] > ) < 41«:([11{— Xa['dM) < =
Portanto,

) co

<Ly

P suplf(X X,)dM

e pelo Lema de Borel Cantelli

P(Tm [ sup | (X — Xo)dM| > lfn]) =0.

T2 foge<T
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Temos entdo que

sup U:{X — X,,)dM| — 0 q.c.

05tsT

quando n — oo e como para todo n, [ X.dM é continuo, o processo f; XdM é de fato

continuo com probabilidade 1. D

3. Integral estocdastica com respeito ao processo
de Wiener. A integral de It6.

Em (2, 7, P), seja W = {W{t) :€ [0,T]} um processo de Wiener. Seja {#¥ : it €
[0,T]} a filtragio definida por F¥ =o(W (s): 0< s<t}. Segue da defini¢io de W que se
s<ti,

EW@)/F¥)=W(s) e

E(W(E) -W(s)y/F¥) =t -s

Temos entio que um processo de Wiener W em [0,T] é um martingale quadrado
integral (E(W(t)?) =t < oo) com respeito a filtragio {#Y : ¢ € [0,T]} com (W)(t) =¢
e trajetérias continuas. Outras filtrages {% : # € {0,T|} com respeito as quais W é um
martingale continuo quadrada integral sdo possiveis de serem obtidas (ver por exemplo
Lipster e Shiryayev [L - 8]).

A definig3o de 'fg‘ XdW segue da secio anterior para integrandos X prediziveis,

satisfazendo
E(j;T X*i)dt) < oo .

No entanto, a integral estocdstica na forma definida por 1t6 tem certos aspectos parti-

culares que achamos conveniente desenvolver.
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Consideremos um processo de Wiener W = {W(t) : ¢ € X'}, T = {0,T] ou [0,00],
que é um martigale com respeito a uma filirago {% : t € T'}. Seja W a classe de
processos X satisfazendo: :

i) X & mensurivel;
ii) X é adaptadoa {#:t € T},
iii) B [ X?(t)dt < oo.

Seja S C W a classe de processos simples, isto é processos de forma

.

X(tw) = 3 X(tw) L)

=0
onde 0 = ¢ < ... < t, é uma particho T e X(t;) é F,-mensurdvel. Para X € §

podemos definir f XdW como sendo a aplicagio Jw : S5 — L2(P), definida como

() = 5 X)) - W)

i=0 .

Para outro processo ¥ € 5, ¢é facil ver (extlarcic-io) que:
E((hw(X) - m(¥)) = E(fT(X(t) — Y (£))2dt).
Proposicdo 3.9: Seja X € W. Entio existe um sequéncia X,,n = 1,2... em & tal
que:
E fr |X(t) — Xa(t)i*dt — 0.

Dem; I suficiente provar o resultado para X limitado em 0,7) com X{t,w) =0,t > T.
Por conveniéneia, definimos X(2,w} = 0,¢ < 0. Como [ X*(t,w)d! < o q.c., temos

que

[ |X (¢t + k) — X(2)[°dt - 0 q.c. quando b — 0
—oa
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me@+M;XMﬁﬁ§4ffX%Mtwu
Como E [ X*(t)dt <

j‘;[m | X+ h)V—VX(t]|2dtd1_’ — 0 quando h— 0.

Paran=1,2,..., seja

o0

aln,t) = 37 (5/2°) 84 s8] -

j=—oo

Entio,
oo ' 2
L[ 1X(s + a{n, 1)) — X(s+1)[*dsdP — 0
quaﬂdo n— o0 ecomo .

./;J_‘:JX (s +a(nt}) - X(s + t)|'2ds.dP <4 fn f_ : X*(s)dsdP,

para todo t temos !

T o o . ‘
[ [ 7 10+ an,0) = X(s+ 1) dsdPdt ~ 0
quando n — oo ou o . ' _ )
loo T 2
/ [1 fnlx(~‘i +afn, 1)) — X{s +¢)[*dPdtds — 0.
Podemos portante tomar uma subsequéncia tal que:
T o o,
f . fnlx(s + aln;,t)) = X (s +t)"dPdt — 0

quando n; -+ ©¢ para quase todo s. Escothéndo e fixando um s; € [0,1] com
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‘/:/Q|X(50+a(n.-,t) — X(so +1))[*dPt ;)(:)

quando n; — co e fazendo uma troca de variaveis obtemos

. T+s0 . \
- f . ]ﬂlX(So +a(n.-,t - 30)) — X(t))l dPdt — 0.

Como 50 € [0,1],
f: fn 1X (50, a(nsst — so)) - X(t)]*dPdt — 0.

Definindo X;(t) = X (so, a(n;,t — so)) , & proposicao estava demonstrada. O

Segue que a aplicagio Iy de S5 em L(€1) pode ser estendida de maneira Gnica a
W definindo

f XdW = Iy (X)

para todo X € W.

A construgdo da integral de Itd apresentada acima é mais geral que a integral
estocdstica para martingales quadrado integravel. VSe X € W, entdo existe um processo
¥ mensuravel tal que X = ¥ q.t.p. ditdP, pois a sequéncia construida na Proposigao
3.9 pode ser tomada continua a esquerda e uma subsequencia convergindo (j.t.p. dtdP A
p'ode ser escolhida. Por outro lado, como foi mostrado por Courrége |Cor], integrais
estocasticas [ XdM, onde M nao é um processo de Wiener nﬁ.d podem ser estendida
para processos em W. ' C

Consideremos agora processos estocasticos definidos por -
, | .
Y(t) = [0 X(s)dW(s)
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para X € W. O seguintes resultados serao necessarios.

Lema 3.10: Sejam X, X3,..., X, varidveis aleatdrias .i'ntegra.veis tals que
E(Xn,— X3/ X1,...X,) =0 para k= 1,2,...,n. Entao

1) B[(x5)]
( )a>0
ii1) P(sup(iX oo el > o) S 5

iv) E((supﬂXﬂa 2| X l)) ) (F%) ElX"]

i) E((Sup(Xf,...,Xf))a) < (

1) P(sup(X{ ..., X5)>a) <

n“|._. Q

Proposicio 3.11: Seja Y (1) = [§ X(s)dW(s), 0<t <T, X € W. Entao ¥ = {¥ (1) :
0 <t < T} é um martingale continua e guadrado integravel. ‘

Dem: Primeirémehte supohhan_nos que X é simples. Entao
f X(s)dW(s) = 3 Xt W (e A1) - W (1 A 1))
(=1
e portanto ¥ é continuo com probabilidade 1. Sejam {snj:3=0,1,... nin=12.,
partigoes de [0,2j com X(t) constante no intervalo [s4,j, 8a,+1). Como JE X (s)dW (s) &
continuo,

sup
0<t<T Ve

X(s)dW (s)|
é mensuravel. Seja

= supl[ s)dW(s)|

As varidveis aleatérias f;™¢ X(s)dW(s) satistazem as condicpes do Lema 3.10 e portanto
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P(Y.>a) < ;15 fo i E(X?(s))ds

Y’ <4 [ B(X*(¢))ds
Se {sn;} C {8nt15} €Un{sn;} ¢ dens_o em [0, T}, segue da continuidade de f§ X (s)dW (s},
fazendo n -— oo nas desigualdades acima, que

sup |f X(s)dw ( s)| ) lz[ (Xz(s))ds

D<t<T

E( su}; Lf‘ X(s‘)dW(s)r) < 4]TE(X2(3) ds
osesTifo T 0
Seja agora X € W. Entao existe uma sequéncia de processos simples X,, € W tal
que [’ E{X(s} — Xa(5))*ds — 0 quando n — co. Escolhendo uma subsequéncia (n;)
tal que [T E(X({s) — X,,,{5))*ds < 1/2", como '

T
[ B (5) = X)) < 3/2%,
obtemos a seguinte desigualdade:

3k*

(sup | f Xowya(5)49 () f XnudW (8)] > 1/7) < 2

D<t<T

Pelo Lema de Borel-Cantelli, a série
! 0 t !
[} ) 4 55 | [ s 6~ [ X))
0 E=1 0 1]

converge uniformemente em ¢ € 10,T) q.c. para Y (t) = f§ X(s)dW({s). Este resultado

Jjuntamente com a ?roposigﬁo 3.7 completa a demonstragio. D
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. Notemos que {Y}{f) = f; X*(s)ds g.c.. De fato, tomando uma versio progressiva-

mente méns,ur&ivel temos de X que [} X*(s)ds é % adaptado,
E(YY(t) f X2(u)du/F,) = (( [ X(u)dW(u) *17) - f X*(u)du/F,)
= B(([ xwyaww)’/z) - B([ X0 (u)a7)
+B(([ "X(uaw (w))' /%) - B( / ‘ X¥(u)du/7)

= B(Y*(s) - fo X*(u)du/F)s < s.

£y - ¢ . P
Como f; X*{u)du ¢ coniinuo e crescente em ¢ q.c., ele & predizivel. o

4. Integrais estocastica com respeito a martingales
locais continuos.

A extensido da teoria de integracdo para classe dos martigales locais confinuas requer
um estudo adicional sobre infegrais estocasticas com respeito a martigales quadrado
integravel que apresentaremos a seguir na forma de lemas. Como as demonstragoes
destes resultados sao extremarnente tecnicas e longas nos referimos aos trabalhos de
Kunita e Watanabe [K - W] e Meyer [M2] para a demonstragiao do primeiro lema e
apresentaremos apenas uma demonstra¢io resumida dos lemas subsequentes.

Nos lemas abaixo M e N sao martingales quadrado integrivel com respeito a uma

mesma filtragio e é assumido que M(0) = N(0} =

Lema 3.12: i) Se X ¢ limitado e predizivel, entdo

1/2

| xwavemie)| < | [ oanmio] ac.
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i) Se X e Y sio mensurdveis, entao .

T " T o ._ T . . 1,"2 o
[ ix@y@iaonmio) € | [ xHodmbig > @ [ Y’(t)duv)(t)] ac.

E[/""|xu)Y(t}|d|'<M,N>|(t)]
[ [ X () t)E j Xt d<N>.(t)]m-

Lema 3.13: Se X € La(m), entdo

B[ [ x(opane(e) NG9 = 5] [ xya001, )]

para tpdo ¢t € {0,T].
Dem: Se X é siinples o resultado pode ser verificado diretamente, Seja X limitado e

(X,) uma sequéncia de processos simples em Ly{m) com

' T . }
[ 1X(s) = Xala)d(a)(s) 0.

Segue que

E} [ [ " X(s)dM(s) — / * X,.(s)dM(s)] N(Y)| <

S[E /:(X(s) X[s]) M)(s)E N)(t)]

E peloe Lema 3.121, -

E’ [ * X (6)d(M, &) (s) - fu ' X{s-)d(M, N)’ (s)
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. o z- o 1/2
<|E fo (X(8) = Xals)) d(M)(s)E(N)(t)] 0.

Para X € Lz(ﬁ) arbitrario, a demonstracdo segue analogamente usando Lema 3.12
ii. ; . O
Lema 3.14: Sejam M e N continuos. Se X € Ls(m) e Y {t) = [{ X(s)dM(s),.entio
i
(Y, NY(t) = [D X(s)d(M, N)(s).

Dem: Seja  um tempo de parada. N’{t) = N(r A t) também € continuo e quadrado.

integravel. Segue do Lema 3.13 que
' T . S
E[Y(T)N(’)(T) - fu X(s)d(M, N’)(é)] = 0.

Temos também-

E(Y(T)NOI(T)) = E(v(T)N(7))

= E(N(T)E(Y(T)/E’,)) = E(N(rY (r)).

Como
(M, NO)(s) = (M, N)(s A1),
[ X4, NO)(e) = [ X(6)a(m,0(6)) = 0

E((X(r)N(r) — /; " X(s)d(M, N) () =0.
Portanto, se
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.
Z() =Y (ONE) - [ X(5)d(M, V) (s),
AR 0 . ,
entdo Z é adaptade e E(Z(r)) = O para todo tempo de parada 7. Segue que Z ¢ um
martingale uniformemente integfé.vel e ' '
t

[ X(6)4M, M) = (v, ) ). =

Lema 3.15: Se M é continuo, X € Ly(m) e Y{t) = [§ X(s)dM(s), entdo
ot

W) = [ X)) o).

Dem: No Lema 3.14 tomemos N =Y. . o

Lema 3.16: Seja X € Ly(m), 7 um tempo de parada e ¥ (1} = f; X(s)dM(s). Entdo -

YO = [ X()10,12M()
Dem: XTjo, € Ly{m). Seja Z(t) = Jj X(s)Tjo,(s)dM(s). Entio
E(¥0e) - 2(0) = B(v® - 2)@) =

= E(Y")(t) + E(Z)(t) - 2B(Y "), Z)(2).
Mas '

By = B) A = B[ X¥(a)a(M)(s),

BZ)(0) = B f; X*(s)Lpp1(s)dM(s) -
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B, 2)() =F f (8) Lo (8)d (¥ ), M) (s)
=E [o X (6) o (s)d(Y, M)(r A 5)
=B [ X () 1o, (5)(M) (e)

~E fo " X2 (s) Lo, ()l M) (s).

Portanto E(Y(’) - ,Z)2 = 0 e a integral [j X(s)ljo.(5)dM(s) pode ser escrita como
N X (s)dM (s). ‘ m|

Lema 3.17: Seja M continuo e X € Lz(m). Se 7 é um tempo de parada, entao
3
E( j X2)d(MM) (1)) < oo
0

(isto 6, X € Ly(ml™), onde m" é definida pela relagio le‘T]andm(T) =
fo Jog XAM)dP) e

/ ' X(s)aMHs) = i " X ()M ().

Dem: Como {M)(t) = (M)(r At), segue que Lz(m) C Lz(m("). Dos Lemas anteriores
temos que se ¥ (1) = [; X(s)dM(s),

5 ( _/:M X(s)dM(s) - j: X(s)dM™ (s.))2 =
= E fot X*(s)Bpn(s)d(M)(s) + E .[ot Xz(s)d(_M(.r))(s) R
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_9E f )M, Y‘f))(s) =0 O

Colorario 3.18; Seja (r,) uma sequéncia de tempos de parada tal que 7, /* T q.c..

Entdo para cada t € [0,T),

¢ tA
[ X(s)ana(s) = [ " X(s)dM(s) 25 f X(s)dM(s).
R B
Para M um martingale local continuo com M (0} = 0, seja Lz e ({M)) a classe de
todo processo predizivel Y que satisfaz '
T
f X2(M)(s) < 00 q.c..
0
Para X € Ly .c({M}), seja 7, a sequéncia de tempos de parada definida por:
inf {t: (MO 20 ov [ X*()UMs) > n)
H - A = y

Tn —

T se o conjunto acima é vazio.

Note que 7, / e pela continuidade de M e (M),7, ,/ T. Denotemos M=) por M),
Entio M™ sjo continuos, quadrado integraveis e (M)(1) = (M)(r, At). Para X €

Ly(m{™), seja Y™ uma versio continua de
Y = j' X(s)dM") (s).
 facil ver que o evento
(U{rﬂ Va T}) n(ﬂ{}’( ") contmuo})ﬂ( NN{Y™ar, Y‘“)(t)})
n2m m

. tem probabilidade 1. Portanto existe n tal que, se m 2 n
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yim) () = Y(“)(i) q.c.
em [0,T]. Isto mostra que Y (") converge q.c. e permite que integrais estocdsticas de

processos X € Lz oc({M)) com respeito a martingales locais continuos sejam definidas.

Definicio 3.19: Seja M um martingale local continuo com M(0) = 0 e X €
L 1..({M}). Entao definimos

¢ t
fa X(s)dM(s) = JLI&‘/; X(s)dM™(s) q.c.
para todo £ € [0,T].

Se M é quadrado integravel, temos que Ly(m) C Lzioc({M}). O fato que para toda

sequéncia de tempos de paradar, /T

/ ' X(s)aM(s) - [ " X(s)dM(s)

mostra que as duas possiveis defini¢des de integral neste caso coincidem.
Para mostrarmos a lineariedade da integral definida em 3.9 consideremos o seguinte

lema.
Lema '3._20:‘ Seja “, uma sequéncia de tempos de parada v, /T e 7, < 7 GiC..
Entio h | -
¢ ¢
f X(s)dM) () — f X (s)dM(s)
0 0

Dem: Seja m > n. Ent&o ¥, = Y A 7, € pelo Lema 3.17.
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[: X(s)dM™(s) = /‘M" X(s)dM=)(s) = Y= (2 A ).

Pela construgdo de Y™ existe N tal que se m > N,Y™)(2) = Y (t) em [0,T]. Portanto
YU(t Av,) = Y{t A g.c., quando n — oo e f! X(s)dM=)(s) = Y (t Ary,). Como Y
é continuo ey, /T, temos que Y (¢ A ) = J§ X(s)dMU)(s) = Y (t) = JE X(s)dM(s)

q.c., quando n — co. ]

Proposiciio 3.21: Se Xj, Xz € Lyjoc((M)) e a € IR, entao ff(aX; -+ X;)(s)dM(s) =
a Jg X1(s)dM(s) + [} Xa(s)dM (s).

Dem: Seja ¢ = 1 e sejam {71,), (72.) € (72.) as sequéncias de tempos de parada
envolvidas nas definicoes das integrais de X;,Xs e X) 4+ X, respectivamente. Seja

Tn=TiaATonATap. Claret, /" Tern <n, t=1,2,3. Segue do Lema 3.20 que

~

/; Xi(s) M) s [D " Xy(s)dM (s)

'[0 " Xy(s)dMT fo " Xa(s)dM(s)

[ 26)+ Xafam ) — [0+ X)(e)(s)a(s)

O resultado segue da linearidade de integrais estocdsticas com respeito a martinga-
les quadrado integraveis. Similarmente podemos provar o resultado para multiplicacio

por escalar. [

Proposigiio 3.21: Parae >0, > 0e X € Ly ({M)) temos:
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(oi??J [ xs e) <4 P( [ X(e)aas) > n).

Dem: Seja v = inf{t : [M(t)]| > mou [§ X*(s)d(M)(s) > 5} ou v = T se o conjunto
é vazio. Estdo -y, é um tempo de parada e ¥y < Ty, onde 7, é o tempo de parada
usado na definigio de Y (£) = [} X(s)dM(s). MU=} é continuo e limitada, Seja Z(m™
uma versao continua de f; X(s)dM(™)(s). Temos entio que:

P( sup [V (t)] > e) < p(asu}:;T 12™(2)] > €) + P(Og% ¥ () - 2™)(8); # 0).

Usando desigualdades de martingales obtemos:

P(sup V()] >¢) < ZE(sup [ X(s)amtm)(s))

0<t<T o<t<T Jo
4 T
<4E [ X2(s)d(M™)) (s)
0
<y
€

Pelo Lema 3.17,

i [’}' ) tAn (ren)
fo X(s)dMm)(s) = fu X(s)dM)(s).
Portanto
ZM) =Yt ATe) qc.

parat € [0,T). Seja By, = {tm =T} e Am = {rn = T}. Entdo B, C An.

Sabemos que para quase todo w € A,
Yt w) = ¥ (t,w)
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em [0,T]. Entao para quase todo w € By,
ZM(t,w) = Y{t,w)
em [0,T]. Portanto

P( sup 170(t) - ¥ (2)) # 0) < P(B:)

< P(sup [M(1)| 2 m) + P([OT X*(s)d(M)(s) > n)-

0<t<T

Temos entdo que:

.P(sup Y (1) > ¢) < 4—’7+P(sup |M ()] Zm)+P('/;TX2(s)d<M> (s) > n).

0<t<T g2 0<<T

Como m é arbitrario e M é continuo, o termo P( sup {M(t)| > m) converge a zero
0$t<T

quando m — 00,0 que prova a proposi¢ao. O

Colorario 3.22: Sejam X, e X em Ljj,({M)}) e suponhamos que
T 2
[ 1%a(s) - X(9)aa)(e) — 0
em probabilidade, quando » — co. Entao,

sup |./: X, (s)dM(s) — /: X(s)dM(s)[ —0

0Lt<T

em probabilidade.

O Lema 3.17 permanece valido para martingales locais continuos. Este fato nos

permite mostrar que a definicio da integral estocdstica ndo depende da sequéncia de

120



tempos de parada. Isto sera provado a seguir.

Proposicdo 3.23: Seja X € Lz ({M}) e 7 um tempo de parada. Entao

[ X (s)dMt)(s) = / " X(s)dM(s)

Dem: M) é um martingale local continuo e X € Lajo.({M(")}), portanto

[ ' X(s)dMs)

¢ definido. Como anteriormente, seja

v = * X(s)aM(s]

20)= [ " X ()M (s).

Sejam 7, e 7, 0s lempos de parada usados na Definigio 3.19 de Y (t) e Z(t). Segue que

Tn < T; e para cada ¢
i H
fo X(s)dM ™) (s) — [D X(s)dM)(s) = Z{t) q.c..

Com probabilidade 1, Y(™){t) = Y (t) para n suficientemente grande e Yt A 7) =
Y (t A7). Portante Y=t A1) - Y (¢ A7) q.c. e pelo Lema 3.17.

tA :
Y("n)(t A‘r) —_-oj;} TX(S]dM('")(s) zj; X(S)dM(fAf”).

Ouseja Y (tA7) = Z(t) q.c. paracadat. Como estamos considerando versdes contfnuas

o resultado segue para todo t € [0, O
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Proposigdo $.24: Y(t) = f{ X(s)dM(s) é um martingale local continuo com variagao

quadrditica
t
) = [ X*span(s)
Dem: Da Proposicao 3.23 temos que
! tATh 1
() = = ()
Yo (t) jo X(s)dM(s) fo X(s)dM)(s).

Portanto para cada n,Y{™) ¢ um martingale continuo e quadrado integrivel com va-

rlagdo quadrdtica
tATH
Y () X% (s)d(M™)y X2(s)d(M)(s).
iy = [ o) = [ XP()apxs)

O resultado segue tomando r,, 7 T. D

Proposicio 3.25: A defini¢io de Y{t) = [ X(s)M(s) ndo depende da escolha da
sequencna. de tempos de parada 7, /" T

Dem; Seja y,,n = 1,2,... uma sequéncia de tempos de parada, v, /" T e X 6
Lo ({M)). Entdo

3 thre
/0 X (s)dM=(s) '-—-/Q X(s)dM(s) =Y (t Ayn)
em [0, T7]. Pela continuidade de ¥ \
. sup |Y(t A Ty) —,Y(_t)| =0 qe.
ogigr ! - :
Portanto

sup | | X(s)dM™)(s) - Y (t)] > 0 q.c. o

0<t<T
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5. A Férmula de Ito.

A férmula de 1t6, ou mudanca de varidveis para integrais estocdsticas sera apresen-
tada inicialmente no caso de semimartingales continuos d-dimensionalis, isto é processos

estocésticos da forma:
X() = (Xuf2),-... Xa(t))
com
X(t)=X{©+M{) +B(t) t=0
onde
i) E|X(0) < oo, M(0) =0 q.c. e B(0) =0 g.c.

ii) M = {M(t) : ¢ > 0} é um martingale continuo e quadrado integravel, isto & cada

componentie M; de M é um martingale quadrado integravel.

iii) B = {B(t) : t > 0} ¢ continuo e de varia¢io limitada em intervalos finitos g.c. e
E(VaryB) < oo para todo i, onde Varj B denota a variagdo total de B em
[0,1].

Teorema 3.26: Seja X(t) = X(0) + M(t) + B(t) um semimartingale continua unidi-
mensional. Seja F : IR — IR limitada, continua e com derivadas de primeira e segunda

ordem limitadas e continuas, isto é F € C}(IR). Entdo

F(x(@) =F(x©)+ [ P (X(6)) M () + [ ' F(X(s)) dB(s)

+3 [ C P ((X(s)) M) (o).

Dem: Suponhamos que exista uma sequéncia X de semimartigales continuas
XW(t) = XN 0) + M)(t) + BW)(t) tal que:
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a) E|X™(0) — X(0)] — 0, EIM™(t) - M{t)]* — 0 ¢ E [ dVatpq(B™ - B) — 0
quande T < 0o e N — co; ’
b) O resultado é vilido para X(¥).

Entio o resultado & valido para X. De fato,

F(x™m) =F(x™(0) + f (X9 (s)) dM(s) + f F'(x™)(5)}dB™)(s)

11/2 j; LR (X(s)) d (M) (s).

F(x™@)) — F(X() e F(X™M(t)} — F'(X(t)) em probabilidade. Pela desi-
gualdade de Doob ¢ por a), segue que sup |[M{¥)(s) — M(s)]*> — 0 em probabilidade.
0<sgT

Seja C tal que max(|F(z)|, iF'(I)l) < C. Seja
L= P (X)) aM(s) - [ P (X(6))aM(s) =

= 0 (x) - P () ame) + [[F (xe) o - )(e) -

=1+ Is.

Pelo tecrema da convergéncia dominada
E(I})=E .[0 |F (x(s)) = F (x®(s)) [ atM) (5) = o,
pois
[ IO - F o) P (e) < 4cH )

e

E_(M)(T} < oo
E(I} < C*E(MPY(T) - M(T))) — 0

124



Portanto I; — 0 em probabilidade. Seja
L= R (xO(s))aB™e) - [ P (X(s))dBls) =
= [[(F(xWe) - F(X(s)) dB(s) + [ F (x®(9) (B - B)(:)

=5+ L.

El| < Eff |F (X(N)(s)) - F (X(s)) |dVarjqB — 0 pelo teorema de convergéncia
dominada. E|l| < CE f; dVar[O'q(B(N) — B} — 0. Portanto I; — 0 em probabilidade.
Seja '

p = ) P - [ P (X () () (5) =
= j;n (Fu (X(N)(s)) _ F"(X(s))d(M) (4

+ [o L (X)) a (M) — (M) (5

=L+ L.
Como no caso de I, podemos mostrar que E|Js| — 0. Agora

| < C [ dVarp{{M®) + M, M™ — M)} <
< o((M + MM - a0
Segue que E|I| — 0, pois
E(M™ - )(t) EM®() - M) —0 e
EMW™ + M)(t) < 20E(M™)(0)" + EQM({)?) - 4E(M()".
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Portanto I7 — 0 em probabilidade. Temos entéo que nossa afirmacio é verdadeira.

O préximo passo na demonstracio do teorema requer que seja encontrada uma
sequéncia XM} de semimartingales continuos satisfazendo (a) e (b) com X¥(0), M) {0)
e BN)(0) tomados limitados para cada N. Seja

inf {t : [M(t,w)| > N ou VargyB > N},
T se o conjunto acima € vazio.

o) = {
Defina
X(M)(0) = X(0)1(|X(0)] < N);
M®M)(t) = MUS)(t) = M(t A Tv);
BW)(2} = BUs)(t) = B(t A 7w);
XM (1) = XWN)(0) + MW 4 BIM().

Claro E}X™)(0) — X(0)] — 0. Como M¥) — M ¢é um martingale continuo e quadrade
integravel com M(V}(0} — M(0) = 0, segue que

B - M) = M — M) (1) =

= E(M)(t) + E(MW) (2) - 2E(M, M™I)(2)

= E(M){t) - E(M™) (1),

pois (M, MW)(t) = (M)(t A 7v) = (MM))(t). Temos também que (M™M)(t,w) —
(M){t,w) qc. e (MVN(t,w) < (M)(f,w) q.c. paratodo N. Segue pelo teorema da
convergéncia dominada que E{MW))(t) — E{M)(t) e portanto E|MM){t)—M(1)]* - 0.
Agora

: . T
f dVarp (B — BY) < f dVarg B — 0 q.c.
0 ™

T T
[ dVarpy B < f dVarp o B.
TN 0
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Novamente, como F IDT dVar)g B < o0, pelo teorema da convergéncia dominada segue
que E f; dVarp 4(B ~ B¥) — 0. Portanto a sequéncia X\V) satisfaz (2) e (b).

Dado os resultados acima, o teorema estara provado se considerarmos o caso
de um semimariingale X limitada, isto é, X(t) = X(0) + M(t) + B(t), onde
|X(0)] < K, M{t} é uma martingale continua com [M(t)| < K para todo t e
5T dVarp 4B <K. Para tanto consideremos o processo tomando valores em [—3K, 3K

eC= sup ](|F'{:c) s |F ()]

2E|-2K 3K

F(t) - F(a) = F(a){b ~ a) + 3 F'(a)(b— @) + R(a,b)

com |R(a,b)| < (b — a])(b — a)?,¢» uma fun¢ao crescente convergindo para 0 em 0.

Consideremos a seguinte particdo aleatéria de 10,t]. Sejaa > 0,1 =0e
bipr = tA (i +a) Ainf{s > t;: |M(s) - M(t)| > a, ou |B(s) - B(t:)| > a}.
Quando a — 0, sup(tiyy — ;) < a— 0 e sup|M{t1)| - M(t;)) < a— 0. Seja
F(x() - F(X(0)) = Z[F(X(t,-H) ~ F(X(t,))] =
- Z F (X)) (X (o) - X () + % >F (X)) (X{tsn) - ;':(:.-))2
+ZR( X)) =

=5 +2% 8+ 5

= S F (X () (Mtina) - M(8)) + 22 F' (X(0)) (Bltirt) = Bt:)) = 5 + 51

E(S; - [[ P Orean(s))! = B(S [ (F (x(6) ~ F (X)) aih) )

127




< E([sup sup (F‘ (X(s)) - F (X{t,v))z] (m) (t)) — 0,

i i<agtig,

pois (M) (t) é integravel e o supremo converge uniformemente a 0. Agora

+1 r

N f F'(X(s))dB(s)| <Z f (F'(X(s)) - (X(t.-)))dVa.r[o,,]B

{sup sup 'F( )) ( ()

Po4Sat

Portanto E|S; — fi F'(X(s))dB(s)| — 0. S; pode ser escrito da forma
2
Si= Y F" (X(t)) (M (i) - M(2:))

-sz% MM@H)nau)-an@mmman+

+ 3 F(X() (Bltr) - B) =

Sp+ 5, + 55

Observemos primeiramente que E{M)*(t) < oo para todo t € [0,T] e
T
EM(T) =28 [ (B(M)?/7) - M*@)dM) ()
<2K*E{M)(T) < oo,
pois E(M}{t) = EM?*(t) < K? para todo t € [0,T). Seja
[ = S P [n ) - o)
Seguel que E|S} — [§ F"(X(s))d{M)(s)| — 0. Como
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E[((M)(tisa) — (M) (8)) — (M{tsa} - M(1:))*/ %) = 0

temos gue:
B(st - 5)) = ZE[(F" (X(m))’{w) (tes2) — (M(8) — (M(tis2) - M(t-))2} ]
<20 (B[S (0 t) ~ 00(8)" + B(S 0 ) ~ M(e)')

O primeiro valor esperado é limitado superiormente por -

E[sup((M) (t:1) — (M) (8) (M) (1))
O supremo converge a zero pois (M) (s) é uniformemente continuo em [0,¢}, dominado
por (M} () e como foi mostrado E{M)*(t) < co. O segundo valor esperado é dominado
por

< @E(3(M(t) - M(1))’

7

E [p (M(trr) ~M(1)" 2 (Mtsr) — Mits))

I
= a?E(M?*(t)) — 0,
quando a — 0, onde [M({ti1,w) — M(ti,w)| < a pela maneira como a partigio fol
definida. Temos entio que E(Sy — S,)* — 0.
5" — 0 em L, pois |SY'| < Csup|B(tis1) — B(t:)| fs dVarp 4B e sup; [B{ti1) — B(ti)} <
a. Analogamente S} — 0 em Ly, '

Finalmente temos que S3 é majorado por

Yo (X(tira) — X(8:) e (1X (taaa) - X(2:)]) <

< 2¢(2e) Z:I:(B(ti-f.-l) - B[fs))z + (M(t-‘ﬂ) - M(t-‘))z]-

129




Agora,
E(ZMUHI) -M (lf:-))2 = E(M*(1)),

i |Bltisr) — B(ti)l]

E[Z (Bltiss) - B(i,-))z] < aE

¢
< G.E[ ciVa,rlg,,]B,
]

£(2a) — 0 quando ¢ — 0. Portanto E(S;) — 0.

Coletando todos os resultados provados temos que

S+ Sl+S3—>fF(X s))dM (s) +fp(x (s))dB(s)

3 [ F (et

em probabilidade, quando ¢ — 0. 0

A versao d-dimensional do Teorema 3.26 é apresentada a seguir. Exceto por pro-

blemas de notagio a demonstragio segue as mesmas linhas do caso unidimensional.

Teorema 3.27: Seja X(f) = X(0} + M(t} + B({) uma semimantingale continua d-
dimensional e seja F : IR — IR limitada, continua com derivadas de maneira e segunda
ordem continuas e limitadas. Entdo

F(x(1) = F( +Zf (x(s) dM '+Zf (X(s))dBifo)+

i=1

t 3°F
0 Oz;0%

gry

i=]1j5=1

- (X(6)) (M, M)
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Uma outra versao de férmula de It6 que também é provada da mesma maneira que

os resultados anteriores é a seguinte:

Teorema 3.28: Seja {M(t):t€ T} um martingale d-dimensional continuo e quadrado
integrdvel com respeito a vma filtragdo {%:t< T}, {V(t):¢t €T} um processo continuo,
adaptado, com trajetérias q.c. de variagio limitada em [0,¢],f > O, ta! que EVarg <
co e F 1 RxR*— IR,F(nx;...z4) limitada, continua, com derivada parcial com respeito a
v continua e limitada e derivadas de primeira e segunda ordem com respeito a =, ..., Z4.

Entao,

Pv(),M() =F(v(0),M(0)) +E%§(V(S),M(s))w(s)

+3 [ SV M) (e

Syy [ - (V). M) 40040, M)

i=1j=1
O resultado dos Teorema 3.26 e 3.27 serdo derivados agora para o caso de semimar-

tingales locais continuos sobre um intervalo finito [0, T].

Teorema 3.29: Seja X(t} = X(0) + M(t) + B(f) um semimartingale local, d-
dimensional, continwo ¢ F : IR¢ — IR uma fungdo continua com derivadas parciais

de primeira e segunda ordem. Entao

F(x(t) = F(x(0)+ Z f ))dMi(s +Z f ))dBi(s)
+%igf; aij;;,( (s)) d(M:, Mi)(s) -



Dem: Demonstraremos o resultado para 4 = 1.
Como F(X(s)), F'(X(s)) e F"(X(s)) sdo continuas, as integrais [ | F(X(s))d
VaroB, I§ |F"(X(s))|d{M)(s) e f5 (F'(X(s))*d(M)(s) séo finitas q.c.. Defina

op = inf{t <T:|M@)>2n ou -/;](F'(X(S))ﬁd(M)(s) >n ou VarpyB > n}

ou g, = T se o conjunto é vazio. Seja 0, = T se |X(0)| < n e o, = 0 se [X{0)] > n.
Seja 7y = 0n A 0, X (0) = X (0} Lx(o)eny> M™ = Mt A To), B(t) = B(t Am) e
X () = X((0) + M (1) + BO)(t). Entio X™)(t) é um semimartingale continuo e
X7)(t) € [~3n,3n|. Considere U e V intervalos finitos e abertos tais que [-3n,3n} C
V CV C U eseja ¢ ¢ CFIR) tal que, ¢(z) = 1,se z € V e ¢(z) =0, se z € U. Defina
H(z) = F(z)¢(z). Claro H € C}(R) e em [-3n,3n) H,H e H" coincidem com F, F' e

F", respectivamente. Do Teorema 3.26 ternos que

P(x™(1) = F(x"(0)) + f (X (s))dM™(s) + f X(s))dB" (s)

+1/2 fo t F'(X")(s))d(M™)(s) .

Como X" — X(t) q.c. e F/(X™(t)) —» F'(X(t)),1 > 0, segue dos resultados de

integrais estocasticas com respeito com respeito a martingales locais continuas que

fot F'(X(s})dM(")(s) — f: F (X(s))dM(s) .

em probabilidade guando n — co.

Com probabilidade 1, temos que existe N = N(w) tal que, se n > N(w)

[ 'F (X)(s)) B (s) = / 'F'(X(s))dB(s).

Portanto,
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fut F (X(n) (s))dB(")(S) — ]: F (X(s))dB(s) g.c.

Analogamente podemos mostrar que

[ P (xO(s)) am) () — [ P (X()dM)(s)  ac.

Fazendo n — oo obtemos
F(x®() — F(x().
Segue que

F(X™(0)) + [0 ‘P (X (s))dM™(s) + [0 ‘P (X1 (s))aB™ (5)+

1 /T

d {n) {n)
2]; F"(X (s))d(M Hs)
converge para

F(x©)+ [ P (X () b (5)aM 1 (s) + [ *F(X(s))dBls)

w5 [ P (X(s)) ).
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4. Equacgoes Diferenciais Estocdsticas.

Introdug&o: Falando por alto, uma equacio diferencial estocastica em R?, no sen-

tido de It8, é uma expressio do tipo:

dz = X(t,z)dt + i ¥;(t, z)dw? 13}

i=1
onde X,Y;...,Y, sio campos de vetorese W = (W!,...,W™) é um movimento Browni-
ano canonico em IR™. O campo X ¢é conhecido como a deriva (“drift”} de (I) enquanto
que os Yj's sao os coeficientes da parte difusa. Sendo uma equagio diferencial, (I} s6
é de fato definida a partir do momento em que se especifica o que se entende por suas
solugdes. Evidenternente, uma solugio de (I) é wm processo & que satisfaz a equagio

integral correspondente. Por exemplo, se { é definido no intervalo |s, T], deve-se ter

=6+ f! X (u, éu)du - i[tyj(uafu) dWi
a J=1 o

para te [s,T! onde a primeira integral é uma integral usual sobre caminhos aleatérios e
as outras sao integrais estocdsticas no sentide de It6. No entanto, ao se definir de ma-
neira precisa as solugoes de (I}, faz-se uma distingao — um tanto sutil - entre as solugbes
denominadas fortes e as solugdes fracas. Esta distin¢io surge devido & arbitrariedade
na escolha do movimento Brownianio: Enquanto nas solucdes fortes este é fixado de an-
temao, para as solugdes fracas, admite-se a possibilidade de construi-lo em algum espaco
de probabilidade com filtragao, isto é em alguma base estocéstica. A distingio entre
as solugdes fortes e fracas dé origem a abordagens diferentes is questées de existéncia
e unicidade. Em essencia, busca-se solucdes fracas quando a preocupagio é com as

leis do processo enquanto que nas solugdes fortes olha-se o processo propriamente dito.
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Usualmente, a existéncia e unicidade de solugbes fracas se obtém sob condigdes menos
restritas que para as solugdes fortes.

Neste capftulo, vamos desenvolver a teoria de existéncia e unicidade de solugoes for-
tes para equagoes com coeficientes Lipschitz. Esta teoria é o andlogo da teoria cldssica de
existéncia e unicidade para equagdes ordinérias que emerge do método das aproximagoes
sucessivas (teorema do ponto fixo de Banach, veja p.ex. [H8], [Di],...).

Na equacgdo (I}, as integrais estocisticas sfio tomadas em relagdo ao movimento
Browniano. -

Estas s@io as unicas equagbes que serdo consideradas neste texto. Na literatura,
no entanto, encontra-se equagoes sobre semi-martingales arbitrdrios. Referimos & [E},
{I-W|, para estas equagdes.

Qutro comentério sobre (I), é que ao invés de integrais de Ité pode-se considerar
também integrais de Stratonovich. Discutiremos este tipo de equagio quando for feito o
transporte da teoria em JR? para variedade diferenciiveis. Por se comp.-ortarem melhor
sob mudancas de coordenadas, as equagdes de Strotonovich sdo definidas de maneira
mais natural em variedades que as de 1t6. As equagdes de [t6, porém, exigem menos
regulariedade nos coeficientes, sendo possivel para as mesmas resultados mais gerais de

existéncia e unicidade de solugdes.

4.1 Solugbes fortes. Definigoes.

O dominio de (I) serd tomado como sendo um aberto U C 0,00} x IR%. Os coefi-
cientes serdo entdo aplicagdes X, ¥y, ..., ¥ : U — IR, que suporemos, frequentemente,

que satisfazem uma condi¢io de Lipschitz segundo a
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Definicdo 1.1: Uma aplicagio F : V C [0,00) x JR? — IR? é dita Lipschitz em relagio

4 z, se existe uma constante L > 0 t.q..

|7(t,2) - £(t,9)] < L]z - |

para todo (t,z), (t,¥) € V (|| denota uma norma em R?), f é localmente Lipschitz se
for Lipsichitz em alguma vizinhanga de (f, z) todo (,2). f é Lipschitz global (abreviado
L.g.) se f é Lipschitz e V ¢ da forma I x IR? com I C [0, 00) um intervalo.

Para definir as solugoes fortes, fixamos de anternfo um movimento Browniano em
IR™, que pode ser tomado sem perda de generalidade como sende o movimento Brow-
niano standart, que é definido sobre o espaco de Wiener (1, P, %) onde ! = {w =
[0,00) — JR™: w é continua, w(0) = 0}, P é a medida de Wiener e # é o completamento
da o-algebra gerada por {W, : 0 < s <t}. O processo W, é dado explicitamente por
Wi(w) = w(t), we L, t € [0,00).

Para levar em conta solugbes de (I), iniciadas em s > 0, consideraremos também
a seguinte variacao deste movimento Browniano: Para 0 < s < t,‘ seja 7,4 a o-algebra
completa gerada por W, — V,,5s < v < » < t. A familia (#),; € crescente em ¢ e
decrescente em s. Além do mais, se 8§, é a translacio (8,(w)(t) = w(t + ) — w{s} em G,
entdo #; = 8,(7%) e daf que t — Wy — W, é um (%,;) - movimento Browniano, j& que 2

medida de Wiener € #-invariante.

Definicdo 1.2: Tome (I) com dominio de definigio U C [0,00) X IR? e suponha que
os coeficientes X, ¥;...,¥,, sejam continuos. Seja (s,z) € U/. Um processo continuo
(¢, w) ~» & ¢(z,w) definido para valores (t,w) tais que s <t < T(s,z,w) é uma solugdo

(forte) de (I} com condigdo inicial (s,z) se:
i) L&olz,w) =z e (8, &p(z,w) € U, q.s.,

ii) T(s,z,) é um (%) - tempo de parada predizivel,
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i) &(z,w) é (%) — adaptado e
' mo o ,
V) Eelen) =24 [ Xl baladdu+ 3 [ ¥5{u, tulen)) W
& J — 1 L]

se <t < T(s,z,+). O tempo de parada T'(s,z,-) é denominado tempo de

explosio de solugao.

Observagdes 1.3:
a) Como £,; é um processo continuo e adaptado, ele é predizivel. Com os coeficientes
continuos, as integrais estocdsticas em iv) fazem sentido. A fortiori, &, ,(z,w) é um (7.;)

semi-martingale.

b) Ao invés de £,,(z,w) usaremos freqiidntemente as notagdes £,4(z), £ut(z)(w),
£oe(w)(z) ou &4(w). Estas Gltimas ressaltam a dependéncia z — &,(w)(z) das so-

fugoes ermn relagao & x.

¢) E sempre conveniente salientar que (I) se reduz & uma equagao ordindria no caso
em que os coeficientes difusos ¥} .-+, Yy, se anulam. Neste caso, cada variavel aleatéria

£,4(z) é constante e as solugdes sao deterministicas.

d) Outra redugdo de (I) é quando os coeficientes ndo dependem explicitamente de .
Estas equacbes sio denominadas autonomas ou homogenéas no tempo. O dominio de

definigdo ¢ de forma U = [0,00) X V com V aberto de IR%.

Defini¢io 1.4: Dadas duas solugdes £!,(z) e £Z,(x) com tempos de explosio T (s, z)
e T*(s, ), respectivamente, diremos que £! esté contida em £* (notagio = £l (z) <

?,(z)) se T(s,z) < T?(s,2) e §,(z) e ¢, (z) slo processos indistingufveis até T (s, z).
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A relag@o < define uma ordem parcial no conjunto das solugdes. Uma, solugio é maximal

se o for em relagio a esta ordem.

Observagdo 1.5: A definicio acima é analoga & de solucdes maximais para equagdes
diferenciais ordindrias. Lembremos que para estas equagdes mosira-se, independente de
qualquer hipétese, por uma aplicagio do lema de Zorn que toda solugao estd contida
em uma solugdo maximal. Para equagdes estocésticas, mostraremos posteriormente,
sob hipdtese adicionais (Lipschitz) a existéncia de solugdes maximais. Néo é possivel no
entanto, construir solugbes maximais a partir de alguma solugio, de maneira totalmente
abstrata via o lema de Zorn. A razdo principal é que este procedimento exige que se
tome limites de uma quantidade ndo enumerivel de tempos de parada, o que pode dar

origem a aplicagbes ndo mensuraveis.

Exemplos 1.6: a) Seja a equagio dz = dW em RR% A tinica solugio (a menos de

indistinguibilidade} com condicdo inicial (s, z) € [0,00) x IR? ¢ dada pelo processo

Ea,l(z) =z+ Wt - Wa

com tempo de explosio T'(s,z) = +oo. Este processo se escreve explicitamente

Eplz,w) =z +w(t) — w(s) . (+)
As seguintes observagdes sobre estas solugSes, antecipam os resultados gerais sobre
dependéncia em relagio as condigdes iniciais.

i) Por (), vése que V w € @, a aplicagdo (s,t,z) — &,4(z,w) é continua

{compare com teorema 4.8).
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Em geral, esta continuidade é quase sempre S-Holder em s e t, todo
< % Neste caso particular, esta propriedade é conseqiiéncia da condigio

de Holder dada por Levy para o movimento Browniano.

i) Vwe Q, st fixados, z € R — £,,(w)(z) € IR® é um difeomorfismo de
classe [°°; por ser uma aplicaggo afim (compare com teorema 4.12 e corolirio

5.2). Além do mais,se s < u <
bur(£(2) (0) = bunl@)0) + w(t) - wlu)
=z +w(t) — w(s)

= Lus(z}(w)

todo w € {1,

ili) Como dz = dW é uma equagio autonoma, £,; depende apenas de £y, (veja

discussio ao final do § 4). De maneira precisa,
Lr(w)(z) =z +w(t) —w(s)
=z + (#,w){t — s)

= €o-s{0:(w)) (=)

$i(w) = Lo (w),

onde (0,(w})(t) é a translagdo em ). Desta igualdade tem-se a equagdo de fluxo: Pondo

s = 9e(0:())om(w).

b) Equagdes Lineares: Seja I = (a,b) C [0, 00} um intervalo ¢ tome aplicagbes continuas
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A:I—!Mdzd e b,' I — Rd,jzl,...,m
e defina
dz = A{t)z dt + 3 b;(t) dW/ (1.1)
7j=1

Como para equagoes diferenciais ordinérias, a férmula da variagio das constantes

também funciona: Seja ®,; a solugdo fundamental de x = A{f)z. Entao

o |
furlz) = Bogz + By ) [ B, by dW] (1.2)
g=17°

é solugdo de (1.2). Isto se verifica diretamente por intermédio da férmula de Ité. {1.2)

s

¢ a tinica solugio (a menos de indistinguibilidade) com condigdes iniciais (s, z) como se

conclui a partir do teorema 4.5. O tempo de explosio T(s,z) = b é deterministico.

¢) Equacdes Bilineares: Tomando I come no exemplo anterior, sejam A, By ++- By : [ —

M4 continuas e defina a equagdo “bilinear” em z e W,

dz = Alt)z dt+ 3 B;({t)zdW’, z e R* (1.3)
j=1
Pela férmula de It6, ve-se que se g, é solugao de
dg = A(t)g dt + 3 B;(t)gdW’ g€ Maea (1.4)
i=1 ‘ - :

140 -~



com condigao inicial g,, = 1 (= matriz identidade), entdo &,¢(z) = gss = € solugao de

(1.4) com condi¢do inicial (s, z).

4.2 Desigualdades.

O método de demostracio dos resultados sobre existéncia ¢ unicidade de solugdes
e de dependéncia em relagio a paridmetros, envolve uma série de majoragdes nas quais
certos procedimentos e algumas desigualdades conhecidas aparecem reiteradamente. Por

uma questio de conveniéncia na leitura e redagdo do texto, vamos catalogd-los aqui:

1. Para duas expressdes (---) e {---} a desigualdade

()< C{--}

significa que existe uma constante C > 0 t.q. o lado direito majora o esquerdo. As ve-

zes esta constante depende de alguma quantidade que aparece em (--+) ou {---}. Nesse
caso colocaremos um subindice em C para indicar esta dependéncia, se ela for relevante
(p. ex. C, na designaldade {cL) abaixo ou C, em (3.1)). Caso contrério, usaremos c
apenas mesmo que constantes diferentes sejam indicadas. Por exemplo, se a1, az, b >0

temos
Cla; + bap) < Cas + az) _ _ (C)
onde é claro, C do Jado esquerdo néo é o mesmo que do lado direito. Esta desigualdade

segue de
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a3 + bay < max{1,b}(e; + az).

2. Desigualdades Algébricas
AlyParaz,y>0epe R,

(z+y) <C(z"+ ) (A.1)
Aqui pode-se tomar C = 2F. Para obter esta desigualdade, olhe primeiro o caso em
que z = 1 analisando o grifico de y € [0, 00} — {1 + y)?/(1+ y*}. O caso geral sai dai

¢olocando-se zF em evidéncia.

A.2) Para z4,---,x, reais positivos e p € R

{1+ -+ za)? < C(af + -+ 2B) (A.2)

Aqui pode-se tomar C = n?. Esta desigualdade se obtém a partir de A.} por

indugao sobre n.

A3)Paraz>0,e>0 e pc R

(e + :1:)p <G (s + 12)p/2 {A.3)
pois (& + z)"/(e + z?)*/2 & limitada em [0, c0).

A.4) Para (z1,---,z3) e R, £ > 0.

], |2] < € (e + |zf)? (A.4)

onde |z| é uma norma qualquer em R?,
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A.5) Para a,b > 0,

I L ! <1 A5
a bJi+al+d 14+a+b+ab — (A.5)

A6)Paraz,yc RY, z#0+£y,

1 1 x v
—— g~y < |- A6
e e oS i (4.6)
Com | - | 2 norma euclidiana em B?. Uma maneira de se obter esta desigualdade

¢ a seguinte: Tome 7,2 € R? com |z} = |z| e r > 0. Entdo pela simetria do tridngulo

isdsceles de vértices z, z e 0, tem-se |z — 72| = |rz — z|. De onde se tira que:

r
1+r

1m— rz[ < ira: - z] . (%)

Tomando agora r = |y|/|z|, (A.6) é equivalente &

r r ly
| | ; 1 II . y! < |I _ = _|
1+ |z 1+r7]z] ror
que por sua vez ¢ obtida de (%) ao se escrever z = y/r e usar o fato de que

|}/ {1+ |z|) < L.

3. Uma consequéncia da desigualdaﬂe de Lipschitz:
Suponha que f : I x IR® — IR é Lipschitz global. Entdo dado £ > 0 existe C, > 0
dependendo de &, t.q..

fit.2)| < Co(e+12]) (L)
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<Cole+1a)"

De fato, | f(t,z) — f (t,O) [< L|zlondeLéa constante de Lipschitz. Dai que

IA

| £(1,0) |+ L] =}

J—MO Ie-l- Llz|

— [

|7(t,2)]

A

C. (E-I- | [) por (C)

< C€(£+ | z |M? )2 por (A.3)

4, Desigualdade de Hblder: Parar > 1

7 le < 1o 7 Mo (Ho rp,aq)

comi=3+1l onde |fl,=(f !SI
5. Desigualdade de Burkhélder: Para M; martingale continuoe p > 2,

lImr] <omlonr]  (Bw)

todo t € [0,T] se E[ | Mz |P] < co-
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Para mostrar esta desigualdade, aplicamos a férmula de Ité & F(z) = |zIf que é de

classe C? se p > 2. Denotando por sign(z) a fun¢o sinal, temos

t i
M =p |M,|”_lsign(M,)dM,+%p(p—1) [y,

Tomando esperanca nesta igualdade,

Bl < doto - E|[ a0,
< 3plp- l)E'Liggths?"z{M)z]

que pela desigualdade de Holder

<

B =

s -
slp— 1B |sup er | ” | t”]
0<s<t

¢ pela desigualdade de Doob

1 o Y
< 5plp - )¢ *E [IMti”] E[(M)i”f ?

2
<GB [(M)i” ’]
pois 2/p < 1.

6. Holder + Burkhélder: Para p > 0 e A, t € [s,T] processo p-integréivel tal que

E[LTﬁuqu]p] < o

tem-se
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j s aw.'| < clt —"s|"”"l j ‘ [Aur]du (H+Bh)

7

Pois f! A, dW, é um martingale cuja variagio quadratica é * | A, |* du. Por (Bh),

E[[ﬂudwulp] < CpE[lf:
e por (HO 1,p/2, p/p - 2),

t P2 . t
(f !ﬂulzdu) 5|:_5}P/2—1f | Ao P du
a L]

Destas duas desigualdades se obtém (H + Bh).

[l 2],

7. Desigualdade de Gronwall: Seja z : I — /RY continua e suponha que V¢ ¢ I, z tenha

derivada 3 direita z'(t) e satisfaga

|2'(t) 1< a | =(t) |+

com a, b constantes positivas. Fixando {; € I, tem-se para { > {p

eoli—to) _ §

lo(#)| < |a(to)

et 4 (Gr)
4.3 Existéncia e unicidade de_.sfdluga_es.“ :

Mostramos nesta secgio a existéncia e unicidade de solugdes de (I) assumindo |
condigdes de Lipschitz sobre seus coeficientes. Antes de entrar em detalhes, vamos

fazer um paralelo com as equagdes ordinarias.
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A idéia bésica do método ¢ aplicar o teorema do ponto fixe de Banach ao operador

construido por mtermedlo da equa.t;ao integral assocaada 4 {I): Se & é um processo,

deﬁne-se um novo processo (.4 E), por

] 3 -1,

e - (ﬂf)t-—m']'f (u, &) +Zf Y(u fu)dW’ ‘ . ;(3.1).

A relaga.o E— 4 E é para ser vlsta como um opera.dor em algum espa,go (de proces-
s0s) convenientemente escolhldo Se se verlﬁcar que A adrmt.e um tnico ponto fixo, este
serd a tinica solugdo de (I) com condxgao micxal (s,z).

No caso c]a,ss:co das equagoes ordmarlas se os coeficientes satisfazem uma condlgao

de Lipschitz local o que s¢ faz é restnngar a‘equagio diferencial a retangulos (c1lmdros) 7

de seguranca ao redor de {5,z) {veja por exemplo [H3] cap. I, § 2, relagéo (4)). Com
esta restricio, 4 torna-se uma contragzo ‘de um espago métrico completo, se encaixando
portanto nas condigdes do teorema do ponto fixo de Banach.

Para equa.goes estocdsticas, este tlpo de restrlga,o nio é possivel sem uma consi-

deragao crlterlosa de tempos de parada para os processos envolvidos. A raza.o “disto &

que enquanto as solugoes de equa.goes ordlnarlas s3o curvas bem !oca.hza,das, a natureza

difusa dos processos estoca.stlcos faz com que seus cammhos aleatorlos seja.m parados

em tempos diferentes se se pretende ‘locahza-los a con_;untos limitados. Um exemplo

disto pode ser visto pelo movimento Browniano:

rore S BEFCIEEEE FA0 Y W AL P YIFIN

Exemplo 3.1: Seja a equagio dz = dW como no exemplo 1.6 a) Definindo o operador _

A com em (3.1), com (s a:) = (0 0), temos que (AE); = W, se 5; = 0 Tome M 0 ¢

seja:

o= int{t > 02 W, g (=M, M)}
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o primeiro tempo de saida de {—M,M). Entdo V¢ > 0, p(rp < 1) >0 (veja {P-S] prop.
2.6), isto é, W, sai de qualquer intervalo ao redor da origem com probabilidade > 0 antes
do tempo i, qualquer ¢ > 0. Portanto nao é possivel restringir 4 é um operador sobre
um espago de processos definidos em intervalos do do tipo [0,¢€) e a valores limitados.

Por razoes desta natureza, ac invés de se empregar o procedimento clissico de
se restringir o dominio da equa.gid, dé-se um tratamento global & teoria, localizando
posteriormente os resultados por intermédio de tempos de parada.

No que segue, usaremos frequentemente a seguinté o

Notacao: Yy = X e dW? = di. Assim (I} se escreve de maneira mais compacta como

dz =_i Y;(t, z)aw? : (3.2)
=0 . K ,
Teorema 3.2: Suponha que os coeficientes de (I) sejam Lipschitz globa.ls definidos em
U=17xRcom I =|a,b) C[0,00).
Entdo para todo (s,z)eU existe uma tnica solugio maximal £.¢(z) com condigao
inicial (s,z}. Seu tempo de explosio é T(s,z) =b. -
Além do mais, £, () é um processo em LZ[s, 8] todo 8 € [s, bep>2.

A unicidade aqui, é a menos de indistinguibilidade.

Dem: Fixe g € [5,8) e um.tempo de parada predizivel T.
. Tome processoe £,7 € L|s, ) tais que £7,n7 € L?|s,8],p> 2 e defina

(AT.s). —z+ E [ Yj(x, &)dW’-'

=0
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O primeiro passo consiste em obter uma majoragao para py,(47 £, ATy) onde pyp é
a distincia em L2[s,t], t € |5, 8].
Por A.2),

IﬂTE ﬂTr)| <C'Zlf i(u, £} — Yi(u, nu))dW’|

e portanto

pep(ATE, A n) <02Eh%v“%mm@—EMmMaw1 (3-3)

Pela condigao de Lipschitz e por (Hol,p,g),

ny| dv

sup |fMT(X(v; &) - X(v,m‘})dvlp < C‘f:AT &~

sSust Ve

e portanto, o termo correspondente & j = 0 em (3.3) ¢ majorado por

CE [ L:A‘T‘

No que diz respeito aos outros termos, seja

.pdv] : | ‘ ()

&u - Ny

= IMT[Y( f',} Y(v r],,))dv Entéo Ml éum ma.rtinga.lé e portanto pela
demgualda.de de Doob, E[ sup | Mi [?] < CE| M} 7). Dai que pela desigualdade de
Lipschitz e por {Ho + Bh) cada um dos termos correspondentes é j > > 1 é ma_]orado
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por (). Temos entdo, por {C), que

oo (ATE, ATn) < C‘E[ [ " | — nuPdu U (3a)

Passemos agora & verlﬁcagao de que A, definido em (3. 1) define numa contragao.

No caso especifico em que T = oo (e portanto f,ﬂ e LF (s, ﬂ}) (3.4) se escreve

pip(A8, An) < OE[ : €

nu]deJ - (3.5)

O que mostra em particular, que A(LP)CLP. A:})]iéa..ﬁdo o teorema de Fubini no 2°
membro de {3.5), , '

os(A6.An) < € [ puglEm)de

Iierando-se esta desigualdade, temos:

T ptl tn—-1
ma(a8, A < Copplem) [ [ [ by dtnd

<< ﬁn’fs " pp (6,7)

Por esta desigualdade, vé-se que A" é uma contra.gé'.o de L7 - ? [s,5)] todo B € [s,b] e
p>2 a.]gum n. Pelo teorema do ponto fixo de Banach (veja corolario H 1.2 em [H5]), A

tem um tnico ponto fixo em LZ[s, §) e portanto (I} tem uma dnica sorugao em L¥[s,f)
todo.p> 2. ' ‘
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"B ciaro que as solugoes nos, dlferentes LE coincidem pois L? c Lisep> 'S " Isto no

. 0y
,_entanto néo é suficiente para mostrar a unicidade das solucdes.
" ¥ necessrio verificar que nio existern solugdes que nao ‘sejam quadraticimente
integrdveis. Para isto, seja £ a dnica so]uga.o em Li[s, 8] e suponha. que 7 e L. [s ﬂ] se_]a

outra solucdo. Para cada inteiro posmvo n, deﬁna

= inf{t > st &l >n ou |me| > n}

Colocando T, = co se o conjunto é vazio. Entio T, é tempo de parada pois £ e ¢
s&0 processos adaptados.
A desigualdade (3.4) se aplica & £ e 7 pois £™ e ™ sdo limitados e portanto
‘quadriticamente integriveis. :
3<u

Usando a notagao Tep = E[ sup. [T — ™| ], (3.4) {e o fato que £ e'n sdo solugdes)

fornece -

\‘ :
in < C [ fum du
& .

Por (Gr), mpn < et=*7r, e como 7, = 0,1, = 0 e daf que {™ = 5™, Como
Tn— 00, £ :'='r,r e dai a unicidade da solugiio em L.[s, §].

Por fim, se s < f1 < fz < b & restrigio & [s, f] da solucéo definida em s, ;]
também é solu¢do o que mostra, por extensz'io, a existéncia de uma tnica solugdo em

[s,B). Seu tempo de explosao é T'(s,z) = b e ela é evidentemente maximal.

Para relaxar as condigdes do teorema acima e obter existéncia e unicidade para

equagoes localmente Lipschitz, usamos o
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Lema 3.3: Seja U C [0,00) x IR? aberto e f : U — R? continua e localmente Lipschitz
em relagdo  z. Entdo, se K C U é compacto, existe F=[0,00) xR > Ricom f=].

em K e }' continua e (globalmente) Lipschitz. Se f de classe C* o mesmo ocorre com .

Dem: Escolha K' compacto com K Cint K' Cc K' CUed=R x R*— R C®, com

suporte em K’ e tal que ¢ =1 em K. Entio

. @, 2)f(f.z) se (L,z)EU
f{t,:l:) =
0 s (b2 U

Satisfaz o que se pede.

Teorema 3.4: Suponha que os coeficientes de (I) sejam definidos em' U C [0, 00) x IR?
e sejam continuos e localmente Lipschitz em relacio 3 z.

Entao para todo (s,z) € U existe uma tnica solugdo maximal &,4(z) com condigéo
inicial (s, z).

Seja T(s,z). o seu tempo de explosio. Entdo se T(s,z,w) < 00, {oi{z,w) se acu-

mwula na fronteira de U quando t — T(s,z,'w).

Dem: Seja K, C U uma sequéncia de compactos com interior ndo vazio tal que K, C
int Kpr1 ¢ U, K. = U. Para cada n, seja Yr, j = 0,---,m a extensio globalmente

Lipschitz que coincide com ¥; em K, garantida p.elo' lema anterior.

Defina

do= VPR W; (1)

j=0
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e denote por £;,(z) suas solugdes iniciadas em (s, z). Defina

inf {t>s: (1,€0(2)) ¢ Kn}_‘

Tu(s,z) = o s {} e

Cada T.(s,z) é um (%, ;) - tempo de parada e com o as solugdes £7,{x} sao continuas
“e K, C int K, temn-se que T,(s,z,w) < Tpya(s, 2z, w) se Tnfs,z,w) < co. Além do

mais, se t < Th(s,z) entdo

Erfz) =z + Zf E“(z) dW’ _ (3.6)

. pois no interior de. Kn, Y = Y. Seja T{s,z) = '!irgoT,,(s,:r) = sglme(s,:r,). Entao
T(s,z) é um tempo de parada predizivel pois no caso em que T(s,z){w) < oo,
Ta(s, z)(w) < Tanls, a:){w) e portanto T, (s, z)(w) < T(s, z)(w) todo n, isto é, os tempos
de parada T, anunciam 7.

'Defina agora &,:(z) = £7,(z) se s St < To{s, z). Entao {,4(z} é bem definido pois
o) = &tz), iaela unicidade da solugao de {I,4;). Por (3.6), &.(z) ¢ uma selugio
local de {I) com tempo de explosio T'(s, z). :
Se T(s,z)(w) < oo entdo T,(s,z)(w) < o0 todo n e & 1.(z)(x) (w) est na fronteira de
K, ¢ como UK, = U, tem-se que os pontos de acumulagio de £,:(x)(w) se situam na
fronteira _de U. Esta observagao mostra a fltima parte do enunciado e mostra também

‘que £,,(z) € ndo prolongdvel, isto é, é solugao maximal. |

. Por fim, a unicidade da solugdo maximal segue do fato que qualquer solugao- ma-
xin:ia.l quando restrita a K,,, isto é, para valores de t < Ty(s, z}, coincide com Ei(z) e

pertanto com &,4(z). -
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4.4 Dependéncia continua em relagio is condigdes iniciais.

Vamos estudar a dependéncia cont:nua das solugdes de (I} em relagdo &s condigoes
iniciais, ainda sob a hlpotese ba.sma. de que os coeﬁcnentes satisfazem uma condlgao
de Lipschitz. A msplragao “continua sendo a teorla ciassu:a. das equagoes ordindrias.
Nesse caso, 0 que se mostra, sob condicdes dé Lipschitz é que as solugoes de £ =

f{t,z) dependem nio apenas continuamente das condlgoes iniciais (s, z) mas satxsfazem
também uma condn;ao de Lipschitz em relagao & ‘estas 3 Varidveis' (na verdade, ag solugdes
580 dlferenmals em relagao a s). O que'se obtér } pa,ra equa.goes estocastxcas, difere do
caso cldssico nos seguintes pontos: AR

Em primeiro lugar, a unicidade das solu¢des maximais, que foi mostrada no § an-
terior é a menos de indistinguibilidade. Como o conjunto das condigdes iniciais é ndo
enumeravel, é necessario escolher as solugdes com as diferentes condisdes iniciais de ma-
neira: consistente, para evitar, por. gxemplo, que o conjunto §' em que, £,:(%,w) esteja
definido para todo s,bxewe N ‘s)ej-a, de medida nula. Em outras palavras, é necessdrio, -
tomar uma modificagio das solugdes &¢{x,w) de tal forma que £,,(z,") esteja. dqﬁf_lidp__
num conjunto de probabilidade total que para toda condigio inicial (s, z) elt“zs.‘ Isto
serd feito, com o auxilic do teorema.de Kolmogorov. sobre .modiﬁcagées. continuas .de
processos estocésticos e campos aleatérios. Neste sentido, obtemos result‘a’dos"do tipo:
para w € ' com P{Q1) = 1, a aplicagio (s,t,z) — &4(z,w) estd definida e é continua.

- Outra diferenga em relagao ao caso cldssico esta no fato de que apesar de ser possivel .
obter continuidade Lipschitz de £, ¢(z) em relagdo 4.z nio se tem diferenciabilidade ou |
mesmo continuidade Lipsehitz em relacdo.a s e (as solugdes do exemplo 3.1 a) sdo dadas
pelo movimente Browniano, cujas.trajetérias ndo sdo Lipschitz).. Tem-se no entanto, .
em relagdp. & s e t, continvidade’3-Halder com # <:1/2.arbitrédrio. :

Como no caso do-teorema de existéncia e unicidade, consideramos primeiramente .

o caso Lipschitz global {L.g.}, localizando posteriormente os resultados via,tempos de . .
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parada.

Lema 4.1: Suponha que (I) seja L.g.. Entio paratodopc Re f G.[a, by,

E[(s+

Es4(z) —fa.t(y)r)p] < GP(E + |I - y|2)p {4.1)

para todo s <t < 8, z,y € R® e e > 0. C, nio depende de ¢.

Dem: E suficiente considerem o caso em que £ > 0.
Parac = 0, toma-se limite com ¢ — 0, que é possivel pois C, nio depende de &.
Como &,{z) e & (y) sdo solugdes de (I), estes processos sio semi-martingales con-
tinuos em relacio ﬁltra{;‘éo (Fordte- f’pitanfo t— m. = £,1(x) — & ¢(y) também é um

semi-martingale. Fixando p € R e € > 0 defina:

fz)=e+|z° e Flz)= (E‘ + |:1:[2)!J

Entio F: R - R éC% e pbrtanfp F{n;) é um processo ao qual se aplica a

férmula de Ité.

Temos:

i m H . .
F(n) = F(n.) + [ Audu+Y [ Biawi

j=1"¢

Com A,B'...,B™ processos. Como a esperanca de uma integral estocdstica sc

anula e n, = r — y, tomando esperangas na igualdade acima fica

E[F(m)] = F(s—y)+ E[ [ ' Audu] (4.2)

155



Calcula-se A, por intermédio da férmula de Itd.
Para isto, escreva os coeficientes de {I) emn coordenadas como
=(XL...,. X%, ¥; = (¥},....Y),i=1...,m
Entao
oF 4
A“ - z a £ 7’“) + E :a h(n"}z(ﬁi ﬁk) (4'3)

=1

onde

Qvl
I

L= X (u,bul2)) — X{u, &)

3,
||

Yi{u, buf2)) - ¥i (w, &)

Da expressio de F, o l(11) 2p f(n)" 'y ‘3:1:’ {n) = 4p{p—1) f(n)*2n'n?, onde

n,i=1,...,d sdo as coordenadas de 5 em R“

Para majorar |A,], use as desigualdades

a} Por Lipschitz
lo'| <Cla} , 1B <C Inl
b) Por A4
Il < Ci@* : Wl < C i@’

Por estas desigualdade, a0 majorar os termos da 12 soma em (4.3), o] colabora
com f(n)/? e |0F/8x'32%| com f{n)*~*/?. Estes termos sio portanto majorados por
C f(n)?. Na segunda soma, |8 F/dz'dz*| colabora com f(n)"* e §; com f(n)*. De

onde se tira que
] < € fma) .
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Voltando a (4.2}, concluimes que

E[F(m)] < Flz—g)+C [ ' E[F(n,,)]du
como C nio &ependenao de €. Por (Gr) |
. E[F(m)] < (e 4 (—gtl)F(:n %)
< Cf{z—y) o que mostra (41).

A designaldade do lema anterior permite mostrar através do teorema de Kolmogo-

rov a existéncia de modificagio continua de (z,w) — £,4(%,w), s e ¢ fixados.

Teorema 4.2: Com (1) Lipschitz glabal e s se ¢ fixados, existe ' c Qcom.P(R) =1,
tal que para todo w € 0’ ’

bule) © [ Vi(w@) W, 7=0,...om

sio continuas como fungio de z. A continuidade é f-Holder para qualquer § < 1.

Tem-se além do mais
f,g(:l:) = z+z-{ u,E,‘u(g;) LI P ;(4_4)
todow e, z€ R
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obs: A sutileza desta filtima afirmagdo estd no fato-de que cada z € JR? (4.1) vale q.s
pois £,¢(z) é modificagio de solugdo de (I}. No entanto como R’ é nao enumeravel, em

principio pode nao se ter a igualdade para todo z e q.b. w.

Dem: A desigualdade (4.1) com ¢ = 0,.garante que o campo aleatdrio (z,w) — &4z, w)

satisfaz as condicoes do teorema de Kolmolgorov com expoentes o; = v = p. Como
resultado, temos que existe uma modificagio continua de ¢,,(r,w), denotada da mesma

maneira, tal que para § > 0 com 8 < p_%_c_i se tenha

[€eelw)s) - Easlw)lw)] < ii wl

se 7,y € IR? sdo suficientemente préximos (depenldendq' de w}. Em outras palavras,
€s,¢(T.w) admite uma modificagio 8-Hélder continua. Como p > 2 é. arbitririo, § com
0 < 4 < 1tambémé arbltra.rlo _ _

Quanto as integrais se 7 > 1 (H + Bh) fornece, parap > 2

[I[ Y;lu, & u(:ﬂ)) ( ,Eq u(y) dW’! ] _ (4.5)

_ < C|t - 12 ].[ [|YJ E-l,u(-’r)) (1&, £ uty))l }du ’

e se ;7 = 0, usando (Ho 1, p,g.) como na demonstragio de (H+Bh) no § 2, obtém-se a2
mesma densigualdade. Aplicando a desigualdade de Lipschitz no segundo membro de

(4.5) e posteriormente (4.1} com € = 0, o primeiro membro de (4.5) fica majorado por
Colt ~ s |z —9f < Clz—yl’
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De onde se ve que as integrais satisfaz_em a condicdo de Kolmogorov com expoentes
4 = a; = p, admitindo portanto modificagao -Hélder continua com 0 < # < 1.

Como realizamos um ndmero finito de modificacdes, existe de fato I' como no
enunciado. ‘

Para ver a segunda afirmacio use A.Z) Jjuntamente com as majoracdes obtidas acima,

para concluir que:

Di(z) = fusls —z—zf e,ua:)

admite uma modificagio continua. O teorema de Kolmogorov garante entdo a existéncia
de Q' com P(Q') =1 t.q. Dy{z)(w) =0todowe Q. .

Colrolirio 4.3: Tome s, < s < t e escolhas continuas, garantidas pelo teorema

“anterior, de &,,:(z),; £,,.+(z) e &,{z). Entdo

Eunsl®) = ut (Eunol2)

. footl®) . s t<s
Ea.t(x) = )
él,l(‘{ln‘(z)) se I>s

Entdo t — £,,:{z} é um processo (F,,,J - mensurével e continuo.
Tem-se £,y () = z € £, ¢(2) satisfaz (I) parat < s.

Parat > s, substituindo €, ,{z) no lugar de z em (4.4), fica

159



E-!u, (z) = Eat(fao.a(z)) = L, a(z) + E —OI Y; ("': £sou (I)) dW"

=24 500 [1 Y5 (1, Eunnls)) W]

Portanto &,,.(z) ¢ solugdo com condigdes inicial (so,z), e pela unicidade se tira o

corolario.

O préximo objetivo é mostrar a continuidade das solugbes em relagdo 3s varidveis
s,t e £ conjuntamente, mostrando a existéncia de uma modificagdo continua do campo
aleatério (s, ::) — £,4(z). Desta forma uma extengio do teorema 4.2 serd obtida.

Pa;ra essa extensa.o, sers utilizado o teorema 4.2 por intermediario do corola.no 43.

Desigualdades 4.4: Para as de51gualdades a seguir, assumimos que (I} é L.g. com
dominio [e, b} x R, '

Os elementos de {a,b), t,5, etc..., que aparecem estario sempre em algum inter-
valo compacte [a, 8}, < b, fixado. Os elementos de R sio arbitrarios. As solugbes
&:4(x) s@o escolhidas como no teorema 4.2.

l.parapce Rec >0,
e+ few@f)7| < co(e ety s)

obs: A constante CF depende de €. Veja coment.a.no no decorrer da demonstra;a.o

2. Parap>2es<t<t,
E {| j: E(ﬁ"ﬁa-,u(—"f)),dWﬁ]p] < Clt —tPP(1+12f) . | Q;;)
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para 7 =0,...,m.
3. Parap > 2,
E[

4, Parap>2 e s<d <,

e -y|"] < C(lm— gl + |t - sP¥1 + 2P)) (4.8)

E []g,,‘(z) — &y s (v) |"] < C{le -y + s — P71 +|2P)) (4.9)

5. Parap>2es< s <,

[I f (1, 60ul) — V(w0 o (9) aWS IP] (4.10)

C(jz — P +|s = S P71 + =)

para § =0,..., m.

6. Para p > 2 e max(s,s) < min{t,t')

d

< Oz~ ol + (L + [ol® + 2P (1t — £ 7% +Js — £ P%)

Eea(z) — Erer(w) |,,] < (4.11)
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obs: A partir desta tltima desigualdade e do teorema de Kolmogorov, a existéncia de
modificagio continua de (s,t,z) — £ 4(z) é quase que imedjata. As outras desigualda-

des sdo necessarias na prova de (4.11).
Dem:

1. E semelhante & do lema 4.1. Sejam f{z) = e+ |z[° e F(z) = f(z)? e aplique a
formula de Tt para o (%) — semi-martingale F(£,:(z)), s, ¢ fixados. Usando a notagao

& = &,4{z), temos

d(F(E;)) =4, dt + Emj Bl aw}

i=1
com ' -
& oF 1 & &F L .
Ay = ’_;X (taft)gg(ft) + 5%21 W(ft)gyj (t, &)Y {8, &)

onde os superindices indicam coordenadas em JR®. Como a esperanca de uma integral

estocastica (no sentido de It6) se anula,

E[F(&)] = Flz) + f " B[4, du .

Para majorar E[4,|, use {cL) para encontrar uma constante C* t.q. |Yi{t,z)| <
ez} = 0,1,---,m (é aqui que surge a diferenga com o lema 4.1 14 |Y}(t,z) -
Yj(t,y)|, ¢ majorado por algo que iﬁdepende de £). Fazendo majoragdes como no lema
4.1, concluimos que E[4;] < Cf E[F(&)] e dai que
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E[F(&)] < F(z) + [ "B[F(e)du

de onde sai (4.6) por uma aplicacio da desigualdade de Gronwall (Gr).

2. Ponha A, = Y;(u, &,u(z)). Por (H+Bh) se 7 > 1 e (Hol,p,q) se j = 0,
¢ ¢
3 t4 J_ P/2—1 »
E[M A ] <t —1 ft E[|Au| ]du

(compare com (4.5)). Por (cL} com e = 1, [¥;{u,y)| < C{1 + |y|) e por A3)
» \ 2\ P/2
AP o1+ & u(@))
e por (4.6),
" P2
E[ 4] < o1+ |2I)
Dai que
¢ (p gt ,
j _ Jwfe-1 2ypf2
E[Ut A,aw]| ] <Clt 1| [t (1 + [2])P2du
<Gt -t P*(1+1z))"  por (A1),

isto &, tem-se (4.7).

3. Temos

e,t(z)—y—x—wz[ v, €,u(z)) Wi
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e portanto por (A.2),

lleta)-of] < o(s- s+ Z[ viw etenew )

<C(la—yP + 1t —sPl(L+ |2p))
por {4.7) e (C) concluindo a demonstragio de (4.8).
4. Com z,z eIR? arbitrérios, £y ,(2) e £, #(2') sio varidveis aleatérias independentes ja

que £, ,(2) é 7y, — mensurdvel e estas o-algebras sdo independentes. Portanto, levando

em conta que £,,(z) = £, (£, 2 (x)) (coroldrio 4.3), tem-se a desintegracio regular

d

e por (4.1), com € = 0,

tule) - €.t | = [Efenta - ,:(y)l] P(e,(e) € &)

<C [lp—yF P(6,0(s) € d2)

e pela definicao de P(¢, s(z) € dz)

SC’E[

£, {z) - y|p]

e por (4.8),

<C(lz—yP + s = sPP(1 +|2]))

que & (4.10}.
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5. Por (H+Bh) se > 1 e (Ho 1, p,q) se j = 0, o lado esquerde, de (4.10} ¢ majorado

cf, E[iY;(u, OIS AURING r’] du

por

que e pela condigdo de Lipschitz

i
5cf,E[

Ea,u(z) - E,',u(y) !p] du.

que por (4.9)
Clle - uF +1s - S P21+ 12P)

" 6. Vamos supor § < s <t <i. Os outros casos sao andlogos.

Pelo corolério 4.3, &(x) = & ,(£, (%)), portanto

Eat(ﬂ': ""Zf u, €, u(I) dWJ
=0
€ Como

() ....y—]—Z[ Eal dW’-i—Zf ¢ ul9) YW

F=0

por (A.2}, temos que

tulz) - &0, 0] < O(l6wla) - of + i | [ (ol awi]

m

+2

J=0

[ (¥ el = Yol 0.0) )W
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Usando, respectivamente (4.8), {4.7) e (4.10) no 12, 29 e 32 termos do segundo membro,
temos
E[ €uale) e,',,(y)l"] < C(le =9+ Is =P+ ) + =720 + )

Oz~ yP + (1 + 1ol + [wP) (js = P/ - 1t~ £2)

que é (4.11).

Teorema 4.5: Suponha que (I) seja L.g. com dominio de definigao [a,b) x JR? e denote
por &,.(z) suas solugbes maximais. )

Entio existem modificagdes continuas dos campos aleaitrios

(S,t,I) - 55,!(1)
(s,t, ) —>f u{aux))dW’ Jj=0,%,...,m

tal que
£.(z) —z+2f u E,u(x))dW’ todo (s,t,z) aq.s.

O dominio de definigao dos campos aleatérios é

{(s,t,m) € [a,b) x ja,b) x R?:5 < t} .
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Além do mais, (s,t,z) — £,4(2) € (8,8, ) - Holder continua todo § < 1 ea< 1. Para

esta modificacdo, tem-se £, ,(z) = ut(ésu(z)), todoz e s <u <t qs..

Dem: E suficiente tomar solugdes definidas em intervalos compactos [a, §] C [a,b}. To-
mando uma sequéncia §, — b, teremos uma quantidade enumeravel de modificagdes o
que acarreta uma modificacio continua. '

Para solugdes definidas em [a, 8], tomamos (s,?,z) — £,:(z) com z restrito é conjuntos
limitados, isto é, com o campo aleatério definido um {{s,%,2) : s <t e |z| < M}. Entdo

(4.11) se s < t e (4.8) se s =t garante que para p > 2
d

Daf que o campo aleatério (s,t, ) — &, :(z) satisfaz a condigio de Kolmogorov com

uele) — 0 (y)l”] < c{ix CuP = PP 4 s S PP

expoentes 4 = p,oq = oz = p/2 e ay = p, qualquer p > 2. Portanto, {,;(z) com z
restrito a conjuntos limitados de B¢ admite uma modificacio (§; 3, a)-Hblder continua
com f < (p/2-d)/p, & < (p—2d}/p e p > 2 arbitririos. Pode-se tomar entfo qualquer
B<jeea<l,pois (p/2—d)/p— 1/2¢e (p—2d)/p — 1 quando p — co.

Como IR? é uniio enumerdvel de conjuntos limitados, tem-se uma modificagio '
continua de £,(z), z € R% .

Quanto 3 modifiacic dos campos aleatérios definidos pelas integrais, suponha s < s'
et < t! (os outros casos sdo similares) e escreva .

1

j: },j(u., §o,u (I)) dwi — f'l_ (u, fal,u(y))dW;f _

_ f (11, Eo(2)) AW + f (1, &n ..(y))
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f Ea(2)) = Y (2, €r ul)) aW

Usando a desigualdade (A.2) ¢ posteriormente {4.7) no primeiro e segundo termos e
(4.10) no terceiro termo do segundo membro, obtém-se a condigio de Kolmogorov com
expoentes .= p,0; = &z = p/2 e a3 = p,p > 2 arbitririo.

As integrais tem portanto o mesmo tipo de continuidade que £,4(z). Por fim, a

igualdade

E,,{z)—:r,+Zf (u ésu(z))dW’ g.s.
Segue por um raciocinio anilogo ao da demonstragio do teorema 4.2.

Antes de extender o resu!tado acima para equagdes localmente Lipschitz é conve-
niente (na,o apenas conveniente mas essencnal) desenvolver a propriedade de fluxo das
solu¢des ainda com a condigio de Lipschitz global sobre os coeficientes.

Lembrando o caso das equacgdes ordinérias: Suponha que f(f,z) é Lipschitz global,
entdo a solugio tnica &,(z) de -z = f(t,z) com condigio inicial (s,z) satisfaz £,4(z) =
€us(ésu(z)) todo s < u < t. Além do mais para s, fixados, a aplicagio £, : R R®
¢ um homeomorfismo.

Para equagdes estodsticas, ja foi mo;trada a propriedade de composigao desde que
se faca uma escolha conveniente. O qué falta verificar, para um paralelismo completo
com as equagOes ordindrias é a proprie&ade de homeomorfismo de £ ‘Aqui o que se
busca & algo da forma: Paraw € ' C 0 com P(N) = 1, £¢(w) : R? — R% é um ho-
meomorfismo. Vamos mostrar esta propriedade verificando primeiramente que £,:{w) é

1-1. Para isto precisamos do
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Lema 4.6: Assuma (I) L.g. e defina para z,y € R?, s<t, s,t € la,b),

1

Meal%:y) = £oal7) — Eualy)

(= +oo se o denominador se anula). Tome s > 0 entdo para p > 2,max{s,s’) <
min(t,t'), |t ~y|>6 e |z’ —yi>6,

d

CCEP(lz =Py -y P+ (L [P P+ P+ PR = P s - SPr).

nee(2,y) — n,',t'(m',y')i] (4.12)

obs: Nesta desigualdade, assumimos oo — 0o = 0.

Dem: Por uma manipulagao simples e por {A.2) (com dois termos), temos

nea(2,8) = 0y o2, 9] <
< Plngel=, y)_ip|n‘:’tr(x',y‘)]p(zf,,,t(z) — & ()P + &ely) - 5,',:'(9"”")

Aplicando (Ho 1, 2, 2) duas vezes e a desigualdade triangular (para a soma no

{iltimo termo) temos que o lado esquerdo da desigualdade acima é majorado por

apl/4 N 1
CE[ﬂs,f(may)[ P] E[ ”n',t' (.’L’ Y )I P:| N

6ut = ]+l @)

(7
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Por (4.1) com £ = 0 e ~4p no lugar de p,

d

Com uma des}gua]da.de semelhante para 5, » (a:', y').

4P 14 -p :
Res(2, )] } <Clz—y ()
Com (4.11} (com expoente 2p) seguido de (A.2) {com expoente 1/2),
d

<C(z-7I + (1 [2P + ) (e — £ + s - 7

2 1/2
sa,,(x)—~e,a,g(x')|] < (+4)

Juntando () e () e usando a fato de que [z —y|™* < § P se [z —y| < & (p > 2) chega-se
a {4.12).

Da desigualdade (4.12) juntamente com o teorema de Kolmogorov, se obtem a
injetividade q.s. de £,4(x). De fato, (4:12}, com p suficientemente grande, garante que
7:,2(Z, y) satisfaz a condicio de Kolmogorov com z,y restritos a conjuntes limitados e
IR? e satisfazendo |z ~ y| _>_' 4.- Por um argumento anilogo ao da demonstragio do
teorema 4.5, concluimos que n,(z,y) admite uma modificacio continua no dominio
{(s;t,2,9) = s <t, |z ~y| > 6}. Como § em (4.12) ¢ arbitririo, o campo aleatério
Nst(z,y) definido em {(s,'t,:c; yvi=s<t, z £ y} admite também uma modificagio

continua e portanto
S Plw: Jn,s(5,9) < oo todo s<t, z#y) =1
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Em outras palavras, {w : £;:{w) € injetiva todo s < t} é de probabilidade total, isto
€, &¢{w) é injetiva todo s < t gs..
Sobre esta injetividade, vale o seguinte comentdrio na mesma linha das observagdes

feitas no inicio do § : A desigualdade (4.1) come =0 e p= —1 se escreve:
E [

de onde se tira que com s < t e T # y fixados, Plw : &4(z) # Euly)) = 1. Isto

£ae(z) - fa,t(y)’_l} < Clz—y|™?

no entanto ndao mosira a injetividade no sentido exposto acima, j4 que os conjuntos
excepcionais, em que se tem £, {w){z) = & :(w}{y} podem, em principio serem a um
conjunto com probabilidade positiva (ou mesme nao mensuravel} pois R? x R? ¢ ndo
enumerivel.

O objetivo agora é mostrar a sobrejetividade q.5. de &,,(w). A estratégia a ser
seguida, é de se extender &,;(w) a transformagdes na esfera S¢ por intermédio da com-
pactificagio de JR® por um ponto. A partir dai, usar a sobrejetividade usando o fato de
que £,,{w) é homotdpica & ¢, ,(w) = identidade.

Seja entdo JR¢ = RV {00} (= §%) a compactificagio por um ponto de JR? e defina
o campo aleatério Eslf(m), extensdo de &,(z), definido para z € IR e a valores em lﬁd,
por

&i(x) se ze R

Eyel2) = s<t.
(oo ¢ T =00

Este campo aleatério é mensurdvel. Vamos mostrar a. seguir, com o auxilio do
teorema de Kolmogorov, que £,;(z) admite uma modificagio continua.

Para isto, vamos definir 8 : R¢ - IR por
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zf|z[* se ze IR*-{0}
6(z) = co  se =10
0 se T =00

Identificando /&% com 8% = {{t1,--.,%as1) € B! : |y] = 1} via a projegdo estere-
ografica

-1+ lzlz) ,

zz(zl,..‘.,zd)eﬂ%d—» 5

2
"i_i_—l:zl—z((:ﬁ],...,xd,

¢ fica sendo transformagao:

6(:‘]1, wee g Yds yd'+1) = (yla -2 Yds —yd+1)
De onde se vé que f é um homeomorfisino de R? e 07 = identidade.

Lema 4.7: Para ¢ | RY — IR? continua, seja ¢ : R4 — IR4 sua exiensio com
@(oo) = oo. Entdo @ ¢é continua se ¥ = JR4 - R dada por
1 .
———— se z & RI-{0
T (0] 10}
¥(z) =
0 se t=20

for continua em 0.
obs: Note que 0 < ¥(z) < o0.

Dem: Como :ltin%llf(r) =0, |p(0(z))] = oo se x = 0. Por ser § um homeomofismo,

tem-se entdo que |¢{z)| — oo se 2 — co, o que mostra a continuidade de .
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Lema 4.8: Com (I) L.g e as notagdes acima, defina

1 s zeR-{0}
vy = TG T

0 se =10

Entdoparap>2,s<t, s <t ez,yc R?

gl

Dem: Suponhamos inicialmente que z e y nio sio nulos. Entao 8(z) e 8(y) € R? e as

0, 4(2) — ¥y 0 (v) |‘°] <Oflz—ylf +1E—t P + s - P (413)

majoragoes sao feitas em R?. Como

W,slz) — g o () = [%as(2P 190 @ (1602 (0(2))] — 160 (BN

< @) 19y 0 () 1osl8(2)) — Eo O

temos ao aplicar (Ho 1, 2, 2} duas vezes que

'

¥, .(x) r"] 1/41«3 [

Vo) 2] <

1/z

< E[ ¥y p (y)|‘{°] "y [la;(a(z)) — o ot0w)[”

Majorando os dois primeiros termos do 22 membro por (4.6) (com € = 1 e expoente

- 4p) e o iltimo termo por 4.11, o 12 membro fica majorado por:
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C(1+10(@)) " (14 16w)1) 7 (16(2) - 0w} + (1 + [6(=)] + IB(w)])” (12 — £1P7* + Js — %)

Como 8(z),8(y) € IR?, por (A.5)

(1+10(2) 7 (14 10@) ™" (1 + 10(=)] + o))" < 1

e por (A.6)
(1 10@) " (1-+1060) 7o) - 000 < |7 RO o
Portanto, (*) é majorado por
Cllz— ol +1e = 1P 4 s - s'7%) . (+4)

No caso em que z = y = 0 ndo hd nada a verificar pois ¥,,(z) = ¥, #(y) = 0. Por
fim se, por exemplo 2 # 0 e y = 0, aplicando {A.2) (com expoente 2) e posteriormente

{4.6) (com £ = 1 e expoente —p),

g

v@)”] < o+ oge)) (e +9)

< Ciz|*. (pois p > 0}
(*4) junto com (+ + %) é 0 mesmo que (4.13).
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O lema 4.7, a desigualdade (4.13) (com p suficientemente grande) e o teorema de
Kolmogorov mostram que £,,(z) admite uma modificagio continua. Em outras palavras,
existe ' C Q com P(Q') = 1 tal que para todo (s, € [a,b),s < t, & {w) = 59 — §9 &
continua, todo w € ',

Como &,(w) é continua também como funcio det, u — £, u(w) define uma homoto-
pia entre £, ,{w) = identidade e £,+(w). Isto é suficiente para mostrar a sobrejetividade
de &,(w). De fato, como S? é néio contrictil, a identidade em §¢ & uma aplicagio
inessencial (ndo homotépica & uma constante) e como a homotopia é uma relagzo de
equivaléncia, E,,,(w) também ¢ inessencial. Por esta razio E,,f(w) é sobrejetora, pois
aplicagbes inessenciais de S¢ sdo sobrejetoras (veja p.ex. [H-Y] teo. 4.13). Dai segue
que &,:(w]) é sobre pois E,t(w)(oo) = oo.

Juntando isto com o comentado anteriormente, temos que

P(w 2 &4(w) & bijecho todo s < ) = 1.

Isto &, Ealt(w] é q.s inversivel e como R é compacto, E,lt(w) é aplicagao fechada e
portanto sua inversa £,:(w)”! é continua e dai que E,It(w) é homeomorfismo de §¢.
Novamente, por ser é,., (w){o0) = oo &pf{w) : R? — R? é homeomorfismo q.s.

Toda essa discussao se cristaliza no

Teorema 4.9: Suponha que (I) é Lg. com dominio I x R I = [a,b). Entdo as
solugbes maximais £,,(z,w) = £4{w)(z} = £.4(z){w) podem ser escolhidas de tal forma

que:
i) w— &4(z)(w) é F+ — mensurivel todo (s,t,z) € I x I x R, s < ¢.

i) Existe ' C 2, mensurével com P(?) =1t.q. Yw € 0.
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(s,t,z) — Eer(w)(z)

é {4,8, ) - Holder continua todo 8 < Jea<l.
iii) Com o mesmo ' que em ii}, Yw € 1 eV(s,t) €IxIcoms< i,

gs,t(w) = Rd — -le

é um homeomorfismo.

iv) Paras<u<t zc Riewe

Eon(2) (@) = Eue (Enl2)) (W)

obs: Como o niimero de teoremas, lemas, proposigoes, etc... que podem ser escritos num
texto é geralmente finito (e este é o caso deste texto), a quantidade de modificagoes
realizadas nas solugdes para que todas as propriedades acima fossem verificadas, é fi-
nita. Existe portanto uma modificacdo que faz com que as mesmas sejam satisfestas

simultineamente.

Antes de extender o teorema acima a equagdes localmente Lipschitz, indiquemos

sua extensfo & equagdes L.g. dependentes de parimetros de dimensio finita.

Exercicio 4.10: Tome os coeficientes ¥;,7 = 0,...,m dependentes do parimetro

A € IR* e suponha que
1¥;(t,2,A) ~ Y5{t,9,)| < Llz— y| + KA -}, @ > 0
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Mostra a existéncia de uma modificagio que além de satisfazer as propriedades
anteriores é a-Holder continua em relagio. & A. (Sugestdo: seja £2,(z) a solugio com

parimetro A. Escreva

€4(z) = €L u I < 1€02) - €I + 1€ (W) — Ea ()P
e use 0 22 termo do 22 membro para incorporar um termo do tipo {A — x|** em (4.11}.

O objetivo agora é obter o correspondente do teorema anterior para equagoes
localmente Lipsichitz. Voltemos entdo & situa¢io do teocrema 3.4 denotando, como
14, por T(s,z) o tempo de exploséo da solugdo maximal &,(z) com condigdo inicial
(s,z). A possibilidade da escolha de uma versao continua para o campo aleatério
£i(x),(s,2) € U, s <t < T(s,z), pode ser mostrada quase que imediatemente a
partir da construgio da solu¢io maximal {no teorema 3.4) e do teorema 4.12.

Lembrando que para a construgio da solugio maximal &,(z), tornam sequéncias
de compactos K, # ¢ com K, C int Kny1 ¢ U, Kn = U e de equacdes diferenciais L.g.
cujas solugdes denotadas por £7(z) coincidem com £, (x} se T < ta(s, z) onde Ty(s,z)
é o primeiro tempo em que £7,(x) atinge a fronteira de K.

Cada campo aleatério 5:,:(55), sendo solugdo maximal de uma L.g., admite modi-
ficagio continua. Como a quantidade das £,s é enumeravel, é possivel toma-las simul-
tancamente continuas, isto ¢, existe ' ¢ 0 com P(Q) = 1 t.q. (s,t,z) — £z} (w) €
continua todo n e todo w € ', Daqui para frente tomaremos sempre uma escolha como

esta. Feito isto, consjderemos o dominio de defini¢io de §,:(w),w € 1. Este é dado por

D, (w) = {x e R*: T(s,z)(w) > t} ,

que é um aberto de R?. De fato, T(s,z) = sup, Tn(s,z). Portanto se definirmos

no={ze B : Tufs,2) > 1]
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temos que D,; = U,D},. Por outro lado, Dy, é aberto, pois se To(s,2z) > &, pela
definigio de T,,, temos que £7,(z) € int Ky, s < u <t E daf que €ruly) € int K, para
¥ numa vizinhanca de z e s < u < t, isto é, Tn(s,y) > t,y € D}, e D}, é aberto.

Isto posto, temos a aplicagio &,;(w) : Dys(w) -~ %, que & continua pois &:{w){z) =

re(w)(x) algum n.
Teorema 4.11: Suponha (I) localmente Lipschitz e seja 1, com P(§1') = 1 como

acima. Para s <tewe 1 seja

Law) ={v € B 1y = & elw)(z),z € Dug(w)}

a imagem de £,4(w). Entdo
i} I.:(w) é aberto e £,:{w) : D,s(w) — I,¢(w) é homeomorfismo
il) Paras Su<t, Dyy C Doy, {Esulz) i€ Dy} C Dy e

Eop = Eup 0 Lo (4.14)

Dem: Como Dy = U D}, 6sr = €5 em DY}, e pelo teorema 4.9 £, ¢ um homeo-
morfismo, temos que &, ¢(w) : D,;(w) — T,:(w) é um homeomorfismo. Segue daf e do
teorema da invarianga do dominio {[H-Y] teo. 6.53) que I,.(w) é aberto.

As propriedades em ii) seguem imediatamente do teorema 4.9 e do fato que

£.4(2) = €7,(2) algum n.

Para concluir esta segfio, vamos discutir as equagdes autonomas {ou homogeneas

no tempo], isto é, em que os coeficientes ndo dependem de £. O dominio de definigao U
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destas equagdes é da forma U = [0,00) xV, V C IR" aberto e como no caso das equagdes
ordindrias, todas as solugoes serao discritas em termos das solugdes com condigdes ini-
ciais (0,z},z € V. o S 7

De fato, tomemos o campo a‘.Iea.tério (t,z) — wu(z) = &.{z), que, pelo teorema

4.11, é continuo se os coeficientes sao Lipschitz. Mostremos que para s > 0, se tem

£a(w) = @ea (0.(w)) , 25

onde [#,(w)}{t) = w(t + 8) — w(s) é a translagdo no espaco de Wiener,
Defina 5, = @i-,(0). Entao n ¢ #,+ mensuravel (pois ¢, é F,,_, — mensuravel e
6,(Fos—s) = Foy) € tem-se . .

(/f xtrde)

I

/: X(qu(w))du
fﬂ Tx (ure () du
(]:—a X(tp“)du) (0,(w))

pois Nuts(w) = wulbs(w)). E também,

([ vitmdawd)@) = ([ wln.aw) o)
= ([ ¥ilonaws) 0,())

pela propriedade de translagio das integrais estocésticas sobre movimentos Brownianos.
Como i, é solugdo dé (I}, temos que n,t > s é solugio de {I) com condigao inicial (s, ).
Pela unicidade temos entao gue &, (w) = m(w) = {oi_,(ﬂ, (w)) a.s..

Esta igualdade, juntamente com (4.14) fornece a equagio de fluxo para solugdes de

equagoes estocdsticas autenomas:
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Prie(w) = pulBs(w)) 0 0o (w) (4.15)

4.5 Dependéncia diferenciavel.

Os resultados sobre dependéncia diferenciavel das solugbes de uma equagdo or-
dindria em relagio as condigdes iniciais também tem um andlogo para equagdes es-
tecasticas. Lembramos que se = f(t,x) é uma equagao diferencial ordinéria, a solugao
¢,4(z) com condigio inicial (s, z) é diferencidvel de classe C* em relagBo & z se o mesmo
ocorre com f(t,z). Além do mais, sua diferencial em z,d(¢,.). satifaz a equacdo ad-

Junta

o= %2(% toi(z))g g0 = identidade (5.1)

que é uma equagio linear com coeficientes varidveis {continuos) no espago das matrizes
quadradas. Nesta equacdo, %g(t,y) denota o diferencial da aplicagio ¥ — f{{,¥) no
pornto y.

Para equagdes estocésticas, tem-se também a diferenciabilidade das solugdes em
relagio & =z.

Existe, no entanto, uma diferenga no que diz respeito & hipétese que se faz sobre
os coeficientes:
Continuidade apenas de suas n-ésimas derivz;das parciais ndo basta. E nescessario que se
assuma algum tipo de regularidade nessa continuidade para que se possa utilizar certas
desigualdades. Por exemplo em [K1], mostra-se que &,:(z) é q.s. S-Hélder continua,
todo § < a, se os coeficientes sio de classe CF e as k-ésimas derivadas parciais sao

o-Holder continuas, e > 0. Isto é feito & custa da prova de uma desigualdade extra que
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evitaremos aqui. Por questio de simplicidade na exposi¢ao vamos tomar « = 1, isto
&, vamos assumir que as k — ésimas derivadas parciais sio Lipschitz continuas. Esta
condigio é garantida no caso em que os coeficientes sao de classe (oLanR

O correspondente & (5.1) para equagdes estocdsticas é o par de equagoes

de = X (t,z)dt + Tk, Yilt, 2)dW
(5.2)
dg= X'(t,z)gdt +¥Ty YAt z)gdWi,  z€ RY,gEMa

onde X'(t,z), Y;(t,z) denota a diferencial de X,Y; em relagio a z, avaliada em (1, 7).
Note que como em {5.1) a segunda equagdo € linear em g e seus coeficientes sao obtidos
por substituigao em Y;(t,m) das solugdes da equacio em z. Como estas solugdes sao
processos estocasticos, essa equagao linear nio-¢ do tipo que viemos tratando até agora.
Temos no entanto, que as duas equagdes de(5.2) tomadas conjuntamente é do tipo (1)

emn R? x Mara.

Teorema 5.1: Suponha que (I) é L.g. e que seus coeficientes sejam diferenciaveis em
relagio 3 z e que as diferenciais parciais Y;, i =0,...,m, sejam continuas, globalmente
Lipschitz em relagdo & z e limitadas.

Ent3o existe uma modificacio continua de &¢{z) t.q. = — £,4{z) é q.5. de classe
Ct e o par (53,,: (z), d(fs‘g)x) é a vinica solugdo de (5.2) com condigdes iniciais (s,z,1)

(1 = matriz identidade).

Dem: Antes de mais nada, com as hipéteses sobre os coeficientes, {5.2) é L.g., j3 que
as diferenciais parciais sio L.g. (que se usa para verificar a condicao de Lipschitz
da segunda equagio em relagdo & z) e globalmente limitadas {de onde se obtém a
condigdo de Lipschitz em relagao & g). Portanto o teorema de existéncia e unicidade e

de continuidade em relagio 3s condigGes iniciais funciona para (5.2)
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Defina, para z,y € IR®

. 1, 7
Yj(t,:r,y) =[D Yj((i,:r+u(y—:t:))du € Mixg
J=0,...,m, e considere a equagao

dz =37, Yyt z) dW7
dy = LIt Yiit,u) dW (5.3)
dn = Lo Y;(t, 7,9) ndW?

em R, Esta equacio é L.g. como pode-se verificar a partir das hipéteses sobre os

diferenciais parciais e a definigio de }7;
Paraz,v € R%, A€ R, A £ 0, seja

(5,,,,_(.'1: + dv) — Es.t(I))

el R

Tat (I, A) =

onde £,:(z) é solugdo de (I).

Utilizando o teorema fundamental do célculo, verifica-se facilmente que a tripla
(€s.e(x)s Eap(z + Av),msy(z, X)) satisfaz (5.3} com condicdes iniciais {z,z + Av,v). Pela
continuidade em relagfio as condigdes iniciais, il_rg 1.+{2, A) existe q.5. e coincide com a
solucdo com condigdes inicials (z, z,v}, isto &, &,+(z) admite derivadas direcionais em to-
das as diregbes e estas sao continuas, existindo portanto a diferencial (d¢,,)., € JRY,
g.s.. Como a terceira equagio de (5.3) se reduz 4 segunda de (5.2) quando z = y

(othando as colunas de g em (5.2}), tem-se também que a diferencial satisfaz (5.2).
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Corolério 5.2: Nas condigdes do teorema 5.1, d(£,:)- é inversivel todo s,t,z, g.s..

Além do mais det {d(,:):) > 0 e £ é g.s. difeomorfismo de classe C.

Dem: Este corolario é conseqiiéncia imediata dos teoremas de suporte veja [I-W} e da
invertibilidade da diferencial do fluxo associado & uma equacio ordiniria. Por esta
razdo, vamos apenas indicar aqui uma prova direta.

Defina em RS x Mixq

dz = Z?:o (8, ) dW I
(5.4)
dh = —hX'(t,z)dt — T kY] (t, z)*dW7

As solugdes h,,; de (5.4) com h,, =1 sdo as inversas das solugdes g,, de (5.2) com
gs,« = 1. Para ver isto, aplique a férmula de Itd para concluir que d{k,.g,:) = 0. Este
procedimento deixard claro o porque do quabrado das diferenciais dos elementos difusos
em {5.4) (sugerimos que se compare com a equagio correspondente ao caso das equagdes
ordindrias). Por af se ve que d{£,,). é inversivel, e pela continuidade das trajetérias tem
determinante > 0.

A tGltima afirmagao segue do fato que um homeomorfismo diferencidvel cujo dife-

rencial é inversivel ¢ um difeomorfismo.

Corolério 5.3: Suponha que os coeficientes de(I) sejam de classe C* em relagio &
z,% > 1, as derivadas parciais de ordem < k sejam continuas (em relagio a (t,z)) e as
derivadas parciais de ordem k sejam globalmente Lipschitz e limitadas.

Entdo existe uma versio de &,;(z} tal que z — &,;(z) é difeomorfismo de classe C*

q.5..
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Dem: I simplesmente uma questdo de diferenciar (5.2) sucessivamente.

Observacio 5.4: Como eomentado acima a condigido de Lipschitz nas k-ésimas de-
rivadas parciais pode ser substituida por o-Holder continuidade, qualquer a > 0 (veja

[K1]).

Teorema 5.5: Com a situagio e notagdes como no teorema 4.11, suponha além do
mais que os coeficientes tenham k-ésimas derivadas parciais em relagdo a e estas sejam
Lipschitz continuas.

Entdo paraw € .

€as(w) 1 Dag(w) — Toplw)

é um difeomorfismo C*.

Dem: Procede-se como no teorema 4.11: &, ,(w) coincide parat < T,(s, k) com a solugio

de uma equagio global. Como estas sio difeomorfismo C¥, £,:{w) também &.

4.6 Equacdes de Stratonovich equagdes em variedades.

Ao invés de {I), consideremos equagdes de Stratonovich

dz = X(t,2)dt + > Y;(t,z) o dW? |, zc R? (s}

=1

Suas solugbes sdo definidas como as de (I), com a diferenca, é claro, que na equagdo

integral correspondente as integrais sao tornadas no sentido de Stratonovich:
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3 m 1 "
=zt [ Xu&)du+ Y [ Y;(u, €) 0 AW (6.1)
8 =170

Cormo os integrandos de integrais de Strotonovich sao semi-martingales, é necessario
que se faga hipéteses adicionais sobre os cceficientes de (S) além da continuidade {(como
em (I)), para que a integrais estocsticas em (6.1) possam ser definidas. As seguintes
condigbes sio suficientes para dar sentido a (6.1) e também para se mostrar a cxisténcia

e unicidade de solugdes de (S}):

i} X é continua, tem derivadas parciais em relagio  z e estas sao continuas

em relagdo & (t,z).

ii) ¥;,/ =1,...,m, é de classe C', tem derivadas parciais de 22 ordem e estas

sio continuas como fun¢éo de (t,z).

Com estas hipéteses sobre os coeficientes, (S) é equivalente & uma equagéo de Itd

com coeficientes de classe ¢, Para ver isto, seja a equagao de Iio

dz = X(t,z)dt + iY,—(t, z) dW? (6.2)
COIrn
X(t.7) = X(t,z) + %i(pyjyj)(:,z) (6.3)

onde Dy,Y; denota a derivada direcional de ¥; na diregio dela mesma. Com (H), {6.2)

é C' e portanto localmente Lipschitz e dai que admite solu¢des dnicas, modificacoes
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continuas etc...
Seja & solugdo de (6. 2) Como ¥; ¢ C? em relagao az,C'em relagao 4t el é processo
de variagdo limitada a férmula de It5 se aplica & Y; (&) mostrando que Y;(t, &) é
semi-martingale e portanto as integrais [ Y;(u, £,)odW] fazem sentido.

Usando a férmula de [td para calcular a variagao quadrética < Y;(:, £), Wi >, temos

que
[ itws o = [+ 5((19°), - (1))

[ e cgaws+ L3 [ (b iw e
E §=17%

Conseqiientemente, solugdes de (6.2) sdo solugdes de (S}.

Em vista da teoria desenvolvida anteriormente, temos entao o

Teorema 6.1: Seja (S) definida em U C [0,00) x JR? e suponha que seus coeficientes
satisfacam {H). Entdo as conclusdes do teorema 4.11 valem para (8).
Se além do mais X é C*™ e Y¥; é C**? em relagio & z e C**! em relagio 4 ¢, a

propriedade de difeomorfismo C*, como no teorema 5.5, vale para (S).

Observagio: Com as condicées (H), X em (6.2) é de classe C? e ¥; de classe CZ.
Isto é um tanto exagerado para se ter modificacdes continuas de solugdes de (6.2) jd
que pelo teorema 4.11, Lipschitz‘é‘suﬁciente. A hipétese (H) é no entanto exigida para
se garantir a existéncia das integrais da Stratonovich. O que pode ser enfraquecido na
formulagdo acima é a hipétese sobre X. Ao invés de €2, Lipschitz basta.

Apesar das equagdes de Stratonovich exigirem uma regulariedade maior nos coefi-

cientes para se garantir a existéncia e unicidade de solugdes, (S) se comporta “melhor”
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que (I) sob mudancas de coordenadas.

Isso é expresso pela férmula-de Ito aphca.da a solugoes de {I) ou (8). Para expliciti-la,
vamos simplificar as expressdes e supor em (I) ou (S) que m = 1. (S) entdo serd escrita
como dz = Xdt + YodW.

Vamos usar também a notagdo XF para indicar a derivada de F na direcio do vetor

X. Desta forma, o campo X define um operador diferencial (de 12 ordem) F — XF.
Teorema 6.2: i) Seja & solugio de (I) e F: R” — R de classe C*. Entdo:

d(F(&)) = (XF+ Z ,;ky Y, &) + Y F(t, &) dW (6.4)

onde Y denota a i-ésima componente de Y.

ii) Seja & solugdo de (S) e F: R* — R de classe C°. Entdo

d(F(&)) = XF(t,&)dt + YF(t,&)o dW
= (LF)(t, &)dt + (Y F)(¢, &) dW (6.5)

onde L é o operador diferencial de 22 ordem
i -_'1 .'2-
. L=X+ EY

e YzF Y(YF )- 7 ’
Dem: 1) (6.2) é exatamente a férmula de Ito Observe que se 2 solugao for escnta. em
coordenadas como ¢ = (£',...,£%) entio df’ Xtdt Y YdW e portanto a variagio

quadratica que aparece na férmula de 1t6 é
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A&, &) = YiYigt

ii) A primeira igualdade em (6.5) é a férmula de Itd em termos de diferenciais de
Strolonovich. Lembre que esta sé vale para F de classe C®. A segunda igualdade sai
ou de primeira, calculando a variacio quadritica (Y(-, E-),W) ou por (6.2) e (6.4}, Por

este tltimo caminho, escrevemos

d(F(g)) =(XF+1 Z 5oae E Yyt +YFdw

= (XF+ H{DyY)F + 22 'a O L yiy¥)dt + Y Faw

(6.5) entdo se obtém a partir de

: s yiyk 00 :QY*
VST Yiaies T o o

A 2
=3, Y az?az* +DyY

que pode ser obtido diretamente, bastando que se escreva o operador de primeira ordem

Y em coordenadas como

0 d
- 1— - d.—
Y—Yazl,-t- +Y6::d

Observagoes 6.3: i) O correspondente & (6.4} e (6. 5) param > 14 obtado por soma

em j = 1,---,m das expressoes onde ¥ aparece.
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it} As férmulas (6.4) e (6.5) esclarecem o gque queriamos dizer por melhor comporta-

mento, sob mudangas de coordenadas, das equagdes de Stratonovich em relagio 3s de 1to.

Em {6.4), os simbolos Y, Y* e 32‘2;; 7 50 puderam ser escritos porque estava implicito
que tinhanos feito uma escolha prévia de um sistema de coordenadas. Por outro lado,
as expressdes em (6.5) tém sentido intrinseco, isto &, sdo escritos sem menc,ao explicita
(ou implicita) a nenhum sisterna de coordenadas. Como veremos, (6.4) se altera ao se
tomar diferentes sistemas de coordenadas enquanto que (6.5) permanece com a mesma
cara. Por razdes dessa ordem é que as equacgdes diferenciais estocisticas em variedades
sao as equagdes de Strotonovich.

Definimos a seguir as equagdes de Strotonovich em variedades diferencidveis, e co-

mentaremos posteriormente a maneira de se introduzir equagoes de It6.

Definicio 6.4: Seja M uma variedade diferencial de classe O, k > 3, que suporemos
paracompacta, Hausdorff e conexa.

Uma equagao diferencial de Stratonovich em M é uma expressio comeo (S) com
X(t,z) = Yolt,z), Y1(1,2),..., Yau(t, =) campos de vetores em M isto é, Y; : [a,b) x M —
TM com |a,b) C[0,00). Supomos que estes campos satisfazem (H).

Uma solugao de {S) com condigdo inicial (s,z) e tempo de explosio T'(s,z) é um

processo &, ¢(xz) a valores em M que satisfaz 1) - iii) da definicdo 1.2 e

iv) Para F : M — IR de classe C®, F({,(z)) é um semi-martingale e

F(&el2). = F(z) + [ X (0,6 (2))du + f_j / VF(u,b)o dWE (66)

para § <t < T{s,z).

Solugdes maximais sdo definidas como em (1.3).
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Observacdo: Por (6.6), as solugoes de (S) em M sdo semi-martingales a valores em
M no sentido de L. Schwartz [Sch].

A construgéo de solucdes de (S) em M é feita ~ naturalmente — através do teorema
6.1, tomando sistemas de coordenadas {cartas) de M:

Sejaw:UCM—Y C R®UYV abertos, um sistema de coordenadas em M.
Entio ¢ é um difeomorfisme de classe C¥(k > 3) e dai que se denotarmeos por o, sua
diferencial, os campos Y; em M definemn campos ﬁ = @.Y; em V ¢ RY. Tomando a

equagao diferencial

dy =Y Y;(t,y)o dW? (6.7)

1

em V, o teorema 6.1 se aplica pois f’, satisfaz (H) da mesma forma que Y;. Portanto, se
y = p{z) € V, (6.7) admite solugio E,,t(y) com tempo de explosio Ty (s, z). Voltando &
M, temos que &,:(z) = ! (é,,g(y)) ¢ um processo em U que satisfaz i)-ili) da defini¢ao
de solug&o. A condigio inicial é z = ¢~!(y). Quanto & iv), seja F = M — IR de classe

C3. Restringindo 3 U e aplicando a férmula de Ité (6.5),

Fpt (E,,t(y))= Fop Yy) + i j"' f}j(pup—l) (u, Es.u(y))DdWi'

onde usamos como anteriormente X = ¥, e dW° = dt.
Como ¥; = p.Y;, V;(Fow™) = (Y;F)op e dal que

P(6() = Fls) + i [ 05F) (o, Euu(a))

e iv) ¢ satisfeita.
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Desta forma, temos um procedimento para construir solugdes de (S) em M. Verifi-
quemos que este procedimento fornece a mesma solugio se tomarmos outro sistema de
coordenadas ; : Uy — Vi, com z € Uy NU. Seja como acima &,(x) solugio.de (S} em
UiNU construido via a equagdo em (U3 NU). Usando a notagio 1 = ¢; 0 ™1, temos

por (6.5), aplicada & cada coordenada de ¢ gue

(Eul) = pl0) + > ./: ! (Fi9) (w, Euulw)) W3

j=0

Usando agora o fato de que Y;9(u, £,u(y)) = (©1.Y )1, 01£00(2)), que pode ser
verificado imediatamente, concluimos que 1%{£,,(y)) é solugio de (6.7) em V;. Pela
unicidade das solugbes, os dois sistemas de coordenadas fornecem a mesma solugio em
UNU;. _

Para verificar a existéncia e unicidade de solug6es maximais, modificagdes continuas,
etc..., para (S) em M, faremos uso dos teoremas de imersio de Whitney (veja [N] para
uma abordagem direta).

Lembramos que uma imersdo de uma variedade M de dimensao d em R", n > d, é umea
aplicagdo ¢ : M — IR" cujo diferencial 7. tem posto maximo em todo os pontos, isto &, é
injetiva. Se além do mais, ¢ : M — i(M) é vm homeomorfismo (com a topologia de i(M)
a induzida por IR"), 7 é denominado um mergulho e M é dita mergulhada em ™. Neste
caso, toda estrutura topolégica e diferencidvel de M é obtida da estrutura induzida sobre
o subconjunto (M), sendo possivel néc distinguir nem mesmo na notagdo, M de i(M).

De acordo com Whitney, toda variedade paracompacta e conexa d-dimensional,
admite um mergutho em "™ com n > 2d + 1 (veja p.ex. [N] cap.2). Este resultado nos
permite considerar M como subvariedade de R".

Para construir solucbes maximais, necessitamos ainda do seguinte resultado de

extensio: Tomando M mergulhada em IR", seja X(t,z) um campo de vetores em
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M. X pode ser visto como uma aplicagho X = [e,b) x M — IR". Entdo existe
Xt = [a,b) x U® — R" com U* aberto e M C U* tal que X*(t,z) = X(f,z} se z € M.
'X* pode ser tomado com a mesma regulariedade que X. Por exemplo se X é C*, o
mesmo ocorre com X°. Além do mais, U* pode ser tomado de tal forma que M é
fechado em U* (veja | | prop. 2-5-14).

Isto posto, partindo de {S) em M construimos

dr = fj Yf(t,z) o dW? (89
j=0

em U*. Assumindo que (§) satisfaz (H), o memo ocorre com (5°) e portanto o teorema
6.1 se aplica.
Seja E:'t(.'z:) na solugio maximal com a escolha continua em relagio is condiges iniciais.
Afirmamos que as solu¢des iniciadas em z € M ndo saem de M q.s., i.e., para w € n'
com P(Q) =1, &, (w)(z) € M se z € M. Esta afirmacio ¢ conseqiiéncia imediata dos
teoremas de suporte, do resultado correspondente para equagbes ordinarias e do fato
que M é fechada em U*. O esquema para uma verificagio direta é o seguinte:

Tome (o, U,) uma segiiéncia de sistemas de coordenadas em M com M = UU,,
(que existe pois M é paracompacta). Em U, construa a solugBo £7;(z) como ac;zma,
com tempo de explosao Ty,(s,z). Como (S¢) é extenséo de (5), £7,(x) é solugdo de (5°)
e portanto pela unicidade, £7,(z) = £,(x) q.5., s <t < Ta(s, z).

Além do mais,

' Tu(s,s) = inf {t > s= (e & Uf‘}

Pelo fato de que a quantidade dos U,s é enumerével, existe Q' com P(Q¥') = 1

tq. & (wHw) = )W), todo n, s < t < Tyls,z,w)y € Up, w € 0. Usando
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agora que £,4(z) = u(&suf2)) com u = To(s, 7), tem-se que £ ,(z){w) nio saf de M se
well, zeM

Conseqiientemente, £;,(x) ¢ solugdo de (S) e como ¢ solugdo maximal de (§*), ¢
também solugio maximal de (S) e como tal serd denotada por &, ,(z).

Pelo teorema 3.4, (¢, {,,¢(«)) se acumula em fronteira de [a, 5} x U quantot — T/(s, z)
se T(s,z) < b. Como M C U, temos que se T(s,z) < b, :-};'Iﬁ,l,z)g"' (z} = oo, isto &,
&.4(z) sal de qualquer compacto de M conforme t — T(s,z) {0 oc neste limite é o da
compactificagio de M por um ponto), Em particular, se M é compacto, T'(s,z) =
todo s, z, q.s..

O dominio de &,,(w) é

D,,t(w):= {z: EM: t< T(s,z)}

Como £;,(w) é um homeomorfismo sobre sua imagem em U® e M é subvariedade
mergulhada, temos que Dy, (w) = MN{z € U*: t < T(s,z)} e por restrigio f,,g(w) =
Dyt(w) = I 4(w} é um homeoformismo com I, {w) aberto de M.

Da mesma forma, a propriedade de difeomorfismo de £,,(w) é conseqiiéncia do fato
de gue a restricio de difeomorfismos a subvariedades mergulhadas sio difeomorfismos
entre abertos da subvariedade. '

Em resumo, temos o

Teorema- 6.5: Seja (§) definida em [a,b) x M e satisfazendo (H). Entdo tem-se
existéncia e unicidade de solugées, modificacdes continuas, diferencidveis, etc..., coma
no teorema 6.1.

Se M é compacta para cada (s, z}, T(s,z) = b q.s.

Vamos definir agora equagdes de Itd em variedades diferencidveis. A primeira ob-
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servagao a se fazer é que como a férmula de It§ {6.4) para solugSes de equagoes de It6

‘depende da escolha de uma sistema de coordenadas, o drift de uma equagio de Itd numa

.variedade nao pode ser considerado como um campo de vetores.- Isto porque ao se fazer

uma mudanga de coordenadas, o drift de (I} ndo muda como um campo de vetores. De

_fato, suponha dados dois sistemas de coordenadas z = (z,...,2%): U C M - R?
ey = (v, ..,y 4) : U - R? ligados mutuamente por y = (z) Denote por 3/9z' e
a

By respectwamente os campos candnicos associados & = e y (quando escrito no sistema
de coordenadas z 9 ¢ é o campo constante na direcao do i-ésimo vetor considerado; o
' 3z !

mesmo com 3/3y* na coordenada y). Seja (I) escrito em coordenadas (z*,...,z%) por

dz = X(t, m)dt + Y(t,m) dw (1)

Escrevendo X e Y em coordenadas como X = (X?,...,X%),Y = (Y1,...,Y?), seja
£ solugdo de (I;). Por (6.4),

d(sO(E:) (X+ Z FRT kY'Y")(t,fg)dt—f—Y(t,E,)dW

2
onde %g’;; é derivada parcial coordenada a coordenada.

Dai que (I..) quando escrito no sistema de coordenadas y é a equagio’de Itd

dy=Xtydt+ Vity)aw )
onde, se escrermos X ='(X1,...,X9); ¥ = (¥1,...,Y% em coordenadas em re]agao 3
y, temos SR
i Oy
. V=250



'hdayik 1day kvt
r_ga—ﬁy + = sza toal ¥

Estas espressdes mostram que enquanto os coeficientes difusos de uma é'qu;xg'}io de
It se comportam como campos de vetores (isto é: mudam como campos d€ vetores
ao se mudar o sistema de coordenadas), a deriva nio é verdadeiramente um campo de
vetores mas sim um objeto cuja férmula de mudanga de coordenadas envolve derivadas
de 22 ordem da aplicagio que realiza a mudanca de coordenadas.

Para introduzir equages de 1td em M, é necessério considerar nio apenas sua
estrutura diferencidvel (como no caso das equagdes de Stratronovich) mas introduzir
além do mais uma conexio afim em M. Lembremos que uma conexio afim em M &
uma aplicagéio que associa a pares de campos de vetores (X,Y) em M um campo de
vetores VxY. Esta aplicagéo é bilinear quando se considera multiplicagdes {escalares)

por fungdes, a menos da relagio

vx(fY)=fvxY +{Xf}Y- = Q)

com f : M — IR fungdo e X,Y campos de vetores (X[ é derivada direcional) (veja
[K-N], |C], para maiores detalhes). O exemplo mais simples e intuitivo de’ conexdo é

dado pela conexdo plana, isto é, a derivada direcional em IR%: Seja R? com coordenadas

z = (z},...,2%). Entdo a expressio

vElaz-a/aI = ) i (6.8)
define uma conexdo em R? que, para campos

N . a - - .. a .
_ 1_ d — 1 ¥ e 1 d_
X=X'gr+: +Xa ;e Y=Yiggto ¥l
. "\-“ . :
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arbitrarios é dada — em virtude de {C) - por

vxY = )_j( az=) 90 Z(XY’)—.—DXY. (6.9)

2

Tendo uma conexio, o drift de {I) em M serid o operador de 22 ordem

L= X+ZY-"’—§ Zva (6.10)
=1

onde, como anteriormente, ¥?f = Y;(¥;f) é um operador de 22 ordem. De maneira

especifica,
.Definigio 6.6: Seja M de classe C*,k > 3. Uma equagio de Itd em M se constitui
de campos de vetores X,Y),..., ¥, m > 0 em M e uma conexio afim v7. Uma solugao

desta equagdo € um processo & em M satisfazendo 1) - iii} da definicio 1.2 e

iv) para F : M — R de classe C?, F(£;) é um semi-martingale e

F(&) =P+ [((LR)w e)du+ 3 [ Viw edwi o)

onde L ¢ o operador definido em {6.10).

Para esclarecer a relagio entre esta definicic e os comentirios anteriores, fazemos

as seguintes observacdes (nas quais tomamos m = 1 por simplicidade de notagio):
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a) (6.11) é uma maneira de se escrever (6.4) independentemente de sistemas de co-
ordenadas. No caso em que M = R? e 7 ¢ a conexio plena definida em (6.9),

(6.11) se reduz 2 (6.4). Isto porquese ¥ = S ¥* GL entao

2

ik O Oy 2
2 . ik L i
Yi=3YY aI‘.azk-i-z 2 5k ZYY" GagE T DY (+)

ik

e daf que

L=X+ 1}:1"’)’* _&_
ST 24 Azidzk

pois neste caso VyY = DyY.

b) Fixando um sistema de coordenadas = (z*,---,z%), por (6.11) a equagio de Itd
em M define em JR? a equagio dz = Z(z)dt + Y (x}dW onde Z = IR? — JR* é
dada por Z = (z',--+,2%) com 2' = Lz* e Y é o préprio campo, coeficiente difuso.
A férmula de 1td (6,4) fornece — para F: B¢ — R, C?,

d{P(z)) = (ZF + Z . kY'Y") dt + Y FdW

Verefiguemos que o drift desta expressio coincide com LF. Pela igualdade {*) na

observa¢do a) acima,

F=Lr = (X-1VyY)s + 1%
. ay'
+H{X - 1vyY)E+15, Y"Ei’;
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pois a—a,%j 0. Dai que (indicando coordenadas por superindices).

,OF
F ooy
.aF 1 ,,aY" oF
,-X,k: ot as

= Z(X— —va)

= XF-Y(VyY)F+} z:,kykgy' gf: .

Por (*) novamente, temos entao que

i
ZF+ZZ ‘akYY* = XF-

(VyY)F +3Y?F

b=

=LF.

Usando esse fato com F = 3 onde y = (31, ---, y?) é outro sistema de coordenadas,
vemos que {6.11) define em diferentes sistemas de coordenadas em M equacdes de Its

equivalentes.

Em virtude dessa dltima observagdo, os resultados de existéncia e unicidade de (I)
em M seguem de maneira similar que para as equagoes de Stratonovich. Deixamos os

detalhes disto para o leitor. Deixemos também a verificagdo de que, uma vez fixado V,

de=Xdt+Y odW
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) m
¢ equivalente 3 equagio de It6 com drift X = X — %Z Vy,Y; e mesmos coeficientes de

N i=1
difusao.

Exemplos 6.7: a) Os sistemas lineares do exemplo 1.6 b)

s80 escritos também em
forma de Strotonovich

dz = A(t)zdt + 3 b;(2) 0 dW?

i=1

A équagéo de 1t6 correspondente tem os mesmos coeficientes Jjé que Dy.Y; = 0 pois
Y;(t,z) = b;(t) ndo depende de z.

b} As equagbes bilineares de Stratonovich sio da forma
Liis ‘ -
dz = A(t)zdt,+ ) B;(t)z 0 dW/
=1
A equacdo de Ité correspondete é dada por

dz = (A(t) + % g:lB,-(t)’)zdt + iB,-(t)z dwi

i=X

Como no exemplo 1.6 c), os sistemas bilineares também-admitem soluges
fundamentais, isto &, as solugdes com condi§6es iniciais (s, z), € R? sdo dadas
pela solugdo com condigio inicial {5,1) da equagio associada -em My.s. Este
exemplo € um caso particular dos exemplos seguintes.
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:) Seja G um grupo de Lie e X,Y},---,Y;, campos invariantes 3 direita em G (por

simplicidade, assumimeos que sdo independentes de ¢). Defina

dg = X(g)dt + iY,(g) odW! geG (6.12)

i=1

Como os campos X,Y; sio C* (na verdade analiticos), solu¢bes maximais
existem. Denote por 1 a identidade em G seja g; a solugdo com gy = 1. Tome
h € G arbitrério e F : G — R de classe C°. Seja B, = G — @ a translagio &
direita Ry(g) = gh. Pela férmula de Ité (6.3),

Flgih) = FoRy(a) + ijj [D t (Y(FoRx))(g) 0 aW}

= F(R) + i [ @F)an) o aw!

pois ¥; é invariante & direita e portanto Y;(FoR,) = (Y;F}oR,. Daf que a solugdo
w:(h} com condigao inicial (0,k) é p{h) = g:h = L, (k) onde L, ¢ a translagdo a
esquerda. O difeomorfismo @, se confunde portanto com g;.

Seja T o tempo de explosio de g;. Entdo T = oo q.s. De fato, fixe uma
vizinhanga U de identidade de G e defina por indugdo.a seqiiéncia de tempos de

parada.

T, =inf{t>0:0¢U}

T. =inf{t > toos s g, €U
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d)

com T,, = co se o conjunto é vazio. Entio T > T, todo n pois ¢, estd definido para
t < Tn. Mostremos que T, — 0o q.s.. Seja 7, o shift 8y, (@)(t) = wit + Tu(w)) -
w(Ta(w)). Pela férmula do fluxo {4.15, Ge+1ay (W) = 9:(02,_, (w))gr,_, (w), de onde
sevéqueT, - T, ,=T- fr,_,- Segue entdo da propriedade de Markov forte ([I-
W]) teo. 11.6.4) que a sequencia de varidveis aleatérias hI-Ty....Th=Tug,...
é independente e identicamente distribuida, Agora E[T}) > 0 pois T, > 0 q-5.,
portanto pela lei forte dos grandes ntimeros, T, = (Tn=Tn-1)+.. H(LH-T)+T -
o0 gq.s.. Consequentemente T = oo q.5. e pelo que foi comentado acima, todas as

solugdes tém tempo de explosio co.

Seja G um grupo de Lie M uma variedade diferencidvel na gnal G atua por
difeomorfismos z — gz,zeM,geG. Seja X um cainpo de vetores invariante a

direita em G. Denotando por ¥ a aplicaco exponecial em G, a expressio

. d
X(z) = E(e”‘z)/,zo

deﬁne um campo de vetores em M. A trajetéria do campb X que passa pela
identidade de G (i.e. ©*) é uma solugao fundamental para o fluxo p, associado

ao campo X, isto é, «pg(z) =¢'X

Da mesma forma, a solugdo g; do exemplo anterior é uma solugio fundamental
de

dz = X(z)dt + 3 V() 0 dW (6.13)

i=1
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em'M, onde X, 1;,--+,¥,, sBo como em (6.11). Isto porquese F: M — R é de

classe C® entdo para z € M, a fungdo F, : G — F(gz) é de classe C® e
. : A m i .
Flos) = F(e)+ Y. [ (%E)(e:) o W
i=0
Mas pelo fato de que o fluxo de X é e'X, Y;F, = (i/ J.F)z portanto
L .
Flgz) = F(a)+ Y. [ ¥;F(9,2) o aW}
5=0

isto é, solugbes de (6.13) sfo da forma ¢,z com g; como no exemplo anterior. Em

particular, seus tempos de explosio séo iguais a co.

Casos particulares de (6.13), sfo os sistemas bilineares em que G = Gl{d, R)
e M = R? e os sistemas lineares em que G é o grupo das transformagoes afins de

Rie M = R4

Ao invés de uma agao global como no exemplo anterior,sejan =U CGxM — M
uma agio local. Isto é, U é um aberto de G x M com {1} xM C U e tal que as

secoes U, = geG = (g, z)cU sejam conexos e 7 é diferenciavel e satisfaz

w{gh,z) = ﬂ(g, w{h, :c)) {quando estiver definido)

w(l,z) = .

As aplicagdes zeM — gz = n(g,z)eM, geG definem difeomorfismos entre abertos

de M e tem-se (gh)z = g(hz) quando ambos os lados estiverem definidos.
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f)

Da mesma forma que em d), (6.13) define uma equagio em M tendo g; como
solugdo fundamental. A diferenca é que o tempo de explosao de g,z é o primeiro

tempo et que g atinge a fronteira de ..

Um exemplo desta situagio é dado por

Equagdes de Ricatti: Seja G = GI(2, R}, M = R e seja 7 definida por
¢ b azx-tb
¢ (( c d)’I) Tcz+d

com U = {((: db) z): cx+d > 0}. Os campos invariantes & direita sao da forma

X(g) = Ag com A matriz 2 x 2. Pela definicio de X , temos de maneira equiviﬂente

que

X(z) = (dﬂz)l(A)

onde #; : g¢G — gz € M e (df,), indica sua diferencial na identidade. Daf que,

. deferenciando {6.11) em relagdo & (: :) temos que se X(g) = Agcom A = (“ﬁ)

T e
entdo X € o campo associado & equagio de Ricatti. .. . T ST
F I R I P S I B TSP T A &
. 2 ' .
T = (a - 6)x+ ﬁ I i REENCY SETUEERaN \ el :“

{6.13} se escreve entdo como

dz:(( 8z + B — 'ym)dt—l—i( .7:+,3, )odW'j

2037




com X(g) = (: ?) g e Yilg) = (;; g;) ?

O tempo de explosio da solugio g,z é

inf{t >0:¢r+4d; =0}

a; by
onde escrevemos g; =
C dg

4.7 Fluxos estocasticos.

Vamos olhar aqui, com mais detalhes, os fluxos gerados por equacdes diferenciais
estocdsticas. A idéia de fluxo ficou implicita, por exemplo, no teorema 4.11. Iniciamos
definindo formalmente o que se entende por fluxo estocdstico em uma variedade M, a
qual supomos que satisfaz as condigdes usuais. Como anteriormente, o espago de pro-

babilidade (£2, 7, P) é o espago de Wiener.
Definigdo 7.1: Um campo aleatério &,:(x,w){= &, (w)(z) etc...) 0 < s S t<oo,zeM
a valores em M & um fluxo estocéstico Browniano se
i) £,.,(x,w) é continuo em (s,t,.‘_':) q.s.
i) &, ~ identidade q.s.
iii) {,,F(z) = §utl€ru(z)), todo z,5<u<tgqs.

iV] ParaOSto <ty <t Toyen ., Tp_y EM

ity (Zo)s s bt itu{Tior)
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sao independentes.

v) &.4(w) é um homeomorfismo (global) de M q.s., isto &, Plw 1 &plw) €

homeomorfismo todo 5 < t) = 1.

O fluxo é de classe C* se
vi) P(w: &,4{w) é difeomorfismo C* todo s < t) =1

Observagbes: a) Um fluxo propriamente dito deve satisfazer i), iii) e v) (ou vi}). O

termo Browniano se refere 4 iv) (veja [K2])

b) No caso em que &,(w) é constante como fungdo de w, um fiuxo estocdstico se

reduz a um fluxo deterministico.
¢) Ao invés de em [0, c0) um fluxo pode ser definido também em [0,8), b > 0.

d) Com § fixo, w — £,(w) define um processo a valores no grupo dos homeomerfis-

mos de M {difeomorfismos se se tem vi)).

Exemplo 7.2: Na situagio do exemplo ¢) do § 6, seja g¢ o processo a valores em G,
que é um grupo de homeomorfismos de M. Colocando &, (w) = ge(0:(w)), Eep € um
fluxo estocdstico Browniano em M pois g; é solugio de uma equagio de Stratonovich.
A propriedade iv) € consequéncia da % - mensurabilidade de g,. Como foi verificado, g;

estd definido para todo ¢ > 0 e dai que £, é um fluxo em [0, 00).

Sobre a ligagiio entre fluxos estocisticos e equagdes estocdticas, uma das quesides
& saber se um fluxo estocdstico pode ser obtido de uma equagio estocdstica, no sentido
do teorema 4.11 ou do exemplo acima. No caso deterministico, quando se tem defe-

renciabilidade, o fluxo é solugao de uma equagao deferencial & = X(t,z) que é obtida
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por diferenciagao do fluxo X(t,z) = %(Eﬂ,, (E))uo‘ No caso estocdstico, um fluxo nem
sempre ¢ obtido de uma equagdo do tipo {S) (ou (I) em IRY). Isto porque viemos
considerando um caso especifico de equagdes estocasticas. O que é possivel mostrar (e
para isto nos referimos a {Bx|, [LJ] ou [K2] é que todo o fluxo é obtido de uma equagio
estocdstica se ao invés de (S}, que é uma equagio sobre m movimentos Brownianos,
tomarmos equagoes sobre uma quantidade infinita de movimentos Brownianos, isto é,
movimentos Brownianos em espacos funcicnais.

A reciproca desta questao, que é a de se garantir que as solugdes de (S) ou (I) sio
fluxos estocdsticos, vai nos ocupar pelo resto desta secio. Em vista do teorema 4.11
(6.1, 6.5}, as solugoes de (S} geram um fluxo, como na defini¢ioc acima, no caso em que o
dominio D, (w) e a imagem 1, ;(w) de &, ;(w) coincidem com M q.s. . Em contrapoesicio
ao caso deterministico, pode ocorrer que I}, ,(w) = M todo s,¢ e nao se ter no entanto
a sobrejetividade de £,,(w). A discussio detalhada disto, passa antes por uma anilise
de equagdo que rege o fluxo inverso. A equacdo das inversas de um fluxo deterministico
¢ essencialmente rmesma que a que rege o fluxo. Por exemplo, no caso antonomo, se

! é gerado por z = —X(z), isto &, as

¢ é gerado por £ = X{z) entdo ;' = @_; e p;
trajetdrias de — X simplesmente alteram o sentido em que se percorre as trajetérias de
X. Se X é campo completo, isto é se ; é globalmente definido todo teR, ;" também
é globalmente definido.

Para equagdes estocdsticas, a equagdio que rege as inversas das solugdes, também
é obtida tomando-se os campos que a definem em sentido contrério, sendo necessério,
no entanto, um cuidado na escolha do caminho aleatério especifico das solucdes da
equagio de retorno que fornece a inversa £} (w) da soluco £,,{w) de (5). Os seguintes

argumentos heuristicos devem esclarecer o que estd em jogo nesta escolha.

Comegando com
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dr = X(z)dt + Y (z) o dW (S)

dividimos esta equagdo por dt. Como os caminhos aleatérios de W nio sio {com proba-
bilidade 1} diferencidveis, dW /dt nfo faz sentido como derivada de cada caminho W, (w).
Escrevemos no entanto, formalmente o dW /dt = u(t) e obtemos a familia de equagdes

deferenciaveis ordinarias

p=X(z)+u®)¥(z) t>0 (SC) .

{8C) € o que se denomina um sistema de controle. Cada controle u : [0,00) — I
(que seja p. ex. localmente integrdvel para se garantir a existéncia de solugdes), define
uma solugao ¢,(u)(z) da equagio escrita em (SC). As trajetérias de (SC) sdo as
solugdes ¢y, > 0 para os diferentes controles. Estas trajetérias aproximam os caminhos
aleatérios das solugbes p{w) de (§) (veja os teoremas de aproximagao e suporte em [I-
W] [K3]). Fixando um controle u, (1) é um difeomorfismo (local) em M. Para se obter
sua inversa @; ' (1), como solugio de uma equagio diferencial é necessario DErcorrer as

irajetérias ¢ — y{1)(z) em sentido contrdrio. Por isso, ;' (u) satisfaz

&= —X(z) +v(s)(-¥(2))

onde v(s) = u(t — s},0 < s < ¢. Dito de outra maneira, o sistema de controle associado
aos campos —X e —Y fornecem as inversas dos fluxos associados & (SC) desde que os
controles sejam tomados em sentido contrério no tempo.
Da mesma forma, a equagdo que rege as inversas do fluxo &,,(w) ‘associado & (5)
sera dada pelos campos — X, —Y, desde que se tome w em “sentido contririo no tempo”.
A formalizacio deste “sentido contririo no tempo” se faz por intermédio do mo-
vimento Browniano de retorno e as correspondentes integrais estocdsticas e equagdes

diferenciais estocdsticas de retorno. Este movimento Browniano é construido da se-
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guinte maneira: Sendo (2, P) o espago de Wiener, seja como anteriormente Fut =
o{W,—W,} 0 < s < t. %, édecrescente com s ou, dito de outra maneira, ue]0,8] = Fi_uy
cresce com u. Deixamos ao leitor a verificacdo de que us[O, t} — W,, =W, — W, é um
-t Movimento Browniano (use a caracterizagdo do movimento Browniano por mar-
tingales e o fato de que E|W, — W, /%] = 0se s; <s < t). Uma vez verificado isto,
para processos ue|o,f] — f, para os quais a integral de It6 faz sentido, vamos denotar
iy f,dW,, por I f,,dWy onde s =t — u. O mesmo para integrais de Stratonovich. Estas
580 as integrals de retorno. Elas so, como as consideradas anteriormente, integrais
sobre movimentos Brownianos. O uso da realizacio W, para o movimento Browniano é
conveniente no momento em que se val escrever a equago satisfeita pelo fluxo inverso,
Com esta terminologia, vejamos o exemplo do fluxo inverso de dz = dW. Como no

exemplo 1.6a) (tomando p; = £u),

pelw)(a) = = + w(t)

Para tragar a trajetéria s €[0,{] — z + w(s) em sentido contréirio, colocamos
uel0,1] — z + w(t) — (w(t) —wit — u)) = z + W,(w) — Wo(w). Dai que se p,(w)(z) é
solucio de dz = —diW, wu{w) 0o (W)(z) = ¢ oy (W)(2)0 < u < 1, isto é, i(w) = o7 w)

(note que sdo ambos avaliados no mesmo wefl).

Teorema 7.3: Tomando (§) como no teorema 6.5 (ou 6.1) com dominio U = [0, c0) X
M, a inversa £, }(w) de £ 4(w),s <, satisfaz para todo F de classe C3,

F(&H) = Fa) - 3 [ ¥t (u,€:3(a)) o . (1)

j=0

isto &, £,7(z) satisfaz a equagéo de retorno
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dz = = 3" Y;{t,) o W’ (7.2)

j=0

dem: Sejam os campos aleatérios

nf(y) = f:YjF(uaEs,u(y)) Ode,j =0,---,m.

Mostremos que para z fixado,

n(63(2) = [ Vi fu.£21(2)) 0 4P,

onde o d(ﬁ)o =dt. Se j = 0, [} XF(u, &(y))du é aproximada por somas do tipo

k

3 XF(t, €uss(w)) (tira — t:)

i=0
com tg,...,t partigio de {s,]. Avaliando em y = £;}(z), temos que

XF (ti: Ea,h ( :,ll (z)): =XF (""" éi-: (I))

pois



Portanto n;{&;, +(z)) é aproximada por somas do tipo

k
3 XF(t:, €73(z)

=0

e daf a igualdade para j = 0. Para j > 1, [[Y;F (u, E,,u(y)) o dW7 ¢é aproximada por

somas do tipo

S (VP (b 6o 0)) + Vi (tisn, oo (0)) (Wiia — W)

ba =
™=

I
k=4

Portanto n,-(ﬁ,’lf (:c)) ¢é aproximado por

> (%iF (s &, +1(:c)) + VP (b, €2 (=) (W, - WEe,,,)

b=
gk

-
I
o

Dai que
Do _
m(€t@) = [ GF(u @) 0 d); .
Devido 2 estas igualdades, pondo y = &, 1(z) em
Feu) = F) + 3 [ % (v, £uals)) 0 (W)
=070 L
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temos

=0"°%

Fa) = F(E1) + 3 [ ¥iF(n, €23(2) 0 dOF )L

e portanio o teorema.

Observacio: Paratomar a equagiio dé retorno em forma: de Itd, passa-se a Stratonvich,
faz-se retorno e volta & Itd. Por exemplo, em R® com m = 1, Xdt + Y dW é equivalente
3 (X — 3 DyY)dt+Y 0dW cuja equagio de retorno é (=X + % DgY')d_t - .Y_,"-" d(W)
Voltando & T8, a equagio de retorno fica (—X + DyY)dt — Y d(W). ‘

A questio da globalizacio dos homeomorfismo &,,{w) estd ligada & completude da
equacio e da correspondente equagdo de retorno, isto ¢, & possibilidade de se egct.gndérl
£ap & tEys, 00). Por isto,‘intrqdu_zimos a ' ‘ ' ‘
Defini¢tes 7.4: a) Uma equagao estocaisticaé dita conservativa {ou completa} se para

todo (s,2),T(s,z) = cc g.s.

b} A equagdo é estritamente conservativa se P(T(s,z) = oo todo (.s,:c)) =1

Observagdes: a) Nem sempre um sistema conservativo é estritamente conservativo
(veja exemplo a seguir). A razdo é a de sempre: existe uma quantidade ndo enumer4vel
de conjuntos excepcionais. Em dimensao 1, os dois conceitos sdo equivalentes; .comen-

taremos sobre isso adiante

b) A completude estrita é equivalente & que os dominios
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D, (w) = {IEM 1t < T{'s,z]}

coincidam com M.
Exemplo 7.5: Seja dz = dW em R? - 0 (ou R* — 0 com d > 2). Suas solugdes séo

dadas pela restrigéo de

Ler(w)(z) = z + wlt) — w(s}
4 I* — {0}. O iempo de explosiio & entdo
T(s,z) = inf{t >s=z+w(t)—wls) = 0}.
Isto é T(s,z) é o primeiro tempo em que o movimento Browniano em IR? atinge o
conjunto {0}, Como conjuntos unitérios em IR? — {0} szo polares para movimento
Browniano (veja |P-8]} para todo s,z, T(s,z) = co ¢.s. € a equacio é conservativa. Por

outro lado, dado w exitem z e s t.q. z +w(t) — w(s) = 0 algum ¢ < oo (por exemplo
s=1,t=2exz=w(2} —w(l)). Dai que '

{“‘" : T(s, z)(w) = 0o todo s,z} =9

e dz = dW nio & estritamente conservativa ern R® — {0}.

Em virtude do Teorema 7.3 e com o0s conceitos acima, temos:
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Teorema 7.08:  As solugdes de (§) em M definem um fluxo estocéstico Browniano
{como na definigao 7.1) se e s6 se (S) e
m .
dz = =3 Yi(t,z) o dW? (SR)
=0 :
Sao estritamente conservativos. ' A
dem: B s6 observar que (7.2) é equivalente & (SR) j4 que W é também um movimento
Browniano.
Pelo teorema 7.3, a imagem I, ,(w) de &,.(w) coincide com M no caso que (SR) é

estritamente conservativo.

Aiguns casos em que se tem fluxos estocdsticos (globais) gerados por equagdes

" estocdsticos s@o:

1. Equagdes globalmente Lipschitz em R?. Pelo Teorema 4.9, tais equagdes 580

estritamente conservativas. A equagdo de retorno de uma L.g. também é L.g.

2. Equacdes invariantes & direita (ou & esquerda) em grupos de Lie. Como foi visto no
exemplo 6.7¢, as solugdes sao da forma v,(w)(g) = g:(w)g com g:(w) = we{w)(1).
Como o tempo de explosio é co, o sistema é estritamente conservativo; (SR)

também é invariante & direita.

O mesmo ocorre com equagoes obtidas por agoes globais de G, como no exem-
plo 6.7d).

3. Como enunciado no teorema 6.5, se M é compacta, () é conservativa (assim como
(SR)). Pelo método descrito para construgéo de solugdes em M-via mergulhos —
(5} em M é a restricio de uma equagiio em RY_. Por ser M compacta, essa
tiltima pode ser tomada L.g. e portanto equagdes em variedades compactas 530

estritamente conservativas.
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4. 8e M é de dimensao 1, equagbes conservativas sio estritamente conservativas.
Neste caso, M =~ S! ou IR'. No primeiro caso tem-se compacidade. Quando
M=a R, §£iw): Dylw) — To(w) é esiritamente crescente pois é um

homermorfisimo homotépico a £, ,{w) = identidade. Por tanto, fixando s e tomando

Q' = N {w : s, n){w) = oo}

neZ

vemos que para w € (', D,.{w} = R' e tem-se portanto completude estrita.

4.8 Proces:os de difusio.

Antes de introduzir formalmente os processos de difusao, voltemos a férmula de Ité
{6.5) que descreve as solugbes de uma equagio de Stratonovich em uma variedade M em
forma de integral de Itd. Supondo uma situag@o homogenea no tempo {como faremos

ao longo de toda esta secgao), temos para f: M — R,

(tpt(z)) = flz} + /ﬂt' Lf(go,(:c))ds—i— '[OtYf((p_.(n:))dW,

onde L é um operador de segunda ordem. Tomando esperanca em relagfio i medida de

Wiener,

Blften(a))] = [ B[L1{p.(2)]as

e dai qure_:sq €SCTEeVErmos .
(#1) = 8ot}
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t — T, define um semi-grupo (em algum espago funcional convenientemente escolhido)

e como temos

2 () (@) = TLF)(a), (6.1)

o gerador infinitesimal de T é o operador L, isto é T} é o semi-grupo associado & equacgio

de evolugio

du __
E—Lu
u0=f.

Estes comentdrios mostram a existéncia de uma ligagio estreita entre as equagdes
estocdsticas e os operadores diferenciais de segunda ordem do tipo parabélico {como
é o caso do operador L). Com o propésito de detalhar um pouco mais essa ligagio,
comegamos por observar que para obter (8.1) néo foi necesséario o conhecimento completo
das solugdes da equagio estocéstica mas apenas de média de varidveis aleatérias do tipo
f(wi(z)). A igualdade {8.1) dépende entdo nado das solugdes como um todo mas apenas
das leis (probabilidades em M) das aplicacdes aleatérias w — @, (z){w). O conjunto
destas leis é o que se entende por processo de difusdo associado 3 equagio estocastica.

Nesta se¢io vatmos definir de maneira precisa o que sao processos de difusio e cons-
truir o processo definido por uma equagio diferencial. Em contraposi¢ao aos processos
que sao solugdes de (5}, o processo de difusdo depende apenas do operador L. Como
pode ser visto a partir dos comentérios acima, os processos de difusio sio de interesse
no estudo dos operadores diferenciais parabélicos (¢ em particular elipticos). Nao vamos

nos aprofundar aqui nesta dire¢io. Para isto nos referimos & [Dy], [B-G]| e [I-W]. Va-
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mos, no entanto, mostrar como construir equagdes estocdsticas (e portanto processos de
difusio) associados aos operadores de Laplace-Beltrami em variedades Riemannianas.
Como preliminar a defini¢io dos processoé de difusio, tomemos M uma variedade
diferencidvel. Sejam M = M }{o0} sua compactificagio por um ponto e C o.conjunto
das curvas w : [0,00) — M. Fixando de anteméo um tempo de explosao T : C — [0,00],

denotemos que Wr(M) o conjunto das curvas w € C tais que
a) w(t)=coset>T(w)
b) w(t)e Mset€[0,T(w)) ew:[0,T(w)) — M é continua.
Um conjunte cilindrico em Wy {M) é um conjunto da forma
{w tw(t) € Ay,...,w(tn) € A,,}

onde A4,,..., A, s3o barelianos em Me0<t; <ty <...<l,. Denotemos por C(M) a
c-algebra em Wy (M) gerada pelos conjuntos cilindricos e por C;{M)} a o-algebra gerada

por aqueles conjuntos cilindricos em que t, < £.

Definicdo 8.1: Com as nota¢des acima, um processo de Markov com tempo de explosao
T é uma familia de probabilidades P., z € M em (Wr(M), C(M)) satisfazendo -

i) Po(w:w(0) =z)=1todoz€ M,

ii) Para A € C(M), a aplicacdo
z €M — P(A) €0,1]

¢ Borel mensuravel,
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iii) Paraze M, 0<s<t, A€ C(M)eBC M boreliano, |

Pz(Aﬂ{w tw(t) € B}) = _/‘;P”g‘,)(w tw(t—s)e B)Pz(dw') . {8.2)

O processo é dito conservativo no caso em que Pr(w : T(w) = o0) =1 todo z € M. .
A respeito desta definigio, fazemos as seguintes

Observacdes 8.2: a} Esta defini¢io cobre apenas os processos de Markov homogéneos
no teinpo; que sao iniciados em t = 0.

b) Paraz € M et > 0, defina para cada boreliano B € M,

P(t,a:, B)-= P,(w tw(t) € B) . (8.3)

A aplicagdo B — P(t,z, B) define uma medida sobre os borelianos de M. A menes que
o processo seja conservativo, P(i,z,-) ndo é uma probabilidade em M, Mesmo assim, as
medidas P(t,z,-) sio denominadas probabilidades de transigio do processo de Markov.

Por aplicagdes sucessivas de (8.2}, temos que se 0 < iy < ... < t, entdo

P, (w : w(t;) € Bl,.. Swlta) € Bn) -

= [ P(oadn) [ Plta—tids)... [ P(ta=to-s,201,do)

B, B, Bn

com By,...,B, borelianos de M. De onde se vé que as probabilidade de transigao

caracterizam o processo de Markov.
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¢) Um processo de Markov nao é éxatamente um processo estocdstico no. sentidordo

capitulo I, mas uma farmflia de processos cada um dos quais iniciados em z € M.

A;ig{ialdadé'(S’Q) 'é°0 qué se denomina. ﬁ'roi:riedade de‘Markm%r. Os. processos de
difusao sa.o Processos de Markov que satisfazem (8.2) nao apenas para tempos deter-
Immstlcos mas também para tempos de parada, isto e, satisfazem a proprleda,de forte
de Markov. Aqui, tempos de parada sdo tomados em relaga.o a segmnte ﬁltragao SE_]a.
D; o completamento de C,(M) em rela@ao 3 P, € M e deﬁna. o

C{My=[Dy. -
s>t S . o
A filtragao Cy4 é continua & direita, Como é usual, dganja}‘!mos f)or Cm(M ) a c;-a]g_élbré.

gerada por Cyy,t = 0 ¢ para T um Cy—tempo de parada, colocamos
Cr={A€ Cu(M): AN{w: T(w) <t} €.Cis(M) todot > 0} .
Definicdo 8.3: Um processo de dlfusao em M é um processo de Markov que sa.tlsfaz

a segumte propnedade forte de Markov

FaraT um C,.,.-tempo de pa.rada., sejam A € CT e B borehano em M Enta.o

(A n{w wlt +T(w)) € B})
_f el “wwnemeﬂ. (8.4)

Definicao 8.4: Seja L ur}l‘opera'dor no espaéo .da's‘ftingf)eé continuas em M com

dominio D(L) Um processo de d:fusao gera,do por L é um processo tal que

1(wt8) - £(u0) j e

eEie T T
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é um mantingale em relagdo & filtragio Cyy e Pz todoz € M.
+Como. exemplo de um processo de difuséo gerado por um operador dlferencml

citemos o movimento Browniano em.IR? que é gerado pelo operador de.Laplace A =
62
oz

% que é um operador cujo dominio é o espago das fungdes de classe C?.
7 d '

Mais geralmente, dada uma equacao diferencial estocdstica em M

dz = X(z)dt + i Y;(z) o dW7, )]
i=1
Seja L =X + %2?1:1 YJ-2 o operador de segunda ordem que aparece na férmula de It6 .
{6.5) considerado como um operador cujo dominio é o espago das fungdes de classe C2. .
As solugdes de (S) definem uma. difusao gerada por L da seguinte maneira:

Como anteriormente, denotamos por tpt(w)(z) a solugdo com eondigao inicial {0, z)
(essas solugBes sdo suficientes para se ter todas as solugdes, pela homogeneidade de {S)
no tempo). Sende T o tempo de explosio das solugdes, ¢ — «;(z)(w) define para cada
w € 1 (1 = espaco de Wiener) um elemento de Wr{M). Desta maneira, temos umas
aplicagio ¥ — W (M) que é #, Ciy-mensurdvel. Fixando z € M, a imagem da medida
de Wiener P por esta aplicagao definé uma medida P, em (W (M), Ci). Déiiamos
ao Ieltor a verrificagio de’ que a familia P, define iun processo de dlfusao em M ("j
propneda,de l) da deﬁmgao 81é consequenc1a ‘da dependenma contmua. ein rela.gao Fi
condig6es Iniciais é a propmedade de Markov forte segiie da mesma proprledade para
o processo de Wiener juntamente com a mensurablhdade de tpt(x) e a proprledade &
ﬂuxo) Pela férmula de Tt6 (6. 5) este é um processo de difusdo gerado pelo operado%‘
L=X+i3m, Y As probabilidades de transicio deste processo sio dadas por" '_Hil

A v . s eu.. - s ob

P(t,z,B) = Plw:p(w)(z) €B) , - (8:5).
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isto é, P(t,z,-) € 2 lei (sob P) da aplicacio aleatéria w — p;(z)(w).

Convém repelir o comentdrio feito acima de que o processo definido pelas probabi-
lidades de transicio (8.5) depende de ¢, (w) apenas através de suas leis e nio da solugde
¢omo um todo, Neste sentido, observamos que um operador do tipo parabélico L que
pode ser escrito como L = X + %}:YJ?, admite — em geral - mais de uma expresséo
deste tipo. Dito de outra maneira, o processo definido a partir das solugdes de uma
equacdo estocdstica pode ser definido por mais de uma equagio diferencial (veja exem-
plos rbaixo). Nio é surpreendente portanto a afirmacio de que o fluxe p;(w) nio pode
ser construido a partir do processo. O que pode ser feito, nesta linha, é a reconstrugao

do fiuxo p,(w), a partir do processo associado 3 equagio estocdstica
dz = X(z)dt + L Y;(x) 0 dW/

dy = X(y)dt + T Y;(y) 0 dW?

em M x M (veja |B] , [K2]).

Como comentamos anteriormente, esta construgao permite um estudo dos operado-
res L via métodos de célculo estocastico. E natural entdo se perguntar sobre o procedi-
mento inverso, isto é, o de se obter equagdes estocdsticas (e processos de difusao) geradas
por um operador pré-determinado. No que segue vamos fazer uma construgio deste tipo
para os operadores de Laplace-Beltrami em variedades Riemannianas. Esta construgio
abre a possibilidade de uma abordagem probabilistica & uma série de questdes em geo-
metria diferencial e em topologia das variedades. Ao leitor interessado nestas aplicacoes
do célculo estocéstico, deixamos as referéncias |Bi 1 e 2], [I-W], [SGI,...

Seja M uma variedade Riemanniana cuja métrica é denotada por <,>. Para [ :

M — IR seja gradf o seu gradiente, isto é; o {inico campo de vetores em M que satisfaz
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df = < graf [,- > onde df é a diferencial da f. Dado um campo de vetores X em

M, denotamos por X o seu divergente. div X é uma fungdo M — IR e é definido por

{div X){z) = tr(4,) onde A, : T,M — T, M é a transformagdo linear

veETM— Ajv=y,XeT. M

com ¥ a conexdo Riemanniana de <,>. O Laplaciano (ou operador de Laplace-

Beltrami) em M é o operador de segunda ordem definido, para f de classe C?, por

A= div(grad f)

{Veja |[K-N] vol.2 nota 14)., Alguns exemplos destes operadores sdo:

a) Em R? com a métrica Euclidiana e coordenadas (z?,...,z%,

af 4d af @
gradf=ﬁé; SR B
ecomo sy 8/8zf =0, div (a‘% et ad;m_d) _ dd!
Daf que
-’—‘Af:b(i—i)z—l—---+a(iz)z

e A é o Laplaciano cldssico.

=gt

o

dzd

b) No circulo §', parametrizado pelo angulo 4, seja a métrica dada por (E‘%, a%) =1.

2
Como em a), o Laplaciano é A = Fria
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Para se construir difusdes em M geradas pelo Laplaciano A, existe um procedi-
mento geral e intrinseco (Eells e Elworthy [E-E]) com o qual se obtém a difusio por
integragio de uma equagio estocéstica ndo exatamente em M mas no conjunto (fi-
brado) dos referenciais ortonormais de M. A idéia ai, é que a equagao estocdstica e o
fluxo gerado por ela no fibrado dos referenciais desempenhe o mesmo papel que o fluxo
geodésico gerado por M, que é o fluxo gerado por um campo de vetores no fibrado dos
referenciais.

Antes de desenvolver essa construgio intrinseca, vamos ver um procedimento relativa-
mente mais simples {(do ponto de vista formal) de se obter difusdes geradas por A, no
caso em que M é uma subvariedade isométricamente mergulhada em IR". Essas duas
constru¢oes daoc origem a fluxos estocdsticos completamente diferentes. Para ilustrar

essa diferencga, vejamos primeiramente o caso unidimensional.

A) dim M = 1. Neste caso M =~ S! ou /R!. Como sempre é possivel parametrizar
por comprimento de arco, a métrica é a canonica, isto é, como nos exemplos b) e a)
acima. Em ambos os ¢asos, parametrizando por 8, A = di;g e a equagao estocdstica
dd = o dW define um processo de difusdo cujo gerador é %A. Em R!, o processo é
o préprio movimento Browniano (processo de Wiener). No caso de S, as solugbes da
equagao sdo obtidas pela imagem do movimento Browniano em IR! via a aplicagio de
recobrimento # — €. Isto pode ser visto pela férmula de It6.

Por imersio em IR", outras equacoes estocdsticas em M, tendo A como gerador
infinitesimal podem ser obtidas. Seja #(t) uma curva diferencidvel em E" e suponha
que [£'(8)] = 1 todo 6.

Entdo = define uma imersdo de R! ou S! se a curva for fechada. Tome uma base
{e1,... €.} de R" e defina para cada i = 1,...,n o campo de vetores X; em R' (ou ')

por
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X;(6) = projegio ortogonal de e; sobre a reta tangente & curva em z(f).

Como z é parametrizada por comprimento de arco, temos ;

Xl8) = (e 2 (0))

Seja a equagio estocdstica em R! (ou §7) dada por
do =Y X;(6) o dW? (BE) .
i=1

Como para um campo X(s) = a(s)d—i tem-se

v d d?
Xz=cw.’b_i!—$+az-ds—2

o gerador infinitesimal de (BE) é

5 e 00) g5+ 3 (2 e O e’ ) 5

j=1 7=1

L

H

= 42O L; + 20,20 %

14 _ 1
Tg? = 28
Um caso especifico desta situagdo é dado pela imersao § — (cosf,senf) de 5! em

JRZ, Ternos

d d
X,(0) = —senﬂﬁ e X2(3)=COSGE

e (BE})
- d8 = —sen 0 0 dW'.+ cos 8 o dW?.
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que evidentemente nao coincide com df = odW. Para ver a diferenca entre os fluxos
gerados por estas equagdes, vamos interpreté-las como equacbes em espagos homogeneos
da mesma forma que no exemplo 6.7 d). Por simplicidade, av invés de X; e X; como
acima, tomamos Y, (f) = —senZHE‘ig e ¥2(6) = cos 200% {que séo obtidas de X; e X pela
mudanca de coordenadas ¢ = #/2). Seja o grupo de Lie SI{2, R} das matrizes 2 X 2 com
determinante 1. Campos invariantes a direita em S{(2, R) sao da forma Y (g) = Ag com
A matriz 2 x 2. Os elementos de 5/(2, JR) séo transformagdes lineares inversiveis em R*.
Interpretando 8! como o conjunto dos raios em IR? partindo da origem, obtém-se urra

acdo de SI(2, R} em S'. Sejam Yi(g) = Big,Y2 = Byg e X{g) = Ag campos invariantes

1 0 01 0 -1
p=(o 5) m=(Ta) o= (0 V)

Denote por Y;,Y; e X os campos induzidos em S!. Entdo escrevendo os campos lineares

a direita com

em IR? associados & By, By e A em coordenadas polares e tomando a coordenada 4, vemos
que Y3 (9) = —sen 295?'8' Y{(8) = cos 26 d% e X(8) = % Dai se vé que o fluxo definido
por df = o dW & um fluxo de rotagbes em S* (j& que A é anti-simétrica) enquanto que
o fluxo definido por (BE) envolve outras transformagbes de Si(2,JR) em S' que nio
apenas as rotacoes.

O que este caso tem de caracteristico do caso geral é que dff = o dW ¢ obtido via a
construgdo intrinseca enquanto que (BE)} requer que a variedade esteja imersa em K™

(BE=Browniano Extrinseco).

B) Variedades imersas: Seja M uma subvariedade d-dimensional de R™ com a métrica
induzida pela imersdo. Sendo {ey,...,e,} uma base ortonormal de IR", sejam X;,j =

1,...,n os campos de vetores em M -definidos por X;{z) =proje¢io ortogonal de ¢;
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sobre o espago tangente 4 M em z. X; é o gradientede 1€ M — (e;,z) € R. Seja a

equagio

dz =" X;(z) o dW? | (BE)

=1

em M. Vamos verificar que L = 1 X_? coincide com o Laplaciano em M, e dai
que as solugdes de (BE) fornecem um processo de difusio tendo %A como gerador
infinitesimal.

Antes de mais nada, verifiguemos que o operador L nao depende de {e;,...,e,}.
Seja {fi,..., fa} outra base ortonormal e defina Y3,..., ¥, por projecio ortogonal dos

f;-s. Como f; = ¥ ajie;, temos que ¥; = ¥, 65 X; e daf que
P = (Z ﬂ:'-'X:') (Z %'Xk)
j k

=2 e X; X
ik

XY =300 0ien XXy

F L
2
=2 X;
)
pois {a;;) é matriz ortogonal. Tomando agora h: M — IR, temos X;h = {X;, grad h) e

X?h = Xi{X;,grad k)

= (Vx,,grad k} + (X;, Vx,grad &)

onde V é a conexado de Levi-Civita em M. Fixando z € M, como L é independente da

base, podemos supor que ¢; é ou tangente ou ortogonal & M em z. Neste caso somando
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em 7, o filtimo termo da expressio acima coincide com div (grad h), isto é , com Ah.
P;or outro ]a.do,.o primeiro termo do segundo membro se anula. Para ver isto, note
primeiramente que se ¢; é normal & M em r entdo X;(z) = 0 e daf que (Vx,X;}(z}) = 0.
E se ¢; é tangente 3 M entdo (V,X;}(z) = 0 todo u € T;M. De fato, denotando por
DuX a derivada (em [R") de X na diregio de u,V,X é a componente tangencial de

D,X. Tomando campos normais ¥y,...,YVaeg 8 M, X; =& — X (e, ¥, VY;. Dai que

X ==L D))
=3 (ea DuY;)Y; = 3 (e, V) DuY,

Como a componente tangencial s6 é dada por este Gltimo termo e {e;,Y;} = 0 {se ¢ €

tangente), temos que V,X; = 0. Concluimos entdo que

L= Xx!=
i=1

e (BE) define uma difusio gerada por %A,'

C) Construgio Intrinseca: Antes de exibir a equagio diferencial, vamos rever zlguns

fatos sobre fibrados principais e conexdes sobre os mesmos. Veja [K-N] para detalhes,
Seja OM o conjunto das bases ortonormais de M, isto é, paracada z € M, O, M
éo tonjuhﬁo"‘d'a.s bases 6rtono‘1A'maisrde T.M (ein felagéo a0 'produtd interno (,)z) e
OM = U,epr Oz M. Uma maneira convenienté de repfesental" bases em T, M é via os
referenciais, isto é, aphcagoes lineares i mverswels p: Rd — T.M. Sendo {ey,...,e4}
base de R, {p(e:)} é base de T M. Um referencial ¢ ortonormal se {pu,pv)_ = {(u,v)
todo u,v € R? (0,{,}).no segundo membro desta igualdade é o produto interno em R%).

Vamos. denotar por 7 a projecao candnica % : p € O, M —+ z € M,
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Seja O{d) o grupo das matrizes ortogonais d X d. Ele atua em OM por R;(p) =
pa =poa, p€E OM,a € O(d). A agio é a direita pois Ry = RboRa. £ uma agio livre
(isto é R,(p) = p algum p = a = identidade) e transitiva sobre as fibras O.M (isto é,
dados p,¢g € O. M, existe a € O(d) com ¢ = pe). Fixando p € 0. M, todo ¢ € O M se
escreve de maneira dnica como ¢ = pe,a € O(d).

Alguns exemnplos de fibrados de referenciais sao:

Exernplos 8.5: a) Seja M = IR? com a métrica euclidiana.

Os campos . % formam em cada z € JR? uma base ortonormal. Deno-
z

5.
tado por p(z) o referencial associado, qualquer outro referencial ortonormal é da forma
¢ = p(z)a, um éinico @ € O(d). A aplicagio p(z)a — (z,a} identifica OM com R*x O(d}.
Por esta identificagio R,(z,b) = (z,ba). Em particular, OR' =~ R' x O(1) e OR se

constitui de duas cépias de IR': os referenciais EdE e - %

b) Seja M = 5% = {z € R*!:|z| =1} com a métrica induzida por essa imersio. O
espago tangente T, S? se identifica com o hiperplano em R**! ortogonal & z e urna base
ortonormal deste hiperplano é uma base ortonormal de T.5. Esta base juntamente
com z forma uma base ortonormal de R4, Dai que OS? se identifica como o conjunto
das bases ortonormais em IR%*!. Fixando a base candnica {ey,...,€s1}, toda base
ortonormal se escreve como {aey,...,aeq}, uh inico a € Ofd + 1). Dal que 08¢ se
identifica com O(d + 1). - ‘

Em particular, se d = 1,08" & O(2) se constitui de duas cépias de 5": os referen-

ciais que apontam no sentido hordrio e os de sentido contréario.

Como os elementos de OM sao referenciais dos espagos tangentes & M, tensores em
M se representam de maneira bastante conveniente como fungées em OM. Por exemplo,

cada vetor tangente v € T,M define uma aplicacdo F, ; O.M — IR® por f,(p) = v
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(isto é, f,(p) sdo as coordenadas de v na base p). A fungdo F, ndo ¢ arbitriria. De
fato, se a € O(d), fo(pa) = (poa)™"v = alop~lv = a"1f,(P). Reciprocamente, toda
aplicagdo f : O.M — IR? que satisfaca f(pa) = ¢ f(p) define um vetor v € T M por
v = pf(p). Da mesma forma, um campo de vetores X : M - TM define f : OM —
R?, f(p) = p~  X{n(p)}, que satisfaz

flpa) = ' f(p)

e reciprocamente, toda aplicacio f : OM — IR? que satisfaz esta igualdade define um
campo de vetores em M.

Para construir o movimento Bra.wnianolintrinseco em M é necessdrio descrever a
conexao de Levi-Civita associada 3 sua métrica no contexto de conexdes em fibrados
principais.

Uma conexao em OM é uma distribui¢io (no sentido de Fronbenius) horizontal e
invariante & direita. Isto significa o seguinte: Uma distribuigo em OM ¢ uma aplicagio
p € OM — H, com H, subespago de T,OM. A distribuig@o é horizontal quando a dife-
rencial mr. de x restrita & J, é um isomorfismo entre H, e T;,)M. Em oulras palavras
H, ¢ horizontal se dim H, = dimM e H, tem interseccéo trivial com os subespagos
verticais, isto é, com os subespagos tangentes & O, M. A distribuicio é invariante a
direita se R, H, = H,,.

. Exemplos 8.6: a) Na situacio do exemplo 8.5 2), com a identificagao OR? ~ R? x

O(d), a distribuigdo

(z,b) S Hizpy = {(2,0) € Ty (B x O(d)) 1 v € R}

¢ uma conexao. k imediato verificar que H,,) € horizontal. A invarianca segue do fato
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que R,(z,b) = (z,ba) e portanto a diferencial R,., expressa em coordenadas tem matriz

(s %)

com blocos quadrados de dimensées d(= dim R?) e i(CETMH(: dim O(d)).
Qutras conexdes em JR? X O(d) podem ser obtidas definindo subespagos horizontais
Hizyyem (z,1),z € IR*,1 = identidade de O(d) e colocando H(z3) = Rp. Hiz 1y-

Em particular, a finica conexio no caso € = 1 é dada pelo proprio espaco tangente

da forma

3 R x O(1) (ja que O(1) = {1, -1} é um grupo discreto e portanto sev espaco tangente
é trivial).

b) Um exemplo de conexdao na situagio do exemplo 8.5 b), por ser construidoe por
invarianca: O espaco tangente na identidade de O(d + 1) (visto como subvariedade do
* espago das matrizes) é o espago SO(d+ 1) das matrizes anti-simétricas. Este subespago

se decompde em SO(d + 1) = H & SO(d) onde H é o subespago das matrizes do tipo

(o)

com f matriz linha 1 x d e SO(d) é
g 0
0 A

Com A d x d anti-simétrica. Ponha H; = H e H; = L, (H) onde L, : O(d +1) —
O(d+1), g € O(d +1) é a translacdo & esquerda L,(h) = gh. A distribuigio g — H,
define uma conexio em 05¢ ~ O(d + 1). Para detalhes, nos referimos & [K-N| (veja

Teorema de Wang).
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Quando ¢ = 1, como em JR!, existe uma tinica conexio em OS'.

A relag@o entre estas conexdes em OM e as éerivadas covariantes VxY se obtém da
seguinte forma: Dada uma conexdo (subespacos horizontais em OM) e X e ¥ campos
de vetores, fixe x € M e p € O, M. Como H, estd em bijecio com T, M, existe um
inico v € I, t.q. mv = X(z){v é o levantamento horizontal de X(z)). Tomando
fr :OM — R%, fy(q) = ¢7 ¥ (r(q)), define-se

(Vx¥)(e) = (v1v) (o)

com v[y derivada direcional usual. Verifica-se que esta expressao independe de p e
que variando z em M, VxY satisfaz (C} do § 6. V é a derivada covariante associada
4 conexdo. A construgio reciproca, isto é, dos subespagos horizontais a partir de V
também é possivel, em geral, desde que se considere o conjunto de todos os referenciais
e ndo apenas os ortonormais como fizemos até aqui. Subespagos horizontais em OM
podem ser tomados desde que V seja adaptada 4 métrica, isto é, se tenha para X,Y, 2

campos de vetores,

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ) .

Exemplo 8.6: Na situagdo dos exemplos a), os subespagos horizontais Hy, ) = {(v,0)}

definem a derivacio covariante em que

Vﬂ/azi 3/3:1:,- =0

isto é, a derivada direcional em IR?. Isto porque as coordenadas de 8/8z; na base
{8/8zi,...,8/8z} sio dadas por ¢; = (0...,1,...,0) e portanto fajausi{z,b) = b7'e;
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que é constante como fungio de x e dai que sua derivada na direcio de vetores horizon-

tais se anula.

Uma conexéo em OM é dita sem torsdo no caso em que sua derivada convariante

satisfaz
VxY - VYX = [X, Y]

para campos de vetores X,Y quaisquer. O que se mostra é que em OM existe uma
inica conexdo sem torsdo. Esta é a conexio de Levi-Civita ou Riemanniana associada
a métrica em M.
Vamos por fim introduzir os campos de velores com os quais se define a equagio
estocdstica em OM, de cuja solu¢des se obtém um movimento Browniano em M.
Fixamos uma conexdo em OM e v € R?, 0 campo de vetores standart B, associado
4 v é o Gnico campo horizontal (i.e., By(p) € H, todo p) cuja projecdo sobre M tem

coordenadas v em relagio 4 base p:

. (Bu(p)) =pv todo p

Algumas das propriedades dos campos standard sdo:
i) Ri(By} = By-1,.
ii) B,(p) #0 todo pse v # 0.

iii) [By,Bu| é vertical se a conexdo é sem torsio

e

iv) Seja (B.): o fluxo gerado por B,. Entao (B,):(p) se projeta na (inica)

geodésica da conexdo que comega em z = #(p} e é tangente (em z) i pv.
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Esta tltima propriedade, alids, pode se tomada como a definicdo das geodésicas
de uma conexdo. Ela diz em essencia que o fluxo das geodésicas (o fluxo glodésico)
da conexdo é obtido pelo fluxo do campo de vetores B, (a equagio das geodésicos em
M é uma equagio de segunda ordem. Para obte-la como equagio de primeira ordem €
necessério levanté-la ao fibrado, considerando mais varidveis).

Observamos que os campos B, ndo se projetam a campos de vetores em M. Isto

porque 7, (B, (pa)) = pav # pv = m.(B.(p}).

Excimplos 8.7: a) Na situagéio dos exemplos a), a conexao plana Hz3) = {{»,0)}
é a conexio de Levi-Civita da métrica euclidiana em R? (pois Vajazi = 0. Nos re-
ferenciais da forma p = (x,1), 2 € R% B,(p) = v. Para outros referenciais oblém-se
B,(p) por translagao direita. Note que apesar dos campos B, ndo serem projetaveis em
Rix {1} = IR?, restrito & esta subvariedade, B, é um campo constarite, (B, }:(z) = T+t

e as geoddsias sdo — é claro — as retas em R

b) Na situagio dos exemplos b), a conexdo introduzida em 8.6, por invarianga éa
conexio Riemanniana da métrica em S%. Os campos standard em OS¢ sio os campos
invariantes a esquerda associados &s matrizes em Hy. .

No caso especifico em que d = 1, O(1) tem duas componentes conexas, ambas
identicas 3 S1. Dado v = 1 € IR, em uma delas B, = % ¢ em outra B, = —d%—.
Coino no caso de IR?, apesar de B, nao se projetar, sua restricio & uma das componentes

conexas pode ser considerada como um campo em S' propriamente dito.

Seja agora {e),...e4} uma base ortogonal de R? e defina o operador de segunda

ordem

Ay, =B +---+ B .
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Este operador é o levantamento horizontal do Laplaciano A em M, no seguinte sentido

Proposicio 8.8: Para f: M — R,

A,M(forr)=(Af)o1r

Dem: Ponha ¥ = gradf e seja Fy(p}) = p 'Y (n(p)) sua expressio equivariante. Se

z = n(p),
Y{z) ={Y,pes)+---+{Y,pes)pes
= (Ph-f)?h oot (Ped-f)PGd .
Daf que Fy(p) = (pe1.f,...,pes.f). Usando a expressao da derivada covariante em

termos da derivada de Fy, temos
(div ¥)(z) = tr(v - B,Fy)

e portanto
(A5) (n(@) = 2 A(BFY ) (p), &) -
Por outro lado, B,,(for){p) = (pei.f)(z), pois 7, B,, = pe; e daf que
Aom (f 0 ar) = Z‘,Bfl. (f o ﬁ') = ZI.(Be,-FY(P)sei)
= (A f) oT.
Em vista de;ta Proposigao, se w:(p) é o fluxo associado 3
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d
dp=3" B,,(p) 0 dW’,

j=1

entio 7(i(p)) é um processo de difusdo em M gerado por A.
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