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INTRODUCAO

Este opisculo pretende ensinar ao jovem aluno de matemdtica como escolher seu
futuro cénjuge, como selecionar um emprego e mostrar-lhe que com a atual politica de
natalidade do mundo ocidental, caminhamos inexoravelmente para o desaparecimento
da espécie humana.

Resolveremos neste livro trés problemas. Para apresentd-los informalmente, consi-
deremos a seguinte questiio: O que pode a mais desejar o primeiro colocade no concurso
do Instituto Rio Branco?

Provavelmente, sua primeira inquietude serd de encontrar a melhor esposa possivel
para reconfortd-lo nos periodos de desterro. Consultando parentes solteiros ele estima
em N (um inteiro positivo, 20 por exemplo) o ntimero médio de pretendentes encon-
trados por um homem do seu meio social até os 35 anos, época na qual por razies
profissionais deve imperativamente estar casado. A cada encontro com uma possivel fu-
tura nubente uma decis@o lhe cabe. Casar-se e perder a oportunidade de desposar uma
das, mulheres quie conhecerd no futuro pois, por razdes familiares, nfo admite divorciar;
ou renunciar as esponsélias e, magoando definitivamente a noiva, néio poder nunca mais
té-la por cénjuge, mesmo se constatar a posteriori ser ela a mais dotada das mulheres.

Podemos modelizar este primeiro problema da seguinte forma: Consideramos N
objetos distintos. Como nio subestimamos a sensibilidade de um diplomata, assumi-
remos que ele scja capaz de classificar em ordem de preferéncia as N candidatas ao
matriménio. Portanto, os objetos podem ser ordenados do pior A; ao melhor Ay.
Estes objetos apresentam-se numa seqiiéneia aleatéria ag, ... ,ay. Como existem N!
seqiiéncias distintas, cada uma tem probabilidade ﬁ de ocorrer. Cada vez que um

objeto ¢ apresentado, duas atitudes se impdem: seleciond-lo e interromper o processo



ou rejeité-lo definitivamente e aguardar um novo. O problema consiste em estabele-
cer uma estratégia que permita selecionar o melhor objeto com a maior probabilidade
possivel.

Como a hipétese do conhecimento do nimero total de pretendentes parece artificial,
fornecemos outras interpretagdes mais convincentes deste problema no capitulo IIL

Apresentaremos no capitulo III uma solugéo informal do problema. No capitulo IV,
ap6s uma breve incursdo na teoria das cadeias de Markov, resolveremos este primeiro
problema, proposto pelo brilhante futuro diplomata.

Casado, imbuido de um sentimento aristocratico e orgulhoso de sua arvore geneald-
gica, ele, afirmando sua originalidade ao consultar um probabilista e ndo um psicanalista,
deseja saber se seu sobrenome desaparecerd ou se em todas as geragdes futuras tera
descendentes com seu sobrenome.

Seja Zi o nfimero de descendentes masculinos com o sobrenome do antepassado
na k-ésima geracio. Admitiremos que cada membro masculino da familia, indepen-
dentemente dos demais, gera j filhos com probabilidade p;. Vamos supor que esta
probabilidade {pj,7 > 0} seja constante ao longo dos séculos. Seja m o niimero médio

de filhos gerados (m = }_ jp;). Desejamos estudar a evolugio do processo (Zi )iz,
= z

mais exatamente analisar a probabilidade do diplomata Z, nao possuir nenhum descen-
dente masculino na k-ésima geragfio com o nome, i. e., analisar o comportamento da
.sequéncia P[Z; = 0].
No capitulo V, mostraremos, sob certas hipdteses, que se o niimero médio de filhos
m for menor ou igual a 1 entdo quase certamente o sobrenome se extinguira. Se, ao
contrario, o ntmero médio for maior que 1 entdo com uma probabilidade positiva o
sobrenome do diplomata permanecera por todas as geragdes futuras.
Este problema foi estudado pcla primeira ves por Galton, um matematico britdnico
do século passado, quande um reverendo inglés, Watson, constatou que um grande

nimero de sobrenomes de familias nobres desaparecera entre os séculos XVI e XIX.
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Em particular, se no Qcidente continuarmos com a polftica de natalidade atual,
caminhamos inexoravelmente para o desaparecimento da populagdo.

Casado e reconfortado com a certeza da permanéncia do seu sobrenome em to-
das as geragdes futuras com probabilidade positiva, ao irreprochavel diplomata s¢ resta
conseguir um bom posto no Itamaraty. Cansado por uma vida boémia e estudantil pro-
longada, para o primeir6 cargo, ele adota como tnico critério de selecfio a remuneraciio
de cada oferta. Para conseguir boas propostas, ele decide frequentar o alto escalao de
Brasilia. Em média, a cada semana uma oferta de cargo lhe é apresentada. Por outro
lade, para frequentar os detentores do poder, entre jantares, presentes e convites ele
despende semanalmente uma quantia média ¢. A cada domingo ele deseja saber se deve
aceitar a mais bem paga daquelas posigdes J& oferecidas ou passar uma nova semana em
‘busca de uma oferta eventualmente melhor e gastar a quantia ¢ novamente.

Scja Y; & remuneragio do i-ésimo emprego proposrto. Estabelecendo algumas hipé-
teses sobre ¥, no capitulo VI, encontraremos uma estratégia que maximize em média
o valor

121.'&5}{:: Y —cn.

No capftulo T apresentaremos de maneira suscinta alguns elementos da teoria de
probabilidade. Sugerimos ao leitor que numa primeira leitura percorra este capitulo sem
se preocupar com detaihes, apenas para familiarizar-se com a notagio empregada. Em
seguida utilize este capitulo como compéndio de resultados necessirios para demonstrar
rigorosamente as afirmagdes dos capitulos seguintes.

No capitulo II apresentamos uma pequena introdugdo & teoria dos processos es-
tocésticos. Neste capitulo introduzimos o conceito fundamental dos tempos de parada.

Nos demais capitulos resolvemos os problemas enunciados informalmente nesta in-

troducio,






CAPITULO I

ELEMENTOS DA TEORIA DE PROBABILIDADE

§1. Espago de Probabilidade

A primeira etapa para resolver os problemas apresentados na introdugio consiste
em elaborar uma teoria matemadtica capaz de modelizar experimentos onde os resultados
podem variar a cada repetigio.

Para clarificar os conceitos definidos nesta se¢io, estudaremos dois exemplos sim-
ples. Desejamos modelizar os seguintes experimentos. No primeiro, langamas um dado
honesto e observamos o ntimero gravado na face virada para cima. No segundo escolhe-
mos a0 acaso um nimero no intervalo [0,1]. O primeiro passo da modelizagio serd definir
o conjunto de todos resultados possiveis. No primeiro exemplo os resultados possiveis
sio os inteiros contidos entre 1 e 6: {1,2,...,6} e no segundo exemplo, o intervalo
[0,1). Notaremos por § o conjunto de todos os resultados possivels e chamé-lo-emos de
espago amostral. Desejamos em seguida atribuir uma probabilidade acs subconjuntos
do espago amostral. No primeiro exemplo se A é um subconjuntos de {1,...,6}, de

forma natural podemos definir a probabilidade do conjunto A como

#A

P[A}= ?a

onde #A4 indica o ntmero de elementos de A. Esta implicito nesta definicio a idéia de

que cada face do dado tem probabilidade igual de aparecer.
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No segundo exemplo, para um subconjunto 4 do intervalo [0,1], desejariamos definir
a probabilidade de A como o comprimento do conjunto A. Ora, um teorema profundo
da teoria da medida assevera que existem conjuntos aos quais nio é possivel atribuir um
comprimento. Portanto nio podemos neste exemplo atribuir uma probabilidade a todo
subconjunto de [0,1]. Um conjunto ao qual se atribui uma probabilidade sera chamado
de evento aleatdério. Notaremos em todo este livro por A a classe dos conjuntos aos
quais se atribuird uma probabilidade.

Para podermos elaborar uma teoria, a classe A deverd possuir algumas proprieda-
des. Como ) representa o conjunto de todos os resultados possiveis, vamos atribuir a

Q0 probabilidade igual a 1. Portanto  deve pertencer a A:
(A1) QeA

Por outro lado se a um conjunto A atribui-se uma probabilidade, parece razodvel
atribuir ao conjunto complementar A¢ probabilidade ignal a 1 menos a probabilidade

de A. Portanto exigiremos da classe A a propriedade:
(A2) Aed= A°c A

Finalmente para enriquecermos a classe A, vamos exigir que A contenha a reunido

de dois conjuntos que estejam em A

(A3) A, Be A= AUBc A

DEFINIGAO 1.1: Uma classe de conjuntos que possui as propriedades (A1), (A2) e (A3)
é chamada de algebra.

Vejamos algumas propriedades das algebras.

(11) ¢cA
De fato, pela propriedade (A1), @ € A e pela propriedade (A2) ¢ =Q° € A.

(12) Ajedi<j<n= (JAede N4 A
j=1 j

=1
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De fato, vejamos inicialmente para n = 2. Pela propriedade (A3), A4, U A4; € 4.
Por outro lado, 4; N Az = (45 U A3)° € A pelas propriedades (A2) e (A3). Podemos
completar a demonstragio com argumentos de indugdo. Deixamos ao leitor o encargo
preencher os detalhes do final desta prova. Todos os detalhes omitidos neste capitulo
podem ser encontrados no excelente livro de B. James [J].

No primeiro exemplo a dlgebra natural A serd a classe de todos os subconjuntos
de Q. No segundo exemplo podemos considerar a dlgebra A formada pelos conjuntos
que podem ser expressos como uma reunido finita de intervalos, onde consideramos os
conjuntos unitdrios {u} e o conjunto vazio como intervalos degenerados. Nio é dificil
verificar que esta classe possui as propriedades (A1), (A2) e (A3). Seja A o conjunto
dos racionais de [0,1]: 4 =Qn [0,1]. A ndo pertence 4 classe .A. Por outro lado nio &
dificil convencer-se de que A tem comprimento nulo: seja £ > 0 e seja {r, &k > 1} uma
enumeragdo dos racionais de [0,1]. Notaremos por C' o comprimento de um conjunto:
£

cia) e Jwy - 57

7
21

izt

=Z§=25.

izl

€

3 ?-j+ 2J)

Portanto C(4) = 0.
Este exemplo deve convencer o leitor que a estabilidade da classe .4 por reunides
finitas (propriedade (A3)) nio ¢ suficiente. Vamos enunciar uma propriedade suplemen-

tar, a estabilidade da classe por reunides enumerdveis:
(Ad) Ajed, j>1 = Ui 45 € A

DEFINIGAO 1.2: Uma classe de conjuntos possuindo as propriedades (A1), (A2) e (A4)

serd chamada de o-glgebra.



Vejamos algumas propriedades das o-algebras.

(1.3) Toda ¢-algebra é uma algebra.
Basta verificar a propriedade (A3). Sejam A e B conjuntos da classe A. Seja

Ay=AeA;=Bparaj>2 Entdio AUB= | 4; € A
i21

(14) A;€4, j=21= ﬂAjEA.

izl

Quando o espago § for enumerével, consideraremos a o-algebra A como o conjunto
das partes de Q: A = P(1). Quando Q for um subconjunto de R? a o-dlgebra A
serd definida como sendo a menor g-algebra que contenha todos os intervalos. A esta
o-4lgebra da-se o nome de o-dlgebra de Borel. Os conjuntos desta a-ailgebra.vseréo
chamados de borelianos. Como n#o estudaremos quase probabilidades definidas em R,
vamos ater-nos a esta definiciio e deixar a cargo do leitor no exercicio 5, provar que
existe realmente uma menor ¢-dlgebra que contenha todos os intervalos.

J4 definimos o espago amostral e os conjuntos aos quais se¢ atribuird uma probabi-
lidade. Resta a definir uma fungéo de probabilidade.

Seja P: A — [0,1] uma fungio. Como o espago amostral é o conjunto de todos os

resultados possiveis, vamos impor a P uma propriedade:
(P1) P[Q]=1

A funcfo de probabilidade devera ser positiva:
{(P2) P[A] = 0 para todo A € A

Finalmente, se os conjuntos A; em A forem dois a dois disjuntos, a probabilidade

da reunido dos 4; deverd ser igual & soma das probabilidades:

(P3) AjeA,j>1leANA;=¢paraisj=P{}A;]= 2 P(4;)
izl izl

DEFINIGAO 1.3: Uma funcio P: A — [0,1] com as propriedades (P1), (P2) e (P3) serd
chamada de probabilidade.



Terminamos assim de definir o nosso espago de probabilidade.

DEFINIGAO 1.4: Uma trinca (2, A, P) onde A é uma o-algebra de subconjuntos de §

€ P uma probabilidade definida em A serd chamada de espago de probabilidade.

Vejamos, antes de encerrar esta primeira segio, algumas propriedades das proba-

bilidades:
(L8)  P(¢)=0.
De fato, pelas propriedades (P1) e (P2), Pgy=1-P(Q)=0.
(16) A, BeA, ANB=¢=> P(AUB) = P(4) + P(B).
Seja Ay = A, As = Be A; = ¢ paraj > 3. Os conjuntos Aj sio dois a dois disjuntos
e pelas propriedades (P3) e (1.5), P(AUB) = P[_LSJ] Aj] = 3,51 P(A;) = P(A)+P(B).
12
(L7) A,Be A, ACB= P(A) < P(B).

De fato, B = AU(B\A). A e B\A sio disjuntos. Logo por (1.6) P(B) = P(AU
(B\A)) = P(A) + P(B\A). Como pela propriedade (P2) P(B\4) >0, P(4) < P(B).

(18) P(A%) =1- P(4)

A e A® sio disjuntos. Como 2 = AU A°, pela propriedade (P1} e por (1.6}, 1 =
P(Q) = P(A) + P(A°). Logo P(A°)=1— P(4).
Diremos que uma seqiiéncia (Ax)n>1 de conjuntos cresce para A e notaremos por

An T A se para todo inteiro n > 1, A, C Ant1 ¢ A = |J 4;. De maneira ansloga
jz1

definimos A, | A.

(L9) A;j€A,j>1 4;1 A= P(4) = lim P(4,).
j—oo

j—1
Paracadaj > 1,seja B; = A\ ( U A;) . Os conjuntos B; sfo dois a dois disjuntos

=]
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K
e pertencem a o-algebra A. Por outro lado, |J 4; = |J B;j e Ax = |J B;. Logo,
izl izl j=1

Pl4] = P[] 4;) = P[| ] B]]

izl izl
k
= > _P[Bj) = lim 3 PIB)]
jzl =1

&
= lim P[_U1 Bj] = lim P[Ay].
i=

Finalmente, temos

(1.10)  Scjam 4; € A, j = 1. Entao P[ |} 4;] £ > P(4;).
izl izl

Como em (1.9), definimos os conjuntos B; para j = 1. Temos que

Pl J 4;1= ) P(B)]

i1 izl

= > P\ (49

izl

<Y Pl4),

izl

onde utilizamos (1.7} para obter a desigualdade tltima.
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§2. Probabilidade condicional, Independéncia

Em alguns experimentos, informagées a priori alteram as probabilidades de certos
eventos. Vejamos um exemplo.

Considere um cidadio que tenha jogado numa loteria onde dois nfimeros distintos
entre 1 ¢ 20 séo sorteados. Ele deseja saber se ganhou. Podendo unicamente escolher

dois nimeros entre 1 e 20, suas chances de acerto sio (%j = 155+ Suponhamos que
2

ele nfio tenha apostado em nenhum ntmero da segunda dezena e que nenhum nimero
da segunda dezena tenha sido sorteado. A probabilidade de acerto foi modificada pois

restaram o~ = 1 combinacdes diferentes. Portanto informagGes conhecidas podem
( x ) 90 ag G p

alterar a probabilidade definida na o-lgebra A.

Neste exemplo o espago amostral §2 foi restrito a um conjunto 2* menor, de todos
os resultados possiveis satisfazendo a uma condigio formulada. Baseado neste exemplo
apresentamos o conceito de probabilidade condicional.

DEFINIGAO 2.1: Seja (2,4, P) um espaco de probabilidade e seja B um elemento de
A. A probabilidade de um evento 4 dado B é

(21)  PlA]|B] = Hg58 sc P[B] > 0.

Se P[B] =0, adotaremos a convengio
P[A|B]=0 se P[B]=0.

EXEMPLO 2.2: Considere um casal com dois filhos dos quais um ¢ uma menina.
Qual a probabilidade (io casal ter um menino? Neste exemplo o espa¢o amostral
Q= {MM,MH HM,HH} e a o-élgebra A o conjunto das partes de 0 P(Q). Atri-
buimos a cada conjunto unitirio probabilidade 1 /4. Seja A o evento “ter um menino”

¢ B o evento “ter uma menina”. Por definigdo,

P[AIB]:P[AHB]—% 2

P[B] 3

11



que é menor do que a 3/4, a probabilidade de A. Portanto saber que B ocorreu,

modificou a probabilidade de A. Estes dois eventos néo sdo independentes.
Intuitivamente, se desejamos definir a independéncia de dois eventos, dirfamos que

um evento A ¢ independenie de B se B nio fornece nenhum acréscimo de informagio

sobre a realizaggo ou néo de A4, logo se
P[A | B] = P[A).

Mas desejamos uma. relago reflexiva (se A é independente de B entéio B ¢é independente
de A).

Ora, pela definicao 2.1, esta ltima relagio pode ser reescrita como
P[AnN B] = P[4)P[B)].

Portanto P[4 | B] = P[4] se e somente se P[B | A] = P[B], se e somente se P(ANB) =
P|A}P[B]. Portanto podemos apresentar a
DEFINIGAO 2.2: Dois eventos A e B de um espago de probabilidade (£,.4,P) séo

independentes se

P[4 N B] = P[A]P|B].

Seja (Ag)aer uma familia de eventos onde I é um conjunto enumerdvel ou ndo de
indices. Inspirados na definigdo 2.2, se desejamos extender o conceito de independéncia,
poderiamos inicialmente propor a seguinte
DEFINIAO 2.3: (Independéncia 2 a 2). Os eventos (A, )eer sdo ditos independentes se
para todo o % S em I,

Pld, N Ag] = P[AL]P[Ag].

Todavia a iiltima relacio nio garante que a probabilidade da intersegio de trés
eventos seja igual ac produto das probabilidades. Vejamos um
ExEMPLO 2.3: Considere o experimento no qual dois dados henestos sao langados.
Sejam A; o evento “o mimero langado pelo primeire dado é par”, 4; o evento “o

12
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nimero langado pelo segundo dado & par” e Az o evento “a soma dos niimeros obtidos
no primeiro ¢ segundo dado é par”. Podemos verificar que A;, Ay e Ay sfio 2a 2

independentes segundo a definigio 2.3. Porém,

3
1,1
PlA N A, N Ay] = 175 11 P14a.

i=1

Temos portanto a

DEFINIGAO 2.4: Sejam (Q, A, P) um espaco de probabilidade e (As)wer uma Tamilia
de eventos. Esta familia serd dita independente se para toda subfamilia finita Aagsenn,

Aa,,

HP[AG.

||D=

§3. Varidveis aleatdrias e Esperanga

Estaremos interessados nos préximos capitulos em analisar com certa mintdeia al-
guns exemplos de Espagos de Probabilidade. Em principio, o espago £ pode ser qualquer
conjunto. No entanto, para podermos aprofundar nosso estudo mergulhamos o espaco
2 em RY. Com este intuito consideraremos fungdes X: 0 — RE.

Na primeira secfio deste capitulo, apresentamos os borelianos de R?. Notaremos
em todo este livro por By os borelianos de RY. Desejamos a partir da fungio X e
do espago de probabilidade (£, A, P} definir wma probabilidade Py em (R%,B,). A
maneira natural de fazé-lo é definir para um boreliano B de R a probahilidade de B
por

Px|B] = PLX~Y(B).

13



Para que a defini¢io acima tenha sentido é preciso que X ~'(B) € A para todo

boreliano B, temos portanto a

DEFINIGAO 3.1: Uma fungio X: Q — R sera dita uma varidvel aleatdria A-mensurdvel

se para todo boreliano B de R X~1(B) € A.

Antes de prosseguir fagamos algumas observaces sobre a defini¢do acima.

OBSERVAGAO 3.1: Uma fungio X:© — R definida em um espago de probabilidade

(Q, A, P) é A-mensurivel se ¢ somente se para todo real 7, X~((—oc,7]) € A.
Veremos um esboco da prova desta observagio nos exercicios.

OBSERVAGAO 3.2: Se X e Y:0 — R sio A-mensuraveis, entio X + 1" e X1 sho A

mensuraveis. Seja f: R? — R™ uma fungio Bg-mensurdvel entao f(X') é A-mensuravel.

Deixamos as demonstracdes destas afirmagdes ao leitor.

Nos préximos capftulos sempre que nio houver ambigiiidade uma v.a. X A-men-

surdvel serd chamada simplesmente variavel aleatéria. Vejamos um
EXEMPLO 3.1: Uma moeda é langada repetidas vezes até obtermos cara.

Neste exemplo podemos considerar o seguinte conjunto enumeravel come espago

amostral §2:

Q = {(K),(C, K),(C,C,K),... }.

Notamos  para coroa e I{ para cara. O elemento (C,C,. .. .,VC', I) onde € aparece
n vezes representa a seqiiéncia onde obtivemos coroa nos n primeiros langamentos e cara
no (n + 1)-ésimo. Como o espago é enumerdvel, .4 serd a classe dos subconjuntos de {2.
Se a moeda. for honesta, a probabilidade P em §2 sers. dada por Plw] = P[{w}] = 77,
onde |w| representa o compnmento da seqiiéncia w.

Sejn X:Q — R a v.a. definida como X(w) = |w|. Logo X(w) € N para todo
w e .

Seja B um boreliano de R, X ~!(B) C Q. Como A contém todos os subconjuntos

14



de Q, X~!(B) € A. Logo X é uma v.a.. Ademais, para todo n € N

Px[n] = PIX~}(n)] = P((C, C,... ,C, K] = % — ~2-1-

Desejamos calcular o valor médio de uma varidvel X. Intuitivamente corresponde
a considerar a média dos valores da varivel X, ponderada pelos pesos (probabilidades)
dos valores de X.

Diremos que uma v.a. definida em um espago de probabilidade (&4, A4, P) ¢ discreta

se existir um conjunto enumerivel {xj}i>1 para o qual

> PX =gj]=1

i1

P[X =2;]>0 paratodoj> 1.

Diremos que o conjunto {z;,; > 1} é o conjunto dos valores possiveis da v.a.

discreta X,

DEFINIGAO 3.2: Uma varidvel aleatdria discreta cujos valores possiveis sdo dados por

{z;,7 > 1} serd dita integrivel se

Z |z;| P[X = xJ] < oo

321

No exemplo 3.1, a v.a. discreta X ¢ integrivel pois b jélg— =2 < co.
i>1

DEFINIGAO 3.3: Seja X uma v.a. discreta e integravel. Seja {z;,7 = 1} o conjunto dos

valores possiveis. A Esperanca de X ¢ notada e definida como:

E[X] = "2;P[X = z;).
i1

Vejamos algumas propriedades da Esperanca.
(E0) X(w)=C, Ywe Q= E[X]=C.

15



A propriedade é imediata a partir da definicio.
(E1) Sejam X e ¥ duas v.a. integréveis. Se X <Y entio E{X] < E[Y].

Vamos demonstrar o resultado no caso onde o conjunto dos valores possiveis de X

e Y estd contido nos inteiros.

E[X]= > kP[X = K]

3.1) keZ
=Y PIXzk- Y P[X<K.
k>1 B<—1

Como X <1, o evento {¥ < &} estd contido no evento {X £ k}. Da mesma
forma, {X > k} € {¥ > k}. Logo, pela propriedade (1.7), P[¥ < k] < P[X < k] e
P[X > k] £ P[Y 2 k]. Portanto, por {3.1)

EX)SY PV 2 K- > PIX <H=EY]
E>1 k<—1

(E2) a,b€ R = ElaX +b] =aE[X]+ b

Seja {z;,7 > 1} o conjunto dos valores possiveis da v.a. discreta X. Logo {az; +
b,j > 1} é o conjunto dos valores possiveis da v.a. discreta aX + b. Portanto, por

definigao,

ElaX +b] =Y (az; + b)P[aX +b = az;j -+ b]

:aijP[X=$j]+bZP[-X=$J‘]

=aE[X]+0

Seja X uma v. a. discreta e {;; 7 > 1} o conjunto de valores possiveis de X.

Seja ¢ uma fungio mensurdvel, ¥ = (X)) é uma nova v. a. discreta com conjunto de
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valores possiveis dado por {g(z;); j > 1}. Desejamos uma férmula que permita calcular
a esperanga de ¥ = o(X) a partir da v. a. X. Temos:

(E3) Seja ¢ uma funcio mensuravel, Se 2o le(@e)|PIX = 24]) < oo,
E[p(X)] = > o(z)PX = 2,].
%

De fato ¢(X) ¢ uma varidvel aleatéria cujo conjunto de valores possiveis é dado
por {p(zx),k > 1} = {y;,j > 1}. Logo pela definicio,

Elp(X)]) =Yy Plo(X) = y;]

izl

=2 v 3y, PX=g

J21 kpizy)=y;

=2 > p(z)PIX = oy

321 kp(re)=y;

= wlze)P[X = a4,
k

(E4) Seja ¢ uma fungdio convexa ¢ X v. a; E[X] € R. Entdo Elp(X)] = (E[X]).
Como ¢ & convcxu; para todo real a,, existe a € R; w(e) > afr —1,) +2(x,). Logo
@(X(w)) > a(X(w} — z,) + ¢(x,) para todo w € Q. Pelas propriedades (E0), (E1) e
(E2),
Ble(X)] Z a(E[X] - o) + o(z0)-

Portanto, se 2, = EX, obtemos
Elp(X)] 2 o( EIX]).

Da propriedade (E4), seguem-se, para o(z) = || e @(x) = 27, as seguintes desi-
gualdades
B[X*) 2 (E[X]? e
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E{X]] = |E[X]|.

Na prova de propriedade (E1), demonstramos que se X é uma v.a. real discreta
cujo conjunto dos valores possiveis esta contido nos inteiros positivos, entio

(2)  BlX]= T PIX2H.

Vamos extender o conceito de independéncia As varidveis aleatorias.

DzFINIGAC 3.4: Seja {X,4, e € I} um conjunto de varidveis aleatérias. Diremos que
estas v.a. sdo independentes se para todo subconjunte finito de indices a;,... ,an €

para todos borelianos By,... , By,

P(Xq, € By,... , Xq, € Bo] = [[ P[Xa; € By].
j=1

Temos o seguinte critério para independéncia de varidvels aleatérias:

PROPOSIGAO 3.1. As varidveis aleatdrias X,,... , X, sdo Independentes, se e somente

se, para todo (r1,... ,7n) € R",

n
PlX;<r,...., X, &r,]= HP[X,- <7y

i=1
Uma demonstracio deste resultado pode ser encontrada em [Ch].

OBSERVAGAO 3.3: Seja {X,,a € I} uma familia de v.a. independentes e sejam
A; = {al,. .. ,ai.‘_} C I,1 <i < n conjuntos finitos de indices 2 a 2 disjuntos. Um
teorema da teoria da medida permite provar que se F:R* — R, 1 < 1 < n sdo
fungbes mensurdveis entdo as v.a. Fi(Xq,... ’Xﬂil)"" yFa(Xan,. ’X“E,.) 530 in-
dependentes. Em outros termos, fungdes mensuréveis de conjuntos disjuntos de varidveis
aleatérias independentes, sdo independentes.

.EXEMPLO 3.2: Sejam X;, X», X3, Xy e X5 v.a. independentes entdo X; + X, %f e

X? sfo independentes.
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Vejamos uma dltima. propriedade da esperanga de uma, v. a.
(E5) Sejam X, X, duasv. a. discretas, independentes e integraveis. Neste caso,
E[X, Xa] = E[X\]E[X,]
De fato, se {w;, iz1}e {:r:f, J = 1} representam os conjuntos dos valores possiveis
dasv. a. X; e X, os valores possiveis da v. a. X, X, éo conjunto {3, k,j > 1}. Nio

é dificil verificar que X, X, é integravel. Por outro lado, pela definigio da esperanga,

BlX:Xo] = ) aja}PlX) = o}, X; = 23],
Ak21

Por independéncia, P[X; =2}, X, = 2}] = P[X) = x;]P[X; = z}]. Logo,

BX,Xo] = 3 olelPlX: = }|P[X, = o)

j’kzl

=3 a}PIX) = 21) Y e} P[X; = 23]
izl E>1

= E[X1]E[X.],

pois X e X; sdo integriveis.

Encerramos esta se¢io eminciando dois teoremas muito ttels. A demonstragio,
omitida por encontrar-se acima do escopo deste livro, pode ser encontrada em [CT]
(Teorema IV.2.2 e Coroldrio 1V.3.2.). Seja (@, A, P) um espago de probabilidade. Seja
(Xn)nz1 uma seqiiéncia de v.a. definidas em (2, A, P). Suponhamos que exista uma
varidvel aleatéria para a qual X, (w) — X (w) quase certamente. A saber, existe um
conjunto {2, € A4; P[§,] = 1 e para todo w € §,, 1111_{20 Ap(w) = X(w). Gostarfamos
de concluir que E(X] = E[im X,] = nlgréo E[X,]). Os dois teoremas abaixo fornecem
hipdteses suficientes para permitir a troca da esperanga coimn o limite.

Doravante, diremos que uma propriedade £ em um espago de probabilidade (§2, 4,
P) é quase certa se existir um clemento Qy de A de probabilidade 1 que contenla o
conjunto dos w que verificam £. Assim, uma v. a. X é menor ou igual a uma constante

€o quase certamente se existe {39 € A; P[] = 1 e X(w) < ¢y para todo w € .
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TEOREMA 3.1. (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (Xn)a»1 uma seqiiéncia de
a.. Se existe uma constante ¢ € R tal que X,(w) > ¢ quase certamente e se X, T X
quase certamente entdo
E[X.] T E{X).
TEOREMA 3.2. (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (X, )n>)1 uma seqiiéncia de
a.. Suponha que existe uma v.a. Y tal que |X,| < ¥ quase certamente ¢ E[Y] < co.

Se X, — X quase certamente entdo

lim E[X,]= E[X].
Tt —r 00

§4. Esperanca Condicional

Vimos na seciio 2 a defini¢iio de probabilidade condicional. Portanto se X e Y sao

duas v.a. discretas com conjuntos de'valores possiveis iguais a {z;; 7> 1} e {ys; k > 1}
podemos definir a distribuigio condicional de X dada Y

P[X = :E,'.,Y = yk]
PlY =y

PX=u2;|Y=y]= kiz>1.

Da mesma forma podemos definir a esperanca condicional de uma varidvel aleatdria

discreta X conhecida uma v.a. discreta ¥

BX|Y=y]=) z;P[X =2; | Y =w]

izl
4.1
b =4 PlX =z;,Y = yi]
- ; )
= PIY =]

Conclui-se da definigio que a esperanga condicional de X dado ¥, E[X |Y = yi]

¢é uma fu_r!gé.o da varidvel ¥
(42 EX Y =y = G(ye).
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Esta nova varidvel aleatéria, funcio da v.a. Y, serd notada por
EX|Y)
No subconjunto {Y =y} de @ a v.a. E[X | V] & igual a:

EX|Y = yx] = Z:L‘,‘P[X =z; | Y =y
i1

Vejamos um exemplo e algumas propriedades da esperanca condicional.

EXEMPLO 4.1: Considere um distribuidor automdtico de notas. Desejamos calcular
o valor médio das retiradas didrias para nio deixar uma quantidade desnecessdria de
dinheiro no distribuidor, nem insuficiente para atender a todos os clientes. Seja N o
namero de clientes diarios e seja X; o valor do pedido do i-ésimo cliente, ¢ > 1. Vamos
admitir que as varidveis aleatérias N, X, X,,... sejam independentes e que as varidveis
A1, Xy, X, scjam identicamente distribuidas, Vamos, para simplificar, supor que

o conjunto dos valores possiveis de X esteja contido em N. Logo se R representa a

N
quantidade de dinheiro necessiria, R = 3 Xj.
i=1

Desejamos calcular a esperanga de R. Podemos, a partir da defini¢fo (4.1), calcular

a esperanca condicional de B dado N

N
E[R|N=n]=E) X;|N=nq]

_ZLP[ZX =k|N =nj
k>0 F=1
P[E IX_A N =n]
= L 1=
é N =n)]
P[Y% Xi=k N =n]
=L
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Como 2 v.a. N é independente de X, X3,..., pela observagio 3.3, N é independente

n n
de ¥, X;. Logo P[;1 Xi=kN=n]= P[__EIX,- = n}- P[N = n]. Portanto,

E[R|N=n]= ka[i:x,- = k]

k>0 i=1 .

- B[} x

i=1

= Zn:E[X,] = nE[XI].

i=1

Destarte,

E[R| N] = NE[X,].
Vejamos agora algumas propriedades da Esperanca Condicionak
(EC1) E[G(Y)E[X | Y]] = E[XG(Y)] para toda fungao mensurdvel e limitada G, se X
for integravel.
De fato, scja G uma tal fungdo. Por (4.1) e (E3),

E[G)EIX | Y]} =

Y G)EIX | Y =y PIY = ui]
k>1

> Gy) Y 2 PIX =25 1Y = ylP[Y =yl

k>1 i>1

> Glyw)wiPlX = 2;,Y = il
K721

= E[G{Y)X].
Em particular, considerando a fungio G constante igual a 1, E[E[X | Y]] = E[X].

. Podemos portanto calcular a esperanga de R no exemplo 4.1, E[R] = E[E[R | N]] =
E[NE[X;]] = E[X,]E[N]. Este resultado confirma nossa intuigdo, o valor médio das
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retiradas é igual ao produto do nitmero médio de clientes corn o valor médio da retirada

de cada cliente.
(EC2) (Principio de substituigio). Seja w: R? — R uma fun¢do mensurdvel com w(X,Y)
mtegravel. Temos:

Elp(X, Y)Y =y] = Elp(X,y} | Y = ).

De fato,

Elp(X,¥)|Y =y]= Y olze,4;)P[X =04,V =y; | ¥ = o
k,j>1

PX =z, Y=y, Y =4
= > ¢z, y5) X =¥ =0, Y =y

5 PlY =y]
Y e,y D= Y =]
= ,‘k’ —
k>1 P[Y“‘y]

= oz, y)P[X = a4 | ¥ =y
E>1

=Elp(X,y) | ¥ = y).

Este resultado afirma que podemos substituir dentro da Esperanca Condicional ¥ por
seu valor. Em particular, Ele(Y) | Y = y] = Elp(y) | Y = y] = ¢(y). Portanto,
Elp(Y) [ Y= oY).
(EC3) Se X eV siio independentes entfio E[X | Y] = E[X].

Se X e Y sdo independentes, nenhuma informaciio sobre X ¢ fornecida por V.
Portanto o valor médio de X nio se modifica ao sabermos o valor de Y: E[X | Y] =
E[X]. Formalmente, como X e ¥ sfo independentes:

EX|Y=y}=) axP[X =a1 | ¥ =4
k21

=Y aP[X = 2] = E[X].

k=1
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Desejamos extender o conceito de esperanga condicional a situacdes mais gerais
onde condicionamos uma varidvel aleatéria em relagéo a uma g-algebra. Baseados na
observagio 4.2 e na propriedade (EC1), introduzimos a
DeFINIGAC 4.1: Seja X uma v.a. integravel definida em um espago de probabilidade
(22,4, P). Seja F uma o-3lgebra contida em A (4 € F = A c A). A esperanca
condicional de X dada F notada por E{X | ] é uma v.a. com as propriedades:

(4.3) E[X | F] é F-mensurdvel.

{4.4) Para toda v.a. Y limitada F-mensurdvel,

E[YE(X | Fl| = E[Y X].

(EC4) SeY & uma varidvel aleatéria limitada e F-mensurével entao EXY | Fi=
YE[X | F)

Para demonstrar esta assergio basta verificar que a v.a. YE[X | F] possui as
propriedades (4.3) e (44). Como Y ¢ E[X | F] sfo F-mensuriveis, pela observagao
3.2, YE[X | F] é F-mensuravel, verificando (4.3). Seja Z uma varidvel F-mensurdvel
limitada. Desejamos provar que E{ZY E[X | ]| = E[ZY X}, Como ¥ é F-mensurdvel
e limitada, pela observagio 3.2, ZY é F-mensurdvel e limitada. Logo, pela definigio de
E[X | F), E[ZYE|X | F]] = E|ZY X], encerrando a demonstragio de (4.4).

A propriedade (EC4) permite retirar da esperancga condicional toda varidvel F-

mensuravel.

(EC5) Sejam F e G duas o-dlgebras com F C G (Ae F= AcG). Entao
E[E[X | 6] F]=E[X | F].

Novamente para provar a igualdade (EC5) devemos verificar (4.3) ¢ (4.4} para
E[E[X | 6] | F]. Como E{E[X | G] | F] é F-mensurével, (4.3} é trivial. Por outro lado,

seja Y uma v.a. limitada F-mensurdvel.
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Como Y é F-mensurdvel, pela definigio da esperanca condicional da v.a. E{X | G]

em relagéo a o-dlgebra F,
E[YE[EX |G]| F]| = B[YE[X | G].

Como Y é F-mensurivel e 7 C G, ¥ é G-mensuravel. Logo, pela definicio de

esperanga condicional de X em relagio a o-dlgebra G,
E[YE[X |G]] = E[YX].

Portanto,

EYE[E[X | 6] | 7] = BY X],

provando (4.4).
Finalmente,

(EC8) Se X ¢ F-mensurdvel, entdo E[X | F] = X.

As propriedades (4.3) e (4.4) se verificam imediatamente.

Exercicios.
Exercicios 7, 8, 9, 10, 14, 17, 18 ¢ 19 do capitulo 1 de [J].
Exercicios 22, 23 e 29 do capitulo 2 de [J].
Exercicios 6, 7, 10 e 11 do capitulo 3 de [J].
Exercicios 1, 7, 9 e 10 do capitulo 4 de [J].

Exercicio 6 do capitulo 1 de [I].

E A s

. Demonstre que uma fungéo X: Q2 -+ R é uma v. a. se X~ !{(—oc0,7]) € A para
todo r € R. (Sugestdo: Seja C = {B € R; X~ !(B) € A}. (i) Mostre que € ¢ uma

g-dlgebra. (ii) Prove que C contém todos os intervalos e conclua).
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CAPITULO 11

INTRODUGCAO AOS PROCESSOS ESTOCASTICOS

Introduzimos no capitulo anterior o conceito de espago de probabilidade.
Vimos em alguns exemplos como modelizar experimentos a partir deste conceito.

Desejamos agora encontrar um modelo para uma seqiiéncia de experimentos.

EXEMPLO 1.1: Podemos considerar uma seqiiéneia de langamentos de uma moeda. O
espaco amostral £ consiste em todas as seqiiéncias de caras (K) ou coroas (C) : 2 =

{(wi}iz1, wi = K ou C}. Desejamos atribuir uma probabilidade a toda seqiiéncia finita.

Seja (ay,. .. ,an) uma seqiiéncia finita de caras e coroas (a; = K ou C,1 <1< N)e
considere A(e,... ,@n) o subconjunto de § dado por
(1.1) Aloy, ... ,ay) = {w e Qw; = a1 << NL

Os subconjuntos que dependem de um ndmero finito de coordenadas sdo chamados
de conjuntos cilindrices. Como desejamos atribuir uma probabilidade aos conjuntos
cilindricos, a o-algebra A deve conter todos estes conjuntos.

A classe dos conjuntos cilindricos nio forma uma o-dlgebra. Por exemplo seja

N
| 2 . . S -
Q, = {w;lf\lfl_,lgofﬁ E Liw=ny 2 5} o conmjunto das seqiléncias eujo nameroc médio

i=1
de caras ¢ maior ou igual a 2/3. {2, ndo depende apenas de wn nimero finito de
coordenadas, portanto £, nfo é cilindrico. Por outro lado, {1, pode ser expresso a

partir de conjuntos cilindricos:

e (U () (5t 3- 1)

PPk, 21k, izl

26



Esta igualdade significa que ), pertence a toda a~élgebraf que contiver os conjuntos
cilindricos,

Como para os borelianos, a o-dlgebra natural serd a menor o-digebra que contiver
todos os conjuntos cilindricos, Ela sera notada por A e algumas vezes por Fo.

Para definir uma probabilidade em .4, comecaremos atribuindo uma probabilidade

aos conjuntos cilindricos
N N
(12) P[A(O{l, - ,OfN)] = pEi:l lfaj=x} (1 — p)2;=1 Ha;=c)

onde p é um pardmetro entre 0 e 1. Esta probabilidade corresponde a considerar
os langamentos independentes. A probabilidade de obter cara em qualquer um dos
langamentos é igual a p.

A classe dos conjuntos cilindricos forma uma algebra C. A funcio P definida
em (1.2), na dlgebra C, possui as propriedades (P1) e (P2) da segéio 1 do capitulo 1.
Ademais, ela ¢ aditiva em C: se 4, B € C, AN B = ¢, entdo P[AUB] = P[4] + P[B].
Um teorema da teoria da medida assevera que podemos extender a fungéo P a o-dlgebra
A gerada pelos conjuntos cilindricos de forma a obter uma probabilidade em 4. Esta
extensdo é unica em certo sentido.

Assim construimos um espago de probabilidade (2, 4, P) capaz de modelisar o
experimento que consiste em lancar uma moeda. sucessivas vezes.

No espago (2, A4, P) podemos definir uma seqiiéncia de varidveis aleatérias (Xn)nz1:

0 se w, =
Xp(w) =

1 se wy, =N

Nio ¢ dificil verificar a partir de (1.2) que as v.a. {Xn,n 2 1} sdo independentes
e identicamente distribuidas com
PX,=1=1-PX,=0=p. -
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Podemos agora apresentar a

DEFINIGAO 1.1: Seja (§,.4, P) um espago de probabilidade. Uma seqliéncia de v.a.

(X,) indexada por N ou N* ser4 chamado de processo estocastico.

EXEMPLO 1.2: Suponha que desejamos acompanhar a evolugio do valor de uma agéo
na bolsa. Nesta situacio, podemos considerar como espago amostral £ = {(w;)iz1,w; €
N} = N*, w; representando o valor da acio no i-ésimo dia em centaves. Como no
exemplo 1.1, a o-dlgebra A serd a o-dlgebra gerada pelos conjuntos cilindricos (i.e.
a menor o-algebra que contém todos os conjuntos cilindrices) e podemos definir P
em A de diversas formas. Como estamos interessados em alguns exemplos de proces-
sos estocasticos, evitando as dificuldades técnicas, nfio nos preocuparemos em provar
a existéncia de espago de probabilidade nos quais possam ser definidos processos es-
tocasticos complexos. Vamos admitir que eles existem. No exemplo 1.1 apresentamos
urmn breve resumo de uma forma de construgio destes espagos. Ateremo-nos i descrigio

14 realizada.

Em todo este opisculo, F, representard a c-algebra gerada por X;, Xp,... ,X,, 2

saber, a menor g-dlgebra para a qual X;,Xs,... , X, sejam mensuriveis.

No exemplo 1.1, a g-dlgebra F,, é a classe dos subconjuntos de £ que sé dependem

das n primeiras coordenadas:
Fa={AGucdewj=w; 1<i<n=wcAdl

De fato, inicialmente, pode-se verificar sem muita dificuldade que F,, é uma o-4lgebra
pois tode conjunte de F, é uma reunido finita de conjuntos A{a;,...,ay,), definidos
em (1.1). .

Por outro lado, para 1 < k £ n, X, é certamente F,-mensurdvel pois para todo
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boreliano B,

Q se  B2{0,1}
{w;wgy =K} se 1c€Bel0¢B
{w; wi = C} se 0cBel¢nRB

& caso contrario

X (B)=

Como os quatro conjuntos estio em Fp,, X; & F,-mensurdvel. Finalmente, seja G uma
o-algebra para a qual X;,... , X, seJam mensuréveis. Vamos mostrar que G contém F,

(portanto F,, é a menor). Considere uma seqiiéneia ay, ... ,ay de caras ou coroas. Seja
Bi,--. By aseqiidnciaonde f; = 1se a; = K e B; = 0se o; = C. O conjunto ﬁ {X;=
i=1
Bi} estd em G pois X, ... , X, sio G-mensuraveis. Como {Xi(w) =8} = {w; w; = a;}
paral <i<n, .ﬁl{w; wi = e} estd em G, Ora A(en,... ,0,) = (n] {wywi =a;} € 6.
i= =1

Como todo elemento da o-dlgebra F, é uma reunido finita de conjuntos desta forma,
FaCG.

Para indicar que 7, é a o-dlgebra gerada por X;, ... , X,,, notaremos algumas vezes
Fu por a(Xyq,...,X,).

Da definigdio da o-dlgebra F,, vemos imediatamente que F, C F,, para todo
inteiro n < m. O conceito de uma seqiiéncia crescente de g-dlgebras assumird um papel

relevante nos préximos capitulos. Propomos entio uma

DEFINIGAO 1.2: Uma seqiiéncia crescente de o-dlgebras (Fu)nzo é chamada de filtro.
Uma seqiincia de v.a. (X )n>o serd dita adaptada ao filtro (Fa)n>o0 se para todo inteiro
positivo n X, for F,-mensuravel. -

Construimos no exemplo 1.1 um filtro {Fu)np1. Neste caso, a seqiiéncia de v.a.
(Xn)n>1 era evidentemente adaptada ao filtro Fy pois definimos a o-dlgebra 7, como
sendo a o-algebra gerada por Xq,...,X,.

No entanto, estudaremos alguns processos estocisticos neste opisculo onde o filtro

nio é definido a partir do processo estocdstico (X )n»1. Neste caso deveremos verificar
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que o processo (X, )n>1 (0u (X )npo) € adaptado ao filtro (Fu)aps ((Fa)nzo)-

Doravante, suporemos que num espaco de probabilidade (€, A, P) temos definido
um filtro (Fn)n>o para o qual F, C A para todo n € N e uma seqiiéncia de v.a.
(Xa)azo adaptado ao filtro F.

Nos préximoes capitulos estudaremos problemas de otimizagio. No exemplo 1.2, é
natural imaginar um corretor desejando vender as agdes que possui de forma a maximizar
seu lucro. Estabelecer uma estratégia consiste em definir uma fungéo 7:§) ~» N que
informe ao corretor qual o momento em que deve vender suas agbes. Assim T(w) = k,
indica que se a realizagio do experimento for w, o corretor deve interromper o processo
no instante k. -

Admitiremos que o corretor é honesto e ndo possue portanto nenhuma informagao
sobre o futuro. Neste caso, a decisio de vender ou nfo as agbes no instante & s6 pode
repousar na. histdria pregressa do processo e do valor presente da agho.

No exemplo 1.1, conhecer o passado e o presente até o instante k consiste em saber
o resultado dos k-primeiros langamentos ou, de modo equivalente, conhecer o valor das
varidveis aleatérias X1, ... , Xy, Assim, neste exemplo, a decisfio de interromper ou nao
o processo no instante k deve ser uma fungio de Xy,... ,X;. Formalmente, o conjunto

{r =k} = {w € Q,7(w) = k} deve poder ser expresso a partir dos conjuntos gerados

pelas v.a. Xp,...,X. Como vimos acima, a o-dlgebra Fy é a g-dlgebra gerada por
X41,..., X} e portanto constitui a classe de todos os conjuntos que possam ser expressos
a partir das v.a. X;,...,Xr. Logo, devemos impor que o conjunto {r = k} pertenga

a o-4lgebra Fy, se desejamos que T represente uma estratégla de um jogador honesto,

sem informacoes sobre o futuro. Temos assim a

DEFINIGAO 1.3: Uma fungio 712 — N U {co} é um tempo de parada se para todo
nEN, {T=n} E-}-n

O leitor compreenderd nos préximos capitulos ser o conceito de tempo de parada

o mais importante da teoria dos processos estocasticos.
.
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Vejamos alguns exemplos de tempo de parada.

EXEMPLO 1.3: (Tempo de parada constante}. Seja :Q — N, 7(w) = k para todo
w € Q. 7 éum tempo de parada: {r = n} = ¢ ou Q. Como os conjuntos ¢ e £

pertencem a F; para todo j > 0, 7 é um tempo de parada.

EXEMPLO 1.4: (Primeiro instante de visita a um conjunto). Sejal’' C Resejat:Q — N
definido por
T(w) = igt[;{Xk(w) eT}.

Intuitivamente, para sabermos se no instante k visitamos pela primeira vez o
conjunto I', basta conhecer a histéria pregressa do processo. Nenhuma informacgio
sobre o futuro é necessaria para decidir se visitamos o conjunto I' pela primeira vez no

instante k. Formalmente,

k—1

{r=k}= (X, ¢T)n{X, €T}

j=0

Como cada um dos conjuntos da expressao a direita do sinal da igualdade estd em Fy,
{r =k} € Fi. Logo 7 é um tempo de parada.

Observe neste exemplo que T pode assumir o valor +00. De fato, se X;(w) ¢ T
para todo j > 0, 7(w) = -oc0.

Encontraremos no decorrer dos capitulos outros exemplos de tempo de parada.

Vejamos um exemplo de fungio que néo seja um tempo de parada.

ExEMPLO 1.5: (T’}ltima visita a um conjunto antes de certo instante). Para n > 1, seja
Tu:§0 — N av.a.:

Ta(w) = llgfécn{xj €T},

Para verificar se no instante j estamos visitando pela ltima vez o conjunto T,

precisamos conhecer a evolugio do processo entre os instantes J + 1 e n, portanto
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precisamos de informagdes sobre o futuro do processo. Formalmente, se j<mn,

{ra=j}={X;€TIn [ {X: ¢}

i=j+1

e podemos verificar rigorosamente que este conjunto néo pertence a o-dlgebra 7.

Seja 7 um tempo de parada, Qual a informagio disponivel a um jogador no exemplo
1.1 ou a um corretor o exemplo 1.2 no instante aleatério 7{w).

Se o tempo de parada for constante igual a um inteiro n, a informagéo disponivel
é i:ornecida pelas v.a. X1,...,X,. Em outros termos a informagado disponivel é dada
pelos conjuntos da o-algebra F,,.

Por outro lado, se o tempo de parada 7 for aleatério, a informacio disponivel
no instante 7 dependerd do valor de 7. No conjunto {r = n} ela serd fornecida por
Fn. Assim, intuitivamente, se Fr representa a informagao disponivel no instante 7, um
conjunto A pertence a F, se A restrito ac conjunto {r = n} estiver em F, para todo
n € N. Em outros termos, A é uma informagio disponivel no instante aleatério T se

para todos os valores eventuais n de T, A for conhecido no instante n no conjunio onde

7 = n. Temos portanto a
DEFINIGAC 1.4: Para um tempo de parada 7:Q — N U {oo}, Fr é a o-dlgebra dos
conjuntos A para os quais, AN {r =k} € F; para todo inteiro positivo k:

Fr={ACQAN{r =k} € Ft,Vk € N}.

Nio é dificil verificar que F, é uma o-dlgebra.

EXEMPLO 1.6: Seja 7: (! — N um tempo de parada. Podemos definir a v.a. X, por

X (wy(w) se T(w) < oo
Xo(w) =

: 0 caso contrario



. , * -,

Veremos no Lema 1.1 que esta v. a. é F,-mensurgvel. Antes, porém, voltemos ao
exemplo 1.1. Definiremos, a partir do processo (Xa)n>1, um novo processo (Nt)k>1.
N, ¢ igual ao nimero de caras obtidas até o E-ésimo lancamento. Portanto, como X A

vale 1 se obtivemos cara no j-ésimo langamento, para k > 1,

k
Ny =) X;.
=1
Evidentemente, a o-dlgebra i geradapor X;,... , X} é também a o-dlgebra gerada

por Ny, ..., N, Seja 7 o tempo de parada
w) = inf {N; > 15}.
7(w) = nf {N > 15}
Vimos no exemplo 1.4 que 7 é um tempo de parada. Consideremos a varidvel aleatéria
N, definida no exemplo 1.6, Afirmamos:

15 se T(w) < oo
N.(w) =

0 caso contrario

De fato,

Ne(w) = Neu) (0) 1 (7 (w) <00}

= > Ur(wy=t} Nr(wy ()
k=1

= Z Lirquw)y=#) Vg (w)
k=1

pois por definigio, N, (,y(w) = 0 no conjunto {T = oo} e Ny (w) = Ni(w) no conjunto
k-1

{r(w) = k}. Como {r(w) =k} = ) {N; < 15}N{N; > 18} e [Nip1—N;| = [(Xip1| € 1,
i=1 ’

no conjunto {7 = k}, N = 15. Portanto,

No(w) = 152 l{r(w)zk} =15 1{r<co}-
k=1
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LEMa 1.1. A v.a. X, definida no exemplo 1.6 € Fr-mensurdvel.
DEMONSTRAGAO: Seja B um boreliano de R. Desejamos provar que X7 '(B) € Fr.
Seja ke N

XHB)n{r=kl={X,eB}n{r=Fk}

={Xk€B}n{T=k}.

Como X é Fi-mensuravel, {X; € B} € F;. Como 7 é um tempo de parada, {7 =k} €
Fi. Portanto, para todo inteiro positivo k e boreliano B, X '(B)N {r = k} € Fr.
Logo X, € F;. n|

Este lema afirma que no instante aleatério 7, o valor do processo {X ;) é conhecido.

Veremos nos exercicios que se 7 ¢ v sio tempos de parada, entdo T Av e T + v 530
tempos de parada. Podemos portanto definir as o-dlgebras Frap € Friu-

Vejamos algumas propriedades dos tempos de parada e das o-dlgebras associadas

a estes tempos de parada.

PROPOSIGAC 1.1. Para que uma v.a. 1:§ — N U {oo} seja um tempo de parada, é
necessario e suficiente que para todo inteiro positivo k, {r <k} € Fi.
DEMONSTRAGAO: Seja v um tempo de parada. Logo, para todo inteiro
{v<n}= U{V =3} € Fy.
=0
Reciprocamente, seja v:§ — N U {oo} um v.a. para a qual {r £ k} € F; para

todo inteire positivo k. Enti'ib,

{v=k}={r<E\{r<k-1} € F.

+ Da mesma forma podemos provar a

34



PROPOSIGAO 1.2. Seja v um tempo de parada. Para que um conjunto A pertenga a o-

dlgebra F,, é necessdrio e suficiente que para todo inteiro positivo n, An{v <n}e F,.

PROPOSIGAO 1.3. Sejam v e 7 dois tempos de parada. Os conjuntos fvsr}, {v=71})

¢ {v < 7} pertencem as o-dlgebras F, e F,.
DEMONSTﬁAQKO: Seja k € N,
fv<rinfv=kl={vr=kn{r>k
={v=k}n{r <k} € F.

Por outro lado,

{(v<rin{r=k}={v<k}n{r =k} € F.

Logo {v < 7} € F,NF,. As outras afirmagdes da proposicio se demonstram da mesma

forma. 0

COROLARIO. Sejam v e T dois tempos de parada tais v(w} £ 7(w) para todo w € 1.
Entéio F, C F,.

DEMONSTRAGAO: Seja B € F,. Pela proposigio 1.2, para mostrar que B € Fr, basta

verificar que {7 < k} N B € Fj para todo k € N. Ora, como v < 7,
{r<k}nB={r<k}n{v<k}NBeF,

pois {r < k} € Fi e, sendo ¥ um tempo de parada e sendo B F,-mensuravel,
Bn{v<k}eF. ' a

Provamos no Lema 1.1 que para todo tempo de parada 7, X, é F,-mensuravel,
Seja v um tempo de parada. Pelo coroldrio da proposigio 1.3, (Futi)xzo € um filtro.
Logo, podemos considerar em ({2, .4, P), um novo processo, {(Xy11)e>0 adaptado ao
filtro (F,41)k>0- Este novo processo aparecerd fregiientemente nos capitulos ulteriores.

Terminamos este capitulo demonstrando umn resultado acerca da esperanga condi-

cional de uma v.a. em relagéo 4 o-dlgebra F,, se v é um tempo de parada.
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PROPOSIGAO 1.4. Sejam (R, A, F) um espago de probabilidade, X umav. a. integravel
e A-mensurdvel e (Fi )x»o um filtro. Seja v um tempo de parada finito quase certamente.

Entao,

EX|F,)= Zl{uzk}E[.X | Fil.

E>0

DEMONSTRAGAO: Vimos na segiio 4 do capitulo 1 ser necessirio e suficiente verificar
duas propriedades para provar que uma variavel aleatéria ¥ ¢ a esperanca condicional

de X dada F,. Por um lado, 3 1{,ep) E{X | Fi] é F,-mensurdvel. De fato, seja B
K50

um boreliano de R

O lp=n EIX | ADTHBYN {v = j}
k>0

= {ZI{V=L}E[X | }_.L] c B}ﬂ {V =J}
k>0

= Jlv =k} n{EX | F] e B}n {v =}

= {v=j}N{BIX | Fj] € B} € F;
pois v é um tempo de parada e, por definigio, E[X | F;] é F;-mensuravel. Logo a v.a.
2, 1= E[X | Fi] é F,-mensurével.
£Z0

Por outro lado, seja H uma fungdo F,-mensurdvel e limitada

B[Y 1= HEX | Fil] = Y E[l{y=nyH B[X | Fe]].
k>0 k>0

Como H ¢é F,-mensurivel, 1{,—i) H é Fr-mensuravel (cf. exercicio 4). Portanto, pela
definigio de Esperan¢a Condicional,
E[l{,,=k]HE[X | fk}]
= E[l{,,=k}HX}.
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Logo,
E[> 1=iEX | FH]
k>0

= B[XH].

Exercicios.

1. Sejam 7 e v dois tempos de parada. Mostre que v+ 7 e ¥ AT séo tempos de parada.

2. Sejam 7 e v dois tempos de parada. Mostre que {v < th {v =71} e{r < v}
pertencem a o-dlgebra F, ...

3. Seja v um tempo de parada relativo a um filtro (Fr)k>o em um espaco de pro-
babilidade (£, .4, P). Para todo n € N, seja ¥(n) o menor inteiro p para o qual
{v =n} € F,. Mostre que 1(v) é um tempo de parada menor ou igual a v,

4. Seja v um tempo de parada e H: 2 — R um v. a. F,-mensurdvel. Prove que a v,

a. H1(,.1j é Fr-mensurdvel para k > 0.
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CAPITULO III

UM EXEMPLO DE OTIMIZACAO ESTOCASTICA

§1. O Problema da Princesa

Neste capitulo apresentamos uma solugio informal do primeiro problema de otimi-
zaclo estocdstica. Sejam N objetos distintos Ay,... , Ay ordenados do pior ac melhor.
Examinamos estes objetos numa seqiiéncia aleatéria e desejamos selecionar o melhor
deles Ay. Apds cada inspegiio rejeitamos ou escolhemos o objeto considerado. Todo
objeto rejeitado ndo pode ser reconsiderado e uma vez escolhido um dos objetos, inter-
rompe-se o processo de selegio.

Este problema pode ser encontrado por um casal viajando de carro por uma estrada.
Embora conhegam o niimerc de hotéis existentes no trecho onde desejam repousar,
ignoram a qualidade de cada um. Desejando descansar no melhor dos hotéis, eles
preferem escolher um pior a voltar pela estrada para dormir em um de melhor qualidade,

Podemos também imaginar uma princesa desejando selecionar entre os pretendentes
a sua mdc o mais qualificado. Neste caso, o conhecimento a priori do nimero de
pretendentes pode néo ser verossimil, mas a segunda hipdtese que estabelece a impos-
sibilidade de reconsiderar um objeto anteriormente rejeitado parece plausivel.

Em [S] este problema é referido como o problema das secretérias. Trata-se neste
caso de selecionar a melhor entre as diversas candidatas convocadas a uma entrevista.

Neste capitulo acompanhamos as idéias expostas em {DY].

Consideraremos os N objetos como pontos da reta. Um ponto a direita de outro

indica ser aquele melhor do que este. Representaremos estes pontos por A4; < Ap <
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.- < An. Escolhemos ao acaso um destes pontos. Notamds por wy o primeiro ponto
escolhido. Assim, w; serd igual a Aj, para 1 < §j < N, com probabilidade 1/N. Em
seguida, escolhemos, a0 acaso, um entre os (N —1) pontos restantes. Notamos este ponto
por wy. Desta forma obtemos uma seqiiéncia (wi,ws,...,wy). Cada seqiiéncia possivel
é uma permutagio dos elementos A, ... s An. Como as seqiiéncias sdo equiprovdveis
¢ existem N! permutagées de N objetos distintos , cada seqliéncia terd probabilidade
1/(N1) de vcorrer,

Apés terem sido inspecionados k objetos, a tinica informagdo que possuimos é a
ordem relativa de wy, ... ,wg. Neste momento, devemos decidir entre selecionar wg € in-
terromper o processo ou prosseguir e rejeitar definitivamente wy. Desejamos maximizar
a probabilidade de selecionar Ay.

Uma estratégia consistiria em selecionar o primeiro ponto examinado: w;. Neste
caso, teremos selecionado corretamente o melhor objeto se Ay tiver sido escolhido em
primeiro. A probabilidade de escolhermos Ay em primeiro é igual a 1/N que converge
a 0 quando N tende a +oc. Portanto nossa primeira estatégia fol comprovada nio ser
eficaz quando o nimero de objetos é grande.

A primeira pergunta, antes de abordarmos o problema de otimizagdo, consiste em
saber se existe alguma estratégia que permite selecionar o melhor objeto com uma
probabilidade que néo tende a zero quando N cresce para +co.

Suponhamos que NV seja par. Considere a seguinte estratégia. Rejeitamos sistema-
ticamente os N/2 primeiros objetos. Em seguida, selecionamos o primeiro objeto melhor
que todos os anteriores. Com esta estratégia, selecionamos o melhor objeto se Ay_

estiver entre os N/2 primeiros objetos examinados e Ay estiver na segunda metade
. . 2 o 4
examinada. Ora isto ocorre em (£)” (N — 2)! seqiiéncias. Portanto a probabilidade de

selecionarmos o melhor objeto com esta estratégia &

(v -20 N
Nt AN -1y

Py lsucesso] =
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onde notamos por Py [sucesso| a probabilidade de sucesso da nossa estratégia quando
devemos selecionar o melhor dentre N objetos. Desta forma, obtivemos uma estratégia
com probabilidade de sucesso que néo tende a () quando N cresce para +co.

Apresentamos agora uma formulagio matemdtica do problema. Ele consiste em
definir uma estratégia que maximize a probabilidade de selecionar o melhor objeto.
Esta estratégia deve indicar se interrompemos ou nic o processc apds o exame de
cada objeto. A decisio de prosseguir ou nfio deve repousar unicamente na informagio
adquirida até entio.

A primeira dificuldade é de traduzir os conceitos de informacgao, estratégia e maxi-
mizagio para o universo matemdtico, constituir um modelo.

Seja € o espago de todas as permutacdes de A;,... , An:

Q= {(4sq)s--- »Ae(n))io € Sn},

onde Sy representa o grupo das permutagdes de 1,... ,N. Os elementos de ) serfo
representados por letras mindsculas w = (wy,... ,wn). Assim w; é 0 j-ésimo elemento
examinado. Para 1 < k < N, seja Y3: (1 — {1,...,k} a varidvel aleatéria que indica o

ntimero de pontos a direita de wy na etapa k:
Yi(w) = #{i € kywi 2 wi},

onde # A4 indica o nimero de elementos do conjunto A,

Apds examinarmos k objetos, conhecemos a posicio relativa dos pontos wy, ... , wr.
Esta ¢ a informagio que possuimos apéds a etapa k e a partir desta informagio devemos
decidir se rejeitamos ou selecionamos o objeto wy. Ora conhecer Yi(w),... , Yi(w)
permite identificar as posigbes relativas de w,...,wi. Reciprocamente conhecendo
wi,... , Wk, podemos calcular Y; (w),... ,Yi(w). Portanto a informagio disponivel apds
a etapa k é fornecida por Yi,..., Y.

Uma estratégia é uma funcio que a cada seqliéncia w associa um inteiro entre 1

e N, a saber, o indice do objeto selecionado. Seja 7:Q — {1,..., N} uma estratégia.
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Como a decisfio de interromper ou prosseguir apés a inspeg'é.o do k-ésimo objeto deve
assentar-se unicamente na informacio disponivel no instante k, {r =k} deve ser uma
fungio da informagéo disponivel, i.e., de Y3, ... s Y.

Seja Fr a o-dlgebra gerada por ¥5,... Y. Na terminologia do capitulo I, T é

um tempo de parada em relagdo ao filtro (F}.); <k<N:
{r=k} e 7, 1<k<N.

Seja T o conjunto dos tempos de parada associados ao filtro (Frhi<e<n. A es-
tratégia 7 terd selecionado o melhor objeto se Wr(w) = An. Desejamos portanto maxi-

mizar Plw,,) = Ay], a saber encontrar v em T tal que
Plwyw) = An] = max Plw, () = An].

Como  é um conjunto finito, existe apenas um niimero finito de estratégias
possiveis. Logo existe uma que realiza o maximo, uma estratégia Stima.

Com o problema formulado, podemos abordar as primeiras etapas da soluciio.

Diremos que um ponto wy é maximo se wy > w; para 1 < 7 < k. De maneira

equivalente, wy é maximo se Y3 (w) = 1.

AFIRMACAO 1: Podemos restringir nosso estudo 3s estratégias que para k < N sele-

cionam apenas pontos wy se estes forem mdximos.

De fato, seja 7 uma estratégia que para k < N selecione algum wy nfio méaximo.
Como wy néo & um ponto méximo, wy, é certamente diferente de A N. SejaT* a.'estratégia
igual & estratégia r em todos os casos mas que ao invés de selecionar Wi, selecione wy
no conjunto onde wy ndo é maximo. Pode-se verificar sem muita dificuldade que 7* é
uma estratégia (tempo de parada) e que a probabilidade de 7* selecionar Ay é maior
ou igual & probabilidade de 7 selecionar Ay, pois 7 = 7 salvo em um conjunto onde 7
nio seleciona um ponto méaximo e portanto néo seleciona Ap.

Apresentamos no apéndice deste capitulo uma prova rigorosa da afirmagio 1.
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AFIRMACAO 2: A decisio de interromper ou ndo o processo, a0 aparecer Um novo
ponto méximo w;, s6 depende do indice do novo ponto maximo e ndo da disposicdo

relativa dos pontos anteriores, wy,... ,wr—_1.

A decisgo de interromper ou nio o processo ao aparecer na k-ésima etapa um
ponto méximo depende exclusivamente da posigio relativa de wy, wiyr,... ,wy. De
fato, como wy é um ponto maximo, wy = Ay se wr > wj para k < § £ N. Pelo
contrdrio, wy # Ay se existe k+1 £ j < Njw; > wy.

A posicio relativa de wy,wit1,... ,wy ndo depende da ordem relativa de w,

. ,wg_3. De fato, suponhamos que k objetos tenham sido examinados sendo wr um
maximo. Seja A{"(w) o menor dos pontos wy,...,ws: A’l"(w) = mingi<p wi. Da

mesma forma definimos A% (w), ..., A%(w):
A;‘(w) =min{uwy, 1 <i <k w; > Af_l(w)] para 2<j<k.

Como wy ¢ um ponto maximo Af(w) = wi. A probabilidade de wi, encontrar-se
em qualquer um dos intervalos (—co, A}), (A%, A%),... ,(A%_,, A%), (A, +oo) € igual &
1/(k+1).

De fato, a cada elemento w de 2, podemos assoclar o conjunto de suas k + 1
primeiras coordenadas {w,... ,wgy;}. Existem (kfl) conjuntos distintos. Para cada
conjunto existemn (k + 1)! seqiiéncias (wy(1),. .. ,Wo(x+1)) diferentes. Em &! seqiiéncias,
wit1 > wj para 1 £ j € k. Da mesma forma, em k! seqiéncias, Af“(w) = Wyt
para 1 < j < k. Logo com probabilidade kl?, A;f"'l(w) = w4y paral £ 7 <
k + 1. Portanto a probabilidade de wyy; encontrar-se em qualquer um dos intervalos
(—c0, AF), (A, 45), ... (4}, 00) & igual & £l

Da mesma forma a probabilidade de wjy2 encontrar-se em qualquer um dos in-

tervalos (—oo, A¥T1),... ,( ’,fﬂ,oo) é igual a Llﬁ Repetindo este argumento para
j=k+3,...,N, concluimos que a distribuigio de wy ... ,wy nio depende da ordem
relativa de wy,... ,wg.., mas apenas do indice k.
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Logo a decisio de interromper ou niio o processo na efapa k se w; é um ponto

maximo nio depende da ordem relativa de wy,... ,wy mas apenas de k.

Apresentamos no apéndice uma prova rigorosa da afirmagio 2.

Podemos portanto restringir nossa anslise em busca de uma estratégia étima ao
estudo da seqiiéncia dos sucessivos indices de pontos mdximos.

Seja X; o indice do j-ésimo ponto méximo. Desta forma, como w; é sempre um
ponto méaximo, A3(w) = 1 e Xy(w) = 2 se wy > w,; caso contrario, Xofw) > 2.

Para cada seqiiéncia w € £}, o niimero de pontos méximos varia. Para contornar
esta dificuldade, introduzimos um novo ponto representado por §. Se a seqiéncia w €
possuir j < N pontos mdximos, conviremos que Xi(w) = 6 para todo k > j.

Desejamos estudar a evolugio da seqiiéncia {(X;)j>1 para encontrar um método que
indique quando o processo de selegio deve ser interrompide. A cada aparecimento de
um nove ponto méximo ¢ portanto a cada novo valor da seqiiéncia (X;) devemos decidir
entre o prosseguimento do processo ou sua interrupcao.

Considere um instante k no qual apareca um novo ponto maximo wg. Como trata-
se de um ponto maximo, existe um inteiro j < k com X ; =k, onde 7 indica o niimero
de pontos méximos examinados até a etapa k.  wir = Ay quando e somente quando
néo aparecer outro ponto maximo, portanto se e somente se X j+1 = 6. Buscamos
portanto uma estratégia que maximize a probabilidade de interromper o processo (X;)
no instante anterior ao primeiro salto para §.

Vimos na Afirmagdo 2 que podemos ater nosso estudo as estratégias cuja decisio de
interromper o processo repousa apenas no indice do novo ponto maximo e ndo na ordem
relativa dos pontos anteriores, Em termos da seqiiéncia {X;)j>1, esta assergio significa
que a decisdo de interromper ou néo o processo {X;) no instante j, deve depender
apenas do valor de X;, e nfo da histdria pregressa do processo.

Analisemos a evolugdo do processo (X ;)i>1- Evidentemente, se para algum inteiro

J,» Aj = 8 entdo X; = § para todo i > j. Por outro lado, se X; =k, os valores possiveis
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de X4 540 k+1,k42,... ,N e §. A probabilidade de X4, ser £+1 pode ser calculada
de forma simples.

Vimos acima que X; = k quando e somente quando wy for o j-ésimo ponto maximo.
Portanto desejamos calcular a probabilidade de w41 ser um ponto maximo quando wy
é também um ponto méximo. Na etapa k, com a notacéo introduzida anteriormente,
temos k pontos distribuidos na reta: A¥(w) < A5(w) < --- < Af(w) = wy. Mostramos
que a probabilidade de wy.; pertencer a qualquer um dos intervalos abertos e adjacentes
formados pelos pontos A¥ é igual a 1/(k + 1). Ora w41 € um ponto méximo somente

quando wi41 pertence ao intervalo {AX(w),c0). Logo

1
PXip=k+1|X;=k]=——.
[Xj1 +1]|X; =k Pl
Em particular, esta probabilidade ndo depende nem do ndmero j de méximos
encontrados até a etapa k nem do indice de cada ponto méximo anterior e wy (l.e. de

X1,X2,...,X;_1), ele s6 depende do valor de X;. Formalmente, para toda seqiiéncia

crescente 1 = k; < ky < --- < kj_1 < Kk,

PXjri=k+1| Xy =1,Xy=ky,..., Xjo1 =kj0, X; = 4]

e PXjp = k41] X =K = ——

k-1
Da mesma forma podemos calcular i)ara 1<i<N-k PlXjp=k+i|X;=4k

e P[X;pn=6|X; =k

No conjunto onde X; = k, X;4; € igual a k -+ 1 quando e somente quando wp¢
néo for um ponto 'mé.ximo para 1 < € < i e wyy; for um médximo. A probabilidade
de wyy) nfo ser um mdaximo é igual a k/(k + 1). Uma vez o ponto w41 examinado,
os pontos wy,... ,wWg+1 formam (& + 2) intervalos abertos e adjacentes. Vimos que a
probabilidade de w42 pertencer a qualquer um destes intervalos e 1/(k + 2). Assim, a

probabilidade de w42 nio ser um ponto méximo conhecidos os valores de wy, ... , Wi
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é (k+1)/(k + 2). Prosseguindo desta forma até a dltima efapa k + i onde aparece um
ponto maximo, temos

k k+1 k4i-2 1
E+1k+2 k+ei—1k+4d

k
(k+i-1(Ft3)

PXjpa=k+i|X;=H=

Por outro lado, no conjunto onde X; = &, X;4; = § quando e somente quando nao
aparecer nenhum ponto méximo apés wy. Logo
k k+1.“N—2N—l
kE+1k+2 N-1 N
_k

N

p[Xj+1=5|Xj=k]=

Novemente conclui-se da argumentaciio precedente que o célculo destas probabi-
lidades ndo envolve o nimero j de pontos maximos ocorridos até a, etapa k nem =
distribui¢io relativa de w,... ,wr_; e portanto dos valores de Xi,...,X;_1. Destarte,

para toda seqiiéncia crescente 1 = &y < Fp < --- < iy <k,

P[XJ'.H =£|X,=1,... y X1 = kj_l,Xj = k]

(L1)
= P{Xjp1 =] X; = k]

@y s L<k<N, k+1<e<N;
_ % se 1<k<N, =4

1 se k=34, £=4;

0 caso contrario

Uma seqiiéncia de v.a. (X;);»>; definidas num espago de probabilidade (22, A,P)
é chamado de cadeia de Markov se verifica a condigao (1.1). Estudaremos no préximo
capitulo esta classe de seqiléncias estocisticas.

Buscamos uma estratégia r que maximize a probabilidade de interromper o processo

(X;)j>1 no instante anterior ao salto para .
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Existem vérias estratégias simples. A cada subconjunto A de {1,..., N} podemos
associar uma estratégia 74 que consiste em interromper o processo no primeiro instante
no qual X; € A,

Seja 1 € k < N e suponhamos que X; = k. A probabilidade do processo pular
para § é k/N. Portanto, estando X; em k, a probabilidade de selecionarmos o melhor
objeto interrompendo o processo neste instante é k/N. Por outro lado, podemos preferir
aguardar um novo méximo, esperando que apareqa algum. Isto representa aguardar
um novo salto do processo (X;), e entdo interromper o processo. Nesta alternativa,
selecionamos o melhor objeto se X;y; € {k +1,... ,N} e X4, = §, portanto com

probabilidade

P[Xj+1 e{k+1,... ,N},XJ'+2=5IXJ'=AZ]

N
Y PlXjp1 =i, Xjp2 = 6| X = k]
i=k+1

1l

N

Y PlXjpo =8| X5 =k Xjn =ilP[Xjp1 =1 | X; = &
{=2k41

N

> PlXjp2 =8| Xjp1 =dP[Xjqy =i| X; = k]
fe=ked-1

N—1

1
1

N

i=k

N-t
Portanto, se y + <1 ¢émelhor interromper o processo quando X; assume o valor
i=k
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N—1 .
k. Por outro lado, se > % > 1 ¢ preferivel aguardar um novo ponto maximo.
i=k

N-1
Vamos admitir N > 3 para evitar casos triviais. Considere a seqiiéncia Ty = 5 %
i=k
Esta seqiiéncia decresce, T} > 1 e Ty = 0. Logo existe um inteiro ky para o qual

Tin+1 <1 £ 7Ty, . No apéndice mostramos que o inteiro kpy verifica a relagio

1 1 1 1
(1.2) kN+1+”.+N—1<1<k_§+.“+m

pois a equagio g7 + -+ + + = 1 86 tem solugfio para N = 2.

Destarte, enquanto a seqiiéncia (X;) estiver no conjunto {1,2,.. . , kn} é preferivel
aguardar mais um salto da cadeia de Markov (X;) a interromper o processo imediata-
mente. Por outro lado, quando o processo estiver no conjunto {kn+1,...,N} é melhor
interrompé-lo imediatamente.

Logo a estratégia que consiste em esperar o processo chegar ao conjunto {ky-1,...,
N} e entdo interrompé-lo deve ser a estratégia Stima (provaremos esta afirmagio logo
mais). Esta estratégia corresponde a observar os ky primeiros ob jetos sem interromper o
processo ¢ em seguida pard-lo téo logo aparega um objeto melhor que todos os anteriores.

Esta estratégia 7* ¢ étima. De fato seja r wma outra estratégia. Suponhamos
que 7 indique interromper o processo ao aparecer um ponto maximo de indice & <
kn. Seja 7 a estratégia idéntica a 7 em todas as demais circunstincias mas que ao
invés de interromper o processo com o aparecimento de um ponto méximo de indice
k < kn prescreva aguardar o préximo. Como k < ky, pela argumentacio a.mterior, a
probabilidade de 7; selecionar o ponto maximo 4y é maior do que a probabilidade de
T o selecionar.

Portanto a estratégia étima néo indica interromper o processo antes do exame do
(kn + 1)-ésimo objeto.

Reciprocamente, seja T uma estratégia que nio interrompa o processo com o apa-

recimento de um ponto maximo de indice k > ky. Entio a estragégia 1y, idéntica a
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r em todos os demais casos mas que neste evento (aparecimento de um ponto méximo
no k-ésimo exame, k > ky) interrompe o processo, é pela argumentagio acima mais

eficiente.

Logo a estratégia 4tima consiste em examinar os ky-primeiros objetos sem selecio-

nar nenhum e em seguida escolher o primeiro melhor do que todos os anteriores.

Vejamos o comportamento assintdtico de %@'— Por (1.2),

N N-1
1 1
/ —dz <1< / — dz.
[ | & ky—1 bl

Portanto,
N <e< -1
e
kv +1 ky—1
e
11 kv 1,1
e N N e N’

Logo, a estratégia consiste em aguardar aproximadamente % objetos e escolher

entdo o primeiro melhor que todos os anteriores.

Finalmente, vamos calcular a probabilidade da estratégia étima selecionar An.
Inicialmente, com cdlculos similares aos empregados na demonstragio informal da Afir-

macio 2, se T* representa o tempo de parada Gtimo, temos para ky <k S N,

PiX.. =k =P[kf‘1§}ékwi < Jax w; < wy]
_ ky hky+1 k—2l
T kn+1lky+2  k-1k

kn
=S
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Logo,

Py[sucesso] = P[X;» € {1,... , N}, Xrupy = §|

N
= Z PlXe =k, Xooyy = 8]
k=kn+1

N
= Y PXep1=6| X = K|P[X,. = K]
k=kx+1

§2. Apéndice

PROVA DA AFIRMACAO 1

Seja T um tempo de parada para o qual existe um w € € tal que T(w) < N e

Yo (w{w) # 1. Seja
2 = {w;T(w) < N e Yy (w) # 1}.

Sejd T* uma v.a. idéntica a estratégia T no complementar de , e igual a NV em
Q.
T(w) = la:(w)r(w) + N 1g, (w).
Inicialmente devemos provar que r* é uma estratégia, i.e., mostrar que {r* =k} €
Frparatodo 1 <k < N. Parak < N,
{T"=k}={r=knge
={T=k}n{r<N}IN{¥: #£1}
={r=n{¥:#£1} € F
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Para k=N,
{T*=N}=Q,U{r=N}

N-1
U {r=in{y;#1})u{r=N}eFxn.
i=1
Vamos provar que a probabilidade de 7* selecionar Ay € maior ou igual & de 7

selecionar Ay. Ora,

1
Plwewy = An] = & Z L, y=An]-
N fy=rd

Para w € o, Yr(wlw)# 1. Logo para w € Q,, wr(w) # An. Assim, podemos

restringir a ultima soma aos elementos de Q5. Porém, em 25, 7 e 7* coincidem. Logo

1
P[wr(w) = AN] = ﬁ Z l{wr{w]=AN]
T wee

1
N! Z Lw,oquy=4n}

weNS
1
= N1 Z oo quy=an}
weR
= P[w,-(m) = AN]-

Finalmente, resta a confirmar que para k < N, a estratégia 7" interrompe o processo
no instante k& < N somente quando wy é um méximo. Sejam w € { e k < N tais que
™(w) = k. Como t*(w) =k < N, w € Q%. Em 9%, 7" coincide com 7. Logo m{w) =
™w) =k < N. Bm QF, se 7(w) < N, Y;() = 1. Portanto ¥i(tw) = Yo (u(w) = 1.

Logo wy, é um maximo. C

PROVA DA AFIRMACGAQ 2:
Vimos que uma variavel aleatéria 7:§8 — {1,... , N} para ser uma estratégia deve
satisfazer a relacio:

{r=k}eF, para 1<EkE<N.
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. LJ -
Na Afirmagao 1 provamos que podemos nos ater a estratégias que interrompem o

processo unicamente quando aparece um novo ponto maximo:

(21) {‘T = k} g {YL = 1}
Fi é ao-dlgebra geradapor Y;,... ,¥. A partir de Y3, ... , ¥} podemos determinar
ZE, ... , Z§ onde, para 1 Lj2k1<k<N, Z]’-c representa o niimero de pontos a

direita de w; na etapa k:
Z§(w) = #{i < k;w; > w;).

Em particular, wy é ponto maximo se e somente se ZHw) =1.

Reciprocamente as v.a. Yj,...,¥; sio fungoes de Z¥, ... ,Z,’;'. Logo & o-algebra

Fi também é gerada por Z¥,... ,Zf. Como, por outro lado, F; contém apenas um

niimero finito de elementos, todo conjunto em F; é uma reunifio finita de atomos:
{2f =0(1),...,2t = a(k)},

onde & pertence a S, o grupo das permutagdes de 1,...,k Comopor (2.1), {r=k} C

(Ye=1)= {2 =1},

{r=kt=J{2F=0(),1<i<k)
g€l

para algum I'y C Sy ={oe8 a(k) =1}.
Para ¢ € 5;, j > k, notaremos por ol o elemento o de Sj que representa a

restricdo de ¢ aos k primeiros elementos:
o*(i) = #{L < ko(€) <a(i)}] para 1<i<h

Assim, se ¢ =(1,5,2,4,3) € S5 o3 = (1,3,2) € S;.
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N
Como 7 = 3 k1i,—, existem subconjuntos 'y de 5} tais que
k=1

N

(2.2) =Yk Y zr=a(i) 1 gigk)

k=1 cEl

T ser igual a k no conjunto {ZF = o,(i),1 < i < k}, significa que a estratégia
T interrompe o processo se a ordem relativa dos k primeiros objetos for w -1, <
wu:l(k—l) LR wﬂ’p_l(l)'

Desejamos caracterizar os conjuntos I'y, presentes na defini¢fio do tempo de parada

Seja 0, € T’ para algum 1 < k& < N. Como o processo s6 pode ser interrompido
uma tnica vez, se ¢ € S; para { > k e g|r = 0,, ¢ nio pode pertencer a I';. De fato
o|x = o, significa que a ordem das k primeiras coordenadas de ¢ é igual a ¢,. Como
neste caso a estratégia = interrompe o processo na etapa k, ela nio pode interrompé-lo
também no instante £ > k. Destarte, se 0, € 'y {0 € Tg50|x = 0,} = ¢ para todo

£ >k ou
(2.3) T¢C{oeS;; paratodo 1 <k < 4, 0|, ¢ Tk}

Esta condigio é equivalente & propriedade: os conjuntos {w € Q; Z¥(w) = o(i),1 <
i < k} para ¢ em 'y sao dois a dois disjuntos.

De fato, se estes conjuntos sdo dois a dois disjuntos, considere 1 £ k < N e
g, €ETy. Sejal > keo € 5F, ole = 0o Seja w € §1, cuja ordem relativa das 2
primeiras coordenadas seja dada por 0@ woe-1(y < Wy-1(g_y) < - < We-1(y). Como
o|x = 05 a ordem das k primeiras coordenadas de w (wi,... ,wi) é dada por -1y <
o+ < wy-1(1). Logo w € {ZF(w) = 0,(:),1 < i < k}. Por outro lado, w também
pertence ao conjunto {Zf{(w) = o(i),1 < i < £}. Portanto ¢ nio pode pertencer a I'y

pois neste caso dois conjuntos que aparecem na expressio (2.2) nio sdo disjuntos.
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Reciprocamente, suponhamos a condigiio (2.3) verficada. Considere dois conjuntos
distintos presentes na férmula (2.2): {w; Zfw) = o(w),1 < i < k} e {w; Zf(w) =
o2(w),1 <7 < ¢}, Se k = ¢, como oy # o2, 0s conjuntos sio disjuntos. Se k # 4,
suponha k < £. Neste caso, pela condigio (2.3) oa)i # o1. Logo os conjuntos sdo
disjuntos.

Por outro lado 7 deve prescrever um tempo de parada a toda seqiéncia w € Q.

Portanto

N
(2.4) U U zk=s(iy1<icr}=0.

k=1 o€l

Em conclusdo, se 7 é um tempo de parada definido por (2.2) entdo a familia de
conjuntos I'y satisfaz &s propriedades (2.3) ¢ {2.4). Reciprocamente, se conjuntos I’
1 <€ < N verificam as propriedades (2.3) e (2.4), = definida por (2.2) é uma. estratégia,
pois qualquer elemento w de £ pertence a um tinico conjunto {F=0a(i),1<i< Ele
{r = k} pertence a F; paratodo 1 < k < N,

Podemos, a partir da expressio (2.2), calcular a probabilidade de sucesso da es-

tratégia 7:

N
Plwrwy = An] = ) Plwx = Ay, | {2F = o(i),1 <i < #])]
k=1 c€ly

(2.5)
N

30N Plun = Ay, ZF = o(i), 1 <i < &

k=1 o€l

O lema seguinte calcula a probabilidade presente na viltima expressao e mostra em
particular que esta probabilidade ndo depende de permutaciio o de 5% mas apenas do

indice k.

LEMA 2,). Sejam1<k<Neoc S}. Entéo

1
= AN, Bt =o(i),1 <i<H = ——
Pluy = An, 2; = 0(i),1<i < k] (k—1)N"
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DEMONSTRAGAO: Esta desigualdade prova-se com um pequeno raciocinio de andlise
combinatéria. No conjunto Q, {wy = An,Zf = o(i),1 < i < k} representa o
subconjunto de todas as segiiéncias {wq,... ,wy) com uma ordem relativa das k-pri-

meiras coordenadas fixadas e para as quais wg € o maior elemento.

As k primeiras coordenadas representam k pontos na reta ws-i(r) < Wo-1(k—1) <
-+ € Wy-1(;) = wi. Estes pontos formam k 4 1 intervalos abertos disjuntos de R:
(=00, wo-1(8) ) (Wom1(k), Wam1(k=1))s - - - s (Wo-1(1),00). Como wi = we-1(y) deve ser o
maior ponto, desejamos calcular o mimero de maneiras distintas de distribuir £ = N —
k objetos diferentes (os pontos wypy,... ,wy) nos intervalos (—oo, We-1(xy ) (We—1(1y,
Woi(k=1))s -+ (Wom1(2y, Womr(2))-

Vamos inicialmente estabelecer de quantas formas distintas podemos distribuir £

objetos idénticos em k intervalos.

Considere £+ k-1 tragos horizontais. Para cada selegio de k—1 tragos obtemos uma
distribuigio diferente de £ objetos idénticos em k intervalos. Por exemplo, a sele¢do dos

tragos 2,3,... ,k corresponde a distribuir um objeto no primeiro intervalo e os demais

+k—1

no tltimo. Existemn ("}. ") selegdes diferentes de k — 1 tragos entre £+ k — 1. Existem

portanto (“F*7") formas distintas de distribuir £ objetos idénticos em k intervalos.

Como os objetos sdo todos distintos, para cada distribuigao, existem £! disposicdes
diferentes. Logo, temos no total E’!(e'}if) seqliéncias distintas com as propriedades
impostas acima, a saber, com a ordem relativa de wy,... ,w; fixada ¢ onde wy > w;

para todo 1 € § < N. Como no total em (2, existem N! seqiiéncias distintas,

P[wk=AN,z§f—_—a(i),1gigk]:%e!(f:le)
_ 1
T N(k-1)!
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De (2.5), obtemos '

1Y 1
Plw () = An] = W > lrki(—k*_—l),n
k=1 )

Assim reduzimos o problema de otimizacio estocdstica a uma questdo algébrica, en-
contrar conjuntos I'y, 1 < k < N com as propriedades (2.3) e (2.4) que maximizem a
tltima expressio.

O objetivo da Afirmagio 2 era provar que podemos restringir nosso estudo i es-
tratégias cuja decisdo de interromper o processo na etapa k repouse apenas no indice k e
nao na ordem relativa das coordenadas w;, ... ,wi. Na verdade resolveremos o proble-
ma de otimizag&o proposto no inicio do capitulo e verificaremos que a estratégia étima
interrompe o processo na etapa k se este {ndice for suficientemente grande e prossegue
se ndo o for. Portanto a decisfio basea-se apenas no valor do indice do ponto maximo e
néo na ordem relativa. Podemos assim nos ater a este tipo de estratégia.

Considere um indice k € {1,... ,N}. Seja w € Q uma trajetdria para a qual wy

seja um ponto maximo. A probabilidade de wy, ser Ay, pelo Lema 2.1 é

1

. kioy — (2 L < L] — B

(2.6) Plwg = AN, Zf(w) = 0,(i),1 < i < k] = NGk =)

onde ¢, € 5} é a permutaciio que corresponde & ordem relativa de wi,... Wy, conhecida

no instante k.
Se n#o interrompermos o processo neste instante e prefirirmos aguardar o apare-
cimento do préxime ponto méximo para entio o interrompermos, a probabilidade de

selecionarmos Ay é dada por:

N
>0 D PlZE=o(i), 1 <i < Lwe = Ay]
I=k+1o0EA,
onde
) Ae={0'€S;;0'Ik=0'mo'(k)=2} E4+1<é< N
(2.7)

An={o € Sk;olr = 70, 0(k) < 2}
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Ayg representa o conjunto de todas as trajetdrias possiveis com a ordem relativa
de wy,ws,... ,w; fixada e interrompidas logo apés o aparecimento de um novo ponto
méximo (o(k) = 2 indica que entre £+ 1 e £ — 1 niio apareceram pontos maximos). To-
davia, se nenhum ponto maximo for observado apds a etapa k, interrompe-se o processo
no instante N.

Aplicando o Lema 2.1, podemos calcular a probabilidade acima:

N
3 Y PB=o()1<i<bwe=Ap] = Z m.d(th 1)'N

b=fepl €Ay ¢=k+1
A¢ representa o nimero de seqiléncias wy,...,wy para as quais a ordem rela-
tiva de wi,...,wi—1 estd fixada; wr > w; para todo j < £ e wr > wi. Resta

portanto a distribuir £ — & — 1 elementos distintos nos intervalos (—oo, wo_—l{k)), .

(w%—l(z),we;1(])). No Lema 2.1, calculamos o nimero de distribuigdes distintas,

obtendo:
£-2\ (£-2)!
B = (€= F =1 (k-1) T k-1
Portanto
N
S Y Plzl=o(i),1<i < kwe= An]
£=k+1 €A,
(2.8)
Z 1
vl N(L - 1)(¢- 1)
N-1 N=1
Este valor é maior do que (2.6) se 3, 1 >l emenorse 3 § <1
. é=h =k
) N-1
A seqiiéncia T, = 3 % é decrescente em k. Como Ty > 1 e Ty =0 < 1, existe
j=k

1<ky <N comT, >1eTiyt1 < 1. O indice ky satisfaz a relagio

1 1
<l —+-+5—.

L
N-1

kn+1 N-1 ~ kn
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Assim, a andlise que fizemos a partir de (2.6) demonstra que rifo devemos inter-
romper o processo com o aparecimento de um ponto maximo na etapa k se k < k.
De fato, neste caso, se aguardarmos o aparecimento de outro ponto maximo e entdo in-
terrompermos o processo, teremos uma nova estratégia mais eficiente do que a anterior
Pois a expressdo (2.8) é maior do que aquela em (2.6).

Por outro lado, se aparecer um ponto maximo na, etapa k > ky devemos interrom-
per imediatamente o processo pois se aguardarmos o aparecimento de um novo ponto
méximo, obteremos uma estratégia menos eficaz.

Destarte, a estratégia 6tima deve aguardar o aparecimento dos k ~-primeiros objetos
e selecionar entio o primeiro melhor do que todos os anteriores. Provamos a, seguir esta
afirmacfo.

Inicialmente vamos definir esta estratégia; Seja

N
(2.9) = 2 T Ygeawasiany

i=kn+1  oBA;

onde

Aj={oeSl,o" (2 e{1,... ,kn}) hn+1<j<N-1

N—1

Av=| | Uig=0c6),1<i<N)

J=kn+1 o€A;

Os conjuntos A; verificam as hipdteses (2.3) e (2.4). Portanto 7* é uma -estratégia.
Pare o em Aj, ky < j < N, no conjunto {2/ = o(i),1<i < 7}, a condigio ¢ ~1(2) €
{1,... ,kn} significa que wj ¢ o primeiro ponto de maximo a aparecer apés a etapa
kn. O conjunto Ay é o conjunto das seqiiéncias para as quais nenhum ponto méaximo
apareceu entre ky +1e N — 1:

Ay = {w;kag?ﬁN w; < lggﬁv w;}.
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Seja T uma estratégia. Vamos provar que 7* é pelo menos tio eficaz quanto 7.

Ora, vimos em (2.5) que

N
Plw,wy =An)= Y Y Plwg=A4y,Z{ = o(i),1 <1 < k]

k=1 o€’y

Seja j o primeiro inteiro k para o qual Ty # ¢. Se j < kn, seja 01 € I'je
considere a estratégia 7, definida como sendo ignal a 7 para toda seqiiéncia w menos no
conjunto {w; Z;-i (w} = 01(i),1 £ ¢ < j}. Neste caso, ao invés de interromper o processo,
comeo prescreve T, aguardamos um novo ponto méxime para entéo interrompé-lo. Como
§ € ky a estratégia 7 é mais cficiente do que a estratégia 7.

Formalmente, seja

N

=3k > Yzku=e@isich)

k=1 ecly

.
+ > €Y Yztwmenasice

£=3+1 g€l

onde I't =T para kb # j e I'} =T; — {01} e onde A ¢ definido como em (2.7) com o,
no lugar de o, e j no lugar de k.

Desta forma,

N
Plwr = AN = . Plwi=An,Zf =0(i),1<i <K
k=1 o€l

N
+ Y Y Plow= 4w, 2l =0(i), 12 <K
k=j+1 o€,

N
> Z Z Plwy =AN,Z{" =o(i),1 <i <k
k=1 ¢€l';
= Plwr(w) = An]
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pois J < ky.
Com reduges sucessivas provamos que existe uma estratégia 75 mais eficiente do
que T para a qual os conjuntos 'y sio todos vazios se b < ky. Podemos, portanto nos

deter unicamente em estratégias

N
= Z k Z L zbaiya<i<h)

k=kny41 Gy

Vamos provar que se I'y, &k < N, contém uma permutaciio ¢ de 5f com o71(2) ¢
{1,... ,kn} entdo podemos construir uma estratégia 7) mais eficiente do que 7 para a
qual para todo ky < k < N, e (2) e {1,... ,kn}.

Portanto se a estratégia 7 nio interrompe o processo com o aparecimento de um
ponto maximo numa etapa posterior ao instante kw, podemos exibir uma estratégia
mais eficiente do que 7. Assim a estratégia Stima deve prescrever a interrupcio do
processo tdo logo apareca um ponto méximo apos ky.

De fato, seja I'y um conjunto que possua um elemento o, o7 (2) ¢ {1,... ,kn}
Seja j,; 01_1(2) = Jo- Em particular, kx < j, < k. Como o1 €y o1);, =00 ¢ T,

Seja 7 a estratégia idéntica a 7 mas que interrompe o processo no conjunto

{w; Z,-j" =0o(2),1 <% < jo}. A estratégia 7, é mais eficiente do que 7. De fato,

Jo
T = Z k Z Nzk=o(iy,1<i<k)

k=kn+1 o€y

N
XLk Y Lzmsmasich)

k=j,+1 @€l

olj,#oo

tio Nziemo,naicin)

Nio é dificil verificar que 7; & uma estratégia conferindo as condigdes (2.3) e (2.4).

59



Por outro lado,

Jo
P['w.,l(w)=AN]= Z Z P[Zf:a(i),lSiSk,wk =AN]
k=kn-+1 o€y

N
+ 3 Y PIZE=0()1<i < kwi = 4]

k=j,+1 <=€Ts
alj, #o0

+ P[Z]* = 0(i),1 €1 < joywj, = AN]

N
> Z > P(2f =0(i),1 <i < kwi = An]
k=kn-+1 0€T,

= Plwy(w) = An|

pois j, > kn.

Assim, concluimos deste raciocinio que a estratégia 6tima nédo pode interromper o

processo antes da etapa ky e apds ky deve fazé-lo tdo logo aparega um ponto maximo.

Portanto a estratégia 6tima é dada por (2.9).

k=186

, . =1
Para encerrar este capitulo, desejamos provar que a equacio § + - N

tem solucio para N = 2, k = 1. Verifica-se sem dificuldade que ela ndo possui solugdo

para N = 3,4. Fixamos N > 5. Seja kn:

1 1 1 1
+. 4 <l e —

kny +1 N-1 ~ kn N—-l-
Seja j o maior inteiro; 2/ < N — 1. 27 € {ky,..., N —1}. De fato, se 2/ < ky,
1<1 + -t !
~kn N -1
1 1
<§+”'+2j+1
9i+1
5/ —dr =log 27! —log(2? — 1) <1
2i—1 ¥

pois j = 2.
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Por outro lado, 2/ é o tnico miltiplo de 2¢ no conjunto {ky;...,N — 1} pois

27t > N — 1. Ora,

ﬁ1_+”_+ 1 _ EiN:;:qH.E#ie
kn N—l_kN(kN-l-l)'--(N—l).

Seja @ o maior inteiro tal que [] £ seja miltiplo de 2*. Como nos demais termos
225

da soma aparece o inteiro 27 todos eles sio miltiplos de 29F1, Portanto, se dividirmos

o numerador e o denominador por 2%, o numerador é impar e o denominador par.

Portantoﬁ+---+ﬁl_—1?§1.

61



CAPITULO IV

CADEIAS DE MARKOV

§1. Elementos da Teoria das Cadeias de Markov

No capitulo anterior, resolvemos o problema de parada étima para uma cadeia de
Markov particular. Estudaremos neste capitulo o problema para uma cadeia de Markov
geral definida num espago E finiito.

Encontramos no capitulo anterior de forma natural a propriedade bédsica de uma
cadeia de Markov. Um processo estocastico (Xp)n») definido em um espago de pro-
babilidade (Q,.4, P) é dito markoviano se a probabilidade do processo encontrar-se no
instante (n + 1) em um estado qualquer de E sé depende da posigao que ele ocupava
no instante n e nio de sua evolugdo anterior a n. Trata-se, portanto, de um sistema
sem memoria. A cada instante o processo escolhe um novo estado por um mecanismo
aleatério que depende apenas do estado atual do sistema e nao do passado.

Vejamos o seguinte

EXEMPLO 1.1: Um jogador com uma fortuna inicial igual a 10 unidades, acerta com
um amigo com igual fortuna inicial uma aposta. Uma moeda honesta sera lancada
sucessivorante_ Se der cara o jogador, que doravante chamaremos de A receberd de seu
Of cnne o . unidade. Caso contrério, o adversario chamado em diante de B recebera

uma unidade. O jogo deve prosseguir até a ruina de um dos dois apostadores.

Seja X, a fortuna de A no instante n. Assim, X, varia entre 0 e 20. Se para

algum inteiro ng, X,,(w) forigual a 0 ou 20, X.(w)= X, (w) para todo n maior
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ou igual a n, pois o jogo estard encerrado com a ruina de A4 se Xnotiv) =0ouadeB
se X, (w)=20. |
Por outro lade, se 1 £ X, < 19, como assumimos que a moeda é honesta, com
probabilidade 1/2 X, 41 = X, +1 e com probabilidade 1/2 Xap1=2X,~1. Logoo
valor de X, 1) s6 depende do passado (X,, X1,... +An) como funcéo de X,,. Portanto

(Xn)npo ¢ uma cadeia de Markov, segundo a definigio informal dada acima. Temos:

1 se j=0ek=0
. , 1 se j=20ek=20
P[An+1=k|Xn=]}: . A
1/2 se 1<j<19elk—~j|=1
1] casos contrarios

Esta probabilidade condicional ndo depende de n, podemos portanto definir P: {0,...,

20} x {0,...,20} — [0,1] por
P( k)= PXpp1 =k | X = j].

Esta fungéio ¢ chamada a probabilidade de transi¢io da cadeia de Markov homogénea
(Xa)npo- A cadeia é dita homogénea pois a probabilidade do sistema saltar de um
estado j a um estado k no instante n ndo depende de n, i. e., a probabilidade de
transigdo ndo depende de n. 56 consideraremos neste optsculo cadeias homogéneas.
Assim, sem perigo de confusdo, omitiremos adiante a palavra homogénea.

A probabilidade de transicio possui algumas propriedades:

(1.1) P(j,k) > 0 para todo k,j € E.
(1.2) Paratodoje E, Y. P(j,k)=1.
kEE
Podemos representar esta cadeia de Markov e a probabilidade de tansigio grafica-

mente, tragando uma seta de j a k para todo par (j, k) € E x E para o qual P{j, k) >0

e indicando o valor de P(j, k). Este grifico permite visualizar de maneira simples a
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mecanismo de evolugdo do processo. No nosso exemplo, temos:

i A
Q(/Q - - :
0 1 : 2 3 C :D :
Y, I Iy 20

No capitulo anterior, deparamo-nos com uma cadela de Markov com espago de

estados E = {1,2,... ,N,§}. Calculamos a probabilidade de transicio da cadeia:
1 se j=6Nek=4$

J

(1.3) P(j k) = { Fk=1)

J/IN se 1<j<N-lek=6

se 1<j<N-lej+1<kEN

0 caso contréirio.

As propriedades (1.1) e (1.2) se verificam sem dificuldade para esta probabilidade de

transighc. A representacfio grafica da cadeia neste exemplo ¢é

R Rty 1 N <

As flechas partem sempre de um elemento em diregdo a um elemento maior, se

identificarmos § a +o0.
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Com estes exemplos assimilados, podemos definir e analfsar as propriedades de uma
cadeia de Markov definida num espaco finito E. & representard o niimero de elementos

de E e xy,...,2, 0s elementos de E.

DEFINIGAO 1.1: Um processo estocdstico {(Xa)n>o em E & uma cadeia de Markov se

existe uma fungio P: E x E — [0,1] satisfazendo as propriedades (1.1) e (1.2) e para a

qual,

PXopi=ai,, | Xo=x4,..., Xp=a;
(1.4)

= P[Xﬂ-l-l = Tinga | Xn= win} = P(:‘r’.in’min-{‘l)
para todo (zi,,... ,%,,,) € E™t%,

Os elementos de E sao chamados os estados do sistema, E o espago de estados e P
a probabilidade de transigio da cadeia de Markov,
O processo esta totalmente determinado pela probabilidade de transigio e pelo

estado inicial do sistema. Seja P uma probabilidade para a qual
PlX,=a;]=p; 1<i<oao.

Entdo, usando a relagdo (1.4) e a definigio de probabilidade condicional (1.2.1), temos

PlX, =zi,,... , X0 =2y,]
= P[Xn =&y, | X, = T FPRI y A1 = 2-'1',,..1]P[4X-o =X, Xpo) = wz',._1]

= P(.‘L‘,‘nﬁ“w,‘" )P[Xﬂ =Eiyqeen VK1 = min—l]'

Repetindo o argumento, obtemos,
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Ora, como

P[.Xl =¥ ,Xo = ;t:,'n] = P[Xl = | X,, = CU;',,]P[Xo = :L'{a]

= Pzig, i, )iy
obtemos,
n—1
(1.5) PX,==zi,... , Xa =i, =pi, H Pz, Tiyy, )
k=0

Para z em E, P, representard a probabilidade em (£2,.4) para a qual
1l se y==x
(1.6) PlX, =y]=

0 se y#=

Se desejamos calcular a probabilidade do processo inicialmente em z € E encontrar-

se no instante 1 em y ou de encontrar-se no instante 2 em z, podemos usando as relagdes

(1.5) e (1.6) mostrar
Po[X) =y} = Pe[Xy =y, X, = 1]
=P.[X, =y | X, =z|P[X, =1

= P(z,y)

P Xy=1z]= PI[U{Xl =z;, X = z}]

i=1

ZP;[X] =$,‘,X2 = Z]

i=1

= ZP(m,ﬁ;)P(mi,z).

=]
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Identificamos a tltima soma com um produto de matrizes. Seja I a matriz com
o-linhas e o-colunas cujo elemento da i-ésima linha e da j-€sima coluna II(z, §) ¢ igual
a P{z;,x;). 1l representard o produto de IT com II k vezes. Com esta, notagio vimos
acima que

Foi[ Xy = zj] = 1I(3, j)

P Xy = z5] = M(i, j)-

Por indugio podemos provar a

PROrosigio 1.1. Seja (Xn)npo uma cadeia de Markov com probabilidade de transi-
¢do P definida em (1.4). Entdo, com a notagio estabelecida acima, para todo inteiro
positivo n,

Py [Xp = x5] = (3, 5)-

DEMONSTRAGAO: A igualdade foi provada para n = 2, Suponhamos que tenha sido

demonstrada para n. Repetindo os argumentos desenvolvidos para n = 2, temos

P s = 2] = 3 Pl = K = 2]

k=1

= ZPJ:,'[Xn+1 =I; | X = a:k]Px;[Xn = a¢]
k=1

= 3 I, K)I(k, )
k=1
= H?H'l(i': ])

a

Desejamos caleular By, [f(X,)] para uma fungo f: E - R ¢ expressar a esperanca

a partir da matriz de transigio II. Para n = 0, como P, [X, = 2] =1, E.[f(X,)] =
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f(z:}). Para n =1, temos:

F

B [f(X0)] = Y fae)PuyXi = )

k=1
= > I, k)f ().
k=1

Assim se consideramos a fun¢io f: E — R como uma matriz coluna com ¢ linhas, cuja

i-ésima linha é igual a f(z;),

Eg [f(X0)] = (I £)(@)

onde I[ - f representa o produto da matriz Il com a matriz f ¢ para uma matriz coluna
M, M(j) representa o valor da j-ésima linha.

Em geral temos a

PROPOSIGAO 1.2. Seja f: E — R uma fungdo. Para todo inteiro positivo n,

Ex.[f(Xn)] = (I, - F)E).

DEMONSTRAGAO: Pela definicio da esperanga, temos
[+
En[f(Xa)] =D flaw)PaXn = ai).
k=1

Aplicando o resultado da Proposicio 1.1, temos

Enlf(Xa)] = > flan)a(i, k)

k=1

Com uma prova analoga & da Proposigio 1.1, temos a
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Prorosigio 1.3. Seja f:E -» R uma funcao mensurdvel. Para todos k, i € N* ¢

1<j<o,
Ezj[f(Xk-}'l') | Xﬂ = Ifoa"':Xi =$£‘.'] = (HL f)(fl)

DEMONSTRAGAO: Com uma prova andloga & da Proposiciio 1.1, mostramos inicialmente

que
Poi[Xopw =2 | Xy = 24,,...,X; = 4]
= PIj [Xt+k =Tr | X‘t = a;f,']

= HL(EHBJ
Portanto, por (1.4.1),

o l[f(Xiva) | Xo = ze,5-.0 , Xi = 5]

= Zf(i'f)Pr;[XHk =zp | X, = By, X = xfs]
=1

=) f@e) M(t;,0)
=1

= (I - f)(&:),

Logo, pela Proposigiio 1.2, para todos LieN*el<j<o,
Eri[f(Xead) | Xo=2e,,... , Xi =2¢] = By, [F(Xr))
Por (1.4.2), esta igualdade significa
B [f(Xiqi) | Koo, Xo] = Ex [f(X3)].

Observe que o membro da direita desta dltima expressdo ¢ uma fungiio de X;; em
particular, é uma v. a. F;-mensurdvel.

Desta forma demonstramos o
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COROLARIO. Seja f: E — R uma funcio mensurdvel. Paratodosk,i € N"el < j <o,
B [f(Xaqi) | Xoy oo o K] = Ex[f(X)]-

Este tltimo resultado pode ser interpretado da seguinte forma. Conhecida a evo-
lugéo do processo até o instante 7, o estado do sistema no instante k -+ 1, s6 depende da
posicio da cadeia no instante i, a saber, de X;. Esta dependéncia exprime-se de maneira
simples. Ela corresponde a iniciar o processo no estado X; e observar sua posigdo no
instante k.

Finalmente, enunciamos um resultado importante no desenvolvimento das proximas

segdes. Seja 8:{1 — Q a translagho temporal em
B(wp,w1,... ) = (wy,wz,...).

Seja f:Q0 — R uma funciio mensurdvel. A nova fungéo obtida compondo-se f com
8 (f o 8) depende da trajetéria do processo somente a partir do instante 1 pois para
toda trajetéria w = (wg,w1,...) € @ fob(w) = f(wi,we,...). Como a evolugio do
processo depende do passado como fungo do presente, o valor da funcio foé conhecida
a trajetéria até o instante 1 deve depender somente de X;. Pelo resultado da Proposigio
1.3 podemos inferir esta dependéncia. O valor médio de f o § deve ser igual ao valor

médio de f para o processo inicialmente na posigio X,;. De fato, temos a

PRrOPOSIGAC 1.4. Segja f:Q — R uma funcio mensuravel e integravel.

E:[fo.g l Xl)': XI] = E.Xl[f]

Uma demonstragio deste resultado pode ser encontrada em [R] (Proposigio 1.2.13).
Podemos agora enunciar o problema estudado neste capitulo. Um jogo possui um
nfimero finito de estados possiveis x;,... ,4,. [F representard o conjunto dos estados
do sistema. Em E estd definida uma funcio prémio f: E — R. O jogador se retirando

da partida quando o sistema estiver no estado z; recebe o valor f(z;).
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Adotaremos a convengio de considerar que o jogador perde | fz;)] se a funcio f
for negativa em =;.

O problema consiste em estabelecer qual a estratégia que maximiza o ganho médio
do jogador e qual o valor médio deste prémio. Admitiremos que o sistema estando em
um estado 7; em certo instante n encontrar-se-4 no estado z; no instante (n + 1) com
uma probabilidade que sé depende de z; e ndo do passado do processo até o instante n
nem de n. Formalmente, admitiremos que a partida seja uma cadela de Markov.

Para maximizar o valor de seu prémio, o jogador deverd selecionar uma estratégia
que indique quando retirar-se da partida. Esta decisio de permanecer jogando ou in-
terromper a partida, sé poderd depender da histéria passada do processo e da posigio
atual do sistema, pois admitimos que o jogador néo possui nenhuma previsio sobre o
futuro,

Propomos o seguinte modelo matemdtico para este problema.

Consideramos (X k)k>o uma cadeia de Markov em E. X % Tepresentard a posicio
da partida no instante k. Em nosso modelo, uma estratégia serd um tempo de parada:
uma fungdo 7: 2 — N tal que {r = k} seja um conjunto de Fy = o(X,,Xy,... ,X;), a
o-dlgebra gerada por X,, X1,...,X;. Q representa neste capitulo, como no capftulo
IT, o espaco de todas as seqiiéncias de elementos de E.

Adotando a estratégia 7, a esperanga do prémio do jogador, inicialmente em x; serd

B [f(X:))
Desejamos, portanto

(L7)  Caleular V(z) = sup E,[f(X,)]
reT

(1.8) Encontrar »(z) € T, V(z) =E, [f(Xo(z))] para todo elemento z de E,

onde T representa o conjunto de todos os tempos de parada quase certamente finitos
(P[r < co] =1 para todo (1,z) € T X E). A fungio V:E — R serd chamada de valor

do prémio e o tempo v de estratégia étima.
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Niao consideraremos tempos de parada que possam ser infinitos num conjunto de
medida positiva. Assumimos que o jogador deverd interromper a partida em algum
momento:

Pi[r <o0]=1 paratodo (7,z2)€T x E.

Podemos calcular o valor de V e encontrar v para pelo menos um elemento de
E. Seja z, o elemento de E onde f atinge seu valor maximo. Entao V(z,) = f(z,) e
v{w) = 0 para todo w é uma estratégia étima. De fato, por um lado, como 79: 2 = NN,

1o(w) = 0 para todo w € 2 é um tempo de parada,
V(zo) = SlégEza[f(Xr)] 2 B [f(Xo)] = f(zo)-

Por outro lado, para todo r € T,

B [f(Xr)] = 3 f@)P[X; =]

< Y PIX, = =il f(=)
i=]1

= f(zo).

Portanto f{z,) = V(2,) e v constante igual a 0 é uma estratégia Stima.

§2. Fungoes superharménicas

Iniciaremos o estudo do problema proposto na segdo anterior, investigando o tipo
de funcdo f para a qual o jogador deve retirar-se imediatamente da partida. Portanto,

funcdes para as quais,
sup E.[f(X;)] € f(z) paratodo 2z € E.
Tel
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Em particular, considerando o tempo de parada constante iguala 1, obtemos;
E [f(X1)] € f(z) paratodo = EE,
Em notagso matricial,
of<f.
Esta condigfio ¢ também suficiente:

PROPOSIGAD 2.1. Seja f1E — R uma fungio tal que ITf < f. Entdo para todo tempo

de parada 7 finito quase certamente, E.[f(X.)] < f(x) para todo z € E.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos inicialmente que f seja uma funcio positiva: flz) =0
para todo elemento z de E. Sejam 0 < a<1e ¥ = f—allf. Como por hipétese,
fF20f > allf (pois se f > 0, [f >0), ¢étambém uma funcio positiva. Ora, para,

todo inteiro positivo k,
f=v+allp+.-+ ok +aM Ly, £
Comol<acile £ é limitado,

inm a"""l(Hka)(i) =0 para 1<i{<o,

Portanto,

flz) = Zak(ﬂktp)(j) paratodo =z; € E.
k>0

Pela Proposigio 1.2, (Ixe)(§) = Ey; [p(Xy)]. Logo

F23) =Y o* By, [o(X3)]

k>0

= B, [Z C'fk‘P(Xk)]

k>0

(2.1)
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Vamos provar a seguinte identidade para todo tempo de parada T quase certamente

finito:

(2.2) Buyla” f(X)] = Eg,[Y ) @b o(X3)]

k>r

O membro da direita € igual a

DB [1{r=-'} Za"w(Xk)]

>0 k>
= ZEI:, [1{r=£} Zak+iﬁp(xk+i):|
i>0 k>0

_ZZQ*“E,:,[ (=it By lp(Xeti) | Ko, .- X]]

i20 k>0

onde para obter a 1iltima igualdade usamos as propriedades (EC1) e (EC4) da esperanga
condicional e a propriedade dos tempos de parada: {7 =i} € F; = o(Xy,...,X;). Pelo

Corolério da Proposigio 1.3 para todos os inteiros positivos k e 4,
(2.3) Eulp(Xagi) | Xoy. o, Xi] = Ex;[0(X)].

Assim,

Eo | S atelxn)| = ¥ 3 ot B o B ot )]

k>r i>0 k>0
= B [Z @'lr=i) ) "B, [‘P(Xk)]]
i>0 k>0

='E=,. [Z ail{r:i}f(Xi)]

i>0

= E,, [a" f(X.)],

onde utilizamos a relagdo {2.1) na peniltima igualdade.
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Como  é uma fungio positiva,

Do e(X) <3 afe(Xy).

k2T k>0
Decorre de (2.1) e (2.2) que para todo zjem E,
Eoilo” f(X)] < f(e;).

Como f ¢é limitada e « € (0, 1), pelo teorema da convergéncia dominada (Teorema
1.3.2), _
lim, B, [a” (X)) = B, [lim o F(X.)]
= By [f(X)).
Logo,
By [f(X:)] € f(x;) para todo x; € F.

Para terminarmos a prova da proposigdo, basta extender a desigualdade a fungdes
limitadas. Seja f: E — R. Como f é limitada, existe constante & € Rig=Ff+a=0.

Logo, se 7 é um tempo de parada quase certamente finito,
B [[(Xe)] = —a+ By, [g(X,)]
s —a+g(z;) = f(z;)-
O

Como as fungdes para as quais E,| f(Xr)] £ f(z) para todo z € E, desempenhario

um papel determinante na solugio do problema deste capitulo, introduzimos a seguinte
DEFINIGAO 2.1: Uma funcio de E em R tal que II f < f serd dita superharménica.

Vejamos no exemplo 1.1, quais sdo as fungbes superharménicas. Seja f: E — R,

onde E = {0,...,20}. Podemos calcular IIf:

£(0) se =0
OfG =< HfAG+D+ G -1)} se 1<j<19
f(20) se 7 =20
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Estendemos f a [0,20] de forma linear. Assim, se z € (j,7 + 1), f(z) = (z ~
DfG+ 1)+ +1—2)f(j). Deixamos ao leitor verificar que neste exemplo uma fungio
f:{0,...,20} — R é superharménica, se e somente se sua extensao linear ao intervalo
[0,20] for céncava. (Uma fungiio f: [e,b] — R é cdncava se para todos z,y € [a, b] e para
todo 8 € [0,1],

fl8z +(1—0)y) 2 8f(z) + (1 - ) f(y).

Da Proposicao 2.1, decorrem dois coroldrios.

COROLARIO 1. Seja f uma funcgdo superharménica e 7, e Ty dois tempos de parada
quase certamente finitos. Se 1 £ 72, entao

EIj[f(XTz)] < Ezj [f(X5)] para 1<j<o

DEMONSTRAGAO: Vimos na demonstragio da Proposigao 2.1 que para todo a € (0,1)

e todo tempo de parada quase certamente finito, se a funcio f for positiva, temos
Ez,- [f(X'r)aT] = -EJ:,' [Zak‘P(Xk)]a
k>T
onde a funcio y foi definida como ¢ = f — aIlf. Loge, se f é positiva e 7 < 72,

E::j [a'rzf(}:'rz )] S E:Cj [aﬁf(Xﬂ )}

Aplicando o teorema da convergéncia dominada, teremos demonstrado o Corolério para
fungoes positivas. Extendemos o resultado para funcdes limitadas como o fizemos na

Proposigio 2.1. O

COROLARIO 2. Seja I um subconjunto de E e f uma funcdo superharménica. Seja 7
o tempo de parada

r(w) = inf{n > 0; X, (w) € T}.
Se v é quase certamente finito, entdo a fun¢do h definida como

hiz) = Bz[f(X;)]
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também € superharménica.

DEMONSTRAGAO: Seja r* o tempo de parada definido como
T (w) =inf{n > 1, X,(w) € T}
Assim, 7* > 7, Pelo Coroldrio 1,
B [f(X++)] £ B [f(Xr)] = h(z) paratodo z¢ E.

Ora, com a notagao introduzida pouca antes da Proposigio 1.4, 7*(w) = 1+7(8(w))
para todo w € . Como para todo w € 0, Xi(8(w)) = Xip1(w),
Xr' (w)(w) =X1+T(6‘(w)) (w)
=Xr(o(uy)(0(w))
=X (8(w)).

Logo, pela Proposigio 1.4,

Bolf(Xr )] = 3 Elf(Xee) | Xy = 2] Po[Xy = 2]

[E=31

= 3 B P.AX = =

= i Pz, x;)h(z;)

i=1
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§3. O valor do prémio

Desejamos caracterizar a fun¢io V(z) definida na primeira segéo, chamada valor
do prémio. Estabelecemos na segio anterior que se a fungdo f for superharménica,
entio o valor do prémio é igual a f. Nesta secfio provamos duas afirmacgdes. A primeira
garante que toda fungho superharménica maior ou igual a f é também maior ou igual
ao valor do prémio. A segunda Proposi¢io assevera que a fungio valor do prémio é
superharménica. Portanto a fungiio valor do prémio pode ser caracterizada como a

menor fun¢io superharménica maior ou igual a f.

PROPOSIGAO 3.1. Seja g uma funcao superharménica maior on igual a f. Entdo g é

maior ou igual & fungdo valor do prémio definida em (1.7).
DEMONSTRAGAO: Sejam z € E e ¢ > 0. Pela defini¢io da fungdo valor, existe um
tempo de parada 7 quase certamente finito para o qual
V(z) < E[f(X:)] +e.
Como f < g,
V(z) < Ex{g(X,)] +e.

Pela Proposigao 2.1,

E.[g(X;)] < g(x)

pois g é superharménica. Logo, paratodoe >0, V{(z) < g(z)+=. Assim V(z) < g(x}.
O

ProPosICAO 3.2. A fungdo valor definida em (1.7) é superharmonica.

DEMONSTRAGAO: Seja € > 0. Para cada z; € E, existe um tempo de parada 7; quase

certamente finito para o qual,

Vie:) < B [f(Xx)l+e.
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Seja 1 o tempo de parada definido como
T(0) = 3 Yxymay (14 mi(B(w))).
i=1

T aguarda o primeiro salto. Se, no instante 1 o processo encontra-se em r;, escolhemos a
estratégia ;. Em virtude da propriedade (EC1) e da Proposigic 1.4, o tempo de parada

T é finito quase certamente:

Py[r < o0 =PI[U{XI =z;,14+(r08) < oo}]

=1

= ZP,[XJ =z;,1+(r;08) < oo]

=1

o r

= ZEI Lixi=z) Bx [1{1+(T.'°0)<°°} |X1]]

=2 B |lix=e Bxi [ <oo}]]

= Ee|lix,me) Pui[mi < 00]]

Nestas sucessivas simplificagdes, utilizamos a propriedade (EC1) da esperanca condicio-
nal, a Proposi¢io 1.4 demonstrada na primeira secdo deste capitulo, o fato de 7; ser um

tempo de parada finito quase certamente com respeito & probabilidade P, e (1.2).
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Por outro lado, pelas mesmas razoes,

E[f(X) =Y Eu[lixy=a FX0)]
k=1
= ZE:: 1{X1=:k}E2: [f(X1+1‘k°9) l Xl]]
k=1 -
=ZEI 1{X1=zk}E:[f(er 09) |X1]:|
k=1 -

=3 E.|1(x,=2) Ex, [F(X-, )]]
k=1 -

= Z Ez -1{X1=:|:1¢]E22k [f("YTk )]]
k=1 -
2 3 Tz, 2 ){V(er) — ¢}
k=1

Como por definigéo,

Viz) 2 E[£(X,)],
Viz) = (TIV)(z) - ¢.

Deixando ¢ ] 0 completamos a demonstracio da proposigio. O

§4. Estratégia Otima

Caracterizamos o valor do prémio na se¢do anterior, realizando o primeiro objetivo
do capitulo, pois podemos, a partir dela encontrar o valor do prémio para cadza cadeia de
Markov. No exemplo 1.1 mostramos que a propriedade de superharmonicidade ecincide

com a propriedade de concavidade. Portanto, dada uma funcdo f:{0,...,20} — R,
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para encontrar o valor do prémio correspondente a f, basth procurar a menor funcéo -
cdncava malor ou igual a f,

O segundo problema deste capitulo, a saber, encontrar uma estratégia que realize
o valor do prémio, serd resolvido nesta segao.

Seja I' C F o conjunto onde V e f coincidem:
I'={ze EV(s) = f(z)}
Seja T o tempo de parada da primeira visita ao conjunto I';

v(w) = ,iclgl{Xk(w) eI}

TEOREMA 4.1. Para tedo z € E, V(z) = E;[f(X,)).

DEMONSTRAGAO: Seja hi:E — R a fungiio definida como A(z) = E.[F(X,)]. Pode-
se provar que o tempo de parada v é quase certamente finito. A demonstragio desta
afirmagéo depende da classificacfio dos estados de uma cadeia de Markov, assunto acima
do escopo deste oplisculo. O leitor encontrara em [C] os elementos necessarios para

completar a prova,

Pela definicio de V,
(4.1) h(z) = E:[f(X,)] < V().

Como para z € T', v prescreve a parada imediata, h ¢ V coincidem em I, pois
paraz €L,  A(z) = f(z) e, por definigio, V(z) = f(z).
Por outro lado, como X, (u)(w) € I e f coincide com V no conjunto T, podemos

substituir f por V na definigio (4.1) de A:
hiz) = E.[V(X,)].

Como pela Proposigéo 3.2 o valor do prémio é uma fungéo superharménica, pelo

Corolério 2 da Proposicio 2.1, a fungio A é superharménica.
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Pela definigiio (4.1) de h, h < V. Logo, para encerrar a prova do teorema resta
mostrar que V < h. Se f < h, como h é superharménica, pela Proposigio 3.1, V < h.
Vamos portanto provar que a fungio f é menor ou igual a h. Seja & o elemento onde a
diferenca f(a) — h(a) atinge seu valor méximo. A funcdo g(z) = h(z) +[f(a) — h{a)] é
superharménica e maior ou igual a f. Pela Proposicéo 3.1, g ¢ também maior ou igual
a V. Logo V(a) < g(e) = f(«). Como f(a) £ V(a)}), V(e)= f(a). Portanto a € I'.
Neste caso h(a) = f(a) = V(o) e f(a) — h(a) = 0. Logo f(a) - h(a) < 0 para todo
a € E. Portanto f < h. O

Encerramos com o Teorema 4.1 o estudo do problema de otimizagio markoviana
em espagos de estados finitos.

Em todas as demonstracbes das segdes anteriores, utilizamos constantemente a
finitude do conjunto de estados do sistema. Vejamos um exemplo onde o conjunto E é

infinito. Seja B = N* e P a probabilidade de transi¢io definida como

-2

-TJ.+1 se j22ek=j+1

i o i L —
PlZngr=k|Zn=j]= 7 se j=22ek=1

1 se j=k=1

0 caso contrario.

Seja f:N* — R definida por

1 n=1

f(n) =
1—% n>?2

Desejamos re;olver o problema formulado em (1.7) e (1.8) para esta cadeia de
Markov.

O processo Z,, estando em j aumenta de uma unidade com probabilidade (5% —1)/7%
ou pula para 1 com probabilidade 1/;? e 14 permanece indefinidamente. Portanto, se

inicialmente o processo estiver em k, no instante n ele podera encontrar-se em k -+ n ou
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em 1. Ele estard em n -+ k se a cada etapa ele tiver escolhidé de pular de j para i+le
estard em 1 se em uma delas tiver escolhido pular para 1, Assim,
Pz, = k-l—n] = P[Z, =k+1,...,7, zk-i—n]

n—1
= [ 0G5 +1)

=k

Pk[z,,=1]=1—1ﬁ(1——.1—).

2
=k v

Por indugéo, podemos provar rigorosamente estas afirmagdes. Portanto,

Ei[f(Z0)] = f(l)[l - f[ (1 B }2)]

=k
+f(n+k?1i=:[: (1—%2)

1
> - .
_(1 n+k)

Afirmamos que ¥V = 1. Por um lado, V(k) < sup;s, f(§) = 1. Por outro, se

Logo lim Ey[f(Z,)]=1.

consideramos a seqiiéncia de tempos de parada quase certamente finitos 7, definidos
como 7,(w) = n para todo w € Q, pela definicio de v,
V(k) 2 limsup Er[f(Z, )]
n—od
= nl_iilgo Exlf(Za) = 1.

Neste exemplo, ' = {k; V{k) = f(k)} = {1}. Sejav o tempo de parada “primeira

visita ao conjunto I, temos

=mf{Z, =1},
v=inf{Z, =1}
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Este tempo de parada nio é finito quase certamente para a probabilidade Py, k > 2:
Py =c0]=Py|Zy =n+kn>1]

= lim Py[Z, =n+ 4|
—o

v
=
4E
=
P
—
[
S
' Eld
o
2
e N
—
[
‘-:Jl'_l
S

v
r
AN
—
|
Nl
N’
1]
B
=}
——
|
&..,Nl oo
——

onde escolhemos k, de modo que log (1 — 75) = —2¢5 para k > k.
Transporemos esta dificuldade instituindo uma convencéo: f(X,) = 0 no conjunto
onde v(w) = +oo. Consideramos que neste conjunto, o jogador néo interrompe a partida

nunca e portanto néo recebe prémio algum. Com esta convengéo,
Ek[f(Xu)] = Ek{f(Xu)l{rJ(oo]}

= Ex[f(D1{p<oo))

= Py[v < o).
Ora, -
Pilv < 00l =1 — Py = 9]
< 1.
Portanto o tempo de parada v néo realiza o supremo. De fato, neste exemplo, nio

existe tempo de parada, quase certamente finito ou nio, que realize o supremo. O leitor

encontrard em [DY] desenvolvimento ulterior da teoria de otimiza¢io markoviana.
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Para encerrar o capitulo, retornamos ao problema. do capitulo IIT, Const‘.rmmos
uma cadeia de Markov (X;);>; no espago {1,2,... . N ,0} e desejamos encontrar um
tempo de parada que maximize a probabilidade de parar no instante anterior ao salto
para o estado 5. Como a probabilidade de pular para 6, estando em k, é igual a k/N,

formalmente, desejamos um tempo de parada que maximize
Pl = A =P[X; # 5, X 41 = 4]

N
= ZZP[T:j,Xj =k, Xt =8).

izl k=1

Aplicando a propriedade (EC1) e lembrando que 7 é um tempo de parada, o 1ltimo

termo da expressdo acima é ignal a

N
ZZE[l{r=j]l{X;=k}P[Xj+l =48 Xy,... ,Xj].
=1 k=1

Ora pela propriedade de Markov,

P[Xj.;.l =§ | Xl,...,XJ'] =P[Xj+1 =8 | XJ]

=P(X;,$6)
=FJ se 1<X;<N.

Portanto desejamos maximizar

Plw,u) = Ay] = ZZE[l{r~;}1{x _y N
iz1k=1

X
[1{_&:,2k}—ﬁ

Mz

k

Ii
'~

P{X, = k).
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Seja f: E — R definida como f(k)=k/N paral <k <N, f{(é)=0. Desejamos
maximizar

3" PX, = Hf(k) = B[ f(X.))

keE
Pelo teorema 4.1, devemos buscar o conjunto I’ onde V(k) = sup Bx[f(X;)] e f

coincidem. V ¢ a menor funcio superharménica maior ou igual a f. Portanto V é a

menor solugio do sistema

g < g

f < 9
Substituindo II e f pelos seus respectivos valores, devemos encontrar a menor

solucdo do sistema

N

W) < Wk
(42) %1 1(2 ) {£) (k)

E/N < W(k)

Resolvemos este sistema de forma recorrente. Como f(N) = max.er f(z), f(N) =
V(N). Se conhecemos o valor de V(&) parai > k+ 1, como V' é a menor solugio de

(4.2),

(4.3) (k)“max{k/N Z z(z_l) ()}

i=k41
Assim,

V.(N—l):max{N'l 1} N-1

T O A

Continuaremos a obter f(k) = V{(k) = k/N para todo inteiro &,

E/N > Z (;—1)N

f=k+1
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ou .
N—!l

4.4 -<1.

(44 > s

Seja ky + 1 o menor inteiro para o qual (4.4) é verdadeiro. Assim, para ky +1 <
k<N, f(k)=V(k)=k/N. Por outro lado, a partir de ky V(k) > f(k). De fato,
para k = ky, por (4.3),

V() = mas { K/, LZ 55
it €

2

-1

It

2] o

>

= f(k).

-

It
=] =

Suponhamos ter verificado a desigualdade V(k) > f(k) para j +1 < k < kn.
Entdo, por (4.3),

V) = mes (i, 3 A0 ]

f g1
ZN: j
>max{j/1\, }
S V-1
PN
=5 2.;>5=70)

Como para 6, I(6,8)=1, Es(f(X,)]= f(6) para todo tempo de parada quase
certamente finito. Logo V(6) = f(8) = 0.

Portanto I' = {ky + 1,... , N, 6} e a estratégia 6tima ¢ dada por

r =inf{X, €T},

onde ky foi definido em {4.4).



Esta solugdo corresponde, evidentemente, & do capitulo anterior. Devemos aguardar
o0s ky primeiros objetos e escolher o préximo que for melhor que todos os anteriores.

Uma resenha recente de resultados e problemas correlatos a este tltimo pode ser

encontrado em [F].
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CAPITULO V

PROCESSO DE RAMIFICAGAQ

Vamos analisar neste capitulo o segundo problema apresentado na introdugiio. Um
individuo, preocupado em conservar as tradigGes familiares, deseja saber se seu sobre-
nome desaparecera no futuro. Para representar o nimero de descendentes masculinos
propomos o seguinte modelo, apresentado pela primeira vez por -Ga.lton e Watson em
1873.

Zn representard o nimero de descendentes masculinos da, geracdo n. Assim, Z, = 1
e Z; representa o nimero de filhos do primeiro individuo.

Vamos supor que cada individuo da familia vive um tempo fixo, igual para todos,
ao fim do qual ele deixa um ndmero aleatério de descendentes.  p; representard a
probabilidade de wn individuo deixar k descendentes masculinos para k£ > 0. Desta
forma, para evitar dificuldades técnicas desnecessdrias, estamos supondo que todos os
membros de uma geracio morrem ac mesmo tempo, cada um deixando um ntmero
aleatédrio de filhos.

Admitiremos que as varidveis aleatérias que representam o niimero de filhos de cada
membro masculino da familia sejam independentes e identicamente distribuidas.

Podemos construir o processo da seguinte forma. Para inteiros j > 0 e k > 0, se-
jam Nf varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, cujo conjunto
de valores possiveis esteja contido nos inteiros positives. N }" representara o nimero de
filhos do j-ésimo membro masculino de k-ésima geracao. Se a familia tiver j, membros
masculinos em sua k-ésima geracio, as varidveis N;‘; +10 ¥ {‘; 425 --- Nao sdo utilizadas

7

para calcular o niimero dé descendentes masculinos nas geraghes posteriores. De qual-
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quer modo, Z, ;1 pode ser expresso a partir de {NJ’F,O <k <n,j 21} De fato, como
Z, =1, Z) = Ny e de maneira geral Zp,41 = N[ +---+ N3 .

Este modelo fol estudado pela primeira vez por dois métemé.ticos britanicos, F.
Galton e H. W. Watson, na segunda metade do século passado. O primeiro constatara
que o nimero de sobrenomes de familias nobres inglesas decrescera entre os séculos XVI
¢ XIX. O segundo propds este modelo matemético para descrever o fendmeno. Veja [G],
(W] e [WG].

Assumimos no paragrafo anterior que as varidveis {N f, j > 1,k > 0} sio indepen-

dentes e identicamente distribuidas com
(1.1) P[N} =i{]=p; para i>1

onde,

pi=20 e Zp,-:l_
i20

A primeira etapa do problema consiste em caracterizar a distribui¢io das variaveis
Zy pois desejamos estudar a probabilidade de extingdo da familia. Formalmente, dese-

Jjamos analisar o comportamento da seqiiéncia
PlZ,=1].

Para manter a notagio simples, admitimos que o processo no seu inicio tem um

Winico individuo
(1.2) ’ PlZ,=1]=1

Se na n-ésima geragio, a famf{lia possui & individuos, a probabilidade da familia ter

J membros na geragfo seguinte é dada por:

(1.3) PN 4+ NF =7].
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Como assumimos que as varidveis NP, ..., NP sio independentes e identicamente dis- -
tribuidas, podemos caleular por indugio a probabilidade (1.3) acima e expressé-la uni-

camente em termos da seqiiéncia py definida em (1.1),

Para k =2,
i
PINT + NP =l = P[|{Np =i} n{Ng = j —4}]

=0

i

=Y PN =i NJ=j—i
i=0
(1.4)

=Y PN} =4|P[N} = j —i]

=0
j
= pipis
=0
Vamos notar esta soma por p;-‘z. O leitor poderd reconhecer a convolugio da funcio
de probabilidade p;. Para uma funcio p definida em Z, a n-ésima (n > 1) convolugio

de p, notada por p** é

Pt =Y pimapiY,

1EZ
onde p*° ¢ a identidade:
0 se j#0
p}° =
1 se =10

Portanto, p;fl = p;j para todo j inteiro.
Desejamos provar que (1.3) é igual a p;"" para todo inteiro positivo k. Em (1.4),
demonstramos esta afirmagio para n = 2. Prosseguimos por indugio. Suponhamos o

resultado vélido para 1 <! < k — 1. Repetindo as etapas de (1.4),

j
PN} 4+ NP =j]= > P[NP =i]P[N + -+ N} = j —1i].

i=0
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Por hipétese de indugio, P[NJ +---+ N = j —i] = ;. Logo

j
P[NJ 4+ Np =)= Zpsp}(_kf”

i=0

*k
=pj .

Por outro lado, se na n-ésima geragio, nfo hd nenhum descendente do antepassado
Z,, na geragio seguinte nio existird nenhum descendente também. Assim, calculamos
acima a probabi]idade‘do antepassado Z, possuir j descendentes na geragio (n + 1)

sabendo-se existirem k descendentes na geracio n. Formalmente calculamos,

pi*  se k>0 e j20
P[Zn-{-]:len:k]:
5]’;,. se k=0e 720,

onde ;i é o delta de Kronecker ¢ vale 1 se j = k e 0 se néo.

Como podemos verificar sem dificuldades a igualdade P{Z,41 =7 | Z1 = 41,...,
Zp1 =9 1,24 = k] = P[Zn4, = j | Z, = k| para todos inteiros j, k; pela defini¢do
1V.1.1, o processo (Zy)n>0 é uma cadeia de Markov com probabilidade de tra.nsigﬁo

dada por:

p;k se k>0ej>0

(1.5) Pk, j) =
5“:1‘);0 se k=0€j20
Uma cadeia .de Markov cuja probabilidade de transigio satisfaz & relagdo (1.5) é
chamada de Processo de Ramificacio.

Para evitar situacdes triviais, vamos admitir que o mimero de individuos pode

crescer ou diminuir de uma geragio a outra e que o nimero de filhos é aleatério:

Po‘|‘P1<1, pa>0
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p; #1 paratodo jeN.

Um funcional que se revelard muito 1itil no estudo dos processos de ramificaciio é

a fungio geradora de momentos: Seja £:[0,1] — Ry definida por:
(1.6) f(s) = E[sM].

Consideraremos também os iterados da funcéo geradora de momentos:

(1.7) Jo()=s:  fati(s) = F(fa(s)).
Como supusemos que Z, é igual a 1, a fungéo f é também expressa como
f(s) = B[s™]
(1.8} =3 pist
£>0

e portanto, f ¢ wma funcfio infinitamente diferencigvel em (0,1), estritamnente convexa,
estritamente crescente, f(0) = p,, f(1) =1.

Seja fu):[0,1] = Ry a fungfio geradora de momentos associada a Za:

f(n) (b‘) = E[SZ"].

Assim, se P,(7,7) representa o produto da matriz de transigdo n vezes,

(1'9) f(n)(s) = ZPI!(]'Y k)sk'

k>0
Em particular, fin)(0) = Pu(1,0) = P[Z, = 0]. Desejamos, portanto, estudar a
evolugiio de f(,)(0). Vamos provar que para todo n > 1, fa(s) = finy)(s). Como
f(8) = f13(s), basta mostrar que a seqiiéncia de fungdes (f(5)) verifica uma relagio de
recorréncia semethante a (1.7). Fé-lo-emos de duas maneiras diferentes. Por definiggo,
fnany(s) = Bls%t]
- E[SN;'+---+N£“]
» aew k
= ZE[I{Z.,=:.-}SN‘ ke
k>0
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’ -~ - . p— -1
Como Z, & uma fungio das varidveis N2, N2,... , N, N},... N} VNG L. e estas
varidveis sfio independentes das v.a. N, NJ,... ,NJ, Z, éindependente de N{',...,

NZ. Como as varidveis lyz —zy e sV T +N sio integraveis, pela propriedade (ES5),
k {Za=k} £ P

Ni+-4N]] = B E[SNI‘+---+NL‘]

E[I{Zn=k}s 1{Z,.=k}]

= P[Z, = KE[sM TN

Como as variaveis N7, ... , N[ sdo independentes e identicamente distribuidas, por (E5)
e (1.6)
k
B[NV = H E[s™]

i=

= (e[s™))"
= (f(s))"-

—

Logo, por (1.9)
Fan(s) = D P2 = K(F(s))*

£>0

= 3 Pu(1, B)(F())*

k>0

= fin)(f(3))-

A segunda forma de provar uma relagiio de recorréncia para f(n), baseia-se unica-

mente nas propriedades da probabilidade de transicao P(k,j):

ftnt1)(8) = Z Poa(l, k)sk

k20

= Z ZPn(]-;j)P(j'n k)sk

k>0 520

=33 Pa(1, 500y s*

k>0 520

94



pois P(7,k) =p2j por (1.5).

Vamos provar por indugio em J a seguinte relagiio:

Yok =[f(s)

k0

Para j = 1, esta igualdade decorre da definicdo de £, reformulada em (1.8). Suponhamos

a relagdo verdadeira para todo inteiro menor ou igual a j. Entio,

3
Zp;(jﬂ)sk - Z ZP;--.‘P?SL

k>0 k>0 i=0

=2 ps ) phist
i>0 k>

=2 p’s Y pust
>0 k>0

= > pis'f(s)
i>0

= [f(s)F

Portanto,

f(n+l)(3) = ZPH(]':J)[f(S)]J

jz0

= f(n)(f{‘s))'

Logo, para todo inteiro n fin) = fa-
Destarte, P[Z, = 0] = f,,)(0) = f4(0). Interessamo-nos em estudar a seqliéncia
dos iterados de f. Antes de analisar o comportamento da seqiiéncia (fr(0))i>1, vamos

justificar a terminologia utilizada. Calculemos a esperan¢a da v.a. Z;.

E[z)) = Z k pi

k>0
= fi(1).
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Da mesma forma, se a variavel Z; possuir momentos de ordem superior (E[Zf}, k > 1)
podemos expressa-los a partir da fungio geradora de momentos.

m representard a esperanca da varidvel Z; e portanto o valor da derivada da funcgio
geradora de momentos no ponto 1. Com esta fungéio podemos também calcular a espe-
ranga de Z,:

E[Z:] = )k Pu(1,F)
k>0

= fy(1) = fr(1).
Ora, fu(1) = fifemt()fima(1) = F O (fa2(W (1) = --- = [FQ)]* = m",

pois para todo inteiro positivo n,  fo(1}= 3 P,(1,k) = 1. Portanto,
£30

E[Z,)=m" para todo inteiro positivo n.
Provaremos dois lemas elementares sobre a func¢iio geradora de momentos:

LEMA 1.
(i) f é crescente e estritamente convexa em [0, 1].
(i) F0)=po e F(1) =1,
(ii) Se m <1 entdo f(t) > ¢ para todo t € [0,1).

(iv) Sem > 1 entdo f(t) =t tem uma tnica solugdo em [0, 1).

DEMONSTRAGAO: As duas primeiras afirmagdes sdo conseqiiéncias imediatas da defini-
¢ao'de f. Lembramos que uma funcio continua ¢:{a,b] — R duas vezes diferencigvel
em (a,b) é (estritamente) convexa se a segunda derivada é (estritamente) positiva.

(iii) Como f ¢ estritamente convexa em [0,1] e f(1) = 1, a fungdo g(t) = f(t) —
¢ também ¢é estritamente convexa e g(1) = 0. Logo a derivada ¢'(¢) é uma fungio
estritamente crescente (pois a derivada da fungfio ¢' é estritamente positiva) e em 1,
¢'(1) = f(1) =1 = m —1 £ 0. Portanto g' ¢ estritamente negativa em [0,1) e ¢ é
estritamente decrescente em [0,1]. Como g(1) = f(1)—1=0, g(¢) > 0 parat € (0,1),

0 que prova (iii).

96



(iv) Suponhamos m > 1. Seja g(t) = f(t) - ¢. Vimos em (iii) que a funcio g é
estritamente convexa. Como ¢'(1) = f/(1)~1=m—-1>0eg(l) = f(1) =1 = 0,
existe ¢, < 1 com g(t,) < 0. Por outro lado, ¢{0) = py > 0. Logo, pelo teorema do
valor intermedidrio, existe t; € (0,1), g(t1) = 0, i.e, f(t:) = #;. t; é o tnico
elemento de (0,1) com tal propriedade. De fato, suponhamos por absurdo que existe
ty € (0,1) com g(tz) = 0. Sem perda de generalidade, podemos supor 5 > ;. Como
g ¢ diferencidvel, pelo teorema do valor médio, existe t; em (¢1,%2) e £4 em (3,1) com
¢'(t3) = ¢'(ts) = 0, o que contradiz a monotonia estrita da funcio ¢'. O
NOTAGAO: ¢ represenara a menor raiz em [0,1] da equagio f(1)} = ¢. Pelo Lema 1, no

casom < l,g=lenocasom>1,¢< 1.

Temos portanto duas situagdes distintas:

-?(t) 1“ ‘J

v

1 ] 1

-
1

Mg m 53
LEMA 2.
(1) Set € [0,g] entdo fu(t) T ¢ quandon T co.
(ii) Set € [g,1) entdo fr(t) | ¢ quando n T cc.

DEMONSTRAGAO: (i) Sejat < g pois o caso t = ¢ é trivial. Comot < ¢, f(t) > t. Sendo
f estritamente crescente, f(f) < f(¢) = ¢. Logo t < f(t) < g. Repetindo o argumento

provamos que a segiéncia f,(t) é crescente e limitada por ¢: t < f(t) < f2ft) <
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<+ < fa(t) < g. A segiiéncia possui portanto um limite £ < ¢. Como a fungio f é

continua, f(£) = f(lim fo(¢)) = lm f(fn(t)) = lm fo41(t} = £. Como, por definigéo,
n Th=r OO n—eo

g é a menor raiz da equagao f(f) =t e f < g, ¢ = £. A segunda afirmagéo do lema se

demonstra da mesma forma. g

Reunimos todos os elementos para resolver o problema formulado no inicio deste

capitulo,

TEOREMA 1.1. A probabilidade de extingio da cadeia de Markov (Z,)n31, Plexiste n;

Zn =10] éigualaq.

OBSERVAGAO: Portanto se o nimero médio de descendentes m for menor ou igual a 1,
a familia se extingue quase certamente pois neste caso ¢ = 1. Por outro lado, se m > 1,
hd uma probabilidade estritamente positiva de permanecerem descendentes em todas

as geragoes futuras.
DEMONSTRAGAO:

Plexiste n; Z, = 0] = P[

U{zn=0}].

n>1

Como {Z, =0} C {Z,41 = 0}, pela propriedade (1.1.9),

P[ J{z. = 0}] L P(Z, = 0]

n>1

lim P,(1,0)

H—oo

nli_t}gof(ﬂ}(o)

1

= lim f,(0)=¢.

n—0o0

Portanto,

Plexiste n; Z,, = 0] = ¢.
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Este teorema assevera que existem duas situages possfv'eis. Se m < 1 entéio quase
certamente a familia se extingue. Por outrolado, se m > 1, como E[Z,] = m™, o ntimero
médio de individuos numa geragio cresce para 0o. Assim uma popula¢io que mantiver
sua taxa de reprodugiio constante ao longo do tempo estd condenada a desaparecer ou
a se multiplicar e crescer indefinidamente.

O leitor encontrard em [AN] um estudo minucioso dos processos de Ramificaciio e

em [N2] desenvolvimentos recentes desta teoria.
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CAPITULO VI

MARTINGAIS

Neste capitulo resolveremos um problema, conhecido na teoria de finangas como
problema do empregado. Podemos descrevé-lo, adaptando-o, da seguinte forma. Ima-
ginermos um jovem bem relacionado precisando da maior quantidade

de dinheiro possivel para saldar uma divida. Com este fito ele se propde casar coln
uma rica herdeira. Seu tnico critério de selecdo serd o dote de cada uma das preten-
dentes. Para realizar este projeto nosso jovem rapaz decide freqlentar assiduamente
a alta burguesia carioca para ser apresentado aos bons partidos da cidade. Em média
ele encontra uma pretendente por semana. Por outro lado, toda semana ele despende
uma quantia fixa ¢ em roupas, contas de restaurante e bar, presentes, aluguel de carros
luxuosos...

Sedutor e habil, ao final de um periodo, ele poderd livremente escolher sua esposa
entre todas as pretendentes encontradas até entdo. Assim, ao final de cada semana eie
deseja saber se deve casar-se com aquela das herdeiras ja conhecidas que possuir o maior
dote ou prosseguir sua busca e gastar uma vez mais a quantia ¢.

Propomos o seguinte modelo para este problema. Seja, para j € N, Yj o dote da
j-ésima moca apresentada. Suporemos as varidveis (Y;)j>1 independentes e identica-
mente distribuidas. ¢ representard a despesa semanal necessaria para frequentar a

alta burguesia carioca. A fortuna do jovem ao final da n-ésima semana gerd portanto
Zo =M, —cn,
onde

M, = max Y.
1<i<n
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A solugdo deste problema envolverd elementos da teoria dos martingais. Na primei-
ra secio deste capitulo apresentamos uma breve introdugéo a esta teoria. Na segunda

segho retornaremos ao problema formulado acima.

§1. Martingais

Seja (Xn)n»1 um processo estocdstico definido em um espaco de probabilidade
(82,4, P), onde  é o produto infinito de cépias de um subconjunto @, enumerdvel de
R Q=0 xQhx-,Q;=Q,,i>1. F, representard a o-4lgebra gerada pelas
varidveis aleatérias Xy,... | X,. w = (w;}i>1 representard os elementos de (. A
o-dlgebra F, e as varidveis aleatdrias X; (X j(w) = w; para todo j > 1) foram definidas
e estudadas no capitulo IT.

Inspirados em jogos honestos, onde a cada etapa a fortuna média de um jogador €
igual a sua fortuna no instante anterior, temos a
DEFINIGAO 1.1: O processo estocdstico (Xr)n>1 & um martingal (supermartingal) se
para todon > 1,

(i) E[Xnt1 | Fal = (€)X

(ii) E[|X.[] < co.

O processo (X,),,»1 serd chamado de submartingal se {—X%)n>1 for um supermar-
tingal. Nesta segiio enunciaremos todos os teoremas para martingais e supermartingais.
As afirmagBes a respeito dos supermartingais podem ser adaptadas para o caso de
submartingais,

Da definido de martingal (supermartingal} segue-se:
ElX,, | Ful = (£)X, paratodo m > n.

Este resultado demonstra-se por indugéo em m > n + 1. Por defini¢io a igualdade

(desigualdade) ¢ verdadeira para m = n + 1. Suponhamos a igualdade (desigualdade)
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verificada para n + 1 < m < n + k. Entdo, pela propriedade (EC5} da esperanga
condicional,
E[Xnir41 | Fal = ElE[Xngrsr | Frrs] | Fal
= (<)E[Xntk | Fal

= (S)Xn:

onde utilizamos a propriedade (E1) ¢ a definicio de martingal (supermartingal) para
obter a segunda igualdade e a hipdtese de indugéo no dltimo passo.

Para desenvolver a intuigiic sobre esta classe de processos estocdsticos, vejamos dois
exemplos de martingais,
EXEMPLO 1: Sejam @ ¢ P duas probabilidades em 2. Notaremos por Pp e ¢, a
restricdo destas duas probabilidades aos conjuntos {33 x --- x §2,. Portanto, para A €
Q X - X 8,

Po[A] = P[A X Qg1 X Qpga x -]

Vamos supor que para todo (wi,... ,wy) € Q1 X -+ X Qp, Pyl(wi,... ,wa)] > 0. Seja

Fn: @ — Ry a fungédo definida por

_ Qrl{wiy- - ywy )]
Pol(wr, ... ,wa)l’

Fa(w)

onde Qu[(w1,... ,wy)] = @n[{wy, ... ,wa}] = Q[fw® € Qwf =wi1 <i < n}l. f,sé
depende de w como funciio das n-primeiras coordenadas. Portanto f, é F,-mensurdvel.

Ademais, f,, possui duas propriedades:

1) Para todo conjunto B em F,,,

Ep(falp] = Eg[ls),

onde notamos por Ep e Eq as esperangas correspondentes as probabilidades P e Q. De

fato, como f,, e 1p sdo Fu-mensurdveis,

Ep(falp] = Ep,[fr1B].
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Por outro lado, vimos no capitulo I:

EPn[fﬂ]'B]= Z fﬂ(wl,"' Jwﬂ)lB(wh"'7wn)Ri[(wl)~-' ,wn)]
{103 eee ywp JEQ X %0,

_ Z 1p(wy,... ,wa)@u[(wyy... ,wy)]

(w1, wn )ESy - %12,
= Eq, (18]

= Egl1s] = Q[B].

Portanto f, permite calcular a @Q-probabilidade de um evento da o-dlgebra F,
a partir da probabilidade P. A segunda propriedade demonstra que ( fa)uz1 € um

martingal sob a probabilidade P.

2) EP[fn+1 |Fn]=fn-

Basta verificar as duas propriedades da definigio de esperanca condicional dada no
capitulo I. Ja vimos que f, é F,-mensurdavel. Por outro lado, se F' é uma v.a. F,-

mensuravel e portanto sé depende de w,,... 1w,

Ep[Ffui1] = Epyy, [F fayi]

- )Y P, gy Tttt Bl gy )

(W1yeee Wn 1 JEQ X Qg Pﬂ+1[(wls v ’wn+1)]

= Z Flwy,...,wy,) Z Gural(wy. .- s wep)]

(W1yeee , Wn YJEQ X - %0, Wn1 €EQn 41

= Z Flwy, ... ywa)Qal{wi,... ,wy)]

(W, wn g JEQ X X8 gy

= Z Flwy, ... ,wa)falw,. .. ,wa) Paf(wy,. .. ,w,)]

(we,... ,w,,.'.])enlx---xﬂ,,.,.,
= Ep, [Ffu] = EP[fﬂF]‘
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Portanto, para provar que f, é um martingal, resta verificar que f, ¢ integravel:
Epl|fall = Ep, [ f]

> falwyy e s wa)Pal(w, . wa)]

wj €0y
1€j<n

> Qullwsy.. .y wa)]l =1,

1€5<n

A propriedade 1) da fungéo f,, caracteriza-a como sendo a derivada de Radon-

dQn
dP,’

Nikodym da probabilidade @,, com respeito & probabilidade P,  fr =

ExgmPLO 2: (ver [KT]). Consideremos uma urna com uma bola branca e outra ver-
melha. Repetiremos o seguinte procedimento. Uma bola é retirada da urna. Apés ter
sido identificada ela é recolocada na urna com outra bola da mesma cor. Desta forma,
apds a n-ésima retirada, a urna conterd (n + 2) bolas. X} representard a propor¢ao
de bolas vermelhas na urna apés a k-ésima retirada. O espago § sera o produto in-
finito do conjunto Qo = Q N [0,1]. Desejamos provar que a seqgiéncia (Xi)r>1 é um
martingal. Ora, apds a n-ésima etapa, a urna contém (n + 2)X, bolas vermelhas e
(n -+ 2)(1 — X,,) bolas brancas. Portanto a probabilidade de retirarmos uma bola vér—
melha no (n + 1)-ésima etapa é X, e (1 — X,) a probabilidade de retirarmos uma bola
branca. No primeiro caso a proporc¢io de bolas vermelhas apés a (n + 1)-ésima etapa ¢

de {X,.(n+2)+1}/(n+ 3) e X, (n + 2}/(n -+ 3) no segundo caso. Em conclusao,

k . =+ E=j+1, 1£j<n+l
. a i .7 '
= — = —] = I s — ;
P[Xnt arglAn n+2] 1- L k=j 1<j<n+1
0 casos contrarios
LOlliv
PlXs1 = = | Xy =ity s X = iy Xn = =]
n+ e ’ n42
k J
:PX = ——— Xn:—,'
[ ntl n+3| n+2]
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temos

E[X1l+1 [ X1 =41, Xpy = fn—1,Xn = nJ?]

— tal — j
= E[Xpy1 | Xo = el

NN RN
n+3n+4+2 n4+3 n+2

J
n+2

Portanto,

E[Xn+l | Xl:" ' an] = Xn‘
Por outro lado, 0 £ X, < 1. Pela propriedade (E1) da esperanga,
0 < Eflx.]<1.

Logo (X5 )n>1 é um martingal.

Outros exemplos de martingais podem ser encontrados em [KT], [N].

Seja (Tn)n»1 uma seqiiéncia crescente de tempos de parada finitos quase certamente.
Considere um martingal (X,),>;. Podemos interpretar X, como a fortuna de um
jogador no instante n de uma partida honesta. Como os tempos de parada 7, nio
trazem nenhuma informacio sobre o futuro, se a partir do jogo (X #)n>1, considerarmos
uma nova partida na qual o jogador sé possa retirar-se nos instantes (Tn)nz1, esta
nova partida deve também ser honesta. Portanto se considerarmos o processo (Yn)nZI
definido como ¥, (w) = X, ()(w), a esperanga de Y;..1, conhecido o passado (Fr))
até o instante anterior 7, deve ser igual a Y,,. Para formalizar este conceito devemos
extender a nogio de martingal.

Scja (2, A4, P) um espago de probabilidade e (Gn)n»1 uma seqiiéncia crescente de
o-dlgebras. Vimos no capitulo II que uma seqiiéncia de v.a. (Ya)usi é dita adap-
tada ao filtro {G,).>1 se cada varidvel Y, for G,-mensurdvel, Com esta nomenclatura

estabelecida, podemos apresentar a
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DEFINIGAO 1.2: Uma seqiiéncia de v.a. {Xn )1 adaptada a um filtro (Fn)a>1 € um
martingal (supermartingal} se para todo inteiro positivo n,
i) E[|X,]] < oo.
i) E[Xp41 | Fal = (£ ) Xx.
Definimos uin submartingal como o fizemos apds a definigio 1.1.
Seja (Xx)a>1 um martingal (supermartingal) com respeito ao filtro (Fa)np1, onde
Fn=0o{X1,...,Xs). Seja v um tempo de parada e Gy a o-dlgebra Forke (Grlrz1 €

um filtro pelo Corolério da proposigao I1.1.3. Temos a seguinte

PROPOSIGAC 1.1. Seja v um tempo de parada finito quase certamente. A seqiiéncia
de v.a. (X, ax)kz1 € um martingal (supermartingal) com respeito ao filtro (Fuak)i>1 se

(Xt )k>1 for um martingal com respeito ao filtro (Fi)iz1-

DEMONSTRAGAO: Vimos no Lema 1 do capitulo II que a varidvel X,z € Fyax-mensu-
rével. Portanto a seqiiéncia (X, ax)x>1 € adaptada ao filtro (Fonk)z1
A condigio i) da Definigdo 1.2 se verifica sem dificuldades para seqiiéncia estocastica

(Xu/\n)nzl:

k—1
E(lXuarll = B[S ey} X5 + Lpuzay 1X]]
j=1
k
< E|X;| < eo.
j=1

Finalmente, resta a conferir a condigdo ii). Ora, vimes no capitulo II que no
conjunto {v = j},
E[X(k1ynv | Fral = ElXpanyan | Feasl:
Port-
ElX e | Fendl = D L=} B[ X k1) av | Fiajl
izl
k
= Ve ElXganaw | Fi) + Lok Bl ke 1yav | Fiel
i=1
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Ora, sabemos pela definigio de tempo de parada que {v = 7} e {v > j} pertencem
a o-dlgebra F; para todo inteiro j. Portanto, pela propriedade (EC4) da esperanca

condicional, a Altima expressio é igual a

&
ZEll{uzj}X(Hmu | F5] + B[l {ps 1) Xkt 1)aw | Fi)

=

!
= ZE[I{u=J'}Xj | 3]+ E[l{ps 1) Xigtr) | Fil

i=1
k -
= > 1y BIXG | F5l + Loty ElXes | Al
j=1

Como a seqiiéncia (X;);>; de v.a. é adaptada ao filtro (Fr)k>1, X é Fj-mensu-
rdvel. Portanto pela propriedade (EC6) da esperanga condicional e utilizando a hipdtese

sobre a seqiiéncia (X} )i»1, a ultima expressdo é igual (menor ou igual) a
k
Z 1w=1 4G + 1sny Xk = Xiap-
i=0
|
Finalmente, vamos demonstrar o teorema enunciado pouco antes da Definigio 1.2
TEOREMA 1.1. Sgjam v < 7 dois tempos de parada finitos quase certamente e seja
{Xu)np1 um martingal (supermartingal) com respeito a um filtro (Frln>1 tal que
sup E|X,| < co. Entéo:
n
EX. | F]=(2)X..
DEMONSTRAGAO: Pela Proposigio I1.1.4,

E[_Xr I -7'—:1] = Zl{u=j]E[XT | }-J]

i20

= L=t lir2n EIX, | F,

j20

(1.1)
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pois T 2 v,
Vimos na proposigio anterior que X, ax ¢ um martingal (supermartingal) com res-

peito ao filtro (Frax)k>o. Loge para todo inteiro n,
ElXonn | Fram] = (L) Xram se m<=n
Portanto, no conjunto {r > m},
E[Xonn | Fu] =(£)Xm.
Como 7 é um tempo de parada quase certamente finito, para quase todo w € £,
Jim Xy an() = Kr(uwy(w)-

Como sup E[|X,|] < oo, podemos justificar rigorosamente a troca da ordem do limite
n

COIIl & €5peranca.
im E[X;an | Fr] = ELim Xrnn | Furl
nN=——CO n—0o0

= E[X, | Ful-
Portanto, no conjunto {7 > m},
BIX, | Fu] = ($)Xm.
De (1.1) obtemos

EX, |F]=(5) Z Y=gy r2i) Ay

20

= Zl{uzj}Xj =X,.
i20
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COROLARIO. Seja (Xu)np1 um martingal (supermartinga])’ com respeito a um filtro

(Fa)uz1 tal que sup E|X,| < co. Seja (Tn)ap1 uma seqiiéncia crescente de tempos de
b3

parada quase certamente finitos. Entao o processo estocastico (X;, ),>; € um martingal

com respeito ao filtro (F, Ja>1.

DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema resta provar que X, é integravel para todon € N. A
demonstragdo deste resultado estd acima do escopo deste livro ¢ serd omitida. O leitor

poders encontrar uma prova no coroldrio IV.5.25 de [N1]. O

§2. Aplicagio: O golpe do baii

Introduzimos no inicio deste capitulo a seguinte notagio. Y; representa o dote
da j-ésima pretendente e ¢ a quantia gasta semanalmente para freglientar a grande
burguesia carioca. Supomos as varidveis Y; independentes e identicamente distribui-
das. Vamos, para simplificar nosso estudo adnitir que as varidveis aleatérias 17, sejam

limitadas e discretas:

Pla<Yi<f]=1

> PYi =yl =1

JEN
Desejamos encontrar um tempo de parada v quase certamente finito que maximize

a esperanca de ganho do rapaz. Pormalmente, lembrando que no inicio do capitulo
representamos por
Zp=max Y;—en=M, —cn
" g "
o lucro do cidaddo apés a n-ésima semana, desejamos encontrar um tempo de parada v
quase cerfamente finito para o qual

El2,] = sup E[Z]
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onde considerames o supremo no conjunto dos tempos de parada quase certamente
finitos.

Seguirernos a solugio apresentada por Neveu em [N1].

Devemos analisar como se comporta a esperancga de Z,4; conhecendo-se o passado
até o instante n. Se a esperanga condicional de Z,,.4, dado ¥3,... , Y, for maior ou igual
a Z,, o rapaz deve continuar, pelo menos por mais uma semana, a Procurar uma esposa
pois em média, ac final de uma nova etapa, ele terd mais dinheiro que antes deste novo
periodo. Se, ao contririo, a esperanga condicional de Z,4; dado Yi,... .Y, for menor
que Z,, o rapaz deve casar-se com aquela das pretendentes j& conhecidas melhor dotada.

Podemos calcular
(2.1) BlZu4y | Y1y Ya] = EMpq [ 11, Vo] —e(n + 1)
como

M. = max Y;
EAERIE S

= max{M,, Y11}

= Mn + (Yn+1 - Mn)+1

(2.2) E[Mat1 | Ya,... Yo} = My + E[(Yags — M)V | Yoo, 1ol

Como Yn4; é independente de Yi,...,Y, ¢ M, é uma funcio de Y7,...,Y,, pelas

propriedades (EC3) e (EC8H) da esperanga condicional,

(2.3) Ef(Yoy1 — Mu)T | Y1,.. Yol = f(Ma),
ondeparan € R, '

(24) fla) = E[(1 - a)"].

Logo, de (2.1), {2.2) e (2.3), obtemos

(2.5) E[Zpii | Y1, Yo = 20 + f(M,) = c.

110



Devemos portanto analisar o comportamento da seqiiéncia aleatéria f (M,).

A fungio fiR — Ry definida em (2.4) é decrescente, continua ¢ positiva. f
€ positiva pois a v.a. (¥ — a)t ¢ positiva ¢ pela propriedade (E1), a esperanca de
uma v.a. positiva é positiva. Como para ¢ < b, (z — 8)t < (z —a)* paratodo z € R,
(Y1-b)* < (Yi—a)*. Logo pela propriedade (E1), f(b) = E[(Y1—b)T] < E[(Yi —a)t] =
f(a). Finalmente, sejam a, € Re e > 0. Se [a—a,| < ¢ entéo |(z —a)t —(z—a,)F| < ¢
para todo real z. Logo |(Yi{w) — e)* — (¥1(w) — a,)*| < ¢ para todo w € Q. Portanto
pelas propriedades (E1) e (E3),

1f(e) = fla,)| = |B[(Y1 — a)*] ~ E[(Y1 — a,)7]]
S El(Y —a)t - (11 - a0)*]

<e.

Logo f é continua.

A seqiiéncia M, é evidentemente crescente. Vamos provar que em um conjunto
£1* C Q de probabilidade 1, M, T ye onde yo, é a cota superior do conjunto {y;}.
Comeo admitimos o conjunte {y;} limitado, a cota superior y. ¢ finita. Desejamos
provar que para todo N € N, existe um indice n, a partir do qual |M,, — yoo| é menor

ou igual a % Em notagio de conjuntos, desejamos provar que o conjunto

o= U -l < )

NZ21ln,21az2n,

temn probabilidade 1. Basta provar que o complementar deste conjunto

M, — yol = %1) tem probabilidade zero. Ora, como os conjuntos
N2> >1n> v N
21ln,21nzn,

Ay = [1 U {IMn —yoo| = 7} sbo crescentes, pela propriedade (1.1.9),

n,2lnZ>n,
PLU N U e -l > ]

NZ2Eng >l nzn,

=lm P[] | IJI/I,,-yOOIB%].

N—oa
n, 21l nZn,
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Destarte, para provar que P[Q*] = 1, basta mostrar gue para cada inteiro IV,

(2.6) Pl U IMa—yeol 2 -«] =0.

naxl n2n,

Ora, para todo inteiro estritamente positivo k,

PLO U iMool 2 5] < PLU 1Mo ool 2 ]
ne2lnzn, n>k
@2.7)

<Y PlM, — yeol 2 ]

n>k

onde utilizamos a propriedade (1.1.10) para obter a dltima desigualdade.

Mas,

1 1
> PlMy —yoo| 2 1< D PIMa 2 yoo + 7]
n>k n>k
(28)

1
+ E P[]'an < Yoo — Kr‘]
n>k

Como max;<j<n ¥j 2 Yoo + -1{; se e somente se existe algum Yj com Y; 2 yeo + ]ﬁ,
n n

PiM, 2 yoo + %] = P[ _Ul{Y,- > Yoo + —.,{‘,—}] < 21 PlY; 2 yoo + ﬁ] Como a seqiiéncia
= =

(¥;)j>1 é identicamente distribuida,

Z 1 1
i 2 Yoo —l = 1 2 Yoo —_
t._EIP[Y_: +N] nP[¥t 21 +N]

(29) =n ), PMi=yj

1Y 2t t 3

=U,

POiS Yoo ¢ & cota superior do conjunto {y; 7 > 1}.
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Por outre lado, max; <ign ¥ £ yoo—% se € somente se Y_, < ym—'# paral €7 < n.

Como as v.a. (¥;) séo, por hipdtese, independentes e identicamente distribuidas,

1 - 1
PIM, € 9o — —| = P Vi< Yoo — =
- § [ V! 22; [,-D]{ il
=r§k(P[YIS'yoo_%]) .
Seja

1
= < —_——
PN P[}fl_yoo N]

> Plvi=yjl

13 SYea=7r

Para todo inteito N, Py < 1. De fato, como y € a cota superior do conjuito
{y; 7 2 1}, existe ao menos um indice j,, para o qual Yo, — —1]\7 < Y5, X Yoo. Portanto

Py €1-PlY) =y;,] < 1. Logo de (2.10) temos

1
> PMy, < yoo — ~= >y
n>k a>k
(2.11)
Py

(1-Pn)

Juntando (2.7), (2.8), (2.9) e (2.11), temos para todo inteiro k,

1 Pk
P[ﬂ U iMn_yoo|2N]S l_I};N.

T A2,

Fazendo k T oo, provamos (2.6).

Portanto, para todo w em *, M,{w) — yo. Mostramos que o conjunto 2* tem

probabilidade 1. Na terminologia do capitulo I, provamos que M, converge para e
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quase certamente. Como a fungio f é continua, f(M,) converge para f(Yoo) quase

certamente. Seja v o tempo de parada definido comeo
v = inf{n f(M;) < c}.

Nio & dificil verificar que v é um tempo de parada no sentido da Definigao I.1.3
(veja exemplo 11.1.4). .
Como f(yeo) = 0 < ¢, v(w) < oc para w em *. Portanto v é um tempo de

parada finito quase certamente. Por outre lado, de (2.5) temos

E[Zn+1|Yla-~:Yn]ZZn para TLSV
{2.12)
X Zn, para n >

Vamos provar que v maximiza E[Z,].

Consideremos a seqiiéncia (Z;, ). Esta seqiiéncia tem a propriedade
(2.13) Zonv S ElZiniyas | Y1,... . Ys] paratodo neN.

De fato,

E[Z(n+1)/\v | Yl:- ‘s :Yn]

n
=E|:Zl{,,=j}zj' |}"1, , Ya +E[l{,,>n}Z,,+1 |Y1,... ,K;]
i=1

n
= Zl{,,;,-}z,- + 105} ElZner | Y1, Y0

=

A=t 25+ L a) Za
i=1

= ZnAu-

onde utilizamos (2.12) para obter a desigualdade.
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Por outro lado, existe uma constante K < co:

(214) sup E“an\u” <K

De fato,
E|Znasl] € E[Many) + c Eln A V]

< Yoo + ¢ E[V].

Ora
Elvj=> Pl >4,

k1

pela propriedade (1.3.2).
Como {v > k) = {f(My—y) > ¢} = {M_s < f~(c)}

El] =Y P[Mi-1 < £7(c)]

k21

- k=1
k>1
Como ¢ > 0 = f(ye0), com os mesmos argumentos utilizados para provar que Py < 1,
pode-se mostrar que P[Y; < f~!(c)] < 1. Logo

1

= TP < e <

Por (2.13) e (2.14), obtemos que o processo (Znap)a>1 é um submartingal com respeito
ao filtro Fupa,. Ademais (Znav)n>1 satisfaz as hipdteses do Teorema 1.1 deste capitulo,
Vamos agora provar que o processo (Z,4u)n»1 é um supermartingal com respeito
ao filtro (Fryu)nz1-
Primeiramente verifiquemos a condigio i) da Definigao 1.2 da se¢éio anterior. Repe-

tindo os argumentos usados para provar (2.14), cbtemos

E[|Z,4nf] < Kn <00 paratodo neN.
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Por outro lado, pela Proposigio 11.1.4 e (EC4),

E[Z(n+l)+u | fn+#] = Zl{u=k}E[Z(n+l)+u | Fﬂ+k]
>0

= ZEll{v=k} Z'n.+1+k | }-n+k]
k>0

= Z 1=} E[Zay1+k | Y1,-- - , Yagi]
k>0

< Z L=k} Znts

k2o

= Zn+u1

onde utilizamos a desigualdade (2.12) na quarta etapa do desenvolvimento acima.
Seja 7 um tempo de parada finito quase certamente. Como (Zy44)n>0 é um su-
permartingal com respeito ao filtro (Fpyu}nzo, pela Proposicio 1.1 da segiio anterior,

(Z(n+s)ar)n>0 € um supermartingal com respeito ao filtro (Firtv)ar Jn>o- Portanto,
(2.15) E[Z(n+y),¢\-r | fy/\r] S ZV/\T-
Ora,
nli_l:%oE[Z(n+u)Ar [ }‘w\r]
= lim E[Mtuynr | Forsl —c lim E[(n+v) AT | Funr)-
00 n—oo

Como para todo n, Mintv)a- € limitado e como (n+ v) A7 | 7 quando n | oo, pelos

Teoremas 1.3.1 e 1.3.2 de convergéncia do capitulo I

lim E[M(n+v)f\r | fu;\r] = E{RIEP;OM(H-I-U)AT | fw\r]

00

= E[Mr I fu/\-r] |

lin;lo Eln+v)A7| Funs| = El7 | Funsl
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Mas sendo M, limitado,
E[MT I fvl\r] —_ CE[T | fy,\f]
= E[M, —c7 | Fyps)

= E[Z'r I Fu/\r]-
Demonstramos que

lim E[Z(n+y),\1- I fy/\r] = E[Z-,- | fw\r]-

=00

Assim, passando ao limite em (2.15), temos:
(216) Efzr 1 fv/\r] S Zw‘\r-

Reunimos a esta altura todos os elementos para provar que » realiza o supremo.

Seja v um tempo de parada quase certamente finito
(2.17) E(Z.] = E[Z:1,<,] + E[Z,1,5,).

Como (Za,) é um submartingal satisfazendo as hipdteses do Teorema 1.1 e 7 A v

um tempo de parada menor ou igual a v, pelo Teorema 1.1,

E[ZW\V | f(v/\r)/\u] > Z(r!\u)/w:

ou

E[ZV ] hF‘l»’.”\?] 2 ZTI\H-

Portanto, o primeiro termo & direita da igualdade em (2.17) pode ser desenvolvido como:

E[ZTITSV] = E[Zn\ulrSu]
S E[E{ZV | :Ful\r}lrﬁu]
(2.18)
= E[E[Zulrgy I Fu!\r]]
= E[Zu1r$U]7
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onde obiivemos a peniltima igualdade pela propriedade (EC4) uma vez que o evento
{r < v} pertence a s-dlgebra F, 5, € a 1iltima igualdade pela propriedade (EC1).
Por outro lado, o segunde termo 4 direita da igualdade em (2.17) pode ser calculado

Conto:

E[Zrl{,w}] = E[E[Z,- | fyl\r]l{r>u}}
(2.19)
< E{Zvl{r>u]]-

onde a igualdade foi obtida usando as propriedades (EC1) e (EC4)e a desigualdade
usando (2.16). Reunindo (2.17), (2.18) e (2.19) provamos

E[Z.] < E|Z,).

Logo
E|Z,] = sup E|Z,],
TeT

onde T representa o conjunto dos tempos de parada quase certamente finitos.

Exercicios

1. Com a notagao do Capitulo V, prove que (£2),5; é um martingal.

mn
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