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PREFACIO

A importancia de métodos computacionais para a pesquisa em Ma-
tematica, j4 havia sido percebida por John von Newmann, que numa
carta de 1946 ao matemadtico inglés M. H. Newman (Manchester),
chefe dos projetos dos computadores Colossus e Manchester Mark
I, externou seu pensamento sobre o seu projeto EDVAC, entéo em
construgdo no Instituto de Estudos Avancados de Princeton:

We propose to use it as o “ezperimental tool,”, i. e.,
in order to find out what to do with such demce That
18, I am convinced, that the methods of “approzime-
tion mathematics” “will have to be changed very radi-
cally in order to use such a device sensibly and effec-
tivelly - and to get into the position of being able to
use still faster ones. I think that the problem in this
respect 1s partly logical and partly analitycal, since fin-
ding suitable approzimation methods and finding and
coding the proper machine “setups” may be the main
bottleneck. We want to do a good deal of mathematical
and logical work in parallel with the engineering deve-
lopment, a good deal more, with the machine as the
“ezperimental tool,” when the machine is ready.



Citado por W. Aspray em

The Mathematical Reception of the Modern Computer:
John Von Neumann and the Institute

for Advanced Study Computer [Ph).

O que nos surpreende na carta de Newmann, ¢ a sua atuali-
dade. Sem sombra de divida essa carta seria atualmente assinada
por .qualquer matemadtico envolvido em métodos computacionais e
de visualizagio. Apesar de estar, através de von Newmann e de A.
Turing, fortemente ligada as origens do computador, a matemdtica
foi uma das ultimas ciéncias a abragar as técnicas de Computacio
Gréfica com a finalidade de melhor compreender seus problemas, e
buscar as suas solucdes.

Os métodos de Visualizacio Cientifica além de possibilita-
rem a compreensfio de varios fendmenos que fogem a nossa per-
cepgio estabelecem uma lingua conmuim de comunicagfio entre as
varias ciéncias. No caso particular da Matemética, a interagio com
métodos de visualizagio estabelece uma méo dupla: De um lado
a Matemadtica fornece um subsido essencial para o desenvolvimento
dos métodos e técnicas de visualizaciio, do outro lado faz-se notar
0 avango am algumas dreas da Matemdtica nas quais o computa-
dor tem desempenhado em papel importante. Este curso é uma
introducéo a essa interface

Matematica = Visualizagio,

Alguns tépicos abordados no livro sio na realidade parte de
alguns projetos que estao em andamento. Gostariamos de ter nos es-
tendido mais no texto, e de ter incluido um maior niimero de figuras
mais elaboradas. A limitagio dos equipamentos disponiveis (micro-
computadores do tipo PC) nédo nos permitiu atingir nossos objetivos.
Fizemos o possivel com esses equipamentos dentro das limitacdes.
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A Renato Zornoff pela implementagio do algoritmo de Wagner para
o problema de Plateau em sua dissertacic de mestrado. A Gui-
lherme Fuhrken que implementou algoritmos de superficies escondi-



das e iluminac¢do. A Helio Cortes Vieira pela implementagio de um
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CONTEUDO

Capitulo 0: Visualizgao e Matemadtica Pura. 6

o Neste capitulo damos uma visdo geral do estado atual dos
métodos de visualizagio em vérias areas de matematica pura
e modelagem geométrica.

Capitulo 1: Triangulando o Espago Ambiente. 30

o Aqui introduz-se uma combinatéria adequada a triangulagao
do plano e do espago, indicando-se a conexdo dessa combi-
natdria com a teoria dos grupos de simetrias do espago.

Capitulo 2: Topologia, Combinatdria e Aproximagao Simplicial. 43

r YR ~ 0 [} LT [N
o Nesse capitulo superficies e curvas sio aproximadas simpli¢ial- -
mente a partir das técnicas introduzidas no capitulo anterior.

Capitulo 3: Combinacdes de Sélidos e Fungdes Implicitas. -~ * 55
‘e’ Mostra-se nesse capitulo como é possivel definir operagdes de
combinagdes de superficies utilizando a representagdo simpli- -

cial de curvas e superficies definidas implicitamente. o

Capitulo 4: Métodos Simpliciais em Superficies Minimas. .. .. 63 _
e Métodos de representagao implicita, represenﬁ:agéq,par_amétrica,
representagio de Weirstrass e métodos variacionais associados
a métodos de elementos finitos sao usados para representar su-
" perficies m’nimas. : - R
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Visualizagao e

Matematica Pura

1. Introducio

Apesar de estar fortemente ligada 4 origem do computador, e ter
motivado até o desenvolvimento do mesmo, a Matemsitica foi uma das
tltimas ciéncias a embarcar na drea de Visualizagio Cientifica, Apesar
disso j& se fax sentir fortemente na pesquisa atual a utilizacdao da Com-
putagio Gréfica como uma ferramenta poderosa para atacar problemas
Matemdtica Pura e Aplicada.

Mencionamos abaixo dois motivos que a nosso ver constituem a
razdo do uso crescente das técnicas de Visnalizacio Cientifica Jjunto aos
cientistas das mais diversas dreas da Matemstica:

e A computacio grifica permite que novos fenémenos possam ser

e Fenémenos J& conhecidos podem ser reestudados & luz de expe-
rimentos computacionais; '

Neste capitulo procuraremos ilustrar esses dois fatos através dos

virios exemplos.
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Além de ter se mostrado como um instrumento de pesquisa in-
dispensdvel, a Computacao Grifica vem também permitindo uma maior
aproximacio entre as ciéncias. Tendo se mostrado ser a solucio mais
vidvel para o problema da comunicagac homem-maquina, a Computagao
Griéfica serd certamente o dialeto comum de comunicagao entre cientis-
tas de dreas diversas.

O objetivo principal da Visualizaciao Cientifica é a Visualizagao
de Dados. Nesse processo, tem-se primeiro que definir precisamente a
que objetos desejamos visualizar, e a partir dai decidir como representa-
los de modo a atingir os objetivos. Esses objetivos podem ser bem
especificos, ¢ dependem de cada caso a ser estudado, porém de modo
genérico devemos exigir as seguintes propriedades do modelo de repre-
sentagao utilizado:

s E necessirio que esta representagio permita ficil acesso, e mo-
dificagao;

» A representagic deve ser suficientemente robusta do ponto de
vista numérico, algoritmos estdveis, e permitir modificacao dos
dados sem criar inconsisténcias geométricas ou topolégicas;

e Informagdes sobre os objetos devem estar facilmente disponiveis;

e A visualizagao dos objetos deve permitir uma melhor compre-
ensao do fenémeno em estudo ou, e isto seria o ideal, a solugho
do problema que esti sendo simuladao,

Para atingir a este conjunto de objetivos é necessdrio definir,
as estruturas geométricas tanto do ponto de vista matemdtico quanto
computacional, de modo que os objetos possamn ser representados com
um grau de precisio sob contréle e satisfazendo as propriedades descri-
tas anteriormente. A ligacdo da estrutura geométrica de um problema
com a estrutura computacional, & feita através da esirutura de dados.

Do bom relacionamento
Estrutura Geométrica = Estrutura de Dados

depende o sucesso da representagao computacional dos objetos que pre-
tendemos visualizar.

Como em vArias outras Areas que se utilisam de recursos com-
putacionais, o problema maior em Visualizagio Cientifica é o sofllware,
Nao existe um software que seja adequado a todo o tipo de problema.

7
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O problema dosoftware em Visualizagao Cientifica se torna mais critico
quando abordamos;o- -aspectd.de Visualizagao de Dados, pois nao existe -
um -algoritmo: generlco que. possa .ser- utilizado . para gualquer tipo de
dados, e queseja. adequado aos.objetivos que pretendemos atingir.

"0 problema acima descr ito, ‘qué chamamos de stuahzagao Ge-
nérica de Dados (VGD), fica entiio como uma meta a ser- atingida,
como um ideal que norteia as pesquisas nessa drea. -Fazendo uma anilise
mais: detalhada.desse problema, observamos que um dos gargalos estd
na-entrada- de -dados para o programa de visualizacdo. Essa entrada
deve ser suﬁcxentemente genérica, robusta ¢ flexivel. Enfatizamos mais
uma vez que. ssas caracteristicas estao diretamente relactonadas com a
estrutura de dados utilizada. . :

Discutiremos no que se segue vérios exemplos do uso de Com-
putagao Gréfica em Matemdtica. Esses exemplos foram escolhidos den-
tre vdrias dreas, entre problemas de pesquisa recente, e problemas de vi-
sualizagdo de problemas cldssicos. Espm amos que este capitulo capitulo
funcmne como uma introducio a essa area, e sirva de motivagao para o
restante dos capltulos do livro.

2. Geomé:‘r‘ia“ Diferencial

0 estudo das superfzczes minimas comegou nos fins do século
XVIII com o seguinte problema estudado por J. L. Lagrange:

~ “Determinar dentre todas as superficies com o mesme
~contorno, aequela que possue & menor drea”. -

) Postenormente, o fisico belgc\ J. Plateau ((rP1)), realizou vérios
expernnentos com superf’ icies dcﬁmdas por peliculas de sabao obtidas
ao mergulhar uma curva feita com wmn fio metalico em uma substancia
formada por 4gua, sabio e glicerina (ver [AlTa]). Essas superﬁ’cles con-
stituem o meodelo fisico adequado das superficies minimas estudadas
por Lagrange. Uma boa introdugio ao estudo das superficies minimas
pode ser visto em [doCarmol] ou [BaCo]. A importincia de técnicas
de visualizagao ‘'em  Geometria Diferencial, pode ser medida pela in-
fluéncia que os expenmentos de Plateau tiveram no desenvolvimento
da_ teoria - das -Superficies Minimas. .. Vdrios: resultados tedricos foram
motl,,yados pelos: experimentos, com: pehculas de ;sabdo feitos por Pla- -,
teau.e.posteriormente repetidos por:véarios matemsticos. Atualmente; .
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- substituindo peliculas de sabao por Computagio Grifica as técnicas de

~visualiza¢ao- continuam sendo:'de’ extrema hmportanciano estudo-das

-superficies minimas, isto fica claro’' a partir da'solugao do probléma que
S s T SEpver et e

pretendemos descrever no'que se'ségue.

e 1

- O primeiro exemplo de superficie-minima: (além do plano) foi
N R R K T R R Y Y T A o
" ‘'descoberto, utilizando métodos variacionais, por Leqnai-cil\Euler no sécu-

16 XVIIT (1740), 20 axios antes da déscoberta da squacdo das supérficies
Pigtiw oot VT i Voo taand AR o - 1 (ve\rﬁ"gur‘ ‘!1“).-.

A aplicacio de Gauss'do Catencide éinjetiva, e portanto a sua
curvatura total é finita:(igual-4 area‘da esfera unitdria em R?). Mais
recentemente, varios resultados obtidos por R. Ossermann ([Os]) uti-
lizando andlise complexa para; estudar-superficies minimas com cur-
vatura total finita. Os resultados de Ossermann levaram natural-
mente a seguinte pergunta:

T -
1A -

“Ezistem superficies minimas compleias e mergulhadas

em R3 com curvitirg. total finite; além’ do plano

-

- atenotdef”: T BT T ) o o
ssi'c.. Emsua, tese de, doutorado no IMPA, C..J..da. Costa ([’cpg)
descobriu, utilizando as equagdes;de Weirstrass, um novo.exemplo de

_superficie minima completa, cuja topologia era de género um e com
g A e T I N S T I SR R+ T TN S i, ) ;
“trés'fins (un 0 MeEnos . trés p011§os). C([)stq .de,mox;str u' também
RS A « LU ST DI KT L SRR R FA RS S AT Y] S L TN AR R SIS T TSR PARER A L
que-os fins da superficie por ele descoberta’ éram meérgulhados. Ela



10

Visualizacdo e Matemadtica Pura Cap. 0

era pois uma candidata natural para resolver o problema acima men-
cionado, para isto bastava mostrar que a parte da superficie contida.
em uma bola de raio suficientemente grande era mergulhada. O ma-
tematicos americanos W. H. Meeks e D. Hoffman, resolveram nume-
ricamente as equagoes que definem a superficie de Costa, e utilizando
técnicas de Computagao Gréfica conseguiram desenhar a superficie
no computador. O grifico da superficie ndo apenas evidenciava que
ela era de fato mergulhada, mas também mostrava as varias sime-
trias que ela possuia, o que auxiliou na demonstracio tedrica do fato
céela. ser mergulhada. A figura 3 mostra o gréfico da superficie de
osta :

fig. 3 - Superficie do Costa

As técnicas de visualizagio utilizadas por Hoffman-Meeks nao
apenas possibilitaram obter o resultado acima mencionado mas tam-
bém permitiram a extensio do resultado levando & descoberta de
exemplos analogos com género maior do que trés. Para maiores
detalhes o leitor pode consultar [Ho].

Pretendemos abordar agora o uso de Computagdo Grifica no
estudo das superficies de curvatura média constante. Como no caso
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das superficies minimas essas superficies possuem uma interpretacao
fisica interessante: Sado solucdes do problema isoperimétrico, sendo
pois solugio do problema variacional com vinculos que consiste em
minimizar a drea mantendo o volume constante. Essas superficies
também foram objeto de estudos desde o século passado quando
o matemético francés C. Delaunay classificou todas as superficies
de curvatura média constante que sfo invariantes pelo grupo O(2)
de isometrias (superficies de rotagdo). Ao contrario das superficies
minimas, nio existe na literatura uma quantidade abundante de
exemplos de superficies com curvatura média constante, por esse mo-
tivo, talvez, o niimero de problemas em aberto nessa drea é também
muito grande.

Em [Go] foi feito um estudo andlogo ao de Delaunay com a
finalidade de descrever as superficies de curvatura média constante
que sio invariantes por um grupo de isometrias do espaco hiperbdlico
H3 (ver também [GoRiRo]). Como no caso das superficies de rotagao
em R3 estudadas por Delaunay, o estudo dessas superficies se reduz
ao estudo de uma equacéo diferencial ordindria no espago de drbitas
da agio do grupo, cujas solugbes representam curvas geratrizes das
superficies. Utilizamos o computador para resolver e equagao dife-
rencial na tentativa de visualizar essas superficies. Esse processo de
visualizagfio tornou possivel fazer uma classificagio completa dessa
familia de superficies, o que resultou na obtengéo de diversos contra
exemplos para alguns problemas que existiam nessa area e permitiu
a demonstracio de vérios teoremas de caracterizagio das superficies
de curvatura média constante no espago hiperbdlico (ver [GoRiRo]).
Além disso a anélise do bordo assintético dos elementos dessa familia
levou 3 descoberta de vérios resultados na teoria dessas superficies.
A figura 4 abaixo mostra a curva geratriz do primeiro exemplo obtido
na literatura de uma superficie de curvatura média constante em H®,
diferente da horoesfera, e cujo bordo assintdtico consiste de apenas

11
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um ponto,

fig. 4 - curva geratriz em H3

O proximo exemplo que pretendemos abordar mostra como o
reestudo de um problema utilizando métodos de Computacio Grifica
pode levar a novos resultados. Trata-se da solugdo da Conjetura de

Hopf.

No infcio da década de 50 H. Hopf ([Hopf]) provou que qual-
quer imersio da esfera em R3 com curvatura média constante, deve
coincidir com a esfera euclidiana. Posteriormente A. Alexandrov
mostrou que a esfera euclidiana é na realidade a inica superficie
compacta mergulhada com curvatura média constante em R3, Esses
dois resultados levaram & chamada Conjetura de Hopf, que consistia
em afirmar serem validos os resultados acima sem qualquer hipétese
sobre a topologia da superficie (Hopf) ou sobre o fato da imerséio
ser um mergulho (Alexandrov). Mais precisamente, a conjetura (que
néo foi formulada pelo Hopf) afirmava:

“A esfera € a dinica superficie compacta com curvature
média constanie em R3”.

Varios gedmetras trabalharam nesse problema. Podemos citar
o resultado parcial de Barbosa-do Carmo ([BaCol), que mostraram
ser o resultado verdadeiro com a hipdtese adicional de estabilidade,
A solucgo final do problema sé surgiu em 1986, quando H. C. Wente
({Wen]) mostrou a existéncia de um toro imerso em R® com cur.
vatura média constante. Todo o desenvolvimento acima em torno
do problema nfo contou com a ajuda de quaisquer recursos com-
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putacionais. O fato interessante é que em 1987 U. Abresch ([Ab])
utilizando o computador observou que as linlias de curvatura do toro
de Wente eram curvas planas. Esse fato, por si s6 interessante, le-
vou na realidade a uma demonstragio mais simples da existéncia do
toro de Wente. Na figura 5 mostramos o toro de Wente obtido no
computador. ‘

fig. 5 - toro de Wente

3. Sistemas Dindmicos

A relagio de Sistemas Dindmicos com as Ciéncias Aplicadas
tem sido constante desde a sua fundacio por Poincaré e Lyapunov;
portanto nao é surpreendente que essa area e a Computagio Grafica
se deixem influenciar mutuamente. Esta influéncia tem sido ndo sé
na proposicéo de novos problemas mas também com a finalidade de
melhor compreender o comportamento das solugbes de tais sistemas.

N3o sé a Matemdtica estd ligada fortemente s origens do
computador, como j4 mencionamos, mas Sistemas Dinadmicos tem
participado ativamente desta ligagdo desde os primeiros experimen-
tos numéricos utilizando o computador. Em 1947, S. Ulam e J. Von
Neumann [UIVo] realizaram experimentos numéricos com a fungao
y = 4z(1 — z) com z € [0,1) que indicavam que o comportamento de
érbitas de um ponto poderia ter propriedades estoscéticas. Sabemos
hoje que fungdes do intervalo podem apresentar um comportamento

13
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dinédmico n#o trivial e o computador tem desempenhado um papel
significativo nesse estudo [CoEc].

Estudando equagdes diferenciais que representavam modelos
matematicos associados & meteorologia E. N. Lorenz S[Lo]) obteve,
em 1963, o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordindrias a trés
parametros no R

2=y —a;

y=re—y-— 2z
r=ay-bxy

com o = 10, r = 28.0 e b = 8/3. Experimentos numéricos realizados
por Lorentz usando o computador mostraram que o comportamento
desse sistema num conjunto para o qual todas as érbitas se aproxima-
vam, era bastante complicado. Esse conjunto (figura 6) é chamado
de atrator de Lorenz e faz parte de uma colegio de afratores cha-
mada genericamente de atratores estranhos. Ele é hoje em dia uma
fonte rica de problemas em sistemas dindmicos tanto do ponto de
vista téorico quanto computacional.

-10 0 10° 20

fig. 6 - atrator de Lorentz

Um outro atrator estranho descoberto por M. Hénon [He],
envolve sistemas dindmicos planares. A idéia de Hénon foi procurar
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no plano um sistema dindmico, que apresentasse um comportamento
andlogo ao atrator de Lorenz. Suas pesquisas resultaram na seguinte
equagao

Tyl = Un + 1 + G.J?E‘:
Ynq41 = br,

coma=14ebd=03.

O comportamento desse atrator é hoje em dia um tépico de
pesquisa em sistemas dindmicos, e desde a sua origem em 1976 ex-
ploragbes computacionais tem desempenhado papel importante no
seu entendimento. A figura 7 mostra um esbogo do atrator obtido
no computador.

0.6 1

0.2;-

-1.5 ~i.0 -0.5 g 0.5 1.0 1.5

fig. 7 - atrator de Hénon

Um outro fenémeno importante em Sistemas Dindmicos é o
da bifurcagiio de Hopf,que dé condi¢des para que uma érbita fe-
chada nasca de uma singularidade degenerada numa familia a um
pariametro de campos de vetores no R”. Na realidade o seu estudo
comegou com Poincaré e foi desenvolvido por Andronov e Hopf e re-
presenta um passo essencial no entendimento das propriedades qua-

15
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litativas de familias de sistemas dindmicos. No comego da década
de 70 o trabalho de Ruelle ¢ Takens [RuTa] pés em evidéncia a bi-
furcacdo de Hopf devido a sua conexfio com certos fendmenos de
turbuléncia. Estudos numeéricos da bifurcacio de Hopf tem sido de-
senvolvidos nos ltimos anos e existem vérios softwares que tratam
do assunto ([HaKaWa]), entretanto métodos de visualizagio eficien-
tes sdo praticamente inexistentes. :

A drea de Oscilagdes Néo-Lineares é uma das que mais tem
se beneficiado da relagiio de Sistemas Dindmicos com Computacio
Grifica. O entendimento de espagos de fase no plano e no espaco, de
segoes transversais de orbitas fechadas nas equagdos de Van der Pol
e-Duffing, por exemplo, tem progredido bastante desde a introducgo
de métodos de visualizagio em sistemas dinimicos Para uma visdo
dessa drea ver [GuHo]. '

No fim da primeira guerra mundial apareceram dois artigos
dos matemdticos Fatou [Fat] e Julia [Ju] e um de Hausdorff [Ha] que
60 anos depois proporcionariamn uma revolugio em matematica pura
e aplicada cujas conseqliéncias ainda nido podemos avaliar inteira-
mente. A histdria que se passou nesse meio tempo é caracteristica
de como o desenvolvimento matemdtico é, as vezes , irregular, diria-

mos mesmo cadtico.

O que Fatou e Julia estudavam era de como se comporta-
vam as sucessivas compostas de uma funcdo racional (o quociente
de dois polinomios complexos) ,isto é, as propriedades do conjunto
invariante de tal funcio (hoje conhecidos por conjunto de Julia)e do
seu complementar. Em linguagem atual, o que eles iniciaram foi o
estudo da dindmica das fungdes racionais.

Exceto por poucos trabalhos o assunto sé foi retomado a par-
tir de 1980 por vérios matemdticos dentre os quais D. Sullivan, R.
Mafie, P. Sad, A. Douady, J. Hubbard, entre outros. Nessa mesma
época B. Mandelbrot comegou a fazer experimentos computacionais
com polinomios quadréticos complexos e exibir os resultados com os
recursos de Computagéio Gréfica, cunhando o nome “fractais” para
indicar os conjuntos de Julia de dimensio de Hausdorff fracionarias.
Os resultados desses experimentos influenciaram a 4rea no sentido
da utilizagio de Computagdo Grificaem pesquisas posteriores em
dinamica de fungdes racionais. ' ' '
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Os experimentos de Mandelbrot [Mand] consistiam em fazer
um diciondrio do conjunto de Julia para a func¢io f(z) = 2% +¢, onde

¢ € um nimero complexo. E facil verificar, usando uma mudanca. de
coordenadas, que esse caso engloba todas as funcdes quadriticas a
um pardmetro. A idéia de Mandelbrot consistia em catalogar cada
parametro ¢ do plano complexo para o qual o conjunto de Julia fosse
conexo. O conjunto que dai resulta, hoje conhecido como Conjunto
de Mandelbrot, ¢ mostrado graficamente na figura que segue.

fig. 8 - conjunto de Mandelbrot

Para um texto introduto’rio e referéncias adicionais sdbre a
dindmica de fung@es racionais v. [Sal.

Recentemente vérios textos tem aparecido que exploram o
lado computacional dos objetos fractais. Os textos de Peitgen-Rich-
ter [PeRi] e de Peitgen-Saupe [PeSal, sdo dois exemplos; o primeiro
leva as idéias de visualizacio de conjuntos fractais de Mandelbrot de
vizualizagio as iltimas consequencias, e o segundo é uma coletanea
de artigos de vérios autores que estudam os conjuntos fractais de
vérios pontos de vista, e contém algoritmos para a criagio desses
conjuntos em diversos contextos.

Mesmo tendo havido um certo progresso, seria apropriado
afirmar que na 4rea de Sistemas Dindmicos os métodos de Visualiza-
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cao Cientifica sio pouco desenvolvidos. Isto se deve em parte & quase

nio existéncia de software adequado ao entedimento de fenémenos
em variedades, e de um estudo efetivo dos erros numéricos associados
aos modelos dindmicos.

4. Topologia e Visualizacao Multidimensional

Nesta seciio daremos exemplos na drea de topologia onde
técnicas de visualizagdo em Computagio Grafica sao usadas para
melhor entender fendmenos em dimensao superior a trés. Procurare-
mos visualizar a estrutura do cubo unitario, e da esfera $? no espago
euclideano R*. Em ambos os casos utilizaremos “projegbes” do R*
em R3 ou R2

A téenica de utilizar transformagtes em espagos de dimenséo
mais baixa é a mais direta que pode ocorrer no que se refere a vi-
sualizacio de dados multidimensionais. Ao utilizar esse método de-
vemos procurar uma aplicagio que preserve alguma estrutura do
modelo que esteja diretamente relacionada com o problema a ser
estudado. No estudo do 11ipelcubo com sua estrutura linear, as
prOJe(;oes candnicas de R* em R* sao suficientes. No caso da esfera
unitaria, veremos que a projecio estereogrifica se mostra adequada
ao problema.

O Hipercubo

E bastante cldssico na literatura o problema de se compreen-
der o hipercubo no espago de quatro dimensées. Do ponto de vista
computacional o primeiro a fazer esse estudo foi T. Banchoff, que
produziu, juntamente com Strauss, um filme extremamente rico em

detalhes ([BaSt]).
O hipercubo em R é o conjunto de pontos
= {(z, o025 2q) €R 1<, < 1,i=1,...,4}.
A definigao anterior se refere ao que podemos chamar de hiper-
cubo sélide. No caso do cubo em R?, seus elementos sao classicamente

conhecidos por vértices, arestas e faces. No caso do hipercubo é mais
conveniente chamar cada elemento genericamente de face, e usarmos
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a dimensdo para distinguir os diversos tipos. Assim os wvértices sdo
faces de dimensao zero, as arestas sdo faces de dimensdo um, e as
faces propriamente ditas sdo faces de dimens&o dois.

No hipercubo temos faces de dimensio zero, um, dois e trés;
as faces de dimensdo trés sio cubos sdélidos. Elas sfo obtidas fi-
xando uma das coordenadas igual a +1 e permitindo que as outras
trés coordenadas variem, satisfazendo a condigio da defini¢do. Te-
mos assim oito faces de dimensdo trés. As faces de dimenséo dois
sgo obtidas fixando duas coordenadas igual a +1, e deixando que as

outras variem segundo as desigualdades na defini¢io de x3. E facil
verificar que temos 24 faces bidimensionais. Analogamente obtemos
as faces de dimensio um (num total de 32) e as faces de dimensgo
zero (vértices) que totalizam 16.

Em [GeGIKi] o leitor pode éncontrar, com mais detalhes, os
fatos acima mencionados sobre o hipercubo.

Para visualizar o hipercubo efetuamos projecbes genéricas
deste no R?, essas proje¢des sdo obtidas primeiro fazendo rotagdes
em relacgio aos planos z,z,, 2,23, 324, etc. em R4 e depois projetando
ortogonalmente. Estas transformacdes, sendo lineares, preservam a
estrutura linear das faces do hipercubo.

Na figura 9 mostramos uma projegiio do hipercubo em R* com
uma sec¢io transversal obtida pelo corte de um hiperplano ortogonal
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a uma das diagonais.

fig. 9 - Hipercubo de R* com segdo transversal

Fibragiao de Hopf e Visualizacio se §3

Estudaremos agora a esfera unitiria $® no espago R*. Esse
estudo foi originalmente feito por T. Banchoff que produziu um
belissimo filme. A nossa exposicéio aqui se baseia no trabalho de
H. Kogak e D. Laidlaw ([KoLa)) publicado no Mathematical Intelli-

gencer.
Para estudarmos a esfera $? utilizaremos a projegdo estereo-
grafica P:S™ — R" definida por

m!

P(X)=
(X) T
ondeX-:(zl,..,,z,,+1)€R“+1,eX’:(arl,...,.r,,)eR“.

Essa projegéo preserva duas estruturas geométricas da esfera
§% o que a torna ideal para estudar o problema em questdo:

o P ¢ uma aplicagio conforme (preserva angulo);
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¢ P transforma circulos de $% em circulos de R3.

‘ Para visualizarmos S3 utilizaremos pois a projegdo P, jun-
tamente com um resultado descoberto em 1931 por H. Hopf, que
permite escrever a esfera §* como uma unido de toros sendo que dois
desses toros se degeneram em circulos (ver figura 10).

VR

—-. -

e
77
fig. 10 - folheagao de S por toros.

Mais precisamente, Hopf considerou a aplicagio (hoje conhe-
cida como aplicagéo de Hopf, h:5° c R* — §% C R?3, definida por
(z,y,2,w) — (3,§,%), onde

& = 2(2y + zw);
§=2(zw — y2z);

e mostrou que para todo ponto p € 8%, h~'(p) é um circulo em S?,
chamado de circulo de Hopf. Segue-se pois que a imagem inversa de
um circulo em $? é um toro em S3. ‘

Se tomarmos pois a folheagdo F de S? formada pelos circulos
paralelos ao equador, e que possui duas singularidades nos polos, ve-
mos que a imagem inversa de F pela aplicagdo de Hopf define uma
folheagao de toros em $%, com dois circulos de singularidades corres-
pc)mdendo 4 imagem inversa de cada um dos polos (singularidades de
F).
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Como no caso de Sistemas Dindmicos, podemos dizer que To-
pologia é uma das dreas de Matematica que menos tem se beneficiado
de Computaggdo Gréfica para o seu desenvolvimento pela auséncia de
software adequado ao estudo de fenémenos em variedades. Como tra-
balho de destaque nessa 4rea citamos o que est4 sendo desenvolvido
por W. Thurston no estudo de variedades de dimenséo 3; ele se insere
num projeto mais amplo e dele participam J. Milnor, D. Mumford,
B. Mandelbrot, A. Douady, entre outros.

5. Modelagem Geométrica

Para finalizar este capitulo vamos dar uma visio global de
uma area da Computacio Grifica a qual os capitulos restantes do
livro estdo intimamente relacionados: Modelagem Geométrica. Essa
drea comnsiste no estudo de algoritmos e estrutura de dados que pos-
sibilitem a criagdo e representaciio de objetos geométricos no compu-
tador. A Modelagem Geométrica representa a etapa preliminar em
qualquer sistema de visualizagio. Existem dois aspectos na 4rea de
modelagem: Um deles diz respeito as técnicas de modelagem , que
consiste no estudo de modelos matematicos utilizados para a criagio
dos dados do objeto geométrico a ser modelado; O outro, técnicas de
representacdo, se refere & maneira como os dados estio estruturados
no computador. Do ponto de vista matemético, enquanto as técnicas
de modelagem estdo intimamente ligadas a métodos geométricos, as
técnicas de representagdo se relacionam com a topologia e combi-
natéria. Do ponto de vista computacional as técnicas de modela-
gem correspondem aos algoritmos numéricos enquanto as_de repre-
sentagdo dizem respeito a estrutura de dados. Em alguns casos a
técnica de modelagem utilizada admite uma estrutura de dados na-
tural a ela associada, e € esse fato que leva muitas vezes a no se
fazer a distingdo entre técnicas de modelagem e de representacao.

A drea de Modelagem Geométrica estd, desde o seu inicio,
associada a Computagéio Gréifica, com o sistema Sketchpad de I.
Sutherland ([Sut]) no final da década de 50, que foi a pedra funda-
mental para computacido grafica interativa.

Vamos, no restante desta seqio, dar uma idéia geral de alguns
métodos utilizados em Modelagem Geométrica. N&o nos preocupare-
mos em distinguir as técnicas de modelagem daquelas que se referem
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a representacio do modelo.
Modelagem por Formas Livres

Surgido na indistria automobilistica no final da década de
50, com P. de Casteljau (Citréen) e P. Bézier (Rénauit), a mode-
lagem por formas livres procurava determinar curvas e superficies
controlando suas formas a partir de poucos pontos.

Esta abordagem tinha trés aspectos importantes: primeiro,
ia de encontro aos sistemas de modelagem tradicional que com suas
envoltorias, envolventes, curvas francesas, etc. procurava determi-
nar formas com o minimo de esfér¢o do designer; segundo, porque
ampliava esses mesmos sistemas permitindo gerar um repertoério in-
finito de formas geométricas aumentando em muito as possibilidades
de criagao de novos modelos; e terceiro, porque permitia analise de
erros numéricos dos modelos em questao.

A base matematica natural seria o teorema de aproximagio
de Weirstrass de fungdes continuas por polinémios, 0 que era impra-
ticavel do ponto de vista computacional pois os polindmios aproxi-
mantes seriam de grau muito alto. A saida encontrada por Bézier foi
utilizar os polindémios de Bernstein que foram definidos para dar uma
prova construtiva do Teorema de Weirstrass e que permitiam néo sd
manter baixo o grau dos polinémio aproximantes, mas defini-los a
partir de poucos pontos que controlassem suas formas.

Modelagem por formas livres é hoje uma das 4reas de modela-
gern mais desenvolvida. A figura 11 mostra uma superficie modelada
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segundo essa técnica.

fig. 11 - objeto modelado por Formas Livres

Em [Far] é descrito o “estado da arte” dessa drea de uma
forma completa, precisa e elegante.

Modelagem CSG

Do ponto de vista matemdtico a modelagem C$G (Construc-
tive Solid Geometry) é provavelmente a mais simples pois tem uma
de suas componentes basicas as Operagées Booleanas Regularizadas
inspiradas nas operagdes bdsicas de teoria dos conjuntos: unido, in-
tersecdo e diferenca de comjuntos. Em termos computacionais en-
tretanto essa operagoes sdo bastante sutis se se leva em conta que o
aspecto de homogeneidade (dimensionalidade) tem que ser mantido
no objeto sendo modelado. A outra componente é a definigao de
Primitivas que sejani facilmente manipuléveis em termos computa-
cionais € que tenham uma estrutura de dados simples; usualmente
essas primitivas sdo o cubo, o cone, a esfera e superficies quadraticas
em geral. A principal componente computacional desse método de
modelagem em termos de estrutura de dados sio Arvores bindrias
(ver figura 12) que refletem tanto as primitivas quanto as operacdes
booleanas regularizadas. Uma referéncia para esse tipo de modela-
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gem é ([Mant]).

ﬂ
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fig. 12 - sélido modelado por CSG
Modelagem BRep

Um dos principais problemas em Modelagem Geométrica é
manter a consisténcia do modelo quando nele estamos fazendo con-
stantes modifica¢bes. Por consisténcia entendemos que a estrutura
topdlogica do modelo nfo muda quando o ‘modificamos.

No comego da década de 70 B. Baumgart [Bau] propds um sis-
tema de Modelagem Geométrica baseado em topologia combinatdria,
a chamada estrutura “winged-edge”, que nao sé permitia o contrdle
da estrutura topoldgica do modelo mas usava ferramentas de topo-
logia combinatdria para estudar computacionalmente superficies a
partir de seus elementos basicos: vértices, arestas e faces. O ponto de
partida para tal modelo foi o teorema de classificacdo das superficies
a partir de invariantes topoldgicos. Nessa classificagio a férmula de
Euler e a estrutura de incidéncia das faces desempenhavam papel
fundamental.

Modelagem BRep (Boundary Representation) cria os opera-
dores de Euler a partir das férmulas de Euler para dar consisténcia
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topologica ao objeto sendo modelado e a matriz de incidéncia da ori-
gem a estrutura winged-edge que permite o contréle local e global
da estrutura de dados associada a esse mesmo modelo. Do ponto
de vista de implementagio os modelos BRep estdo associados a um
grafo (ver figura 13) que mantém.a consisténcia das estruturas.

b
s

fig. 13 - superficie modelada por BRep

Uma descrigio desse modelo, bem como de um sistema de
modelagem baseado em BRep pode ser encontrada em [Mant].

Hoje em dia esta area se encontra em uma fase de grande
maturidade, ja existindo modelos que vdo além da estrutura tra-
dicional de superficie permitindo que se tenham estruturas nio ne-
cessariamente homogéneas em torno de cada um de seus pontos [Wei].

Modelagem de Fendmenos Naturais

Entendemos por modelagem de fenémenos naturais o estudo
de métodos e técnicas de modelagem geométrica para criar formas
existentes na natureza (plantas, montanhas, dgua etc.), ou produzi-
das na natureza através da manifestacio de fendmenos fisico-quimi-
cos ‘nuvem, fogo, raios etc.). O objetivo maior das pesquisas nessa.
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4rea consiste em se produzir “vida” artificial no computador. E claro
que esse objetivo é no momento ainda inatingido.

Alguns trabalhos hoje cldssicos na literatura mostram a in-
tima relacdo entre formas existentes na natureza e equagdes ma-
tematicas, como exemplo desse fato, j4 vimos neste capitulo que as
peliculas de sabdo podem ser modeladas usando a teoria das su-
perficies minimas (ver [AlTa], [Pl]). De modo mais elementar, al-
gumas equacdes classicas da matemdtica podem ser identificadas no
estudo de algumas formas de vida encontradas na natureza conforme
propds Thompson (ver [Thomp]); e usando a teoria das Singularida-
des de Aplicactes René Thom (ver [Thom]) propde a explicagio de
fenémenos naturais e bioldgicos, atualizando dessa forma o trabalho
de Thompson.

Recentemente a teoria matemdtica que possibilitou um grande
avango na 4rea de modelagem de fenémenos naturais foi o estudo dos
conjuntos de dimenséc fraciondria (fractais). Esses conjuntos j4 eram
conhecidos de vérios matematicos desde o comego século, porém s
na década de 70 B. Mandelbrot utilizou técnicas de Computagao
Gréfica para estudar esses conjuntos (ver [Mand]). Para utilizarmos

os fractais na modelagem de fendmenos naturais temos dois proble-

mas a serem resolvidos:

¢ Identificar uma estrutura fractal associada ao modelo dese-

~ jado;

e Desenvolver algoritmos para gerar conjuntos com estrutura
fractal no computador.

Os dois problemas acima em geral sdo dificeis, e tém uma
grande dependéncia do contexto de aplicagio dos modelos. Daremos
no que se segue dois exemplos de aplicagbes de fractais nessa area.

Utilizando o conceito de Movimento Browniano Fraciondrio
(ver [PeSa]) e a associagio desse tipo de fungfo a conjuntos de di-
mensédo fraciondria, permitiu a Mandelbrot implementar um algo-
ritmo para a geracio de curvas e superficies fractais, isto é, conjun-
tos em R® com dimensdo fraciondria variando no intervalo [0,3]. O
algoritmo de Mandelbrot se mostrou adequado para a modelagem de
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montanhas, como pode-se verificar na figura 14.

o,

il

=

fig. 14 - montanha modelada com fractal

A modelagem de plantas é outra drea que sofreu grande im-
pulso recentemente desde que Alvy Ray Smith ([Sm]) descobriu o
trabalho de identificagdo de plantas feito pelo bidlogo Lindmayer e
nele identificou a existéncia de um modélo matematico com uma es-
trutura que néo apenas enquadrava as plantas no contexto de obje-
tos com estrutura fractal, mas também introduzia uma linguagem
algoritmica para gerar essa estrutura. Tinha-se pois resolvido os
dois problemas que mencionamos anteriormente relacionados com o
uso de fractais na modelagem de fenémenos naturais. A figura 15
mostra dois exemplos bidimensionais de plantas geradas usando esse
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método.

fig. 15 - Plantas geradas como fractais



1

Tria,ngula,ndo'

o Espaco Ambiente

Neste capitulo decompomos o.espago onde estamos trabalhando de
uma forma apropriada ao desenvolvimento dos algoritmos simpli-
ciais. Esta decomposi¢io faz parte de uma familia descoberta por
Coxeter [Cox] em conexiio com grupos finitos de simetria do espago
euclideano, posteriormente Freudenthal [Fre] redescobriu a trian-
gulagéio que aqui apresentamos em conexdo com robustez de trian-
gulagdes (0s chamados trifingulos “gordos”); recentemente Kuhn uti-
lizou essa mesma triangulagio para uma reformulagio do algoritmo
de Scarf para encontrar pontos fixos de fungdes continuas {[Kuhnj).

1. Células e Simplexos

Os blocos bésicos de que nos utilizaremos para representar
objetos geométricos no computador serio definidos nesta se¢ao. In-
dicaremos por E tanto a reta R, quanto o plano R?, ou o espago
ambiente R3. -

Dado um conjunto de pontos vg,vy,...,v: € E a célula gerada
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por estes pontos é o conjunto

f=k i=k

[vo,v1,...,0x] = {v = Eﬁsvi.f\i z O.E*i =1}

i=1 i=1

Se vy # Avy, A € R, a célula gerada por [vg, »1] é um segmento
de reta. Analogamente, a célula gerada por [vy,v1,v;] pode ser um
ponto, um segmento ou um trifingulo, de acérdo com a relagio de
dependéncia linear dos vetores v, — vy € va — vy.

Dado um conjunto de pontos wg,;,...,v, no espago R*, di-
zemos que eles estdo em posi¢do geralse para qualquer subconjunto
Vg, ¥1,. .., ¥ de ponios, com k < n, o vetores v, —vg, va—1vy, ..., v — ¥y S0

linearmente independentes. O conjunto dos vértices de um quadrado ‘

em R? estao em posigdo geral. Amlog,amente o conjunto dos vértices
de um cubo no espago R? estio em posi¢éo geral.

Quando v, 1., € R” estdo em posigio geral k < n, acélula
por eles gerada é chamada de simplezo de dimensdo k. Indicaremos
tal simplexo por (v, vs,...,v). Os simplexos de dimenséo 0 séo pon-
to0s, os de dimensdo 1 sdo segmentos de reta, os de dimensdo 2 sdo
tmangulos e os simplexos de dimensio 3 sdo tetraedros (ver figura
abaixo).

7

Fig. 1 - Simplexos do espago ambiente

Dado um simplexo ¢ = {vq,21,...,9}, cada ponto v; é chamado
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de vértice. Os sub-simplexos de dimensdo 1 gerados por par [v;,;], i #
i, sdo chamados de arestas. Os simplexos de dimenséio dois definidos
pelos vértices v;,v;, v, com 7,j e & distintos, sdo chamados de faces
de .

2 - - - -~

E facil verificar que se dois simplexos ¢ e o3 coincidem, entéo
seus vértices também coincidem a menos de uma permutagio, em
particular os simplexos possuem a mesma dimenséo.

Dado um ponto z em um simplexo o = {v,, ...,v,), segue-se da
definicio que

z=Aovo+ -+ Aptp.

Como os vértices estdo em posigio geral, os mimeros reais ); ficam
determinados de maneira tnica. Eles sio chamados de coordenadas
baricéntricasdo ponto z € 0.

Seré, 1itil posteriormente o fato de que a nogéo de “pontos em
posigao geral” no espago é uma condigio aberta. Isto significa que
perturbando um sistema de pontos em posicio geral, obtemos um
outro sistema também em posigdo geral. Mais precisamente, vale a
propriedade

(P1) Se {vo,v1,...,va} sdo pontos do espago em posigiio geral, entdo
existe um nimero real ¢ > 0, tal que se z,,...,z,, sio pontos do
espago satisfazendo |v; — ;| < ¢, 05 pontos z,,zs,...,z, também
estdo em posigio geral.

Os sistemas de pontos em posicio geral do espago formam
também um “conjunto denso” no sentido de que dado qualquer con-
junto de pontos no espago podemos aproxima-los por um conjunto
de pontos em posigéo geral. Mais precisamente, vale a propriedade

(P2) Se {vo,v1,...,va} é um conjunto de n pontos do espago, e ¢ > 0
€ um nimero real, existe wm conjunto de pontos z, ..., z,, €m
posigao geral tal que |w — 24| <e.

O conceito de simplexo nos permite particionar o espago E de
modo que propriedades geométricas de objetos nesse espago podem
ser traduzidas em uma estrutura de dados apropriada ao estudo de
objetos geométricos em E com o uso do computador. Para isto vamos
definir o que entendemos por uma decomposigiio celular e por uma
triangulacdo do espago E.
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Uma decomposi¢do celuler de um subconjunto D ¢ E é um
conjunto de células € = {c;,i € N} que satisfazem as seguintes pro-
priedades:

1. D=ue
2. Se ¢, ¢j € C entdo ¢ Ne; €C.

Quando todos os elementos de uma decomposigio celular de D
sae simplexos dizemos que ela é uma iriangulecdo de D que indicamos
por T.

Como exemplo de decomposigio celular temos o quadrado
enitdrio de vértices vo = (0,0),v; = (1,0),v2 = (0,1), v3 = (1, 1), que possui
células de 0, 1 e 2 dimensdes, dadas por

dimensdo 0 : v, vy, va, vg
dimenséo 1 : vy, v1],[v1, va), [v2, v3][vs, 1]
dimensiio 2 : [vo,v1,tlg,v3]

A figura abaixo mostra a decomposigio celular do quadrado.

T3 v,

Ty Uy
Fig. 2 - decomposicio celular do quadrade unitério

Nosso interesse em triangulagdo reside na possibilidade de ex-
plorar a simplicidade da estrutura linear por partes de um espago
triangulado. Portanto estamos mais interessados na triangulacio
geomeétrica do que em sua contrapartida topolégica. Ao estudarmos
objetos geométricos definidos por equacdes néo lineares, o méximo
que podemos obter sio aproximagdes desse objeto por um outro
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objeto decomposto em células. Do ponto de vista topoldgico essa
aproximagdo € na maioria das vezes vidvel de ser obtida, o grau de
dificuldade variando de acérdo com a especificagdo do objeto origi-
nal. Do ponto de vista geométrico os problemas séo maiores, pois
devemos ter um controle efetivo do erro cometido na aproximagao do
espago pelo seu correspondente triangulado, e na discretizagio dos
conceitos geométricos do espago triangulado.

2. A Triangulacio de Coxeter-Freudenthal-Kuhn

A decomposicdo celular do quadrado da se¢do anterior da, ori-
gem a uma triangulacio formada pelos simplexos
Vo, V1, Vs, ) v,
[vo, 21}, [v1, w2, [v2, va], [vs, v1],
[vo,v1,v3],  [vo, v2, vg]
0 que mostramos na figura abaixo.

V3 Uz

| Yo : Uy
Fig. 3 - triangulagdo do quadrado unitario

Daremos agora um método para triangular o cubo unitdrio
de R3, que terd um papel fundamental nos capitulos seguintes. De-
finimos o cubo unitdrio como sendo o poliedm regula.r solido em R3
cujos vértices sao definidos por v = (0,0,0), v; = (1,0,0), vz = (0, 1,0),
va = (1,1,0), vg = (0,0,1), vs = (1,0,1), vb-(Oll) e vr = (1,1,1).
obtermos uma tnangulagao do cubo unitéric, procedemos como se-
gue: consideramos uma diagonal D principal do cubo. Projetamos
ortogonalmente essa diagonal em cada quadrado do bordo do cubo
de modo a obtermos a triangulagdo do quadrado que descrevemos
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anteriormente. Com isto obtemos uma triangulagio de todo o bordo

do cubo. Acrescentando a cada simplexo de dimensio dois dessa
triangulagio o vértice da diagonal D que néo pertence a esse sim-
plexo, obtemos um total de 6 simplexos de dimensio 3. Esses sim-
plexos, com seus subsimplexos de dimenséo 0,1 e 2, juntamente com
a triangulagio do bordo, formam a triangulagdo do cubo unitario.
Se tomarmos a diagonal D como sendo a formada pelos vértices v; e
vy, 0s simplexos de dimensio trés obtidos sdo dados por

oo = {vo, v1,v3,v7);
o = {vg, 1, v5,07);
op = {vo, V2, V3, V7);
og = {vo, vz, vs, v7);
oo = (vo,v4,vs,97);

oo = {vo, V4, Vs, V7).

Essa triangulagio é mostrada na figura abaixo.

U4 A
vy
Y
Fd
(A 2
Uy V3

Fig. 4 - triangulagio do cubo unitario

Observe que foi possivel fazer uma ordenagio dos vértices de
modo que ao descrevermos os simplexos de dimensio trés os vértices
vy € vy ficam fixos nos extremos. Podemos obter imediatamente
uma triangulacio do espago ambiente fazendo uma subdivisdo uni-
forme do espago em “cubos unitdrios” e repetindo convenientemente
a triangulagao dada acima em cada cubo. Essa triangulacio sera a
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base de nosso estudo, e veremos como defini-la precisamente no que
se segue.

Aplicando aos vértices v;,i = 0,...,7 do cubo unitario a matriz

5 0 0
M=1o0o 6 0O
0 0 &

obtemos um paralelepipedo cujos lados séio paralelos aos eixos coor-
denados, e tém comprimento §;, 6, ¢ §;. Continuaremos a chamar esse
paralelepipedo de “cubo”, e o indicaremos por @%(0,0,0), ou simples-
mente Q°, onde § é o vetor é = (&, 63, 83). Dado um vetor k = (k1 ko, k3),
cujas coordenadas, k;, sdo niimeros inteiros, indicaremos por k8 o ve-
tor (k161, k262, kabs). O cubo obtido transladando Q¢ pelo vetor ké sers
indicado por Q*. Como a triangulagio do cubo unitério é preser-
vada por transformagbes afins, variando as coordenadas do vetor k no
conjunto Z dos nlimeros inteiros, obtemos uma decomposi¢io celular
do espago ambiente. Mais precisamente, obtemos uma. triangulacdo

do espago
R3 — U QM.
rezs

que possui a propriedade de ser invariante por translagdes definidas
por vetores do tipo k6, k € 2°,4 € R?. Essa triangulagio é chamada de
Triangulagdo de Cozeter-Freudenthal- Kuhn, ou simplesmente trian-
gulagdo CFK e serd indicada por T°. Indicaremos também por T¢,
o conjunto de todos os simplexos de dimensdo i da triangulacio
T®. Esse conjunto é chamado de esqueleto de dimensdo i da trian-

ulagio da triangulagiio. Desse modo, T¢ (esqueleto de dimensiio 0)
€ o conjunto de todos os vértices, T¢ {esqueleto de dimensdo Néo
conjunto de todas as arestas dos simplexos da triangulacio, ete.

Variando o vetor § obtemos uma infinidade de triangulagdes
do espago, tais que qualquer uma delas pode ser obtida de uma
outra através da aplicacio linear definida pela matriz M¢. No caso
em que o § € previamente fixado, a triangulagio CFK T4 serd indicada
simplesmente por 7'.

_ Dado um cubo ¢ na decomposicio do espago em cubos, com
vertices vy,...,v7, € £ > 0, seja B;(v;,¢) a bola aberta de centro no
vértice v, e raio ¢, e C(¢) o paralelepipedo obtido escolhendo-se um
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vértice #; em cada bola. B;(vi,e). Como os vértices do cubo estdo
em posicio geral, para ¢ suficientemente pequeno, os novos pontos
#; também estardo em posigio geral, portanto o paralelepipedo C(e)
resultante é nio degenerado (isto é, tem volume positivo). Nesse caso
C(e) serd chamado de um quase-cubo.Indicaremos por vi{e) o vértice
do quase cubo que esta na bola B;(vi,¢).

Pela construgiio acima, vemos que para cada ¢ suficientemente
pequeno, obtemos uma decomposigio do espago em quase-cubos.
Além disso, essa decomposicao satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se o = {v1, v2,v3,v4) é um simplexo tri-dimensional (tetraedro)
em um cubo C da decomposi¢ao entao,

a(e) = (v1(e), v2(e), va, (€), va(€))
¢ um simplexo no quase-cubo C(e) da decomposigao por quase-
cubos. Esse simplexo serd chamado de um quase-tetraedro .
2. Se Gi = i={o] é um cubo na triangulagio CFK de R3 entdo

TCie) = Uj,'zf ol (€) é um quase-cubo da nova triangulgao.
A triangulagio por quase-cubos, que também serad chamada
de triangulagiio CFK do espago, é definida pelos simplexos

{oi(e)ii€ 2,1 < j <6}

onde ¢! sdo os simplexos da triangulagdo original. Essa triangulagdo
sera indicada por T?.

Uma vez fixados a perturbagfio ¢ e o vetor §, continuaremos re-
presentando a triangulagdo CFK simplesmente por 7. O diimelrode
T# & definido como o supremo dos diametros dos tetraedros da trian-
gulagfio e serd representado por diam(T?). Observe que o diametro
de uma triangulagio T? é controlado pelos valores do niimero ¢ e,
principalmente, do vetor é. '

Os conceitos e resultados desta segio podem facilmente ser
estendidos para o espago R". ' '

3. Gerando a triangulacdo CFK via combinatéria

Nesta segio daremos uma combinatoria associada a trian-
d N L3 bl . - #» -
gulacio CFK como construida na segao anterior. Essa combinatéria
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faz com que os vértices dos cubos perturbados tenham fndices que
permitam o contrdle efetivo das manipulagdes desses vértices sem
incorrer em érros devidos a operagdes de ponto flutuante. Ou seja,
operagdes com os vértices serao substituidas por operacdes com os
indices, que sfio niimeros inteiros.

Dado um vértice do cubo unitério, suas coordenadas sio for-
madas por 0 ou 1, podemos pois associar a cada vértice um ntimero
inteiro cuja representagiio na base 2 é dada pelas coordenadas dos
vértices. Esse nimero serd chamado de representagio bindria do
vértice. Faremos uma indexacfio do cubo unitdrio associando a cada
vértice sua representacio bindria.

Essa correspondéncia é explicitada na tabela abaixo:

022402 +0.22=0

vg = (0,0,0) —

v =(1,0,0) — 1.2°40.2'4022=1
v2=(0,1,0) — 02°+1.2'4022=2
v3=(1,1,0) — 1.20412'4022=3
v ={0,0,1) — 02°402'+1.22=4
vs =(1,0,1) — 1.2940.2'+1.22=5
v6=(0,1,1) — 0204+12'4122=6
vv=(1,1,1) — 120412'4122=7

Note que a ordem dos indices dos vértices foram escolhidas
anteriormente de modo a satisfazer a regra de indexacio acima.

Nosso objetivo agora é descrever um algoritmo combinatério
que permita a geragio automatica de todos os simplexos de dimensdo
trés na triangulagdo do cubo unitario,

Dado uma triangula¢io r do cubo unitdrio, dizemos que um
vértice v; de r € o pivoleado de um vértice v;, se

(*)

Por exemplo, na triangulagio CFK obtida anteriormente, v, e -
v7 580 pivoteados deles préprios; v; é pivoteado de vy} v é pivoteado
de vs etc. A relagio “ser pivoteado de” possui uma interpretagao
geométrica interessante que descreveremos em seguida. Dois vértices
v € v; em uma triangulagdo r sfio pivoteados, se existem dois sim-
plexos de dimenséio 3 com uma face o5 em comum, tal que » e v; ndo

J =24 (mod 7).
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sio vértices de oz A figura ab

ndo a triangulacdo CFK via combinatétia

aixo ilustra a defini¢ao acimna.

Fig. 6 -V

Vamos agora descrever

mitira a geragdo de todos os simplexos de uma

&rtices pivoteados

um algoritmo combinatério que per-
triangulagdo do cubo

unitario, baseado no conceito de pivoteamento.

Iniciamos com um simplexo oo = (ig) Vir» Vi
tomamos os vértices de modo que vi
Jeterminamos um vértice %, Por pivo

(poderiamos ter escolhido v,

com o vértice v, do simplexo

po novo simplexo obtido. O
processo para apods

Teorema Dada a sequéncia

ragrafo anterior, ent

(1) Eziste um n >0 tal que

(2) !
o, .1 0ne CONLEM todos
gulagdo do cubo.

O teorema acima segue-sé facilmente de resultados elementa-
Apresentamos abaixo uma matriz cujas
colunas sdo os simplexos da triangulagéo do cubo, e cujas linhas sa0

res da Teoria dos grupos.

am namero finito de vezes,
todos os simplexos da triangulagao. '

= vg € Vi = VT

obtendo um simplexo a3,

I

[*5)

de simplexos o1, -
ao

la-ﬂ‘l""

o = Oo;

Se no ¢ o menor valoT de n tal que ong = 00s entdo o sequéncia

0s simplezos de dimensao § da trian-

v;,) prefixado, onde
Em seguida
teamento do vértice vi, de ¢
ao invés de vi,)- Construimos entdo
um novo simplexo oy = (Big) Tiys Vias Via)> Repetimos entdo a operagao
e assim
sucessivamente sempre fazendo uma troca do vértice a ser pivoteado
teorema abaixo nos assegura que 0
e que sdo gerados

obtidas no pa-
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0s vértices desses simplexos. A regra de Pivoteamento (*) acima,
aplicada a essa matriz se reduz a substituir em cada coluna, a partir
da coluna 1, o vértice v pelo vértice

Vi1 = V5 + ¥4y,

onde a soma, é feita na Tepresentagao bindria do vértice. A seta (=)
a frente de um vértice indica que ele est4-sendo pivoteado.

(o0} o1 (2] (25} T4 oy
Uiy 0 v ] To Vg vy Yo
Vit Uz — Yq 2 T
U, vs — U3 Vg — Vg Up iUy
Uiy 2 wr vy ur [1rd (2 d vy

P

E interessante observar que na matriz dos vértices acima, a

Utilizando a interpretacio geométrica da operagio de pivo-
teamento dada anteriormente, podemos observar a sequéncia acima,
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As faces de cada tetraedro da triangulagao CFK so geradas
tomando as combinagdes (3) de seus vértices.

4. Exercicios

1. Faga uma decomposigéo celular do cubo unitario do R3.

2. De quantas maneiras é isso possivel triangular o cubo unitdrio do
R3?7

3. Gerar triangulcdes do R? a partir das triangulagées do cubo
unitério do exercicio anterior.

4. Explique por que as regras de pivoteamento sic as mesmas com
os vértices e com os seus 'indices.



2
. Topologia, Combinafpéria, e

.. Aproximagﬁo Simplicial

Neste capitulo :ntroduzimos o conceito de curvas € superficies
tanto diferenciaveis quanto lineares por partes. Seu objetivo princi-
pal é transformar conceitos topologicos em conceitos combinatoérios
para aproximar objetos diferencidveis por lineares por partes. Para
isto usamos a triangulagao CFK e, tanto quanto possivel, aritmética
inteira em vez de real, para descrever um algoritmo computacional
que descreva tal aproximagao. A partir dai introduzimos uma estru-
tura de incidéncia apropriada para O estudo de fenémenos locais €
globais em curvas € superficies lineares por partes.

1. Curvas e Superficies Diferencidveis

Dadauma funcdo f:U CR" — R, o grafico deféo subconjunto
de rrt! definido por

Gy = {(X, JIORX € U}t

Estudaremos apenas curvas o R2, e superficies em R?. Uma

Superficie (Curva) § C R® (¢ c ®%) diferencidvel & um subconjunto

de R? tal que todo ponto tem uma vizinhaga que € O grafico de uma
fungio de classe ! definida em um aberto de R?. A figura abaixo
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ilustra a definigdo acima.

Fig. 1 — Curva diferencidvel em R2,

Uma superficie § (curva C) em R® (R?) é definida implici-
tamente, se existe uma fungio F (f) definida em R3 gR?) tal que
S =F-1(0) (¢ = f~(0)). Nem toda equagio implicita define uma su-
perficie ou curva diferencidvel. Para que isto ocorra precisamos de
hipéteses adicionais sobre as fung¢des F ou g.

Dizemos que 0 é um valor regularda fungio F (f), se o seu
gradiente
oF oF oF
8z’ 9y’ Bz
nunca se anula em F-1(0) (f-1(0)).

VF = (

Teorema 1 Se 0 € valor regular de F (f) entido S é uma superficie (curva)
diferenciivel,

Demonstragdo: J4 que o gradiente de F nio se anula em S entio dado

po € $ uma das derivadas parciais de F n#o se anula
em po, 4E(po) por exemplo. Dai pelo teorema da funcio imphcita
podemos escrever F como grafico de um fungdo z = f(z,y), em um
vizinhanga de pp. A prova para o caso de curvas é inteiramente
analogo.

O teorema acima é uma grande fonte de geragio de exemplos
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de superficies diferencidveis. Tomando F(z,y,2) = z24+y>+22—1, vemos
que a esfera unitéria em R® é uma superficie diferencidvel.

i .

E importante observar que nem toda superficie diferencidvel
pode ser definida como imagem inversa de um valor regular. Por
outro lado, mesmo que.0 nio seja valor regular, a equagio F(z,y,z) =0
pode definir uma superficie em R3,

2. Curvas e Superficies Linear por Partes

As curvas e superficies lineares por partes (LP) desempenham
um papel fundamental em Computagio Grifica, seja pela maneira
bastante flexivel de estruturar os dados em termos computacionais,
seja pelo modo como podemos tratar esses dados com o propésito de
apresentd-los visualmente. A seguir introduzimos varios conceitos
de Topologia LP que usaremos posteriormente em varios de nossos
teoremas e algoritmos. Esses conceitos nio serdo dados em toda sua
generalidade,

Dados dois conjuntos X,Y ¢ R® a jun¢do de X e Y é o conjunto
XY = {dz+puy; 4> 0,2+ p =1}. Geometricamente, XY € o conjunto
de todos os segmentos de reta que possuem uma extremidade no
conjunto X, e a outra no conjunto ¥. A figura abaixo ilustra a

45



46 Topologia, Combinatéria e Aproximacdo Simplicial Cap. 2

definigdo.

Fig. 2 - Juncdo dos conjuntos A ¢ B

Quando X = {a}, indicamos a jungéo de X e Y por a¥. Se a
representagio de cada ponto de aY na forma Aa+ py; A, g >0, A +p=1
é 1nica, o chamamos de um conede base Y e vértice a. Se tomarmos
na definicao acima A > 0, obtemos um cone aberto, que indicaremos
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por aY. (ver figura abaixo)

() (8)

Fig. 3 - (A) um cone de base B e vértice a.
(B) ndo é um cone. -

Uma aplicagio A4 : aY — R? que satisfaz A(da + py) = AA(a) +
1A(y) é, por definigio uma aplicagdo LP do cone aY em R2. Se A é
continua e bijetiva ela é chamada um homeomorfismo LP.

Uma superficie linear por partes ou simplesmente superficie
L Pé um subconjunto § ¢ R que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Existe uma decomposigao celular bi-dimensional de S;

2. Para todo ponto a € $ existe um cone aberto N = @Y c § que
¢ de uma aplicagiio LP f: U — R, onde U é um aberto de R2.

De modo intuitivo, uma superficie LP é um objeto em R? que
possui uma decomposi¢do “homogénea” em células bi-dimensionais.
Um exemplo de uma superficie linear por partes é o conjunto for-
mado pelas faces bi-dimensionais de um tetraedro. O bordo do cubo
unitdrio, com a decomposi¢io celular definida no capitulo anterior é
também uma superficie LP.

Considere uma triangulacio CFK, T, em R?, e seja F: R® = R
uma aplicagio diferencidvel. Definimos uma aplicagio Fr:T — R,
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€OINo segue:
i=3 i=3
r= E/\,'v,- — Fp(z) = ZI\;F(U;).
i=0 i=0

A aplicagio Fr é chamada de aplicagio simplicial induzide
pela aplicagfo F.Uma observagio hmportante é que a aplicagio in-
duzida Fr s6 depende dos valores de F nos vértices do simplexo.

Daremos no que se segue o conceito de valor regular para a
aplicagiio induzida Fr, para isto precisaremos definir aplicagdo afim.

Uma transformaegdo afim do espago E, € uma composi¢ao de
translagoes (i.e. aplicagdes da forma T(x)=x+c, com ¢ € E fixado),
com transformagdes lineares do espago. Um subespaco afim de E é
um subconjunto S da forma p+ V, onde p é um vetorem E, e V é
um subespago de E. Nesse caso, dizemos que S é o subespago afim
gerado por V, e indicamos por aff(V). Dada uma aplicagio linear
T:V — R, podemos estender T a uma aplicagio afim T,de S - R, T
¢é chamada de aplicagdo afim induzida por T.. '

Dizemos que 0 é valor regulurde Fr : R? — R se para todo
quase-tetraedro o = (vg,v1,vs, v5) que intercepta Fz'(0) R3, a aplicacdo
a aplica¢do afim induzida Fr : v + R® — R é sdbrejetiva.

E facil demonstrar que a aplicagio Fr definida no quase-
tetraedro o = (v, v1,v2,v3) é sObrejetiva se, e somente se, existem dois
indices distintos i,j tais que Fr(v) # Fr(v;).

Segue-se pelo teorema do posto e da imagem da Algebra Li-
near, que se 0 é valor regular de Fr, entdo a interse¢io do conjunto
F7'(0) com o interior de cada quase-tetraedro da triangulagao CFK
do espago ou é vazia, ou é um simplexo de dimensio 2 (tridngulo).
Desse fato decorre o seguinte

Teorema 2 Se 0 € valor regular de Fr, entdo I“_;I(O) é uma superficie LP.

Deixaremos como exercicio o estudo dos conceitos LP para o
caso de curvas.
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3. Aproximacdes Simpliciais de Curvas e Superficies Implicitas -

Nosso objetivo nesta se¢io é mostrar que dada uma superficie

S definida implicitamente em R3, existe uma superficie LP que apro-

xima S. Mais precisamente, se F:R® — R é uma fungio diferenciavel,

‘€0 é um valor regular de F, existe uma triangulagio CFK, T, de R? tal

que a aplicagdo simplicial induzida Fr define uma superficie LP § que

dizemos aproximar a superficie $. Do ponto de vista computacional,
é a superficie § que nos interessa. :

Seja F : R® — R uma funcio diferencidvel que tem 0 como
valor regular. Como anteriormente denotaremos § = F-1(0), que
como sabemos é uma superficie diferenciavel.

Lema 1 Existe uma vizinhaga U de S tal que se p € U entio F~1(F(p)) é uma
superficie diferencidvel.

Demonstracdo: J4 que 0 € valor regular de F existe um intervalo (—a, a)
tal que se n € (~a,q) entdo F-(y) é uma superficie
diferencidvel. Basta agora tomar U = J,¢(_q.q) F~'(n)-

Consideremos agora uma triangulagio CFK, T%, e tomamos um
dominio D = (J;Z} @¢, onde @f sdo cubos na decomposicio celular do
R™ associadas a T%. Se 1 <4 < i, < n definimos V¥ = JiZi» Q¢ tais
que QNS # 8. O conjunto V¥, chamado de enumeragdo espacial
de S em D relativa a triangulagio T, consiste da uniso de todas os

quase-cubos de T que interceptam a superficie S, como indicamos na
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figura abaixo

- hn==

__Fi‘g. 4 — Enumeracéo espacial de S.

A vizinhancga V¢ também é conhecida como a sombrede S na
decomposicao de E em quase cubos.

Se U é a vizinhanca dada pelo Lema, podemos tomar uma
triangulagio CFK suficientemente fina, de modo que em cada dominio
compacto D de R?, a enumeragao espacml de § estd contida em .
Este ¢ essencialmente o contetdo do coroldrio abaixo.

Corolario Existe 6 tal que em cada dominio compacto de 8, V? C U e
o= OuevﬁnTg F~Y(F(v)) é um nimero finito de superficies (pos-
sivelmente com bordo).

Toda superficie tem medida zero no espago R3, i. e., dado
v > 0 ela pode ser coberta com uma quantidade enumer4vel de bolas
B;, de volume vol(B;), tais que T;vol(B;) < v. Segue-se do corolario
que Ty tem medida zero. Isto significa que a maiona dos pontos de
V4 nio estio em F-Y(F(T{ n V).

O teorema de aproximagdo (ue se segue proporciona uma
maneira apropriada de representar superficies definidadas implici-
tamente no computador.

Teorema 3 Se F:R3 — R ¢ uma fungdo diferencidvel, e 0 € valor regular de
F, entdo Existe uma triangulagio CFK, T = T%(¢), de R? tal que
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0 ¢ valor regular de Fp. Em particular Sr = ?;1(0) é uma superficie LP.

Demonstracio: Dado um simplexo ¢ = {vg, v1,v2,v3) de dimensio 3 em
_ V¥ que intercepta Sr, se Fr(v) = Fr(v) = Fr(n) =
Fr(vs), fazemos uma perturbagéo da triangulagdo 7% de modo que
nao ocorra pelo menos uma das igualdades acima. Como temos um
numero finito de simplexos ¢ em V¢, podemos fazer essa perturbaggo
de modo a obter a condigdo em todos os simplexos.

Nosso objetivo agora ¢é descrevermos um algoritmo para obter
computacionalmente a aproximacio simplicial da F cuja existéncia
estd garantida pela Teorema acima. Precisaremos do seguinte

Lema 2 Existe um § suficientemente pequeno fal que se ¢y € um simplexo de
dimensio 1 no esqueleto TY da triangulacio de V?, entdo o, intercepta
-8 em um dnico ponto, cu o NS =0

Demonstracio: Existe uma vizinhanga tubular de raio ¢ de S. Basta
tomarmos § = ¢/2, e teremmos a triangulagio com a
propriedade desejada.

3. O Algoritmo de Aproximacdo Simplicial

Nesta se¢@o exibimnos um algoritmo um algoritmo computacio-
nal de como aproximar superficies diferencidveis definidas implicita~
mente, por superficies implicitas LP. A principal hipStese é aquela da
secao anterior: 0 ¢ valor regular da aplicagdo F:R® — R. Vimos na
secao anterior que essa hipotese se traduz geometricamente em uma
condigdo de transversalidade, que sera fundamental na elaboragéio do
nosso algoritmo. Mais precisamente, existe uma triangulagio CFK T
de R3, de tal modo que se a3 € T{ é um simplexo de dimensio 3 na
enumeragdo espacial (sombra)} V* de 8, e Sno; B entdo a aplicagao
afim induzida Fr:os — R é ndo degenerada. Além disso, se o, € T{ €
um simplexo de dimensido 1 em T entéo ou ¢1NS = @, ou oy intercepta
S transversalmente em um 1nico ponto.

Cabem aqui duas observagdes. A primeira é que na pratica
ainda ndo é possivel determinar computacionalmente a priori § e ¢,
isto se deve ao fato de ainda inexistir uma teoria de erros que permita
determinar qual o tamanho da vizinhaga de validade do teorema;
observamos que a determinagio de ¢ é com “probabilidade 17, pois
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o conjunto onde a sua escolha pode implicar na nao existencia da
superficie LP aproximante é de medida zero. A segunda observagio
é que a estrutura do algoritmo que elaboraremos a seguir permite o
estudo tanto de fendmenos locais quanto globais em superficies. A es-
trutura local provem do fato que os simplexos estdo empacotados em
cubos, nesse sentido éle lembra a estrutura do sistema de modelagem
Octree, permitindo portantoo o uso de pouca memdria computacio-
nal; a estrutura global permite obter informacdes topoldgicas sobre
a superficie diferencidvel original.

Uma vez estabelecidas as condigdes acima, para determinar-
mos a aproximagao simplicial de F em cada simplexo o3, devemos de-
terminar o “nicleo” da aplicacdo induzida Fr nesse simplexo. Para
isto, devemos procurar solugdes positivas do sistema linear:

Ao

1

( 1 1 1 1 ) Ml_|0
F(vu) F('U[) F(vg) F(v;;) Ag | 10
Az 0

ou equivalentemente, procurar solugdes positivas dos subsitemas li-

neares: { . 1
(F(v;—) F(vj)) (f:l]) - (0)

para 0 <1i,j <38. Seja agora {vg, v1,va, v3) C Vo(e) € {vp,v1,ve,03) NS £ 0.
Se 7= (vg,v1) € 78 # ¥ entdo F(wy).F(v,) < 0; portanto o sistema

(F(‘lvn) F(‘lvl)) (f:?) = (‘1))

tem solugdes positivas

_ F(v)
" F(v) — F(v)
_ =F(w)
L= Flo) = F(og)

Ho

Prosseguindo dessa forma com todas as intersecdes de r €
T{V%) com S no simplexo ¢, determinamos uma face de Sy. Todas
as faces de Sr sdo determinadas dessa forma. Daremos o algoritmo
completo em seguida.
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Inicialmente escolhemos uma triangulagio CFK, T = T%e), de
R? e fixamos ¢ e 6. Como cada cubo de T é uma cépia do cubo
unitdrio podemos usar este para indexar os vértices de um cubo
qualquer dessa triangulagdo. Assim podemos, uma vez escolhido o
dominio D = D%(g), i. e., damos uma regra de enumeracio dos cubos
de D, localizar o nosso algoritmo num dado cubo @ c D.

Os vértices do cubo Q séo enumerados de 0 a 7 como no cubo
unitario e os seus simplexos 3-dimensionais podem ser gerados por
pivoteamento na ordem indicada na se¢io 2 deste capitulo. Portanto
temos ndo sé uma maneira de gerar esses simplexos mas tambem uma
maneira de enumerar os seis simplexos oy, ...,06 que compoem o cubo
@. Em cada um desses seis simplexos testamos no méximo quatro
mudangas de sinal para encontrar os vértices da face da aproximacio
linear procurada. O niimero de testes de sinal é no maximo quatro
devido ao fato que uma vez encontrada uma aresta com mudanga de
sinal em uma face, existe no méximo outra aresta nessa mesma face
onde a fungio muda de sinal.

No cubo @ o algoritmo é descrito da seguinte formas:
o Comece com o simplexo oy

o Localize, se existir, um vértice da face de F;;1(0) e a partir dai
determine todos os seus vértices. ‘

» Passe por pivoteamento para o préxime simplexo o, €
repita a operacio do item anterior, até percorrer todos
os simplexos.

No que se segue mostramos a aproximacéio simplicial da su-
perficie definida implicitamente pela equagao

cos{a® + y)e " (22 4 y?) — 2 =0
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Fig. 5
Outros exemplos de superficies geradas com o algoritmo acima

serdo vistos no Capitulo 3 sébre métodos de Combinagio de Su-
perficies.

4. Exercicios

1. Defina curvas LP e mostre o andlogo do teorema 1.

2. Mostre que as faces bi-dimensionais de um tetraedro formam uma
superficie LP,

3. Seja § uma superf’icie LP.
a) Defina valor regular para aplicagdes LP de § em R;

b) Mostre que a imagem inversa de um valor regular é uma su-
perf’icie.
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Combinacdo de Sélidos e

Funcodes Iraplicitas

Uma técnica poderosa de se criar modelos em Computagio Grafica
€ definir operagbes que permitam que objetos geométricos simples
(primitivas geométricas)sejam adequadamente combinadas de modo
a criar modelos mais complexos. Um exemplo desse método é a
representagao de modelos conhecida por CSG (Constructive Solid
Geometry), onde sdo utilizadas as operacdes boolecanas regularizadas
([Re]) para se combinar primitivas geométricas. Nosso objetivo nesse
capitulo ¢ descrever uma outra técnica de combinacio de superficies,
e mostrar como essa técnica estd intimamente relacionada com a
utilizagio de superficies implicitas em Computagio Grafica.

Do ponto de vista matemadtico podemos afirmar que enquanto
as operagoes booleanas se utilizam de métodos de interpolagdo, os
métodos que apresentaremos aqui se utilizam da teoria de apro-
ximagao de fungoes.

1. Deformacédo de Superficies Implicitas

Dada uma aplicagiio f : E — R a equagido f = 0 define o
conjunto

FH0) = {p € E; f(p) = 0}
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do espaco E. Se ndo exigirmos algum grau de diferenciabilidade da
fungdo f, o conjunto f-1(0) pode ter uma topologia extremamente
complicada. Por esse motivo, salvo mencgéo explicita em contrario,
vamos admitir neste capitulo que f é de classe C!, isto é, f é di-
ferenciavel e todas as derivadas parciais sdo continuas. Como mo-
tivagao ao nosso estudo daremos um exemplo ja cldssico na &rea de
modelagem (ver [Barr]).

Consideramos a familia de fung¢des implicitas dadas por

Z
| yl <=
b, W

“w nba

a

Quando os pardmetros ¢, ¢2 variam de 0 a oo, com ¢; = ¢; essa familia
de curvas vai desde duas retas que se cruzam na origem, até o
quadrado unitirio, passando pelo quadrado |z|+ |y] = 1. Essas curvas
sao chamadas de supercénicas.

Fig. 1 - Familia de supercénicas

A familia de fungdes acima pode ser interpretada do seguinte
modo. O quadrado, que pode ser definido implicitamente por quatro
fungdes, sendo aproximado por uma fungdes implicitas de classe ¢,
e portanto deformamos o quadrado com o propésito de atenuar suas
quinas.
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O mesmo tipo de deformacio pode ser efetuada com o cubo,
por exemplo.

2. Combinacido de Superficies Implicitas

Nesta se¢do generalizamos o exemplo dado na se¢ao anterior e
mostramos como o uso das métricas usuais do R?, quando associado
com fungdes definidas implicitamente, pode ser usado para definir
operagoes de combinagio de superficies. A utilizagio de combinagdes
de superficies tem uma importancia fundamental na drea de mode-
lagem; por um lado elas permitem criar novos ob jetos a partir de
modelos dados e por outro, como vinios na segio anterior, podemos
usa-las para atenuar quinas de objectos.

As superficies implicitas, tem a sobre as superficies parame-
trizadas, facilidade de se realizar operacdes booleanas, ou seja, para
testar se um determinado ponto p do espaco estad dentro ou fora de
um solido definido implicitamente por uma fun’ ao £, basta verificar-
mos o sinal de f(p).

Acreditamos pois que a combinacéio de superficies parametri-
zadas Juntamente com modelos definidos implicitamente, permitem o
desenvolvimento de um sistema de modelagem extremamente flexivel
e robusto.

Uma das aplicagdes pioneiras do uso de fungbes implicitas
em modelagem geométrica foi dada por P. Comba ([Com]). O pro-
blema por ele abordado consiste em detectar a intersegio de objetos
no espago, onde cada objeto é definido por uma niimero finito de
fungGes convexas implicitas. O problema se reduz entdo A 4rea de
otimizac#o néo linear. A abordagem de Comba consiste em definir
uma fun¢fio que aproxima os modelos em questio com um grau de
aproximagéao varidavel, de modo que o problema da intersecfio de mo-
delos, dentro de uma certa tolerdncia, se reduz a testar o sinal da
funcdo G nos pontos dos sélidos. Vale ressaltar que o método de
Comba pode também ser utilizado como uma ferramenta de mode-
lagem, onde os modelos dados originalmente sio substituidos pelos
modelos aproximados definidos pela funcfio dada.

No que se segue veremos como podemos efetuar operagdes de
combinagdo de superficies definidas implicitamente. Veremos como
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esse problema pode ser reduzido ao problema de aproximagdo de
funcoes.

No que se segue vamos generalizar o exemplo acima mos-
trando que ele é caso particular de uma teoria geral de combinagio
de solidos geométricos. O trabalho pioneiro nesse estudo foi feito por
A. Ricci (ver [Ri]) que se inspirou no trabalho de Comba mencionado
anteriormente.

Dada f: E — R continua, tal que f(z) > 0, definimos o sélido
S={peR%/p=1}= (1)

em R3. A funcéo f é chamada funcdo caracteristica do sélido S. Dize-
mos também que S é definido implicitamente pela equagdo f(p) = 1.
Observamos que a fungfio caracteristica de um sélido nao é tnica.
Note que exigimos apenas (ue a fungio f seja continua, isto é ne-
cessario pois como veremos posteriormente, ao fazermos operagoes
com modelos definidos implicitamente, a classe de diferenciabilidade
pode diminuir.

Se f é de classe €1, S é uma superficie fechada em R?, e divide
o espaco em duas componentes conexas. Definimos o interior de S
como sendo o conjunto S; = {p € R3; f(p) < 1}. o exterior de S é
analogamente definido por S, = {p € R? f(») > 1}. Temos pois que
R3? = S;USUS.. Utilizaremos os conceitos acima mesmo que a fungdo
f seja apenas continua.

O teorema abaixo mostra como a unido de solidos definidos
implicitamente pode ser definido implicitamente por uma Gnica fun-
¢ao.

Teorema 1 Sejam Sy, ..., S, n sdlidos com fungdes caracteristicas dadas res-
pectivamente por fy,...f,. O sdlido intersegio S = UL,S5; €
definido pela fungéo caracteristica f = min{fy,...,fa}.

Demonstracio: Basta mostrarmos que f(p) = 1 se, e somente se, p €
S N...5. Sepe S ...5, entdo filp)=1,i=1,...,n,

logo f(p) = maz{fi(p),..., fa(»)} = 1. Reciprocamente, se f(p) = 1, entéo

maz{fi,...,fa} =1, logo fi(p) < 1, e portanto p esta na intersegéo S.

O teorema que se segue é o andlogo do teorema 1 para a unido
de solidos. :
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Teorema 2 Sejam Sy, ...,S, n sdlidos com fungdes caracteristicas dadas res-
pectivamente por fi,...f,. O sélido intersegio S = N, S; é
definido pela fungdo caracteristica f = mazx{fi,..., fs}.

Deixamos a demonstragéo do Teorema 2 para o leitor.

As fungGes maz e min que aparecem nos Teoremas 1 e 2, nio
sao em geral diferenciaveis. Para obtermos entio métodos robustos
de combinagio de sélidos devemos encontrar métodos eficientes de
aproximar as fun¢des maz e min por aplicacdes diferencidveis. Os
dois teoremas que daremos em seguida nos fornecem dois métodos
de aproximarmos essas fungdes.

Teorema 3 Dadas fi,..., fx continuas, temos que
a) plinolo(fip Foet ,’l’)# = maz(f1,..., fa)
S
b) tim (£77 4+ ;%) F =min(fy,.... fu)
Demonstragdo: a) Apds uma possivel renumeragio dos indices, pode-

mos supor que

iz fi ¥izl

hsyR+ -+ R

=] é)p (f_n)p
m‘/fl(l-'-(fl * ‘+ fi )
_ £Y . (&)p
_'fl\/l'-l-(fl) Tt fi

< fin? |

Temos entdo que

A dltima desigualdade decorre do fato de que f;/f; <1 Yj=1,...,n.
Passando ao limite quando p — oo, segue-se o teorema.

b) Esse resultado segue diretamente do resultado em a), observando
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que
1

min(fr,..., fa) = ———
(1 Jn) m(m:{ﬁ---%n}

Observe que o item b) do teorema acima, juntamente com o
Teorema 2, generalizam o exemplo com superelipses que vimos no
inicio desta segdo.

Mostramos abaixo o modelo obtido pela combinag¢io das su-
perficies f~(1) e g~1(1), onde

f(ﬁ.y,z):;,;'3+y2+zg_1

glz,y,2) ={z - 2.2 +¢y* + 2* - 0.1.

Fig. 2 - Modelo em “wireframe”.
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Fig. 3 - Modelo com iluminag¢éo de Phong.

O modelo abaixo foi obtido pela combinagio das superficies
F7H(1) e g7 (1), onde fi(z,y,2) = (V{2 +4* = 2) - 2)* + 2
e g(z,y,2) =(x— 352 +y* +22-0.1.

Fig. 4 - Modelo em “wireframe”.
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Fig. 5 — Modelo com iluminagio de Phong,.

Os modelos acima foram obtidos utilizando o algoritmo de
aproximacdo simplicial do Capitulo 2.

3. Exercicios

1. O que acontece com o método de aproximagio da se¢io 1 quando
tomamos ¢; = ke; com k inteiro.

2. Generalize o exemplo da segéio 1 para o caso do cubo em R3.

3. Como o método de Ricci descrito na secfio 2 generaliza aquele da
segao 2. :
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Métodos Simpliciais em

Superficies Minimas

Nosso objetivo neste capitulo é fazer um estudo das superficies mi-
nimas do ponto de vista computacional. Mais precisamente, utili-
zaremos métodos numéricos com a finalidade de obter aproximagdes
simpliciais para imersées minimas em R?, com o objetivo de visua-
lizar essas superficies. Esses métodos sio de grande importéncia, e
influenciaram decisivamente, por exemplo, para demonstrar o fato
de que a superficie de Costa (ver Capitulo 0) é mergulhada.

Existemn muitas maneiras de definir o conceito de superficie
minima. Dentre elas, a mais simples é dizer que uma superficie é
minima se a sua curvatura média I se anula em todos os pontos,
onde
ky + ks

2
¢ definida como sendo a média das curvaturas principais da superficie
(ver [doCarmol]). ‘

Como a curvatura média de uma superficie $ é, a menos de
um fator multiplicativo, igual ao divergente de um campo de vetores
unitdrio e normal a §, segue-se que s¢ f: U ¢ R? —» R é uma funcdo
diferenciavel, entdo o gréfico de £, 5 = {(u,v, f(x,v)); (4,9} € U } é uma

H=
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superfiicie minima se, e somente se, f é solugio da seguinte equagéo
diferencial parcial (elitica) néo-lincar,

(14 u2)uyy — 2up gty + (14 vl )uze = 0. (ESM)

A equacio acima é chamada de equagdo das superficies mini-
mas, e serd referenciada no que se segue por ESM.

Neste capitulo estudamos um método numérico para a solugio
aproximada do problema de Plateau, que utiliza a interpretagio
das superficies minimas como solugiio de um problema variacional.
Essa formulagio, que foi originalmente estudada por Euler ([Eu])
e Lagrange ([La]), serd importante no presente capitulo e por essa
razéo faremos uma breve exposi¢io nos pardgrafos seguintes.

Dada uma imersao X:U ¢ R?* — R3, seja f:U/ — R uma funcéo
diferenciavel. Uma variagdo normal de X é uma familia a um para-
metro de aplicagdes X*, t € (—¢,¢), definidas por

Xu,v) = X (u,v) + £ (xu,v)N(u,v),

onde N é um campo de vetores normais em X(U). Para ¢ suficien-
temente pequeno, X* é também uma imersio. Dada uma variagdo
normal X* da imersdo X definida anteriormente. Se R é uma regido
compacta de U, X*(R) é um subconjunto compacto de R®. Defini-
mos a fungdo drea A:(—¢,¢) — R, pondo A(t) = Area X*(R). Pode-se
demonstrar (ver [doCarmo]) que -

A’(0)=_.fRHfdA.

onde H é a curvatura média da superficie.

Usando a equagao acima é facil demonstrar que uma superficie
¢é ponto critico da 4rea se, e somente se, a curvatura média H = 0.
Foi utilizando essa formulacio variacional que Lagrange chegou a
equagdo das superficies minimas (ESM).

Existem varias maneiras de se obter uma aproximagio simpli-
cial para uma dada superficie minima &, dependendo do modo como
. X <
ela estd definida. § pode ser dada como o grafico de uma funcio

z= f(:t',y),
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definida em um dominio U do plano (esta é a chamada forma ngo-
paramétrica de §); pode ainda ser dada por suas equacoes em forma.
paramétrica

z = 2{u,v);
= y(u, v);
z = z{u,v),

onde 2z, y e z estdo definidas em wm dominio U do plano, é também
podemos definir § como imagem inversa § = F-1(0), onde F é uma
fungéo definida em um dominio de R? tendo 0 como valor regular.

O ntmero de superficies minimas que admite uma das re-
presentagbes acima, onde as fungdes envolvidas sdo dadas explicita-
mente, € muito pequeno. Para obtermos exemplos mais interessan-
tes dessas superficies devemos trabalhar diretamente com a equagéo
(ESM) das superficies minimas.

Trataremos neste capitulo de algumas representa¢des para su-
perficies minimas do ponto de vista de aproximagdes LP: equagioes
paramétricas, representagéio de Weirstrass ¢ métodos numéricos para
o Problema de Plateau, '

1. Aproximacio simplicial de equacdes paramétricas
Dentre as varias maneiras de definir uma superficie no espaco
ambiente, as mais comuns séo :
o Forma implicita;
e Gréifico de uma funcao ;
¢ Forma parametrizada.

Se uma superficie § é definida como gréafico de uma funcéo f,
sua representacio pode ser reduzida a qualquer dos casos anteriores.
Com efeito, tomando F(z,y,2) = = — f(z,y), vé-se facilmente que & =
F=1(0). Por outro lado S pode ser facilmente parametrizada tomando

z(u,v) = u;
y(u,v) =

z(u,v) = f(u, v).

65



- 66

Métodos Simpliciais em Superficies Minimas Cap. 4

A forma parametrizada da representacdo de uma superficie
é uma das mais importantes em problemas de visualizagio. Em
geral, mesmo que uma superficie nfo admita uma parametrizacao
global, ela pode ser obtida como uma unifo de conjunto finito de
parametrizacdes e esse fato é largamente explorado em programas
de modelagem na area de Computagio Grifica. A importancia das
superficies implicitas em problemas de visualizagio s6 recentemente
passou a merecer maior atengio, principalmente devido ao surgi-
mento de algoritmos eficientes e robustos que permitem a sua poli-
goniza¢do conforme vimos no capitulo 2.

Nesta segao descreveremos como obter uma aproximagio sim-
plicial de uma superficie definida parametricamente. No que se segue
as equagdes em (1) serdo chamadas de equagdes paraméiricas da su-
perficie, e a aplicagao F:U € R? — R3 definida por

Flu,v) = (z(w,v), ¥, v), 2(u,v))

serd chamada de uma parametriza¢do da superficie.
O método consiste nas seguintes etapas:

e Obtemos uma triangulagio 7 de uma regido compacta R ¢ U
do dominio da parametrizacdo. Em alguns casos, para efeito
de visualizagdo, é mais conveniente fazermos uma decom-
posigao celular ao invés de uma triangulagio da regido R.

e Consideramos a transformagdo afim Fr induzida por F na
triangulagdo 7. A aproximagéio simplicial é a superficie LP
definida pela imagem da aplicacio Fr no espago R3,

No caso em que a parametrizagio F ndo é um mergulho (po-
rém a derivada ainda tem posto 2), a imagem de Fr nao é uma
superficie LP. No caso mais comun1 essa imagem apresenta auto-
interse¢bes. ‘De um modo geral, a dificuldade do método de apro-
ximagdo simplicial acima descrito reside na triangulagio da regifio
compacta R, que pode apresentar irregularidades dificeis de serem
resolvidas computacionalmente. O ideal é que essa triangulagio seja
adaptada de modo a refletir as propriedades geométricas da parame-
trizagao.

No que se segue vamos obter explicitamente uma expressio
para a transformacéo afim Fr induzida.
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Com a finalidade de simplificar a notagdo indicaremos tam-
bém por F a transformagéo afim Fr induzida na triangulagio T pela
parametrizagdo F na triangulacio 7" da regifo R. -Se.r = {pg,p1,p2)
¢ um simplexo (tridngulo) de T, e (u,v) é um vetor do espago afim
definido por r (isto é, um vetor de R? com origem em p,), segue-se
que

Plu,v) = A ("' +C, ;
[
onde A é uma matriz 3 x 2
ay 'b]
A= ay by
a3 - ba
e
7]
C= Co
c3

é um vetor em R3.

Devemos determinar os coeficientes ay,as, az, by, b2, b3, € €1, €2, ¢a.
Seja A = (P, P1, P;) a imagem do simplexo ¢ no espago R3. Obtemos
um sistema linear de nove equagoes

F(pi):‘f)i i=0!]'l.2!

envolvendo os coeficientes que pretendemos determinar. Como F €
ndo degenerada, pois X é um mergulho, o sistema acima admite uma
inica solugéo que determina pois a. matriz 4, e o vetor C que definem
a transformagao afim F.

Para fazermos os calculos explicitamente, sejam

Po= (uﬂlvﬂ)a n= ('lll,'l?l), o= (Ug,vg),

Po=(z0,%0,20), Pr=(21,m,%1), Pa= (22,92 22).

Um céalculo imediato mostra que
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Yo Yo 20 Yo
/T ] v
Yz U2 X2 V2
ay = (] T a3 = T
g %o 1 W Yo Up  Zo
w o 1 uy Uy 23
uz zz 1 s Yo Uz 2z
b]_ = b-_g b3 =
T T T
1 = Ce = €3 = ’

onde as duas barras verticais |

T

| indicam o determinante, e

T

ttg g
T= 1
]

Un

T

Sabemos que R = UL, 7, onde os ; sdo os simplexos da trian-
gulagdo T. Indicando por F; a restricio da transformacio afim in-
duzida Fr ao tridngulo 7, e por &; a funcfio caracteristica de n, a
transformagéo afim Fr induzida pela parametrizacio F serd dada por

Fr(u,v) =Y & Fiu,v).

i=1 -

(AS)

Esta é a decomposi¢fio em elementos finitos triangulares da
parametriza¢io F {ou da superficie S.

Estamos particularmente interessados neste capftulo em apro-
ximagoes simpliciais (ou celulares) das superficies minimas. Se uma
superficie minima § for definida implicitamente, podemos utilizar o
algoritmos descrito no capitulo 2 para obter uma superficie LP que
aproxima S. Esse é o caso por exemplo da Superficie de Scherk que
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pode ser definida como imagem inversa do 0 pela aplicagdo F:R3 — R
definida por F(z,y,z) = e* cosz — cosy.

\1 [N

{0 S
' "‘, b \VA\{‘

DS

Fig. 1 - Superficie de Scherk

Algumas superficies minimas sao também definidas global-
mente por equagdes paramétricas. A aproximacio simplicial do Ca-
tenotde que aparece na Fig. 1 do capitulo 0 foi obtida utilizando a
parametrizagiao dada por

I == COSVUCOSU; .

Yy = sin v sin u;

z =,
na regidao R = [0,27] x [-1,1]. Nesse caso a decomposi¢io celular do
dominio foi obtida usando um reticulado uniforme.

O Helicoide que aparece na figura abaixo também foi obtido
com o mesmo método, usando as equagtes paramétricas

z = cosvsinhu;
y = sinvsinhu;

z = v

na regiao R = [0,2x] x [-1,1}], que também foi decomposta em uma
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malha uniforme de células quadradas.

Fig.

2 — O Helicoide

Um outro exemplo de superficie minima para a qual podemos
obter uma aproximagéo simplicial com o método acima é a superficie
de Enneper (Fig. 3), cujas equacdes paramétricas sdo dadas por

b H—

: 3

1 v,
5(—0 + T v);
l u'.’ — _v‘.’),
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Fig. 3 - Superficie de Enneper

A superficie de Enneper nio ¢ mergulhada, a aproximacio
simplicial possui autointersecdes.

2. Representacio de Weirstrass

Os exemplos mais interessantes de superficies minimas nio
aparecem explicitamente na forma paramétrica ou nio paramétrica
que discutimos na segdo anterior. Para utilizarmos métodos numé-
ricos em problémas de visualizagiio, devemos pois trabalhar direta-
mente com a forma variacional ou com a equacio elftica diferencial
que define uma superficie minima. A representacio de Weirstrass
representa uma solugio intermedidria entre essas duas posigdes.

A representagdo de Weirsirass resolve a equagio das superfi-
cies minimas determinando uma forma parametrizada da superficie,
onde as fungdes coordenadas sio dadas por uma equagio integral
envolvendo formas holomorfas em uma superficie de Riemann.

Essa representagio tem sido utilizada como uma fonte gera-
dora de novos exemplos de superficies minimas. Sua importancia
entretanto ndo estd reduzida a esse caso, pois ela tem sido funda-
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mental no desenvolvimento da teoria das superficies minimas ao per-
mitir a redugéo de problemas nessa drea a problemas na teoria das
funcdes analiticas complexas. Com o advento das técnicas de visua-
lizagio cientifica no estudo das superficies minimas, a representacao
de Weirstrass vem mostrando ser um instrumento poderoso para a
obtencdo de uma aproximacio simplicial de uma superficie minima.

Uma exposicio clara e detalhada da representagao de Weir-
strass pode ser vista em [BaCo]. No que se segue vamos apenas
enunciar o resultado, de modo a melhor esclarecer a sua utilizagao
numeérica.

Teorema {(Representagao de Weirstrass) Suponha que temos definido

em uma superficie de Riemann M uma fungio meromorfa g e uma
funcdo holomorfa f, tais que os zeros de f coincidem com os polos de g, de modo
que cada zero de ordem m de f correspoirde a um polo de ordem 2m de g. Se as
formas

(1—g*}fdz;

azz§a+ﬂﬁfﬁ;

a3 = gfds;
nio possuem periodo real, as equacdes

2(z)=Re -[3 ay;

<0
<

v =Re [ aw )

20

. () = Re/j ag;

[

o =

r | =

29 € M definem uma imersio minima & de M em R3. (Re indica a parte real de
um nimero complexo).

No que se segue indicamos por C o conjunto dos niimeros
complexos (plano complexo). Identificamos o plano complexo C com
o ponto do infinito como sendo a esfera de Riemann $% = C U {c0}.

Nos casos em que as integrais da representagdo de Weirstrass

admitem uma primitiva obtemos uma representagio paramétrica ex-
£ YN - : .

plicita da superficie 8. Isto ocorre, por exemplo, com as seguintes
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_superficies:
Superficie de Enneper
Afr=c;
) =1
al=) ==
Helicoide
M=C;
f(z)=e77;
g(z) = —ie’.

Em geral ndo conseguimos wma solucio explicita das equagdes
na representacio de Weirstrass. Devemos entio utilizar métodos
numéricos para obter uma aproximacio simplicial. Note que a re-
presentacao (*) nos dd uma equagio paramétrica de S em forma in-
tegral, para obtermos uma aproximacio simplicial procedemos entio
como visto na segio 1. Fazemos uma triangulacdo da superficie de
Riemman M (ou de uma parte compacta de M), e para cada sim-
plexo ¢ = (v, 1, 2:) dessa triangulagiio calculamos numericamente o
valor das coordenadas z, y, z dadas por (#¥) em cada vértice » de
modo a obter a imagem 7 de ¢ no espaco R3, que serd um simplexo
na triangulagao da aproximagéo simplicial de 8.

Vamos agora dar maiores detalhes sobre a visualizagio do Ca-
tenoide usando o método acima descrito. A representacao de Weirs-
trass do Catenoide é dada por

M = 5% —~ {(0,0), oo} (esfera de Riemann menos dois pontos);

o 1- zzd’_
17 T2 %%

422

oy = t—ﬁ-—a’z;
dz

Q3 = —;
z

9(z) = —ie?

E ficil verificar que a equagdo acima é simétrica em relagdo
ao circulo unitdrio 5!, cuja imagem é a interseciio do Catenoide com
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o plano de simetria z = 0. Tomamos o dominio R como sendo um
anel do plano cujo raio interno é 1, € o raio externo € 1 +rg; ro > 0.
A imagem do dominio R d4 uma das metades da superficie, a outra
metade é obtida usando uma reflexio no plano z = 0. A decomposigao
celular da regido R é mostrada na figura abaixo

Fig. 4 - Decomposigao da regiao R.

Existem véarios métodos de implementar o problema, depen-
dendo do ambiente computacional (software e hardware) existente.
O modo mais simples de implementar consiste em introduzir coor-
denadas polares

u=rvcost
v=7rsinf

na regido R, e integrar as formas @, a2 € o3 em um reticulado uni-
forme da plano wv, separando o integrando em suas partes real e
imaginaria.

Foi feita uma implementagao em um microcomputador utili-
zando o software Mathematica, e obteve-se o Catenoide que aparece
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na figura abaixo.

Fig. 5-0 Catenoide.

Como jé ressaltamos anteriormente, a dificuldade do problema
acima estd concentrada na triangulagao do dominio. A geometria do
dominio permitiu uma decomposi¢do adaptada & integragéo numé-
rica através do uso de coordenadas polares. Note-se também que
fizemos uso da simetria do catenoide no espago, o que em geral é
dificil de ser percerbido diretamente da representagio de Weirstrass.
Para dar uma idéia ao leitor da dificuldade do problema, deixamos
como exercicio para o leitor descobrir a regido, e a decomposigao
utilizada para obter o Catenoide de trés fins (BJ orge- Meeks) mostrado
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na figura abaixo.

Fig. 6 -~ O Catenoide de trés fins.

A representaciio de Weirstrass, dessa superficie é dada por
M=8_-{-eC;*=1)

)= {2 st
f(2)= {(l)/(:"’—— 1) se z# oo;

5€ 2= 0.

Um método mais flexivel de implementar métodos numéricos
relacionados com a representac¢iic de Weirstrass, consiste em utilizar
triangulagdes conformes do plano complexo (ver [M1Ta.])

3. Calculo das Variagdes e Superficies Minimas

Como sabemos da sec¢iio sébre Geometria Diferencial no ca-
pitulo Visualizagio e Matemdtica Pura, o Problema de Plateau con-
forme proposto no século XVII por J. L. Lagrange ([La]) é o se-
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gumte

%

“Determmar dent're todas as supcvftczcs com 0 mesmo
bordo wquela que possue « menor drea”. - - .

Conforme enfatizado por Radd [Ra pp: 32- 33] ex:stem varl—
08 problemas de Plateau. Isto significa que existem varias maneiras
de interpretar de modo preciso os diversos conceitos que participam
- do enunciado do problema Como exemplo, podemos c1tar'

e A nogio de’ “bordo”

- Os tipos de- smg,ulaudades que S€ adnnte 1o bordo da su-
perficie;

O tipo topolog:co da supelflcse minima’a ser encontra.da

A classe de diferenciabilibade das super flc1es onde Nos propo-
mos resolver o problema, etc.

Desde o século XIX, o problema de Plateau foi estudado em
termos numéricos. J4 em 1870 Lindeléf ([Lindel]) encontrava uma
- aproximagao numérica para a distincia mdxima entre dois discos
coaxiais em planos paralelos para que estes fossem ‘bordo de um
catenoide estavel: 1,32549, quando temos dois circulos unitérios. Em
seus experimentos Plateau ((11809) havia encontrado 1,333 ([P11]).

Existem vérios trabalhos que propdem esquemas numéricos
para resolver alguma das vérias for mulagdes do problema de Plateau.
0 problema de Plateau para superficies néo pm ametncas (z = f(z,y))
fot o primeiro a ser abordado do ponto de vista numerlco De modo
mais preciso, o problema €o segumte :

“Dada wma regido R do plrmo Ty hmztada por uma
curva C ¢ uma aplicagdo continua g:C — R, determinar.
a fungdo z = f(z,y) continua em R tal que f g no con-
torno C, e setisfaz a equagio das superficies minimas

(ESM) no interior de R”.

Um dos trabalhos pioneiros para obter aproximagdes numéri-
cas para o problema acima foi feito por J. Douglas em 1928 ([Doul])
que usou método de diferengas finitas; O mesmo tipo de abordagem
foi feito por P. Concus ([Conl) em 1967 e posteuormente por Hinata,
Shimasaki e Kiyono ([HiShIi]). ‘

7
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O leitor interessado em uma analise completa do problema de
Plateau para superficies niio paramétricas pode consultar [EkTe].

Do ponto de vista de correntes (ver [Mor]), e sob a suposigio
de que as duas curvas estejam contidas em um cilindro existe o tra-
balho de Almgren e Super ({AlSu]) que dd um esquema numérico
para se obter solugées do problema. S

Em 1977, Wagner ([Wa]), usou um enfoque variacional asso-
ciado com o método de elementos finitos com a finalidade de descre-
ver um método numérico que permitisse obter aproximacdes simpli-
ciais para solugbes do problema de Plateau para o caso parametri-
zado. E sobre esse método que trata o restante deste capitulo. Uma
implementacio computacional se encontra em [Zo].

4. Elementos Finitos e o Problema de Plateau

Nesta secio estaremos interessados no seguinte problema de
Plateau: : :

“Seja C =C1U---UC, uwma unido de curvas de Jordan
em R3. Determinar uma superficie minima S, de classe

2 »
C', mergulhada e com bordo, de modo que 8S=C

Em 1930 Jesse Douglas mostrou que o problema acima possue
solugdo para o caso em que o bordo C consiste em apenas uma curva
de Jordan, e o dominio de parametriza¢do da superficie € o disco de
R2. Para dar uma idéia da dificuldade do problema acima, mencio-
namos que o teorema da Uniformizacéio de Riemann para dominios
planos segue-se como um corolario da demonstragao de Douglas.

A existéncia de solugdes para o problema de Plateau como
formulado acima s6 foi demonstrada recentemente por Tromba. Es-
tudamos nesta segio um esquema numérico que permite obter uma
superficie LP que aproxima a solucdo do problema.

Dada a curva € C R?, seja 8 uma superficie (diferencidvel) pa-
rametrizada com bordo 88 = €. Nosso objetivo nesta segio é construir
uma sequéncia (S,) de superficies LP em R3, cujo bordo é € de modo
que S é uma aproximacdo simplicial de 8, e quando n — oo S, se
aproxima de uma superficie LP § de drea minima com bordo C. §
representa pois uma aproximacdo simplicial da solugéo do problema
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de Plateau com bordo C.

Vamos descrever pr eusamonto o problema, para isto faremos
inicialmente duas suposi¢des:

» Existe uma regido compacta R c R?, e umn mergulho X: R — R3?
tal que tal que X-'(C) C 9R.

o Existe uma triangulagio T’ da regiio R.

As duas condigdes acima nos garentem, usando o método des-
crito na segdo 1, que existe uma superficie LP, imagem de T por X,
em R® cujo bordo é C. Essa superficie serd o primeiro elemento So
na sequéncia.

E a partir desta aproximacéo simplicial Sy que vamos construir
uma sequéncia de superficies LP que se aproximam de uma solucio
do problema de Plateau. Para isto veremos inicialmente a versao
discreta do conceito de variacdo normal de uma superficie.

Dada uma superficie LP 8y precisamos definir o conceito de
um campo de vetores normais a Sr. Um vetor normal a Sr em um
vértice Vi, sera definido como sendo a média de todos os vetores
normais dos sxmplexos (trlangulob) que tém V; como vértice. Mais
prec1samente se Al,...,A] sio todos os tridngulos que tem V; como
vértice, definimos a ‘normal N a Sr em V;, pondo

onde 7 é normal ao tridngulo A!. Esse conceito & ilustrado na figura
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abaixo.

-Fig. 7 - A normal em um vértice LP

Um campo de vetores em uma su])elﬁ(ue LP Sr é uma aplica-
gdo V:{¥,...,V;} = R? que associa a cada vértice ¥; da superf1c1e um
vetor V(i) no espago afim de dimensdo 3 cuja origem ¢ V;. Se cada
vetor V(i) for normal, teremos um campo de vetores normais a Sr.
Se cada vetor V(i) tiver norma 1, dizemos que o campo é unitario.

Se N é um campo unitario de vetores normais em Sr € f:Sy —
R é uma fungfo real definida em & uma variagdo normal de Sy é
uma aplicagio
F:(—¢,¢) x 8¢ — R?

que associa a cada niunero real 1 e a cada vértice V; de Sr o conjunto
de vértices P; em R? dados por

P = F(t, Vi) =V + tH{Vi)N(V;). (2)

Se ¢ é suficientemente pequeno, para cada valor de t 0 novo conjunto
de vértices define uma superficie LP no espago onde cada simplexo
{Po, Py, Py} é obtido como imagem do simplexo {Vp, Vi, V2) pela variagio
F,. Isto ¢, a superficie € a imagem da superficie § pela transformagéo
afim (F,)T induzida pela variacdo F,. Essa superficie é chamada de
variagdo normal da superficie Sr. Observe que a aplicagdo f basta
estar definida nos vértices da superficie LP inicial. A defini¢do acima
de varia¢do normal é exatamente a discretizagdo daquela para o caso
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diferencidvel. Se tomarmos a aplicagio f na equacdo (2) de modo

que ‘ _
ft:#£0, ‘sek=i
fi)y=187 i
0, se k#£14,
obtemos uma variagio normal que consiste em. perturbar ao longo
da normal apenas o vértice V; da superficie. Geometricamente essa,
variagao perturba todos os simplexos da estrela do vértice V;, dei-
xando o bordo fixo. Essa variacio serd chamada de variagdo. do
s N F 7’ * ~ . -
vertice Vi. Ela é o andlogo da variacdo de suporte compacto no caso
diferencigvel. . ‘

Como no caso diferencidvel, associamos a uma variagéio nor-
mal F; a fungdo drea ‘ o R
: . ' CA(-eg) =R o ,
que associa a cada vetor nimero recal ¢ €.(—¢,¢) a drea da superficie
LP (Fi)r(S). e L . S

A versiio discreta do problema. variacional para superficies
minimas consiste em determinar superficies LP que séo pontos cri-
ticos da fungdo drea acima definida. Para resolver esse problema,
devemos achar “zeros” do gradiente G da funcio 4rea

G= (Gl: "'3GI) = gi'a-d A (-¢, E)I — Rl’

isto é, devemos resolver a equacio G = 0. Nosso interesse estd no
estudo de métodos numéricos para resolver essa equacio.

O algoritmo numérico que iremos estudar, para determinar
solugdes numéricas para o problema de Plateau, consiste em cons-
truir, a partir de uma superficie LP 8, com bordo ¢, uma sequéncia
(8») de superficies LP, também com o mesmo bordo C, tais que

Aiy1 = Area (Siy1) € Ai = Area (S;).

Como a sequéncia (4,) das dreas é decrescente e limitada inferior-
mente (pois A4, > 0), existe o limite lim,_o, A,. Dizemos entéo que
a sequéncia de superficies LP §, converge para uma superficie LP §
que € uma aproximagio simplicial de uma solugio do problema de
Plateau com bordo €. Na implementagio do problema, especificamos
uma tolerancia tof, e suspendemos a execucio quando

lAn+1 - Anl < tol.
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Descrevemos agora a construgio da sequéncia. (S,) de apro-
ximagdes simpliciais. Para isto, vamos olhar a equagio (2) da va-
riacio normal de um outro ponto de vista: fazendot=1¢e variando
£, vemos que uma variagio normal pode ser considerada como uma
familia de superficies a I parimetros, que associa a cada vetor de
parametros (1;,...,t;) a superficie LP cujos vértices séo dados por

Vi+4;N(V), i=1,...,L

A superficie S, serd obtida como variagdo normal da superficie LP
So = 8, devemos pois determinar wm vetor

T= (.. In)

que define a variagio. Esse vetor serd obtido usando um método
de relaxaciio: obteremos uma seqiiéneia finita ¢!,¢2, ..., tI de vetores
em R’ tal que t/ =1. Cada vetor da seqiiéncia (') de vetores sera
obtido sucessivamente a partir de um vetor ¢ = (¢§,13,...,t}) dado
como condicdo inicial, da mancira seguinte: ' :

= (11,48,48,....69) é obtido de = (¢},13,...,17)
calculando a primeira coordenada ¢} através do método de Newton
OF, 0\ "
tl = tﬂ _ viiqn0 N3 0 .

com um parametro de relaxagio conveniente w.

22 = (1,63, ...,19) éobtido de t' = (],8,...,17)

calculando a segunda coordenada ¢} aplicando mais uma vez o mé-
todo de Newton com relaxacio: '

“) —l
Bt —u (gf -uﬂ)) F(th).

com o mesmo parametro de relaxagio w.

Procedendo como acima, apds I etapas teremos obtido todas
as coordenadas do vetor ¥ =t/ procurado.

Para construir a superficie LP &, da seqiiéncia, usamos o vetor
7 como vetor de condicio inicial ¢ para obtermos um novo vetor de
parametros.
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O método acima de calcular zeros de uma fungio G:R* — R®
é chamado de méfodo de Newton SOR. Sob condicdes apropriadas
podemos garantir a convergéncia desse método para um valor conve-
niente do parametro de relaxacéo w (ver [Sc]). Observe que ele reduz
o problema de achar zeros de uma funcio em R” a um problema de
calculo de zeros na reta.

Na construgao da seqliéncia ¢',...,¢/ utilizamos o método de
Newton SOR, e para isto precisamos calcular a derivada parcial da
fungio area. Veremos nesta se¢io como proceder de modo a obter
um célculo algébrico dessa derivada com a finalidade de minimizar
problemas de erros numéricos. Inicialmente lembramos como calcu-
lar a drea de um tridgngulo em R? em fungio das coordenadas de seus
vértices.

Dado um tridngulo A = (P, Py, P2) em R3, com Py = (zq, Yo, 20),
P = (z1,41,21) € P = (a2,12,22), Sua area A, é dada. em funcgido do
produto vetorial de P, — Py e Py — Py pela expressio
1
= 3ll(P1 = Po) x (P2 = Po).

Um calculo imediato mostra que

1 a 1
Aa = §J(Azy)" + (Ay: )“ + (.4“)2.
Onde
A, =[Y0—0N 2’0-31),
¥ (310 —Y2 Zo— 22
_ g — Tt Zp— 21
Az;w(zo—.’ﬂg :Q—Zg)'

A = To— 21 Yo— W
FT \vo—22 w-y )

Geometricamente Agy, Az € Ay, sdo as areas das projecoes do
tridngulo A nos planos coordenados zy, xz e yz respectivamente.

Se indicarmos por 4;, a drea de um triangulo A; da trian-
gulagio T = [JA; de uma superficie LP, 8, a drea de S pode ser
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calculada pela expresséo

1t

A(ST) =) (4.

i=1

onde n é o nimero de simplexos na triangulaggo.

Dado um tridngulo A de vértices Py = (20,30, %), P1 = (1,51, %1)
e Py = (z2,32,12) a area A(t) do tridngulo A! imagem de A pela va-
riagio normal do vértice Py, depende quadraticamente do pardmetro
t (pois cada lado depende linearmente do pardmetro ¢), podemos
entdo escrever -

A(t) = ag + ayt + aqt® (*)

Vamos obter uma expressio algébrica para os coeficientes ag, a; € a2
~ rd -

em funcio das coordenadas zo, 0, z0, £1, 1, 21, £2, Y2, 22 d0s vértices do

tridngulo original A, e do vetor normal por Ny = (no, n1, n2) No vértice

Py.

O tridngulo At tem vértices
Pg =Py +1INg, Pi, € Ps.

utilizando a equagio (3) da 4rea do tridngulo obtemos

g = agr + aoz + do3
) = dyy + aya+ aia

Gy = az2) + Gz2 + az

onde os valores dos coeficientes q;; sdo dados por

© a0l =Y ag ~ iz + yi s + 2yt
— 2y 21322 — 2 1070 — 24121Y022 — 20 Yeze
~ 2ztyazo + 228 y020 — 221920 + 221¥2W0%0
'+ 221921022 — 221508022 + Y5 2E — 2W2t0%022
+ Y323,
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age =23z2 — 2z2z52,2 + 2323 4+ 2212021 29
—2x1Zoz129 — 2211‘223 + 2z1x02p29 — 2a 1212920
+2xgzy 2122 + 22120 2020 — 2:-:13923 + z%zf
- 2::%2:1 2g — 229292072 + zfzg - 2z1:nﬁzz

2.2
- 23022,

aos =23y3 — 22{yave + 23yf — 2z1z2100
+ 2z12231 30 + 221T2y2%0 — 22129293 + 2T Y2T0
— 22191 T0Yo — 2T1Y2Yexo + 2212 Toyo ~ 223y?
— 2z3y190 + 2393 — 2zayizo + 2zatntnze
+ 22231 oy — 222y2T0Yo + ¥i2§ — 241 Y275
‘ +2y§z§,
@31 = —2(03121%0 — So¥17122 — SoYh Zo%2 — SoY1 %273
+ s0ziy — S0z} — Soz1Y220 — Son1¥272
+ 250219022 + So¥270%2 — Sodo2E — Loyl 2o
+ toytza — toyr 1y + tovs 2150 + 2oy Y220
— tog¥222 — tov1¥oz2 + toz1¥3 — Loz1 Yalo
— to¥320 + Loyaloa), A '
aip = —2(1‘03!121 2g ~ PgT12122 — Ty ~ oL 2927
+ To¥22121 — ¥ 20 — Foler1 2y + FoZoZoly
— rg23121Tg -+ rp2 Lol — ool — T T12H
+tox12122 —loz 1221 + o2 2920 — Lo2 1 2229
+ tax1z120 — tog12022 + Loxazozs — lgxakazg
— toTa21Zo + toTawo2a),

a13 = 2(roZ1y1 Y2 — TOT1 V1Yo — ToT1Y3 + ToT1Y2Y0
~ o2y + rozal1ye + roTayi Yo — ToT2Y2Y0
+ royizo — 2roy1yazo + royiTo — S0z 3Y2
+ S0Z3Y0 + SoT1Z2Y1 + SoT1ZaYs — 280T1Z 20
ZSaT1Y1T0 + Sox1Y2Zo — SoT3y1 + 0Ty
+ S0x2y1T0 — SoTayae),
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agy =sazyzy — 2835130 + 8323 = 2sptoyn 7y
+ 2sgtoy 72 + 2s0lo71 ¥z — 2soloYaz + totoyi
— 2otoyrya + 3y, |

agy =r3zf = iz 2 + vi el — WrgloTyzy
+ Qrplpay 20 + 2rplgkazy — 2ralozaze + i%zf
- 2i3z1:1:g + ig".l:g,

az3 =roy; — 2r5yiy + roys — 2rosor1y
+ 2rosoz1ye + 2rosoTay) — 2rosoxaye + 85T

- 235::11:3 + sg:l:g,

Os célculos acima foramn feitos no computador utilizando o
programa REDUCE de Algebra Computacional.

Na préxima segiio estudaremos alguns exemplos de superficies
minimas obtidas com o algoritmo acima descrito.

5. Resolucao Numérica do Problema de Plateau

Vimos na sccio anterior como obter uma seqiiéncia (S,) de
superficies LP que convergem para uma solugiio do problema de Pla-
teau com um dado bordo C.

Geometricamente, o algoritmo estudado consiste em se obter
uma, varia¢io normal de um vértice V; da superficie Sy de modo que a
superficie de variagfio obtida possui drea menor (ou igual) i drea da
superficie original, em um dado vértice V; da superficie. A superficie
obtida é usado como condigao inicial para repetirmos o processo em
outro vértice Viy; # Vi, e assim sucessivamente. Quando se fizer a
variagio normal em todos os vértices ter-se-a obtido uma superficie
S: com a propriedade de que

Area §) < Area Sa.

A superficie 8, é entdao usada como condigéo inicial e o processo se
repete até que a diferenga entre as areas de duas superficies conse-
cutivas seja menor do que uma tolerincia previamente dada.

A seguir daremos exemplos de condigbes de contorno para o
problema de Plateau juntamente com a superficie minima associada.
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Em todas esses exemplos obedecemos a duas condicdes:
s A tolerancia usada foi da ordem de 10-5.

» A regido R é sempre um retangulo, e foi triangulado como
indicamos na figura abaixo

Fig. 8 - Triangulagio da regido R

Com a triangulagdo acima o nimero maximo de tridngulos
em volta de cada vértice é 8.

Utilizamos o método acima para exibir a “Superficie de Cou-
rant”, que consiste em obter a solu¢io do Problema de Plateau para
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a curva esbogada na figura abaixo

D ‘
Q

Esse problema admite mais de uma solugdo, esbogamos na
figura abaixo uma delas.
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Como 1ltimo exemplo apresentamos o Catenoide, que foi ob-
tido pelo método acima tomando como condic¢ao inicial o cilindro
tendo como bordo dois circulos paralelos. Mostramos o resultado
abaixo '
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Fig. 11 — Catenoide em wireframe.

Fig. 12 - Catenoide com iluminagio de Phong.
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