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PREFACIO

Este trabalho objetiva apresentar os modelos de regressio para andlise
de dados univariados. Nao se pretende cobrir todos os modelos de regressao,
mas sim abordar os principais modelos usados na pritica de uma forma
resumida e consistente.

Existe uma vasta literatura destinada a estudar, de forma isolada, os
seguintes modelos: os modelos normal-linear e nao-linear, os modelos para
andlise de dados categorizados e mesmo, mais recentemente, os modelos
lineares generalizados. A idéia deste texto surgiu da inexisténcia, mesmo
em lingua inglesa, de um tnico livro que abordasse todos esses modelos,
mesmo que para alguns o tratamento fosse superficial. Aqui, esses modelos
sio resumnidos em capitulos e estudos comparativos sdo desenvolvidos ao
longo do texto.

© Além disso, varios outros modelos encontrados’em artigos de pesquisas &
recentes ao invés de livros, sio aqui estudados, mesmo que em alguns casos
sejam apenas referenciados os artigos mais relevantes. Entre esses modelos
citam-se: os modelos aditivos generalizados, os modelos semi-paramétricos,
os modelos de quase-verossimilhanga e os modelos ndo-exponenciais néo-
lineares (ou modelos de dispersgo).

Na grande maioria dos modelos estudados admite-se que as observagbes'™ -
sio independentes. Os modelos de regressio para anélise de dados correla-+
cionados, como os modelos de séries temporais, por requereremt wmn estudo
amplo, foram apenas citados no Capitulo 1. Também nio se desenvolve a .

teoria dos modelos normais heterocedésticos.
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O pré-requisito para a leitura ¢ um Curso de Inferéncia Estatistica,
com base em Teoria da Verossimilhancga, & nivel de graduacio. O texto,
dividido em 8 capitulos, se destina prioritariamente a alunos de mestrade e
doutorado, embora os 6 primeiros capftulos possam ser utilizados por alunos
dos tltimos anos de graduacio.

O Capitulo 1 descreve o modelo cldssico de regressio ou modelo
normal-linear e o Capitulo 2 trata do modelo de Box e¢ Cox. Os mo-
delos log-lineares e os modelos para respostas bindrias sio desenvolvidos
nos Capitulos 3 e 4, respectivamente. O Capitulo 5 apresenta os modelos
normais néo-lineares. Os modelos lineares generalizados, que engloba os
modelos estudados nos Capitulos 1,2,3 e 4, sdo abordados no Capitulo 6.
O Capitulo 7 apresenta os modelos nio-exponenciais nio-lineares, que sio
uma extensdo dos modelos lineares generalizados, e o Capitulo 8 trata de
modelos de regressao mais complexos, resultantes de pesquisas recentes.

O Capitulo 1 é pré-requisito de todos os capitulos e os Capitulos 7
e 8 requerem o conhecimento do assunto tratado no Capitulo 6. Nio se
exige outras dependéncias. Os Capitulos 7 e 8 sio destinados a alunos de
doutorado e pesquisadores. Em cada capitulo, exemplos procuram elucidar
a teoria apresentada e a série de exercicios no final visa a exercitar o leitor
sobre o assunto abordado.

O método de estimagio de mdxima verossimilhanca é usado exaustiva-
mente em todo o texto e outros métodos alternativos sdo apenas citados.

Muitas demonstracges foram omitidas, principalmente, quando o en-
tendimento do assunto apresentado néo requer o conhecimento das mesmas.
Isto ocorre em grande parte no Capitulo 1.

Tentou-se minimizar o némero de falhas. e erros, os quais sio de inteira

. responsabilidade dos autores, que ficardo agradecidos em receber quaisquer
: notificagdes sobre os mesmos.
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CAPITULO 1

MODELO NORMAL-LINEAR

§1.1 Introdugao

A anglise de dados através de regressio lincar é uma das técnicas mais usa-
das de estimacio, havendo nma ampla literatura sobre o assunto. O leitor
poderd encontrar nos seguintes livros os principais t6picos relacionados com
regressdo linear: Scheffé (1959), Rao (1965), Searle (1971), Seber (1977),
Arnold (1981), Draper e Smith (1981), Cook e Weisberg (1982), Montgo-
mery e Peck {(1982) e mais recentemente Weisberg (1985) e Wetherill et al.
(1986).

O principal objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos
bésicos de regressao linear que visam a facilitar a compreensao dos capitulos
subseqiientes, nos quais serdo apresentados modelos de regressio mais com-

plexos.

O modelo de regressio linear cldssico, também denominado modelo
normal-linear, é definido por:

(i) Respostas y;, ¢ = 1,...,n, independentes cada uma seguindo uma

2 constante;

distribuicdo normal com média p; e varidncia o
(i) Cada média p; dada por 3 = 2T8, i=1,...,n, onde n; é chamado

de preditor linear, z; = (1,%:1,...,%ip-1))? é um vetor p x 1 com os



valores de p — 1 varidveis explicativas e 8 = (5, ..., ﬁp_l)T é o vetor
de pardmetros de dimensao p a ser estimado.

A estrutura (i) e (ii) pode também ser expressa na forma matricial

y=Xp+e,

onde ¥ = (y1,...,yn)7, e ~ N,(0,0%I), X é uma matriz n x p de linhas
T

2{, i=1,...,n el éa matriz identidade de ordem n.

Nas Segoes 1.1 e 1.3 s3o apresentados alguns resultados bzisicoé, assim
como a notacao a ser utilizada neste capitulo. Na Sec¢io 1.4 sdo discutidos os
modclos normais-lineares com restrigdes nos parametros na forma de igual-
dades lineares. A estrutura probabilistica de Gauss-Markov e uma versio
simplificada do teorema de Fisher-Cochran sio apresentados na Secio 1.5.
Testes de hipéteses e intervalos de confianga sio deduzidos nas Secdes 1.6
e 1.7. Sao enfocadas na Se¢do 1.8 as principais técnicas de diagnéstico
para a regressao normal-linear. Previsdes a partir do modelo ajustado sdo
discutidas na Secdo 1.9. O método de mfnimos quadrados ponderados é
apresentado na Segao 1.10. Algumas aplicacdes no uso do modelo normal-
linear sao vistas na Segao 1.11. Alguns modelos normais de uso freqiiente
sdao introduzidos nas Se¢des 1.12, 1.14, 1.16 e 1.17. A Segio 1.13 trata da
relagdo de varidveis explicativas, a Secfio 1.15 de regressao “ridge” e na

Seciio 1.18 duas andlises de dados reais sdo apresentadas.

§1.2 Estimagdo de Mdxima Verossimilhanca

A funcio de probabilidade para y;, supondo (i} e (ii) da Segdo 1.1, fica
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expressa na forma

GD oMo exp{—g (- B i - 2T B},

i=1,...,n. Seja L(B) o logaritmo da fungéo de verossimithanga conjunta
para 3. De (1.1) tem-se

L(B) = 2 log(2n) ~ nlogo — (v~ XB) (v - XB).

Supde-se o2 desconhecido. Derivando a expressio acima com relagao a
B e 02, respectivamente, as estimativas de méxima verossimilhanga 4% e 3

sao obtidas de

(1.2) XTxp=XxTy

6 = Ly~ XB)"(y - XB).

Se X tem posto completo (X7 X) é ndo-singular e a solugdo para as

equacdes (1.2) (equagdes normais) é unicamente dada por
(1.3) B=(XTX)1XTy.

No caso de A = XTX ser singular o sistema (1.2) admite uma infi-
nidade de solugdes. Entretanto, se o mesmo for consistente (se existir B),
existem matrizes A~ tais que 5 = A~y é uma solugdo de (1.2).
As matrizes A~ dependem somente de X7 X e em geral ndo s3o tinicas,
exceto quando XTX for ndo-singular. Tais matrizes sdo chamadas de inver-
sas generalizadas e h4 uma excelente discussio em Wetherill et al. (1986,

Capftulo 5) sobre as propriedades das mesmas. Do ponto de vista pratico
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XTX é sempre nao-singular e ocorrem problema.s sérios na obtengao de
(XTX)~! quando essa ¢ mal condicionada. Alguns aspectos nuinéricos
sobre esse problema serdo discutidos na Secdo 1.11. i\;

Serd mostrado na Segdo 1.5 que a estimativa 62 & viesada e tem valor
esperado E(6?) = (n — p)o?/n, o que sugere a utilizagio da estimativa
nao-viesada

- X8y - XB).

A estimativa de méxima verossimilhanca de 8 independe de o2. No
Capitulo 7 demonstra‘se que esta propriedade é também satisfeita. para os
modelos nao-exponenciais nio-lineates com 8 independente do parametro
de dispersao, andlogo & o2.

A solugdo (1.3) é também obtida aplicando o método de minimos

quadrados, que consiste em minimizar a soma de quadrados dos erros

> 5=~ XpT(y~ XB).

Esse método ndo, necessariamente, produzird as mesmas estimativas
que 0 método de maxima verossimilkanga quando ¢ ndo tiver distribuicio
normal. Para ilustrar, suponha que ose;, i =1,... , 1, seJam independentes

e distribufdos conforme uma exponencial dupla
fle) = (20)telslle =1 ... n.

Entéo, a estimativa de méxima verossimilhanca de f & obtida mini-
mizando a soma dos erros absolutos 3" Je;| em vez da soma de quadrados
dos erros. Essa metodologia tem sido investigada qando ¢; é normal sendo
denominada regressio-I;. O método dos minimos quadrados corresponde

N ~
a regressao-Ls.



Existemn vérios outros métodos de estimacdo no modelo normal-linear
que ndo serdo estudados aqui. O método de estimagdo-M (Huber, 1973)
substitui a soma de quadrados dos erros 3. €Z por 3, p(e;), onde p(-) é uma
funcio simétrica. A minimizagio de ¥ p(e;) com relagdo aos §'s produz o

sistema de p equagdes ndo-lineares

Y pe)e =0,

i=1

cuja solugao é obtida por procedimentos iterativos. Uma possfvel escolha
para p(x) verifica p'(z) = min{c, max(t,—c)}. O método de estimagio-M
produz estimativas mais eficientes que a regressdo-L; e mais robustas em

relacio a dados aberrantes.

Entre vérios outros métodos de estimacio citam-se: estimagao-M ge-
neralizada; minima mediana quadrada que corresponde a rr‘xﬁin m?d £%; es-
timagao-S que equivale a rrllﬂin 5(8), onde S(8) ¢ um certo tipo de fungdo
definida na escala dos erros £1(8),...,&x(8); minimos quadrades pondera-
dos definido por mﬁinzw;sf (Segdo 1.10); estimagio “ridge” (Segdo 1.15);
e estimagio de James-Stein (vide Arnold, 1981).

Qs valores ajustados f, 1,...,n, sdo obtidos de 4 = Hy, onde
H=X(X TX)~1XT é a matriz de projegio ortogonal de vetores de R™
no subespago gerado pelas colunas de X. Esta matriz é simétrica, idempo-
tente e tem posto p.

Verifica-se que E(jT i) = E(uT p) +po? e, portanto, o comprimento de
p & superestimado pelo método de méxima verossimilhanca. A estimativa

/i pode ser aperfeicoada multiplicando por um escalar a(ft,6%) em [0,1]. A
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estimativa de u definida por
42
" a2y a cé ) R
a(f, o p=11— == |1
(5, 6%) ( 17 ) B

onde ¢ é uma constante escolhida para minimizar o risco médio corres-
pondente a uma funcio de perda quadritica, é denominada estimativa de
James-Stein. Demonstra-se que o valor étimo de ¢ iguala (p—2)(n—p)/(n—
p+2). :

Para encerrar esta segao verifica-se o efeito da escala das varidveis ex-
plicativas e da varidvel resposta nas estimativas dos 8’s em (1.3) ¢ sobre
6% ou s. Considere que z; = (£15,...,2nj)T é a j-ésima coluna de X
correspondente a §;, j = 1,...,p — 1. Se a varidvel explicativa 2. é subs-
tituida por IL; = ((z1; — ¢}/ dj,...,(Tnj — Cj)/dj)T entio os coeficien-
tes estimados 30,[33-, J = 1,...,p — 1 tornam-se 8 = B+ (cj/dj),éj e
ﬁ; = djﬁj, J=1,...,p—1. As estimativas 62 e 52 ¢ as estimativas R? e
F’s, a serem apresentadas nas Segdes 1.3 e 1.6, permanecem inalteradas.

Se y é substituido por (y—f)/g entdo ,B(’, = (Bo -f)/g, ﬁ; = Bj/g, j=
1,...,p—1, e todas as somas de quadrados na anélise de variancia (Secao
1.3) e % ou s? ficam divididos por g%. Entretanto, os testes baseados nas
estatisticas F' permanecem inalterados. O meio natural de transformacao de
escala € a padronizacio das varidveis, isto &, substituir z; por (z;—%;)/DP;

e y por (y ~ §)/DP,, onde DP representa desvio-padrio.

§1.3 AnAalise de Variancia

Os afastamentos dos valores ajustados fi;’s sio avaliados examinando-se os .

residuos ordindrios ; = y; — fi;, i = 1,...,n 0s quais serdo discutidos com
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detalhes na Secdo 1.8. O vetor de residuos r = (rl,...,rn)T ¢ também
obtido de

(1.4) r=(I-H)y,

ou seja, T éa projecio ortogonal do vetor y no ortocomplemento do su-
bespago gerado pelas colunas da matriz X.
Uma medida resumida da qualidade do ajuste é a soma de quadrados

de residuos dada por

SQRes=) 17 =(y - XB)T(y - XB).

Utilizando (1.4), a expressio acima fica expressa numa forma mais

conveniente

SQRes = yT(I — H)y.

Mostra-se, sob a hipétese de que o modelo assumido é verdadeiro, que-
yT(I — H)y ¢* tem distribuicio x* com (n — p) graus de liberdade.
A técnica mais usual para verificar a adequagio do ajuste é a Andlise

de Varigncia da Regressdo, que utiliza a seguinte identidade:

(1.5) S -7 = G-+ i — )

O termo do lado esquerdo da expressio acima é a soma de quadrados
total (corrigida) que serd denotada por SQT, enquanto o primeiro termo do
lado direito é a soma de quadrados devida & regressio de y sobre as (p - 1)
varidveis explicativas, que serd denotada por S@QReg, e o segundo termo
sendo S@ Res.

Uma maneira de se medir a adequagio do ajuste é comparando a soma
de quadrados residual (que se espera seja pequena) com a soma de quadra-

dos devida & regressdo. Ou, alternativamente, a soma de quadrados devida
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a regressao com a soma de quadrados total. A razdo desses dois termos é
representada por
BTXTy — ng?)

= .
(yTy — ny?)

Essa razdo varia sempre entre 0 e 1 ¢ é também chamada de coeficiente
de correlagdo linear miltiplo ao quadrado. Esse nome deve-se ao fato de R
ser o coeficiente de correlagio mmiltipla entre y e fi. Alguns pesquisadores
se baseiam erroneamente apenas no valor de R? para escolha do melhor
modelo. £ tio importante, quanto ter um R? alto, que a estimativa de o2
seja também muito pequena, j4 que em geral os intervalos de confianga de
interesse sdo proporcionais a o=,

A cada soma de quadrados de (1.5) estd associado um niimero de graus
de liberdade, que é formalmente definido expressando a soma de quadrados
correspondente como uma forma quadratica. Isso serd discutido na Segio
1.5. Contudo, hd uma forma intuitiva de interpretar os graus de liberdade
associados a cada soma de quadrados. Para ilustrar, suponha o modelo
linear simples p; = Bo + B12zs1, i = 1,...,n. As estimativas de minimos

quadrados para 3 e 8; saem de (1.3), e sdo, respectivamente, dadas por

(1.6) Bo=7 - BT

(L.7) | b= Z(l‘il ~T1) (¥ ~ ¥)/ Z:(wn -7)%.

O niimero de graus de liberdade associado & soma de quadrados total é (n—
1), pois essa soma pode ser obtida a partir dos n—1 valores Yi—Tser s U1 —
7, j4 que 3 (yi — ¥) = 0. Similarmente a soma de quadrades devida &

regressdo pode ser obtida, usando (1.6) e (1.7), diretamente da expressio
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(@~ 7)? = B2 T(en — F1)%, que é uma funciio tnica de y1,¥2,. .., Yn,
através de B;. Logo, o nimero de graus de liberdade associado a essa soma,
vale 1. Por subtragdo o ntimero de graus de liberdade associado & SQ Res
é(n—2).

No caso geral com p pardmetros, os graus de liberdade associados a
SQReg e 5Q Res valem, respectivamente, (p — 1) e (n — p).

Tem-se portanto a Tabela 1.1 da Anélise de vavridncia (ANOVA) da

regressdo na sua forma resumida.

Tabela 1.1: - Tq.béla' resumida da Andlise de varidncia da Regressdo
y=XB+e.

Efeito Soma de Quadrados G.l. Quadrado médio
Regressao
(ﬁh"ﬂﬁp—l)/ﬁﬂ) 3TXT?I"“?2 b- 1 SQRCQ/(?- 1)
Residual yTy - BTXTy n—p SQRes/{n—p)
Total yTy — ny® n-1 -

A estatistica F definida por

Fe SQReg/(p—1) _ (n —p)R?
SQRes/(n—p) (p-1)(1- R?)

é usualmente utilizada para avaliar a significincia simulténea dos coeficien-
tes Bi1,...,0p~1. A distribuigio dessa estatistica serd discutida na Segao

1.5.




§1.4 Acréscimo na Soma de Quadrados de Resfduos

Serdo abordados agora alguns aspectos da Andlise de Variancia no caso de
se imporem restrigdes nos pd'ré.metros do preditor linear . Esses aspectos
terdo importancia fundamental no desenvolvimento de testes de hipéteses.
Com a imposi¢do de restrigdes nos pardmetros a soma de quadrados de
residuos do modelo correspondente fica inflacionada. O valor do acréscimo,
em relagio & soma de quadrados de residuos sem restrigdes, pode ser usado
_Para avaliar a variagio na qualidade do ajuste com as restrigdes. Logo, é
importante determinar esse acréscimo.,

Suponha entao o seguinte modelo:
y=XB+e sueitoda CB=0,

onde C' é uma matriz m x p de constantes e & ~ No(0,021).
Se foram observados os n valores Y1s-++,Yn, entdo a estimativa de

minimos quadrados de 3 é obtida minimizando a fungao Lagrangeana
(1.8) L(B;4) = (y - XB)"(y - XB) +2ATCB,

onde A = (Ar,...,A)7 € o vetor de multiplicadores de Lagrange, A; >
0,7=1,...,m.
Ap6s alguma dlgebra chega-se & seguinte solucio para (1.8):

ﬁ- = ‘é - (XTX)_ICTAa

onde A = {C(XTX)-1CcT}-1¢4.
Os valores ajustados e os residuos ordinarios serao, respectivamente,
obtidos de

(1.9) ’ i=XB=Hy-wTh)
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r=(y—XB)=(I—H)y+HWfo,

onde W = C(XTX)'1XT.

Assim, usando (1.9), a soma de quadrados dos residuos fica dada por
SQRes(CB = 0) = (y - XB)(y — XB) + ASQ(CS = 0),

onde ASQ(CB =0) = ATWHWTA.
Portanto, impondo as testrigdes C8 = 0, a soma de quadrados dos
residuos do modelo irrestrito ficard acrescida da quantidade ATW H WTA,

que também é expressa na forma
ASQ(CB = 0) = (CAHT{C(XTX)™'CT}CB.

Mostra-se que a essa soma de quadrados estdo associados m graus de
liberdade.

Em particular, a soma de quadrados da regressao supbndo CB = 0,-

sera dada por
SQReg(CB = 0) = i i = (XB)T(XP),

estando associados & mesma (p—m) graus de liberdade. A soma de quadra-

dos corrigida, fica nesse caso denotada por
SQReg(CB = 0/po) = (XB)(XB) - n¥,

tendo (p — m — 1) graus de liberdade.
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§1.5 Estrutura Probabilistica e Distribuicio de For-
mas Quadraticas

Na Segdo 1.1 foi assumida a seguinte estrutura probabilistica para os erros
ei’s: (i) sfo mutuamente independentes e (ii) cada um tem distribuigio nor-
mal com média zero e varidncia 62. Agora essa estrutura serd utilizada para
se determinar algumas propriedades das estatisticas definidas nas Secdes 1.1
a 1.3.

E importante ressaltar que dificilmente se encontra essa estrutura na
pratica, havendo diversas técnicas para detectar afastamentos sérios da
mesma. Algumas dessas técnicas serdo discutidas nas Segbes 1.8 e 1.11.

Tem-se portanto o modelo y = X8 + ¢ com & ~ N,(0,02I). Dai
segue que y tem distribuicio normal multivariada com média E(y) = X e
varidncia Var(y) = o21.

Mostra-se facilmente que o estimador irrestrito de minimos quadrados
A tem distribui¢do normal p-variada com média 8 e matriz de variincia-

covariancia dada por

Cov(B) = s?(XTX)"L.

Apesar de os erros serem mutuamente nio correlacionados, o vetor de

residuos ordinérios, cujo valor esperado é dado por
E(r)=(I-H)XB=0,

tem, em geral, matriz de variincia-covariancia nio diagonal

(1.10) Cov(r) = ¢*(I - H).

A distribuicdo dos r;’s serd discutida na Secio 1.8.
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Como I — H é idempotente, de (1.10) segue

E(rTr)=Y E(})=0%) (1~ hi)=(n—p)o’,

onde hy; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H. Logo,
uma estimativa ndo-viesada para o2 é 52 = (n — p)~1r7r.

O teorema de Fisher-Cochran (Searle, 1971) que serd apresentado a
seguir numa forma simplificada, é fundamental para se determinar a distzi-
buicdo das somas de quadrados definidas na Tabela 1.2.

Suponha que y ~ N,(XS3,0%I) e sejam Ay, Az e Az matrizes n X n de
postos r1,79 e r3, respectivamente, tais que ry + 12 + 13 = n.

Se for possivel escrever
yTy =y A1y + 7 Aoy + 47 Aay,
e se essas matrizes forem tais que
A,-Aj =0, i# ],

entao
yTAiy ~ 02X3-.~ (’\f)s
com parametro de ndo-centralidade dado por

X = (XB)TA(XB), i=1,2,3,

e as formas quadréticas y7 A;y sdo mutuamente independentes.

Utilizando os resultados das segbes anteriores é possivel mostrar,
apés alguma 4lgebra, que SQRes = yT A1y, ASQ(CB = 0) = yT Asy,
SQReg(CB = 0) = yT Asy, onde A} =T — H e A; e A3 sio matrizes n X n

de postos m e (p — m), cujas expresses sdo omitides aqui. Além disso
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tem-se Ay = 0, Ay = A3 = 0, pois CB =0, e Aj 4y = A; A3 = Azl = 0.
Pelo teorema de Fisher-Cochran, desde que 37y = SQ Res +ASQ(CB =
0) + SQReg(CB = 0), segue o seguinte: (i) SQRes ~ azx?n_p); (ii)
ASQCH = 0) ~ a®x2,; (iii) SQReg(CB = 0) ~ 02 X{p_mys (1v) as formas
quadraticas SQ Res, ASQ(CS = 0) e SQReg(Cf = 0) sio mutuamente
independentes.

Mostra-se também que SQRes(CB = 0) ~ 0'2)(‘('311 y € SQReg ~

o? X?p—l)(A)’ sendo o parametro de ndo-centralidade dado por

—-ptm

A= (XB)TI - J)(XB),

onde J ¢ uma mairiz n x n de 1’s.

Tabela 1.2: - Tabele usual de Andlise de Varidncic para ¢ medelo irrestrito y = Xf + ¢

e tmponde-sc as Tesirigies CF = (.

Efeito Soma de Quadrados Gl Quadrado médio
Regressio
(Buis- s Bomt/Bo) BTXTy —mp? P-1  SQReg/(p-1)
Regressio
(CB=0/B)  (XBT(XB)-n7? p—m—1 SQReg(CH=0/B)/(p—m — 1)
Acréscimo
Residual devido  (CAYT{C(XTX)-'CT}ICE m ASQ(CE = 0)/m
a CB8=1{
Residuos yTy— fTX Tyt
(C8=10) (CHTCXTX)YICTIICH n—p+m SQRes(CP = 0)/(n ~p+m)
Residuos yTy—ATXTy n—p SQRes f{n - p)
Total yTy — ny? n—1 -
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A estatistica F, definida por

»_ ASQ(CB = 0)/m
5QRes/(n — p)

é usualmente utilizada para se avaliar a imposigio das restrigées C8 = 0

no modelo irrestrito.

§1.6 Testes de Hipdteses

Pelos dltimos resultados da se¢do anterior, sob a hipdtese H: 8y = [ =
o= By = 0, SQReg/o* tem uma distribui¢do qui-quadrado central
com (p — 1) graus de liberdade, j4 que A = 0 sob essa hipdtese. Portanto, a

estatistica o
| _ SQReg/(p—1) _ SQReg/(p—1)
~ SQRes/(n—p) s*

tem, segundo H, uma distribuicao F' com {p—1) e {n=>p) graus de liberdade.
Para um nivel de significAncia « rejeita-se H se F' > Frp 1) (n—p){@), onde
Flpe1)(n=py{@) é 0 quantil (1 — o) da distribuicdo F' com esses graus de
liberdade. ' q

Para se testar a hipétese H: C8 = 0 utiliza-se a estatistica.

_ ASQ(CB =0)/m
- 9= 0/m,

(1.11) F

que tem segundo H uma distribuigiio F' com m e (n — p) graus de liberdade.
Admite-se agora que L é uma matriz (p — m) x p que complementa C'

de modo que (g) é nao-singular. Verifica-se facilmente que L3 representa
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(p — 1) fungGes linearmente independentes dos elementos de 8. Considera-
‘se o teste da sub-hipdtese L3 = 0 supondo que a hipétese H:C3 = 0 ¢

verdadeira. Demonstra-se que a seguinte estatistica (vide Tabela 1.2)

7 SQReg(CB = 0/Fo)/(p —m — 1)
SQRes(CB=0)/(n —p+m)

testa a sub-hipdtese LB = 0 supondo que H é satisfeita. Esta estatistica

tem, segundo a sub-hipétese, distribuicio F' com (p—m—1) e (n —p+m)
graus de liberdade. ‘
Apenas para ilustrar a utilizagio das estatisticas deduzidas da Tabela

1.2, considere o modelo de regressao

y= 0o+ B2+ Poxs + Baxz + &

restrito 2 U8 = 0 com C = (0 0 0 1). Este modelo é equivalente & hipétese
H: 3 = 0 sendo o teste realizado através de (1.11). Entretanto se o interesse
é testar 8; = f = 0 supondo que H:f; = 0 é verdadeira, deve-se usar a
ultima expressdo da estatistica F com p =4 e m = 1, aqui 0 numerador e o
denominador representando a soma de quadrados devido & regressdo e dos
residuos, respectivamente, referentes ao modelo y = By + Biz1 + Ba2a + ¢.
A sub- hipétese 8; = (B = 0 serd rejeitada se F > Fh ,,_3(a).

Do que foi visto, pelo menos trés hipéteses que ocorrem com freqiiéncia

na pratica, poderao ser testadas utilizando as somas de quadrados da Tabela
1.2.

§1.7 Intervalos e Regides de Confiancga

Intervalos de confianga para coeficientes individuais de 8 ou regides de

confianga para subconjuntos e combinacSes lineares das componentes de
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3 podem ser obtidos, respectivamente, utilizando os elementos da matriz
(XTX)~! ou inverteado as regides de rejeigio de alguns testes descritos na
secao anterior.

Para ilustrar, considere inicialmente o modelo de regressio linear sim-

ples

Yi = Bo + Brza + €
g; ~ N(0,0%), ¢ =1,...,n. Para se obter as varidncias de ﬁo e ,él, é preciso
inverter a matriz (XTX), onde X é uma matriz n x 2 de posto completo
e de linhas dadas por z; = (1,24)7, i = 1,...,n. Apés alguma algebra

obtém-se

-T 1

XTX) = {Y (2 —7)*} (n ok —fl) _

Logo, Var(fo) = o?{zn — 71)2} " D za/n, Var(B) = o {S(za -
51)2}*1 e CO‘U(&Q,B;{) = -—0‘251{2(3’)1'1 - EI)Z}_I, onde T = Za:;l/n.

Assim os limites de confianga de um intervalo de 100{1 — )% para S,

/2
. S22 }1 .
+ i, —— 8,
hrttap {n S — 7)°

onde t4/2 é 0 quantil (1 —a/2) de uma distribuigdo ¢ de student com (n—2)

serdo dados por

graus de liberdade e s é a raiz quadrada da estimativa nao-viesada de o
Se o interesse ¢ encontrar um intervalo de 100(1 — @)% de confianga
para a combinagio linear C8 = Cof8o + C1f1 + -+ + Cp_18p—1, tem-se

Var(CP) = a20(XTX)™1CT,
e 08 limites de confianga sdo
CB * tp{C(XTX)ICT} M2,
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No caso de C ser uma matriz m x p, m > 2, em vez de se obter m
intervalos simultineos de confianga para as combinagdes lineares de CS3, é
mais usual construir regides de confianga para C3. Essas regides sio obtidas

considerando-se a regiao de aceitacio

{ASQ(CB =0) -

AL
ms? < Fm,(n—p) (a')

para o teste da hipétese H: C8 = 0, onde ) = (CH)T{C(XTX)1CT}-1C8.
Logo, uma regido de 100(1 ~ &)% de confianca para C é dada por

(CB - CBT{C(XTX)ICTYHCB ~ CB) < $*mFom (nepy),

que é um elipséide de dimensdo m no subespago das combinacdes lineares

CB. .

§1.8 Técnicas de Diagndstico

Nesta secao serdo apresentadas algumas técnicas de diagnéstico desenvol-
vidas para a classe dos modelos de regressio normal-linear. Essas técnicas
procuram basicamente detectar problemas com o ajuste, os quais sdo em
geral agrupados em quatro grandes classes: (i) afastamento sérios das su-
posigdes iniciais para os erros ¢;’s e para as componentes n:’s; (ii) presenga
de observagtes mal ajustadas (“outliers”); (iii) presenca de observacées in-
fluentes; (iv) colincaridade entre as colunas da matrix X. Alguns desses
problemas sio tratados particularmente nas Secdes 1.11 e 2.7. Hi uma
vasta literatura sobre o assunto, inclusive em portugués (vide Dachs e Car-
valho, 1984). O leitor pode encontrar em Cook e Weisberg (1983) e Atkinson

(1985) excelentes resenhas sobre essas técnicas.
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1.8.1 - Matriz de Projegao

A matriz de projecio H definida na Segdo 1.3, também conhecida como
matriz “hat”, pois transforma y em ji (i = Hy) é muito usual na detecgao
de pontos mais afastados dos demais (pontos com alto “leverage”). Esses
pontos, além de serem potencialmente aberrantes e influentes, em geral
exercem grande influéncia sobre a matriz o2(XT X)L,

Pelo fato de H ser simétrica e idempotente € possivel mostrar o se-
guinte: (i) L < hy < 1 (i) by = A% = BE 4 X, hE; (i)
trH = Y hi = p. O elemento hy;; de H representa a influéncia da i-ésima
resposta sobre o i-ésimo valor ajustado. Logo, como Y hi; = p, supondo
que todos os pontos exercern a mesma influéncia sobre os valores ajusta-
dos, espera-se que h;; esteja préximo de p/n. Convém; entao, examinar
aquelas observagdes correspondentes aos maiores valores de hy;. Hoaglin e
Welsch (1978) sugerem h;; > 2p/n como guia para indicar pontos com um
alto “leverage”. Entretanto, outras medidas de diagndstico sempre serdo

necessarias para confirmar esse primeiro diagnéstico.

1.8.2 - Residuos

O residuo para a i-ésima observagéo pode ser definido como uma fungéo
r; = vy, fi;) que procura medir a discrepéncia entre o valor observado e o
valor ajustado. O sinal de r; indica a diregio dessa discrepincia. O residuo
ordindrio definido por r; = y; — fi; ¢ um dos mais usados. De (1.4) segue
que 7; tem distribuigdo normal com média zero e varidncia 02(1 — hii). A
varidncia entre r; e r; vale ~g2hj.

Para comparar os residuos r;’s deve-se expressa-los em forma padroni-
zada. A mais usual consiste na divisdo de cada r; pela estimativa do seu

desvio padréo, obtendo-se assim o residuo ordindrio studentizado

(1.12) ot =rMs(l-hi)?), i=1,..,n
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Como r; ndo ¢é independente de s2, ; niio segue uma distribuicio ¢ de “Stu-
dent” como era de se esperar. Demonstra-se que ¢;/(n — p} tem uma dis-
tribuigdo beta com pardmetros 1/2 e (n — p — 1)/2. Logo, E(t;) = 0,
Var(t;) = 1 e Cov(t;, £;) = —hi; [{(1 = hi)(1 — hi)}?, i # 5.

O problema mencionado acima é contornado substituindo ern (1.12) s

por s(zi), que é a estimativa de o? obtida sem a i-ésima observa¢io. Assim

tem-se uma estimativa de 6% que ¢ independente de r;. Prova-se que

2 _ am—p—ri
(1.13) Sy =S¢ (m),
sendo o novo residuo definido por
ri

1.14 e ——
(134 bos(1 = R

que tem uma distribuigdo ¢ de Student com (n — p — 1) graus de liberdade.
A relagao entre t; e ¢} é obtida substituindo (1.13) em (1.14),

RN G L A
T Tt n—p—t? H

mostrando que #}* é uma transformagio monétona de ¢2.
O residuo #7 tem uma interpretacio muito interessante quando ha sus-
peita de falta de ajuste na i-ésima observacio. Essa falta de ajuste pode

ser avaliada impondo-se o seguinte modelo:
y=XB+Wiy+e,

E(ey=0, Var(e) =01,
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onde W; é um vetor n x 1 com o i-ésimo elemento igual a um e todos os
demais iguais a zero. Prova-se (vide Cook e Weisberg, 1982, pg. 21) que a

soma de quadrados de residuos para esse modelo vale

(n~p)s® —7F/(1 - hus).

Assim, o acréscimo na soma de quadrados de residuos do modelo devido &
restrigio v = 0, é dado por ASQ(y = 0) = r?/(1 — hy). A estatisiica I

para testar H:v = 0, fica entdo expressa na forma

_{n/Q - Rhi)}n—p-1)
(1.15) F= (n—p)s? —r2/(1—hy)’

que segundo H e supondo normalidade para &, tem uma distribuigio F'
com 1 e (n—p—1) graus de liberdade. Rejeita-se H se F > F1 (n_p_1)().
Usando as expressdes (1.13) e (1.14) mostra-se facilmente que F' = t}2.
Sob a hipétese alternativa H: 6 5 0, a estatistica F' dada em (1.15) se-
gue uma distribuigio F com pardmetro de ndo centralidade y%(1 ~ hi)/o”.
Nota-se que para hy; proximo de um esse pardmetro é proximo de zero.
Logo, encontrar pontos aberrantes (“outliers”) entre os pontos mais afasta-

dos serd mais dificil que encontra-los entre os pontos com h;; pequeno.

1.8.3 - Influéncia

E fundamental num modelo de regressio conhecer o grau de de-
pendéncia entre o mesmo e as observagdes para as quais esse & ajustado.
Sers preocupante se pequenas perturbagdes nas observagbes produzirem
mudancas nas estimativas obtidas. No entanto, se tais perturbagdes néo al-
terarem os principais resultados, pode-se confiar mais no modelo proposto,
mesmo desconhecendo o verdadeiro processo que descreve o fenémeng em

estudo.

21



As técnicas mais conhecidas para detectar esse tipo de influéncia sio
baseadas na exclusio de um tnico ponto e procuram medir o impacto dessa
perturbacao nas principais estimativas do modelo. Esse método, entretanto,
pode nao ser adequado se duas ou mais observacdes forem responsiveis
conjuntamente por um termo extra no preditor linear, na varidvel resposta
ou nas covaridveis. Em pesquisas recentes, Atkinson (1986) ¢ Cook (1986)
tratam esse tipo de problema para o caso normal-linear, com o dltimo fa-
zendo algumas extengées para modelos mais gerais. O método grifico da
varidvel adicionada, que serd apresentado na Secio 2.3, é freqiientemente
utilizado para avaliar a influéncia conjunta das observacdes nas estimativas
individuais dos parametros. Esta segio, entretanto, sera restrita a algumas
medidas de diagnéstico usuais na avaliagio do grau de dependéncia entre 3
e cada uma das observacdes. '

A influéncia do i-ésimo ponto sobre 3 pode ser estudada através de
uma avaliagao do efeito causado por pequenas perturbacdes no termo de

L{) correspondente a esse ponto, re-expressando L{) na forma
n
L(B) =Y 6;L{y;; 13 (B)),
i=1

onde p;(#) = py, L(-;-) representa a log-verossimilhanca correspondente a
cada observagdo, §; = 6 para j = i e §; = 1 para j # i. Nesse caso a

estimativa de mdxima verossimilhanga para 3 fica dada por
Bs = (XTAX)T' X" 1y,

onde A é uma matriz n x n diagonal de 1’s com & na -ésima posicio.

Desde que

(XTX)tzi(1 - §)zF (X T X)L
{1-(1-6)hy} ’

(XTAX) ™ = (XTX)"! 4

22



&
il

B
s fica expresso em fungao de quantidades envolvendo todas as observagdes
e apenas o i-ésimo poato

s a2 (XTX) (-8
(1.16) B R et

Em particular fazendo & = 0 (exclusdo do i-ésimo ponto) em (1.16), obtém-
se

(XTX)—I:L‘i !

(1.17) - Biy=p5- A=k |®

onde f(;y é a estimativa de méxima verossimilhanca removendo-se a i-ésima,
observagio.
Uma medida da influéncia da retirada do i-ésimo ponto sobre a esti-

mativa BJ-, que sai diretamente de (1.17), é dada por
ﬁsiBj = (Jéj - 3(i)j)/DP(ﬁj),.

onde DP(-) denota o desvio padrio e ﬁh(,-) ; € a j-ésima componente do vetor

ﬁ(,-). Uma outra medida de influéncia muito conhecida é o D de Cook (Cook,
1977) definide por

(8 — Ba)T(XTX)B - By)

(1.18) D; = o

3

que lembra a expressio que fornece a regiao de confianga simultaneamente
para todos os pardmetros do modelo definida na Secdo 1.1. Em (1.18)
C=1TIe{C(XTX)'CT} = (XTX)™1. Logo, o elipsdide de 100(1 — a)%

de confianca para todos os pardmetros fica expresso na forma simplificada.

(3 - IB)T(XTX)—l(ﬁ - ﬁ) < szpr,(n—p)(a)'
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Usando (1.17) em (1.18) tem-se uma expressio para D; mais facil de ser

interpretada

r; 2 hs 1
(1.19) D; = {3(1 - h,-,-)ll'?} Q-hi)p’

onde o termo entre chaves é o i-ésimo residuo studentizado. Logo, D; sera
grande, quando o i-ésimo ponto for aberrante, #; grande e/ou quando h;;
for préximo de um.

A medida D; poderd nio ser adequada quando #; for grande e h;; for
pequeno. Nesse caso s pode ficar inflacionado, e nao ocorrendo nenhuma
compensacao por parte de h;;, D; pode ficar pequeno. Uma medida mais

apropriada foi proposta por Belsley et al. (1980) dada por

N b Y2
_ ; i
DFFITS; = S(i)(l.— hﬁ)lﬂ {(1 - hz’z’)} '

Nota-se que essa medida é obtida diretamente de (1.19), ji que s%i) =
2(n=p=r3)/(n—p—1)

Geralmente examina-se essas medidas graficamente, dando-se atengao
aquelas observagoes com os maiores valores para D; e DFFITS;. H4, entre-
tanto, sugestoes de pontos criticos para essas duas medidas. Sugere-se, no
caso do DFFITS;, examinar as conseqiiéncias da retirada dos pontos com
DFFITS; > 2{p/(n — p)}!/2, e no caso do D de Cook, dos pontos com
D; 2 Fp (n-p)(@).

1.8.4 - Técnicas Graficas
Os problemas mencionados em (i), (ii) e (iii) no inicio desta segio,
de uma forma geral podem ser detectados, respectivamente, através das

. seguintes técnicas graficas:
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(i) gréficos de probabilidades dos residuos ordenados i, contra

@'1(:;;_&%), onde ®¢{.) é a fungiio acumulativa da normal padrdo. Nesses
grificos, se os pontos ficarem praticamente sobre uma reta, pode-se acei-
tar que os residuos tém distribui¢do aproximadamente normal. Entretanto,
como ern geral os residuos sio correlacionados, Atkinson (1981} sugere para
diminuir essa dependéncia que os graficos de probabilidades sejam cons-
truidos com intervalos de confianga obtidos através de simulagdes com o
modelo ajustado. A falta de um termo extra na componente sistemdtica 7
e/ou a necessidade de alguma transformacao nas covaridveis pode ser detec-
tada examinando os graficos de ¢; ou ¢} contra fi;, i= 1,...,n, ou através
do grafico da varidvel adicionada {Segdo 2.7}, ou do grifico de residuos
parciais {Cook e Weisberg, 1982, Capitulo 2);

(ii) graficos de probabilidades descritos em (i) e gréficos dos residuos
t}'s contra‘a. ordem das oiaservagﬁes Nesses ultimos deve-se examinar com
atengdo aqueles pontos com |tf] > 2.0;

(iil) gréficos de D;, h;; ¢ DFFITS; contra a ordem das obscrva(,‘oes
Deve-se dar atengdo as observagées com D; 2 Fp (_p) (a), efou hy; > 2p/n
efou DFFITS; > 2{p/(n — p)}!/2.

Problemas decorrentes de (iv) relativos a multicolinearidade serao tra-
tados na Segio 1.11.3.

§1.9 Predicdo da Regressao

Nesta seciio serd discutida a utilizagfo do modelo ajustado de regressao para
se fazer previsbes. Embora a estimativa para o valor esperado de y, dado

um conjunto de valores das varidveis explicativas, seja simplesmente obtida
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substituindo esses valores na equagio ajustada, a construcio de intervalos

de conflanga néo ¢é tao simples assim.

1.9.1 - Intervalos de Confianga para a Média de y

Seja ,u(a:(o)) o valor esperado para a resposta y(2(?), onde z{?) é um

(0) )

vetor p x 1 definido por 2(® = (1,3;(10) N

De (1.3) a previsdo para

esse vetor ¢é dada por

M) = sOT(XT X)X Ty,
com variéincia na forrﬁa
(1.20) Var{ii{z(")} = 20T (XTX) 102

Logo, um intervalo de 100(1 — )% de confianga para p{a®) serd formado

pelos limites
(1.21) AE) 4 oo (2OT(XTX) 2 O)s.

E também usual construir regioes de confianga para a verdadeira média
(), onde z representa um vetor px 1 de valores arbitrérios das varidveis ex-
plicativas. Nesse caso, dada a matriz X, o objetivo é construir um conjunto
(de intervalos} de confiabilidade 100(1 — )% para u(z), variando-se z. Esse
conjunto é formado pelos limites

2T (XTX) T X Ty £ {pFy ey (@) P2 {2 T (X T X) 2} /25,

para todo . Se z é especificado, por exemplo se z = 2(°), entdo os limites
acima coincidem com (1.21).

Para ilustrar considere o modelo normal linear simples

¥ = Bo + Brza + €5,
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onde &; ~ N(0,0%), i = 1,...,n. Substituindo a expressao para (XTx)y!

dada na Secao 1.7 em (1.20}, obtém-se

Var{i(z)} = { '“z(:'(a———)—)}

onde {® = (1,${10))T. De (1.6) ¢ (1.7), os valores ajustados fi; séo obtidos
de
iti =§+ﬁ1($£1 —%), t=1,...,n

Logo, um intervalo de 100(1 — a)%, i = 1,...,n de conflanga para p{x(®)

serd formado pelos limites

(0) 1/2
A0 - 1 (27’ —T1)
T+ Gz — T E g — =1 "l 3.
Y ﬁl( 1 1) / { e _11)2}

1.9.2 - Intervalos de Confianca para um Conjunto de observagoes

Counsidere agora a situagdo de se fazer previsoes para m observagoes
Yfys-- 1 Yfmr obtidas independentemente das n que estimam (3, do que para
as médias das mesmas dado um conjunto de valores das varidveis explica-
tivas. Nesse caso, como cada observagio yy, varia em torno de sua média
com variabilidade ¢2, a variincia dada em (1.20) deve ser modificada. De-

notando y5 = (¥7,,- - U5 )T epor § a previsdo de y, tem-se
Var(gs) = Var(i) + Var(es),

pois o erro £ associado a yy independe de y, onde Var(fi) é a varidncia da

estimativa do valor esperado de y. Logo, se foram observados os valores

0} - n N _
mg . £=1,...,m, entdo a varidncia de jy fica expressa na forma

Var(js) = 0?{1+ XOT(XTX)" X},
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onde X{® ¢ uma matriz m x p de linhas a,( ),
Regides de 100(1 — )% de confianga para y; sdo geralmente obtidas
através de dois métodos, que fornecem os intervalos correspondentes para

cada gy, 1= 1,...,m. O método de Scheffé fornece os seguintes limites:
. 0T —1.(0
B(ed”) & {mF gy (P21 + 2T (XTX) 1 a{PYH 12,

£=1,...,m. O outro método, que utiliza a desigualdade de Bonferroni,

fornece os limites
Mag?) & tajam(1+ 2T (XTX) 12D 12,

£=1,...,m, ende taom é 0 quantil (1 — /2m) de uma ¢ de Student com
(n — p) graus de liberdade. Ambos os métodos sio conservadores e ambos
os intervalos crescem em comprimento com m. O método de Bonferroni,
entretanto, geralmente produz intervalos de comprimentos menores.

Em particular para uma tnica observagiao (m = 1), os limites para

ambos os métodos sdo dados por
(1.22) B(zO) £ 1051 + 2 OT(XT X)),

Restringindo (1.22) ao caso normal linear simples, tem-se os limites

y+ﬁ1(x1 —:Lﬂ:ttalz {1+ +§ﬁ}%}

§1.10 Minimos Quadrados Ponderados

Em alguns problemas de regressio linear pode ocorrer que algumas das

observagées sejam menos precisas que as demais. Isso significa que as
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varidncias das obscrvagdes nio serdo iguais, ou seja, a matriz Ver(y) no
serd do tipo ¢2I. Agora os elementos da diagonal principal dessa matriz
devem variar.

Suponha entdo o seguinte modelo:
(1.23) z=XB+¢,

onde z = (21,...,2n)7, & ~ N(0,0%V) ¢ V = diag{vy,. .. »Un}- E possivel

mostrar que existe uma matriz ndo singular P tal que
PTP=PP=V.

Logo, chamando ¢ = P~l¢', segue-se E(g) = 0 e Var(e) = E(ee?) =
P~War(¢')P~' = ¢2I. Ainda ¢ tem distribuigio normal multivariada.

Entdo, pré-multiplicando (1.23) por P~ tem-se o novo modelo
Pl =Pl1Xpg+ P}

ou
y=QB+e,
ondey=P lze Q=P 1X.

A estimativa de minimos quadrados ponderados para 3 serd dada por
(1.24) B=(XTv1x)"1xTv-1s.
Em particular tem-se

(1.25) | Var(8) = A(XTV1X)™!

SQRes = (z— XA)TV(z — XB).
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Para flustrar considere o modelo normal linear simples
!
zi = fo + Brxi + €,

onde &; ~ N(0,1/v;), i = 1,...,n. As estimativas de minimos quadrados

para By e B sdo, respectivamente, dadas por

By =% — pidy

b= viziwin - B Y vilwa — T,
onde =3 wiz;/d v e i = Yuran/ Y v

Mostra-se também que

Var(Bo) = Z vizh /{n Z’U:‘(Sﬂil — #1)°}

Vaw([%l) = {Z vi(zin — 5:1)?‘}"1.

Quando os v;’s forem desconhecidos deve-se estimd-los através de algum
método que produza estimativas consistentes. Geralmente, utiliza-se o
método de maxima verossimilhanca. Na Secdo 4.4.1 esse método serd apli-

cado a um problema especifico de regressiac para respostas bindrias.

§1.11 Dificuldades no Uso do Modelo Normal-linear

No modelo normal-linear introduzido na Segdo 1.1 as seguintes suposicbes

se verificam: (i) a estrutura para a média é linear em todas as varidveis
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explicativas; (ii} a variancia das observagbes é constante; (iii) os dados
sflo normais; (iv) as observagdes sao independentes. Estas hipdteses basicas
serdo reexaminadas no Capitulo 2, onde serdao propostos testes para verificar
violagbes nas suposigdes (i) (Segao 2.6), (ii) e (iii) (Segdo 2.7). Além dessas
hipéteses o modelo normal-linear admite que: (v) a matriz modelo X nao
estd sujeita a erros; (iv) o conjunto de varidveis explicativas ndo é colinear,

Pl R
—1cjrj=cy, onde z; é a

isto ¢, ndo existem constantes c;’s tais que )

j-ésima coluna de X.

1.11.1 - N3o-linearidade e Variincia Nao-Constante

Com a suposigio (i) sendo violada a simples transformagio dos dados
pode, freqiientemente, ser a agio corretiva. Os modelos normais néo- li-
neares serdo estudados em detalhes no Capitulo 5 e um teste para verificar
a linearidade 2{ 3 de p; serd apresentado na Segdo 2.6. Muitos modelos
aparentemente nio-lineares poderdo ser convertidos em lineares por trans-
formacées convenientes. Q uso de logaritmos é eficaz para muitos modelos
enquanto outros exigem expansdes em série de Taylor at¢ 1 ordem para
se obter a linearidade. Neste dltimo caso a estimagdo dos pardmetros é

realizada iterativamente resolvendo regressoes lineares.

A suposicgio (ii) é, usualmente, violada quando a varidncia depende da
média da resposta ou de algumas varidveis explicativas, ou possivelmente,
de outras varidveis que nio estao no modelo. O uso de wma regressio linear
ponderada (Segio 1.10) com pesos escolhidos adequadamente como fungoes
de varidvels explicativas poderd ser a ag¢do corretiva. Alternativamente,
pode-se usar um modelo de Box e Cox (Capitulo 2) ou aplicar alguma

transformagcéio conveniente que estabilize Var(y).

A transformac3o escolhida poderd ser: raiz quadrada quando os dados

forem contagens; logaritmo se o intervalo de variagao dos y’s for positivo;
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inversa para varidveis de resposta que apresentam uma taxa de variagio;
arco-seno-raiz quando os dados sio proporcgoes; e varias outras. O modelo
de Box e Cox permite achar a transformacio conveniente.

Um teste para verificar a consténcia da varidncia (homocedast1c1dade)
sera visto na Segdo 2.7. Um método alternativo, bem simples, baseia-se na

funcdo de varidncia paramétrica para os erros
Var(e;) = o*{exp(zf A)},

onde z§ = (zi1,...,2ig) é um vetor 1 x ¢ de varidveis conhecidas, i =
1,...,n, e A é um vetor g X 1 de pardmetros desconhecidos. Os z;’s po-
dem estar ou nio relacionados com as varidveis z;’s do modelo. Modelos
heteroceddsticos serdo introduzidos na Secio 1.16.

Se o0s &;’s sflo supostos independentes e normalmente distribuidos, o
procedimento seguinte (Cock e Weisberg, 1983) podera testar a hipétese de
homocedasticidade H: A = 0:

1. Obter os residuos r;’s na regressdo de y sobre X;
2. Computar os residuos quadrados padronizados u; = r#/52, onde 62 =

2.7/

3. Fazer a regressio de u = (us,...,u,)7 sobre a matriz (12), formada
pelas linhas 27, ..., 2T e 1 representando o intercepto, e obter SQReg,

que terd g graus de liberdade. Se a variancia tem dependéncia sobre a

média de y, faz-se a regressao de u sobre (1 /i) e obtém-se SQReg que

terd 1 grau de liberdade;
4. A h1potese de homocedasticidade serd rejeitada quando SQReg/2 for

superior a Xq(a) ponte da dlstnbmgao Xq correspondente ao nivel a.

O procedimento anterior poder4 ser substituido por um teste grafico

de 77 versus (1 — hi;)zT a partir do cdleulo da estimativa .
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1.11.2 - Nao-normalidade e Erros Correlacionados

A suposicio de uormalidade (iii) é necessiria para justificar os testes
t e F e os intervalos e regides de conflanca descritos nas Segoes 1.6 ¢ 1.7,
respectivamente. Na Segio 2.7 desenvolvem-se testes para verificar esta
suposigao.

Em pequenas amostras é dificil diagnosticar a ndo-normalidade pelo

exame dos residuos. Verifica-se, facilmente, que
r=y—fj= (I~ H), pois(I - H)X =0,

isto é,
(1.26) ri = E; "zhijej-
j=1

Pelo teorema do limite central a soma em (1.26) terd distribuicao apro-
ximadamente normal, mésmo que os &;’s nao sejam normais. Como esta
soma pode ser mais importante que €; na determinagio da distribuigao
de r;, pelo menos para n pequeno, o teste de nao- normalidade aplicado aos
residuos nio serd adequade em pequenas amostras. Entretanto, quando n
cresce 0s hy;’s tendem a zero e o termo ¢; dominaré o lado direito de (1.26);
neste caso, as técnicas de analise dos residuos aplicadas aos ri’s deverdo
produzir 0s mesmos resultados como se fossem aplicadas aos proprios erros.
O grafico dos residuos ordenados versus os quantis da N(0,1) seré uma
linha reta se os residuos forem normais.

A suposiggo (iv) de que o erro de uma observagio nao depende dos erros
de outras observagdes nio sers satisfeita quando os dados forem ordenados
no tempo ou no espaco ou quando dados adjacentes exercerem influéncia

entre si. Testes para verificar (iv) sdo geralmente dificeis de serem propostos
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e o diagndstico deverd se restringir ao exame cuidadoso do processo gerador
dos dados.

Para dados igualmente espagados no tempo o teste de Durbin-Watson
{1950) pode ser usado para verficiar se os erros estio correlacionados se-
gundo um processo AR(1)e; = pey—1 + ruido branco (Secdo 1.17). Para

isto calcula-se a estatistica

n

(1.27) D= "(ri~ri1)?/ Zr;‘?,

=2 i=1

cuja distribuigio exata segundo a hipétese de ndo-correlacio (H:p = 0)
depende da matriz modelo. Existem limites para o teste que nao dependem

de X mas o uso desses pode implicar no teste ser nio- conclusivo.

1.11.3 - Erro na matriz modelo e multicolinearidade

Admite-se que a matriz modelo X tem elementos, possivelmente, me-
didos com erro. Seja X, a matriz modelo correta que deveria ter sido
observada. Tem- se X = X_. 4 D, onde D é uma matriz n x p de linhas
df, i=1,...,n, representando os erros de cada caso. Considera-se que os
di’s sdo independentes e que E(d;) =0 e S = Couv(d;) = diag{s?,..., s2}.

A estimativa de 3 baseada no modelo incorreto y=XpB+e=(X.+
D)B + ¢ é dada por § = (XTX)"1XTy ¢ pode ndo ser uma estimativa
razodvel de 8 no modelo correto y = X,8 + . Pode-se dernonstrar que
o ajustamento da matriz X produz uma estimativa que é tendenciosa no

modelo y = X8 + €, tendo a seguinte expressao para o vicio:
(1.28) E(B-B) = ~(n-p)(XTX)"'38.

Infelizmente, os vicios das estimativas B;'s em (1.28) ndo desaparecem

quando n — oo.
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Pode-se ainda definir medidas de diagnéstico para decidir se os ajusta-
mentos das matrizes X e X, produzirio estimativas bem diferentes. Estas
medidas sdo deduzidas, geralmente, de expansdes em série de Taylor sobre
D =0 e os termos de ordem superior determinardo os efeitos dos erros de
medida (Hodges e Moore, 1972; Beaton, Rubin e Barone, 1976).

Quando um conjunto de varidveis explicativas for colinear, isto ¢, pelo
menos uma. das varidveis deste conjunto puder ser expressa como aproxi-
madamente uma combinagio linear das demais varidveis, as varidncias das
estimativas dos parimetros §’s terdo valores maiores do que no caso dessas
varidveis serem nao-colineares. Como a matriz X & suposta de posto com-
pleto o significado de colinear deve ser de dependéncia linear aproximada.

Sejam 1,21,...,%p~1 as p colunas de X supondo zlx; = 1 para i =
1,...,p—1, isto é, que as colunas relativas aos s estejam padronizadas.
Pode-se demonstrar que

- o2 1
Verlh) = - R} Yilij —75)%

(1.29)

onde Y, (z:; — T;)° € a soma dos quadrados em relagio & média das compo-
nentes do vetor z; e R? é o quadrado do coeficiente de correlacdo miltipla
na regressio de z; sobre as demais varidveis explicativas.

A quantidade 1/(1 — RZ) é denominada fator de aumento de variancia
de ;. Quando a varidvel z; estiver envolvida em multicolinearidade, R’
tenderd ao valor 1 e Var(ﬁj) crescerd. As varidveis z;;s deverao ser es-
colhidas de maneira a se ter Rﬁio para j = 1,...,p — 1. Isto ocorrera,

exatamente, quando os ;s forem mutuamente ortogonais isto é, zlz; =0
para f # j, o que representa a situagdo ideal na regressio.
Apesar dos coeficientes de correlagio multipla indicarem as varidveis

envolvidas em multicolinearidade, eles nfo poderdo indicar o niimero de
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multicolinearidades da regressio. Este niimero pode ser deduzido da se-

guinte maneira. Sejam Ay,..., Ap—1 os auto-valores da submatriz {4:?:53}

deordem n—1. Como a diagonal de {z¥z;} é formada por 1’s de modo que

?2—-11 Ai = p—1, o determinante desta matriz pode ser usado para medir o
grau de mal-condicionamento dos dados.

Este determinante estard entre 0 e¢ 1 sendo 1 para o caso das colu-

nas de X serem ortogonais. A partir dos auto-valores definem-se para

r=1,...,p—-1
(1.30) K. =K [{zF2;}] = %m?x{)\,-}.

Claro que todos os K,’s sio maiores ou iguais a 1.

O niimero de multicolinearidades em X ¢ estimado pelo niimero dos
maiores K,’s, podendo considerar, como o ndmero dos K,’s maiores ou
' iguais 2 100. A magnitude de K escrita na forma 10™ indica que ocor-
rem m digitos imprecisos na inversio da matriz modelo. Por exemplo, se
K; = 4185=10° e os dados foram medidos com 5 digitos significativos, as
estimativas dos #’s ndo serdo confidveis a partir do 2¢ digito. Se a ordem
de grandeza de K; for 107 os dados deveriam ser medidos com mais de 7
digitos significativos para que os erros provenientes da inversio de XTX
néo afetassem as estimativas da regressio no 12 digito. Mesmo se a ordem
de grandeza de I; for 10, isto podera causar problemas nas estimativas, a
menos que os dados sejam obtidos com um minimo de duas casas decimais.

Como o célculo de K exige a obtengdo dos auto-valores ALy ey Apei,

este podera ser estimado por
(1.31) I{li{m?m(l — RH)T1y/2,

Uma vez detectado as multicolinearidadades, elas poderdo ser removidas
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por transformagdes ou por eliminagio de uma varidvel em cada um dos
conjuntos de variaveis envolvidas em multicolinearidade.

Alternativamente, pode-se usar um modelo de regressio “ridge” (Seggdo
1.15).

§1.12 As Classificagoes de Um e de Dois Fatores.

Nesta segio apresentam-se dois modelos de regresséo especiais para andlise
de dados em classificagbes de um e de dois fatores. Esses modelos tém
matrizes particionadas em X = (X1 X3). Pode-se demonstrar que a inversa
generalizada de X7 X é dada por

I -Z:XIXx, | [z o I 0
(1:32) [0 I Ho G] [—X;fxlzl I]

onde Z; e G sio as inversas generalidades de X{ X e X7 [I — X122, X7 )Xo,
respectivamente, e os I’s sio matrizes identidades de ordens adequadas.

O modelo para a classificacio de um fator considera p tratamentos
correspondentes aos niveis do fator, cada tratamento i replicado n; vezes
i=1,...,p. Os dados y;; parai=1,...,pe j = 1,...,n; sdo supostos

normais e independentes com estrutura sistematica

i = E(yi;) =B+ 6

1.33
(-39 Var(ys;) = 0.

A matriz modelo correspondente a (1.33) pode ser escrita na forma
X = (X1Xz), onde X; = (1,...,1)7 é um vetor de dimensédo n4 e X3 é
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uma matriz ny. por p dada por

1 0 017
10 0
Xo=1]0 1 4]
0 1 0

Tem-se 8 = (8,81, - ,3,)T. Usando (1.32) obtém-se a inversa
de XTX, que possibilitar4 determinar Cou(3),
(XTX)H]' — 1/n+ 0
o 0 Al

onde A = diag{n7?,--- ;7' —nilJ e J é uma matriz p x p formada por
I’s. As estimativas de 3, 81, , 8, sio obtidas usando (1.3) e definindo

Vie = 3 _yig/ni € Py = 3 O yij/ny
i i
(1.34) ﬁ:ﬂ_H_ eﬁi=§g+—§++‘(1:1,.--,P)-

De SQRes = yT(I — H)y e da Tabeia 2.1 obtém-se a Tabela 2.3 de
andlise de varidncia do modelo normal-linear para a classificacio de um
fator. Se o modelo y;; = B+ 5; for verdadeiro a soma de quadrados residuais
terd distribuicdo e2y2 N

-p- wegundo H:f; = - = 8, = 0 a soma de

quadrados devido aos tratamentos tem distribuigio 62x?_,.
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Tabela 1.3: Tabela de Andlise de Variincia pere o Classificagdo de um
Fator

Efeito Soma de Quadrados Gl
Tratamentos Sni(yiy — 7 )2 p-1
Residual 22 Wi — Tis)? ne —p

I
Total L5 =~ Vas)? ny —1
_ 75 .

O modelo normal-linear para a classificagio de dois fatores, A com p
niveis representado por linhas (blocos) e B com g niveis representado por
colunas (tratamentos) com uma unica observagio por cela, admite dados

normais satisfazendo
(1.35) yij =B+ o+ B+

parai=1,...,p, Jj=1,...,q,onde os erros &;’s tém médias iguais a zero
e variancia 02 Seja 1 = pq. Pode-se provar que X7 X para este modelo é
expressa na forma
, pe qf pil
X' X=1ql, qlp Jpxq|:
- ply Jex» Pl
onde os I’s sdo matrizes identidades e 0s J’s sdo matrizes formadas por 1’s

com as dimensdes indicadas.
A inversa generalizada de XTX vem de (1 32)

o 0 0
(1.36) (XTX)"=|0 Xi,-3J) 1 0 1
0 0 E(Iq - EJq)
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Obtém-se Cov(B) = c2(XTX)™ e de (1.3)
(1.37) & = Yoy — Uiyt

com a notagao ¥iy = 3 yi; /@ Y4; = 2yii/P e Toq = 2.0 045/pPq.
7 i i 7

Usando a férmula SQReg = 37 X"y deduz-se a Tabela 1.4 que fornece
as somas de quadrados explicadas pelas regressées de 4 modelos.

Destas somas se obtém as somas de quadrados devidas aos efeitos dos
fatores A e B. Por exemplo, a soma de quadrados devida ao fator B iguala
SQReg(4) — SQReg(2) = SQReg(3) — SQReg(1) = PYi(Tgs — Tia)™
Logo, os efeitos do fator B independem do fator A4 est4 incluido ou nio no
modelo. Neste caso, os fatores sio ditos ortogonais, fato que ocorre nos
chamados experimentos balanceados. Da Tabela 1.4 obtém-se, facilmente,

a Tebela 1.5 de andlise de varidncia do modelo (1.35).

Tabela 1.4: SQReg para vdrios modelos

Modelo SQReg
pij =P PGTL+
2 pij = B+ B; p‘l’?3-+ + Q‘E_(yi-q- - g++)2
3 i =B+ oy PavG+ + pZ_(?+j —~Fis4)?
3

4 pii =B+ + f; qu.2|.+ + PZ@H -T2+ QZ(?H - §++')2
3 3
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Tabela 1.5: Tabelo da Andlise de Varidncia para o classficagio de Dois

Fatores
Efeito Soma de Quadrados G.l.
Fator A q;(ﬁﬂ. —Pyr)? p-1
Fator B p?(@.l_j —Yys)? g—1
Residual ;;(yij T — Vg +Uee)? (p-1{g-1)
Total ;z;(yij Nk pg—1

§1.13 Meétodos de Selecao de Modelos

O leitor poders encontrar um estudo detalhado dos métodos de selegdo
de modelos de regressio nos livros de Seber (1977), Weisberg (1985) e
Wetherill et al. (1986). Aqui apresenta-se apenas algumas idéias sobre
selecio de varidveis explicativas baseadas em procedimentos computa-
cionais, como a regressio “stepwise”, e em critérios definidos pelas es-
tatisticas SQ Res, C, de Mallows (1973), PRESS e regra de Tukey. Exis-
tem vérios outros procedimentos e critérios nos 3 livros aqui citados.

Quando p for pequeno todas as (’;) regressdes poderdo ser efetuadas e
existem algoritmos para calculd-las eficientemente. Procedimentos de troca
sao usados quando o nimero de regressores é fixado a priori, as trocas
sendo realizadas a partir de um conjunto inicial visando a minizar S¢ Res.
O cohjunto final pede depender do inicial.

Considere um conjunto A, de r varidveis explicativas e define-se S,

como a SQ Res na regressio de y sobre A,. Sejam Sryj € Sr—j as somas
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de guadrados dos residuos nas regressoes de y sobre 4, U 4; e A, — Aj,
respectivamente, no 12 caso A;j e A, disjuntos e no 2° caso 4; C A,. Nos

procedimentos “stepwise” A; serd acrescido & A, se satisfizer
maz;{(Sr — Sr4)(n ~p—j)/Sry;} > F
e serd retirado de A, quando
ming{(So-; - S:)(n — p)/S,} < F,

onde F e F sdo pontos criticos da distribui¢io F com 1, (n —p —4) e
1, (n — p) graus de liberdade, respectivamente.

Em geral, as varidveis sdo introduzidas e retiradas uma a wma, satisfa-
zendo as desigualdades anteriores.

O procedimento “stepwise” pode ser aplicado do modelo nulo (uma
tinica média) para frente ou do modelo completo (com todas as varidveis
possiveis) para tras. Diversos pacotes estatisticos, entre os quais SPSS,
MINITAB, SYSTAT, BMDP e SAS, t8m a regressio “stepwise”.

As estatisticas R?, Cp, ¢ PRESS, entre outras, sio usadas como
critérios de selegdo de covaridveis, diferentemente dos procedimentos com-
putacionais, O quadrado do coeficiente de correlagao miltipla R2, definido
na Secdo 1.3, é usado como critério de selecdo de covaridveis, escolhendo
estas de modo a maximiza-lo. Entretanto, como R? sempre cresce com a
introdugédo de covaridveis no modelo este nic penaliza a complexidade do
modelo. »

Uma estatistica bastante simples para selecionar modelos é dada por
(1.38) Cp = SQRes, /6% — (n — 2p),

sendo S@Q) Res, a soma dos quadrados dos residuos de um modelo M, com
p parémetros e 62 a estimativa nio-viciada de o2 segundo ¢ medelo com-

pleto. A vantagem de Cp é que depende somente dos resultados usuais da
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regressao. Para o modelo completo M,, com m pardmetros C,, = 1. Ainda
Cp = 57%(SQ Res, —SQ Res,,) +p— (m — p) e, portanto, C, é uma medida
da distdncia de um modelo M, ao modelo completo M,,.

Dois modelos podem ser comparados pelos valores de Cp; valores
proximos de C, é um indicativo da equivaléncia de modelos. Na Secio
7.5 apresenta-se o critério de selegio de covaridveis baseado na estatistica
de Akaike (1974).

Outra estatistica para selecionar modelos é definida a partir dos

residuos preditivos

~ Ti
(1.39) T =4 w B = T

onde ﬁ(,-) é a estimativa de  sem a observacio ;. Esta estatistica é dada

por

n
(1.40) PRESS = r?y,
i=1

e para bons modelos devera ter valores pequenos. Como este critério é muito
mais trabalhose que ¢ célculo de C,, pois envolve n regressSes para cada
modelo possivel, pode-se inicialmente selecionar alguns modelos usando o
critério C, e depois calcular PRESS apenas para estes modelos.

Encerranco esta se¢Zo apresenta se um critéric muito simples de selecio
das variaveis explicativas, conhecido como regra de Tukeyv. De ji = Hy vem
Var(i) = o*H e tr{Var(i}} = pc?. A varidncia média da predigio de n
observagd:s {Se¢do 1.9.2) é igual a(l+p/n)o?. Se p for pequeno comparado
com n este terme reduz-se a no>/(n — p), que pode ser consistentemente
estimado por ne*/{n -p). A regra de Tukey escolhe as varidveis explicativas
aue mi~-nizam esta estimativa da varidncia média da predigio. A regra se

ceraporia de maneira semelhante ao critério Cf.
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§1.14 Modelo de Regressao Polinomial

Quando a fungdo que relaciona a varidvel resposta y e o regressor z for suave
mas néo uma reta, o modelo de regressdo linear poderé ser usado desde que
transformagdes adequadas aplicadas a z e/ou y produzam linearidade na(s)
escala(s) transformada(s). Alternativamente, pode-se adotar um modelo

polinomial definido por

(141) ) y=50 +ﬁ13+"'+ﬁpmp+€:

onde os y’s sdo independentes e normalmente distribuidos com Var(y) = ¢?
constante, e p é o grau do polinémio. Se a variincia ndo resultar constante,
uma transformagao que estabilize a varifincia deve ser necessaria antes que
o modelo polinomial seja ajustado.

O modelo (1.41) transforma-se no modelo normal-linear com a defini¢io
de p covaridveis 2; = z%, i =1,...,p e, portanto, as estimativas dos B’s sdo
em principio calculadas via (1.3) com X = (1 z; ... z,). Entretanto, quando
p for grande, poderio existir problemas na inversao da matriz X7 X, pois
esta conterd elementos de ordens de magnitude bem diversas.

O modelo (1.41) pode ser escrito na forma

P
(1.42) y=PFo+ Y Befolz) +e,

r=1

onde fr(z) = arrz” + -+ 4 @ + arg é um polindmio de grau r em z. Os

J-'s sdo escolhidos adequadamente para satisfazer o sistema de equages

(1.43) , z": folzi) =0, r=1,...,p

i=1
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(L44) Y- frlen)fula) =0

parar =2,3,...,pes=1,2,...,r = 1.

As equagbes (1.43) e (1.44) tornam as somas dos polinémios e dos
produtos cruzados de polindmios, respectivamente, nulas.

Existem (r + 1) parimetros em cada polindmio para satisfazer uma
equacio em (1.43) e (r — 1) equagdes em (1.44). O sistema terd sclugio
dnica arbitrando um pardmetro em cada polindmio, geralmente, fazendo
a = 1, r =1,...,p. Os polinémios que satisfazem (1.43) e (1.44) sdo
denominados orfogonais e sdo tabelados para n pontos espagados em inter-
valos unitdrios e centrados em zero {vide, por exemplo, Pearson e Hartley,
1976).

A matriz XT X reduz-se a

[n 0 0
xTx = ‘
0 0 o e (z;)?
e usando (1..3) vem as estimativas de By, 81,...,5p

fo==3w
i-1

" Ei:l fr?(m') ,

(1.45)

para 7 = 1,...7,p.
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A simples inversio de X7 X produz as varidncias das estimativas

Var(B) = o%/n

Var(B,) = 0%/ {Z f,.(a:,-f}

para r = 1,...,‘p.

A expressio de SQReg = X Ty pode ser decomposta em (p+1) termos
estatisticamente independentes devido & ortogonalidade dos polindémios.
Disto resulta a Tabela 1.6 de andlise de varidncia para o modelo polino-

mial.

Tabela 1.6: Andlise de Varidncia para polinédmios ortogonais

Efeito Soma de Quadrados Gl
Devido a 8; {3 v filz)PAL f1(2:)?) 1
Devido a 3, {x yz’fp(xi)}z/{z fp(mi)z} 1
Residual {por diferenca) (n—p—1)
Total 2 (yi ~ 7%) (n—-1)

§1.15 Modelo de Regressao “Ridge”

O modelo de'regressio “ridge” (Hoerl e Kennard, 1970} objetiva eliminar a

multicolinearidade das varidveis explicativas substituindo X7X por XTX +
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kI, onde k é uma constante positiva de valor préximo de zero. A estimativa

na regressiao “ridge” é obtida de

(1.46) B = (XTX +k)1XTy

Sejam Aj,..., A, 0s auto-valores de X7X e vy,...,v, os auto-vetores
correspondentes. Verifica-se que os auto-valores de (X7 X +kI)~1 sdo (A;+
k)7!,i=1,...,p. Se XTX for aproximadamente singular com minimo
auto-valor )\, entio o menor auto-valor de (XTX + kI ) serd A+ k e esta
ditima matriz ndo estard tao préxima da singularidade.

Usando a decomposigdo de X7 X nos seus auto-vetores vem

P
(1.47) Var(f) = o? Z Aivsed,

i=1

e, portanto, os elementos em [ que correspondem a auto-vetores nao-
despreziveis deverio ter maiores varidncias e covariancias. O erro médio
quadratico (EMQ) de 3, que é nio-viciado, reduz-se a

L ' - P -
(148) EMQ(B) = tr{Var(B)} = 0> Y A
: : =1
Seja V = (v1,...,vp). De (1.46), (1.47) e (1.48) pode-se demonstrar
com alguma algebra : '
' Var(8*) = o2VA, VT

EMQ(B*) =’Zp:('\? + Ky:)/(k + )3,

i=1

onde A; = diag{\i/(k+ X} e vT = (m,..., %) = BTV
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Das expressoes de Var(8*) e EMQ(3*) conclui-se que a varidncia de
B* ¢ uma fun¢do decrescente de k enquante que E(S* — ) é uma fungdo
crescente. Demonstra-se que existe um k tal que EMQ(8*) < EM Q(ﬁ), 0
que justifica 0 uso da regressio “ridge”. Ainda B8 TE* < 3Tﬁ para todo k
positivo e 8*78* tende para zero quando k cresce.
e importahte resultado de gue $* pode ser obtido dos auto-valores e
~ auto-vetores de XTX como uma funcio de k

P

(1.49) = 5

i-1

T XTyy;

permite calcular 8* para diversos valores de k. Quando k& = 0, 8* coincide
com . Examinando o comportamento de 3* com k crescente, pode-se
escolher a estimativa de & como o valor a partir do qual as componentes do

vetor. 8* se estabilizam.

§1.16 Modelos Heteroceddsticos

Os modelos normais heterocedésticos sio aplicados em larga escala na Eco-
nomia. A varidncia da varidvel resposta nfio é constante sendo uma fungao
de parametros provavelmente, desconhecidos.

Sejam y; ~ N{pi,02)i=1,...,n, n varidveis normais indepehdenteé
cujas médias e varidincias sio desconhecidas. A hipétese de independéncia
serd, relaxada na Segéo 1.7 e nos Capitulos 6, 7 e 8 sido apresentados mo-
delos ndo-normais, geralmente, heteroceddsticos. Admite-se a componente

linear 7 = X3 para o vetor de médias. Os modelos heterocedésticos sio
definidos por (i = 1,...,n)

(1.50) o} = o*fi(2F'6),
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onde os z!’s sfo vetores 1 x g conhecidos e § = (61,...,6,)7 é um vetor

de parimetros desconhecidos. Aqui os z;’s podem ou néo estar relaciona-
dos com as colunas de X7 ¢ 0s §’s e B's podem conter pardmetros em
comum. A heterocedasticidade multiplicativa é definida por o? = exp{(z}6)
e a varidvel-dependente admite 0? = o?(z¥ 8)?*; em geral A = 1. Notar
que a heterocedasticidade multiplicativa envolve modelos com ¢? = 0‘25:% —
bastando fazer z; = (1logz;;) e § = (logo?a)T.

Seja L(B,6) a log-verossimilhanga de um modelo heteroceddstico mul-
tiplicativo supondo os dados y = (y;l, v )T dee—se escrever L{/3,5) em

notagdo matricial

n

(1.51) L(p,8) = -3

log 2% — %ATZG - -;—ATA"IU,
onde Z é uma matriz n X g formada pelas linhas z{s, A = diag{o?,...,02},
v = (v1,...,v,)7 tem componentes dadas por v; = {(yi — pi)’el =
(1,...,1)7 ¢ um vetor n x 1.

Maximizando L(f3, §) em relagéo a § e § implica na resolugao do sistema

de equacOes nao-lineares

B = (XTA—"lx)—leA—ly,
(1.52) : )
ZA=ZTA 4.
A solugio do sistema (1.52) deve ser feita por procedimentos iterativos do
tipo Newton-Raphson (escore para parametros, Gauss-Newton e outros).
Esses procedimentos séo baseados na matriz de derivadas segundas da log-
verossimilhanca ou em outras matrizes equivalentes 3 mesma. Aqui o
método de escore de Fisher, que usa a matriz de informaggo, produz um

esquetna iterativo bastante simples.
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A matriz de informacdo ¢ bloco-diagonal sendo expressa por

. B8 )

Jé _ 1.
(1.53) K@e= |TAX 0

sL.oo  1z7z

o que implica na ortogonalidade dos pardmetros 3 e 6. Esta ortogonalidade

é a causa da simplicidade do método escore resultando no processo iterativo

ﬂ(m+1) = ﬁ(m) + (XTA(m}-IX)-xA(m)—l(y _ ‘u(m))

§0m D) = §(m) 4 (2T Z) 1 ZT(AC Tyl _ q),

_onde m indica 0 m-ésimo paéso do ﬁrocesso.' A inicializagao poder4 ser feita
das estimativas da regressdo ordinaria com B(1) = B, 61 = (logs?0...0)T
e AD = 52T se a 12 colura de Z for formada por 1’s.

Segundo as condigdes usuais de regularidade, (BT6T)T tém distri-
buigdo normal assintética com matriz de covariancia K(3,6)"!. Como
K(B,6) é bloco-diagonal as estimativas 3 e 4 tém distribuigtes indepen-
dentes Np(8, (XTA™1X)™1) e N,(6,2(ZT Z)™"), respectivamente. Testes e
regioes de confian¢a podem ser baseados nessas distribuicdes assintéticas.

Estuda-se agora o modelo de heterocedasticidade variavel-dependente
definido por o} = ¢%(27B)?. Seja L = L(B,02) a log- verossimilhanca
total supondo os dados y. Pode-se verificar que a fungio suporte

U=U({8,0%) = (;’f/gﬁ) tem componentes

OL/9B =02 XTV "z +y — (14 0®)u}

50



OLJdo? = %a"lTV"l(w — o?V1),

onde z = (zl,_...,zn)T com z; = (y; — p:)* i, w = (wl,.'..,wn)T com
w; = (i — i), V = diag{p?,...,p2} e 1 é um vetor n x 1 de 1’s.
A matriz de informagio pode ser deduzida de E{UUT} ou mais facil-

mente das segundas derivadas de L. Ela nao é bloco-diagonal sendo expressa

por
: B o?
_ B . ,
(1_54) .K(ﬂ, 0.2) — (2 + 0"‘2)X V'IX uTv-l_X ,

e, portanto as estimativas de 3 e ¢% ndo sio independentemente distribuidas
em grandes amostras.
As estimativas 3 e 62 sdo calculadas através do processo iterativo de

escore de Fisher para paridmetros

s [ﬁ(m“) ] _ [3("‘) ] 4+ KO g,

G(m+1y* H(m)?

Testes e regides de conﬁénga para as componentes 3 e o2 podem ser
deduzidos das estatisticas escore, Wald e razio de médxima verossimilhanca,
conforme serd descrito nas Segoes 6.6 ¢ 6.9. Consultar também Capitulos
4,5 e 6 de Cox e Hinkley (1979). '

No lugar de usar o processo iterativo (1.55) as equagdes nao-lineares
para o calculo de 3 e 62 podem ser resolvidas por minimos quadrados

ponderados (Segao 1.10), com as seguintes etapas:

51



1. Inicializar com a estimativa da regressio ordindria de y sobre
X: 60 = (XTX)"'XTyem=1;

2. Estimar V(™D em B0 e usar (1.24) para obter A(m+1) ¢
&) = SQRes /(n—p), m =m +1;

3. Repetir 2 até as estimativas 8(™ e (™) convergirem.
Infelizmente, as estimativas obtidas com este tltimo processo podem

diferir bastante das estimativas de mdxima verossimilhanga provenientes de
(1.55).

§1.17 Modelos de Regressao com Estrutura de Cor-
relagdo

Os modelos normais de regressio com estrutura de correlagio tém a forma

y=XB+e¢,

(1.56)
E(g) = 0, Var(e) = 07V,

ondepénxl, X énxpeeéo vetor de erros aleatérios. Esses mode-
los sfio freqiientemente usados na anélise de dados temporais e em muitas
aplicagbes econométricas. Se a matriz V for totalmente desconhecida ela
envolverd muitos pardmetros, em niimero igual a n(n —1)/2, e alguns tipos
de restrigées serfio necessarias para se ter uma solugdo.

Modelos do tipo (1.56) sdo, geralmente, necessarios quando varidveis
explicativas importantes estio omitidas, quer por desconhecimento quer por
causa de dificuldades de medicio.

Quando a matriz V for totalmente desconhecida e nenhuma estrutura

especial puder ser postulada, a estimacio conjunta de S e V s6 podera ser
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feita supondo que o imodelo (1.56) evolua em varios instantes de tempo
1,2,...,T. Em cada instante ¢ observa-se o vetor de respostan X 1 y; e a
matriz X, os pardmetros permanecendo os mesmos em todos os instantes. -
O modelo resultante é denominado dindmico e a sua log- verossimilhanga

pode ser expressa, supondo 62 =1 sem perda de generalidade, por

(157) L(B,V) = —?—logzwilogIVl——Z(yt X.BYTV (- XiB).

i=1

De (1.57) obtém-se as estimativas de méxima verossimilhanga que ve-

rificam
. T . T -
(1.58) B= XTIV Xy (O XTV M)
=1 t=1
(1.59) V=2 ;(ﬂt ~ X:B) e — X:B)T.

Esse sistema de equagdes néo-lineares poderd ser resolvido em dois estdgios
partindo das estimativas em (1.58) com V=1I.

Na anilise de dados temporais ¢ mais conveniente estabelecer uma
estrutura para a matriz V do que supor a mesma totalmente desconhecida.
Os modelos ARM A (vide Box e Jenkins, 1976; Morettin e Toloi, 1981) tém
wma estrutura especial para V. Um modelo ARM A(p, g) é definido pela

equagio de regressiao
=dr1y—1+ -+ Spye—p t e+ e+t 04€t—q

para t = 1,2,...,n, onde os &;'s sdo varidveis independentes normais de

média zero e varidncia o2, Denomina-se a soma envolvendo os parémetros
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¢'s de componente auto-regressiva e aquela envolvendo os phrémetrds #’s
de coinponenté de médias méveis, As condigdes de estacionaridade, inver-
tibilidade e demais propriedades, o cilculo das fungbes de autocorrelagio e
autocorrelagdo parcial, podem ser vistos nos dois livros aqui 6itédos.

A log-verossimithanca para o modelo ARM A(p,q) como funcdo dos
parametros 8 = (¢1,...,¢,,01,...,8,)T e 0%, observada a série y =
(#1,--.,9)7, é dada por

(160) L= L(B,0% =~ log(2r) - 2 logo® -110g|V| 1 UV,

onde a estrutura de covaridncia da série é Cov(y) = o2V

A maximizagio de (1.60) em relagdo a 3 e % é complicada e mui-
tos métodos tém sido propostos modificando ou aproximando a log-
verossimilhanca. Box e Jenkins (1976) sugerem desprezar log |[V| na ma-
ximizagio de (1.60). : )

Apresenta-se aqui o método de Fisher (Equaqoes (1.55)) para estimar
B e o2. O método poders ser aplicado numa vez que a matriz de informacio
para esses parametros seja determinada, pelo menos numericamente. Tem-

se .
3L - -1 Ty -1 —l
9873 t(V V)+ yV LA %4
BL n 1 T 1
_ F > 202 + 202y :
onde (3, pode representar um pa.rametro ¢ on de V, = 8V/BB,. Deﬁnem—se

V—-l

 Ve=V-ly, ‘para os parametros em 3, isto é, r = 1,...,p+ge Voo =
Fhér=tr(V)eT=y TV,.parar=1,...,p+¢+1; ainda

23‘ &

T
Zp4q41 ) bptatt
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- 8L/d " o
A fungio suporte U = U(B8,0?) = ( 5L // P ﬁ) pode ser escrita como
(161) v=-tsp Lgyy
‘ 7 27 242 v

A matriz de informagio particionada em § e 02, deduzida das segundas

derivadas da log-verossimilhanga é expressa por

Y o?
(1.62) K=k o= |GrTTVa} Gt}
| o L (i) o

onde V;; = 8*V/83;08;. Substituindo (1.61) e (1.62) em (1.55) chega-se ao
processo iterativo para o cilculo de ¢1,..., ¢y, 01,...,0, e o2. Para qual-
quer modelo ARM A é ficil determinar numericamente K por programas

especiais e, portanto, realizar o procedimento {1.55).

Recentemente, em pesquisa ainda nao publicz;da, Cordeiro ¢ Klein
(1989) propdem uma férmula geral, correta até terimos de ordem n~!, para
E(B) e E(5%). Para modelos simples AR(1), AR(2), MA(1), MA(2) e
ARM A(1,1) é possivel obter formas fechadas para esses valores esperados.
Entretanto, isso serd bastante dificil quando p e ¢ forem grandes, face a
dificuldade de achar V1. Agora, o cdlculo numérico do viés de a e 6% para

qualquer modelo ARM A ndo apresentard problemas usando o programa
REDUCE.

Para ilustrar a obtencio da matriz de informagio considere o modelo
AR(1) y: = ¢yi—1 + €1 Tem-se Var(y,) = 62/(1 — ¢%), Cov{ysyk, 41} =

59



02¢"'_1/(1 - 9%}, 1,2,...,1n, €

1 -3 0 .- 0 0 0
-¢ (1+¢°) —¢ - O 0 01

vl = E .
0 0 0 v —¢ (1+9¢%) -—¢J
0 0 0 .- 0 —¢ 1

Sendo V = V=19% & facil verificar que

[ ¢ 1 ¢ ¢ e A
(1-¢%) 0 (1-¢7) ¢(1-¢°) -+ ¢"3(1-¢%)

e 1= 0T A-¢h) - -6
g

| ¢n-2 ¢n—3 e (b i

Apés alguma algebra obtém-se de (1.62) a matriz de informago para
o AR(1)

2n(i—¢%)+6¢%—2 24
1 (1-¢%)? a?(1-¢)
1.63 K==
(1.63) 5 y . |
o2 (1—¢?) a1

que poderd ser usada em (1.55) para calcular as estimativas 3 e 42 uma vez
avaliada a fungéo suporte.

Pode-se usar outros métodos para estimar os parametros do modelo
normal com estrutura de correlagio dada por {1.56). Uma possibilidade
é usar minimos quadrados ponderados (Segdo 1.10) iterativamente, isto é,
estimando V no ponto corrente (™) para calcular ™+ via (1.24). A

inicializagfo poderd ser através da regressio ordinéria.
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§1.18 Exemplos

Nesta tltima segio analisam-se dados do consumo anual de borracha nos
EUA e de vendas trimestrais de uma empresa através do modelo cldssico

de regressdo.

1.18.1 - Consumo Anual de Borracha nes E.U.A.

Na Tabela 1.7 é apresentado um conjunto de dados do livro de Draper
e Smith (1981), referente ao consumo anual de borracha (y), ao produto
nacional bruto (z1) e & renda per capita (x9) de 1948 a 1963 nos E.UA.
Serd ilustrado, através desses dados, o cdlculo das somas de quadrados
descritas na Tabela 1.2 e de algumas medidas de diagndstico apresentadas
na Secdo 1.8. _

Inicialmente ajustou-se o modelo irrestrito y = By + B1z1 + Pez2 + ¢
e £ ~ N(0,0%), a esses dados, e posteriormente, ajustou-se esse modelo
restrito A CA =0,onde C = (0 0 l)T ef= (B ﬁz)T. As estimnativas dos
pardmetros com os correspondentes desvios padroes sdo exibidos na Tabela
1.8, enquanto a tabela ANOVA para ambos os modelos é apresentada na
Tabela 1.9.

Logo, o valor da estatistica F referente & hipétese H: 8 = 2 = 0 é
dado por '

Fe SQReg/2  0.0740

_ - —13.14
SQTRes/13 0.0082
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Tabela 1.7: Distribui¢io do consumo de borracha, do produto nacional

bruto e da renda per capita nos E.U.A. durante 16 anos.

ano Y 1 2y ano Y 21 K

48 (.909 0.984 0.987 56 1.001 0.996 1.003
49 1.252 1.078 1.064 57 0.916 0.972 0.993
50 0947 1061 1007 58 1173  1.046  1.027
ol ‘ 1.022 1.013 1.012 59 0.938 1.004 1.001
52 1.044 1.028 1.029 60 0.965 1.004 1.014
53 0.905 0.969 0.993 61 1.106 1.049 1.032
54 . 1.219 1.057 1.047 62 1.011 1.023 1.020
95 0.923 1.001 1.024 63 1.080 1.035 1.053

Fonte: Draper e Smith (1981).
que & significativo a 1% (F5.13(0.01) = 6.70). Para a hip6tese H: CB=0a

estatistica F vale

po ASQCB=0)/1 _ 0.0230 _
~ SQRes/13  0.0032

7.19,
que ¢ significativo a 5%. Finalmente, o valor de F referente & hipétese
H: (=0, dado que Cf8 =0, é igual a

P SQReg(CB8=0)/1  0.1260
" SQRes(C8=0)/14  0.0045

= 27.61,

que também é significativo a 1%.

A Figura 1.1 exibe o grifico dos residuos ordindrios studentizados ;’s
contra os valores ajustados, impondo-se o modelo irrestrito. Destaca-se
como aberrante o residuo correspondente ao ano de 50. Pelo grafico das
distidncias de Cook contra a ordem das observagdes, Figura 1.2, destaca-se
novamente o ano de 50. O valor de h;; para esse ponto, Figura 1.3, é o
tinico acima de (2 x 3)/16 = 0.375.
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Tabela 1.8: Estimativas dos pardmetros veferentes ao ajuste dos modelos
y = o+ B171 + PBoxe + € e restrito ¢ C5 =10, aos dados da Tabela 1.7.

Modelo Irrestrito " Modelo Restrito
Efeito Parametros Estimativas Parimetros Estimativas

Constante Do -3.253 Bo -1.832

. (0.677) (0.433)

Produto Nacional # 2.872 By 2.802

Bruto (1.090) (0.533)
Renda Per Capita (3 1.227
{(0.746)

52 = 0.0032 52 = (.0045

R? = 0.781 R? = 0.664

( ): Desvio Padrio.

Tabela 1.9: Andlise da Varidncia dos modelos irrestrito e restrito.

Efeito Soma de Quadrados G.1. Quadrado Médio
Regresio (1.08205) 0.148 2 0.0740
Regressio (8 = 0/5o) 0.126 1 0.1250
Acréscimo devidoa 8, =0 0.023 1 0.0230
Residuos (82 = 0) 0.064 14 0.0045
Residuos 0.041 13 0.0032
Total 0.041 15 -

Observando-se com cuidado os dados da Tabela 1.7, nota-se que o ano
de 50 teve um baixo consumo de borracha e um alto produto nacional bruto,

que contradiz a correlagdo linear positiva entre as duas varidveis. Logo, o
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Figura 1.2:Grdfico das distincias de Cook

contre a ordem das observacdes

ponto correspondente a esse ano se situa numa regifo mais afastada dos

demais, fazendo com que tanto hy; quanto (y; — [i;), para essa observagéo,
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sejam valores mais extremos. Essa influéncia pode ser amenizada tentando-

se alguma transformagio na covaridvel z; efou na varidvel de resposta y.

1.18.2 - Vendas trimestrais de uma Empresa

E apresentada na Tabela 1,10 um conjunto de dados do livro dé Bussab
(1986), em que y representa as vendas trimestrais de uma empresa (e 1000

unidades) e z o total investido em publicidade (em mil cruzados novos).

Tabela 1.10: Vendas e gastos irimestrais de uma empresa.

Trimestre  x y Trimestre x ¥
1 11 25 5 12 25
2 ) 13 6 12
3 3 8 7 ) 10
4 9 20 8 15

Fonte: Bussab (1986).
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O grifico de y contra z, que é omitido aqui, sugere o modelo linear
¥ = FBo + Biz +e. A suposi¢io de normalidade para ¢ pode ser verifi-
cada a posteriori através do grifico normal de probabilidades, Segao 1.8.4.

O modelo ajustado, desvio padrdes entre parénteses, é dado por

= 1.312(2.052) + 1.958(0.254)z,

=

com $2 = 4.646 e R®> = 0.908. A estatistica F' correspondenté 3 hipétese
H: 3, = 0 vale 59.43 que é significativo a 1%, entretanto 3y pode ser excluido
do modelo. Antes, porém, é fundamental um estudo de diagnéstico..

Examinando-se 0s graficos usuais, nenhum ponto se destaca como aber-
rante e/ou influente; entretanto, o grafico dos residuos #;’s contra ¢ (trimes-
tre), Figura 1.4, indica para a falta de um termo linear em ¢ na componente
sistemndtica.

Ajusta-se, entdo, o modelo y = Gy + Bz + B2t + &, obtendo-se
(1.64) fi = 4.826(0.983) + 1.948(0.097)z — 0.763(0.128)¢,

com s? = 0.684 ¢ R* = 0.989.

Nota-se uma redugio substancial em s? e um aumento em R2. Além
disso, agora todos os pardmetros sio significativamente {a 1%) diferentes de
zero. Os graficos dos residuos £;’s contra ¢ € contra os valores ajustados nio
apresentam nenhumn ponto aberrante ou qualquer tendéncia sistemética.
Analogamente, os graficos de D; e h; contra a ordem das observacdes nio
indicam pontos influentes.

Apesar de ndo serem recomendadas extrapolages (previsdes com valo-
res das covaridveis fora dos limites amostrais) em regressio linear, suponha
como ilustragio que a empresa deseja obter um intervalo de 95% para as

vendas no nono trimestre, se forem investidos 10 mil cruzados novos. A
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estimativa do valor esperado desse 't_ﬂrhestre .uéa.hdo (1‘.64), ;.fa-le"
,u(;c(“)) =4. 826+ L 948 X 10— 0.763 9= 17. 439,

onde a,(") = {1 10 9)T. A varidncia de ,u(:r:(“)) é obmda de (1 20), onde‘ |
-‘ X é a matiiz do novo- modelo, Var{i(z(®)} = 0.684 x 0.696 = 0.476 e,','
portanto, a varidncia da previsio §(z(?)) iguala Var{§(2(®)} = 0.684 +
0.476 = 1.160. Um intervalo de 95% de confianca para y(z(®) sers formado
pelos limites (vide Se¢io 1.9.2) fi(z(®) £ to.025{1 + 2@ (XTX )—1?:(0)}3,'

que como £0.025=2.571, correspondem 3 14.67 e 20.21.

§1.19 Exercicios
1. Ajustar aos dados do Exercicio 2 da Secio 2.9 o modelo V = Go+51 A+
BeD + ¢ calculando as estimativas de 9,0 e B2. Testar as hipéteses
H:3, =0 versus A: 81 # 0 e H: 8> = 0 versus A: B # 0.
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2. Ajustar um modelo de regressio polinomial aos dados do Exercicio 3
da Secéo 2.9. L
3. Aos dados da Tabela 2.1 ajustar os seguintes modelos normais- lineares:
(@) V= PBo+ 1T + BoP + BN +
(B) V =00+ 51T+ BoP + B4C + BsU +¢;
(b) V =050+ 51T+ B2P+ BiC + BsU + ¢
() V =0+ BilogT + BalogP + B3N +¢;
(d) V =60 + 1T + BoaP + B3N + B4C + By + Bs Ry + B Re + ¢
(e) Analisar os residuos nos modelos ajustados (a) a (d).
4. Considere as regressdes de y sobre x para os dados abaixo, especificadas
por B(y) = for e B(y) = iz + faa?. |
Demonstre que o = 3.077; By = 2.406 e B, = 0.138. Qual désées modelos

seria o preferido?

y |5 ] 7 |7 |10 16 | 20
z | 1] 213

5. Os dados abaixo sdo os valores da OTN (em cruzados novos) nos anos
de 1987 e 1988.
(a) Estimar o valor da OTN em Dezembro de 1989 e obter um intervalo
de 95% de confianga para este valor;

. Janeiro Fevereiro Margo  Abril Maio . Junho
1989 0.106 0,106 0.182 0.210 0.252 0.310
1988 0.597  0.696 .0.820 0952 1.135 1.337

Julho Agosto Setembro Outubro Novembro Dezembro
1987 0.367  0.378 0.402 = 0.402 0.463 0.523
1988 1.598 1.982 2.392 2.966 3.774 4,791
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{(b) Incluir nesses dadds o valor 6.170 correspondente as OTNs de Janeiro
a Margo de 1985 e estimar novamente a OTN e_rgi:Dezembro de 89,
calculando o intervalo de 95% de confianga; (c) O que aconteceu com as
estimativas dos pardmetros ao se incluir esses 3 dados?; (d) Comparar

os ajustamentos (globalmente e localmente) nos dois casos.

6. Demonstrar: (a) a expressio (1.13); (b) a férmula (1.16); (c) o vicio
(1.28); (d) a férmula da inversa generalizada dada em (1.32); (e) a
inversa (1.36); (f) a formula (1.49); (g) as expresses das matrizes de
informacio dadas em (1 53), (1 54}, (1. 62) € 0 caso partlcular (1 63)

7. Utilizando o teorema de F1sher—Cochran mostrar que as somas de
quadrados [§TX Ty e yTy — ﬁTX Ty sdo independentes e tém distri-
buigio X2 com p e {(n — p) graus de liberdade, respectivamente.

8. O conjunto de dados abaixo corresponde & produgao anual de milho
(y) em kg/ha e a quantidade de chuva £ em mm, durante 7 anos um

determinado municipio.

Ang 1 2 .3 4 5 6 7

y 1205 1304 1300 1428 1456 . 1603 1535
x 109410 1180.15 1137.30 1714.80 1289.50 1401.50 1640.40

(1) Ajustar o modelo y = fy + Bz + € 208 dados e obter A, 61, 0s corres-
pondentes desvios padrées, s? e R%, e a tabela ANOVA. |
(ii) Calcular os residuos de Pearson p; = (y; — f2;)/r para cada observagéo.
Verificar se hé pontos aberrantes. ,Fazer os graficos de p; contra fi; e
p; contra ¢. Nota-se alguma tendéncia sistematica nesses graficos?
(i) Sugerir um novo modelo com base nos graficos de F(h). Obter as estir’ri'a?
tivas de minimos quadrados. Compare o r? e o R? desse’novo modelo

com aqueles do modelo ajustado em (i).
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(iv) Suponha que num determinado ano choveu 1250 mm.. Caleular um in-
tervalo de 95% para a produgio de milho nesse ano, utilizando, respec-
txﬂmente, os modelos ajustados em (i) ¢ (ii). Comparar os intervalos
obtldos

‘9. Obter o algoritmo de ajustamento B(lséado em (1. 55) para os modeloé )
MA(1), MA(2), AR(2) ¢ ARMA(I 1). caiculando c\pressoes fechadas :

-para as matnzes de mformagao (lesscs modclos

10.. Em 9 municipios foram obsery adas as seguintes varidveis: y- consumo -
de um dctermmado produto :nl-urbamzagao relntlm :.-,-;-mvel educa-

caona!

Os dados sao os seguintes:

Municipios 12 3. '4.‘ 5. 6 | T 8- 9 -
x 41.2- 486 426 39.0 34.7 44.5 391 401 45.9

T2 41.2 106 106 104 23 108 107 100 120
T3 319 132 287 265 85 243 186 204 B2

¥ 167.1 1744 -162.0 140.8 .170.8 163.7 174.5 185.7 160.6 -

(i) Ajustar o modelo irrestrito y = G + Bl x1 + Baza + Bsx3 aos dados e
esse mesmo modelo restrito a C3 = 0, onde

01 00
. C= (0_ 0 0 1) ’
Formar a ANOVA da Tabela 1.2 e teste as hipéteses H: Bi=0=0k=
H':CB=0eH":3 = 0dado C8 = 0. Utilize a = 0.01.
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(ii) Para o ajuste do modelo y = (g + Box2 + € aos dados, calcular R*e
% e comparar com os valores obtidos impondo-se o 'modelo irrestrito

corrente.
(iii) Fazer wma anilise de diagnéstico comp_lét_o para o ajuste de (ii).
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.CAPITULO 2

MODELO DE BOX E COX

§2.1 Definigao

O uso do modelo cldssico de regressio introduzido na Segao 1.1 é justifi-
cado admitindo-se (Segio 1.11): (i) linearidade da estrutura de E(y); (ii)
constancia da varidncia do erro, Var(y) = ¢?; (iii) normalidade e (iv) in-
dependéncia das observagbes. Se as suposi¢tes (i) a (iii) néo sdo satisfeitas
. para os dados originais, uma transformagio nfo linear de y poderd veri-
ficd-las, pelo menos aproximadamente. Em alguns problemas de regressio
deve-se transformar tanto a varidvel dependente quanto as varidveis expli-
cativas para que as suposigdes acima sejam satisfeitas. Transformacdes das
variaveis explicativas ndo afetam as suposigdes (ii), (iii) e (iv).

Se os dados y com médias p e varidncias V(u), que dependem das

médias, sdo transformados por g{y) para satisfazer

Var{g(y)} = V(u)g'(u)* = ¥*,

onde k% é uma constante, a condicdo (i) serd satisfeita. A funcio esta-
bilizadora da varisncia dos dados segue de g(u) = k [ V(u)"'/2dy. Por
exemplo, para V(u) = p e V(u) = p® as fungdes estabilizadoras sdo /7

e logy, respectivamente. Entretanto, ndo hd garantia que g(y) escolhido
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desta maneira satisfaga também & condigdo (iii) de normalidade dos da-
dos t.ra.nsformados.‘ Muitas vezes os dados apresentam um ou mais pontos
aberrantes que implicam em detectar nio-normalidade e heterocedastici-
dade. Algum cuidado dever ser tomado ainda com o mecanismo gerador

dos dados e a precisdo com que estes sio obtidos.

Dificuladades com o modelo cléssico de regressio ndo sé ocorrem de-
vido & violagdo de uma das hipéteses bésicas. Muitas vezes sdo devidas 3
problemas fora do contexto da forma dos dados, como por exemplo a mul-
ticolinearidade, quando existirem relagdes aproximadamente lineares entre
as varidveis explicativas. Esta multicolinearidade causars problemas com -
as rotinas de inversio da matriz X7 X (Secdes 1.11.3 e 1.15). Outro tipo
de dificuldade ocorre quando se dispde de um grande nimero de varidveis
explicativas e, portanto, surge um problema de ordem combinatéria para
selecionar o modelo. Também ¢ comum os dados apresentarem estruturas
especiais, tais como, replicagbes da varidvel resposta em certos pontos ou
mesmo ortogonalidade. Neste caso, n&o se deve proceder a anilise usual em-
bora, em geral, seja dificil detectar essas caracterfsticas em grandes massas
de dados. | o o

Nesta Segéo introduz-se a classe de modelos de Box ¢ Cox que visa
a transformar & variavel dependente para satisfazer todas as hipéteses (i)
a (iv) do modelo cldssico de regressdo. Na Segdo 2.2 apresenta-se a es-
timacdo da tra,nsformag“ﬁ.o, em 2.3 acrescenta-se uma covaridvel ao modelo
normal-linear e em 2.4 testa-se a transformacio da varidvel dependente.
A eliinina.gé'.o de observagdes e o teste de transformacao das varidveis ex-
plicativas sfo, discutidos nas Segées 2.5 e 2.6, respectivamente. Na Secdo
2.7 apresentam-se os testes de normalidade e homocedasticidade para com-
pletar o estudo feito nas Segdes 1.11.1 e 1.11.2. Finalmente, uma an4lise

de dados em Engenharia de Avaliagbes é feita na Segdo 2.8 ilustrando as
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potencialidades do modelo de Box e Cox. _
0 modelo de Box e Cox (1964) admite que os dados ¥ = (y1,...,¥n)7

sio independentes e que existe wm escalar A tal que os dados transformados.

por . - _ _
(P = 1)/Ase A£ 0"
21) - =z{(A}) = - .
() z () {logyseA:O -
satisfazem E(z) = po= Xﬁ, Var(z;) = pard'i .=_ L. )

ez ~ N(,u, oI A transformaga.o (2 1) tem vantagem sobre a tra.ns-

- formagio poténcia sxmples ¥" por ser continua em A = 0. Apesar do modelo'

: admltlr a existéncia de um umco A pruduzmdo hnearldade dos efeitos sis-
tematicos, normahdade e constancxa ‘da variincia dos dados transformados
.pode ser que dlferentes valores de A seja.m necessamos para alcangar tude

ISSO

'§2‘.2: Estimagao. da Transformagao |

" Um valor para A pode ser proposto por uma andlise exaustiva ou por con-
:sxderagoes a priori dos dados, ou ainda, por facilidade "de mterpretaga.o
.Alternatlvamente, pode-se estimar A por méxima verossmulhanga embora -
nao haja garantia de que a EMV de A\ produza todos os efeitos desejados.
 Verifica-se, facilmente, que a log-verossimilhanga como fungio de A, o2

e 3 em relagdo As observacdes originais y é dada por

L%, 8) = ~ 2 log(2no?) - 2}7(3- XB)7 (= - XB)
(2.2) .
+ (A - 1) Zlogyi,
fa=1
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onde o terceiro termo é o logaritmo do Jacobiano da transformacgao, isto

é, J(\y) = II%

i=]

:
[/ =g

iy

. A maximizagio de (2.2) em relagio a A, ate 3
apresenta problemas con’xputacioﬁé.is e deﬂfe ser feita em duas etapas. Fixa-
se A e maximiza-se L()\, 62, ) em relagiio aos demais pardmetros produzindo
as estimativas-usuais da regressio como fungées de A, (1) = (XTX)"1X7T;
e 33(X) = L2T(I — H)z, sendo H a matriz de projegio. O mdximo da log-

verossimilhanga como fun¢io de A vale, exceto por uma constante,

(2.3) Loy = —glogag(/\) +(A-1) 3 logy:

=1 .
¢

E bastante informativo tragar o grafico de L()\) versus ) para um certo
conjunto de valores deste pardmetro, por exemplo, os inteiros de -3 a 3 e
os seus pontos médios. A estimativa de A corresponderd ao ponto de maior
L()\). O ftnico trabalho envolvido é calcular a soma dos quadrados dos
residuos na regressio de z sobre X, isto é, nd%()\), para cada valor escolhido
de ). Claro estd que a estimativa obtida é apenas uma aproximacio da EMV
de A. '

Em termos computacionais é mais econdmico calcular &*(X) como
LTz — wT(XTX) ' w] com w = X7z do que como L2T(I — H)a.

Este método serd facilimente estendido se o pardmetro da transformagcéo

for um vetor embora apresentard inconvenientes na representacio grafica.

§2.3 Adigao de uma Covériével no Modelo Normal
Linear

Considera-se o modelo normal-linear definido na Segéo 1.1 com a adigao de

umma varidvel explicativa extra w correspondente ao pardmetro adicional 7,
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produzindo a componente sistemdtica particionada
(2.4) - E(y)=p=XB+ wy.

O intercsse ¢ deduzir um teste de significincia para o termo extra, ou
seja, para H:y = 0 versus 4:v # 0.

Demonstra-se que a inversa da matriz (X w)? (X w) é dada por

(2.5) ( (XTX)"" + mddT _md) |

—md m

onde d = (XTX)"'X7w ¢ a estimativa do pardmetro na regressio de w
sobre X e o escalar m iguala 1/{w”w + wTHw), sendo H a matriz de
projecio do modelo E(y) = X 3. A matriz (2.5), exceto pelo multiplicador
o2, ¢ a estrutura de covaridncia de (f) " Os valores ajustados segundo o

modelo (2.4) tdm estrutura de covaridncia igual a
o*H + m{I - HywwT(I - H)].

Demonstra-se que 4 pode ser dado em termos dos résiduos das
regressées de w e y sobre XX, definidos por Ry = (I~ H)y e Ry, = (I — H)uw,

T(r-Hy
2. ¥ =RTR T = —---—-—-—~—w ( Y .
(2.6) ¥=R, R, /R, R, T~ Hw

Esta expressao mostra que § é a estimativa da declividade da regressio
passando pela origem da varidvel dependente y sobre R,,. Um grafico de Y
versus Ry, freqiientemente denominado grdfico da varidvel adicionada pode
ser usado para verificar a necessidade de termos adicionais na componente

sistematica, bem como, indicar observagdes aberrantes ou influentes.
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Define-sc o produto escalar S{a,?) = a” (I — H)b como a soma residual
de produtos dos vetores a e b. A varidncia de ¥ iguala 6% /w? (I — H)w e,
portanto, uma cstatistica para o teste de H:+4 = 0 é expressa dividindo % .

pelo seu erro padrao
(2.7) : Tw(0) = S(w, y)/88(w, w)/2,
Em (2.7) usa-sc como estimativa da varidncia do erro 6 a expressio

S(w, w)S(Q, y) — S{w, y)?
‘ (7?, -p- DS(w,w)

(2.8) - 6% =

Observa~se entdo que para testar se o efeito da adigao de uma varidvel
extra é significativo, necessita-se somente das somas de quadrados residuais
dos ’s e de produtos cruzados dos y's e w’s. O teste é realizado comparando

T(0) com a distribuigdo ¢ de Student com n —p — 1 graus.

§2.4 Teste de transformagdo da varidvel dependente

Retorna-se ao modelo de Box e Cox discutido nas Secdes 2.1 e 2.2, onde o
objetivo aqui é realizar iilfel‘éncia. sobre X.. O teste da hipétese nula com-
posta H: X = Ap versus A: X # Ag, onde Ag é um valor especificado para A,
pode ser feito comparando a razao deverossimilhanga RV = 2[L(A) = L{o)]
com a distribuicdo assintética x73. A vantagem deste é de ser independente
da parametrizagao adotada mas requer o calculo de 7. Pode—sel ainda tra-
balhar com a rafz'ciﬁé\dréclzi ’c‘lé‘ RV que, assintoticamente segundo H, tem -
distribuicio N(0, 1). | '

>
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Um intervalo de 100(1 —d)% de confianga para X é facilmente deduzido

do grafico de .f;(/\) VOISUs A como
s a 1
(29 L) > L) - 53 (@)}

Na Sccao 2.8 ilustra-sc o cdlculo deste intervalo numa andlise de dados reais.
Se A =1 ndo pertencer ao intervalo (2.9) conclui-se que wma transformacio
dos dados serd necessdria ¢ pode-se selecionar um valor conveniente (inteiro
ou metade de inteiro) neste intervalo.

Alternativamente, testes podem ser desenvolvidos a partir dos residuos
nas regressoes de z ¢ w = 9z/9A sobre X, no lugar de serem baseados na
verossimilhanga, seguindo a teoria da covaridvel adicionada desenvolvida
na segao anterior. Para isto é mais fdcil trabalhar com a transformacio

padronizada definida por z = z(A) = (y* — 1)/AJ(X;9)Y/*, que reduz-se a

By
(2.10) z=z()\)={ %“::112 se A#0
ylogy se A=0,
onde § & a média geométrica dos y;i/s. Para esta transformacéo padroni-
zada o Jacobiano é um e, portanto, L(}\) = —Z2log62%(N)2, isto &, a log-
verossimilhanca maximizada sobre os parimetros 3’s como funcio de )
depende dos dados somente através da soma de quadrados dos residuos dos
2il8.
Expandindo (2.10) em série de Taylor ao redor de um valor Ay obtém-se

a aproximacio
(2.11} z(A) = z(Xo) + w(Ao)(X — Xo),

onde a covariavel adicionada vale

(212) - w(d) = 3;(;‘) _ yrlogy - (y: 3;\_1_)1(1/1\—%105@).



Calculando o valor esperado de (2.11) e desde que E[z()\)] = X para
algum X vem '

E{z(A0)} = X8 —w()(A - 2o)

e, portanto, usando os resultados de (2.4) e (2.6), a estimativa aproximada

de ‘A é expressa por

5 S(w, z; A
(2.13) | A=Ap— .S’((wﬁ;—)t%’
onde S{w, z; Ao) = w(ha)T (I—H)z(Xo) e S{w,w; Ag) = w(ho)T(I—H)w(Ao)
sao produtos escalares de w(Ag) pelos residuos das regressoes de z(Ao) e
w(Ap) sobre X, respectivamente. '

A estimativa A ndo é a EMVA de )\ e pode diferir bastante desta.
Entretanto, se a expressio (2.13) for usada iterativamente as estimativas
sucessivas de ) convergirio para A. A precisao de }, isto &, Var(j\), ainda
‘nio é conhecida devido & dificuldade de inversio da matriz de informacdo
particionada em A, 3 e 0. Draper e Cox (1969) propuseram uma férmula

para Var(i) que infelizmente estd incorreta. Agora, a partir da aproximagao
(2.13) deduz-se

(2.14) Var() = 62S(w, w; do);
onde &2 é obtido por analogia a (2.8)

1 82%(w, z; A0)
2.1 52 = e s Ap) =

(219 %= =1 ) G, wi)

Ressalta-se que o calculo de expressées do tipo S(a,b; Ag) é mais vantajoso
a partir de aTbh — aTh, onde b representa os valores ajustados na regressio

de b sobre X
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Um teste alternativo aproximado para a transformacio H: A = )g ver-
sus A: A 3 Ay resulta de (2.7)

~-8(w, z; Ao)
216 - TulAhe) = oo o .
( ) IU( 0) {633(10’ IU;Ao)}llQ
Um valor significante para T,(Ag) indica que a transformagao requerida
para os dados deve ser diferente do valor especificado Ag. A estatistica (2.16) -

tem aproximadamente distribuicdo £(,,_,_1).

§2.5 Eliminagao de observagoes

Para detectar observagoes influentes no modelo transformado via Ay usa-se
o grafico de z(Ag) versus w(Ag) este definido em (2.12); espera-se que uma
observagao situada fora da tendéncia geral deste gréfico, ao ser eliminada,
tenha um efeito aprecidvel sobre a transformagao adotacda. Determina-se
agora o efeito da eliminacio de wm conjunto de m observactes indexada
pelo vetor L sobre e Tl Ao).

Eliminando-se m observagbes no modelo E(y) = X3, a soma dos

quadrados dos residuos original (n — p)s® = yT(I — H)y reduz-se a
(n—p~m)s; =(n—p)s? = RE(I - H)™'Ry,

onde Ry representa os m resfduos indexados por L e H; é a submatriz

m X m correspondenté de H. Define-se

Sp(a, by Ao) = S(a, by o) — afF (I — H )"y,

onde a} e b} sdo as m componentes relevantes dos residuos das regressdes

dos vetores @ e b sobre X. No modelo aumentado (2.11), a estimativa
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do coeficiente da regressio de w(Ag) apés a eliminagio das m observagoes,
seguc de (2.6)
1= Splw, u; o)/ Sc{w, w; Ag).

Usando esta expressio obtém-se como estimativa da transformacio apos
essa eliminagdo

- T _ St(w, z; Ao)
(21{) AL = L(Ag) = /\0 - —SL(UJ, w: )\(})

A dedugao de {2.17) inclui uma aproximagéo adicional, pois as varidveis
z(A) s@o fungdes da média geométrica dos dados e esta ndo permanece
constante com a eliminacio das m observagoes. Entretanto, quando m for
pequeno comparado com n a mudanca em § podera ser negligenciada. O

“efeito da eliminagdo na estatistica {2.16) é dade por

—S1,(w, 2} Ao)
62, Sp(w, w; Ag)}/?

(2.18)  Tyr(Aa) =
onde aqui 7; ¢ obtido por analogia a {2.15) com a eliminéi'gﬁo dos dados

indexados por L.

82.6 Teste de transformagio das varidveis explicativas

A verificagdo da aditividade das varidveis explicativas do modelo pode ser
feita através do teste de Tukey (1949). Para isto calcula-se a covaridvel
adicionada w = f®f,onde g = X Be® representa o produto direto e forma-
se o0 modelo estendido u = X8 + wy. A néo-aditividade das covaridveis em

X é medida pela significincia do coeficiente vy no modelo estendido, sendo o
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teste realizado com base na estatistica t = 4/ Var($)'/? que tem distribuicao
t de Student com n — p — 1 graus.

No caso do coeficiente 7 ser significativo, uma transformacio da
-varidvel resposta como no modelo de Box e Cox poderd apresentar adi-
tividade na escala transformada. O teste de Tukey estima a transformacio
por A=1-— 2ty (vide exemplo na Segio 2.8). |

Box e Tidwell (1962} apresentaram um procedimento iterativo para
obter transformagdes adequadas das varidveis explicativas z1,... ,Zp atra-

vés da relagao funcional

(2.19) | p=g(z1,...,2),

onde z; = 2] se a; # 0 ¢ z; = logz; se a; = 0 e g(-) é uma fungio linear
ou quadratica nos z;’s
Os pardmetros a serem estimados sdo 0s o;’s e 0s coeficientes dos z;’s.

Arbitrando valores iniciais iguais a 1 para os o;’s tem-se a expansao
(2.20) p=g(z1,...,2p +Z(a,—1) |a )

onde +L da a‘%xilog z; se simplifica para B;z;logz; por ser g(-} linear ou

quadratica nos z;’s. Os ajustamentos dos dois modelos = By + 3 0_, Bix;
ep=05+3 0 Blai+ 3% viz;log z; produzem as estimativas ﬁ,,ﬁ i =
0,....pe ¥, =1,...,p e, portanto, estima-se os «;’s por &; = "}’i/,@i + 1.
Este procedimento deverd ser repetido para as novas varidveis explicativas
zi=zx%, i=1,...,p, até a convergéncia.

Ramsey (1969) desenvolveu ainda vdrios testes de adequagio da com-
ponente sistematica do modelo normal-linear. A inadequagio desta compo-
nente pode ser devida & omissio de uma varidvel explicativa importante ou

a nao-inclusao de funcdes das varidveis no modelo.
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U teste aproximado de H: a componente E(y) = la 4+ X3 ¢é ade-
uada, onde (1 X) tem posto completo p e admite-se que 17X = 0, isto
é, as varidveis explicativas estdo centradas, segue da regressio dos residuos
r = y — fi obtidos com o ajustamento de (1 X) a y, sobre a matriz formada
por poténcias dos valores ajustados @ = (2 4 @), onde O é o vetor
da {-ésima poténcia dos valores ajustados fi;'s.

Cada elemento de () ¢ subtraido da média da coluna correspon-
dente para formar @ e calcular CTC e CTr em CTC = QTQ -
(QTX)(X TX)"HQTX)T e CTr = QTr. ‘Estas duas expressées permitem
obter Sy = (CTr)T(CTC)~1(CTr), que representa a soma dos quadra-
dos explicada pela regressio de r sobre C' = (I — H)Q, sendo aqui
H=n"1117T + X(XTX)7' X7, e dai a estatfstica '

| (2.21)7 F={(n-p-3)5/3(51 — S2), |

onde §; =rTr, O teste de H compara (2.21) com a distribuicio Fj (pp-3)-

Se F' é significativo a componente sistemética em H mostra-se inadequda.

§2.7 ’I‘éstes de normalidade e homocedésticidade

Nesta secio alguns testes sdo apresentados para verificar 1_101;111a1idade e
homocedasticidade dos dados ao se adotar o. modelo cldssico de regressao.
Um estudo detalhado desses testes pode ser encontrado nos Capitulos 8§ e
9 de Wetherill et al. (1986) e nos artigos aqui citados. Todos esses tes-
tes sé sdo validos supondo observagbes independentes e identicamente dis-
tribuidas, mas podem ser aplicados, como meras aproximagées, aos residuos

da regressao, pois estes ndo sdo independentes.
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Sejam t; = (y; — j1;)/s(1 = hii) /2, como definidos em (1.12), os residuos
studentizados daregressio ¢ f(1), {(a),. .., I(,) 0s seus valores ordenados cres-
centemente. Seja m; o valor esperado da i- ésima estatistica de ordem em
n normais reduzidas. Aproximadamente

(2.22) m; = $1 (E—T;EE) .

Portanto, um gréfico de #(;; versus m; préximo da 12 bissetriz é um indica-
tivo de aceitagdio da hipdtese de normalidade H.

Umn teste analitico é baseado na estatistica (D’Agostino, 1971)

(2.23) p? = iz bitl”
E?zl(yi _g)z

onde b; = [i — (n+1)/2}/n/2, que equivale & razio de duas estimativas de
o”. Segundo H, D? tem distribuicio que independe de o2, Valores de D
préoximos de zero sugereimn rejeicao de H. .

Demonstra-se que os dois primeiros momentos (1} e u2) e os coeficien-

tes de assimetria () e curtose (v2) de D tém as séries assintéticas
py = 0.2821 — 0.0705/n + 0.0088/n2 4 0.0110/n° — 0.0029/n%,
w5 = 0.0009/n — 0.0005/n% — 0.0050/n° + 0.0031/n%,
71 = —8.5836/v/n + 33.8083/n/n — 63.0418/n/n,
Yo = 114.7320/n — 961.4588/n2.

Estas expansbes permitem determinar o ponto critico d, de D em relacdo

ao ponto critico z, da N(0,1) na férmula de Cornish-Fisher

do = p) + /112 {22 + %(zi - 1)
2
T2, 3 M 5.2
2.24 e _ _n _ )
( ) +24(za 320) 36 (2za 520‘)}

80



O teste bilateral da hipétese de normalidade H ao nivel « é realizado
calculando d, 0 € dy_ /0 sendo a regido de rejeicio de H dada pelo intervalo
(daja, di—apa)-

Um teste de normalidade mais sitnples, alternativo ao anterior, é ba-
seado na assimetria e curtose dos residuos padronizadoes. Calculam-se os

. ’ — n N I os 7 L
momentos centrais dos residuos m, = n~1 5, (t; ~ )", é o residuo médio

amostral, e os seus coeficientes amostrais de assimetria /0 = mg/ mg,/ Ze
curtose by = my /m3 — 3. Espera-se que by e bs sejam prdximos de zero se os
dados forem normais. A estatistica S = n{b;/6 + 03/24} (Bowman ¢ Shen-
ton, 1975) segundo H tem distribuigio assintdtica x3. Entdo, se § > x3{a)
H é rejeitada.

O objetivo agora é testar a hipétese de homocedasticidade dos dados.
Violagdes desta hipétese deve-se a dados representativos de médias ou com
variancias que dependem da média ou de varidveis explicativas, ou é de-
vido ao mecanismo gerador dos dados ou ainda a presenca de observagoes
aberrantes. -

Graficos dos residuos versus covaridveis (possivelmente associadas com
heterocedasticidade) sio usualmente eficazes para rejeitar H quando se de-
tecta que residuos ou as suas varidncias estio variando comn a escala adotada

10 eixo horizontal. Um teste analitico de H é baseado na estatistica

PN )i
i (B — T Z?=1(7'? —7r?)

(2.25) ¢ =

onde r; = y; — [i; e 72 é a média aritmética dos 3.
A hipétese de homocedasticidade é rejeitada ao nivel de significncia
o se ¢ > xi(a).

Caso haja interesse em testar heterocedasticidade especifica a uma
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combinagio de varidveis wy, ..., w, utiliza-se a estatistica {Godfrey, 1978)
1 -
(2.26) G = §fTI-V(WTW)-1WTr,

onde W = (1,w,...,wy), ¥ = (F1,...,7n)T com¥; = n(y;—ji;)/ Yo (-
£:) — 1, que tem distribuigio assintética xﬁ. Nota-se que 2G é a soma dos
quadrados devida & regressio de # sobre W. A matriz W pode ser um

subconjunto de varidveis explicativas de X.

§2.8 Anaélise de Dados em'Engenharia de Avaliagoes

A Engenharia de Avaliagbes utiliza essencialmente o método comparativo,
pelo qual o valor de um bem é obtido por comparacio com outros de carac-
teristicas similares. Ocorre que, apés a coleta dos elementos de referéncia,
o avaliador estd geralmente de posse de uma amostra alcatéria formada por
dados de caracteristicas heterogéneas, sendo imprescindivel a sua homoge-
neizagdo para aplicagio adequada do método comparativo. Observa-se no
Brasil, que a grande maioria dos profissionais que atuam neste ramo, tém
aplicado esta pratica sem os cuidados necessdrios, utilizando-se de fatores
empiricos e ponderagdes de ordem subjetiva, o que implica numa sensivel
perda do nivel de precisio dos seus trabalhos.

Um caminho para resolver a grande maioria dos problemas em En-
genharia de Avaliacdes ¢ a utilizacio de modelos de regressio. A Tabela 2.1
apresenta os dados de 50 lotes urbanos, situados nos bairros de Casa Forte,
Torre e Iputinga da cidade de Recife, utilizados pela Caixa Econdmica Fe-

deral para avaliagdo de diversas glebas; a serem adquiridas para

82



Tabela 2.1: Dados de terrenos em trés bairros da cidude de Recife com as -
caracteristicas: T = testada, P = profundidade, N = natureza do evento,
C = contemporaneidade, U = nivel de urbanizagio, Ry, R, B3 = loca-

lizagio e V = valor por m” do terreno.

T P N C U R R Ry V
19 30 0 31 6 1 0 0 2,982
17 29 1 22 7 1 0 0 2.695
36 20 0 32 6 1 0 0 3.831
10 20 0 26 4 1 0 0 2250
12 3 1 25 6 0 1 0 3.588
11 31 1 20 7 0 1 0 1.261
10- 30 1 14 8 0 1 0 1.587
15 20 0 31 4 0 1 0 2.667
10 30 0 31 4 0 1 0 3333
13 36 0 31 6 0 1 0 4.273
16 34 0 52 7 0 1 0 29.9%
9 52 1 27 8 0 0 1 4.288
24 39 0 31 6 0 0 1 7.478
15 82 0 31 8 0 0 1 10.339
36 39. 1 3 6 0 0 1 2.422
16 135 1 32 8 0 0 1 5.734
22. 22 1 39 7 0 0 1 4.019
40 233 1 50 8 0 0 1 16.094
14 84 1 42 8 0 0 1 9.267
16 33 © 54 8 0 0 1 32.567
17 27T 1 45 6 0 0 1 9.918
17 30 1 29 8 0 o 1 7.843
12 247 1 26 8 0 0 1 7.093
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17 21 0 5% 5 0 0 1 29.790
%5 37 0 3 5 0 0 32.258
24 30 0 44 5 1 0 0 4.047
14 2% 1 29 5 10 0 3710
12 40 0 44 5 1 0 0 6250
13 30 0 44 8 1 0 0 10970
14 2% 0 43 4 1 0 0 5.639
13 41 0 43 7 1 0 0 9259
0 25 0 4 7 1 0 0 10737
9 22 0 43 4 10 0 4.067
15 32 0 4 5 1 o0 0 5208
15 30 0 32 5 1 0 0 3.333
15 64 0 32 5 1 0 0 2083
6 29 0 8§ 5 1 0 0 2712
15 % 0 31 5 1 0 0 5333
14 24 1 23 7 1 0 0 3535
25 80 1 0 7 1 0 0 2.306
18 30 1 4 7 1 0 0  13.789
10 28 1 3 6 1 0 0 10.714
9 3 o 5 8 0 1 0 30476
4 3 0 57 3 0 1 0 28571
14 10 57 7 0 1 0 35211
9 25 0 57 4 0 1 0 14.846
15 66 0 57 6 0 1 0 15.344
6 25 1 4 7 0 1 0 8.040
18 23 0 54 5 0 0 1 24154
14 30 0 30 5 1 0 0 3333

implantacao do projeto Recife-Programa de Revitalizagdo do Rio Capiba-
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ribe. Esses dados correspondem aos valores unitérios dos terrenos coletados
em NCz$/m*(V), as suas respectivas caracterfsticas fisicas de testada efe-
tiva (T'), profundidade equivalente (P) e nivel de Urbanizagéo (V), a época
da ocorréncia da avaliagio {C), a natureza do evento que deun origem a
avaliagio (NV) e a localizagdo: Iputinga (R:), Torre (R2) e Casa Forte (Rz)
(Dantas e Cordeiro, 1989).

As varidveis T, P,C, U e V sio guantitativas e N, Ry, o e R varidveis
do tipo 0 — 1. O nivel de urbanizagio (U) é uma covaridvel variando de
1 a 8 que cresce com o nivel de beneficiamento existente na vizinhanga do
terreno; a natureza do evento () é 0 para ofertas e 1 para negociagdes; a
contemporaneidade (C') representa o nimero de meses ocorridos entre uma
data base e a efetivagdo da avaliagao; e a localizagio do terreno é dada pelos
valores de Ry, Ho e Rj.

Considera-se aqui que a varidvel resposta V' tem distribuicao nor-
mal. Uma outra distribuiciio para V serd proposta na Secio 6.9. Fa-
zendo a regressao de V sobre as demais varidveis independentes, obtém-se
a média ajustada (erros padrdes das estimativas dos parametros estdo entre

parénteses)

fi; = —15.760(6.130) + 0.179(0.091)T; — 0.020(0.020) F;
(2.27) + 0.517(0.071)C; — 3.394(2.140)V;
+ 1.381(0.705)U; — 5.999(2.168) Ry; — 0.536(2.350) Ry:.

Observar que a coluna de R3 é uma combinagdo linear de Ry e Ry e,
portanto, foi suprimida. Neste ajustamento SQRes = 1289.6, 5% = 31.45
e R? =0.72. Assim, 72% da variagao dos valores dos lotes é explicada pelo
modelo normal-linear. A Tabela 2.2 de andlise de variancia mostra que pelo

menos algumas das varidveis independentes do modelo realmente explicam
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a variagao dos valores unitarios dos terrenos, pois F = 15.76 excede por

larga margem o ponto critico F'(7,42) = 3.10 ao nivel de 1%

Tabela 2.2: Andlise de Varidncia do Modelo Normal-linear para V

Fonte : G.l. SQ MQ F
Regressao 7 3386.4 483.77 15.76
Residuo 42 1289.6 30.70
Total 49 4676.0

O grafico dos valores dos terrenos (V) versus as médias ajustadas () da
Figura 2.1, revela a inadequagio do modelo normal-linear para V, pois a
grande maioria dos pontos estdo mal ajustades, havendo 40 observacdes com
residuos em valor absoluto superiores a 2. Ainda, virias médias ajustadas
V(aquelas correspondentes as observagdes 2,4,7,15,27,39 e 40) sio negativas

revelando wma situagio impossivel de acontecer.
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Figura 2.1: Grdfico dos valores dos terrenos

versus as médias ajustadas.
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Propde-se entao um modelo de Box e Cox para esses dados. A trans-
formacgdo pode ser citida pelo método de Tukey descrito na Segao 2.6.
Acrescenta-se ao modelo original a covaridvel w = [ @ i e obtém-se
como estimativa do pardmetro « correspondente, ¥ = 0.0572, com erro
padrdo 0.0086, implicando no valor ¢ = 6.18, resultado superior ao ponto
critico da distribuicao # com 40 graus ao nfvel de 5% (2.23). Assim, al-
guma transformacio da varidvel resposta é necessaria sendo estimada por
A= 1-2{y = —0.084. Como este valor é préximo de zero, pode-se trabalhar
com a transformacdo logaritmica.

A transformacao a ser aplicada aos valores unitdrios dos terrenos pode
ser também determinada pelo método grafico de Box e Cox (Segbes 2.2 e
2.4).

Considerando a transformagao definida em (2.10), a Figura 2.2 mostra
o grafico da log-verossimilhanca maximizada L()\) = -7 log F2()) versus
A. Deste grafico se conclui que o maximo de L(A) ocorre préximo de A =
—0.1, correspondente a 13(—0.1) = —43.21, e praticamente coincide com o
valor encontrado pelo método de Tukey. Usando a expressdo (2.9) obtém-
se um intervalo de 95% de confianca para A como {}; L(A) > —45.13}, que
equivale a ~0.35 < A < 0.07, ¢ inclui a transformagéo logaritmica e exclui
a identidade.

A regressio da varidvel transformada log V' sobre as mesmas varidveis
independentes do modelo anterior, implica na seguinte expressao para as

médias ajustadas de log V' (erros padrdes entre parénteses).

E(log V) = — 0.780(0.433) + 0.013(0.006)T; ~ 0.991(0.001) P;
(2.28) + 0.056(0.005)C; — 0.193(0.151)V; 4 0.127(0.050)U;
— 0.479(0.153)Ry; — 0.291(0.166) Ro;.

A Tabela 2.3 mostra a analise de varidncia relativa ao ajustamento do
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Figura 2.2: Grdfico da log-verossimilhanga
mazimizada (vertical) versus o pardmetro de

transformacdo (horizontal).

modelo normal-linear para log V. A estimativa da variancia é 2 = 0.153 e
o modelo explica 84% (R® = 0.84) da variagio total dos dados, ocorrendo
um incremento de 12% com a transformacio da variavel resposta em relacio
ao modelo anterior.

As Figuras 2.3, 2.4 e 2.5 apresentam os graficos de logV; versus
E(log V;), dos residuos log Vi — E(log V) versus E(log V;) e dos residuos
ordenados versus os quantis da N (0,1}, respectivamente. Das Figuras 2.3
e 2.4 se constata que todos os residuos estio no intervalo (—1.0,0.75) e que
84% deles estdo entre —0.5 e 0.5 indicando condigbes favordveis ao ajusta-
mento. Os pontos na Figura 2.4 apresentam-se distribuidos aleatoriamente
e entdo aceita-se a hipdtese de independéncia e varidncia constante dos

residuos. Os pontos da Figura 2.5 estio bastante préximos da bissetriz do
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12 quadrante e indica que a distribui¢do normal para log V' parece razodvel.

As Figuras 2.6 « 2.7 correspondem aos graficos dos elementos h;; da

diagonal da matriz de projecio H versus as médias ajustadas e da es-

tatistica de Cook C; =

{log Vi — Elog V))}2hy /(1 —

¢ das observagoes, respectivamente.

% ’ .
hi;)® versus o indice

Estes graficos servem para detectar

pontos influentes no modelo adotado. Da Figura 2.6 nota-se que nenhum

elemento da diagonal da matriz “hat” é superior ‘a p/n, lStO é 0.16, e por-

tanto, nao deve haver pontos influentes.

Tabela 2.3: Andlise de varidncia do modelo normal-linear para log V.

Fonte

G.lL

5Q

MO

F

Regressao
Residuo

7
42

3971
6.43

4.67
0.15

31.13

Total

49

39.14
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Como a hipétese de logV normal foi aceita, V tem distribuigio log-
normal de média exp{E(log V;) + 5-0.15}, que com o uso de (2.28) reduz-se
3 expressio
(2.29} ,

fi; = 0.494 1.013% 0.999% 1.057% 0.824™ x 1.135Y 0.619% 0.748%.

A férmula (2.29) podera ser usada para estimar os valores por m? de
novos terrenos na area abrangida pela pesquisa. De (2.29) observa-se que os
valores dos lotes crescem de forma diretamente proporcional & testada, ao
nivel de urbanizagio e ao tempo; decrescem com o aumento da profundidade
equivalente, e 80 mais Valorizados no senﬁido Iputinga, Torre e Casa Forte.
Verifica-se ainda, que, em média, os terrenos sio negociados por 82.4% do
valor de oferta inicial, a taxa de valorizacio territorial no perfodo pode ser
estimada em 5.7% a.m., os valores unitarios crescem de 13.5% a cada nivel
de urbanizagdo e sdo em Iputinga e Torre, 61.9% e 74.8% dos valores de
terrenos similares em Casa Forte, respectivamente. Todos ‘estes resultados
sao bastante coerentes com a crenga a priori que se tinha desses efeitos.

A varidncia de V; pode ser encontrada por Var(V;) = 0.188exp(2u;)
com ; estimado de (2.29). _

A Figura 2.8 mostra o grifico dos dados originais (V) versus as
médias ajustadas obtidas da expressdo (2.29). Os residuos padronizados
(Vi — ,&i)/T?ar(V,;) versus médias ajustadas sido apresentados na Figura
2.9. Estas duas figuras indicam a adequagiio do modelo log-normal para
V. Com a exceglio da observagdo 44 todos os residuos estdo no intervalo
(—1.65,1.65), com 38 pontos em (—1,1). _ L

Este exemplo ilustra as potencialidades do modelo de Box e Cox em

situagdes onde as hipdteses do modelo normal-linear nio sio satisfeitas.
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§2.9 Exercicios

1. Aplicar o processo de estimacio de Box e Cox {Secdo 2.2) para estimar

os parametros da transformagao

_ [+ Ag)M —1}/Xy se Ay #£0
)= { log(y + Az2) se A = 0.

2. Ajustar um modelo de Box e Cox aos dados do volume V de 4rvores
de cereja preta em termos da altura A e do didmetro D (Ryan et al.,
1985) apresentados abaixo

8.300 11.200 13.700 17.900 8.600 11.300 13.800
70.00 75.00 71.00 80.00  65.00 79.00 64.00
10.30 19.90 25.70 58.30 10.30 24.20 24.90
18.00 8.800 11.400 14.000 18.000 10.500 11.400
80.00 63.00 76.00 78.00 80.00 72.00  76.00
51.50 10.20  21.00 34.50  51.00 1640  21.40
14.20 20.600 10.700 11.700 14.500 10.800 12.000
80.00 87.00  81.00 69.00 7400 83.00 75.00
31.70 77.00 18.80 21.30  36.30 19.70 19.10
16.000 11.000 12.900 16.300 11.000 12.900 17.300
72.00 66.00 7400 77.00 75.00 85.00  81.00
38.30 1560 2220  42.60 18.20 33.80  55.40
11.160 13.300 17.500
80.00 86.00  82.00
22.60 2740  55.70

O <O < de <0 <0
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10.

Os dados a seguir correspondem & drea de um pasto em fungao do

tempo de crescimento. Ajustar um modelo de Box e Cox aos mesmos.

AREA 803 10.80 1859 22.33 39.35 56.11 61.72 64.62
TEMPO 9.00 14.00 21.00 28.00 42.99 57.00 63.00 70.00
AREA 67.00

TEMPO 79.00 . °

. Obter uma férmula aproximada para a varidncia de X (Scgdo 2.4) in-

vertendo a matriz de informagio particionada em 3, o e A

. Aplicar o teste de transformagio das varidveis explicativas desenvolvido

na Secdo 2.6 para estimar o € ap considerando a média do volume V '

do Exercicio 2 expressa por p = ﬁg + 1A% 4 3, D¢ Estimar tambem ,
os B’s.

. Aplicar o teste de Ramsey (Segao 2.6) para venﬁcar a adequagao do

modelo E(V) = fo + A+ 82D para os dados do Exercicio 2.

. Aplicar os testes de normalidade e homocedasticidade aos valores

unitédrios dos terrenos da Tabela 2.1

Para os dados analisados na Segao 2.8 propor um modelo Box e Cox
supondo que a testada e a profundidade dos terrenos sao covaridveis
medidas na escala logaritmica, como sugerido pelas normas brasileiras
5676. Verificar a adequagﬁo do modelo.

Verificar a existéncia de observacbes influentes no conjunto de dados
do Exercicio 2 usando o método descrito na Secio 2.5.

Analisar os dados do Exercicio 5 da Segdo 6.10 através de um modelo
de Box e Cox.
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CAPITULO 3

MODELOS PARA ANALISE DE DADOS
CATEGORIZADOS

§3.1 A Distribuicao de Poisson

Os modelos para andlise de dados categorizados representando freqiiéncias
sdo baseados na distribuicio de Poisson. Esta distribuicio pode ser dedu-
zida teoricamente por principios elementares com um minimo de suposigoes.
Além de descrever dados experimentais representando contagens, ela pode
modelar o nimero de eventos em qualquer intervalo de tempo fixado, desde
quie estes ocorram aleatoriamente e independentemente no tempo com taxa
de ocorréncia constante.

Aqui sdo citadas algumas propriedades da distribuigio de Poisson. Em
3.2 0 modelo multinomial é introduzido. A inferéncia sobre o parimetro
da distribﬁigélo de Poisson 6 considerada na Secio 3.2. As classificagdes
unidimensional e bidimensional séo tratadas nas Secdes 3.4 e 3.5, respecti-
vamente. Os modelos log-lineares hierdrquicos siio introduzidos em 3.6. O
algoritmo de ajustamento dos modelos log-lineares e testes de adequacio
sdo desenvolvidos em 3.7 e 3.8, respectivamente. Finalmente, na Segio 3.9,

dois exemplos de andlise de dados reais sdo apresentados.
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Uma varidvel ¥ tem distribuigio de Poisson cotn pardmetro p(Y ~
P(p)) quando

(3.1) P(Y=y)=“y—,y=0,1,....

A fungdo geratriz de mox%;entos da distribuigio de Poisson iguala

(3:2) M(t; 1) = exp[u{exp(t) — 1}]

e 0s seus momentos centrais seguem a lei de recorréncia com u = E(Y) e
o =1
Opir
Brg1 = Tpptroy + pp—m—y 7 2L
T a‘u
Em particular, Var(Y'} = po = p, pta = pt e pta = p+ 3p%. Quando g — oo

a vari4vel padronizada (¥ — p)/u'/? converge em distribuigio para N(0,1).

A funcdo de distribuicdo de ¥ pode ser aproximada por
P(Y <y) = ®{(y +0.5— u)/u'?},

onde ®(-) é a distribuigio -acumulada da N(0,1). O fator 0.5 é conhecido
como corre¢io de continuidade. Uma aproximagao mais razodvel é dada
por P(Y <y) =1- &(z), onde '

u O\ 1
- ~1/2 - —_—
z=3y+1) {(y-{-l) 1+9(y+1)}'

A distribuicio acumulada da Poisson pode também ser expressa em

termos da acumulativa da qui-quadrado

(3.3) P(Y < y) = P(ye1) > 20).
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De P(Y =y +1)/P(Y =y) = p/(y + 1), nota-se que P(Y = y) cresce
com y até o maximo correspondente a y* = [p], maior inteirc menor ou
igual a y, ou a dois maximos correspondentes.a Yr=p—ley*=psepé
um inteiro, e depois decresce com y crescente.

A expansdo de Cornish-Fisher, com Z = (Y — p)p~1/2, é dada por
| . 1 ] ‘ ‘_1/0 1 3 -1
(3.4) Z - E(Z‘ - Dp= " + %—(TZ -Zp~,

sendo aproximadamente N(0,1). Uma aproximacdo mais simples é consi-
derar 2V'Y ou 24/Y + 3/8 como N(O, 1). |
Probabilidades individuais de Poisson podem ser calculadas, aproxima-
damente, por P(Y = y) = ®(y4) — P(y-), onde gy = (y — p + 0.5)u~1/2
ey. = (y— p—0.5)u"2 A soma dessas probabilidades individuais pode

Ser expressa por °
.. 1 .
(35) Py Y <o) = ®(23) - &(z1) + -6(2W#)‘1’2{H(22) — H(z)},

onde H(z) = (1 — 22)exp(—22/2), z1 = (jn — p— 05)p~ /2 e 20 = (y2 -
i+ 0.5)u~12,

0O modelo de Poisson desempenha na analise de dados categorizados o
mesmo papel do normal na andlise de dados continuos. A diferenca fun-
damental é que a estrutura multiplicativa para as médias do modelo de
Poisson é mais apropriada do que a estrutura aditiva das médias do mo-
delo normal. Tem-se constatado, na andlise de dados categorizados, que a
média p pode ser expressa como um produto de outras médias marginais,
que se tornam os pardmetros lineares do modelo quando se adota a escala
logaritmica para g. Por exemplo, independéncia de dois fatores numa ta-

bela de contingéncia » x s equivale ao modelo p;j = pigfitj/ 4+, com a
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notaciio usual para a soma de indices, e isto implica que o logaritmo de p;;
& igual A uma estrutura linear formada pelos efeitos principais dos fatores

sem a interagao.

§3.2 O Modelo Multinomial

Sejam Yi,...,Y, varidveis independentes com cada Y; tendo distribuicao
P{u;), i=1,...,r. Usando a funcio geratriz de probabilidades demonstra-
se, facilmente, que Y Y: ~ P(TI_; p). Considera-se a distribuigao
conJunta. de ¥3,.. Y condicionada ao total de observagoes 2:— Y= y+

Tem-se
P(1 =y1,...,Y,. =y, | Z:Y' =)

= migrer ) { () " e Tt}

com 0s somatérios e o produtério variando de 1 ar. Definindo p; = pi/ 3015

vem
(3.6) PYi =y, Yo =yr) = —y-np, ,

o que resulta na distribuiéz"xo multinomial de indice y; e probabilidades
Plse-v s Pre

Quando r = 2, a distribuigdo de Y; condicionada a i + Y = y4 €
binomial com indice ¥4 e probabilidade p1 /(1 + p2)-

Este resultado de que a distribuigio multinomial pode ser deduzida da
distribuigio conjunta de varidveis de Poisson independentes condicionada
ao total observado, mostra a equivaléncia do modelo de Poisson para as
freqiiéncias com o modelo de resposta multinomial para o estudo de pro-

porgoes.
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§3.3 Inferéncia Sobre o Parametro da Distribuicio de
Poisson

Admite-se que ¥, .+, Yy sio independentes com cada varidvel tendo dis-
tribufig!iio P(p). Seja Y = 30_, Y,/a a média e ¥ o seu velor amostral.
A normalidade assintética de (Y ~ p)/p!/? implica que (¥ — p)(r/p)*/2
converge em distribuigio para N (O,‘l) quando r é fixoe pu — 0. Ainda,
de acordo com o teorema do limite central, (Y — p)(r/u)'/? converge para

N(0,1) quando y ¢ fixo e r — co. Assim, para  grande ou p grande
(3.7) PUT = ufr/u< 25} = (1 e,

onde @(24/2) = 1 — /2. Os valores de & que satifazem a expressio (3.7)
constituem um intervalo de 100{1 ~ «}% de confianga para p, cujos limites
530
= g2 \1/?
—_ 2 Yy af2
U+ z5p0/2r £ 25/2 (; + —41_—2) .
Para r grande esses limites reduzem-se a § & 2,2 (7/r)*/2.

A log-verossimilhanga como fungdo de p supondo os dados yy,...,7.

iguala

L{p) = rylogp — r/u— ) logy,

implicando que Y é suficiente para g. Ainda OL{u)/dp = r(§ — u)/u e,
entdo, Y é o tnico estimador de y nio-tendencioso e de varidncia minima

pir.
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Uma maneira alternativa de encontrar um intervalo de confianga para
p baseia-se no fato de 3 °;_, ¥; ~ P(rp). Os limites inferior p'e superior &

para it seguem de

exp(—rp) Y (rp)¥/y! = &/2

y=ny

exp(—7) 3 0B/t = o2

y=0

Usando (3.3) vem

1 4 __ 1
(3.8) B = 5o Xorga/2 B = gxg(rgﬂ),l-a/zs

que s#o calculadoes através da interpolacio na tabela x? central.

§3.4 A Classificagao Unidimensional

Considere que n unidades de uma populagao sio classificadas em r cate-
gorias que podem representar diferengas qualitativas ou quantitativas ou
uma ordem natural de classificagio. Uma unidade selecionada ao acaso
na populagio tem probabilidade p; de estar na catégoria i, 1 =1,...,r
Seja Y; a freqiéncia de unidades classificadas na categoria ¢. Supondo que,
Yi,..., Y, s8o varidveis de Poisson independentes associadas as categorias
com pardmetros fi,..., (7, respectivamente, a distribuigio de Y;,...,Y,
condicionada a Y7, 'Y; = n, como visto na Secdo 3.2, é multinomial de

indice n e probabilidades p; = g1 /n,...,pr = i /7.
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J Seja a hipétese de homogeneidade de médias H: piy = --- = pt,, = paser
testada contra A: y; nio é constante. Supondo H verdadeira, a distribuigao
conjunta de Yi,...,Y, condicionada a Y ._,¥; = n ¢é uma multinomial
simétrica com p; = 1/r, i = 1,...,7, e a freqiiéncia média Y=Y, Y/r
é uma estatistica suficiente para o valor comum g das médias. Ainda, neste

caso, a distribuigdo da estatistica
(3.9) X?=>(Y;-Y)P/Y
i=1

condicionada a Y, independe de p, dependendo somente de n € r.
Salienta-se aqui que no estudo de dados categorizados normalmente
ocorrem dois tipos de situagoes assintéticas: a 12 quando p é fixoen — o
e a 22 quando n permanece fixo e gt — 0,
A distribuigio de X? condicionada a Y converge para x%_; quando
n — oo com os dois primeiros momentos exatos expressos por E(X? |Y) =
r—1weVar(X?|Y)=2(r - 1)(1 —n~1). '

Esta estatfstica X? é um caso especial da estatistica de Pearson

X2 = Y (0—e)?/e, onde ofe) representa a freqiiéncia observada. (esperada),
comumente usada para testar a adequagio entre os valores esperados se- -
gindo uma hipétese ¢ os valores observados. Como X?2/(r — 1) representa o
quociente da variancia amostral pela média amostral, o valor de X2/(r —1)
serd aproximadamente um se a amostra for proveniente de uma unica dis-
tribuiciio de Poisson mas ird exceder 1 se os Y;'s tiverem distribuicoes de
Poisson diferentes ou mesmo uma nica distribui¢ao de Poisson mista.

O teste de H versus A pode também ser baseado na razdo de verossi-

mithanga

(3.10) Y?2=23 Yilog(Y:/Y),
i=1
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assintoticamente cquivalente a X?. Esta estatistica ¢ um caso bem simples
da forma (3.28) 23 olog(o/e) a ser tratada na Secdo 3.8. Por sua vez
esta ltima expressio ¢ um caso particular do desvio do modelo d(, P:ussonu
obtido da férmula geral (6.6). o o C

Considera-se agora wma rbpalametuza(;a.o das médias dos Y's: ,5

log ,ur e 3; = log(,u1 / ,ur) para i = 1,. ,1‘. Assm1 a medla de Y ﬁca

eXpressa por

@1) . lgpi=fS+8i
Observar que a 111p0tese de 11omobene1&a.de pode ser colocada na f01ma

H:B;=0i=1.:"r—1jdque . =0."

Nesta parametrizagé,o a distribuicio conjunta dos Yi’s é dada por

exp{e™® > ety B+ > v} /My

i

e, portanto, a sofna. i Yi e as freqiiéncias individuais Y¥i,...,Y, sdo es-
tatisticas suficientes para e B1, ..., Br, respectivamente. As estimativas de
méxima verossimilhanga das médias sio iguais is freqiiéncias corresponden-
tes, pois o modelo ¢ saturado. Entdo, maximizando a exponencial anterior
vem as estimativas 3 = logy, € 3; = log(y:/y-). O modelo (3.11) é satu-
rado (néimero de parmetros igual ao nimero de observagoes) e, portanto,
ft; = y; de onde se obtém diretamente as expressoes de B e dos Bi's

A distribuicdo conjunta de Y7,..., Y, condicionada a

> ¥i=n
i=1

claramente é multinomial e ndo envolve o parametro

B r o nlexp(>_ yiBi)
PYi=yi,....Ye=1yr I;K“f“)" Tyl ey
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§3.5 A Classificagao bidimensional

Uma amostra de tamanho n ¢ extraida de uma populacéo e classificada por
cada um de dois métodos A e B, contendo r e s categorias, respectivamente.
Seja Y;J o rimero de unidades classificadas na categoria i deAde j de B. Su-
pondo que os Y;;’s siio varidveis independentes de Poisson de médias 1ij’s,
a distribuigéio conjunta dos Yj;’s condicionada a Ei,j Yij=né multinomial_
de indice n e probabilidades dadas por p;; = p;;/n. Adotando-se a se-
guinte parametrizagio log pirs = B, Bf* = log(pis/trs), B = log(ttrj/tirs)
e B4R = log(pi; [ pisttri), obtém-se o modelo

(3.12) log uij = 3+ B + BF + BAZ,

parai=1,....,rej=1,..,s5. Notar que 82 = 82 = 0 e BAB = 0 para
i=1..,repfif=0paraj=1,..,s

Os modelos (3.11) e (3.12) expressam uma estrutura linear para os
logaritmos das médias de varidveis de Poisson, denominados modelos log-

lineares, os quais sio representados de uma forma geral por

P
(3.13) logpi =B+ _z:;8;
i=1
onde os ;s sdo 0’s ou 1’s.
Estes modelos usados na andlise de dados categorizados, que represen-
tam contagens em classificagdes denominadas de tabelas de contingéneia,
tiveram grande desenvolvimento na década dos 70, principalmente, na Uni-

versidade de Chicago. Os seguintes livros: Bishop, Fienberg e Holland
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(1975), Haberman (1974, 1978a,b), Fienberg (1980) ¢ Plackett (1981) apre-
sentam a teoria dos mcdelos log-lineares. Presentemente, eles sdo estudados
dentro do contexto dos modelos lineares generalizados {Capitulo 6), pois sdo

um caso especial destes modelos,

O modelo (3.12) tem um parametro ﬂ,r - 1 parametros relativos ao
método A (B's), s — 1 parametros relativos ao método B (ﬁf 's) e (r —
1)(s — 1) parimetros associados aos dois métodos (B4AP’s), totalizando
rs parametros independentes, mesmo ndimero de médias desconhecidas,
sendo portanto saturado. As estimativas de maxima verossimilhanca des-
ses pardmetros sio B = logyrs, B = 10g(yis/Urs)s AP = log(ynr; /y,:s) e

B = log(yi;yrs/Yisyr;) parai=1,...,7 ¢ j = 1,...,5. Quando o modelo
log-linear é saturado as estimativas dos pardmetros ém=(3.13) sio obtidas
diretamente das expressdes que formam a parametrizagdo arbitraria das

médias, pois as freqiiéncias esperadas sdo iguais as observadas.

De maneira andloga & Secdo 3.4 verifica-se, facilmente, da distribui¢do
conjunta dos Y;;’s reparametrizada nesses 8’s, que a freqiiéncia total Y4,
as freqiiéncias marginais totais Yi+'s e Yi;’s e as freqiiéncias individuais

~ rl 3 - ~ 4
Y;;’s sdo estatisticas suficientes para os parametros 3, B{V's, 3%'s e BAB's,

respectivamente.

O objetivo usual no modelo (3.12) é testar a hipétese de que os métodos
de classificacio A e B sio independentes, isto é, testar H:p;; = piyP4j, ou
equivalentemente, H: jt;; = piy pi45/fi++ para todo par (i,7). Na repara-
metrizacio esta hipdtese fica expressa por H: ‘-4-5 = 0 para todo par {%,j).
Para se fazer inferéncia sobre os parametros ,GAB ’s que medem a associagao
entre os metodos A e B, trabalha-se com a distribuigao conjunta dos Yzj s

condicionada a Yip =9i¢ (G =1,...,7) e Yaj=v4; (= 1,...,9).
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Demonstra-se facilmente que

Flyists | yiats, o515, B35 1s)
-1
_exp(Y; v 85°) Z exp(; ; ¥ii85")
IL 5y5! ; I 5!

Yi;s

(3.14)

onde Ey,‘ s Tepresenta um somatorio para todos os valores possiveis dos ¥; ;1S
LT . . .

satisfazendo 7. vy = yir € 3, ¥ij = Y4 A densidade (3.14) é bastante

trabalhosa de ser calculada requerendo programas de computador. Quando

H ¢ verdadeira, isto ¢, todos os ﬂAB ’s nulos, (3.14) reduz-se a

(3.15) ' Fyists | yivts, Y4415, 0) = —1_'1 &#

implicando ainda E(Y;;) = YieVuaj/n e Cov(Yyj,Yie) = nz(n 1)(&,m -
Yi+)(85en — y4e), sendo 6;; o delta de Kronecker. Quando r = s = 2 2
densidade (3.14) é denominada hipergeométrica generalizada (vidé Secio
4.2), pois segundo H se reduz & distribuicio hipergeométrica.

Seja AP = (84%) uma matriz (r - 1) x (s — 1} cujos elementos sdo
os parametros desconhecidos da distribuicio condicionada (3.14). Define-
se por 48 a estimativa de maxima verossimilhanga condicional de 548
basecada em (3.14). Pode-se demonstrar que as equagoes para determinar

B42 sio expressas na forma

Yi; = E(Y;J;ﬁAB) = m(léAB:yi'-I'-’s’ y-}'_‘f"s)

para i = 1,...,r e j = 1,...,5. As funcdes m(BA8, yii1s, ys;18) dos
parametros desconhecidos e das freqiiéncias totais marginais sio bastante

complicadas. A solugdio 547, quando existir, é tinica e pode ser obtida por
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otimizagdo numérica usando o procedimento do simplex (Nelder e Mead,
1965).
A estimagio incondicional de BAB é bem simples sendo expressa por

3.16 ‘{4‘- = lo YizYrs
(3.16) B &( viai J’_J)

parai=1,...,rej=1,.
Uma vez estimado ﬂAB as médias sio univocamente dete1m111a(las re-

solvendo o sistema de 7s’ equagoes

(317) : | Z#’L‘P(ﬁ ) = Yigs 1= 1 sy Ty
' (318) Z#U(ﬂAB)=y+J7 .?= 1:"'.,'93
N11(3'4B)#rs(/3AB)
(349 m&mm%mwa}ﬁ

parai=1 ... r—-lej= 1,...\,3:‘—- 1.

Além da cstimacio de 848 é de interesse pratico o teste de H: 848 =
BAB versus A: 345 o EAB, onde BAB é uma matriz esp;eciﬁ'cada. de asso-
clagao entre os métodos A e B.

Inicialmente deve-se calcular de (3.17), (3.18) e (3.19) as estimativas
das médias para 848 = B*7  isto &, ‘U;‘J‘(EAB), i=1,...,rej=1,...,8
O teste de H versus A pode ser baseado em qualquer uma das estatisticas
seguintes, que tém distribuicio assintética x(zr_l)( s_i), '

X2 =3 fwss ~ 1B ) (B0

= 22'3},3 log{ng/ﬂ:J(ﬁ )}

vJ
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A hipétese nula mais fregiiente é a de independéncia H:p48 = 0,

existindo wma forma explicita pata as estimativas das médias segundo H

(3.20) 1i5(0) = 'y”nﬂ
Regides de conflanga para 34# podem ser construidas da aproximacio
x'("r__l)( s—1) bara X2 ouY?

"~ Toda a teoria das Segdes 3.4 e 3.5 pode ser generalizada para clas-
sificagées multidimensionais, embora com maior dificuldade na 4lgebra e
na parte computacional (Plackett,1981, Capftulb 7). Na secio seguinte
apresenta-se uma parametriza¢do dos modelos log-lineares, encontrada na
andlise de variancia de experimentos fatoriais, que permite com maior faci-

lidade, estudar a teoria para classificagdes multidimensionais.

§3.6 Modelos Log-lineares Hierdrquicos

Considere o modelo log-linear (3.12), discutido na Secao 3.5, para a classi-
ficacio de dois fatores A e B com as seguintes restri¢des sobre os frs, usadas
comumente na andlise de varidncia: 8§ = 0,88 = 0,845 =0, i=1,...,r
e ,B_ff =0, j=1,...,s. Estemodelo é saturado, pois inclui todos os termos
possiveis e, entdo, as estimativas dos (/s sdo diretamente obtidas de (3.12)
por somas simplesemie j, = L ;5108 yijs B = 1 ¥ log yis ~B,BF =
X ilogyi; — B e Bij =logyi; - B— At - B

A Tabela 3.1 apresenta uma lista de alguns modelos log-lineares relati-
vos a classificagio bidimensional. O modelo 1 significa que uma observacio

tem a mesma chance de cair em qualquer cela, isto é, p;; = .
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O modelo 2(3) corresponde 3 hipétese de que todos os niveis do
fator B(A) sfo equiprovaveis dentro dos niveis do fator A(B), isto #,.
pi; = pig/s(ps; = p4;/7). O modelo 4 significa que A e B sio inde-
pendentes e é equivalente & hipbtese pi;; = piy prg; /Bt

Nesta tabela ndo foram incluidos modelos log-lineares do tipo log u;; =
8+ 64+ {J‘-B oulogp;; = B+ ﬁf + ﬂ;j-B . Estes modelos nao tém im-
portancia pratica. Os modelos log-lineares de interesse sdo denominados
hierdrquicos e tém a seguinte propriedade: se um conjunto T for constituido
por parametros /s iguais a zero, entdo, em qualquer outro conjunto

de pardmetros gerado por termos que contenham pelo menos

Tabela 3.1: Modelos log-lineares para a classiﬁcagéo bidimensional. Qs

nimeros de pardmetros independentes estdo entre parénteses.

Modelo " Descricéo
1 g (1) | A e B nulos
2 B+ ﬁf‘ (r) B nulo
3 B+ ﬁ;} (s) A nulo
4 B+BA+BF (r+s5-1) A e B independentes
) B+ B2+ ﬂf + ﬁf}B (rs) A e B dependentes

um termo gerador do conjunto T, todos os parimetros deverao ser iguais
a zero. Assim, o modelo log pi; = B8+ B + B#% ndo é hierdrquico, pois a
interagio 877 estd incluida sem o termo Bf estar presente.

Um outro exemplo de modelo ndo-hierdrquico é o modelo log ;i =
B+64+ ,BJB + ﬁkc -+ ﬁg}f € para a classificagio tridimensional em trés fatores
A, B e C sujeito s restrigoes usuais, pois a interagio BFC estd incluida

sem as 3 interacdes de 2% ordem desses fatores estarem no modelo.
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Todo modelo log-linear hicrdrguico corresponde a um conjunto minimo
de estatisticas suficientes, representado pelos totais marginais. Existem -
argumentos convincentes para considerar apenas os modelos log-linecares
hierdrquicos na analise de dados. Em particular, existe a conveniéucia com-
putacional das estimativas de MV e, mais importantemente, uma inter-
pretagao simples. . ‘

2 O algoritmo de ajustamento dos modelos log-lineares a ser apresentado .
na Se¢éo 3.7 ndo faz qualquer distingao entre um modelo nio-hierdrquico
ou hierdrquico. .

. Os modelos hierdrquicos podem. ser classificados :em duas classes: a°
12 cujas estimativas. jils estdo em forma fechada, e a 2% cujas estimativas s6
podem ser calculadas aj;x::;wl,-vés de técnicas iterativas.

. Os termos, nas expressdes dos ji/s em forma fechada, correspondem
a certos totais marginais, que representam estatisticas suficientes para os
par_éihetfos do modelo. .

Goodman (1970, 1973) estabelece que todo modelo hiéré@rquico, onde os
jirs tém forma fec}iada pode ser interpretado em termos de independéncia
incondicional e / ou condicional e equiprobabilidade, mas nos modelos, onde
os s ndo & tem forma fechada, esta interpretagao €, em geral muito dificil.
Algumas vezes é possivel transformar o modelo nao-hierarquico, associado
a uma tabela de contingéncia, em hierdrquico, através de permutacio das
celas. Regras gerais que permitem verificar se um modelo hierdrquico tem
/i em forma fechada sio dadas por Goodman (1971a. b) e Haberman (1974
Capitulo 5).

3.6.1 - Modelos hierirquicos possiveis para a classificacdo tri-

dimensional

Os modelos hierdrquicos possiveis para a classificagdao tri-dimensional
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de 3 fatores A, B e C podem ser divididos em 9 classes descritas a seguir.
Com a excegdo do mc.lelo sem a interagio dos trés fatores, todos os demais
modelos hierdrquicos tém os fi's em forma fechada.

Seja Yijr ~ P(utijr), o niimero de observagdes com A =i, B = j e
C=kondel<i<r,1<j<sel <k <t e utiliza-se da notagao usual
ikt = 254 Vijks Yis+ = 21 Yijk, €tC.

O modelo saturado é definido por

(3.21)  logpuije =B+ B + B + B + B4 + 84S + BRC + BLEC,

com as restrigdes usuais da andlise de varidncia 8 = g2 = ... = ﬁfﬁc =

ﬁ{_ﬁc = ﬁﬁfc = 0. Este modelo corresponde a 1# classe e tem-se fiijx =
Yijk- As estimativas dos fis sfo facilmente deduzidas do (3.21) aplicando
simples somas em %, j € k. Este modelo corresponde a hipétese de que todo
par de fatores varia com o nivel do terceiro fator.

A 2% classe é definida pelo modelo (3.21) com as restrigoes adicio-
nais ﬁgfc = { para todos os ¢,J,k, isto é, representa o modelo sem a
interacdo dos trés fatores. A média p;j, ndo pode ser dada como uma
fungdo explicita dos totais marginais pij4+, fitk © pejk. Para resolver as
equagdes de MV fiizy = Yij, flivk = Yitrk © fyje = Y450, 0 =1,..,1, J =
L,...,8, k = 1,...,%, onde ¥ij+,¥Yi+k © Y4jk SB0 as estatisticas suficien-
tes minimais, necessita- se de métodos iterativos. Este modelo pode, por
exemplo, ser interpretado como de interagio entre A e B, dado C, inde-
pendente do nivel de C, isto é, a razio do produto cruzade condicional
Hijefirgike [ ik gk independe de k.

A 32 classe contém 3 modelos que podem ser deduzidos do modelo
log piji, = B+ B+ B2 + BE + BA® + BAC por simples permutagio. Este
modelo é equivalente & hipétese que os fatores B e C sfo independentes,
dadoofatorA,istoé,P(Bzj,C=k|Ami)=P(B=j|A=
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DP(C =k | A=1i)ou pije = pigittij+/tip+. As estimativas sio dadas, em
forma fechada, por fii;x = YignYij+/Yit+, onde Yiqr € yi;4 sio estatisticas
suficientes minimais. Esta hipdtese de independéncia condicional é andloga
a correlagéo parcial zero entre duas varidveis, dada uma terceira varidvel,
num universo de trés varidveis normais.

A 42 classe também contém trés modelos do tipo log ;e = B +
Be + BF + 85 + B4E.  Este modelo equivale & hipétese que o fator
C ¢ independente do par (A4,B), isto é, P(A = i,B = j,C = k) =
P(A = i,B = j)P(C = k) ou pijk = pijepgprr/ttiss. As estimativas
fijk = Yij+Y++k/U+++ sdo fungdes explicitas das estatisticas suficientes
minimais yij4+ € Y4+k-

A 5% classe corresponde ao modelo log pijr = B+ B + ﬁJB + B¢ com
todas as interagdes nulas. Este modelo equivale & hipétese que os trés fa-
tores sdo independentes: P(A = 4,B = j,C = k) = P(A = {)P(B =
INC = k) ou pije = pisypipjptipri/i3 4. As estimativas fijy igualam
Yied Y+ Y+ +k /y;|'2_++, onde os termos do numerador sio as estatisticas su-
ficientes minimais.

A 6 classe tem 3 modelos obtidos de log pijx = B8+ A7 + 8F + BAC
por simples permutacio dos fatores; este modelo equivale a cada nivel de
B ser, igualmente equiprovével, dados A4 e C, isto é: P(B = j |A=1iC=
k) = s71. As estimativas de MV sio jiijr = yisrs/s.

A 7% classe também engloba 3 modelos do tipo log pise = B+ BA+B8E.
Este modelo equivale &s hipéteses P(A = 4,C = k) = P(A = )P(C =
ke P(B=j| A=1iC = k)= s e, portanto, que os fatores A e
C sdo independentes e, dados A e C, cada categoria de B ¢é igualmente
equiprovavel. As estimativas $80 fiijx = Yigq Ygtk/SYbir-

A 8% classe consiste de 3 modelos do tipo loguijr = B + B7; este
equivale & hipétese P(B = j,C = k | A = i) = (st)71, que dado 4, as
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combinagdes de categorias de B e C sio igualmente equiprovaveis. Tem-se
fije = Yip+/st.

A 9% e 1dltima classe é formada pelo modelo simples log p;;, = 3, isto
é, uma inica média ajustada aos dados. O modelo equivale a P(A =14,B =
7,C =k) = (rst)7!, isto é, todas as combinagdes de fatores sdo igualmente

equiprovaveis. Tem-se fi;jr = yy44/rst.

3.6.2 - Modelos Hierdarquicos para a Classificagao Multi-dimensio-
nal

Os modelos hierarquicos para a andlise de dados categorizados em uma
tabela de contingéncia multi-dimensional 7 X s X t X u... correspondente &

classificacio dos fatores A, B,C, D ... podem ser deduzidos do modelo sa-

turado, cujos termos sdo os seguintes: 3 (média global), 57, f’ ... (efeitos
de um fator), ﬁ{j—B ,B4C, ... (efeitos de dois fatores), ﬁf}f ¢ ﬂi’;‘-f Do, (efei-
tos de trés fatores) ,..., BAE P (efeitos de todos os fatores). Os modejos

hierdrquicos para esta classificagdo sio deduzidos do modelo saturado igua~
lando a zero alguns dos parametros que medem efeitos dos fatores principais
ou de interacGes dos fatores.

Se o modelo hierdrquico tiver os firs em forma fechada as estimativas
dos 315 serao diretamente obtidas da férmula do modelo pelas simples somas
nos niveis dos fatores.

Os termos de 12 ordem ou efeitos principais ﬁ;‘l,ﬁf ... refletem as
diferengas nas freqiiéncias marginais dos fatores. Os termos [3;3*5 , ﬂfk_c, e
refletem diferencas nas freqiiéncias das celas devidas as associagoes entre
pares de fatores. Os termos ﬁéfc,ﬂgfp ,... refletem associagoes entre
pares de fatores cujas intensidades diferem de acordo com o nivel do ter-
ceiro fator especificado. Os termos de ordem superior podem ser descritos

de forma analoga apesar de apresentarem, muitas vezes, dificuldades de
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interpretacio, e serem improvaveis na pratica.

O ntmero de modelos hierarquicos associados & uma tabela multidi-
mensional cresce geometricamente com o nimero de dimensées de tabela.
Apesar da existéncia de procedimentos do tipo “stepwise” (Secao 1.13) para
selecdo de modelos, informacGes a priori sobre a estrutura dos dados, sio

guias titeis na formulagio dos modelos.

Para tabelas de 4 dimensées existern 170 diferentes tipos de modelos.
Goodman (1970) determina que 113 modelos sio hierdrquicos e podem ser
classificados em 27 hipéteses diferentes, entre as quais 17 hipdteses tém

estimativas fi/s em forma fechada.

Nos modelos log-lineares hierdrquicos, é comum usar a notagio de
classe geradora, que comnsiste de todos os termos de ordem mais alta
que geram os pardmetros do modelo; estes termos, correspondentes a
certos totais marginais, representam estatisticas suficientes de dimensio
minima. Esta notagdo descreve, univocamente,, todos os modelos log-

lineares hierdrquicos.

A Tabela 3.2 apresenta alguns modelos hierdrquicos com estimativas
em forma fechada com seus niimeros de parametros independentes associa-
dos as classificacdes r X s X t x u de quatro fatores A,B,C, e D, onde 2
observagéo da cela (7, §, k, £) € yi;re. Para exemplificar, o modelo correspon-
dente & classe geradora AB, BC, D é log ke = B+ B+ ﬁf + B85+ 8P +
B;-‘}B + Bﬁcc. Os ntimeros de pardmetros sio facilmente obtidos da forma
fechada de fi;;xe.
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Tabela 3.2: Alguns modelos herdrquicos com forma fechada para classi-
ficagdo de 4 fatores A, B, C e D.

classe geradora estimativas numero de parametros
A,B,CD Yttt Vit +YtrbtYrrre/Yippy THs+Ei+u =3
AB,C,D Yijt+Yttit Yitre/Vipss rstttu—2

AB, CD Yijob Yokt [ Yokt re+tu—1

AB,BC, D Yijtt Yt it Ybtte/Yojtt Uttt TSHEIsHu—s5-1
AB,BC,CD  yijutlsibsVtke/YijrtYrths TSHSE+HIU—35—1
AB, AC,AD  Yijut¥ivktVitr+re/Yirts rs+rt4ru—2r
ABC, D Yijkt Yttt e/ Yo+ rst+u—1

ABC,AD Yijkt Yit+e/Yit++ rst+ru—71

ABC, ABD yijk+y,-j+g/y,-j++ rst4rsu—rs

§3.7 O Algoritmo de Ajustamento

O modelo log-linear foi definido na Secdo 3.5 e corresponde a

P
(3.22) Y ~ P(p), i =logpi= 3 zinfr,
r=1

onde as quantidades z;. podem ser varidveis explanatérias como na
regressde logistica (Segbes 4.4 e 4.5), ou bindrias restritas aos valores 0
e 1 como na analise de tabelas de contingéncia, e podem ainda ser uma

mistura de varidveis explanatérias e bindrias.
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Sejam y1,...,¥n as freqliéncias observadas em uma tabela de con-
tingéncia com p parametros associados. A log-verossimilbanca para os

parametros é dada por

T
(3.23) L(BY = [—ni +yilog p; — log ;)

=1

cuja derivada reduz-se a

AL(B)[0Br =Y (v — i) Tir
=1
A funcio escore L(3) /38, cujas componentes sio dadas pela expressio

anterior, é escrita como

(3-24) OL(B) /0B = XT(y— p)

e, portanto, as equagdes de maxima verossimilhanga para calcular os Bts

880
(3.25) XTh=Xy.

Inserindo logu; dado em (3.22) na expressao (3.23) verifica-se que
as estatisticas S, = Z?___l Y, v =1,..., p sao suficientes de dimensao
minima p para os parametros Srs. Sejam s,.,r = 1,...,p,.0s valores
observados destas estatisticas. As equagdes (3.25) podem ser escritas
E(SqB) = 8., » = 1,...,p, implicando que as estimativas sao obtidas
igualando os valores observados das estatisticas suficientes aos seus valores
esperados. Analogamente, quando os elementos de X sio 0 ou 1, as equagoes
(3.25) implicam que as estimativas das médias sdo obtidas igualando certas

freqiiéncias marginais totais aos seus valores esperados.
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As equagdes (3.25) para determinar os $/s poderao ser colocadas na

forma iterativa
(3.26) XTWm X gmtl) = X Tyy(mly=(m),

onde W = diag{u} e y* = n+ W1(y — u), que equivale a fazer repetida-
mente uma regressdo linear ponderada de uma varidvel dependente modi-
ficada y* sobre X. A demonstragio deste processo iterativo num contexto
mais amplo ¢ dada na Segdo 6.3.

Diferenciando OL(8)/9f, em relagio a J,, multiplicando por -1,
achando o valor esperado e escrevendo em notagdo matricial, obtém-se a

madtriz de informagio de Fisher
(3.27) K=XTWX.

A matriz K=! representa a estrutura de covaridncia assintética das
estatisticas dos pardmetros /s, Para os ﬁlodelos log-lineares saturados,
Bishop, Fienberg e Holland (1975) usam o método delta (Rao, 1973)
para calcular K—*. Lee (1977) desenvolve regras gerais para o cdlculo
de expressoes fechadas para os elementos de K ~! em modelos log-lineares
hierdrquicos com forma fechada para os jifs.

A estimativa 3 dos pardmetros em (3.22) tem distribui¢do assintética
Np(,é,f:f_l). sendo K a matriz (3.27) avaliada no ponto . Testes e in-
tervalos de confianga para os pardmetros ’s podem ser deduzidos desta
distribuicdo. Intervalos de confianca para os contrastes 7 = e”3, onde
e = (ey,...,€,)7 é um vetor de componentes conhecidas, podem também
ser baseadas na aproximagao normal # ~ N(#,eTK~le). Todos os resul-
tados de distribuigdes assintéticas e regides de confianga (Segio 6.6), das
técnicas de diagndstico (Secio 6.7) e do método das covaridveis adicionadas

(Segio 6.8) podem ser particularizados aqui para os modelos log-lineares.
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§3.8 Testes de Adequagcao

Para verificar a adequagéio do ajustamento de um modelo log-linear com p

parametros independentes aos dados ¥1,. .., ¥, utilizam-se as estatiticas
(3.28) Dy =2 yilog(yi/ius),

i=1

n
(3.29) X3 =3 (s = )i

i=1

A estatistica Dp é a razdo de verossimilhanca (desvio) .e Xg ¢ uma
forma generalizada da estatistica de Pearson. As expressoes (3.28) e (3.29)
sao casos especiais das férmulas (6.6) e (6.13), respectivamente.

Estas estatisticas sdo interpretadas como a quantidade de variagio nos
dados néo-explicada pelo modelo. Supondo o modelo verdadeiro, elas con-
vergem em distribuigdo para a varidvel X?z—p'

A variagdo total dos dados 3, y;log(y:/7) pode ser decomposta em
duas parcelas: B, = 3 . y; log(j1;/7) correspondente 3 variagio explicada
pelo modelo e D, = 30| y;log(yi/ju:) relativa & variagio nio-explicada. O
quociente R? = E,/(E, + D,) é um anilogo do coeficiente de determinagéo
do modelo normal-linear (Se¢io 1.3} e poderd ser utilizado para verificar a
qualidade do modelo ajustado.

Gart e Zweifel (1967) sugerem a adigdo de 0.5 as freqiiéncias obser-

vadas em (3.28) e (3.29) para um aperfeicoamento da aproximagio X
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de referéncia. As distribui¢bes de D, e X? se tornam mais préximas da
varidvel X?},—p’ quando todas as médias p;/s crescem e, neste caso, a dife-
rencga IX;f - DPI se torna cada vez menor.

As aproximagdes das distribuicdes dessas estatisticas 'por x? serdo bas-
tante razodveis, quando todos os p;ts forem maiores que 5. Estudos de
Monte Carlo (Larntz, 1978) sugerem que a estatistica (3.28) se comporta
de maneira aberrante, quando a tabela tem observacdes mmito pequenas,
mas que as duas estatisticas sio razodvelmente aproximadas pela varidvel
x?%, quando o menor valor dos ;s for maior que 1.

Associado as estatisticas D, e Xg define-se os graus de liberdade do
modelo log-linear por 4 = n —Vp, isto &, como a diferénga entre o nimero
de dados e o namero de termos /s no modelo. Se D, ou Xz% for superior
a x%_,(a) o modelo em investigacio deverd ser rejeitado. A Tabela 3.3
apresenta os graus de liberdade para os modelos discutidos na Segdo 3.1.

A estatistica (3.28) é usada para comparagio de modelos log-lineares
encaixados. Formula-se uma seqiiéncia de interesse de modelos log-lineares
encaixados, My, , M, ... M,_, onde cada modelo contém os anteriores como
casos especiais, com pardmetros p; < pp < -+« < p, e freqiiéncias estimadas
B, fto . . . i, respectivamente.

Os desvios desses modelos satisfazem as desigualdades D,, > D,, >

<+ > Dy . Este resultado, em geral, ndo é verdadeiro para a estatistica

(3.29).
A diferenga entre os desvios dos modelos M, e M,_ (pm > pe) é
(3.30) D,,—D,, =2 ;yi log ﬁ*( 5 |

onde ﬁge) (,&Em) ) é a i-ésima média estimada segundo M,,(M,,.). A es-

tatistica (3.30) é usada para testar se a diferenga entre os valores esperados
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ajustados segundo os modelos M,,, e M, é, simplesmente, devido a uma
variag8o aleatdria, dado que os valores esperados verdadeiros satifazem o
modelo My,. Se Dy, — D, > 2 _, (@) os termos extras em M, , sao
significativos para explicar os dados.

Toda a discussdo de andlise do desvio na Segéo 6.5 se aplica diretamente
aqui para o estudo dos modelos log-lineares encaixados.

Retornando aos modelos M,, e M, encaixados com p,, > pe tem-se:

(3'31) D:Pc = (Dpe - me) + me?

onde D, (D5,,) ¢ a quantidade de variagio dos dados nio-explicada por

Tabela 3.3: Graus de liberdade das estatisticas D, e X; para os modelos

log-lineares hierdrquicos em tabelas de 3 entradas.

Classe geradora graus de liberdade descrigao

1: ABC 0 modelo saturado

2: AB,AC,BC {r = 1)(s — 1){t — 1) associacdo dois a dois

3: AB,AC r(s—1){(t—-1) dado A, B e C independentes

4: AB,C (rs—1)(z~1) o par (A,B) independente de C
5: AB,C rst—r—s—1t+2 os3fatores independéntes

6: AC rt(s — 1) dados A e C, todas as categorias

de B equiprovaveis

70 AC rst—r—t+1 mesmo que a classe 6 com
os fatores A e C independentes

8 A r{st—1) dado A, todas as combinagoes de
categorias de B e C equiproviveis

9: Nula rst—1 moedelo nulo
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My (M, )e Dy, — D, & a variagio explicada pelos termos em M, que
’ nao estdo em M,,. Pode-se demonstrar que D,, — D, . tem uma forma

equivalente a (3.28) sendo expressa por

n A
(3.32) Dp, = Dy, = Z " og ( a® )

e, portanto, pode ser interpretada como uma razéo de MV condicional para
os paradmetros extras que estdo em M,

A propriedade de aditividade que é satisfeita por (3.28), sendo decor-
rente das expressdes (3.31) e (3.32), € a base para testar a significincia de
adicionar termos a um modelo log-linear.

Pode-se definir uma'medida de comparagéo entre modelos encaixados,
analoga ao coeficiente de correlagdo miiltipla dos modelos de regressao. Na
comparacio dos modelos encaixados My, , M, (pm > pe), esta medida é
(Dp, — Dy,.)/ Dy, e representa um mdxce de qualidade relativa dos ajusta-
mentos dos modelos aos dados. Esta estatistica é limitada por 0 e 1; um
valor préximo de um sugere que M,  é muito melhor que M}, , ¢ um valor
préximo de zero é indicativo que os dois modelos proporcionam, aproxima-

damente, ajustamentos equivalentes.

§3.9 Dois Exemplos de Andlise de Dados

3.9.1 - Dados de acidentes de transito
A Tabela 3.4 apresenta as freqiiéncias (Y') de acidentes com motoris-

tas, sem acompanhantes, classificadas segundo os fatores: PC = peso do
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carro (1— leve, 1— padrio), M F = motorista jogado para fora (1— sim, 2—
nio), CO = conseqiiéncia do acidente (1— grave, 2— ndo grave) e AC =
tipo de acidente (1— colisdo, 2-capotagem). Os ajustamentos de modelos
log-lineares hierdrquicos a estes dados sdo apresentados a seguir. Para isto
utilizou-se o programa GLIM (Secdo 6.3) de ajﬁstamento dos modelos linea-

res generalizados, embora isso possa ser feito por outros programas: SAS,
GENSTAT, BMDP, entre outros.

Tabela 3.4: Dados de acidentes de trdnsito quanto a vdrios fatores envol-
vidos descritos em Kihlberg, Narragon e Campbell (1964).

co 1 2
AC 1 2 1 2
PC MF
1 1 23.00 - 80.00 26.00 19.00
2 150.00 112.00 350.00 60.00
2 1 161.00 265.00 111.00 22.00
2 1022.00 404.00 1878.00 148.00

O ajustamento do modelo com apenas os fatores principais ( PC+M F+
AC + CO) produz Ds = 1193.1. O algoritmo descrito em (3.6) convergiu
em 4 iteragoes. Este modelo é fortemente rejeitado. Adiciona-se a0 mesmo
todas as interacdes entre dois fatores . O modelo resultante (PC + MF +
AC+CO+ PCMF +PC.AC+ PC.CO+ MF.AC+ MF.CO + AC.CO)
apresenta razdo de verossimilhanga Dy; = 7.33 sendo portanto aceito a0
nivel de 5% (7.33 < 11.07). Ajustam-se agora 6 modelos obtidos do modelo
anterior pela eliminagido de uma tnica interagao entre dois fatores. Os
aumentos na razdo de verossimilhanga D9 — D;; decorrentes da eliminagao
de cada interagdo foram os seguintes: PM-MF —1.69, PC+-AC—57.49, PC'-
CO—15.58, MF-AC—220.24, MF-CO) —114.48, AC-CO—441.89. Assim a

122



dnica interacdo nao-significativa é PC- M F e, portanto, pode ser eliminada

do modelo.

O ajustamento do modelo PC+MF+AC+CO+PC-AC+PC:CO+
MF-AC 4+ MF -CO 4+ AC - CO com 10 pardmetros produz Djg = 9.02

que é inferior ao ponto critico x2(0.05) = 12.59. As médias estimadas

correspondentes fi estdo apresentadas na Tabela 3.5 juntamente com as

freqiiéncias observadas. Esta tabela revela uma boa concordancia entre fi e

Y.

Tabela 3.5: -Mdédias ajustadas segundo o modelo com fatores principais e

todas as interagdes de 22 ordem exceto PC - MF, e valores observados.

co 1 2
~AC 1 2 1 2
PC MF
11 y 23.00 80.00 26.00 - 19.00
i 23.36 78.07 21.16 13.74
2 y 150.00 112.00 350.00 60.00
i 143.29 120.28 361.19 58.91
2 1 ¥ 161.00 265.00 . 111.00 22.00
i 166.73 260.83 109.74 33.36
2 y 1022.00 404.00 1878.00 148.00
fi 1022.61 401.82 1872.91 142.99
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3.9.2 - Dados de Preferéncia por Partido Politico .

A Tabela 3.6 apresenta os 1257 dados de Butter e 'Stokés'"!"ﬁ;%?) repre-
sentando as freqiiéncias de votos classificados pelos seguinges fatores: P-
partido politico (1-conservador, 2-trabalhista), C-classe social (1-média alta,
2-média baixa, 3- operdrios) e S-sexo (1-homens, 2-mulheres).

Tabela 3.6: Fregiéncias observadas de votos por partide politico da Gré-

Bretanha, por sexo e por classe social.

S 1 2
C P 1 2 1 2
1 82 30 96 30
2 79 53 101 34
3 118 252 155 227

Um.programa GLIM para ajustamento dos seguintes modelos pode ser
visto em Cordeiro (1986, Segao 7.1.5):

Modelo Termos ne modelo Estatistica (3.28) v
1 P+S5+C 165.0 7
2 P+S+C+P-§ 154.2 6
3 P+S+C+P-C 13.65 i
4 P+54+C+8-C 164.7 5
] P+S+C+P.C+S-C 13.27 3
6 P+S+C+P-5+P-C 2.76 4
7 P+S+C+P-5+5-C 153.8 4
8 P+S+C+P-S+P-C+8-C 1.87 - 2
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Desta relacio se conclui que apenas os modelos P+ S+ C4+ P- S5+
P.CeP+S+C+P-8+P-C+ 8- sio aceitos comparando-os com
os qui-quadrados correspondentes. O interesse agora & saber se o termo
adicional no 22 modelo (interagio S-C) implica numa melhoria significativa
no ajustamento obtido com o 19modelo. A diferenga 0.89 entre as razdes de
verossimilhanga desses modelos ¢ inferior ao valor critico x3(0.05) = 5.99.
Logo, a inclusio da interagio S - C no modelo P+ S+C+P-S+P-C
nao produz um aperfeigoamento substancial no ajustamento. '

Para testar a significincia de um termo, pode-se considerar vérios pares
de modelos hierdrquicos. Cada par, em geral, produzird um valor diferente
para a estatistica-teste do efeito do termo de interesse. O par geralmente
é escolhido incluindo um modelo que tenha um bom ajustamento. Para
testar o efeito da interacio partidoxclasse (P - C), pode-se trabalhar com
os seguintes pares de modelos: 1 e 3, 4 e 5, 7 e 8. Neste caso, para qualquer '
par, o efeito da interagio P - C é altamente significativo. Para verificar o
efeito no ajustamento ao adicionar a interagdo partidoxsexo (P - 5), pode-
se tomar os pares 1 ¢ 2, 3 e 6, 5 e 8 e, em qualquer caso, o efeito de -
P . S é significativo. Constata-se, ainda, que o efeito de §+ C continuard

insignificante se forem comparados os modelos 1 e 4 ou 3 e 5.

Seja a seqiiéncia de modelos encaixados 1,3,6 e 8 com a partigdo da es-
tatistica (3.28): 165.0 = (165.0—13.65)+(13.65—2.76)+(2.76—1.87)+1.87 =
151.35 + 10.89 + 0.89 + 1.87. Os ndmeros 165.0,151.35,10.89,0.89 e 1.87
representam as quantidades de variagio nos dados com os sig_niﬁcados TeS-
pectivos: nio-explicada pelo modelo 1, explicada pelo modelo 3, explicada
pelo modelo 6, explicada e ndo-explicada pelo modelo 8. A percentagem da
variagao nos dados explicada pelo modelo 6 comparando com o modelo 1 é
100(165.0 — 2.76)/165.0 = 98%. O quociente 100(2.76 — 1.87)/2.76 = 32%

representa o decréscimo na variagio nio-explicada pelo modelo 6 quando a
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interagdo S - C' é adicionada ao mesmo.

Segundo o modelo P+ 5+ C + P -85 + P - C as médias ajusta-
das (as freqiiéncias observadas correspondentes estdo entre parénteses) sio:
78.70(82), 32.11(30), 99.30(96), 27.89(30), 79.59(79), 46.56(53), 100.4(101),
40.44(34), 120.7(118), 256.3(252), 152.3(155) e 222.7(227), revelando uma
razoavel concordincia com os valores observados. Destas médias pode-
se calcular a razio entre as preferéncias pelos partidos conservador e tra-

balhista nas trés classes sociais e por sexo dada abaixo:

classe social homens mulheres
média alta 2.45 3.56
média baixa 4 1.71 2.48
operarios 0.47 0.68

Assim, a classe operdria prefere o partido trabalhista e as classes média

alta e média baixa o partido conservador.

§3.10 Exercicios

1. Demonstrar as expressdes dos graus de liberdade para os modelos
hierdrquicos citados na Tabela 3.1. Calcular a estrutura de covariancia
assintética das estimativas dos pardmetros (/s para cada um desses
modelos.

2. Demonstrar que (3.28) para o modelo correspondente 3 hipdtese de
interacéo zero entre os trés fatores de uma classificacio de trés entra-

das numa tabela I x J x K, é dado por: D, = E(Ei,j,k Yijk 1og Yijk —
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Lk Uriklogysie = LipVibklog¥iek — L vielogyiy  +
Lttt 08Yirs  + Ty logysir + Lpyr4klogyier —
Y444 logyips), onde p = IJK — (I = 1)(J — 1)(K —1). Demons-
tra; qge D, converge em distribuigdo para a variavel X%I—l)( J=1)(k—1)
quando y444 tende para oo, se e somente se, a tabela é perfeita, no

sentido de que fiije = popjofbitkhijh/ Bit+ Mo ittt

3. Demonstrar que os 9 modelos hierdrquicos ‘seguintes descritos 'pel'as“:
suas classes geradores e associados a uma tabela de contingéncia I x
J x K x L relativa & classificacdo de 4 fatores A, B,C e D, ndo tém
forma fechada. Verificar ainda as ‘expressoes dos gréus de liberdade

correspondentes e apresentar interpretacdes para os modelos

classe géradora graus de liberdade

AB, AC, BC, D IIKL-1J-JK-IK-Lt- T4+ J+K

AB, AC, BC, CD  IKLIJ-JK-IK-KLAI+J+2K-2

AB, AC, BC, BD, CD ITKL-13-JK-TK-JL-KLAT+2J+2K+L-1
AB, AC, AD,BC,BD, CD  IJKL-IJ-IK-IL-JK-JL-KL4-2(I+J+K+L)-3
ABC, BD, CD IJKL-TJK-JL-KLA+J+K+L-1

ABC, AD, BD, CD IJKL-IJK-TL-JL-KLAT+ J+K+2L-2

ABC, ABD, CD (11-1)(K-1)(L-1)

ABC, ABD, BCD ‘ (1J-J41)(K-1)(L-1)

ABC, ABD, ACD, BCD (I-1)(F-1)(K-1)(L-1).

4. Analisar os dados seguintes relativos aos niimeros de casais dos EUA
classificados em 1974 por sexo do cénjuge entrevistado e graus educa-
cionais do homem e da mulher (Haberman, 1978a e Cordeiro, 1986,
Se¢do 7.1.5).
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sexo do Grau do Grau da

entrevistado Homem Mulher
primério 292 graun Graduagdo ou
| pés-graduacio
primadrio 135 60 1
22 grau © 43 151 19
homem graduacio 4 35 12
pés-graduacio 2 U 23
primédrio 124 63 1
22 grau 39 219 18
Mulher graduacio 1 24 26
pés-graduacio 0 4 17 14

5. Analisar os dados seguintes relativos aos mimeros de criangas do 12
grau da cidade do Recife, classificadas por escola e pela renda familiar
mensal dos pais. As escolas A e B sdo particulares e C, D e E sdo
piblicas. Os dados foram coletados em junho/1985 (Cordeiro, 1986,
Capitulo 6).

Renda familiar mensal em salirio minimos

Escola 1-4 5-8 9-12 13- 16 17 ou mais
A 3 74 108 124 56
B 0 47 95 171 112
C 108 147 121 19 5
D 189 127 8 2 0
E 37 98 137 34 7

6. Seja uma distribuigdo multinomial com probabilidades ; . .. 7, depen-
dendo de um pardmetro § desconhecido. Considere uma amostra de ta-

manho n. Calcular a forma das estatisticas de maxima verossimilhanga,

128



escore e de Wald para o teste de Ho: 6 = 69 versus H: 8 # 6%, onde

6(%) & um valor especificado.

7. Considere uma tabela de contingéncia r x s, onde y;; ~ P(pi;), ¢ =
1,...,r, j=1,...,s Para o teste da hipétese de independéncia linha-
coluna versus uma alternativa geral, calcular a forma das estatisticas
escore, de Wald e da razdo de MV,

8. Analisar os dados seguintes (Freedman, Pisani ¢ Purves, 1978) sobre a
admissao de estudantes em 6 cursos de graduacio da Universidade da
Califérnia.

Homens Mulheres -
Curso  Inscritos Admitidos Inscritos Admitidos

A 825 512 108 89

B 560 353 25 17

C 325 121 393 134

D 417 138 375 131

E 191 53 393 94

F 373 22 341 24

9. Se Y ~ P(u) demonstrar: (a) que o coeficiente de assimetria de ¥>/%

é de ordem ! enquanto os de Y e Y'/2 sdo de ordem p~1/2: (b) que
a log-verossimilhanga para uma tnica observagdo é aproximadamente
quadratica na escala p'/3; (c) a férmula do r-ésimo momento fatorial
E[Y(Y = 1)...(Y —r +1)] = p7; (d) que 2V'Y é aproximadamente
N(0,1).
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10. Calcular a forma da matriz de informagio para o modelo log-linear
associado a uma tabela de contingéncia com dois fatores sem interagio

e uma observacdo por cela.
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CAPITULO 4

MODELO PARA RESPOSTAS BINARIAS

§4.1 Introdugido

Em muitas situagoes préticas, o fendmeno estudado admite apenas dois
resultados possiveis, os quais sio classificados como “sucesso” ou “fra-
casso”. Geralmente é chamado de “sucesso” o resultado mais importante
ou aquele que se pretende relacionar com outras varidveis de interesse, Tais -
fendémenos, por apresentarem essa caracteristica dicotémica sdo chamados
de binarios. Seguem abaixo alguns exemplos.
(i) O resultado de um exame médico, positivo ou negativo;
(ii) A cura ou nio, apés um petfodo fixo, de um paciente submetido a um
certo tratamento;
(iii) Se um componente eletrdnico é classificado ou ndo como defeituoso,
ap6s uma. inspegao;
(iv) A sobrevivéncia ou ndo, apés um perfodo fixo, de um animal que rece-
beu uma dose de uma certa droga.
A resposta de cada fendmeno bindrio serd representada pela varidvel
aleatéria y. Comumente atribui-se valor um para y se ocorrer “sucesso” e
valor zero se ocorrer “fracasso”, sendo a mesma observada em n individuos,

usualmente supostos independentes.
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O principal objetivo deste capitulo é apresentar diversos métodos para
avaliar a relagéo entre a resposta y e diversas varidveis explicativas, as quais
podem representar fatores de interesse, grupos de individuos ou mesmo
variaveis quantitativas. Iniciahnehte'apre's'ehté,-se nas Segbes 4.2 e 4.3 os
principais métod_os clé,ssic_:os para tabe‘lla,s 2x2, com um forte epquue na érea
biomédica. Na S‘eé;é',o'?i.él ¢ introduzido o modelo logistico linear simples e o
método de minimos quadrados para estimagio dos pardmetros. O modelo
logistico linear miltiplo é discutido de uma forma bastante abrangente na
Segdo 4.5. Finalmente, outros modelos usuais com respostas bindrias sdo

apresentados na Se¢ido 4.6. e me e B

§4.2 Distribuigdo Condicional para uma Unica Tabela
2x2

Suponha uma amostra de n individuos, dos quais n; receberam um novo
tratamento e ng = n — n; um tratamento padrio para a cura de uma certa
doenca. Apés um determinado periodo observou-se o nimero de individuos
curados em cada categoria. Cada individuo serd classificado segundo duas
varidveis bindrias: (i) , tipo de tratamento recebide (z = 0 tratamento
padrao, z = 1 novo tratamento) e (ii) y, diagnéstico da doenca apés o
periodo (y =1 curado, y = 0 ndo curado).

Sejam p1 = P(y = llz = 1) e po = P(y = 1|z = 0); logo, 1 —
pr=Ply =0z =1)el-py = P(y = O]z = 0). Se as observacdes
nos individuos sdo feitas independentemente ‘e as probabilidades p; e pg
nao variam de um individuo para o outro é razodvel supor y; ~ B{ny,p1)

e yo ~ B(ng,po), onde y; e yy representam o total de individuos curados -
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com o novo tratamento e com o tratamento padrio, respectivamente. Os n

individuos sao resumidos segundo a Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Distribuigdo dos n individuos em um estudo de seguirnento

com um fator de exposicdo bindrio.

Diagnéstico Tratamento

Total
da doenca Novo . Padrio
Curado . a m—~a m
Nao curado n—a ng—m+a n—m
Total ny o n

Nesse tipo de estudo, também conhecido como estudo de seguimento,
muito comum na area biomédica, o principal interesse é saber quanto o novo
tratamento é melhor que o padrdo, ou em outras palavras, qual a chance
de um individuo que recebeu o novo tratamento ser curado, em relacao a
um individuo que recebeu o tratamento padrdo. Essa razdo de chances é
comumente aproximada pela razio de produtos cruzados, {Cornfield, 1951,
1956) também chamada de risco relativo (“Odds Ratio”)

¥ =p1(1 = po)/{pe(l — p1)},

cuja estimativa nio condicional de maxima verossimilhanga é dada por

¥ = a(ng — m + a)/{(n1 — a)(m — a)}.

A medida de associagao v pode ser estendida para qualquer tabela 2x2

do tipo acima, assim como as interpretacdes apresentadas. Inferéncias sobre
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z:b sa0 geralmente feitas utilizando-se a distribuigio condicional de 3; dado
Y1 + Yo = m, resultando na hipergeométrica ndo-central (ou generalizada —
Segdo 3.5) que depende somente de 3 (Cox, 1970)

@1 Plabmmomivh= () (70 e/ () (00

onde o somatério no denominador varia de s = max(0,m — np) até r =
min(ny,m).

O logaritmo da verossimilhanca condicional para 3 fica entdo dado por
(42) - Lt a) = alogy — log Po (%),

onde Py(p) = 3, (1) (72, )¢°. Portanto, outra estimativa de méxima ve-
rossimilhanga para 3 pode ser obtida maximizando (4.2), que é equivalente

a encontrar a solugdo positiva da equagio

(4.3) a = E{y|¢} = PL(4),

onde E{yi[t} & o valor esperado da distribuigio (4.1) e Po(¢) =
Zs ST(T) (n:.l_"s)if’s = E{y{|¢}Pﬂ(¢)’ r=12....

Quando os totais marginais 7y, ng, n—m e m crescem P,(1) define um
polindmio de grau alto, cuja solugdo ¢ obtida somente através de métodos
numéricos. Serd apresentado na Segdo 4.3, um método numérico aproxi-
mado para resolver a equagdo (4.3) sem precisar extrair as rafzes do po-
linémio P;(%). Um algoritmo para calcular a solugio exata de (4.3), que
envolve poucas operagdes a.ritﬁléticas, foi proposto por Gail et al. (1981).
| Testes exatos e intervalos de confianca para 1 sdo geralmente obtidos

diretamente de (4.1) para pequenas amostras. Breslow e Day (1980, Cap.
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4) apresentam alguns exemplos. Ermn particular quando 3 = 1, que equivale

a pr = po, (4.1) reduz-se & distribuigio hipergeornétrica central (Segdo 3.5)

(44)  P{alng,no,m;p =1} = (’:) (m”_" a) / (m ;"‘")

que pode ser utilizada para testar H:1p = 1. Nesse caso, se foi observado

1 = a, o nivel descritivo do teste para H, também conhecido como teste .
exato de Fisher (Cox, 1970), ¢ dado por P = min{P;, Ps}, onde

Pr= Z Plulny,np, m; ¢ = 1}

u<a

PSZZP{UInlsﬂozm;¢:1}' |

i>a . :
Quando os totais marginais da Tabela 4.1 tém valores altos, a distri-
buigio condicional (4.1) pode ser aproximada por uma distribui¢do normal
com média y = (). e varidncia v = v(y) (Hannan e Harknen, 1963), dadas

por

(4.5) = pno — m+ ) /{(ny — p)(m — )}
(4.6) 'v={l+ ! P + - L

B mi—p me—p ng-—m+p
Quando ¥ # 1, a equagio (4.5) é quadritica em p, entretanto, somente
uma raiz satisfaz a condiciio max(0,m — ng) < p < min(ny, m). Essa raiz
(Paula, 1982) é sempre expressa na forma
p=|lrl s,
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onde 7 = [3{(r1 + no)/(¥ — D+ m+m} es = {r2 —mnyp/(¢ — 1)}1/2,

Para i = 1 a solugao de (4.5) é simplesmente (1) = mn, /n, que coin-
cide com a média exata da distribuigio hipergeométrica central (4.4). A
varidncia reduz-se a v(1} = nyngm(n — m)/n®, que difere muito pouco da
varidncia exata de (4.4), dada por v.(1) = nyngm(n—m)/{n?(n—1)}. Por-
tanto, para valores altos de nj,ng,m e n — m, hipéteses do tipo H: 9 = 1
podem ser testadas utilizando-se os valores criticos da distribuicio nor-
. mal padrdo. Em particular, para H:9¢ = 1, as probabilidades P e Pg,
admitindo-se correcdo para continuidade (Breslow e Day 1980, pg. 131),
serao aproximadas, respectivamente, por

Pr=1-0 (————“_ ‘”58)" 1/2)

e ().

onde &(-} é a fungdo de distribnicio acumnlada da normal padrin. Analo-

gamente, o teste exato de Fisher serd aproximado pela estatistica

X = (Ja - p(D]  1/2)/u(1)
= (lad — be| — n/2)%(n — 1)/ {nynem(n — m)},

ondeb=m-—a, c=n; —aed=ny—m+a, que segundo H:9p = 1 tem
aproximadamente distribuigio x? com 1 grau de liberdade. _
E possivel obter também intervalos de 100(1 — @)% de confianca, 0 <

a < 1, para 9. Um intervalo aproximado é formado pelos limites
"Z’Ia IZS = &(lizan/m)s

onde z4/9 € o quantil (1 — a/2) da normal padrio e z é o valor observado

de v X2,
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Nos estudos de caso e controle, também muito freqiientes na érea
biomédica, apesar doz individuos serem amostrados de forma retrospectiva,
todos os resultados descritos anteriormente sao também aplicaveis. Em tais
estudos, amostra-se n, individuos, os casos, dentre aqueles portadores de
uma certa doenga e ng = n — n; individuos, os controles, dentre aqueles
livres da doenca. Os casos sao codificados com y = 1 e os controles com
y=0.

Para cada individuo amostrado observa-se a presenga ou a auséncia
de algum fator de interesse, que serd representado pela variavel x, z = 0
auséncia e z = 1 presenca do fator. Define-se entio gy = Pz =1lly=1) e
go=Plz=1ly=0)logol - =Plz=0y=1)el—q=Plz=0y=
0). Os n individuos amostrados podem ser sumarizados conforme a Tabela
4.2.

Tabela 4.2: Distribuicdo dos n individuos em um estudo de caso e controle

com fator de exposigdo bindrio.

Fator
Doenga Presenca Auséncia Total
Presenca a ni— G ni
Auséncia m—a ng—m+a 7o
Total m n—m

O principal interesse nesses estudos é estimar a chance de um individuo
com presenca do fator ter a doenga em relacio a um individuo livre do
fator. Analogamente aos estudos de seguimento, essa razio de chances é

aproximada por

P =q(l—g)/{0l-a)}

137



cuja estimativa nio condicional de méxima verossimilhanga coincide com a

estimativa 1,b~

Aqui também a inferéncia sobre Y é feita através de uma distribuigao
condicional, de z; dado 2, + z¢ = n1, onde xy e zp sdo, respectivamente,
0s nimeros de casos e de controles com presenca do fator. Supondo que
z1 ~ B(myi,q1) e x5 ~ B(my, qo) mostra-se que essa distribuicio condicio-
nal coincide com (4.1). Logo, todos os resultados deduzidos de (4.1) sdo

estendidos para os estudos de caso e controle.

4.2.1 - Exemplo

Para ilustrar alguns dos métodos descritos nesta, segao, serd utilizado
um subcorjunto dos dados de Rothman et al. (1979) referentes a um estudo
de caso e controle, cujo objetivo principal foi avaliar a associagio entre a
exposicao a certas drogas por parte da mde, antes e durante a gravidez, e

a ocorréncia de doengas congénitas do coragao no recém-nascido.

Os casos consistiram de 390 mies que tiveram criangas com doengas
congénitas do coragdo durante o periodo de 1973 a 1975 no estado de Mas-
sachusetts (E.U.A.). Os controles consistiram de 1254 maes selecionadas
aleatoriamente dentre aquelas que tiveram criangas nesse ‘periodo naquele
estado, livres desse tipo de doenga. A Tabela 4.3 apresenta a distribuicfio

dos casos e controles segundo a exposigdo ou nao por parte da mae & droga
Diazepan.
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Tabela 4.3: Distribuicio dos $90 casos e dos 1254 controles segundo a
ezposicdo d droga Diazepan.

Expostos Nao Expostos Total
Casos 15 375 390
Controles 22 1232 1254
Total 37 1607 1644

Fonte: Rothman et al. {1979).

‘I‘ém—se a = 135,m; = 390,mp = 1254 e n; = 37. A estimativa nio
condicional de méxima verossimilhanga vale % = (15 x 1232)/(22 x 375) =
2.24. A obtencdo da estimativa condicional envolve a extracao das raizes
de um polinémio de grau r = 37, que é proibitive computacionalmente,

A estatistica X2, adaptada ao estudo de caso e controle, vale X2 =
(|15 x 1232 - 22 x 375|-1644/2)%(1644—1}/(37x 1607 x 390 x 1254) = 5.00,
cujo nivel descritivo é P = 0.013. ‘ _

Um intervalo de 95% de confianga para ¢ serd formado pelos seguintes
limites:

D = pL-196/2) _ 9 94(1~0.876) _ 1 105
ds = PA+198/) 9 94(14+0.876) _ 4.540,

onde x é o valor observado de v X2.

§4.3 Combinacao de Tabelas 2x2

Suponha agora que as varidveis = e y definidas na segio anterior sejam

observadas em ¥ estratos, que podem representar, por exemplo, k faixas
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etarias. Na i-ésima faixa etdria aplica-se o tratamento novo a um ndmero
ny; de individuos e o tratamento padrdo em ng; = n; — ny; individuos,
observando-se apds o perfodo os curados y1; € yo; com o novo tratamento e
com o tratamento padréo, respectivamente. Na drea biomédica, a inclusio
de estratos visa principalmente evitar que a associagio entre a resposta y e
o fator z seja distorcida, em virtude da nfo inclusdo de algum outro fator
que esteja associado com z e y. Esses-fatores sio comumente chamados de
fatores de confundimento e a forma mais eficaz de controle dos mesmos é
através da utilizagdo de algum modelo para prever P{y = 1}. Nesses mo-
delos, que serdo discutidos nas préximas segbes, todos os fatores suspeitos
de confundimento sdo controlados simultaneamente.

Serdo denotadas por pi1; e pp; as probabilidades de cura com os trata-
mentos novo e padréo, respectivamente, no ¢-ésimo estrato. Supondo que
as observagbes sdo feitas de forma independente e que as probabilidades
D1i € Po; ndo variam de um individuo para o outro, é muito razosvel supor
v1i ~ B(nii,p1i) e yoi ~ B{noi,poi). O risco relativo no i-ésimo estrato é
aproximado por

¥i = p1;(1 — poi}/{po:(1 — p1s)},

sendo 7; = ai(ng;—m;+a)/{(n1;—a;)(m;—a;)} a correspondente estimativa
de méaxima verossimilhanga nio-condicional.

Aqui também sera utilizada a distribui¢io condicional de yy; dado y1;+
Yoi = m; denotada por P{a;|nii,noi,ms;9:}, assim como o logaritmo da

verossimilhanga condicional para 1);
L 0:) = a;log s — log P (3y),

onde P[Ei) () é o polinémio Fy(y) definido na segio anterior, restrito ao

2-és1mo estrato.
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4.3.1 - Testes para os Riscos Relativos

O primeiro passo no caso estratificado é verificar se os riscos relativos
;s sdo homogeéneos nos estratos, que equivale a testar H:yy =pg =0 =
1. Sob essa hipétese, o logaritmo da fungio de verossimilhanga conjunta

para o risco relativo comum %, fica expresso na forma
logy »_a;~ Y log{Pi(s)}.
i i

Diferenciando a expressio acima em 1, a estimaftiva de méaxima veros-

similhanca 1,5 ¢ calculada da equagio
(4.7) Y ai=Y Blyu/¥).
: i i

Infelizmente E(y;;|¢), ¢ = 1,...,k, é nao-linear em 1, o que exige a
utilizacdo de clgure método iterativo para se chter #. Aplicando o método
de Mewton-Raphson chega-se ao seguinte processo iterativo para resolver
(4.7):

(4.8) log 't,b(m'*'l) =log ¢(m) —y-! (.lp(m)){a _ E(¢(m))},
m = 0,1,2,..., onde E() = J,m@), Vi) = >;u(®),
Gi= 22 ai pi(¥) = E{ylv} e vi(¥) = Var{yuil¢}.

B importante lembrar que p; e v; dependem dos polinémios P(i)(qb),

P(’)(gb) e P(')(g!»), cujos graus dependem dos totais marginais da i-ésima
tabela. Logo, tem-se 3k polmonuos ‘para serem resolvidos em cada passo
do 'processo iterativo (4.8), o que aumenta a complexidade computacional

do mesmo A estimativa de Mantel-Haenszel

¢MH Z{a (o = mi +.:) /m}/Z{nhf—a) = ai)/ni},
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¢ geralmente utilizada como valor inicial (O,

McDullagh e Nelder (1983, Cap. 4) sugerem um método numérico para
obter V() e E(1) em cada passo de (4.8), o qual dispensa a extragio das
raizes dos polinémios P{* (), POw) e Pz(i)(ql;). Esse método baseia-se na
relagao abaixo entre a média p = E{y1|¢} e a varidncia v = Var{y; |4/} de
. (41) (vide Mantel e Hankey, 1975).

(4.9) {s(no — m + p) + v}/{(n1 — m)(m — ) + v} = 4.

Para v e 4 fixos tem-se portanto uma, equacao quadratica em 4. Logo,
conhecendo v(¥) e (®) obtém-se u(® facilmente de (4. 9) Um valor inicial

para v pode ser a varidncia condicional de ¥1 quando ¢ = 1, dada por
(4.10) v = n1ngm(n — m)/{n®*(n - 1)}.

Assim, no passo inicial de (4 8) tem-se E(yp(®) = E #(0) e V() =

( ), onde ,u( ) (0), i= 1 .y k, sdo calculados de (4.9) e (4.10), res-
pectJVémente Substltumdo esses valores no processo iterativo (4. 8) obtém-
" se (1),

A estimativa de v; nessa iteragio e nas demais, pode ser obtida da
aproximacio assint6tica para a varidncia condicional de Y1, dada em (4.6).
Segundo McDullagh e Nelder (1983, Cap. 5) a aproximagio numérica des-
crita acima produz resultados satisfatérios quando os totais marginais sio
pelo menos iguais a 5 em cada estrato. Para Pequenas amostras, o algo-
ritmo proposto por Gail et al. (1981), que calcula a estimativa de mixima
verossimilhanga exata para 1, pode ser utilizado a um custo computacional
relativamente baixo. ’

Como foi visto na segiio anterior, a estimativa condicional de méxima,

verossimilhanga para 1); sai da equagio ndo-linear
ai = B{yulhi}, i=1,...,k,
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que depende dos polindmios Péi)(ij)) e Pi(i)(i,b).
Analogamente a ?,!A;, a estimativa J),- pode também ser obtida através de

um processo iterativo similar a (4.8), dado por

(411) loga{™* =logyi™ - (u{™} Hai = u{™}, Mm=0,1,2,....

O métode numérico proposto para o céleulo de ,ugm) e vi™ em cada
passo de (4.8) é também aplicdvel em (4.11), evitando assim a extragio das
raizes dos polinémios Péi)(‘l,l)) e Pl(i)(.r,b). A estimativa nio condicional %;
¢ geralmente utilizada para iniciar (4.11). Logo, a estatistica da razdo de

mdxima verossimilhanca para testar H, fica expressa na forma
-2 [Z a;log(i/s) + Y log{ Py (d)/Fs ($)} |

Sob H e para n — oo, onde n =Y, n;, essa estatistica. tem aproxima-
damente distribuicio x2 com (k — 1) graus de liberdade.
Uma estatistica alternativa (vide Breslow e Day, 1980, pg. 142) para

testar a homogeneidade dos riscos relativos nos estratos ¢ dada por

(4.12) O XP=) (e md)?/ w(),

z

onde ¥ é a estimativa de méxima verossimilhanca sob a hipétese de ho-
mogeneidade. Se n ¢ muito maior que o nimero de estratos, (4.12) pode
ser aproximada por uma x? com {(k — 1) graus de liberdade. Muitos pes-
quisadores tém utilizado '!,BM g no lugar de 1,5 em (4.12), com ;e5111tados
bastante satisfatérios. As estimativas p;(9) e v;(%)) sdo obtidas de (4.5) e

(4.6), respectivamente.
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Se a hipétese H nao é rejeitada tem-se um mesmo risco relativo
em todos os estratos. Testes de hipéteses e intervalos de confianca para ¥

podem ser desenvolvidos utilizando-se a distribuicio condicional
> Plailnai, nos, mi; .
i

Para o caso particular de ¥ = 1, tem-se em cada estrato uma distri-
buigdo hipergeométrica central. Um teste aproximado para H:¢ = 1, que
utiliza .a aproximagao normal para a distribuicio condicional de 5, i =

1...,k, foi desenvolvido por Mantel e Haenszel (1959), e ¢ dado por

‘ 2
(4.13) X?= Oza - Zp,-(n - 1/2) /Zv,ﬂ).

Sob H, a estatistica acima pode ser aproximada por uma ¥? com 1

grau de liberdade. Um intervalo de confianga usual para ¢ de 100(1 ~ a)%

de confianga que utiliza a estatistica de Mantel-Haenszel nﬁM 1, € formado
pelos limites

V1, s = %}‘}?‘*’“ /z),
onde x é o valor observado de v/ X2,
4.3.2 - Exemplo

Na Tabela 4.4 sio apresentados os dados de um estudo de seguimento
para avaliar a associagio entre drogas orais anti-diabéticas e morte cardio-
vascular. Dois grupos de individuos receberam tratamentos diferentes du-
rante uin tempo fixo e nesse periodo verificou-se em cada grupo o nimero
de mortes. Um grupo recebeu o tratamento com Tolbutamide e o outro
com Placebo, e os individuos foram subdivididos em duas faixas etérias,

até 55 anos e mais de 55 anos.
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Tabela 4.4: Distribnicdo dos individuos do experimento com Tolbutamide

¢ Placebo.

Tratamento Até 55 anos Mais de 55 anos
Mortos  Sobreviventes Mortos  Sobreviventes

Tolbutamide 8 08 22 76

Placebo 5 115 16 69

Fonte: Rothman (1977).

A estimativa de Mantel-Haenszel é dada por
@MH = (8 x 115/226 + 22 x 69/183)/(98 x 5/226 + 76 x 16/183) = 1.403.

De (4.5) e (4.6) tem-se m(Pmu) = T7.132, pa(dmy) = 22.856,

vy (Prrm) = 3.035 e va(hary )= 7.278.
Logo, a estatistica X? para testar a homogeneidade dos riscos relativos

nas duas faixas-etdrias vale
X? = (8 — 7.132)2/3.035 + (22 — 22.856)%/7.278 = 0.349,

que é nao-significativa ao nivel de 10%. O.valor da estatistica (4.13) para
testar a homogeneidade dos dois tratamentos, H:1¢) = 1, onde ¢ & o risco

relativo comum nas duas faixas-etdrias, é dado por
X? = {8+ 22 — (6.097 + 20.350)} /(3.051 + 7.489) = 0.337,

que também é nao-signiticativo ao nivel de 10% . Portanto, os dois tra-
tamentos sio homogéneos na causa de mortes cardiovasculares nas duas

faixas-etarias.
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§4.4 Modelo Logistico Linear Simples

O modelo logistico linear é derivado da funcio matematica
fl)y=(1+4+e"")"1 —0c0 < z < 0,

que varia monotonicamente de 0 a 1 & medida que z cresce, sendo simétrica
em torno de z = f~!(1/2). O termo linear refere-se & propriedade da

transformagio logit em f(2)

logit f(x) = log[f(2)/{1 - f(&)}] = =,

que € linear em 2. Além disso, a forma sigmoidal de f(z), muito parecida
com a forma de diversas curvas de dose e resposta, nas quais para cada
dose z tem-se uma resposta, geralmente uma proporgio no intervalo [0, 1],
sugere a utilizagdo de f(z) para ajustar tais curvas.

Suponha inicialmente uma situagio bastante simples que j4 foi descrita
na Segao 4.2, onde se tentou estudar a associagao entre uma resposta bindria
representada por y (por exemplo y = 1 curado e y = 0 ndo-curado) e
um fator dicotémico, representado por z (por exemplo, z = 0 tratamento
padrao e = 1 novo tratamento). Naquela situagio foram apresentados
alguns métodos cldssicos para avaliar essa associacio. Aqui serd utillizada
uma estrutura mais complexa que consiste na imposicio de um modelo de
regressdo (logistico linear) para prever a probabilidade p(z) = Ply =1|z}.
Esse modelo é dado por

logitp(z) = 7
ou
p(z) = exp(n)/{1 + exp(n)}
= {1+ exp(-y)}71,
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onde n = o 4+ Bz é chamado de preditor linear e @ e 3 sio parimetros
desconhecidos a serem estimados.

Desse modelo segue que p(0) = P{y = ljz = 0} = exp(a)/{1 +
exp(e)}, p(1) = P{y = 1]z = 1} = exp(e+B)/{1 +exp(a+B)}, 1-p(0) =
Ply = Oz = 0} = {I+exp(e)}™ e 1-p(1) = ply = O/z = 1} =
{14 exp(a+ 3)} 1. Portanto, a razdo de produtos cruzados (risco relativo)

¢ agora expressa em fungio do pardmetro 3

% = p(1{1 = p(0)}/[p(0){1 - p(1}}] = exp(B)

ou
logy = 4.

A variavel explicativa  pode também representar a doses de uma de-
terminada droga que € aplicados em algum tipo de animal e verificado apés
um periodo fixo se esse animal sobreviveu (y = 0) ou néo (y = 1). Nesse
caso, faz sentido calcular o risco de um animal que a recebeu adose z*,
nao sobreviver, em relagdo & wm animal que recebeu a dose a. Esse risco é

aproximado por

¥ = p(a"){1 - p(=)}/Ip(@){1 - p(z*)}] = exp{B(z" — 2)}

ou

logy = ﬂ(m* - ).

Portanto, o logaritmo do risco relativo ¥ é proporcional & diferenga
entre as doses. Se 3 > 0 o risco de ndo sobrevivéncia cresce com o aumento
da dose e se 3 < 0 ocorre o contririo. A seguir é apresentada uma forma

bastante simples de estimar os pardmetros « e 5.
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4.4.1 - Estimativas de Minimos Quadrados para « e §.

Sem perda de generalidade, suponha que k doses z;,%2,...,% sdo
aplicadas, respectivamente, em ny,ng,...,n; animais, observando-se apds
um periodo fixo o nimero de animais y; gue nao sobreviveram com a i-ésima
dose z;, i =1,...,k.

Seja a transformacao logit
logit p; = log{p:/(1 — pi)},

onde p; = p(x;) = y:/ni é a proporgio de animais que morreram com a dose
;. Supondo que y; ~ B(n;,p;), onde p; = p(z;), para n; grande mostra-se
que (Bickel e Doksum, 1977, Cap. 8)

Vrillog{#i/ (1~ i)} — (e + f)]

segue uma distribuigao aproximadamente normal com média ( e variincia

o? = o?(p;) dada por
of = {p:(1 - p:)} 7"

Chamando z; = logit j;, entdo para n; grande
(4.15) z = o+ fzi +él,

onde & ~ N(0,¢?/n;). Logo, se as drogas sdo aplicadas independente-
mente tem-se um problema de regressdo linear com varidncias desiguais e
dependentes de parimetros desconhecidos. Para ¢? conhecido o modelo de
regressao linear (4.15) pode ser expresso numa forma mais conveniente

2 1

Ty
= =o—+ B +e,
wy w; wy

148



onde w; = o;/\/n; e g; ~ N(0, 1),1 que permite a aplicacdo direta do método
de minimos quadrados descrito no Capitulo 1, para estimar o e 8.
Entretanto, como em geral o é desconhecido, é razodvel substituir w;

pela correspondente estimativa de maxima verossimilhanga

iw; = {nipi(1 — fi)} M2

Dessa forma, as estimativas de minimos quadradoes para o e 8 ficam

dadas por
A= Z sizi(zi — &)/ Zs,(m, - :r)z &= 7~ 3%,
onde z_Zz,s,/Es,, m—zx,s,/zs, e |
si =072 = nipi(1 ~ ;).

Bickel e Doksum (1977, Cap. 8) sugerem a utilizagiio da transformagio
log{(y; + 0.5)/(ni — y; + 0.5)} no lugar de logit p; para evitar dificuldades
nos casos em que todos os animais submetidos & dose z; sobreviverem (y; =
0) ou morrerem (y; = n;). Tratando os @;/s como constantes é possivel
aplicar a teoria cldssica de regressio linear para o caso binomial acima.
Por exemplo, se as suposigoes feitas sao corretas, a varidncia de ,é pode ser

estimada por

Var(8) = {Z si(m — )N
Logo, um intervalo de 100{1 — )% de confianga para a taxa f fica dado
por 3 + zafg{Var(ﬁ)}”z, onde 2,2 representa o quantil (1 ~ /2) de uma
normal padrao. Esses intervalos podem ser utilizados para testar H: 5 = 0.

Nesse caso, rejeita-se a hipdtese H se e somente se

BI/{Var(B)}' 1% > zaa.
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4.4.2 - Exemplo

Serdo utilizados agora parte dos dados de um estudo (Paula et al.,
1988) desenvolvido para avaliar o cfeito de diversos extratos vegetais na
mortalidade de embrides de Biomphalaria Glabrata (hospedeiro da equis-
tossomose). Em particular para o extrato vegetal aquoso quente de folhas
de L. Nobilis, foram utilizados & = 6 grupos de embrides. Cada um dos
n; embrioces do i-ésimo grupo recebeu uma dose z; (em partes por milhdo)
do extrato vegetal, observando-se apés o 20° dia o ntiimero ¥; de embrides

mortos. Esses dados, bem como as estimativas s;, §; e z;, sfo resumidos na
Tabela 4.5. ‘

Tabela 4.5: Resultado do ezperimento com o extrato vegetal de folhas de

L. Nobilis na morte do hospedez'fo da equistossomose.

z ni Yi B z; 83
0 295 14 0.0474  -3.00 13.32
50 273 30 0.1099 -2.09 26.70
100 301 75 0.2491  -1.10 56.30
150 365 263 0.7205 0.95 73.50
200 272 244 0.8970 216 26.13

300 379 378 0.9974 - 5.95 0.98

Fonte: Paula et al. (1988).
Utilizando os resultados da Tabela 4.5, obtém-se as estimativas B =

0.029 ¢ & = —3.568. Logo, o modelo logistico linear ajustado fica dado por
logit p(z) = —3.568 + 0.029z

ou

plx) = exp(—3.568 + 0.029) / {exp(—3.568 + 0.029z)},
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onde p(z) é a probabilidade de um embrido submetido & dose z nio sobre-
viver apos o 202 dia.

A Figura 4.1 exibe o gréifico dos valores observados p(2;) e ajustados
p(z;) contra as doses #;, i = 1,...,6. Dos dados da Tabela 4.5 obtém-se
também §/{Var(5)}!/? = 22.32. Logo, para um nivel de significancia de 1%
rejeita-se a hipdtese H: 3 = 0. Nesses estudos, um dos objetivos é estimar
a dose letal que mata 50% dos embrides, denotada por LD(50). Do modelo
logistico linear (4.14) mostra-se facilmente que essa dose é estimada por
LD(50) = —&/8 = 123.03.

péx) 1,88 0 -- observado 2
. + X == ajustado . .
g 2
0.0
1
! 2
860!
0488
:_ 1
i 0
b2
i 2
2
00 6.0 20.0  1EM 2400 3000

Figura 4.1: Grdfico das freqiiéncias relativas
yi/ni e das probabilidades ajustadas p(z;) con-

tra as doses x; do extrato vegetal L. Nobilis

§4.5 Modelo Logistico Linear Miiltiplo

Em geral nos problemas com respostas binarias o principal interesse é es-
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tudar a relagdo entre a resposta y e diversas varidveis explicativas, as quais
podem representar fatores de interesse, fatores suspeitos de confundimento,
variaveis quantitativas, ou mesmo estratos. Suponha inicialmente um mo-
delo logistico linear com duas variaveis explicativas dicotomicas, denotadas
por 7> e x3. Por exemplo com x5 representando os pacientes submetidos a
um tratamento padrio (z2 = 0) e novo (z2 = 1), respectivamente, ¢ z3 um
fator de interesse (23 = 0 ausente e 23 = 1 presente).

O modelo logistico linear, sem interagdo, fica expresso na forma

(4.16) 7 logitp(z) = B + Paz2 + Ps2a,

onde p(:r) = P{y = 1|z} e z = (z2,23)7. Para facilitar a interpretacdo
dos parametros de (4.16) as probabilidades p(x) serdo denotadas por Py =
P{y = 1|z = i,23 = j}, 1,j =0, 1. Tem-se de (4.16),

Poo = exp(61)/{1 + exp(B1)}, Pro = exp(B)/{1 + exp(B2)},
(417)  Poy = exp(B3)/{1 +exp(a)} e
Pi1 = exp(Bz + B3)/{1 + exp(B2 + 5s)}-

A chance de um paciente na condigdo (i,7)7, ser curado, em relacéo a

um paciente na condigdo (0,0)7, serd aproximada por
Yi; = Pij(1~ Poo)/{Poo(1 - P;;)}, 4,5=0,1.

Substituindo as probabilidades descritas em (4.17) na expressio acima,
obtém-se

(4.18) Y10 = exp(B2), Y01 = exp(Bs) e ¥11 = exp(B2 + B3)-

Portanto, a hipétese de néo-interacio entre ; e z3 assumida no modelo

(4.16), leva a relagdo multiplicativa entre os riscos relativos.

P11 = Pr0%or.
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Considere agora o modelo logistico linear saturado

(4.19) - logit p(x) = By + Baza + Pazs + Bazazs.

Os riscos relativos 10 e Yor continuam expressos como em (4.18),

entretanto 1f1; dependerd também do pardmetro B4

Py = exp(B2 + B3 + Ba)-

Logo,
log{®10 - Po1|¥11} = Ba.
Assim, testar a lnpotese H:B=0 (mteragao nula) em (4 19) equwale

a testar a hipétese multiplicativa, H: %11 = %10 - Yo1-

Se a varidvel z3 representa um determinado estrato, o risco relatlvo'_:_'
(chance relativa) de cura, entre o tratamento novo e o padrdo no primeiro
estrato (z3 = 0) serd dado por ¥ = exp(B2). Esserisco relativo no segundo
estrato (z3 = 1) vale ¢1; /101 = exp(Bo + f4). Logo, H: B4 = 0 equivale
também 3 hipétese de homogeneidade dos riscos relativos nos estratos.

Como foi mostrado na seciio anterior, os experimentos de dose e res-
posta, quando a resposta & uma proporgao, podem sor analisados através de
um modelo logistico linear simples. Entretanto, em tais experimentos, se a
resposta refere-se & cura (y = 1) oundo (y = 0) de uma certa doenga, geral-
mente a eficiéncia da droga decresce apds uma certa dosagem, em virtude
da toxidade da mesma, como & mostrado pela Figura 4.2.

Nesse caso a relacio entre a probabilidade de cura p(z) e a dose = pode

ser aproximada pelo modelo
p(e) = (L + exp{~({a+ Bz + 12"},

onde p(zx) = P{y = 1|z}, e @, e sdo pardmetros interpretdveis. O

parimetro o estd relacionado com a probabilidade de cura quando z =0, 8
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Figura 4.2: Descri¢do de uma curva de dose e
resposta, com toxidade da droga apds uma do-

sagem Tg.

estd relacionado com a taxa de cura da droga, enquanto < esta relacionado
com a toxidade da mesma.

Finalmente, considere uma situagio em que a resposta bin4ria anterior
seja observada segundo um fator dicotémico z1(x; = 1 presenga, z; =
0 auséncia ) em k estratos. Os k estratos serdo representado por k—1
varidveis dicotomicas, s, ..., 2y, tais que z; = 1 se a resposta foi observada
no j-ésimo estrato e z; = 0 em caso contrario, i=2,...,k

O modelo logistico linear, nesse caso, fica dado por
(4.20) p(z) = {1+ exp(—m)}~!,

k k
onde = o+ Bz + 22 Pz + Y2 ViT125, P(z) = Ply = 1z} e
z = (21,...,2z+)7. Chamando de ¥; o risco relativo de cura no j-ésimo
estrato, entre um individuo com presenga do fator e um individuo sem o

fator, obtém-se

th = exp(B1) e Y =exp(Bi+7;), I=2,...,k
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Note que log{t;/¥1} = v;, logo ; pode ser interpretado como um
incremento no logaritmo do risco relativo do j-ésimo estrato em relagio ao
primeiro estrato. Portanto, testar a homogeneidade dos riscos relativos nos
estratos equivale a testar H:vy = .+ = 7, = 0. Se essa hipétese nio é

rejeitada o modelo (4.20) fica expresso numa forma mais simples
(4.21) p(z) = L+ exp{—(a; + Brz1)}] 7,
ondeay =aeoy=a+p;, j=2,...,k

4.5.1 - Estimacao dos Parametros pelo Método de Mixima Veros-
similhanga |

O modelo logistico linear miiltiplo pode sempre ser expresso na forma

geral

p(z) = {1+ exp(-m)}~",
onde 7 = 278 é um proditor linear, ¢ = (€1,...,2,)T representa p
varigveis explicativas, incluindo interagdes, e 8 = (f,.. .,ﬂp)T é o vetor

de pardmetros a ser estimado.
Suponha que a resposta ¥ seja observada em n individuos subdivididos
em k grupos. No i-ésimo grupo, representado por z; = (i1,...,Zip)7,
50 observados n; individuos, sendo denotada por y;; a resposta do j-
ésimo individuo, % ='1,...,k e j =1,...,n;. Se no i-ésimo grupo as
observagdes sao independentes e se a probabilidade p(z;) ndo varia de wmn
individuo para outro, entio é razoavel supor y; = >; ¥ij ~ B(nq,ps), onde
pi = p(z;), ¢ = 1,...,k. Para ny,...,n; grandes o método de minimos
quadrados descrito na Segdo 4.4, pode ser estendido para o caso miiltiplo,
assim como os resultados assintdticos apresentados no Capitulo 1.
Contudo, serd discutido nesta seciio 0 método usual de maxima verossi-

milhanga para estimag8o dos pardmetros de 3, que consiste na maximizagio
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do logaritmo da fun¢io de verossimilhaﬁga de 3, dado por
CL(B) = Z Z Yizi; B — {z n; log(1 + exp Z m,,ﬁj)}
: i g - j :

Seja U(B) = OL{B)/08 a funcdo escore para fB. A est1ma.t1va de
méxima verossimilhanga ﬁ’ é obtida de U(,B) =0, que eqmvale a resolver o

seguinte smtema. de equagoes na.o—lmeares

XT(y - JU(B)) = 0:
onde X é uma matriz n X p de linhas z7, vy = (y1,...,9%)7, #(8) =

(p1se )Ty i = mipi = nmiexp(m)/{1 + exp(m)}, m = 276, i
1,..., k. .

O sistema acima para obter a estimativa de maxima verossimilhanga

ﬁ, exige a utilizagio de um processo iterativo. Aplicando o método de -

Newton-Raphson chega-se ao seguinte algoritmo:
(4.22) B+ = glm) L (XxTWwim X)) 1 XTwimy(m™) m =0,1,2,...,

onde W = diag{wy,...,wr}, v* = (w},..,y}) , wi=npi(l—pi) eyl =
mi + (i — nip) [{nipi(l —pi)}, i=1,... k.

O processo iterativo (4.22) geralmente & iniciado em A9 = 0 que
equivale a p§°) =1/2, i=1,...,k. Na Segdo 6.3, esse processo ¢ estendido

para o calculo das estimativas nos modelos lineares generalizados.

4.5.2 « Fungao Desvio e Resultados Assintdticos

Para avaliar a qualidade do ajuste de um modelo logistico linear,
utiliza-se frequentemente a funcio desvio (“deviance”) introduzida por Nel-

der ¢ Wedderburn (1972), que serd discutida na Segdo 6.4. Iissa fungao para
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o caso binomial é expressa por

D(y; ) =2 [yslog(ys/h:)
(4.23) i

+ (ni — yi) log{(n: — y:)/(n: — fi)}),

onde /i = p(B).

Finalmente, sob a hipétese de que o modelo assumido é verdadeiro,
(4.23) tem aproximadamente distribui¢io x2 com (k — p) graus de liber-
dade em duas situagdes muito frequentes na pritica: (i) quando N — oo,
onde N = min{n,,...,ni}, k¥ mantendo-se fixo; (n) quando £ — co e os
n;'s se mantém fixos. Similarmente, nessas duas situagdes, (ﬁ — B) tem
aproximadamente distribui¢do normal p- variada com média zero e estru-
tura de covaridncia dada por K~! = (XTWX)~. Logo, denotando-se
K1 = {~k}, intervalos de confianga para 3; podem ser formados da ma-
neira usual. Por e:&emplo, um intervalo de 100(1 — a)% de confianga para
B; sera dado por

By a2 |
onde fy/2 é 0 quantil (1 — «/2) de uma t de Student com (k — p) graus de
liberdade. _

Dos resultados acima, um intervalo assintético de 100(1 — o)% de con-

flanca para o risco relativo 1(r), serd formado pelos limites
expllog $(z) % za/2 X {Var(log $(z))}*/?),
onde Var(log9(z)) = zTK~1z.

4.5.3 - Testes de Hipé6teses

Serdo apresentados nesta secio as estatisticas da razao de maxima ve-

rossimilhanca, de Wald e escore para testar a significancia dos pardmetros

157



de um modelo logistico linear, Essas trés estatisticas, apesar de serem ex-
pressas em formas diferentes, tém assintoticamente a mesma distribuicdo
segundo a hipétese nula. ‘
Suponha entdo que o vetor de pardmetros 3 seja particionado na forma
= (ﬂg‘ ,33:,q)T, g < p, e considere a hipétese H: 3; = 0. As trés estatisticas
acima, que serdo descritas a seguir, t&m assintoticamente, sob H, distri-
bui¢do x? com g graus de liberdade. Maiores detalhes dessas estatisticas
podem ser vistos em Cox e Hinkley (1979).
A. Estatistica.da razio de méxima verossimilhanga
< Definida por ;
| ~2{L(0, 52) ~ L(Bys Bp-o)},

()N . s I
onde 3, é a estimativa de méxima, verossimilhanga, spb H, de ﬂp._‘q.
A estatistica acima pode ser expressa como a diferenca entre as funcgdes

desvio do modelo sob H e do modelo com p pariametros
Dy—q(y; ﬂ(u)) = Dp(y; i),

onde A0 & a estimativa de maxima verossimilhanca, sob H, de p=

u(B). Essas funcdes serao denota,das por Dp_g e D,,.

B. Estatistica de Wald
Definida por

= B;f I? q_ql )éqa
onde K =K 1(,8) é uma submatriz ¢ x g de K~ com as estimativas

das varidncias e covariincias dos elementos de /3q.
C. Estatistica escore
Definida por
E=UT(FOK 1 (BNUBD),
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onde U(B() e K~1(4®) sdo, respectivamente, U(§) e I~ 1(ﬁ) avalia-
dos em 3 = (07, ,BI(,(,]_)E)T
Alguns casos especiais sdo de interesse. Em particular para testar

H:B; =0, a estatistica de Wald fica simplificada na forma
W = B (),

que assintoticamente pode ser aproximada por uma 2 com 1 grau de liber-
dade. ‘

Day e Byar (1979) mostraram que a estatistica escore para testar
H:B; = 0 no modelo (4.21) coincide com a estatistica de Mantel-Haenszel
dada em (4.13).

4.5.4 - Selegao de Covaridveis

Os métodos de sele¢do de covaridveis da regressdo linear néo sio direta-
mente aplicdveis ao modelo logistico-linear. Agora o principal obJetlvo nio
é mais selecionar um conjunto de covaridveis que explique bem a resposta
e também produza boa precisao. No modelo logistico linear os pardmetros
sao interpretaveis e muitas vezes para que um efeito seja bem entendido
é necessdrio manter no modelo interagbes nao significativas envolvendo o
mesmo. B o caso do principio hierdrquico, discutido na Seco 3.6, em que
a manutencdo de uma certa interacdo implica na manutengio de todas as
subinteragoes, assim como dos efeitos principais correspondentes. Como as
interagtes envolvendo quatro ou mais fatores quase sempre sao de dificil
interpretagio e pedem causar singularidade na matriz do modelo, é comum
restringir-se 4 selecdo de covaridveis que envolvam no maximo interagdes
com trés fatores.

Nem sempre nas aplicagdes do modelo logistico linear todas as in-

teracoes possiveis de uma mesma ordem sdo consideradas. Isso ocorre em
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particular na drea Epidemiolégica (vide Kleinbaum et al., 1982), em que
se tem fatores de exposigao e fatores de confundimento, sendo considera-
das apenas aciuelas interagdes entre esses fatores que sdo facilmente inter-
pretaveis e que tenham algum significado no problema.

Analogamente & regressio linear, ndo ha um critério étimo de selegdo
de covaridveis para o modelo logistico linear. Entretanto, serd apresentado a
seguir um procedimento simples, que pode ser aplicado em muitas situagdes
praticas. Esse procedimento tem os seguintes passos:
12Passo

Considere como modelo inicial aquele incluindo todos os fatores prin-
cipais e todas as interagbes de interesse envolvendo dois fatores. Por
exemplo, suponha a existéncia de apenas um fator de exposicio, deno-
tado por E, e cinco fatores C;,Cs,...,C5 suspeitos de confundimento.
Alguns desses cinco fatores podem representar interagdes. Por exemplo
pode-se ter Cs = C1C5. Entdo esse modelo deve incluir os efeitos princi-
pais E,C,,...,Cs e as interagoes ECy, ECs,..., ECs. Se esses fatores sio

dicotémicos o modelo fica expresso na forma

logit p = a4+ BE + 51 Cy + B2Ca + B3C3 + B4Cy + B5Cs
(4.24) +1nEC) + v EC, + 73E03 + Y4 BCy + v ECy.

22 Passo

Utilizando alguma das estatisticas descritas na segio anterior, testar a
inclusdo individual de cada uma das interagdes EC,Cs, EC,Cs, ..., EC4Cs
no modelo (4.24). Incluir no modelo apenas aquelas interagdes que forem
significativas e que nio causarem singularidade na matriz do modelo.
32 Passo

Testar agora a exclusdo de cada interagio envolvendo dois fatores que-

ndo seja subinteracio das interagdes selecionadas no passo anterior. Por
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exemplo, se no 22 passo foram selecionadas as interagdes EC,Cs e EC2C3,
entao pelo principio hierdrquico devem ser mantidas no modelo as interagoes
EC,,EC; e EC; e os efeitos principais E, Cy,Cy ¢ C. Logo, sobram para

serem testadas as interagdes FCy e EC5.

42 Passo
Suponha que a interagio ECy foi considerada nao-significativa, entdo
o modelo adotado no 32 passo é
(4.25)
logitp = o+ BE + B1C1 + B2C2 + B3C3 + BaCy + B5Cs
+ N EC1 + 12 ECy + 13 EC3 + 1 ECs + 61 EC1C2 + 62 EC2C5.

Respeitando o principio hierdrquico, testar a exlcusao dos efeitos prin-
cipais que sobrarem (se existirem). No caso acima deve-se testar a exclusio
de Cy no modelo (4.25).

4.5.5 - Residuos

A funcio desvio definida na Segdo 4.5.2, que é utilizada para avaliar
a qualidade do ajuste, nio fornece informagdes sobre os afastamentos do
modelo ajustado. Esses afastamentos sio usualmente investigados através
de residuos, utilizando-se graficos.

Dentre os residucs mais conhecidos, destaca-se o residuo de Pearson,

definido por
ri = (yi — napi) [{napi(1 — i) 1%,
i =1,...,k. Esseresiduo é muito usual para n; grande, entretanto se n;
é pequeno ou se p; & proximo de 0 ou 1, a i-ésima componente da fungio
desvio, definida por :tdy ? sendo
d; = [2y; log(y:/np:) + 2(ni — y:) log{(n: — %:)/ (¥ — nap:)}]
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. . . 1/2 ~
€ mais recomendada. O sinal de di/ é 0 mesmo de y; — np;.

As componentes d; %5 sio geralmente melhores aproximadas pela
distribui¢do normal que os residuos r;’s. Entretanto na situagio extrema
em que n; = 1, é mais conveniente utilizar esses residuos agrupando-se os
dados. Landwehr et al. (1984) apresentam um método grafico, que envolve
a simulagdo da distribuigio dos residuos, para essa situacio. V

Utilizando Cox e Snell (1968) mostra-se que uma padronizacio mais
adequada para r;, que leva em conta a variabilidade de Pi, é dada por
ri/{1~h;;}/2, onde h;; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
H = W2 X(XTWX)- 1 XTW/2, Analogamente +di/%/{1 — hy;}'/? se
aproxima melhor da normal padrio que id}/ 2,

Williams (1987) mostra que a variagdo na fungio desvio apés a exclusio

da i-ésima observagao é aproximada por
rei = (1= ha){di/(1 = haa)} + Rael{r? /(1 = hii)},

e define o residuo %rg;, onde o sinal de r¢; é 0 mesmo de ¥ —n;p;. Williams
(1987) sugere a utilizacio de rg; no grifico normal de probabilidades, que
¢ usual para detectar possiveis afastamentos das suposigoes feitas para as
variaveis y;’s.

Outros métodos de diagnéstico seréo descritos no Capitulo 6, os quais

podem ser particularizados para os modelos discutidos neste capitulo.

4.5.6 - Exemplo

Para ilustrar os métodos descritos nesta secdo, serio utilizados os da-
dos apresentados em Paula et al. (1984) referentes a um estudo de caso e
controle realizado no setor de Anatomia e Patologia do hospital Helidpolis
em Séo Paulo, entre 1970 e 1982, A finalidade desse estudo foi avaliar a as-
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sociacdo entre algumas varidveis histolégicas e o tipo de processo infeccioso
pulmonar, maligno ou benigno.

Foram considerados como casos todos os pacientes diagnosticados entre
1970 e 1982 nesse hospital, que tiveram o diagnéstico confirmado de processo
maligno (71 pacientes). Os controles consistiram de uma amostra de 104
pacientes de um total de 270, que também foram diagnosticados no mesmo
perfodo no referido hospital e tiveram confirmado o digandstico infeccioso
pulmonar benigno. _

Diversas varidveis histolégicas foram observadas em fragmentos de te-"-.;'
cidos retirados da regido pulmonar de cada um dos 175 pacientes. Essas
andlises, entretanto, serdo restritas a duas vari4veis histolégicas (dois ti-
pos de células), histidcitos-linfécitos e fibrose frouxa e a duas varigveis
potenciais de confundimento, sexo ¢ idade. Portanto, tem-se as seguin-
tes varidveis: (i) tipo do processo {y = 1 maligno ,y = 0 benigno ), (ii)
HL, histiécitos-linfécitos (HL = 1 presenga ,HL = 0 auséncia ), (iii)
FF, fibrose frouxa (FF = 1 presenga ,FF = 0 auséncia ), (iv) SEXO
( SEXO =1 masculino , SEXO = 0 feminino ) e (v) IDADE (em anos).

Como nos estudos de caso e controle os individuos siio amostrados
retrospectivamente, ou seja, dado y, o modelo logistico para explicar p(z) =
P{y = 1|z} é expresso numa forma um pouco diferente dos estudos de
seguimento (vide McDullagh e Nelder, 1983, pg. 78), dada per

logit p(z) = &” + 7,

onde n = 78, o* = log(mp/m )Mo =P{Z =1y =0}, m = P{Z = 1|y =
1} e Z é uma varidvel dicotdmica representando a presenga (Z = 1) ou
auséncia (Z = 0) de um individuo da populagio na amostra de casos e con-
troles. Os pardmetros de § sdo estimados diretamente de (4.22), enquanto

o, se m; e o forem conhecidos, pode ser introduzido posteriormente. Os
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riscos relativos ficam invariantes com a introducio de o*.

Sera aplicado a seguir 0 método de selecio de covaridveis descrito na
Secdo 4.5.4. Como o interesse aqui nio é prever p(z) e sim estudar a asso-
ciagﬁo entre o tipo de processo e as varidveis histoldgicas, serdo ajustados
modelos logisticos sem a constante a*. O modelo inicial, modelo I, é dado

por
logit p=a+ 31 % SEXO + 8% IDADE + B3« HL+ B4« FF
+m * HL* SEXO + v % HL * IDADE + 3 %« FF x SEXO
+ v, % FF+ IDADE .

Serao adicionadas individualmente as interagoes H L+ SEXO * IDADE
e FF+ SEXO = IDADE mno modelo I. Como as interagtes envolvendo trés
fatores sdo em geral de dificil interpretagio, serd adotado um nivel de signi-
ficancia de 5% nos testes dé inclusdo das mesmas. Nos demais testes serd
adotado um nivel de 10%. Em Kupper et al. (1976) hd uma discussao sobre
o controle do nivel de significAncia na selegiao de covariaveis em modelos de
regressido. Pelos resultados da Tabela 4.6 nenhuma das interagées acima é

significativa ao nivel de 5%; logo, ndo serdo incluidas no modelo 1.

Tabela 4.6: Valores da fungdo desvio com a inclusio individuel das in-
teragdes HL « SEXOx IDADE e FF + SEXO * IDADFE no modelo 1.

Modelo Graus de liberdade  Desvio Diferenca
Modelo I 166 , 151.28 -
Modelo 1+ 165 147.55 3.73
HL¥*IDADE*SEXO

Modelo I+ 165 148.50 2.78
HL «IDADE * SEXO
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O passo seguinte consiste em testar a exclusio de cada interagdo en-
volvendo dois fatores do modelo I. Os resultados sdo descritos na Tabela
4.7 e pode-se observar que somente a interagio HL # IDADE ¢ significativa
a 10%. Dentre as restantes, HL * SEXO tem o maior nivel descritivo, logo

deve ser excluida do modelo 1.

Tabela 4.7: Valores da fun¢do desvio com a ezclusio individual do modelo

I das interagdes envolvendo dois fatores.

Modelo Graus de liberdade  Desvio Diferenga
Modelo I 166 151.28 -
Modelo I —HL « IDADE 167 155.23 3.95*
Modelo I-HL * SEXO 167 152.23 0.95
Modelo I-FF « IDADE 167 - 152.90 1.62
Modelo I-FF « SEXO 167 153.61 2.33

*: signiﬁcafivo a 10%.
O modelo resultante, modelo II, é dado por
logit p = o+ By + SEXO + B+ IDADE + 3 % HL + By + FF
+~2% HL  IDADE + 73 + FF + SEXO + 7, % FF x IDADE .

Testa-se agora a exclusio de cada interagio envolvendo dois fatores do
modelo IL.
~ Pelos resultados, Tabela 4.8, ao nivel de 10% a interagio FF x IDADE
_deve ser excluida do modelo II.
Chega-se portanto ao modelo IIT dado por
Nogit p=a+ B * SEXO + 3, * IDADE + G5 * HL + 84 x FF
+ 42 ¥ HL * IDADE + 53 * FF % SEXO.
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Tabela 4.8: Valores da funcdo desvio com ¢ exclusio individual do modelo
II das interagées HL » IDADE,FF « IDADE ¢ FF x SEXO.

Modelo Graus de liberdade  Desvio Diferenga. -
Modelo IT 167 152.23 -
Modelo II-HL * IDADE 168 156.57 4.34*
Modelo II-FF %« IDADE 168 153.96 1.73
Modelo II-FF % SEXO 168 156.06 3.63*

*: significativo a 10%.

O passo seguinte consiste em testar a exlcusdo das interacdes HL *
IDADE e FF x SEXO do modelo III. Pelos resultados descritos na Tabela
4.9, nenhuma desses interagées deve ser excluida. |

Tabela 4.9: Resultados referentes a exclusdo individual das interagées
HL» IDADE e FF % SEXO do modelo II1.

Modelo Graus de liberdade  Desvio Diferenca
Modelo IIT 168 153.96 -
Modelo III-H L * IDADE 169 160.16 6.20*

Modelo III-H L * SEXO 169 157.49 3.53

*: significativo a 10%.

Logo, como néo sobra nenhum efeito principal (pelo principio hiersr-
quico), o modelo III serd adotado como modelo final. As estimativas dos
pardmetros e dos desvios padrdes assintéticos sdo apresentadas na Tabela
4.10.
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Tabela 4.10: Estimativas dos pardmetros do modelo III. -

Efeito Parametro Estimativas
Constante @ -10.204
(0.967)
Sexo 51 -1.239
(0.544)
Idade B 0.036
(0.016)
HL B3 -5.163
(1.631)
FF ' Bs -2.797
(1.378)
HL*Idade Yo 0.068
(0.029)
FF*Sexo Y3 2.487
(1.439)

{ ): desvio padrdo assintético

Seja Yy o risco de um paciente com presenca de HL, estar com pro-
cesso maligno, em relacio a um paciente sem a presenga da célula. Supondo
que esses pacientes tem o mesmo sexo, a mesma idade e o mesmo nivel de

FF, entdo ¢y é estimado por
(4.26) P = exp{—5.163 + 0.068 + IDADE }.

De (2.26) conclui-se que o risco de processo maligno-é em geral menor

para os pacientes comn presenga da célula que para os pacientes com auséncia
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da mesma. Esse risco relativo cresce, entretanto, com o aumento da idade
dos pacientes, ficando préximo de 1 quando os pacientes t8m aproximada-
mente 75 anos.

Para ilustrar, suponha que dois pacientes de 40 anos e mesmo sexo
tenham sido submetidos a exames no hospital Heliépolis para diagnosticar
o tipo de processo infeccioso pulmonar. Apds os exames, constatou-se o
mesmo nivel de FF para ambos os pacientes, entretanto apenas um apre-
sentou presenca da célula HL. Logo, o risco do paciente, cujo exame ndio
detectou a célula HL, estar com processo maligno, emn relagio ao outro

paciente, é aproximado por
$5L = exp(5.163 — 0.068 x 40) = 11.51.

Um intervalo do 100{1 — «)% de confianca para ¥ g é formado pelos
limites
Yh 1, ¥ = exp{log by £ 1.96 x Var(log ¥r1)},
onde Var(log i 1) = Var(&)+(IDADE)? Var(%,) + 2(IDADE)Cov(&, %»).
Analogamente seja ¥ Fp o risco de um paciente com presenca da célula
FF, estar com processo maligno, em relagio a um paciente com auséncia da
mesma, Supondo que esses pacientes sio semelhantes nas demais varidveis,

Yrr pode ser estimado por
bpr = exp(—2.797 + 2.487 » SEXO).

Logo, se sdo comparados pacientes do sexo feminino esse risco vale
aproximadamente exp(—2.797} = 0.06. Para pacientes do sexo masculino, o
risco ¢ estimado por exp{—2.797+2.487) = 0.73. Isso mostra que a presenca
da célula F'F' é mais importante entre os pacientes do sexo feminino do que

entre os pacientes do sexo masculino. Diversos outros riscos relativos podem
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ser estimados da Tabela 4.10, e conseqiientemente outras interpretagoes

serao obtidas.

§4.6 QOutros Modelos

A seguir sao apresentados outros modelos para andlise de dados bindrios,
como os modelos probit e complementar log-log, modelo logistico condicio-

nal e modelos logisticos nao-lineares.
4.6.1 - Modelos Probit e Complementar Log-Log

Suponha novamente a variavel explicativa 2 representando a dose de
uma certa droga e uma resposta y, denotando a sobrevivéncia (y = 0)
ou ndo {y = 1) de um animal apdés um determinado periodo em que o
mesmo recebeu uma dosagem da droga. Como foi visto na Secdo 4.4.1, o
modelo logistico linear pode ser aplicado para ajustar curvas resultantes
desses experimentos. Entretanto, hd situagdes em que o mesmo néo é o
mais adequado, havendo dois outros modelos gue podem ajustar melhor
os dados. Esses modelos sao geralmente menos usuais que o logistico, em
virtude de nao possibilitarem a interpretagao direta dos parametros.

O primeiro desses modelos, o probit, ¢ definido por

(4.27) o~ p(z)) = n,

onde 7 = o+ B2 ¢ ®~1(p) é a inversa da fungio acumulativa da distribui¢éo
normal-padrao. O outro modelo, o complementar log-log, é expresso na

forma

(4.28) log{1 —log(1 — p(x))} = n,
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N
onde log{1 —~ log(1 — p)} é a funcao acumulativa;. f'c!a distribuigio do valor
extremo, 1 /ff'-‘

Os modelos logistico e probit sio simétricos,!czm forno“cie p = 0.5 e muito
semelhantes no intervalo 0.1 < p < 0.9. O complementar log - log apesar
de néo ser simétrico, é muito parecido com o loglsmc para valores peqiienos
de p, e 4 medida que p tende para 1 o mesmo tende mais lentamente para
1nﬁn1t0 que os outros dois. A

Os pardmetros « e 3 dos modelos probit e complementar log — log
podem ser estimados analogamente a0 logistico, pelo método de minimos
quadrados descrito na Segio 4.4.1. Para k doses diferentes da droga,
aplicadas respectivamente a ny,...,n; animais, tem-se as transformagdes
empiricas ®~1(5;) e log{1 — log(1 ~ 5;)}, onde f; = yi/ns, i=1,... k.

Exceto as expressdes das varidncias o2(p;) que devem mudar (vide
Bickel e Doksum,1977, Cap. 7) todas as demais expressdes da Segdo 4.4.1
sao validas para os modelos probit e complementar log — log. Com o pre-
ditor linear na forma geral n; = 273, i =1,...,k, a estimativa de méxima
verossimilhanga 4 impondo-se (4.27) ou (4.28) é também obtida de um
processo iterativo na forma (4.22) com pesos w’s e varidveis dependentes

modificadas y*/s, respectivamente, dados por

w=n®*/{p(1 - p)}, v* = n+ (y — np)/(n®') com ¢' = dg(n)/dn

=n(1~p)log*{(1 - p)/p}, ¥* = n+(y — np)/[n(1 - p){1 = log(1 — p)}].

Em Paula et al. (1988) séio comparados os ajustes dos modelos logfstico,

probit e complementar log — log em 10 experimentos do tipo dose e resposta.
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4.6.2 - Modelo Logistico Condicional

Em alguns estudos de caso e controle ou de seguimento o mimero de
estratos formados pode ser relativamente grande. Isso ocorre em particular
nos estudos emparelhados de caso e controle, em que a influéncia de fatores
suspeitos de confundimento é controlada através de emparelhamentos de
casos com controles, segundo alguns niveis desses fatores. Para cada empa-
relhamento tem-se um estrato. Nessas situacoes, se é adotado um modelo
logistico linear, além dos pardmetros correspondentes aos efeitos incluidos
no modelo, tem-se uma constante o para cada estrato formado. Nos casos
de estratos com poucas observagdes, o nimero de paradmetros a serem esti-
mados podem ser da ordem do niimero total de observagdes, o que em geral
leva a estimativas seriamente viesadas (Cox e Hinkley, 1979, pg. 292).

Para ilustrar, suponha um estudo de caso e controle com k empa-
relhamento 1 — 1 (1 caso por 1 controle) segundo k niveis de um fator
suspeito de confundimento. Seja a resposta denotada por y(y = 1 caso,y =
0 controle ) e suponha ainda uma varidvel dicotdmica = representando um
certo fator (x = 1 presenga,z = 0 auséncia). Se é adotado um modelo
logistico linear com riscos relativos constantes nos estratos formados, tem-

se
(4.29) logit pi(z) = a; + Bz,

onde p;(z) = P{y; = 1|z}, i=1,...,k.

A forma mais usual de evitar o problema mencionado acima, consiste
na eliminagado dos pardmetros «;’s através de uma distribuigio condicional
apropriada, similar dquela dada em (4.1) (vide Prentice e Breslow, 1978).

Suponha que no i-ésimo estrato formado, que tem n; = 2 elementos,
observou-se para a varidvel explicativa z os valores z;; e 2, sem ser es-

pecificado qual desses valores corresponde ao caso e qual corresponde ao
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controle. Portanto, tem-se uma tabela 2 x 2 com as margens fixas. A distri-
buigao condicional de que z;; de fato corresponde ao caso e ;2 corresponde

ao controle é dada por

P(zaly; = )P(zily: = 0)
P(zii|ys = 1)P(zaly: = 0) + Pzaly: = )P((zaly: = 0)

(4.30)

Utilizando a relagao P(z(y) = P(y|z)P(z)/P(y) e (4.29), mostra-se
facilmente que (4.30) fica simplificado na forma

exp(Bzi1)/{exp(Bz: ) + exp(B2ia)}-

Portanto, para k estratos a fungéo de verossimilkanga conjunta para 5

¢é dada por

.
(4.31) H[exp(ﬁxil)/{exp(ﬁwﬂ) +exp(fziz)}],

i=}

onde z;; é o valor de x observado para o i-ésimo caso.
Generalizando, suponha um total de % emparelhamentos do tipo

1— M (1 caso com M controles) e p varidveis explicativas, denotadas por

21,...,Tp, que podem representar interagoes. Seja o modelo logistico
(4.32) logitp;(z) = a; + 27,

onde z = (z1,...,2,) e f = (Bi,.-,B,)T, i =1,..., k. Considere ainda
que no i-ésimo estrato formado foram observados os conjuntos de valores
m%,w?},...,m?M, onde 27, = (Tie1,...,Tigp), £=0,..., M, paraosn; = 1+

M casos e controles, sem ser especificado qual desses conjuntos corresponde

ab-caso e quais aos controles. Logo, a distribui¢do condicional de que o
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primeiro conjunto 2% de fato pertence ao caso e os demais aos controles,

fica agora dada por

Plwiolys = 1) TTocy Plwiely: = 0)
XiZo Plaislys = 1) Tlazo Ploielys = 0)

(4.33)

Utilizando o teorema de Bayes ¢ o modelo (4.32) em (4.33), a distri-

buigdo condicional conjunta, em fungdo de 3, fica expressa na forma

-,

k M |
. {exp(scﬁm/zexp(mﬁﬁ)}
(4.34) B =

M -1
1+ Zexp{(:cie - m;o)Tﬁ}] .

=1

I

Aplicando o logaritmo em (4.34), obtém-se

k
(4.35) L(B) = _akB —log{D_exp(z}8)}-
i=1 £

A estimativa de maxima verossimilhanca 3 é obtida maximizando L{B).
Pregibon (1984) apresenta um processo iterativo para se obter B, assim
como discute a definicdo de um residuo e diversas técnicas de diagnédstico
para o modelo condicional {4.34). A funcéo desvio é agora obtida de (4.35),
entretanto pouco se sabe sobre a distribuigdo nula da mesma. A funcio
L{8) acima serd novamente discutida na Sec¢io 8.5, onde serdo tratados os

modelos para analise de dados de sobrevivéncia.

4.6.3 - Modelos Logisticos Nao-Lineares

Nos experimentos de tipo dose e resposta pode ocorrer que a trans-

formagao logit ou qualquer outra usual, ndo seja suficiente para produzir a
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linearizagdo desejada, sendo necessédrio impor alguma estrutura nio- linear
na parte sistematica. Por outro lado, pode ocorrer de uma estrutura néo-
linear e interpretdvel em experimentos com respostas continuas, apresentar
resultados satisfatdrios para o caso binomial com transformacéo logit.

Serao apresentados a seguir trés modelos logisticos nfio-lineares que se
enquadram em alguma das situacoes acima.

O primeiro desses modelos (vide Giltinan et al. 1988) é frequentemente
utilizado para avaliar a atividade conjunta de duas drogas A e B, separa-
damente ativas, na mortalidade de insetos. Sejam y a resposta binaria de
interesse (y = 1 o inseto morreu, ¥ = § o inseto sobreviven) e z e z as doses

das drogas A e B, respectivamente. O modelo é dado por
logitp = a + Blog{z + pz + k(pzz)'/?},

onde p = P{y = 1|z,z}, B é a inclinagio da relagio dose resposta, p é
a poténcia da droga B em relagio a droga A4 e k ¢ a interagio entre as
duas drogas, que tem a seguinte interpretagio: k = 0 aditividade, k < 0
antagonismo e £ > 0 sinergismo.

O segundo modelo (vide McCullagh e Nelder, 1983, pg. 205), tem sido
aplicado para avaliar o efeito da mistura de um inseticida com um reagente
quimico na mortalidade de insetos. Aqui o reagente é inativo na auséncia
do inseticida e é utilizado para aumentar a toxidade do mesmo. O modelo

¢ definido por

logitp = a4 By log(z — 8) + Box /(¢ + ),

onde z e z sfio respectivamente as doses do reagente e do inseticida, e os
parimetros By, e ¢ sio interpretdveis. O pardmetro  é incluido em

alguns casos e representa wm limite inferior para as doses do inseticida. Os
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dois modelos acima podem ser ajustados pelo processo iterativo que serd
descrito na Sccdo 7.3.

Finalmente, sera apresentado o modelo logistico generalizado proposto
por Stukel (1988), que generaliza a maioria. dos modelos usuais para res-

postas bindrias. Esse modelo é definido por

logitp = ha(n),

onde h,(n) é uma funcio estritamente crescente em 7 indexada por dois
pardmetros o) e s, os quais definem a forma da curva. O preditor ii,{n)
¢ definido da seguinte maneira:

Para 72> 0(p > 1/2)

ha = o7 Hexp(ey |n]) - 1}, @ >0
=1 Q] = 0
= —al_l log(1 ~ o 7)), a; <0

epara 1< 0(p<1/2)

he = —az  {exp(az |n]) — 1}, a3 >0
=1 ay =0
= oy ' log(1 - a2 7)), ay < 0.

Em particular quando o) = o = 0 tem-se o modelo logistico linear
multiplo. Para ap,a > 0, a fungio h tem uma forma exponencial, e
para o, s < 0 uma forma logaritmica. Ocorre simetria somente quando
@1 = oa. Se o] e g 530 conhecidos tem-se um Modele Linear Generalizado
(Nelder ¢ Wedderburn, 1972) com ligagio h~log{p/(1 - p)}] = n. A

fungao h e as derivadas correspondentes da mesma sdo continuas em o e
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1. Os modelos probit e complementar log-log sio obtidos aproximadamente
quando oy = ap = 0.165, e oy = 0.62 e oy = —0.037, respectivamente.

Stukel (1985) apresenta um processo iterativo para obtencio das esti-
mativas de méxima verossimilhanga de 8 e @ = (o4, a2)” pelos sistemas
GLIM ou GENSTAT.

§4.7 Exercicios

1 - Considere uma Tabela 2 x 2 com os seguintes valores: a = 2, n; = 5,
nz = 2 em = 3. Obtenha a estimativa de mixima verossimilhanga
condicional para .

2 - Sejam y; ~ B(n;,p;) e z; ~ B(mi,q:), i = 1,2. Mostre que a distri-
buicio condicional de y; dado y; 4 y2 = m; coincide com a distribuigio
condicional de x, dado z; + z3 = n,.

3 - Os dados abaixo sdo de um estudo de seguimento para avaliar a as-
sociacdo entre duas técnicas cirdrgicas A e B para cura de uma certa

doenca, e a ocorréncia de problemas graves pés-operatérios.

Problemas graves Até 50 anos Acima de 50 anos

pos-operatodrios Técnica A TécnicaB  Técnica A Técnica B
Sim 6 T 7 4
Naeo 14 23 9 12

Verifique se o risco relativo (técnica A em relacio 3 técnica B) é homogéneo
nos estratos, ao nivel de 10%. Utilize a estatistica (4.12) com ¥ 5 no lugar
de 1,5
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4 -

5-

6 -

Ajuste o modelo logistico linear simples ao seguinte conjunto de dados:

Z; 0 20- 25 30 35 40
Vi
n; 7 8 8 8 8 8

(=]
[S%)
2]
(=]
(=]
|

Mostre que o parametro 3 do modelo logistico condicional dado em
(4.31) pode ser estimado pelo processo itetativo (4.22).

Mostrar que a densidade (4.1) pertence & familia exponencial de dis-

tribuigées (6.1) e que seus comulantes X;(3), ¢ = 1,2,... seguem a
relagdo
i) = 2L Ky (), = 2,3,
¢d¢

Considere a regressio 11near ¢ + Bz; para representar a probabilidade
de sucesso p; da i-ésima observagdo bindria y;, ¢ = 1,...,n. Calcular -
as estimativas de mdaxima verossimilhanga e de minimos quadrados .
dos parametros o e 3 nos dois casos: (a) sem restrigdes; (b) com a
restricio dos valores ajustados pertencerem ao intervalo (0,1). Obter
as estatisticas escore, de Wald e da razio de méaxima verossimilhanga
nos seguintes testes: Hy:a = 0 versus Ay:c # 0 e Hy: 3 = 0 versus
Ag: B #0.

Sejam dois grupos de individuos que sio comparados via o modelo
logistico linear com uma covaridvel adicional z, isto é, supondo as estru-
turas a+ Bz e a+Bz+A. Obter as formas das trés estatisticas discuti-
das na Secdo 4.5.3 para os testes: H: A =0 versus A:A#0, H1: =0
versus A;: 8 # 0 e Hy:ao = 0 versus Ag:a # 0.
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CAPITULO 5

MODELO NORMAL NAO-LINEAR

§6.1 Introdugaoc

Até o inicio da década de 70 as principais técnicas desenvolvidas para os
modelos de regressdo ndo-linear se restringiam A suposicio de normalidade
para a varidvel de resposta. Em 1972, Nelder e Wedderburn ampliaram
a distribuicdo da varidvel de resposta para a familia exponencial de dis-
tribuigdes, definindo os Modelos Lineares Generalizados (vide Capitulo 6).
Mesmo assim, os modelos normais nio-lineares continuaram recebendo um
tratamento especial, surgindo diversos trabalhos na década de 70 e alguns
nesta década. Particularmente, destaca-se o livro de Ratkowsky (1983),
onde virios modelos normais nio-lineares sio discutidos segundo diversos
aspectos.

A principal caracteristica desses modelos é que 0s mesmos em geral sao
deduzidos a partir de suposigdes tedricas (quase sempre equagdes diferen-
clais) e os pardmetros resultantes sio interpretdveis. Assim, aproximé-los
para os modelos normais lineares, mesmo que sejam alcancados ajustes sa-
tisfatdrios, prejudicaria bastante a obtengdo de estimativas mais realistas

dos pardmetros de interesse.
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Nem sempre os modelos normais nio-lineares sio expressos numa forma
paramétrica adequada, que facilite a convergéncia rapida dos processos ite-
rativos utilizados na estimagéo dos parimetros, sendo necessério procurar,
em muitos casos, uma parametrizagio mais apropriada.

Embora as técnicas de diagndstico da regressio normal nio-linear se-
jam simples extensGes das técnicas da regressio linear, as interpretagdes
nao sdo diretamente aplicadas, particularmente em virtude dos residuos or-
dindrios ndo terem mais distribuiio aproximadamente normal. Isso levou
ao desenvolvimento de técnicas especificas de diagnéstico para os modelos
normais nao-lineares (vide Cook e Tsai, 1985). Similarmente, as proprie-
dades das somas de quadrados contidos nas tabelas cldssicas de analise da
varidncia (ANOVA), apresentadas no Capitulo 1, nio sdo estendidas direta-
mente para o caso nao-linear. Entretanto, alguns pesquisadores continuam
construindo tais tabelas apés ¢ ajuste de modelos nio-lineares e utilizam
apenas descritivamente os valores obtidos para a estatistica F.

A forma cldssica do modelo normal nio-linear é dada por

(51) ?}i=fi(ﬂ;$)+€i=?7i(ﬁ)+5i, i=1,...,n,

onde os &;’s sdo distribufdos normalmente com média zero e varidncia con-
stante o2, as fi’s sdo funcdes diferencidveis, 8 = (B1,---+80)T contém os
parametros desconhecidos a serem estimados ¢ z = (x1,...,2,)7 representa
os valores de ¢ covariaveis.

Esses modelos sao aplicados nas mais diversas 4reas, tais como Eco-
logia, Agricultura, Farmacologia, Biologia, etc. A seguir sio apresentados
alguns modelos e a(s) respectiva(s) drea(s) em que cada um é mais utilizado.

1 - Modelo para avaliar a mistura de duas drogas

Esse modelo é geralmente aplicado na drea Farmacolégica e é dado por
y = o+ 8log{x; 4 pry + k(pz172) %} + &,

179



onde z; e zo representam, respectivamente, as log doses de duas drogas A
e B, 6 é a inclinagdo comum da relagio log- dose-resposta, p é a poténcia
da droga B em relagdo a droga A e k representa a interagao entre as dro-
gas, sendo interpretado da seguinte maneira: & = 0 significa que ha agio
similar entre as duas drogas, & > 0 representa sinergismo e k < 0 significa

antagonismo.
2 - Modelo de Von-Bertalanffy

Frequentemente aplicado na 4rea Ecolégica para explicar o compri-
mento de um peixe pela sua idade. A forma mais conhecida desse modelo

é dada por

y = ol —exp{-b(z -}l +e,

onde z representa a idade do peixe, o é comprimento maximo esperado
para a espécie, § é a taxa média de crescimento e « é um valor nominal em

que o comprimento do peixe é zero.
3 - Modelos sigmoidais

Fenomenos produzindo curvas sigmoidais na forma de S sdo freqien-
temente encontrados na Agricultura, em Biologia, Ecologia, Engenharia e
Economia. Essas curvas comecam em algum ponto fixo e crescem mono-
tonicamente até um ponto de inflexdo, a partir daf a taxa de crescimento
comega a diminuir até a curva se aproximar de um valor final, chamado de
assintota. Na Tabela 5.1 sdo relacionados alguns modelos usuais com essa
forma.
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Tabela 5.1: Alguns modelos do tipo sigmoidal.

Modelo Componente sistemético
Gompertz aexp{— exp(8 — yz)}
logistico af{1+4 exp(B — vx)}
Richards a/l{1 + exp(B — yz)}/*]
Morgan-Mercer-Flodin (MMF) By + az®) /(v + 2%)
Weibull a — Bexp(—yz’)

Fonte: Ratkowsky (1983).

Nesses modelos o pardmetro « é o valor maximo esperado para a res-
posta, ou assintota. O pardmetro 3 estd relacionado com o intercepto, isto
é, com o valor de u = E(y) correspondente a z = . Para todos os mo-
delos da Tabela 5.1 esse pardmetro pelo menos determina o intercepto. O
pardmetro 7 estd relacionado com a taxa média de crescimento da curva, e
finalmente o parametro 8, que aparece em alguns modelos, é utilizado para
aumentar 2 flexibilidade dos mesmos no ajuste dos dados,

4 - Modelos parcialmente nao-lineares

Os modelos normais parcialmente nao-lineares aparecem muito fre-
qitentemente na pratica e por terern uma estrutura simples diversas técnicas

usuais sao simplificadas. Esses modelos sdo expressos na forma
_ T
y=z a+éf(y)+e,

onde o = (ay,... ,ozp_z)T, z é um vetor que contém os valores de p — 2
covariaveis, 6 e <y s&o escalares e as f;’s sdo fungdes diferencidveis. Alguns

exemplos sdo apresentados a seguir.
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Gallant (1975) aplica o modelo g = a2 + ass + exp{yz) em um
delineamento com um fator, onde z; e 25 representam dois tratamen-
tos e 2 o tempo, que afeta exponencialmente a resposta. Darby e Ellis
(1976) utilizam o modelo ¢ = o + §log(z, + yz2) para avaliar a atividade
conjunta de duas drogas. Stone (1980) sugere um modelo parecido dado
porpu=a+4é 1og{ z1 / (v+ 22)}, onde z; e z9 representam, respectivamente,
as concentragbes de uma droga ativa e de um reagente. Qutro exemplo
é o modelo assintético de regressio p = o — §v* (Ratkowsky, 1983) que
tem sido intensivamente aplicado na Agricultura, assim como, na Biologia,
Engenharia e particularmente na Ecologia para explicar o comprimento y
de um peixe pela idade z do mesmo. Um modelo parcialmente nao-linear
utilizado para explicar a resisténcia y de um termostato pela temperatura
z é dado por = ;-a + 6/(y + 2).

Os seguintes modelos com estrutura ndo-linear mais geral sio en-
contrados em Ratkowsky: (1) u = aexp{-B/(y + z)}, para explicar a
idade de um certo tipo de coetho selvagem pelo peso 2 dos olhos e (ii)
= 010321 /(1 + 8121 + 6224), para explicar, numa determinada reacio
quimica, a razao da reagdo denotada por y pelas concentracoes x; e 29 de
dois reagentes. Ratkowsky também apresenta diversas formas alternativas
de reparametrizagio para a maioria dos modelos mencionados acima, com
o intuito de diminuir o viés das estimativas e facilitar a2 convergéncia do

processo iterativo utilizado.

Na Segdo 5.2 é apresentado o processo iterativo de Newton-Raphson
para a obtengado da estimativa de minimos quadrados de § assim como al-
guns resultados assintdticos. Medidas de nio-linearidade e algumas técnicas
relacionadas com esse assunto sio discutidas na Segdo 5.3. As principais
técnicas de diganéstico utilizadas na regressio normal nio- linear sio apre-

sentadas na Secdo 5.4, seguidas de algumas ilustragSes.
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§5.2 Estimagao de Maxima Verossimilhanga

Sejam yi,...,Yn varidveis aleatdrias independentes com a estrutura dada
em (5.1). Serd apresentado a seguir o algoritmo de Newton-Raphson para a
obtengao da estimativa de minimos quadrados de 3, que coincide com a esti-
mativa de maxima verossimilhanca. Essa estimativa é obtida minimizando

a funcdo quadratica

S(B) = 3 Au: - O

Expandindo 5(3) por série de Taylor em torno de um valor 3(%) até segunda

ordem, chega-se ao seguinte processo iterativo para obter [3’:
(5.2) Blm¥D) — glm) 4 17T F(m)=1 Fm)T 1y _ pglm)y,

m = 0,1,..., onde X é a matriz Jacobiana da transformagio de 5(8)
em 3. Esse processo iterativo, também conhecido como algoritmo de
Newton-Raphson para o modelo normal nao-linear, deve continuar até que
|(ﬂ(m+1) — Bm))/8(™)| < g, onde € é um valor arbitrério.

A convergéncia de (5.2} em geral depende dos valores iniciais para os
parametros do vetor 8. Isso pode evitar que problemas relacionados com
a estrutura paramétrica do modelo, tais como nio-linearidade acentuada
(vide Segao 5.3) e/ou mal condicionamento da matriz X, prejudiquem a
convergéncia do processo iterativo. Em Souza (1986) hd uma discussio
detalhada do método de Newton-Raphson e de outros métodos iterativos

usuais em regressao normal nao-linear. Ratkowsky (1983) sugere algumas
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técnicas para se obter valores iniciais para os parimetros de 8, as quais
serdo aplicadas a seguir para alguns dos modelos descritos na Secdo 5.1.

1 - Modelo para avaliar a mistura de duas drogas

Como « e 6 representam, respectivamente, o intercepto e a inclinagio
quando somente a droga A é considerada, pode-se utilizar como bons valo-
res iniciais as estimativas obtidas para esses pardmetros em pesquisas que
envolveram apenas a drogra A. Denotando tais estimativas por o € &, os
valores inciais para os demais pardmetros podem ser obtidos através das

estimativas de minimos quadrados do modelo linear simples
Zp = p$2+9t+€,

onde 29 = exp{(y — @0)/bo} — 1, 0 = kp'/? e t = (z;15)1/2.

Uma maneira alternativa, quando ndo for possivel conhecer o e &
pela forma acima, é através da fixacio de estimativas para p e %, com os
demais valores iniciais sendo dados pelas estimativas de minimos quadrados
do modelo

y=a+6t+¢,
onde t = log{x; + poz2 + ko(poz122)*/2}. Se os valores obtidos nio levarem
(5.2) & convergéncia deve-se tentar novas estimativas para pekerepetiro
procedimento,

2 - Modelo de Von-Bertalanfty

O primeiro passo nesse caso é obter um valor inicial para o. Como esse
pardmetro representa a assintota, ou o tamanho méximo esperado para a
espécie, um valor inicial razodvel para o pode ser o = yYpap. Conhecendo
g e substituindo o mesmo na parte sistemdtica do modelo, obtém-se a
seguinte relagio:

zo = 8—6x, onde 6 = v6 ¢ 2o = log{1— (/) }. Logo, valores iniciais
para 7y e § podem ser obtidos da regressio linear simples de log{1 — (y/oe)}
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v
sobre z. Se as estimativas ag,7Yo € 8 ndo levarem (5.2) a convergeéncia,
deve-se tentar uma nova estimativa para o e repetir o procedimento.

3 - Modelos sigmoidais

Para os modelos de Gompertz e logistico, os valores iniciais sao obtidos
de maneira muito parecida. Para ambos, deve-se inicialmente atribuir um
valor inicial para o, por exemplo observando o grafico de y contra z ou
tomando &g = Ymax, j& que « representa a assintota. Conhecendo-se oy

tem-se, respectivamente, as relacoes lineares

log{—log(p/co}} = B — vz

log{(a0/n) ~ 1} = B — 7.
Logo, os valores iniciais 8y e 7o saem respectivamente, das regressoes linea-

res de log{—1log(y/co)} e de log{(ao/y) — 1} sobre z.
Para os demais modelos, Richards, MMTF e Weibull, a estimativa inicjal
o pode ser obtida da mesma forma acima. Entretanto, aparece agora o

parimetro adicional §. Em particular para o modelo de Richards tem-se a

log{(a—;>5—1} = B — yz;

logo, conhecendo-se uma estimativa para 8, os valores iniciais g e o serao
obtidos da regressdo linear de log{(ﬂy‘l)é" — 1} sobre z. Ratkowsky (1983)

sugere que 8y seja obtido através do ponto de inflexdo da curva, isto é, do

relagéo linear

ponto (zp, pp) tal que d>p/dz? seja igual a zero.
Diferenciando a parte sistemdtica do modelo de Richards duas vezes

em relacio a z e igualando a zero, obtém-se

ar=(8—logb)/ye ur=a(l+87
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M
Portanto, obtendo-se uma estimativa para pp, por exemplo através do
grifico de y contra z, extrai-se &y da equagio para 75
No medelo MMF, o pardmetro 8 pode ser estimado inicialmente pelo
grafico de y contra z, por exemplo atribuindo a By o valor de 4 quando
% = 0. Para esse modelo, 6y pode ser obtido através das equacoes para o
ponto de inflexdo (xr, pr), onde

(8 —1)

o1 enr={66+1)+a6 - 1)}/25.

zp={

Logo, conhecendo-se as estimativas para 4 € T, os valores iniciais 8y e ¥
saem, respectivamente, das equagdes para pp € z .
Para 0 modelo de Weibull, 3y pode ser obtido analogamente ao modelo

MMF. Denotando por y,,, a estimativa para p tal que = = 0, obtém-se

ﬁO =G~ Yyn:-

Substituindo £y e op na componente sistemdtica do modelo chega-se & se-

guinte rela¢do linear:

zg = logy + 8log z,
onde zp = log{~ log(%%=£)}, sugerindo que o e & sejam obtidos da

regressdo linear simples de log{— log(=4=%)} sobre log z.

4 - Modelo assintético de regressio

Para o modelo assintético, dado por
¥=a-— ﬁTx + €,

os valores iniciais sio facilmente obtidos. Inicialmente deve-se estimar o
pardmetro a, a assintota, graficamente ou POX Ymax. Substituindo oy na

parte sistemdtica do modelo obtém-se a relagio linear
z9 =log B + zlog,
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onde zp = log(ag — ). Logo, fo e 7o saem da regressdo linear simples de
log{cg ~ y) sobre z.

Pelos exemplos acima pode-se notar a importincia da interpretabi-
lidade dos pardmetros da componente sistemdtica de um modelo normal

nao-linear, na estimagio desses mesmos pardmetros.
5.2.1 - Resultados Assintdticos

Nesta segao serdo apresentados os resultados assintdticos mais relevan-
tes relacionados com a estimag@o e testes de hipéteses para o parimetro
B = (B1,-..,B,)T do modelo normal nao-linear.

A log-verossimilhanga do modelo (5.1), como funcio de §, é expressa
na forma

L(B) = (20?2 exp{~S(8)/20}.
A estimativa de méxima verossimilhanca B3, cuja estimativa é obtida pelo
processo iterativo dado em (5.2) sendo consistente e tendo assintotica-
mente distribuigdo normal p variada de média B e estrutura de varidncia-
covaridncia K~' = o*(XTX)~! (vide Jennrich, 1969). Analogamente
a regressdo linear, a estimativa mais usual para o2 é dada por s?2 =
S(B)/(n — p), onde S(B) ¢ a soma de quadrados dos residuos do modelo
ajustado. Logo, um intervalo de 100(1 — &)% para f;, serd formado pelos
limites
B % tap x (RN,

onde f,/9 é o quantil (1 — «/2) de uma ¢ de Student com (n — p) graus de
liberdade e —k77 é a estimativa do elemento (j, ) de K~1.

Uma regido de aproximadamente 100(1 — «)% de confianga para 3 foi

proposta por Beale (1960), e é formada pelos contornos de S(3) tais que
5(8) = SB{1 + #Fp,(n_p)(a)}.
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Em particular, se L(8) for aproximadamente quadritica a regido de con-

fianga acima & bem aproximada por

(8- BT (XTXYB - B) < *PFy (n—py(),

onde By (n_py () é o quantil (1 — @) de uma distribuigio F e a matriz X
é avaliada em 4. Essa titima expressio é uma adaptagio da regido de
confianga da regressdo normal-linear.

Para testar a hipdtese H: § € B, onde B é um subconjunto do espage
paramétrico, utiliza-se usualmente a estatistica da razio de maxima veros-

simithanca, dada por
—2log A = nlog{S(8) — S(B)},

onde S(f) é a soma de quadrados de resfduos para o modelo ajustado em
H. Sob essa hipdtese, a estatistica acima tem assintoticamente distribuicdo
x* com (p — m) graus de liberdade, onde m = dim(B). Johansen (1983)
mostra que a estatistica —2 log A € assintoticamente equivalente a estatistica

n Y _{m(B) - m(B)Y/5(B),

que é mais facil de ser calculada.

Uma estatistica alternativa para testar H é dada por

po (=p)  SB)-SG)
b=m TSR

que sob essa hipStese tem assintoticamente distribuigio F' com {p — m)

e (n — p) graus de liberdade. Logo, deve-se rejeitar H, para um nfvel
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de significncia a, se F' > Fp_m),m-p)(@). Esse resultado vale também
quando a varidvel de resposta no é normal, havendo contudo algumas

condicdes adicionais de regularidade.
5.2.2 - Exemplos

1 - Modelo de Gompertz para explicar o comprimento de wm certo tipo de
feijoeiro
A versdo do modelo de Gompertz, dada por log p = & — exp(6 -- vz),
onde log « representa a assintota, é freqiientemente utilizado para explicar
o comprimento de diversos tipos de feijoeiros pela quantidade de 4gua na

raiz dos mesmos. Para, ilustrar, serd utilizado o conjunto de dados

y» 13 13 19 34 53 71 10.6 16.0
16.4 18.3 209 205 21.3 21.2 209

ex=05+4+4¢ £=0,1,...,14,

Iniciando o processo iterativo (5.2) com os valores ap = 3.0,8 = 2.1
e 70 = 0.40 chega-se & convergéncia apds 7 iteragdes com as estimativas
& = 3.114(0.037), § = 2.106(0.235) e 4 = 0.388(0.046), as quais indicam que
os pardmetros sio bem determinados. Em particular, o tamarho méaximo
esperado para esse tipo de feijoeiro serd aproximadamente exp(&) = 22.55
cms com desvio padrio de 1.038,

A Figura 5.1 exibe o grifico dos valores ajustados e observados contra a
quantidade de 4gua na raiz da planta, mostrando que o modelo é adequado
para ajustar esse conjunto de dados.

2 - Testando a Interagio entre Duas Drogas

Considere o conjunto de dados apresentado na Tabela 5.1 e o modelo

descrito na Segio 5.1, para avaliar a atividade conjunta de duas drogas.
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; -— observado

i -— zjustado
21,401 222
! y 2 Y
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18,001 2
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! ¥
14,40 b
: 3
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: z
7.20: Y
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' Y x
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R

000 300 600 9.9 12.08  15.80

Figura 5.1: Velores observados e ajustados
pelo modelo de Gompertz contra o covaridvel

Z.

Apds o ajuste desse modelo, usualmente testa-se a significincia da interacao,
isto é, a hipétese H: k = 0.

As estimativas obtidas sob a hipétese alternativa sio apresentadas na
Tabela 5.2 e a soma de quadrados de residuos correspondente vale 220.18.
Sob H, inicializando o processo iterativo (5.2) com os valores ag = 20.0,
8o = 14.0 e pg = 0.10 obtém-se na convergéncia & = ~18.30(2.83), é =
10.56(0.83), p = 0.046(0.0035) e soma de quadrados de residuos dada por
243.97.

Em ambos os ajustes, a comparagio das estimativas obtidas com os
respectivos desvios padroes indica que os pardmetros sdo bem determinados.
Em particular, a significAncia da interacao k pode ser avaliada através da

estatistica F', obtendo-se o valor

_ (56—4) 243.97 — 220.18

F= (4-13) 220.18

= 5.62.

190



que é significativo a 5%. Como k < 0, h uma indicagdo de antagonismo
entre as duas drogas, isto é, que a mistura de ambas produz um efeito menor
que a soma dos efeitos individuais das duas drogas. ‘

Serd mostrado na Secio 5.4.5, através de algumas técnicas de diagndéstico,
que a significincia de k deve-se essencialmente a algumas “misturas” extre-
mas que incluem apenas uma das drogas. Esse resultado mostra a neces-
sidade de uma anélise de diagndstico apds o ajuste do modelo. O valor de
p = 0,046 indica que a insulina padrdo é aproximadamente 22 vezes mais

eficaz que a insulina na forma suberoyl A1-B29.

§5.3 Medidas de Nao-Linearidade

O principal objetivo das medidas de nao-linearidade é verificar se o grau de
ndo-linearidade de um problema de estimagao ndo-linear é suficientemente
pequeno para que as técnicas usuais de estimacgio, desenvolvidas para a
regressdo linear, sejam utilizadas como uma boa aproximacao para o caso
nao-linear.

A primeira tentativa relevante no sentido de desenvolver uma medida
de ndo- linearidade foi de Beale (1960). Contudo, Guttman e Meeter (1965)
mostraram que a medida proposta por ele tende a subestimar o verdadeiro
grau de ndo- linearidade do modelo. Uma outra contribuigdo importante
foi a de Box (1971), que obteve a aproximagio de ordem n ™! para o viés do
estimador de maxima verossimilhanga do vetor 8 de um modelo normal nio-
linear. Entretanto, foi somente no inicio desta década que surgiu o trabalho
mais relevante nesta drea. Bates e Watts (1980) utilizando alguns conceitos
de geometria diferencial, desenvolveram duas medidas de curvatura para os

modelos normais nao-lineares. Essas medidas indicam, respectivamente, o
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grau de ndo-linearidade intrinseca de um modelo e o grau de nao-linearidade
- aparente ou devida & parametrizacao utilizada.

Ratkowsky (1983) comparou algumas formas paramétricas para diver-
sos modelos normais nio-lineares através de simulagoes e utilizou as medidas
de Box e de Bates e Watts.

Para que o leitor tenha uma idéia maJs clara dos conceitos de nao-
linearidade intrinseca e de nao-linearidade aparente, serio comparados a
seguir um modelo linear e um modelo ndo-linear para o casode n = 2 ¢
p=1 .

Considere inicialmente o modelo linear simples dado por y; = Bz; +
€, t = 1,2, onde z denota uma covaridvel qualquer e 8 um parametro
desconhecido. Nesse caso, o espago de estimagao (espago de todos os valores

ajustados possiveis) tem dimensdo ignal a um e é formado pelos pontos
Ty
XB= ( )ﬁ, BE€R,
ro ‘

ou seja, é uma reta no R2. Além disso, para qualquer conjunto de solugdes
B, B3 tais que Ui+ — g(i) = A, onde A é uma constante arbitréria,

as solugdes possiveis para X 3 serdo tais que

XAU+D _ x ) = (‘”)A, i=1,2,...,
@2/
ou seja, se as solugoes para J forem igualmente espacadas entio os valores
ajustados correspondentes também serdo igualmente espagados.
Considere agora o modelo normal ndo-linear y; = :cf +e,1i=12¢e0s
dados apresentados em Ratkowsky (1983, pg. 7)

y=02510T e X = (2 3)7.
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Nesse caso o espaco de estimacio nio é mais uma reta, e sim uma curva,
em torno da estimativa de méxima verossimilhanca § = 2:05. A cuiva
correspondente a0s pontos (2% 38)T com 3 variando em espagamentos
iguais a 0.5 é exibida pela Figura 5.2. Note que os pontos do espéx;d de

estimagio nio sdo igualmente espagados como ocorren no caso linear.

e~ 19t ¥ Jéxz n537
= #4220 ;
=
= S
= .
[+ :
5'- N s .-
‘ z L -4 3 St
- o [ - v ) ;Q

= A L s B m B

[:E1]

| Cooroenada b
Flgura 5.2- Representagao da curva (2'6 38 )T
com (3 variando em espagamentos iguais. (Em-

traida do livro de Ratkowsky, (1983).

Assim, quanto mais essa curva se afasta da reta tangente em 3 maior
serd o que Bates e Watts (1980) chamam de “néo-linearidade intrinseca” do
modelo, e quanto mais desiguais forem os espacamentos entre os pontos do
espago de estimacio maior serd o que ambos chamam de “nio-linearidade
aparente causada pela parametrizagio do modelo”.

Portanto, a ndo-linearidade de um modelo pode ser devida a duas cau-
sas. A primeira é a curvatura real do modelo ou intrinseca como definem

Bates e Watts, que é invariante com qualquer tipo de reparametrizagao. A
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segunda é a curvatura devida i forma como os parimetros aparecem no
modelo. Essa wltima pode ser eliminada ou pelo menos reduzida através
de reparametrizagées. Para ilustrar isso, considere o modelo normal nio-

linear descrito anteriormente com a seguinte reparametrizagio:
log ¢ P
vi=25% 4, i=1,2,

onde ¢ = exp(B). A Figura 5.3 exibe os pontos da curva (298¢ 3log#)T
com espagamentos iguais a 1.0 para ¢. Nota-se que os espagamentos entre
os pontos correspondentes sdo praticamente iguais, indicando que o grau
de néo-linearidade aparente foi substancialmente reduzido com essa repara-
metrizagdo. Entretanto, a curvatura do espago de estimagio continua com

a mesma forma anterior, como era de se esperar.
16

T

s
2
2

PR

COORDENADA
=I'I-.l=w

B & ogn

;25155%8
COORDENADA 1

Figura 5.3: Representagdo da curva (298¢ 3los#)T
com ¢ variando em espagamentos iguais a 1.0.
(Eztraida do livro de Ratkowsky, 1983).
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&5.3.1 - Medidas de CurvatugardexBates e Watts

Considere o modelo de regressao normal nao-linear definido na Secdo
5.1. Uma reta no espago paramétrico passando por 8, pode ser expressa,

usando um pardmetro b por
B(b) = 5 + bh,

onde h = (hi,...,hp)T é um vetor de valores ndo-nulos. Essa reta gera

uma curva sobre o espago de estimagéo, definida por

7 (B) = (3 + bh).
A tangente a essa curva no ponto b = 0 é expressa na forma
(5.3) iy = Xh,

onde X é aqui a matriz Jacobiana da transformacio de 7(8) em B = B.
O conjunto de todas as combinagSes lineares da forma (5.3) é também
chamade de plano tangente em 5(83).

A aceleragio da curva 7, é definida por
Tip = hTWh:

onde W é um “vetor” de dimensio n X px p com i-ésima face dada por W; =
(8%9;/86,08;), i=1,...,mer,s=1,...,p. Portanto, cada elemento do
vetor n x 1 #; é da forma hTW;h, i=1,...,n.

O vetor de aceleragio 7j, pode ser de;:omposto em trés componentes.
A primeira componente #}" determina a variagio na direcio do vetor de

velocidade instantanea 7 normal ao plano tangente, enquanto a segunda e
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a terceira componentes, cuja norma serd denotada 7¥%, determinam, res-
pectivamente, a variagao na diregio de 7 pa;ralela ao plano tangente e a
variagao na velocidade do ponto mével. Essas componentes foram transfor-
madas por Bates ¢ Watts (1980) nas seguintes curvaturas:
A - Curvatura infrinseca
Definida por
KLY = [/ il
B - Curvatura deévida'a parametrizagao
Definida por
K32 =il #|| /-

.Essas Lurvaturas podem sex pa.dromzadas gie tad modo gue fiquem i ;mnan
tes com mudancas de esca.la Isso 0bt1do mu&;phcando Ki L Kf E por

/P com s = {S(B)/(n — p)}l/ ?. Tem-se portanto as curvaturas padroni-
aadas _ T : [ L : :
. K“" e 'v{ﬁ = -ﬁfffﬂ--
As medidas relativas acima podem ser usadas nao somente pa;i'a. comparar
diferentes parametrizagbes de um determinado problema, mas também dife-
rentes conjuntos de dados para o mesmo modelo ou para modelos diferentés.

As medidas de nao-linearidade de Bates e Watts (1980) sdo definidas
como sendo as curvaturas maximas

¥V = maxp {Ki¥} e vFF = maxy {KTF}.

Bates e Watts sugerem o critério

,YIN 2 2F—1f2 e ,YPE' > ZF_IIZ,

como guia para indicar se o modelo ajustado tem, respectivamente, curva-
tura intrinseca e curvatura aparente acentuada, onde F é o quantil (1 — &)

de uma distribnigdo F' com p e (n — p) graus de liberdade.
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Para o célculo das medidas acima é preciso inicialmente decompor a
matriz X num preduto de duas matrizes Qe R,isto é, X = QR, onde Q é

uma matriz n X n ortogonal ¢ R é uma matriz n x p definida por

o [3]

com R sendo nma matriz p X p triangular superior e inversivel. As matrizes
@ e R podem ser obtidas a partir da decomposicio de Businger e Golub
(1965).

A seguir deve-se obter o “vetor” U = LTWL, onde L = R™'. Os
elementos de U/ sdo vetores n x 1 denotados por Uy;, k,j = 1,...,p. Define-
se entdo o que Bates e Watts chamam de “vetor” de aceleragio A = QTU
de dimensdo n x p x p. O (k, j)- ésimo elemento desse “vetor” é um vetor
n X 1 exptesso na forma QTUkJ'. O “vetor” A é portanto dado por

Q= [ATUn X QTUM]
QT Up1+--QTUpp |’
onde Q¥ Ukj1 = (@kj1,- - -,0kin)*. A i-ésima face de A é expressa na forma,
@11: *rr Qapi
A= , t=1,---,n.
Gp11 ***  Gppi

Seja AN o “vetor” constituido das p primeiras faces de A ¢ APF o

“vetor” constituido das dltimas (n — p) faces de A. Entdo as medidas de

nao-linearidade serdo dadas por

7™ = max,, |[AT AV h|| e ¥PE = max, |RT APER|,
onde ||k}| = 1. Para efetuar os cdlculos acima nio ha, em geral, férmulas
explicitas, sendo necessirio recorrer a algum processo iterativo. Souza
(1986) discute a obtengio de ¥/ e yFE através de um processo iterativo
proposto por Bates e Watts (1980).
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5.3.2 - Viés de Ordem n~! de Box

Cox e Snell (1968) deduziram uma aproximagdo de ordem n™~! para
o viés do estimador de méaxima verossimilhanga do pardmetro 3 em uma
classe geral de modelos que inclui o modelo normal nio-linear como um caso
particular. Box (1971) utilizando esse trabalho, obteve uma aproximagio

b= E{ — B} em forma matricial, dada por

(5.4) b=(XTX)"1XTd,
onde d é um vetor n x 1 com elementos d; = —1o?tr{(XTX)"'W;}, i=
1,...,n. Portanto, o viés é simplesmente a estimativa de minimos quadra-

dos para o conjunto de coeficientes da regressio normal linear de d sobre as
colunas de X. Aqui X ¢ avaliada no parimetro verdadeiro §.

Cook et al. (1986) mostraram que d é essencialmente a diferenga en-
tre os valores esperados das aproximagoes linear e quadratica para 7(8).
Logo, o viés serd pequeno se todos os elementos de d forem suficientemente
préximos de zero, o que indica que o modelo é essencialmente linear, ou se
d & ortogonal s colunas de X.

Battes e Watts (1980) mostraram que o viés de Box estd relacionado
com a medida de n3o-linearidade vF£. Portanto, o viés pode ser reduzido
através de reparametrizacées no modelo e a expressdo (5.4) pode indicar
quais parametros sdo os mailores responsaveis por um valor alto de nao-
linearidade.

Em particular para os modelos normais parcialmente nao-lineares os

termos de (5.4) valem
X = [X, f(1).65'()]

di = 2f/(v)Cov(b,7) + 6f'(y) Var(3), i=1,...,n.
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Logo, o viés fica dado por
. 1 o
b= —6"1Cou(8,9)I, — 56 Var(F)(XTX)1XT (),

onde I, € um vetor p X 1 de zeros com o valor um na dltima posigio e
(XTX)-1XT f"(v) sdo as estimativas dos coeficientes da regressio normal
linear de f”(y) sobre X. Note que Cov(8,4) contribui somente para o viés
de 4. ,

Box (1971) também desenvolveu uma férmula para avaliar o viés dos
estimadores de uma nova reparametrizacio, mostrando que o novo viés pode
ser obtido através do viés da parametrizacao anterior.

Considere a reparametrizacio

P = g(ﬁ)a

onde ¢ é um escalar, g(-) é uma funcio diferencidvel e 8 = (84,...,5,)%.

Seja b s © viés de ordem n~! de ¢. Box mostrou que
1 .
by=GTb+ 5 tr{M Var(B)},

onde 7 € um vetor p X 1 com as derivadas de g(3) com relagio a S e M é
uma matriz p X p de derivadas 8%¢g(8)/88,88,, r,s=1,...,p. Ambos, G
e M, sao avaliados em [3 ,
A variéncia de ¢ pode também ser expressa em fungio da variincia de
8.
Var($) = tr{(GG™) Vax(8)}.

Em particular para p=1

5. — 529(8)
$="88

w0 9(B)
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Va.l‘(_cg) = Var(f ){a;@gﬁ) }2

com todas as derivadas sendo avaliadas em /3.

5.3.3 - Aperfeicoamento da Esiatistica da Razao de Maxima Ve-

rossimilhanca

Cordeiro e Paula (1989a) utilizando o critério de corre¢iio de Bartlett
(1937) e as expansées de Lawley (1956) corrigiram a estatistica da razdo de

~1, para a classe dos modelos

maxima verossimilhanga —2log A, até ordem n
exponenciais nao-lineares (vide Segao 7.1), que engloba como caso particular
os modelos normais ndo-lineares. Esse fator de correcio, denotado por c,
faz com que a estatistica corrigida —2c™! log A se aproxime melhor da qui-
quadrado de referéncia do que a estatistica usual --2 log A.

Para ilustrar, suponha a particiao 8 = (ﬁTﬁ q)T, p > ¢ e a hipdtese
H:B,_, = 0. Nesse caso a estatistica da razdo de méaxima verossimilhanga
¢ simplesmente dada por —2log A = 2(f,p - ﬂq), onde f}q e f,p sd0, respec-
tivamente, a log-verossimilhanga maximizada sob H e para o modelo sob

investigagao. A corregio de Bartlett é dada por

(5.5) e=1+(gp —e)/(p — 1),

onde £, é um termo bastante complicado envolvendo valores esperados de
* derivadas da log-verossimilhanga. Particularmente para os modelos normais

nio-lineares, tem-se
0'2 0'2 T
(5.6) €p = -4—11) = T{2tr(Bd - BZ)-1"DMDI},

onde Z = X(XTX)"'X, D = dzag{dl, ydn}, B = {bj}, by =
tr{Wi(XTX) W (XTX) '}, 1éumvetor nx1de I'se M = [ — Z
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é o operador de projegic ortogonal de vetores do R™ no subespaqo gerado
pelas colunas da matriz X.

- Mostra-se, utilizando (5.6), que

2 .
E(SQRes) gnmp-—%?,b,

P

isto é, o valor esperado da soma de quadrados de residuos dividida por o2
é aproximadamente igual a (n — p), que é o valor esperado no caso linear,
mais uma contribui¢do devida & ndo-linearidade em 7(3), multiplicada por
—o? /4. Johansen (1983) relacionou 3 com a medida de nao-linearidade de
Beale (1960).

Restringindo-se & subclasse dos modelos parcialmente nao-lineares, &,

reduz-se para

Ep = %2 Var?($)17T'MT1, T
onde o2 Var(¥) ¢ a varidncia assintética de 4, I' = édiag{fi'(7),..., f(7)}
e 1TT'MT'1 é a soma de quadrados de residuos apés a regressao linear de I'1
sobre as colunas de X.

Na pratica o fator ¢ deve ser estimado sob o menor modelo, isto é,
tanto &, quanto £, em (5.5) devem ser computados sob H: 3, 4 = 0. Para
ilustrar, suponha gue num modelo parcialmente n#o-linear o interesse é

testar H:y = 4. Logo, o fator de correcdo fica dado por

2
c=1+ % Vart(3)1TTMT1;

onde as quantidades Var(¥),I' e M devem ser computadas sob H. Aqﬁi;y/w

em particular, Var(§) é o elemento que ocupa a posi¢io (p,p) da matriz
(XTR).
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5.3.4 - Exemplos

1 - Reparametrizagio do Modelo MMF através das Medidas de
Bates e Watts e de Box.
Considere o modelo MMF, dado por

p= (B +az’)/(y +2%),
e 0 conjunto de dados abaixo (Ratkowsky, 1983, pg. 88).

y: 893 10.80 18.59 22.33 39.35 56.11
61.73 64.62 67.08

x 9 14 21 28 42 57 63 70 1719

onde y representa a produgio e x o tempo de cultivo de uma certa cultura.

Na convergéncia chega-se as estimativas & = 80.96, ﬁ = 8.895, ¥ =
49.577 ¢ § = 2.828. As medidas de nio- linearidade sdo estimadas por
AN = 0.180 e ¥7F = 90.970 e o valor critico para um nivel de significincia
de 5% vale 1/2v/F = 0.229, onde F é o quantil de 95% de uma distribuicio
F com 3 e 6 graus de liberdade. Portanto, a nio-linearidade devida & para-
metrizagioe do modelo é altamente significativa, enquante a nio-linearidade
intrinseca é ndo-significativa.

Para determinar quais os pardmetros que possivelmente estio causando
essa nao-linearidade acentuada, utiliza-se a medida e Box par o viés. E usual
expressar o viés como uma porcentagem da estimativa correspondente. Para
as estimativas acima essas porcentagens valem respectivamente, 1.525%, -
1.643%, 119.478% e 0.921%. Nota-se portanto, um valor muito elevado
para o viés de ¥, indicando que possivelmente uma, reparametrizagio nesse

parametro possa reduzir o viés.
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Ratkowsky sugere a simulagio das distribuigoes das estimativas com
viés acentuado, para se ter uma idéia da reparametrizacdo a ser aplicada.
No exemplo acima, a transformagio ¢ = g(+) = log v ¢ a mais recomendada,
obtendo-se ¢ = log4 = 10.81 ¢ b s = 0.1087. Logo, a porcentagem do viés
vale agora 0.1087 % 100/10.81 22 1.00%, uma redugio substancial em relagio
a porcentagem inicial.

2 - Modelo para Explicar a Resisténcia de um Termostato

Como foi mencionado na Segio 5.1, o modelo p = —a + §/(y + z)
¢ frequentemente utilizado para explicar a resisténcia y de um termostato
pela temperatura z. Na versdo acima do modelo, a varidvel de resposta &
expressa na forma log y.

Esse modelo sers utilizado para, ajustar o conjunto de dados abaixo
{(Ratkowsky, 1983, pg. 120)

y: 34.780 28.610 23.650 19.630 16.370 13.720
11.540 9.744 8261 7.030 6.005 5.147
4.427 3.820 3.307 2.872

2=50+5x%x¢ £=01,...,15.

As estimativas dos parametros sao dadas por & = 5.145, b= 6,14 x 10°
e 4 = 3.44 x 10%, e as medidas de nfio- linearidade sio estimadas por
AIN = 0.0002 e 4% = 1.6056.

Essa ltima é significativa a 5%, ja que 1/2ﬁ = 0.271, onde F é o
quantil de 95% de uma distribuicio F' com 3 e 13 graus de liberdade.

As porcentagens do viés de Box sfo despreziveis para cada estimativa
(menores que 0.001%) e as simulagdes ndo indicam afastamentos da norma-
lidade. Esse resultado, um tanto contraditério, pode ser explicado pelo fato

das medidas de ndo-linearidade de Bates e Watts serem globais enquanto
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a medida de Box é individual, assim como as simulagées, que indicam as
distribuigbes marginais das estimativas. Logo, pode ocorrer que a medida
de curvatura yFF seja significativa ¢ nenhum parametro esteja influindo de

forma acentuada na nio-linearidade do modelo.

§6.4 Técnicas de Diagndstico

Exceto com relagdo aos residuos, as técnicas mais usuais de diagndstico
em regressao normal nao-linear sdo simples adaptagdes da regressio linear.

Algumas dessas técnicas serdo apresentadas nesta segio.
5.4.1 - Matriz de Projecao

No caso normal nfo-linear utiliza-se na deteccdo de pontos mais afas-
tados dos demais, possivelmente pontos influentes, a matriz de projecéo

ortogonal no subespago tangente a 7(3), dada por
= XRTR)IRT, -

onde X ¢ avaliada em 3. Ao contrario da regressio linear, essa é uma matriz
de projecdo local, pois depende de 3. Mesmo assim, o critério hy; > 2p/n
continua sendo adotado como guia para detectar pontos suspeitos de serem

influentes.

5.4.2 - Residug Projetado

Os residuos ordindrios no caso normal ndo-linear sao definidos por

ri =y —m(B), i = 1,...,n. A distribuigio desses residuos agora é ins-

tratavel, principalmente para pequenas amostras. Além disso, os mesmos -
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em geral t&8m esperanca diferente de zero e distribui¢io dependendo forte-
mente dos valores ajustados, o que pode leva-los a ndo refletirem exatamente
a distribuigio dos erros. Logo, nesses casos, os critérios de diagnéstico da
regressao normal-linear podem falbar. Por exemplo, um residuo muito di-
ferente de zero, que segundo os critérios da regressao linear seria um ponto
aberrante, pode agora nio ser, caso o valor esperado desse seja também
substancialmente diferente de zero.

Serd definido a seguir um novo residuo, que apesar de algebricamlente
ser mais complexo, tem propriedades mais préximas das do residuo or-
dindrio da regressio normal-linear.

Ao desenvolverem 7’ (3) e n(ﬁ) por série de Taylor em torno de 3 até
primeira e segunda ordem, respectivamente, Cook e Tsai (1985) encontra-

ram a seguinte aproximagio para r:

(5.7) r=(I-Hr-XY rnWiA- %(I - HATW A,

i=1

onde H é o projetor ortogonal em C(X) (subespago gerado pelas colunas
deXYe A=p-3. ,
Uma aproximagio quadrética para r € obtida substituindo a primeira

aproximagio linear para r e A, respectivamente, na expressio (5.7) mos-

trando que
E(ry=(I-H)f
e
Cov(r,n(A)) = NNTo® ~ Var(r),
onde f é um vetor n x 1 de elementos f; = —%aztr(Wi) i=1,...,n, N é

uma matriz n X n cujas colunas formam uma base ortonormal em C*(X)

(subespago gerado pelas colunas ortogonais a X) e Var(r) = NNTo? +
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parte positiva. Logo, a covaridncia entre r e n(B) tende a ser negativa, o
que pode dificultar a interpretagio dos graficos padroes, baseados em 7.

Mostra-se que o segundo termo de (5.7) estd em C(X), enquanto o
terceiro termo estd em C{IW*), onde W* é um “vetor” n x p X p cuja (k, 5)-
ésima coluna é a projeciio de X;i = (8291 /06c8B;, . - ., 027,/ 0Bk0B;)T em
C*(X), isto é, (I — H)Xy;.

Logo, as contribui¢es desses dois termos, que possivelmeﬁte explicam
os problemas encontrados nas andlises de diagndstico baseadas em r, podem
ser removidas projetando-se r em C*(X, W™).

Sejam H, e H; os operadores de projegio ortogonal em C(X,W*) e
C(W™*), respectivamente. Utilizando (5.7), Cook e Tsai (1985) definiram o

residuo projetado
(5.8) (I—Hy)r=(I-H)e—(I-H)e.

O primeiro termo de (5.8) é a aproximagao linear para o residuo or-
dindrio r, enquanto o segundo termo reflete a perda de informacio ne-
cessdria para se remover as componentes ndo-lineares de (5.7). ‘Se ¢ =
posto(H;) for pequeno em relagio a (n — p), entdo essa perda também serd
pequena. Independente disso, se a medida de nio-linearidade intrinseca
4N for significativa, isto &, /¥ > 2F~1/2, o ganho serd substancial.

De (5.8) mostra-se facilmente que

E{(I - Hy)r} =0, Var{(I- Ha)r}=0c*(I— Hy)

E{rT(I — Hy)r} = o*tr(I — Hy).
Logo, uma estimativa alternativa para o2 é dada por

2 rT(I - ﬂz)r
- tT(Hz)
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Os residuos projetados superam os residuos ordindrios em diversos aspec-
tos e muitas das técnicas de diagndstico utilizadas na regresséo linear sao
também aplicdveis aos mesmos. Por exemplo, os graficos de (I — I:I2):*' con-
tra covaridveis nao incluidas no modelo podem revelar como esses termos
aparecem na componente sistematica.

E importante lembrar que os operadores utilizados acima dependem
de 3, portanto na pratica é preciso substituir essas quantidades pelas res-
pectivas estimativas. Claramente  estd em C*(X), quando X ¢ avaliado
em f3; logo, (I-H)y=I-H -Hyr=(I- H))r sendo Hir os valores
ajustados da regressio linear de » sobre (I — H )X ki, Kyj=1,...,p.

Na regressdo linear, como foi visto no Capitulo 1, mesmo para erros
nao-correlacionados e de varidncia constante, os residuos sdo correlaciona-
dos e com variancia diferentes. Séo definidos ent&o os residuos studentizados
que mesmo correlacionados, apresentam média zero e varidncia constante e
igual a 1.

Similarmente, define-se agora s = s{(I — H1)r} como sendo o vetor de

residuos projetados studentizados, cuja i-ésima componente serd dada por

{(I - B)rks
5.9 8 = - )
(59 G{(I - B}

i=1,...,n.

Cook e Tsai (1985) exibem para um exemplo particular o gréafico de
(t; — s;) contra os valores de uma tnica covaridvel e mostram os diferentes
diagnésticos que sio obtidos se os critérios utilizados para s; forem também
adotados para os residuos ordindrios studentizados t;, i = 1,...,n. Paula
(1987) mostra como obter os s;’s pelo sistema GLIM.

Para avaliar se os erros ¢;’s tém distribui¢io aproximadamente nor-
mal, assim como para detectar se hi pontos aberrantes e/ou influentes,

o grafico de probabilidades dos residuos projetados ordenados s(;y contra
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n+1/4
padrio.

o1 (ﬂﬁ) pode ser 1itil, onde ®(-) é a fungdo acumulativa da normal

5.4.3 - Medidas de Influéncia

As medidas de influéncia para o modelo normal néo-linear sao baseadas
na regressac linear. A unica diferenga, que pode ser relevante, é a substi-

tuigdo da estimativa 6(2) pela estimativa correspondente B(ﬂ.), que é obtida

inicializando o processo iterativo (5.2) em 3 sem a i-ésima observago e
tomando a estimativa de um passo. Como o método de Newton-Raphson
utiliza em cada passo uma aproximagdo quadrética para L(8), a estima-
tiva ﬁ(li) pode nao estar muito préxima de ﬁ(i), se L(B) nao for localmente
quadrdtica. Entretanto, varios estudos de simulagio tém mostrado que essa
aproximagao € suficiente para chamar a atencdo dos pontos influentes.

Mostra-se que essa estimativa de um passo ¢ dada por

5.10 Bl = 3 — (——fﬂi'-"f,

( ) ) (1 — ki)

onde X e &; sdo avaliados em ﬁ e #; & a i-ésima linha de X. Logo, ﬁ(li}
depende de quantidades correspondentes ao i-ésimo ponto e de quantidades
conhecidas que envolvem todas as observagoes.

A disténcia de Cook é agora dada por
Di= (B - BT (XTX)Biy - B)/ps?,

onde s? foi definido na Secdo 5.2. Usando (5.10) na expressio acima, obtém-

se a forma aproximada
: o s
1 h
1

b (1 - fl,‘,‘)’
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onde #; = r;/{s(1 — h;;)}/?} & o i-ésimo residuo ordindrio studentizado,
i = 1,...,n. Os critérios de calibragio para a regressao normal linear
podem ser estendidos para o caso nao-linear desde que os contornos de
5(8) = 3> {y: — n:(B)}* sejam aproximadamente elipticos. Isso porque em
muitos problemas de regressdo normal ndo-linear as regides de conflanga
usuais para  podem ser seriamente viesadas (Beale, 1960}, ¢ o viés pode
depender da parametrizagio escolhida (Bates e Watts, 1980). Logo, escolher
uma parametrizagio adequada pode ser importante na deﬁect;éo de pontos
influentes. _

O grafico de D} contra a ordem das o'bservagﬁes é usual, de vendo-se
dar atengio aqueles pontos com o D} correspondente mais afastado dos de-
mais. Se o interesse é detectar pontos influentes nas estimativas individuais
,@j, j=1,...,p, sugere-se o grifico de AiBj = (ﬁj - B(,-)j)/DP([;j) contra
a ordem das observagdes.

5.4.4 - Grafico da Variavel Adicionada

Como foi visto na Segao 2.7 o gréfico da varidvel adicionada pode re-
velar como as observagoes conjuntamente estdo influenciando na estimativa
do pardmetro que estd sendo incluido no modelo. Giltinan et al. (1988)
mostraram que esse grafico pode ser estendido para a classe de modelos
normais nao-lineares, entretanto, de uma forma um pouco diferente. Num
modelo normal ndo-linear faz mais sentido incluir um novo pardmetro na
parte sistemdtica, que em muitos casos pode significar uma interacao, do
que wma nova covariavel.

Suponha entfo o preditor nao-linear n(3) para o modelo reduzido e o
preditor ndo-linear n{f3,7) com o pardmetro ¥ a ser incluido no modelo.

Seja X’.Y um vetor n x 1 com as derivadas parciais de n(8,7) em relacéo a .

Giltinan et al. (1988) sugerem o grafico de r = y — n(,@) contra (I — H)X;,
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onde H ¢ a matriz de projegao correspondente ao modelo reduzido e )Z':, éo
vetor X., computado sob a hipétese H: ¥ = 0. A estimativa ¥ corresponde a
estimativa do pardmetro da regressdo linear simples, passando pela origem,
de y — 5(53) sobre (I — H)X;,. Logo, o gréfico proposto pode tevelar como
as observagoes estdo contribuindo nessa relagio e como estdo se afastando
dela.

5.4.5 « Exemplos
1 - Obtengao do Residuo Projetado

Suponha um modelo normal nio-linear com ligacio entre y e 7 dada
por

log =1, onde n = B + Baz..

Portanto tem-se

¥ — {z_’; Z__gxz} = {exp(n) z2exp(n)}

dip &y d2p 2
W = {W an—zﬁz a’]—gmz} = {exp(n) T2 exp(n) :r% eXP(ﬂ)} .

Serdo utilizados para ajustar esse modelo os dados abaixo (Draper e
Smith, 1981), em que y ¢ a fracio média de cloro disponivel num produto

manufaturado e z2 o tempo de fabricagio do mesmo (em semanas):

y: 0490 0475 0.450 0.437 0.433 0.455
0.423 0.407 0.407 0.407 0.405 0.393
0.405 0.400 0.395 0.400 0.390 0.390
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Figura 5.4: Grdfico da fragdo média de cloro

(y) contra ¢ tempo de fabricagdo (z2).

T2 =2(3+4¢), £=1,2,...,18. A Figura 5.4 exibe o grifico de y contra z,.

Utilizando o processo iterativo dado em (5.2) chega-se & convergéncia
apés 3 iteracdes, com as estimativas B, = —0.710(0.0186) e B, =
—0.006(0.0007).

A partir desse ajuste foram obtidos os residuos ordinarios r;’s e a matriz
de projecdo H. Note que as duas primeiras colunas de W pertencem a
C(X). Logo, (I - H)Xyy = (I - H)X13 = 0 e o vetor Hyr corresponderé
aos valores ajustados da regressao linear de r sobre (I — Jig )Xzz, onde X5,
¢ a terceira coluna da matriz W. O vetor de residuos projetados sera entao
dado por r — Hyr. Como g = posto (H;) = 1, a perda de informacio
quando se passa do subespago dos residuos ordindrios para o subespago dos
residuos projetados, serd pequena. Os residuos projetados studentizados
séo obtidos diretamente de (5.9).

As Figuras 5.5 e 5.6 exibem, respectivamente, os graficos de {; contra

Zio € §8; contra.xp, i=1,...,7.
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8;i’s contra os valores de 4.

Comparando essas figuras nota-se algumas divergéncias entre os dia-

gnésticos produzidos pelos graficos individuais, se forem adotados os mes-
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mos critérios em cada um. Particularmente a observagio fi6 destaca-se como
aberrante na Figura 5.6 o que parece estar em concordincia com o posicio-

namento desse ponto na Figura 5.4.
2 - Técnicas de Diagndstico para avaliar a interagio entre duas drogas

Considere o modelo abaixo, que foi apresentado em (1) da Segdo 5.1,
usualmente utilizado para avaliar a mistura de duas drogas A e B, separa-

damente ativas,
(5.11) y = (B, k) = o+ 6log{z: + pza + k(pz122)"/?} + ¢,

onde € ~ N(0,0?%) e 8 = (e, 8, p)T. Para ilustrar esse modelo serdo utiliza-
dos os dados apresentados em Darby e Ellis (1976), onde y é a converséo
da glicose (3 — 3H) para um certo tipo de lipide em células de ratos, e :;:1
e z2 sd0, respectivamente, as doses (p mol 1) de dois tipos de insulina:
(A) insulina na forma padrao e (B) insulina na forma suberoyl Al — B29.
Esses dados, Tabela 5.1, sdo apresentados em sete misturas diferentes, cada
uma com duas doses totais, havendo quatro repeti¢cdes para cada um dos
14 tratamentos formados. Para ajustar o modelo a esse conjunto de dadds,
foi utilizado o processo iterativo dado na Segio 5.2. As estimativas dos

parametros estdo na Tabela 5.2, e a correspondente tabela de andlise da

varidncia, Tabela 5.3, cujos resultados indicam que o modelo proposto é ‘

adequado para explicar a varidvel de resposta.
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Tabela 5.1: Dados do experimento com dois tipos de insulina.

mistura Razdo da insulina padrdo  Dose total Repetigoes para
para a insulina A1-B29 (pmol~1) cada tratamento
1 1:0 20.9 14.0 14.4 14.3, 15.2
41.9 24.6 22.4 22.4 26.7
2 1:1.85 52.9 11.7 15.0 12.9 8.3
106 20.6 18.0 19.6 20.5
3 1:5.56 101 10.6 13.911.515.5
202 23.4 19.6 20.0 17.8
4 1:16.7 181 13.8 12.6 12.3 14.0
362 15.8 17.4 18.0 17.0
5 1:50.0 261 8.59.013.413.5
522 20617517918
6 1:150 309 12.79.512.1 8.9
617 18.6 10.0 19.0 21.1
7 0:1 340 12.3 15.0 10.1 8.8
681 10917.117.2174

Fonte: Darby e Ellis (1976).

O principal interesse neste tipo de experimento é saber se ha interagio
entre as duas drogas. Darby e Ellis (1976), McCullagh e Nelder (1983, Cap.
10) e recentemente Giltinan et al. (1988) analisaram os dados da Tabela
3.1 utilizando métodos diferentes, contude, chegaram a conclusbes muito
parecidas. Particularmente, concluiram que as “misturas” extremas tém

um peso disproporcional na estimativa da interagio entre as drogas.

214



Tabela 5.2: Estimativas do modelo (5.11).

Efeito Parimetro  Estimativa  Desvio Padrio
Constante a -17.340 2.740
Inclinacio 6 10.540 0.790
Poténcia P 0.046 0.003 -
Interacio K -0.301 0.120

Tabela 5.3: Tabela de Andlise de varidncia.

Fonte gl Soma de Quadrado Estatistica
quadrados médio

Regressao 3 1061.44 353.81 83.64

Residuo 52 220.18 4.23

Falta de ajuste 10 65.40 6.54 1.77

Erro puro 42 154.78 3.68

Serd confirmada a seguir a conclusio acima através de trés técnicas
diferentes de diagnéstico, apresentadas neste capitulo. A primeira técnica,
consiste na andlise do grafico dos residuos ordindrios studentizados ¢;’s con-
tra a ordem das observagdes, que é exibido pela Figura 5.7. Pode-se notar
nesse grafico, duas observagdes (8 e §12) mal ajustadas, as quais poderdo
ser consideradas aberrantes se a distribui¢do dos residuos for aproximada-
mente normal. A primeira dessas observagées refere-se a uma “mistura”
extrema.

A segunda técnica é uma. andlise da variagio de primeiro passo da

estimativa k, quando uma ebservacio é excluida. O grafico de AE’;) contra
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a ordem das observagoes é dado pela Figura 5.8. Nota-se no mesmo que
trés observagdes ({18,450 e §52) sdo mais influentes, sendo que cada uma
individualmente, quando excluida, causa uma variagio de aproximadamente
15% na estimativa k. Agora as trés observagdes sio de “misturas” extremas.
Finalmente, na Figura 5.9 tem-se o grafico de y— /i contra X ; (gréfico
da varidvel adicionada) para avaliar a influéncia conjunta das observagdes
na estimativa &, onde X i € um vetor n x 1 com as derivadas de (5, k) com
relacdo a k, computado juntamente com H sob a hipdtese H: k = 0.
Observando a Figura.5.9, nota-se que trés observagdes (48,450 e §5)
tém uma influéncia disproporcional na inclinagio da reta com coeficiente k.
De fato, a retirada desses pontos conduz A estimativa k = 0.160(DP(k) =
0.127), que significa um aumento de aproximadamente 47% apontando para
uma interacdo nula entre as duas drogas contradizendo a conclusio da Secao
52.2. £ provavel que esse tipo de influéncia seja devida a doses extremas

exageradas. Provavelmente a relagio linear entre a log-dose e a resposta,
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Figura 5.9: Grdfico da varidvel adicionada

correspondente ¢ estimative k.

que é assumida quando as drogas sdo analisadas separadamente, ndo deve

continuar valendo nesses casos.
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§5.5 Exercicios

1 - Os dados abaixo referem-se 4 idade aproximada (em anos) e ao compri-

mento (em cm) de peixes de 3 espécies segundo o sexo.

Idade Comprimento{cm)
(em anos) Espécie A Espécie B Espécie C
M F M F M F

0 21.5 22.9 19.4 193 20.0 20.0
1 33.0 32.2 29.5 29.0 34.0 34.0
2 38.8 38.2 36.8 35.0 385 39.5
3 43.1 43.0 42.2 40.4 43.0 44.0
4 45.3 46.6 42,9 44.6 46.0 48.0
5 46.0 47.5 47.4 49.5
6 50.2 51.6
7 52.8 51.6
8 56.9
9 58.3

M: macho, F: fémea.

Resolver as seguintes questoes:
(i) - Supondo o modelo de Von-Bertalanffy obter valores :niciais para os

parametros «, § e 7y para cada um dos conjuntos de dados acima.

218



(if) - Ajustar o modelo de Von-Bertalanffy a cada um desses conjuntos de
dados, utilizando o processo iterativo dado na Segéo 5.2 e os valores
iniciais obtidos em (i).

(iif) - Apds cada ajuste obter um intervalo de confianga de 95% para o
comprimento maximo esperado e para a taxa média de crescimento.

(iv) - Verificar para cada espécie se o comprimento méximo e se a taxa
média de crescimento diferem entre machos e fémeas. Utilize nivel de
significincia de 5%.

(v) - Explicite o célculo do residuo projetado para o modelo de Von-
Bertalanffy.

2 - Mostre que o ponto de inflexao da curva MMF é dado por (zF, pr),

1/4
onde Ty = {ﬂg;;l} e pp={B(6 +1) + af6 — 1)} /26.
3 - Considere o seguinte conjunto de dados:

z | 0 1 ]| 2 | 3 | 4
y | 444 | 546 | 638 | 657 | 689

(i) - Obtenha os valores iniciais para o processo iterativo (5.2), supondo o
modelo assintdtico.

(ii) - Ajuste o modelo assintético aos dados acima e encontre uma regido
de confianga de aproximadamente 95% para os pardmetros.

4 - Considere o seguinte modelo normal nao-linear:
y =6{1 — exp(-7z)} +&.

(i) - Obtenha valores iniciais para § e .
(it} - Expressar a regido de confianga para (4, y) numa forma fechada e de
facil computacio.

(iil) - Como fica o fator de corregio de Bartlett para testar H:v = 0?
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(iv) - Ajuste esse modelo ao seguinte conjunto de dados:

T
y | 43 | 82 | o5 | 104 | 121 | 131

(v) - Teste a hipétese H:y = 0. Use a = 0.05

5 - Ajuste o modelo logistico ao seguinte conjunto de dados:

z | 0 | 1 | 2 [ 3 | 4 1 5 1 6 | 8 | 10
y | 123 | 152 | 295 | 434 | 526 | 58¢ | 621 | 650 | 6.83

Utilize a estatistica F' para testar a hipétese H:4 = 1. Use a = 0.05

6 - Construir uma regido de confianga para o modelo
= 8z
y =612 +¢,

e ajustar esse modelo ao seguinte conjunto de dados:

z | 4 | 10 | 17 | 22 | 25
Y I 5]

Testes'a hipétese H:f, = 1 e adote um nivel de significincia de 5%.
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7 - Ajuste o modelo apresentado por Ratkowsky (1983) para explicar, numa
determinada reagio quimica, a razdo da reagio y pelas concentracées z; e

z9 de dois redagentes (Segdo 5.1) ao seguinte conjunto de dados:

7 T Y T =2 Y
1,0 1.0 0.126 3.0 0.0 0.614
20 1.0 0219 0.3 0.0 0.318
1.0 2.0 0.076 3.0 0.8 0.298
2.0 20 0126 3.0 0.0 0.509
1.0 0.0 0.185 0.2 0.0 0.247
3.0 0.0 0.606 3.0 0.8 0.319
0.2 0.0 0.268

Faga uma andlise completa de diagnéstico.
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CAPITULO 6

MODELOS LINEARES GENERALIZADOS

§6.1 Definicao

A teoria dos MLGs (Modelos Lineares Generalizados) vem desem-
penhando um papel importante na Estatistica moderna devido ao grande
nimero de métodos estatisticos que engloba. Ela tem sido objeto de es-
tudo por especialistas e nio-especialistas interessados em analise de dados
univariados. Os MLGs representam ainda um meio unificado de ensino da
Estatistica, em qualquer curso de graduagio ou pés-graduagio. Esses mo-
delos foram definidos por Nelder e Wedderburn (1972) e apresentam duas
componentes: uma aleatéria e outra sistematica.

Admite-se um vetor de observagdes y = (y1,-- ,¥»)7 independente-
mente distribuidas com médias g = (g1, ,4a)” e densidade na familia

exponencial de distribuigées

(6.1) F(y:9, ) = exp[{y6 - b(6)}/a(4) + c(v, )],
onde E(y) = p = b'(8) e Var (y) = a(¢)V com V = b"(8) = du/df de-

nominada func¢de de varidncia, sendo expressa em termos da média u. O
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parfmetro natural § = [V~!dy é fungio de y, 8 = g(u). Geralmente,
a{¢) = ¢ sendo ¢ interpretado como um parimetro de dispersio. O
pardmetro § caracteriza a distribuigio em (6.1).

As fungGes a( - ), b( - ) e ¢( - , - ) valem respectivamente: ¢, 1/2 2 ¢
—1/2[y%/¢ + log(2n¢)] para a distribuigio normal com varidncia ¢; 1, €?,
—log y para a distribuicdo de Poisson; ¢, — log(—8), (d)-—-l) log(y¢)+1log é—
log I"(qﬁ)‘ para a distribui¢do gama com o quadrado do coeficiente de variagio
igual a ¢; 1/¢, log(1 + %), log (qf;) para a distribunigdo binomial com indice
¢. Aqui I'( - ) representa a funcdo gama. Entre outras distribuicdes que
estdo na forma (6.1) citam-se a binomial negativa ¢ a normal inversa.

Essas distribuicoes sdo associadas aos seguintes tipos de dados: Pois-
son (V = p) e binomial negativa (V = u + ku?) - contagens, binomial
(V = p(1 — p)) - proporgdes, normal (V = 1) - dados continuos, gama
(V = 42} e normal inversa (V = u®) - dados continuos positivos. Além
de incluir vérias distribuicSes a familia exponencial (6.1) apresenta proprie-
dades interessantes para estimacio, testes de hipdteses e outros problemas
de inferéncia. Assim, esta familia permite incorporar dados que exibem
assimetria, dados de natureza discreta ou continua e dados que séo restri-
tos a um intervalo do conjunto dos reais. As distribuigbes gama e normal.
inversa sdo associadas a dados continuos assimétricos. Se os dados exi-
bem simetria e o intervalo de variagdo é o conjunto dos reais, a normal
deve ser a escolhida. Quando os dados apresentam coeficiente de variagéo
constante, deve ser preferida a distribuigio gama. A distribuigdo de Pois-
son aplica-se aos dados na forma de contagens, mas pode também ser usada
para anilise de dados continnos que apresentam variincia aproximadamente
igual 3 média. A distribuigio binomial serve para analise de dados na forma
de proporgoes, podendo ainda ser 1itil na andlise de dados continuos ou dis-

cretos apresentando subdispersao.
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A componente sistematica admite a existéncia de uma funcao de ligagio
g( - ) entre as médias das observagdes e a estrutura linear do modelo, através
de: )

(6.2) glu) =n=Xp

onde 7= (N, ,Ma)7, chamado preditor linear, é uma funcio linear dos
pardmetros desconhecidos § = (81,---,5,)7 e g{ - ), suposta conhecida, é
diferencidvel. Em geral g( - ) é ndo-linear e X é uma matriz modelo, to-
talmente conhecida, e de posto completo, Possiveis termos em um preditor

linear sio dados a seguir:

Termo Forma Algébrica Forma no Modelo
continuo (covarigvel} Az X
quantitativo (fator) a; A
interacao (afB)ij A-B
cruzado AZyxa X12

misto N 7Y A X

Assim, na matriz modelo X = {z;.}, de ordem n X p, z;, pode repre-
sentar a presenca ou auséncia de um nivel de um fator classificado em
categorias, ou pode ser o valor de umna covaridvel quantitativa. A forma
da matriz modelo representa matematicamente o desenho do experimento.
Uma covaridvel cont{nua z geralmente corresponde a um inico pardmetro
B, contribuindo com o termo S8z para o modelo, enquanto uma varidvel
qualitativa A4, denominada frequentemente de fator, inclui na estrutura li-
near wm conjunto de parimetros o, onde 7 representa os niveis do fator.
Entéo, na estrutura linear #; = ¢; + Bz, representando grupos distintos de

um fator A mais uma covaridvel continua z, a ordenada varia com o nfvel
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do fator mas a declividade é a mesma. Entretanto, em alguns casos, a decli-
vidade deve variar com o nivel do fator e, portanto, o termo Sz deve ser -
substituido pelo mais geral B;z, produzindo = «; + Biz. O termo Bz é
denominado misto, pois a declividade associada com a covaridvel é suposta

diferente para cada nivel do fator.

. A funcao de ligagio relaciona o preditdr linear n ao valor esperado u
do vetor y. A compatibilidade com a estrutura do erro e a interpretacao
do modelo devem ser levadas em consideragao ao se escolher a ligacdo. As
ligacdes usuais_sdo: poténcia n = p*, onde A é um mimero real, logistica
n = 1og[,u/(1' — p)], “probit” n = ¢~(u), sendo ¢( - ) a fungdo de dis-
tribuicio acumulada da normal reduzida, e o complemento log—log n =
log[—log(1 — p)]. As trés dltimas fung¢des sdo apropriadas para o modelo
binominal, pois transformam o intervalo (0,1) em (—oo,+c0). Casos im-
portantes da "liga,gio poténcia sio identidade, reciproco, raiz quadrada.e

logaritmo, correspondentes a A =1, -1, 1/2 e 0, respectivamente.

Para o modelo clssico de regressio a ligagao é a identidade no sentido
de que valores esperados dos dados e preditores lineares podem ter qualquer
valor real. Entretanto, quando os dados sdo contageris e a distribuicdo é de
Poisson, a ligacio identidade é menos atrativa pois, ndo restringe os valores

esperados ao intervalo (0, co).

Quando efeitos sistemdticos multiplicativos contribuem para as médias
dos dados, uma ligacio logaritmo torna os efeitos aditivos contribuindo para’
os preditores lineares e, portanto, pode ser a mais apropriada. A escolha de
uma ligagio compativel com a distribui¢ao do erro proposta para os dados,
ldeve resultar de consideracdes a priori, exame intensivo dos dados, facilidade
%e mterpretagéo do modelo €, mais usualmente, uma mistura de tudo isso.

Um preditor linear adequado com uma matriz modelo que forme um modelo
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parcimonioso é, na prética, algo dificil de se obter, devido aos problemas
de ordem combinatéria e de ordem estatistica. Entretanto, uma maneira
de amenizar tal situagio ¢ a aplicagio de técnicas de selegiio de covaridveis.
O analista, em geral, planeja um modelo intermedidrio entre o minimal
que contém o menor ntimero de termos necessirios para o ajustamento
e o modelo maximal que inclui o maior niimero de termos que se pode

considerar.

Um grande ndmero de casos especiais dos MLGs podem ser definidos

por (6.1) e (6 2) o modelo clissico de regressio discutido no Capitulo 1 cor-
- responde a y ~ N(p,02) e p = : 0 modelo log-linear visto no Capitulo 3 é
dado por y ~ P(p) elog 4 = 1; o modelo logistico para analise de proporgoes
estudado no Capitulo 4 pode ser obtido de y ~ B(1, 1) e log[u/(1— p)] = n;
¢ outros modelos familiares. Torna-se clara agora a palavra “generalizado”,
significando uma distribui¢do mais ampla que a normal para a varidvel res-
posta e uma fungdo nio-linear conectando a média desta varidvel com a

parte deterministica do modelo.

- Na Secéo 6.2 apresentam-se as etapas de trabalho com os modelos li-
neares generalizados. Nas Secdes 6.3, 6.4 e 6.5 consideram-se a estimagio,
as medidas da qualidade do ajuste do modelo e a andlise do desvio res-
pectivamente. A Segao 6.6 trata de distribuigdes assintéticas e regioes de
confianga, a 6.7 das técnicas de diagnéstico e a 6.8 do método das covaridveis
adicionadas. Finalmente, na Segio 6.9 apresenta-se a andlise dos dados da
Tabela 2.1 através de um modelo gama.
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§6.2 Etapas de Trabalho com os Modelos Lineares Generaliza-

dos

O processo de trabalho com os MLGs pode ser dividido em trés etapas;
(i) formulagéo dos modelos; (ii) ajustamento dos modelos; (iii) inferéncia.
Maiores detalhes podem ser vistos em Cordeiro (1986). E dificil de proi)or
uma estratégia geral para o processo de escolha do MLG a ser ajustado aos
dados que se dispée. Um ponto fundamental no processo de ajustamento é
que néo se deve ficar restrito a um dnico modelo, achando que ele é o0 mais
importante e excluir outros alternativos. E prudente considerar a escolha
restrita a um conjunto amplo de modelos estabelecidos por principios ¢omo:
facilidade de interpretaciio, boas previsdes anteriores e conhecimento pro-
fundo da estrutura dos dados. Algumas caracteristicas nos dados podem
nao ser descobertas, mesmo por um modelo muito bom e, portanto, um
conjunto razodvel de modelos adequados aumenta a possibilidade de se de-
tectar essas caracteristicas.

A etapa de ajustamento representa o processo de estimagio dos
pardmetros lineares dos modelos e de determinadas fungoes destes pardme-
, tros, que representam medidas de adequacio dos valores estimados. Virios
métodos podem ser usados para estimar os pardmetros do MLG. Como o
método de méxima verassimilhanga conduz a uma estimagio bastante sim-
ples, este método ¢ o preferide. O algoritmo para solugio das equacdes
de méaxima verossimilhanca é similar a um processb iterativo de Newton-
Raphson, tende como caracterfstica principal o uso da matriz de valo-

res esperados de derivadas segundas do logaritmo da verossimilhanga (in-

i
L
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formacdo), no lugar da matriz correspondente de valores observados. A

implementacio deste algoritmo estd feita no software GLIM (“Generalized
Linear Interactive Modelling”).

Em-geral, o algoritmo de ajustamento deve ser aplicado ndo a um MLG
isolado, mas a vérios modelos de um conjunto bem amplo. Este conjunto
amplo deve ser realmente relevante para o tipo de dados que se pretende
analisar e pode ser formulado de virias maneiras: (a} definindo uma familia
de ligagdes; (b) considerando diferentes opgoes para a escala de medigao;
(¢) adicionando (ou retirando) vetores colunas independentes a partir de
uma matriz basica original.

' A etapa de inferéncia tem o objetivo principal de verificar a adequacio
do modelo como um todo e realizar um estudo detalhado guanto a dis-
crepancias locais. Estas discrepancias, quando significativas, podem impli-
car na escolha de outro modelo ou em aceitar a existéncia de dados aberran-
tes. Em qualquer caso, toda a metodologia de trabalho devers, ser repetida.
O analista deve, nesta eta,-pa,l verificar a precisdo e interdependéncia das
estimativas, construir regides de conflanca e testes sobre os pardmetros de
interes_se‘, analisar estatisticamente os residuos e realizar previsoes.

A exatidao das previsdes depende basicamente do modelo selecionado e,
portanto, um critério de adequacio do ajustamento é verificar se a exatidao
de uma previsio em particular ¢ maximizada. Muitas vezes, é possivel
otimizar a previsao por simples alteragio da componente sistemdatica do
modelo.

Um grifico dos residuos padronizados versus valores ajustados, sem
nenhuma tendéncia, é um indicativo de que a relagio funcional varidncia/mé-
dia proposta para os dados é satisfatéria. Graficos dos residuos versus co-
variveis que ndo estdo no modelo sdo bastante dteis. Se nenhuma covaridvel

adicional é necesséria, entdo nio se deve encontrar qualquer tendéncia nes-
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ses graficos. Dados com erros grosseiros podem ser detectados como tendo
grandes residuos, ou o modelo ajustado deve requerer mais covaridveis, por
exemplo, interagdes de ordem superior. A inspegio grifica é um meio po-
deroso de inferéncia nos MLGs. A

Para o teste do MLG utiliza-se o critério da razio de méaxima ve-
rossimilhanca em relagio ao modelo saturado (desvio) e a estatistica de
Pearson generalizada. Toda a parte de inferéncia é baseada em resultados
assintdticos e pouco se sabe sobre a validade desses resultados em amostras

muito pequenas.

§6.3 Estimacao

A idéia central dos MLGs ¢ transformar as médias dos dados; no lugar
de transformar as observagbes como nos modelos de Box e Cox (Capitulo 2)
para se obter um modelo de regressido linear. Nelder ¢ Wedderburn (1972)
demonstraram que a solugio das equages de maxima verossimilhanca de
um MLG equivale a calcular repetidamente uma regressao linear ponderada
de uma varidvel dependente modificada sobre a matriz modelo X usando
uma fungdo de peso que se modifica no algoritmo iterativo. Esse processo
converge rapidamente na maioria dos casos, exceto se n for pequeno.

O método de maxima verossimilhanga é usado para estimar os parame-
tros lineares f3,-+- ,f, e, portanto, os preditores lineares 5y, -+ ,7, € 0s
valores médios gy, - ,pn. Seja L{B3) o logaritmo da fun¢io de verossi-
milhanga para um dado MLG e sejam 3, # = XL e i = g~ (7)) as estimati-
vas de maxima verossimilhanga de (3, 5 e g, respectivamente. De agora por

diante admite-se a{¢) = ¢ com o pardmetro de dispersio ¢ constante para
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todas as observagbes, embora possivelmente desconhecido. As equagdes de
méxima verossimilhanga GL(3)/98, =0, r =1, -+, p, sdo ndo- lineares ex-
ceto para erro normal (V = 1) com ligagio identidade (5 = u) e, portanto,
nao podem ser resolvidas explicitamente.

Seja K a matriz de informacdo de Fisher para . Tem-se

(6.3j K= {-—E (%‘%g%)} = %XTWX,

2
onde W = diag {% (g—%) } Expandindo a funcio escore
AL/8B = (BL(B)/8B1, -+ ,0L(8)/88,)7, onde

OL(8)/08. = 3 Y (v - m)v,.-lj_g;'x,,,,
=] T

em série de Taylor e usando K no lugar da matriz de derivadas de 2%ordem

.
{%%} , obtém-se o processo iterativo

oL m

bl = K(m)(glm+1}) _ g(m)
S5 =K - g,

supondo que 3™ ¢ a m-ésima aproximagio para ( e usando uma notaco
similar para outras quantidades que variam no processo.

Demonstra-se que a nova aproximacao S(™+1) para ﬁ satisfaz
(6.4) KM glmt1) = xTypy(m)ys(m)
sendo K definido aqui sem o pardmetro ¢ ¢

(6.5) y* =n+H(y — )
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com H = diag {dn/du}.

Logo, a solugéo das equagdes de maxima verossimilhanga equivale a cal-
cular repetidamente uma regressio linear ponderada de y* sobre X-isando’
W como wma fungéo de peso. Observar que Cov (y*) = ¢W ™! e que
W e y* sio modificados a cada etapa de (6.4). O GLIM utiliza (6 4)
na determinagio de 3. Quando a funcio de ligagio é linear; y* = y e
W = diag {d@/dn}. Observar que ¢ afeta a estrutura de covaridncia’ dos‘ :

A's mas nio entra nas equagdes de determinagio dos B's.

Para o modelo normal-linear' W reduz-se & matriz identid;de e a es- .
timativa 3 ¢ calculada exatamente. Como cada observagao, y representa.,
uma estimativa da média c01re3pondente, 0 meio natural de.iniciali-
zar (6.4) é tomar como primeira aproximagio ') = y e entdio calcular
v = p) = g(y), W ¢ K obtendo-se uma segunda _apx_*qx.iﬁ;z_s,géo_
B para ﬁ, e continuando as iteragdes até o processo convergir. Em geral,
o processo converge antes de 10 iteragdes. Além de B, o GLIM fornece a-
estrutura de covaridncia assintética f{‘l, os \,;alores ajustados fy, -2y fln s

os erros padrdes das estimativas dos parametros, residuos, ete.

Também o GLIM pode ser usado para obter t_ra.nsformagc")és proﬁuiindo
aproximadamente linearidade entre duas varidveis, geracio de nirmeros’
aleatérios, andlise grafica e outras manipulaces de dados. O leitor pode

consultar o manual deste software disponivel para microcomp'ﬁtad'orés ‘de”
16 bits (Baker e Nelder, 1978). ' o
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§6.4 Medidas da Qualidade do Ajuste

A etapa de inferéncia tem o objetivo principal de verificar a adequacio
do modelo como um todo e realizar um estudo detalhado quanto as dis-
crepancias locais. Estas discrepancias, quando significativas, podem impli-
car na escolha de outro modelo. Neste caso, toda metodologia empregada
deverd ser repetida. O analista deve, nesta etapa, verificar a precisfio e
mterdependéncia das estimativas, construir regides de confianga e testes
sobre os parametros de interesse, analisar estatisticamente os residuos e
realizar previsées. Os métodos de inferéncia nos MLGs baseiam-se, funda-
mentalmente, na teoria assintética de maxima verossimilhanca (MV), pois,
e geral, ndo € possivel a obten¢do de distribuigdes exatas para estimati-
vas e estatisticas-testes. As condigdes de regularidade que garantem estes
resultados sdo satisfeitas para os MLGs.

Ajustar um modelo a um conjunto de dados pode ser considerado
como uma forma de substituir um conjunto de valores observados y por
um conjunto de valores ajustados fi deduzidos do modelo, envolvendo re-
lativamente um mimero menor de pardmetros. Claro que os jt's néo sdo
exatamente iguais aos y’s e, ento, a questdo passa a ser o quanto discre-
pante sdo estes valores. Duas medidas desta discrepancia séo, usualmente,
consideradas: a razdo de méxima verossimilhanca, conhecida como desvio
e uma forma generalizada da estatistica de adequagio de Pearson.

Dois modelos sdo casos limites do processo de ajustamento: o modelo
nulo e o saturado. O modelo nulo tem um +inico pardmetro y represen-

tativo para todos os y’s e toda a variagio nos dados é devida & compo-
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nente aleatéria. O modelo saturado tem n parimetros, um parametro para
cada observagdo, ajusta-se exatamente aos dados, isto é, as estimativas das
médias sdo iguais as proprias observagoes e toda a variagao é devida a com-
ponente sistemdtica. Na pratica procura-se um modelo com p parémetros
situado entre esses modelos limites. O modelo saturado nao resume os
dados e simplesmente os repete. Entretanto, este serve como um limite
de discrepéncia para o modelo em investigagio através da funcio desvio

D(y; it} definida por

(6.6) D(y; i) = 2{L(y; ) — L(y; 1)},

onde L{y; ji) é o maximo da log-verossimilhanca para o modelo em inves-
tigagdo com p parametros e L{y; y) € o méaximo da log- verossimilhanga para.
o modelo saturado. O parametro de dispersao nas expressoes do desvio para
os modelos normal, gama e normal inverso, aparece como um divisor. .

Um modelo mal ajustado aos dados tem um grande desvio e um modelo
bem adequado aos dados um pequeno desvio. Porém, umn grande nimero de
pardmetros significa um grau de complexidade na interpretacdo do modelo.
Procura-se um modelo com poucas variaveis independentes tendo uma in-
terpretagao ficil e de desvio moderado. Os graus de liberdade associadas ao
desvio sdo definidos por v = n — p. O desvio sem o parametro ¢ pode ser
computado a partir dos dados e das estimativas de méxima verossimilhanca
fi1,  + , fin. Como este é medido em relagdo ao modelo saturado, termos
envolvendo constantes e os dados sozinhos ndo aparecem na expressio de
D(y; ).

Para os modelos normal com varidncia ¢ = o? e Poisson, o desvio

iguala, respectivamente,

o~ g(ya - ) e {Zyzlog( )+Z(ua—yu }

i=1
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Logo, para o modelo normal o desvio é, simplesmente, a soma dos quadrados
dos residuos dividide pela varidncia.

O desvio funciona como critério de parada do algoritmo de ajustamento
descrito em (6.4) e, apds a convergéncia, o GLIM fornece diretamente o seu
valor sem o pardmetro de dispersdo ¢ e os seus graus de liberdade.

“'Para ¢ teste de um MLG compara-se D(y; fi) e seus graus de liberdade
v com alguma distribui¢io tedrica de probabilidade. Geralmente, adota-se
a distribuigdo qui-quadrado. A dificuldade em realizar este teste é que para
os modelos normal, gama e normal inverso, o pardmetro ¢, usualmente,
é desconhecido. Quando o modelo em investigacio é verdadeiro, o desvio
nao é, em' geral, distribuido como X,%_p, nem mesmo assintoticamente, e
pouco se sabe sobre a adequagao de uma aproximagio do tipo X2_, para
pequernias amostras. Apesar disso, na pratica, se contenta em testar um
MLG sem muito rigor, comparando o desvio com o valor critico A7_ (c)
da dlstnbmgao qui-quadrado & um nivel de significancia igual a . Se este
for malor que Xg_p(a), 0 modelo sera rejeitado e, caso seja menor ou igual,
aceito. Este teste pode ser aperfeigoado através de um fator de corregio e
maiorés detalhes podem ser vistos em Cordeiro (1983).

A est1magao do parametro de dispersao por méxima verossimilhanca
é um processo s1mples. Entretanto, pode-se estimd-lo da maneira des-
crita a segmr De agora por diante seja D o desvio de um modelo M,
com P para_metros sem o parametro de dispersido ¢, suposto constante.
Considera-se o ajﬁstamento de um modelo mazimal aos dados com m < n
parémetros e com desvio D,,. Deve-se esperar que um modelo bem ajus-
tado aos dados tenha um desvio préximo dos seus graus de liberdade. Logo,
Dim/(n — m) deverd ser uma estimativa razosvel de ¢ no teste de um mo-
delo com p < m pardmetros. Para os modelos normal e normal inverso esta.

estimativa coincide com a de méxima verossimilhanga obtida resolvendo a
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equacio

(6.7) ¢° _ZC’(yi, ¢) = Z[yiq(w) ~ b(q(y:))] — Dp/2.

A estimativa de mdxima verossimithanga inserida em (6.6) possibilitara
testar o modelo M), em investigacdo comparando o desvio com Xﬁ_p. 0

teste sobre o parAmetro ¢ poderd ser visto em Cordeiro (1987a).

Uma outra maneira de testar a adequagio do modelo M, é através de

uma estatistica expressa pelo quociente

_ (Dp = Dn)/(m —p)
= =5 Tn-m)

e que nao envolve o parametro ¢. Esta estatistica pode ser aproximada
por uma distribuigdo F' com (m — p) e (n — m) graus de liberdade e o
MLG poderd ser testado de maneira semelhante ao teste usual do modelo
normal-linear. Como (D, ~ D,,)/¢ tem distribuicio assintética X(zm__p),
pois representa uma auténtica razéo de verossimilhanga entre hipéteses de
dimensées finitas, apesar de cada desvio isoladamente ndo ter distribuicdo
assintética qui-quadrado, pode-se substituir o denominador D,,/(n—m) na
estatistica R pela estimativa de ¢ obtida de (6.7) e considerar a nova razio
como, aproximadamente, tendo distribuigdo F' com (m —p) e (n — p) graus

de liberdade.
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§6.5 Anaélise do Desvio

A andlise do desvio tem como objetivo a construciio de uma seqiiéncia
de modelos encaixados e a verificagio da significincia dos termos adicio-
nados. Considera-se agora dois modelos encaixados M, e M,,, sendo o
modelo M,, com matrix X, pardmetros £y, ,8;, e desvio Dp, e M,
com matrix X5, contendo os mesmos pardmetros que M,, e pardmetros
adicionais By, 41, Bp;4+2,° -+, Bp, e desvio D,,, ambos com a mesma ligagio

e distribuigdo. O teste da hipétese

Hoi By, =+ = Bp, = 0,

ou equivalentemente M, versus M,,, ¢ baseado no fato da razido de maxima
verossimithanca (D, — D, )/¢ ter distribuicdo assintética X2, .

A partir de uma seqiiéncia de modelos encaixados, obtidos pela adigao
de termos um a um, obtém-se uma correspondente seqiiéncia de desvios
decrescentes com os seus associados graus de liberdade. Assim, supondo a
seqiiéncia de modelos encaixados M,,, My,, Mp,, -+ , M, com dimensdes
respectivas py < p2 < p3 < --+ < pp e desvios Dy, > Dp, > Dy, >
o+ > Dy, todos os modelos com a mesma ligagio e distribuigio, constréi-
se uma tabela de anélise do desvio, conhecida como ANODEYV . Esta tabela
€ uma generalizacao da tabela ANOVA usual. As diferencas de desvios e
graus de liberdade fornecem a redugio no desvio para a adigio de cada
termo sucedido e generaliza a andlise de varidncia sequencial para modelos
lineares. O modelo nulo contém somente a média, representada por 1, e o

modelo saturado ou completo tem desvio zero.
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TABELA ANODEV

Modelo Desvio G.L Desvio G.L Termo
1 D m Yol

Dm - DPz P2—M A
1 + A Dpz pz

Dy, — Dy, Ps —p2 A/B
1+A+ B Dpa P3

Dpa _'Dp-i Ps—P3 C/(A,B)
1+A+B+C D‘FM Pa

saturado ' 0 0

A estatistica (Dp, — D,,), p; > pi, é interpretada como uma medida da
variagdo dos dados explicada pelos termos que estio em M,, endo estdo em
My, incluidos os efeitos dos termos em M, e ignorando quaisquer efeitos

dos termos que ndo estdo em M,,,. Se
(Dp = Dp;) > ¢ Xy (@)

os efeitos dos termos que estdo em M, e ndo estdo em M,, sio signifi-
cativos. Cada seqiéncia de modelos corresponde a uma tabela ANODEV
diferente, sendo a seqiiéncia determinada pelo interesse de obter modelos
parcimoniosos e de pesquisar os efeitos de alguns termos na variacéio dos
dados, quando outros termos j& foram incluidos no modelo.

Numa andlise de desvio dois termos A e B sio ortogonais se a redugio
que A {ou B) causar no desvio de um modelo M, for a mesma, quer B {ou
A) esteja incluido ou néo em M,,. Em geral, ocorre a nio-ortogonalidade
dos termos de um MLG e a interpretagio da tabela ANODEV é mais com-
plicada que a da tabela ANOVA usual.
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§6.6 Distribuigbes Assintéticas e Regides de Confianga

Pode-se demonstrar a normalidade assintdtica de 8, com média igual
ao pardmetro verdadeiro 3 desconhecido e matriz de covaridncia consisten-

temente estimada por
(6.8) K- = ¢(XTWx)~L

Os erros padroes das estimativas f1,: -, B, s@o iguais as raizes quadradas
dos elementos da diagonal de K ~! e fornecem informagdes valiosas sobre
a exatiddo dessas estimativas. Usando a notagio K~! = {—k™} para a

inversa da matriz de informagdo, os coeficientes calculados por

_jid

6.9 Fig = ——————
(6.9) T [kitkii)L/2

permitem verificar, pelo menos aproximadamente, a interdependéncia dos
ﬁj’s. Um intervalo de 100(1-a)% de confianga, aproximado, para um parti-

cular 3;, pode ser obtido de
(6.10) [/61 _ 20/2(—E:ii)1/2,3i + zafz(_faii)llzl :

onde —k* & o elemento (i,) de K~! e &(—24/9) = /2. Com ¢ estimado
deve-se usar a distribuigdo ¢ de student com (n — p) graus de liberdade
no lugar da normal para computar (6.10). O teste de hipdtese sobre um

particular §; pode ser baseado neste intervalo.
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Desejando-se uma regifio de confianca aproximada para um conjunto
particular de pardmetros 3;,,- - - , 8;; deve-se computar o desvio D, do mo-
delo M, com todos os p pardmetros e o desvio D,_, do modelo M,_, com
P — q pardmetros linearmente independentes supondo que os g pardmetros
de interesse tém valores fixados: Bi; = % J = 1,---,q. Estes valores

fixados formam a parte linear conhecida na estrutura do modelo dada

g .
por Zlm,-jﬂ;-“j, sendo. x;; a coluna correspondente a 3;;. Uma regido de
J"_‘

100(1-}% de confianga aproximada para 8;,,- -+ , B;, é dada pelo conjunto

de pontos 8f;, j = 1,--- ,q, ndo rejeitados pela estatistica ¢~1(Dy_, — D)

(6'11) {16:35.7 =1,--- » @i qb_l(D -q Dp) < X‘?(CE)},

onde A"qz(oz) é o ponto da qu correspondente a um nivel de significincia
igual a o Testes sobre um subconjunto de parametros pode ser feito com
base em (6.11) desde que ¢ seja estimado.

A matrix de covaridncia assintética das estimativas dos preditores li-

neares é dada, aproximadamente, por

(6.12) Cov () = X Cov (B)XT = qbX(XTW:X)‘IXT.

2

O erro da aproximagio é de ordemn n~2. Esta matriz, denotada por

L em Cov (#i,1;) sem o

Z = {zj}, onde z;; é o termo de ordem n~
parametro escalar ¢, desempenha um papel importante na expansio as-
sintdtica do desvio e na determinacio das tendenciosidades das estimativas
de maxima verossimilhanca dos pardmetros 8, n e u. A matriz de co-
varidncia assintética dos valores ajustados ji pode ser calculada da expanséo

em série de Taylor da inversa da funcgdo de ligagio p = g~ 1(#), resultando
Cov (i) =H™' Cov (M) H™ ' =¢H ' ZH™ .
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As estruturas de covaridncia de B, # e & devem ser avaliadas no
ponto 3. Considéeram-se as distribuicdes assintéticas N (XB,02) e
Nu(p,9H™1ZH"') como aproximagdes para as distribuigdes exatas de 7
e ji, respectivamente. Testes de hipdteses e regides de confianca para os
componentes de n e u podem ser deduzidos dessas distribui¢Ges, mas, em
geral, sdo obtidos de testes e regides para os componentes de 3. Observar
que todas as covaridncias assintéticas dependem de ¢, que se for desconhe-
cido devera ser estimado.

Os erros padrées (¢2:)'/2 e os coeficientes de correlagio estimados,
fi; = 2i;/(31:2;;)"%, de A1, -+ , 7, 580 resultados aproximados, que depen-
dem fortemente do tamanho da amostra. Entretanto, sdo guias tteis de
informacgoes sobre a confiabilidade e interdependéncia das estimativas dos
preditores lineares e podem, também, ser usados para obter intervalos de
confianga aproximados para esses pardmetros.

Uma estatistica que também é usada para testar a adequagao de um
MLG e para construir regides de confianga andlogas & (6.11) é a versdo da

estatistica de Pearson dada por

(6.13) Xy =071 (i — p)* Vi
=1

§6.7 Técnicas de Diagnéstico

Nesta segao sdo discutidas as principais técnicas de diagnéstico nos
MLGs, tais como: andlise de residuos, anilise global de influéncia e

diagnéstico local de um tnico ponto influente.
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§6.7.1 Anilise de Residuos

Por técnicas de diagnéstico entende-se a andlise dos residuos para de-
tectar observacbes aberrantes e o estudo da influéncia de observagdes sobre
o ajustamento global do modelo. Para a anilise dos residuos vdrias es-
tatisticas podem ser propostas. Cox e Snell (1968) propuzeram a expressio

do residuo generalizado correspondente & observacdo y; na forma

(6.14) 7 = hi(ys, fi),

onde h;(y;, f;) é uma fungdo escolhida de modo a estabilizar a variancia
ou induzir simetria na distribui¢do amostral de 7; e ji; é o respectivo valor
ajustado.

Virias formas para a fungdo A{ -, - ) tém sido propostas. O residuo de

Pearson é o mais simples definido como componente de (6.13) sem o escalar

¢
(6.15) pi = (g — i)/ V%

A desvantagem deste residuo é que sua distribuigao é, geralmente, bastante

assimétrica para modelos ndo-normais. Da distribuigao assintética de 8-

com estrutura de covariancia ¢{(XTWX)~! pode-se concluir que Var (j;)
e Var (y; — fi;) sdo, aproximadamente, iguais a V; hi; e Vi(1 — hy;), respec-
tivamente, onde h;; é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz de projecéo

exXpressa por
(6.16) H=wYx(xTwx)*xTw'/2.
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Esta matriz desempenha na teoria dos MLGs 0 mesmo papel da. matriz
“hat” do modelo cldssico de regressio. Notar que esta matriz indepénde de
¢ quando este ¢ constante para as observacdes.

As consideragdes anteriores conduzem a definicao do residuo de Pearson

studentizado com expressao
(6.17) ti = (i — &) /{Vi(1 - har) /2,

onde todas as quantidades estdo estimadas em B O residuo ¢; é mais infor-
mativo que p;. O grifico dos residuos t; ordenados crescentemente versus
os quantis da distribuigdo proposta para os dados permite verificar a ade-
quagao desta distribuicdo. Ainda, o grafico de p; ou t; versus fi; serve para
detectar pontos aberrantes no ajustamento enquanto que versus o indice i
possibilita achar as observagdes que se mostram dependentes ou exibindo
alguma forma de correlagio serial. Para saber se algum parametro impor-
tante est4 sendo omitido do modelo, usa-se o grafico dos residuos versus a
covaridvel ou os niveis do fator correspondente ao parimetro omitido.
Outros tipos de residuos tém interesses especificos. O resfduo que visa

a normalizacio e estabilizagio da varidncia tem expressio

(6.18) ai = {N(y:) - N(@)}/N' () VA2,

onde N( - ) é uma funcéo escolhida de tal forma a aproximar a distribuicio
do residuo & normal e N'(u)V'/2 ¢ uma aproximagio para o desvio padrio
de N(y). O residuo dado pela componente do desvio, que tem também o
objetivo de normalizagdo, é utilizado usualmente na forma, 6,-d§ / 2, sendo &;

o sinal de y; — fi; e d; a i-ésima componente do desvio dado pela expressao
(6.6)

(6.19) d; = 2{y;(6; ~ 6;) — b(8;) + b(é,)},
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onde §; = q(yi), é; = g(fi:) e = g(p) é a funcio que relaciona o parimetro
natural com a média. A vantagem deste residuo é que ele nio requer o
conhecimento da fun¢do normalizadora. Observa-se que para modelos bem

ajustados as diferengas entre &-d}/ 2e t; sao pequenas enquanto que, de uma

1/2 . ..
forma geral, os resultados com o uso de 6,‘d,—'{ e a; sdo similares.

Todos esses resfduos sio facilmente calculados- através do GLIM ou
GENSTAT.

§6.7.2 Andlise Global de Influéncia

A idéia basica de influéncia é verificar a dependéncia do modelo es-
tatistico sobre as vdrias observagdes ajustadas. Se uma pequena per-
turbagdo em algumas observagdes conduzir a uma mudanga aprecidvel nas
estimativas dos parametros [’s, estas observagdes poderio ser consideradas
influentes. As medidas usuais de influéncia geralmente correspondem as
variagoes das estimativas decorrentes da eliminagao de observagoes. Para
exemplificar, a influéncia da observagio y; sobre o modelo é obtida pela
distdncia de 3 a ﬁ(i), onde B(i) ¢ a estimativa de 8 quando y; é eliminada
do modelo. Nos modelos lineares generalizados podemos usar as seguintes

medidas desta distdncia:

(6.20) (Biiy = B)T[ Cov (B (B~ B),

(6.21) 2{L(B) - LB},

ambas as estatisticas tendo distribui¢do assintética qui-quadrado com um

_grau de liberdade.
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Pode-se demonstrar que estas medidas séo, aproximadafnente, iguais &
estatisitca de Cook (1977) do modelo cldssico de regressdo (vide expressdo

(1.19)) dada por, sem a divisdo por p,

(6.22) C-=(?i_ﬁ‘)2f‘ii= F‘*'i £2,
YV = hy)? i) "

As medidas de diagnéstico global da influéncia dos dados sobre o ajusta-
mento sdo fungdes de residuos e das estimativas dos elementos da diagonal
da matriz de projegio.

Um gréfico de C; versus i indicard as observagbes influentes sobre o
ajustamento como um todo. Observar que C; serd grande quando 1 — hii
for pequeno. Assim, os valores das estimativas dos elementos da diagonal de
I — H menores do que 1 — 2p/n, pois tr(I — H) = n — p, indicardo, prova-
velmente, quais os pontos influentes do modelo. Esses elementos dependem
fortemente da matriz modelo e, em geral, muito pouco c_la estimativa de

p. Os graficos de 1 — hy; versus {1 ou j; sdo, frequentemente, usados para

visualizar os pontos influentes.

§6.7.3 Diagnéstico Local de um Unico Ponto Influente

As quantidades £;; e C; da segio anterior, embora possibilitem verificar
quais as observagoes que dominam, em grande parte o ajustamento, nao
podem medir o efeito local sobre cada uma das estimativas B’s do modelo.
Nesta seco, apresenta-se uma férmula aproximada para determinar o efeito

local de cada observacio sobre as estimativas dos pardmetros. Claro estd
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que a diferenca B(i) - [3 proporciona uma medida do efeito local da i-ésima
observagao sobre as estimativas dos (3’s. Entretanto, para calcular esta
diferenca terfamos de ajustar n+1 modelos caso hajam n pontos a pesquisar
as suas influéncias..

Através de expansdes em série de Taylor até 12ordem pode-se demons-
trar (Pregibon, 1979; Cordeiro, 1986) que

| 3 (ya fi:) xT
(6.23) By - ﬁ_m( WX)a,
onde z} é o vetor linha de X correspondente 3 i-ésima observacio e

¢ o0 i-ésimo elemento da diagonal de W, com todas as quantidades sendo
estimadas no ponto [3’ A vantagem no uso desta expressio como uma
medida de diagndstico da influéncia local da observagdo i sobre as diversas
estimativas dos parametros 3’s é que é necessirio apenas o ajustamento do
modelo em investigagio.

Seja B, uma estimativa de interesse e p»K 1 a linha correspondente
da matriz I:f‘l, onde g, é um vetor 1 x p de zeros com 1 na r-ésima com-
ponente. O grifico de (ﬁ’(i)r — B,)/ Var (3,)}/? versus i, denominado curva
empirica de influéncia sobre a estimativa, B,., é 0 mais usado para detectar
as observagdes que causam instabilidade local nas estimativas de interesse.
Geralmente, esses graficos discriminam que os mesmos dados causam as
maiores instabilidades em todas as estimativas. Entretanto, as alteractes
nos valores das estimativas 4's podem se compensar de tal maneira que
os valores ajustados variam muito pouco. Neste caso, outros diagndsticos
mais globais devem ser usados e os memos sdo baseados na razdo de mdxima
verossimilhanca, no desvio (6.6) ou na estatistica de Pearson generalizada

(6.13).
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Os resultados de diagndstico global (Se¢do 6.7.2) e de diagndstico local
{Segao 6.7.3) de influéncia de uma observacio sobre o ajustamento podem
ser generalizados para avaliar a influéncia de um conjunto de pontos. O
leitor podera consultar Cordeiro (1986) para extensdes das férmulas (6.22)
e (6.23).

§6.8 Meétodo das Covaridveis Adicionadas

0O método das covaridveis adicionadas consiste em aumentar a estrutura
linear do modelo através de covariaveis bastante adequadas para representar
~ anomalias especificas no MLG. A forma mais comum do método teve origem
no trabalho de Box e Tidwell (1962), que consideraram uma regressio com
pardmetros ndo-lineares nas covaridveis. No preditor # aparecendo uma
funcdo h(x;v), onde v é nao-linear em z, expande-se a fungao em série
de Taylor ao redor de um valor préximo conhecido ¢®), tornando v um

parametro linear na covaridvel adicional

Ih(z:7)

_ A0
Oy [ T

No método, a estrutura linear do modelo aumentado é do tipo

(6.24) 9(pw) = XB+ 27,
onde Z = (z,-+-,%;), z é um vetor coluna n X 1 conhecido e
¥ = (71, ,7q)T. Em casos especiais, as colunas z; podem ser fungées

do ajuste do modelo usual, isto é, Z = Z{X B), ou fungées especificas das
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covaridveis originais z; = z;{z). A importancia das covaridveis adicionadas
¢ expressa pela diferc.uga dos desvios dos modelos g(p) = X8 e (6.24). Se a
adigdo das covariveis Z alterar-substancialmente o ajustamento, as ano-
malias em questdo afetardo seriamente o modelo original. Em geral, quando
isto ocorre,-as formas das covaridveis adicionais produzem uma acdo corre-

tiva.

Um bom exemplo do uso de uma covaridvel adicional est no teste para
verificar a néo-aditividade de um MLG, onde considera-se (X3 He(XB), ®
é o produto direto, como uma covaridvel adicional. Se no ajuste do modelo
aumentado o coeficiente desta covaridvel for significativamente diferente de
zero, aceita-se a ndo- aditividade no modelo, original. A transformacfio.
poténcia da varidvel resposta, pode ser uma medida corretiva para eliminar
a ndo-aditividade. Para verificar se a escala de uma covaridvel isolada z;
estd correta considera-se Bf(q,, ® z;), onde B; é o coeficiente estimado de
#;, como uma covariavel adicional. Quando o coeficiente associado a esta
covaridvel no ajuste do modelo aumentado ¢ estatisticamente zero, aceita-se
a linearidade de 7 em z;. Um outro método gréfico, alternativo, é baseado
na estatistica v; =. ,8,-3:1- +it —h = fizi + H,(y — fi}, que representa uma
medida da linearidade da covaridvel z; (McCullagh e Nelder, 1983, Capitulo
11). A estatistica v; é, simplesmente, um residuo parcial generalizado para
a covaridavel z; expressb na escala da varidvel dependente modificada y*
A escala de 2; serd considerada correta, se o grafico de v; versus z; for
aproximadamente linear. Caso contririo, a forma do grafico deve sugerir a
acio corretiva.

Inferéncia sobre v pode ser realizada a partir da reduciao no desvio
do modelo com a inclusido de Zv, ou através da distribui¢io normal as-
sintética de 4, de média igual ao pardmetro verdadeiro 4 e covaridncia

d[(ZTWZ) + L{XTWX - XTWZL} L], onde L = (ZTWZ)~
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zZtwx. \

0 método das covaridveis adicionadas é _bastante usado para estimar

\

a l1gaga0 e para identificar observagoes rTZin—prhcadas pelo modelo. No
1%caso, considera-se um MLG com funcio de ligagio dependendo de um
conjunto de parimetros ol = (al,f"' , 0y désconhecidos'n = gy a) =
X (. Para o teste de Hp: v = oy, onde ap é um vetor especificado, pode-se

formar o modelo com ligacao conhecida
(6.25) g1 a0) = X +‘f)(ao - a),

onde agora o parametro desconhecido o aparece exphc1tamente como um

conJunto achcmnal de para,metros lineares,

D= {%Q(ﬂs;a)}

¢ uma matriz n X » que depende basicamente do parimetro 3 desconhecido

a=ayg

e D é o seu valor correspondente 3 estimativa de méxima verossimilhanga
de 3 supondo Hy verdadeira. _
Assim, testar Hy equivale a festar o modelo X contra o modelo alterna-
tivo (X ﬁ), ambos os modelos com a mesma funcio de ligagio 7 = g(i; o).
Uma alternativa para verificar se a ligagio é adequada, seria computar a
redugdo no desvio apés a inclusio da covaridvel 7 ® /. Se isto causar uma
redugio significativa no desvio a ligagio ndo serd satisfatéria. Um outro
método seria tragar o grifico da varidvel dependente modificada estimada
= A+ H{y — f) versus i, onde H = diag {dn/du}. Se o gréfico for
aproxxmadamente linear, a ligago estard correta.
Faz-se agora a 1dent1ﬁcagao de observacies ndo explicadas pelo modelo
usual g(,u) = Xf. Admite-se, entdo, que as observagdes yg = (yi,, - ,¥i, )7

néo foram bem ajustadas. Define-se y,_, como o vetor de observages
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complementar de y, e supde-se a partigdo j(q, Xn—q para X, onde X,,':_q
¢ a submatriz obtida de X eliminando as linhas 4,,- ,iq. Sejam ainda
tty = E(yq) € tin—g = E(yn—q) € usa-se uma notagao similar para W e 7.

As equagdes de MV baseadas apenas nos dados y, 4 sao

(6.26) ' Xr?—qwﬁ—q(ynfq — fin-g) =0.

Seja g{p2) = X B + Zv um modelo aumentado com todas as observacdes y,

sendo Z = (2;,,- -+, 2;,) uma matriz de covaridveis adicionais e z;; um vetor

coluna n x 1 formado por zeros, exceto 1 na componente correspondente ao-

dado mal ajustado y;;, j = 1,--+,¢. As equagodes de MV para o modelo

aumentado, sdo

: XT7 ..

(6.27) - [E]re-m=e

~ Considerando as g 1iltimas equagbes vem, fi; =Yi; J =1, g, isto§,
a EMV da média da observacio mal ajustada é igual & prépria observagao.
Substituindo nas p primeiras equagoes, constata-se que as estimativas em
fin—q satisfazem equagbes idénticas a (6.26). Como Zy nao contribui pafa 0s
- preditores lineares em 7, q, as estimativas fin—q € fin—q 580 iguais. Assim,
a.eliminacéo de um conjunto de pontos mal ajustados equivale a aumentar a

matriz modelo com uma matriz adequada. Tem-se g = Xn_¢B fin—gq =

g_l(ﬁn—q)a p&q = Yq» ﬁq = g(yq) € ;5' = g(yQ) - Xq;é- A antribUigé'o na log'

verossimilhanca de cada observagdo y;, mal ajustada, pode ser computada
como o aumento no desvio resultante da eliminagio da covaridvel z;; no
modelo ampliado. Os vetores z;; que produzem aumentos significantes no

desvio, correspondemn As observagdes aberrantes do modelo original.
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§6.9 - Andlise dos Dados da Tabela 2.1 Através de um Modelo

Gama

Nesta secdo apresenta-se uma andlise alternativa dos dados da Ta-
bela 2.1. Na Segdo 2.8 foi proposto um modelo normal-linear para log V.
Aqui, considera-se V' tendo distribuicio gama. Para encontrar uma ligacao
adequada constréi-se graficos da varidvel dependente modificada estimada
(9™) versus preditores lineares estimados (7). Entre as ligacdes identidade,
reciproco e logaritmo, esta dltima apresenta grafico de y versus 7 (Fic
gura 6.1) mais préximo da 1%bissetriz, sendo portanto a preferida. Ainda
a ligagdo logaritmo produz menor desvio (6.109) em relagcio s demais
ligagdes. Poder- se-ia aqui usar a expressio (6.25) para estimar a melhor
ligagao em uma familia paramétrica de ,liga;'gﬁes: :

As médias estimadas de V do modelo gama com ligagdo logaritmo sao
dadas por

fu=0.449 1.015% - 0.999% 1.059¢ - 0.889N:"
(6.28) © x1.123% 0.627R 077170,

A expressao (6.28) ¢é bastante préxima de (2.29) que corresponde ao
modelo log-normal para V. Os valores ajustados segundo os dois modelos
sdo, aproximadamente, os mesmos. O grafico de V versus i é dado na
Figura 6.2 e mostra uma linearidade ao longo da 12bissetriz, exceto para
os maiores valores dos dados, como deveria ser esperado, pois Var (V) é
proporcional a p®. Como visto na Segdo 6.4, uma estimativa de ¢ é obtida
dividindo o desvio pelos graus de liberdade; no caso, q;S = (.146. Assim, o
~ coeficiente de variagio dos dados ¢ estimado em $1/2 = 0.38 e, portanto, os

dados estdo 38% dispersos em relagio as suas médias.
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Adota-se aqui os residuos de Anscombe {1953), deduzidos de (6.18)

para o modelo gama, com expressao
(6.29) a; = 3(Vi"* — i)/ .

O grafico de a; versus [i; mostrado na Figura 6.3 ndo revela dados aberrantes
¢ 0s pontos se apresentam aleatériamente distribuidos, sem nenhum padré,o
definido, podendo-se concluir que os erros sao independentes. Os residuos
ordenados versus os quantis da N(0,1) mostrados na'Figura 6.4 suportam
a distribuicdo gama para V. ,

As figuras 6.5 e 6.6 apresentam os graficos dos elementos estimados da
diagonal da matriz projecio, definida em (6.16), versus as médias ajustadas
e da estatistica de Cook, expressio (6.22), versus o indice das observagoes,
respectivamente. Os elementos estimados da diagonal de H sao bem infe-
riores a 2p/n = 0.32 e, portanto, nio. ha indicios de observagbes influentes.

A mesma conlusao é tirada da andlise da Figura 6.6.
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§6.10 Exercicios T

1. Ajustar um modelo linear generalizado com erro ga.ma -Qu normal in-
verso aos dados dos Exercicios 2 ¢ 3 da Se¢ao 2.9. o

2. Usar a expressdo (6.25) para estimar a ligagiio do modelé gama, ajus-
tado aos dados da Tabela 2.1. o

3. Aplicar o algoritmo (6 4} aos seguintes modelos calcuiando todas as
quantidades que variam no processo iterativo: '
(a) modelo log-linear;
{b) modelo logistico-linear;

(c) modelo probit para estudo de proporgoes.
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4. Considere um MLG supondo o Apa:r:é,metro de dispersao ¢ constante para
todas as observagtes. Determinar, através da funcio desvio, critérios
para os seguintes testes:

(a) ¢ = () versus ¢ # (0,
(b) B = B versus 3 # B9 (Cordeiro, 1987a).
5. A Tabela abaixo representa os tempos de duragio em dias de um pro-

duto alimentar perecivel. Analisar estes dados no contexto dos MLGs.

24,24,26,26,32,32, 33, 33,33, 35,41, 42,43
47,48, 48,50, 52, 54, 55, 57, 57, 57, 60, 62, 70

6. Usando a expressdo (6.18) calcular os residuos de Anscombe para os
modelos de Poisson e normal inverso.

7. Analisar os dados seguintes relativos aos niimeros de mogas da Nova
Zelandia por faixa etdria e estigio de desenvolvimento do busto
(1—--=imatu1‘07, S=completamente desenvolvido) apresentados por Gol-
dstein (1979).

Idade
10-10.99 11-11.99 12-12.99 13-13.99 14-14.99
1 621 292 132 50 27
Desenvolvimento 2 251 353 273 182 69
do 3 50 214 337 397 273
busto 4 72 160 333 501
5 5 39 132 289

8. Comparar os valores do preditor linear para as ligagoes logistica, “pro-
bit” e complemento log-log variando i em (0,1).

9. Comparar os graficos de n = log[{(1—p)~*—1}/A] versus ps para A =-1,
0.5,0,0.5, 1¢2.
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10.

11.

12.

13.

14,

15.

Explicar como um modelo de Box-Cox poderia ser formulado no con-
texto dos MLGs.

Além das distribuigdes citadas neste capitulo, dar exemplo de mais 5
distribuigbes que pertencem & (6.1), definindo ¢g{u), V' e ¢.

Para os modelos normal, gama, normal inverso e Poisson com com-
ponente sistemdatica ne = u} = a + Sz, e para o modelo binomial
com 7z = log[{(1 — pe)™* — 1}A~Y] = o + By, sendo A conhecido,
calcular: {a) as estruturas de covariancia assintética de 7 e fi; (b) as
estatisticas escore, de Wald e da razao de MV nos testes: H;: 8 = 0 ver-
sus Hi: 8 # 0 e Hy: o = 0 versus Hj: a # 0; (c) intervalos de confianga
para os parametros o e 5.

Sejam 11, - , ¥y, varidveis bindrias independentes e identicamente dis-
tribuidas com Py = 1) = 1 = Plye = 0) = 4, 0 < p < 1. A
distribui¢io de y; pertence & familia {6.1), com parimetro natural 6.
Demonstrar que a estatistica de Wald para testar Hy:8 = 0 versus
H:8 #0¢éW = nf?exp(8)/{1 + exp(8)}?2, sendo os valores possiveis
de 0 iguais a log{t/(n — 1)}, t = 1,2,--- ,n — 1. Quais as formas das
estatisticas escore e da razao de MV?

Demonstrar que em todo modelo linear geperalizado com ligacdo
n=p (\#0)oun=logu() = 0), neste dltimo caso X com uma

coluna de 1’s, é satisfeita a relacio
n
> Vityi— i) =0.
i=1

Demonstrar que para os modelos normal e normal inverso supondo
p1 =+ = Jip, isto é, observagoes independentes e identicamente dis-

tribuidas, o desvio tem distribuigio X2_, segundo o modelo.

256



16. Demonstrar que para o modelo gama simples, em que todas as médias
sio iguais, o desvio reduz-se & estatistica cldssica D, = 2n¢~" log(y/§),
onde J e § sio, as médias aritmética e geométrica dos dados y1,- -+ , ¥n,

respectivamente,
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CAPITULO 7

MODELOS NAO-EXPONENCIAIS NAO-LINEARES

§7.1 Uma Classificagdo dos Modelos de Regressao

Em todos os mod.elos.estudados nos seis capitulos anteriores a varidvel de

resposta tinha disi:ribuigé'.o pertencente A familia exponencial (6.1).
Introduz-se, nesta segdo, modelos fora desta familia. Admite-se um

vetor de observagbes ¥ = (y1,...,¥n)" independentemente distribuidas com

¥; tendo densidade

(7.1} F(y; 0:, i) = exp{t(y, 8:)/a(d:) + c(y, i)},

onde a(-),t(:,-) sio fungdes bem comportadas, conhecidas, com a(d;) > 0
para ¢ = 1,...,n, suposto conhecido para cada observagio. Considera-se

uma estrutura deterministica especificada por
(7.2) 9(6:) = n; = h{z; §),

onde z; = (2i1,...,%ip)7 é um vetor de valores conhecidos relativos a P
covaridveis, i = 1,...,n, 8 = (1,...,8,)7 é o vetor de pardmetros des-

conhecidos e A(:; -} é uma fungéo contfnua diferencidvel arbitraria.
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Em (7.1) 8 é o pardmetro de principal interesse, nio necessariamente
igué.l 4 média de y. Qualquer distribuigio de probabilidade que depende
de um dnico pardmetro desconhecido pode, sem perda de generalidade, ser
escrite na forma (7.1), bastando considerar a(¢) = ¢ = 1. Na grande
maioria das aplicagbes a(¢) = ¢ sendo o parimetro ¢ o mesmo para todas
as observagdes, embora possivelmente desconhecide, ou entdo a(¢:) = ¢; =
o2 /v; sendo os v;'s nimeros distintos conhecidos e o2 desconhecido. No

contexto dos MLGs os »;’s sdo denominados de pesos a priori.

No caso de #(y,8) = yf — b(8), (7.1) reduz-se & familia exponencial
(6.1), denominando este caso de forma padrdo para t(y,#). Define-se o
modelo ndo-ezponencial ndo-linear por (7.1} e (7.2) supondo que #(y, )
¢ nao-padréo e que h(z;3) é ndo-linear em pelo menos um pardmetro (3.
Jg/rgensen (1983) chamou este modelo de classe estendida de modelos linea-
res generalizados, o qual foi, posteriormente, denominado por ele de modelos
de dispersdo (Jq'rgensen 1987a,b,1989). A palavra dispersdo vem do papel

analogo desempenhado por ¢ & varidncia do modelo normal,

A partir do modelo nio-exponencial ndo-linear adota-se aqui a seguinte
terminologia de modelos (Cordeiro e Paula, 1988, 1989a,b,c): (a) o modelo
ezponencial ndo-linear é definido supondo t(y, 8) = y6 — b(8) e h(z; B) nio-
linear; (b) o modelo exponencial linear (mais conhecido como modelo linear
generalizado) € especificado por t(y, 8) = y0—b(8) e g(8;) = n; = 27 B. Neste
caso, a média E(y;) = p; pode ser escrita como fungdo de 7; produzindo
F(p:) = n: = 278, onde F(-) = g(¥'~1(-)) ¢ a fungso de ligagio (Secdo 6.1);
(c) o modelo ndo-exponencial linear é definido supondo que a funcio t(y,8)
nao estd na forma padrio e que h(z;;8) = zfB. Por extensdo, o modelo
exponencial parcialmente ndo-linear é definido por #(y, 8) = y — b(f) sendo

(7.2) reduzido & soma de uma componente linear com uma componente
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ndo-linear, isto &,

9(8:) = n: = oI B+ halzi 7).

Em muitos problemas reais, o analista ndo tem como eliminar a nao-
linearidade da componente sistematica do modelo e, portanto, torna-se
importante o ajustamento dos modelos nio-lineares. Mesmo a eliminacio -
de nio-linearidade por expansdo de (7.2) em série de Taylor, pode implicar

numa forte inadequacgio do modelo ajustado.

"A Tabela 7.1 ilustra a classificacio dos modelos de regresséo quanto & -
distribuicfio pertencente ou nao & familia exponencial e a linearidade ou nao-
linearidade de h(z;3). Assim, os modelos normais nao-lineares com ligagao
identidade, vistos no Capitulo 5, sdo casos especiais, de grande importéincia

pratica, do modelo exponencial ndo-linear.

Os modelos exponenciais lineares (ou MLGs) foram estudados no
Capitulo 6. J¢rgensen (1987a,b; 1989) prefere chamar estes modelos de
modelos exponenciais de dispersdo e apresenta uma teoria elegante para es-
timacdo e testes de hipéteses, com propriedades assintdticas de interesse.
Convém salientar que as pesquisas na area dos MLGs e extensdes tém cres-
cido a passos agigantados, principalmente apdés a publicagao do livro de
McCullagh e Nelder (1983). Recentemente, Cordeiro e Davison (1989) co-
letaram mais de 350 artigos publicados nesta drea, entre técnicas e com

aplicacoes.
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Tabela 7.1: Uma classificagdo dos modelos de regressio.

h(z; B) /4y, 6) Padréo ndo-padréo

(&) modelo exponencial nio-linear ‘

Alguns casos especiais: modelo nio-exponencial
néo-linear (al) modelo exponencial parcialmente nio-linear

nao-linear

{(22) modelo normal nio-linear

{(b) modelo exponencial linear {c) modelo nio-exponencial

linear

Alguns casos especiais: , linear Alguns casos especiais:

{b1) modelo normal linear modelos normal,
{b2) modelo log-linear normal inverso
linear {b3) modelos probit e logistico e log-normal com
(b4} modelo normal inverso linear coeficientes de variagfio

(b5) modelo gama com ligagio poténcia  conhecido e estrutura

{b6) modelo binomial negativo linear para as médias

As seguintes propriedades dos modelos exponenciais de dispersido estao
entre as mais importantes:

(i) Se Y tem distribuigio na familia exponencial (6.1) com média poe
variagncia ¢V (u), entdio (Y — pu)/¢!/? converge em distribuicio para
N{0,V(y)) quando ¢ — 0.

(ii) Sejam Yi,...,Y, independentes em (6.1) com a mesma média u e
pardmetros de dispersio distintos ¢; = o%fu;, i = 1,...,n; entdo
Yo, viYi /vy tem densidade em (6.1} com média u e parametro de dis-

perséo ¢ ='0?[v;. Notar que se a densidade em (6.1) for normal, este
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resultado serd um caso particular da propriedade de convolugdo da nor-

mal: se Y1,...,Y, sdo independentes eY; ~ N(p;,02/v), i=1,...,n,

entdo 3., v;Y;/vy é normal de média Y . ,vip:/vy e varidncia

o2 fvy.

Na Secdo 7.2 alguns modelos ndo-exponenciais sdo apresentados. O
algoritmo de ajustamento dos modelos ndo-exponenciais nao-lineares é de-
duzido na Secdo 7.3. A Segdo 7.4 trata do teste de adequacao do modelo.
Em 7.5 a selecdo de covaridveis é apresentada. As Secoes 7'._6 e 7.7 apre-
sentam, respectivamente, algumas distribuicoes assintdticas e as principais
medidas de diagnéstico. Na Secdo 7.8 apresenta-se uma andlise de dados
através do modelo 1og-gama. Finalmente, na Secao 7.9, sio discutidos tes-
tes de hipdteses e regides de confianga para os modelos nic-exponenciais

nao-lineares.

[

§7.2 Alguns Modelos Nao-exponenciais

Os modelos nfo-exponenciais de regressio, embora nio tio amplamente

usados como os modelos exponencias, tém despertado grande interesse |

nos dltimos anos, principalmente pelo desenvolvimento dos softwares es-

tatisticos de ajustamento. A seguir apresentam-se vdrios modelos ndo- ex-

ponenciais definidos na forma (7.1):

(1) modelo log-gama com densidade f(y;9,¢) = c(¢) exp[p{y —0 —exp(y —
8)}], ¥ > 0, onde ¢(¢) é uma fungio normalizadora;

(2) modelo hiperbélico com densidade

£(3:0) = y™ expl > fy~" exp(6) + y exp(~0)}]/2Ko(1),
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onde K, (-) é a fungdo de Bessel com indice v;

(3) modelo log normal inverso generalizado com -

t(y,0) =a(y—0) — Bcosh(y - 9),.‘

supondo a e 8 (éonheciddS'

(4) familia de modelos da forma f(y;6,4) = sp1/é exp{ ély— 9|5}/2I‘('6"1)“
sendo & # 2, onde T(§) = Jo ad"le™%"dy. Para b =1 tem-se o modelo
de Laplace,

(5) modelo logaritmico com dens1da.de deﬁmda por
#(y,0) = ylogd —log{—log(1 - )}, y=1,2,... e 0 <O < 1;
(6) modelo em série de poténcias com densidade,

F(y;8) = exp{loga, + ylogh —logh(6)}, y =0,1,2,...,0 >0, a; 2 0

b(8) = Zayay

{(7) modelo beta—ﬁ(qﬁﬂ #(1 — 8)) com média § ¢ ¢ um pardmetro de dis-
persio; :
(8) modelo de von Mises definido por #(y,8) = cos{y — ).

Supondo agora que £(y, #) envolve um pa.ra.metro ¢ conhecido para cada
observagiio, sendo t(y,8) = t(y,0,¢),p(¢) = ¢ = L e a(y,9) = q(y,c), vem
ainda os seguintes modelos especiais:

(9) normal —N(6,c?8?),  log-normal —LN(f,c?¢?), normal inverso

—N—(8,c%0*) com média 8 e coeficiente de variagao ¢;

(10) gama —G(6,c) com média 8 e pardmetro de escala ¢;
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(11) Weibull —W (8, ¢) com média 8 e pardmetro de forma ¢;
(12) todos os modelos que dependem de um tnico pardmetro 6 desde que

t(y,0) tenha qualquer forma diferente de y8 — b(6).

O leitor deve notar que os modelos definidos em (9) e (10) n#o per-
tencem a classe dos MLGs, pois a cada passo usa-se uma parametrizacio
diferente.

Todos os modelos ndo-exponenciais (1) a (12) poderio ter componente
linear 3u nio-linear para os parametros 3’s e, portanto, estardo classifica-
dos no lado direito da Tabela 7.1, nos cantos inferior ¢ superior, respecti-
vamente. ‘

§7.3 Algoritmo de Ajustamento

Seja y = (yl,‘...., ¥n)T o vetor de observagoes, supostas independen-
tes, seguindo o modelo ndo-exponencial nio-linear (7.1), (7.2). A log-

verossimilhanga para os pardmetros ', considerada regular, ¢ dada por

n

(7.3) L(B) = 3 t(u:,6:)/a(d) + 3 clu, 43,

i=1 i=1

sendo 8 uma funcio de B através de (7.2). Como as observagdes sio indepen-

dentes L(3) ¢ aditiva podendo ser escrita como a soma de n contribuicges:
L{B) = i1 L{6:(B); w:}.
A fungdo escore U(B) = 8L(3)/68 pode ser expressa como

(7.4) : U(B) = XTow Hi, onde

@ = diag{a(¢)™'}, W = diag{~Dy(6)(d8/dn)?}, H = diag{~Dy(6)1dn/d6)
com Dy(0) = E{t"(w,0)}, &= (¢(u1,00),...,t(n0s))T © K=
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sendo uma, matriz n x p com elementos d7;/93;. No caso de &(-;-)
ser linear X reduz-se & matriz de planejamento, denominada aqui de X.
Quando t(y, 6) = yt — b(e) W e H reduzem-se is definices dadas na Segio
63ef=y—p. !

Seja f a estlmativa de maxima verossimilhanga de 8. As equagdes
U(B) = 0 séo, em geral, nio-lineares e a solugio 3 deve ser obtida por
processos iterativos. O método de Newton-Raphson para resolver U(8) = 0

é definido por
(7.5) T (B — pimy = U(pt),

onde J(B) = —%%% representa a matriz de derivadas de 2% ordem da ve-
rossimilhanca com sinal menos (matriz de informagio observada de Fisher).
O processo iterativo (7.5) é obtido por expansdo 'de U(B) em série de Taylor

até 12 ordem. Pode-se escrever

OL(B) & (an\T 82L(B) 9y
() = Z Bn; 3P0AT (6‘5‘) T

e tomando valor esperado obtém-se a matriz de informagao K () de Fisher
(1.6) B{J(B)} = K(6) = XTWaX,

pois B { LKA = Wa. Substituindo J(8) por K(8) em (7.5) visando a

robustecer o algoritmo iterativo e usando (7.4) vem

(x:0) K(Bm)BmH) = o gy,
onde / ’ |
(18 |yt =XB+ Hi.
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A solugio das equagdes de maxima verossimilhanca para o modelo no-
exponencial nao-linear equivale, portanto, a calcular repetidamente uma
regressao linear ponderada de uma varidvel dependente modificada y* sobre
a matriz X, com esta matriz e a fungdo de peso W¢ se modificando no
processo iterativo. Nota-se que Cov(y*) = W-1¢~1. A inicializacio do
processo iterativo pode ser feita a partir das estimativas 3,-, i =1,...,n
segundo o modelo saturado, isto é, sem a componente sistemdtica (7.2).
Observa-se que 5,- ¢ a solugdo da equagao ¢ (y,-,é) =0, i=1,...,n. Entre-
tanto, para modelos nao-lineares, torna-se necessdrio uma escolha adicional
para f3 a fim de inicializar X. Para os modelos exponenciais lineares, {7.7)
e (7.8) reduzem-se & (6.4) e (6.5), respectivamente. _

No caso do pardmetro ¢ ser constante este nio afeta as estimativas dos
B’s. A matriz de informagio particionada em 8 e ¢ é bloco- diagonal e,
portanto, estes paré,lhetros sao ortogonais.

Jg'rgensen (1984) apresenta uma classe de algoritmos, chamada algo-
ritmos delta., que posmblhta, esco]has alternatlvas para a fungdo de peso
W®, como as seguintes:

(i) pesos iguais aos elementos da matriz de informagio observada —J (B);
(ii) pesos igua.is. aos clementos da fungdo escore AL(B)/dn = WIH{ divi-

didos por (7; — 7:), sendo % = g(é)

(iii) pesos iguais aos quadrados dos elementos da funcdo escore BL(ﬁ) /31)

divididos pelas componentes do desvm

2t(y,0) — t(ui, 8:)}a(e).

Ele discute critérios de escolha destes pesos incluindo extensdes para o
caso da log-verossimilhanga ndo ser aditiva e sugere ainda incluir um escalar

A em (7.8), definindo y* = X8 + AH{, de forma a controlar o gradiente do
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algoritmo e garantir L(8™+1) > L(B(™).

A implementagio do algoritmo delta pode ser feita em softwares com
procedimentos de otimizagdo do tipo (7.7), tais como, GLIM, BMDP (Di-
xon, 1981), GENSTAT e SAS. Green (1984) e J¢'rgensen (1984) apresentam
sugestoes para isto. Mais recentemente, Cordeiro ( 1987b) e Cordeiro e Paula
(1986,1988,1989b,c) discutem uma maneira muito simples de implementar
(7.7) no GLIM usando a diretiva OFFSET. Virios exemplos tém mostrado
as potencialidades desta implementac3o.

Apesar do procedimento (7.7) ter sido deduzido para mddelos definidos
por (7.1) e (7.2), 0 mesmo se aplica ao ajustamento de vérios outros modelos
com pequenas modificagdes (Jg'rgensen, 1984; Green, 1984):

(a) modelos com parte linear do tipo ¥ = XS + o€, onde os ;s sdo
varidveis aleatérias i.i.d. com qualquer distribuigio de probabilidade;

(b) modelos com fungéo de ligagio composta. (Secdo 8.2);

(¢) modelos de regressdo para dados ordinais (McCullagh, 1980);

(d) estimacdo robusta e resistente;

(e) modelo de Box e Cox (Capitulo 2);

(f) estimagio marginal e condicional da verossimilhanca;

(8) modelos heteroceddsticos (Segdo 1.16);

(h) modelos envolvendo parimetros nio-lineares extras que ndo aparecem

naturalmente na fungéo de regressio (Nelder, 1985);

(i) modelos de quase-verossimilhanca (Secdo 8.7);

(j) modelos autoregressivos (Segio 8.9).

§7.4 Teste de Adequagio

Considere um modelo M, nio-exponencial nio-linear definido por (7.1) e

267



(7.2) com p pardmetros.

Sejam L,, 0 méximo da log-verossimilhanga segundo M, cujas estimati-

vas sdo él, voby,el,a log-verossimilhanga maximizada segundo o modelo
saturado, cujas estimativas sdo él, ...,8,. Para o teste de adequagio do

modelo ajustado usa-se uma das estatisticas

(7.9) Dy =2 {t(y:,6:) — t(y:,6:)} /a($:)
=1

ou

110)  XE=> - Bl/Vaxtw),

onde E(y,-) e f/a,r(y,-) sao as estimativas de méaxima verossimilhanga, se-
gundo M, da média e da variéncia de ;. Qualquer uma dessas estatisticas
mede a discrepédncia entre os dados y; ...,y, e os seus valores ajustados,
sendo D, uma G6bvia extensido do desvio do MLG, denominada aqui de
desvio do modelo M,,.

Para usar (7.9) ou (7.10) é necessario conhecer alguma estimativa con-
sistente do pardmetro ¢, como por exemplo a sua estimativa de maxima

verossimilhanga calculada de
(711) a($)2 Z C’(yi: qg) - a'(qg) Z t(yis é!) =0.
i=1 i=1

Esta equagao, em geral ndo-linear, pode ser expressa como uma fungio
de ¢ e dos dados igual ao desvio do modelo M,, reduzindo-se & (6.7)

para os modelos exponenciais. Uma solugio explicita para ¢ em (7.11)
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raramente é possivel, como no modelo (4} discutide na Secio 7.2 quando
. T
¢=—6"13 " v~ 9:“ :

Tabela 7.2: Estimativas de MV segundo alguns modelos saturados (T'(+)

€ a fungdo log-gama e ¥(-) a fungio digama)

Modelo Estimativa 5 : Modelo  Estimativa 5
N@,A6) * {(1+4)Y2 ~1}y/2¢2  G(8,0) o(ch) = log(cy)
N-0,) {@+A V2 +y2 WO T+cly
LN(9,c%6%) (14 c2)\/2y log—gama y

A Tabela 7.2 apresenta és'estimativas 3 para alguns modelos discutidos
na Segdo 7.2, mais especificamente, (1), (9), (10) e (11).

Para o teste do modelo M, definem-se os graus de liberdade por v =
n—p.

O modelo serd rejeitado se os valores das estatisticas (7.9), (7.10) fo-
rem superiores ao ponto x2(e) da distribuicio x? correspondente ao nivel
de significincia o. Este teste é aproximado e pouco se sabe sobre a sua
adequacdo em pequenas amostras. Entretanto, o teste baseado no desvio
pode, em principio, ser aperfeigoado através do célculo do fator de correcio
de Bartlett. O valor esperado de D, até termos de ordem n~' para o
cdlculo do fator de Bartlett é conhecido para os modelos exponenciais li-
neares {Cordeiro, 1983) e nao- lineares (Cordeiro e Paula, 1989a) e para os
modelos néo-exponenciais lineares (Cordeiro, 1985). Entretanto, ainda nio
se tem a expressao geral de L(D,) para os modelos ndo-exponenciais nio-
lineares, objeto de pesquisa atual dos autores deste texto. A demonstragio

do aperfeicoamento dos testes pode ser visto em Cordeiro (1987a).
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Quando ¢ for estimado uma aproximagao do tipo xi_p para D, poderd
ndo ser adequada. Sendo assim, pode-se igualar o valor observado do desvio
D, de um modelo maximal M,,, bem ajustado aos dados, ao 12 momento

da aproximagio x2_,.. Isto implicar4 na estimativa ¢ obtida de

(7.12) a(¢) Z{t(yz,e ) — t(y,,e )

=1

que podera ser inconsistente, e na estatistica-teste I = % para
o modelo M, onde aqui os D’s sdo computados sem o escalar ¢. O teste
aproximado compara R com o ponto Fi,_p, ,—m () da distribui¢io F' com"
(m — p) e (n — m) graus.

Toda a teoria de andlise do desvio desenvolv:da. na Secio 6.5, em
principio, podera ser usada aqui para testar efeitos de termos incluidos

no preditor # = A(z; 5).

§7.5 Selecao de Covariéveis

A selecdo de um conjﬁnto de covaridveis para formar um modelo parci-
monioso é, na pratica, dificil devido a problemas de ordem combinatéria
e estatistica. O problema combinatério é enumerar todas as combinagoes
possivels de covaridveis que podem ser selecionadas e o estatistico é ponde-
rar, com a inclusdo de mais par@metros na componente sistemdtica, o efeito
da redugéo do desvio do modelo com a complexidade dos pardmetros intro-
duzidos no modelo. Para modelos nio- lineares torna-se muito mais dificil

medir o grau de complexidade da nio- linearidade do modelo. Esta mesma
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dificuldade existe na interpretacio da nio-exponencialidade da distribuicio

da varidvel resposta.

Como uma extensio da relagio de covaridveis do modelo normal-linear,
pode-se usar, como 1% aproximagdo, o critério de informacio de Akaile

(1974) expresso por

AIC, = Dy +2p~ 23 tys, ) /a(gs),

f=1

como medida de ajuste do modelo e o seu grau de complexidade. Entre-
tanto, o uso deste critério deverd ficar restrito a modelos com medidas de
ndo- linearidade (Beale, 1960) aproximadamente iguais, estando fixadas a

distribuigao em (7.1) e o ligagdo em (7.2).

A estatistica AIC, ajuda o analista na selecio de modelos complexos
e tem demonstrado, pelo menos para modelos linea_,res, que produz solugdes
razodveis para muitos problemas de selecio de modelos que ndo podem ser
tratados pela teoria convencional de maxima verossimilhanga. O grafico de
AIC, versus p fornece uma boa indicagao para a comparagio de modelos.
Considerando dois modelos encaixados M, e M,;, p; > p;, o valor esperado
de AIC,, —AIC,,, supondo M, verdadeiro, é préximo de p; — p;, sendo o
erro de ordem n~). Assim, na comparagio de model_os sucessivamente mais
ricos, o grafico de AIC, versus p revelard os pares de modelos (My,, Mp,)
com declividade observada maior que 1 e, portanto, que o modelo maior

(M) ndo é significativamente melhor que o menor (M, ).
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§7.6 Distribuigoes Assintéticas

Até termos de 1* ordem deduz-se que

UB)=U(B) - KB -0 =0,

(7.13) B - p=K"U(g) = (XTwaX) 1 XTew Hi,

seﬁdo o erro desta aproximagao de ordem O,(n™!). Propriedades de ordem
superior relativas a estimativa /5', como por exemplo o vicio de B até 1/n,
sio deduzidas de (7.13). A distribuicio assintética N,(8, K(8)~!) de B
pode ser ﬁsada para a construgio de testes e intervalos de éonﬁa.nga, para
os parimetros Bi,...,0,. Alternativamente, testes e regiées de confianga
podém ser baseadoslna. funcao desvio.

A matriz de covaridincia assintética de 3 estimada no ponto 3, isto é
K (B)~1, fornece informagdes valiosas sobre a interdependéncia dessas esti-
mativas. Apesar de ﬁ néo depender de ¢ quando este for constante para

todas as observagGes, necessita-se de uma estimativa deste paradmetro para

obter K(§) = a(q’))‘li’ TW}T{' T, onde os ¢ircunflexos indicam estimativas
em 3. Sendo —k%7 o j-ésimo elemento da diagonal da matriz K (3)~! ava-
liada em ¢ = ¢ pode-se demonstrar que (B; — B;)/ (k)12 converge em
distribuigio para a t de Student com n — P graus quando n — 0o, Su-
pondo o modelo verdadeiro. Este resultado permite testar hipéteses sobre
o parametro ;.

Representando agora por L = L{¢$,8) a log-verossimilhanca como

fungao de ¢ e B, é ficil ver que a matriz de informacio particionada
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nesses parametros tem estrutura bloeo-diagonal e, portanto, as estimati-
vas ¢ e ﬁ tém disti.buicbes normais assintoticas independentes. Como
Ky = BE(-0°L/0¢*) = m(¢) iy E{t(ys, 0:)} + Liny E{c"(yi,¢:)} com
m(¢) = {20'(¢)? — " ($)%a(d)}/a(@)?, tem-se a convergéncia assintética de
qzhfr para N(g, K;l), devendo K ser estimado em ﬁ, 43

A matriz de covariancia assintética dos preditores 7y,...,7, € dada
por Cj = a(qﬁ)X(X’TWX')_lXT, sendo estimada no ponto @, 4. Também
a matriz Cj = a()GX(XTWX)LXTG com G = diag{%%}, representa a
estrutura de covaridncia assintética das estimativas él,. . ,9n.

As distribuicdes assintéticas Ny(n, Cy) e Na(8,C;) para ij e é, respec--
tivamente, possibilitam fazer inferéncia sobre os parametros 7 e 8. Embora,

usualmente, a inferéncia fique restrita ao parametro 5.

§7.7 Medidas de Diagnéstico

As chamadas medidas de diagnéstico dos modelos-lineares generalizados
(Segao 6.7) sdo agora estendidas para os modelos ndo-exponenciais nao-
lineares. Iniéialmente, os residuos para estes modelos podem ser definidos
como iguais a raizes quadradas di" ? das componentes do desvio cor o sinal

dado por y; — E(y:),

(7.14) d; = Q{t(yi,éi) - t(yiaéi)}:

o qual se reduz a (6.19) para os modelos exponenciais.
A expressio (7.14) representa uma distdncia da observagio y; ao seu

valor ajustado E(y;) medida na escala da log-verossimilhanga. Um valor
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grande para d; indica que a i-ésima observagio estd mal ajustada pelo mo-

: , /2 . .
delo. Claramente D, = 37 d;. Os residuos #=d'’” tém, aproximadamente,

distribuicio normal reduzida. Para caleular (7.14) a tnica dificuldade é

obter as estimativas dos 6’s segunde o modelo saturado.

Considere que E (y:) = piy; sendo p; obtido do ajustamento do modelo

em investigacdo com p pardmetros. A seguir apresentam-se expressdes para

d; em alguns modelos nao-exponenciais discutidos na Secao 7.2:

(a)

(b)

(c)

modelo normal ~N(8, 036""") com média 8 e coeficiente de variacio ¢,

constante para todas as observages e conhecido. Tem-se #(y,0) =
—4%/2c%6° + y/6c® —logh e 6 = yo, onde o = [(1 + 4c2)1/2 — 1]/2¢2.
Assim, (7.14) immplica em

d; = (o = 32)/2%% 3% + (i — ) /26 + log(pi/ ).
modelo log-normal —LN (8, c*8?) com média @ e coeficiente de variacio
¢, constante para todas as observagdes e conhecido. Tem-se ¢(y,6) =

—{log(y/8) + 3log(1 + c*)}Y2log(1 + ¢?) e entdo b — y(1 + )2,
Assim,

di = log{(1+ ¢*)*/*/p;}/log(1 + c?).

modelo gama —G(8, ¢} com média § e pardmetro de escala ¢ constante

e conhecido para todas as observagses. Sabe-se que ¢(y,0) = cflogy +
cfloge —log'(ch). Assim, § vem de w(cé) = log(ecy), onde ¢(-) é a

fungdo digama. Para c grande =y +1 /2 e, portanto, (7.14) reduz-se a

di = clog(yic){(1 — pi)ys + 1/2¢} + log {56%} '

modelo de Weibull —W{#,c} com média § e parfimetro dc forma c

. , . H ~ P Y —_
constante ¢ conhecido para todas as observagdes. Aqui “y,0) =
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—{T(1 4 )} (y/8)° — clogf e b= (1 + ¢~1)y. Logo,

metog{ P\ [TA+eHYE
d""l"g{rmc—l)}*{ i .

(e) modelo log-gama definido por #(y,8) = y— 60— exp(y—8). Tem-se f= y

e entao,
di = [exp{l - gi)ys} ~ (1 — pi)wil.

Em todos esses exemplos as expressdes dos residuos sio facilmente
calculadas nos programas GLIM e GENSTAT.

A andlise grafica dos residuos %d; /2 permite detectar anomalias lo-
cais no modelo, tais como, uma falsa distribuigio para Y, uma ou mais
observagbes que ndo pertencem & distribuigdo proposta para os dados,
omissao de covariaveis ou fatores importantes e correlacio serial entre
observagdes (Secdo 6.7.1).

Os residuos de Pearson em (6.15) e de Pearson studentizado em
{6.17) podem ser estendidos para os modelos nio-exponenciais nio-lineares
como p; = {yt — B}/ Varg)'? e & = pif(1 = hi)'/2, sendo

~

hii o i-ésimo elemento de diagonal da matriz de projecio local H. =

Wi2x ()A? TWX; )—1)} Tﬁflf ? estimada em B. Os residuos #; tém aproxi-
madamente, média zero e varidncia um. Para os modelos exponenciais Pre-
gibon (1982) mostra que ¢7 é uma estatistica escore para testar a hipétese
de que a observagdo i é um ponto aberrante.

Para os modelos ndo-exponenciais o célculo dos residuos p; e t;, de-
pendendo da parametrizagio do modelo, pode ser mais trabathoso do que o

cdlculo de d;, que é diretamente obtido na 4% macro de ajustamento do mo-
delo do usudrio (Zaker e Nelder, 1978; Cordeiro ¢ Paula, 1988, 1989b,c). A
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extensdo do residuo (6.18) para os modelos ndo- exponenciais é mais dificil
devido ao problema de encontrar a fungdo normalizadora N(-}.

Entre todos esses residuos aqueles definidos pela expressdo (7.14) de-
vem estar mais préximos da normalidade e t&m uma interpretagio simples
em termos de contribuigdes para o desvio, sendo portanto os preferidos para
uso na pratica.

As medidas mais comuns de diagnéstico séo definidas a partir da eli-
minagio de algumas observagdes do conjunto de dados que se'a,na.lisa,. A
eliminacao de um inico dado é mais facil de se analisar, embora pesqui-
sas recentes tenham sido dirigidas para o problema da eliminacao de duas
ou mais observagdes (Atkinson, 1986; Cook, 1986). Como visto na Segdo
6.7.2 as expressoes (6.20) e (6.21) sio usadas para medir a influéncia glo-
bal da observagio i sobre o ajustamento do modelo exponencial. Estas
expressoes poderdo ser aplicadas ao estudo da influéncia global no modelo
ndo-exponencial, apesar da estatistica (6.22) néo ser usada com este obje-
tivo.

Ainda com a finalidade de aperfeicoar o diagnéstico do modelo, pode-
se usar graficos de varidveis adicionais para encontrar observagoes, se estas
existirem, que impliquem fortemente na necessidade de covaridveis extras
ou em transformacoes no modelo. Para se ter um grafico deste tipo faz-se a
regressio da varidvel adicional z sobre as colunas da matriz modelo local X
usando a matriz de pesos W, isto é, calcula-se desta regressao os residuos

parciais
(7.15) u= (I ~ B)W'2,
onde H é a matriz “hat” que entra na expressdao dos residuos ¢;’s, e traga-se

o grafico dos residuos de Pearson p; versus u;.
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§7.8 Uma Andlise de Dados Reais

Considera-se aqui os 24 dados analisados por Young e Bakir (1987) e apre-
sentados na Tabela 7.3, onde y € o logaritmo do tempo de ruptura em horas
para ensaios em pegas de ago inoxiddvel com z representando o logaritmo
do esforgo a que a pega estd submetida. Admite-se a distribuigio-log-gama
para a resposta e umé, componente sistematica do tipo 7

Tabela 7.3: Tempos de ruptura (y) em pecas de aco inoziddvel ¢ loga-

ritmos dos esforgos submetidos (z)

7.144 7401 7413 7444 7487 7.799

Y
z 2884 2884 2884 2884 928.84 28.84
y 5136 5549  5.580 6.346  6.387 - 6.658
z 3163 3163 31.63 31.63 3163 31.63
y 4331 4466  4.564 4.745 4.804 . 4.883
r 3468 3468 3468 3468 34.68  34.68
.y 3.091 3.611 3.664 3.714 3.738  3.761
x 38.02 3802 38.02 38.02 3802 38.02

0= 0o+ bi(z—-7).

Verifica-se, facilmente, que H é a matriz identidade e Dy(f) =
E{t"(y,6)} = —1, sendo as componentes do desvio iguais 3 2H{exp(y — 6) —
(y—8) — 1}, onde 8 § a estimativa de MV de 6. Cordeiro e Paula (1989b,c)
apresentam o programa GLIM para o ajustamento deste modelo utilizando
a diretiva OWN que define o modelo do usudrio.

A partir das estimativas iniciais B3 = 4 ¢ 8; = 10 chega-se & con-
vergéncia apos & iteragdes, sendo o critério de parada: a soma de quadrados
de diferengas relativas entre estimativas sucessivas dos parimetros linea-
res menor do que 10~8. O desvio do modelo iguala 2.459 e as estima-

tivas obtidas sdo (erros padrdes entre parénteses): Gy = 5.461(0.068) e
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B, = —14.060(0.663). O pardmetro de dispersio ¢ foi estimado em 0.112.
As Figuras 7.1 e 7.2 mostram os gréficos dos dados y versus valores ajustados
f e dos residuos y—é versus é, respectivamente, que indicam a adequagao do
modelo. Ainda, a Figura 7.3 apresenta o grifico dos residuos ordenados ver-
sus os quantis da distribuigao log-gama loglog{24/(24.5—4)}, i=1,...,24

que mostra evidéncia de que a log-gama é satisfatéria para a varidvel y.
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Figura 7.1: Grdfico dos valores observados

versus ajustados

§7.9 Testes de Hipdteses e Regioes de Confianga

Considera-se um modelo definido por (7.1) e (7.2) que foi ajustado acs dados

e cujo interesse é testar hipdteses e construir regides de conflanga para os
parametros [’s.

Na teoria de testes de hipdteses trés estatisticas sao, usualmente, con-

sideradas: a razio de méxima verossimilhanca (—2log)), a estatistica de
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Wald (W) e a estatistica escore (E). O leitor podera consultar o Capitulo

9 de Cox e Hinkley (1979) para ver as definicbes dessas estatisticas.

Inicialmente apresenta-se o teste da hipétese nula simples H,: 8 = B,

onde B9 é um valor especificado para B, versus a hipdtese alternativa

Ay B # B0, Admitem-se, nesta segdo, testes condicionais ao pardmetro
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¢, supondo a(¢) = ¢ constante para todos os dados. As trés estatisticas

citadas anteriormente reduzem-se, no teste de H; versus Ap, a

(7.16) -2 logA = 24-1 E{t(yu 6:) - t(y” 9(0))}
’ i=1 .
- 2T . =
(7.17) W = ¢_1(ﬁ —_ ﬂ(o))TX WX(ﬁ _ ,3(0)),
(7.18) E= ¢~_1t’(D)TH(b)W(D)C%O)W(O)H(o)i(u)’ -

onde C; = X(XTWX)~1XT ¢, com a excegio do mﬁitiﬁlicador &, a estru-
tura de covaridncia assintética de 7, com os sobresprifos’“ e (0) indicando
estimativas nos pontos B e B9, respectivamente. | -

As estatisticas (7.16), (7.17) e (7.18) sdo assintoticamente equivalentés
e, segundo H 1, tém aproximadamente a distribuigdo xf,.

Admite-se agora a partigdo (ﬁTﬁgL%)T' para e a hipdtese nula com-
posta Hy: B, = ‘(,0) a ser testada contra Ay: By # ,6(0). Sejam E =
(ﬁ(o) ﬁp*q)T eff = (ﬁg’ﬁy_q)T as estimativas de méxima verbssimilhanga
de 8 segundo H> e Ay, respectivamente. Particionando-se X = (X, Xp )
da mesma maneira que 3, obtem~se as matrizes de covarla.ncm assintdtica

de e ﬁ, respectlvamente, como

5 K K -1
Cov(B) = [ 9q o(r—q) ]
#) K¢ Kip-g)(p-a)

f | 0
COV(ﬁ) [0 K(P-q)(p—q) ]
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onde Iy, ='¢_1XTWan K(p—q)q = ‘Rq(p - = ¢_1X3~—GWXE._-8

K(p —q)p—q) =¢7! (p-—q)(p q)WX(p-q)(p;q)

Nota-se ainda que

(7.19) Cov(ﬁq) = {qu Kq(p—q)K(p -g)(p~ q)KgEP-q)}Hl’

sendo o erro em (7.19) de ordem n~% Aqui -K = {_q)( p—q)K(a—p)q TePTESEDta

a matriz dos coeficientes da regressio de B(p_q) sobre ;. Seja C{Bq, Bp—q)
a expressio do lado direito de (7.19) que iguala & estrutura de covariéncia

assintética da distribuicio marginal de ,éq. Nesta expressao ¢ aparece como

um multiplicador. Demonstra-se que

(7.20)  C(Bg,Bp-q) = $IX] W' {L, — H, JWVX, 7Y,
onde

(120)  Hyy = WKy (KL W Ry XL W

A matriz H,_, de ordem n, simétrica e idempotente, representa uma
matriz de projecdo local segundo o modelo Acom componente sistematica
envolvendo somente os pardmetros em B,_,. A ‘

Para o teste de Hy versus A, tem-se —2log A = 2¢~1 -7 {#(y;,6:) —
t(yi, —(3:)}, onde 6; e B: sio 0s valores de 8 nos pontos 3 e E, respectivamente.

As estatisticas de Wald e escore reduzem-se a

(7-22) W= (Bq - ﬁgo))?c(ﬁq: Bp—-q)—l (Bq - )6:(;0'))
e |
(7.23) E-= ¢12 LiEx C(ﬂ@ ﬁp JRWES
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as quantidades estimadas no ponto 3 sendo indicadas com sobrescritos *.
Estas trés estatisticas t8m, aproximadamente, distribuicio X?r Observar -
que ¢ aparecera como um divisor em todas as trés estatisticas. As es-
tatisticas W e E requerem apenas a estimagio do modelo segundo Ay e Ho,
respectivamente, mas a estatistica —2log A exige o ajustamento do modelo
segundo as duas hipéteses. Para os modelos exponenciais lineares todas
as expressoes deduzidas nesta segio sdo, claramente, vdlidas, embora néo
ocorram simplificagbes considerdveis.

Havendo interesse de determinar uma regido de confiabilidade especi-
ficada para um conjunto de pardmetros 3;,,..., Bi, pode-se usar a mesma

metodologia descrita na Segdo 6.6 para os modelos exponenciais lineares.

§7.10 Exercicios

1. Dar exemplos de modelos nao-exponenciais, determinando as quanti-
dades basicas para ajustamento aos dados, a expressio do desvio e as
medidas de diagndstico apresentadas na Secéo 7.7.

2. Caracterizar as seguintes distribui¢des como modelos nio- exponenciais
calculando as férmulas dos desvios respectivos:

(i) distribuigio de von Mises;
(ii) distribuigdo de valor extremo;
(iif) distribui¢do de Cauchy com parametro de escala conhecido;
(iv) distribuigio tipo III do sistema de Pearson com parimetro de
locagio desconhecido e demais pardmetros conhecidos;
(v) distribuicgo logistica com locagfio desconhecida. e varidncia conhe-

cida;
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(vi) distribuigio obtida da composicio de uma Poisson de parametro
# com um retdngular em (a,b), a e b conhecidos;
(vii) distribuicdo deduzida da composigio de uma Poisson com uma

gama que resulta na Dbinomial negativa expressa por

v
oty (5%?) (1 + 8)~*, supondo & conhecido. Quando esta

a—1

distribuigao prodliziria um modelo exponencial?

3. Estimar ¢ no modelo (7) da Segdo 7.2.

4. Aplicar as equagdes (7.7) de ajustamento do modelo ndo-exponencial
supondo uma componente sistemé,tica linear équiva.lente:

(a) & classificagio de um tnico fator;
(b) & classificaciio cruzada de dois fatores sem interacéio e uma tinica
observagio por cela.

. Na Secao 7.7 foi definido p; = E(y:)/y:. Calcular p; para os modelos
(1), (2), (3), (5), (6) e (8) discutidos na Secdo 7.2 obtendo as expressies
dos residuos como componentes do desvio.

. Demonstrar as expressoes das estimativas segundo os modelos satura-
dos dados na Tabela 7.2.

. Ajustar um modelo de Weibull aos dados da Tabela 7.3.

8. Considere mmn modelo nio-exponencial ndo-linear com um tnico para-

metro 3 na componente sistematica. Calcular de (7.16), {7.17) e (7.18)

as expressoes dessas estatisticas para testar H: 8 = 3% versus 4: 8 #

B®. Suponde gue este modelo tenha um pardmetro de disperséo ¢,

obter as expressdes das estatisticas de Wald, escore ¢ da razdo de MV

para os seguintes testes:

(a) Hy:¢ = ¢ versus 4;:¢ # ¢:

(b) Ha:f = B versus Ay: § # 5.

. Analisar os dados da Tabela 2.1 com um modelo log-rnormal com coe-
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ficiente de variacido constante ¢. Como estimaria 7

10. Aplicar as expressoes (7.22) e (7.23) para testar no modelo da Secéo
7.8 as seguintes hip6teses: Hy: Gy = 4 versus A;: o # 4e Hy: py = —12
versus Ag: 31 # —12. o
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CAPITULO 8

MODELOS DE REGRESSAO MAIS COMPLEXOS

§8.1 Modelo Linear Generalizado com um Parametro Nio-
Linear Extra .

Um pardmetro néo-linear extra o aparece nos modelos lineares gene-
ralizados, mais frequentemente, nas seguintes situagdes:

(1) na funcio de ligagio visando a definir uma familia paramétrica de
ligagoes (Secdes 6.8 € 8.6);

(2) como pardmetro de transformagio da varigvel resposta ou de varidveis
explicativas (Secdes 2.1, 6.8 e 8.6);

(3) na fungdo de varidncia dos modelos de quase-verossimilhanca (Secdio
8.7.1) ou em certas distribui¢des como a binomial negativa, onde V =
g+ %/ depende de um parametro o que nao é de escala e, em geral,
é desconhecido;

(4) no modelo logistico com probabilidade de sucesso da forma (Cox, 1984);

= a+|1-ofexp(n)/[1 + exp(n)];
(5) em distribuiges especiais como o pardmetro de forma da Weibull;
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(6) no modelo logistico generalizado (Segio 4.6.3), onde a; e o sio

parametros nao-lineares extras.

A estimacgho conjunta de o e dos B's geralmente € bastante complicada
e 50 devera ser feita quando for necessério conhecer a covaridncia conjunta
entre as estimativas ﬁ e &. Se este nao for o caso deve-se estimar os 3’s con-
dicionalmente ao parmetro o, isto &, calculando o desvio fixando a(D(e)).
Um gréfico de D,(«) versus « possibilitard escolher a estimativa & como o
valor de o correspondente ao menor Dp{«). Deve-se esperar que & esteja

proximo de é&.

Neste capitulo sdo abordados alguns modelos de regressao mais com-
plexos que aqueles estudados hos capitulos anteriores. Os modelos lineares
generalizados com ligax;ﬁo.composta sdo apresentados na Segdo 8.2. Os
modelos aditivos generalizados introduzidos por Hastie e Tibshirani (19886,
1987) e os modelos semi-paramétriscos de Green e Yandell (1985) sio vis-
tos nas Secoes 8.3 e 8.4, respectivamente. Na Secido 8.5 sdo detalhados os
modelos para andlise de dados de sobrevivéncia. Uma classe de modelos
definida por duas transformagdes é introduzida na Secdo 8.6, constituindo
uma area de pesquisa a ser mais explorada. Os modelos de quase- verossi-
milhanga, objeto de vérias pesquisas recentes, sio discutidos na Segdo 8.7,
com a apresentacio de duas andlises de dados reais. A Se¢do 8.8 considera
os modelos com estrutura de autocorrelagao interna. Finalmente, na Secio

5,

8.9, sao citados outros modelos especificos.
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£§8.2 Modelos Lineares Generalizados com Ligagdo Composta

Considere um modelo com distribuigao (6.1), mas com componente

sistematica definida por
Ey) = p=Cv

(8.1) flr)=n=Xp

onde u e y sdo vetores nx 1, C e X sdo matrizes conhecidas nxm e mx p, res-
pectivamente, v = (v, ,¥m) T, 7= (M1, ,7m)T € B = (Br,- . Bp)T.
Uma média de y estd relacionada com virios preditores lineares.
Denomina-se f(C'~g) = 5, onde C~ é uma inversa generalizada de C,
de fungdo de ligagdo composte. Quando C é a matriz identidade, obvia-
mente a ligacdo composta reduz-se a uma ligagio simples f(y) = 5. Uma
extensdo de (8.1) considera uma estrutura ndo- linear p; = ¢;(y) entre x e
¥. O ajustamento do modelo u; = ¢;(7), f(7) = n = X3, pode ser feito via
o algoritmo descrito em (6.4) com pequenas modificagdes. Sem perda de ge-
neralidade trabalha-se sem o escalar ¢. Tem-se L(8)/08 = XTV~1(y—p),
onde V = diag {Vi,---,Vo}, L = {dui/dne} é uma matriz n x m e

~ m - .

X = LX = {3} zredp;/dne}. A informacio para B iguala XT V-1 X
k=1

€ 0 processo iterativo é expresso por

(8.2) XTLETym)™ [(m) x glm+1) = xTL(m)Ty{m) ™ ys(m)

onde y* = L+ y — p. A varidvel dependente y*, a matriz modelo LX

e os pesos V™! se modificam no processo (8.2) . O GLIM ndo pode ser
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usado diretamente e o usdrio deve trabalhar com um programa especial
(Thompson e Baker, 1981).

A 1n1c1ahzagao pode ser feita a partir do ajustamento de um mo-
delo similar com C igual & matriz identidade. Quando 4 é linear em -,
L = CH™!, sendo agora H = diag {dm/dvn, - ,dm/d¥vm} e, ento,
X=CH'Xey*=CH 'n+y—p.

§8.3 Modelos Aditivos Generalizados

Os modelos aditivos generalizados sdo definidos pela componente

aleatdria dos MLGs e uma componente sistemadtica da forma

P
(8.3) gwy=n=p+Y_filz;),

=1
com as restriges E{f;j(z;)} = 0 para j = 1,---,p, onde os f;(x;) sdo

fungbes nao-paramétricas a serem estimadas.

b
Assim; a estrutra linear ) B;x; do MLG é substituida pela forma
i=1

nio-paramétrica E fi(x;). As funges f;(z;) sho estimadas através de um
=
suavizador de espalhamento dos dados (y,z;), denotado no ponto z;; por
S(y 1 mfj):jz 1, ey ) =1,
O suavizador mais usado tem a forma linear S(y | z:;) = a:; + I;,-J-xij,
onde d;; e B,-J- sao, respectivamente, as estimativas do intercepto e da decli-

vidade na regressao linear simples ajustada somente aos pontos (ye, Z¢;) em
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alguma vizinhanga N;; de z;;. Pode-se considerar vizinhangas simétricas-
do tipo Nij = {(i—rs,** » &ijs** 1 T(i+n); }, onde 0 pardmetro 7 determina

o tamanho de N;;. Tem-se

bi; = Z (Tej — Tij)ye/ Z (Tej — Tiz)
ZesENY Tej €N

Gij =Y; — bij Tuj,

onde T;; é a média dos valores z.; em N;; e J; é a média dos y’s correspon-
dentes. ' ‘

Para estimar os f;(z;) no modelo normal-linear utiliza-se o seguinte

algoritmo:
1. Inicializar fj(z;) =0V i,jeB=7;
2. Fazer j=1,.---,pei=1,--- ,n e obter os residuos parciais definidos™
por

r
Tij = Yi— - Z Ful®ix);

=1

Foatod
e et

3. Calcular fj(zi;) = S(r; | z:;) ajustando uma regressao linear simples
a0s pontos (rej, Ze;) pertencentes 3 uma vizinhanga N;; de xij;
n . P .
4. Quando SQR = Y {y: — B — 3 f;j(zi;)}* convergir para-se; caso
i=1 7=1

contrario, ir para 2.

Observar que a cada etapa o algoritmo suaviza residuos versus a co-
varivel seguinte. Estes residuos sdo obtidos removendo as fungdes estima-
das ou efeitos de todas as outras varidveis. Propriedades interessantes deste
algoritmo sio discutidas por Hastie e Tibshirani (1986, 1987). A extensao

do algoritmo para os MLGs é baseada nas equagSes normais da regressio
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da varidvel dependente modificada y* sobre X usando pesos W {Segdo 6.3).

O algoritmo fica sendo:

1.

Inicializar fj(z:;) = 0, j = 1,--- ,p, B = g(3), 7 = A1, W = W(7)
e H = H(7), sendo W = diag {(du/n)2/V}, H = diag {dn/du} e
§* = 1+ H(y - B1);

Calcular os residuos parciais r; = W§* — 1 — :=1 fk(xk) para
k#j
J=1p;
-Obter fj(zi;) = S(rj/z;;) através da regressio linear simples sobre os
pares (7ej, Ze;) em Njj, i =1,--,mej=1--,pm

~ A7 - P ~ —_ - (] o
. Atualizar =g (IT—VZQ—I), =0+ _Elfj(-’rj)a H=g 1(77), H = H(j),
J:

W=W(a)e§ =i+ Hy- ),

. Calcular o desvio D(y; /i) do modelo da Expressio (6.6) como funcio

de y e [i. Quando D(y; /i) convergir para-se; caso contrério, ir para 2.

§8.4 Modelos Semi-Paramétricos

Os modelos semi-paramétriscos foram propostos por Green e Yandell

(1985) quandb definiram o preditor linear 7 como sendo a parte usual X3

dos MLGs mais uma parte s(t), onde s(-) é alguma funcio regular cujo

argumento i pode representar uma medida de distincia, tempo etc. A

g
fungdo 5(-) é especificada por uma soma s(t) = 27 gi(t) de g fungdes
i=1

bésicas sendo os v’s pardmetros desconhecidos. O problema de
41, :gq YE P

maximizagio consiste em definir uma log-verossimilhanca penalizada como
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fungéo dos parimetros 8 e ¥ e maximiza-la
(8.4) _ max(L{n(5,7)} - AJ{s(7)}/2]

onde J[ - ] & representativo de uma penalidade sobre a nio-suavidade de
s{ - ) e X uma constante que indica o compromisso entre a suavidade de
s(+ )} e a maximizagio de L{n(8,7)}. Em geral, admite-se para J{ -} a
forma quadrética vTK~, com K uma matnz de ordem ¢ simétrica ndo-
negativa. Se ¢ temn dimensdoc um, a penalidade da nao-suavidade da curva
s(t) iguala f{s"(t)}%dt, expressio comumente usada para suavizar uma
curva. '
Uma outra alternativa para estimar a fungdo s(t) é usar um suavizador
linear do tipo s(t;) = v9; + 71:t:, onde esses ~’s representam pardametros
ajustados por minimos quadrados as n; (igual ao maior inteiro < wn/f2)
observagdes de cada lado de ¢; e w representa a amplitude do suavizador,
escothido distante dos éxt;emos do intervalo (1/n,2).

§8.5 Modelos para Andlise de Dados de Sobrevivéncia

Nesta segdo serdo apresentados alguns modelos usuais para analise de
dados em que a varidvel de resposta é o tempo de sobrevivéncia. Por exem-
plo, o tempo que um certo tipo de miquina demora para quebrar ou o tempo
de sobrevivéncia de um paciente submetido a um determinado tratamento.

Geralmente esses dados apresentam uma caracteristica especifica cha-
mada de “censura”, em virtude dos estudos terminarem quase sempre antes

de se conhecer o resultado final de todas as unidades amostrais. No caso do

291



tempo até a quebra de unri certo tipo de mdiquina, é possivel que o mesmo
ndo seja conhecido para algur'nas unidades, pois as andlises podem terminar
antes da quebra de algumas mdquinas. Os tempos dessas maqumas sdo
tratados como censuras. Mesmo assim, esses sao incorporados nos modelos
de andlise de sobrevivéncia. ‘

~ O tempo de sobrevivéncia pode ser descrito formalmente através das
seguintes fungoes: (i) | f (t)', a,ldelnsidad'e de pfobabilidade do tempo de sobre-
vivéncia; (i) S (1), a fungdio de sobfevivéncia, onde S(t) = 1 — F(t), sendo
F(t) a fungdo de distribuigéo acumulada de t; (iii) h(t), a fungdo de risco,
que ¢ uma medida do risco instantaneo de morte no tempo £, sendo definida
por h(t) = F'()/{1 - F(8)}

Conhecendo-se apenas uma dessas fungoes tem—se diretamente as
outras duas. .

Por exemplo, para a distribui¢io exponencial com S(t) = exp(—At),
fica claro que a funcdo de risco é constante e dada por h(t) = A. Para
a distribuicio de Weibull tem-se h(t) = at®~!; logo, S(t) = exp(—t%). A
funcio de risco nesse caso cresce com o tempo se o > 1 e descresce se o < 1.
O livro de Cox e Oakes {1984) apresenta um estudo completo da andlise de

dados de sobrevivéncia.

§8.5.1 Modelos de Riscos Proporcionais

Em geral, a fungio de risco depende do tempo e de um conjunto de
covariéveis, possivelmente, dependentes do tempo. O caso mais frequente
engloba uma componente que s6 depende do tempo, multiplicada pela com-

ponente dos efeitos das covaridveis. Esse modelo, denominado de riscos
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proporcionais com efeitos multiplicativos (vide Cox, 1972), é expresso por

(8.5) h(t; z) = A(t) exp(zT 8),
onde 8= {f3y,---, ,B,,)T é um vetor de parimetros desconhecidos associados
as covarigveis de z = (z1,---,2,)7, A(t) é uma fungéio nao-nega,tlva, do

tempo e n = 278 é o preditor linear. ‘
O modelo (8.5) implica que o quociente dos riscos para dois individuos
num tempo qualquer, depende apenas da diferenca dos preditores lineares

desses individuos. A fungdo de sobrevivéncia fica agora dada por
(86)  8(t;3) = exp{-A(t) exp(aTB)},

onde A(t) = f A{u)du. Smula.rmente a densidade de probablhdade de ¢

fica expressa na forma

@7n F(t;7) = A'(t) exp{n — A(¢) exp(n)}.

A diétribuie;ﬁo do tempo de sobrevivéncia ¢ do modelo (8.5), pertence &
familia éxponencial ndo-linear, mas nao i (6.1). Em pa.rmcular E{A(®)} =
exp(—n) e Var {A(2)} = exp(-2n).

A estimacio dos Bs para uma fungio A(t) especificada foi desenvolvida
por Aitkin e Clayton (1980). Admite-se durante o tempo de obtencgdo dos
dados, que foram registrados os tempos de morte de n — m individuos e os
tempos de censura de m individuos. Seja uma varidvel dicotémica y; que
assume valor um se o individuo T; morTeu e valor zero se esse foi censurado
no tempo %;. Logo, um individuo que morreu no tempo ¢; contribui com o
fator log f(#:; ;) para a log-verossimilhanga L(8), enquanto um individuo

censurado em #; contribui com log S{¢;; z;). A fungio L(3) reduz-se a

L) =3 (wlog fltsw) + (1 - v log Stsz)}, -~

J—.
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que pode ser expressa numa forma mais conveniente usando (8.6) e (8.7),
n n
(8.8) L(B) = (vilogp: — pi) + »_ log{A(t:)/A(t:)},
i=t i=1 :

onde p; = A(%;) exp(n;). A segunda soma de (8.8) ndo depende dos 3’s e,
portanto, (8.8) tem a mesma forma da log-verossimithanca.de um modelo
de Poisson com n observagoes independentes 31, -+ , ¥, médias py, -, fa,
e preditores lineares que sio dados por n; = log u; —log A(), i =1,--- ,n

As estimativas de maxima verossimilhanca para os 3’s po dem ser‘ obti-
das pelo sistema GLIM, ajustando aos dados blnarlos ¥; um modelo log-
linear com “offset” log A(t;). A estimacio, em geral Do serd um processo
simples, pois, o “offset” e log{A(¢;)/A(#;)} podem conter os pardmetros
desconhecidos definidos em A(t). Inferéncia sobre os Bs é feita da maneira
usual.

A Tabela 8:1 apresenta trés modelos usuais para o tempo de sobre-
vivéncia. O modelo exponencial com X conhecido pode ser ajustado direta-

mente. Se A ndo for conhecido, a sua estimativa de maxima, verossimilhanca
n
é igual a (n — m)/ Y t;exp(f};), mas os preditores estimados dependem do
i=1

“offset”, que envolve A\. Um processo iterativo de estimacio conjunta de
A e dos #’s pode ser realizado interagindo a estimativa de méxima verossi-
milhanga de A com as estimativas dos parametros do modelo log-linear de
“offset” log(At) especificado. Entretanto, se nio ha interesse em conhecer a
estimativa de A, o termo log(A) do “offset” pode ser incorporado A constante
do preditor linear #;, ficando o modelo log-linear na forma log p; = log ;47;,

com “offset” dado por logt;.

Para o modelo de Weibull com o desconhecido, a estimativa de méxima
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verossimilhanga de « é dada por
(8.9) &=(n—m)/ D (i~ y:)logt;
i=1

Admite-se uma estimativa inicial para « e ajusta-se a y, um modelo log-
linear com “offset” alogt. De (8.9) reestima-se a, continiando o processo

até a convergéncia.

Tabela 8.1 - Alguns modelos usuais para ¢ andlise de

dados de sobrevivéncia.

Modelo A(t) . densidade “offset”
exponencial A Aexp{n — Atexp(n)} log(At)
Weibull o™l at* 1 exp{n ~ t* exp(n)} alogt

valor-extremo aexp{at) aexp{at+n—explat+n)} ot

O modelo de valor extremo pode ser transformado no de Weibull com

a transformacao exp(t), no lugar de ¢.

§8.5.2 Riscos Proporcionais de Cox

Cox (1972) iniciou uma fase importante na andlise de dados de sobre-
vivéncia, definindo uma versdo semi-paramétrica para o modelo de riscos
proporcionais dado em (8.5). Em vez de supor que A{t) é uma funcio
regular de ¢, Cox definiu A(¢) como sendo uma funcfo arbitraria de £, que

assume valores arbitrrios nos tempos em que ocorreram as falhas {(mortes),
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porque a fungao de risco definida nesses intervalos nio contribui para a log-
verossimilhanga dada em (8.8). Note que a estimativa 8 depende somente
de A(t) definida nos tempos em qué ocoIreram as mortes.

Counsidere inicialmente os tempos de falhas #;,%3,--- ,%; como sendo
distintos, sem a ocorréncia de empates. Seja R(f;) o conjunto de risco
imediatamente anterior a %, isto é, o conjunto de individuos para os quais
a falha nao ocorreu antes de t;. Entéo, dado que ocorreu uma falha no
tempo 1, a probabilidade segundo o modelo (8.5), dessa falha ter ocorrido

com o i-ésimo individuo, é dada por

b MOespl8)  _ exp(aTB)
? X A(t)exp(zlf) > exp(zfp)’
s€R(;) sER(¢;)

onde o somatério é sobre o conjunto de risco R(¢;).

A log-verossimilhanca (parcial) log P; pode ser expressa na forma ex-
ponencial dada em (6.1), considerando como resposta o vetor de covaridveis
do individuo que falhou em £;, e como fixo o conjunto de covaridveis de
todos os individuos pertencentes & R(t;}. Dessa forma, denotando por y; a

resposta para esse individuo, tem-se

log P =yl B—log{ > exp(zIB)},
seR(t;)

que equivale a familia exponencial de distribui¢ées com pardmetro canénico
B e b(B) = log{}, exp(zT 8)}. A média (condicional) e a fungiio de varidncia

sao, respectivamente, definidos por b'(8) e ”{8). Contudo, essa forma
simplificada para log P; nio é adequada do ponto de vista computacional,
em particular no sentido de se aplicar o processo iterativo definido na Secéo

6.3 para a obtencio de 3. Aqui a funcdo de varidncia b" (3) ndo é uma
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funcio explicita da média, dificultando a adaptacio do processo iterativo
definido por (6.4) e (8.5).

Em McCullagh e Nelder (1983, pg. 191) h& uma discussido sobre
métodos iterativos para a estimacio de 3. Whitehead (1980) mostra que
a maximiza¢do da log-verossimilhanga conjunta L(8) = 3 log P; € equiva-
lente & maximizacio de uma log-verossimilhanca de n varidveis de Poisson
independentes. Notar que se R(¢;) tem M +1 elementos, para todo j, entdo
L{B) coincide com a log- verossimilhanga definida em (4.35), para o modelo
logistico condicional aplicado aocs estudos com dados emparelhados.

O principal problema que aparece nas aplicagdes do modelo de Cox é a
~ocorréncia de empates entre os tempos t;-s. Em situagoes experimentais que
envolvem a aplicagio de drogas em animais, geralmente o tempo de sobre-
vivéncia desses animais é contado em dias, sendo inevitdvel a ocorréncia de
empates. Em outras situagbes praticas, esse problema também aparece com
uma certa frequéncia.

O complicador nesses casos é que a log-verossimilhanga L{3) pode ficar
expressa numa forma bastante complexa, tornando proibitiva a aplicacio de
qualquer processo iterativo para estimagio dos 3's. Para ilustrar, suponha
que os individuos z; e 2z falharam no mesmo tempo; logd, a probabili-
dade real de ocorrerem essas falhas no tempo %; é igual a probabilidade do
individuo 21 ter falhaddo antes do individuo z, mais essa mesma probabi-

lidade no sentido inverso, isto &,

Py (heaty = exp(z{B) exp(z3 B)
J ca T
se;;(tj) exp(z?g) { %(: )exp(a:g"ﬁ) 3 exp(mfﬁ)}
sER(L;
' exp(z3f8) exp(ziB)
©10) A TR 3
SER(t;) %(3 )exp(xfﬁ) — exp(z3 B)
1 t_,-
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Denotando por m; o niimero de empates no tempo t;, o nimero de
termos em Pj( geal ) € m;!, 0 que poderd aumentar a complexidade de L(B)
se m; for grande. Algumas expressdes aproximadas para P;j( Real ) foram
propostas. Em particular, Cox (1972) propde a seguinte aproximacéo para
(8.10):

exp(a{ B) exp(z3 )

Pj(cox) = Y exp(zTH) GXP(mgﬁ);
(s<k)ER(1y)

entretanto, uma aproximagdo mais usual foi sugerida por Peto (1972), e é

dada por
Py pasey =2 exp(z{ 8) _
(et
sER(1;)
(8.11) x exp(z3 ) _
(N-1) [{ 3 exp(a:g"ﬁ)} /NJ
sEA(1;)

onde N é o ndmero de individuos no conjunto de risco R(t;). Logo, supondo
que ha r; individuos em R(Z;) e que ocorreram m; empates, a aproximagio
de Peto generaliza para

i exp(z{ B)
(8.12) Fj (Petoy = IL i
(Ji,—){ ) exp(m?ﬁ)}
s€R(t;)

Essa aproximagio tem sido sugerida (McCullagh e Nelder, 1983, pg. 190)
quando hé poucos empates. Também em Whitehead (1980) ha uma dis-
cussao sobre a estimagio dos pardmetros #’s do modelo de Cox, quando h3 .

empates € a aproximagio (8.12) é utilizada.
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Cox (1975) mostra que toda a teoria usual para a estatisitica da razio
de mdxima verossimilhanca continua valendo para os modelos de riscos

proporcionais.

§8.5.3 Riscos Nio-Proporcionais

Em algumas situagbes praticas a suposigio de riscos proporcionais pode
n&o ser verificada ao longo de todo o tempo. Suponha, como exemplo,
que dois tratamentos (A e B) sdo aplicados separadamente em individuos
portadores de uma doenca grave, com o intuito de prolongar a vida dos
mesmos. Pode ocorrer de o tratamento A ser superior ao tratamento B a
curto prazo, entretanto, a partir de um certo tempo o tratamento B pode
tornar-se mais eficaz,

Nesses casos, ¢ modelo proposto em (8.5) ndo é o mais adequado, de-
vendo ser modificado para uma forma mais geral, em que o tempo é também

tratado como uma covaridvel. Essa forma é dada por

h(t; %) = A(t) exp{g(t; z)},

onde g{?; ) depende agora do tempo ¢, das covaridveis de z e dos pardmetros
desconhecidos 8y, , B,.

As Figuras 8.1 e 8.2 ilustram este tipo de problema. Na primeira figura
tem-se o gréfico da funcdo de risco relativo exp{g(t; )} contra o tempo ¢.
Notar que os riscos entre os dois tratamentos nio sio proporcionais ao longo

do tempo, com o tratamento A sendo sempre superior ao tratamento B.
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Figura 8.1 - Ezemplo de wm modelo com ris-
cos ndo-proporcionais e crescentes ao longo do

tempo.

Na Figura 8.2, pelo grifico de exp{g(¢; )} contra o tempo, nota-se
que o tratamento A é inicialmente mais eficiente, entretanto a partir de um
certo tempo o tratamento B torna-se superior.

Do ponto de vista de estimagio dos parametros §'s, muda muito pouco
em relacdo ao que foi apresentado na secio anterior. A principal mudanga
consiste na inclusdo de termos adicionais envolvendo ¢ na componente sis-
temética exp(z?3) do modelo de Cox.

Uma mudanga importante ocorre na estimagio da fungéo A(t), que é
usualmente assumida constante para cada intervalo (¢;_q,t;),5 =1,--+ ,k.
Conhecendo a estimativa dessa fungio tem-se diretamente a estimativa da

fungio de sobrevivéncia S(t), dada por
1
3(t) = exp [—/ exp{g(u; a:)})\(u)du] .
0

que simplifica-se bastante quando §(¢;z) = zTA.
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Para os modelos de riscos proporcionais a estimativa de A(t) no inter-

valo (t;_1,t;) é expressa na forma

Mty=m;/{(ti—tim) S exp(zTh)

s€R(1;)

Quando os riscos sdo ndo-proporcionais, A(t) é obtida de uma expressio v

pouco mais complexa, que envolve a solucio de uma integral,

t;

Aty =m;/ fi > ep{g(tiu)ldu

i~1 seR(1;)

Em Carter et al. (1983) sio apresentados diversos exemplos de dados de

sobrevivéncia com riscos ndo-proporcionais.
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Figura 8.2 - Ezemplo de um modelo com. ris-

cos nao-proporcionais ¢ com tendéncias opostas

ao longo do tempo.
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¢8.6 Uma Classe de Modelos Definida por Duas Transformagées

Define-se agora uma classe de modelos indexada por duas trans-

formagaes do tipo Box-Cox:

(8.13) y* = (y— DM /A~ FE(0,¢), (B -1)/da=1n

onde E(y*) = p and n = X . Assim, os dados brutos y1,--- , ¥, sdo trans-
formados por um pardmetro A; produzindo dados modificados y7, -+ ,yn
que devem seguir alguma distribuigio na familia exponencial (6.1}, com as
médias dos y!’s sendo ainda transformadas por um pardmetro Ay de tal
maneira a produzir o preditor linear.

Esta classe de modelos engloba como casos especiais varios modelos im-
portantes, Os préprios MLGs sdo definidos por A; = 1 e 0s modelos de Box
e Cox por Ag = 1 com F(8, ¢) sendo a distribui¢do normal. Quando A; =0
e Az = —1 admite-se erros da familia exponencial na escala logaritmica e
linearidade na escala inversa. A grande desvantagem prética dos modelos
de Box e Cox em relagao a esta classe é exigir um tnico A produzindo dois
efeitos: normalidade do erro e linearidade dos efeitos sistematicos.

Faz-se agora uma andlise de 25 dados de mobilidade social (Bishop,
Fienberg e Holland, 1975), apresentados na Tabela 8.2, onde y;; representa a
frequéncia observada de familias tendo o pai a profissao ¢ e o filho a profisséo
7, que ilustra as potencialidades da classe de modelos aqui proposta.

A estrutura linear do modelo é definida por n;; = 8+ pai (¢)+ filho (7),
i, = 1,---,5, onde pai (i) e filho (§) sdo os efeitos das profissbes i e j
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do pai e filho, respectivamente, e 8 é uma média geral. Algum tipo de
restrigio sobre os efeicos das profissdes ¢ e j do pai e do filho é necessdria

5
para que a matriz modelo tenha inversa. Apesar da restrigio ) pai (i) =
i=1

5
> filho (§) = O ser a mais usnal, outras equivalentes podem ser propostas

i=1
como pai (1) = filho (1) = 0, adotada pelo sistema GLIM. Ao estimativas

dos 7;;’s independem do tipo de vinculo dos efeitos desses pardmetros.

Tabela 8.2 - Mobilidade Social na Gri-Bretanha
Frequéncias de profissées pai/filho com os § niveis seguintes:
I-ezecutivo (mais alto), 2-subordinado ao executivo, 3-administrativo,

4-profissional habilitado e 5-sem habilitagdo (mais baizo)

Filho
1 2 3 4 5
1 50 45 8 18 8
2 28 174 84 154 55
Pai 3 11 78 110 223 96
4 14 150 185 714 447
5 3 42 72 320 411

Um modelo log-linear de independéncia de linhas e colunas seria for-
temente rejeitado, isto ¢, y;; tendo distribuicio P(u;;) com log pi; = ni;.
Propde-se entdo um modelo normal definido em (8.13) com a escolha de Ay
e A visando a obter a maior log- verossimilhanga maximizada f,(/\l, Az) em
relagéo aos paré,metroé lineares supondo os parametros de transformagio
fixos. A Tabela 8.2 apresenta valores para esses pardmetros de trans-
formagio com as correspondentes log-verossimilhangas maximais obtidas

de expressio equivalente a (2.3), onde a soma dos quadrados dos residuos
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corresponde ao desvio do modelo. Desta tabela se conclui que o modelo
com maior log- verossimilhanga maximizada corresponde & transformacao
raiz quadrada (A; = 0.5) dos dados para produzir normalidade com ligagio
inversa (A2 = —1). As estimativas na estrutura linear (os erros padrdes
entre parantéses), considerando uma parametrizacio para os parimetros
lineares com pai (1) = filho (1) = 0, sdo: B = 0.29 (0.10), pai (2) = -0.09
(0.06), pai (3) = -0.10 (0.06), pai (4) = -0.12 (0.06), pai (5) = -0.11 {0.06),
filho (2) = -0.12 (0.08), filho (3) = -0.12 (0.08), filho (4) = -0.14 (0.08) e
filho (5) = -0.14 (0.08).

Observar que quando A; é negativo a log-verossimilhanga maximi-
zada praticamente independe de A;. A adequagio global do modelo
(A = 0.5, A3 = —1) é evidenciada nos graficos das Figuras 8.3 (y* versus
/1) e 8.4 (y versus E(y)), apesar dos pontos correspondentes as observagses
(pai,filho) iguais & (1,1), (2,2), (2,5), (5,2) e (5,5) nao estarem bem ajusta-
dos. Aqui E(y) é deduzido de expansio em série de Taylor dada por

(619 B() = Oupt DY 4 5051 = M) (ags+ 0PI

Torna-se importante frisar que um modelo melhor poderia ser encon-
trado através de um estudo detalhado dos resfduos, implicando em examinar
distribuigées alternativas dentro de F(6, ¢). As médias ajustadas aos dados
originais obtidas de (8.14) permitirdo estimar as probabilidades de transicio
do tipo P { filho (§) | pai (i)} e consequentemente conhecer a mobilidade
social em questio.
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Tabela 8.3 - Verossimilhangas Mazimizadas pare
Virios Modelos Normais Definidos em (8.13).

AL = -5 -1.0  -0.5 0 0.5 1.0 1.5
-1.0 -164.8 -136.4 -112.8 -96.11 -89.85 -95.13 -135.8
-0.5 -164.7 -136.4 -112.9 -96.89 -90.97 -95.95 -109.8

0 -164.6 -136.3 -113.0 -97.91 -93.05 -98.01 -111.7
0.5 -164.6 -136.2 -113.3 -99.24 -93.48 -101.6 -117.5
1.0 -164.5 -136.1 -113.4 -100.9 -102.6 -116.8 -135.8

Az

§8.7 Modelos de Quase-Verossimilhanca

Nos modelos de quase-verossimilhanga as varidveis sdo consideradas
independentes sem ser necessario especificar qualquer distribuicdo para o

erro e a componente sistematica é dada por:
(8.15) B(y:) = mi(B),  Var () = ¢Vi(s).

Aqui os ;s sdo fungbes conhecidas dos regressores, os V;’s siio fungoes
conhecidas das médias desconhecidas (em geral V(- ) = V(- )ou V;( - ) =
a;V( - )) para valores conhecidos dos a;’s) e ¢ é um parimetro de dispersao,
po_séivelmente desconhecido, podendo ainda ser uma func¢io de regressores
adicionais. Usualmente p;(3) equivale 3 componente sistematica do MLG.

Define-se a (log)-quase-verossimilhange para uma tnica observacio
apenas com a suposigdo de existéncia de sua média e de sua variincia,
por

(8.16) Q=Qu= % f (y — W)V ()" dp.
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Para V(u) = k, p, g2, p(1 — p), u+ p%/k e p3, com k uma cons-
tante, e integrando (8.16), conclui-se que, a menos de constantes, as quase-
verossimilhangas séo iguais aos respectivos logaritmos das distribui¢des nor-
mal, Poisson, gama, binomial, binomial negativa e normal inversa. Logo,
os modelos de quase-verossimilhancga sdo equivalentes aos modelos linea-
res generalizados para essas fungdes de varidncia. Observar que a fungdo
de varidncia paramétrica definida por Vi(u) = p*, X > 0, contém as
varidncias das distribui¢bes normal, Poisson, gama e normal inversa.

Wedderburn (1974) demonstrou que a quase-verossimilhanga tem

propriedades semelhantes & verossimilhanca

(8.17)  E{0Q/0u} =0, E[{8Q/0u)*] = —E{8*Q/0u*} =1/[¢ V().

Uma terceira propriedade importante entre os logaritmos da verossi-
milhanga L e da quase-verossimilhanga @, supondo para ambos uma mesma.

funcdo de variincia, é dada por
(8.18) ~EB{0°Q/04%} < —E{8°L/0p?}.

Se y seguir a familia exponencial de distribuigdes (Expressio (6.1))
tem-se V{p) = du/df e, portanto, Q = 3 J(y—1)dd. Como p = ¥/(6) entdo
@ tem expressio idéntica & log-verossimilhanca da distribui¢io de y. A
igualdade em (8.18) somente ocorre no caso de L ser a log-verossimilhanca
da familia exponencial. O lado esquerdo de (8.8) é uma medida da in-
formagio quando se conhece apenas a relacio entre a varidncia e a média
dos dados enquanto o lado direito é a informacio usual de Fisher obtida
pele conhecimento da distribuigao dos dados. A quantidade nio-negativa
E{3*(Q — L)/6p?} ¢ a informagio que se ganha quando ao conhecimento

da relagiio varidncia-média dos dados se acrescenta a informagso da forma
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da distribui¢ao dos dados. A suposigio dos dados pertencer a familia expo-
nencial equivale & informacao minimal obtida do simples conhecimento da
relacdo funcional varidncia- média dos dados.

A quase-verossimilhanga para n observagdes ¢ igual & soma de n con-
tribuigbes definidas por (8.16). As estimativas de méxima quase- verossi-
milhanca Bi,oe s ﬁp sao obtidas maximizando esta soma. Supondo que ¢
seja constante para os n dados 31, - , yn obtém-se o sistema de equagdes

para os B’s, que nao dependem de ¢,

(8.19) > (i — ps) - (Bui8B:) Vi) = 0.
i=1

A maximizacio da quase-verossimilhanga generaliza o método de
minimos quadrados, o qual corresponde ao caso de V(1) constante. Pode-se
demonstrar (McCullagh, 1983) que as equagdes de méxima quase- verossi-
milhanga produzem as melhores estimativas lineares nao- tendenciosas, o
que representa uma generalizagio do teorema de Gauss- Markov. Os mo-
delos de quase-verossimilhanga podem ser ajustados facilmente usando o
GENSTAT, GLIM, BMDP ou SAS, na pior das hipéteses utilizando sub-
Programas especiais.

Na anilise de dados na forma de contagens trabalha-se com o erro de
Poisson supondo que Var (y;) = ¢u;. O pardmetro ¢ é estimado igualando
a razdo de quase-verossimithanga 2{Q(y; y)—Q(y; i)} aos graus de liberdade

(n — p) da x? de referéncia ou entio usando a expressio mais simples
(8.20) ¢=(n-p)™) (v — k)*/iui
i=1

Os dados apresentario sub-dispersio se ¢ > 1 e sub-dispersdo

em caso contrdrio. Similarmente, dados que apresentam duragdes de
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tempo com super-dispersdo podem ser modelados por Var (y;) = Pu?
supondo ¢ > 1 e dados na forma de contagens com sub-dispersio
por V(u} = p+ Mp? (binomial negativa) (vide Secio 8.7.1) ou por
V{(u) = p+Ap+yp®. Para proporgdes usa-se V(g) = p(1- ) ou p2(1—p)2.

A defini¢io da quase-verossimilhanca (8.16) permite fazer comparacdes
de modelos com preditores lineares diferentes ou com fun¢des de ligagdo
diferentes. Entretanto, ndo se pode comparar, sobre 0S mesmmos dadoé,
fungdes de varifincia diferentes. Recentemente, Nelder e Pregibon {1987)
propuseram uma defini¢do de guase-verossimilhanga estendida Q* a partir
da varidncia e da média dos dados, que permite fazer esta comparagio, com

exXpressao
(8.21) Qt=-1/2 Zlog{?WsV(yi)} -1/2 Z:D(yi;m)/ﬁf’is

sendo o somatério sobre todas as observagdes e a fungio D(y; p), denomi-
nada de (quase-deswio), sendo uma simples extensio do desvio do MLG,

definida para uma observacdo por

I
.22 D) =2 [ (v - V(z)d,

v
isto &, D(y; i) = 26{Q(y;v) — Q(y; )} A fungio quase-desvio para os
dados iguala ), D(y;; j1;). Para as fungdes de variancia dos MLGs, a funcio

quase-desvio reduz-se aos desvios desses modelos.

A Tabela 8.4 apresenta quase-verossimilhangas para algumas fungées
de varidncia, com a excegio do escalar ¢, deduzidas de (8.16). Desta tabela

os desvios sdo facilmente obtidos.
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Tabela 8.4 « Quase-verossimilhangas associadas

a gquatro fungdes de varidncia.

Funcédo de Varidncia V{p) Quase-Verossimilhanga Q(y; i)
A#0,1,2) i (5 - £5)
#(1—-p) ylog (I—E;) +1log(1 — )
w1 — p)? (2y — 1)log (r%;) -
B+ p e ylog (;ﬁ;) + alog (3_";—#)

§8.7.1 Modelo de Quase-Verossimilkanga com Fungio de Vari-

Ancia Paramétrica

Agora admite-se o seguinte modelo de quase-verossimilhanga com

fun¢do de variincia paramétrica:

(8.23) E(y;) = pi(8), Var (y:) = ¢Va(u),

onde A é um pardmetro desconhecido na funcio de variancia.

Uma situagio em que ocorre, naturalmente, a fungéo de varidncia pa-
ramétrica, corresponde ao preditor linear 7 = X3 tendo uma componente
aleatéria independente extra € de varidncia A produzindo o preditor modi-
ficado n* == n+¢€. Até 12ordem obtém-se a média e a varidncia modificadas
E@)* = p+eduf/dy e Var (y)* = V(i) + Mdu/dn)® e, portanto, a
fungao de varidncia torna-se parametrizada por A. Uma outra situagio

ocorre quando a varidvel resposta y representa a soma de varidveis i.i.d.

310



cujo nimero de varidveis é também uma varidvel aleatéria de média u e
varidncia V{p). E ficil verificar que os parimetros extras que aparecem na
funcdo de varidncia de y incluirio os dois primeiros momentos das varidveis

iid..

Para um valor fixo de A pode-se ainda utilizar as equacdes dadas em
(8.19) para obter as estimativas de méxima quase-verossimilhanga dos 3’s.
A estimativa de A corresi)onderé. ao maior valor da quése- verossimilhanca
. estendida maximizada tratada como fungio de A, obtida da expressio
(8.21), ou ainda ao menor valor do desvio estendido -2 Q1 ()) dado por
nrkin — 2Q%(A). Seria melhor maximizar conjuntamente Q"' em relagio a B8
e ), embora este processo exua o calculo da fungio escore em relaga.o ao

parametro A, o que é bastante complicado.

Considera-se como exemplo uma fungio de varidncia contendo.um
par@mefro desconhecido que estd multiplicando o quadrado da média na
~ andlise dos niimeros de falhas da Tabela 8.5 em 32 pecas de comprimen-
tos varidveis de uma fabrica (Hinde, 1982). O ajustamento do.modelo de
regressdo de Poisson para o niimero de falhas, com covaridve] igual ao loga-
ritmo do tamanho da pega (log{com)), conduz a uma estimativa ¢, obtida
de (8.20), igual 4 2.267, o que indica que os dados podem estar super-
dispersos. Neste ajustamento o preditor linear estimado (erros padrées entre

parentéses) corresponde a 7} = log /i = —4.17 (1.14) 4 1.00 (0.18}log(com).

Sendo assim, considera-se o ajustamento do modelo com fungio de
varidncia V{p;) = p;+Au?, escolhendo para A o valor que minimiza o desvio

estendido, A fungio desvio estendida para este modelo vem de (8.21)

(8.24) —2Q+(A) = Y {log2m(y: + M) + D(ys; i)}
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sendo D{(y;; p1;) obtido de (8.22) (vide também Tabela 8.4) e @ = 1/

(8.25) D(y; 1) = 2ylog {%}g)lg } +2aclog {;‘::_'—Z} .

Tabela 8.5 - Nimeros de falhds em 32 pecas de

tecidos de comprimentos varidveis.

Comprimento da peca em metros / nimero de falhas
551/6  651/4 832/17375/9 715/14 868/8 271/5 630/7 491/7
372/7 645/6 441/8 895/28 458/4 642/10 492/4 543/8 842/9
905/23 542/9 522/6 122/1 ' 657/9 170/4 738/9 371/14 735/17
749/10 495/7 716/3 952/9  417/2

A Figura 8.5 apresenta o grifico de —2@Q%()\) computado de (8.21)
versus ), implicando na estimativa A de ) igual 4, aproximadamente, 0,13.
Para este valor de A {(melhor modelo em V) {#)) o preditor linear estimado
corresponde a 7 =-3.78 (3.59) + 0.94 (0.56) log(com). A Tabela 8.6 apre-
senta os valores ajustados e residuos segundo este modelo mostrando uma
concordéncia razodvel entre y e ji. As Figuras 8.6 e 8.7 fornecem os graficos
de y versus ji e dos residuos padronizados iguais a (y - 1)/ Vp.13(2)!/? versus
i, respectivamente. Esses graficos suportam a adequagio do modelo. Este
exemplo mostra a grande utilidade de incorporar um parametro desconhe-
cido na fungdo de variancia do modelo.
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Tabela 8.6 - Fregiéncias de falhas, médias ajustadas e residuos

segundo um modelo de quase-verossimilhanca com fungdo de

varidncia paramétrica, correspondentes ¢ estimativa A=0.13.

dados

6.000
4.000
17.000
9.000
14.000
8.000
5.000
7.000
7.000
7.000
6.000
8.000
28.000
4.000
10.000
4.000

médias
ajustadas
8.364
9.776
12.297
5.836
10.672
12.794
4.307
9.481
7.509
5.793
9.692
6.792
13.166
7.036
9.650
7.524

residuos

-0.56581
-1.22588
0.83196
0.98751
0.65933
-0.82127
0.26721
-0.53922
-0.13220
0.37892
-0.78882
0.33789
2.48276
-0.82720
0.07514
-0.91338

dados

8.000
9.000

23.000.

9.000
6.000
1.000
9.000
4.000
9.000
14.000
17.000
10.000
7.000
3.000
9.000
2.000

médias

residuos

ajustadas

8.251
12.435
13.303
-8.236

7.952

2.042

9.860

2.785
10.993

5.778
10.951
11.146

7.566
10.686
13.948

6.445

-0.06059
-0.60222
1.60921
0.18491
-0.48534
-0.64821
-0.18135
0.62389
-0.38564
2.58482
1.17417
-0.21933

-0.14622

-1.52114
-0.78993
-1.29159
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§8.7.2 Modelo de Quase-Verossimilhanga com Parimetro de
Dispersao Niao-Constante

Admite-se agora uma classe de modelos de quase-verossimilhanga com

parametro de dispersio nio-constante

(8.26) * n=g(p) =XB, T=h(¢)=2y,

onde ; = E(y;), Var (y;) = ¢; V(u:), X e Z sdo matrizes n X p e n x q
de posto completo p e ¢, 8 e v sdo vetores de parémetros desconhecidos
de dimensdes p X 1 ¢ g x 1, respectivamente, com g( +) e h(-) funcdes de
ligagdo conhecidas. Para v fixo pode-se utilizar (8.19) para obter as estima- -

tivas de quase-verossimilhanca dos 3’s, e entdo 7 serd escolhido visando a
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maximizar a quase-verossimilhanca estendida maximal Q™ (y) como fungio
de 7. A estimativa de v serd o valor correspondente ao maior valor @+ (7).
A idéia basica é usar Q* como o anilogo da log-verossimilhanga para se
fazer inferéncia sobre 3 ou 'y As componentes quase-escore sao dadas por

(527) U} = 0Q* 08 = X"WH(y—p), U} = 9Q* /81 = ;2" L(D~9),

onde W = diag {¢™'V (1)~ '¢'(0)72}, H = diag {¢g'(0)}, L = diag {¢™°
()™} e D = (D@1;m)s - »D(¥nipia))T. As estimativas de quase-
verossimilkanca de 8 e v sdo obtidas resolvendo o sistema nao- linear
resultante da igualdade de U] & e U} ao-vetor nulo. Demonstra-se (Cordeiro
e Demétrio, 1989) que as equagdes ndo-lineares para o ca.lculo simultineo

defled podern ser dadas na forma iterativa

(8.28) ' XTW(m)Xp(mH)=XTW(m)§*(m)_ |

onde X = ()g g), W = (I’g l/gC)’ b = (Ig CPlL)’ it =
(M+H($4), C = diag {$~2k'(¢)~2}. A matriz C tém elementos obtidos
da aproximacio de 12ordem E{D(y; p)} = ¢.

Assim, ajustar o modelo de quase-verossimilhanga (8.26) aos dados
equivale a calcular repetidamente uma regressao linear ponderada de uma
varidvel dependente modificada §* sobre uma matrix X de dimensdo 2n x
(p +¢q) usando matriz de pesos W .que também se modifica no processo. A
implementagio de (8.28) pode ser feita usando os softwares ja citados nesta
segao. '

Analisa-se os dados de toxoplasmose que constam da Tabela 8.7 onde
y é o ntimero de individuos com teste positivo para esta doenga na amostra
total de m individuos em 34 cidades de El Salvador caracterizadas pela pre-

cipitagio anual de chuva z em mm. Admite-se que os dados (y) seguem um

316



modelo binomial com média u e indice m, com uma componente sistemdtica

logistica dupla definida por:
loglp/(y — m)] =1 =B + B X + B X2 + B, X3,

¢=(1+e")/1.25, 7= +1M+ M2

Tabela 8.7 - Dados de Tozoplasmoses em 34 Cidades de
El Salvador e Valores Ajustados.

y/m 0500 0.300 0.200 0.300 1.000 0.600 0.250 0.368 0.500 0800
z 1735 1936 2000 1973 1750 1800 1750 2077 1920 1800
m 4 10 5 10 2 5 8 19 8 10

Bfm 6539 0.446 0384 0.408 0547 0550 0.547 0.337 0.462 0.550

y/m 0292 0.000 0500 0.182 0.000 0.545 0.000 0.611 0.444 0.278
z 2050 1830 1650 2200 2000 1770 1920 1770 2240 1620
m 24 1 30 22 1 1 1 54 9 18

#fm 0348 0540 0420 0.395 0.384 0.552 0.462 0.552 0.472 0.346

y/m 0167 0.000 0.727 0.532 0471 0438 0.561 0.692 0.535 0.707
z 1756 1650 2259 1796 1890 1871 2063 2100 1918 1834
m 12 1 11 7 51 16 82 13 43 75

Afm 0549 0420 0497 0.551 0.492 0.509 0.342 0.332 0.464 0.535

y/m 0615 0300 0167 0.622

z 1780 1900 1976 2292
3 10 6 37

Afm 0552 0.482 0.406 0.628

onde X3 = (1 —7)/[%(z) ~F)?/33]1/2, M; = (m; —7)/[E(m;—)2/33] séo
valores padronizados. A regressdo quadrética sobre o tamanho padronizado .
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da amostra para o pardmetro de dispersic ¢ na varidncia de y, Var (y) =
du(m — p)/m, foi proposta por Efron (1986).

O programa de ajustamento deste modelo através do GLIM é bas-
tante simples (Cordeiro ¢ Demétrio, 1989) ocorrehdo a cohvergéncia apos
14 iteragdes para satisfazer o critério: soma de quadrados da diferenga entre
estimativas sucessivas menor do que 0.0001. As estimativas e erros padroes
entre parentéses obtidos sdo: f; =-0.1023 (0.1300), B =-0.700 (0.2138),
Bz =-0.1653 (0.1009), Ay =0.2819 (0.07985), 31 = 2.151 (3.131), F =0.4489
(3.397) e 43 =-0.7811 (1.684). As probabilidades ajustadas (z/m) estao
apresentadas também na Tabela 8.7. As Figuras 8.8 e 8.9 correspondem
aos grificos das freqiiéncias observadas (y) versus as médias ajustadas (i)
e dos residuos padronizades (y — )/ Var (¥)*/2 com a variancia sendo es-
timada em E, 7 versus [t, respectivamente. Estes grificos revelam que o
modelo ajustado parece adequado.
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§8.8 Modelos de Regressio com Estrutura.de Autocorrelagao
Interna

Os modelos mais comuns com estrutura de autocorrelagio interna sao
os modelos de séries temporais (Segdo 1.17). Os modelos ARMA de Box e
Jenkins poderdo ser colocados na forma. de ajustamento dos MLGs a partir
da decomposicdo da matriz de informacio K desses modelos (Expressao
(1.62)), suposta particionada em relacio & varidncia ¢ e aos parametros
lineares (pardmetros da parte autoregressiva e de médias méveis), na forma

LTL. Esta decomposicio poderd sempre ser feita numericamente, por
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programas especiais, acoplando & mesma o algoritmo de ajustamento dos
MLGs.

QOutros modelos de séries temporais apresentam equagoes de méaxima
verossimilhanca idénticas as equagdes de quase-verossimilhanca (8.19). Por
exemplo, considere a estimacfio da densidade espectral f(w;3) de uma série
temporal estaciondria yy, £ = 1,+-- ,n. Pode- se usar o método de méxima
verossimilhanga supondo que as ordenadas do periodograma I(w;), w; =
2mifn, 0 < i < [n/2], sdo varidveis aleatdrias exponenciais independentes.

A log-verossimilhanca a ser maximizada iguala

(8.29) L(B) = - _{log f(wi; B) + I(w:)/ f(wi; B},
i=1 .
o que implica nas equagtes de méxima verossimjlha.ﬁga, (r=1,-.+,p) serem

do mesmo tipo de (8.19)

5,

©30) S [{T(ws) — flwss )}/ {f (wi B Y10 (wss £)/9B, = 0.

i=]

Estas equagtes podem ser resolvidas sem grandes dificuldades no SAS,
GLIM ou GENSTAT, particularmente, se a densidade espectral pertencer

4 familia exponencial.

~

§8.9 Outros Modelos Especiais

L.
»

Considera-se agora que os dados y;, ¢ = 1, -+ ,n, supostos indepen-

dentes, de n individuos no tempo t = 1,--- ,k, com variaveis explicativas
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Ty (r=1,---,p), seguem a seguinte estrutura, bastante apropriada para

experimentos com medidas repetidas e para dados longitudinais,
P
(8.31) B(yir) = pir,  Var (yi) = oV (mir)y glpin) = Y TiarBr.
‘ r=1

As equagoes de quase-verossimilhanga dadas em (8.31) podem ser usa-
das para estimar os parimetros 8’s. Essas estimativas sio consistentes e
assintéticamente normais, com matriz de covariancia que depeLde- da es-
trutura V(- ) especificada para os y’s. A estrutura V( -} deverd ser esti-
mada inicialmente, embora esta estimativa inicial exerga, em geral, pouca
influéncia nas estimativas finais dos §’s. Uma forma conveniente para op-
tar por V{( - ) é defini-la indexada por um pequeno nimero de parametros.
Optando-se por k(k — 1)/2 parametros tem-se eficiéncia assintdtica global
quando n tende para infinito.

Uma vasta lista de modelos de regressdo com objetivos praticos pode
ser encontrada entre as referéncias de Cordeiro e Davison (1989). Como
ilustragdo citarm-se alguns desses modelos: modelos para andlise de dados
na escala ordinal (McCullagh, 1980), que inclui como zaso especial o modelo
de riscos proporcionais do Cox (1972), modelos de regressao log- logistica
para dados. de sobrevivéncia (Bennett, 1983), modelos de regressio basea-
dos na familia exponencial dupla (Efron, 1986), modelos mistos lineares
de multi-niveis (Goldstein, 1986), modelos de regressio semi-paramétricos
(Green, 1987), modelos exponenciais nao-lineares para dados categoriza-
dos com erros de observagdo (Palmgren e Ekholm, 1987), modelos lineares
generalizados com err_és (ﬁas covaridveis (Sghafer, 1987}, modelos lineares
generalizados diné&rﬁéos'(West, Harrison e Migon, 1985) e vdrios outros

modelos mistos e compostos.
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§8.10 Exercicios

1. Considere um modelo de quase-verossimilhanga com funcio de variin-
cia V{¢) = p*. Estimar conjuntamente os pardmetros 3 e \ apresen-
tando o algoritmo iterativo. Fazer o mesmo para a fungio V(p) =
£+ Ap? e aplicar aos dados da Tabela 8.5.

2. Aplicar o algoritmo (8.19) na anslise dos dados da Tabela 8.5 consi-
derando a fungéo de varidncia V(i) = ¢pu, sendo ¢ expresso por uma
regressio linear simples sobre o logaritmo do comprimento da peca de
tecido.

3. Considere um modelo de quase-verossimilhanga com fungdo de variin-
cia V(u) = p* e componente sistemdtica de uma tinica covaridvel:
e = g(Hte) = fTe, e=1,-+ ,n com g( - ) conhecido. Calcular:

(a) as estimativas de MV de 8B ¢ A

{b) a matriz de covarifncia dessas estimativas

(c) as estatisticas escore, de Wald e da razio de MV nos seguintes
testes: Hi:A = MY versus 4;: A # A0, H,:8 = B versus
Ag: B # B0,

(d) intervalos de confianca para ) e 8.

4. (a) Aplicar o algoritmo descrito na Secdo 8.3 na anélise dos dados da
Tabela 8.5 supondo erro de Poisson com ligagdo logaritmo.

(b) Ajustar um modelo aditivo generalizado aos dados da Tabecla 2.1,
supondo erro normal com ligagio logaritmo.

5. Como estimar conjuntamente os parametros Aj, Az, ¢ e 8 no modelo
(8.13)? Seria possivel apresentar um algorifmo iterativo para este ajus-
tamento?

6. Analisar os dados da Tabela 8.2 supondo erro gama. Como se compara,
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o melhor modelo obtido com o modelo normal correspondente a A; =
0.5, A2 = —1 e discutido na Secio 8.6?

7. Calcular o valor de X que minimiza o desvio D(y; ) tratado como
fungéo de A para V(u) = p* e V() = pu+ A2,

8. Aplicar o algoritmo (8.19) a alguns modelos heteroceddsticos com erro
normal e ligagdo identidade.
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do valor extremo 295 '

exponencial  294-295

exponencial dupla 4
hipergeométrica 106,135
hipergeométrica generalizada 106, 134

multinomial = 99, 101-104
normal 223‘,7263, 274 l
normal inversa 223, 263, 274
gama 223, 250, 263, 274
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Distribuigdes assintéticas 238

Eliminagao de observagdes 22, 76, 208, 276
Empates 298

Engenharia de Avaliagées 82

Erros correla.cioﬁados 33, 52, 319-320
Erros nas covaridveis 34

Estatistica

da razdo de verossimilhanga 73, 102, 107, 118, 143, 158, 188,
200, 233, 278, 280

de A’gostino 80 .
de Cook 23,244 R

de Godfrey 82

de Mallows 42
de Mantel-Haenszel 141, 144-145

de Pearson 102, 118, 136, 143, 240, 268
de Wald = 158-159, 280-281

escore 158-159, 280-281

‘F9,15-16, 21, 79, 188, 235

PRESS 43 '
Estatisticas suficientes 103, 105, 110-112, 114, 116

Estimacao
_condicional 106, 134, 142
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da transformacéo de Box e Cox 70
de James-Stein 5

de méxima verossimilhanga 2, 53-54, 70, 105, 117, 156, 183, 187,
229-231, 265, 268, 287, 294

de minimos quadrados 4, 183 ’

de minimos quadrados ponderados" 29, 148, 308 .
do parametro de dispersdo  234-235, 268,_270,'3_(_38
ridge 46

Estudos .
de caso e controle 137

de seguimento 133 ‘ - el e
emparelhados 171-172

Familia exponencial 222

Fator de correcio  200-201

Fatores ortogonais 40

Férmula de Cornish-Fisher 80, 98

Func¢ao e R

escore (ou suporte) 54, 116, 156, 230, 264 -
estabilizadora de varidncia 31-32, 68 -

de ligagio . 224-225 ‘

de ligacdo composta 287

de quase-verossimilhanga 306, 309
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de risco 292
de sobrevivéncia 292

de variancia 222

de varidncia paramétrica 32, 310

de verossimilhanga parcial 296

desvio 118, 156, 233, 268

Lagrangeana 10
GLIM 228, 231, 234, 243 7
Grifico da varidvel adicionada 25, 72, 209, 276
Graus de liberdade ‘119, 157,-188, 233
Heterocedasticidade  48-50
Homocedasticidade 32, 79
Independéncia condicional 110, 112
Influéncia 21, 208, 243-246, 276
Intervalos de confianca . 26-28, 157, 187-188, 238-239
Inversa generalizada 3, 37, 39
Jacobiano 71, 74, 195

Log-verossimilhanca 49, 53-54, 70, 100, 116, 156, 187, 229, 264,
203-294

Log-verossimilhanga condicional 134
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Matriz
de varidncia-covaridncia 12, 238
de covariancia assintdtica 117, 157, 187, 238-240, 272, 280
de informagdo 50, 55-56, 117, 230, 265 |
de projecao 5, 19, 162, 204, 209, 241-242, 276, 281
Medida

de curvatura de Bates e Watts  195-197
de curvatura aparente 196

de curvatura intrinseca 196

de influéncia 21, 208, 243-246

Medidas

de ajuste  232-235
de ndo-linearidade 191-194
de diagndstico 204-209, 241-246

Método
das covaridveis adicionadas 246-249

de escore de Fisher 49-51, 54, 117, 230, 265
de Newton-Raphson 49, 141, 156, 183, 230, 265

Métodos
de estimagio 2
de selecio de modelos 41

Minimos quadrados ponderados 28
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Modelo
assintético de regressdo 186
beta 263

cldssico de regressao 71,768
dificuldades 30, 69

eliminacdo de obsérvqgf;es ‘ 76 |
complementar log;log‘ 169
de Box e Cox 70 o
de dispersdo 259
de Poisson  96-98

de regressdo polinomial 44

de regressdo ridge 46

de von Bertalanffy 180, 184 R
de von Mises 263 o

dindmico 53
em série de poténcia 263
hiperbélico  262-263

log-normal. 263, 274 -
log-normal inverso generalizado 263
log-gama 262, 274

logaritmico 263

logistico condicional 171

logistico duplo 317
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logistico generalizado 175

logfstico linear miltiplo 151
logistico linear simples 146
maximal 234

multinomial 99

normal-linear 1 )
adequagio da componente sistemdtica 77

adigdo de uma covaridvel 71
normal nio-linear 178 -
nulo 232
probit 169

saturado  232-233

Modelos
aditivos generalizados = 288-290
ARMA 53

auto-regressivos  319-321 . .
com estrutura de correlacdo 52, 319-321
de quase-verossimilhanca  306-319

de riscos proporcionais  292-299

de riscos ndo-proporcionais  299-301--
de séries temporais 52, 319-320
definidos por duas transformacoes 302-306

encaixados 119

exponenciais de dispersdo 260
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exponenciais lineares 259
exponenciais nio-lineares 259

exponenciais parcialmente nao-lineares 181, 198, 201, 259
heteroceddsticos 48

lineares generalizados 222
com ligagdo composta  287-288
com pardmetros extras 285-286
log-lineares  104-121
algoritmo de ajustamento 113
_ encaixados 119 ] '
hierdrquicos  108-115
logisticos 7
- lineares 146-147, 151-155
nao-lineares 173
néo—expoﬁencia.is
lineares 259

. ndo-lineares 259
parcialmente ndo-lineares 181, 198, 201
semi'—pa,.ramétricos-" 290-291
sigmoidais 180, 185, 202
Multicolinéaridade 34, 46

Nio-linearidade 31, 191194, 198 -
aparente  192-194
intrinseca  192-194
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Nao-normalidade 33
Offset 267, 295

Parimetro
de dispersdio 223, 234-235, 259, 268, 270
de dispersdo ndo-constante  315-316
natural 223

Pardmetros ortogonais 237, 266
Pol-inc“)minos ortogonais 45
Predicdo da regressio 25
Preditor linear 224
Procedimento "stepwise” 42

Quase-Verossimilhanca  306-319
estendida - 309

Regié')es' de confianga. 16, 26-27, 187-188, 238-240, 278, 282
Reparametrizagdo  192-194, 196, 198-199

Residuo
de Pearson 161, 241, 275
projetado 204, 207, 210

Residuos _ ,
componentes do desvio 161, 242-243, 273-275
ordindrios 19
padronizados 19, 32, 162, 228, 241
parciais 276, 289
preditivos 43
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studentizados 19, 80, 162, 207, 242, 275
Restricdes nos parametros 10
Risco relativo 133, 141
Selecdo de covaridveis 41, 159-161, 270-271

Suavizador
de espalhamento  288-289
linear 288-289, 291

Tabela
'ANODEV ~ 236-237
ANOVA 9, 14,39, 46
de contingéncia 104
2x2 132-133,139-140

Técnicas
de diagnéstico 18, 204-210, 240-246, 273-276.
graficas 24

Teorema de Fisher-Cochran 13

Teste
da varidvel adicionada 72
de Durbin-Watson 34
de heterocedasticidade especifica 81
de homocedasticidade 81

de normalidade 80
de Tukey 77-78
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Testes

de adequagio 118-121, 234
de hipéteses 157-159, 188, 236, 248, 278-282
de transformacdo 73, 77

para os riscos relativos  141-144

Transformacées de varidveis 31, 68, 73-74, 77
dependentes 73

explicativas 77
Transformacées padronizadas 74
Valores iniciais  183-187
Variancia nio-constante 31, 222

Viés de Box.  198-200
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