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PREFACIO

O objetivo deste curso ¢ o estudo de propriedades espectrais do Laplaceano em dominios
compactos (problema interior) e nio compactos (problema exterior) de R*. Embora sejam
questoes distintas do ponto de vista matemdtico, uma vez que no problema interior o espectro
€ constituide apenas de valores préprios ao passo que no problema exterior existe sempre
espectro continuo, nossa énfase é mostrar as analogias entre as duas situagbes. Como ilustra-
¢éo da importéncia (e também da beleza) do tépico, fazemos (e mencionamos) aplicagdes a

alguns problemas inversos ¢ ao problema da localizapio dos pdlos da matriz de espalhamento.

As ferramentas técnicas sfo da Andlise Microlocal com utilizagio, em especial, de re-
sultados um tanto dificeis sobre propagacio de singularidades de solugdes e construgio de
parametrizes de problemas mistos para a equagio da onda. Além disso, no case do problema
exterior, estes fatos devem ser combinados com férmulas explicitas da teoria de espalha-
mento uma vez que estudamos as propriedades espectrais do Laplaceano relativamente ao
Laplaceano em todo R". Em algumas ocasies, no desenvolvimento do texto, optamos por
uma prova mais accessivel em detrimento do melhor teorema conhecido (e.g. (1.6.25) versus
(1.6.26}). Achamos que esia atitude beneficiard o leitor, principalmente aquele, ndo espe-
cialista no assunto. Devido & exigiiidade de tempo, este trabalho corresponde a uma visdo
quase instintiva que o autor possue dos temas abordados. Cremos (o que ndo deixa de ser
6ébvio) que o futuro indicard modificagdes que, com certeza, poderdo melhorar a apresentagio

¢, portanto, facilitar 2 compreensio do que foi aqui tratado.

Agradecemos a Paulo Santiago que, gentilmente, se dispés a ajudar na corregio dos érros

de datilografia, e a Oscar Pereira da Silva Neto pela eficiéncia e cuidados com a impressio .

Recife — Pontas de Pedra

Abril de 1989.
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Capitulo 1
Teoria Espectral do Laplaceano
em

Variedades Compactas
§ 1.1 Mecéanica Cléssica versus Mecénica Quantica

Possivelmente a melhor maneira de motivar o assunto deste capitulo, seja do ponto de
vista ou da perspectiva da Fisica. Nas situagSes mais simples, a mecanica cldssica descreve
o movimento de wm ponto z(t) em um espaco R} (z ¢ a posigio) e, mais geralmente, numa
variedade C°°, X. Adicionando-se porém, a impulsio £(t) do ponto, prefere—se trabalhar em
T*(R") = R} xRy e, mais intrinsicamente, em T*(X), o fibrado cotangente de X. T*(X) é
umna variedade simplética, o que significa que existe em T*(X) uma 2-forma candnica fechada,

nac— degenerada, w. No caso de T*(R™),w é definida por

w=Y di; Ndzl. (1.1.1)
i

No caso de T*(X), se (z7) é um sistema local de coordenadas e (£;) o sistema dual, w
pode ser eserita da mesma maneira. Mais geralmente, se M é uma variedade simplética de

dimensio 2n, pode-se sempre achar localmente um sistema de coordenadas (z,£), tal que w

¢ definida por (1.1.1). Estas coordenadas sfio chamadas coordenadas canénicas,

Na mecanica Hamiltoniana, o movimento é descrito por uma fungao C*, p, definida em

T*(X)(= M) chamada o Hamiltoniano (ou fungio energia):

{x,£) — p(=, &) (p(z, £)é a energia do sistema no estado (z,£)) (1.1.2)
Associado a este Hamiltoniano, define-se o vetor Hamiltoniano em M, que em coordenadas

m=(2,-2). 018

1

candnicas é dado por;



Observe que H;, é sempre tangente a p = 0. O movimento de um ponto em M é descrito

pelas curvas integrais de H, {chamadas bicaracteristicas} que sdo solugdes do sistema (de

Hamilton):
dz _ Op .
E‘ - & (‘T:E) ] z(o': ¥, ﬂ) =¥y (1 1 4)
de 1.

—d?=_% (3:)6) ¥ E(U,y,n)zn_

Sabe-se que pelo menos localmente para |¢| pequeno, as solugdes de (1.1.4) existem e

pode-se entdo definir o fluxo Hamiltoniano ¢; = exptH,, por:

‘#t(y: I’,’) = (x(ta ¥, ’?)1 £t y,7))- (1'1'5)

( ¢¢ € um grupo uniparamétrico de transformagdes candnicas )

Em mecénica quéntica, por outro lado, os estados do sistema fisico sio vetores em um
espago de Hilbert, H, ¢ a dindmica do sistema é descrita por um operador auto-adjunto (nfo
limitado)} P em H, chamado o operador (observivel) energia. A equagio de evolugio do
sistema & a equagho de Schrddinger, ou seja, o movimento do sistema no tempo é descrito
pelo grupo unitario

ezp(itP), (1.1.6)

gerado por P. A energia do sistema no estado u € H é
<Puu>f<uu> {1.1.7)

onde <, > denota o produto escalar em H. Uma preocupagio central da Fisica, desde o final
da década de vinte, tém sido como reconciliar esses dois aspectos. Como a descrigio cldssica
€ geralmente mais facil de se obter, isso significa que, na prética, se tenta construir de forma
intrinsica o par (H, P), a partir do par (M, p). Esse procedimento é chamado de gquantizacio.

Um dos problemas é achar um espago de Hilbert H natural. Aqui, se se considera somente
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o caso M = T*(X), a escotha natural é H = L*(X,,,), espago de Hilbert das densidades
mensuraveis de gran um meio de quadrado integravel em X, cuja definigio é completamente
intrinsica; nio depende da escolha de coordenadas locais, nem da escolha de uma densidade
basica em X e no qual a medida é a medida candnica associada a estrutura Riemanniana (nos
casos em que X = R" ou X = variedade compacta C*°, L*(X, 2, 2) é, de fato, completo). B
necessario também um subespago denso (geralmente C°°( X,y ;) se X & compacto e C§°(R")

ou o espago de Schwartz S(R") no caso de R").
Seja X =R". Por simplicidade assumimos que p é homogéneo de grau m em (z,£{), Le.
P(Az, 26) = A" p(x,€), para A2 le|z|? + [§]° > 1. (1.1.8)
{Esta hipdtese pode ser enfraquecida; veja [Ho2|, the Weyl-Calculus, para condigbes mais
gerais).

Podemos associar ao Halmiltoniano p um operador, a priori definido em S(R"), pelo

processo de “quantizagio de Weyl®:

p— p"(z,D.) = P: §(R") — SR

Pue) = () [y (z ty ,e) w(y)dyde (1.1.9)

Esta escolha ndo é a 1inica possivel porém & muito conveniente porque tém-se, por ex-

emplo, que se p é real entdo, P é formalmente auto-adjunto, isto é
< Pu,v >=< u, Pv > para todo u,v € S{R"). {1.1.10)

Mais precisamente, o que € importante para os propdsitos em mente, P ¢é essencialmente

auto-adjunto, isto é, possue uma inica extensdo auto-adjunta (nfo limitada) em L*(R*).
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Tém-se ainda que se m > 0 e p > 0 para |z|* +|£[2 > 1, o espectro de P é discreto e intersecta
cada intervalo {—o00, A) em apenas um nfimero finito de pontos. Ademais, cada difeomorfismo
de X sobre Y, induz um simpletomorfismo de T™(X} sobre T*(Y) ¢ um operador unitario
(que € um operador integral de Fourier, [Ho3]) de L (X, Q s;) sobre L*(Y;Q;/,). Obtém-se
assim um isomorfismo funtorial entre uma subeategoria da categoria “cldssica” (fe variedades
simpléticas e simpletomorfismos e a categoria “quantica” de espagos de Hilbert e operadores

unitdrios.

Voltando & associagio (M,p) — (H, P), descrita acima, seria desejivel que certas
“regras bésicas” fossem verdadeiras. Por exemplo, suponha que os conjuntos p < A sfo todos
compactos, para todo A € R, e que o espectro de P é discreto. Seja N()) o niimero de valores

préprios de P menores ou iguais a X. Entfo pode—se esperar que
N(A) ~ volume(p < X}, A ~ +oo {Formila de Weyl) {1.1.11)

uma vez que o lado direito mede o mimero de estados classicos com energia menor ou igual a
. A e o lado esquerdo mede o niimero de estados quanticos de energia menor que A. Ainda mais,
na descrigio cldssica um estado_de equilibrio é um ponto m € M tal que a bicaracteristica
de H, que passa por m, é periédica. Na descrigio quantica, por outro lado, wm estado de
equilibrio é um vetor préprio, v, do operador P. O sistema cléssico oscila, no estado m, com
um periodo de oscilagfo igual ao perfodo da bicaracteristica que passa por m e, no sistema
quintico essa oscilagio tem como perfodo 2w/) onde X é o valor préprio correspondente a
v. Como estdo relacionados esses periodos? Um dos postulados fundamentais da mecanica
quéntica (o chamado Principio de Correspondéncia) diz que o sistema. cldssico deve descrever
o comportamento limite do sistema quintico quando a constante de Planck “tende a zero™:
~ portanto deve existir alguma relagiio entre esses dois periodos, pelos menos assintoticamente
quando A ~ +o0o. De fato este é o caso, a relagio sendo dada pelas regras de quantizaciio de

Bohr--Sommerfeld e Maslov.

Na teoria dos operadores eliticos em variedades compactas (e também na teoria dos
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operadores globamente eliticos em R® (cf. [Helf]), cujo modelo mais importante é o oscilador
harménico em R) tém-se uma situagho muito semelhante a esta na mecinica quantica. Com
efeito, seja X uma variedade compacta e P : C°(X ) — C*°(X) um operador (pseudo)
diferencial elitico auto-adjunto positivo de ordem m > 0. O simbolo principal de P, a(P), é
uma fungéio C°° positiva, definida em T*(X)\0 (o espago cotangente de X menos a secgdo
nula) e pode-se pensar em P como o “objeto quantizado” associado a o(P). Sejap=a(P)/™
e Hy o vetor Hamiltoniano associado a p. Desde que X é compacta, H, gera um fluxo
global, ezptHp, em T*(X)\0, que representa a dindmica do sistema cléssico enja “quantiza—
¢80” é representada por P. Isto leva a suspeitar que existe um Principio de Correspondéncia
relacionando os periodos das bicaracteristicas perfodicas de H, com os valores préprios de
P. Nos pardgrafos seguintes descrevemos alguns resultados que podem, em certo sentido, ser
vistos como manifestacbes desse principio. Por conveniéncia e fidelidade ao titulo do Capftulo,
nos limitaremos ao estudo do operador de Laplace-Beltrami numa variedade Riemanniana

compacta.
§ 1.2 Fatos Bdsicos sobre o Operador de Laplace—Beltrami

Neste capitulo, X denota uma variedade C* compacta; dimX = n. Assumimos que X
possue uma estrutura Riemanniana: para todo z € X é dada uma forma bilinear simétrica
positiva—definida g, no espago tangente T, X;g. varia suavemente com z no sentido que se
6, e 8, sdo dois campos vetoriais C™ em X, entio g.(8)(z), 62(z)) é uma funcio C=° em X.

Em coordenadas locais (@, 21, - - -, z"), representamos g, na forma habitual

i gij(z)dz’dz’. (1.2.1)

i,j=0

Por ser ndo—degenerada, g, define uma hijegiio linear de 7. X sobre o seu dual X
(o espago cotangente a z), denotada por §., e que serve para definir uma forma bilinear

positiva—definida em T} X, Seja g(z,£) a forma quadritica associada. Em coordenadas locais
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z7 temos

(=€) = > a9 (=)t (1.2.2)
i,j=0
onde
Lid o -
Z gk g = §; (indice de Kronecker), %,j=1,---,n. (1.2.3)

kel

A forma g(z,£) é “intrinsica”, i.e., ndo depende do sistema de coordenadas (de fato (')
é um tensor contravariante de grau dois e (g¢;;} € um tensor covariante do mesmo grau). Uma
forma bilinear num espago vetorial pode ser estendida naturalmente a uma forma bilinear
em qualquer de suas potencias exteriores. Assim podemos estender (gi;) como uma forma
bilinear positiva—definida em APT, X, para todop =2,---,n. A forma quadritica em A"T. X,
que tem dimensdo um, associada a esta extensdio , & positiva. Pode, portanto, ser vista como
uma forma torcida de grau dois em T, X. Quando z varia, obtém-se entao uma densidade de
grau dois; sua raiz quadrada é uma densidade de grau um estritamente positiva em X, que é

chamada de elemento de volume em X e que denotamos por

dV = (detg)/?dz. (1.2.4)

O significado da notagiic em (1.2.4) é que em coordenadas locais, dV ¢ igual a
[dei(g.-j)‘ls,-,js,,]lﬂdml,- -+,dz”. O elemento de volume define uma medida em X; a me-
dida de qualquer subconjunto (mensurdvel) de X é chamada seu volume. - Notemos que o
elemento de volume dV permite identificar as densidades de grau um meio e as fungdes por
meio do isomorfismo

f e C®(X) — fVdV € C=(X, ).

Quando se fala do espago L? na variedade Riemanniana X, sempre se tem em mente
o espago L? relativamente 3 medida dV. Pode-se igualmente considerar o espago L? das

formas de grau p, para todo p = 0,1, --,n. Se se denota por ¢, a forma bilinear Hermitiana
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em APT; X obtida por extensdo de (¢*/), define—se o produto escalar L? de duas p—formas

C™ em X, como

<a,f>= L g=(afz), B(z))dV. (1.2.5)

Seja d a derivada exterior, atuando de p-formas a (p+1)-formas (p £ n —1). Define-se

o operador adjunto d* de d pela formula

< d'u,v >=< u,dv >, (1.2.6)

onde u € C®(X;AP¥1),0 € C®(X;AP). Assim d* : C(X; APH) — C°(X; AP).

Por definigdo o operador de Laplace-Beltrami, atuando em p—formas, é o operador dife-
rencial de segunda ordem

—A = dd® + dd. 1.2.7)

Como atuando em zero-formas (isto ¢, fungbes ) d* ¢ identicamente zero temos

-A=dd em zero-formas (1.2.8)

Se computarmos, neste caso, em coordenadas locais a.-expressfio de —A, obteremos que
para todo f € C°°(0),
n

Af=(det g)™'* Y 36; {(det g)llzgij%} . (1.2.9)

iyl

Em particular, vemos que o simbolo principal de ~A, agindo sobre fungdes , é igual a
9(z,€). Assim —A é um operador diferencial elitico auto-adjunto positivo de ordem dois. A

positividade pode ser entendida em dois sentidos: primeiro, que o simbolo principal de —A &
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estritamente positivo em T*(X)\0; segundo, que —A & um operador positivo semi-definido

em L2(X), uma vez que, de (1.2.8)

< —Au,u>=||du]?, welC®X), (1.2.10)

onde || || denota a norma em L?{X). De passagem, notamos que (1.2.10) implica que Au =0
e du = 0 siio equivalentes, ou seja, se H°(X;C) denota o espago das fungSes complexas

localmente constantes definidas em X, temos

KerA = H*(X;C) (espago das fungdes harménicas em X). (1.2.11)

Claro que H°(X; €) tem dimens#o finita exatamente igual a0 mimero de componentes conexas

de X.

Sabemos, através da utilizagio do célculo de operadores pseudodiferenciais (cf. [Tr]),
que —A possue uma parametriz &, que é um operador pseudodiferencial cldssico, de ordem
—2 em X, e portanto induz um operador compacto em LZ{X). De fato, G pode ser escolhida
de maneira que

—AG =G(-A)=1—K, (1.2.12)

onde K é a projegio ortogonal, em L2(X), sobre KerA = (ImAYy:(= H°(X,C)).

Considere agora distribui¢des f em X verificando, para algum x € €\{0},

-Af=xf (f #0). (1.2.13)

Como —A — y é hipoelitico, f é uma fungio C* em X. Tomando—se o produto escalar

de L*(X) de ambos os lados de (1.2.13) com f e levando-se em conta (1.2.8), obtém-se que
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x = df|*/IIfI* é um ntmero real positivo. E ébvio que f é ortogonal a todas fungdes

harménicas e, portanto, de (1.2.12),

Gf=x"1f. (1.2.14)

Como G é compacta, tais f's constituem um subespago vetorial de dimensio finita, Vs
de C*(X). Sendo A auto-adjunto, os subespagos Vx e Vy siio ortogonais (em L2(X)), se
x # x'. Como operador em L?(X) a norma de G satisfaz, por causa de (1.2.14).

iGIIT" < x- (1.2.15)

Suponha agora gue existe uma sequéncia de valores proprios x; de —A convergindo para
um nimero finito . Para cada j, seja f; uma fungio prépria de —~A correspondente a Xi
e tendo norma L? igual a um. Como a bola unitiria em L*(X) ¢ fracamente compacta,
podemos extrair uma subsequéncia que sem perda de generalidade, supomos ser a prépria
sequéncia f;, que converge fracamente, digamos para uma fungdo f da bola unitaria. Sendo
& compacto, a sequéncia G fi = xj_l f; converge fortemente o que implica que também a
sequéncia f; converge fortemente. Isto é um absurdo, uma vez que os f; sio dois a dois
ortogonais, e, portanto, ||f; — fi]| = V2. E claro que existem valores préprios de —A
arbitrariamente grandes pois o artogonal da soma de Hilbert @, Vy é invariante pela agio de
G, e possue entdo uma fungfo prépria, o que é um absurdo. Assim os valores proprios y de

—A podem ser colocados em um sequéncia crescente;
O=xo<x1Sx2S---<xj<--- (1.2.16)
(com repetigdo de acordo com a multiplicidade). Temos

LX) = H*(X,C) & (@xs0Vy)- (1.2.17)
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Recordamos alguns fatos bem conhecidos sobre a resolugio espectral do operador —A.
Denotemos por A; os distintos valores préprios de —A:

0-_-A0<A1<"'<AJ'<"', (12.18)

e por Py a projegio ortogonal de L#(X) sobre o espago préprio Vy de —A; se A néo é valor
préprio de —A, Py, = 0.

Tém-~se entdo
—A=)"MPy , I=) AP (1.2.19)
AEC AEC
A medida espectral de —A € a medida de Radon na reta a valores no espago de operadores

+oo
dExy = Y Py 8(A~1j), (1.2.20)

=0

onde () é a distribuigio de Dirac suportada em zero. E a derivada no sentido de distribuigio

da fungéo a valores operadores

oo
E(N) =) PyHA-)y),

i=o
onde H representa a fungio de Heaviside. Se

N() =i, x; <A} (1.2.21)

¢ o ntimero de valores préprios de —A, repetidos de acordo com sua multiplicidade, cujo valor

é < A, temos

NO)=TrEQ)= Y dimVy, , (Tr=trao). (1.2.22)
A<
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Para todo A < +o00, 0 operador E()) : L3(X) — L*(X) tem como imagem um subespago

de dimensdo finita, precisamente a soma ortogonal
Bx; <a V.

Se escolhermos, em cada Vj;, uma base ortonormal (wj,,- -,wj ;) relativamente ao

produto escalar em L2 (d; = dimV),) e escrevermos

d;
edizy)= Y Y wia(zhw;a(y), (1.2.23)

A; <A k=1

é claro que e(}; z,y) é uma fungio €™ em X x X e que, para todo f € L2(X),

E\)f(z) = L e(A; 2, y) f(y)dVy. (1.2.24)

A funcfio espectral e(A; z,y) é pois ¢ niicleo de Schwartz do operador E(A) ¢
NX =) d= f e(A; z,z)dV. ' (1.2.25)
x

Aj <A
§ 1.3 Relagdo de Poisson

Neste e nos pardgrafos seguintes, denotamos por A a raiz quadrada positiva de —A :

A=V—A. (1.3.1)

E um operador pseudodiferencial classico elftico de primeira ordem, com simbolo prin-
cipal g(z,£)'/2. Escrevemos

+o0
dB =Y 6 (A=) Py,

=0

+exr A
EAN) =Y HA- APy, = j dES.
. —00

§=0

(1.3.2)

11



O operador
+ oo

U(t) = eap(—itA) = 3 eap (—itxj.“) Py, (1.3.3)

=0

¢ um operador integral de Fourier unitdrio em L?(X,, /2) €, usando o fato qye ele comuta
com A™*, é também limitado como operador em H*(X,;2) (espago de Sobolev de ordem

). Usando repetidas integragdes por parte com respeito a ¢, segue que

+oo
p—s j_ e~ A p(t)dt = j(A)

€ uma aplicacho linear continua: S(R) — C®(X x X,Q,/:). Aqui j ¢ a transformada de
Fourier de p, e p(A) = [ H(VA)dEn.

Em particular,

+o0 . + o0
Trago U : p— Tr] e A p(t)dt = Zﬁ(pj), (1.3.4)
o =

onde pi; = x_:-/ 2 (note que estamos considerando a multiplicidade dos valores préprios), é uma
distribuigio temperada em R Recordamos que o trago de um operador X com niicleo suave
%, é definido por
Trago K = j k(z, z)dV (1.3.5)
eX

(ver Reed e Simon [Re-Si], vol I. Cap. VI, secgfio 6 para uma justificativa desta terminologia).

O niicleo distribuigio de U(t) pode ser escrito como

o0 d;
Ult,z,y) =Y e~ > w; i(2)w; () (1.3.6)
=0

k=1
e portanto, .
’ +oo0 4 +oo
Trago U(t) = j Yo e S jwal)PdV = ) et (1.3.7)
Z€EX =y k=1 =0
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é igual & transformada de Fourier & da distribuicio espectral

+o0
a(p) = & — pj). (1.3.8)

=0

Sendo a transformada de Fourier um isomorfismo de §'(R) — S'(R), a identificacgo de
Trago U com & ¢ justificada, provando ao mesmo tempo que o ¢ uma distribuicio temperada,
isto é

N4 =Hisuj Sp} < Clpl¥  paratodo >0, (1.3.9)

com certas constantes C' e N. Adiante, no Paragrafo 1.6, mostraremos que o melhor (no caso
o menor} N possivel em (1.3.9), é N =n = dim X. Seja
1, . . i '
S(t) = STr(e™ +e74) = 3 cos(u;1). - (1.3.10)

j=0

Consideremos o gperador das ondas 0 = 8%/t — A, em R x X ao qual associamos o
nicleo do problema de Cauchy, isto é a distribuigdo E(t;z,y) € (R x X x X), solugéo do
seguinte problema, de Cauchy

o2
(F—A,)E(t;x,y)zﬁ em RxX
E(t; z,y) = §(z — y) _
i)
aE(i,z, y)=0 se =40,

(1.3.11)

&
Il
=

onde y ¢ um ponto arbitririo de X; observe que as restrigbes tém sentido porque ¢ = (0 é ndo—

caracteristico (cf. Apéndice A.1). Podemos representar E(t; z, y) sob a forma

+oo d;
E@t;z,y) = Z cos(p;t) Z wj e(z)w;k(y) (1.3.12)
i=0 k=1
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d'onde se obtem

S(t) = j)’( E(t;2,z)dV. (1.3.13)

De (1.83.13) segue que para se conhecer as singularidades de §, é suficiente conhecer
uma parametriz do problema de Cauchy (1.3.11), isto é, que é suficiente raciocinar
médulo C*, De fato (ver {Tx], cap. VIII, secgio 8), existe um operador integral de Fourier
FeI"WV4 (R x X, X; C) que satisfaz

OF=0
Fli=o = Identidade em D'(X) (1.3.14)
il
—6—tﬂt=o = 0

onde = significa congruéncia mddulo operadores relugarizantes em X (isto é operadores con-
tinuos de D'(X) — C*(BRx X)) e C é uma relagfio canénica em (T*(Rx X)\0} x (T*(XN\0)
definida pelo fluxo Hamiltoniano de 72 - g(z, £), isto é

C={tisy,72.£) € (TR x X]\0) x (T*(X\0) : (1.3.15)

o ponto (t,7;y,n) esid sobre a bicaracteristica nula de 0 gque passa por um dos pontes

(017-0;3"76) onde Ty = :l:vg(z'l‘f)}

Utilizamos as notagdes e terminologia do Apéndice A.2 para tudo que diz respeito aos ope-

radores integrais de Fourier.

Recordamos que wma bicaracteristica nule (ou simplesmente uma bicaracteristica) de 1
7’

pussendo ne ponto (0,7;z,£) é uma aplicagdo

8 €R— (#(s), 7(s}i y(s): n{s)) € T* (@R x X)\0 (1.3.16)
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que verifica o sistema de equacdo diferenciais (equacdo de Hamilton)

ﬂ =2r dr =
ds ds

1.3.17
@=@(y ) i'?-=—59i(y ) ( )
ds 8¢ 7 ds dz 1

&1y M=o = (0,15 2,£)

e a condigio 7% ~ 9(y,m) =0.

(tém-se imediatamente que 7 = cte = 19 e t = 2ms). Seja Flt;o,y) e PRx X x X) o
miicleo de Schwartz de F. A distribuigdo F(¢; z,y) é uma distribuigio de Fourier que, para [#]
pequeno, pode ser representada microlocalmente na forma (sugerimos ao leitor ver detalhes
em [T4])

Flt;z,y) = (2m)™" ] elle (=0 =<v.8>1 11 2 6)d, (1.3.18)

onde a varidvel na fibra & € R,\0, 2 fungdio fase ¢ é positivamente homoggnea de grau um
em relagho a #, e o simbolo formal (amplitude) & se escreve
Fo0
k(t;z,6) = Y k;(t,z,8); (1.3.19)
=0
aqui k; ¢ positivamente homogénea de grau —j em relagiio a 8. A fungfio ¢ ¢ solugdo do
problema de Cauchy para a equagéo eikonal

©? = gz, ¢z) (1.3.20)

Ple=o =< z,0 >,

a0 pagso que o8 termos homogéneos k; da amplitude k s&o solugdes das equagGes de transporte

{que descreve o crescimento da amplitude ao longo das curvas bicaracterfsticas de 0)

Lkj = Fi(ky,- -~ ki—1), (1.3.21)

satisfazendo as condigdes iniciais

kolizo =1, kjli=o=0 para j>0. (1.3.22)
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Em (1.3.21) o operador diferencial de primeira ordem L e as fungdes F} so bem deter-

minadas em termos do simbolo (total) de O.

Sabemos que o frente de ondas de F, WF(F), verifica a inclusdo

WF(F) C {(t, 159,52, 8) : (8,7 ym;tf}f) €Ct=C" (1.3.23)

Como 7 = £+/g(z,£) # 0 visto que (z,£) € T*(X)\0, decorre dos teoremas sobre WF
(cf. Apéndice A.1) que se pode definir a restrigio da distribuigio F' 4 variedade Rx D
Rx X x X onde D designa a diagonal de X x X. Tém-se

WF(F|rxp) C {(t, 72,0 — ) : (¢, 732,752, £) € C} (1.3.24)

e, integrando-se sobre X, segue que

WF (j F(t;z,m)dV) C {(t,7) : existe (z,£) tal que (2,7;2,&;2,£) € C}. (1.3.25)
X

De outra parte, como F é uma parametriz (global), obtem-se também, de (1.3.13),

S - ( L F(t;:c,z)dV) € C=(R) (1.3.26)

e, por conseguinte, deduzimos que o suporte singular de $ verifica a inclusio :
supp.sing. § C {t: existe (z,£) € T*{XN\0
tal que (¢,752,£;2,¢) € C) (1.3.27)

onde 7= ++/9(z,{)

Se se recorda a definigio (1.3.15) de C, constatamos que os valores de ¢ que aparecem
em (1.3.27) séo 0 e'+ o tempo de percurso para se ir de (z,£) a (z,¢) a0 longo de uma

bicaracteristica {nula), isto é os periodos das bicaracteristicas periodicas no sentido da
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Definigag 1.3.1. Uma bicaracteristica s — (#(s), 7(s); z(s), £(s)) de 0 € dita “periddica”,
se a projecio 8 +— (z(s), £(s)) € uma aplicagdo periddica. O tempo de percurso de uma ou

vdries voltas se chame os periodos da bicaracteristica.
Denotamos por £+, o conjunto desses periodos positivos e por £ = £+ U (—L£7).

Através da estrutura Riemanniana pode-se dar uma interpretacio mais geometrica desses
periodos. Para isso, calculemos o comprimento ! da curva s —— z(s) para um tempo de

percurso correspondente a um periodo ¢ > 0. Com a parametrizagio por s, obtém-se

f/2‘l'n dﬂ:
I = ﬁ =l (1.3.28)
Por definigio, tém-se
dz ||? dz dz
it . (d_s, E) , (1.3.29)
De (1.3.17) deduz-se que
dz —
= = 245 €(s), (1.3.30)
d’onde segue que
dz ||?
= dg(z, &) = 472, (1.3.31)
e, finalmente,
=t (1.3.32)

Por outro lado (cf. [T¥], cap. XII, secgfio 3), é bem sabido que as projegdes sobre X das

bicaracterfsticas de [ s80 precisamente as geodésicas de X; pode—se entfio enunciar

Proposicao 1.3.1. O conjunto L C R\{0} dos perfodos des bicaracteristicas periddicas de,
pode ser interpretado como o conjunio dos comprimentos (e de seus opostos) das geodésicas

periddicas de X.

17



A inclusdo (1.3.27) permite formular o

Teorema 1.3.1. (Relagio de Poisson) A distribuigdo S(t) = ;:3 cos{p;t) € C™ fora
do conjunio {0} U L, isto §,
supp.sing.S C {0} U L. {(1.3.33)

Se X ¢ uma variedade analitica real e g, é analitica, entio o mesmo resultado (1.3.33)
& vilido com “suporte singular” substituido por “suporte singular analitico” (cf. [An]). A
priori, diferentes geodésicas com o mesmo comprimento ! podem levar a um cancelamento da
singularidade de § em I. Somente um estudo mais detalhado, usando hipiteses geométricas
adicionais sobre o fluxo geodésico (se necessdrio), pode mostrar que tal cancelamento nio se

efetua (Veja Paragrafo 1.5).

Nenhuma afirmagfo semelhante ao Teorema 1.3.1 é valida se substituirmos o operador
de primeira ordem 4 = v/—A pelo de segunda ordem —A. Por exemplo, seja & = —d2 /d&?
o operador de Laplace-Beltrami de §' = {e",0 < 6 < 2ir}; seus valores proprios sio os
niimeros k%, k € Z A fungéo

HOED I (1.3.34)

113/2

que pode ser olhada como o trago de e *4, é uma fungéo automorfa (cf. [Ser], Capitulo

7,81,2). A o6rbita da origem sob a agfo de transformagao lineares fraciondrias

az+b fa l b
— T (c d) € SL(2, ) (1.3.35)

¢ densa em R, e isto mostra que o suporte singular de f éigual a R

O Teorema 1.3.1 pode ser estendido a variedades Riemannianas compactas X' com bordo

9X. Considere o problema de Dirichlet (condigées de fronteira de Neumann e de Robin
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também poderiam ser consideradas)

—Au=Auem X
(1.3.36)
ulax =0.

O operador nio-limitado Ap em L*(X), definido como —A com dominio o espago de

Sobolev {u € Ha(X);u|ax = 0}, é auto—adjunto e possue espectro discreto

spec{Ap) ={0=pp < pf Spj <--- - +oo}. (1.3.37)

Se considerarmos a resolugiio espectral do operador Ap, podemos repetir os argumentos
do final do Pardgrafo 1.2 e do inicio do Pardgrafo 1.3 e, em particular, introduzir as definigbes

de fungdo contagem N(A) e da fungéo espectral e{X; z,9). Seja

oo
Sp(t) =) _ cos(u;t) (1.3.38)

j=0

o trago de cosy/Apt. Entao Sp € S'(R) e

supp.singSp C {0} U Lx, (1.3.39)

onde £ x é o conjunto dos comprimentos (e de seus opostos) de todas as geodésicas generali—
zadas periddicas em X, inclusive aquelas contidas integralmente em 8X, correspondentes
4 métrica Riemanniana induzida em 8X. As geodésicas generalizadas sdo obtidas como
projegio em X das bicaracteristicas generalizadas do operador da onda O = 8 — A, como
definides em [Me-Sj]. Uma geodésica generalizada & suave (i.e. C®) por partes, cada seg-
mento suave sendo uma geodésica no sentido usual, e as \inicas singularidades sio os pontos
de “reflexfio” na fronteira. A nogéio de reflexdo de uma geodésica no bordo é natural e obedece

a lei usual de “Bngulos iguais”.
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Existem, no entanto, varias obstrugdes téenicas que tornam a demonstragéo de (1.3.39) muito
mais dificil. Em particular a presenga do bordo é imediatamente sentida de duas maneiras
importantes; primeiro, por causa dele, ndo podemos lidar facilmente com VAp e segundo, a
analise dos conjuntos frentes de ondas, préxixﬁo dele, é complicada. Isto decorre da dificuldade

de se construir uma parametriz microlocal do problema misto
OE(t; z,y) =0 em Rx X
E=0 em RxdX (1.3.40)

Eli=o=6(z—y) , Eit=0=0

na vizinhanga de pontos do bordo (especialmente em pontos do bordo onde geodésicas incidem

tangencialmente com ordem de tangéncia elevada).

Finalmente mencionamos que se (X, g,) pertence & categoria analitica real, as singulari-
dades analiticas de Sp néo estio necessariamente contidas no conjunto {0} U £ pois sabe-se
que (pelo menos) os comprimentos das geodésicas periédicas em componentes concavas do

bordo, devem ser incluidos.
§ 1.4 O Teorema de Periodicidade

O teorema de Periodicidade (Clustering Theorem) descreve uma ligagio curiosa entre
dois fendnenos aparentemente néo relacionados:“periodicidade” no espectro de A = v—A
e periodicidade no fluxo exptH 2 : T*(X) — T*(X). Seja > o conjunto dos pontos de
acumulagdo do conjunto {s; — p;},4,5 = 0,1,2+--, onde, recordamos, 0 = pp < g3 < pp <

*++ — o0 ¢ a sequéncia de valores préprios de A, repetidos de acordo com sua multiplicidade.

Teorema 1.4.1. 3 # R se e somente se toda curva integral de Hop (isto ¢, bicaracteristica
de A) ¢ periddica.

Demonsiracfio : Sejam f € Cg°(R) e B um operador pseudodiferencial de ordem zero.
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Considere

By = / fOU @ BU®, {1a1)
onde U(t) é definido em (1.3.3). O teorema espectral permite escrever
+ o0 + o0
A=Y N"P, =Y P (por reordenagio ). (1.4.2)
j=0 i=0

Substituindo em (1.4.1) obtemos

Br=), f f@)e =i PBPdt = 3" f(u; — ;) P:BP;. (1.4.3)
0

.5

Se ¢ € 3, existe um intervalo I, & € I, contendo somente um mitmero finito de (i—p;Ys.

Se suppf C I, By é, devido a (1.4.3), um operador regularizaﬁte de posto finito. Seja

 Bf= f_ i F@&) U™ B U(t)dt. (1.4.4)

Pelo Teorema de Egovov (cf. Apéndice A.2), B}l € um operador pseudodiferencial de

ordem zero com sfmbolo principal

/ i F(£)(exptHy,,,)"b dt (1.4.5)
—R

onde b é o simbolo principal de B (visto como uma fungio em $*(X), o fibrado coesférico de
X, ou scja (2,€) € T*(X) : g(z,£) = 1). Como By é regularizante, BF — By é um operador
pseudodiferencial de ordem zero com simbolo principal dado por (1.4.5) que, devido ao fato
de U(#) ser um operador unitério e f rapidamente decrescente, tende a zero na norma de
operadores quando R tende a infinite. Isto implica que a norma do supremo do seu simbolo

tende a zero, assim

f_ " f()(exptHp )b dt = 0. (1.4.6)
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Esta expressao tem uma interpretagio interessante: seja Da extensdo autoadjunta em L? do

operador diferencial de primeira ordem (derivada de Lie)

R

TP C(ETC0) — C=(5*(X)) (1.4.7)

definide como

d
(.DH"”.2 h)(m) = Eh(exptHgm(m))h:n = Hgl,rzh, (148)

onde m € S*(X)} e h € C®(S*(X)). A expressio (1.4.6) pode ser escrita

FDp=0. (14.9)

Como b € C{5*(X)) é arbitrério, temos

F(D)=0 para todo fFece), (1.4.10)

o que mostra que I N sped D) = ¢ e, em particular, o ¢ spec(D). Provamos pois
Lema 1.4.1 spe{D) C 3.

Necessitamos agora do seguinte resultado:

Lema 1.4.2 Ou Spec(D) =R, ou todas bicaracicristicas de A sdo periddicas.

Demonstracéio : Suponha que a bicaracteristica que passa em m € S§*(X) nfo é periodica.
Considere o operador f(D) aplicado a b € C*(S§*(X)). De (1.4.6), f(D)b ¢ continua e seu
valor no ponto m é dado por

f(D)(m) = / o F(®)b[(exptHy 2 )mldt. (1.4.11)
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Mostraremos que se f(P)b(m) = 0 para todo b € C*™{§*(X)) entdo f = 0 o que implica
que Spec{D) = R. Primeiro, provaremos que dadas uma fungiio qualiquer f; € C§°(R) e uma

constante K > 0 arbitrdria, existem b € O®(S5*(X)) e fz € C™(R) tais que

b(ezptHpy2)m] = fi(t) + fo(t), (1.4.12)

onde || f2lleo < || fillco € suppfz N[—K, K] = ¢. Com efeito, seja yx o segmento —K <¢ < K

na bicaracteristica (ezptHis2)m € seja T’ uma vizinhanga tubular de yx da forma
T'=[-K,K]|x D, (1.4.13)

onde D é um disco pequeno. Entdo b(t,y) = f1()p(y) tem as propriedades requeridas, onde p
é uma fungio C(D), p(0) = 1, p(y) < 1 se y # 0. Substituindo (1.4.12) em (1.4.11) obtemos

Foo | +oo
F(D)b(m) = /_ _ fofd+ f_ _ FO f2(t)dt. (1.4.14)

Fixando f; e fazendo K — +00, a segunda integral tende a zero. Portanto a primeira
integral é zero para todo f; € C°(R) o que implica f = 0 e também f = 0. Isto conclui a

prova do Lema 1.4.2.

Lemas 1.4.1 e 1.4.2 juntos mostram que se 3 # R, entdo toda curva bicaracteristica de A
¢ periddica. Reciprocamente (o que termina a demonstragio do Teorema 1.4.1) o seguinte

resultado é valido:

Teorema 1.4.2. Suponhe que o fluzo associade @ Hppx é completamente periddico de menor

perfodo T > 0, i.e. (expTHpya)(m) =m para tedo m € S*(X). Entdo 3 = {2kx/T;k € T}.
Demonstragao : Provaremos primeiro que

> D {2kn/T;k € 1}. (1.4.15)
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Suponha que a bicaracteristica que passa por m € §*(X) é periédica e seja p(m) o tempo
necessirio para ela retornar a m pela primeira vez (convencionaremos gue p(m} = +o0 se
esta bicaracteristica ndo é periédica). N&o é dificil ver que p(m) é uma fungdo semicontinua
inferior em 5*(X). A inclusio (1.4.15) decorre do Lemna 1.4.1 ¢ do seguinte lema que é uma

versio mais forte do Lema 1.4.2.

Lema 1.4.3. Spec(D) D {%,k € 'H.}.

Demonstragéo : A funciio h(t) = blexptHgipa)m] é C™, de periodo p(m). Na verdade,
escolhendo b apropriadamente, toda A de periodo p(m) pode ser expressa dessa maneira.

Inserindo a serie de Fourier de b

Z exexp{2nikt/p(m)) (1.4.16)

em (1.4.11), obtemos

F(D)b(m) =) i f(2kn/p(m)). (1.4.17)

Suponha f(D) = 0. Como os ¢}s formam uma sequéncia rapidamente decrescente arbitraria
de nimeros reais, devemos ter f{2kw/p(m)) = 0 para todo k, o que implica a inclusio do

Lema 1.4.3.
De passagem, observamos que uma consequéncia dos Lemas 1.4.1 e 1.4.3 é
Corolario 1.4.1. Se }. #R, p é limitada.

Vamos nos concentrar agora em provar a inclusio oposta a (1.4.15). Decorre da hipdtese
do Teorema 1.4.2 que U(T) é, na verdade, um operador pseudodiferencial (de ordem zero).
Com efeito, U(T) ¢ associado com o-grifico canénico local O (c.f. Apéndice A.2), definido
pelo fluxo ezpTH e = I 1 S*(X) — 5*(X), i.e., (microlocalmente) Cr é o gréfico da
indentidade [ : T*(X)\0 — T*(X)\0, ou seja Cr = diagonal em T*(X x X)\0. Ademais,

24



pelo teorema de Egorov, U(T) preserva os conjuntos frente de ondas de distribuigdes , ou
seja. U(T') € micro-local. Procuremos calcular o simbolo principal de U(T). Seja p > 0 uma
~ fungdo homogénea de grau um em T*{X)\0, que comuta, no sentido do colchete de Poisson,
com g(z,£)1/2, ie.

{p,g'*} = Hyg"'? = 0. (1.4.18)

Seja P um operador pseudodiferencial elitico auto-adjunto positivo com simbolo princi-
pal o(P) = p, ¢ com simbolo subprincipal, subP = 0 (c.f. [Tt] para a definigio de simbolo
subprincipal). O célculo simbélico dos operadores pseudodiferenciais nos diz que, dados dois

operadores P e @ (p = o(P),q¢ = o(Q)),

o[P, Q1 = {p,q} e sub[P, Q] = {subP,q} — {subQ, p}, (1.4.19)

onde [P,Q)] = PQ — QP ¢ o comutador de P e . E sabido que subA = 0 e, portanto,

também subv/'—A = 0; porconseguinte temos (com a escolha acima de P):

Lema 1.4.4. Qs simbolos principal e subprincipel de [P, A) sdo nulos. Em particular, [P, A)

iem ordem —1.

Seja V() o grupo unitério gerado pelo operador auto-adjunto P. Pelo Lema 1.4.4, V()

e U(t) comutam mddulo operadores compactos, portante em particular

V(s) U(T)V(s)™! = U (T") médulo um operador compacto . (1.4.20)

O teorema de Egorov (c.f. Teorema A.2.1 no Apéndice A.2), aplicado a V(s), diz:

Lema 1.4.5. O simbelo principal do operador pscudodiferencial U(T) € invariante pelo fluzo

Hamiltoniano gerade por p.

25



Por outro lado, ndo ¢ dificil mostrar que a colegio de fluxos Hamiltonianos gerades por
fungdes p que (Poisson) comutam com o simbolo de v/—A, age transitivamente sobre $*(X);

concluimos pois:
Lema 1.4.6. O simbolo principal de U(T) £ constante.

Como U(T) é unitdrio, esta constante deve ter médulo um e, portanto, é da forma

iz - . . .
e~ 2% O nitimero o é chamado indice de Maslov da variedade X e estd relacionade com o
indice de Morse e com o niimero de pontos conjugados de uma geodésica genérica simples de
X.

Voltando a demonstragio do Teorema 1.4.2, decorre do Lema 1.4.5 que o operador

exp(iT A) — e'3°7 (1.4.21)

& um operador psendodiferencial de ordem —1; portanto o produto

A[ezp(iTA) — 321

é um operador pseudodiferencial de ordem zero, ou seja continuo de L*(X) em L2(X), cujos

valores préprios sio da forma:

py [expl(i Tpx) — 39 . (1.4.22)

Obtemos pois

Lema 1.4.6. A fungdo
p [ea:p (i [pT—%a]) - 1] (1.4.23)
€ imiteda no especire de A.
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Seja L o seguinte conjunto de pontos na reta

Lz{z%(k+%);k=l,2,---}. (1.4.24)

,
E um exercicio trivial verificar entdo, que

. ® 2T :
|ea:p (i [,uT—EaD ~1> = d(u, L) (1.4.25)
onde d(p, L) denota a distancia de um ponto g €R, a L.

Seja € uma cota superior de (1.4.23) no espectro de A. Combinando o Lema 1.4.6 com a

estimativa (1.4.25), obtemos.

Lema 1.4.7. Seja p um valor préprie de /—A no intervalo [N,c0). Enido

d(pe, LY < C1 /N com Cy = nC[2T. (1.4.26)

Como p; tende a infinito com j, concluimos que

> c {2kn/T;k € m}. (1.4.27)

De (1.4.15) e {1.4.27) obtemos o Teorema 1.4.2 e, por conseguinte {como ja indicado), finali-

zamos a demonstragio do Teorema 1.4.1. Dos argumentos dados acima, resulta também:

Coroldrio 1.4.2. Sob as hipéteses do Teorema 1.4.2, exisie uma constante Cy > 0 tal gue

Espectro(v/=A) C U [2% (k + ‘;—t) - %, 2% (k + a) + %J (1.4.28)
EX1

Observagao 1.4.1. O Coroldrio 1.4.2 é um pouco insatisfatério porque ele ndo diz se

existem realmente valores préprios no intervalo

L= [2; (k+%) -2 G 2r 2 (ke 4)+ (1.4.29)
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Para estudar esta questao, pode-se definir uma nogio de multiplicidade aproximada:
seja

dj = Card {k; i € Ij} . (1.4.30)

Resulta imediatamente da definicio que
2T f. « 2r ¢, o
P o p— —_ — — — ) - —_ 4.
d_,_N(T (3+4)+c(,) N(T (;+4) Co 1) (1.4.31)

onde N() é a fungdo contagem dos valores préprios. De estimativas assintdticas sobre N (u)

(cf. §1.6) pode—se deduzir

d; =06(;™), j—o0. (lembre-se que n = dimX) {1.4.32)

E possivel de fato mostrar, sob hipoteses suplementares razoaveis (cf. Colin de Verdiére,

[Co2]), 2 existéncia de um polindmio P,_;(}), de grau (rn — 1), ¢ de um inteiro jp tais que:

. 44 . .
d;j = Po (_1 + Z) para i>d- (1.4.33)

No caso n = 1 se obtem assim a existéncia de jp tal que para § > jg, se tem d; = 1.
Observamos que (1.4.33) é o andlogo de certas férmulas de geometria algébrica, em particular
aquelas que permitem calcular o polindmio de Hilbert-Samuel de uma algebra graduada (cf.
[Bou)).

§ 1.5 Férmula de Poisson

Comecemos (novamente) com o exemplo X = §' = {¢'*,0 < # < 27} e seu Laplaceano
A = —d? /d§*. Por simplicidade, ao invés da raiz quadrada positiva de —A, consideramos o

operador —+/—1d/df cujo espectro consiste dos inteiros e, portanto,

-

TrU(t) = Y ™, (L5.1)
kel
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Por outro lado, se indentificarmos fungdes em S! com fungdes periodicas de periodo 27 em

R, entdo a solugio do problema de Cauchy

% (% - -‘;%) e(t; 8,9) =0, e(0;8,4) = Z 5(8 —  + 2kx), (1.5.2)
kell

é Eke'u.(s(t + 8 — 1 + 2kn}. Pondo 8 = ¢ e integrando no intervalo [0, 27], obtemos

TrU(t) = ‘Lh e(t; 4, 8)de = 2w Z &(t + 2kw); {1.5.3)
kell

ou seja

Z et = o Z §(t + 2km); (1.5.4)

113/ kell

esta é a chamada formula clédssica de Poisson.

Nosso objetivo neste pardgrafo é a generalizacio de (1.5.4) para qualquer variedade

Riemanniana compacta X.

Seja ! um ponto isolade de £; nos propomos a estudar a singularidade de S em I. Para
isto, denotemos por ¢ € C§°(R) uma fungio cujo suporte esté contido em uma vizinhanca
pequena de ! que ndo intersecta o conjunto £1{}, e verifica 8(!) = 1. A singularidade de §

em [ ¢ caracterizada pelo comportamento assintético em 7 da expressio

BS(r) =< S(t), &)™ > . (1.5.5)

Como raciocinamos médulo ¢, necessitamos, devido a (1.3.26), estudar o comportamento

assintético da expresséo

() = L‘X O()F(t; z, x)e~ " dtdV. (1.5.6)
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Notemos inicialmente que se pode restringir ao caso 7 — +o0o visto que S sendo a

valores reais, 85 (-7)= 85 (7); ademais, desde que S ¢ par, & suficiente considerar ! € £7F.
Escrevemos a distribuigio 8F € I7V/4(R x X x X;C") (cf.[Ho3]) como uma soma finita

OF =Y Fa (15.7)
oA

(A é um conjunto finito pois 8F tem suporte compacto), onde os Fy sdo distribuigdes de
Fourier ou seja, sio definidas por integrais oscilatérias do tipo (1.3.18). Para isso, comega
—se por um recobrimento da relagio candnica C, em (1.3.15), por dominios C, de cartas T,

associadas a fungGes de fase da forma

Qﬂ(ta %, y) = ‘Pa(tawa ’7)_ LY, (1'5‘8)

onde < y,1 >= E?:l ¥ (z)n; e os (¥ (¥)) = Xaly) sfo as coordenadas do ponto y em uma
carta X4 de X. De maneira mais precisa, o aberto C, é difeomorfo 2 um aberto cbnico Z,
de|l—¢,1+¢[xX x T, (com ', um cone aberto de R*\0) por meio da aplicagdo T, definida
por

T,
(£,2,7) € Za — (1,0t T, Par; ¥, —Bay) ECa C C (1.5.9)

com y determinado por x.(y) = aq(t,,7) € onde ¢,, designa a derivada em = de p,. A
distribui¢do F,, é entfio definida pela integral oscilatéria

Fotyz,y) = j etaltmmig (1 2 n)dy (1.5.10)

a«

onde &5 = (2r)""dy € a4 designa um simbolo de grau 0 da forma (1.3.13), cujo suporte é um
subconjunto cdnico de base compacta contido em Z,. Tém-se uma tal representacio de F,
porque a relag&o candnica C pode ser também considerada como um gréfico local dependendo
do parémetro ¢ (cf. [Ho3]). '
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A soma (1.5.7) corresponde para I{t), a expressio

I(r)= Y L(n), (1.5.11)
aEA

L) = Lx Fo(t;z,x)e" T dt dV, {1.5.12)
x

ou ainda, devido a (1.5.10),

L(r) =] {ezplivalt, z.n) — i < z,n > —irt])aa(t, z,n)dtdVdy
Ze (1.5.13)
=" jz (eaplira(t, z,1)])aalt, z,m)dtdVern,

onde

Yall,z,7) = palt,z,n)— < 2,1 > —t = 4t z,7,7) — L. (1.5.14)

Para estudar o comportamento assintético de I,(7), procura-se inicialmente os pontos
criticos da fase 1, (omitiremos provisoriamente o indice «). Os pontos crfticos de ) em Z

sao dados por
(Pf(t!xvn) =1

‘§=(ta T, 77,3) = —Qy(t,.'l:, fhm) (1515)
®,(t,z,1,2) = 0.

Pela aplicagiio T', dada por (1.5.9), esses pontos criticos estio em bijegio com o conjunto dos

pontos de C, da forma

(t.1;7,652,6)  onde € =¢.(ts,n) (1.5.16}

e, levando em consideragio a definigio (1.3.15) de C, isto significa que existe uma bicarac-
teristica de O que passa pelos pontos (0,1; &) e (2, 1; ¢, £), 0 que mostra que ¢ é um perfodo

de bicaracteristica periédica; por outro lado, ¢t € suppf; por consequéncia deduzimos que
t=1. (1.5.17)
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A fase ¢ verifica a primeira equagio de (1.3.20) que, juntamente com (1.5.15), fornece

g(z, §) =1L (1.5.18)

Designamos por Wjt, o subconjunto de €' constituido pelos pontos (I,1;%,£;%,£) que
sd0 obtidos como imagem, pelas diversas cartas Ty, dos pontos criticos das diversas fases 1q. a
Este conjunto W; que vai desempenhar um papel fundamental, admite uma interpretagfio
geometrica simples: seja D* a diagonal do conjunto S*(X) x S*(X). Entao as equagbes

(1.5.15) e (1.5.18) significam exatamente que

Wi =({l,1}x D )nC. {1.5.19)

Ademais, W,‘" esta em bijegdo com o conjunto das bicaracteristicas periddicas de O que
admitem ! como periodo e que sdo percorridas no sentido de ¢ crescente {(aquelas que sfo
percorridas no sentido de ¢ decrescente correspondem a —1 em {I, —1}, intervem apenas no
comportamento quando ¥ — —oo e estdo em bijegio com o conjunto W™ definido de maneira
semelhante). Seja

Wi=WwWruwr. (1.5.20)

Mostramos assim que se { ndo é um periodo, as fases ¥, ndo possuem pontos criticos e
por conseguinte, I(7) é rapidamente decrescente, o que implica que § é €™ numa vizinhanga
de ; isto da uma nova prova da Relagio de Poisson (Teorema 1.3.1). Por outro lado, se
l € £, o conjunto W; é nfo vazio, por definigdo, e podemos determinar o desenvolvimento
assintdtico de I(r). Para isto, utilizaremos uma extensio do Teorema da fase estacionaria

(cf. [Col]):

Definigao 1.5.1. ([Mey]}Seje Z uma variedade ¢ ® : Z — R ume aplicagdo C°°. Suponhe

que o conjunle dos pontes criticos de ® € uma subvariedade coneza W C Z. Dizemos que
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W é uma variedade critica ndo-degenerada em relagéo & fase ¥, se pare todo z € W, ¢
Hessiano ®"(z) induz ume forma quadrdtica nio-degenerada 8" (2)| N sobre o espage normal

N, =T.Z/T,W.

Se z € W, designamos por ¢ a assinatura do Hessiano = sgn®" (z) = (nimero de quadrados
positivos) — (nimero de quadrados negativos) e que é também igual & assinatura da forma

induzida. Enunciamos agora a extenséo do teorema da fase estaciondria aludida acima.,

Teorema 1.5.1. Sejam Z uma veriedade Riemanniana de dimensio d,a € CP(2) ed e

C(Z) uma fase a valores reais. Suponha que os pontos eriticos de & situados no suporte de
a constituem uma subveriedade compacta coneza W de Z, de dimensio v. Suponha einda que
W ¢é uma variedade critica ndo-degenerada em relagio o @ e seja ¢ sua essinatura. Enido

tém-se o seguinte comporlamento assiniético

d=4

I0)= [ Oatsyinte) = () T dtoengs) (15.21)

onde p(7) admite, para 7 — 0o, um desenvolvimento assintdtico da forma
pr)m ) arE (1.5.22)
k>0

com

o = ﬁv a(z) |det®" (2)|w| ™2 dyro(z) (1.5.23)

e dwv designa e medida induzida em W.

A prova deste Teorema é consequéncia de um andlogo (para esta situagao } do conhecido
Lema de Morse (cf. [Mey]} e pode ser encontrada em [Ch2]. Vamos aplicar o Teorema 1.5.1
para obter o desenvolvimento assintético de J(7). Neste sentido, fagamos a seguinte hipétese

sobre W}
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O conjunto W) € uma unido finita de subvariedades conezas compacias

wi= Wy ., dimWii=v; (1.5.24)
jedq

Estas variedades criticas Wi ; sio ndo-degencradas em relagdo ds fases o 0Ty denotemos

POT Ojq @ assinatura correspondente.

Uma maneira equivalente de enunciar (1.5.24) ¢ a seguinte (cf. Lema 3.1 em [Ca—Me}):
seja € o grafico candnico local definido pelo fluxo Hamiltoniano explH 12 : T‘(X N0 —
T*(X)\0 e D% a diagonal em (T*(XN\0) x (T*(X)\0). Entfio (através de (1.5.19)) a hipotese
{1.5.24) pode ser reescrita:

Cre D% iém uma intersegio limpa . (1.5.25)

O significado de (1.5.25) é que a intersegéo, Wi, de C; e D%, é uma variedade, cujo
espago tangente {em todos os pontos) é exatamente igual & intersegfio dos espagos tangentes
de C; e D%. Uma outra interpretagio de (1.5.25) é que a variedade P:i’[, dos pontos fixos de
explHy 2 + §*(X) ~—— §*(X) ¢ limpa no sentido de [Bot]. E 8bvio que existe uma bijegio

natural entre os conjuntos W, W e Wi

Vamos separar em [(7) as contribuigdes das diversas componentes W; ; de W;. Para isto,
sem perda de generalidade, refinando, se necessdrio, o recobrimento (Cy ) de €, podemos supor
que os abertos O, sao conexos e nunca intersectam duas variedades criticas simultaneamente.
Seja (ro) uma partigdo da unidade subordinada a (C,); entdo o Lema A.2.1 do Apéndice A.2

permite escrever

F= Z F, (igualdade médulo C*), (1.5.26)

Finita

onde F, tem simbolo principal ra, a sendo o simbolo principal de F. Designemos por Io(7),

34



a integral (1.5.6) rela_tiva.mente a F,. Tém-se de imediato

HOEDIIAGE (1.5.27)

onde o sinal = significa aqui igualdade mddulo um termo rapidamente decrescente em 7, Para
J ﬁicado, seja I;«(7) os termos de I,{1), quando C, intersecta W} ;. Define—se a contribuigio

de Wp ; por
Iitr) =Y L7} (1.5.28)
obtém-—se

HOEDIR () (1.5.29)

JE,

Nos propomos agora, estudar o comportamento de um termo I;(7). Note inicialmente
que I 4(7) se exprime por uma integral do tipo (1.5.13), na qual a?, designa a imagem do
simbolo rqa pela carta Ty. A aplicagio do Teorema 1.5.1 a esta integral (nfio existe dificuldade

na generalizagio As integrais oscilatdrias) da a expresséo

ivt (27 (1-vj)/2 xor
Li(r)=e¢ v e €7 po(T) {1.5.30)

onde pj,o{(7) admite um desenvolvimento assintético

Pia(r)~ Y pE mF (1.5.31)

k>0

com o termo principal p‘}, « da forma (cf. (1.5.23))

Pha= j a1, n)ldet(2 )| *dV iy, (1.5.32)
ToHW W, inCe) -

Note que esta integral tem sentido pois, na verdade, ¢ uma integral sobre o compacto

T7H (W ; N (supp.rea)).

.35



Para reagrupar os diferentes termos €' T%.= p‘,’-'a que definem a parte principal de I;(r),

utilizameos a

Proposigdo 1.5.1. Fizedo j, os termos ndo nulos da forma

ettapd (1.5.33)
tém todos o mesmo argumento.
Comegamos demonstrando o
Lema 1.5.1. Eziste um inieiro ny tal que se tem em T (Wi ; N Cy),
daoll,z,n) = e F|ad(l, z, 7). (1.5.34)

Demonstragio do Lema 1.5.1. Recordamos que (cf. Apéndice A.2 e, para. maiores detal-
hes, [Tx]} o simbolo principal, a, de F é uma secgio de LOK, /2 sobre a variedade Lagrangeana
C. onde L e Q,/, sio respectivamente os fibrados de Maslov e das densidades de grau um
meio sobre C. Como A é auto-adjunte, a primeira igualdade de (1.3.14) implica que @ verifica
a equagio

EHlil a=0, {1.5.35)

onde £ B designa a derivada de Lie associada ao Hamiltoniano H[j levado, pela projegio
natural de T*(R x X) x T*(X) — T*(Rx X), para C. Ademais, as condigdes (1.3.14)
implicam que a restrigio al({0,1}x p+) éidénticaal. De (1.5.35) deduz—se entéio que a restrigio
al( {t1}xD")nC=wW;* ¢ uma secgiio constante. O valor desta restrigiio, na trivializagdo de L
definida pela carta Ty, ¢ entfio uma poténcia inteira de /=1 (pela definigio do fibrade de
Maslov L); seja e™="/2 este valor. Por conseguinte, a amplitude al(I,z,7) tem sempre o
mesmo argumento sobre o dominio de integragdo de (1.5.32), visto ser ela a imagem de rpa

na carta T,,.
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Comparamos agora os argumentos em duas carta que se intersectam /

Lema 1.5.2. Sejam a, 8 tais que supprq N supprg N Wy ; &£ ¢. Enlio tém-se

ifviatingd) _ (ifojating ' (1.5.36)

Demonstragao do Lema 1.5.2. Existe entdo XA € suppry N supprg N Wi ;. Seja V uma

vizinhaga cénica de A contida em CoNCgenaqualry e T nao se anulam. Escolhamos uma
fungdo C°°,r > 0, suportada em V, homogénea de grau zero, e igual a um em A. Podemos
escrever

L (rea) = L(rga) = a. (1.5.37)
Ta ra

Designemos por G, uma distribuigio de I™1/4(Rx X x X; C! ), admitindo ra para sifmbolo
principal. Se se calcula a expressio (1.5.6) relativa a G, nas duas cartas T, e T3, obtém-se

a igualdade

e"f"s.uf (—) oLz, m)ldet(h|n)| = 2dV,dy
To (Wi,inCa) \T (1.5.38)

= [ (Z) 80wt/ avye
(M.Jncﬂ)

onde (i) designa a imagem da fungio (i) na carta T,. Entdo (1.5.36) decorre
imediatamente da igualdade (1.5.38) e do Lema 1.5.1.

Demonstracdo da Proposigio 1.5.1. Inicialmente notemos que a igualdade (1.5.36) é
ainda vilida para todos os indices a, f§ tais que suppry M Wi # ¢ e supprg N W,; # ¢.

Com efeito, W; ; sendo conexo, pode—se relacionar dois tais indices através de indices inter-
medidrios que verificam as hipéteses do Lema 1.5.2. Nestas condigdes , a igualdade (1.5.36)
mostra que (cf. (1.5.32)), todos os termos e'i7iap? , nio nulos, tém um argumento inde-

pendente de a.
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Introduzimos entéo um inteiro o tal que o valor comum dos dois menbros de (1.5.36) se
escreve

ei%”-" . C .t ) : (1-5.39)

Diremos que o; & a assinatura da variedade critica Wi,; e que o inteiro 3(v; — ;) é 0

indice de W} ;.

Voltemos ao estudo do comportamento de I;(7). Combinando (1.5.28) e (1.5.30) e a

definigio de oj, obtemos *

—irt f 27 (=vi)/2 iX o
Li(r)=e™*" - e' 1% pi(7), (1.5.40)

onde p;(r) admite um desenvolvimento assintético da forma

pi(r) ~ Y phrr (1.5.41)

k>0

Observamos que p? > 0. Com efeito, tém-—se

=t Pt =S [ el avay, (15.4)

- (Wl.;

de onde segue pg > 0 visto que a restrigio de @ a W} ; é uma constante nio nula. Resumindo,
mostramos que se | é um ponto isolado de £ e se a hipdtese (1.5.24) é satisfeita, entdo o
comportamento assintdtico de a3 {1} é dado por

B(n=In=Y L - (1543)

JES

onde I; corresponde a uma componente conexa de dimenséo »; e assinatura g; da variedade
critica, e satisfaz (1.5.40). Para interpretar (1.5.40) lembremos a definigao (cf. [Tr] ¢ Apéndice
A.2) dos espagos de distribuigbes de Fourier. Obtemos entéo
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Teorema_1.5.2. Seja..l um pondo isolado de L. Se (1.5.24{} ¢ vilido enido, num intervalo

aberto contendo I, temos

$=3"S;, (1.5.44)
€S
onde Sy ; € I'i/2V4(R,IL),L = T} R\0. Para todo j, o sémbolo principal de S1,; ndo se anula

em nenhum ponto de L.,

Coroldrio 1.5.1. Sob ¢s mesmas hipdteses do Teorema 1.5.%, suponka gue a subvariedade

de W, tendo dimensdo mdzima € coneza. Entdo | pertence ao suporte singular de S.

De uma maneira completamente andloga, pode-se mostrar que a origem [ = 0 {que é
um ponto isolado em {0} U L) sempre pertence ao suporte singular de § (ver também os
resultados do Pardgrafo 1.6). Com efeito, sabemos que para || pequeno as fases @4(t, z,7)

verificam (1.3.20), de maneira que (1.5.17) e (1.5.18) se reduzem aqui a
g(zm)=1
t=0.

(1.5.45)

A variedade critica correspondente Wy ¢é entio dada por

Wo = Wef UWg = ({0,1} x D") U ({0, ~1} x D*).

E imediato que W, é uma variedade critica compacta ndo—degenerada de assinatura nula,
constituida de duas componentes conexas (20 menos se n > 2)W;" e Wy~ de dimenséio 2n — 1.

.
Por conseguinte, o desenvolvimento assintético de #5(7) é, neste caso,

85(r) = (2m)' " 1p(r) (1.5.46)
com ) : .
=Y pr ™t p= dv dn, (1.5.47)
k>0 9{z,m)=1
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pll = (1-n) Jozmy=1 SubV/=AdV dy = 0 (uma vez que subA = 0 e, portanto, também

suby/—A =0).

Por utilizagdo de uma particio da unidade conveniente, tém-—se finalmente a férmula de

Poisson para a variedade Riemanniana X.

Jeorema 1.5.3. Suponhe que o conjunto L dos perfodos é um subconjunto discreio de reta
e que para tode | € £, e hipdtese (1.5.24) & satisfeita. Entio iém-se a férmule de Poisson
segquinte

S = Z Sy (no sentido de D'([R)j ) (1.5.48)
lefojue

onde & soma 4 direita £ localmente finita. Para cada l, a distribuicdo S) tem suporte compacio

€ 3¢ gacreve

S = Z S1i, i - (1.5.49)

L JER
onde Sy ; € I"il2~V4(R Ly),Il; = TyB\O, e v;, € a dimensdo da variedade critica Wy ;.
Se as hipdteses do Coroldrio 1.5.1 sio satisfeitas para todo 1€ L, temos

supp.sing§ = {0} U L. {1.5.50)

Neste caso, o espectro do Laplaceano determina os comprimentos das geodésicas periédicas.

Observagdo 1.5.1. Eziste uma formula andloga a (1.5.48) no caso de X ser uma variedade
Riemanniane compacta com bordo (ver (1.9.96)-(1.9.98)) com uma “geomeiria ndo muito
complicada” (cf. [Gu-Me]) e se investiga as singularidades relacionadas com geodésicas ge-
neralizadas periddicas ordindrias v (ordindria significa que y ndo possue segmentos tangentes

¢ 80X ). Para tuis.y se pode definir o aplicagdo (linear) de Poincaré Py. O especiro de P,
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desempenha entdo um papel essencial nas aplicagdes ao estudo desses singularidades. Em

particuler € imporiente que v seje nio—degenerada, isto € wm nio seja velor préprio de P,.
§ 1.6 Férmula de Weyl

Comecemos com um exemplo simples do tipo de férmulas que pretendemos neste paragra-
fo. Seja D uma regifo compacta, convexa, com fronteira C, em R", tendo a origem como
ponto interior. Seja " € R™ o reticulado dos inteiros ¢ N *()\) a cardinalidade de AD N Z".

Entéo (no caso n = 2 é um teorema cléssico de Van der Corput)

NY(X) = Awol(D) + 0(A" 1), {vol(D) = volumeD). (1.6.1)

A prova de (1.6.1) é completamente elementar: podemos estimar o volume de D por
baixo (resp. por cima} pelo niimero de pontos do reticulado %11" contidos em (1 — %)D
(resp. em (1+ £)D). A discrepancia entre as duas estimativas é menor que (C'/A)vol(8D).

Suponha que D é definida pela igualdade

D={¢{,p(¢) <1}, (1.6.2)

onde p é uma fungdo O™, positiva, homogénea de grau um em R™\0. Seja x(¢) uma fungio
C* em R", zero numa vizinhanga da origem e um se [¢] 2 1, e seja Py o operador pseudodi-

ferencial (operador de convoluggo )

u—s (27) 7" f X(E)p(£)e™ <> a(g)de. (16.3)

Como Py comuta com translagfes , ele transforma fungées periédicas em fungdes periédi-
cas e, portanto, define um operador pseudodiferencial auto-adjunto, positivo, elitico de

primeira ordem, P : C°°('JI") — C°(T*) (T* € o n — toro), cujos velores préprios sio

{p(2nz); z€ W'} (1.6.4)
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Seja N(A) o nimero de valores préprios menores ou iguais a A. Entéo de (1.6.1), obtemos

NOY = (;‘T”)ﬂvoz(p) +o(n1y. (1.6.5)

Nosso propdsito é conseguir resuliados andlogos a {1.6.5), sobre o cresciment.‘o do N4(X)

(cf. (1.3.9)) quando XA —= +-c0.

Como ilustragiio (e também por conveniéncia), consideraremos o caso do problema de
Dirichlet para o Laplaceano A = — .| 8%/8z (cf. (1.3.36)) numaregifio compacta X CR"
com fronteira C*°,8X. K obvio que (cf. (1.2.22) e (1.2.25))

NA(D) = N(A?) = TrE(A?) = f (3?2, z)dV (1.6.6)
- Jx
(aqui, A =+/Ap).

Nap é dificil provar propriedades assintéticas de e(A?; z,y) diretamente. Habitualmente
toma-se alguma transformada de e{A?%; z, y) cujas propriedades assintdticas podem ser deter-
minadas por técnicas de EDP e entio usa—se teoremas Tauberianos para deduzir propriedades
assintdticas de e. Por exemplo, de propriedades assintéticas do nicleo (de Schwartz) do re-

solvente

S.E(A-2)"1= j.’ A—igfxe(.x;x,y)d,\ (1.6.7)

pode-se deduzir por um argumento Tauberiano (cf. [Ag]} a estimativa

e(Xz,2) SCAY?  VzeX  (n=dimX). (1.6.8)

Observe que integrando (1.6.8) obtém-se N() < CA*/2, Daremos uma prova elementar
de (1.6.8), sugerida por Hérmander.

Considere a transformada de Laplace da fungio espectral do operador Ap
. oo q
v(t; 2, y) = f e M —e(A;z,y)dA. (1.6.9)
o dx
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E claro que v(t;z,y) é o nicleo do operador (do calor), exp(—tAp), ou seja, se y €

interior X é fixado, v(t; z,y) € solugcdo de

d
(a + AD) v=0 | | |

vitz,y) =0 se xedX ' (1.6.10)

v(0;2,y) = 8(z — y).
Seja

1 n/2 .
‘Uo(t;x,y) = (Z‘;’E) e—-lz—y] f (1611)

a solugio fundamental da equagéo do calor em R". Considere a diferenga w(z,t) = vo(t; 2, ¥)—
»(t; z,y) na regifo

{(z,t),z € X,0 <t < )4 {1.6.12)

w(x,1) é zero se ¢ = 0 desde que v e vy tém a mesma condigéo inicial, e w(z,t} &€ ndo-negativa
em 8X uma vez que vy é nio-negativa em todos os pontos e v anula—se em dX. Pelo principio
do minimo para a equagfo do calor, w(z,t) > 0 na regido (1.6.12}). Fazendo x = y obtem-se
entao
1 njf2
v(tz,z) < (ﬂ-) para todo z € X. (1.6.13)
73
Apelamos agoera para o seguinte (trivial) teorema Tauberiano para a transformada de

Laplace

Teorema 1.6.1. Seje a()),0 € X < co, uma fungdo ndo-decrescenic continua por partes,
a(0) = 0. Se
oo d
/ e M aa(}\)d,\ < ctn/? para _todo t (1.6.14)
0

entio a()) < (eC)A*? para todo A
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Demonstracgido . Paratodo dp >0et >0,
A 2 et d o ad 12
—Aot = —Aot < M —a(X)d) < G,
e20tg(Ag) ﬁ e Ta(\)dA < A e Sa(A)dA < C
Fazendo ¢ = 1/, tém-se

e la(Xe) < CAM2.

Aplicando este teorema & desigualdade (1.6.13), obtemos (1.6.8) para todo A > 0, com
C = e(4x)~ ™2,

Seguindo Homander, [Hol), trabatharemos com transformada cosseno

d

i z.
d/\e(/\ 1z, y)dA (1.6.15)

E(t;z,y) = 5.K.cos t\/:g = 'L+°° cos At
que ¢ a solugdo fundamental do.problema (1.3.40). Uma razio para se escolher a transformada
cosseno é que existe um Teorema Tauberiano simples, relacionande o comportamento de
E(t; z,z) para t pequeno, ao comportamento de e(A;z,z) para A grande. Uma outra razdo é
que no caso de variedades sem fronteira (cf. [Hol]) é possivel escrever uma férmula explicita
para E(t;z,y) quando ¢ é pequeno. Infelizmente, como indicado anteriormente no Paragrafo
1.3, isto ndio € mais verdadeiro na presenga de uma fronteira o que causou grande dificuldade
na adaptagéio do método do Hormander a esta situagdo. Seeley, [See], contornou esta questio
com um argumento baseado na “velocidade finita de propagagio”: seja E%(t;z,y) a solugdo

fundamental do problema de Cauchy para a equagiio da onda em R®. Entfio

Teorema 1.6.2. Se y esid a uma disténcie maior do que ¢ do fronteira 9X, entao

E(t;z,y) = E°(; z,). {1.6.16)

Demonstragdo . Considere E%(#;z, y) como fungio de z com y fixo. Q impulso representado
por 8y = §(z — y) leva o tempo t = d(y,dX) para propagar até a fronteira; portanto, se  é
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menor do que d(y, 8X), entéo E°(tz,y) = 0 em 8X, ie. E°(t;x,y) satisfaz a condigio de

contorno o que implica {1.6.16).

E facil escrever uma expressdo para E°(t; z,y). Seja Ag o Laplaceano atuando no espago
do Schwartz S(R"). Temos se f € S@R") :

—Dof = €% f e cos tA\/— Aof = costlt|f. (1.6.17)

Como E°(t; 2,y) é o niicleo de Schwartz do operador cos ¢,/—Ag obtemos de (1.6.17)

E%t; 2,y) = (2r)™™ fei<’_"€>cas tiE|de. (1.6.18)

Em particular, pondo z = y obtemos

E't;2,2) = (21r)"“w,,f cos (st) s""ds (1.6.19)
0

onde wy, =ny, = vol(§*~"). Combinando isto com o teorema precedente tém-—se

E(t;z,x) = ] cos (st) diss“ds se  d(z,0X) >t (1.6.20)

(2 )"

Para converter (1.6.20) numa afirmagio sobre as propriedades assintéticas de e(A%; 7z, z)

faremos uso do seguinte teorema Tauberiano (cf. [Le]):

Teorema 1.6.3. Seja r, : [0,00) — R, & fungdo ra(2) = A" e m : [0,c0) — R ume fungdo

nao-decrescenite de crescimento polinomial com m(0) = 0. Suponha gue as transformadas

cossenos de —"‘ e d—";* sdo iguais no intervalo, [t] < < 8. Enldo
1 And
m{A) -\ <, (5" T) para A >0, (1.6.21)
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onde C, € uma constante universal dependente somenie de n.
Provaremos este tecrema no fim deste paragrafo.

Aplicando o Teorema 1.6.3 & expressio (1.6.20) obtemos:

e\ x,2) — T _y\n

1 An-l
Ty gc.,( + ) se  d(z,0X)> 6. (1.6.22)

PR

Podemos agora estimar N(A?) — mlyzvol(X)A" por

f

Escrevemos esta integral como soma de duas integrais: uma na regido d(z,0X) < Y ea

&A%z, z) — Tn_ynlg

) V. (1.6.23)

outra na regido d(z,0X) > % De (1.6.8), e()%;z,z) < CA" uniformemente em X; portanto
a primeira integral & da ordem de 0(A"~!). Por (1.6.22), a segunda integral é majorada por

constante vezes

a n=1
j (ﬁln + A 5 ) d§ , a  suficientemente grande. (1.6.24)
1A

E f4cil ver que (1.6.24) é da ordem de 0(A*~! LogA).

Derivamos pois a seguinte férmula clissica de Weyl-Courant:

NO) =1 2’::)n vol.(X) A™2 40 (,\"-?—‘Log N, e =vol(BY), (1.6.25)

onde B" denota a bola unitdria em R".

Pequenas mudangas no argumento acima permitem provar a-mesma férmula (1.6.25) no

caso de X ser nma variedade Riemannisna compacta com bordo (Neste caso, Tavol(X) =
iz &V ).
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Em relagdo ao erro em (1.6.25), Pham The Lai, [Pha], (generalizando um resultado de
Seeley, [See], para n = 3) mostrou que para o Laplaciano A em um domfnio limitado C°° do

R", tém-se

Teorema 1.6.4. Para A — o0

n—1

). (1.6.26)

N(X) = (2m) " yawol(X) A™? +0(A

Observagiio 1.6.1. A conjectura de Weyl diz que N()) admite um desenvolvimento assinté-
tico para A — --c0, com dois termos associados ao vol(X) e ao vol(@X). V. Ivrii, [Iv],

demonstron esta conjectura sob a hipdtese que o conjunto

Tx={(z,€)€dX x 8" 1 tais que existe uma geodésica generalizada

(1.6.27)
ordindria periédica passando por z na diregio £} é de medida nula em 8X x $™L,

Em outras palavras, sob a hiptese (1.6.27) (e lembrando que yn = vol(5™~1)/n), tém-se

= M nf2 _ (47")_(2;—1) n=1 2ot .
N = (g +1) vol(X)A ar(a1 4 1)”°l(aX))\T +o(A7T ), A +oo, (1.6.28)

Observacio 1.6.2, Helffer ¢ Pham The Lai, [He-Ph], mostraram que existe um operador

de Laplace-Beltrami em um circulo de R para o qual a férmula ( 1.6.28) néo é satisfeita.

Observacfio 1.6.3. Petkov-Stojanov, [Pe-St2], provaram que a propriedade (1.6.27) é
“genericamente” verdadeira (“genericamente” significa aqui movendo-se genericamente a
fronteira; a metrica em R” permanecendo fixa. A definigio precisa ser4 dada no Capitulo 3).

Como consequéncia a férmula (1.6.28) é “genericamente” correta.

Observacio 1.6.4. O erro em (1.6.26) é o melhor possivel, mesmo quando 8X = ¢. Neste

caso, ele pode ser melhorado se se impde restrigdes geométricas sobre X (cf. [Be]) ou se
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a propriedade (1.6.27) for valida, isto é: para todo t > 0 o conjunto dos pontos fixos de
exptH, : 5*(X) — 5*(X) possue medida nula. Com esta iltima condigdo, o erro 0(X*F)
pode ser substituido por o(A*T) (cf. [Du-Gu)).

Exemplo 1.6.1. Sejam (r, ) as coordenadas esféricas em R™!, —Ay o operador de Laplace—

Beltrami na esfera §". O Laplaceano em R**! ¢ dado por

a\* n8 1
A= - — 4+ = A 1.6.29

(Br) t 7 6r+r2 Ao ( )

Seja u uma distribuigio em R*!, harménica em R\ {0}, positiva-homogénea de grau

m : u(r,§) = r™ f(6). Temos

Au=1™"2(Agf 4 m(m+n—1)}f), (1.6.30)

e portanto, A = m(m + n — 1) é um valor préprio de Ay, e

—Aof = Af. (1.6.31)

Reciprocamente, suponha que isto acontece; entdo u(r,8) = r™ f(8) deve ser harménica
ne complemento da origem. Se m > 0, entfo u é uma fungio contima em R™*! e, portanto,
€ harménica em todos os pontos. Porém isto é possivel somente se m é um inteiro positivo, e
entdo u é um polinémio harménico. Se m < 1 qualquer polindmio ¢ harménico. Quando m >
2 considere A como um operador linear do espago P de polindmios harménicos homogéneos
de grau m em n + 1 varidveis (com coeficientes complexos), em B 2, Identifique P™ ao seu

dual via a dualidade
1
- = o) gle)
< fyg >= E a!f > gled, (1.6.32)

la|l=m

Ent8o o transposto de —A é a multiplicagdo por r2, que & injetiva. Segue que A : ™ —s

P2 ¢ sobrejetivo e, portanto, a dimensio do seu niicleo & igual & codimensio de P"~2 em
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B*, e, a

_(m+n} (m+n-—2)

Nm
m!n! {(m—2)n! "’

(1.6.33)

que ¢ a dimenséo do espago préprio V) correspondente ao valor préprio A. Consequentemente,

NA+0) =) Np= (mm:n’!')! (f(nm+_n1;! il)'

+n41~2m*/nl (1.6.34)

j=0

para m grande. Porém quando m é grande, m ~ A2, Isto estd de acordo com (1.6.26) se
usarmos o fato que

(27) "wol( Sy wol(Snny)/n = 2/n! . (1.6.35)

Demonstragio do Teorema 1.6.3: Comecamos estendendo a fungho m a toda reta pondo
m¥(s) = m(|s|)sgns. Analogamente, r&(s) = r,(|s])sgns. Entio a transformada cosseno de
2 m(s) e £ra(s) so metade da transformada de Fourier de £mb e L1k respectivamente;
portanto no teorema podemos substituir transformada cosseno por transformada de Fourier
emer, por mferk, E f4cil ver também que, por uma mudanga de escala, podemos tomar

§ = 1. Estamos pois reduzidos a provar

Teorema 1.6.5. Seja ro(s) = |s|"sgns e seja m(s) ume funpdo ndo-decrescenie na reta
tendo crescimento polindmial, e m(0) = 0. Suponha gque as transformadas de Fourier de 42

€ d%r,, ado iguais no intervalo, {t| < 1. Entdo, para s > 0,

|m(s) — s £ Cu(1 +s"71) (1.6.36)

onde Oy € uma constente universal dependente somente de n.

Demonstragao : Escolhamos p € S(R) com as seguintes propriedades:
i) pls)=p(-s), p20 e p>0 em [-1,1]

(1.6.37)
i) H0)=1, p<l e p=0 para [t|>1
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E facil construir tal funcio : seja ¢ uma fungiio C*(R) positiva, par e com suporte em

fa
-1, %] Seja py definida por

Bo = %¢ +¢ onde c=(¢+)0) (1.6.38)

Entéo po 2 0, p0(s) = po(—3), po(0) = 1 e pp(t) = 0 para [¢| = 1.

Ademais,  po(t) < [lpolds = [ pods = 1.

Como pg(0) = 5= [ Ao(t)dt > 0, po(s) > 0 num intervalo pequeﬁo s]<a< 1.
Tomamos entio p(s) = apy(as).

No que segue, C, denotara sempre alguma constante universal dependente apenas de n,

que pode mudar a cada linha.

Lema 1.6.1. |(p % rn — ra)(s)] £ Cu(l +|s[*71).

Provas psra(s) = [12 (s — o’ = ol [ pald 4 - = " 4 B9
onde h(s) ¢ estimdvel por poténcias inferiores de |s|.

Lema 1.6.2. |p+ 42 — nls|" 7! | < Cu{1+ 5| 7%).

Prova: Como j tem suporte no intervalo |¢] < 1, -dﬂ = ﬁ‘i;_, ; portanto p * ‘fi =p* ﬁ“.

Pelo Lema 1.6.1, |p* &2 — & | < C(1 + |s|™"2),

e isto implica a estimativa acima.

Lema 1.6.3. [m(s + 1) — m(s)| € Cp(1 + |s|*71).
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Prova: Por (1.6.35), p > 0 e p(s) > C > 0 se |s| < 1. Como m(s) é monotona

Hldgm , ., 1 pH dm 1 dm
- = = <— —)ondd' € Zpx — 6.
lm(s + 1) — m(s)| [ o (s)ds' < Cl oo —)Trds' < Zpx =, (16.39)

e, do Lema 1.6.2, segue o Lema 1.6.3

Lema_1.6.4. Para todo o

Im(s + 0) —m(s)| < Ca(l +lol*)(1 + Is]" 7). - (1.6.40)

Prova: E bastante provar isto quando ¢ é um inteiro positivo. Podemos escrever

m(s + o) —ms) =m(s + 1) —m(s) + m(s +2) —m(s + 1) + - -~ (o termos)
<Calal(1 +(Is| + o)),

de onde segue a estimativa requerida.

Provamos agora o Teorema 1.6.5. Pelo Lema 1.6.4

o+ m(s) — m(s)| < [ p(—o)|m(s + o) — m(s))do < Cal + [s["™1), (1.6.41)

uma vez que p & rapidamente decrescente. Integrando a estimativa no Lema 1.6.2, obtemos

I(p * m)(s) — Jol"] < Call +1s"™) .- (1.6.42)

Combinando (1.6.41) € (1.6.42) temos o Teorema 1.6.5.
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§ 1.7 Comentdrios e Referéncias Bibliograficas

Os principais teoremas do Capitulo 1 (Teoremas 1.3.1, 1.4.1, 1.4.2, 1.5.2, 1.5.3 e 1.6.4)
se generalizam para o caso de um operador pseudodiferencial elitico, essencialmente auto—
adjunto de ordem m, numa variedade compacta (conexa) X, que define um operador auto-
adjunto positivo P sobre o espago L? das densidades de grau 1/2. Para isto se utiliza o

operador das ondas

% jo? — pAm | (1.7.1)

se inspirando num procedimento de redugéo introduzido por Hérmander em {Hol]. Na defini-
céo da distribuigdo § (cf. (1.3.10) se substitue x,lcl 2 por xi,/ ",

Os mesmos teoremas permanecem vélidos para a classe de operadores denominados
(cf. [Helf] e {Ca~Me]) globalmente eliticos (ver também (1.1.9) e as consideragdes feitas no
Pardgrafo 1.1) cujo modelo tipico é o oscilador harménico em R, —8% + z2. Porém a analogia
é somente formal uma vez que, por exemplo, para o oscilador harménico a geometria depende
de “termo de grau zero” (ou seja o simbolo principal do oscilador harménico nesta teoria &
£2 4+ 7% e sua “ordem” é um), enquanto no caso de variedade compacta, somente o simbolo

principal do operador intervém.

Teoremas anilogos foram obtidos por Boutet de Monvel e Guillemin, [Bo-Gu] na teoria

espectral de operadores de Toeplitz.

Na “Aproximagéo Semi-Cldssica” (cf. [Ro]) se considera operadores p¥(z,h D) (cf.
(1.1.9)) e se estuda o comportamento do espectro quando a “constante de Planck” A tende
a zero. Desta forma, grandezas ligadas a p*(z,k D) sio relacionadas com grandezas da
mecénica cldssica (Principio de Correspondéncia), i.e. grandezas definidas a partir do campo

Hamiltoniano
Hy(2,€) = 8¢p(x, €). — 8.p(z, £)0s. (1.7.2)
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§ 1.3 O Teorema 1.3.1 é devido a Chazarain, {Ch2], ¢ Duistermaat-Guillemin, [Du-Gu]. Sua
extensao a variedades com bordo foi feita por Andersson—Melrose, [An-Me] (no caso de bordo

geodésicamente convexo ou céncavo) e Melrose-Sjdstrand, [Me—Sj).

§ 1.4 O Teorema 1.4.1 foi provado por Duistermaat-Guillemin, [Du-Gu]. No entanto a
demonstrago apresentada no Pardgrafo 1.4 segue as idéias de Helton, [Helt], e pode ser

encontrada em [Gu2).

Foérmulas para o polinémic P,y em (1.4.33) foram dadas por Boutet de Monvel e

Guillemin, [Bo-Gu.

§ 1.5 A {érmula de Poisson foi obtida por Chazarain, [Ch2], e Duistermaat-Guillemin, [Du-
Gu]. Seguimos a demonstragio de [Ch2).

§ 1.6 O melhor resultado (i.e. com o melhor erro possivel 0(/\"7_")) no caso de variedades
sem bordo, é de Hérmander, [Hol]. Uma extensiio e comentérios histéricos sobre a férmula
de Weyl, (1.6.28), podem ser encontrados em Hérmander, {Ho3], Secgio 29.3. O Teorema
1.6.5 é uma versio simplificada (cf. [Gu4]) do teorema Tauberiano usado por Hérmander,

[Ho1).
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Capitulo 2

Propriedades Espectrais do Laplaceano

no Exterior de um Obstdculo

§ 2.1 Propagagdo de Ondas Aciisticas no Exterior de um Obstaculo

Nosso interesse, neste capitulo, é o estudo de propriedades espectrais do Laplaceano
no exterior de um obstéculo. As diferencas entre os problemas exterior e interior sio téo
grandes que elas tendem a esconder os pontos de similaridade. O propdsito & entdo, colocar
ern evidéncia certas analogias entre estes dois problemas. Como vimos no Capitulo 1, se O é

um dominio compacto de R*, com fronteira C°°, 80, as solugdes do problema de Dirichlet

U — Au=0 em Rx O
: (2.1.1)
u =0 em Rx 30

podem ser representadas, utilizando-se a decomposigao espectral de A em O, como super-
posigio de movimentos harménicos com frequéncias px = pi{0) > 0:
+oo

we, )= (akew + b ') we(z) , (2.1.2)

k=1

onde u? sao os valores proprios de —A arranjados numa sequéncia crescente tendendo a oo,

e w; € L*(O) siio as correspondentes fungdes préprias:

Awg+pdwp =0 em O, wi(z)=0 em 30 (2.1.3)

Consideremos: agora. o comportamento das solugdes da equagio da onda no exterior
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L =R"\O, de O, submetidas 4s mesmas condigdes de fronteira, i.e., o problema:

Uy — Au =0 em RxQ
(2.1.4)
u =0 em R.x 88 (80 = 80)

Neste curso utilizamos sempre condigbes de fronteira de Dirichlet porém todos os resultados
podem ser estendidos a eondigBes de fronteira de Neumann. Suporemos {sempre) também
que nenhuma bicaracteristica generalizada associada a (2.1.4) é tangente em um ponto de 952

com ordem infinita (cf. [Me-Sj)).

Pode-se entfo mostrar quer diretamente quer como uma consequéncia da teoria de es-
palhamento para o problema (2.1.4)(cf. [La~Phl]), que a extensfio auto—adjunta Ap de

{2.1.4) nfio tem fungdes proprias em L%(§2) e que, na verdade, seu espectro é continuo (de

multiplicidade infinita), estendendo-se de 0 a +oo. Como antes, as solugdes de (2.1.4) podem
Ser eXpressas como superposigio de movimentos harmdnicos envolvendo todas as frequéncias.
Resulta que tal representacfio nfo da nenhuma informagfo sobre o comportamento de u(z, )
para t ~ 400,z fixo. Para se ter uma idéia do tipo de representagdo assintética que inte-
ressa, recordemos inicialmente que a solugio da equagho da onda em R* (O = ¢),n impar,
obedece ao principio de Huyghens: se os dados iniciais u|gmg,u:|i=0, tém suporie compacto,
digamos contidos em {z;|z| < R}, a solucdo serd identica a zere no cone {z;|zj <t — R}.
Isto entretanto, ndo é mais verdadeiro na presenga de um obsticulo. N&o obstante, se o
obstaculo satisfaz certas condigBes peométricas, i.e., O é ndo—confinante (cf. Definicho 2.2.1)
e a dimensao do espago n > 3, é impar, entdo todas (tais) solugdes decaem exponencialn}ente
quando ¢ tende a infinito e z permanece fixo. De fato, pa.ré. t grande, elas se comportam

assintoticamente na forma:

u{z,t) ~ Zc,-e")""vj(m) , (2.1.5)

=0

onde os niimeros ¢; dependem dos dados iniciais; entretanto os nlimeros A; e as fungdes v;

séo determinados somente pelo obstdculo O e sdo, num sentido generalizado, valores préprios
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e fungBes proprias do operador Ap no dominio exterior . Cada A; possue uma parte

imaginaria positiva e escolhemos indices de maneira que

0< Im)q S ImAg S e — J00 . (2.1-6)

Em outras palavras, o papel desempenhado pelos valores préprios y;, no problema interior
(2.1.1), passa a ser feito aqui pelos pdlos A; da matriz de espalhamento ‘ﬁ‘(z), associada ao
problema (2.1.4). Por exemplo se

M C {z, x| <}, (2.1.7)

a relachio de Poisson é entdio a afirmagdo que 3, e** & uma distribuigio em (2r,c0) cujo
suporte singular esta contido no conjunto dos comprimentos dos ralos (geodésicas) periddicos

em §).

No caso particular onde £ é o complemento de duas partes compactas, estritamente
convexas e disjuntas, é possivel completar a relagio de Poisson com uma férmula de Poisson
que pode ser utilizada para obter resultados precisos sobre a localizagio dos pélos da matriz
#(z). Assim se demonstra (cf. [Ba-Gu-Ra]) que para todo € > 0, existe sempre uma
infinidade de pélos de é(z) na regifo {Im z < elog|z|}. Este & o exemplo mais simples
de obsticulo confinante e o resultado apresentado acima completa aquele de Lax—Phillips,
{La-Ph3}; eles estabeleceram que para obstdculos ndo—confinantes, existe um nimero g > 0

tal que
Im A; 2 eglog|lA;|] paratode  J;. (2.1.8)

Mais importante ainda, o resultado de [Ba-Gu-Ra), foi completado por Ikawa, [Ik2],
que mostrou a existéncia de um o« > 0 tal que a matriz é’(z) nfo possue pdlos na regido

{ImX £ a}. Isto liquidon com uma conjectura de Lax—Phillips, [La~Ph1], que previa, pars
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obstdculos confinantes, a existéncia de uma sequéncia de pdlos convergindo para o eixo real.

Uma modificagio desta conjectura, devida a Ikawa, [Ik7], serd comentada adiante,

Veremos ainda que a fage de espalbamento (cf. (2.2.13)} desempenha {muitas vezes) no

problema exterior, papel semelhante ao da fungio contagem N (1) no problema interior,

Nossa abordagem serd a da teoria de espalhamento (scattering theory) no sentido que
estudaremos as propriedades espectrais do Laplaceano em § relativamente ao Laplaceanc
em todo R". As ferramentas técnicas sio fornecidas pela analise microlocal, principalmente
resultados sobre propagagdo de singularidades de soluges e construgiio de parametrizes do
problema misto para a equagdo da onda em Q. Entretanto, para serem aplicados, necessitamos
combind-los com férmulas explicitas da teoria de espalhamento. Portanto o plano deste
capitulo serd, em primeiro lugar, recordar os resultados (necessérios) da teoria de espa-
lhamento; em seguida, apresentaremos os resultados “espectrais assintéticos” ¢, finalmente,
mostraremos como se pode utilizé-los para precisar a posigio dos pélos da matriz de espa-

lhamento,
§ 2.2 Teoria de Espalhamento (um Resumo)

Os detalhes do material apresentado neste pardgrafo podem ser encontrados no livro de
Lax-Phillips, [La~Ph1]. Faremos aqui um resumo para poder justificar principalmente (2.1.5)

e (2.1.6) bem como definir as nogées introduzidas no pardgrafo anterior.

Considere o problema (2.1.4). Em teoria de espalhamento comega—se estudando a in-
teragiio do feixe de ondas planas exp(io(ti— < 8-z >),|6] = 1,0 > 0, com 5. Este feixe sa-
tisfaz a equagio diferencial porém nio satisfaz as condiges de fronteira. Como consequéncia,

procura-ge solugbes de (2.1.4) da forma

u(t, z) = U= <=82) ¢ vty (1), (2.2.1)
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onde

Aw, + 2w, =0 em Q (2.2.2)

iv<a8> Loy =0  em  OR. (2.2.3)

Para se obter solugio timica de (2.2.2)-(2.2.3) se requer que w, seja o limite da {tinica)
solugiio em L? do mesmo problema quando Img < 0 - esta é uma forma da “condigio
de radiagio”. Com este requisito adicional, w, existe e  tinica (cf. [Sh-Th] ou [He-Ra)).

Ademais,

w,(z) = T;; ~a(#,8,0)+0 (I B ) quande  jz| — oo, (2.2.4)

onde & = 1’? é o angulo de espalhamento. Observe que o feixe de ondas refletidas ezxp(iot)w, é
esférico para [z| grande, ¢ se propaga para fora como intuitivamente correto. Observe também
que, dado (2.2.2) e a(¢',8,0), w, é unicamente determinado; portanto é natural se estudar
a(¢',8,0) ao invés de w,. O coeficiente a(8,#',5) é chamado de amplitude de espalhamento
(também de coeficiente de transmissio ) e satisfaz certas identidades entre as quais a “lei de
reciprocidade™:

a(—¢'.6,0) = a(—6,8,0) (2.2.5)

A prova de (2.2.5) utiliza um argumento tipico de muitos céleulos em teoria de espa-

Ihamento qual seja, uma combinagio da férmula de Green e do método da fase estacioniria.

Ow, dw,
0= [:;:;z (w,(:r:,s, 0) G2 (a0, 0) = ws(@,,0) 5 ) gs

; Jw
— _p—io<z, > L
= [3 n( ¢ - )ds

— _a_ —to<z, 0> —is(:,ﬁ}%
= [99 (w.(x,w,d)av(e J—e 3 (z,w,0) ] dS

Assim temos:

—Eo T aw’
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- _a__ —ie<z,w> i<z, w> dw,

[ (a0 (o) - oo a0 ) ds
66—""("9) _io<Cz, > aT-Ua

A O G 45

_[ r (w,(x,ﬂ, o')%e“—"c"“o _ e—itr(::,w> aa“:" (w, 3, a')) ds

Os termos principais das integrais, na tiltima, equagio acima, podem ser calculados pelo

método da fase estacionéria (cf. [La-Ph2]). Quando R — oo obtém-se entdo:

0 = b(o)a(—8,w,0) — b{o)a(—w,0,0)  onde Ko)#0 (2.2.6)

afungiop, = e~io<E:8> Ly (2,8, 0) é conhecida como onda plana distorcida de saida. Note
que p_(z,0,0) = ¢, (z,—6,0) também satisfaz (2.2.2)-(2.2.3). Entretanto, ¢_ — gTiv <. 8>
& o limite de solugSes em L? para Imo > 0. No quadro descrito acima, et _(z,8,0) é uma
onda plana mais uma onda refletida assintéiicamente esférica, que se propaga para dentro.

Dai chamar p_ de onda plana distorcida de entrada.

A matriz de egpalhamento, -f(a), pode ser definida como o operador de L3(S™") em
L*(8"1) que transforma & +(2,0) em @_(z,-,0). Para ver que existe tal operador e

determing-lo explicitamente, ¢ suficiente encontrar um nicleo C* em §n1 x §771 tal que

0=g_(z,0,0) — ¢,(z,8,0) - [g K(,0,0), (3w, 0)d. (2.2.7)

Fazendo |z| — oo, calculando fgn_i K (8,w,0)e"” <> dw pelo método da fase estaciondria,
e substitwindo a forma assintética (2.2.4) nos @'s, vé-se que K (8,w,0) é necessariamente
e(o)i(-w,8,0), que é igual {pela lei de reciprocidade) a e{o)a(—b,w,0), onde elo) =
(- ;{)L;_l Ademais, com esta escolha de K a fungfo no membro direito de (2.2.7) satisfaz

AutePu=%, w=0 em OR (2.28)
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%:; —tou=10 (|z|_n_1=i) , u=0 (lz]_#) . (2.2.9}

Portanto, pelo teorema de unicidade de Rellich (cf. [La-Phl]), z =0 e (2.2.7) & vilido

identicamente para z € ). Assim

o) =I+K(c), I=identidade, (2.2.10)

onde K (o) é o operador integral com niicleo K(8,w,o).

Finalmente, se se retorna a (2.2.7) e se calcula o termo principal do desenvolvimento
assintético quando |¢] — oo do membro direito, tém-se

0=-d(¢',8,0)— g%a(ﬂ,ﬂ',a') - [gn_l e(e)e(8,w, 0)a(f ,w, o)dw | (2.2.11)

que mostra que 3(0) é unitdrio,

E imediato que, fixados (0,w) € 5™ x S" L, K(0,w,") € S'(R). Se S(t,6,w) =
FHiK(@w o) éa transformada de Fourier inversa de K(8,w,0), S(t — #,8,w) é chamado
o nicleo de espalhamento; ele é o nicleo de Schwartz do operador § — Id onde 5 é o
operador de espalhamento, associado ao problema de Dirichlet para a equacao da onda em
Rx 2. O operador S é um operador unitario de L* (R x §°~1) em L2(Rx S"~1).

Como & ficil provar que w,(z,w,0) pode ser estendida a uma fungfo holomorfa em
Imo < 0 e como vale a seguinte férmula (cuja obtengio esta implicita na demonstracéio da

lei de reciprocidade):

—io<z,w g ie<z ir<ze a £
ﬁ ] (e DS~ G B e -‘>3‘:’7(z,w,a)) dS =¥o)a(b,w,0),  (22.12)
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segue que a{f,w, o) e portanto, também cg'(a), podem ser estendidas holomorficamente em
Imo < 0.

De (2.2.10) onde K(c) possue niicleo C* e &, por conseguinte, um operador nuclear
(ou seja tem trago), segue que det $‘(0') existe e € holomorfa em Ime < 0. Assim definindo
8(o) = (ﬁu(&))" (principio de reflexéio de Schwarz) temos uma continuagio meromorfa de
é‘(a) a € —{o < 0}. No caso em que n é impar (2 C R") esta continuagio analitica estendese

através o eixo real negativo e 3(0‘) ¢ meroforma em €. A fungso
5(0) = —log det 4(0) (2.2.13)
2mi
é real desde que jdet .St(cr)l =1, e é conhecida como a fase de espalhamento.

Seja He() o espago de Hilbert de todos os dados iniciais com energia finita. O espago
Hg () é definido como o fecho de C§°(Q) x C8°(2) na norma

A, 3% = [} (VAL +15P)de . (2.2.14)

Seja r, escolhido como em (2.1.7). Chamamoes uma solugiio de saida se ela ¢ zero para

|z| <t+r, t >0, e deentrada se ela é zero para |z < r—t, + <0, O conjunto dos dados
iniciais de todas as solugdes de saida (de entrada) é denotado por DL (DT). A aplicaco U(%)

que associa dados iniciais em C§°(2) x C§°() & solugio do problema (2.1.4)

U(2) : {u(0),u:(0)} — {u(t),u:(t)} , (2.2.15)

¢ uma isometria na norma (2.2.14) e pode ser estendida como um grupo a um parémetro de
operadores unitdrios em He(Q) (principio de conservacio da energia). O grupo correspon-

dente em He(R") é denotado por Us(t). Os grupos U(t) e Up(t) séio gerados respectivamente

G = (g g) d Go = (fo g) (2.2.16)
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onde A = Ap é a extensio auto-adjunta do Laplaceano no dominio exterior {2, submetido
a condigbes de Dirichlet sobre 88, ¢ Ag ¢ a extensao auto-adjunta do Laplaceano em R". E

conveniente estender U(t) a Hp(R") definindo—o igual a zero em H e(RM)EHE(Q).
Em seguida consideramos os operadores

Z(1) = PLU@PT, t>0, (2.2.17)

onde P{{PL}) é a projecio ortogonal sobre o complemento ortogonal de D}, (D). O efeito da
projegiio PT é remover sinais que podem estar chegando de longe e o efeito de P ¢é remover &
parte do sinal que ja foi convertida numa onda de saida« o mais interage com o obstéculo.
Como os dados em D’} e DT séo zero no interior da bola {z,]z| < r}, vemos que, para dados

f = (f1, f2) com suporte nesta bola,

1Z()f)(=) = V() f)(2) (2.2.18)

para todo || < r; assim para tais dados, os dois lados so iguais préximo ao obstéculo.

Se n & impar, os subespagos D, e DT sio ortogenais; isto e o fato que, para t > 0,U(t)
transforma D7}, em si préprio, implicam que os operadores {Z (t)} anulam D7 e D e formam

um semi-grupo de operadores no subespago

K™= Hg(R)0(D, & D). (2.2.19)

£ um fato conhecido na teoria de semi—grupos de operadores (cf. {La~Phl], Teorema 5.4
do Capitulo IIf) que se Z(t) é um operador compacto para algum ¢ > 0, entio para todo f

em KT se pode expressar Z(t)f assintéticamente como

ZWf ~ Y cietitui(z), (2.2.20)
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onde os {v;} sio os valores proprios e os {v;} as fungbes préprias correspondentes do
gerador infinitesimal, B, de Z(t). Como o8 operadores Z(2)} séo contragbes, Re v; < 0.
Isto implica, em particular, que se para algum £, Z(t) é compacto, entdo {Z(t)} decae expo-

nencialmente .

O parametro r (satisfazendo (2.1.7)) é arbitrdrio; felizmente, entretanto, os valores pré-
prios {v;} nio dependem de r, e 0 mesmo é verdade para as fungdes préprias quando |z| < r.
De fato, v;(z) para virios valores de r —+ +o00, convergem para uma fungio prépria de A
com valor préprio VJ? (ef. (2.2.2) com & = —iv;). Estas fungbes préprias satisfazem (2.2.4)
(com o = —iv;) e, portanto, nio pertencem ao espago de Hilbert He(12).

O resultado central da teoria de Lax—Phillips, [La-Ph1)}, é:

v; € um valor prdprio de B se e somente se v; =i}, onde A; € um polo de .ﬁ(z)

(com o mesma multiplicidade).
(2.2.21)

Isto, combinado com (2.2.18) e (2.2.20), demonstra (2.1.5) e (2.1.6).

Para relacicnar a eventual compacidade de Z(t) com as propriedades geométricas de O,
introduzimos o seguinte conceito: comegando em algum ponto x na esfera |z| = r, considere
um raio (geodésica) numa diregdio interior w; se este raio encontra o obstdculo, reflita-o de
acordo com a lei clissica de reflexiio, ( i) raio incidente, raio refletido e normal ac obstdculo
no ponto de reflexio determinam um mesmo plano; ii} Angulo de incidéncia igual a dngulo
de reflexdo). Continuando este processo o raio (refletido} retornard eventualmente & esfera
|#| = r. Seja I(z,w) o seu comprimento total (possivelmente infinito) e seja {0} o supremo

de z,w) quando |z| = r e jw| = 1. Clare que i{O) pode ser infinito.

DefinigcZo 2.2.1. Chamamos O confinante 3¢ [{O) = co. Case conirdrio O € dilo ndo-

confinante.
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Em outras palavras, ) é nfio—confinante se para todo r > 0 com O C B, = {z;|z| < r},
existe um ndmero T'(r) > 0 tal que nenhuma geodésica generalizada de comprimento maior ou
igual a T(r) estd contida em QN B,.. Lax—Phillips (cf. pag. 155 em [La~Ph1}) conjecturaram
que se {(O) < oo, entdo Z(t) é um operador compacto para todo ¢ > (@) + 12r e que, por
outro lado, se () = oo, entéo [}Z(t)]|g = 1 para todo £. Ralston, [Ral], mostrou num caso
especial importante de cbstdculo confinante, que Z(¢) niio é jamais compacto qualquer que
seja {. Na diregio oposta, Ludwig ¢ Morawetz, [Lu-Mo], e Phillips, [Phi], mostraram que se

O ¢ convexo entéio Z(t) é eventualmente compacto.
§ 2.3 Férmulas de Traco

Por analogia com o problema interior (ef. Pardgrafo 1.3) deveriamos considerar o opera-
dor fp p(t)cost/~Adt, onde p € CP(R) e A = Ap é a extensiio auto-adjunta do Laplaceano
no dominio exterior £, submetido & condigfio de Dirichlet sobre 8. Acontece que este ope-
rador nio é nuclear {ou seja nfio possue trago). No entanto, se estendermos operadores em

L*(92) como zero em LA (R® — Q), temos;

Teorema 2.3.1. O operador [ p(f)(cost/—A — costy/—Ag)dt ¢ nuclear em L*(R") e

#Tr ( Lp(t)(costm - cast\/—_Ao)dt) = % /: -:0 :—f-(a)s(a)dor (2.3.1)

onde s(~0) = —3(c), 3(o) sendo a fose de espalhamento (cf. (2.2.13)), e p(a) = Jreto(t)dt

¢ a transformada de Fourier.

Demonstragéo : Este teorema é uma consequéncia da teoria de Krein, [Krl], [Kr2], [Bi-
Kr], sobre o “spectral shift”. Daremos aqui uma prova intuitiva devido a Buslaev, [Bul].
As funges ¢4 (+,w; o) (cf. Pardgrafo 2.2) formam um conjunto completo de fungdes préprias
generalizadas do Laplaceano em § (¢f. [Sh-Th]). Portanto, se ¥(¢) € S(R), o operador $(A),
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no c¢aleulo funcional de A, tem micleo

Crym [ b [ (e ob(—ot ) w o)™ o (2.3.2)

Assim, assumindo que 1(A) — ¥{Ag) é nuclear e calculando seu trago como a integral de
seu niicleo restrito & diagonal, temos
Tr{p(A) — (Ao)) = limp_so(2n)™" dw

st (2.3.3)

A‘P i,[)(—':rz)r;“_lda'.[”Ig‘z(|cp.|.(:1:,(.@,a)]2 —1)dz ,

onde ¢, = 0 no complemento de {2. Diferenciando Ap; + 02y, = 0 em relagio a ¢, tém-se
(A + az)%t = —20@, que substituida em (2.3.3) e apds utilizagfio da férmula de Green,

fornece
Tr((A) — $(Ay)) = limp_eo(21) ™™ /S | dw L $(—a?)o"2do

1 [ 20]z] oy Opy Boy
[,, [ n T+ Blee B B0 | %

(2.3.4)

=r 2

Neste ponto é claro que Tr{y(A)—¢(As)) depende somente do comportamento assintéti-
co de ¢4 quando |z{ — o0, Substituindo a forma assintética de ¢ e usando fase estacionaria,

obtém-se, depois de certo ¢dlculo e para n > 1;

+o0 A
Tr($(A) — $(Ao)) = — ﬁ t/l(—az)g;(o)do . (2.3.5)

Aplicando (2.3.5) com {o) = p(v/—¢) + p(—/—0) chega-se ao resultado (2.3.1), pelo
menos formalmente. Entretanto para se ter uma demonstragdo rigorosa, deve—se conhecer o
comportamento de s{o) quando ¢ — co. A vantagem da teoria de Krein é que ela sobrepassa

esta dificuldade: se se sabe que {cf. Observagio 2.3.1)
(I— A3 —(I—Ap) % (2.3.6)

65



é nuclear, segue que (2.3.1) é vélido e

+oo

f |s(a)e](1+0?) F 1" de < 0. (2.3.7)
o

Observacao 2.3.1. 0 operador e® também ndo € nuclear. No entanio, se tomarmags (o) =
et em (2.8.5), prova-se iguclmente que (cf. [Je-Ka])

Tr (e —e'®0) =1 -/+°° ¢ 7's(\/o)do . (2.3.8)
o

Para utilizar os resultados de Lax—Phillips do pardgrafo anterior necessitamos passar de

LA(R™) a Hg(R").

Teorema 2.3.2. O eperador C = [ p(t)(U(2) — Up(t))dt, onde p € CF°(R), € nuclear em
He(B") e
Trisen ([P0 ~Ua(0)) =
(2.3.9)

= Triame) (2 Lp(t)(costm - cost\/—To)dt) :

Demonstragio: Suponha que o suporte de p esteja contido no intervalo (T, T),T > 0.
Seja ¢ € C§°(R") tal que ¥(z) = 1se |z| < T +r e ¢(z) = 0 quando |z| > T + 2r, onde r
¢ definido em (2.1.7). Usando o fato que a energia se propaga com velocidade finita igual a

um, temos para todo k € Hg(R*)

Ap(t)(v(t) — Ug(t))h dt = Lp(t)(v(t) — Up(t))wh dt . (2.3.10)

Da mesma maneira, para |z] > 2T + 2r,
.Lp(t)(Uo(t)th)(z)dt =0. (2.3.11)
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Por outro lado, escrevendo h = {h;, hz}, obtemos para |z| > 2T 4 2r

Jép(t)(rf(t)«z»h)(z)att - Lp(t)d't{u(z), o},

onde u é a vinica fungio que satisfaz

u(z) = P(z)hy{x) sobre 20
Au=10 em Q

lim|,|_.mu =0.

(2.3.12)

(2.3.13)

O significado de (2.3.13) é que se P é o projetor ortogonal de Hg(R") sobre Hg(fl),

entio

P({h1,h2}) = {h1 —u,xaha},

onde x, ¢ a fungdo caracteristica de 2.

Seja agora ¢ € C§P(R®) tal que p(z) = 1 se |z| < 2T + 2r e (z) = 0 se |z| > 2T + 3r.

Tém-se entio

[PO@@-Uotph = [ pp0-Uatoppi e+ ( J(f»(t)cur) (1-¢){w,0} . (2:3.14)

Chamemos A : Hg(R*) — Hg(R"), o operador

- Lp(t)dt) 5,0}

A expressdo (2.3.14) pode ser reescrita na forma

J[f(t)(v(at) ~Ug(t)) dt = ¢ Lp(t)w(t) — Up(t))pdt + A .
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Nio é dificil mostrar (¢f. [Ba—Gu-Ra], Lema 1 e Lema 2) que cada um dos operadores no
membro direito de (2.3.16) é nuclear de Hg(R") em si préprio, o que demonstra a primeira

parte do Teorema 2.3.2. Para obter (2.3.9) comegamos provando que

TrA=0. (2.8.17)

Para isto, consideramos uma base ortonormal (ai)i»; de Hg(Q) visto come subespago
fechado de Hg(R"). Seja (ax)r>: uma base ortonormal de Hp(R")OHE(£t). Denotamos
por (@ )k>1 2 base ortonormal de He(R"), reunido de {o&)i>1 € (@)s>1. Como A é um oper-
ador nuclear, é suficiente mostrar que Y oo, (Aag, @k }irg@me) = 0. Por definicio do operador
A tém-se Aag = 0 para tode k e A& € Hg({?) para todo k. Portanto (Aax,ax) = 0 para
todo %, o que demonstra {2.3.17) (o leitor ndo familiarizado com as nogées de trago de um

operador nuclear deve consultar o livro de Reed—Simon, [Re-Si]).

Temos pois, de acordo com (2.3.16) ¢ (2.3.17):

TrC=Trg Lp(t)(U(t) — Uglt))p dt . (2.3.18)

Seja agora 2y, = 2N B(0,r0) com ro = 3r + 2T. Seja (Bi )k»1 uma base ortonormal de
L*(£,,) constituida por fungdes préprias do Laplaceano em (., com a condiggo de Dirichlet
sobre a fronteira 08,,. Seja 0> x3 > x2 2 --- 2 Xxn 2 --- O correspondente espectro do
Laplaceano, A reunido de ({(—x&)}~"/28%,0})ix>1 € ({0, Bk })ep1 é uma base ortonormal de
Hg{,,)- Seja (,Bk)Q; uma base ortonormal de Hg(R*)OHE(Qx,). Denotamos por (b )r>1
a base ortonormal de Hg(R"), reunio de (8 )i>1 € (Bk)kZI- Como (ﬁj,f)HE(Rn) = 0 para
todo f € Hg(,,} € todo j, obtemos

Ap(txwawﬁk)dt =0,k>1 (2.3.19)
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Portanto,

L=+

Tr Ap(t)pU(t)gb dt =3 (~x,) f ( L VBV [pé‘"{q;,@k,o}]]dz) p(t)dt

k=1
+ f ( L ., B [oe'®{0,94:}], d-’ﬁ) P(t)dt

onde G € definido em (2.2.16). Integrando por partes o primeiro termo e observando que:

(U0, 8}z = [U(t){$Bx, 0} » (2.3.20)

obtém-—se finalmente:

Tr Ap(t):pv(t);b dt="2 / ( [) ﬁkv(cos[t\/—_A]qbﬂk)dm) p(t) dt . (2.3.21)

k=1

Se se estende (como sempre) operadores em L2(Q) como zero em L*{R® — Q), e se utiliza o
Lema 1 de [Ba-Gu-Ra] para mostrar que [ p(t)pcos[tv/~Alp dt é um operador nuclear em
L?(R"), a expressio (2.3.21) fornece

Tr Lp(t)gaU(t)y’: dt =2Tr Ap(t)(pcos[t\/:;ﬁ-]@b dt . (2.3.22)

Da mesma maneira, tém-se:

Tr Lp(t)(,oUﬂt)t,b dt = 2Tr Ap(t)(pcos[t\/—Ao]gb dt . (2.3.23)

Repetindo o argumento baseado na propagagio da energia com velocidade finita, feito ante-

riormente pode-se obter facilmente

-Lp(t)(coa VA — cos t1/—Agdt = -Lp(t)tp(cos tV=A —cos tv/—Ao)p dt  (2.3.24)
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que, juntamente com (2.3.16), (2.3.17), (2.3.22) e (2.3.23), acabam a demonstragio de (2.3.9)
e do Teorema 2.3.2.

Suponha agora que p € C§°(2r, 00) (cf. (2.1.7)). Segue entio que

Lp(t)(U(t) ~Uo(t)f dt=0 s feD} (2.3.25)

( Lp(t)(U(t) - Uu(t))dt). f= Ap(t)(U(—t) —Ue(—t))f dt=0 se feD.. (23.26)
Assim,

Tr ] AU - Ug(£))dt = Tr PT Lp(t)(U(t) — Up(t))dt P . (2.3.27)

Quando n é impar, P} e P comutam (cf. [La-Phl], Capitulo IV) e usando o fato que

Tr AB=Tr BA, temos

Tr Lp(t)(U(t) — Uo(t))dt = Tr Lp(t)(P_I': U(t)P" — PLUN(t)Pr)dt . (2.3.28)

Como P,}'_Ug(t)P_"_ =0 se t > 2r, obtemos

Tr Lp(t)(U(t) — Up(t))dt = Tr Lp(t)Z(t)dt , (2.3.29)

onde Z(t), definido em (2.2.17), ¢ o semigrupo de Lax—Phillips. Como [ p(t)Z(t)dt é um
operador compactoe que comuta com Z (¢}, segue que seus (diferentes de zero) valores préprios
siio (com a mesma multiplicidade) \/2_1r,6(Aj) (cf. (2.2.21)). Assim pelo teorema de Lidskii,
[Ri],
Tr Lp(t)Z(t)dt =Y V2ra(%;) . (2.3.30)
; .
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Combinando (2.3.1), (2.3.9), (2.3.29) e (2.3.30), demonstramos o seguinte teorema

Teorema 2,3.3: Seja n > 3, fmpar. Para todo p € C3°(2r, c0), Jap(D)Z()dt € um operador

nuclear e

1 1 R
\/2_1rTr (Ap(t)(cos tV—A ~ cos t/ —Ao)) dt = 3 JZp(A,-) . (2.3.31)

Adiante vamos necessitar do seguinte corolario:

Corgldrio 2.3.1:0s pdlos de .ﬁ(z) satisfazern & seguinte condigdo:

—2rimi;

Z e__n'-'p'z_ < 0. (2.3.32)
= Al

Demonstragdo: Da prova que o operador C' = [ p(t)(U(2) — Up(t)dt é nuclear e de (2.3.9),

segue que -
”.Lp(t)(cos tV—A —cos t/—Ag)dt < const || plles1 (2.3.33)
Tr
onde || - ||z é a norma trago de um operador nuclear e |} - || 1 € a norma de Sobolev em
Hy*Y (2R, T). Usase entiio (2.3.31) com j igual a
n+2
Ba(€) = eFirE mialnt2)E (E“;’_“f) _ (2.3.34)

Come a norma do trago domina a soma dos médulos dos valores préprios, conclue-se que

> 15a(35)| < comst. , (2.3.35)
polos

uniformemente para 1 < a < 2. Integrando (2.3.35) de 1 a 2 em a, obtemos (2.3.32).
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Observacio 2.3.2: Melrose, [Me3), mostrou (2.5.51) para todo p € C§°(0, 00).
§ 2.4 Relagdo de Poisson

A expressio (2.3.31) diz que a distribuigio em T'(2r, o0)

<Ap>= \/gfn ( Ap(t)(cos t+V—A — cos t\/-——Agdt) (2.4.1)

éigual a
Mt) = Z it
pélos

onde a soma & interpretada no sentido de distribuigoes. Esta identidade corresponde ao
primeiro passo na derivagio da relagio e férmula de Poisson no caso do problema interior
(cf. Pardgrafo 1.3). Na verdade, apds uma redugio simples, a prova da relagio de Poisson
aqui, é precisamente aquela usada para ¢ problema interior. Com efeito, para estudar as
singularidades de A em (2r, T), ¢ suficiente supor que p € C§°(2r,T). Como cos tvV—A éa
solugio fundamental do problema misto (2.1.4) com condigdes iniciais u(0) = f,u.{0) = 0,

segue de argumentos usuais sobre o dominio de dependéncia que, se ¢, € C°(R") séo tais

que
Oseflzi>r+T+1
P(z) =
lgelz|<r+T
e (2.4.3)
Osel|z|>r+2T+42
(z) =
lsele|<r+2T+1,
entao

Lp(t)(cos tV—A —cos tyf—Ag)dt =
(2.4.4)

= Lp(t)(pcas tV—Agpdt — Lp(t)tpcos ty/—Doypdt .
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Os dois operadores no lado direito de (2.4.4) sio nucleares, e, pelo principio de Huyghens,
wicleo C° de [ p(thpcos t/—Agpdt se anula vizinhanga da diagonal. De fato, operador

Jrnesveos B/ —Addt se escreve explicitamente na forma:

( Lp(t)wcosi\/—Tuxbdt) u(e) = f / / p(E)p(w)cos t{E|e <=2 4> y(y)u(y)dyde dt .

Seu niicleo é:

f f p(t)p(z)cos tIE|EF<T¥E>y(y)de dt ,

e seu trago se calcula explicitamente pela férmula:

Tr ( ‘Lp(t)tpcos t\/—Toz,bdt)

f p(z)h(z)dz f / cos t|€]p(t)dédt
e ( / Pz ) #(0) =0

Assim para todo p € C°(2r, T),

Tr Lp(t)(cos tV=A — cos t\/—Ao)dt = Tr Ap(t)(pcos WV_Avpdt . (2.4.5)

Os argumentos de Andersson-Melrose (cf. [An-Me], Proposigio 8.20) podem entéo ser

aplicados diretamente ao lado direito de {2.4.5), fornecendo o

Teorema 2.4.1. Seje @ C R',n > 3, fmpar, uma regido exterior tal que H5 possue con-
tacto de ordem finita com tfodos segmentos de rete tangentes. Entdo e distribuigio A(t) =

Epa'ias euj‘ € 'D(2r,oo), Sﬂﬁ-?fﬂz
supp.sing A C Lq , (2.4.6)

onde Lo € o conjunto dos comprimentos dos raios (geodésicas) generalizados periddices con-

tidos em (2.
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De fato, o resultado é imediato se o obstdculo é convexo pois entdo 2 hipétese (8.6) de
[An-Me] é satisfeita. B facil ver, no entanto, que a demonstragio de [An-Me] se adapta
diretamente ao caso em que ¢ é o complementar de uma unifo finita de convexos limitados

(devido a auséncia de raios “deslizantes” sobre a fronteira). Para tratar o caso mais geral de

contactos de ordem superior, porém finitos, entre o raio e a fronteira, utiliza-se ulma genera- = °

lizagio das Proposigdes 8.17 e 8.20 de [An-Me], levando-se em consideragio os resultados de

Melrose-Sjdstrand, [Me-5j).

Vamos agora examinar o que pode ser considerado o andlogo & relagéo de Poisson para
o caso de raios nio—confinantes v, denominados raios (w,8),w,8 € S"71,w # 0. Estes
raios consistem de dois segmentos nio limitados e um ndmero finito de segmentos lineares
que se refletem schre 8Q de acordo com a lei de ética geométrica. Mais precisamente, seja
¥ = U?:e {; uma curva em R*, tal que §; = [z, zi41],i = 1,---, k — 1{k > 1), sio segmentos
finitos, onde z; € O sfo os pontos de reflexio sébre o obsticulo, enquanto ly(lx) é um
segmento infinito iniciando em r, (respect. em zx) tendo diregic —w (respect. #). Entdo v

é chamado um raio {w,8) se as segnintes condigdes sio verificadas:

o

os segmentos abertos {5, = 0,1,---,k, ndo intersectam 99 transversalmente  (2.4.7)

para todo i =0,1,---,k — 1, os segmentos e l;31
(2.4.8)

satisfazem a lei de reflexdo em =43 .

Um raio (w,#) é chamado ordindrio se ele nio possue segmentos tangentes a 8¢}, Para
raios (w,#) ordindrios, ¥, podemos introduzir os nimeros T e J-, conhecidos na literatura
de fisica como o tempo de permanéncia (sojourn time) e a secedo transversel diferencial
(differential cross section) respectivamente (cf. [Gud], [Pel]). O tempo de permanéncia é o
andlogo do perfodo de geodésicas generalizadas periddicas ordindrias cujo comportamento,
como vimos, ¢ importante nas aplicagbes a vérios problemas espectrais (cf. Capitulo 1,

Teorema 2.4.1 e Pardgrafo 2.6). Seja B, uma bola aberta de raio r > ) contendo o obstéculo
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O. Denote por a e B (chamados respectivamente, planos de incidéncia e de reflexiio) os
hiperplanos tangentes a B, com vetores normais respectivamente —w e @, apontando para

R\ B, (Ver Fig.)

Fig.

Sejam 7, e Tg as projegdes ortogonais de R sobre a e J respectivamente. Considere um

raio (w, §) ordindrio tendo sucessivos pontos de reflexdo z;,--, 7,2 € 0.

O tempo de permanéncia T, de -y é o nilmero

k—1
Ty = |Imw(z1) — 2l + Z llzits = z:ll + llzx — mo(ze)l| = 2r - (2.4.9)

i=1

E f4cil ver que T., ndo depende de r. Considere agora a aplicagéio do plano de incidéncia

@ em §"~!, que transforma o ponto A € e, préximo de m.(z1), no dngulo de espalhamento,
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8(A), do tnico raio (w,8(A)) que passa por A. Esta aplicagio A — 8(A) é bem definida
(para A préximo de w,(z,)) e diferencidvel. Seu (determinante) Jacobiano no ponto 7, (z;)
é, por definigéo , a secgo transversal diferencial J, de . Diz-se que v é nio—degenerado se
Jy # 0. Isto é o andlogo & nogdo de que uma geodésica generalizada periddica ordindria é nio—
degenerada, fato importante, como vimos na Observagio 1.5.1, na investigacio di férmula
de Poisson (cf. [Gu-Me]). Da definigio segue que se -y é nio—degenerada, entio nio existem
raios proximos de +, com a mesma diregfio de incidéncia e & mesma diregio de espalhamento
de v. Portanto, se todos os raios com diregio de incidéncia w e diregio de espalhamento §
s&o ndo-degenerados, sé pode haver um niimero finito deles tendo um tempo de permanéncia

T, prescrito.

Os raios (w,§), por sua vez, estio intimamente relacionados com as singularidades do
nicleo de espalhamento S(¢, 6, w) e (portanto) com o comportamento assintético da amplitude
de espalhamento a(f,w,c), para frequéncias altas (¢ —+ oo) (cf. Pardgrafo 2.2, para as

definigdes ). Com efeito o seguinte resultado & valido:

Teorema 2.4.2. Seja n > 3, fmpar, e suponha § # w. Enido

supp.sing. 5(-,0,w) C U {-T,} (2.4.10)
765«1.0

onde L. € 0 conjunto de todos os raios (w,8) (i.e. com diregdo de incidéncia w e diregdo
de espalhamento 8) com reflexées sobre 5O,
Observe que, da definicdo de T,

—T S< 21,0 —w > mazyego <y, 0 —w >= h{# ~w) . (24.11)

Portanto (2.4.10) estd de acordo com o resultado que diz que para o problema de Dirichlet
ef#w
maz, supp.sing. S(t,0,w) = k(6 - w) . (2.4.12)
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Quando 6 = —w, (2.4.12) foi obtido por Majda, [Ma), e, quando 8 # w por Cooper-
Strauss, [Co-5t] (onde se considera o espalhamento por um obstdculo mdvel), e Petkov, [Pel]

(tanto para o problema de Dirichlet como o de Neumann).

O problema inverso de espalhamento, relacionado com a singularidade de 5(-,8,w) em
h(6 — w), foi estudado por Majda, [Ma), Lax--Phillips, [La-Ph5], Cooper—Strauss, [Co-5t),
Cardoso-Petkov, [Ca—Pe].

A inclusio (2.4.10), é semelhante A relagfio de Poisson {cf. (1.3.33), (1.3.39) e (2.4.6)).
Por esta razéio {Ty : v € £} é chamado o espectro de comprimentos de espalkamento, cor-
respondente a w, 8. A prova do Teorema 2.4.2 é um tanto dificil devido aos problemas decor-
rentes do aparecimento de raios deslizantes (glancing rays). A fim de evitd.los, Guillemin,
{Gu3], provou o Teorema 2.4.2 no caso de meios onde hai refragdo pois, entdo, tais raios nio
existem. Petkov, [Pel], deu a demonstragio completa do Teorema 2.4.2 usando a construgéo
de uma parametriz global do problema misto para a equagio da onda, devida a Chazarain,

[Chl], e Guillemin-Melrose, [Gu-Me].
§ 2.5 A Fase de Espalhamento (Férmula de Weyl)

Comegamos por descrever situagdes que mostram que a fase de espalhamento (cf. 2.2.13)
desempenha para o problema de Dirichlet exterior o mesmo papel que a fungdo contagem
N(A) = {# valores préprios < A} desempenha para o problema de Dirichlet interior.
Com efeito, no Pardgrafo 1.3, vimos ao estudar as propriedades espectrais assintéticas do

Laplaceano num dominio interior, (2, que
Tr(e'®) = Y et (2.5.1)
b
e (cf. (1.3.38)

#Tr ( ép(t)cos t\/—_Adt) = %Zﬁ(:!:,uj) , pECE(R) (2.5.2)
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onde ,u? sio os valores proprios de —A em (), repetidos de acordo com sua multiplicidade.

Podemos reescrever estas formulas da seguinte maneira:

Tr(et®) =t '/m e~ N(/o)do (2.5.1)'
0

+°°d

\/;_WTr ( Lp(t)cm t‘/—_Adt) = % f_ - dﬁ

onde se A < 0, colocamos N{A) = —N(~X). Vemos pois que (2.5.1)' e (2.5.2)' sfo andlogas,

(6)N(0)de , (2.5.2)

respectivamente, a (2.3.8) e (2.3.1), estabelecidaa para o problema de Dirichlet exterior.

Nosso objetivo agora é formular o analogo do Teorema de Weyl (cf. Pardgrafo 1.6) para
a fase de espalhamento. O primeiro resultado sobre o comportamento assintético de s{o),
quando ¢ — 00, relative ao problema de Dirichlet no exterior de um obtdculo estritamente
convexo, foi anunciado por Buslaev, [Bu2]. Em seguida, o mesmo problema foi estudado
(sempre com n impar) numa serie de trés artigos, por Majda e Ralston, [Ma-Ra], que uti-
lizaram técnicas ligadas s férmulas de trago (cf. Pardgrafo 2.3) e também os importantes
progressos feitos por Melrose, [Me2], na investigagio do “peak” de difragio posterior (forward
diffraction peak), a(8, 8, ) (cf. (2.2.4)), para obstéculos esiritamente convexos; cles acharam
03 trés primeiros termos na formula assintética de s(o). No caso de obstdculos néo convexos,
0s primeiros e mais conhecidos resultados siio de Jensen e Kato, [Je-Ka], para obstdculos
estrelados. Neste artigo, os autores se basearam nas férmulas de trago e no fato que se O
é estrelado, s(¢) é uma fungio mondtona; isto lhes permitiu usar um teorema Tauberiano
de G. Freud, para obter o primeiro termo na férmula assintética de s(o). Entretanto, para
dominios com um geometria mais complicada nfio se sabe se s(c) é monétona (cf. [Ka]) o
que dificultou a extensio do método de [Je-Ka] a situagdes mais gerais. Finalmente, Petkov
e Popov, [Pe-Po], demonstraram que a férmula assintética de [Ma-Ra] pode ser estendida
a qualquer obstdculo ndo—confinante, n > 3, com condigdes quer de Dirichlet, quer de Neu-

mann, quer dissipativas sobre a fronteira. A andlise detes é baseada numa investigagdo precisa
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da transformada de Fourier §(t} de s(¢). Para estudar §(t) quando [t| — o0, eles utilizaram
alguns resultados sobre o niicleo do operador de espalhamento, enquanto no exame de (t),t
préximo a zero, eles aplicaram as técnicas de perturbagfio , desenvolvidas por Ivrii, [Iv], para
estabelecer (1.6.28). Aqui, neste texto, nos limitaremos a dar um idéia da prova de Majda—
Ralston, [Ma-Ra], aludida acima. O ponto de partida ¢ a férmula (2.3.8). O comportamento
assintético de Tr(e'® — ¢*2¢) quando t — 0, em poténcias crescentes de ¢, é obtido dos
resultados sobre o micleo do operador do calor, contidos nos artigos de Pleyel, Minakshisun-
daram e Mckean-Singer (cf. [Mc-Si]). Portanto, se se sabe que s(o) pessue uma expansio
assintética quando ¢ — o0, e se iguala os coeficientes dos dois membros de (2.3.8), pode-se
mostrar que (lembre-se que estamos considerando o problema de Dirichlet no exterior de um

obstéculo estritamnente convexo e n > 3)

_ {gm)r n_ ()= (v n—
8(0) = muol(@)a —_ 41_‘(%—1_'_1)1;01(80)0 1
(2.5.3)
_(41':')_"‘/2

e H:rdSz> "2+ 0(6" %), 0 — +o0

s (L7 @) ’

onde H(z) denota a curvatura média em z € 80 e dS; é a medida de Lebesgue em 80. A
grande dificuldade, no entanto, é provar que s{¢) tem tal expansio assintdtica. No caso em

que O ¢ estritamente convexo, Melrose, [Me2], usando técnicas hiperbélicas, obteve:

i~1
g% = Za""(a,- + biloge) + O(o™ loga) (2.5.4)
=1

onde n; Y\, —co. Na verdade, ao invés de s(o), Melrose considerou o “peak” de difragdo

posterior, a(8,8, o). Descreveremos a relagio entre estes dois problemas. Da identidade (cf.

[Go-Kr]): » v
‘%Iog det (o) = Tr (3“ I;) =-Tr ($ o ) (2.5.5)
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e <> manipulagdes tipicas com a férmula de Green (cf. [He-Ra], Addendum) obtém-—se a

seguinte expressio para o nucleo de _ ‘g'i_.
do

5™ [ A ) < > dS, @)

onde v é a normal exterior a @ e w4 é definida no Pardgrafo 2.2, Assim temos

ds = 1 ne3
do 16#3(271') [3121 a8 /;9

Por outro lado (cf. [Ma], [Ma-Ta], [Me2]), mostra—se que

<z-v>dS. (2.5.7)

o4 :
£ (z,0,0)

_:. e n—=t ia<z,9>a‘p+
a(6,6,0) = ( 27() /; e Tt (2,8,0)dS . (2.5.8)

Os métodos de [Me2] servem, de fato, para provar que dada qualquer forma quadrética

Hermitiana @ em e 7<=%> o (1,8, ¢) e suas derivadas em z, entdo

Q ds (2.5.9)
aq

tem uma expansio da forma (2.5.4). Ademais, esta expansfo é uniforme em 6, o que implica
que 4% tem também uma expansio da forma (2.5.4). Uma consequéncia de (2.5.4), se se
compara as expansdes , quando ¢ — 0., aludidas acima, é que todos os n; em (2.5.4) séo
inteiros, os n; negativos sio pares, e ndo existem termos logaritmicos, ou seja b; = 0 para todo
i. Finalmente observamos que, récentemente, Melrose, [Med4], mostrou que {se n é impar) scb
a hipdtese de Ivrii (cf. (1.6.27)) o erro em (2.5.3) pode ser melhorado, isto é

(47[.)—(11—1)/2

_ (4m)=nr n
s(o) = vol(O)o™ — (L 1 1)

NEFSY vol(80)e™! + o(6™!) , quando ¢ — oo .

(2.5.10)

80



Observacdo 2.5.1. Melrose, [Me3], estabeleceu o seguinte resultado:

AN, M talque VR, #{\;:|N| <R} < M@E+1Y (2.5.11)

gue, apesar de insatisfatdric sm vérios aspecios, pode ser interpretado (também) como “cor-

respondente” & férmula de Weyl (cf. Pardgrafo 1.6).
§ 2.6 Localizagio dos Pélos da Matriz de Espalhamento

Como n< 7250 do problema interior (cf. Pardgrafo 1.5), podemos calcular as contribuiges
as singularidades de A (cf. (2.4.2)), feitas pelos raios generalizados ordindrios peri6dicos
contidos em (2. Acontece que {diferentemente do problema interior onde existem “muitos”
ratos peridédicos e o especi;ro de comprimentos, além de n&o ser discreto, comporta—se de forma
in.'egular, quando ¢ — oo} o problema exterior &, algnmas vezes, tio bem comportado que é
possivel usar a férmula de Poisson para obter novas informagées sobre a localizagiio dos pélos.
Para ilustrar este fato, vamos examinar a situagio mais simples possivel (cf. [Ba—Gu-Ral,
[Ik2], [Ik5]) na qual aparecem raios periédicos (raios conﬁha.ntes): ou seja, consideremos o
dominio exterior, £, formado pela remogao de dois conjuntos estritamente convexos limitados
disjuntos, O e (h, de R". Neste exemplo existe um tinico raio confinante L e o conjunto dos

comprimentos de raios periédicos é entdo:

(omd:men’) onde d=dis{O,0). - (26.1)

Como a bicaracteristica refletida, L, possue indice de Maslov nulo, deduz-se entdo de [Gu~

Me), a férmula de Poisson. (¢f. Observagiio 1.5.1):

D eMit=2d " |det(P™ — 1)[1/26(t — 2md) + h(t) , (2.6.2)
podlos m>1
onde P é a aplicagdo de Poincaré associada a L, § é a medida de Dirac na origem, e h(t) € LZ,,.

Esta férmula ¢ vélida para t > 2r (cf. (2.1.7)) e sob a condigfo que se tenha mostrado que
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L é nio—degenerada (hiperbélica), isto é, um nio & valor prdprio de P. Na verdade, neste

exemplo (cf. [Ba-Gu-Ra]) todos os valores préprios de P siio reais positivos, diferentes de um
€ oCOITeIn em pares reciprocos uma vez que P é (sempre) simplética. Denotemos os valores

préprios de P menores do que um por a3, -, 8, 1(0 <oy Saz £+ L ap1 < 1).

A demonstragic de (2.6.2) baseia—se (cf. (2.4.1), (2.4.2) e (2.4.5)) na construgio de
uma parametriz de cos tv/—A, numa vizinhanga microlocal de L, ou seja, no estudo da

singularidade da distribuigio

Trprcos tV—Apr pr =1 numa vizinhanca de L,

para t > 2r, e no calculo da singularidade da distribuigio escrita formalmente

] Paz))k(z, =, t)dz

onde k(z,y,t) é o nficleo de tal parametriz numa vizinhanga cénica de (zy + s€o,£0,20 +

.‘:‘Eg 3 —Eo, 2md).

Podemos reescrever (2.6.2) na forma:

(E E'“ﬁ) —hp)= Y mmetEmosibekme-0feildr o (263)

pélos (mo,m)ETlxIl:__l

onde #; = loga;. Com efeito, temos:

mf2
~1f2 _ 1a-1_% -
IdEt(Pm - 1)' / - H;"=1 1— a;n -
(2.6.4)
1 1 1 =
=Ir-lz — —_r-1 m(/2+k)
j=19 (1 a;_nlz 1+a;"/2) HJ=1 P &;
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Ademais, a férmula cldssica de Poisson diz que

o0 +o0
D it =g N (¢ —2kd) . (2.6.5)
k=—co k=—ca

De {2.6.4) e (2.6.5) obtemos facilmente (2.6.3).
Introduzimos a notagéo :

Yo =—$(131 - Bro1)

JB = (ﬁlyﬁ‘h"'sﬁn—l) € IR"_]

(2.6.6)
= (ml’mZa' b smn—l) € [Nn-l

4 ) -
Amo,m = Mo + #{r,— < m,é'% >).

Definigao 2.6.1. Para tode (mmg,7t) € T X IN“""f o € chomado um pseudopdlo do

problema ezterior considerado.

Tém-se obviamente

Imoamym =g >0.

A expresséo (2.6.2) toma entdo a forma:

Sooet= B eimmem h(h), (2.6.7)

pélos pseudopdlos

onde & € L},,((2r,00)). Esta férmula para bicaracteristicas periédicas hiperbélicas, & o
analogo da férmula para o caso elitico, em [Gu-We]. Uma pergunta natural é se a distribuicdo
dos pblos é semelhante & distribuigio dos psendopélos. Nesta diregéio um resultado modesto

mas interessante é:
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Teorema 2.8.1. Seja 2 o complemento de unido de dois obstdculos compactos disjuntos e
esiriftamente convezos em R, n fmpar. Enido, pare todo ¢ > 0, existe uma infinidade de

pélos da matriz de espalhamento, «é(z), na regido:

0 < Im z < elog|z| . (2.6.8)

Demonstragio: E uma demonstragio por absurdo. Suponhamos que existe ¢ > 0 tal que
os poles, A;, estdo na regido
’ Im z 2 eolog|z| . (2.6.9)

Podemos ent#o, sem perda de generalidade, assumir que os pélos A; estio na regido

Im z > maz{2ug, plog|z|} , (2.6.10)

onde vy € definido em (2.6.6). Com efeito, 0 nimero de pélos na regiso

maz{0,eplog|z|} < Im 2 < 21 , {2.6.11)

¢ sempre finito. Seja J o conjunto de indices correspondentes a estes pélos. Temos

> et e L, ((2r,00)) (2.6.12)
JeJ i

e, restringindo—se a soma a0 complementos de J, absorve-se 3 jes e'%* no termo A(t).

Em seguida multiplicamos ambos os lados de (2.6.7) por e~¥("+i¥o)tg, (#), onde a,(t) =
Pa(t — @), pa sendo a funghio em (2.3.34), e integramos. Como p, tem suporte em [2r,2r +
2a(n + 2)], obtemos que

D Galr+ive — ;) - Y Gulr+ivg — amem) (2.6.13)
pélos pseudopdlos
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¢ uma fungio de quadrado integrivel em 7. Entretanto, devido a {2.6.10)}, concluimos de

(2.3.32) e da forma explicita de o, que, se @ > a(ey) = BE2

€ ?

Y Gulr+ivg— ;)

pdlos

¢ uniformemente limitada para 7 € R, independentemente de a. Igualmente para os pseu-

dopdlos, o mesmo tipo de estimativa diréta mostra que

Y ulive — @me,a)| > (20" - €
pseudopdlos

onde € nio depende de a. Como

Z Ga(T+ g — ttmy )
pseudopdlos

¢ uma, fungéio continua e periédica em 7, com perfodo #, obtemos uma contradigio, quando
a é suficientemente grande, ao fato que, pelo teorema de Riemann-Lebesgue, o limite de

(2.6.13) quando jr| — oo (para todo a > 0) & zero. Isto completa 2 prova do Teorema 2.6.1,

Observagdo 2.6.1. Em [La-Ph3), Laz e Phillips provaram gque se o obstdculo é ndo-confi-

nante entdo existe um e > 0 tal que

Im); > eolog|j| para todos os pslos ); de &(z) . (2.6.14)

Ne verdade eles estabeleceram (2.6.1{) no case do “principio de Huyghens generalizado™
ser vdlido. Entretanto, os resultados de [Mel], [Me-S;j] mostram que este principio € vdlido

para obsidculos ndo—confinantes,
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Observagio 2.6.2. Petkov, [Ped], demonstrou que se (2.6.14) é verdade, enido pare todo
m € N existe Ty, > 0 tal que se t > Ty, a distribuigdo M(2) (of. (2.4.2)) pertence a C™. Este
fato e (2.6.2) implicam o Teorema 2.6.1.

Observagdo 2.6.3. A conjectura (¢f [Ra2]) bdsica sobre pdlos e raios periddicos (confi-
nantes) é que leis raios dio lugar a pélos prézimos do eizo real ¢ que o0s pblos sdo tanto
mais prézimos quanto mais estdveis sdo os raios. Como o ezemplo considerado no Teorema
2.6.1 ¢ 0 “menos” estdvel possivel, espera-se que a desigusldade (2.6.8) seju verdaedeira todas
as vezes que exzisiam raios confinantes. Petkov, [Ped], provou isto para uma ceria classe de

obstdculos.
§ 2.7 Singularidades do Niicleo de Espalhamento (Férinula de Poisson).

O resultado que queremos, ou seja, o estudo das singularidades da matriz de espal-
hamento S(t,8,w), estd relacionado com o comportamento assintético da amplitude de es-

palhamento, a(8, w, ¢), para energias altas (¢ — 00} (cf. Pardgrafo 2.2).

Por simplicidade, assumiremos que o obstéculo em questéo ¢ um dominio convexo, com
fronteira C°°, contido na bola |z| < 1 e, como sempre, denotaremos por {2, o exterior de
©. Suporemos ainda que a representagdo translacional de saide (cf. [La-Phl]) associada
a (Hg(),U(t),DL), é a representagéio translacional do grupo livre Up(t), deslocada uma
unidade & esquerda. Analogamente, a representagdo trenslacional de entrada, associada a

(Hg(), U(t), D1), é a representagdo translacional livre deslocada uma unidade & direita.

Como vimos no paragrafo 2.2, podemos expressar explicitamente a(8,w,o) em termos
de certas solugdes da equagio da onda reduzida. Ademais o nicleo de Schwartz da matriz de

espalhamento a‘f(ar) pode ser escrito na forma €'7§(8 — w) mais o termo

—i0 n-1

( )— e 2 G(—w,6,0) . , (2.7.1)
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Observagdo 2.7.1: O fator e ndo esié presente na férmula (5.5) do Teorema 5.4 do
Capitulo V de Laz-Phillips, [La-Phl]. Isto deve-se ao fato de Laz-Phillips terem normali-
zado as representagées translacionais colocando-as iguais & representagdo translacional livre
em D) e D! enquanto que aqui, nds as deslocamos wma uwnidede & esquerde e 4 direiia

respectivemente.

Vamos examinar agora o comportamento assintético de a(6,w, o) quando ¢ —s co0. Co-

megamos com o

Lema 2.7.1: Se 8 +w # 0, entdo

a(9,w,a)=f h(y, 8,w, g)e" 7 <tHww> gy, (2.7.2)
a0
onde e
Wy, 8,0, 0) ~ (—i0) T 70 3 ha(y, O,w)o* (2.1.3)
k=0

no conjunto < w,ny ># 0. (Agui yo = —3(2r)~("=D/2), Além disso

<(f+w)ny > quando <w,ny>>0

ho(y: 91 w) = { ) (274)
< (@ —w)ny> quando <w,ny><0

n, sendo a normal unitdria exterior a 80 em y.

Demonstracio : Pela férmula (4.20) e (4.21) do Capitulo IV, Pardgrafo 4 de [La-Phl),
temos (cf. (2.2.2) - (2.2.4)):

(2.7.5)

a(f,w,0) = 'Yn(—ia')“T_a ( B (y)e_i"(a'!) —wy(y)(—io) < f,ny > e_'l“"'}dy) .
i a0 on

Por hipétese w,(y) = —ei7<“¥> em 8O. Mostraremos que em 80, 32+ (y) pode ser

escrita como ums série assintética em poténcias negativas de o. De fato, w, sendo uma
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solugdo de amtrada (cf. {La-Phl], Capitulo IV, Paragrafo 4) da equagio da onda reduzida,
com dadis iniciais oscilatérios sobre 80, pode ser expandida numa série assintética

bz, 0)e? , Wz,0) ~ > bi(z)e™*, (2.7.6)

=0
com b =1em 90, e ¢ a solugio de entrada da equagdo eiconal

2
Z(g?"a) =1, p=—<wy> emdO. . (2.7.7)

Para isto, basta expandir a formula integral {4.20) de [La-Phl], Capitulo IV, referente
a w,, pelo método da fase estaciondria. (Existe um problema de escolha do ramo de (%‘E 2 4
{2212 = 1 nos pontos onde w é tangente a §O, porém estamos considerando que < w,ny >#

dtan

0). Diferenciando (2.7.7) em y € 80, com < w,n, ># 0, obtemos

ow,
an

. Op _;
= ;o'-a—-:i-e o<y, +- (278)

os pontos indicando termos de ordem inferior em ¢. Como

2 1 (2 = —foal =~ <y > 1, (2.7.9)
obtemos
ow, —ig <w,ny > e U o Cwny >>0
an (v)= e <w,ny, > AT 2 Y wyny >< 0 (2.7.10)

Substituindo isto em (2.7.5), chegamos a (2.7.3) e (2.7.4).

Aplicamos agora o método da fase estaciondria a (2.7.2). Os pontos criticos da fungéo

fase, < 8 + w,y > em 0O, sfo exatamente aqueles pontos yp € 3O para os quais

btw=cn,,, : (2.7.11)
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pa.rz;, alguma constante ¢. Como 6 + w # 0, por hipdtese, ¢ # 0. Ademais, como 6 e w sio
unitdrios:

<8y, >=<w,n,, >= % . (2.7.12)

As equagdes (2.7.11) e (2.7.12) afirmam que o diregdo de incidénciaw, a diregdo de reflezio f e

anormaln,, a 00 sdo coplanares, e que we 0 fazem o mesmo dngulo com 1y, , Nomeadamente

a= cos‘-‘fz’- . (2.7.13)

Portanto se, ¢ > 0, w e 6 sio as diregdes inicial e final de um raio refletido (ver Fig.
1), enquanto que, se ¢ < 0, o ponto critico Yo € representado na situagho (fisicamente
menos plausivel) mostrada na Fig. 2, i.e., o raio atravessa o obstdculo e é refletido pela
parede interior (Veremos abaixo que tais pontos criticos ndo afetam a parte principal da ex-
pressio assintotica). Observe também que, devido a (2.7.12), em todos os pontos criticos yq,
< W, Ry, ># 0; portanto podemos ignorar os pontos onde < w, ny, >= 0 quando do calculo

de (2.7.2) pelo método da fase estaciondria.

a0

a\ Tys

@& Tlyo

Fig.1 Fig.2

Vamos agora calcular explicitamente a contribuigio do ponto critico yo & integral (2.7.2).

O Hessiano da fungéio fase < §-+w, y > é (cf. Guillemin-Sternberg, [Gu-St], CapituloI) ¢I7,,,
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onde II,, ¢ a segunda forma fundamental da hipersuperficie 80, no ponto yo. O determinante
deste em relagio & primeira forma fundamental é, portanto, "1 K({yp), onde K(yp) denota
a curvatura Gaussiana de 80 em yg. O coeficiente do termo oscilatério no integrando de
(2.7.2) éigual a

(—ia)%'ync+ 0(0(”'3)/2) , quando c¢>0

e & 0(a®~/2) quando ¢ < 0, por (2.7.4). Por conseguinte, a contribuigao total a a(8,w, o),

1o ponto critico yo, é (cf. (1.5.21) comd=n—1ev =0):

%c—(n—a)/z K(yo )-—1 /2 e-ia( +w,po> + 0(0,—1 ) (2.7_14)

quando ¢ > 0, e 0(o™") quando ¢ < 0. Aqui, ¢/2 ¢ o cosseno do angulo de reflexio a, na Fig.

1. A curvatura K é sempre maior do que zero pois 80 é convexo.

Substituindo (2.7.14) em (2.7.1), obtemos a seguinte férmula para a matriz de espalha-
mento em (8,w,0), com & # w:
1 i

(n—1)/2
5 (—2_1) Ec—(»ua)lz(;{(yo))—1/26--0(2—<9—w.yn>) +0(a(“‘3)/2) ,  (2.7.15)
Yo

a soma sendo tomada sobre todos os pontos criticos yg € 80 para os quais ¢ > 0, i.e. aqueles
yo correspondentes a raios refletidos como na Fig. 1. O termo que aparece na exponencial
tem a seguinte interpretagio geométrica: é o tempo de permanéncia Ty, (cf. (2.4.9)) do raio
refletido ¢ na Fig. 1. Com efeito, note que a distancia do ponto yo ao plano de incidéncia,
< w,z >= —1é 1+ < w,y >, e a disténcia de yp ao plano de reflexdo < bz >=14¢

1— < 8,99 >; portanto, T, =2-< 0—w,y >.

Observamos ainda gue na prova de (2.7.15), o érro 0(¢{"~%)/2) é uma soma finita de

expressdes da forma a(o)e~Tr0?, onde a(o) admite uma expansio assintética em poténcias
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de o~1. Portanto, se tomarmos a transformada de Fourier inversa de (2.7.15), em relagio a
o (fixando # e w), obtemos uma soma finita de distribuigdes d(t + T, ) sobre as quais temos

bastante informagdo. De fato, se escrevemos

0

ao)= Y. ad+r, r=0("") ' (2.7.16)
i=(n—3)/2
entao
[t}
at) = Y. aD@)+#), - (271
(n—3)/2

#(t) sendo uma fungio limitada., Em particular, se desprezarmos todos o3 termos em (2.7.17),

exceto o principal, temos a férmula de Poisson:

Teorema 2.7.1: Para 8 e w fizos, 8 # w, o nicleo de espalhamente S(1,6,w) se escreve como

g _ 1/14d (n=1)/2 —(n—3)/2 —1[26 ha b 71
GBow)=35= > e K28+ Ty) | + ko (2.7.18)
i

onde b é uma fungdo mensurdvel limitade. A soma é tomada sobre todos os pontos y; € 80
para o8 quais erisie um raio 4; enconirando o obstdeulo em y; e tendo w e 8 como diregdes
de incidéncia ¢ de reflezio respectivamente. T; € o tempo de permanéncia de v;, K; € a

curvatura Gaussicna de 80 em yj, € c;[2 € o cosseno do dngulo de reflezdo em y;.

Observacao 2.7.2. Apesar dos raios do tipo que aparecem ne Fig. 2 nio contribuirem pare
o termo principal em (2.7.18), ¢ possivel que eles produzam contribuigdes pere os termos de

ordem inferior.

Observagfp 2.7.3. Seja
J;=4d""K; . (2.7.19)

91



O coeficiente da distribuigdo & em (£.7.18) é J;lﬂ, Mostraremos gue (2.7.19) € igual
i secgdo transversal diferencial de v;, introduzida no Pardgrafo 2.4. Para isto, escolhamos
coordenadas (z!,:+,2") em R" de tal maneira que w é o vetor unitério apontando na di;epin
positiva do eixo z". Entfo o plano de incidéncia, < z,w >= —~1, é o plano z" = —1. Seja
"o © raio com diregéo de incidéncia w que encontra o obsticulo no ponto yp e é reﬂ"eflidp na
diregiio 8. Seja zy o ponto onde ¥y intersecta o plano de incidéncia. Considere, para cada z
no plano de incidéncia préximo de zq, o raio com diregéo inicial w e posigio inicial 2. Seja y

o ponto onde este raio encontra o obstdculo e seja 6 a sua diregio de reflexio.

Teorema 2.7.2. A derivada da aplicagdo x — @ tem determinanie Jacobiano igual a
4c¢" 3K, ¢/2 sendo o cosseno do dngulo de reflezdo no ponto y ¢ K a curvatura Gaussiana

do obstdeulo em y.

Demounstracfo: § pode ser determinado & partir de x pelas equagdes
f=cii—w

(2.7.20)
<f,ii>=<w,i>=¢/2,

il sendo a normal unitdria exterior em y. Aqui, w é fixado e 9, c e 1 sfio fungdes de ¢ =

(e',-++,2",~1). Vamos calcular o determinante Jacobiano, J, pela férmula
a9 86 i n
aT/\'-'/\a—z:_—l/\e—-JdI A Adz™ . (2.7.21)

Fazendo a substituigdo (2.7.20), obtemos para o membro esquerdo de (2.7.21):

. (B o8 .\ ., (08 oii
c (B:EIA.”AWA“)_C (ai—/\ a 1 l\w)

(2.7.22)

o, i
Zar (axlf\ v-AnA---AF)Aw,



o . . - .
0 1 na ultima linha ccorrendo na i-ésima posigio. Seja

€ o on
w=-2—n+01§m—1-+---+an—1ém (2.7.23)

Substituindo (2.7.23) no segundo termo da primeira linha de (2.7.22), temos gue a primeira
linha de (2.7.22) torna-se igual a

[ i 8
?(FA-“AWAH) . (247.24)

Na linha inferior de (2.7.22), podemos trocar as posigdes dew e 1i e escrever 2 < w, g—f‘r >

em lugar de —-‘,f:, y obtendo:
-2 6“ 511 El’] o 2
22 P (__a1/\.-./\((@,——6'.>)w/\.../\an_1)/\n. (2.7. 5)

Finalmente, fazendo uso de (2.7.23), {2.7.25) pode ser escrita como:

2 ai on ai -
Za,( w, 2 ) (aml A Ao ) AR (2.7.26)

ou

on on -
2¢ ""2<ww—-—ﬁ>( 1 /\---/\—E—An)

Sz Jxn-1
ou

O segundo termo cancela (2.7.24); portanto, a conclusdo de nossos cileulos & que (2.7.22)
éigual a

o [ OF o8
2c 2(@/\"'/\6&:?/\!]) . (2727)

a3



Seja Hdz! A -+ A dz™ a forma de curvatura da superficie 80 do obstéculo, no ponto de 80
correspondente a (z*,--+,2z"""). Entio

—

adn - on
1 n =
Hde* A--- ANde =8_.’I:TA'”AWAD (2.7.28)
(pela férmula para a curvatura como o J acobiano da aplicacio de Gauss). Agora,

Hdz' A--Adz" = KdA, (2.7.29)
onde K ¢ a curvatura escalar e dA a forma de 4rea da superficie. Ademais

de* A Ade™ ! =< yw > dA = -;—dA , (2.7.30)

uma vez que w & o vetor unitdrio na diregéo positiva do eixo z™. Assim H = 2K. Substituindo

isto em (2.7.27) e (2.7.21), obtemos, finalmente, J = 4e" 2K,

A férmula (2.7.18) pode, portanto, ser reescrita da seguinte maneira:

.S(t,ﬂ,w) = (%%)T { (; J;”’&(HT,-)) +h.,} i (2.7.31)

(O leitor é convidado a fazer uma comparagéo entre (2.7.31) e (2.6.2}).
§ 2.8 Comentdrios e Referéncias Bibliograflcas

§ 2.3 O Teorema 2.3.1, para n {mpar e dominios estrelados, foi provado por Lax—Phillips,
-[La~Ph6}, e, no caso geral, por Bardos-Guillot-Ralston, [Ba-Gu-Ra}. Uma maneira rigorosa

de demonstri-lo, é explorar a propriedade nuclear do operador
(T-Ay K —(I-00)¥ ©(28.1)

onde K > £. Este fato foi estabelecido por Birman, [Bil}, [Bi2], tanto para o problema de

Dirichlet como para o de Neumann, sob a hipétese que a fronteira é regular. Para dominios
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com geometria mais complicada, resultados semelhantes podem ser encontrades em Deift,
[De]. Uma prova do Teorema 2.3.1, sem apelar para a propriedade nuclear de (2.7.1) foi dada

por Petkov, [Pe2).

O analogo de (2.3.8) para os resolventes correspondentes (multiplique aml.)os os membros
de (2.3.8) por t3+¢e#! ¢ integre de 0 a 0o) foi mostrado por Buslaev, [Bu2j, e o anslogo de
(2.3.8) para o Laplaceano mais um potencial (operador de Schrédinger) foi obtido por Colin
de Verdiére, [Co3], e Guillopé, [Gui].

O Teorema 2.3.2 e o Coroldrio 2.3.1 estdo em [Ba—Gu—Ra].

§ 2.4 O Teorema 2.4.1 foi estabelecido em [Ba-Gu-Ral, para obstéculos que nio admitem
bicaracteristicas tangentes de ordem infinita a T*(R x 912), e por Petkov e Popov, [Pe-Po},

no caso geral.

Um corolario do Teorema 2.4.1 é que se o obstdculo @ é nio-confinante entdo X €
C>(2r,00). Se, além disso, O é analitico (ou seja, 8O ¢ analitico) entfo (cf. [Ba-Le-Ral)
A € (P(2r,00), onde G? denota a classe de Gevrey 3 (cf. [Ho3]). No caso de obstéculos
estritamente convexos, nac—confinantes e analiticos (ver final do Pardgrafo 1.3), A é analitica,
exceto nos nimeros { € £3g, 2 uniio dos comprimentos de geodésicas periédicas em 9 (cf.
[Ba-Le-Ra]). Mencionamos ainda que, pela Observagio 2.3.2, o intervalo (2r,00) lpode ser

subtituido, nos resultados aludidos acima, por (0, oc).

§ 2.5 A fase de espalhamento, s(¢), coincide com a “spectral shift”, estudada por Krein, [Krl1j,
[Kr2], e Krein-Birman, [Bi-Kr]. Ela pode ser escolhida de forma que s(#) seja diferencidvel
se o > 0. Este fendmeno é ligado com o teorema de unicidade de Rellich que € vélido para o

problema em consideragio {c¢f. [La-Phl], [La—Ph4]).
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Em [Pe-Po). as condigies de fronteira de Neumann tém a forma

(S +a@ua) =0, (282)

a1

onde ¥(z) € C*®(69),+({z) > 0 e v ¢ a normal unitdria exterior a 81, apontando para O.
A corregpondente formula assint6tica para sy (o) () nio-—confinante n > 3), estabelecida em

[Pe-Po], &

(4m)~"/2 (4my=5 -
s = volO¢" + —"———v0ld0c™
MO =t 3 0 et i (283)
_ {an)—=/2

= ( (H(:c) - 27(3:))413,) "2 4 0(6"?) 0 — 400 .
I'(3) so 6
Ikawa, [Ik3], deu um exemplo que mostra que a férmula assintética (2.5.3) ndo ¢ vdlida,

em geral, para obsticulos confinantes.
§ 2.6 Lax-Phillips, [La-Phl], conjecturaram:

i) se o obstdculo é ndo-confinante, a matriz ‘St(z) néo possue pdlos em {z; Imz < a} para

alguma constante e > 0.

ii) se o obstaculo é confinante, a‘é(z) tem uma sequéncia de pélos {A;} tal que I'mi; — 0,

quando j — co.

A desigualdade (2.6.14) implica que a parte i) da conjectura é correta. No entanto, os
resultados de Ikawa, [Ik2,5], mostram que a parte ii) ¢ falsa, em geral. Ainda assim parece
que & conjectura permanece vilida para muitos osbstdculos confinantes. Ikawa, [Ik4], deu um
(primeiro) exemplo para o qual é provada a existéncia de uma sequéncia de pélos da matriz de
espalhamento, convergindo para o eixo real € em, [1k7], prépos a seguinte modificagio para ii):

iii) se o obstdculo é confinante, existe a > 0 tal que a regidio {z € € : 0 < I'm z < a} contém
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uma infinidade de pélos. A existéncia de tal a serviria, entdo, para caracterizar obsticulos
confinantes. Ainda em (Ik7), Ikawa mostrou que #ii) é verdade no caso em que o obstdculo
O é composto por vérios corpos estritamente convexos disjuntos, que satisfazem uma certa

condiggo de visibilidade (cf. (3.7.5) e comentérios no Parégrafo 3.7).
O Teorema 2.6.1 ¢ devido a Bardos-Guillot-Ralston, [Ba~Gu-Ra].

Bardos, Lebeau e Rauch, {Ba-LeRa)], demonstraram que se o obstdculo © é nio-confi-

nante e 80 ¢é analitica, entdo (2.6.14) pode ser melhorado para

Im; > €|};|'®  para todos os pélos A de $(z) . (2.8.4)

Quando O = {z : |z| < R}, pode ser mostrado, por um cdleulo explicito; que existe uma
infinidade de j com Im}; < e]A;]!/?. Portanto, neste caso, (2.8.4) é o melhor possivel. O
mesmo acontece para a “maioria” dos obstdculos nio—confinantes, estritamente convexos e

analiticos (cf. [Ba~Le-Ra)).

§ 2.7 O Pardgrafo 2.7 segue a apresentaghio feita por Guillemin em [Gul]. Ele foi reproduzido

aqui pelo fato de [Gul] nfo ser uma publicagio de ficil acesso.

Uma férmula andloga a (2.7.31), foi obtida por Petkov, [Pel], para obstdculos ndo—con-
vezos, fazendo algumas restrigbes sobre a geometria dos raios (w, 8) (cf. (3.7.2) no Pardgrafo

3.7).
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Capitulo 3

Propriedades Genéricas
de

Geodésicas Periédicas e Raios (w, ).

§ 3.1 Introdugao

Neste capitulo, denotamos por @ C R*,n > 2, um dominio limitado com fronteira
C=,80 = X, e por £ = R"\O. Seja C°(X,R") o espago das aplicagdes C*° munido da
topologia de Whitney {cf. [Co-Gu]). C®(X,R") é entdo um espaco de Baire. O subes-
pago C2,(X,R") de todos os mergulhos (i.e. embeddings) C*° é um conjunto aberto de
C®(X;R") e, portanto, também um espago de Baire. Recordamos que um conjunto R
¢ chamado residual se R ¢ uma interseccfio enumeravel de conjuntos abertos densos. Se
f € €=, (X,R"), denotamos por Oy o conjunto limitado com fronteira f(X) e escrevemos

emb

Q; =R™\0y.

Estamos interessados nas propriedades P de rafos{geodésicas) periddicos refletindo sobre

a variedade f(X) (cuja defini¢do precisa serd dada no Paragrifo 3.2).

Defini¢cao_3.1.1. Ume propriedade P ¢ dita genericamentc verdadeira se ela € verdadeira

para todo f pertencente a um conjunto residual Rp C €5, (X, R).

A fim de descrever as propriedades genéricas que serfio objeto deste capitulo, referimos
As férmulas de Poisson (1.3.39) e (2.4.6) (lembramos que no caso de (2.4.6), n > 3 é impar).
Para estudar alguns problemas inversos em teoria espectral e em teoria de espalhamento

para obstaculos confinantes, é importante examinar a seguinte questfo: seja v uma geodésica
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generalizada periédica em O (resp. em ) (ver Fig. 3.1) e Ty € Lo (resp. T, € L) o sen

comprimento.

Quando T, € supp.sing.Sp (resp. supp. sing A)? (3.1.1)

O ponto de partida para a analise de (3.1.1) ¢ uma férmula de trago adequada, envolvendo
a solugio fundamental do problema de Dirichlet para a equagdo da onda. Por exemplo, da
teoria espectral, segue que {cf. (1.3.38))

Sp(t) = Tr cos(VApDt) = /; E(t; z,z)dz (3.1.2)

onde E(t;z,y) denota a solugfio do problema (1.3.40). Uma férmula de trago similar, ligando
A(t) & solugdo fundamental do problema de Dirichlet exterior para a equagio da onda em €,

foi estabelecida em [Me3].

Para estudar as singularidades de Sp(t), a partir de (3.1.2), é necessdrio obter alguma
representagdo da solugdo fundamental para t préximo de T.,. Uma parametriz global para
E(t; z,y), numa vizinhanga suficientemente pequena de um reio com multiplas reflezdes, foi
construida em [Chl],{Gu-Me]. Por esta razio, é conveniente restringir nossa atengfo a estes
raios (uma vez que tal construgio é muito complicada na vizinhanga de outros tipos de raios).
Por outro lado, parece razodvel conjecturar que, genericamente, ndo existem geodésicas ge-
neralizadas periddicas, diferentes de raios com multiplas reflexdes e de geodésicas contidas na

fronteira.

Como em geral as singularidades, relativas a dois raios, podem se cancelar, sio impor-

tantes os seguintes problemas:
(I} Se genericamente exisie apenas ume geodésica periddica v de comprimento T, ?

{II) Se genericamente a aplicagdo (linear) de Poincaré P, correspondentc o um roio periddico

ordindrio vy (¢f. Observagdo 1.5.1), nio possue valores proprios iguais a ¢/1,Vp € N?
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No caso de variedades Riemannianas sem fronteira e para um conjunto residual de
métricas Riemannianas, a resposta a estas perguntas é afirmativa (cf. [K1-Taj). Aqui, a
questio é mais complicada uma vez que a métrica em R ¢é fixa e podemos “mover” generi-

camente apenas a fronteira.

A situagio mais simples de se lidar é quando O é um dominio estritamente convexo
em R pois, entdo, os tinicos raios periédicos sio os ordindrios e 0. Neste caso, [ e II
possuem respostas afirmativas (¢f. [Pe-5t2]; na verdade a resposta a (I} é sempre afirmativa
qualquer que seja a dimensdo n > 2 e a geometria de O) e, como consequéncia, para dominios

estritamente convexos genéricos em B, a relagdo (1.3.39) torna—se uma igualdade, ou seja:

Genericamente o espectro  {u3} determina o espectro Lo de comprimentos T . (3.1.3)

O significado preciso desta afirmagao é que

supp.sing.S5, = {0} U Lo, paratodo feR, (3.1.4)

onde R é um conjunto residual em C%2,(X, 1), S{)(t) =2 cos,u_{t e {(paf)z} ¢é o espectro

emb

do problema
—Au=p’u em O
(3.1.5)
ulsx) =0

Quando se considera dominios em B? com geometria arbitraria, duas dificuldades apare-

cem na investigagao do (I) ¢ (II):

(III) A existéncia de geodésicas generalizadas periddicas tendo arcos sobre 8O e segmentos

lineares no interior de O. {Ver Fig. $.2)

(IV) A ezisténcia de raios periddicos nao ordindrios, (i.e. lende segmentos tangentes, no seu

interior, @ 00) que se refletem em Q. (Ver Fig. 3.3).

102



Uma geodésica generalizada tendo arcos sobre 8¢ e segmentos lineares no interior de 0,
aparece quando a fronteira 8O possue um ponto de inflexiio #, onde a curvatura de 30 se
anula com ordem um. Entdo a geodésica generalizada contém um segmento linear [ tangente
a 80 em z ¢ um segmento de arco sobre (), comegando em # ¢ terminando em algum outro
ponto de inflexfio. Geodésicas generalizadas deste tipo ndo podem ser evitadas uma vez que
domfnios nio—convexos genéricos em B sempre tém (um ndmero finito) pontos de inflexio
onde a curvatura se anula com ordem um. Na verdade dominios genéricos de R? nio possuem
pontos na fronteira onde a curvatura se anula com ordem dois (¢f. [Pe-St1]). Ademais, pelo
fato da curvatura se anular com ordem um, as geodésicas generalizadas sio bem determinadas
uma vez que o correspondente fluxo Hamiltoniano é bem determinado (cf. [Me-Sj}). A
situagdo muda consideravelmente se restringirmos nossa atengio a geodésicas generalizadas
periédicas. De, fato, em [Pe-St1] foi mostrado que, genericamente, o fenémeno (IIT) nio pode
ocorrer. Ainda, no mesmo artigo, Petkov e Stojanov provaram que genericamente todos os
raios periédicos sao ordindrios (ou seja (IV) também néo ocorre genericamente) e que a res-
posta a (II) permanece afirmativa. Como consequéncia, tém-se que para dominios genéricos,
em R?, com geometria arbitréria, a relagio de Poisson (1.3.39) é uma igualdade. E claro que
o comprimento de 80 pertence a £ se e somente se o dominio genérico ( é estritamente

convexo.

A questio (3.1.3) permanece aberta & investigagiio para dominios genéricosem R, n > 3.
De fato, 2 tinica obstrugiio é quanto & validade ou néo de (III) em dominios genéricos de
R*,n > 3. Todavia, seguindo os argumentos de [Pe-St1], é possivel obter resultados parciais
para dominios em R®, considerando que geodésicas generalizadas periddicas (tendo arcos sobre
90 e segmentos lineares no interior de O) comegam em pontos onde a curvatura Gaussiana

se anula.

Com respeito a relagio de Poisson exterior (2.4.6), Petkov e Stojanov provaram em

[Pe-5t2] que para dominios genéricos da forma @ = UM @, onde O,i = 1,---,M sio
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estritamente convexos em R*, n > 3, impar, e O,N0; = ¢ parai # 7, (2.4.6) é uma igualdade.
A demonstrapﬁb usa novamente respostas afirmativas a (I) e a um fortalecimento de (i) qual
seja: genericamente, a aplicagio de Poincaré P, de um raio ordindrio v, ndo possue valor
préprio em Jz] = 1. A existéncia entio de uma sequéncia mI), /" oo de singularidades de
X implica (no caso genérico), pela Observagio 2.6.2, que os pdlos A; (associados a {1y, f €
conjunto residual de €22, (X,R)) da matriz de espalhamento .Sl(,\), satisfazem (2.6.8).

emb

O comportamento de geodésicas periédicas desempenha um papel essencial na andlise de
problemas inversos em teria espectral (cf. [Gu-Me], [Pe-5t1,2]). Quando se estuda problemas
inversos em teoria de espalhamento para a equagio das ondas no domfnio nio-limitado & =
R\, é importante examinar o comportamento dos raios (w, 8) (cf. Parégrafo 2.4). Em [Pel],
Petkov investigou o comportamento assintético da amplitude de espalhamento a{f,w, 7) para
o —— 00 (Ver também o Pardgrafo 2.7). Foi observado que este comportamento estd ligado
com o tempo de permanéncia Ty e também com a secgio tramsversal diferencial Ji; (cf.
Pardgrafo 2.4) de raios (w,0), 7. Pode-se prover (cf. [Pe-5t3,6]) que algumas restrigdes
impostas em [Pel], sio genericamente satisfeitas. Em particular, os seguintes resultados,

analogos a (I) e (II), sfo verdadeiros:

L
(I’} Genericamente eziste apenas um raio (w,0), v, com tempo de permanéncia Ty (cf. [Pe-

§t5]).
{II’) Genericamente J, € diferente de zero (cf. [Pe-5i6]).

Certamente (I) e (II’) sio passos importantes na investigagio de se (2.4.10) é genericamente

uma igualdade.

Para ilustrar um pouco as técnicas envolvidas na abordagem dos problemas menciona-
dos nesta introdugio, damos adiante, no Parigrafo 3.6, a demonstragio de (3.1.3) quando

© é um dominio estritamente convexo de R®. Antes, porém, no Parigrafo 3.2, fazemos al-

104



guma preparagio; no Pardgrafo 3.3 obtemos algumas propriedades genéricas de elementos
‘e O (X, R™); no Pardgrafo 3.4 estudamos a questdo (1) (quaisquer que sejam a dimensio
€ u geometria} e, finalmente, no Pardgrafo 3.5, respondemos afirmativamente a (II) quando

n = 2 {qualquer que seja a geometria de O).
§ 3.2 Preliminares

3.2.1 Seja v uma curva fechada em R* tendo a forma y = ULI liondel; = [zj,zina] = {y €
Ry = az; +{1 —a)zi1,0 < a < 1} sio segmentos lineares, 7; € X,i =1, - kT = Ty
A curva v serd chamada de raio (geodésica) periddico refletindo sobre X, se as seguintes

condigbes sio verdadeiras:

0
os segmenios abertos I; = L\({z;} U {2:41}) ndo intersectam transversalmente X, para todo

i=1,.-- (3.2.1)

pondo Iiyy = Iy, temos ou I; Nlipy = {zip1} para tedo i = 1,---, % ou entdo emiste m
com k'=2m e tal que iNkyy = {zipa} pora i = 1,---,;m— 1 e Iy = 144 para

{=01, 5 m— 1. (3.2.2)

cpara 1 €4 < k, o3 segmentos I; e Iy fazem dngulos agudes iguais com um dos vetores nor-

mais, Niy1, ¢ X em xi4q e I, lit1, € Ny estio em um mesmo pleno bi-dimensional.(3.2.3)

Os pontos =1, - -+, 7 sdo chamados pontos de reflexiio de y. Observe que v pode estar em
O ou em R™\O = Q (Ver Fig. 3.1). Ademais, alguns raios bem gerais, que nao correspondem
a raios em ) que refletem (sobre X), sfo acimisﬁveis na definigdo acima. Alguns pontos de
reflexéo podem coincidir (Ver Fig. 3.4) e algum segmento {; de v pode ser tangente a X
em algum ponto interior = de I;. (Ver Fig. 3.3) Neste caso, o ponto  da Figura 3.3 nio é
considerado um ponto de reflexfio. Se o nfo possue segmento ortogonal a X, a primeira parte

de (3.2.2) ¢ vélida. Do contrério, a segunda parte de (3.2.2) é verdadeira (Ver Fig. 3.5), e,
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entfio, ¥ tem apenas dois segmentos {; e Iy, ortogonais a X e v passa duas vezes por cada

segmento,

3.2.2. Sejam s > 2,r > 1 inteiros (fixos) e considere o fibrado J™(X,R") de r—jatos. Recor-
daremos algumas notagdes (cf. [Go-Gul, Capitulo II). Sejam

a:J(X,B)—X e B:IXR)—R (3.2.4)
as aplicagdes fonte e alvo respectivamente, isto é a(j” f(z)) = z, B(5" f(z)) = f(z) para todo

elemento j7f(x)} de J7(X,R"). Aqui, j7f(=) é o r—jato gerado por f € C=(X,R*) ez € X.

Introduzimos as projegoes

(X))
s NP (3.2.5)
X’ (B*)* .

O chamado fibrado de s—cépias de r—jatos é dado por
THXR) = (a)7 (X))
onde usamos a notagio

A® = {(ay,---,a,) € A*; a;#a; quando i#j}. (3.2.6)

Para todo f € C°(X,R"), obtemos a aplicagéio
inf: X4 — JI(X,RY), (3.2.7)

definida por
j:.f('tl’ e a-'t.l) = (jrf(zl)s Lo ,jrf(:r:,)) . (328)
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Obviamente, o conjunto

V={i"f(z) e J"(X,R"); posto df(z)=n-—1} (3.2.9)

é aberto em J™(X,R"). Portanto, se U é um subconjunto aberto de (R™)(*, entéo

M= (oY1 (XN (ﬂ')-l(t}) nve (3.2.10)

¢ uma subvariedade aberta de JJ(X,R").

3.2.3. Necessitamos descrever um atlas em M para r = 1,2. Tomemos vizinhangas
coordenadas V,---,V,, de elementos de X com ViNV; = ¢, se i # j, e fixemos cartas 9; :,
V; — R™!. Considere

D= M NI, J (ViR (3.2.11)

e defina a carta © em D como segue. Para r = 1 ponha

G filz1), -+, 3 flz,)) = (s v50) € @) x RYD xR (3.2.12)
onde
= (U1, )y 0 = (V1,000 0a)y @ = (ag)) r<ico (3.2.13)
1£5<n-1
1<t<n
e
i =0i(zi) , vi=fiz:), (3.2.14)
(" o0
aff) = %@“) (3.2.15)

paral <:<s8,1<j<n—11<t<n Aqu
Frm P 1) = () em
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vy = (vgn',__ W) e .

Observe que se F'; I/ — R é uma aplicagio C°°, entdo

d(Fo(fioor") (fic07)
a;'_,, a () = E

O (v) o (3.2.16)

I

Necessitamos especialmente o caso n = 2,r = 2. Entdo se D tem a forma (3.2.11) com

r = 2 e n = 2, consideramos a carta
6:D— B x (B)) x A ' (3217
dada por
O™ fil1),- 5 fulza)) = (ul,---,u,;vl,---,v,; (@) ccrz 5 (587 em s ) ,  (3.2.18)
_ 1<igs 1<i<s

onde u; e v; 580 como em(3.2.14) e

C

a?) —_(_f——a;‘—)( i} (3.2.19)
(1)

B9 = (f—)(u,) (3.2.20)

du?

parai=1,---,8,t=1,2. Aqui, f; = (ffl),f,-(z)) i ERev; = (vfl),vgz)) € R*. Note que.
(agl),afz)) é a matriz da aplicagfo d(f; o e‘._l)(u,-) :R— BE.

Como (72 fi(z1), -, 7 fs(za)) € DC M C V, temos dfi(z;) # 0, que implica

, (a?))z + (a?))2 £0 , i=1,--,3. (3.2.21)

Na nossa notagio, se f; € C°%2,(X,R?),
Ni= (ag’),-a?’) (3.2.22)
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€ o vetor normal a f;(X) no ponto f;(z;).

3.2.4. Propomos aqui uma classificagiio combinatéria elementar de raios periddicos v que
refletem numa subvariedade C* compacta ¥ ¢ R", de dimensfio n — 1. Sejam y;,--- T
diferentes pontos de reflexdo de «, ordenados de maneira arbitraria. Em geral, 4 pode passar
duas ou mais vezes por algum dos seus pontos de reflexio. Entretanto, podemos sempre achar

um inteiro k > s e uma aplicagio
W-‘{l,"',k}‘——! {13"'13} ¥ (32.23)
tal que

Yw(r)s s Yu(k)s Yw(k41) = Yw(1)

sa0 {todos) os sucessivos pontos de reflexiio de 7- Em outras palavras, a aplicagio w mostra
a ordem na qual o raio v passa por todos os seus pontos de reflexdo. Diremos que 4 tem tipo

w.
Por convengéo, pomos w(m) = w(i) para m =i + pk,1 <i < k,p €N Portanto, temos

wE) Fw(i+1) , i=1-k. (3.2.24)

Se v néo possue segmentos ortogonais a Y, entiio

{w(i), (i +1)} # {w(5), (i + 1))} (3.2.25)

paral <i < j <k, ew serd chamada pio-simétrica, Se v tem (deis) segmentos ortogonais

a Y, entio k = 2m e w pode ser escolhida de tal maneira que, para algum 1 < §y < k, a

condigcio (3.2.25) & vilidase ip <i < j <ip+ m, enquanto
wiiptm+j)=w(ip+m—j),j=1,--,m~1. (3.2.26)
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Neste caso w ¢ dita simétrica. Por uma aplicagio admissivel, entenderemos uma aplicagio
(3.2.23) que é ou simétrica ou nio-simétrica. Obviamente, o conjunto de todas as aplicagdes

admissiveis ¢ enumeravel.
3.2.5 Dada uma aplicagio admissivel w, pomos
Ii{w) = {j; existe £,1 <t < k, com {i,5} = {w(t),w(t + 1)}} para todo i € Imw . (3.2.27)

Definimos

Uo = {{y1,"" 28} € ®*)®;y; ¢ envolvente
) Lo ' (2.3.28)
convexa de {y;;j € [;(w)} paratodoi € Imw} .

Obviamente, U, é um subconjuntoe aberto de (IR")("). Finalmente introduzimos a apli-

cagdo
F:®)Y —R (3.2.29)
dada por
k
F(ylv“'sya) = Z”yw(i) _'yw(l'-l—l)“ . (3230)
=1

Observe que para um raio periédico 7 de tipo w, [;(w) é o conjunto de todos os indices
j tais que existe um segmento de v ligando y; e y;. Ademais, y = (t1,7--ys) €U e Fy) é

o comprimento (perfodo primitive) de 7.

SeY = f(X) ¢ f € C%,(X,R"), entdio existe z = (21, ++,T,) € X® com f(z;) =

i

yi,i=1,-+,8. Seja f*: X* — (R")*, a aplicagio

f’(zls"',ma) =(f(-'51)1"';f(3a)) . (3.2.31)

E claro que = é um ponto critico da aplicagéo F'o f*: X0 LR
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3.2.8 Seja M C J;(X,R") dada por (3.2.10) e seja ¥, um subconjunto arbitrario de M.
Denote por Dim ¥ o menor inteiro £,0,< ¢ < dimM, tal que existe um niimero finito ou
enumeravel de subvariedades C*°, {W;, }m, de M tais que S cl, Wy edim W, <t para

todo m. Ponha

Codim Y = dim M — Dim 3. o (3.2.32)
Observe que se tal cobertura {Wy, }m existe e se
Codim Y > s(n — 1) = dim X ' (3.2.33)

entao o conjunto

T={f € COUXR ) f(X)ND =4} S (3.2.34)

contém um subconjunto residual de C25,,(X,R"). De fato, entdo codim W,, > dim X e

s f & Wi é equivalente a 57 f(X)N W, = ¢. (Aqui jIf B Wy, significa que j7f intersecta
Wy, transversalmente; of. Definigfio 4.1 em [Go-Gu)). Portanto, o teorema de transversali-

dade para multijatos (cf. [Go-Gu), Teorema 4.13 no capitulo II) implica que o conjunto
T ={f € C¥(X,R) ; 57f(X0) N W = ¢} - (3.2.35)
é residual em C*°(X,R"). Como

T[T NCE(X,R") , (3.2.36)

T contém um subconjunto residual de €%, (X, R™).

§ 3.3 Propriedades Genéricas de Mergulhos

Estudamos neste pardgrafo algumas propriedades genéricas dos mergulhos f €
€2 (X,R"), X sendo uma subvariedade C* compacta de R”, de dimensdo n — 1| que.serdo

importantes nos pardgrafos seguintes {cf. [Pe-St2]).
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Tegrema 2.3.1: Seja n 2> 2,3 > 2,p ¢ g inteiros e seja U um subconjunto aberto de (R™)(*).

Suponhamos que
H=(Hy, -, Hp): U —®&

L=(Ly, -, L): U —&
sejam aplicapdes C™° com as seguinies propriedades:
para todo i = 1,---,s eziste ri,1 < r; < p tal que grady Hy, #0 para todo y € U, (3.3.1)

y = (y1,°+:¥a) (designamos por y; = (y?),-- . ,yﬁ"’) i=1,--,3 as varidveis em ®));
para todo y € U, dL(y) # 0 (i.c., L ndo possuc pontos eriticos em U) . (3.3.2)

Seja T C C2,(X,R") o conjunto das aplicagées f tais que para tode ponto critico z de
Ho f* com f*(z) € U, temos L(f*(z)) # 0. Entdo T contém um subconjunto residual de
(X, RY). .

emb
Demonstragfio: Inicialmente observamos que é suficienie considerar o caso ¢ = 1. Com
efeito, suponha que o teorema & valido se ¢ = 1, e denote por

Uy={yelU:dL(y)#0} , t=1,---,¢.

Entdo U, é aberto em (R*)® e U = |Ji_, Us. Consequentemente, T 5 (=, Tt, onde
Ti éo conjunt'c; dos f € C2,(X,R") tais que para todo '€ X@ com f*(z) € U, temos

m

L{f*(z)) # 0 se z ¢ um ponto critico de H o f*. Como cada T contém um subconjunto

residual, o mesmo é verdade para T'. Assumimos pois que ¢ = 1.

Seja 3 o conjunto dos elementos
o= (jl.fl(wl):" '1j1fu($s)) EMC J:(X!R“)
(M definido em (3.2.10)), tais que z = (zy,--,Z,) é um ponto critico de H o (fix-xfy)
‘e Lo(fy X+ x fy) (z)} = 0. Obviamente,
T ={f € C(X,BY) ; 1 A(XD)nY =4} . (3.3.3)
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O teorema 3.3.1 é entdo consequéncia do seguinte lema (cf. Pardgrafo 3.2.6):

Tema 3.3.1. Eziste uma familic enumerdvel {Wal_, de subvariedades C™ de M com as

propriedades:
codim W, =(n—1)s+1,

Y. | Wa.-

meN

(3.3.4)

(3.3.5)

Demonstracdo: Seja D uma vizinhanga coordenada de wm elemento de 3, definida em
(3.2.11) com r = 1, ¢ seja © a carta em D, dada por (3.2.12)~(3.2.15). E suficiente provar

que ©(DN 3} estd contide em uma subvariedade de (D) com codimensio (n —1)s + 1. De

acordo com nossa hipétese (3.3.1), existe 1 < ¢ < n tal que

8H,,
aygt)

{(y)#0 paratodeo yell.

Ponhaparal <i<s51<j<n-—1,

. OH,,
€)= 30 2Tl

=1 H

onde { € O(D) é dado por (3.2.12)-(3.2.15).

Agora definimos duas aplicagdes, Ry : &(D) — (n_l)"Rz
pondo
Ri(€) = (5;;(E))rgsgn
1<i<s

Ra(€) = (Ra(£); L(v)) -

Usando as definicées de 3~ ¢ © e (3.2.16), (3.3.7) e (3.3.8), obtemos

&

e(Pn) ) C R7(0).
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Resta agora verificar que Rp ¢ uma submerséio sobre ©(D). Suponha { = (u,v,a) € 6(D) ¢

s n—1

> Z Bi; grad bi;(£) +C grad L(£) =0 (3.3.11)

i=1 j=1

para algumas constantes reais C e Bjj,1 <4 < 8,12 j<n—1 Aqu L:e(D — RS
dada por L(¢) = L(v) e os gradientes acima séo considerados como Vetores em @) x
(R*)* x (R** 1)), Devido a (3.2.12) e ao fato que { € a(D),D C M, obtemos v € U. Fixe
1<i<s1<j<n—1 Endoexistet,1 <t<n, para o qual (3.3.6) é valida com y = ».
- De (3.3.7), temos

6”;:) €)= (,, L (0) £0,

Bbe s L g
?@’)(6)=0 se i'£1 e JET.

if

Ademais, ™ (,) ({ ) = 0. Assim, considerando em (3.3. 11) somente as componentes cor-

respondentes as denvadas com respeito a a , obtemos B,J (,) i{v) = 0 e, por consegumte
B;;=0paratodoi=1,--+,s, j=1,---,n -1 Portanto (3 3 11) implica & gradL{£) =
e, de (3.3.2), deduzimos C' = 0. Assim R; ¢ uma submersao e isto completa a prova do Lema

3.3.1 e, consequentemente, do Teorema 3.3.1.
§ 3.4 Independéncia Racional dos Comprimentos de Geodésicas Periédicas
O objetivo neste parégrafo é provar o seguinte (cf. [Pe-St2})

Teorema 3.4.1. Seja X uma subvariedade C™ compucia de R, de dimensdon —1 e seja
Mo conjunto dos f € C2,(X,R*) tais que dois raios {geodésicas) periddicos quaisquer que
tém pontos de reflezdo sobre f(X), possuem comprimentos (periodos) racionalmente indepen-

dentes. Entio M contém um subconjunto residual de CZ5,(X,R").

Este teorema resulta de uma aplicagfio do Teorema 3.3.1. Para isto, necessitamos de
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alguma preparacio. Seja ¥ = f(X), f € €25, (X,R") ¢ sejam 7 e 72 dois raios periédicos
distintos refletindo sobre Y. Denote por #;,---,¥, todos os pontos de reflexfio de ambos v,

e 2. Obviamente, existem aplicagdes admissiveis (cf. Pardgrafo 3.2.4)

W {la,k} — {1:"'13} 15: {1111} — {1:"'a3} (341)
tais que vi(respect.y2) tem tipo w(respect.§). Isto significa que 1), Yw(r) 530 todos os
sucessivos pontos de reflexiio de vy, enquanto ys(1), -, ys¢ry sao todos os sucessivos pontos

de reflex@o de ;. Observe que
ImwUImé = {1,2,---,s}, (3.4.2)

{w(i),wi + 1)} #{8(),6(+1)}, 1<egk, 1S5 <1, (3.4.3)

e que Imw N Imé pode ser nio vazio (de fato existem exemplos onde Imw = Imé).

Um simbolo T = (%,1, s,w, §) serd cham-adp uma configuracio se k,l, s sfo inteiros > 2
e w,# sio aplicagbes admissiveis, da forma (3.4.1), satisfazendo (3.4.2) e (3.4.3). Diremos

entfo que o par (+,72) tem tipo T'. Neste caso temos

y={, - y)eVNU;s . (3.4.4)

Suponha que T' é uma configuracio e que o par (11,72) tem tipo I'. Assuma ainda que
os comprimentos {periodos) de 11 e 72 sdo racionalmente dependentes.Entio existem dois

inteiros positivos a e b tais que F(y) = G(y), onde F, G : (R*)(* — R séo dadas por .

k
Flz1,--,25) = azuzw(i) '_zw(:'+1}” ’ (3.4.5)

=1

!
Glz1,--+22) =Y llzsciy — zscisnll - (3.4.6)
i=1 .
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Como w e é sio admissiveis, F' ¢ @ sio C em (R")(*). Por outro lado, ¥ = f(X),
portanto existe z = (zy,---,2,) € X com f(z;) =yi,i =1,---,s. Cldro que  é um ponto

critico de ambas Fo f* e Go f*: X1 R

O conjunto de todos os ternos (T, e, b) (I' configuragio, a ¢ b inteiros) é enumerdvel;
podemos pois restringir nossa atengéo a T',a,b fixos. Para estabelecer o Teorema 3.4.1, é

suficiente provar o seguinte

Lema 3.4.1. Seje Mrp 4 o conjunto dos f € C22,(X,R") tais que para todo z € X com

emb

f(z) € U, NUs, temos F(f*(2)) # G(£°(x)) s = € um panio critice de ambos Fof* e Gof*.

Entdo Mr,.4 contém um subconjunto residual de C%2 (X, R").

Necessitamos primeiro da seguinte propriedade elementar de F' que explica o papel do

conjunto U,.

Lema 3.4.2. Para todo y € U, e todo i € I'mw, eziste j < n com ﬁy(y) # 0, onde

¥= (yl?"':ya) € (ER'“)(J):yl' = (ys‘l):""lys"))'

Prova do Lema 3.4,2. Usando (3.4.5), (3.2.24), (3.2.25) e (3.2.26), temos

(7} (3) ‘
8F Y — Y
(J) (y) = a' “ . ‘II 3 (3.4.7)
9y; ten(w) T

onde a = a' se w é ndo-simétrico e a' = 2a se w é simétrico, Supondo aag +(y) = 0 para cada
v

j=1,---,s, temos

Z Yi — Yt

= 0 P
o T = wel

que implica y; = 3, Ii (w) GtYe com Tie i) Gt = L. Consequentemente, y; € envolvente
convexa de {y;t € Ii(w)}, o que contradiz o fato que y € U,. Isto prova o Lema 3.4.2.
Analogamente, para todo y € Us e todo i € Imé§ existe j < n tal que -é%y(y) #0.
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Prova do Lema 3.4.1. O conjunto

Z = {y € U NUs; d(F — C)(y) £ 0} , . (348)

€ um subconjunto aberto de (R*)}{*). Pelo Lema 3.4.2 & (8.4.2), vemos que as condigdes do
Teorema 3.3.1 sdo satisfeitas se escolhermos Hy = F, H, = GU=ZL=F-GQ,p=2,g=1.
Denote por T' o conjunto dos f € C%,,(X,R") tais que para todo z € X com fliz)e Z,
temos (F — G)(f*(z)) # 0 se z é um ponto critico de ambas Fo f* e Go f* . De acordo com

o Teorema 3.3.1, T' contém um subconjunto residual de C2,,(X,R").

Vamos aplicar o Teorema 3.3.1 novamente. Sem perda de generalidade, podemos supor

que 1 € I'mw. Ponha
oF oG
Li(y) = —5(v) - —z v (8.4.9)
l( ) ay{f)( ) aygg) )
parat=1,-.-,n, y € (R*){*), Entso
L=(Li, L) : ®) —R* (3.4.10)
¢ uma aplicagio C°. Precisamos verificar que dL(y) 5 0 para todo y € (R*)(®). Assuma

¥ = (y1,---,¥) € ®)® e dL(y) = 0 para t = 1,---,n. Substituindo em (3.4.9) as

derivadas de F' e G por suas expressdes, obtemos

0 _ 0 ® _ 0
SRV e LR e
ety Ml = will o5 T = y'

com & = b ou 2b. Tomando i € I1{w), a condigio (3.4.3) garante i ¢ I1(6). Consequente-

mente,

P -

j#t
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para t = 1 ,n. Como n = 2, obtemos y(J) ( ) para cada.j =1,--+,n, isto éyn = yi.

Isto contradiz as condigdes i # 1,1 € [H{w)ey € (IR“)('), porta.nto dL(y) #0.

Temos de considerar dois casos. Primeiro, assuma que fmw = {1,--- ,8}. Entdo as
hipéteses do Teorema 3.3.1 sdo satisfeitas com H = F, U = U, e L definida por (3.4.9),
(3.4.10). Derote por T" o conjunto dos f € C7 %0 (X, R") tais que para todo z € X com
f*(z) € U, temos L{f*(z}) # 0 se ¢ é um ponto critico de Fo f*. Pelo teorema 3.3.1, T"
contém um subconjunto residual de C%,,(X,R") e o mesmo é verdade de T =T'NT". Para
mostrar que T C Mrqp, seja f € T e assuma que v € X(2) ¢ um ponto critico de ambas
aplicagdes Fo f* e Gof*e f(z) eV, NUs. A condigio f € T" implica L(f*(z))} # O e,
de (3.4.9), d(F — G)(f*(z)) # 0; portanto, f*(z) € Z. Por outro lado, f € T' e obtemos
F(F*(2)) # G(f*(z)), isto & f € Mr,q 5. Assim, neste caso, Mr 2, contém um subconjunto
residual de C%,, (X,R").

Agora considere o caso em que Imw é um subconjunto préprio de {1,---,s}. Entdo

Z=U,nU;. (3.4.11)

De fato, Z C U, N Us segue de (3.4.8). Sejai < s com i & Irmw. Entéo a—zs%(y) =0
para todo y € (R*){® e todo j < n. Por outro lado, devido a (3.4.2), temos { € Imé e, como
mencionamos acima, para todo y € U existe j < n com -—-Tr)-(y) #£ 0. Assim, d(F-G)(y} # 0
para cada y € Us, o que mostra que U NUs C Z. De (3. 4. 11) concluimos que I C Mr 5.

Isto completa a prova do Lema 3.4.1 e, consequentemente, também do Teorema 3.4.1.
§ 3.5 O Espectro da Aplicagio de Poincaré de Raios Periédicos Ordindrios em I,

Neste paragrafo somente consideramos raios peribdicos ordindrios 7 (em O C B®) re-
fletindo sobre X = A®. Nosso objetivo é estudar o espectro da aplicacdo de Poincaré P,
associada a 7, quando O é genérico. Primeiro, necessitamos recordar algumas notagdes ¢ re-

sultados sobre a'representagio de P, provada em [Pe-Vo]. Sejam @1, -+, @k, Qr41 = @, os
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sucessivos pontos de reflexo de 7. Denote por D; a reta orientada passando pelos pontos ¢;
€ Qit1,i =1, k, com diregio colinear com a do vetor QiQ:41 . SejaII; a reta ortogonal
— —
a D;. Escolha um ponto Py € Dy tal que ||Q Pi]| = 1,Q, P, tem a diregiio de Di. O produto
I x My é um subespago simplético de BZ x IR?. Para obter a representacio de P, explo-
ramos o conjunto das retas orientadas que estio suficientemente préximas a Dg. Estas retas
podem ser identificadas com os pares (u,v) € II; x II;, suficientemente préximos de (0, 0).
Mais precisamente, dado (u,v) € Il x II;, considere a reta i(x,v) que passa em P, + u com
direcio a};: +v. (Aqui identificamos o vetor P + u com um ponto). A imagem de I(u,v),
apés m reflexdes em 9O, é uma reta orientada I(ii, 7}, determinada pelo par (i, 5) € II; x I},

Assim, obtemos uma aplicagio

¢k : (u,0) € M x I — (i) € I x I , (3.5.1)

definida para (x,v) numa pequena vizinhanga de {0,0). O diferencial d¢(0,0) é a aplicagio
de Poincaré P, associada a v, expressa na base de II; (cf. [Pe-Vol). A escolha do ponto inicial
sobre y néo muda P,, exceto por uma similitude. Assim o espectro de P, é independente da

escolha do ponto inicial sobre 7.

Para descrever a representagio de P, (na base de II;), obtida em [Pe-Vo|, introduzimos
algumas notagBes. Seja o; a simetria com relagfio A reta tangente a; a O em Q;, e seja

— .
| @i@is1 {] = Ai,i =1,-+-, k. Ponha 8; = oy - - 20 € sejam t; 0s nimeros

Py = %[< Nei,Qiv1 —Qi> i) , i=1,-+- k. {3.5.2)

onde ¢; = *1,Ng, é a normal a O no ponto @;,k; é a curvatura de 30 em Q; e < , >
denota o produto escalar em R®. Observe que s; é uma aplicagio unitdria na reta II; e,

portanto, 8 = e = £1.
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Ent3o temos a seguinte representagéo (cf. [Pe-Vol):
€ 0y (1 Ak ! M
_ . . 3.5.3
P (0 E) (¢k 1+/\k¢k) (¢1 1+)\1¢1) (3:5:3)

Suponha agora que X é uma subvariedade C™ compacta de dimensfio um de R, que
w & uma aplicagio admissivel e que f € C%,(X,R?). Considere um raio periédico or-
dindrio v refletindo em f(X), de tipo w. Entfio existe z = (z1,-'+,%,) € X tal que
F(2u@y)s - F{zwgky) sbo os sucessivos pontos de reflexdo de . Podemos supor, por razoes
técnicas, que a curvatura de f(X) ndo se anula em f(z;) para todo i = 1,---,s. Esta

propriedade & genericamente verdadeira (cf. [Pe-St2], Teorema B.3 no Apéndice B). Sejam

A = |1 f(mwi+y) — fleo@dll (3.5.4)
1 A .
A':(xbe 1+A,-¢.') pi=deek (3.55)

Aqui os niimeros %; sio dados, de acordo com (3.5.2), por

2
Pi= X [< Nty F@utinn)) = FEun) > €wtiyun] (3.5.6)

onde ¢; = %1, 5; é a curvatura de f(X) em f{z;). O vetor normal N; a f(X) no ponto f(z;)
tem a forma (3.2.22). Os nfimeros €,,(;) 580 escolhidos de tal forma que B 50,i=1,-,k

Ku(i)

Se ¢ niimero complexo u pertence ao espectro da aplicagio de Poincaré P, entdo p €

R|JS!, uma vez que P, é uma aplicagdo real simplética. Portanto, obtemos
0 1
Introduzimos o multiindice

X=(e1, 16) =+, i=1,-,3. (3.5.8)
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Considere a aplicagio (3.2.29)-(3.2. 30). Fixando a aplicagio admissivel w, o multiindice X e
os nimeros € = £1, 4 € RU S!, denotamos por T(w, X, ¢ ) o conjunto dos f € C e (X, R%)
tais que para todo ponto critico z € X da aplicagio F o f*, com f(z) € U, a condigio
(8.5.7) néio & vélida. Nosso propdsito é mostrar que T(w, x,€, 1) contém um subconjunto
residual de C2, (X, R?). Para isto, se M é dada em (3.2.10) com r = 2,1 = 2, necessitamos
do

Lema 3.5.1. Seja Y. o conjunto dos o = (j2f1(z),---,j2_f,(:c,)) € M tais que x =
(¢1,---,2,) € um ponto critico de Fo f* ¢ (8.5.7) € vélido com A; dado por (3.5.4)-(3.5.6).
Entdo exzistem subvariedades C°°, {Wnlo_i, de M tendo as propriedades:

codim W, =s+1, melN, (3.5.9)

Yool Wa. (3.5.10)
mEeN -

Demonstragdo: Considere uma vizinhanga coordenada D de um elemento de o, dada por
(3.2.11) com r = 2,n = 2, e seja © uma carta determinada, por (3.2.18). E suficiente mostrar
que (PN }) pode ser coberto por um nitmero finito de subvariedades C*° de o(D), de

codimenséo s + 1.

Um elemento ¢ € ©(D) tem a forma

€ = (u;v;0;0) € R x (R xR?* x R* | (3.5.11)

onde u,v sio dados por (3.2.13)-(3.2.14) e a = (a ) =1 e b= (bm)
(3.2.19) e (3.2.20) respectivamente.

t=1,2 S80 COomo em
1<i<a

Ponha |
B(¢) =Tr [(; (:)Ak---Al] . (g+ ;1‘) : (3.5.12)
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Aqui, os A; sdo definidos por (3.5.5), onde

Ai= "vw(i-i-l) - vw(i)“ s t=1,eey k, (3513)
17 (@ 1 1 1 2 2
¥ = bW [aﬁ-) 5:():+1) f.,().) 5 ! L()-+1) 5:()-) ]fj'%'(ﬁ) ) \(3-5-14)

com j =w(i), i=1,--",ke

(1)6(2) o2 (1)
x;(€) = % i i =w(). (3.5.15)
( (12 +a(2)2)

Obviamente, E(£) pode ser escrito como um polindmioc E(£) = EM <k d.k", onde T =
(t1,-++,1s) é um multiindice, [r} =2, +---+1s,5: € N, &" = &b --- sl e dr = d:(x 6 4,0,a)
E importante observar q.txe o polindémio E(£) é nio-trivial uma vez que E(¢) é um polindémio
ndo trivial com respeito a %1, -+, %%, tendo, no miximo, um coeficiente nulo. Devido a

(3.2.16), (3.5.12) e & definigBo de 7, obtemos

o@NY) = {£ DK E(E) =0eci(¢) =Oparai =15}, (3.5.16)
onde
a
65(5) - 6Zﬁ') (v)agl} + .37‘;‘-)-(”)“5'2) yi=1lyry8. (3‘5'17)

Dados dois multifndices 7,7, escrevemos T < 1’ se T = (try e ryta)y ™ = (1,3 t,)
2>t i=1,-+,8, || > Sejam 7 e T’ tais que 7 < 7, |[r|+1 =[] < k e ponha

M(rﬁ)={¢ee(v);c.-(s)=o,i=1,-,s,aglf(a)— %'?(e)?eo}. (3.5.18)

Temeos entéo,

EC U M(r,"'}.

rgrf
Jrit1=| 1<k
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Precisamos mostrar que M(r, ') s8o subvariedades C°° de ©(D), de codimensio s + 1.
Com efeito, defina a aplicagio R, : 6(D) — R*™! por

Irl
Rf(ﬁ) = (cl(f)i tt sca(g)! ’a_a:fg(f)) . (3.5.19)

Provaremos que R, é uma submersso em todo ponto £ € M(r,7'). Seja £ € M(r,7) e

suponha que

ZC, grad ¢;{€}+ A grad 3 - (f) 0 (3.5.20)

i=1
com constantes C; e A. Seja

7=ty te) , T =1, s tictyfi + Ltizs, oo ts)

para algum ¢ € {1,---,s}. Entdo, (3.5.15) fornece (,,(E) -0 paai # je 36(1) SR(E) =
(2) j¢ (1)? @y
—a; " f(a;" +a; 3Bz

Ademais, temos

ad alrlg Br;
@ﬂ%J@— T O
Derivando (3.5.20) com respeito a bf-l), obtemos

1]
4% Z O 1@ + P = 0
Por outro lado, £ € M{r,7’) implica 4 agg) = 0. Analogamente, considerando a derivada
de (3.5.20) com respeito a b(-z), achamos A ap) = 0. Consequentemente, explorando (3.2.21),
concluimos que A = 0. Tomamos agora as derivadas de (3.5.20) com respeito a a( )i
1,-+-,s. De (3.5.17) segue que C;a—’(-,-)-(v) =0,t=1,2. Como £ € 6(D),D C M, deduzimos

de (3.2.14) e (3.2.10), que v = {v1,--,v,) € U,,. Estamos agora em condiges de aplicar o
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Lema 3.4.2 e concluir que (,,(v)?é()parai_ lou2 AssimC; =0parai=1, .--,se R, é
uma submersio em qua.lquer ponto de M(r, ™). De acordo com (3.5.18) e (3.5.19), obtemos
M(r,7') = R (0)N O com O = {€ € 0(D); SF(€) # 0}

T
H axT

‘Porconseguinte, M(r,7') é uma subvariedade C* de ©(D), de codimensio 5+ 1, 0 que

termina a prova do Lema 3.5.1.

Do fato que

Tw, X, € 4) = {f € Co (X, B2 AXNNS =4}, (3.5.21)

obtemos, pelos argumentos dados no Pardgrafo 3.2.6, o
Coroldrie 3.5.1. T(w, X, ) contém um subconjunto residual de C2,,(X,R?).

Seja A um conjunto enumeravel de niimeros complexos ¢ € RU $!. Denote por T} o
conjunto dos f € C%, (X, R? } tais que para todo raio periddico ordindrio v, refletindo em
f{X) em pontos onde a curvatura de f(X) nao se anula, o espectro de P, nio intersecta 4.
E ébvio que

T.oNN N N Twxen), (3.5.22)

w o x e=31pcA

onde w percorre todas aplicagbes admissiveis e x percorre todos os multiindices (e1, -, ¢€,)
com ¢ = *1,i = 1,---,s. Aplicando o Corolirio 3.5.1, concluimos que 7% contém um

subcon_]unto residual de €22, (X,R?).
O resultado principal deste pardgrafo é

Teorema 3.5.1. Seja A um conjunto enumerdvel de nimeros complezes p € RU 5. Seja

T4 o conjunto dos f € C%,(X,R?) tais que para todo raio periddico ordindrio v refletindo
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em f(X), o especiro da eplicagdo de Poincaré P,, associada ¢ v, ndo intersecte A Entdo

T4 contém um subconjunto residual de C2 (X, R?).

Demongtragio: Seja T, o conjunto definido acima e seja R o conjunto dos f € C2,,(X,R?)
tais que para todo raio periédico ordingrio 7 refletindo em f(X), a curvatura de f(X) nio
se anula em nenhum ponto de reflexio de 7- De acordo com o Teorema B.3 do Apéndice B
de [Pe-5t2], R contém um subconjunto residual de C2 (X, R). Obviamente T4 T4NR.

Isto prova o Teorema.

O Teorema 3.5.1, pode ser considerado como a primeira parte de um teorema de tipo
Kupka-Smale para bilhares em variedades com bordo. Naturalmente, o caso mais importante
é quando 4 € o conjunto de todas as raizes da unidade ¢/1,p € N, Neste caso, o resultado foi
estabelecido em [La] para dominios genéricos estritamente convexos doR®. Por outro lado, um
resultado andlogo para geodésicas periédicas em variedades Riemannianas sem Sronteira, foi
obtido em [KI-Ta]. Nestes artigos, os autores exploram perturbagdes locais respectivamente

da fronteira e da métrica Riemanniana,

§ 3.6 Igualdade da Relagio de Poisson para Dominios Estritamente Convexos

Genéricos em R,

Seja O um dominio estritamente convexo de B? com fronteira 80 = X, e denote por
W a vizinhanga da Id em 20 o( X, R?) tal que para todo f € W o dominio limitado O é
estritamente convexo. De acordo com os resultados dos Pardgrafos 3.4. e 3.5, existe um
subconjunto residual, R C W, tal que para todo f € R, os comprimentos (periodos) de
todas as geodésicas periédicas ordindrias 7, refletindo em f(X) (lembramos que, neste caso,
os tinicos raios periédicos so os ordindrios e f(X); neste pardgrafo v denotars sempre uma
tal geodésica} séo racionalmente independentes e o espectro da aplicagio de Poincaré P,,

associada a qualquer 7, nfio contém YIpen
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Seja SH(t) = 2 cosp_{t eSR)com fERC C%2(X;RY), onde {(,uf)’} ¢ o espectro
do problema (3.1.5). Mostraremos que, genericamente, para todo 7, o periodo T, é um pouto
isolado em aupp.sing.S{,(t). Para este propdsito, aplicaremos o Teorema 3.4.1. Entretanio,
para algum v poderiamos ter Ty /Ls € @ (conjunto dos racionais), L; sendo o comprimento
da fronteira f{X). £ conhecido (cf. [Ma-Me]) que para todo m € N,mLy nio é isolado
em supp.sing.S {,(t) e o mesmo scria entdo verdade de ¢T, para um ¢ € N, adequado. Para
evitar esta dificuldade usaremos o seguinte lema cuja demonstragso pode ser encontrada em

[Pe—St2};

Lema 3.6.1. Existe um subconjunto residual R' de W tal que para tode f € R', temos

T, # 2Ly, Vpa €W, V1. (3.6.1)

Construimos pois um conjunto residual Ry = RN R', em W, tal que para todo f € Ro ¢
toda geodésica periédica ordindria 1, refletindo em f{X), o periodo T, é um ponto isolado em
supp.sing.S 1{,(t) e, ademais, existe somente um raio 7y com periodo T,. A segunda afirmacio
segue do Teorema 3.4.1 ¢ do Lema 3.6.1. Para provar a primeira, assumimos que para algum
raio petiédico ordindrio v, refletindo em f (X), f € Ry, existe uma sequéncia vn de tais raios,
com T, — Ty, quando m — oo. Suponha que ¥ passa no ponto Iy € F(X}, com
diregio £,, € S!. Extraindo uma subsequéncia, podemos assumir que Mmoo (Tms€m) =
(zo,£0). Se v passaem zo com diregéio £o, obtemos uma contradigdo com o fato de 1 & espec-
tro (P,). Do contrério, a continuidade do fluxo Hamiltoniano generalizado (cf. [Me- Sj})
implica a existéncia de uma geodésica generalizada g, em Oy, passando em o com diregio
£, tal que Ty, = Ty, Se < €0, Nzp > > 0,70 é um raio periédico ordindrio, refletindo em
f(X), e obtemos uma contradi¢io com a conclusio do Teorema 3.4.1. Se < £o, Ny, >=10,
temos 7o = f(X) o que contradiz o Lema 3.6.1.

Como a apiica;:ﬁo de Poincaré P, para todo 7, f € Ho, néo possue valores préprios da
forma /1, p € IN, estamos em condigdes de aplicar o resultado de Guillemin-Melrose (cf.
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[Gu-Me], Teorema 2, e Observagiio 1.5.1) que nos diz que S,(t), préximo de T, & ignal a

(—1)M T, ldet(Id — P,)|"/26(t — Ty) + h(E) (3.6.2)

onde N, é o niimero de reflexdes de ¥ (o fator de Maslov ¢ que aparece em [Gu-Me| &
igual, no nosso caso especial, a um) e h(t) € L},,. Assim obtemos, de imediato, que T}, €
supp.sz'ng.S{,(t). Analogamente, 0 mesmo argumento mostra que mTy, € supp.sing.S{,(t),
V¥m € N. Como mencionade acima, mLy pode ser a.proxima.d;) por periodos T, , de raios
periédicos ordindrios 4, » refletindo em f(X), tendo numero de rotagio m e s reflexdes (cf.

[Ma-Me]). Assim mL; € supp.sing.Sf (¢} também, e obtemos o seguinte (cf. [Pe-5t2)).

Teorema 3.6.1. Suponha @ CR? estritamente convezo, Entio eziste uma vizinhanpa W da

Id em C2,(X,R?) € um conjunto residual R em W tal que pare todo f € R, temos

supp.sing.SE(t) = {0} U Lo, » (3.6.3)

onde Sh(t) = 25 cos,uft € {(pc_{)2 1521 € o espectro do problema (9.1.5).

Observagcao 3.6.1. Em [Pe-St2], os autores maostraram também que se pode recuperar o

espectre de Py« sendo um raio periddico ordindrio refletindo em f(X), f € R, a partir de

{()?).
§ 3.7 Coment4rios e Referéncias Bibliogrificas.

O Teorema 3.5.1 foi demonstrado em [Pe-St6} para n = 2. No mesmo artigo os autores
provaram que genericamente todos os raios periddicos, refletindoem X = 30,0 Cc R, n > 2,
sao ordindries (ou seja (IV) nao ocorre genericamente mesmo se # > 2). Um teorema inte-
ressante (com n > 2) mostrado em [Pe-5t7] é que, genericamente, para todo s > 2, existe, no

méximo, um ‘niimero finito, N{s), de raios periddicos refletindo em X, tendo exatamente 3
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pontos de reflexfio. Aqui o surpreendente é que a geometria de X é arbitrdria e ndo é necessario
investigar (III) ou seja, a existéncia e comportamento das geodésicas generalizadas periédicas
(tendo arcos sobre O e segmentos lineares no interior de O) que poderiam ser aproximadas
por raios periédicos refletindo em 8¢. Este resultado permite colocar o problema (ainda em
aberto): qual é o comportamento assintético de N{s), quando s — o0, no caso de dominios
genéricos tais que N(s) < oo para todo s € N7 A resposta deve estar relacionada com as
propriedades ergddicas do sistema dinfmico discreto associado & aplicagio bilhar. Uma outra
consequéncia é que, genericamente, o conjunto de raios periddicos, refletindo em 80, &, no
maximo, enumeravel. Isto prova que a propriedade (1.6.27) é genericamente verdadeira (ef.

Observagio 1.6.3).

Para a obtengiio desses teoremas foi importante estabelecer que, genericamente, todo
raio periédico passa apenas uma vez por cada um de seus pontos de reflexio, e que dois raios
periddicos diferentes niio possuem pontos de reflexfio comuns {cf. {St1]). Convém observar que
todos os resultados genéricos mencionados acima (ou seus andlogos como ([I')) permanecem
vélidos para raios (w, 8); em particular, genericamente todos os raios (w, ) sio ordindrios (cf.

[Pe-5t7]).

Resultados genéricos sobre a igualdade em {2.4.10) sao pouco conhecidos. Néo obstante,

em [Pe-5td], os autores démonstraram que se

O=UM, 0, OnO; =4, i+7, O estritamente convexos para i =1,---,M , (3.7.1)

entdo, para diregBes genéricas (w, ), os simétricos dos tempos de permanéncia de todos os
raios (w, ) erdindrios estfo incluidos no suporte singular de S(t,8,w); em outras palavras
se w € S"! ¢ fixado, existe um subconjunto residual R{w) C S™~! tal que para cada
8 € R(w), 8 # w, temos:

supp.sing.S(-, 8,w) = U {-T,}, {3.7.2)

TEL], ,
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onde £, , designa o conjunto de todos os rajos {w,8) ordindrios (com diregio de incidéncia
w e diregdo de espalhamento ) com reflexdes sobre 5O, Ademais, préximo de —T,, temos a
seguinte “férmula de Poisson” (cf. [Pel])

Iy < v(zy),w |12

t.8 — (1-n)/2 —1yma—ley |
S0,6,0) = (22 gpymsin . [T S e

oG+ T) (3.7.3)

+ termos malis regulares .

Aqui, my é 0 niimero de reflexdes de 7,0, € N é o indice de Maslov, J, é a secgio
transversal diferencial de 1,< , > é o produto escalar em R, z., (respect. ¥-) & o primeiro
(respect. dltimo) ponto de reflexio e v(z) é a normal unitdria exterior a 8@ no ponto z € 80
(apontando para £ = R\O). As expressdes {3.7.2) e (8.7.3) indicam que se w € S™~! ¢ €
R(w),8 # w, podemos, a partir das singularidades de $(¢,8,w), recuperar como dados de-
espalhamento, todos os Ty,y € Luyp, juntamente com os correspondentes coeficientes C.,
de §("—1/2(3 4 T,). Todavia, nio podemos através do niicleo de espalhamento, S(t, 6,w),

determinar quando § € R(w).

Os resultados de Melrose & Sjéstrand, [Mel], [Me-Sj], implicam que para obstdculos
néo—confinantes, os tempos de permanéndia T, de todos os raios (w, 8), v, séo uniformemente
limitados quando (w,6) varia em $"~1 x $"—1. Para obsticulos confinantes, espera—se que

caso w, § sejam adequadamente escolhidos, tenha-se;

sup{Ty:y€Lug) =00 . (3.7.4)

Petkov e Stojanov, [Pe-Std], estabeleceram (3.7.4) para obsticulos do tipo (3.7.1), fa-
zendo a hipdtese adicional

para todos os ternos (iy,1z,i3) € {1, MPi; #ig, i #F,
(3.7.5)

a envolvente convexa de O;, U O, pio intersecta o,
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Esta condigdo foi introduzida por Ikawa, [Ik6], que provou que para cada configuragdo

@ = (i1, " ik)y 1 7 1§, existe um ‘nico raio periédico 4o com sucessivos pontos de reflexéo
£,€00;,i=1,"" k. Por uma configuragio a, de comprimento k, entendemos um simbolo

o= (i1, ), com ij € {1,--+, M} para todo j, e i; #ij41 paraj =12, k-1 Soba
condigiio (3.7.5), foi mostrado em [Pe-Std], que para cada &, escolhendo—se adequddamente
w, 8, para todo ¢ > 0, existe um raio {w, §) ordinario +4 com m = gk + I pontos de reflexdo
tpktj € 80,0 < p< g1 <j<kl1gj<lsep=q) A escolha de w e § depende de uma

condigdo de visibilidede envolvendo O;, e 0, que é possivel obter—se utilizando {3.7.5).

Ainda em [Pe-Std], os autores estudaram o comportamento assintGtico dos tempos de
permanéncia T;ﬁ 41 de 'y;f‘ 4+ quando g — co. O termo principal deste desenvolvimento
assintético é ¢d,,d, sendo o comprimento de 7a. Consequentemente, o espectro dos com-
primentos de espalhamento {Ty : ¥ € L, ¢} determina os comprimentos de todos os raios
peri6dicos 7o. Por esta razio, podemos considerar dg como invariante de espalhamento. Em
[Pe-5t2] (cf. comentdrios no Parégrafo 3.1), 0s mesmos autores provaram que o8 d, podem
ser recuperados a partir das singularidades da distribuigio A (cf. (2.4.2) e (2.4.6)), contanto
que o obstaculo O (da forma 3.7.1)) seja genérico. O resultado acima diz que podemos obter

as mesmas informagdes utilizando o espectro dos comprimentos de espalhamento,

Marvizi ¢ Melrose, [Ma—-Me], e Colin de Verdiére, [Cod), estudaram o comportamento
assintético dos comprimentos de geodésicas periédicas em regides estritamente convexas O C
R, Em [Ma-Me], estas geodésicas aproximavam & fronteira 80, enquanto em [Codl, elas
aproximavam um raio periédico elitico. Na situagio descrita acima, Yo é um raio hiperbdlico
e no desenvolvimento assintético de Tq],: 4 S0 obtidos dois termos médulo um resto 0(87),

com (<6<l

Ainda em [Pe-St4], foi examinado o comportamento assintético do coeficiente Cli de

§(=0/2(¢ 4 TH), em (3.7.3), quando m — co. O resultado ¢ que o termo principal do
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desenvolvimento assintético de n|CY 4| quando ¢ — oo, &

1 n—1
9ca =34 Z inju;| (3.7.6)

onde pj, |#;| > 1, sdo os valores préprios da aplicagdo de Poincaré associada a v,.

No caso de dois obstdculos ;,i = 1,2 (cf. Pardgrafo 2.6), a condigdo (3.7.5) é trivial.
Entéo, do espectro dos comprimentos de espalhamento, podemos recuperar os invariantes d =
dist(O), Q) ecqg = — E;:ll In|p;], relacionados ao raio periédico L (Na notacio do Pardgrafo
2.6, puj = 1/a;). Ademais, pode ser determinada a primeira sequéncia de pseudopélos (cf.

Definigéo 2.6.1):
—(ca)/d+ j(d/m), jem. (3.7.7)

Finalmente, em [St2], L. Stojanov obteve uma estimativa exponencial superior para o
nimero de pontos periédicos da aplicagio bilhar (billiard ball mapping) associada a bilhares
semidispersivos (cf. [Si]).
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APENDICE

Faremos aqui um resumo muito breve da andlise microlocal que necessitamos. Como

referéncias sugerimos o livro de Hormander, [Ho3], de Duistermaat, [Du] e de Treves, [Tx].

Os operadores pseudodiferenciais foram desenvolvidos come uma ferramenta no estudo
das equagdes diferenciais eliticas. Versdes adequadas, mais gerais, podem ser utilizadas
também em equages hipoeliticas. Entretanto, muitos operadores que surgem na solugdo
de equagdes diferenciais ndo sdo pseudolocais (i.e. nfio preservam o suporte singular de dis-
tribuigdes). Por exemplo, o operador que leva os dados u e Ju/8t, no tempo t = 0, na
solugfic no tempo ¢ do problema de Cauchy para a equagio da onda, nio é pseudolocal. Em
[Hol], Hérmander introduziu uma classe mais ampla de operadores, denominados operadores
integrais de Fourier, nfo mais pseudolocais, a fim de estudar certas equagbes hiperbdlicas.
Eles desempenham, no caso de coeficientes varidveis, um papel tdo importante quanto o da

transformada de Fourier no estudo de equagdes com coeficientes constantes.
A.1l. O Frente de Ondas de uma Distribuigao

O (conjunto) frente de ondes de uma distribuigdo & um refinamento da nogao de suporie

singular de wna distribuicdo .

Seja u € D'(X), X um conjunto aberto contido em R'. De acordo com o teorema de
Paley-Wiener, u é C° numa vizinhanga de 7o € X, i.e. = ¢ supp.sing.u, se e somente ge

existe uma vizinhanca U de xq tal que para todo ¢ € C§°(U)

pu(rt) defi g i< > gy >=0(r V), para todo N, (4.1.1)

quando T —» o0, uniformemente em [€| = 1.

Resulta que & 1itil ndo apenas localizar em relagdo a ¢ porém também em relagéo a .
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Isto leva & seguinte definigéo :

Definigdo A.1.1 Seu € D'(X), o frente de ondas de u (denotedo WF(u)) é o complemento
em T*(X N0 do conjunto de todos (zg,£%) € T*(X)\0 tais que pare alguma vizinhanga U de
@y e alguma vizinhange V de &9, tém-—se pare todo ¢ € CF°(U):

qShu(TE) =0(7"N}, paeratodo N, guando T— co. (A4.1.2)
A nogio de WF(u) (devide ¢ Hormeander) pode ser dads de maneira invariante em

relagdo a mudangas de coordenadas o que serve para definir WF(u) se u € D'(X), X sendo

wme variedade.
Exemplo A.1.1 Seja u = é(z) € D'(R). Entdo WF(6) = {0} x (R\0).

Proposicao A.1.1 WF(u) € um cone fechado em T*(X)\0 e m(WF(u)) = supp.sing.u,

onde w: T*(X) — X ¢ @ projegio natural.
Um subconjunte T' C T*(X)\0 é chamado um cone se

(2,6) €T = (z,7€) €T para todo T>0. (A.1.3)

Prop‘ osigao A.1.2 Se A: C§?(X) — C°(X) € um operador pseudodiferencial entdo

WF(Au) C WF(u) C WF(Au) U char(A4) (A.1.4)

(onde char(A) é o conjunto caracteristico de A).

A primeira parte em (A.1.4) melhora a propriedade pseudolocal de 4; a segunda parte

estende o teorema de regularidade para operadores eliticos.
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Daremos agora algumas propriedades do “cdleulo do frente de ondas™, utilizadas no

texto.

Proposigio A,1,3 Sejam X,Y abertos de B* ¢ R™ respectivamente, € ¢ ume aplica;c{io
C®,p: X — Y. Seju

N ={{y,n) € T¥YN0; y=lz), tanxq =0 pare algum 2z € X} {A.1.5)

onde t-'D(pz denota a transposia da derivads de o em 2. Entio
p* 1 CP(Y) — C%(X)

g—rgop
L]

s¢ estende ¢ ume aplicagdo

¢*: Dp(Y) — D'(X)

onde DR(Y) = {u € D'(Y);WF(u) C T} ¢ o cone ' satisfaz TN N, = ¢. Ademais
WEF(p*u) C p*(WF(u)).

Observe que o “pull-back” ¢*u é definido para todo © € D'(Y) precisamente quando ¢
é sobrejetiva, caso em que se conhece bem que tal definigio ¢ possivel. Em particular, se
X C Y é uma subvariedade e  é a inclusio : X — Y, entdo ¢* é o operador restrigéo :

C*(Y) — C°°(X). Neste caso,

Ny ={z,m) e T"(Y)\); y € X, nln.(x) =0}, (A.16)

isto € N, é o fibrado conormeal N*(X) de X em T*(Y')\0. Podemeos pois, definir a restricio
de u a X se o fibrade conormal N*(X) nao intersecta WF(x). Por exemplo, se u € D'(Y)
e Au € C* para algum operador pseudodiferencial A, podemos definir a restrico a X se X
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. pe s . s ;s - .
¢é nio—caracteristico, i.e. as normais a X sfo ndo—caracteristicas em relacdo a A. Este é um

fato bem conhecido de hipoeliticidede parcial.

Proposicao A.1.4 O “push—forward” o, = tcp“ é uma aplicagdo continua do espago {u €
D'(XY;p : supp u — ¥ £ uma aplicagdo pripria } em D'(Y). Para um fal u, temos:

WEF(puu) C {{y,7) € T*(Y)\0; y=p(z) e (a:;tDl,o,,.n) € WF(u) para algum z € X}.

Finalmente recordamos o teorema do niicleo de Schwartz (este resultado tem uma ex-

tensfio ébvia a variedades se se considera densidades de ordem 1/2).

Teorema A.1.1 Sejam X,Y abertos do R* e R™ respectivamente . Seje A umae aplicagdo
linear continue A : C5°(X) — D'(Y). Entdo eziste uma tnica disirtbuigdo Ky € D’(X xY)

tal que
Alp)(¥) =Kalp &%),

onde ¢ € C3°(X), ¥ € C°(Y) e (¢ @¥)(z,y) =o(z)¥(y)-
Em outras palavras temos (formalmente)

Alp)(z) = f Ka(z,v)e(y)dy ,

ou seja, podemos identificar operadores lineares continuos A com seus nicleos de Schwartz,

K,.
A.2. Distribuigdes Definidas por Integrais de Fourier

Formalmente, o niicleo distribuigio de um operador pseudodiferencial A = a(z, D), as-

sociado ao simbolo a(x, ), é dado por
(z,y) — (27)°" f e <EmIE> (g £)dE . (A.2.1)
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Analogamente, a solugio fundamental da equagio da onda *u/fd? — Au = O em n

varidveis espaciais (n > 1) com polo em (y, 0) é, no tempo ¢ > 0, dada por

(z,y) — (2m)7" (j’ei(<z—y.e>+t]e|)(2i|£D..ldE_

(A.2.2)
_/es‘(<z—r.€>—!]€|)(2i|£|)_1df) .

Estes exemplos mostram a importancia da classe-de distribuigBes que vamos estudar.

Seja X C R* e seja ' um cone aberto em X x (IRN\O) para algum N, inteiro positivo.
Suponha dada um fungfo real ¢ € C°°(T"), satisfazendo as seguintes condigdes :

i) @ € positivamente homogénea de grau um em relegdo & varidvel 8 € RY
(i.e. o(z, M) = Ap(=,0),A > 0)
i1) dp#£0 emtodo T.
i) € ndo-degenemada (i.e. as diferenciais d(B¢/80;),5=1,---,N,

sdo linearmente independentes em

Cp = {(z,8) € T : pj(=,8) = 0}.‘ ) (A.2.3)

Tal fungfio serd chamda fungdo fase. Seja SP*(I') o conjunto das fungBes a € 5™(X x
RM\0) que se anulam em uma vizinhanga cénica do complemento de I'. Recordamos que o
espago dos simbolos de ordem m, S™ (X xRV \0), é o conjunto de fungdes a € C®(X xRV \0)

tais que para todo compacto K C X e todos multi-indices a, 8, a estimativa

|0285a(z,8)| < Cuypie(1+ 8™, z € K, 8 e RM\O, (A.2.4)

é vilida para alguma constante Cap K-

A fungo a € C(X x R¥\0) é um simbolo cléssico de ordem m se

a~ Z aj(z,8) {A.2.5)

Jjgm
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onde a; & positivamente homogénea de ordem Jj em relagio a 6. O sinal ~ significa que

YM e NU {0}
(a - i a_,-(a:,ﬂ)) € §m-MH ¥« RN\0) . (4.2.6)
j=m-M
Define—se
§7®(X xBY\0)= [} §™(X x R¥\0). (4.2.7)
meR

Se a € §5°(I), a “integral”

Alz) = f =0 g(z, 6)do (4.2.8)

pode ser considerada nio necessariamente como uma fungio de = porém como uma dis-

tribuicio em X. Para isto, seja o funcional Linear

< Ay >=I,(au) = f / =N a(z, Pu(a)dz df, ue CP(X). (A.2.9)

Devido a ii), o fato de ' = 8(e/*)/idyp, permite, através de sucessivas integraces
por parte (formais), reduzir o crescimento do integrando em infinito até que ele torna—se
integravel. Isto da a definicio precisa de I, (au) e o funcional linear u —» I (au) & entdo
uma distribuicio A € D'(X)(distribuigio de Fourier). Chamaremos (A.2.8) vma integral
oscilatéria porém usaremos a notagio habitual de integral para designi-la. E fécil ver que se
a € S7°°(X xRV \0) entéo A(z), em (A.2.8), & uma fungio C*°( X'} (operadores regularizantes

ou suavizantes).

Caleulamos agora o frente de ondas de integrais oscilatérias. O fato de @ ser ndo—
degenerada implica que o conjunto C, ¢ uma subvariedade cénica C°° de dimensio n, de
X x R¥\0 e que a aplicagio

Cyp 3 (2,8) — (z,pL(2,0)) € T*(X)\0 (A.2.10)
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¢ uma imersio ; sua imagem A, é uma subvariedade C*° conica de dimensio n. A restrigéo
da forma ¥ £;dz? a Ay, é @lde =dp —pydf =0 desde que ¢} = 0 em C,, e, portanto, pela
identidade de Euler, ¢ =< 8,95 >=0em C,,. Devido & homogeneidade, isto é equivalente ao
anulamento em A, de sua diferencial que é a forma canénica (simplética) w = 3, df; A dzt.
Assim, A, é uma variedade Lagrangeana. Reciprocamente, pode ser mostrado \que toda
subvariedade Lagrangeana cénica, A, de T*(X)\0, é localmente igual a A, para alguma

fungio fase ndo-degenerada ¢.

Usando o método du fase estaciondrie para investigar o comportamento assint6tico de

integrais da forma (A4.2.9), obtemos

WEF(A) C Ay - (A.2.11)

Definicio A.2.1. Um operador integral de Fourier é wma aplicagio linear continue A :
C(X) — D'(Y) tal que K4 pode ser escrito como ume integral oscilatdria (A.2.8) com
uma fungdo de fase ndo-degenerada © em um coneI' C X XY X R¥\0 e com 2 € §7°(X x
Y x R¥\0) no complemento de T

Exemplo A.2.1. Seje A : CP(X) — C°(X) um operador pseudodiferencial. Neste caso
Ka ¢é dado por (A2.1) e

WF(Ka) C{(z,9:6,n)iz=v.&{=—n} (4.2.12)

que & o fibrado normal & diagonel em X x X.

Exemplo A.2.2 Sejo A : C°(X) — D'(R X X) o operador cujo nicleo K4 € dado por
{A.2.2). E ficil ver que WF(K ) estd contido no fibrado normal ao cone de luz: le—y|? = #3.

Exemplo A.2.3 Distribuigdes de Fourier (cf. (A.2.8)) em ¥ podem ser visias como opera-
dores integrais de Fourier, tomando-se X = {ponto}.
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Exemplo A.2.4. Seja ¢ : ¥ ~— X, de classe C*°. Entdio $* : C%(X) ~— C(Y") definida
por
$u) = (on)p) = @) [ [V uaid (4219

€ wm operador integral de Fourier, definido por uma fungdo fase ndo-degenerada ¢ tal que

Ny = {(@ ), (5,m)) s = =9(), 7= Dipyt}. (A2.14)
(escrevemos A' = {(z,£),(y,n)) € T*(X) x T*(Y); (y,z;n,~€) € A})

Se 1 € um difeomorfismo entdo A, é o grifico da transformacdo canénice induzida

& T YN0 — T*(XNO, definida por #(y, 1) = ($(x), (Dwy)1n).

Se Y é uma subvariedade de X, dimY < dimX e € o identidade (incluséo ): Y — X
entdo ¥* € o operador resirigio : C®(X) — C(Y). Neste ceso

A = {2,801 s =9, 1 ={lr,m} (4.2.15)

O termo principal da expansio essintética de (4.2.9) (aludida acima) da lugar quando
colocado de forma invariante ao sfmbolo principal de A {como uma densidade de grau
1/2 com valores num fibrado linear complexo sobre A, chamado fibrado de Maslov). Lo-
calmente, a classe de distribuigdes que podem ser escritas na forma (A.2.8) para algum
a €8 tnfa-N 2(l"),n = dimX, e uma fungio fase ndo—degenerada ¢, depende somente
da variedade Lagrangeana A,. Suponha agora que A é uma (arbitréria) variedade La-
grangeana cdnica fechada em T*{X)\0. Ent8o uma integral de Fourier (global) A de ordem
m, definida em A, é localmente uma soma finita de distribuigdes A;, da forma (A.2.8), com
@ =p;, a=a; € S™THA-NINDY T; C X x R¥\0, e tais que Ay, formam uma cober-
tura localmente finita de A. (O ninero ~N;/2 no grau de crescimento, é necessdrio a fim

de se obter ordem m para A independentemente do nimero de varidveis #. O nimero n/4
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¢ introduzido para se obter aditividade das ordens quando se compde operadores integrais
de Fourier). Podemos pois definir o espago I™(X, A) de distribuigdes (de ordem m) cujo
frente de ondes esta contido em A e que, localmente, séo representadas na forma (A4.2.8) com
a € §™rMA-NIZDY T ¢ X x RV\0,n = dimX, e ¢ definindo uma parte de A, de acordo
com (A.2.10). Pela Definigio A.2.1, as distribuigdes de I™(Y x X,A) (usa-se também a
notagio I™(Y, X;A)), A uma subvariedade Lagrangeana conica de T*(Y x X)\0, podem ser
identificadas com os operadores integrais de Fourier, de ordem m, de C®(X) — T/(Y). As
nogdes de ordem e de simbolo principal (e, portanto também de conjunto caracteristico e de
eliticidade) das distribui¢Bes em I™ (Y x X, A) coincidem com as definigbes habituais no caso

de operadores pseudodiferenciais (ef. (4.2.1)).

Quando A C (T*(Y)\0) x (T*{X)\0), o operador integral de Fourler correspondente é,
na verdade, um operador continuo de C§°(X) em (¥ ) e de £'(X) em (Y. O conjunto

AN ={(ym2,-E)s (wmz€) €A} : (A.2.16)

¢ entdo chamado uma relagdo candnica homogénea; ele é Lagrangeano em relagio & forma
simplética wy —wx. Sob certas condigbes de “transversalidade”, o cdlculo simbdélico pode
entdo ser estendido a um cdlculo funcional de operadores. Sejam X,Y e Z trés variedades
{ou se quiserem abertos do R*,[RF e R? respectivamente) e sejam ¢y e € relagdes candnicas
de (T*(Y)\0) x (T*(XN\0} e (T*(2)\0) x (T*(¥)\0) respectivamente. Entdc a composicio
B o A de operadores propriamente suportados, A € I™\(Y x X;C]) e B € I™(Z x Y; C}),
pertence a I"™1 t™2(Z x X;(Cy 0C:2)") ¢ o simbolo principal de Bo A é o produto dos simbolos
principais de A e B. Aqui, se R; C U x V,R; C V x W s#o relagdes , entdo a composigdo
Ry 0 Ry C U x W é definida por

Ri0Ry ={(u,w) € U x W; existe v € V : (u,v) € Ry e (v,w) € Rp}. (4.2.17)

O seguinte lema é (quase) evidente;
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Lema A.2.1. Seja F € I™(X, A) e sefe (Vi) um recobrimento de A por abertos cénicos. Seja
(r;) uma partigio da unidede formade por fungdes homagéneas de gruw zere e subordinada o

(V;). Entio a disiribuigio F se decompde

F= ZF} (= significa igualdade midulo C*)
i

onde F; € I"™(X;A) e WF(F}) C Vj. Ademais, se a designa o simbolo principel de F o0

simbolo principal de Fy é rja.

Terminamos este apéndice com o importante teorema de Egorov. Suponha que X e ¥
tém a mesma dimensio e que A’ é o grifico de uma transformagdo candnica homogénea y
de T*(Y') em T*(X). Dizer que x é canénica significa que X'wx —wy =0 ou que wx —wy
se anula em A’', ou seja que temos uma relagio candmica no sentido explicado acima. Se
K € I™(X xY,A), entéio o adjunto X* pertence & transformagfio inversa ¥ ! e as composicGes
KK* e K*K pertencem & identidade, isto &, sio operadores pseudodiferenciais em X e V'
respectivamente. Se A é um operador pseudodiferencial em X de ordem ¢, entdo o produto
AK € I™tE(X x Y,A) e o seu sfmbolo principal é o produto do simbolo principal de K
(considerado sobre A') pelo de 4 (trazido de T*(X) para A’ pela projegiio A" — T*(X)). Se,
por outro lade, multiplicarmos & direita, o resultado é o mesmo exceto que usamos a projegio
A" — T*(Y). Se A e B s#o operadores pseudodiferenciais em X e ¥ respectivamente e se

AK = KB, concluimos que os simbolos principais a e b de A e B satisfazem

alx(y,m)) = by, n), (A.2.18)

se o simbolo principal de X ndo se anula (ie. K é elitico) em (x(y,n),(y, —7)). Recipro-
camente, (4.2.18) implica que AK — KB tem ordem inferior; podemos, portanto, construir
sucessivamente o simbolo de B, para um dado A, de maneira que AKX — KB tem ordem —co,

caso WF(A) esteja concentrado numa vizinhanga de wm ponto elitico de K. Este argumento
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permite, muitas vezes, passar de um operador a outro com simbolo principal modificado por
uma transformagio candnica homogénea; isto é um ponto fundamental no estudo local das

equagdes pseudodiferenciais. Em resumo, enunciamos o teorema de Egorov:

Teorema A.2.1. Seje P : C®(X) — C®(X) uvm operador pseudodiferencial elitico de
ordem um suto—adjunto positivo. Seja p o seu simbolo principal e sejo Hp o correspondente
Hemiltoniano. Entio, para todo operador pseudodiferencial, A, o conjugado por exp(it P):

(ezp it P)A exp(it P)~1, também é um operador pseudodiferencial (de mesma ordem que A)

e seu simbolo principal é:

{exp t H,) 0(A), {A.2.19)

onde 6(A) denote o sfmbolo principal de A.
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