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PREFACTO

Antes de mais nada: atengdo! Este livro ni3o &, nem preten~
de ser, um texto de Mecdnica Quantica. Longe disso. 0O objetive
do presente trabalho é o estudo de certos +tépicos na teoria es-—
pectral de operadores auto-adjuntos em espagos de Hilbert fortemen
te relacionados com o problema de valor inicial para a equagido de
Schrédinger. Tendo em vista esta relaclo é inevitavel o apareci-
mento de comentdrios sobre a fisica do problema de quando em quan

do.

0 presente texto, do qual o lsitor & talvez o feliz possui
dor, tem quatro capitulos. o primeiro € um resumo da teoria es-
pectral basica necessaria 3 compreensfo do restante do livro e,
com a possivel excessdo da segio 4, gue trata do teorema de Kato-
Rellich, deve ser familiar a qualquer pessoa que tenha conclufdo

um curso bdsico de operadores nio-limitados em espagos de Hilbert.

No segundo capitule a questio de existéncia e unicidade
global no tempo de solucio do problema de Cauchy € discutida uti-
lizando idéiaé de T. Kato que permitem resolver tais problemas.
0s dois capftulos finais consistem no estudo de parte da teoria

de espalhamento associada & equaclo em questdo.

Finalmente, o autor gostaria de aproveitar a oportunida-
de para agradecer o excelente trabalho de datilografia de lais
Ventura Santos, assim como sua paciéncla em decifrar os "hierogli

fos"que deram origem as paginas a seguir.

Rafael José Idrio Jr.

L. SV )
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"One upon a midnight dreary, while I pondered, weak and weary,

Over many a quaint and curious volume of forgotten lore =" [9(]
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0. INTRODUGAO

0 principal objetivo destas notas é o estudo do comporta-
mento assintético (quando f'—*im) da solugdo de certos problémés

de Cauchy da forma,
' . ay ' '
(0.1) gAY, W) = ¥

onde t, s €¢R, A(t) é um operador autb—adjunto em geral ndo 1i
mitado em um espaco de Hilbert cbmplexo H ea derivada em rela-
¢do ao tempo deve ser interpretada como o limite do quoclente de
Newton na norma de ¥H. £ claro que para dar sentido a esse tipo
de pergunta, € preciso:antes de tudo estabelecer existéncia de 50
lugbes globalmente no tempe. A unicidade e a dependéncia continua
na condicdo inicial s3o conseqliéncias simples da hipdtese A(%) =
= A(t)*, como veremos ‘abaixo. A existéncia de solugdes é um pro
blema muito mais diffcil que serd estudado cuidadosamente mais a-
diante {Capftulo IT). Cabem no entanto alguns comentdrios intui-
tivos que permitirdc situar melhor o problema em gue estamos inte
ressados. £ conveniente descrever a solugio de (0.1) através de

uma familia de operadores a dois parfmetros chamadc o propagador

(ou operador de evolucao) associado & equagdo diferencial em

(0.1). Intuitivamente, o propagador leva a solug@oc no  instante
t' na solugdo no instante t, i.e., ﬁ(t) = U(t,t') ¥ (t') para
todo par t, t' ¢ R. Portanto se t, t', t" ¢ R devemos ‘ter,
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§(t) = Ult,t') (L) = U(t,t') U(t',t") ¢(t"). Mas por outro la-
do ¢(t) = U(t,t") ¥ (t") de modo.que o propagador deve satisfa-

zer a chamada equacao de Chapmann-Komolgorov, i.e.,

0:2) T T TR < v, e U, e e R

X I o S DU SR T St S S S B N vE U Y m it ey o

Além disso, é claro que U(t,t) = 1, t €R. -Tomando" t'=-t" ém
(0.2) =segue que U(t tt) U(t' t) = 1 -t t' € R. Trocando 08
papéis de t e t' no argumento acima temos U(t' t) U(t, t‘)_

t, t! GFR e portanto U(t,t') & 1nverslvel qualsquer que seJam

t t'réjh, com 1nversa dada por, o
(0.3) O CulthtTh =0 t), FE R R

_Sejar: (e +) - 0 produto interno.de-- ¥ . (anti-linear na. se-.
-gunda varidvel por gquestdo.de gosto e gosto ndo. se discute). . e

1.1 = («]+)*2 a-norma a: ele associada.. Entdo, supondo, que . ¥(%)

é uma solucgio da. equagdo diferencial em (0.1) . temos,-.

o

T el = m B L) -
o | -(%ivw) (xord)-

' .‘_(-f%#“(l.‘?ﬂ).f.‘.3?'.(}’?5: ,!f"sv;?_i%fiz + 4w |- "*.(*45. f—'ﬁf’? ) f‘

o

.p01s A(t) ; A(t) g t EiR. Consequentemente, a norma de uma so—

1ugao, Be exlstlr, deve ser constante. Isto 1mplica 1med1atamen—
P v L ]

te na unlcidade e na contlnuldade na condlgao 1n101a1 (em relaqao



-3

a topologia:de-ni)az:Mais: ainda, devide &junicidade e.ao.fato....;
u(t,t) =1 ¢ .iéci,l,tyerificar que

U(t, 3" )(af + Be).

U(t,‘t') 3 11near-w_._v ;

solugoes'satlsfa—

‘zendo & mesma condlgao 1nlclal (no 1nstante t ) para todo u,B £

~

. f,g G H.. Note que o argumento a01ma e a vers o.abstrata

T

da formulagao usual encontrada nos llvros de flslca (E6] [7]) on-

‘E C e

de se prova 5% [ 2 w(x t) W(X t)dx = utillzando o teorema da

portamento das solugoes quando le-—*w Tais condlgoes ocor—

[ - o "

rem na formulagao abstrata atraves do domlnlo ‘dog’ operadores ‘au-

ol

'to-adauntos' A(t)‘p”‘J

* i o

Tendo em v1sta (0 3) que dlz em partlcular que U(t t‘)

" 'CD\'”

:sobre H para todo pqr t t‘ GIR

propagador e uma famlllan e operadores unltarlos, 1sto e, U(t t')

me uma 1sometr1a (apllcagao que preserva norma) sobre. Iembre que

_Jetoras.“ Flnalmente, ﬁendo em vlsta que (t) deve ser dlferen—

FO LR RN ] TR il AN
cidvel em relagao Y t no sentldo menclonado aclma, é de

:-:x
it

rar que (t t') — U(t t') seJa contlnua em'algum sentldo.‘qNé

verdadero concel dude o 1nu1dade convenlente étd chamada conti-
nuidade forte, i.e., a aplié€§§6 ﬁTt;%iT“éiR”:i;i“ﬁbt;t')f Qéﬂédg

tinua na norma . de \B. ¥ S H ) As proprledades que acabamos de

4

g scesf

descrever 530 as caracterlstlcas ba51cas d6s propagadores. De fa
to, por.definigio um propagador. & uma famflia fortemente continua

(%,t") ¢ RE— U(t,%') de operadores unitdrios satisfazendo

u(t,t) = 1 *Fhﬁieﬂﬁﬁﬁeiﬁirelégéo“dewcﬁapméﬁn-Komolgorov (0y2)s

- §
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(gue expressa o principio de causalidade no caso de (0.1)).

0 problema de existéncia de solugtes para (0.1) consiste
em construir um propagador associado 2 equacdo diferencial em
gquestdo. No caso em-que A(t) = A é constante e a solugdo & da-
da pelo cdlculo funcional deo operador A. Mais precisamente, nes

ta situagldo o propagador tem a forma,

(0.4) U(t,s) = e~i(t=s)A [ et ()% 5 (an)
R

onde EA(') denota a tmica familia espectral (continuaré esquer—
da de novo por pura-questéo de gosto) e a integral em (0.4) é uma
integral forte de Riemamm-Stieltjes ({24, vol. II1, [27, vol II]).

No caso em que Af{t) depende explicitamente do tempo e especial-
mente quando o dominio de A{%t) wvaria o problema de existéncia &
bem mais complicado. Ele pode no entanto ser resclvido gragas a

poderosos teoremas de existéncia devidos principalmente a T, Kato
({11, T21, [3]) que estudaremos adiante. Existem resultados se-
melhantes para o caso de eguagbes ndo lineares. 0 leitor interes

sado deve consultar [37, 41, [5].

f interessante notar que em termos de propagadores 0 pPro-

blema (0.1) pode ser escrite na forma,

du(+t,s) _
(0.5) i -—E;——— = A(t) u(t,s), Uf{s,s) =1

aque é formalmente equivalente 3 equacfo integral da Volterra,
t

(0.6) U(t,s) = 1-4 J Alr) U(r,s)dr
8
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No que se segue vamos nos restringir, por simplicidade, ao
caso de equagdo de Schrédinger para uma par'ticula, i.e., o caso

em que A(t) ¢ dado formalmente pelo operador diferencial

. i-.l v
(0.7) A(‘t) = - Z—m- A+ -h—
2 ; n pe
em L°(R) onde h = 2nh & a constante de Plank, A =T —
j:l bx>
dJ

” I . ~
€ o laplaciano em R e V denota o operador de multiplicacdo
pela fungfio mensuravel real V(x,t). Defininde a hamiltoniana

total pela férmula H(t) =h A(t) o problema em (0.1) se torna,

o oay
(0.8) ihgp= H(t) §(t), ¥(s) = ¢,.

Além disso em varios pontos do presente texto vames nos restrin-
gir avs casos n =3 e n=1. 0 primeiro destes descreve a in-
teragao de uma particula quintica de massa m com um potencial

V(x,t) e & portanto o caso relevante do ponto de vista fisico en
quanto que o segundo fornece modelos {tanto ffsicos como matemdti
cog) suficientemente simples mas que no entanto contém essencial~

mente todas as caracteristicas da situacioc geral.

A equagdo diferencial em (0.8) é conhecida como a equagdo

de Schridinger . Ela foi obtida em 1926 por E. Schrddinger. 0 lei

tor interessado em sua dedugdo, assim como na (estranha!) histd-
ria da mecdnica quintica deve consultar [6], [7], (8], [9], [10].
Antes de prosseguir devemos notar gue muito do que segue pode ser
generalizado para LZGRn) e também para o caso de muitas part{-

culas. Tais questfes nao serdoc discutidos aqui pois desejamos




de (0 8)

G

manteda’ disciussas: en. un nivelirelativamente: simpless | 0. leitor
qué7deééjar?maioréSTIhfoiméQSeSQdevercbnSﬁltar-ﬁlxﬁimilzj,JEIBJg?

[14], [i5ﬂfbfl6]“'eﬁéS”¥éféréncia§ﬁéiibdﬂtidaﬁ;ﬁb3‘ R

relagao da solucdo de (O 8), multas vezes chamada a fungio de on-

da,

com o movimento- ‘da ‘particlild A interpretagdo: probablllstica

da mecanlca quantlca dlz que iw(x t)| e propor01onal a densida

LIRS

de de p obabllldade de p031gao da partlcula. Mals pr901samente,

Y R B L o]

lembrando‘que Hﬁ( t)H _nao depende do tempo a ﬁfobabllldade de

';‘rr ;_E ey _| o
encontrar a partlcula descrlta por w(x t) no conaunto mensura—
3

vel S €R° no instante t

é dada por. I . S

A0.9) 0 s h:yPﬁttS§w§)F_"¢SR:?w[-;Lq(¥gt)i?§x‘hu Lon i male
8

H LIRS L AN S N R IR

f.claro.que, a interpretagiio diz muito mais do .que isso,.mas a ob-

_servaclo acima §;inteinamente suficiente para,nossos propdsitos.
‘Mais-informages sobre.este assunto (e os muitos problemas filosd

-ticos.por ele levantados) podem ser encontrados em.(61,.[7], [9],

(101, (171, ElBJi;El?]zECQQJ:; SnowEnl s

T P

O restante desta monografla esta organlzada da segulnte ma
S I A O - FORL R

tnel‘a.v No Capltulo I se encontram as deflnlgoes e resultados de

Ve

teorla espe tral em espagos de Hllbert necessarlos ?
5 .

0‘{ap1tulo II trata as questoes de exlsten01a global

! SO LT
. ( tlat G ARV ” ._‘ o [.

de solugoes‘da equagao de Schrodlnger, enquanto que 05 d01s cap1~

TAELTE H ii i . LN aalT T LT LY "“J'E’r‘
tulos flnals conslstem no estudo da teorla de espalhamento asso-
. TR AT : CIRSrn TR ;‘}“"“ sevend fanw L st R
01ada a (O 8) '

oty Lnoa mobobuaosdh oleran o s iy o
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Daqui por diante, por simplicidade, vamos adoftar um giste-

ma de unidades onde h = 1 e @' 1/2, de modo gue a hamiltoni-

ana total serd dada formalmente por H{t) " =" - & + V(x,t).
r iy




-8~

CAPfTULO I
PRELIMINARES

0 objetivo deste capitulo consiste em colecionar defini-
cbes e resultados (na sua maior parte sem demonstracio) que serdo
necessarios para o estudo do problema de Cauchy para a equacao de
Schrodinger. O que segue nio pretende (nem de longe!} ser uma
introdugdo ao estudo da teoria dos operadores lineares em espa-
cos de Hilbert. Nosso propésito é apenas tornar o livro auto-su-
ficiente, apresentando um nlimeroc bastante reduzido de demonstra-
¢Ses. Por outro lado, se o leitor assim o desejar, as afirmagoes
feitas abalxo sem demonstragao podem todas ser consideradas exer
cfcios (alguns dos quais altamente ndo triviais). Suas solu-
¢Oes podem ser encontradas por exemplo em {11, wvel, 1, II], [21],

{227, [231, (2&], [253, [26], [27, vol. III, L28].

1. Operadores auto-adjuntos: feoria basica

Antes de mais nada é preciso introduzir uma certa quanti-
dade de notagbes e definigdes. Seja ¥ um espago vetorial sobre

os complexos. Um produto interno em ¥ é uma aplicacgdo

(.].)H: H X Hr— Y tal que
(1.1) (£fj£) = o, (£l£)y =0 <=——=>£ =0

- (1.2) (G-:E'+Bg|h)ﬂ = G(f!h)n‘i‘ B(gih)n
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(1.3) (fleg)y = (glf)y

para todo &, B €€, f,g,b € ¥, Note que (1.2) e (1.3) im-

plicam
(1.4) (hlaf + Bgly = E(h[L)y + F(hlg)y.

Um espago vetorial ¥ munido de uma aplicagdo (.[.)y como aci-

ma & chamado um espago com produto interno. £ facil ver que a

fungio f — (fif)i‘/a = l£l, define uma norma em ¥, i.e.,
ela satisfaz

(1.5) ey =0, gl =0 <=>1=0

(1.6) latly = lal l£ly

(1.7) fe+glly = Nrly + lelly -

Além disso vale sempre a desigualdade de Cauchy-Buniakowski-

Schwartz (CBS),
(1.8) Iledyl = Nzl lelly

onde £l = (£12)2/2 .

Um espago com produto interno & dito de Hilbert se e sé

se ele é completo (ou de Banach) em relagdo a norma 1B
-« Il ran . Y

gignifica que se {fn] 1 é uma segiiencia de Cauchy {i.e.
n= :

ufnffm“H — 0 quando m,n - =) entdo existe f € ¥ <tal que

H e Isto
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f=1lim £ (i.e., llf—fnlln—-' 0 quando n— =), £ importante no
n o

tar que em um espago de Hilbert vale o lema de Riezs, f.e., todo

funcional linear continuo E: ¥ — € pode ser representado de

maneira unica na forma

(1.9) F(£) = (£lg)y

onde g € H e

(1.10) IFll = “sup [(£lg)yl = lely -

Daqui por diante sempre que nio houver possibilidade de confusdo
omitiremos os Indices ¥ na norma e no produtc internc e escre-

) e L.

veremos simplesmente (.

Agora sejam H e & espagos de Hilbert. Um operador
linear de ¥ em % & uma aplicagdo A com dominiec D(A) =¥

e imagem A(D{A)) =R(a) €& +al que

D(A) & um subespaco de M
(1.11)

A{af + Bg) = «Af + BAg

para tode a,B € €, f,g € D{A). Note gue a primeira condigdo em
(1.11) & necessdria para que a segunda faga sentido. Além disso,
é ficil ver que ®{A) ¢é um subespago de %. No gue segue escre-

veremos com frequéncia
(1.12) A: D(A) €8 — @,

Se A e B sdo dois operadores lineares,a soma de A e B, de-
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notada por (A+B), é o operador linear definido da seguinte forma

D(A+B) = D{A) N D(B)

(1.13)

{A+B)f = Af + Ef, ¥ I ¢ D(A+B).

Apesar de sua naturalidade, é preciso notar que esta defi
nigdo apresenta algumas surpresas. Por exemplo, & razodvel defi-

nir o operador O (zero) da seguinte forma

D(O) = ¥
(1.14) I

10f=0, feH,

Neste caso se A: D(A) € — ¥ & tal que D(A) # ¥ (e existem
operadores muito importantes com esta propriedade), entdo A~A #£0
pois D(A-A) = D{A)} # ¥. Esta patologia ndo chega a assustar mui
to pois O pode ser considerado como uvma extensao de (A-A) (nao
definimos extensao precisamente ainda, mas o sentido & claro).
Muito mais assustadora é a seguinte situagac: em espagos de Banach
em geral e de Hilbert em particular & possivel encontrar subespa-
gos densos cuja intersecgdo € zero!!! Por exemplo, em L20R),
isto é verdade se considerarmos o espago de Schwartz 8 (R) (veja
(1.36) e a colecdo de todas as fungdes degrau (i.e., combinagdes
lineares finitas de functes caracteristicas de intervalos). Isto

gignifica gue a soma de dols operadores densamente definidos fi.e.,

seus dominios sado densos em H) pode ter domfnio zero!!! For
~ r . L . - 2 P .
esta razgo ¢ mulitas vezes neceggario introduzir definigoes mais

nsofisticadas" de soma. Mais adiante descreveremos uma tal si-
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tuagdo. No entanto a definigfio "ingénua" dada acima é suficiente

para a grande maioria de nossgas aplicagoes.

Outra operacéo importante é a coonsigéo de dois operado-
res lineares: sejam A: D{(A) €3 —g% e B: D(B) © % — G En

t30 BA é o operador & definido por

D(BA) = 1f ¢ D(4) | Af € D(B)} = A™1(D(B))

{(1.15)

(BA)f = B(Af), f € D(BA)

Note que, de novo, as questdes de domfnio envolvidas sdo muito de
licadas. D& bastante fdcil exibir um par de operadores A,B tais

que D{(BA) = {0L.

Sejam # e & dois espacos de Hilbert. Vamos conside-
rar algumas classes importantes de operadores em tals espagos. Se
M S ¥ & um subespago (ndo necessariamente fechado), um operador
A: D(A) =M S ¥ — % & dito limitado se e s0 se existe constan-

te C=0 tal que,

(1.16) lael =cl£l ¥ £ € D(4)

(note que aqui a confusdo entre as normas € impossivel!)}. A cole-
¢ao B(M, %) de todos os operadores limitados de M em & &

um espaco de Banach em relagdo a norma
lallgey, o) = U4l = intlc | vale (1.16)} =

(1.17) supilarl| £ e M, £l =1} =

sup{llagll /£l | £ € M, £ # 0}

n
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Além disso tode operador em B(M,%) pode ser estendido de manei-
ra Unica ao fecho M de M em M}, a extensdo A assim defini
da pertence a B(M,®) e tem exatamente a mesma norma gue A, Ca-
so M =¥ =8 escreveremos B(¥) = B8(¥,¥). Mais ainda, as se-

guintes afirmagdes sao eguivalentes,

(1.18) At MCH — g & limitado

(1.19) A: M S H— % & continuo

(1.20) A MCH-—8 ¢é continuo na origem.
Exercicio (1.1) -~ Prove todas as afirmacoes feitas acima sobre

.operadores limitados.

Infelizmente nem todos os operadores que ocorrem ha prét;
ca sao continuos. Na verdade, muitos operadores de grande impor-
tdncia, como por exemplo as hamiltonianas que ocorrem na equagio
de Schrédinger, nao sdo limitados (veja também o teorema de
Hellinger-Toeplitz mno volume I de [11]). Uma classe especialmen
te importante nas aplicacgles & a dos operadores fechados introdu-
zida por J. von Newmann em 1932. Um operador linear A: D{A) ©
cd-——% & fechado se e sé se para toda segiiéncia [f 17

c
0n=1
€ D(A) tal que

H o
(1.21) £, %, Af,—¢g

entdo f € D(A) e Af = g. A relacdo entre continuidade e a de-

finig3o acima é dada por



.

Exerefcio (1.2) - A € B(M,®) & fechado se e s6 se M & fechado

em #,

Este resultado mostra que a condigdo "A é fechado" ¢é
muito mais fraca do que a continuidade. De fato, como mencionado
acima, todo operador continuo de M S H em % pode ser estendi-
do de maneira Unica a ﬁ, gue & fechado em ¥. Portanto todo
operador continuo é (essencialmente) fechado. No entanto nem to-
do operador fechado é continuo. O seguinte exemplo {que nos acom

panhard fielmente por todo o resto deste livro) mostra esse fato.
Proposigﬁo (1.3) - seja Mo o operador definido por

p(M,) = {f ¢ IP@",d8) | 151% £ e 12 @™, a8) )
(1.22)

(M £)(5) = |5|% £2(8), £ € D), -q.t.p.

& fechado mas nso continuo.

@

Demonstragdo ~ Para provar que W & fechado, seja [f, ) <D(M))
0 K 70

tal que
12 L

2o, W, 5 e,

(1.23) T k

k

Por um resultado bem conhecido de teoria da medida ([29], [30])

existe subsegliéncia £, talque f —f q.%.p. Mas
J

J
L
(M, ) N g e portanto existe subseqiéneia £ com a
J Je
propriedade l§[2 f, —& 4q.t.p.. Portanto |§]2f =g
Ja ,
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q.t.p. de modo que f € D(MO) e M,f=g. Agora sejam

(n+l)
-
lg] » ks gl ska2

0 , caso contrario

Introduzindo coordenadas esféricas

-1

(1.25) E=rw, re€l0,=), wcsg¥

onde s  genota como de hibito a esfera de raio um centrada

na origem de R", e lembrando que df = 21 ardw segue que

k+l
"¢k“2 =( Jg|~m-1 dg::[ dw [ ar r1 po-l
ks|g|sk+1 gh~1 k

(1.26)

= C [ r2 gr = C [— 11 — 0
K

quando k— =, onde C & a area de "1, Por outro lade

2 —

I, @ 1” - f l21* g1t ag =
k| g |sk+1

(1.27)

k41
_ r _ 2 _ -
= C ?-Ik = C{3k° + 3k-1) —

quando k — =, TIgto termina a demonstracao.
Q.E.D.
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Sejam A e B dois operadores lineares de H em & .

Diremos que B ¢é uma extensao de A se e s6 se

[D(B) 2 p(A)
{1.28)

lAf = Bf ¥ f € D(A) .

Neste caso escreveremos A = B.

Un operador A: D(A) ¢ ¥ — & & dito fechavel se e s0 se exis-

te B fechado tal que A < B.

Exercicio (l.4) - Sejam ¥ = I?(O,l) e ¢e€ H\I0) fixa. Prove

que o operador

D(a) = c(Lo,1]) < ¥
(1.29)

AT = £(1)¢
nio & fechdvel (e portanto, em particular, ndo fechado}.

£ claro intuitivamente que se A é fechavel entao existe
uma "ewxtensio fechada minimal", chamada o fecho de A. Para de-
finf~la (assim como para outros propésitos) é conveniente intredu

zir o grafico de um operador A:

{1.30) a(a) = {(f,af) | £ e D(A)l ¥ % 2.

Observe que o produto interno,

(1.31) ((f9g) ] (%’é))'ﬂxﬁz (fl%)n + (glé)g
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torna ¥ X% um espago de Hilbert. Entdo,
Exercicio (1.5) = (i) A € B <==3> G(A) < G(B)

(ii) A é fechado <==3 G{A) & fechado em H x %

(iii) Seja N um subespago de ¥ x ®. Ent30 N & grafico de um

operador se e s6 se N nao contém elemento da forma (O,v),

v # 9.

(iv) Se A: D(A) € ¥ — % & fechdvel entio N = G(A)

grafico de um operador.

0 operaror definido (iv) do exercicio (1.5) & chamado o

fecho de A e denotado por A Observe que um operador fechdvel

”

e o

é tdo bom guante um operador fechade uma vez que sempre podemos

substitui-lo por uma extensdo fechada, e em particular por seu fe

cho. Além disso é fdcil verificar

Exercicio {1.6) - Seja A fechdvel. Entio, D(A) é o conjunto

das f € ¥ tais que existe {fn};LI_C } satisfazendo

H

£, — F
(1.32) .
{ar_} é de Cauchy em &
0 pno1
Mais ainda,
(1.3%) Af=1im Af .
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Com o objetivo de ilustrar as idéias e resultados acima
assim como para uso posterior vamos provar gque o operador M0 de

finido em (1.22) & precisamente o fecho de

D(m ) = 8(R")
(1.34)
(m,£)(g) = 18]% £(g), £ € D(m,)

onde &tR™) é o espaco de Schwartz. Para fazer isto, no entan-
to, é conveniente um pouco de preparagic. BEm primeiro lugar, se-
ja ™= {0,1,2,...}. Um multi-indice @ = (&g,...,0.) é um ele-

mento de W°, Sejam x = (xl,xz,...,xn) ceR e

( n

lﬂl = = [« 4

j=1 9
G, o a
1. Ja 1 2 n
(1.35) XU = XU XyT eee X,

o
I

a 21 [+
SO - T Y -
EEE %, '

Com essas notagdes em mente, o espaco de Schwartz S(R"®) & a co-

legdo das f: R" — € de classe ¢” tais que,

(1.36) Bely g = sup_ [x* 2Pe(x)| < =

x€R"
para todo par de multi-indices a,B. Note gue se C:Gﬂn) denota
a colegdo das f: R® — € de classe C*° e suporte compacto
{i.e., f =0 fora de algum intervalo fechado finito) entao

C:GRn) ¢ S(R™). A contencdo é clara. A desigualdade também pois
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2
(1.37) y{x) = exp(- i%%—

pertence a S(R") mas nio a CzGRn). Finalmente, ndo é diffeil
provar gue C:Gﬁn) (e consequentemente &(R®)) é denso em

IPR™Y), 1 sp <« (veja o teorema (0.16) de [31]). Temos entio,

Proposigao (1.7j - O operador m, definido em (1.34) & fechd-
vel e seu fecho é precisamente o operador M, em (1.22).
Demonstragdo — £ claro que M, é fechdvel pois m, €M a este
Qltimo & fechado. Em particular D(mo) = D(Mo). Vamos provar
agora gque D(ﬁo) = D(M,) e que de fato Eo = M. Nio é giricil
ver que D(mo) < D(Mo). Seja entdo f € D(Mo). Isto significa
que (1+[§|2)f € LEGRn,dﬁ) e portanto existe uma segiiéncia

[2=]

L
2
(5,171 © SR tad que (L+15)?) £,—= (1+]5|%)x.

0 exercicio (1.6) mostra entdo que f ¢ D(Eo) e que
MO =m, .
Q.E.D.

Nosso proximo objetivo é introduzir o conceito de adjunta
de uma transformagdo linear A: D(A) € ¥ — ¥. Antes de mais naz

da lembre gue

Exercicio (1.8) - Um subespace M de um espago de Hilbert & den-

soem H see sése M*= {0}.

Agora, se A: D{(A) € ¥ — ¥ & densamente definido (i.e.,

D(a) = ¥) o operador adjunto (ou a adjunta) de A ¢é a aplicagdo
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linear definida por,

D) ={geul®g eu t.g. (Aflg)=(£lg")
(1.38) L D(A)]

* * *
Ag=g, g € D(A ).

Cabem agora vdrias observag¢Bes. FEm primeiro lugar A*
esta bem definido: o elemento g* em (1.38) é tinico uma vez
que D(T) & denso em ¥ (aplique o exercicio (1.8)). A linea-
ridade é inteiramente evidente. Observe que a definigdo acima

diz que D(A*) é exatamente a coleglo dos g € ¥ tais que
(1.39) fcH — (Af|g) € €

€ um funcional linear continuo., Se A € B{¥) a aplicaglo

{1.39) é continua em relagio a f para toda g € # fixa pois

(1.40) [(aglg)| = Taf Tzl el

*
e portanto neste caso temos D(A ) = ¥. Mais ainda,

Exercicio (1.10) - Se A ¢ B(¥) entdo, A ¢ B(W), (Aflg) =
= (£f]aA7g) ¥ f,ge¥ e além disso [a] = 1a¥].

Na definigao geral a igualdade entre os produtos internos

no exercicio (1.10) vale com a devida restrigdo aos dominios, i.e.,

(1.41) (aflg) = (£]a"g) % £ e D(A), g € D(A").

*
£ importante notar gue. no caso geral o dominio de A
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pode nao ser denso. De fato,

Exercicio (31.11) - i) Seja A o operador definido no Exercicio
(1.4) (equagBo (1.29)). Prove que D(A*) = {¢}* e ACF = 0,
f € p(a*).

ii} Dé um exemplo de um operador A +tal que D(A) = fol.

Algumas das propriedades mais simples e Uteis da operacgio

* ~
A —= A estdo resumidas nos exercicios abaixo.

Exercicio (1.12) ~ Sejam A e B operadores lineares densamente

definidos no espage de Hilbert ¥H. Entio,
— %
1) ) =T A", ¥ree

* *

ii) A €B=>B <A

*

1i1) (a+BY 24" + B

iv) (aB)* =2 B A"

v) (A+l)* = A+ %

onde em v) N e A~ significam, como de hdbito os operadores

X1 e V1 respectivamente.

Suponha que A: D{(A)<¥ — ¥ & um operador injetivo. En-

t30 o inverso de A denotado por a7t g operador linear defi-
nido por,

D(A'l) = R(A) = imagem de A
(1.42)

AHAf) = £ ¥ £ o€ D(A).
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Exercicio (1.13) - Suponha que A e A™1 sEo densamente defi-

~ * .
nidos. Entao A tambem e inJetivo e

* — ¥*
(1.42) a5y = h
0 préximo resultado é muito mais interessante e na nossa
opinigo inteiramente inesperado. Sua demonstragac pode ser feita
de maneira extremamente elegante utilizande o conceito de grafico.
de um operador. O leitor poderd encontra-la em [11] vol. I e e

altamente recomenddavel gue se familiarize com ela.

Teorema (1.14) - Seja A: D(A) ¢ ¥ — ¥ um operador densamente

definido. Entio,
*
i} A & fechado

ii) A é fechdvel se e sd se 1 4 Gensamente definido (i.e.,
D(A*) = #). Nesse caso A= A

, — % %%

iii) A fechdvel =% (&) = A

/ Como wvimos anteriormente, existem operadores que nao sao
féchéveis. No entanto todos os que se prezam tém essa proprieda-~
de. Para ilustrar este fato e também como aplicagio da parte (ii)
do Teorema (1.14) vamos Tazer alguns comentarios sobre a teoria
dos operadores diferenciais em um aberto 0 C]fi, no contexto de
espagos de Hilbert. Seja,

(1.44) L=pPxD = I a(x)d®
lafsm *
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onde x € N, a, —* € s30 "bem comportadas" (C” por exemplo) e

o 1 3 \*1{1 5 \% 1 » ¥n

Defina entdo um operador T no espago de ¥ = L2(0)

(com a medida de Lebesgue) da seguinte forma,

D(T) = c*(a)

(1.46)
Tf

P(x,D)f, £ € CL(R)

onde C€(N) denota a colegdo das fungdes C° com suporte compac
to contido em Q. Note que para definir T basta exigir que

ay € L2(ﬂ) para todo multi-indice «. Em geral, para aplicacdes
mais profundas é preciso exigir muito mais gque isso (=17, 0

operador T definido acima é chamado muitas vezes o operador mi-—

nimal definido por L. A adjunta formal de L & operador dado

por,

la

Mf = (-1) Da'(aa(-) f).

| 0| =m
Supondo que os coeficientes aa(x) s8o suficientemente
diferencidveis e a aplicando a regra de Leibniz ©para a deriva-
da de produtos é facil verificar que M ¢é um operador exatamente
do mesmo tipo que L. Seja entdo S o operador minimal associa-

do a M. Integrando por partes, segue gue,



Dl

(L£]g) = f (L£) (x) g(x) ax =
0

It

(1.47) f f(x) Mg(x)dx + (termos de fronteira) =
9!

(fMg) + (termos de fronteira).

Como D(T) = D(S) = C:(Q), os termos de fronteira se anu

lam e portanto
(1.48) (Tflg) = (£lMg) ¥ £,g € C (N).

a * k.3 -, .
Consequentemente M « T de modo que T e dengamente definido
pois M +tem essa propriedade. Isto mostra que aperadores diferen
ciais sfo fechaveis em L?(Q) devido & parte (ii) do teorema an-

terior.

Agora vamos passar a definigdo de operador auto-adjunto.

Um operador A: D(A) © ¥ — ¥ & dito simétrico se e sé se,
{1.49) D{4)} & denso em ¥

(1.50) (aflg) = (f]ag), ¥ £,2 € D(A).

Em outras palavras um operador é simétrico se e sé se

*

(1.51) : AcA

Em particular, todo operador simétrico € fechdvel tendo em vista

que pela parte i) do Teorema (1.14), AY & sempre fechado. Além



—25=-

disso vale ¢ teorema de Hellinger-Toeplitz, a saber,

Exercicio (1.15) -~ Se A & simétrico definido no espago inteiro

(i.e., D(A) = H) entdo A & limitado.

Un operador simétrico A: D{(A) =@ ¥ — ¥ ¢ dito auto-ad-
junto se e somente se A=A, As motivagbes para esta definigao
s30 muitas. De um ponto de vista puramente matemético, uma vez
que A < A*, € natural perguntar se vale sempre a igualdade (pe-
lo menos no caso em gque A é fechado, pois A* tem sempre esta
propriedade). A resposta é em geral: nao (veja o exercicio (1.17)
abaixo). De fato a propriedade "ser auto-adjunto" ¢ muito mais
delicada gue a simetria. Além disso, e talvez mais importante
ainda, & o fato indicade pela fisica, que véarios operadores muiteo
importantes em mecinica gudniica devem ser auto-adjuntos e nao
simplesmente simétricos. Por exemplo todas as hamiltonianas das

guais trataremos estfo nesse caso.

Note que valem as seguintes relagbes,
Exercfcio (1.16) - Seja A: D(A) ©# ~— ¥ um operador linear.

1) Se A é simétrico entdo,

% *
(1.52) ACA £ A
ii) Se A é cimétrico e fechado

* % *
(1.53) A=4a ¢ 4.

Em particular, se A & auto-adjunto temos



(1.54) A=A =4,

Além disso, os operadores auto-adjuntos sao maximais no

sentide seguinte.

Exercicio (1.17) - A: D(A) € ¥ — ¥ ¢é simétrico maximal se e

86 se para todo B tal que B € B e A<B temos A = B. Pro

ve que todo operador auto—adjunto € simétrico maximal,

0 préximo exercicio (bastante diffcil a essa altura da

guerra), ¢ muite ilustrativo.

Exercicio (1.18) - Seja H = L?(O,l) {com a medida de Lebesgue).

Considere os operadores,

(b(TB) = {f e n|f absolutamente continua e f£'€ ¥}
(1.55) 9

Tzf = if', fe¢ D(TB)

[D(T,) = (£ € D(T5) | £(0) = £(1)}
{(1.56) <

LT2f = if', £ € D(T,)

D(T,) = {£ € D(T,) | £(0) = £(1) = 0}
(1.57) 4

T, =if', £ e D(Ty)

i) 0Os operadores acima sao fechados, densamente definidos e
Ty ¢ T2 = T3.
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ii) T = T3
¥
iii) T, =T,
- * -
iv) Ty = Ty

Obgerve que i) e ii) mostram que T, ¢ simétrico mas
ndo auto-adjunto enquanto que por iii) T, ¢ auto-adjunto. Mais
ainda, T ndo é simétrico pois caso contrario ele coincidiria
com T, que é em particular simétrico maximal. £ interessante
elaborar um pouco mais este exemplo. Observe que os trés opera-
dores s3o definidos pela mesma férmula, mas tem dominios diferen-
tes. Estes dominios sfio definidos em termos de condigdes de con-
torno. A Unica imposigdo sobre D(TE) é gue o operador faga sen
tido em ¥ = 1?(0,1). Desse ponto de vista T é meximal. No
entanto Ty nao & simétrico: seu dominio é muito grande (e por
tanto o de T; é muito pequeno!). Por outro lado Ty é simé~
trico mas ndo aubo-adjunto. As condigdes de contorno (chamadas

condicdes de Dirichlet) sdo muito restritivas. O dominio de Ty

& muito pequeno enguanto que o de T; é muito grande: ndo da
para ‘“acertar". O domfnio de Ts, € no entanto, do '"tamanho
exato" e T, & auto-adjunto! Este exemplo indica como € delica
da a questio de ‘"auto-adjunticidade" de um cperador. Finalmente,
note que T2 & uma extensZo auto-adjunta de Tl' Cabe portanto
perguntar se existem outras. A resposta € sim. De fato existe

uma infinidade de extensdes definidas por
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g
=
2]
~—
|

= [f € D(T3) | £(0) = wf(1)}
(1.58)

b=
Hy
1l

if', £ € D(ay)
onde @ ¢ €, |a] =1, Note que 4, = T,.

Exercicio (1.19) - Prove as afirmacdes feitas sobre as extensdes

de Tl‘

Deve—se notar ainda que & possivel classificar completa—
mente todas as extensdes auto-adjuntas de um operador simétrico
fechado. Tal estudo foge aos obJetivos do presentée texto de modo
gue nos 1limitaremos a remeter o leitor ao Capfitule X do volume
IT de [11] assim como & segao 14 de [27 vol. 11], (ou essen-
cialmente a gqualquer bom livro gue trate da teoria de operadores

nao limitados em espacos de Hilbert).

0 exercicio (1.18) e os comentiarios que o seguem mostram
como é dificil provar diretamente que um operador é auto-adjunto.
Conseqilentemente ¢ conveniente obter teoremas, com ccn&igSes fa-
cilmente verificdveis, que garantam esta propricdade. Para moti-

var o critério bdsico nesta diregdo, suponha que A: D(A)CH — ¥

é auto-adjunto, e que ®€ D(A) = D(A") & tal que A ® = A9=ip.

EntZo,

(1.59) i(ele) = (aple) = (olap) = -i(ele) .

Portanto ¢ = 0, O mesmo tipo de argumento mostra que se AP =

* ~
=A@ = ~igp entao @ = 0. Fm outras palavras, se A = A* en—
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t80 as equacgdes A =% i® mnao tem solugac ndo trivial. A re-
ciproca desta afirmagio, a saber, o fato qﬁé se A é simétrico,
fechado e as equagdes A"p = * 1 86 tem a solugdo trivial, en-
tdo A = A*, & o critério bdsico que utilizaremos para provar que
0s operadores nos quais estaremos interessados sigo autc-adjﬁntos.

Mais precisamente,

Teorema (1.20) ~ Seja 4A: D(A) € ¥ — ¥ um operador simétrico.

Ent3o as seguintes afirmacdes sfo equivalentes,
(i} A é auto-adjunto,

(ii) A & fechado e Ker(A® *i) = {0}, (onde Ker(T)=T"1({0})

denota o nicleo do operador T),

(iii) R(A*i) =¥, i.e., os operadores T*i s3c (ambos!) sobre

H,

Demonstragdo - A implicag@o (1)=» (ii) foi provada como moti-

vagdo. Para provar gue (ii)=—> (iii) basta mostrar
(1.60) R{Ati) = ¥

(1.61) R(A*i) & fechado em ¥

uma vez gue um subespago fechado e dehso tem necessariamente gque
ser o espa¢o inteiro. Para provar (1.60), suponha que R{A+i)
nao é denso (a demonstragdo para R(A-1i) & andloga). Entdo

¢ L R(A+1i) de modo que ((A+1i)e| ¢) =0 para todo @& D(A).

Portanto,
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(1.62) (A | ¥) = (w |~4y)  ~ o ¢ D(A).

~ * - K *
A definigio de A mostra entdo que ¢ ¢ D(A') e A ¥ = -1¢,
uma contradicio pois por hipdtese Ker(A *1i)={0}. Quanto a (1.61)
note gue escrevendo H(A4ﬁi)wﬂ2, ¢ ¢ D{A) em termos do produto

interno e usando a simetria segue que,
(1.63) iar 2)ol? = lael? + ol ,

para todo @ € D(A). Seja agora g € R(A+1). FEntao existe

imk]zzl < D{A) +tal que (A-+i)cpk BN g, Aplicando (1.63) temos
. 2 2
(1.64) Ta+ 1) (= )] = o2 I

Isto significa que {wk] ¢ de Cauchy em ¥ e portanto exis-

te f ¢ ¥ tal que wk—ﬁ—ﬁ f. Temos entao

(CPRHL bl

{1.65) “
L(A"' i)ﬁPk‘"—"’ g

Como A & fechado segue que g € D(A+1i) =D(A) e (A+1)f = g.

4 demonstracio para o case de (A-1i) segue as mesmas linhas.

Regta provar que (iii) implica (i). Para isso seja
* -
w ¢ D(A ). Como (A-i) & sobre, existe n ¢ D(A) tal que
' * - - rd ‘
(A-i)n = (4 -i)p, Mas A € siméirico por hipotese de modo que

Aca® e portanto (w-1) € D(A¥) e (A -1)(p-7) = O. Conse-
guentemernte
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(1.66) (A =1i)(o-mn) | 8) =0
bara toda 8 € D(A). Entao,

(1.67) (p=nf (A+1i)e) = 0

qualquer que seja 6 € D(A) = D(A+1)., Como R(A+i) =¥, (1.67)
mostra que $-n =0 e portanto D(T) = D(T*). Isto encerra a

demonstragsio.
Q.E.D.

Note que ambas as condigdes R{A* i) = ¥ foram usadas
na demonstracdo (iii) === (i), Além disso para uso futuro é

conveniente observar que

Exercfecio (1.21) - 0 Teorema (1.20) vale com (A*i) e (A*iii)

substituidos por (A Ai) e (A*i Mi) qualquer seja A ¢ R~{0}l.

’

Corolario (1.22) -~ O operador M, definido na equagdo (1.22) ¢

auto-adjunto.

Demonstragao - £ claro que M, ¢é simétrico. Para provar que
M, = Mg vamos usar a parte (iii) do Teorema (1.20), i.e.,
vamos verificar gque (Moi i) sdo sobre L20R3,d§). Dada

£ € 1°@®>,d2) defina,

£(g)
(1.68) gi = |—Z—-— -

gje*1

Entfo é claro que
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g+ € D(Mo)
(1.69)
(M *i)gy = T

Q.E.D.
Antes de prosseguir é conveniente introduzir algumas de-

finigoes Uteis ¢ deixar mais alguns exercicios a cargo do leitor.

Um operador simétrico A: D(A) @ H — & dito essencialmente

auto-adjunto se e 80 se seu fecho % & auto—adjunto. Nesse ca-—
so, existe uma fnica extensfo auto~adjunta de A, a saber, A.
De fato, suponha que § = s e ASS., Entdo A <8, Mas XK

& simétrico maximal de modo que A = S. 0 conceito que acabamos
de introduzir & bastante Gtil devido ao fato de gue muitas vezes
& dif{cil determinar explicitamente o dominio de um operador, mas
seu couportamento é conhecido em um conjunto suficientemente gran

de onde ele & essencialmente auto-adjunto. O teorema (1.20) tem

a seguinte conseqiiéncia.

Exercicio (1.23) - Seja A: D(4) ¢ ¥ — ¥ um operador simétri~-

co. FEntdo as seguintes afirmagbes sao egquivalentes,

(i) A é essencialmente auto-adjunto
(ii) Ker{axi) = {0}

(iii) ®R{A*i) sao densos em ¥.

Finalmente,
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Exercicio (1.24) - O operador m, definido em (1.34) & essen-
cialmente auto~adjunto e seu fecho é precisamente ¢ opersador Mﬁ

de (1.22). O mesmo resultado vale com S({R") substitufdo por

Cc ®™).

Vamos agora introduzir os conceitos de resolvente e espec-—
tro que serdo cruciais nos capitulos subseqlientes. Seja A:D(A) ©

< ¥~ Ui um operador fechado. O conjunto resolvente (ou simples

mente o resolvente) de A& € o conjunto
{1.70) pla) = {ze ] (A—z)-l existe e pertence a B(H)}: .

0 espectro de A & o complemento de p(T) em €, i.e., o con-

Junto

(r.71) 2(A) = ¢\ p(T).

Além disso o operador

(1.72) Rp(z) = (A-2)"" € B@®), 2z € p(D)

é chamado o operado resolvente (ou simplesmente resolvente) de

A mno ponto z € g(T).

Exercicio (1.25)
(i) Suponha que A: D(A) =¥ — ¥ ¢é injetivo (de modo que
A—l

A~L & fechado.

" estd definido). Prove que A & fechado se e sé se
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(11) Combine (i) com o teorema do grafico fechade (veja por exenm
plo (11, vol. 11, [21], [25]1, [26], [28]) para concluir

que,
(1,.73) p(a) = {z e €| (A-z) é injetivo e sobre).

£ clare que é possivel definir p{A) no caso de cperado-
res nao fechados, mas isso n3o é muito Gtil. Um indfcio deste fa
to é gue a palavra "fechado" nio pode ser substitulda por "fecha-
vel" na parte (i) do exercicio (1.25) (tente dar um exemplo!).
Note também que se (T-—z)"'1 existe e pertence a B{H) entao
(T—-z)-l & fechado e portanto (T-z) e consegiientemente T sdo
fechados. As propriedades basicas dos objetivos definides aci-

ma sao,

Exercicio (1.26). Seja A: D(A) @« ¥ — ¥ um operador fechado.

Entao,
(i) p(A) & aberto em @ e portanto ZT{(A) ¢é fechado em .
(ii) A = A" implica E£{A) cR se A ¢ simétrico a reciproca

é verdadeira; veja por exemplo o Teorema X.1 do volume II

de [11].

(iii) z ¢ p(T) — RA(z) € uma funcgdo analitica e vale a primei-

ra eguacao do resolvente,

(1.74) RA(z) = RA(ZO) + (z-—zo) RA(ZO) RA(z)

para todo par z,z, € p(T).
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{iv) ©Prove que E(MO) = [0,=}.

E conveniente fazer alguns comentirios em relacio & parte
(i1i) do exercicio acima. Sejam X um espago de Banach e Q€
um aberto. Uma fungdo f: Q— X é dita analftica em z, € 0

se e sb se,

(1.75) 1in 2o B) - £(z,)
h0 h

existe em relagdo a topologia de X (naturalmente). A fungdo f
é analitica em 0 se ¢ sé se ela & analitica em todo z, € Q.

A partir dessa definigdoc & possive? desenvolver uma teoria de
fungdes analiticas com valor.. wvetoriais inteiramente andloga a
teoria usual., Por exemplo, uma funcgfo analitica no sentido acima
tem uma série de poténecias convergente em cada ponto (em relagdo
2 norma de X), vale o teorema de Cauchy, a formula integral de
Cauchy, o teorema de Liouville e por ai a fora. Para maiores de
talhes o leitor diligente deve consultar o Cap{tulo 8 do excelen
te livro de E. Hille [32}. Deve-se notar ainda que existe outro
conceito natural de analiticidade para fungdes com valores em es—
pagos de Banach, a saber, uma fungdo f: (0 — X ¢& fracamente
analftica se e 86 se $°f: 0 —> € & analitica qualquer que se
ja o elemento § € X*, (o dual topoldgice de X). Um resultado
notdvel, cuja demonstraglo pode ser encontrada na se¢do VI.3 do

volume I de [11] é o

Teorema {1.27) - Uma fungdo f: Q0 — ¢ ¢é fracamente analitica se

e 86 se ela é anaiitica no sentido usual.
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Além disso é importante notar a seguinte reciproca da par-

te (iii) do exercicio (1.26),

Fxercicio (1.27) — Sejam ¥ wum espago de Hilbert, Q « € aberto
néo vazio, F: 0 — B(Y¥) - familia de operadores limitados tais

que,
(1) F(¢) & injetivo para algum { € Q

(ii) F(z) = F(zo) + (z-zo) F(zo)F(z)

para todo z,z, € 0. Entio existe um tmico operador fechado A

em ¥ tal que RA(z) =F{z) em 0.

(1ii) O operador definido em (ii) € auto—adjunto se e somente se

(1.76) F(z) = F(z)

para todo =z € (.

0 resultado enunciado no exercicio (1.27) (cuja demons-
tracido se encontra em {23]!) n8o & simples curiosidade. Ele po-
de ser usado de maneira muito eficaz na definig¢io de operadores
fechados e em particular auto-adjuntos em muitas situagdes de in-
tereése. Uma aplicacdo profunda deste método pode ser encontrada

em um notdvel artigo de T. Kato (L33]).

Finalmente, é preciso notar que ao contrario do caso dos

operadores limitados muitas patologias podem ocorrer. Para enten
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der melhor o significado disto lembre que, .

Exercicio (1.28) -~ Se A ¢ B(#) entdo IT(a) é compacto e ndo va
zio. Além disso para todo X ¢ T(A) temos |A|=r(a) < [a] .on-
de

(1.77) r(A) = sup{|A] | X € =(a)}
onde r{(A) é o raio espectral. Mais ainda,
(1.78) r(a) = Lim [a?¥/2
7 e
* -
e se A=A entdo r(A) = |al.
No caso nao limitado, nem tudo sdio flores! De fato,

Exercicio (1.29) ~ Seja’ T5 ‘o operador definido.no exercicio

(1.18) e considere também,

D(8) = {£ € D(T5) | £(0) = 0}

(1.79)
if', £ € p(8)

Sf

Como ja sabémos T3' é fechado. Prove que S5 ‘tem essa mesma pro
priedade e que ' ' -

(1.80) 1) =€, Ks) =1}

onde { 1 denota o conjunto vazio.
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2., A hamiltoniana livre

Nesta secio vamos descrever a teoria bésica associada a
equagdo de Schrédringer livre (i.e., (0.8) no caso V = Q). Para
igszo é preciso um pouco de preparagdo. Em primeiro lugar convénm

relembrar alguns fatos sobre a transformada de Fourier usual. Se

T e Llﬂﬁn,dx), a transformada de Fourier T = 3, £ é a fungdo

definida por,

(2.1) £(g) = (¥, £)(8) = (2m™/2 f e 18X £(x)ax.

]Rn

Entdo & facil ver que,
pxercfcio (2.1) - Seja f ¢ L-(R%,dx). Entdo

(1) f & continua e limitada

(ii) wvale o lema de Riemann-lebesgue, isto &

(2.2) 1im f(g) =0,
|g| e

Antes de prosseguir é conveniente notar

Exercicio (2.2) - Sejam &£,g € LlGRn,dx). A convolugdo f xg
de £ e g é definida pela férmula

(2.3) (£*g)(x) = f flx-v) ely)dy

]Rl’l
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(i) Prove que (fxg) estd bem definida e vale a desigualdade

o *
(2.4) I gl[Ll = !IfllLl I]gllLl

(ii) Mais geralmente, wvale o teorema de Young para a comvolucio,

a saber, sejam p,q,r € {1,=) +tais que

p_li-q-l =1+r L e f¢ P®Y,dx), = ¢ LFGRn,dx).

Entio (fxg) e I"@®R%,dx) e

(2.5) lee el < el el g

(111) se f,g € L @®%,dx)  entdo,

(2.6) (£xg) (2) = (2mP/2 3(g) &(q).

Antes de prosseguir, € nosso dever notar que o exercicio
acima é ndo tecnicamente trivial especialmente no que diz respei-
to & mensurabilidade da fungio f£(x-y)g(y). O leitor interessado

deve consultar [34], [35] e também o Capitulo IX de [11, vol.IT].

Apesar de ser possivel desenvolver a teoria da transforma-

. 1
da de Fourier tomando o espacgo L GRn,dx) como '"base de opera-
gles" & myito mais conveniente para nossos fins trabalhar no eg

pago 8 {R™) definido em (1.%6) da secaoc anterior.

Teorema (2.3) - A transformada de Fourier é injetora em e sobre

$(R"). A férmula de inversdo que permite recuperar uma fungao a

partir de sua transformada, &
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(2.7) | £(x) = (2m™?/2 [ #(g) e15°% az
R

Além disso, com a notagdo introduzida em (1.35) temos

(2.8) c)el (a%6) (2) = & F(2)

(2.9) oylel @) (5) = FR)(E)

(2.10) (flg) = [ f{x)g(x)dx = J F(g)E(x)ag = (%]8)
r" : B2 :

para toda f,g.€ S(R").

0 resultado acima é bem conhecido. Sua demonstracdo,que se
ré omitida, pode ser encontrada em varios textos (veja por exem-

plo [11, vol IT], [261, [35]). Cabem no entanto alguns comemté-

rios. FEm primeiro lugar, a identidade de polarizacio (que wvale

em qualquer espago com produto intermo},

@lv) =% (uevl® - fu-vl?) «

(2.11) ) C
+ 3 (s av]® = Ju-ivl®)

mostra que (2.10) é eguivalente a

(2.12) Izl = 120
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ol = (-

referiremos tanto a (2.10) quanto a (2.12) como a identidade de

onde -)1/2 é a norma L2GRn). .Daqui por diante nos

Parseval. Noite que ela permite definir a transformada de Eouriér
em L?GRn) (a integral em (2.1) ndo faz sentido em geral em I?!).

Mais precisamente, nao é diffcil verificar

Exercicio (2.4) - A aplicacgao F : S(R™) — 8Gﬁnj pode ser ex—

tendida de maneira Onica a I°(RT), A extensdo, também denoctada

~

por F, ou ¢ dada por,
(2.13) f=%f=1im %, , £ ¢ I°@®Y)
_ o e k
bl - a n i L2
onde {fk]k . ¢ qualquer sequéncia em 8(R") tal que f — f.
Tendo em vista a férmula de inversdc & natural introduzir

a trangformada inversa de g ¢ SGRn) pela formula,

(2-14) é(x) = (5;1 g)(x) — (2.”)"11/2 f g(g) eig-){ d§
Rn

de modo gue,

v

(2.15) €3) ()"

Il
H
i

para toda f € $(R"™). Além disso é fécil ver que 3;1 pode ser
extendida a LZGRn) exatamente da mesma forma que I, e portan-
to (2.12) e (2.115) valem também para toda f € LZ(R"). Isto

mostra que J_ é um operador unitario em L?GRm).

Finalmente, (2.8) mostra que operadores de derivacdo s#o
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transformados em operadores de multiplicagido através da operagio
30. Isto permite transformar eguacdoes diferenciais lineares com
coeficlentes constantes em equagdes algébricas! Mais importante,
para nossos propésitos, (2.8) nos coloca em posigao de definir
a hamiltoniana livre (-A) como operador auto-adjunto em LEGRn).

DPara isso, observe que (2.8) mostra em particular que,
A -
(2.16) ()" () = |2]% 2(%)

para teda f € HGRn). Consegitentemente €& natural introduzir a

haniltoniana livre H comoc sendo o operador dado por

[+
JD(MO)
{(2.17)

lHof o M, %, I, f e D(Mo).

[

{r e 12@®",ax) | & € D(v,)]

H

X
=
L2

onde M, é a aplicagdo definida em (1.22). Como M, é auto-ad-

Junto e & é unitdrio em L?GRn) segue imediatamente gue

* F - N
H, = Hy - Além disso, & facil verificar que o operador

D(h,) = 8®")

(2.18)
(h,£)(8) = - A£(5)

é essencialmente auto-adjunto e Hj & precisamente sua Unica ex-—
tensdo auto-adjunta em L20Rn,dx). Agora, é natural perguntar se
o operador H0 definido acima é um operador diferencial em algum

sentido. A resposta é: sim. Para formuld-la rigorosamente, ¢é

preciso alguma preparagio. Seja @ € ™. Uma fungdo fe”LEGRn)
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”, L] = - o,
& a-vezes diferencidvel no sentido fraco em L20Rn) se e sb se

existe g ¢ LZGRn) tal que,
(2.19) g le)= (D 1el(r |02 ¢)

para toda © ¢ SGRn). Neste caso escreveremos g = 2% £. Observe
que (2.19) é exatamente o que se obteria integrando (f|02 Q)
g~vezes no caso em que (por exemplo) f ¢ S{R™). 0 leitor fami-
liar com a teoria das distribuigaes temperadas ([11, wvol. II],
[26]1, [31], [(35]) deve notar que esta definigl8o diz que £, con
siderada como um elemento de 8'(R™), tem derivada distribucio-

nal em L20Rn).

Exercicio (2.5) -~ Prove que D{H ) & exatamente a colecdoc das
T € L20Rn) tais que (=~AF) ¢ LZGRn), onde o laplacianoe é

caleulado no sentido fraco.

Estas idéias podem ser levadas muito mais longe se intro-

duzirmos o conceito de funcio do operador Ho' Para isso seja
3: R — ¢ uma fungdo mensuravel e considere ¢ operador linear

definido por

ire 2@, ax) | #(2)(s) e 12®",dq)}

]

JD(@(HO))

(2.19)
-1

1§(H0)f (G 1) =3

7, € D(¥(H,))

onde & denota o operador de multiplicagdo por @(ﬁz) em LAR",dE).
Note que se @& & uma funcdo limitada entfo &(H,) € B() e

H@(HO)H < 3l _. O restante desta secdo consistira na descrigio
L
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de certas fungdes de HB que ocorrerao repetidamente no que se~-

gue. A primeira delas, talvez a mais simples do ponte de vista
técnico, é o semigrupo fortemente continuo a um pardmetro asso-

ciado a H

- definido por

~tH, -l
{(2.20) e f={e "

2, . >
TR, tetloe), fel @ ax)

—tHb 2. -tHo
£ claro que e € B(L*R",ax) e e l £ 1, para todo
t € [0,«). O préximo exercicic resume algumas das propriedades

fundamentais da fungdo definida em (2.20)}.

Exercicio (2.26).

(1) Um gemigrupc Ffortemente continue a um pardmetro (ou semi-

grupo de classe Co) em um espacc de Banach X & uma aplicagdo

t € [0,=) — U(t) € B(X) tal que

fU(t-kt') = u(t) U(t"), U(@) =1
(2.21)

llim U(t)f = £
t}0

para todo par +*,t" € [0,«) e f e X (com o limite tomado na

norma de X)}. Prove gue e 0 +tem estas propriedades.

—tHO
(ii) Mostre que e f

Il

Kt % T para todo t > 0O e

f € l?GRn,dx), onde K € o niacleo do calor,

s
4t

-n/2 o

(2.22) Kt(x) = (4mt) %D ( ), t>0, xER
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(iii) Prove que e ©° f ¢ ¢@®™) n 2@, dax) para todo t > O
e f ¢ @Y, ax).
—tH

(iv) Prove que u(t) = e ©°f & a tinica solugBo do problema

[u € c(L0,=), C(L0,=}, LZR™) N C((0,=),D(H,)) N
n ct((o,=), 12 ®@)dx)

(2.23) Mo u, >0

u(0) = f € L2C]Rn,dx)

(Sugestdo: Para obter a unicidade mostre que b_tl]u(t)[]2 = 0).

A préxima fungao na agenda é o resolvente de H,, defini-

do por,
(2.24) R,(2)2=30((|+[2-2)" 5, 5), z£[0,=), f£el?(®ax).

£ fécil verificar que R, (z) ¢ B(L20Rn,dx)) e [R (2)]= (Imz)-l.

Além disso,

(H,-2) R (z) £ =%, € ?@®,adx)

(2.25)
Ro(z)(Ho-z) f =.7, fe D(Ho)

Em particular u = Ro(z)f é a Mmica solugio do problema

J'u € D(H,)

.26
(226) l(Ho- z)u = £, f¢l0,=)
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Como veremos adiante, a solugdo deste problema ao longo do
eixo real positivo é um dos ingredientes basicos da teoria de es-
palhamento. Agora, a questdo andloga & parte (ii) do exercicio

(2.6) é mais complicada. £ possivel provar que

(2.27) (Ry(2)£) (%) = [ R, (x-y;2)f(y)dy

Bn

onde o micleo do resolvente Ro(x;z) pode ser expresso em termos

de funcSes de Hankel([36], [37], [38]). Felizmente a situaclo

P -, . )
nos cagos em que estaremos interessados e especialmente simples.

Exercicio (2.7) — Use o teorema dos residuos para provar que,

F&zJﬂ'lenﬂiJElxn, n=1
(2.28) Ro(x;z) = L
l(&ﬂIXI) exp(i +z |x]|), n=3

Vamos passar agora ao grupo unitdrio fortemente continuo

a um pardmetro associado a H,, a saber,

. . 2
~i%H -il.]° .
(2.29) e 91 =(e B, tem, fciP@",ax).
’ ~itH . e
f claro que o 9 & unitario para cada t €R e em particular
~1tH, .
e [ = 1. De maneira andloga ao exercicio (2.26) temos,

Exercicio (2.8).

(i) Um grupo unitdrio fortemente continuo a um parametro em um

espago de Hilbert ¥ ¢ uma famf{lia de operadores unitarios
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t €R— U(t) tal que

U(t+t") =U(t) u(t'y U0) =1

(2.30)
lim U(t)f = £
0
' -itH,
para tode t,t' €¢R, f € H. Prove que e tem estas proprig
dades
itH

[s]

{ii) Mostre que Y¥(t) = e f & a Unica solugdo do problema

de Cauchy para a eguacgio de Schrédinger livre, i.e.,

(v e cm, D(ry)) 0 clR, 12RY,ax))

——=H ¥ t&R

(2.31) 3t

AN

¥(0) = £ € D(H,)

Figicamente, a solugido Y(t) obtida na parte (ii) do
exercicio acima descreve o comportamento de uma part{cula livre
(i.e., "isclada no universo") inicialmente no estado {(0) = f.
Formalmente, esta solugdo & muito parecida com a obtida no exerci
cio (2.6) para a equacigo do calor: ambas sdo solugdes de equa-
gdes diferenciais ordinarias com coeficientes constantes (em um
espago de Hilbert) e portante ambas devem ser dadas por exponen-
ciais. No entanto, exp(htHo) ¢ uma exponencial "rapidamente de-
crescente” (com t » 0) enguanto gue exp(—itHo) é uma exponen

cial complexa e portanto "oscilante", Estes comportamentos sao
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evidentemente muito diferentes. No entanto a comparagdo formal
entre as duas solugdes permite obter a formula correspondente H=

quela da parte (iii) do exercicio (2.6). De fato, a mudanga de

varigvel t < > it leva exp(-tH,) em exp(~itH ) e vi-

ce-versa. Portanto é de se esperar que,

| x~y |2
Lit

~1tH, -n/2
(z.32) (e £3(x) = (&mit) exp |- f{v)dy .
n
R
Esta férmula no entanto apresenta dificuldades. De salda

é preciso fazer uma escolha apropriada para o ramo da raiz quadra
da envolvida. Pior que isso é o fato que de maneira analoga &
transformada de Fourier, a integral no lado direito de (2.32)
faz sentido se f € L]'CERn,dx) nas nio em geral para fE€ LZ(IRn,dx).
De fato é possivel provar que (2.32) vale em S(R™) e que é pos-

—it
sivel representar e * H0 como um "operador integral generaliza

do". De fato

Exercfcio (2.9) -~ Sejam £ € 8(R™) e t # 0. Entdo (2.32) vale

com a escolha,

exp{-inn/4}, <t >0
(2.%3)  (4mit)™2 = [4mt|TV2 -

exp (inm/4), t <0

Para provar esse resultado & conveniente proceder em etapas. Em

primeire lugar, considere por simplicidade o caso 1 = 1.

(1) Seja @ € ¢ tal que Imax e Im &' sd@c positivos. Mostre

gue
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2 2
€]

el NNe) = o172 exp (- —z—)

(2.34) (exp(-

{compare com a parte (ii) do probiema (2.6)}.

(ii) A integral do lado direito de (2.32) estd perfeitamente bem
definida se £ € 8(R), e portanto em particular para fa(x) =
= exp(—(k-a)z), a € R. Prove gque (2.32) vale para toda f_ ,
a €R. Consequentemente (2.32) vale em W, a cole¢ao de todas

as combinagdes lineares finitas de fungdes da forma fa'

(1ii1) Prove gque ™ & denso em L?GR). (Sugestdo: suponha que
g ¢é ortogonal a f, para todo a €R. Use a identidade de Par-

seval para concluir que a transformada de Fourier da fungao

g(g) exp(- §2/4) é zero em tode a £ R).

{(iv) Prove que

—i'bHo —i'tHO
(2.35) e f = lim e )
Ik b

na topologia de I?GR,dx) onde {fk];_l =i & qualquer sequén

cia tal gue fk-—m—* f.

(v) Prove que se f € g§(R) (ou mais geralmente a LlﬂRn,dx) n
n 12®%,dx) entdo (2.32) §é verdadeira, Mostre também que (iv)

vale com W substitufdo por S(R").

. N ~ 3 n
(vi) Generalize a demonstragac acima para o caso do R
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{vii) Suponha que f € LluRn,dx). Entao

~itH
(2.36) L |t | ~B/2 bel 5 -

Neste ponto gostariamos de observar que a motivagdo para
(2.32) e o esquema de demonstracgao do exercicio (2.9) s8o os ado-
tados no Capitulo IX de [21] e no Capitulo 3 de [39]. Outro méto
do pode ser encontrado em [11, vol II]. De posse dos resultados
‘acima podemos apresentar agora o primeire resultado sobre o com-
portamento assintdtico das solugdes da equacao de Schridinger, a
saber, uma particula livre escapa de qualquer subconjunto limita-

do do R" quando t — *e,

Teorema (2.10) - Sejam S sR® um conjunto mensurdvel limitado e

£E L2GR,dx) {(com [if]l = 1 sem perda de generalidade). Entdo

(2.37) lim P(t; S; £) = O

t-bio

onde P(f; S; £f) e a quantidade definida em (0.9).

Demongtracdo - Sejam € > 0 dado e g € S(RM) +tal que

llf-gHLzeRn) < ¢, Entdo,
e L T S PR
s (s}
(2.38) I —:i.".',H0 )l —itHo 2 <
< (le ( g)ILZ(S) + e glle(S))

—i 2
< (le-el®, + it ol "

®")
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Devido a (2.38) temos,

~it
le  ° gl 2.4 =J I Og)(x)]2ax <

(2.39) °

s |unt| /2 lel ; lsl,  +e® - (0]

onde |s| denota a medida de Lebesgue do conjunto s. Conseqlen

temente,
(2.40) P(%5855) < (e + :tmtrnfzugnLl B

para todo t #£ 0. Portante P{%t:3;f) pode ser feito arbitraria-
mente pequeno tomando |t| suficientemente grande e o teorema eg

ta provado.
Q.E,D.

3. 0 teorema espectral.

u,,. I come to bury Ceasar, not to praise him ." [40]

0s objetivos desta seglo consistem em enunciar o teorema
espectral para um operador auto-adjunto em um espago de Hilbert
¥ (que daqui por diante suporemos separavel exceto se feita men
cBo em contririo; veja o exercicio (3.5) e descrever algumas de
suas conseqgiiéncias e ramificagdes gque serdo Uteis no estudo do
problema de Cauchy para a equagao de Schrodinger. 0 teorema em
questao, assim como a verdade, tem muitas faces. Para compreen-
dé-las, é conveniente comegar pela situacdo mais simples e cris-

talina, a saber o caso em que dim H < =, ou seja
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Teorema (3.1) - Seja H um espago de Hilbert complexo com dimen-
sao finita e A: ¥ — ¥ um operador auto-adjunto. Entao existe

uma base ortonormal de auto-vetores de A,

A demonstrag@o do resultado acima ¢ bem conhecida e pode
ser encontrada em ([41]. Vamos fazer agora uma série de comenta-
rios gue nos levardao a formulagdo do teorema, em duas formas dife
rentes, no caso geral., Para comegar, o significade do Teorema

{(3.1) & o seguinte: existe uma coleg¢ao {¢k] de vetores li-

N
k=1

nearmente independentes e nimeros reais kl = LZ £ ... = XN tais

que

0, k#3
(3-1) (¢kl ¢j) = 6kj =

1, k=7
{3.2) Aty = Ay ¢, k=12,...,N

e além disso o conjunto {¢k}k=l , ¢é completo no sentido que to-

da T ¢ ¥ pode ser escrita de maneira (mica na forma

(3.3) £

z (£1]¢,)
by fle @, .
k=1 k7 Tk

Utilizando entdo a linearidade de A obtém—se entdo a se-

guinte féraula,
N
(304) Af = kEl 1k(f I¢k) ¢k’ f € H.

A equacio (3.4) nos inspira imediatamente a definir fungoes do
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operador A: seja F: R — C uma fung@o. Eantdo F(A) é o ope

rador definido por,
N
(3.5) F(a) £ = kil F(MI(E | 9y) 9

Observe que se F(x) = x entdo F(A) = A, Trés fungdes muito im

portantes sfo o resolvente de A,

N (f]¢
(3.6) Ry(2)t= T 14 b 26 BN

= z-kk

o semigrupo gerado por A

. N -\t
(3.7) R P S P (f] e
k' 7k
k=1
e 0 grupo gerado por A
. N -ixt
(3.8) e—ltA f= T e H( (fl ¢k)¢k
k=1

Note que (3.6), (3.7) e (3.8) sdo as Unicas solugdes dos

problemas,

(3.9) (Az)u = £, 2z € {hg,..e,hy]
(3.10) M- _aw, u(0) =f

(3.11) igE=ar ) =t

Agora, seja % a colegdo de todas as fungdes
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¢: {1,2,...,N} — € mmida do produto interno
N —_—
(3.12) (@] 9y = = k) ¢(k).
k=1

b

Se f € ¥, a transformada de Fourier de f {(em relagdo ao

conjunto ortonormal completo {ck}E=l) é a fungio fF=-FcH

dada por,

(3.13) 1 {1,...,N}] —=¢C

Fica portanto definida uma aplicagio de ¥ em %, a transforma-

da de Fourier

£ o—

Se ® ¢ @ introduza a transformada inversa pela férmula,

v N
(3.15) G =9 = = olk) ¢ .

k=1

£ claro que ¢ leva % em ¥, Mais ainda, F e G s80 inver

sas uma da outra. De fato,

=

n N
(3016) (f)v = 2

fx)e, = T (f| o )8 =f
k=1 K~ el k" 7k

para toda f ¢ ¥ e
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v . N
@" ) = Glo) = (T 93) 8518 =

(3.17)
T e(3)(s18) = I 8(3) ()
3=1 TS ] Jk
onde k € {1,2,...,N]. Portanto % & inversivel e F * = G co-
mo afirmado. Mas isto ainda nao é tudo! Observe que se f,g€H
entao
r - N PP i P
(18) = = (k) B(k) = = (£]@) (g]8) =
k=1 k=1
D] 800 ) = I (2] 80 | &)
= % (f]| ¢ )(¢,|8)= T £fleé)e ts)=
(3.18) <75 K _ A"

(£ e

N
=( 2 (£lo)e le)

.

Portanto a transformada de Fourier preserva o produto inter

no. Isto significa que ela & um operadar unitdrio de ¥ em & (i.e.,

isometria (preserva norma) e sobre). Observe que a situagdo des-
crita acima é intrigantemente analoga 3 descrita na segdo ante-

rior para o caso da transformada de Fourier usual 30. £ natural
perguntar de que forma igso tudo ge reflete no operador A. A res
posta & muito simples: em termos de 3 e 71 a férmula (3.4) ¢

a seguinte receitsa,

(i) calcule a transformada de Fourier de f

{1i) multiplique f pela fungio AMk) = hgs K€ {1,2,...,N)
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(1ii) calcule a transformada inversa deste produto.

Colocando (i)-(iii) em simbolos, temos

(3.19) Af =3 T ATCL.

0 Teorema (3.1) diz portanto que o operador A é unitaria-
mente equivalente a um cperador de multiplicagaoc no espago 2 .
Mais geralmente, o operador F(A) é dado por

(3.20) F(A)E = ¥ 1 My Ff

onde My ® — % é o operador de multiplicagdo por F, 1i.e.,
(Mg 2)(k) = F(kk)¢(k). Note que a situacdo é exatamente a mesma
que a encontrada na secao anterior guando definimos a hamiltonia
na livre H,. Ha, no entanto uma diferenca crucial entre as duas
situacdes. Se dim ¥ = e, existem (vastas quantidades de) opera
dores que ndo tém auto-fungdes no sentido usual, Na verdade o

préprio H/ tem essa propriedade. Considere o

Exercicio (3.2) - Seja A: D(AY =¥ — ¥. Um vetor f ¢ D(4)

é_dito unm auto-vetor de A pertencente 2o aute—valor z € C se

e somente se f £0 e Af = 2f. O espago gerado (i.e., a co-

lecio de todas as combinagbes lineares finitas) por tais vetores

& chamado o auto-espaco de A corregpondentes ao auwto-valor z.

sua dimensio & a multiplicidede do auto-valor =z. A colecao de

todos os auto—valores de A, denotada por EP(A), é chamada o

egpectro pontual de A.
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{i) Prove que ;b(A) & Z(a).

(ii) Seja T, o operador do exercicio (1.18). Prove gque
E(T2)=EP(T2)=211'Z=H€]RIA:Z'rrn, nez)l onde Z -é a

colegdc dos nimeros inteiros.

(iii) Seja u = L?(O,l) e {(ME)(x) = x£(x),x q.t.p. . Prove
que M ¢ B(¥), ZI(M) =[0,11 e EP(M)= { 1.

(iv) Prove que ;D(Ho) =1 3}. (Sugest3o. Mostre que Ep(Mo) =

={ 1 e use a transformads de Fourier 30).

Apesar deste inquietante exercicio, o teorema espectral va
le de fato na "forma de operador de multiplicagao" (veja o Capitg

lo VIII de [211, .vol. 11},

Teorema (3.3) ~ Sejam H um espago de Hilhert e A um operador
auto-adjunto em Y. Ent3o existem um espago com medida (X,M,u),
um operador unitario U: ¥ — L?(X,du) e uma funcdo mensurdvel

§: X— R {finita g.t.p.) tais que

(i) ¥ € D(A) se e =6 se &(-) U § € L?(X,du)

(11) Ay = Uh M Uy, ¥ € D(a)

onde M§ é o operador maximal de multiplicagdo por §. Além dig

so (X,Mm,u) pode sempre ser escolhido de modo que M(X) < =,

A hamiltoniana livre Hj = 3;1 M, ¥, ilustra claramente a

situagBo descrita no resultado acima., Uma conseqiiéncia simples &

o calcule funcional,
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Exercicio (3.4) - Seja F: R — € uma funcdo de Borel limitada e
defina,

-1
(3.21) F(A) =U " Mp, 5 U

Prove que a aplicagac T: F —* F(A) +tem as seguintes proprieda-

des,

(1) T(re) = T(F) T(q), T(AF) = AF(F)

1) =1, T(F =™F)

(iii) se Fn(x) — x pontualmente e IFn(x)l 2 |x| para todo

neéll e x €R. Entao F(Fn)f-g—* Af para tode £ € D(A).

~ H
{iv) se F,— F pontualmente entéo T(Fn)f-——* T{F)f opara

todo f € H

{v) se Af = Af entdo T(F)f = F(A)L.

Vamos descrever agora outra forma do teorema espectral que
¢ talvez mais estranha que a anterior, mas de certa forma mais
conveniente para nossos propdsitos. O ponto de partida & de novo

a formula (2.4). Note que se f,g € ¥ entao,
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— N
(Af | g) = Z1 Me(E ¢ ) (el ¢)

I
M=

X =
(3.22) ¢ o IR (£1] ¢)(e | ”’k)duka

h N
\ [R S (ElaE T, o

onde " Mg dencta a medida de Dirac concentrada em § ¢ R, di.e.,

1, 68 €S

(3.23) Bols) =
0, 8 ¢ 3

para todo S ¢ R. Note que o Gltimo membro da equagio (3.22) ¢ a

integral da fungdo F(A} = A em relagdo a medida complexa V. g
i

dada por

N
(3.24) Vo g(8) =L )] ﬁk’duxk(k)

e gue para cada S R fixo a aplicagdao (f,g) € ¥ x ¥ —

— Ve g(S) ¢ ¢ & uma forma sesquilinear continua. Existe por
) 4

tanto um tnico operador EA(S) tal que
(3.25) (Ey(8)f | g) = vg (8.

A fungdo que a cada S <R faz corresponder o operador EA(S)
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& chamada a medida espectral associada _ao operador A. Tendo em

vista os comentirios acima, é natural reescrever (3.22) na forma

(3.26) (Aflg),=" M(E,(A)E | &)
g _

0 +teorema espectral na "forma integral® é simplesmente o
fato a férmula (3.26) vale em geral. Para enuncii-lo de manei-
ra precisa é necéssério introduzir o conceito de medida espectral
no caso geral. Seja B(R) a colegdo dos conjuntos de Borel da
reta (8(R) é a o-élgebra gerada pelos abertos). = Uma medida

espectral é uma aplicagdo E: 8(R) — B(#)} ta aque,

E(8) é uma projegio ortogonal para cada S B(R),

3.27 : x
(3.27) 1.e., E(S) = E(5)® e E(S) = E(S)
(3.28) {1} =0, E(R) = 1

se s=kL;J1 Syes sknsj={], k#J
(3.29) {entdo

K
= -1'

LE(S) s-1im = E(Sy)

(3.30) E(Sy N S,) = E(8;) E(S,)

K
onde s-lim denota o limite forte da seqiiéncia I E(Sk). Este
k e k=1
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conceito estd definido no
Exercicio (3.5).

(i) Um espago de Hilbert ¥ & dito separivel se e sd se ele
contém um conjunto enumeravel denso. Prove que isto é equivalen-

te a existéncia de um conjunto ortonormal completo (CONC) enumerd

vel, i.e., uma colegdo {¢k3k=1 tal que,

0, k#
J 1, k=3

e todo vetor f € ¥ pode ser escrito na forma

- (3.32) f = ; C, ¢
k=1 k 'k

onde a série converge em relagdo & norma de #. Note que os coe-

ficientes de Fourier ¢ {em relagdo ao CONC {ﬁk];_l) sao da-
dos por ¢, = (f | $.) ea representagio (3.32) é necessariamen-

te tnica,

(ii) Uma segiiéncia {Ak}m c B(#) converge fortemente a A€ B(H)
k=1

(necessariamente!) se e sé se Akf 2y AL para todo f € ¥, Neg

se casgo escreve—se Ak—ﬁ—* A ou A = g—-1lim Ak. Prove que se
k=

iAk}; 1 converge a A mna norma de B(¥) entdo -Ak—jL* A.

(iii) A reciproca de (ii) é falsa. De fato seja {ﬁklzzl um
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CONC e considere

(3.33) Pkf = (fl ¢k)¢k
(3.34) 3
3.3 P.f= ¥ p.gf .
L
Prove que PK é uma projecao ortogonal para todo K €zt =

. * . .
= {1,2,...}, 1i.e., Pﬁ =Py e Pp="Pyp- DNostre além disso que

" (3.35) s-lim Py = 1
K

mas nao existe o limite na norma de B(¥).

Observe agora, que se f,g € ¥ enta3o a aplicagdo S €
€ g(¥) — (E(8)f|g) é uma medida complexa no sentido usual. Se-

ja A o operador definido da seguinte forma,

D(a) = {f € u] [ A2 A(EMW)T]g) < =}

R
(3.36)

(af|g)

i

f A d(E(M)f|g), £ ¢ DAY, B €¥
R

Nao é diffcil verificar que A & um operador auto-adjunto. O
teorema espectral na "forma integral" diz que todo operador au-

to—adjunto é desse tipo. Mais precisamente,

Teorema (3.6) -= Seja A: D{(A) ©H um operadar auto-adjwnto. En-

+t30 existe uma Umnica medida espectral E, tal que
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(3.37) A= f A dE, (A)
R
£ importante notar que a integral em (3.37) néo faz absolu
tamente sentido algum. Esta equaciio é simplesmente uma notagio
simplificada para indicar (3.36). No entanto é possivel formular
o teorema espectral em termos de "integrais espectrais". Isto sig

nifica que é possivel representar A na forma

(3.38) Af = [ » ag,(\)f, £ € D(A)
R

onde a integral do lado direito de {(3.38) deve ser interpredada
como uma integral de Riema:m-Sfieltjes wvetorial. O leitor inte-

ressado deve consultar [24, vol. II] e (27, vol. IIl.

Cabe agora perguntar qual é a relacgdo entre as duas ver—
sdes do teorema espectral apresentadas acima, A resposta & sim-

ples. Com a notagio introduzida no Teorema (3.3) temos

1

(3.39) E(8) = U U

x
R

onde XB denota o operador de multiplicag¢ao pela funcgao caracte-
ristica do conjunto B «R. Em particular, no caso da hamiltonia-

na livre H,, o conjunto §_1(S) é dado por
-1 2
(3.40) 8 (8) = {gem]| |g|® ¢ 8}

e U=F,, a transformada de Fourier, Alénm disso no contexto
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do Teorema (3.6) as fungdes do operador A s8o definidas da se-

guinte maneira,

DF(A)) = (fen | [ IF(%) |2 a(E(A)E]£) < =)
(3.41) ' R

(F(8)Ilg) { A A(E(A)E[g), f,g < W.
R .

Delxaremos agora a cargo do leitor uma gérie de exercicios
Gteis e edificantes, que sao muite importantes, tanto para a com-
preensao do teorema espectral quanto para as aplicagfes que temos

em mente.
Fxercicio (3.7) — A funcéo
(3.42) AeR — Ey(}) = Ey((==,3])

& chamada a fam{lia espectral (continua & direita: veja (3.45))as

sociada ao operador A. Daqui por diante, omitiremos o indice A
e escreveremos simplesmente E(A) quando ndo houver possibilida-

de de confusao.
(1)} Prove que

(3.43) E(X) & projegio ortogonal para todo * € R

(3.44) el = B, A<y, feH

(ii) Prove que os limites g-1lim E(A* ¢) existem para todo
elo .

" €R e além disso,
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(3.45) s-1im E(A+€) = E(})
Ao

Exercicio (3.8) - Sejam 4 e EA(h) como no exercicio (2.7).

Prove que,

(1) auto-vetores pertencentes a auto-valores distintos s@o orte

gonais.

(ii) EP(A) é no maxime infinitamente enumeravel (lembre que es-

tamos supondo que M & separavel).

(ii1) 2 € p{A) se e =6 se EA(l) é constante em alguma vizi-
nhanga aberta de lo (portante a famflia espectral varia apenas
no espectro de A e a integral no Teorema {(3.6) & sobre o conjun

to =(a)).
(iv) um nimero real lo & um suto-valor de A se e somente se
E(A) ~ E(XO—O) £0 onde E(A -0) = s-lim E(A _-¢). Nesse caso,
Q EJ,O [#]
o cperador P(Lo) = E(lo) - E(ko-o) é precisamente a projegao

sobre o auto-espago associado a lo.

Exercicio {3.9) - Um operador simétrico A: D(A) & ¥ — H é di-

to positivo (resp. estritamente positivo) se é sé se (Af|f) = O

(resp. (Af|f) > 0) para todo f € H. Observe que isto permite
introduzir uma relacio de ordem no conjunte dos operadores: Az B

se e s6 se D(B) = D(A) e (A-B) =0
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(i) Prove que H, =0

(i1) Se A =A" = 0 entdo T(A) c £0,»). Além disso, a Gnica

solugao do problema

{3.46)

& u(t) = e
(3.47)
(iii) Seja

do problema

(3.48)

onde

(3.49)

u e cl((0,=),4) 0 c((0,2),D(H,)) 0 C(L0,=),4)

H=-au, >0

N

(e~tA £]g) = [ et ar(M)tle),  f,8 € ¥
0

A= A*. Entdo u(t) = e~iTA ¢ & a Unica solugdo

e cl(r, ¥) n c(®, D(H,))

(I - au, teR

u(0) = ¢ € D{(H, )

ity ®
(e °f!g)==[ e a(z(r)ele), f,e € ¥
0

Weste caso a condig8o A 2 0 nfo & necessaria. Porque?
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(iv) Prove que a condigdo E(A) £ E(k), M =pu & equivalente
a (3.44).

Exercicio (3.10).

(1) Verifique que a integral em (3.36) pode ser interpretada co
mo uma integral de Riemamm-Stieltjes em relacdo ao integrador

! A = A .
03, g (M = (E(M)2]e)

{ii)} Use as formulas (3.39) e (3.40) para provar diretamente o

teorema (3.6) no caso da hamiltoniana livre H,.

(iii) Comsulte [2&4, vol II] e/cu [27, vol. IT] para se familia

rizar com a versao vetorial do Teorema (3.6).

Exercicio (3.11) — Un operador A: ¥ — © & dito compacto se e
6 A(S) & compacto em © para todo S limitado em ¥X. A cole
¢80 destes operadores seré denotada por B (¥,%). Caso ¥ =28

escreveremos Bo(ﬂ) = BO(H,ﬁ). Prove que,

(i) A € B_(¥,%) se e 86 se para toda seqiéncia limitada
0,
i£,1° < ¥, a seqiiéneia {Af ]} contém uma subseqiéncia con-—
k* ko
k=1 k=1
vergente

(ii) B (¥,8) = B(¥,%) e & um subespago vetorial

(iii) produtos de operadores compactos com operadores limitados

sao compactos, (portanto Bo(ﬂ) & um ideal bi-lateral em B(¥)).
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. *
(iv) A € BO(H) se e sO se A € BO(H)

[}

(v) se {Ak]k 1 < B, (¥) é tal que “Ak - A“B(H) —+ 0 quando

k — « entdo A € Bo(u).

(vi} todo operador de posto finito é compacte (lembro que A é

de posto finito se e s6 se ele é da forma

n
(3.50) Af = T oy ¢, feu
k=1
n
onde {“k} ¢ e {¢k} & uma colegdo fixa de vetores de ¥,

{(vii) todo A ¢ BO(H) pode ser aproximado por seqiiéncia de opera

dores de posto finito na norma de BO(H)

(viii) se K € L?GR“ x RY,dxdy) entSo o operador

(3.51) (A2) () = f K(x,y) £(y)dy
R

é compacto (A & chamado um operador de Hilbert-Schmidt). Além

disso, UAUB(H) = "KUL2 .

Exercicio (3.12) - Prove o teorema espectral para operadores com-
pactos auto-adjuntos a saber, E(A) ~ {0} €& conjunto discreto de
auto-valores de multiplicidade finita cuJjo Unice ponto de acumula
gao possivel é zero. Além disso a totalidade dos auto-vetores de

A forma um conjunto ortonormal completo enumerdvel.
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Vamos introduzir agora certas decomposig¢des de ¥ associa
*
das ao operador A = A . Em primeiro lugar seja HP(A) o subes~

pago puramente pontual associado a 4, i.e., o fecho do espago

gerado pelos auto-vetores de A, Seu complemento ortogonal ﬂC(A)

¢ chamado o subespaco puramente contiguo assocliado a A. Temos

portanto uma primeira decomposigio de ¥, a saber, H = HP(A) ®
® ¥, (A). Para explorar esta decomposigdo um pouco mais e também
para uso futuro é conveniente introduzir a seguinte definicao: se
jam M um subespago fechado de H e T: D(T) €% — ¥ um opera
dor linear. Diremos que ™ reduz T se e s6 se PT &« TP onde
P denota a projecHo ortogonal sobre M, Isto significa que se

f € D(T) entdo Pf € D(T) e TPf = PTf, WNeste caso podemos res
tringir T de maneira natural a M para obter um operador

Ty D(T) N &M =M chamado a parte T em M. Note que N
reduz T se e s6 se M reduz T, uma vez que (1-P) & a pro-

jeglo sobre W, Com estas definigdes em mente temos,
Proposigiio (3.13) - up(A) e HC(A) reduzem A.

Demonstragdc -~ Se dim Hp(A) < = o resultado é evidente. Supo-

nha portanto que HP(A) tem dimensdo infinita e sejam Ff € ¥ e
{¢k]; 1 conjunto ortonormal completo em BP(A). EntSo0 a proje-

¢do ortogonal de f sobre 3P(A) é dada por,

.H2 Pf=1lim X fle, )¢
(3.52) ot = din B (21909

onde o limite deve ser interpretado no sentido da norma de H.
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Agora, se f € B

. K
P Af=1im I (Af| ¢ ¢, =
P Ko k=1 ( | k) k

K
(3.53) =lim I MN(£]6) ¢ =

K+~ k=1

N

K .
o e ]

Conseqilentemente se f € D(A) a seqgiiéneia
4 K
(3.54) gg = I (£1¢) 8,

satisfaz gy € D(A) para todo K e

u u
(3.55) gg— By £, Agy = P, Af.

Como A ¢é fechado segue pr € D(A) e Apr = PpAf. Istoe encer

ra a demongtracao.
Q.8.D.

Exercicio (3.14) - Prove que f € HC(A) se e 50 se a funcéo
heR — (EA(k)f] ) & continua. Verifique este fato explicita

mente no caso da hamiltoniana livre Ho‘

Vamos agora refinar a decomposigdo acima. Seja ﬂac(A) a

colegdo das f € ¥ tals que a medida (positiva) é absolutamente
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(3.56) up(S) = (B, (8)F]£), s¢B®)
continua em relagdo 3 medida de Lebesgue. O conjunto H, C(H) é
evidentemente um subespago vetorial de ¥ e é chamado o subespa—

¢o de continuidade absoluta asscciado a A. Isto siginifica que

se |8] = 0 entdo #e(S) = 0 onde

denota a medida de

Lebesgue e portante E(8)f = 0.

Teorema (3.15) - ¥ . (4) & fechado e estd contido em nc(A). Além

disso Hac(A) reduz A.

o
Demonstrag¢do - Seja f ¢ liac(A). Existe portanto {fk] cH, (A)
k=1

ac
tal que £, f. Mas entlo u. (S) — w(S) = (B(s)2]£) pa
k
ra tode 8§ € B{R) fixo. De fato, temos
(B(s)f | £) - (B(S)2 [ %) =

(3.57)
= (B(S)(fy - £) | £) + (E(8)f | £} - )

de modo que,
(3.58) [(E(s)Ey | £1) - (B(S)E [ £)] = {r-2 0Clg 0l + []).

0 lado direito de (3.58) tende a zero quando k — @ e a afirma

géo esta provada. Agora, se |S| =0, entdo u.fk(s) =0 ©para

todo k e portanto wup(S) = 0. Isto mostra que Iiac(A) é fecha
do. A segunda afirmacdo segue do Exercicio (3.14) tendo em vista

que se feu__(A) ent3o a fungdo e R — (E(A)f|L) =up((==,21)
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é absolutamente continua. Para provar que Ha C(A) reduz A, o0b

serve primeiro que E()\) Poo =P E(A) vpara todo X € R, De fa

ac

to, se f € Hac(A) entao

(3.59) “E(k)f(s) = (E(S)E(M)F | E(A)E) = (E(ME(S)E | £)

de modo que |S| =0 implica E(S)f =0 e conseqilentemente

E(N)T ¢ HaC(A) para todo A ¢ R. Mas entdo E(l)f::PacE(l)f =

= E(2) Pof quaisquer que sejam » € R e £ ¢ Hac(A). Como
L . ~ &+ ,

3= Hac(A) @ HaC(A) e a projecado sobre Hac(A) é (1-Pac)

segue que E(\) Poo = Poc E(X), » ¢ R. Agora seja f € D(A).

Entao,
(3.60) 120 B, £l = le,, BV £ s JEG) £1°
e portanto

(3.61) [ 22 alE(h) By l17 [ 22 ale(n) £1° < -
R R

ou seja P_ f € n(a). Além disso,

((a P, flg) = [ A a(B(M) P flg) =
R

(3.62) = [ »ale, E(A) flg) = [ A (E(ME| Py 8) =
R R

= (Af | P, 8) = (P, AL E)

.

para toda g € ¥ e o teorema estd provado. Q.E.D
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Temos portanto as seguintes decomposigaoc do espago de
Hilbert H.

(3.62) H = HP(A) ¥ _(A) = np(a) @ uac(A) ® M fa)

c

onde Hsc(A) € o complemento ortogonal de Hac(A) em HC(A). A

estes trés subespagos correspondem as partes puramente pontual,

absolutamente conjinua e singularmente continua do operador A,

que denctaremos por Ap , Aac e ASC. E ficil ver gue os opera-—

dores
(3.63) A D(A) ¥ S, — ¥, o=p,ac, sc

s3o auto-adjuntos. Além disso a medida espectral associada a ca-
da um deles é simplesmente EAu = P, E,. 0 espectro absolutamen
te continuo (resp. singularmente continue) de A € o conjunto
Eac(A) = E(Aac) {resp. E(ASC)). £ importante notar no entanto
que EP(A) é em geral diferente de E(Ap) pois este ultimo con
junto é sempre fechado, © que ndo € necessariamente verdade no ca
s0 de E%(A) {congidere por exemplo um operador compacto,auto-ad

junto e injetive). No entanto é possivel provar que T (Ap) =

EP(A).

Exercicio (3.16)
(i) Prove que

(3.64) 2(a) = B,(8) U T, (4) U By (a)
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(ii) Seja ®# =C @ L2([0,1]) e considere a aplicagao A:r H— M
dada por A(a,f) = (%, Mf) onde M: L2(E0,1]) — L?([O,l]) é o
operador de multiplicagdo (M f£)(x) = xf(x), x dg.t.p. . Prove
(M) = Eac(M) = [0,1]. Além disso =(4) = [0,1], mas o vetor
(1 ® 0) & auto-vetor de A com auto-valor 1/2. Este exemplo
mostra que os conjuntos ho lado direito de (3.64) nao sdo neces—

sariamente disjuntos. Nesse sentido ela nio é uma boa decomposi-

¢gao do espectro,

Um operador auto—adjunto A & dito puramente pontual

(resp. absolutamente continuo, singularmente continuo) se e 86 se

A= Ap (resp. A, Asc).

Exercicio (3.17)

(i) Verifique o operador T, do exercicio (1.18) & puramente

pontual.
(ii) Prove que H0 é absolutamente continuo.

{iii) Mais geralmente, seja (MF £)(x) = F(x) f(x) o operador ma
ximal de multiplicacio por F(x) no espago Ig(s,dx) onde ScR™®
& um conjunto mensurdvel. Prove que se F(x) & real, continua-
mente diferencidvel e grad F # 0 gq.t.p. em S entao My é

auto-adjunto e absolutamente continuo.

(Sugestdo: Considere a hipersuperficie Q ={x¢ s| F(x) = ul
e uge o fato que dx = [lgrad Fﬂ_l dﬁh du  onde df, é o elemen-

+o de 4rea de nu).
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A parte singularmente continua do operador A assim como
seu espectro sao muite mais complicados do que seus corresponden-
tes absolutamente continuo e puramente pontual e nio tem, ao con-
trario destes Ultimos, interpretacdo fisica em teoria de espalha-
mento. Felizmente nas aplicagdes que seguem os operadores em
questdo nio tem parte singularmente continua. Infelizmente porém,
como veremos este é um fato muito diffcil de provar. Para refor-
car este comentdrio deve-se notar que é possivel construir opera-
dores diferenciaiz (de segunda ordem!) cujo espectro contém parte

singularmente continua ([42], [43]1).

L4, 0 teorema de Kato—Rellich

0 objetivo desta se¢io ¢é indicar as definigles e resulta-
dos basicos da teoria de perturbacdes que utilizaremos nos proxi-
mos capitulos. O leitor interessado em maiores detalhes deve con
sultar [11, vol IT], (217 e [44] (no qual foi baseado grande par

te do que segue).

Em primeiro lugar,a idéia fundamental envelvidaem teorema de
perturbagdes consiste em estudar ¢ gque ocorre a um certo objeto
(por exemplo um operador fechado) quando adicionamos a ele alguma
outra quantidade., Uma pergunta crucial consiste em saher se as
propriedades do objeto inicial s3o0 mantidas sob a perturbagdo.

Por exemplo,

Exercicio (4.1) - Seja H um espago de Hilbert (ndo-necessaria-

mente separavel). Prove que
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(i) se A ¢ B(#) e [A] <1 entfo (1-A) é inversivel e seu

inverso é dado pela série de Neumann.

o

(Ll--l) (1"A)-1= z An=1+A+A2 Feae
n=0

onde a série converge na norma de B(¥). Além disso,

(5.2) lz-a)"2 < (1-pal™

1

(11) se A,B ¢ B(), A"l existe e [B] = Ja~1™

entdo
(A+B) também & inversfivel. Em particular a colegdo dos elemen

tos inversiveis em H & um aberto.

Este eXemplo indica que a quantidade aser somada deve ser uma
'perturbagio pequena' do objeto original para que:as propriedades
iniciais sejam mantidas. WNo caso de operadores auto-adjuntos
(e em particular (-4 + V)) é conveniente introduzir o se-

guinte conceito de pegquenez conhecido como as condi¢des de Kato-

Rellich. Sejam A e B operadores lineares em H. Entic B

& dito A-limitado (ou limitado em relacdo a A) 8se e s0 se

(4.3) D(B) = D(4)
e existem &, = 0 tais que

(4.4) s tlisealie] + 8la £, £ € D(a).
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0 nimero,
(4.5) B = inf{B | (&4.4) vale}
é chamado a A-cota de B.

Exercicio (h.2) - Seja A fechado e B um operador A-limitado.

Prove que,

(i) % = (D{(a),L.]1+1) & um espago de Hilbert onde [-|.]1 é o

produte interno definide por

(4.6) (flel = (£f]|g) + (af | Ag), f,g € D(4)

(i1) B ¢ B(%,4).

£ interessante notar que (4.3) e (4.4) ndo sdo inteira-
mente independentes. De fato, a condicBo de Kato-Rellich (i.e.,
{(4.3) e {4.4)) & essencialmente uma condigdo de inclusfo de do-

minios. De fato,

Proposicdo (4.3) — Sejam A e B operadores fechadoes em ¥
tais que D{(A) c D(B) e p(a) £ { 1. Entio vale a relagso
(4.4).

Demonstragdo - Seja z € p(a). Entdo B(A-z)"l esta bem defi-
nido (no espago inteiro) uma vez que D(a) = D(B) e (A-—z)_1 €

¢B(¥). vVamos provar primeiro que B(A-z)_l € B(#). Devido ao
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teorema do grafico fechado (veja {213, (251, (261, [28])  Dasta

provar que B(A-—z)_1 & fechado. Para isso seja {fk]m cH
k=
tal que
¥
R —————— )
fk g
(4.7)

- H
B(A-2z) 1 f,—8

" Como (A-z)_l € B(#)  temos,

(a-z)t g —H— (A-z)"Lr
(4.8) '
B(A z)t £,

Mas B € fechado e portanto {(A- z)_lf € D(B) e B(A—z)—lf:g.
Consegilentemente B(A-z)_l & fechado e nossa afirmagdo estd
provada. Agora observe gue qualguer que seja z € o{A) e

£ € D{A) temos

B£ll = IB(a 2)"! (a-z2)f] =
(4£.9)
= fz|1B(a-2)" el + UBCa-z) " Azl

e portanto {(4.4) vale com & = ]zlﬂB(A-—z)—lH e 8 = HB(A-—z)-lﬂ.

Q.E.D.

Note que a férmula (4,9) indica que & e B ndo sdo inde
pendentes em geral. Tipicamente B cresce quando a decresce.

Mais adiante voltaremos a esse tema. Além disso,
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Exercicio (4.4) - Prove que,

(1) se B ¢ B(¥) entdioc B e A-limitado (qualquer que seja A)

com A cota igual a zero.

(ii) (4.4) € equivalente a: existem a', B' 2 0 +tais que
(4.10) I8 212 s a®£)2 + 822 £]2, £ ¢ D(4)

e além disso B, = inf{B'| (4.10) vale}.
(Sugestdo: Para provar (4.10) = (4.4) observe que
(7172 aliel - w2 plaz)? = a7t @® Y202 4 ns2]az)® - 208 Jag] = 0

para tode n > 0 e tome o gquadrado de (4.4) para escolher a' e
B' em termos de a,? e mn. Use esta escolha para provar a ﬁlti

ma afirmacao.)

A Proposigic (4.3) indica ja a esta altura que o operador
B(A-—z)—l deve ser um dos objetos fundamentais da teoria que es-
taremos desenvolvendo. Em relagdo a isso é interessante notar

que,

Exercicio (4.5) - Seja A um operador auto~adjunto (por simplici

dade). Entdo as seguintes afirmacgles sdo equivalentes
(a) B é A-limitado
(b) B(An-z)_l ¢ B(¥) para algum z ¢ p(a)

{(c) B(A‘--z)_1 ¢ B(H) para todo =z € pa(A)
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Além disso a A-cota de B & menmor do que um se e 86 se existe

z ¢ p(a) tal que |B(a-=z)"| < 1.

Podemos agora considerar o tema central desta secao, a sa-

ber, o teorema de Kato-Rellich. For conveniéncia vamos dividi-lo

em duas partes. A primeira delas é o

*
Teorema (4.6).- (Kato-Rellich parte I).- Sejam A=A e B um
operador simétrico A-limitado com A-cota menor que 1, Entao
(A+B) é auto adjunto em D(A+B) = D(4). Além disso se A &

limitado inferiormente (i.e., existe M tal gque A 2 M no sen-

tido do Exercicio (3.9)) entdo A+B também tem esta proprieda-

de.

Demongtracdo — £ claro que (A+B) é um operador gimétrico em

D(A). Para provar gue ele & auto-adjunto vamos utilizar o Teore-
ma (1.20) {na forma descrita no Exercicio (1.21)). Mals precisa=—
mente mostraremos que R{(A+B i uo) = ¥ para algum u, € {0,=).

Para isso observe primeiro gque
(4.11) (A+Bti ) = (1+4BA21 W™H(A4 W)

*
para todo p > 0. Mas R(A*ip) =¥ uma vez que A =4 . Bag
ta portanto provar que podemos escolher Mo >0 .- tal que
(L+B(AaAZf1 uo)_l) & sobre H. Como B é A-limitado com A-cota

menor gque um podemos escolher 6 >0 e B ¢ (0,1) tais que,

(4.12) fe(ats W™ ylsalazs w™ gl eolatazs W 4



-81~

para toda § € M, uma vez que R({(Ati u)ﬂl = D(A). Agora, apli

cando o teorema espectral & ficil ver que

(£.13) Ieat 1wt = L, Jagaz i)™l s 1
Portanto,
(6.14) | IB(az 1) = (8 + %)

Como B <1 podemos escolher K, > 0 tal que [B(a* iuo)_1H<Ju.
0 exercicio (4.1) implica entio que (14—B(Aﬂiiu0)"1) & inversi-

vel. Segue portanto que M+B)=(A+m*-m D(a + B)Y = D(A).

Para mostrar a segunda afirmagdo vamos usar o falto que se
T & um operador auto-adjunto entdo T > A, se e s6 se P(T) =
> (—m,lo], (verifique!). Tendo em vista esta observagao, basta

provar que,

(4.15) ' (A+B-1) = (L+B(a=2)"1)(a-1),
' t

& inversivel para X < 0 suficientemente grande. Por hipdtese
Az M para algun M € R, Portanto (A--k)_l ¢ B(H) para todo
A < M. Estimativas anilogas ds da primeira parte desta demonstra
‘¢80 revelam que HB(A-X)_lﬂ < 1 para todo X suficientemente
negativo. Por tanto existe * <0 tal que (A:FB-X)_l existe
e pertence a B(¥) para todo * < Aye Conseqilentemente (—9,LOJC

cp(a+B) e A+B>%,p
! Q.E.D.
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Exercicio (4.7)

(i) Se B & A-limitado com A~cota menor que um entao B &

(A+B) limitado.

(ii) De um exemplo mostrando gue a (A+ B) cota de B em geral

ndc é menor que um.

~ *
(Sugestao: B = - %A, A=A qualquer.)

{iii) Se a A-cota de B ¢& menor que 1/2 entio a (A+ B) cota

de B & menor que um.

Nosso préximo objetivo é dar condigoes suficientes para a
validade das condigoes do teorema (4.6) qQue possam ser facilmente
verificadas na pratica. Para isso & preciso alguma preparacgio.
Sejam A=A e BSB tais que D(A) < D(B). Entdo B & di-

to relativamente compacto com respeito a A ou simplesmente

A-compacto se e sb se B(A—-z)_1 € BO(H) para algum =z € p{A).
Tendo em vigta a primeira equagio do resolvente (veja o exercicior
(1.26)), esta condigio é equivalente a B(A-—z)"l € BO(H) para
todo z € p(A). K claro que se B & A-compacto entdo B é A-1i
mitado. © fato importante sobre um operador A-compacto é que sua
A-cota € igual a zero! Para provar este fato precisaremos utili-

zar 0

Bxercicio (4.8) - Seja K € B,(#) e {§5) _ < B(#) tal que
—_— k=1

* e
{sk} converge fortemente a um operador s°. Entdo
k=1
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Observacdo: Este problema é diffcil. Referéncia: segdo (8.4) .de
L44].

*
Teorema (4.9) — Sejam A =A e B um operador A-compacto. En~—

tdo a A-cota de B & zero.

Demonstracdo -~ Sem perda de generalidade podemos supor que B(A—ﬂ'l
é compacto. Utilizando o cdlculo funcional associado a A {(veja
o Exercicio (3.4) e a equacgdo (3.41)) & facil verificar que

N(a+1)(A+ik)™ 1] = 1 para todo k €zt e

(4.16) s-1im (A+1)(A+1k)~L = o.
al]
Mas,
(4.17) Ba- k)"t = Ba—1)"1C(a+i)(a+1k)71T .

Portanto ]3(131--1'.1&)-1 tende a zero na norma de B{¥) quandc t =,

0 resultado segue entao de (4.3) com =z = ik, Kk AR
¢.E.D.

0 Ultimo ingrediente neceasdario para a segunda parte do

teorema de Kato-Rellich & o

Exercicio (4.8) - Seja A = A" com famflia espectral E(-). O

espectro discretoc de A, denotado por ;p(A), é a colecdio dos
pontos » € I(A) tais que R(E({}})) tem dimensdo finita. O

espectro essencial de A & o complemento de EP(A) em 2(4a).
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PorFanto Z(a) =EEE(A) U‘EQ(A). Prove que,

/
(i) =4(a) é eéxatamente a colegio dos auto-valores isolados de

- multiplicidade finita.
(sugestdo: use o Exercicio (3.8).
(ii) T (a) ¢ £echado.
(111) u € E(A).V se e sO se R(E(u—n, u+nd)) # [0} paratodo n>0

(iv) u € EEKA) se e 36 se existe {fk]k ) c p(A) tal que

kaH =1 para todo. k e

(4.18) ' w-1lim £, = O
- fcmpe
(4.19) s-lim (A-p)f, =0
. Ko

) k-]
onde w-lim g, denota o limite fraco da seqiéneia {gk}k—l cH
k= =

(i.e., g = w-1lim g see 86 se (g [®)— (gl®) para toda

®c ¥ quando k—=).

(Sugestﬁoﬁsuponha que H € Ze(A) e seja Ik:=(u-1/k, u=-1/k).) Use

t e - .y - - - - -]
(iii) para construir seqiiéncia ortonormal infinita {fk} com

£ € ¥y = R(E(Ik)) para todo k. Para a reciproca gejam wu e

[fk]; , como em (iv) e considere I = (a,b) 3 w. Prove que

ﬂE(I)ka — “fkﬂ =1 quando k- = e use (iii) lembrando que

en dimengdo finita as convergéncias forte e fraca sao equivalen-
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tes., Referéncia: secao (5.6) de [447.)
Finalmente,

Teorema (4.10). (Kato-Rellich parte II) - Seja 4 = 2 e supo-
nha que B & B & A-compacto. Entdo Ee(A+B) = Ee(A).'

Demonstracéo — Suponha que # € i‘-e(A). Existe portanto seqiidéncia
£fk];:—-l , como em (iv) do Exercicio (4.9). Entd3o, para qualquer

z ¢ p{a) a seqlidneia

(4.20) (A-z)fk = (A—u)fk+ (u.-z):t‘k

converge fracamente a zero. Logo,

(A+B-—u)fk = (A-p.)fk + Bf, =

(4.21)
= (A—u)fk By B(A-Z)_l (A-Z)fk

converge a zero na norma de H pois B(A—-z)":L & compacto (e

operadores compactos transformam seqiiéncias fracamente convergen-
tes em segliéncias convergentes na norma; veja' o Capituleo VI de
{11; vol I]). Consequentemente K € Ze(A+B). Portanto Ze(A) =
c Ze(A+B). Para provar a contengio contrdria, seja ug » 0 o
ntmero real positivo escolhido na demonstragdo do teorema (4.6)

de modo que |[B{Az iuo)"lll < 1, Entfo a equagdo (4.11) com p=H,

implica que,

(4.22) (A+BZ mo)'1 = (atiu ) T2+ B(A :uzc,)'l)—1
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e portanto B(A+BzZ iuo)-l & compacto ou seja B é (A+B)-con
pacto. Trocando os papéis de A e (A+B) no argumento acima

segue que Ee(A+-B) < Ee(A). Isto encerra a demonstracgio.
Q.E.D.

0s resultados acima tém as seguintes importantes conseqiién

cias,

Teorema_(4.11) - Seja V(x) uma fungdo mensuravel real tal que

v(x) = vo(x) + Vy(x)
(4.23)
v, € LR, ¥, € IF®)

onde L:GR3) denota a colecso das f ¢ L?GRB) que tendem a ze-

ro no infinito, i.e., dado € > 0, existe M >0 tal que
(&.24) [£(x)] <& q.t.p. lz] = M,

EntSo operado maximal de multiplicagdo por V(x), denotado por
v, ¢é H -compacto. Portanto H = H,+V & auto-adjunto em

D(Ho) e
(4.25) Se(H) = T(H) = [0,=).

Demonstragdo - Basta provar que VRo(z), z¢{0,=), é compacto.Terndo em
vista o Exercicio (2.7) V Ro(z) ¢ operador integral com nicleo,
V(x) exp(i ¥z [x-y|)
b x-y |

(4.26) K(x,y) =
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onde Im ./Z'® 0. Suponha primeiro que V ¢ L?GR3). Entao, apli-
cando a parte (viii) do Exercicio (3.11)

[ dx [ ay [K(x,y)|? =
»o R

(&.27)

1V(x) |2exp (-2 Tz x—y |
dx dy 5 >
83 =3 (4m)° | x=y|

(4m)? uvui2 .12 oxp(-21a/z" |- )] 1 <=

ou seja com V ¢ L20R3) o operador V Ro(z) & de Hilbert-Schmidt

e portante compacto.

Agora suponha que V € LQGRB). Entdo, dado e > 0 existe
M= M{e} tal que |V(x)| < ¢, qg.t.p. se |x| = M. Seja

v(x), |x| = u(e)
(k.28) Ve(x) =
0 s |x| > M(¢)
Segue entdo que
(4.29) [V Ry(2z) - Vv, Ry(2) = [v-v I _ IR (2)] s elR (2)
L

Consequientemente o operador V Ro(z) pode ser aproximado na nor-
ma de B(L?GRB)) por operadores da forma V, Ro(z) que s30 com—

pactos pois V, € 12@®3) para todo € > 0, Isto encerra a de-
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monstracio.
Q.E.D.

Coroldrio (4.12) - Seja V_ (x) = Chr.l—1 o potencial Coulombiano
(¢ & uma constante real). Entﬁo vV, satisfaz as hipoteses do
teorema (4.11) e portanto H =H, + V, é auto-adjunto em D(Ho).
Além disso vale (4.25).

Demonstragdo — Sejam

Jo, x| s 1
(4.30) Vy(x) =
lvc(x)s lX‘ >1

Vc(x), ]X! =1
(4.31) v, (%)

I

0 , ix] =1

Entdo é claro que Vq € L:GRB), v, € L?GR3) e V=V + Vo

Q.E.D.
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cariTULo IT

EXISTENCIA DE SOLUGCCES

0 objetivo deste capitulo consiste essencialmente em des-—
crever uma teoria de existéncia de solugdes para o problema (1.1)
que seja suficientemente geral de modo a englobar todas as aplica
goes de interesse. A malor parte do que segue ¢ devida a T. Kato
({1], [21), cujas idéias e resultados serac descritos no caso es
pecial da equagao de Schrodinger. E importante notar no entanto
que a teoria apresentada a seguir difere muito pouco do caso ge-
ral, i.e., daquela referente &s chamadas equagdes de evolugdo de
tipos "hiperbdlico'. Em particular as simplificagdoes obtidas a
partir da hipdétese A(t) = A(t)* sfo muito poucas de modo gue as
consideragdes abaixo fornecem um retrato bastante fiel da situa-

cdo geral,

1. A teoria de T. Kato

Vamos considerar aqui a construg2o de solugdes do problema

de Cauchy
(1.1) i = age) §8), ¥(0) = ¥,

onde t € [0,T], T>0 e A(t) é um operador auto-adjunto no
espaco de Hilbert #. Como mencionado na introdugdo a questio de

unicidade é trivial. Além disso, € conveniente descrever a solu-
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¢80 em termos de um propagador, i.e., uma famflia a dois pardme-

tros de operadores unitarios (t,t') — U(t,t') tais gue

(1.2) u(t,t") u(t",t') = U{t,t')
(1.3) Ult,t) = 1

para todo t,t' €R e

(1.4) (t,t')— U(t,t') é fortemente contfnua.

Seguindo entdo as idéias de T. Kato vamos procurar construir um
propagador que resolva a equagdo diferenqial ém (1.1). O ingre-
diente basico envolvido é a implementacdo do método de Cauchy pa
ra eguagbes diferenciais ordindrias para o caso em questdo. Isto
consiste em aproximar A(t) por funcgdes degrau, construir os pro
pagadores correspondentes e tomar limites. Seja entdo A(t) co-

mo em (1.1) e introduza a sequéncia de fungdes degrau,

(1.5) A, (1) = A(% [%) , n=12,...

onde f{r] denota o maior inteiro menor ou igual a r € R. Antes
de definir os propagadores associados aos An's é convenhiente
considerar um caso especifico. Tome n = 5., Entfo (1.5) fica

A(t) = A(ty) t € Lt g, €5y

(1.6)

ty =0, t5=7T, J=1,2,3,4,5.
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Intuitivamente,

A

A(s)

Agora, para evoluir a solugdo correspondente & fungéo de-
grau A5(s) de ponto t' € Etl,tz) ao ponto t € EtE’th) note
que A5(t) é constante em cada intervalo Etj, tj+1)’ 3 =0,1,
2,%,4 de modo que neles a solucae deve ser dada pelo cdlculo fun
cional., Portanto saindo de t' podemos chegar a t, através da
férmula  ¥(t,) = exp(-i(t,—t')A(ty)) ¥(t'). Usando ¥(ty)
como condigdo inicial, podemos prosseguir até t; e entao repe-
tir o processo (comegando com W(tﬁ)) para chegar até t. Fm
outras palavras a evolugdo da solugdo da equagdo (1.1) com A(%)

substituida por An(t), do ponto t ao ponto %' deve ser des-

crita por,

_i(t—tB)A(tB) e—i(t3-t2)A(t2) e-i(tz-t')A(tl)

(1.7) U5(t,t')‘ e

Usando este processo podemos construir Uﬁ(t,t') para
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qualquer n €Z% no tridngulo 0 < t' st sT. Se 0stst's

= T defina
(1.8) U, (6, t') = Up(t',4)"

de modo que se n=5 e t<£t' tem-se,

i(t,~ t i(t—~t t i(t'-t
(1'9) .U5(‘t,'t') _ el( o t)A( 1) el( 3 2)A( 2) el( 3)

BExercicio (1.1) - seja A (t) como em (1.5) e Uh(t,t‘) 0os ope

radores construfdos pelec método descrlito acima,

(i) Prove que (t,t') ¢ fo,T] x [0,T] — Un(t;t‘)

de fato define um propagador.

(ii) Verifique formalmente (i.e., derivando sem preocupagdes com

questdes de dominio e etc.) as formulas

4 U(t,t")
(1.10) i —n—d;— = 4 (%) u,(%,t")

_ ' a u (") *
(1.11) -1 -—g-dt—'= Un(t,t') An(t)

iT . "
se t,t' # %T onde J ¢é inteiro ndo negativo.

Agora, derivando a quantidade Uh(t,t') Uﬁ(t',r)f formal-
mente em relagdo a t', wutilizando (1.9) e (1.10) e integran

do em t'€ [r,t] obtém—se
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Uh(t,r)f - Uﬁ(t,r)f =
(1.12) +
=i f U (6,61 )(A_(£1) ~ A_(£')) U (t',7)f at'

T

onde estamos supondo 0O € r $ t' =t s T. A equagao (1.11) & a
ferramenta fundamental na tomada dos limites quando m e n —=
que fornecerd a solugfio procurada. Para isto é necessirio intro-
duzir algumas hipdteses sobre A(t). Seja % um espago de
Hilbert continua e densamente contido em H e suponha gue para

cada t ¢ [0,T] fixo,

e-iSA(t)(\Q) c b, s €R e e"‘iSA(t)

(1.13)
define um grupo fortemente continuo a um pardmetro.
SeJa,
N _is.a(ty)
{1.14) my = Tllssd) = M e v ¢
J 3=1

onde szoy J=12,..0,N, N=1,2,3500e, 0$t15t25

s t3 £ .., T, S0, e o produto em (1.14) ¢ ordenado no tempo

no sentido que as exponenciais com tj's maiores sdo escritas &
esquerda das exponenciais con tj's menores. De (1.13) segue

que ﬂN(b) c 9, ﬂ;(b).c %, onde a estrela denota a adjunta em
¥, Além digso suponha que existem constantes M e B satisfa-

zendo,
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* B( csa )
{1.15) max{uﬂN({Sj]“’ ”"N({AJ]) 11 =me 81+ 8y *eset By

para todas as seqiéncias fsjlg

1’ {tj}N 1 Finalmente, su=-
J: =

ponha também gque,

(& D{a(t), t e [0,T] (de modo gue

A(t) € B(®,%), ©para tedo t € [0,T]; prove!)

(1.16) :
ﬁe a aplicagdo t ¢ [0,T) — A(t) € B(&,#)

é continua na topologia da norma de B(®,4).

L

Exerc{cio (1.2) - Sejam A(t), ¥, & como em (1.1), (1.13) -
(1.16), fe¥ e U(t%"), n ¢zt os propagadores construi

dog acima. Prove (1.1ll) rigorosamente.

A condicgdo (1.16) implica entdo que,

(1.37) ln gw ) 1) - a0, = ©

e portanto [An(t)] é de Cauchy em B(9,¥). Além disso, os
n=1
operadores Uh{t,t') sdo produtos da forma (1.14) de modo que,

(1'18) “vn(t’t' uB(H) = s “Un(t!t' )UB(h,ﬂ) sM es (t_t' )

péra'todo t,t" ¢ [0,T]. A equagio (1.11) mostra entfio que se
fe8,
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lu,(t,2) £ - U (%,r) £]] =
t : ,
(1.19) ﬁ s Ml f attllag(e") -~ ap (" Mpee, x) f (t1-r) ¢
T
T
s 1 P (B ))e) f at iy (6" = A (6 l5cg ) |
r

Segue portanto que Iim Uﬁ(t,t')f existe em ¥ gualguer que se-
11 =hco

Ja f € ®. Como uUn(t’t')HB(H) s 1 opara todgo n € z¥,
t,tt € [0,T] e % & denso em ¥, o limite,

(1.20) U(t,r) = s-lim U, (%,r)
e

existe. Um argumento andlogo mostra que o limite em (1.20) tam-
bém existe se 0 st s r £ T. Segue imediatamente que 0s operadg

res assim definidos s80 unitdrios e
* -1
(1.21) U(t,r) = U(r,t) = U(%,r) —.

Agora é facil verificar os resultados do

Exercicio (1.3) - Sejam A(t), ¥ e ® como no exercicio (1.2).

(i) Prove gue as aproximacdes Uﬁ(t,t‘) satisfazem,

1 ]
. au_ (t,t")f

(1.22) r?

= (%) U_(%,t")f
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au, (t,t1)£
(1-23) =i —n:i-t_'—'— = Um(t’-t')'Am('t')f

para tode m €z, f e @, t,t' e l0,T] e it # ng .

fii) Use (1.22) para obter

£
(1l.24) Uﬁ(t,t‘)f =f + i j Uﬁ(t,s)A(s)fds

t!
onde mezt, £¢8, t,t' ¢ [0,T]. Conclua entao que
+
{1.25) U(t,t")f = £ + i U(%,s)A(s)fds
.t!
(i1i) Aplique (1.24) para verificar que,

au(t,t')f
(1.26) — = iU(t,tP)A(t")f, £ €8

onde a derivada & calculada na topologia de H.

(iv) Prove que se,

(1.27) U(t,t')(®) c», 0= t,t's T

1119

(t,t') € EO,T] x [0,T] — ul{t,t?)
(1.28)
fortemente continua

entdo
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‘ “au(t,t')f ‘
(1.29) ' — = -iA(t)U(t,t')E, f ¢ ¥

onde a derivada € como em {iii).

Antes de prosseguir convem fazer alguns comentiarios sobre
o exercicio acima, Note que é mais dificil demonstrar (1.29} do
que (1.26). A razfioc disso é o simples fato que o lado direito de
(1.29) 86 faz sentido em % se vale (1.27) enqguanto gue o membro
correspondente de (1.26) estd sempre bem definido se f £ %. Por-
tanto, como em tantas outras situagdes, a dificuldade crucial é
essencialmente um problema de encaixar imagens e dominios. No en

tanto deve-se notar que sob as hipdteses (1.1}, (1.13)-(1.16) &

possivel provar ([1], teorema 4.1)

(1.30) D u(t,s)| = -iA(s)f, f € ®
T=s

~

onde D% denota a derivada & direita em relagdo a primeira va-
ridvel. A obtencdo de (1.30) ao invés de (1.29) é o principal
defeito da teoria exposta até este ponto., Para resolver essa di
ficuldade precisamos dar condigoes facilmente verificdveis para

a validade de (1.27) e (1.28). Isto significa em particular "res
tringir® u(t,t') a % de alguma "maneira oﬁeracional", i.e.,
necessitamos poder calecular U(t,%')f, £ ¢ %, para verificar se
esse vetor pertence a ®. £ claro que ndo é possivel usar ume
projecac pois R é denso. Entdo, seguinde Kato, vamos supor a
existénecia de uma famflia de i somorfismos s(t): ® — ¥ que uti-

lizaremos para defini? a "restrigdo" através da expresséo
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U(t,t‘)s(t')-l. Por exemplo, no caso em que D{A(t)) & constan-
te, & natural escolher % como sendo o dominio comum dos operado
res A(t)} e 8(t) = (A(t) + i). Agora se existir um operador 1i

mitado W(t,t'), t,t' ¢ [0,T], satisfazendo a relagao
| a1 = grgy-l :
{1.31) ult,tt)ys(t") = s(t) wit,t?)

é claro que U(t,t')(®) = 2. Além disso se W(t,t') e S(t) tem
as propriedades de continuidade apropriadas cbteremos também a con
tinuidade forte reguerida na parte (iii) do exercicio (1.3). An-

tes de mais nada convém supor gue U(t,t') tem todas as proprie-

dades desejadas e que as oberacOes abaixo fazem sentido. Seja en

tao,
(1.32) Wit t') = s(8)Uult,t1) syt
Derivande em relagiao a t' segue gque,
(aw(t,t") du(t,t*) -1
—_— = 8{t) ——e——— 8 (t") +

T

as(t") -1
s(t)U(t,t") i = is()U(t,t)altt)s(s') -

.+.

(1.33) {

tl
s(E)U(t, t1)s(t) 7t % s(+)7t =

t')

- W(t,t')[is(t')A(t')S(t')—l— %;— s(t')y1

|

Definindo

(1.5 4) B(t) = [S8(t),A(£)18(t)™L
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(1.35) c(t) = £ (15t

onde [K,0] denota o comutador dos operaderes X e Q, segue

que,

dw(t,t')
(1.36) T IW(E, EACE" Y + Wit, ') (AB(t") - c(t')).

Mas jd sabemos resolver a equagdo (1.26) de modo que o método da
variacdo dos parédmetros pode ser usado para obter uma equagao in-
tegral do tipo de Volterra equivalente a (1.36). De fato, usando

(1.26), podemos reescrever (1,56) na forma,

[aw(t, ')
——d-t'_ = iW(t,'t')U(t',t)U(t,‘t')A(t') +

(1.37)  {+ W(t, " )(AB(t") - c(t')) =

auv(t, ")
= wit,tN)u(t,t) T+w(‘t,'t')(iB(t') - c(t")).

L

Multipliecando (1.37) por U(t',t) & esguerda e lembrando que

(1.38) — L _u(t,tt) ult,t1)"t

du(t',t) —1 au{t,t")
d.tr t

segue que,
(1.39) s—t' (w(t,t"Yu(t',t)) =w(t,t")(EB(t") - c(t))u(s', ) .

Portanto,
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. t _
(1.40) wit,t') =U(t,t") + dsw(t,s){iB(s) - C(s))U(s,t).
,tl
Esta férmula é a base da demonstragao(devida a J. Dorroh, L[72])
do Teorema 6.1 de [1] no caso da equagdo de Schrodinger. £ in-
teressante notar que a prova neste contexto & exatamente a mesma

gue no contexto geral das equagbes de tipo thiperbélico". Temos,

Teorema (1.4) - Sejam A(t), ¥ e @ como em (1.1), (1.13)~(1.16)
Suponha além disso que existe uma familia fortemente continua
t € [0,T] — s(t) de isomorfismos de % sobre ¥, fortemente

cantinuamente diferenciavel tal que,
(1.41) s(t) A(t) s(t)"L = a(t) + B(t), t ¢ [0,T]

onde B(t) € B(#) e t ¢ [0,T] = B(%) & fortemente continua.
Entdo, existe um iUnico propagador (t,t') € [0,T] x[0,T] —U(%,t")
satisfazendo (1.26), (1.27), (1.28) e (1.29).

Antes de prosseguir convém notar gque (1.41) deve ser inter
pretada com a relacdo de dominio estrita por ela implicada. Além

disso é clarc que B(t) ¢é exatamente o operador definido por

(1.34).

Demonstragdo — Seja £ € ¥ e considere a equagao integral do ti-
po de Vbltefra, -
t
(L.42)  w(t,t")f=U(t,t")f - I W(t,s)IB(s) - C(s)]U(t,t")fds.
‘ £
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0s métodos usvais de solugdo de tais equacgdes ([32]) mostram que
(1.26) tem uma Umica solugdo W(t,t') € B(¥) e que a fungdo
(t,t') — w(t,t') & fortemente continua. Como mencionado acima

para obter o teorema basta provar a relagdo (1.31).

Antes de mais nada, note que S(t)_l ¢ fortemente conti-
nuamente diferencidvel {como aplicacgio de X em Y).. De fato, como
S(t) tem esta propriedade (como aplicagdo de Y em X) segue
que 8{(t) & de Lipchitz. Conseqiientemente s(e)"t & também de
Lipchitz. Combinando entao este fato com a diferenciabilidade

forte de S(t) obtém-se a afirmagio Além disso,

: -1
: as{(t")™f . as(t') .- :
(143) —(——)-—- = —s(t')'l —(—) s(ety~te
at! at! L

£fex, t'el0,T]. Seja entio a(t,t')-= s(t)™% w(t,t'). Entdo
(1.43) e as propriedades ja estabelecidas do propagador U(t,t!')
mostram que, k :

r d_ _1

v Qlt,t")f = U, £t )Aa(tr)s(t?) 7 f ~

as(t')
S

sa=] -1
- 1 ! —— 1 f =
(L.4h) (- U(t,t1)s(t") — (")

= UCt,t)A(ET)S(E)TEE —a(t,th)e(t)E

.

para todo f € X. Mas devido a (1.k1) temos A(t')S(t")™'% ¢ ®

e portanto,

A(t")s(61) L = s(e) " Is(e)A(E)s(8) e =

(1.45) | - ‘
= s(+7)" L tagtt) + B(tY)1f
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para todo f € %. Entdo,

(1.46) 5%7 Q(t,t")f = Q(t,t")LA(E') + B(t') - c(z")If

gqualquer que seja f € & e <t',t' ¢ [O,Tl.

sejam A (t), n =1,2,... os operadores definide em
{1.5) e Uh(t,t') os propagadores associados, Entdo

U (t,£')(2) €& e se £ €2,

(1.547) é%? U, (6, £1)E = i A (E) U (t,0)8

exceto em um nimerc finitos de pontos +t. Combinando (1.46) e
(1.47) =zmegue que,

.

L alt, ') U, (87,801 =

(1.48)
= a(t,t')LA(ET) + B(EY) = c(t') - A (£1)]U, (¢7,8)f
Tntegrando de t' =r a t!' =t obtém-se,

s(&)7F U (%,r)f - a(t,T)E =
(1. 49) t :
- [ Qlt, 67 IAGE!) + B(E) = C(£") = A_(£") U, (6!, r)at’
r

Tomando o limite quando n == nesta férmula,

s(t)™t U(t,r)f - alt,r)f =
(1.50)

t
I alt,t')IB(t') ~ c(t')] U(t,r)fds
. .
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se f ¢ %. Por continuidade (1.50) vale em todo ¥, O resultado
entio segue multiplicande (1.40) por S('l:)"1 e comparando o re-

sultado desta operagao com (1.50)
Q.E.D.

Antes de encerrar esta segdo convém fazer alguns comenta-
rios sobre a literatura existente. Apds o apareciment de [1l] e
{2] muitos autores simplificaram e generalizaram og trabalhos de
T. Kato. Como jé observado acima a demonstragdo do Teorema (1.4)
€ devida a J. Dorroh ([72]). TXobayasi em (47] provou o resultado
supondo que t +— A(t) ¢é fortemente continua como aplicagdo de
% em ¥ enquanto Ishii [45] obteve a existéncia de propagado-
res utilizando a aproximacfio de Yosida. O mesmo autor em [46]
supde apenas que t — A(t) é fortemente uniformemente mensura-
vel, mas impde uma condigi®o adcional sobre S(t). Finalmente
que esse tipo de resultado pode ser extendido para equagdes de e-—
volugBo ndo lineares, sendo muito Util em grande variedade de si~
tuagdes. O leitor deve consultar 3], [4] e (5] para maiores in

formagoes.

2. Aplicagdes

Nesta seclo vamos indicar duas aplicagGes do Teorema (1.4).
A primeira delas € muito simples e pode ser facilmente tratada
utilizando resultados anteriocres aos de Kato (veja as referéncias
contidas em [13 e [2]). A segunda é muito mais diffcil e interes

sante, Devido & complexidade técnica envolvida nos linitaremos
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apenas a apontar e justificar a escolha dos operadores’ s(+t),
remetendo o leitor a [73] para a demonstragdo das afirmagCes que

faremos,

Seja A(t), t e [0,T] uma fam{lia de operadores auto-ad-
juntos em ¥ tal que D(A(t)) é constante. Entdc é fdecil veri-

ficar que as normas

: 2. 2 2
(2.1) £, = Belly + Dacedely » £ € D(aE))

s30 todas equivalentes. De fato, se s,t € (0,T] temos

A(#)(a(s) +1)"L ¢ B(H). Portanto,

2 2 ’ -1 2
Tl = Uelly + Da(e)(ae) +2)77 (als) + )2l =

(2.2) 5 5
s el + MaGe)(als) + D7 H(acs) + )£l

e nossa afirmacio segue imediatamente desta desigualdade. Fixe
t, € [0,T] e seja % o dominio comum dos A(t') munido da nor-

ma dade .por,

(2.3) el = el .

mnt8o é claro que 9 esta contido densa e cantinuamente
em M. Escolha S(t) = (A{t)+1i) e supomha que +t — A(t)f &
continuamente diferencidvel (em relagdo a topologia de ¥) para
toda f ¢ . Entio as hipdteses do Teorema (1.4) sZo satisfeitas
(com B(t) = 0!). Em particular se V(x,t), X € B , telo,T]

é tal que
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@) v, W) oo, L)+ L (#2) )

entdo’ A(t) = Hy + V(-,t) & auto-adjunto em D(A(%)) =H°(®’)
(veja os Teoremss 4.6 e 4.11) t ¢ {0,T], e as condigOes des~

‘eritas acima sfo satisfeitas.

A segunda aplicagdo que desejamos descrever é o céso*de un
campo elétrico dependente do tempo. Mais precisamente seja g(t),

t ¢ R uma fungdo continua. Entdo para cada t fixo o operador

[p@ae)) = co®?)
(2.5)
A(E)E

1l

(-5 + g(t)x; + q(x)f, f ¢ C:(Fj)

é essencialmente auto-adjunto ({11], vol. IV pag. 118; veja tam-

bém (74], [75] e [761), onde x = (xl,xl) cR x R°

e qx) ten
de a zero suficientemente rapido quande [x%| —=., Por exemplo,
para fixar‘as i@éias, suﬁonha daqﬁi por diante que ¢ € L20R3) +
+lﬁmGR3). Seda A(t) a (nica extensfio auto~adjunta de R(t)
coﬁo operador em L2GR3).' Neste caso a‘equagao (1.1) descreve a
interagéé de uma particula quintica (na chamada aproximagio semi-
cléSsica) com um campo elétrico g(t)(1,0,0) e um potencial esta
tico gq(x). Um exemple particularmente interessante desta situg—
cdo é o caso g(t) = Gy cos(w t + @) onde Gb’ SR e w>0
s&o constantes._ Observe que a situagBo agora & muito diferente
da anterior: o dominio de A(%) pode variar de maneira nio tri-

vial! De fato, estes dominios sio muito diferentes nos casos

g(t) £ 0 e g(t) = 0. Devido a isso o problema em questfo é mui
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to mais delicado e uma certa dose de engenhosidade se faz necessa
ria na aplicacio do Teorema (1.4) (para evitar por exemplo hipé-
teses desnecessarias sobre q(x) como no Teorema 7.1 de [67]
onde o potencial coulombiano ndo é permitido). Tendo em vista a
hipétese (1.41) & crucial examinar o comutador [S(t),A(t)] quem
quer seja S(t). Agora, é natural tentar incluir o efeito do cam
po em S8(t) (afinal de contas, no exemplo anterior o potencial
entrou inteiro em S(t)). Além disso é importante fazer isso de
maneira diferencidvel pois o comutador em questd@o envolve deriva-
das. A idéia mais simples possivel é entZo escolher S(t) = S,
t ¢R, onde s é dado formalmente por

S, = -2 + n(x)

2.6
oo nx= (1« )72

Surge no entanto uma dificuldade: o comutador ESO,A(t)] contém
derivadas de q(x), o que & péssimo, pois queremos incluir o po-
tencial coulombiano em nossos resultados. Para resolver este pro
blema tome S = -4 + n{x) + q(x) ao invés de Sg - Entdo calcu-
lando [8, A(t)] formalmente é fécil verificar que os termos con
tendo derivadas de g se cancelam! TIsto € bastante animador,mas
agora temos alguns problemas técnicos a resolver. Em primeiro 1u
gar, os teoremas X.29 e X.32 de [11], volume II, mostram que

Q

8, = (=& + n(x)) é um operador essencialmente auto-adjunto em

CEGRB) de modo que S

o pode ser definido como a Umica extensio

~ - 4 L4 . I d I -
§ao auto-adjunta de S . Alem disso e facil ver que S = 1,
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e portanto So é um isomorfismo de & = D(SO) sobre L?GRB). Ao
adicionarmos o potencial gq(x) esta propriedade se perde em ge-
ral. No entanto se q € LEGRB) + L GRB) nao é dificil provar

que ([73])
(2.7) §=5+q

€ auto-adjunto em D(s,) e limitado inferiormente. Portanto adi
cionando uma constante ¥ suficientemente grande a 3 obtem-se
um operador S =S5+ vy = 1. Conseqlentemente S ¢é isomorfismo
de % = D(8) = D(So) (munido da norma do grafico correspondente

a S oua 8,;; elas s3o equivalentes) em ¥ e além disso,

(2.8) [s,A(%)] = & + 2(°—“ + g(t))—b—
% 3%y - dXq

pelo menos formalmente. Note que o lado direito de (2.8) ¢ inde-

pendente de gq(x). Resta ainda no entanto um problema: ndo € pos

sivel realmente calcular (2.8) em geral pois nao desejamos supor

diferenciabilidade em q(x). A saida consiste em um argumento de

aproximagdo, Em [73] o leitor interessado encontrara a demonstra

¢do do

Teorema (2.1) - Sejam q(x) tal que
a(x) =qq(x) +ay(x)

(2.9) da;(x)e L. @) 0 C®)

ap(x) € ? ®)
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e A(t) o fecho do operador em (2.5). Entio as hipdteses do Teo

rema (2.1) sao satisfeitas.

‘Cabe finalmente notar que T. Kato em comunicagﬁo.particular
mostrou ao autor gue a hipdtese 9y € CCR3) pode ser retirada,
obtendo-se ainda o mesmo resultado. Observe no entanto que o po-
tencial Coulombiano estd contido na classe definida em (2.9) e
portanto a hipdtese feita sobre dq nZo é uma restrigio séria re

1o menos do ponto de vista fisico.
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CAPITULO ITI

TEORTA DE ESPALHAMENTO COM HAMILTONTANAS
INDEPENDENTES DO TEMPO

0 objetivo deste capitulo é o estudo das propriedades as—
sintéticas do problema (0.8) gquando H(t) = H = Hy, + V € o opera
dor definido na seglo 4 do Capfitulo I através da teoria de Kato-
Rellich. Como veremos, tais propriedades estao intimamente liga-

das 3 teoria espectral associlada ao operador H.

1. Teoria bésica

Como ja sabemos a solugdo do problema de Cauchy

(1.1) -2

i at Hw, W(S) = Ws

¢ dada por

(1.2) ey = eitms)H

S L)
Como a EDO em (1.1) é invariante sob branslagdes temporais, podemos

sem perda de generalidade, supor s=0 (isto equivale a tomar

isH
e ¥, = ¥, como condigdo inicial!). - Nosso propdsito agora é

5
itH quando t—t=,

estudar o comportamento do grupo unitirio e
No caso em que estaremos interessados neste capitulo, a fungao

V(x) — 0 quando |x]—e= suficientemente rapido (este é parte
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do significado intuitivo das condi¢des que imporemos adiante; ve-
ja (3.14)). 0 efeito do potencial V(x) deve ser pequeno muito
longe da origem, e como (de novo intuitivamente), a grandes dis-

tdncias correspondem grandes tempos de viagem, é de se esperar que

o—1tH -itH,

se comporte como e guando t —*e, Para tornar es

te comentédrio rigoroso & precisc introduzir a seguinte definicao.

Seja © € L2(]R3). Diremos que a funcio de onda (%) = e—itH o

se compor‘ta como uma particula livre quando t —+ie  ge e 38 se

existem qp € L CR3) tais que

(1.3) i ™1t y ¢ "0 97| = 0.
—itH itH, «
Neste caso escreveremos e §~e p . Agora sejam
+ _ -itH 6 «
(1.4) £ ofecl’®) e Hypne °97)
(1.5) £ =% n 1.

A primeira coisa a notar é a

~ . + - . s
Proposicdio (1.1) - Os conjuntos ¥  sdo subespagos vetoriais fe-

chados de ¥. Em particular % também tem essa propriedade.

d ~ + Lad
Demonstragdc - E evidente da definigdo que ¥  s80 subespagos.
Vamos provar gue 3t & fechado. Argumentos idénticos implicam
o resultado para % . Seja portante © ¢ 3T, Entio existe

{wk}k=l e i tal que @ N p (¥ = L2(]R3)). Conseglientemen—

te existe {cpk'j CH tais que g~1tH Py ™ e 1tH, C.oi'{'. Mas entdo

\
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{¢k3;=1 é de Cauchy. De fato

U ~itH, , -itH)
u“Pk - EPJu = “e mk - e ¢J” E
6 ) —i'tHO + -itH =itH -1tH
(1.6) (s [e Py = e ol + [le P - e sl +
-itH -itH
o .+
~+ lle Ry - e mjﬂ

e o segundo membro de (1.6) pode ser feito arbitrariamente peque

no tomando k,J suficientemente grande tomande o limite gquando

”e—itH

. _ =itH _ _
T o~ uma vez gue Py e mjﬂ = Hmk @j" e

— ] +
e ltH$L ~ g"1tH 9y 1 4 =%,j. Existe portanto m+ tal que

¢§-'£** »t. Entdo

-itH -itH -itH

~

le™y e Ortlslle  e-e @l
) -itH -itH =1itH -itH
(1.7) (+ lle o, = w;” +le - %ofl =
-itH -itH
= o~ wd + le o —e O ofll + lof - .

Tomando o limite quando k — = segue que' p € zt e a proposgi-

cdo estd provada.
Q.8.D.

A proxima coisa a observar é o fato que se & € ¥ entdo

v(t) = e~itH @ ge comporta como particula livre gquande + — f=.

£ claro que é isso o gue a definicdo diz. No entanto, é Util e
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instrutivo notar a

N . _ ~1tH
Proposigdo (1.2) - Sejam ® € %, lof =12 e 4(t) =e P
Entao,
(1.8) lim P{t;S;p) =0
't-l+w
qualquer que seja S CIRB, mensuravel e limitado,
-itH

Demonstragio - Seja o € L20R3) tal que o 1tH ¢ ~ e % ot
Entdo,

r ‘ ‘_.- 2

P(t;S,0) = e ol , s

_ L°(s)
s -itH ~-itH 2
(1.9) Is{le™™o-e o, +le oM, <
L=(s) 1=(8)
—itH ~1tH_ -itH_ 2
s | e p-e Col+le  °ofl,
1°(s)
: . ~itH

e o resultado segue imediatamente da hipdtese e itH p~e O ot
e do teorema (2.10) do Capitulo II.

. , Q.E.D.

Un argumento andloge mostra que ¥  tem a mesma proprieda

de com t — -» a0 invés de (+=). Conseqientemente,
Coroldrio (1.3) - Se o € £ =% N % entdo

(1.10) lim P(t;s39) = O.
tAte
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Em outras palavras, se © ¢ % a particula descrita pela
fungdo de onda §(t) = o itH » escapa de qualguer subconjunto
limitado do IB: quando t —=, Por esta razdo, os elementos
de %, assim como as fungdes de onda correspondentes serdo chama

dos estados de espalhamento. Note gue ndoc hd possibilidade de

confusio. De fato,

Exercicio (1.4) — Seja o € %'. Prove gue,

(i) o~+tH wc ¥ para todo t €R

t reduz H (sugestdo. Use (i) e o exerfcio (1.7) parte

(ii) x
(i) abaixo).

(iii) resultado analogo vale para ¥ . Portanto % reduz H e
(1.11) eIy ez, teRr, ve i

Agora, é natural perguntar se ¥ = H. Afinal de contas ig
to & verdade no caso V = 0. A respusta é: em geral nio. Para
ver isso, seja @ ¢ D(H) +*al que He = dvp, [wll = 1 para algum

L cR, Entio e 1t g o 1% 4 para todo t ¢ R e portanto

(1.12) P(t;550) =[ o (x)|2 ax
]

nio depende do tempo, gualguer que seja S CZRB! Em particular

dado ¢ > O existe R, = Ro(e,w) tal que

(1.13) P(t;{|x| = R};@v) < ¢
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para todo R =2 R, e t ¢R. Em outras palavras, a particula des

(L) = e~itH o o~1th @ estd "concentrada perto da

crita por
origem”. Na verdade um argumento de aproximagdo bastante simples

mostra que

Fxercicio (1.5) - Seja o € Hp(H) {veja seclo 3 do Capitulo I).
Entic dade e > 0, existe R, = Ro(e,w) tal que (1.12) wvale.
Isto significa que qualgquer elemento de HP(H) tem a propriedade
de estar concentrado perto da origem. Tgis vetores sfo chamados

estados ligados, (note que isto quer dizer que HP(H) estd conti

do na colecfo dos estados ligados., Mais adiante veremos gue de
fato vale a igualdade sob condigdes bastante gerais. TIsto no en-—
tanto & um TEOREMA! A mesma observagfio vale para I e os esta~

dos de espalhamento.

Mzis ainda temos,
Teorema (1.6) - Hp(H) Loz,

Demonstracéo - Vamos mostrar que HP(H) L :*, 0caso ¥ pode
ser tratado exatamente da mesma forma. Sejam f ¢ ¥+ e wéﬁp(HL
Entdo existem £ ¢ LZGRB) e uma sequéncia £wN]§=1 de combina—
¢oes lineares finitas de auto—vetores de H tais que

-itH —i‘tHo

(1-14) . e T o~ =] +

f

(1.15) oy —— ©.
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Portantc podemos escrever,

(o[£} = (o = oglf) + (oyl2) =
-it ~itH
= (p - wN|f) + (e7* H mNIe = f) =
(1.16) 9 ; ; ~itH
— (LP _ CDle) T (e-l'tH lee—ltH f -~ e 0 f+) +
. —itH
+ (e~ 1tH oyle LR aD'

.

Dade € =0 seja N tal que {o - wNﬂ < ¢. Entdo [(w-—mN|f)| <
< gt e (e"itH mNie"itH £ - o 1t f7) +tende = zero quando
t =« (com N fixo como acima) combinando a desigualdade de

-1itH

A . s -itH
Cauchy-Schwartz com a condi¢zo assintotica e f~e o £,

Agora observe que

-itH -—iﬁHo
{(1.17) lim (e
"C-I.pm

De fato, como Py é uma combinacao linear finita de auto-vetores

de H, Dbasta provar que

-itH,
{1.18) 1im (ele 7)Y =0
trpen

para toda guto fungdo © de H. Mas, lembrande que a medida es-
pectral de H_ & finita e absolutamente continua em relagdo a me

o]
dida de Lebesgue segue que,

~itH .
(1.19) (e "o ) = [ e~1tA g (X )dh
R




~116~
onde § ¢ Llﬂﬂ) é dada por
(1.20) o(A) = gx (B o), & a.t.p.

Mas entfio o produto internoc em (1.19) tende a zero guando t—w
devido ao lema de Riemann-Lebesgue. Usando estas observag¢des €

fdcil verificar (tomando o limite quando t—e em (1.16)) que,
(1.21) [Cele)] = elzlf.

Como € > O & arbitrdrio o teorema estd provado.
0.E.D.

Agora, a fisica experimental, assim como um grande nimero
de problemas que podem ser resolvidos explicitamente indicam que
08 Unicos comportamento assintdticos aceitdveis s@o os obtidos a
partir de condig¢des iniciais em HP(H) e % (e combinagdes li-
neares de tais vetores uma vez que a equagdo de Schrodinger & 1li-
near). ®m outras palavras é de se esperar (no caso em guestfio),

que,

(1.22)
¥ = I2m) = H,(H) © %

Esta conjectura é de fato verdadeira em uma enorme varie-
dade de situagbes que inclui em particular o potencial Coulombia-

no, (veja [12], [48], C491).

Vamos agora refinar esta conjectura em termos da teoria eg
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pectral desenvolvida no final da segfo 3 do Capitulo I. De acor-
do com os resultados ali descrito devemos ter % = Hac(H)€BHSC(H)'
Vamos tentar indicar agora que na verdade é de se esperar X =

=H%_(H) e HSC(H) = {0}. Para isso note primeiro gue a unita-

ac
riedade de e TPH postra que a condigdo assintética (1.3) é equi
valente a
. -itH +
(1.23) 1im o - oIt o Syl =0.

e

& portanto natural introduzir os operadores de onda associados ao

par (H,H,), a saber os limites

(1,24) W, = m+(H’Ho) - g-lim eitH e—itH0
- - t4te

(se existirem, é claro). A naturalidade (e importéncia!) da de-
finicBo acima comega a ser evidente a partir do Lema (1.8). Antes

de enuncii-lo no entanto & conveniente notar o
Fxercicio (1.7) - Seja A um operador auto-adjunto no espago de
Hilbert ¥. Entio,

(1) £ e D(Aa) se e sO se 1im 1:"1(9"1.tJEL - 1)f existe e nesse
ti0

caso o limite é precisamente (~iAf).

{ii) wvale a foérmula de Stone, i.e.,

b
{1.25) EA(Ea,b])—EA((a,b)) =se-l](.)im zlﬁ[a dl(RA(5\.+ie) —RA(x-ie))
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para tedo par a,b £ R.

(Sugestao: Seja

b
(1.26) 9,0 = 55r " [(x-h—ie)de (x-nrsie) lar .
a
Verifigue que
0, , x¢ la,n]
(1.27) Be(x) — ¢1l/2, x=a ou x=Db

1 x ¢ {a,b)

e use o caleculo funcional para obter o resultado).

Agora temos,

lema (1.8) =~ Suponha que os operadores W, existem. Entdo,
£
(1) % = ®(w)

(i1) u, s#8o isometrias e entrelagam os operadores H e I,

(i.e., Hb, 2 Wb, Ho).
(111} #(w.)} sdo subespagos fechados de ¥ = LZGRB), reduzen

H e estdo (ambos!) contidos em Hac(H).

Demonstragéo - Vamos considerar apenas w+. 0 caso do operador

b & andlogo. Para provar (i) observe que o ¢ 1t se e sb se
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-itH —itHo "
0 = lim [le P - e ol =
T
itH ~itH
— T4 - 0 LH
(1.28) =lmle-e e Tt =
= - ot
o ~ v ot
Mas a igualdade Jo - W, o'l = 0 & equivalente a © = W ot.

Portanto I = R(w+). Agora, a unitariedade dos grupos em gques—

) 1tH -1tH)
t8c mostra que e e fll = If]l para toda £ € ¥. Tomando

o limite quando t —« segue que Hw+ fll = £}, £ e ¥ ou seja

b, é uma isometria. Entdc, se f €M e s ¢R  temos,

( isH isH itHO —i't:H0
e w+ f=e lim e e f =

t e

i{t+s)H, -i{t+s)H. isH
(1.29) = 1lim e ° e e %r =
4o

Portanto se f ¢ D(Ho) Exercicio (1.7) (i) mostra que

—isH -isH,
1 £ Iy ofow |8 i) —un s
(1.30) —— b =y +Ho

quando s -—— 0. Mas entdio, aplicando novamente a parte (i) do
Exercicio {1.7) segue que b fe D(H) e Hb, f =W H f. Isto
encerra a demonstracdo de (ii). Resta provar (iii). Como € bem

conhecido, gqualquer isometria tem imagem fechada {(verifique!) e
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portanto ﬂ(w+) tem esta propriedade. Além disso

(1.31)

onde P & a projegdoc ortogonal scbre a(u:+). Estes também sdo
fatos gerais sobre isometrias que o leitor é convidado a provar
(ou consultar [21] por exemplo). Para mostrar que ﬂ(m+) reduz
H & preciso verificar que HP+ =2 P+}L Mas pela parte (ii)

Hlu+ 2 1B+ H ou seja Hy usi B wi H. Portanto HP+ = Hllﬂ+ u:: 2

2 w+ H, wi 2L, W: H=P_ H Com o intuito de provar a Ultima
parte de (iii) note que a contengao HE 2 b H implica imediata~-

mente que

(1.32) Ry(z) b, =W, R,(z), Imz #0

Seja entdo f ¢ H, de modo que w+ T e R(w+) = ¥, 0 Teorema

(1.6) mostra que W _f € IEC(H) e portanto EA([a,b])w+ £ =
= E((a,b))w+ £ para todo a,b ¢ R. Mas entdo combinando (1.3

com a férmula de Stone (Exercicio (1.7)) obtém-se,
(1.33) EH(Ea,b])w+ f=1 Eo(ta,b3)f.
Tomando o limite quando a tende a (-=} segue gue,
(1.34) By( (==, 01), £ = 1 B ((~=,Db])T.

para todo b € R. Mas entdo
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)

(By((-=, 1)1, £, £) = (W, E (-=,b])f | b 5)=

(1.35)

= (By(-=,b18 | b, W £) = (E (-=,blf | £)

* ~
se b ¢R, uma vez gue por {(1.31) w+ w+ = 1. Mas entao
b € R— (Eg(—=,b] W, Ell b, £) ¢ absolutamente continua e o teo-

rema esta provado. -
Q.E.D.

Antes de prosseguir, convém notar que o lema gque acabamos
de provar € abstrato no sentido gue nenhuma propriedade de L?GRB)
foi utilizada, exceto & clarc o fato que ele ¢ um espacgo de Hil-
bert. Poritanto, com as definicdes apropriadas os resultados de-
vem valer em um contexto abstrato. Nos ndo tocaremos nesse assun
to, mas o leitor interessado deve gonsultar o volume III de [11]
e o Capitulo X de [21]. Agora sejam H; as partes de H em

.
£ =2(,), i.e.,

(1.36) D(H,) = D(H) n xt, Hy, © = Ho, © ¢ D(H)

Entéo,

Corolirio (1.9) - Os operadores H, sdo unitariamente equivalen-
tes a H,, assim como a M, en 12(R7,3%). Esta Gltima equiva-
- P , + -1 & 2.3
léncia é implementada atravées do operador 3’::3Ou& t ¥ ~L°R~,dE).
- % * .~
Demonstragde — Como W, W, =1 e Lk, b, =F, {a projecao orto-

* -’
gonal sobre R(lL,)) segue que milﬁ(w+) = w1, onde b, esta

I+
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gendo considerado como um operador de H sobre &(wt). Portan—

. * -
to, se © € D(H.) temos H, o = H P, o = H b, miHomil o =

= b, 3;1 M, 3, w;l e o coroldrio estd provado.

0.E.D.

Agora & natural fazer duas perguntas, a saber, qual € a
utilidade dos operadores de onda e come provar sua existéneia. Na
verdade a primeira questfio leva a novas perguntas! Um dos proble

mas bhasicos da teoria de espalhamento pode ser descrito da seguin
e forma: o fisico experimental "prepara um estado" e_itHO ol
muito longe do centro espalhador (i.e., '"no instante t = =) e
permite gue ele interaja com o potencial V(x). Depois de um

tempo muito longoe (i.e. "t = +o") ele detecta a particula em um
~itH, 3 _
estado e @ . O problema consiste entao em dado @ deter-

minar ¢+. Para responder a esta pergunta suponha que W, exis-

te e R(L) =8(w). Ent8o dada o  existe uma {nica §, a sa-
- ~itH ~itH, _ .

ber § =w_o , tal que e ¥y ~ e ® . Mas entao existe

uma Unica ot tal que ¥ = b, ot  (pois estamos supondo que as

imagens dos operadores de onda sdo iguais e como sabemos eles s&o

. ~it -itH
igometrias). £ claro que esta o7 & tal que e . HW e o gF,

+ * -
= m+ W_ % . Em outras

Portanto W_o =W, »t de modo que e
palavras se I, existem 2 suas imagens coinscidem, w+ fica de-

terminada por ¢ através do chamado operador de espalhamento

* ’ N
5 = m+ b . Note que S esta bem definido sempre que os operado-

res de onda existem mas,

Exercicio (1.10) — 8§ & unitdrio se e s se n(w+) =R(w).
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As consideracgdes acima indicam que é desejavel provar que
Rk, ) =e(b_). Mas isto ndo é tudo A teoria espectral abstrata

mostra que LZGRB) = HP(H) 5 Hac(H) o H__(H enquanto que a ex-—

sC
periéneia fisica indica LZGRB) = HP(H) ® 1% com % = %' =% .

-+ -+ ”, .
Mas ¥ =R(W) ¢ ﬂac(H). Portanto € ragzoavel conjecturar
(1.37) T =R(b,) =, (H)

(1.38) HP(H) = naC(H)*.

caso valha (1.37) diremos que os operadores de onda s&o
completos enquarto que se tanto (1.37) quanto (1.38) forem satis

feitas os operadores de onda serao ditos fortemente completos. No

te que (1,38) é equivalente a provar que ¥__(H) = {0}, nNas pré-

ximas se¢Bes indicaremos um método para atacar estes problemas.

Finalmente, para encerrar esta segio vamos apresentar um
resultado simples que ilustra o métode bdsico utilizado para de-
monstrar a existéncia dos operadores de onda, conhecido como o mé
todo de Cook-Kuroda. Generalizacdes podem ser encontradas em

{11, vol. 1I], (501, [51].

Tegorema (1.10) ~ Suponha que

V(x) = (Qefx|®) P v x) + Vp(x)

(1.39)
v, € I°®), v, ¢ P®), p>1/2
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Entdo os operadores de onda W, existem.

Demonstragag - Vamos considerar m+. A mesma técnica se aplicg a
W_. Seja

itH -itH0
(1.40) wit) = e e , TER

de modo que W = s-lim W(t) se o limite existe. Como w(t) é
e

uma fungdo uniformemente limitada é suficiente provar que
(1.41) lw(t)t - w(t")£] — 0

gquando +t,t' —* « para teda f em algum subconjunto denso S
de 'L2GR3) (verifique!). Vamos escolher entioc S = CiGRB). En—-

t8c um cadlculo simples mostra que

4 itH —itH

Few(t)r=1e (H-H)e £ =
1.4
(1.42) —

=1ie Ve f
Portanto,

v isH  -isH

(1.43) (B(t) - W(£"))E = 1 [t, e Ve ©°fads.

Supondc, sem perda de generalidade, que t > t' temos,

£ .
(1.44) fw(t) - wisNrl = [ v e 158, fllds
. .tf

e portanto para provar (1.41) & suficiente mostrar que
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- -isH
(1.45) [ Ive ~©flds <=
a

para algum a > O. Além disso, devido 3 desigualdade triangular
basta provar (1.43) com V(x) substituido por (1+|x12)"p Vi(x)

e por Vé(x). Vamos comegar com V,. Como f € C:GRa) temos,

-itH ~3/2 -y |2
(1.46) v, e % £)(x) = (4mit) Vz(x) I exp (- f{y)dy
33 it
de modo que,
~1itH
(1.47) 1Ty e @8y s ¢ t3/2 vyl lel 5

onde C > 0 & uma constante (independente de + e £). Portan-

to,

(1.8) PR PERL I P

como +3/2 € Ll(Ea,m),dt) para tode a *» 0, o resultado segue
no caso de V,. Vamos agora considerar (1+|x|2)-p v, (x). Obser
ve primeiro que se p > 3/4 nada hd a provar pois nesse caso,
(1+|x]2)—p vy (x) € LZGRB). Suponha portanto que (1/2) < p =

s (3/4), e note que

—i'tH0

(1.49) le fl s c 22 |z,
L L

—-itH
para toda f ¢ CQGRB). Entdo e ®© define um operador limita-
o
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do de LIGRB) em 1?0R3). Combinando este fato com a unitarieda

de de e ™o & o teorema de Riesz~Thorin {f11, vol. IT]) se-
gue Qque,
. 1 1

~itH =3(% - %)

(1.50) e °xl  ext P2 gl
14 1P
, P -1 -1

onde X ¢é uma constante positiva 1 =sp s 2 e D + q = 1,

Agora seja, T € (%%,3) de modo que 2 < r <3, Além disso

(1+]x|2)-p€ LrGRj) pois 2pr > 3. Escolha p satisfazendo

1 1 1
(1.51) Telon, Ta1-37.

[
H]

B facil verificar que 1 = p = 2 e q = 2. Podemos portante
(1.50) com essa escolha, Combinando (1.50) com a desigualdade
de Holder femos,

-p -itH

‘12) Vl e °

[ (e £ =

-k i
(1.52) RS IR (CHRT O B S LR

£ {constante) 8-3/P ikl p
L

Come (3/r) > 1 sgue que,

@

(1.53) [ h(1s
a

-p i
42y T v e ©flat < =

para toda a > 0. TIsto conclui a demonstragio,
Q.E.D.
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2. Expansdes em auto-funcoes e teoria de espalhamento

Nesta segdo vamos descrever a conexao profunda existente
entre a teoria de espalhamento e a expansdo em auto-fungdes asoci
ada ao operador (-4+V). WNo que segue vamos proceder formalmente.
f importante notar porém que os "resultados!" descritos abaixo vo-
dem ser tornades inteiramente rogoroscs. Nosso obJetivo agui con-
siste apenas em descrever a estrutura da teoria evitando detalhes
tédcnicos bastsnte complexos (veja a proxima segzo, [11l, vol IV],
[12] e £39] por exemplo). Para comegar vamos reescrever (0.8) na

forma

(2.1) 18- e, ¥(x,0) = 9, ()

e aplicar o consagrado método de separacdo de variaveis. A idéia

fundamental consiste em obter uma colecao "suficientemente grande"
de "solucles elementares" da EDP em (2.1), formar uma superposi-
cdo linear de modo a obter uma "solugdo geral' e entdo impor a

condicao inicial para calcular os coeficientes da superposigao em
termos da condigfio inicial de modo a representar desta forma a sg
lugdo do problema (2.1). Para obter as solugles elementares va-
mos procurar solugdes na forma de produto, i.e., ¥(x,t)=X(x)T(%)

Substituindo esta expressdo na EDP e dividindo por XT obtém~se

H-a)x = L

T'., Como x e t sdo variaveis independentes,
ambos os lados desta equacdo devem ser comstantes. Obtém-se por-

tanto,

(2.2) i T'(t) = AT(%t)
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(2.3) (-A+VYX = X

onde X, a constante de separagdo, é suposta real (e que & rasoa

vel uma vez que (—-A+V) & formalmente auto-adjunto se V & real;
cuidado no entanto: veja o teorema X.1 de [11; vol. II] por exem

plo). A EDP (4.3) & conhecida como a eguagdo de Schrodinger inde—

pendente do tempo ou como a equacdo de Helmholtz. Note que a solu

¢3o geral de (2.2) é simplesmente T(t) = C exp(-ilt} onde C é
uma constante arbitraria de modo que o problema realmente diffcil
consiste em resolver (2.3). Guiado por vidrios cdlculos explicitos
assim como evidéncia experimental o fisico supde que é sempre pos

s{vel obter um "conjunto ortonormal completo de auto-funcdes de

(-A+V)"  (veja o capital 8 de [6] e/ou =& segdo 7 de [7]). Va-
mos tentar esclarecer essa obscura afirmacdo no caso em que esta-
mos interessados, a saber, a situag@o em que V(x) — 0 ‘'sufici-
entemente répido" gquando |x|— «=. Neste contexto a afirmacio

acima significa que,

.". >~ N
a) existe uma colegdo de numeros reails {Kk]kzl {possivelmente
vazia e no maximo infinitamente enumerdvel) e uma cole¢do corres—
- N
pondente de fungoes {wk}kzl = LzGRB) gsatisfazendo =-= < ll <

= AZ < KB S e e

{(2.4) (-A+V)cpk =N @, k=1,2,3...

Como p € L?GRB) para todo k vamos supor daqui para a fren-
te Joll =1, k=1,2,... . £ clare que, em termos da teoria

egpectral desenvolvida anteriormente, o fecho do espago gerado pe
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las ®, precisamente Hp(H) onde H é dado formalmente por

{-A+V).
b) existem funcgoes ®es E ¢ R que ndo sio de quadrado inte=
gravel, tais que
_ 2
(2.5) (—A+V)°Pg = |g]| Ppe

Estas fungbes, como veremos adiante, geram ¥__ (H).

ac

c) as fungoes ?, e Pe satisfazem as seguintes relagaés‘de

ortogonalidade,

(2.6) [ W (x) v (ax = &
B3

{2.7) [ ¢k(x)'¢é(x)dx =0
B3

(2.8) [ 71 (x) Bgm)ax = 6(5-5")
3

para todo Jj,k = 1,2,3,..., E,E" € R’ onde By j 8§(g-£")
H

denotam a delta de Kroenecher e a delta de Dirac respectivamente.

d) as fungoes P e ¥ satisfazem a relacdo de completamento,

i.€ey

N
(2.9) B o) %) + [ () Bgas = 8 ey,

R

Evidentemente as condigdes a) - d) sfo ainda Dbastante

obscuras. Para esclarecé-las convém considerar o caso do lapla-
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-’

ciano em W2, Note que no caso de (~A) a colegdo {@k}ﬁ;l é
vazia mas no entanto se wg(x) = (2n)_3/2 exp(if+x) segue que
(—Amg) = |§I2 wg(x). Além disso a férmula de inversi@o para a
transformada de Fourier 30 mostra que se f € SGRB) (por exem-
-plo), temos,

,f(x) = [ ; dE %(g)wg(x) 1im £

[ de F(5)po(x) =
R Nt |§ISN

(2.10) {

Ne

- 1im I av 2 [ w960 e
| R JclsW

Portante a fungdo f(x) pode ser "reobtida de si prépria" atra-

vés do limite em (4.10). Isto significa que

(2.11) 1im oo(x) 92(y)as = 6(x-y)
W= Jle sy

no sentido fraco indicado acima. O leitor familiar com a teoria
das distribuigdes temperadas notara imediatamente que o limite
(2.11) existe no sentido de $'"(R7). Este é o significado da re
lagHo de completamento no caso de (-4). Analogamente, a relagdo

de ortogonalidade &

(2.12) lim [ w%(x) wg,(x)dx = 8{g-E")
N
|x|sN

Agora, observe que a férmula de inversdo em (2.10) pode

ser interpretada como uma expansdo de f em auto-fungdes de (-A)
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Os coeficientes sao precisamente f(E)! Tsto é andlogo ao caso
das séries de Fourier. A diferenca consiste no fato que aqui te-
mos um continue de auto-funcdes (que ndo pertencem ao espago de
Hilbert inicial) e por isso sao muitas vezes chamadas auto-fun—

cdes generalizadas) e a superposicgdo é feita através de uma inte-

gral e n3o de uma série. Estas consideragdes motivam entdo a in-
trodugdo da transformada de Fourier generalizada (ou associada ao

conc (e} U {ol),

(2.13) (36)(2) = f 0 (x) £(x)ax
BB

e sua adjunta formal,

(2.14) (G g)(x) = J’ g(8) wg(X)dfi-
. R

Agora é possivel reinterpretar as relagbes de ortogonalida
de e completamento em termos dos operadores integraia F e G.
De fato, se f & uma "fungdo arbitraria" temos,

(£(g) = I f(ET)8(E-E")AE" =
B3

(2.15) ﬁ j 3d.:z‘f(g') I 3dxcp (x) !:pgg(x) =
n R

i

[ ax o, (x) [ et £(2 " )9, 1 (x) = (3GE)(E)
3 5 3 5
R R

ou seja, a relagio de ortogonalidade (2.8) é egquivalente a



(2.16) %G = 1

Analogamente, € facil verificar gque a relacdo de completamento
{4.9) zignifica que uma "fungdo arbitraria" pode ser escrita na

forma,

N
(2.17) =z (£l )y + G(SE).

Portanto, uma fungdo arbitrdria pode ser expandida em termos das

autc~fungdes de (~A+V)}! Note que (2.7) implica que os dois ter-
mos no lado direito de (2.17) sdo ortogonais uma vez que eles sao
combinagdes lineares de auto-fungdes ortogonais entre si. De fa=-
to as relacdes de ortogonalidade implicam a unicidade da decompo-

sicdo (2.17), i.e., se
N

(2.18) f= % Cop + Gg
k-1 kK

um cdlculo formal bastante simples {utilizande (2.6)~(2.8)) mos-

tra que

{(2.19) e = (fley), & = 3£,

4 equagdo (2.18) indica que o espago de estados L20R3) de
ve ser decomposto em uma soma direta ortogonal da forma LZGRB) =
= HP(H) ® 3=!p(H)‘L (outra vez!) e tendo em vista os comentarios e
(1) .

Em outras pélavras, & de se esperar que os elementos de Hac(H)

canjecturas feitas na segac anterior devemos ter HP(H)*:zuac

sejam da forma, ® = G(¥f) com f ¢ LZGRB), i.e.,
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(2.20) ol{x) = (GFL)(x) =J (3£) (8)we(x)dE .

RB
Isto significa que uac(H) é "gerado" pelas auto-funcbes genera-
lizadas (ou pertencentes ao espectro continuo) de (-A+V)! Além

disso, um calculo formal simples mostra que

N
(2.21) (-8+7) = T M(2lodo + 4|51 32).

Portanto, como era de se esperar (-A+V) se comporta como o pe-
rador de multiplicagio pela fungdo k — ¥  em Hp(H) enquanto
que em Hac(H) ele é "equivalente" (compare com o Corolério(l.9)
deste capitulo) 2o operador de multiplicagio por |§]2. Finalmen
te, a solugdo de (2.1) pode ser escrita em termos do CONC {mg] U
U {mg}. De fato, devido a relacéo de completamento, podemos es-

crever a condicde inicial como

N
(2.22) 0,0 = T (4 | o) +[ (31,) (2o g(x)ax
k=1 R

e procurar uma solucdo da forma,

N
(2.25) Vo) = B o ®) a0+ [ egl®) oglnas.
R

Impondo a EDP? e a condigdo inicial obtém-se entdo,

(z2.24) i c}'c(t)

1}

kk Ck(t), Ck(O) = (Wo I@k)

il

(2.25) 1 ol(t) = [8]% og(t), cg(0) = () (E)
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e portanto Y{(x,t) deve ser dada por,

p W
§(x,t) = kElexp(—i Mo BYG | oo (x) +

2
=1

t
(2.26) <+ JRB dg e (F ) (5) » (x) =

N -i|.]7t
= k§1 exp(-i M )4, ] v o (x) + Gle ) (x)

f claro que tudo que fizemos até agora € inteiramente for-
mal e & preciso estabelecer rigorosamente a existéncia das auto-
fungdes e as propriedades dos operadores & e (. Vale a pena
no entanto continuar trabalhando de maneira formal para obter a
conexdo entre o que foi dito acima e os operadores de onda, que
como vimos, tem um papel central na teoria de espalhamento. An-
tes porém devemos observar gue a situacio descrita acima é apenas
uma das muitas formas do método de separagdo de varidveis e expan
sdes em auwto-fungdes. Por exemplo no caso de um oscilador harmo-

hico unidimensional, i.e., o sistema descrito pela halmiltoniana

2
- 5l§ + x2 , tem—se um conjuntoc ortonormal completo enumerdvel
dx

contido em LZGR), a saber, as famosas fungdes de Hermite (ve-

ja, §671, {71, T11, vol 11, [37]1, [38]). Por outro lado a hamilto-

d2

niana -— + Ex , que descreve a interag@o de uma particula
dx

unidimensional com um campo elétrico de intensidade E, tem es-
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pectro puramente absolutamente continue que coinscide com a reta
real. Isto pode ser provado (facilmente!) utilizando a transfor
mada de Fourier. As suto-funcdes correspondentes sfo as chamadas

fungdes de Airy (veja 0371, [33]1, [52], (531, [541).

Vamos considerar agora a conexao entre a teoria de espalha
mento e expansdes em auto-fungdes. Como observado acima, a expan
sfo em auto-fungdes associada a H, é simplesmente a formula de
inversdo para a transformada de Fourier usual. £ natural portan-
to tentar obter um CONC associado a (-~4+V) usando a expansdo 1i
vre e a perturbagido V. A primeira coisa a fazer € procurar can-
didatos a auto-fungdes pertencente ao aubto-valor [5]2 e {0,=) .

Para motivar a escolha seja, como acima, wg(x) (21'r)-3/2 oi6-X

Lembrando que (-4 mg) = J§|2 wg , a relacdo de entrelagamento

Hw, 2 b, #, implica formalmente: HW, wg = [§|2 b, wg. Portanto,
+

se conseguirmos fazer sentido disto tudo, as fungdes B, mg = Qg
- 2

definem duas familias de auto~funcdes generalizadas de (-A+V)
pertencentes ao auto-valor |§!2. Na verdade a conexdo entre as
auto-funcoes wé e os operadores de onda pode ser escrita de ma-
neira muito mais promissora em termos da transformada de Fourier.

Para isso sejan,

(2.27) (:f‘f)(g) = I £{x) wz(x)dx.
33

Entio, peloc menos formalmente,

(2.28) (F£)(x) = (£ 0f) = (.7 | 03) = (5 £)(5)
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Mas o "ltimo membro de (2.28) estd perfeitamente bem defi-~
nido como elemento de B(L20R3)) caso os operadores de onda exis-
tam. Podemos portanto esquecer os passos intermedidrios e defi-

nir a transformada de Fourier generalizada através da formula

- (2.29) , 3 =3 W .

E
Isto significa que as propriedades de ¥ podem ser esta-

belecidas a partir das de W, e &. FPor exemplo,

Exercicio (2.1) - Suponha que os operadores de onda existem e sao

fortemente completos, i.e., ®&(W) = HP(H)* = HaC(H). Prove que

(i) ker - Hp(H) e (H): Hac(H)-——e L20R3) é uni-

Hac
tario,

(ii) a projegao P . sobre HaC(H) & dada por

¥+
(2.30) Py = () &,

+
(i11) B, HE = (3)" M  3°f para todo £ ¢ D(H)

(iv) a parte de H em Hac(H) é unitariamente equivalente a

H0 , Sendo gue a equivaléncia ¢ implementada pelos operadores de
+ +. ¥
onde W = (¥ 30.

As observacgles acima mostram que se os operadores de onda
-~ . + *
existem e sdo fortemente completos podemos definir ¥ =& Wy e

provar que estes operadores diagonalizam (i.e. transformam em opg
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radores de multiplicagSo) a parte de H em Hac(H). Para fazer
igto & preciso conseguir provar a existéncia e completamento dos
operadores de onda no contexto tempo dependente. Tais demonstra-

¢8es foram obtidas recentemente através do chamado método de Enss

(veja por exemplo (551, [56] e as referéncias af contidas). O
método mais tradicionmal, gque adotaremos aqui, consiste em fazer
as coisas ao contrdrio, i.e., primeiro cbteremos CONC'S apro-
priados, &3k3§=1 u {@2}, associados a H, estudaremos suas

propriedades e em seguida provaremcs a relacio fundamental

itH -itH, . o«
(2.30) b, = s~1lim e e = (F) 5
- bt o]

Para utilizar tal procedimento é preciso expressar as au-
to—fungdes generalizadas independente de W; . Ao obter tais fér-
mulas passaremos em particular pela relacgdo formal entre os pon-
tos de vista tempo dependente e tempo independente da teoria de
espalhamento usual (i.e., com H(%t) = H"=" - A+V para todo teR).

Em primeiroe lugar, célculos simples (porém puramente formais) mos

tram que,
itH -itH itH ~itH
(2.31) é% (e e °y _-ie °°Ve
it ,  -ilgl®e |
{(2.32) e vg = € vg -

Além disso wg = mg de modo que (2.31) e (2.32) implicam,
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itH .
(o _ .+ a. TP —itH + _
Pg =W 9 = dme  Te g =
.\ v oistH, -isH
l=opf - i 1lim e Ve oy ds =
(2.33) 5 tase ] g
. t o-ilg]®s isH,
= Qe - i 1lim [ e e v ©s ds
ol
o
Agora, é um fato conhecido que se f: [0,®) — X, onde X

& um espago de Banach, é limitada e mensurdvel e se

t

(2.34) lim [ £(s)ds =
0

b g MR

entido o limite abeliano definido pelo lado esquerdo de (2.36} (a-

baixo) existe e satisfaz

L]

(2.35) [ o—8sf(s)ds =
0

lim X,
€lo
A demonstragSo desse fato (simples) pode ser encontrada em [11;

vol. IIIJ.

Combinando (2.33), (2.34) e (2.35) segue que
® c1ej2, isH
(2.36) o2 = of - 1im1 | o5 e 1IEl%8 ooy ¥ 4o
g g 310 0 3

Mas pelo calculo funcional temos, {verifique!)

(2.37)

¥ izs isHD
-1 e e ds =
4]

Ro(z), Imz < O.
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Portante (2.36) e (2.37) implicam,
o _ + . 2 . +
(2.38) Be = 9p + %Tg Ro(Ig]% -1e)V o .

Um resultado andlogo vale para mg com (-ie) substituido por
. . ~ + ~
(ie}. Resumindo, as auto-fungoes Vg devem satisfazer a equacao

de Lippmann-Schwinger,

o _ oF 2 &
(2.39) 9, = ©p -~ R (1E]7)V o,

onde introduzimos a notacdo,

(2.40) R,(A) = lim R (A*ic), & = O.
elo

Agora, se R(z) = (H—Z)-l, Imz # 0, ¢é facil ver que

(2.41) (L+R (2)(1-R(z)V) = 1= (1-R(2)V) (1+R,(2}V).
Portanto, tomando 2z = Iglz:tie conclui-se que
(2.42) o = (LR (g1 92 = (1-R¥ (18171
onde,
(2.43) R (A) = 1im R(M* 1)

€0

x +
£ importante observar que os significados de RS(L), R(}) e
(1+13{§(|«'§]2)V)_1 n30 s8o claros! Estes limites ndo existem en
qualquer sentido razodvel em ¥ = L2GR3). De fato, a definigdo

destes objetos & um problema nao trivial que deve ser regolvido
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‘para permitir a formulagdoc da teoria de espalhamento por métodos
'independentes do tempo (veja a seco 3 deste capitulo, (11, vol.
1vl, (121, (5731, [581).

E interessante notar que (2.42) pode ser pbtida através de
argumentos puramente independentes do tempo. De fato, como vix)
tende a zero (suficientemente rapido!) guando 1xl — @ gag solu-
¢oes de (2.3) devem se comportar como as de (-4 ?g)'= l§|2 wg
guando |x| & muito gfande. Isso indica que devemos procurar so
lucoes de (2.3) com a forma, wg = @% + Vg onde vg(x) —+ 0O
quando |x| — = (em algum sentido apropriado). Substituindo es

e

ta expressac em (2.3) segue que, , g
2 o

(2.44) (rA+V—|§|)vg==—Vm§.

£ vrecise portanto resolver uma equacdo da forma

(2.545) (-A+V=-A)u=17F, *=0,

Mas o operador diferencial em (2.46) é (em princi{pio) ndo inver-
sfvel e portanto a equagio em guestdo nio pode ser resolvida dire

tamente., Para sair dessa dificuldade considere
(2.46) (~-A+Vv-{(r*ie))u = £.
As solugdes de (2.46) sdo

(2.'47) U, = R(A % ie)f
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e portanto asz "fungdes" U¢==Ri(k)f sﬁtisfaem em (2,46) pelo me-
nos formalmente. Tomando £ = -V¥E obtém~se entdo duas“golugﬁes
para (2.44), a saber, vz = -Ri(lglz)vvg a vg chega~se &
(2.42). ’

A vantagem da dedugg@o utilizando os operadores de onda con
siste no fato que ela mostra claramente a conexao entre os ponto
de vista dependente e indeggaggnte do tempo., WNa verdade (2.42)

é essencialmente uma rep;;sentagéo dos operadores de onda em ter-
mos do resolvente Ro(z) ede V (no limite com * Imz|O ,
Imz > 0). Esta conexdo & cuidadosa e exaustivamente explorada,
em um contexto abstrato, na (excelente!) referéncia [58]. Peor ou
tro lado, o segundo método indica que € crucial resolver (2.44)
para obter Rt(l), Az O, Além disso como mg é limitada, o de
caimento do lado direito de (2.45) fica inteiramente determinado
por V(x). Se V(x) cai a zero suficientemente rdpido no infini
to, V mg pertence a um subespago de L2@R3) onde (talvez)
Ri(x) e R?(l) facam sentido. Esta é exatamente a idéisd utili-
zada na construcdo das auto-fungdes generalizadas em [12] (e em
varios artigos que o precederam). Como nada & perfeito, a imagem
dos limites Ri(l), R?(l) vive em um espago mEior que L?GR3).
Isso afinal de contas eré de se esperar tendg em vista;queAas au-

to~fungdes generalizadas ndo sdo em geral de quadrado integravel.

vamos considerar agora o espectro pontual. Em primeiro lu

gar & facil ver que,

Exercicio (3.2) - Hf = AMf, f ¢ D(H), » <0 se e s8d se
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(2.49) -f = R (A)f.

Isto significa que o espectro discreto (e as auto-fungdes corres

pondentes) sio as solugBes ndo triviais (se existirem) da equagado

integral,
- xp(~+ [A] |x=y|)
(2.50) —2(x) = (4m)7 [ i Z = le T s(yyay
B -
em L?GR3).

Agora; como mostra o célebre exemplo de Wigner e von
Newmann, ([11, vol. IV]),é possivel construir potenciais tais que
H +tem auto-valores dentro do espectro essencial [0,=). DNesse
caso a situagdo & muito mais delicada. O operador (-A-) ndo é
inversivel e por isso & preciso de novo utilizar um processc de
limite. WNote que se HFf = Af, A = 0 entlo (Ho-(ki ief =

= - Vf ¥ ief para todo € » 0 de modo que,
(2.51) f = -R,(*tie)ve T ieRo(xtie)f .

Tomando o limite quando ¢ |0 em (2.50) e supondo que o resto
(eR (A% ie)f) tende a zero obtém-se,

t
(2.52) -f = R, (A\)vs

que & uma férmula andloga a (2.48). Este resultado indica, em

particular, que ndo se pode esperar a existéncia de (1+R;(|§F)VT1

2 ~
se |g]| ¢ ZP(H). Cabe ainda notar que se f e A sdo tais que
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(2.52) €& satisfeita nada implica (em principio) que f ¢ uma au
to-fungi8e pertencente ao auto-valor A. A resposta a esta ques-

t80, que é afirmativa (pelo menos se A € pOsitifo, {11, vol 1IV],
[12])), é muito dificil de se obter. A soluglio deste problema es

td intimamente ligada & demonstrag8o de que o espectro singular-

mente continuo de H ¢é vazio.

Para encerrar esta secl8o é importante observar que as idé-
iag descritas acima podem ser implementadas na forma em gue foram

expostas apenas no caso de polkenciais de curto alcance (i.e.,

vix) = 0([x|"l'e), £ >0, quando |x|—* =; para defini¢les mais

precisas veja [11; vol IV] e [12]), No caso de longo alcance

(Vix) = O(Ex|—1+e)) a teoria acima tem, muitas vezes, que ser mo
dificada (mas nem sempre! Veja [60]). Por exemplo, no caso Cou~
lombiano, o mais imporitante para a fisica, & possivel provar que,
por um lado que oz operadores de onda coilo definidos acima nao e-
xistem enquanto gue por outro as auto—fungges pertencentes ao eg
pectro continuec ndo se comportam como mg(x) quando x| — .
Uma excelente exposigdo sobre esta situagdo pode ser encontrada
em ([48]). Para maiores informag¢des sobre o caso de longo alcan
ce o leitor interessado pede consultar [44], [61], [62], (631,
tes4l, [65], 667, [671, f681, [69].
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%, Teoria rigorosa a uma dimensio espacial

Neste segio vamos implementar as idéias e conjecturas das
segﬁes.ahteriorés para no caso de ume dimensdo espacial. As ra-
z5es para essa escolha sdo as seguintes. Em primeiro lugar, nes-
sa situagdo é possivel evitar certas dificuldades técnieas muito
sérias que ocorrem em dimens®es superiores, sem perder de vista
as caracteristicas principais do problema geral. Além disso va-
rias das estimativas obtidas no case n =1 podem ser utilizadas

no tratamento do problema em dimengoes mais altas.

Como indicado na secio anterior, a primeira medida a ser
+
tomada consiste em definir de maneira precisa os limites R;(X) e
+ o
R (\), X = 0. Teoremas desse tipo sao muitas vezes chamados

pringipios de absorgio limite. Eles podqm/séf'formulados em con—

texto abstratos bastante gerais como no interessante trabalho de
M. Ben Artzi e A. Devinatz, [57], (veja também [58], £701). Pa-
ra fazer isto é preciso introduzir certos espagos de fungdes con—

venientes.

mxercfcio (3.1) - Seja LiﬂRn), s € R, a colegdo das fungdes

mensurdveis f: R® — ¢ tais que

2 2.5 2
(3.1) Ie1?, =J (1% 2 12 (el |Pax < =
s RE
Note que L:GRH) = (HS(]Rn))A onde HZM®®™) sf3o os espagos de
Sobolev (de tipo 1?; veja por exemplo (11] vol. II, [311). Pro-

ve que,
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(i) Lgﬂﬂn) é um espago de Hilbert para todo s €R em rela-

¢do ao produto interno,

zle) , = [ (14 1x12)® £00) gle)ax =
LS B2
(3.2)

S @l 1112825 | @+ 112 %)
L
Na verdade LiGRn) = L?GRn, (1-+|x|2)sdx).

(1i) se s =z s' entio LgﬂRn) o Li,GRn) onde a inclusio & um

operador continue. De fato,

(3.3) llfHL2 s anI?

5 s!

para toda f € LﬁGRn).

{iii) um operador linear T € B(LEGRn), Li,GRn)) (resp.
Bo(Lgﬁﬂn), Li,GRn)) se e 86 se o operador o1 T ot B(LZGRn))
(resp. BO(L?GRH)) onde 0 denota o operador de multiplicacéo
pela funcfo

. p +8/2
(3.4) opx) = (1 [x1%) .

Com a notagac introduzida acima podemos enunciar e provar
o principio de absorcido limite para o operador livre H nos es-

Q
pagos LiGR).
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Teorema (3 2) - Seaam s,s' > 1/2. Entéo R (z) ¢ B(L {R), IJ,(]RD

para tOdo z f [0"”)’ e para_l todd l.“ kd O' os limites .
+ .
(3.5) . u';;‘Ro(k) = li? Bo(?), Tmz > O

exlstem na topologla da norma de B(LZGR), LS.UR» Além disso as

fungdes,
JRO(Z), i Ipz > 0 ou Imz = 0, z <0
"‘ v
R;(Z) = t
+
lR;(l), Imz = 0, A =0

s30 continuas em relagaoc a esta topologia.

Demonstragéo — Tendo em vista a parte (iii) do exercicio acima
(com s' substituido por (-s')) basta provar que ©o__, Ro(z)@f
tem as propriedades enunciadas acima em B(Lzﬂﬂ)). 0 exercicio

(2.7) do Capitulo I mostra entdo que ols, Ro(z)ds é um opera-

dor .integral—com nucleo dado por,

t /o exp(iVz” |x-y 1)

- (3.6) K(x,y32)=i(142) 7 e

(;-kyz)-s/z,lm Jz>0
Comp. jexp(ivz |x-y[}| =1 .. @,s'» 1/2 & faeil verificar:.
que ‘ : ' . ; ?f' ;' R -

(3-7) I dx J, dyu((x.!Y;ZI.)IZ < w, zZ QAIO;”);-Im ’JE>O
T - = R R .

ou seja ©o_ 4 Ro(z) 0;1 é um operador de Hilbert-Schmidt e por-
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tanto em particular limitado para todo 'z comb aéima. “AS ﬁf&?““
priedades de continuidade podem ser provadas dé'méheira”anélggaTE
De fato, se z,% ¢ [O,»), Im JZ, In J/E> 0, a parte (viii} do \
Exercicio (3.11) do Caﬁitulo I impliba X R,

“U—s' Ro(z)c;1 - gt R, (g) 0;1H
(3.8) . S - b
B L COLeT O
R 'Ry y 2Jz" 2/e

e o resultado segue facilmente do teorema da convergéncia domina-
da.
Q.E.D.
0 resultado acima mostra em particuiar que os vetores
‘Ri(l)f, % >0, f¢ LiGR) s80 limites'(na norma de .Lgﬂﬂ)i‘aé
o° Cébe pprtahtg ferguniaf SﬁaeﬁﬁegFii

elementos do dominio de H
mites. s@o diferencidvels em algum sentidq,,(A,rggpostalé afirmati

va. . Para formuld-la de maneira precisa, seja,

I

¥, JB) = [f ¢ Lg®) | g ¢ LR}

(3.9) -oe e

' lI(l:-._—';A)fllLi

Il
a2 SR R

onde A = —» e as derivadas sao calculadas no “sentido fraco (veg
X LT E R

ja o Exercicio (2.5)-do,CaRityld I), ,Cpm;essa}definig§o temos o

Coroldrio (3.3) - Os resultados do teorema (3.1) permanecem verda
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deiros com IES.GR),,substitu{do por M, _S,GR). Além disso as
L]

+ + -
fungdes w = R;(l)f, fe Lgdﬁ) s8o solugdes de
(3.10) (-A-2u=1£, 1>0
no sentido que,

.11) [ o () (=8 - 1) @(x)ax =J £(x) 9(x)ax
L (xS

R

* ~ ~
para toda % € SR) (i.e., u sdo sclugles de (3.10) no senti-
do das distribuigdes temperadas, [11, wvol. I], [26], [31], [351).

Demongtragidec - Observe primeirc que
(3.12) (1-23) Ro(z)f =f+(1+z) Ro(z)f

e portanto a existéncia dos limites e as propriedades de continui
dade seguem imediatamente do Teorema (3.2) (no entanto nio hi mais
compacidade! Por que?). Para provar a ﬁltima‘afirmagﬁd, seja

® ¢ s(R). Entdo

( I u" (%) (A=A ) (x)dx = 1im (R (At ie)f | (-A=2)9) =
R ' elO

I

lim ((-A-1) R (Atie)f|®) =
€]0

(3.13) 3

lim [(£]®) = 1e(Ry (M2 ie)f|?)] =
€0

I

(£]%) = [Rf(x) P (x)dx
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e 0 resultado esta provado.
Q.E.D.

Conseguimos portanto resoclver a equagao (2.45) de maneira
satisfatéria no caso em que V = 0, Para prosseguir, é necessé-
rio agora introduzir hipdéteses sobre o potencial V(x). Dequi

por diante vamos supor que V € de curto-alcance, i.e., V(x) po

de ser escrito na forma,

Vo) = (14 [xlD) (Vo (x) + Vp(x))
(3.14) 5
vl € ﬁmGRj)s Vé €L GRB)’ p>1/2, y=0

No que segue vamos utilizar a seguinte generalizagdo do

Teorema (4.11) do Capitulo T,

Brercicio (3.4) - Sejam Fy ¢ L. &%), F, € IP®%), ¢ ¢ L'@®™MN
n @), a e'I?CR?n) e F=F +F,. Entlo o operador

(3.15) (A£) (x) = F(x) [ G(x-y) a(x,y)E(y)dy
R

pertence a BO(LzaRn)) e satisfarz a desigualdade,

.16) all = (IFy 0l Gel 1 + UF0 5 leb , ol ,
(3.16) lal (!1IL,.,1L1 2 Il 5l
(Sugestdo: Imite a demonstracio do Teoremz (4.11) do Cap{tuio I.)

Teorema (3.5) - Seja V(x) como em (3.14). Entdo
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Ve By(#y _ SR, L s+ngR)) para todo s z"0. "

Demonstg_gao - Seja' f € H GR) Ent&o,

5. 17) sy (v(l A) e L ANCESOE RS

ST IR

) :
‘Como’ (1 AL e L GR), ca: definigdo de- Lisiéﬁﬂﬁj““mostraﬁque'

basta provar

(3.18) R R v-ayt o7l e By Zm)) -

S

operador integral com nicleo,

g‘.

Mas A

- (1) + %) kvl

2)s./2
(1+x2f+Y' "' 2

(3.:19) “one (1+x) - (1+y

fue pode -ger reescrito né‘forma,

vl(x>+v2(x) e~ Y‘<1+:x—y|2) /\ (1 2>S/2 .
s/2

(3.20) 577
(}fxb)f \ ‘ 2 / (}+1x—y|2) (lfx )

Podemos ent8o aplicar o lema anterior com

B = ()Y v (%)
1 1

(L)Y v, )
2)5/2 "'lxl

. E_ﬁ_fé(x)ﬁ“
(.2

S (1+x
lelx)

2

:QCx;v).

2
(1+Y ) (1+IX"Y|2 s/: (1+%%st{gﬁtxr}
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As. hipéteses sobre Fyp, F2 e G sﬁo claramenté satigfeitas, ‘

Quanto a a{x,y) Tmote que,.

2. PR ‘ Lo

(14y%) = (1+|y|>2 < (Lelx-y| + [x)? =

(3.22) . e |
s (1+]x-y})? (1+|x|)2‘£'C(1+!x;y]2)(1¥x2)’“ T

para algﬁm constante ¢ > 0 e todo x,y € R ‘uma‘vez que-a fun=

cédo
(3.23) : | r ¢ [0,=) — (1+r)2- (1+r2)‘-l

é limitada com inversa limitada. Isto completa a demonstragao..
' QED.

Antes de prosseguir convém notar que a definigio de poten—
cial de curto alcance gue estamos utilizando ndo é a mais geral
possivel. Na verdade a prépriedade crudiél a ser espéfada de um
tal potencial é a. compacidade gue provémos no teorema acima em
nosso caso especigl. De fato & possivel definir o conceito de po
tencial de curto alcance ate em contextos abstratos ex1gindo sime

tria e compacidade convenlentes (veaa 11, vol 1Vl, E12], £571).

“;,#52- V&mes agora passar1ab estudo do dperador perturbado. Em

pflmelro 1ugar, tOmando _03 segue que V g+ H -compacto, uma;

Q
vez que ﬁ OGR) ié preclsamente 1gua1 a D(H Yo O teorema de

Kato-Rellich 1mpllca entdo que H = Ho + V & auto-adjunto em
D(Ho), limitado inferiormente, Ee(H) = E(Ho) = [0,s). Vamos

considerér primeiro o espectro pontual de H. Se A ¢ Ed(H),
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i.e., HfE =Xf, A< 0 f ¢ D(H) entdo,
(3.24) -f = R, (M\)VE

e reciprocamente. O estudo de T4(H) se reduz portanto 3 andli-
se da equagdo integral (3;23). A resolucgio explicita dessa equa-
¢ho é claramente um problema diffcil e sé é factivel em alguns ca
sos onde V(x) é suficientemente simples. O exemplo mais bem co

nhecido desta situagio é provavelmente o pogo guadrado unidimen-

sional (e nesse caso as solucBes s@o obtidas resolvendo a EDO di
retamente! Veja por exemplo [6], [7], [9]). Em geral os proble
mas relativos ao espédtro discreto de maior interesse consistem

eﬁ decidir se %4(H) & finito ou infinito e no primeiro caso de-
ter estimativas do nimero de auto-valores negatives. Nos ndo tra
taremos eétas questSes‘no presente texto pois nossc objetivo pri-
mario consisfe na construgdo das auto-fungdes generalizadas asso-
ciadas a H. O leitor interessadc deve consultar o Capitulo XIIT
de [11, vol. IV] para um tratamento bastante completo, (veja tam
bém {711 onde o caso n=1 é‘estudado). 0 préximo passo consis-
te em estudar o espectro pontual embebido no continuo. Para isso
seja' Hf =.1f, f e D(H)Y, X > O0. Ehtéo, como vimos no final da

seclo anterior, devemos ter
(3.25) -f = R (A*1ie)VE ¥ dieR (MEie)f

para todo e > O. Combinando o Corolério (3.3} e o Teorema (%.5)

+
(com s = p) segue que R_(MV = lim R_(M*i€)V existe na norma
o) 8.1-0 (]
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de B(Y¥, . (R)). Conseqientemente 1im eR_(**ie)f existe em
2,—9 . elO (¢] '

nz,_p (R). Vamos provar agora que este limite € zero. De fato-tg

mos o
Teorema (3.6) — Seja @ € LZCR). Entzo,

(3.26) ' lim eR_(MEie)o = O
clo
na norma de ¥, _pCR). Em particular se Hf = \f, f ¢ D(H),
H

A >0 segue que,

(3.27) -£ = Rt (M)VE.

Demons‘tragﬁo - A segunda afirmacfo segue da primeira devido a
(3.25). Para provar (3.26) observe primeiro que devido a defini

do de M, _,(R) é suficiente mostrar,
3

(3.28 lim €o
) elo -

(1-8) R (M 18)® = O
emn LZC]R). Mas (1-4) Ro(h ielp = + {1+XZfie) Ro(liie)tp e

portanto basta verificar

(3029) 1lim € O'_

R (A+xie)p =0,
el0 p o

Para isso observe primeiro que para todo =z € C com

Imz # 0 ‘temos,
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| Tnz] IRy (2) o_p#l° = |1m(@]o_,R,(2)o_,9)| =

(3.30) 5

1 s | (9] o_gRy(2) o_ @) = el lo_ R, (2)o gl
Portanto,
(3.31) [Tz | IRy (2)o_ 17 = llo_, Ry(z)o_,ll.

* -
Mas (c_p Ro(z)) = Ro(z)o‘_p de modo que,

(3.32) IRy (Z)o_gll = lo_, R,(2)]
Conseqiientemente, tomando z = Afie e combinando (3.31) e (3.32)
segue que,

eZlo_jRo (A2 ie)oll = ¢Zlo_yR (A% 1e)|?llel® -

(3.33) 2 2
= le_R (AP ie)o 1% = ello_R (h r 1e)o_y 2ol

Mas pelo Teorema (3.2) lim o_pRo(kiiie)a_p existe em B(L2GR))
el0

e o resultado estd provado.
Q.E.D.

Nosso proximo objetivo consiste em provar que as equagdes

(3.34) £ =B (VE, f€ iy ®R), X>0

tem apenas a solugBo trivial. Este fato tem consegiiéncias muito

importantes. De saida ele mostra em particular que (3.27) tem a
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mesma propriedade e portanto Ep(H) N (0,») = }. Mais ainda,
+ £ -

como (MY ¢ B (¥, ,(R)) segue que (14Ry(I51?)M)™ existe

para todo £ € R\ { 0 ) e portante a férmula, (veja 2.42),

- @RS 9

{3.35) P :

*
g
para as auto-funcbes generalizadas estd perfeitamente bem defini-

da no espacgo HZ,_pGR).

No que segue vamos considerar o caso de R:(l). 0 outre
pode ser tratado de maneira aniloga. Em primeiro lugar convém
fazer algumas observacles. Seja T ¢ H2’_QGR). Aplicando o Teo-
rema (3.5) com s =p segue VI ¢ LfGR). como p > 1/2 (e
n=1!) temos L?GR) c LlﬂR) de modo que (ve)Y" & uma fungdo
continua e limitada que tende a zero no infinito. Além disso,
se =f = Rg(l)vf, o Coroldrio (3.3) mostra que (~&=A)f=~Vf
(pelo menos no sentido fraco ali descrito). Tomando a transfior-—
mada de Fourier desta identidade segue que (gz-l) %(g)::—(Vf)A(§)
e portanto (Vf)A (z2/X) = 0 pelo menos formalmente. Na verdade

estas igualdades podem ser provadas de maneira rigorosa. Temos,

Lema (3.7) - Seja f € ¥, _(R) tal que -f = Ry (MVE.  Entdo
’
(vey™ (=J%) = o.

Demonstracdo - Da mesma forma que na prova do Teorema (3.6),

¢ fdcil ver que,

(3.36) eﬂRo(l+ie)Vsz = |Im{Vf | Ro(x+ie)Vf)|
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para tode € > O, Tomando entio o limite quandoe e\ 0 segue

que

1%§ elR (A +1e)vel® = |Im(veE | RE(MVE)| =
1

(3.37)
= |Im(VE | £)] =

pois V é uma fungio real! Usando a formula de Parseval para a

transformada de Fourier, obtém-se,

A 2
ellR, (A +1e)VENE = [ d vy (el
R

e eI A
(3.38)
- . [ve)ME) 12 + [y -8) |2

- Io (§ 7*-)24"2

Escrevendo (§2—K) = (E=-yX)(e +/X) e introduzinde a mudanca de
varidvel n = epl(g-JT), a igualdade em (3.38) toma a forma,

[ V2) (eni®) |2 + | ()N (—snv) |2
1YL

elRy (Mae)vel? = T eI an=
+

(3.39) A

A 2 A 2
[vE) (ene/X)|° + [ (VE) (~en-v/%) |
5 =) nZ(en+ 2/8)2 + 1

Mas entiao o teorema da convergéncia dominada implica que
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0= ﬁ‘é‘ € l]Ro('4\.+ie)Vf|}2 =

(3.40)

: d
= (L) W12 + [ve)® (<)1P) [ —
g M7+l

Isto encerra a demonstragdo.
Q.E.D.

0 Lema (3.7) permite reescrever a equagdo em qﬁestEo como
uma equagdo de Volterra homogénea de duas maneiras diferentes. De
fato (Vf)A (JX) = 0 significa que,

o~ iRy V(y) f(y)dy + [ e—iﬁyv(y)f(y)dy =0
® X

x
(3.41) [
Portanto se f = —Rg(l)Vf, temos,

-f(x) = 555[ eiﬁ [x=y] viy)f(yldy =
R

Cifix X
- =L [ e’lﬁ\y V(y)f(y)dy +

2/x

——d

(3.42) { ie_iﬁx ®

iJiy —
= L e V(y)t(y)dy =
, Lfhx =
N -1 e —inY
- Le V(y)£(y)dy +
ie-i“/i"‘c ©

- LAy
L+ o Lc e V(y)f(y)dy
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Portanto,

o

(3.43) ~2(x) = % jx sen /% (x=y)V(y)£(y)dy-

De maneira anialoga, a relacdoc (ve)M=v/%) = 0 implica,

X

(5.44) -f(x) = sen /& (y-x) V(y)£(y)dy

7 |

-_—C0

Agora,”

lema (3,8) = Seja f como no Lema (3.7). Entdo f +tem suporte
compacto. Fm particular £ € L20R).

Demonstracdo — A Equagdo (3.43) e a desigualdade de Cauchy-

Schwartz Iimplicam a seguinte estimativa,

o -]

- 1 1 2 p/z IV(Y)] |f(Y)I
|26 = = LIWY” £6r)ldy =75 Ld”“*y T—ILrF

(3.45) <

1/2 [ _
U (Lay2)P 1v(y)|2} [[ (14v2) °|f<y)|2dy}.
b4

X

"
= -

Portanto gqualquer que seja X, = x  temos

(-3

1/2
[ (L+1y 2P vy |Pay
x

(3.46) [£(x)] =&

Jr

“xfxo,w) leEp

onde Xq denota como de hdbito a funcdo caracteristica do conjun
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to S§. Quadrande (3.46), multiplicandoc por (l+x2)_p Xty ,e) ©
. fo) L

integrando em relagdo a x segue gque,

r o e -p
thxo,w) f“LZ = % [ (L+x2) dx x
-p X
(3.47) ﬁ ©

) 1oy2yP 2 2
<[ A Vo Py Iy Tl

X -P

Agora egcolha x tal gue o produto das duas integrais sobre

o
x,,=) é menor que (XA/2). Nesse caso tho’m) f =0 ou seja
f{x) =0 em Exo,m) {note gue f & continua!). Um argumento
semelhante uwtilizando (3.44) mostra que £(x) =0 em (—w,xél
para algum xé € R. Segue portanto que f tem suporte compacto.
Este fato combinado com a continuildade implica que £ € L20R) e

o lema estd provado.
Q.E.D.

Agora seja & > 0 tal que f(x) =0 em R\ [-a,a]. En-
tdo (3.43) se reduz =

X

(3.48) —£(x) = % [ ) sen V& (x-y) V{y)£(y)dy

que € uma equagao de Volterra em L?[—a,u]) com nicleo

sen J& (x-y)
Ny

Como é bem sabido (capftulo 5 de [32]) equagbes desse tipo tem

(3.49) k(x,y;A) = v(y) € 1°[-a,a] x [-a,a]) .
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uma Unica éolugao; Mas entdo f = 0 pois (3. ) é homogénea.

Resumindo,
Teorema (3.9) - Se f €3, _pGR) satisfaz uma das equagdes
¥
4
(3.50) -f = R (A) v§, * >0

entio f = 0. Em particular (devido ao Teorema (3.6)), H naoe

tem auto-valores positivos.

Agora, lembrando a relagiio R(z) = Ro(z) - Ro(z) VR(z),

segue que
(3.51) R(z) = (1+R (2T R (2).

Tendo em vista os resultados e técnicas apresentados acima é fa-

¢il provar o principio da absorg8o limite para H, a saber,
Exercicio (2.10) - Os limites

(3.52) R"(z) = Lin R(z) = 1+ RN Ry (M)

onde * Imz.» Q0 existem para todo *» > 0 na topelogia da norma

de B(L%GR), H, _pGR)) e as fungldes
H

R(z), *Imz >0 ou Imz =90, z <0

Ri(z) - z ¢ Ed(H)

Ri(l), Imz = O, z=H4>0
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s30 continuas nessa topologia. Além disso se f € L?GR) entdo

¥ - Ri(l)f s8o solugdes da equagdo
(3.53) ' ' {(-A+V=-X)u =1

no gentide gque
(3.54) J ui(x)(-bi-v-l)¢(x)dx = I f{x)e(x)dx
R R

para toda ¢ € H(R) (ou seja no sentido das digstribuicbes tempe-—
radas). E conveniente notar devido ao Teorema (3.5) (com s=p)
+ + - .
temos R_(M\)V ¢ B (¥ ) de modo que (1+R_(X)V) 1 estd bem
o] o' 2,-p o
definido em ¥, _pGR) e portanto (3.52) faz sentido.
!

Agora podemos provar
Teorema {3.11) - HSC(H) = [0} e portanto

(3.55) L2(R) = ¥, (H) © ¥, (H).

Demonstragdo - Sejam (a,b] = (0,=) e £ € LﬁﬂR). Entao
EH([a,b]) = By ((a,b)) e portanto os exercicios (1.7) e (3.10) des
te capitulo mostram que

(3.56) (EH(ta,b])f]f = L [ <Rt(MIE-RT(A)E, £>ar

2ni ta,b]

onde {+,+) denota o paréntese de dualidade entre L§GR) e

LED(]R), i.e.,
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(3.57) {9, % =[ w(x) y(x)dx
' R

para toda ® € LEpGR), ¥ € L&GR). Se fc,dl R ¢é um intervalo

fechado qualquer é facil verificar que

’(EH(Cc,d]) Ey{la,pD)f | £) =

(3.58) 9 1

|= 5= [ (RT(M)F - RT(MN)F, £2d)
(B Le,d] nla,b]

Mas B(R), a o-dlgebra de Borel, é gerada pelos interva-
los fechados e portanto se 8§ € 8(R),

(3.59) (By(s) Ey(la,p])f|f)= RT(A)E-RT (M), £Hda

2 [

2™ lsnta, v1
0 lado esquerdo de (3.57) & igual a

(Ey(S) Ey(la,b])f | By(S) Ey(fa,b])f) de modo que se |s] =0
entao EH(S) EH(ta,b])f = 0. Conseqgiientemente

(3.60) Ey(la,b])f € ¥, (H), £¢ LfCIR)

¢ portanto gqualguer queréeja feu-= L20R) e [a,b] < (0,«),

pois LEGR) é denso em chﬁ) e Hac(H) é fechado, Como Ey

subespago fechade, segue que,

412N

é continua & direita e Hac(H)

(3.61) By ([0,=))f = ;-1'3 E(la,b])f € ¥ (H)

b
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para toda f e HdH., Mas
(3.62) I2@R) = Ey((-=,0))(#) @ Ey([0,=)) (%)

Como EH((—w,O))(H) o up(H) o teorema estd demonstrado.
Q.E.D.

Para finalizar resta estabelecer a conex@o entre os resul-
tados acima e as auto-fungbes generalizadas dadas por (3.35). A
primeira coisa a fazer consiste em introduzir as transformadas de

Fourier generalizadas,

(3.63) ORI IR
R

Note que a férmula (3.63) faz sentido para todo & # 0 Dpois

.
mi;; € H, ._p(]R) < LEpGR) e f e 8(R). Vamos provar que & podem
9,

ser extendidos como operadores limitados a todo LZGR). Temos

Teorema (3.12) - Seja [a,b] = (0,=). Entdo,

(3.64) B (L2, b])El® = [ (3" £)(5)1° ag
e% € La,b]

para toda f £ S(R)

Demonstragio - Cembinando a formula (3.56) com a primeira equagio

do resolvente e com a transformada de Fourier segue que
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b
IE(Ca,b])2l? = 1im & [ IRO. * 1e)2]an =
¢}0 a

(3.65) b
1im & [ RO 2e)£) M 7an
elo a

Agora note que (R(z)f)A = (Ez—z)_1 %(g;z)A onde

(3.66)  #(5;2) = [ £(x) [(1 - RE)V) 9] (x)ax.
R

De fato, R(z) =R (z)(1 - VR(z)) de modo que, (R(E)f)h(§) =

= (2 - mE)NDNE). Mas

((1-WR(2)2) (8) = ((1- RE2I9Y) =

(3.67)
= (2] @ - REDVIP)

e o lado direito desta igualdade é precisamente a fung¢ao f(gsz)
definida em (3.66), Aplicando entfo o teorema de Fubini e o teo-

rema da convergencia dominada, obtém-se

b

Ioy(ta, 2121 = 2in & [ aMR(: = 16)2)% =
a

b |E(EAx1e)]?

(3.68) 13 dgiJ' ar =
] elg [ZR L P (|€|2—1)2+32

~ +

[ |%(55181% £ 10)]%a5 = [ [(F £)(2)]%az
£2¢la,b] g2¢la,b]

e o resultado estd provado. Q.E.D.
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0 Teorema (3.12) tem como conseqiiéncia imediata o
Fxercicio (2.13) - Seja S € B(R). Entdo

(5.69) lIEH(S)f1|2=J' 17 £(9))%s .
g2es

Em particular a restriéﬁo de EH(.) a (0,=) & absolutamente
continua e se 8 = (0,*) segue EH(O,m)) = Hac(H) (como ja sa-

bfamos devido 3 demonstracgio do Teorema (3.11)) e

(3.70) lzg(0,=) 21 = " £]?

para toda f € $(R). As aplicagdes 7 podem portanto ser exten

didas de maneira tmica como operadores limitados definidos em to-
4

do o LZGR) e (3.69) wvale para toda f ¢ L2(R) (com ¥ deno-

tando também as extensd=s em questdo). Mais ainda,

.73 - )" o
(3.7D) Ey(s) ()xigzesl
e portanto

(3.72) Eg((0,=)) = (3)" 7.

Resta agora provar que os operadores de onda sao fortemen-
te completos no sentido definido par (1.357) e(1.38)., Para comegar
+
convém introduzir as transformadas inversas generalizadas G e

las férmulas,
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* 4 *
(3.73) G = (%)
Entzo,
Exercicio (3.14) - Prove que
x 2
(3.74) g f = lim o {x)f(E),., f ¢ L°MR)
J X € g

J
onde Kj <R & uma sequéncia crescente de conjuntos compactos

o0
taigs que U Ky =R\ [0} e o limite deve ser interpretado na to
J=1

pologia de LQGR). Além disso,

+

{3.79) ker ¥ = HP(H)
+ +

(3.76) ¢ ¥ =P, (H)

(3.77) F gt -1

onde PaC(H) denota a projegio ortogonal sobre Hac(H). Verifi~

gue também que os operadores
£ 2
(3.78) G s L°R) — ¥, (H)

(3.79) 7 s, (1) — 12@®)

oo (D)

sdo unitdrios e que vale a relag@o de Parseval generalizada, i.e.,

N +
(5. 80) 1212 = = I(eloy)|? + 172)?
3=1



-167-

N , o~ "
onde {wji_ é a colegdo das auto-fungles usuais de H e N po-
J

de ser infinito (e nesse caso a série obtida é convergente).

Finalmente,

Teorema {3.15) - Os operadores de onda W, associados ao par H,

H, sdo fortemente completos. Na verdade,
. + %
(3.81) C by = (F7) 5,
Demonstragéo - 0 que segue & apehas um esquema dos argumentos

que conduzem a (3.81}. O leitor diligente ¢ convidado a justifi-
car rigorosamente todas as passagens abaixo. Vamos considerar

W . Ocaso b_ é idéntico. Bm primeiro lugar note que

=]

- -igH
(3.82) W = s—lim 2€ J ds ¢~28s ¢18H misH,
0

+ t]|0

Como todas as familias de operadores em quest3o s3o uniformemente

limitadas, para provar (3.82) basta veriricar que

o

(3-83) - W f = 1lim 2¢ ds 8—255 eiSH ewiSHo .
+ el0 0

para toda f ¢ S(R). Seja entao

Ao

=-2es isH -1sHb
h{e) = 2¢ I ds e e e f,
0

= - lim [ ds ad— (72%%) & o £
Tt 0
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com T ¢8(R). Intégrando ﬁor partes,

t
. -gs isH --isH0
k(g) = - 1lim |e e e -
v 0
t o6 o .
r . —288 4 isH —15Ho
(3.85) e [ ds e a‘g (e e f)
0
t .
-2€s d isH —:LsHo
=f + 1lim J e = {e e f)ds
0

trreo

“

Tendo em vista (3.84) segue que

1lim h(e) = £ + lim ds & (e e £) =
e:to ' ) ) I ds

(3.86)

=1+ W+ f-1f-= W+ kil

Isto prova (3. ). Agora,

-]

' ~es isH ~es isHo *
{3.87) b, = g=1lim 2¢& [ ds(e e e e )

0
Mas se A € um operador auto-adjunto o cdlculo funcional mostra

que

[--]

-63 ias -ish -1
(3.88) [ (e e e ds = i(A-(Mic))
0

e portanto (3.87) pode ser reescrita na forma {aplicando a iden-

tidade de Parseval!),
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-}

(3.89) ' lb+ = s;—ﬁi.ém 16—1 I : de_-(x? iE)Ro(X+iE),

(-]

Mas R(z)(Ho—z) = R(z)(Hb-+VW-z) - R{(z)Y =1 - R(z)V se Imzf()

de modo que,

+o
(3.90) b, = s:iém = I-m(l-R(k-ie)V)Ro(k-ie)Ro(l4—ie)dl
Sejam f,g € S{R). Entao,
.I.r.n
(3.91) (W+f|g):=§T3 [;mdl F(R, (A-ie)R (A+ie)f|q(r+ie)g)
onde
(3.92) g(h+ie) = (2 - VR(:A +ie))g

Aplicando entfio a transformada de Fourier usual,
- A
(W flg) = Lim ar £ ((R_(A-18)R_(A+ie)£)" | q(r+ie) ) =

—n

1 - A
=11 dn = a £(g)(q(r+ic))
140 L & IRB S e L et )
e sey & = (a(h+1e))"(e)
= m — =
eio [_m : v [_m (|§|2-k)2+s.-2
+= oo +o

] " ah .
= %13 [_m ae F(g) % Lﬂ m [ c:lx % (x) (1-VR(M+ie))g =
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+o 4o @ =
. [ .
= 1_1.3 I_” dg %(E) - [-m W J-m dx g(x) (lwﬁ(l-lG)V)wg =

.l.@
_ [ ag 3(2)(3*e) (5) = (3,2 15%8) = (@) 3.2 ]g)

e isto encerra a demonstragéo.
Q.E.D.
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capfTULO0 IV

TEORIA DE ESPALHAMENTO COM HAMILTONTANAS
DEPENDENTES DO TEMFO

Neste capftulo vamos considerar a teoria existente no caso
em que & hamiltoniana em questao depende explicitamente do tempo.
Como veremos, tal +teoria estéd longe de ser tdoc satisfatd-
ria como aquela estudada no capitulo anterior. Existem essencial-

mente duas situagles distintas a saber,

a) a dependéncia temporal é amortecida. Neste caso o potencial
deve satisfazer condigdes de integrabilidade e/ou variagao li-

mitada em relacio i variavel t em topologias convenientes.

b) a dependéncia temporal & ndo amortecida. Nesta situagdo se en
contram os potenciais periddicos e quase-periédicos (no tempo)

que sdo de grande interesse em fisica.

Antes de prosseguir convém notar que a grande dificuldade
envolvida no que segue consiste em identificar os estados de espa
Thamento. De maneira mais precisa, leumbre gue no capitule ante-
rior fomos levados mais ou menos naturalmente a conjectura que o
egspago de estados LEGRn) se decompbe na soma direta ¥ (H) @

ac

® ﬂp(H) e além disso Hac(H) & exatamente a colegio das condi-

¢bes iniciais para as quais a solucdo da equagdo de Schridinger é

assintoticamente livre (i.e., se comporta como particula livre
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guando t — to), £ necessario entfio obter um substituto para
este subespac¢o quando a hamiltoniana depende explicitamenfe do
tempo. Na verdade este € um problema difficil e s80 muito poucas
as situagbes para as guals existe uma resposta satisfatéria. O
caso a) foi estudado em [77] e E?S], onde aparecem formula-
¢3es abstratas do problema juntamente com aplicagdes a operadores
da forma H(t) = H, + q{t). Tipicamente, toda soluclo da equagio
de Schrédinger se comporta como uma particula livre quando t—* *w,
Nao existem estados ligados. O segundo caso é bem mais complica-—
do e certas anomalias podem ocorrer (veja [79] e a se¢8o 2). Den~
tro do nosso conhecimento, apenas o caso periddico foi tratado de
maneira satisfatéria ({671, [73], [801, (811, [82]) restando as-—
sim uma grande variedade de problemas em aberto. O caso quase-pe

riédico por exemplo gue é multo interessante permanece intocado.

Nas segdes que seguem vamos tentar descrever os resultados
de uma parte dos artigos mencionados acima procurando evitar ao
méximo as complicagbes técnicas (que sfo muitas!). Além disso,
neste capitulo suporemos sempre a existéncia de um Unico propaga-

dor associado a qualquer das equagdes que considerarmos.

1. 0 caso amortecido

Para fixar as idéias, suponha que V(x,t) satisfaz,

Iv(‘at) = vl("t) + vz('st)s teR
(1.1) .
le -1 @), v, ¢ 2a)
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de modo que H(t) = H, + v{.,t) & um operador auto-adjunto com
D(H(L)) = D(HO) = H20R3), t ER. Seja & = D(H,) munido da” nor

ma do grafice, i.e.,
2 2 o 2
(1.2) lell = ﬂf[le + |H, fllL2 , f€8

Note que V(t) € B(®, L20R3)) para todo t ¢ R fixo.

Em analogia com o caso das hamiltonianas independentes do
tempo defina os operadores de onda (com .condigio inicial no ins-

tante s) como sendo,

o =1{t~s)H
(1.3) W (s) = W (H(.), H ;8) = s=lim U(t,s) e °
t'-l‘_tm

caso estes limites existam.

Exercicio (1.1) - Prove que W,(s) existe para algum s € R se

e s6 se W.(s) existe para tode s € R e nesse caso
% —i(s—s')Hb
(1L.4) - b, (s') = U(s,s') ®.(s) e , 5,8' €R
Devido ao Exercicio (1.1) podemos supor sem perda de gene-
ralidade que & = 0. Para simplificar a notagZo escreveremos sim
plesmente W,(0) = W, = W, (H(.),H;). A primeira coisa a notar é

a

Proposic¢iio (1.2) - Suporha que V(.,t) satisfaz (2.4) do Capftu-

1o II e além disso
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(1.4) v(.,t) € L1t = a}, B8, L°R7))

para algum a > O, Isto significa que a fungio tr v(t) & in-
tegravel no sentido de Bochner ([32]) em la,=). Entio o operador

W .
N existe.

, ”

Demonstragéo ~ Observe primeiro que exp(-itHo) € B(2) e e unita
rio para todo t € R. De fato, estas afirmagles s@o uma conse-

quénecia trivial da férmula
-itH 2 -itH
(1.5) Me ©xif =1lzh +la,e °zll =0, ter

Vamos agora aplicar o método de Cook-Kuroda. Seja

% =it
(1.6) w(t) = U(5,0)" 6 O

de modo que ¥, = s=lim W(t) se o limite existir. Uma vez que
+ o

W(t) & uniformemente limitado, basta provar que o limite existe
em um sub=conjunto denso de LzﬂR) gue tomaremos como sendo
H20R3) = D(H,). Tendo em vista a primeira aplicag8o feita na Se~
glo 2 do Capitulo II segue que W(t)f pode ser derivado na topo

logia da norma de L?GRB)-Calculando a derivada e utilizando as

—i(t-t!
equacSes diferenciais satisfeitas por U(tst') e (-t
obtém-se

& * -isH,
{1.7) Wit)E ~ B(E")E = -1 l’ U(s,0) V(.,s) e fds
't'

Congeqiientemente,
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t

(1.8)  Joct) £ - w(s)g] s] QDI I£las

& 8, 1 (R7))

e o resultado estd provado pois devido a condigdo (1.4) o lado di

reito de (1.8) tende a zero quando t,t' —=,
Q.E.D.

£ claro que vale um resultado andlogo para ¥_. A proxima
coisa a fazer é atacar a questdo do completamento dos operadores
de onda. Utilizando métodos andlogos aos do Capf{tulo ITI é fécil

verificar

Exercicio (1.3} - Prove que se f € R(W+) entdo U(%,0)f se com
porta como particula livre quando +t —*=, i.e., existe (uma ﬁni

ca) 9 € H = L?GRB) tal gue,

~1tH
(1.9) lim |u(s,0)f - e ° sl =0.
‘H-b..{.. ©

Resultado andlogo vale para W_.
E portanto natural tentar identificar a imagem dos operado

res W, e verificar se elas coinscidem entre si e com a colecdo.

dos estados de espalhamento, i.e.,, a classe das f € LEGRB) tais

que

(1.10) lim P(t,3;f) =0

ot

para todo B8 cR? 1limitado e mensurdvel, onde P(t,S;f) é a pro
babilidade definida na equagdo (0.9) da introdugéc. No caso amor

tecido a resposta é muito simples. Com uma hipdtese adicional
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(veja o Teorema (1.4) abaixo) segue que R(W. ) = L20R3), ou seja
todos os elementos do espago de estados d3o origem a estados de eg
palhamento. Em outras palavras ndo existem estados ligados. Pa-

. . : : I *
ra provar este resultado, basta mostrar que s-~lim w(t) existe
. e 13

pois nesse caso & facil verificar que W_ ¢ unitario. De fato a

existéneia do limite acima implica que

SR W = s-lim b, (t)
+ Flrvit
(1.10) e
e oW o=1
+ + o+ T+

Devido a essa observagao é natural tentar aplicar o método
*
de Cook-Kuroda a W(t) . WNotando que U(t,t')(®) <9, e argumen
tando como na proposigio (1.2) obtém-se -

t
(1.11)  fu(e) "t - w(e') el = [

la(s)lg g, uy 10Cs,0)£] ds
.t!

onde ¥ = 12(R%), @ = D(H,) = H2(R’) munido da norma do gréfico
I il (veja (1.2)) e f ¢ %. Agora, & possivel provar (veja a

segdo 2 de [77] e a demonstragdo do teorema 2 de [83])
(1.12) lut,t*)ligeg) = € explC Var(Vilt,t'))]

onde C > 0 ¢é uma constante e a variagdo de uma fungao & defi-
nida em um intervalo I R  +tomando valores no espago de Banach

X & dada pela quantidade,

1
(1.13) Var(3,I) = sup 251 Te(ty,) - 2(eyly
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onde o supremo deve ser tomado sobre todas as gseqiiéncias finitas

em I da forma to < tl < t2‘< see = tn. Entao

Teorema (1.4) - Suponha que as condigdes da Proposigdo (1.2) sdo

satisfeitas e que além disso

(1.14) Var(vV; R) =K < =,

Entio os operadores de onda sao unitdrios.
Demonstragao — Combinando a equagdo (1.11) com a hipdtese (1.14)
segue que,

| t
(1.15) lece) s - w(') sl s Kl I la(s)lp(s,u)ds
t'

para toda f € £ e o teorema esta provado.
Q.E.D.

Para finalizar esta segdo é conveniente fazer alguns comen
tarios. Observe em primeiro lugar que os resultadﬁs aqui apresen
tados sao muito diferentes'daqueles obtidos no caso das hamilto-
nianas independentes do tempo. Por exemplo, como mencionado no
final da segio 2 do capitulo III os operadores de onda usuais
nio existem no caso do potencial Coulombiano V_(x) = C‘X|_1 e a
teoria deve ser modificada. No entanto é muito fédcil verificar

que o potencial

(1.16) Y (x,t) = ¢ exp(-e|t[) |x]™t



~178~

satisfaz as condigdes de integrabilidade e variag@io limitada do
Teorema (1l.4) (a nio diferenciabilidade de V(.,t) em t =0
néo atrapalha em nada a existéncia do propagador; como mencionado
na se¢do 3 do Capitulo II é possivel substituir a diferenciabili-
dade forte da familia A(t) por hipdteses mais fracas, [46],
[471). Consequentemente, se € > 0, os operadores de onda asso-
ciados a Ve(x,t) exigtem e s@o unitidrios. £ entao extremamente
tentador procurar tomar o limite quando ElO da teoria obtida
com € > O e assim tratar o caso Coulombiano. Infelizmente nao
é possivel fazer tal coisa, Dollard ([84]) provou que os operado
res de onda construfdos com € > 0 nfo tem limite quando ¢|0

e mostrou como modifica-los de modo a obter a teoria correta ao
tomar o limite €|0. Na segio 3 faremos mais alguns comentarios
sobre este tipo de procedimento no caso de campos elétricos depen

dentes do tempo.

Cabe também notar que se retirarmos as condigdes de amorte
cimento certas anomalias podem ocorrer. Em [79] Jafaev exibiu
um potencial para o qual existem vetores ortogonais é'imageﬁ'de
W , Que ainda satisfazem (1.10). ©No entanto, como veremos na
préxima segio, tal coisa ndo ocorre no caso em que o potencial é
periédico. Finalmente, o leitor interessado encontrara algumas

informacSes sobre o caso geral (i.e., amortecido ou n3o) no teo-

rema 1 de [67]).

2, 0 caso periddico

Para fixar as idéias, vamos supor de saida que V(x,t) sa~
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tisfaz a condicdo (2.4) do Capitulo II e & uma fungio pericdica

com periodo 2m, i.e.,
(2'1) V('7t+2ﬂ) = V('!t)

para todo +© € R. Estas hipdteses como sabemos garantem a exig-
téncia do propagador associado a equagdo de Schrodinger com ha-
miltoniana H(t) = Hy + v(.,t). Além disso devido & periodicida-

de temos
{(2.2) Ut +2m t'+2mn) = U(t,t')

para todo t,t' € R. De fato, é multo fécil verificar que

u(t,t" )y e V(t+2m t'+2m)y satisfazem

(2.3) i g-% = H(t)y, 4(0) = v € D(H,) < @.

Agora, a existéncia dos operadores de onda, definidos como
em (1.3) da seclo anterior, pode ser provada utilizando o método

de Cook=Kuroda. Mais precisamente,
Exercicio (2.1} ~ Suponha que V(x,t) pode ser escrito na forma

(V(x,t) = (L+ 1x12)" Vy(eb) ¢ U0e,t), B> 1/2

2.6y Ta(®)= °®), v, € °®)

Vj(-,t+2ﬁ) = Vj(‘,'t), t €R, J=12
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t €R vj(-,t) sdo funcdes limitadas em
(2.5) )
r@’) ¢ *®), J=1,2.

EntSo os operadores de onda (definidos em (1.3)) existem.

Sggestﬁo: Verifique se a demonstragio pode ser feita exatamente
como no Teorema (1.10) do Capitule III.)

0 préoximo passo consiste como de hdbito em caracterizar as
imagens dos operadores de onda. Este problema é muito mais difi-~
c¢il gque no caso amortecido. Ele pode ser atacado do ponto de vig
ta "tempo independente" (i.e., estudado das propriedades dos re-
solventes de certos operadores apropriados) utilizando o chamado

método de Howland ([11] vol. IT, (731, [781, (803, f81]l, (82},

{85]). Na verdade o método pode ser empregado no caso geral(amor
tecido ou nﬁo), mas sua eficiénecia é seriamente reduzida devido a
certos problemas técnicos que ndo ocorrem na situagdo periddica.
Por esta rezdo vamos nos limitar a apresentd-lo neste Ultimo con-
texto., A idéia bdsica em questdo consiste em colocar a varidvel
temporal em pé de igualdade com as variaveis especiais. Neste
sentido o método de Howland é o andlogo quintico do trugue classi
co que permite obter um sistema conservativo a partir de um nao
conservativo, a saber, adicionar uma equagﬁo (com tempo e energia
como varidveis conjugadas) as equagdes de Hamilton que descrevem

o0 sistema em esiudo.

Para entender o que deve ser feito, & conveniente comecgar
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com algumas observagdes sobre o propagador no caso periddico. Ex
periéncia anterior com equagses diferenciais com coeficientes pe-
riddicos indica que o comportamento das solugdes deve ser deter-

minado essencialmente pelo operador de Floquet (ou gperador de

perfodo) associado, que no nosso caso é o operador unitario
U(2m,0). As propriedades usuvais de U(t,t') Jjuntamente com (2.2)

implicam,

JU(t+2'rr,0) u(t,0) U(2m,0), * €R

(2.6)
1U(9+21'r-{,,0) = u(9e,0) U(2'n‘,0)"', eefo,2n], 1€ Z

Exercicio (2.2) - Prove (2.6)

Para extender a conex@o entre a teoria espectral do opera-

dor de Floquet e a equagdo de Schrodinger, seja . ¢ tal que
(2.7) u(2n,0)8 = e"2™M* g

para algum M € R (lembre que U(2m,0) & unitério). Seja

(2.8) o(t) = e  y(t,0)0.

EntSo a primeira relagdo em (2.6) implica que #(t) ¢é periédiqa

com periodo 27 e um calculo simples mostra,

1 d _
(2.9) (3 & + o ) o) = 200
: Ve -- '1. d
Portanto ¢(t) & uma auto-fungao do operador Tt H(t) e
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e-ikt ¢{t) = U(t,0)¢ & a solugdo de (2.3) com & = @¢. Recipro-
camente, suponha que ¢(t) & uma solugiio periddica de (2.9). Ndo

é diffeil verificar que,
(2,10) v(t) = ™M gt

satisfaz (2.3) com ¢(0) = ¢(0). Mas entfc devemos ter Y(t) =
= U(t,0) ¢(0) = U(t,0) #(0). Tomando t = 2m obtém-se {(2m) =
= U(2m,0) ¢(0). A periodicidade de ¢(t) e a definig8o de ¢(t)
implicam entdo que U(27,0) ¢(0) = o~2mik #(0). Estas observagoes
sugerem entdo que para entender a teoria espectral do operador de
Floquet ¢ preciso estudar o operador % é% + H{%) com "condigdes
de contorno peridédicas em [0,27]". Antes de prosseguir convém
fazer uma observagfo critica: os argumentos que ligam os ope-
radores u(2m,0) e % é% + H(t) funcionam tanto no caso de
auto-funcées usuais, i.e., as que vivem honestamente no espago de
Hilbert em questdo, assim como, pelo menos formalmente, para as

auto-funcdes "associadas ao espectro continuo’.

Para implementar rigorosamente as idéias descritas acima,

sejJa T, a {dnica extensidoc auto-adjunta de

D(T,) = {£ € c™(lo,2n1) | £(0) = £(2m)}
(2.11)
%Of =%—§¥, £ ¢ o(t,)

em LZ( [0,21]). A teoria elementar das séries de Faurier mostra que Ty

possui um conjunto ortonormal completo de auto-funges dado por,
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1/2

(2.12) % (t) = {ow)~ exp(ikt), k € Z.

Seja agora K = L?GRj) 4 I?(EO,Zn]) o produto tensorial de
LEGRB) e I?([O,Zﬁ]), i.e., o fecho da colecdo de todas as
combinagoes lineares de fung¢des da forma g(x) £(t), ge L20R3L
fe L2(EO,2n]) em relagic & norma

27

(2.13) oGl = [ ax [ atlote0)l?
R 0

Exercicio (2.3) - Prove que
(2.14) ¥ ~ 12’ x[0,2m1) = 12(Lo,2n],12@®3))

onde o simbole = significa que os espag¢os assim relacionados
sf0 isometricamente isomorfos e I?(I,X), X de Banach dencta a

colegdo das f: I — X, I « R ‘tais que

(2.15) lel2, = J uf(t>u§ it < =,
L*(1,X) T

Daqui por diante as identificacbes em (2.14) serfio usadss sem
maiores comentirios. O leitor interessado deve consultar [11],
vols. I, II, IV para maiores informagoes sobre produtos tenso-
riais. Além disso, uma excelente discussfo da relac@o entre es-
tes objetos e o método de separagdo de variaveis pode ser encon-
trada no Capitulo VI de [86]. Sejam Jk e Gk’ k € Z os ope-

radores,
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(2.16)  (3,@)(x,8) = (208,)(x,1) ®(x) B(t), @€ PE®)

2
(2.17) (G £)(x) = at o, (t) £{x,t}, feEx.
0

mxercicio (2.4) - Prove que,
’ _ 2403
(2.18) G I ® =8 9 FELR )

(2.19) (6 flw)y = (£]3 ©)y

e N
(2.20) T J. G =s=lim T J G =1
jomo K KT Tiae koy KK

onde &,  denota o delta de Kroenecker. Além disso vale a iden
L

tidade de Parseval, i.e.,

2 +o 2
(2.22) Izl = = fg £l <=
.4 ke
para coda f € ¥.

Observe que o exercicio acima é nada mais nada menos que
um resumo da teoria 1? de séries de Fourier no caso em gque as
funcdes a serem expandidas tomam valores em I?GRj)! 0s vetores
(ka) € L2GR3) si50 simplesmente os coeficientes de Fourier de f

‘ou se o leitor assim preferir, a aplicagao k € Z —* ka € a

transformada de Fourier de £ € X.

Estamos agora em posiglc de definir o operador (% é%-kH(tn
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com condigdes contorno periddicas em [0,2n]. Seja

D(H,) = D(H,)® D(T,)
(2.22})

s

l®T°+H°®1

onde se A e B 880 operadores auto-adjuntos em LZGRB) e
I?(EO,ZH]) respectivamente, a notagido (A ® B) representa a Uni

ca extensfo auto-adjunta do operador linear definido por -

K
(A@B)( X C g ®o)xt) =
‘ =1
(2.23)

K
= £ ¢ (ag)(x)(B®) (t)
J=1

onde g € D(A) e @ € D(B), (veja [11] vols. I, IT, IV e/ou

feel).

Exercicio (2.5) ~ Prove que

(i) o resolvente e a fam{lia espectral de T, tem a forma

(2-24) R,(z) = (]Ho--z)"l = I:zm T R (z - k)G
+m
(2.25) E,(8) = kzﬂw Iy B (8=k)Gy

onde ambas as séries convergem em B(L20R3)) com Imz £#0 e se

s & um boreliano contido em R, S-k = {e €eR|eo + k¢ s}.

{ii} o operador fmb possui um conjunto ortonormal completo dado

por,
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(2.26) O, g (5, 1) = 9,(%) 95(x) = (9, @ ) (x, %) .

Tsto significa que a aplicag8o

27
{(2.27) (F£)(E,k) = Lteiem. [ dx [ dt @, g(x,t)f(x,t)
> 0 ’

& un operador unitdrio de ¥ em F(¥) = L°(R7,df) ® ¢%(z ). Além
digsso F diagonaliza H, no sentido‘que F transforma M, mno
operador maximal de multiplicag@o por '(|€|2 + kY em F(X)., Fi-
nalmente, devido aos fatos que H, @ 1 e 18T, comutam e gue
T  gera o grupo das translagles temos

o

~-icH -iUT0

-ioH
o U0 g(e,4-0) = (e ge  °£)(xt)

(2.28) g

= (e % £(e,2=0))(x) = (Uy(t,t-0)f (-, T-0)Xx)

onde U(%,t') = exp(-i(t-t')H,).

Agora, se V(.,t) satisfaz a condigdo (2.4) desta sec¢do
{ou mais geralmente se V{.,t) = Vl(-,t) + Vé(-,t) onde Vi(-,t)E
€ L:GR3), Vo (+,t) € 1°(R°) sdo fungBes limitadas de t) uma

aplicacio simples do teorema de Kato-Rellich mostra que,

(2,297 H=H, +V .

é auto-adjunto em D(H) = D{H,) onde V denota o operador de

multiplicaglo por V{(x,t) em ¥, Além disso,

Exercicio (2.6) - Prove que,
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(2.30) (e™* H £y = (u(%,t-0)2(-,t-0))

onde U(%,t') é o propagador associado & hamiltoniana H(t). Mais
ainda, os operadores de onde w(H(-),Ho;s) definidos em (1.3)

existem para todo s € R se e s6 se og limites
{2.31) © wyfH, H ) = s-lim eic]H e~io H,
- o fo 0 2t

existem em ¥X. Neste caso temos

(2.32) o (H, H ) (x,8) = (W (s)£(+,4)) (%),

Tendo em vista estes comentarios é natural estudar a teo-—
ria espectral do operador M e depois traduzir os resultados pa-
ra o operador de Floguet do sistema (lembre da conexao entre os
dois via auto-fungdes descrita logo apds o Exercicio (2.2)). Como
H e H s3o operadores fixos no espago de Hilbert ¥, podemos
utilizar métodos tempo-independentes do tipo descrito no capitulo
anterior para estudar o espectro de H e a teoria de espalhamen-—
to asgociada. Deve—se notar no entanto que o problema agora é
muito mais dificil que o caso usval de hamiltonianas independentes
do tempo. De salda M e H, nao sao limitados inferiormente e
seus espectros coinscidem com R. Mais ainda, nio & dificil veri

ficar que

(2.33) ZGHO)=.{|€|2+k|kezz e £eR)

de mode que EC[HO) consiste de uma superposigio de um nimero in-
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finito de semiretas, cada uma comegando do ponto k €Z. 0O es—
pectro do operador perturbado ¢ em principio muito mais complica—
do. Ainda assim, é possivel adaptar os métodos tempo independen-
tTes e‘eﬁjparticular as técnicas de 8. Agmon ([12]) para obter
uma teoria satisfatéria em certos casos. Antes de descrever tais
resultados lembre gue se A é.um operador unitario entaoc I(a)
estd contido no cireulo unitario e o teorema espectral vale para A
([241). £ entdo possiﬁe].definir Hp(A), Hac(Aj, ESC(A) e desenvolver
uma teoria espectral semelhante a4 dos operadores auto-adjuntos pa
ra o caso unitdrio. Utilizando os métodos descfitos acima, Howland
€

([801) mostrou que se o potencial g{x,%t) se comporta como |x|"2_

¢ >0 gquando |x|— = e & "bem comportado localmente" entdo
(2.34) 12R7) = ¥_(P) ® ¥__(P)
} - P ac

(2.35) u__(P)

ac

It

ﬁ(wi(H(-), HO))'
onde P = U{2m,0) ¢é o operador de Floquet do sistema,

Além disso & possivel provar que Hp(P) e Hac(P) s8o0
respectivamente as cole¢does dos estados ligados e de espalhamento.
De maneira mais precisa, f ¢ HP(P) se e s6 se dado € > O, exis

te R = R(e) > 0 tal que,

(2.36) sup P(%,{|x| = R}; f) < ¢
' teR

enquanto f € ¥ (P) se e s0 se

(2.37) lim P(t,8; £) =0
ke
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para todo S CR° mensurdvel, limitado.

Finalmente, gue saibamos, o‘compoftamento le-l—e, € > 6
guando |x| — = ndo foi tratado por métodos tempo-independen-
tes, exceto em certos casos especiais (veja o apéndice 2 de
£731). © caso de longo alcance também permanece aberto, mas al-

guns resultados foram obtidos por métodos tempo~-dependentes em

£671).

3. Campos elétricos periddicos no tempo

Nesta segdo vamos descrever alguns resultados recentes so-

bre o comportamento assintdtico das solugdes da egquagio

(3.1) i %% = (-4 & i g(t)xq + al(x))y

onde x = (xl,x‘) €ER xiRz, e=0, g ¢ Cm), g(te2m) =g(t),

t ¢ R com média zero em um periodo e q(x) €& uma fungdo mensu-
rével real que tende a zero suficientemente répide quando |x|—=.
As solugdes de (3.1) descrevem a interagdo de uma particgla quin-
tica (na aproxima¢do semi-clédssica) com um potencial estatico
g(x) e um campo elétrico e"eltl g(t)(1,0,0). Note que variando
¢ podemos controlar o periodo de tempo durante o qual o efelto
do campo & ndo-despresivel. Maiores informagdes sobre a fisica
envolvida em (3.1) pode sef encontrada em (87}, [88] e nas refe-

rénciaz ai contidas.

Antes de mais neda convém fazer alguns comentdrios gerais

sobre 2z equacdo de Schridinger com hamiltonianas definidas por
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operadores diferenciais da forma
-]
(3.2) A(t) = -& + 8(t) x; + a(x)

onde 6(t) & uma fungdo continua. Suponha que Y(x,t) satisfaz

(3.3) S OX

e defina

(3.4) @(x,t) = exp(ip (%) x1) ¥(x,%)

(3.5) x(x,t) = exp(iC(E)P(xy =2 O(t),x") X(x,t)
onde

(3.6) B1(t) = o' (%) = 8(t), ¢'(¥)=n(t)?

Umn cédlculo simples mostra entao que,

v 1 > 2 _
(3.7) | 1= [(-l- % g(t)) A*]tnqq:
Lo N
(3.8) igp=1(-b+ afxy - 28(t), x+))X

onde A* denota o laplaciano em relagdo & varidvel x'. Suponha
gue
a(x) =gq(x) + ay(x)
(3.9) : )
®
a ()€ L B) 0 C®), gy € PE).
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Entio é possivel mostrar gue o operador A(t) de (3.2) assim como

(3.10) Be) = G2 - pe)? - 2t 4 g
(3.11) H(t) = -8 + a(x, - 20(t), x*)

sdo essencialmente auto-adjuntos em CZGRB) (veja a sego 2 de
[737). Suas (Unicas) extensbes auto-adjuntas serdo denotados por
A(E), B(t) e H(t). Caso g =0 escreveremos Ao(t), Bo(t) e
H,. Agora, as duas aplicacdes contidas na se¢io 2 do Capitulo
IT implicam a existéncia dos propagadores associados, UA(t,t'),
Ug(t, 1), Uylt,t'), UAo(t,t'), UBo(t,tr), exp(-i(t~-t'}H,). Con-
vém notar que exceto pela existéncia de UA(t,t'), todas as afir
magles acima sdo validas com a condigdo gy € L: GRB)f1CGR3) subs

titufdas por q, € L°(R’). Definindo entfo

il

(3.12) (T()2)(x) = exp(ip(t) %1)f(x)

(3.13) (V(t)£) (x) = exp(i¢(t))Ef(x, ~ 28(t), x*)

com f € LZGRB), & fécil verificar que,

U, (6, t1) = T(6)F Uplt, t7)T(EY) =

(3.14)
= m()™ v U, ) V(E)T(EY)

para todo t,t'. Uma férmula andloga vale para o caso g = 0.
Note que isto permite obter uma férmula explicita para o propaga-

dor Uﬁo(t,t')!
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Com estes comentirios em mente vamos agora voltar a (3.1);
A dependéncia no pardmetro e serd indicada por meio super-indi-
ces, isto &, A(t), AL(t), UL(t,t'), Uzo(t,t'), %(t) e assim
por diante, Considere primeiro o casc ¢ > 0. Entao, pelo menos
formalmente, A°(t) — H quando t — *=, e portanto é de se es
perar que o comportamento assintético das solucdes de (7.1) seja
mesmo que o‘das'de

av

(3.15) i rriia HY

que descrevemos em detalhe no Capitulo II. Vamos supor daqui por

. diante que q(x) é um potencial de curto alcance, i.e.,

a(x) = (-“H—lxlz)_p (aq(x) + ap(x))

(3.16)
q, € @), q, € P@®), p > 1/2

de wodo que a teoria de espalhamento para o par H, Hj é forte=-

mente completa, ou seja,
(3.17) 12 @) = ¥y (H) @ ¥y, (1)
(3.18) Hoo(H) = R(u), ¥ () = {01,

Com o propdsito de comparar os comportamentos assintéticos
de (3.1) e (3.15) é natural introduzir operadores de onda dados

por
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(3.19) ¢ = r8(A(.),H) = s-lim Uy(%,0)" e M |
e :

Com esta definigdo temos,

Teorema (3.1) - Seja € > 0 e suponha que

al) = (a300) + a1 + 1x1D) ", > 1/2

(3.20)
q, € I°®) n c®), q, € P®)

Ent3o os limites em (3.19) existem e os operadores por eles defi-

nidos sdo unitarios.

A demonstragio deste resultadoe é muito longa e técnica
e pode ser encontrada em f89]. Em linhas gerais ela consiste

de dois passog. O primeiro deles é provar que og limites

(3.21) q,(85(+), H) = s-lim US(t,0)" e 1*
= trte D

existem e sao operadores unitérios. Isto se faz aplicando o mé—

tH ¢ 2 sua adjunta. A hipd-

* i
todo de Cook-Kuroda a UB(t,O) e
tese € > 0 & crucial neste ponto. Na verdade os limites em
(3.21) nfo existem se e = 0., O segundo passo consiste em mostrar
1EH e () omitH _ 1

(3022) s=lim ¢
Tt

e tomar o limite quando +t == na expressao
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U, (4,00 e T = 1€(0)7 uE(x,0)" 1(x) T -

(2.23) . )
— (TE: (0)—1 U;(t’o) e—ltH) (eitH Te(t) e—l'tH)

0 teorema (%.1) mostra em particular que L20R3) pode ser

escrito na forma
(3.24) I2R7) = TE(u,(H)) @ Tf (u, (1)) .

Tendo em vista a definicdo dos operadores Tg & fécil verificar
gue se T ¢ T;(HP(H)) {resp. rg(uac(n)) entao a fungdo de onda
UA(t,O)f se comporta assintoticamente come um estado ligade

(resp. estado de espalhamento). £ interessante notar, que dentro

do nosso conhecimento, a igualdade Fi(HaC(H) = PE(HaC(H)) é um

problema em aberto.

Vamos considerar agora o caso € = 0. Nessa situag8o o
problema & puramente periddico tendo sido analisadeo em [73] (ve~
ja também [67]). A primeira coisa a notar é que devido a hipdte-
se

21T
(3.25) g{t)dat = 0

0]
o operador (-A + g(t)xy + q(t)) tem (-A +q) como média sobre
ur periodo. Portanto é razoavel esperar que as solugdes de (3.1),
também neste caso, se comportem como as solugdes de (3.15) em al-

gun sentido. 0 que n3o é claro & em que sentido isto deve valer!

Para ilustrar este ponto considere o0 caso q = 0 onde devemos
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comparar as solugdes da equacdo de Schrédinger com hamiltonianas

82(t) e H,. Por simplicidade, seja g(t) = sen t. BEscolhendo

entdo
{(3.26) p(t) = -cos(t), ©(t) = -sen t
_t , sen 2t
(3.27) ¢(t) = § + SR 2E
tomando +_ = 2nm, n € Z' e aplicando a férmula (3.14) (no ca-

n
s0 g = 0) obtém—se,

%
1 (1,00 o"1Ho
A
)
(3.28)
ix, itpH, -ix, ~it_/2 itnH
=ele Oe le n e o
0 lema de Riemann-Lebesgue implica entfo que a seqiiéncia
em (3.28) converge fracamente a zero. Conseqlientemente o limite

forte ndo existe pois todos os operadores em guestdo sdo unité-

rios.

Agora, a teoria para € * O & perfeitamente satisfatdria
e & portanto razoavel tentar tomar seu limite guando ¢]0 vpara
tratar a situagdo acima. Como provado em [89] isto também nic da
certo: os operadores de onda usuais ndo tem limite quando e}0.
A situacfo é analoga a coneiderada por Dollard em t84] (mas muito
diferente do¢ ponto de vista técnico). 4 safda para a dificuldade
& tentar modificar og objetos basicos da teoria de maneira conve-
niente. Uma tentativa natural consiste em argumentar como no ca-

so das hamiltonianas independente do tempo, i.e., como g{x) —0
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quande |x|-—= e a grandes distancias de percurso correspondem
a grandes periodos de viagem é tentador comparar as solugoes de
(3.1) e

ag
(3.29) e I NORY

Para isso é preciso introduzir operadores de onda modificados a

saber,'os limites

(3.30) wy (AC-),A0(+)) = s-1im US(%,0)" 1°,(%,0)
. 'b-’im A
O

caso existam. Em outras palavras, estamos substituindo H° por
Ag(t). Estas idéias funcionam perfeitamente bem. Combinando a
transformacgio (3.13) com o método de Howland (como descrito na

secBo anterior) & possivel provar ([73]),

Teorema (3.2) -~ Seja q como no teorema (3.1). Além disso supo-

nha que

B
(3.31) 22 12@®)

bxl
onde a derivada é calculada no sentido das distribuig¢des. Entdo
o -
os operadores wi(Ao(.), Ag(-)) existem ¢ sfo completos no senti

do que
(3.32) P®) = ¥,(P) @ 1, (P)

(3.33) R(2(A%(-),40(+)) =1 (P)
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onde P = Uﬁ(Zﬂ,O) & o operador de Floguet do sistema. Além dig
so, f¢ HP(P) se e 86 se dado € > 0 existe R = R(e) > 0 tal

que
(3.34) sup P(t, {|x| = R};f) < ¢
tER

enquanto que f € #, (P) se e sd se,

(3.35) lim P(%,8;f) =0
t-i.im

gqualquer gque seja S CIR; mensuravel e limitado.

Para finalizar devemos fazer alguns comentarios. Em pri-

. 09y 2, 3. ., .. ,
meiro lugar a condiggo e € I7{R’) ¢é uma hipotese tecnica uti-
1

lizada em [73] para conmtrolar a "singularidade mével" em
qp(xq - 28(t), x*). Ele é um pouco embaragosa, pois 4, é conti

nua na diregdo X;, e seria desejivel retird-la.

As relacdes (3.34) e (3.35) mostram que HP(P) e nac(P)
s3o respectivamente a colegdo dos estados ligados e a colecgso dos
estados de espalhamento da teoria. No entanto é importante ter
em mente que a evolugdo livre no caso € questdo é determinada por
Ag(t) e nfo por H,. Do ponto de vista da fisica este fato & um
tanto constrangedor. Apesar das dificuldades descritas acima,
ainda é de se esperar que seja possivel comparar UX(t,O) com
e~ o portanto com e~1tHo  tendo em vista o caso independente

do tempo. O leitor interessado deve consultar (a7] e [88] onde

tal comparagéoc é feita formelmente e aplicada a problemas de ioni
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zagao. A saida consiste novamente em modificar os operadores de
onda incorporando a eles o comportamento assintético correto. A
situagio presente é, de certa forma, analoga a dos potenciais lon
go alcance independentes do tempd. 0 campo elétrico oscilante
tem um "efeito de longo alcance no tempo" pois além de durar para
sempre, ele é no casc .6 > 0 uma perturbagdo muito forte para
certos valores arbitrariamente grandes de +t. Em [89] o leitor
enicontrard a modificagao mencionada acima e o estudo dos limites
gquando elO. Nesse trabalho sdoc introduzidos operadores de onda

modificados da forma

~ -itH
(3.36) wf (A(-),H,) = s-lim Up(t,0)" 4°(t) e °
-t—b'."-m

€ . . "
onde €= 0 e A (t) é um operador que cancela as oscilacgdes
r = ~ . ~ » 2
responsavels pela ndo existéncia dos operadores de onda usuais.
A teoria assim obtida é satisfatdria mas os detalhes técnicos sio
hastante complicados e por isso nos limitaremos a remeter o leltor

a [89]. Cabe no entanto notar que a fungdo ¢ +— wz(A(-),Ho) é

fortemente continua e que

(3.37) A (M), 1)) = B (8°(+), Ag(-)).

Este resultado é extremamente agraddvel pois ele mostra que o5 eg
o "
tados de espalhamento associados a Ap(t) e Ao(t) s&o exatamen

te os mesmos gque agueles correspondentes a A (%) e Hy .

]
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.",,, Quoth the Raven, "Nevermore." ..." [90]
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