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INTRODUGAO

As.curvas integrais . de um campo de +vetores holomorfo

Z: U — t? em um aberto U de ¢n

definem uma folheag¢do holo-
morfa 32 de dimensdoc complexa um, com singularidades nos pontos
onde Z se anula. As folhas de 3, (fntegrais de Z) sao defi-
nidas localmente pelas solugdes da eguagdo diferencial

dz

a',:'[‘- = Z(Z)

parametrizadas por T < C.

A estrutura topoldgica de 32 na vizinhanga de um ponto

regular de Z ¢é trivial, iste &, 3, é equivalente a uma folhea
¢c8o produto. Ja na vizinhanga de um ponto singular de 2Z, a fo-
lheagdo 32 pode oferecer um comportamento topoldgico bastante

complexo, mesmo quando n = 2.

0 objetivo deste livro é‘apresentar,‘num contexto unifica-
do, uma andlise desta situacdo em dimensdio dois. Utilizaremos pa
ra este fim um método de resolugdo de campos de vetores por trans
formagdes quadraticas. O método é ilustrado nos Capitulos I e IT,
onde se expde a teoria classica de resolugdo de curvas e o Teore-
ma de Resolugfio para campos de vetores. Via este método,mostra-se
que é possivel reduzir o estudo de qualquer singularidade 3 andli
se local de singularidades irredutiveis, mais a andlise dos inva-

riantes globais da resoluglio, O0s tipos irredutiveis sdo caracte-
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rizados, e dentre eles a singularidade hiperbdlica e a sela-nd séo
classificadas analiticamente (Capitulos III e IV). A resolugio é
aplicada na demonstragao de dois resultados fundamerntais da teo-
ria: a caracterizacio topoldégica dos campos que admitem integral

primeira (Capitulo V) e o Teorema da Separatriz {capitulo VI).

Agradecemes a Lais Ventura Santos pela datilografia efici-
ente e tratamento atencioso.
Maio de 1987

César Camacho
Paule Sad
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CAaPfTULO T

SINGULARIDADES DE CURVAS PLANAS E RESOLUCAC

Discutiremos aqui de maneira informal a topologia local
£a 2 2 L) .
das curvas analiticas em €, e como ela & influenciada pelo uso

de transformag¢des quadrdticas.

§1 -~ Pares de Puiseux

Consideremos.a curva analitica € de um aberto U< @2,

sendo (0,0) € C. Tem—-se que C = {(x,y¥} ¢ U; f(x,y) = 0} para
alguma fungfo snalitica f£: U= €. Caso 4f(0,0) # 0, podemos
ver C como praticamente uma linha reta numa‘pequena vizinhanga
de (0,0); entretanto, se df(0,0) =0 (diremos que € é sin-
gular na origem), encontramos uma topologia bastante rica. De fa
to, se By = [(x,v) € Cz; ]xl2 + |y|2 < RE), para R > 0 sufici-
entemente pequeno € & transversal a th e conseqlientemente

CR =Ccn OBR e uma curva fechada de dimensfo real 1 dentro de
bBR, ou seja, um lago., No caso presente, um lago bastante espe-

cial, cuja descric@o depende dos pares de Puiseux de € em (0,0)

Para iniciarmos com um exemple bastante simples, tomemos

2

¢ = {(x,y) ¢ €=; y2-x3 = 0}. Numa vizinhanga pequena de (0,0)

a curva C encontra-se proxima ao eixo y =0 pois lim lzl.: o
x=+0 |x|

ao longo de C. Portanto, pode-se descrever CR’ para R * O
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pequeno, a partir de C N T, , onde Tg = {{x,y)¢ ®2; %] = R,
Iyl s R} & um toro sélido de eixs Ly = {(x,y) € €2 |x| =R e
y = 0}. Vamos descrever C N TR em relagio a LR' Parametriza-

mos LR como

x(g) = R ™8 g ¢R.

Resulta que C N TR' estard parametrizada. como

v(s) = /2 ™0 ¢ ¢ R,

Portanto, ac percorrermos C N T, ao longo da diregao LR
executamos simultaneamente um movimento de rotagdo em torno desta
linha. Mais precisamente: partindo por exemplo do ponto (R,R3ﬂ%,
cntTy dd duas voltas ao longo de Lﬁ enquanto gira trés vezes
em torno de Ip. Ndo existe nenhuma isotopia @ : 2By — 0Bp,
0<%t =1, onde cada Py ¢ um homeomorfismo, ¢° = id (em par-
ticular mo(LR) = LR) e ml(LR) = Cp. Segue-se que Cq é um nd,
isto &, um lago conexo, ndo_trivial. A propésito, pode-se veri-

ficar rapidamente que Cp & um né trivial se d¢(0,0) # 0.

4 situacd8oc geral se descreve no mesmo espirito gragas ao
Teorema de Puiseux. Vamos supor que C possua em (0,0) um Uni

co ramo {irredutivel).

(1.1) Teorema (Puiseux) [12] - Existem aplicagles analiticas a{t),
b(t), com te € e |t| =e, tais que a(0) = b(0) =0 e
f{a{t), b(t))} = 0. Em outras palavras, C ¢ uma curva parametrl

zada em (0,0).
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Voltando ao exemplo anterior, podemos escolher a(t) = t2
e b(t) = t3, ou al(t) = 4 e b(t) = It para 4 ¢ M. CGos-
tarfamos de tomar sempre o menor grau possivel, de modo que acreg
centamos aoc enunciado acima o complemento: "“a menos -de difeomor-
fismos locais de €, existe uma (mica parametrizacfo (a(t),b(t))
tal que min{multiplicidade é(t) em t =0, multiplicidade b(%t)
em % = 0} = multiplicidade £{x,v) em (0,0)". Uma tal parametri
zagdo chama—se primitiva. | .

.

Suponhamos, para simplificar, que a(t) onde k =mul-

tiplicidade f(x,y) em (0,0). Sendo b(t) = I b.t., escreve-

J=k
descricio topeoldgica que temos em mente, necessitamos apenas de

um mimero finito de termos desta expans8o em série de poténcias

fraciondrias (denominada desenvolvimento de Puiseux de C em

(0,0)). Antes de entrar em mais detalhes, observe-se que o de-
senvolvimento produz k funcdes analiticas em setores do plano
dos x's onde a raiz k-ésima estd bem definida; estas fungdes
permutam-se ac variarmos x € € em torno de © € €. Fortanto, o
Tgorema de Pulseux é um tipo de uniformizagio como encontramos no

estudo das superficies de Riemann.

Os pares de Puiseux se definem do modo seguinte, para

N.
y = I bN x J/k:
J=1 7J

() m.d.c (ml,nl) =1 e ng/m = N, /k
(i) definidos (ml’nl)""’(mj-l’nj—l)’ temos m.d.c. (mj,nj);l e

nj/ml... ms_q Wy = Nj/k.
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Terminamos assim que m, ... M. ... B, =k, para algum

L € N. (Colocaremos também a exigéncia m, > 1, de vez que sem-

pre.podemos obter isto apos uma mudanga de coordenadas convenhien-— :

te). Em particular, uma curva nac-singular em (0,0) ndo possul
pares de Puiseux; além disso, se k € N & a multiplicidade de C
em (0,0),. temos no méximo k pares. Por exemplo, a curva
a(t) ;,t? e B(t) = 2 (ou v = x3/2) possui (2,3) como Uni-
& e b(t) = 10 + t7 {ou y=x3/2

co par de Puiseux; J& a(t) = +

+ x7/4) possui (2,3) e (2,7) como pares.

Examinaremos agora como a colegdo {(ml,nl),...,(mé,né)1
!

determina o nd ¢ para R » 0 suficientemente pequeno. Uma

R H
observacio importante: se a curva C possui virios ramos em
(0,0) ¢ mz, as colegdes de pares de Puiseux associadas a estes
ramos permitem também descrever o lago CR , isto &, o entrelacga

mento entre os ndés. O leitor interessado pode consultar [12].

§2 - Pares de Puiseux e Topoldgia

Consideremos entfo a curva € irredutivel em (0,0) com

pares de Puiseux {(ml,nl),...,(mt,nL)}; vamos estudar sucessiva

n./m n. /m n,/mn
mente as curvas Cl: ¥y = agx 1, 02: Y = agX 1-+a X 2771 1,

n,/m 1, /la...0m
serey Gyt ¥ = agx 171 teoot X L L, e verifique que a to

2

pologia em (0,0) € @ desta fltima ndo se altera com o acrésci-

mo das parcelas extras.

Do mesmo modo que no exemplo da seg¢do anterior, todas es-

tas curvas se encontram proximas ao eixo horizontal; vortanto, po
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demos estuda-las no toro séiide Tp- A idéia a se seguir é:que}
pPara R suficientemente bPequeno, cada uma das curvas"cé;..;,CL
é uma pequena deformagﬁo da anterior. FEm cutras palavras, cada

Cj+1 esta contida numa v1zlnhanga tubular de Cj’
de dlametro reduzido; assim, vamos obtendo um né cada vez maisg

13 = ¢t-1,

complicado.,

A cﬁrva C; € ond que aparece ao perporrermoé léﬂgitudi-
nalmente o eixo LR de TR Iy Vezes ao mesmo tempo que_girambs
em torno . dele, transversalmente, ny vezes (sempre que .m =1,
C; & isotdpico a tR ; poristo eliminamos o par '(l,nl)).' Para
analisarmos .02 s Introduzimos as coordenadas .x2==xl/m1‘ Vo =
= y—élxnl/ml. Esta transformacio leva a v1zinhanga tubular de

n; /m 1

Cq dada POf |x[ =R, Iy—alx % & (onde estara contlda

1/m

C,} mno toro sdlide p(2) _ {lle =R 1, iy2| £ 35}; o eixo deg
te toro e o transformado de Cl. Note-se que os paralelos‘de
T(z) sao 08 transformados de curvas "paralelas" a Cl, dé modo
que g mudanga de coordenadas "endireita" a vizinhanca tubular de
Cl" Alembdlsso, a curva 02 Passa a ter por equabéo yz—az ; Amz,
que Jjé safemos descrever. Portanto, C, é um né composto; de-
Senvdlﬁe—ée como um nd (mz,nz) em torno da "guia": Cq ,l.a qual

por sua vez & um nd (mj,n7) em torno de Ly-

Por composicdes sucessivas chegamos a deéscrever o n6 CL’

0 qual em coordenadas (xé,yé) obtidas prosseguindo o raciocinio
o . i - n /m .

acima, escreve-se como yL = a xL < (tals coordenadas trans-

formam uma v1zlnhanga tubular de 'CL—l 'em um toro sélido . T(&)
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ncandnico"). O que se passa enm seguida? A curva CR ¢ uma de-

~ 1l/m

formagac de CL , e se introduzimos as coordenadas X, % xL/ L,
n,/om N,

Va1 = Y122 xLL 1, sua equagao torna-se ¥,,7 = 841 ¥ L+Il +

£+2

ay.o X1 teee, @ gqual é 1sotoplca a Y41 = O. Conclusao. [}

rd ’

no Cp € igotdpico a C,, & este & um nd composto provindo das

composigdes sucessivas (ml,nl),...,(mb,nL), comegando~se coml

Ig-

x3/2 + x'?/LF

e ssss
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Tais consideragdes permitem enunciar o tedrema seguinte.

(2.1) Teorema (Burau)ll2] - Os nés assoclades a singularidades
de curvas analiticas planas tém sua classe de isotopia determina

da pelos pares de Pulseux.
Pode-se pensar que um dado né composto se obtém por dife-

rentes etapas sucessivas. Surpreendentemente, nao é este o caso.

(2.2) Teorema (Zariski) -~ Os noés assoclados a singularidades de
curvas analiticas planas sdio isotdpicos (se e) somente ge possuem

os mesmos pares de Puiseux.

Para a demonstragio, consultar [16].

§3 - Resclucdo de Singularidades

Discutiremos agora um método que permite desingularizar
(ou resolver) as singularidades de curvas planas. Este método~o
uso de explosdes (blowing-up's) - emprega-se em situagdes muito ge
rais (na desingularizagdo de conjuntos analfticos) e serd também
uma importante ferramenta no estudo dos campos de vetores analiti

cOos em Cz.

Definamos inicialmente o gue vem a ser a explosao de m2
no ponto O = (0,0). Seja CP(1l) o espago projetivo de dimensao
complexa 1, isto é, o conjunto de retas passandc por 0 ¢ ¢2.

Adotamos como coordenadas as aplicagoes
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a1t € = CP(1), oy (t) = (1) € €2 y = )

H]

{(ﬁ,y) € ¢ x =uy)

ué: c — CP(ij, uz(u)

Oobserve-se que as coordenadas associadas a um ponto de
¢P(1l) relacionam-se pela equagdo tu = 1; portanto, trata-se de

esfera de Riemann usual.

Sejam p = (pl,pz) € 62 e 0p a reta 1igando 0 a pc¢ GZ

deslgnemos por Ox e Oy os eixos horizontal e vertlcal res—

pectivamente.

2

{3.1) Defini gao -~ 4 e Zplosao de € em O ¢ ®2f é o subconjunto

de ¢ x €P(1) dado por €2 = {p,0p), p € €2, p#0} U ({0} x €P(L)

2

Mostremos que Cj é uma superficie comphéxa» mais precisa
mente, - trata-gse de um fibrado vetorial complexo de-posto 1, com

base - ¢P(1). Sejam mn: C2

—+ ¢P(1} ' a projegdo continua
™p,0p) = Op, n(0,0p) =0p , e Vy =€P(1)\ {0y}, V,=eP(1)\{oxh

2

Definamos * B,: n~ Yo )— €2, i-=1,2 -por:
81(P,0P) = (p1,07*(0D)), 8,(0,0p) = (0,a;7(0p))
B, (p,0D) = (a5 (00),p,), B,(0,0p) = (agl(om,'o)f

M) A ()
ﬂlll \\BB [+ qﬁe démonstfa a éfirﬁativh‘feita;
CXC —— CXC '
82081

Tem-se que Ezoﬁil(x,t) = (%, tx),
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Portanto, temos coordenadas (x,t) em’ ﬂ_‘l(Vl) ¢ {u,v) em
n-l-(Vz) taisque w =1/t e y = tx. Além disso, nestas ‘coorde
nadas n(x,t) =t e nN(w,y) =u, o que torna ‘N holomorfa. Ou~-
tra pro.jregﬁio impqrtaﬁte é LA (B(z) — Cz, dada por no(p,()p).=

e ﬂ'o(0,0p) = 0. BEm coordenadas temos ﬁo(_x;t) = (x,tx). e
ﬂo(u,y) = (uy,¥), o que implica em w, ser holomorfa. Obser;—

ve~se que 'rr;l(O)_ = {0} x €P(1) e que T, € difeomorfismo entre

cg\ngl(o) e 032\ {0}. Finalmente, a Definig¢lo (3.1) acima se

Jadapta a2 qualguer espaco vetorial de dimensdo 2,

Sejam agora M uma superficie complexa e. P € M. Deseja-

mos definir a explos@o de M no ponto P € M. Denotemos por TpM
¢ espago tangente a M no ponte p ¢ My epor ©: U —V unm di
feomorfismo holomorfo entre abertos UC M e VvC TPM’ com

OeU e o(p) =0, BSe . (TPM)O—'“ T, M é a projecdo definida
anteriormente, temos due 'rr;lo % 6 difeomorfismo entre U\ ir] e

nL(v\ (o).

(3.2) Definicdo - A explosio Mp de M noponto p €M & a su-
perficie complexa (M\ {p}) Ul ngl(v). '

s P

A saber, tomamos a unifo (M\U) U (U\ fphu 'n-l(VU fobhu
Um 1(0), porém identificando, via m -1, %, os pontos de U\{p}

com os correspondentes de 'rr_ (v\ {0]). Em outras palavras, subs,

tituimos o ponto p € U por uma linha proaetiva que estars mergu

lhada em M ‘do mesmo modo que €P(l) em ﬂlg. Como antes, fica
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bem definida a projeg@o holomorfa N v, ~ M, +tal que

npl M\ {p} = id n. ; ela é um difeomorfismo en

e ﬂpl"-c;l(v) = T
tre M\ {p} e Mﬁ\\ﬂgl(p); o leitor pode verificar facilmente
que se trata de uma aplicagdo prdpria. Nao h& nenhum problema em
se efetuar novas explosdes em pontos de Mp {sempre o faremos,
quando necessdrio, em pontos de ﬂgl({p3))§ a palavra divisor dg
notard a2 unido das linhas projetivas que forem surgindo neste pro

cEes880.

Quando trabalhamos em coordenadas, nossa tarefa é facilita

da pela proposiglo seguinte.

(3.3) Proposigdo - Existe um dnico difeomorfismo holomorfo @

que faz comutar o diagrama U ﬁ_l(U) .

P
! I
V a— rr;l(V)

o

Fm outras palavras, as nossas explosdes serdo realizadas
efetivamente em pontos de &2. Tomemos, por exemplo, a curva pla

na C: yz—x5 = 0 numa vizinhanca pequena de sua singularidade

0 € ¢2. Realizando uma explosdo m, em Oc¢ Ga, obtemos em Gg

um aberto de curva analitica ﬂgl(C) que intersecta o divisor
n;l(o) em um Unico ponto a e.ngl(o). De fato, escrevendo em
coordenadas no(x,t) = (x,tx), vemos que ngl(c) passa a ter e-
qﬁagﬁo 12y’ = 0, e ac¢ ngl(o) é a nova origem (x%,t)=(0,0).

(atengio: rigorosamente ﬂ—l(C) inclui n‘l(o); para nio compli
o o =
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car a notagfo, adotamos ﬂgl(c) now n_l(C \{01)). Procedemos a

2

o em a¢€ ngl(O). Pela proposicio

2

uma nova explosic, agora de €
anterior, basta realizar a explosdo de € em (0,0), e examinar
0 gue ocorre a t?2—x7 = 0. Nas coordenadas onde na(x,L):(x,éx),

obtemos a curva n;l ﬂgl(C) dada por &2—x:=0, a qual & ndo singulan

0 exemplo sugere também que uma seqlincia convenientemente
escolhida de explosdes permite desaparecer com as singularidades
das curvas planas. Vamos agora discutir este fendmeno em geral,
Dada a curva plana € c¢om sua singularidade sem O ¢ ¢2, resol-

vé~la gignifica obter:

1) uma aplicagdo holomorfa, prépria, sobrejetiva m V-— U, on~-
de U< ¢® & vizinhanga de O ¢ €2, C N U & irredutivel e
'V uma superficie complexa. Além disso ﬂ-l(O) é uma unifo
finita de curvas compactas que se cortam transversalmente, e

m & difeomorfismo entre U\ {0} e v‘\w“l(o).

2} uma curva C' © V, ndo-singular, cortando o divisor ﬁ_l(O)

em um tnico ponto.,

Para nés, % serd a composiclo sucessiva de explosBes, e o
divisor aparecerd como unido de linhas projetivas cortando-se

transversalmente em no maximo um ponto,

Para assegurar a existéncia da resclucfo, prosseguimos do mo
do seguinte. Digamos que CC esteja parametrizada por x(g)::gk,

y(E) = = bigi com k < i,- Escrevamos io/k = nl/ml, onde
i=31 ’ .
o
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m.d.c. (ml,nl) =1, eseja g €N o maior inteiro tal que
ny = gmy+s, com S >0 (logo 0 <s < ml). Realizemos explo-

sdes sucessivas “j , 0=Jsaq-1l, nos pontos pj—l = C(j—l) n

1 By(p, = 0)), onde () - G R IR MR A{CHPD

Utilizemos coordenadas (x,tj) onde ﬁj_l(x,tj) = (x,tjx) e

Py = (0,0); encontramos para C(j) a parametrizagdo x(&) = gk,
5 1-(3+1)k 1,-qk
t.(§) = £ by § J+L)X auande J = g-1, temioy ——— =
J i.._.j_o k
= L. q=gq+==-q== Logo, o grau de (@) em P é
my mq my ° ’ q

estritamente inferior ao graude C em Dp,; a continuacdo deste
processo nos permite chegar a grau 1, ou seja, desaparecer a sin-

gularidade.

Com relacdo aos nés associados 2s singularidades, vemos que
s8o simplificados por explosdes. FPor exemplo, tomemos a curva
C: y2-x5 - 0, cujo nd associado é do tipo (2,5). Apdés a explo-
sfo em (0,0), teremos nas coordenadas (x,tl) onde ﬂo(x,tl) =
= (x,tyx) a nova curva () 4 equagso 'b%—x3 = 0, ainda sin-
gular em p; = (0,0). Entretanto, o seu ndé associado é do tipo
(2,3), mais simples que o anterior. Uma nova explosdo em DPq
com nl(x,tz) = (x,t,%x), mnos leva i curva 0(2) = t2—x2 =0, =a

qual jé n3o possui singularidade. Ceometricamente, o efeito da

transformacéo (x,t) —— {(x,tx) no toro golido T, consiste em
Ngirar" cada disco D, = {(x,t); |t| s 1}, Ix| =1, de um &ngu
lo 8 €R, onde X = o1, Portanto, a explosdo’ m produz uma

torsao em Ty » de modo que ﬂ_l permite uma simplificagio em
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seus néds.

Em geral, se iniciamos com pares de Puisewx (my,ng),...,
,...,(mL,nm) para ¢ em (0,0), obtemos para C(j), 0= js
< g-2 oS pares (ml,nl—(j+1)ml), (mz,nz—(j+1)mlm2),...,(mL,
nL—(j+l)m1...mL). Quande j = gq-1, a parametrizagdo de C(q"l)

[+ ] .
i=-gk ~ .
z bi gt=d nao mais pode ser usada para o0
i=i

cdlculo dos pares, pois io-qk < k., FEfetuando a mudanga de para

x(8) = £, £, (8) =

.

~ | ~
metrizagdo tq(g) =g ° » x(8) =
i

%i

™8

by &7, vemos que o primei

k

ro par torna-se (s,ml), com s < my. Este decréscimo leva fi-

nalmente 3 diminuigio do mimero de pares de Puiseux, até seu desa

parecimento.

§4 ~ Vizinhangas Tubulérés gg_linhas‘Projetivas

Como vimos anteriormente, explostes sucessivas a partir de
um ponto p € M, onde M ¢ superficie complexa, substituem este
ponto por um divisor constitufdo por linhas projetivas com cruza-
mentos normals. Desejamos descrever as vizinhangas tubulares em

M destas linhas projetivas.

Comecemos por L = ﬁ;l({Pj): que possui vizinhanca em Mp
coberta por coordenadas (x,t), (u,y) ligadas pelas relagdes
wt =1, ¥ = tx. Elag permitem definir o fibrado vetorial sobre

CP(1) de posto 1 E(1) = (€%, (%,x)) U (€%, (u,y)), onde (u,¥)=
. . ) ¢l
= ¢1(t,x) = (t—l,tx); e segue-se de imediato que a vizinhanga a-

cima descrita de L em Mp é analiticamente equivalente a uma
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vizinhanca da segfio nula S(1) de E(1) (atencio: a equivalén—

cia resulta da construgdo de E(1)!).

Passemos a situacgdo geral, em que L & linha projetiva do

divisor. Afirmamos que L possui vizinhanga coberta por coorde-

k

nadas (m,t), (u,§) 1ligadas pelas relagdes ut =1, & =11,

¥ ¢ W. Para ver isto, procedemos por indugdo. Observamos que a

afirmativa vale se L = ngl({p}), como vimos antes. Supondo que

L' = nq(L), onde ®. & o blowing-up em g ¢ L', possui vizi-

q

nhanca coberta por coordenadas (n,t),{u,g) relacionadas por

vt =1, E = tk—lv s, TProcuremos as rela¢des numa vizinhanga de L.

Admitamos que v, = t, = 0. Temos entfo que L tem vizinhanca

q d

coberta por coordenadas (m,t),(u,£); quanto a ﬂ;l(L), as coor

denadas sdo (v,8), (m,t}, e as relagdes

nm =1, t=6¢, v="mb, E=1% V.

Portante, ut =1 e £ = tkn relacionam (n,t) e (u,8),

que termina a indugdo.

Definamos o fibrado vetorial sobre €P(1l) de posto 1

E(k) = (€%, (t,n) u (€2, (u,£)), onde #(t,m)=(u,8)=(t""

k

o)

k

»tm).
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Resulta por construg@ic que a vizinhanga de L coberta por (t,n)
e (u,g5) € analiticamente difeomorfa a uma vizinhanga da secgdo

nula sk de E.

£ natural agora comparar os varios fibrados E{k), k €IV
Eles possuem um invariante por equivaldncia Cm, o nimero de
Euler %(E(k)), o quél vem a ser o nimero de auto-intersegfo de
S, em E(k). Ou ainda, é o nimero algébrico de pontos de iﬁter—
secio de S, com uma superficie Sﬁ e E{k} qualguer que esteja
Cl-préxima ¢ seja transversal a S, (em particular, Sﬂ é uma

seclio de E(k)).
(4.1) Proposigdo - X(E(k)) = -k.

Demonstragéo. Construimos Si do seguinte modo: comegamos por
Sq = f(u,a) € B{(k); |Ju| =1 a # 0). Fsta superficie com bordo
torna-se {(t,n) € B(k); |£] =1 e m=at"®}. Se |t] =1, te
mos 1 = a%k em S,. Consideramos entfio S, = {(%,n) ¢ E(k);

1t} =1 e n = a%k], e Sp =85 U S,»  Podemos supor Si de
classe C°, apbs realizar uma deformagdo em torno de Sy N S,
que ndo acrescente pontos a S N Sﬁ. Ora, t=n=0 é o tnico
elemento de Sk n Si, mas ainda n8oc hd transversalidade neste
ponto (a nfo ser que k = 1l). Substituimos S, por {(t,m) ¢

¢ E(k); [t] = 1, a(t) = a(t-p;)...(T-p, )}, onde p; £y se

i # J. Tem-se agora S, N S = {(®4,0), 3 =1,...,k} e calcula-
mos facilmente o nimero de intersegfo em (pj,O), que € =1. Dai

segue-se a Proposigdo. n
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Observe-se que o fibrado E(k) pode ser construido, independente~

mente de explosdes, ainda gquando k €7Z, e *(E(k)) = -k.

0 leitor pode verificar que a linha projetiva 1L descrita
anteriormente possui para fibrado normal exatamente E(k). Em ge
ral, se S SM & uma superficie de Riemann compacta, ndo é verda
de que.uma viginhanga de S em M seja holomofficamente equiva-—
leﬁte a uma vizinhanga da secdo nula de seu fipbrade normal (ver

{11, pg. 202).
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. cAPITULO 1T

SINGULARIDADES DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ANALTTICAS E RESOLUGAO

Neste capitulo demonstraremos o teorema de resolugdo de sin
gulafidades de equagdes diferenciais, ou, mais precisamente, de
folheagdes analiticas. Trata-se essencialmente da substituigdo
da andlise local pelo estudo global de uma nova folheagdio com sin

gularidades lineares. Aplicagdes deste método surgirfio em capitg

los seguintes.

§1 ~ Folheacles Analiticas Bingulares e sua Resolucio

Sejam M wuma superficie complexa e F Folheag8o analiti-.

ca singular em M. Tal objeto significara para nds o seguinte:

(a) Um conjunto discreto de pontos S(F) e M - o conjunt6/singu1ar

de &,

{b) Uma cobertura aberta {Uj]3=1 de M e uma colecfo de l-for-
o

mas analfticas {wj]J

.7 Qque definem ¥, isto 81

(b1} cada ws estd definida em Uj e se anula scmente em

Uj N s(x) (podemos assumir # Uj n s(% = 1).

(b2} as folhas de ¥ em U'j sao as curvas integrais de

Uszo.
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(b3) se Uj nu, #¢, existe fj : U; NU ¢ funcio
analitica de modo que ws = 31
Observe—se que a propriedade (b3) permite prolongar de um

aberto a outro as folhas de &.

Apesar do nosso objeto principal de estudo ser a compreen-
s3o (ao menos parciall) da folheagdo associada a uma equagao dife
rencial analitica o = Pdx+Qdy = O definida em uma vizinhanga de
uma gingularidade isclada, o método que empregaremos leva rapida—
mente & situagflo mais geral acima. De fato, inspirados no exem-
plo das curvas planas, Propemo-nos a realizar explosdes sucessi-
vas nas singularidades e aqompanhar seu eféito na -folheacgo dada.
Nosso objetivo imediato serd a obtenglo de singularidades com mul
tiplicidade algébrica 1. Precisemos este conceito; sejam pes(3)
gingularidade isolada da folheagio singular ¥ e W l1-forma ana
1ftica que define & no aberto coordenade U & M. Tomemos
@ U — @ carta coordenada de M, com ®(p) = {0,0). Escreva-

mos
w0 (x,y) = sz P, (x,y)dx + Q, (x,y)dy

para o desenvolvimento de Taylor de ®,w en (0,0); os polind-

mios P,,Q, s8o homogdneos de grau 4L €W, e (Pk’Qk) # (0,0).

(1.1) DefinicSo - O nlmerc natural mp(ﬁ) =k & a multiplicidade

algébrica de ¥ em p € M

* ugaremos indiferentemente campos de vetores ou formas diferen-
clais.
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Comecemos entfo pela equacic w = Pdx+Qdy =0 em UC ¢

aberto, tendo (0,0) ¢ U como Unica singularidade. P e Q s8o0

fungBes analiticas definidas em U, com P(0,0) = Q(0,0) = 0. Va

mos assoclar-lhe a folheaglio analitica singular 30 em U , o
blowing-up de U em (0,0) € €°. Sejam w(x,y) = = P4 (%, y)dx+
J=k

+ Qj(x,y)dy o desenvolvimento de Taylor de o em (0,0) € €2

?

k a multiplicidade algébrica e C(x,y) ='ka(x,y) + ka(x,y).

Escrevamos nas coordenadas introduzidas no capitulo anteri-

~ *
or as eXpPressoes para ﬂo ws

n:w(x,y) = 2 Pa(x tx }dx FQ (%, tx) (sdt+tdx)

J=k
_r xJ(P (1,) +t04(2, t))dx+x3+1Q (1,%)dt
J=k
e

% =]

ﬁom(u:Y) = I Pj(uY’Y)(ydu"*UdY)‘FQj(uY’Y)dy
d=k

[=-] . .
= £ y9*l p (u,1)au+y9(Q. (u,1) + uP.(u,1))dy
5ok 3 3 3

Dois casos distintos se apresentan:

(1) clx,y) =0

Entio ﬁzw(x,t) e ﬂ:w(u,y) s@o divisiveis por K1 o
yk+l, respectivamente. Colocando

" 1 ~ 1

Blx,t) = = =3 Ow(x,t) e w(u,v) = k 7 w(u,y)
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. vemos que

O(x,t) = [(Pp 4(1,)+ £y, 1 (1, 1) )ax + @ (1,t)at] +xa (x,v)

®{u,y) = th(u,l)du-b(Qk+1(u,l)-rqu+l(u,1))dy3-fyﬁ(x,y)
onde &,B sdo l-formas analiticas. Tem-se que

B(u,y) = Bl Gex, ).

As possiveis singularidades de #(x,t) estdo contidas na
linha projetiva x =0 {pols ® €& singular somente em

(0,0), e sBo as solugbes do sistema

@ (1,t) = 0, Py q(L,8) +tQ,5(2,£) =0

Seu nimero é finito, como se depreendé do fato de ser

Q. (1,t) # 0 (caso contrdrioc, com C(l,t) ® O obteriamos
também Pk(l t) =0). © racioc{nio para ®(u,y) é analogo,
podendo talvez localizar mais uma singularldade em u =0,

y = 0.

De (*) podemos afirmar que temos em 'Uo uma folheagdo anali
tica singular 30.

Observe-se que 0S pontoé da linha projetiva \nal(o)' onde

@ (2,t) # 0 sdo regulares para F,, havendo transversali-
dade entre a folha e T 7(0). Entretanto, se Q(1,%) =0
mas Pk+1(1 t)%—tQk+1(1,t) £ 0, ainda temos regularldade

mas agora com tangéncia entre a folha e ﬂ (0)
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(11) c(x,¥y) #‘0_

* * ~
Agora, now(x,t) e ﬂow(uby) s8o divisiveis por <& e yk,

respectivamente., Se
-~ 1 * ~ 1 *
w(x,t) = % "Ow(xit) e w(u,y) = X ﬂow(u’Y)s
X ¥

vemos gue

B, 6) = LB (L,5) + 0y (1,%) )ax + xqy (1, £)dt] + xa(x, t)dx +
+-x23(x,t)dt .
8(u,y) = [(q(u,1) + uPy (1,1) )dy + yP, (v, 1)du] + yy(x, t)dy +

+ y‘zﬁ(x,t)du

onde ,B,Y,5 s80 l-formas analiticas. Tem—-se que
. Ka
B(u,y) = ud(x,t)

Ha neste caso uma diferenga fundamental com relacdo ao caso
anterior: a linha projetiva é invariante pela folheagao
O(x,t) =0 (e também por @(u,y) = 0), sendo constituida
pela unifio do conjunto singular (dado.pbr c(1,t) = 0 e
C(u?l).= 0) e uma folha que é o seu complementd em n;l(O).

Temos novattente em U, uma folheag&o analitica singular F .

' ss L . ' . ‘ l 2
(1.22 Definiclio - &, & a q;plosao de F no ponto (0,0) ¢ ¢°,

Esta defini¢8o se generaliza diretamente, Sejam & folhea

gdes analitica singular na superficie M, p ¢ S{(F) e U 2 p
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aberto coordenado onde F & definida por w =0; W é l-forma
analitica que se anula somente em D € U, Inicialmente definimos
a folheagdo (3|U)p , explosSo da restrigio de ¥ a U, no pon
to p e U (trata-se de uma extensdo simples da definigdo acima).
Seja My qp‘—* U a projecdo usual associada.

(1.3) Definigfo - A explosao Ep da folheacdo ¥ no ponto pelM
& obtida tomande F em M\ {p} e (E‘\U)p em U e identifi-

p

cando pela aplicagdo ﬂp (2 qual é um difeomorfismo entre os a-

~1, .-
bertos U\ {p} e U, \ 5 (v)).

QObserve~se que a superficie Mﬁ resulténte & -a explosio de
M no ponto p € M, c¢omo definido no capitulo anterior. O leitor
deve manter em mente a situagdo em que comegamos num aberto de G2
com uma explosio e efetuamos novas explosBes nas singularidades

nascidas deste processo.

§2 ~ Exemplos

(2.1) Folheagbes em EP(2)

0 espaco projetivo complexo bidimensional & o conjunto das
retas de ¢’ que passam por (0,0,0). Trata-se de uma su-=
perficie complexa; cartas coordenadas se obtém a partir dos
tracos das retas nos planos Lj = {(xl,xz,x3)€ CB; xj==1},
3 = 1,2,3. Utilizando-se as varidveis indicadas na figura,

yemos que as mudangas de coordenadas sdo:
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*3
|
///L__x
i - -
s | (u = X 1,‘v = x 1t v
v
|
i {(t = V-l, s = w T
y . ) X2
ra — -
- u y:sl,x=tsl
- X L
-
X

Seja T: EB\{(O,O,O)] —= ¢P{2) a projecioc natural que as-
socia ao ponto (xl,xz,x3) # (0,0,0) a reta gque o liga 3
origem. Esta reta corta L,, por exemplo, no ponto (1,
xz/xl, x3/x1), de modo gque no correspondente sigtema de
coordenadas ‘temos T(xl’x2’x3) = (xz/xl, x3/x1) {o leitor
pode escrever T nos outros dois sistemas de coordenadas! ).
Consideremos agora a equacdo diferencial em 63 dada por

-

X; = Ai(xl’XZ’x3)’ i=1,2,3, onde os A;'s sdo polind-~
mios homogéneos de grau k € . Vamos tentar projetar, via
T, o campo de vetores correspondente (xl,xz,x3)*—*(Al(x1,
x2,x3), Az(xl’xz’XB)’ A3(x1’x2’x3))' Trabalhemos na carta

(x,v), onde x = le ¥, € ¥y = xil X+
Como X = x£2(k2x1 - %%, &::xia(ijxl - i3x1), vemos

que

X = xk_zfAz(1,X,Y)-XA1(1,X,Y)],ff =
= 1y 20 A5 (1,%,7)-yAq (1,%,7)].

Para eliminar a dependéncia da variavel x;, passamos 3

equacio diferencial
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a A3(1sx9Y)"YA1(1sst)

= ou 'nl =
Az(l’st) ~- XAl(l’st) .

(Az(l’xSY)_xAl(lix’y) )dy""(A3 (1’xsy)“YAl(1sx;Y) Jdx = 0.

Nos demais sistemas encontramos

1

u' (Al(u,l,v)-qu(u,1,v))dv-(A3(u,l,v)—vAZ(u,l,v))du:=O

(Az(s,t,l)-tAj(s,t,l))ds—(Al(s,t,l)-sA3(s,t,1))dt==O

"

Pode-se ver facilmente que

n = x—k+1 —k+} = v—k+1

‘I’lj_, T]3=Y

de modo que temos bem definida uma folheacdo analitica em

1‘11 e 'n3 7127

®P(2). Uma escolha conveniente de 44, A, A3 leva a um

conjunto de singularidades finito.

(2:2) Compactificag¢io de Folheagles em m2

Retornande ao exemplo anterior, observemos que a aplicagdo
(x,y)—4= (reta passando por (0,0,0) e (1,x,y)) é um
mergulho de €2 em CP(2), e que CP(2)\ ¢(¢%) & sim-
plesmente o espag¢o projetivo complexo unidimensional., Por-
tanto, podemos encarar ¢P{2) como uma compactificac@o de
€2, a qual pefmite também estender, "compactificando-as",
as folheagGes polinomiais singulares de 2. De fato, seja

w = Pdx+Qdy = O 1-forma analitica definindo uma folheag&o

2 s A . .
em (0°; suponhamos P e Q polindmios primos entre gi,
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de modo gque as singularidades de w = 0 ¢80 isoladas.
Imaginemos que w =0 esteja definida no plano L. Vamos
transformar esta equag¢8Bo para as coordenadas {u,v) .e

(s,t). Temos que

Dai:
P(x;y)dx+Q(x,y)dy — 0 —>
P(u~l’uqlv)(-umzdu)+g(u—lsuqlv)(*u—EVdu+u'1dV) = 0 ==
~u 2 (p(ut um b wa (e, u ) Yaun ta(ut w vy av = 0 =>

(ﬁ(u";,u'lv)+VQ(u;l,u-lf))du—uQ(u_l,u-lvﬁdv =0 (*)

Do mesmo modo, nas coordenadas (s,t) obtemos:
(a(s™, 57 H)4tP(s ™ t,570) Jas - sP(s Tty s )b =0 (%%)

.Suponhaﬁos- éraﬁ P £ grau Q; ‘multiplicando (*) por u® {e
{*%) por‘ s?); onde .4 = max{grau P, grav Q}, tornamos am-
bas as equagdes analiticas.- Observe-se que m.d.c. {?,Ql::l
iﬁplica em um nimero finito de singuiaridades. Finalmente,
a "linha no infinito" wu = O ﬁ(ou ‘s = 0} é invariante para

a Folheagio em queéta'io.' :

(2.3) Resoluglo dd Singularidade (0,0) de w = Adx+ By = 0; com
A e B polinépios homogéneos de .grau  k € N, primos en-
tre si, .e B(0,1) # O, '

Colocando y = tx, vemos que
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B(x,t) = [A(1,t)+tB(1,t)]dx + xB(1,t)dt.

As singularidades de 3 s30 dadas por (tl,O),...,(tk+1,OL
onde  typeeeatypq sfo as rafzes de C(1,t) = A{Ll,t) +

+ tB(1,t) = 0. ‘

Quando tomamos o desenvolvimento de Taylor de wi{x,t) em

torne de (ti,O), encontramos o termo linear

(%% (1,65) +B(L, ;) + %4 %% (1,t)) (t=t;)dx + B(1,t;)dt =

=2 (1,4;)(t-t:)dx + B(1,t;)dt

Temos necessariamente B(l,ti) £0, i=1,...,k+1, pois
A{(1,t) =0 e B(1,t) = 0 nio possuem raizes em comum, Se-
gue-se que todas as singularidades (O,ti), i = 1,.00,k+1
possuem multiplicidade algébrica 1. R claro que se adicip
narmos a A e B termos de ordem mais alta, nao mais pode
mos garantir esta conclusdo. Entretanto, caso c(1,t) =0
nio possua raizes miltiplas, tal adigio ndo altera o fato
das singularidades apresentarem multiplicidade 1 (exerci-

cio).

Resolucio da Singularidade (0,0) de

w = (Yk + Zyxzk—z)dx ~x¥ 1l gy -0, xw=zo2.

Fazendo vy = tx, vemos gque &(x,t)==(tk+txk_1)dx-xkdt,

de modo que x =0, t =0 ¢ singularidade ainda com multi
plicidade algébrica k € W. Por outro lado, nas coordena-—
dag (u,y) encontramos:

(u,y) = (uq’uzk_l yk_l)dy-+(yk+2yku?k’2)du.5egue—se que 2
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multiplicidade algébrica de u = o,k ¥ = 08 1
Sy
[}

Realizemos nova explosdo em x =0, t

1l

0; para simplifi-

-car a notag?—lo, escrevamos
n(x,t) = (85 + ¥ Lax - Kat,

Fazendo +t = vx, encontramos Ax, v) = vk'dx-xdv, de mo-
do une agora x = 0, v = 0 possui multiplicidade algébri-
ca 1,

Finalmente, quando =x = wt, vemos que n(w,t) = wdt+wk_1'tdw;
novamente encontramos multiplicidade algébrica 1 para w=0,

t = 0.

ly

Observe-se que (2.3) e {2.4) s30 exemplos do caso IT discu-
tido anteriormente, Vejamos uma situacgo em que o caso I

se apresenta.
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(2.5) Resoluglo da Singularidade (0,0) de w=(x? 14y Ydx-2xy dy = O.

- ' Toa 4
Tem-se que o(x,t) = (x3+2t2)dx-2txdt, w(u,y)::(u5y +hy)dus

+ (u6y5+2u)dy.

,

A multiplicidade algébrica de u =0, y =0 ¢é 1. Devemos
entSo realizar nova explosdo no ponto x =0, t = 0. Escrevendo

(xj-kztz)dx-ztxdt, vemos que n(x,v) = dx-2vav (fize
4

n(x,t)
mos t = vx) e n(w,t) = (WOt +2)dw + W

Il

dt. Trata—-se de uma sin-
gularidade do caso II, e apds sua explosdo ndo encontramos mais

singularidades. A folheagao obtida & transversal ao projetivo re
sultante desta dltima explosdo, & excessdo do ponto x =0, v =0,

onde temos uma ‘tangéncia; a folha por este ponto é simplesmente

x=V’2.

(2.6) Determinacdo da folha tipica de ® = d(x°-y%) =0

Trata-se de determinar a topologia de uma folha genérica
desta 1-forma utilizando a sua resolugdo. A esta altura é
£4cil verificar que a resolugdo de « ¢ obtida por uma se-

gliéncia de trés explosSes definidas na figura abalxo:

y=tx

o
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A folheagao induzida na vizinhanga de P3 estd dada nas

cartas (s,t) e (Z,w) pelas formas

n(s,t) = (-2% + 3st)ds + (-6s-+6$2)dt

1t

n(z,w) (62-—622)dw + (3w - bzw)dz.,

Os pontos singulares da folheagfo sdo, na carta (s,t),

g
=]
|

= (1,0}, Py = (0,0) e na carta (z,w), Py = (1,0),
P, = {0,0}. Vejamos mais de perto qual € o compor%amento
das folhas de ﬁ perto de um destes pontos sgingulares, di-

gamos p;, na carta (s,t). Para este fim, consideremos
uma curva Y: s = pele; 058 s 2m na folha P3 em torho

do ponto p;, com p < 1. Fixemos a reta z, = (p} xceC?

que & em todo ponto transversal is folhas de #. Procedamos

a definir uma aplicacgdo £, T, — Zb de primeiro retorno

sobre Y e ao longo das folhas de #. Esta aplicagio,cha-

mada de holonomia da folha P; em torno do ponto p,, e ob
tida para cada t, € Ep como fY(to) = t{2n) onde t=1t(0)
¢ a solugdo da equagic diferencial
is
dt 1o at _ g (3e-2)

— = jpe o =2 = —_——————
de ds 6 1-pel®

com valor inicial +(0) = to‘

2mi
- s _ = 3 ,
Neste caso a solugaoc e fv(to) =e t, i.e. fY é

uma rotagfo de angulo -~ CALEN que'significa gue a holonomia
¢ 2

é periddica de periodo 3 ou ainda que a folha por t, # 0
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de 7 recobre o disco pontuado Dp‘\[PI} trés vezes.

Ssimilarmente, mostra-se que as holonomias de P3 em torno
de p, e Py sao0 periddicas de periodos 6 e 2 respectiva
mente. '

£ claro agora que uma folha genérica y2>-x3 =c £0 & ob
tida da maneira seguinte, Na vizinhanga de P, @ folha
possui um bordo que é uma curva fechada que recobre sels ve
.zes um pequeno caminho simples em torno de P, em P3. Co
dando um disco neste borde obtemos uma superficie compacta
que se.projeta sobre P3 = como um recobrimento de sels
folhas. com pontos de ramificacio sobre Posr Py © Ps- Co~-
mo a holonomia de P; em tormo de Py é periddica de pe-
riodo trés temos que existem dois pontos de ramificagdo so
bre pq com indice de ramificacéo dois; i.e, localmente,em
torno de um destes pontos a aplicagdo é trés a um. Similar
mente sobre p27 hd trés pontos de ramificaclo de fndice 1
e sobre Po somente um ponto com indice de ramificacdo cin
CO.

Pela férmula de Riemamn~Hurwitz nds temos
X(F) = g - %(T) -R.

onde X(F) denota a caracter{stica de Fuler de F, g ©
grau do recobrimento e R a soma dos indices de ramifica-

cio., Daf segue-se

X{(F) = 6x2 = (2x2 + 3xL + 1x53) = 0 .



-31-

Isto significa que a folha genérica de ¥ ¢ um toro do qual
retirou-se um disco,‘ i.e. tem o mesmo tipo de homotopia

da figura oito.

51y _ 0, onde

Deixamos ao leitor analisar o caso d(y2 -
k = 1, £ interessante comparar esta descrigdo coﬁ équéla feita
no livro Singular Points of Complex Hypersurfaces, de J.Milnof “
(Armals of Mathematics Studies). _

Este exemplo, ilustra bem o ponto de vista que adotaremos
aqui. Faremos um estudo inicial das singularidades com multipli-
cidade algébrica igual a l; a seguir analisaremos propriedades

de singularidades mais degeneradas»a partir de sua desingulariza-

g

Gao.

§3 - Resolucio de Singularidades*

Vamos estudar agora um teorema anélogo dquele discutido pé-
ra as curvas planas: aplicando uma seglidncia conveniente de explo
s0es as singﬁlaridadeé de uma folheacio analfitica singular, obte~
mos uma folheagdo cujas singularidades possuem todas multiplicida

de algébrica 1.

Definamos inicialmente nossa principal ferramenta.- Sejah F
folheagfio analitica singular da superficie complexa M, p ¢ S(¥)
e 82 p curva diferencidvel lisa mergulhada em M de modo que
S\\{p} esteja contida em uma folha de &. Consideremos uma car-—
ta coordenada @ = (wl,wz):U —_ mz, onde U 3 p & aberto de M,
tal que o(p) = {(0,0) e mz(s) = 0, Definindo ¥ em U pela
1-forma w, <temos que (pu)(x,y) = yve(x,y)dx+B(x,y)dy , com
* Trataremos sempre com singularidades do tipo IT anterior.
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8(0,0) = 0, Vé-se que ®,w(x,0) = B(x,0)dy onde 8(x,0) =

= jfm bj xY , a, # 0.

(3.1) Definiglo ~ O nimero m ¢ N ¢ & multiplicidade de F ao

longo de S no ponto P € 53 sera denotado a seguir por mP(E,S)
0 leitor pode verificar que as escolhas feitas nio influenciamneg

ta multiplicidade.

(3.2) Lema - m (F) < m,(%8)

Uma curva como S serd chamada por nés uma separatriz de
p € M; por enquanto estaremos nos restringindo 3s separatrizes
lisas, mais particularmente nos interessardo as linhas projetivas
surgidas nas explosOes vistas como separatrizes lisas de suas sin

gularidades.

Importante serda conhecer como © nlimero mp($,s) & afetado

por explosGes. Seja ot U — U a projegio candnica associada

P
3 explosdio de U no ponto p e U, e s' o transformado de S,
- L4 -I
isto é: 8' = s (s\ {p}). Temos que S' corta transversalmente

ngl({pl); seja q=28'1 ngl({Pl).

(3.3) Lema - mq("?P,S') = mp(:'»,s)— (mp(ﬁ) - 1)

Demonstragao

1 - Como se trata de uma propriedade local, podemos supor Uc:mz,

p = (0,0) e 8 contida no eixe horizontal; & vem dada por
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= ya(x,y)dx + B(x,y)dy = 0, com B(x,0) = xm(l+...). Fa-
zendo ¥y = tx, obtemos w(x,t) = iﬁ [txa(x,tx)dx +
+ B(x,tx) (tdx+xdt)] = ;:iz [(txa(x, tx) + t8 (x, tx) Yax+xB (x, tx )dt],
onde k = mp(E) .

Desta férmula deduzimos imediatamente o resultado desejado.

Apliquemos entdo uma seqliéncia qualguer de explosoes come~-
¢ando pela singularidade p e 3(F). A4 superffcle complexa obtida
contém um divisor privilegiado, que é unific de linhas projetivas

que se cortam duas a duas transversalmente em um ponte no maximo.

m
Denotemos por Dﬁm) = U Pgm) o divigor apés explosdes nas sin-
1
ularidades p. = p pa D com P(m) =l {p )* e
g o = Ps PyreeesPy gy m " "o, Fm-1) o

por 3m a folheag8o resultante. Desejamos relacionar a multipli

cidade original de 30 =% em peEM comas multiplicidades tan

gentes de 3m ao longo das componentes de D(m).

(3.4) Definicdo - O peso p(Pgm)) é definido por p(Pgm)) =1,

pp{™) = p(2§)y o p(e{d) = s a (p{3)).

i<j
(3) 4 p(3)
P; ﬂP:.l #¢
Em outras palavras, cada introdugi@o de linha projetiva Pém)

ven com um peso atribufdo., Seu valor & a soma dos pesos das li-

nhas projetivas que contém Pp_1s © dgi en diante ele ndo mais

* ™ (P(m)) Pgm'l) se j<m

Pp-1"J
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gse altera.

(3.5) Definicdo - Seja 4 e.Pgm) n s(z). Entdo -m;(Em,Pgm)) =

= mq(ﬁm,Pgm)) se q € p{™) & ponto regular de D(m)’ .

m:(ﬁm,Pgm)) = mq(ﬁm,Pgm)) = mq(&m,Pgm)) - 1 caso contrario.
(3.6) Proposicio - m(3)+1 = qes(§m)p(p§m))mZ(sm,pgm))
J=lyee.,

Demonstragéo

1 - Verifiquemos a férmula para F1. Neste caso, basta mostrar

= mq(ﬁ,P{l)). Suporhamos M = €2 e

qes(3)
p = (0,0). Sabemos que &(x,t) = [(Pk(l,t)4-tQk(1,t))dx +
+ Qk(l,t)dt] + xa(x,tx)dx-ksz(x,tx)dt.

gue mp(3)+1

Podemos supor Qk(O,l) 4 0; assim, todas as singularidades
de % s3o localizadas nas coordenadas (x,t). Da exXpressio

acima vemos gque T m (3,P£1))‘= grau (Pk(l,t)4-Qk(l,t)} =
qes(d) ¢

= mp(E) + 1; pois mq(E,P£1)) & simplesmente a multiplici-
dade de q = (0,t(q)) como raiz de Pk(l,t)4~tQk(l,t) = 0.

2‘- Suponhamos agora a férmula ‘valida para m ‘explosdes. Dois

casos se apresentam:

() py € p{®) & im ponto regular. A Umica parcela afetada
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p(P(m))mp (3m,P(m)), onde pm £ P}(cm). Seja {CA] =

]

| 1
P(m+ 'n P(m+l) P(m+1)

(mil)
p<m> e

Temos p(Pl({m))mp (3_,5(™)) = p(P£m+l))qu($m+1,P£m+l)) +
v m, (3)-1] = B (g (3,1, B )-1)
PRy e -

res(F,,4)
) g D)0 G g
ooty e (NCNPTES i)

rEP(m+1)
r€8(F,,4) \ {a)

(b) py € P(m) n P(m). Desta vez duas parcelas serdo envolvi
1 2

das: P(P(m)) m, (% P(m)) + p(P(m))mp (3, P(m))
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{m+1)
Ky
(2 q P£m+l)
m
Pm Pkl QQ 2
-—
Ta
(m})
P
Py {m+1)
2 Pm+l

Temos que p(Pﬁm)) m;m(sﬁ,Péi)) + R(Pﬁz))m;m(ﬁm,Pﬁz)) =

= P(P(m+1))(m (3 (m+1)»  my (3,) -1) +
m

m+1’

+

o (o)) (mg (B PS4 mp () = 1) =

m+1.?

p(Pl(:;‘"'l)) m’ (3m+1,P1?l‘+1)) . p(Pli‘;*”)mzz(sml,Pﬁ;‘*”n

o (BTN (mp (3)-1)-

m+-1

+

Resta-nos identificar esta UGltima parcela. Ora:

_ (m+1)
mpm(gm)'l - reg(ﬁ ) mr(sm+1’ m+1 )
(meh)

m4-1
EPm+l

_ b (m+1) p(m+l)
e 1) (T 430 Ppsl )*'mq1(3m+1’ mel )
-
{m4+1)
er+1

I'?éql: s

1
mq2(3m+l’ éffl)) reS%E )mr(3m+1’P£$I ))
P(m+1)

re m+1
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Portanto, segue-se a formula para (m+l) explosdes.

0 leitor deve observar que todas estas considerag¢des se apli
cam a equagdes diferenciais formais, onde ndo exigimos convergén-

cia das séries de poténcias envolvidas.

{3.7) Teorema ([13] - Existe uma seqlidncia finita de explosdes de
modo que a folheacdo resultante possui todas as suas singularida-

des com multiplicidade algébrica igual a 1.

Demonstracio

1 ~ Podemos considerar © caso em (ue a folheacdo ¥ = 30 possul
uma Unica singularidade, com multiplicidade algébrica v > 1.
Demonstremos que apds uma seqidncia apropriada de explosdes,
todas as singularidades apresentam multiplicidade algébrica
< y-1, Para isso, realizemos as explosdes de mode que qual~
guer singularidade no cruzamento de duas linhas projetivas ag
socia a uma destas linhas um peso alto, digamos =z w+2. Mais

precisamente, se g € P(m) N P(m), exigimos por exemplo
kl ko

*
p(PﬁT)) z vi2. Ora, como p(PﬁT))m (3m,P§T)) S v4l, vemos

*
que  m (%, P}E‘;’) = 0—> m (%, P,f;“)) 1 —> n(3,) = 1.
Examinemos as demals singularidades. Se ¢ ¢ Pém) e

+*
D(Pﬁm)) z 2, concluimos que 2mq(3m’Pém)) < yel —=n

- p(m) [
> mq(3m } s ——<v edal mq(sm) < v. Regta, por-
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tanto, estudar a situacao daquelas singularidades que perten—-

cem a linhas projetivas de peso 1.

2 - Inicialmente, observemos que a propriedade geguinte é verifi-
cada por no miximo uma singularidade:

"g € S(¥,), aq ¢é ponto regular de D(m), q € Pﬁm) é tal
que mq(sm) 2V e p(Pﬁm)) = 1",
De fato, se qgq, 9 satisfazem esta propriedade, entdo

1’ H2

* (m) - - (m)y * (m)
mqi(zm,Pki Yz v, 1=1,2=>2v s p(Pkl ) mql(sm,Pkl Yo+

+ p(Péz)) mzz(ﬁm,Pﬁz)) s v+l, contradigdo.

Vamos interromper per um instante a seqliéncia da demonstra-
8o para motivar o proximo passo. Consideremos a curva formal de
[--3 .
¢”? dada pela série y = T ay xY. Examinemos como os sucessi-
3=1

vos transformados desta curva por explosBes se comportam com relg

¢80 aos divisores.

Na primeira explosdo, em D = (0,0}, obtemos em coordena-

das (x,t-) a expressdo t! = a, + T a. xJ-l, de modo que C(l)
1 1 1 j=2 by

corta o divisor no ponto x = 0, ti = &q. Seja Pq este ponto,
e procedamos a uma nova explosdo. Adotemos as coordenadas (x,tl)

em torno de p,; de modo que I = ti-—al; para a explosdo, esco

B ' - . - s
lhemos tl = t2 %x. Resulta a expressao tzi.a24-j§3 ajx , de

modo gue. C(z) corta o divisor em pz:(x =0, té = az). m ge-

ral, o transformado C(k) corta o divisor em pk:(x==0, tﬁ::ak);
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M‘ ~ 1
a explosao m_, tem por expressao Tpy = t;{ X, onde *t_; =
= tgq + 2y Inicialmente encontramos coordenadas mais conve-
nientes para escrever as sucessivas explosdes, e depois considera

mos o caso em que a curva & separatriz formal,

(3.8) Lema ~ Suponhamos Py € Pém) com p(Pém)) =1, e que exis-
tam coordenadas (x,tm) em uma vizinhanga de p, com Pp = (0,0)
e m_q(xt) = (x,(tm+am)a), a, €C e m=1,2,... . Entdo,se

o - v J-m - £y =

. T, =ty jE; aj x* 7, segue-se que ﬁm_l(x,tm) =
ol

colocamos = (x,tmx) e pm=(0,0),-¥ meIv

y =¥y = I a. xj .
j=1 9

Demonstragdo: imediata

Voltemos ao Teorema (3.7). Suponhamos que exista uma se-

qliéncia infinita q(®) ¢ Plgm) de singularidades de tal modo que
m

p(Pﬁm)) =1 e n (m)(gm) % v, Para simplificar o argumento, ad-
m q

mitamos que q(m) =p, € Pém). Afirmagio: ¥ = 0 ¢é separatriz
formal de 30 {estamos trabalhando nas coordenadas dadas pelo

Lema). Para provar isto, definamos ¥, Dpela equagdo P(x,y)dx +
+ Q{x,7)a¥ = 0. (AtengBo: esta equacdo & apenas formal)., Deve-

mos verificar se P(x,0) = 0. C(aso contrdrio, na série de Taylor
de P(x,y) em (0,0) encontramos alguma poténcia x> isolada,

a €N, Transformande a equagio para coordenadas (x,%m), m € IN,
encontramos EP(x,%mxm)+mxm—1%mQ(x,%mxm)]dx+Q(x,%mxm)xmd%m=:0. Se

a ¢ N ¢ a menor poténcia de x isolada, esta eqimglo é divisi-



40~

vel por x2 quando n ¢ N for suficientemente elevado; mas en—

tio (0,0) ndo é singularidade, contradigao

A demonstragdo do Teorema (3.7) agora segue-se facilmente.
Seja § = {¥ = 01 =a separatriz fofmal, e S(m) seus transforma—

dos sucessivos. Ora, Wy (s(m),sm) >0 HmelN, o queé con-
m
& o 1) (m)
traditdrio com m, (F )= v e m (7 S(m+ Yy =mg (F_,5%7)
pm m F'm-:-l m+1? ] pm m?

- mpm(gm). -

Em verdade, podemoé afirmar algo mais com relagéo 3s singu-
laridades obtidas. As possibilidades sa0 as seguintes para a si-
tuagio em gue a multiplicidade é 1 e a singularidade pertence ao
divisor (as coordenadas séo escolhidas de modo que a singularida-
de é (0,0), [y =0} & o divisor quando (0,0) for ponto regular

e [x=0}U{y =0} é o divisor num ponto de cruzamento)

(A w=ydy+uw,, (0,0} ponto regular.
(B) o = (x4y)dy-ydx+uw,, (0,0) ponto regular.
() w = Axdy-uydx+uw, , (0,0) ponto regular ou cruzamento.

Aqui, w, & 1-forma que se anula em (0,0) com multiplici
dade superior a 1l. As expressbes lineares em A, B e C resul

tam da forma candnica de Jordan, e em (C) exigimos M +lul £ 0,

(3.9) Definigéo - A singularidade é irredutivel quando & do tipo

(¢) acima e, se Xr.u # 0, entdo Au ¢ ot (se Ay =0, fare-
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mos referéncia ao tipo (C')).

{3.10) Teorema - Existe uma seqlidncia finita de explosdes de modo

gque a folheag8o resultante possua somente singularidades irreduti

vels.

Demonstracgdo

1 - Vamos tratar inicialmente do tipo (A), pois sua explosio pode
subir a multiplicidade. Seja p = (0,0) ¢ P ponto regular

do divisor.

Apds a explosdo em p ¢ P, a nova linha projetiva P; pos-

sui uma tmica singularidade P EPNP, e mpl(Pl) =2,

my, (?) = mp(P) = k. Efetuemos nova explosdo em Dpy; aparece
1

a linha projetiva P2, e singularidades Py € P1 N P2 ,
P €EPNP,, emo midximo mais uma P, € Pz. Tem-se

mpz(Pl) = 1, de modo que bp, é do tipo (C). Quanto a P »

ou mp3(P2) = 1, e portanto mph(PZ) =1 necessariamenté, ou



o
mPE(PZ) = 2., No primeiro caso, Pz é do tipo (C) e Dy néo

é do tipo {(A). No outro, temos mP3(P) = k-1 e mP3(P2) = 2,

o que nos permite prosseguir indutivamente., Assim, elimina-

mos as singularidades do tipo (a).

0 caso (B) & bastente simples. Seja P = {(0,0) ¢ P ponto re
gular. Realizando uma explosdo meste ponto, temcs que PN

n ﬁgl({P}) é a tnica singularidade de nBl({p]), e além dis

so & do tipo (C').

Finalmente, suponhamos w = Axdy-uydx+w, em P = (0,00,
com A=m u=1n mnel e m>n (m=n estd excluido
por se tratar do tipo TI). Seja k ¢ W o menor inteiro tal
que m-kn < 0. Ora, uma explos@o em P = (0,0) produzira
singularidades BPq,Pp € Pp = ﬂgl({p])- A folheagfo resultan-
te terd parte linear, nestas singularidades, com autovalores
(m,n~m) (portanto do %ipo (¢)) ¢ (m-n,n). Ainda temos para
a segunda destas singularidades o quociente de autovalores en
@"; apds k explosdes, chegarémos aos pafes (m—(k—l)n,kn—m)
e {(m-kn,n). ©O segundo estd associado a singularidade do ti-
po (¢) (ou (C')). Quanto ao pfimeiro, se m-kn = 0, ‘temos o
tipo (C!'); caso m-kn < 0, voltamos novamente a ter um par
de autovalores com quociente em ot. Entretanto, m-{(k-1l)n<m

e kn-m<mn, de modo que nioc pedemos ter sempre esta situagio

por explosdes sucessivas. -

Fm resumo, uma singularidade irredutivel tem associada a
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ela uma parte linear Axdy-uydx tal que

— 5€ A # 0, ent8o A/u ¢ o*

— se *yu =0, umdos autovalores é nio-nulo {trata-sze de uma

sela-nd).

0 leitor pode verificar que explosdes realizadas em singularida-—

des irredutiveis levam novamente a singularidades irredutiveis, o
que €& um tipo de persisténecia. Por isto, a seqliéncia de bxplosdes
pode ser encerrada assim que encontramos somente este tipo de sine

gularidades.

Observagao. As singularidades do tipo I podem também ser reduzi-
das por uma seqlidncia finita de explosfes obtendo~se modelos lo-

cals irredutiveis que sfo os mesmos do tipo IT. Além disto exis-~
tirdo um nimero finito de componentes dicriticas i.e., linhas pro
Jetivas no divisor que encontram as folhas da folheagdo transver-
salmente. VeJa o exemplo(2.5) e verifique gue mais duas explo-

gdes, sendo a primeira no ponto de tangéncia, acabam ériando duas

componentes dicriticas.
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cAPfTULO ITi

TOPOLOGIA DAS SINGULARIDADES IRREDUTIVEIS

Apresentaremos agora uma breve descricio das folheagles e-
xistentes em vizinhangas de singularidades irredutiveis (e mesmo
nio-simples, quando o trabalho extra requerido for reduzido), sem
preocupagdes com demonstragdes. IEm capftulo posterior considera-

remos um dos cagsos ndo estudados aqui, o da gela-nd,

§1 - Singularidades ne Dominio de Poincaré

Esta denominagdo refere-se 3 situacdo em que a parte line-

%
ar w, = dxdy-wydx é tal que *p £0 e A/u¢gR . Considere-

mos entio a folheagdo definida por w, = 0; a folha passando por

. A
(x45¥,) € ¢2 pode ser parametrizada por ©(T,x,,¥,)=(e Txo,euTyb),

%*
T ¢ ¢, Definamos wu(t,x ) = (ekmt.xo,euut.yo) para o € €

0*Yo
e t €¢R; vemos que ¥ e B s8o fluxos complexo e real, res-

*
pectivamente. Escolhamos G, € C de modo que Reluo < —c e

Rend, < -¢c, onde c¢ > 0. Neste caso, ‘temos que:

ZRelaot 2

2 2Repa. t
lo, (t,x 7o) =¢ [x,1“+e
0

° |

0

2 _ _~2ct 2
ol T s €7 (x| +|Y0F)

Segue—-se a

* -— -, . i
Dy = {{(M,r)e€ c?; A, £0 e M/h, /R } é o dominio de

Poincaré de G=.
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(1.1) Proposigdo

1) As folhas de w, =0 s8o transversais as esferas
Sp? |x|2-+|y12 - R2.

2) Existe um fluxo real linear cujas trajetdrias estio con-
tidas nas folhas de w_ =0 e para o qual (0,0) & um

o}
atrator.

Portanto, cada folha & topologicamente um cone com vértice
em (0,0} e cuja diretriz é sua intersegfo com a esfera Syt [x|2+

+ ]y|2 = 1., Para descrever esta diretriz, observemos que o fluxo

ma permite definir um difeomorfismo entre Sl‘\(sl n Oy) e o0
o ‘
toro sélido Ty: |x| = 1, do modo seguinte: dado (x,,¥y,) € ¢2,
]xo[ = 1, associamos o Unico ponto onde Py (tyx,,y,) corta a
o

esfera 51 Descreveremos entdo a intersegao das folhas de wo==0

com T,;. Escolhamos &; = i/A e estudemos o fluxo real
it

mal(t’xo’yo)=(elt'x0’e Vo), te€R, que deixa Ty invariante.

0 eixo de T; (i.e., |[x[ =1, ¥y =0) é uma trajetc')ria.l

12 caso: w/A €R
ui ui
3 t t

: _ s A
Temos que %ag le =0 e éﬂfﬂe |== se Im u/A >0
{ou lim Je* | == e ILim |e ] =0 se Im w/M<0), Temos
T Febma

trajetdrias abertas gue espifalam em torne do eixo de T1 paching
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sentido e se afastam indefinidamente nc outro. Voltando a esfe—

ra Sl , oObtemos que:

— os cfrculos |x| =1, y=0 e x=0, |y|] =1 sdo diretri-

ZeS5.

— as demais diretrizes sfio trajetérias abertas cujos extremos eg

piralam tendendo a estes circulos.

20 caso: u/h =m/n € @ (singularidade nfo simples)

As trajetdrias de ©, se fecham para t = n. Portanto, em Sp
1

obtemos todas as diretrizes como curvas fechadas.

%0 caso: w/* ¢ RT\ @
ul

Ayl = |yl; se t ez, vemos que a sucessdo cor-

wiy
respondente de pontos (e* -y)kEZZ no e¢frculo %=1, |yl =R

Temos que |e

& densa. Segue-se que o fecho de cada diretriz é um toro real bi
dimensional; quando retornamos & esfera 5, » apenas os efrculos
x| =1, y=0 e x =0, [yl =1 s8o trajetorias fechadas; as

demais si@o abertas, e densas em toros bidimensionais.

Esta descrigfo nfio se altera substancialmente quando a fo-

lheagdo é nao-linear, gracgas ao resultado seguinte:

(1.2) Teorema (Poincaré) - Sejam Z campo de vetores analitico

definido em um aberto de ¢ contendo {0,0) ¢ CZ, sendo este
. . _ b »
ponto sua uUnica singularidade, e Z, = xlul Sy + 12“2 Eﬁg sua
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parte linear. Se

a) Z, pertence ao dominio de Poincaré (isto é, r/u ¢R e
e £ 0).
b) Nio existe n eI, n= 2, tal que Xi = nh, ou A, = ndy,

Entdo podemos encontrar um tnico difeomorfismo analf{tico local £

de ¢ em (0,0) de modo que E'(0,0) =Td e Iz = Z,

Demonstracgo.
2

1 - Escrevamos 2 = jEl (kjuj + wj(ul,ug)) 3%5 , onde wj R
J = 1,2, s8o séries de poténclas convergentes em uma vizinhan
¢a de (0,0).
Vamos procurar inicialmente a série de poténeias corresponden
te a £, e depois examinar a sua convergéncia. Cologuemos
(up,u,) = E(xl,xz) = (% + §9(X1,%5), X, + 55(%9,%,)), com

q Qs
Ej(xl,xz) = |§]22§jQ xQ, onde %2 = xll x" e la] = CPRCPY

Temos que

It

hj kj uy + wj(ul,uz), J=1,2

U.j xj + §j(X1,X2)
bE dE

Agug + @ (ug,uy) = Xy + bxi * e, ¥y

e )’j(xj + gj(xl’xE)) + wj(xl-'-gl(xl’xE)’xZ+§2(x1’x2)) =
bE . (13

= l,jxj + b_x%-hlxl + b_JEg-. 123{2-
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RE ., '

-2 Qy, - Q
Como 3§§-xixi = 5%, (E i0 ¥ ) Aixy o= g qihing x=

. Q _

temos a igualdade é [kj (a2 + qzkz)]gjQ x™ = —wj(xl +
+ §1(x1,x2), x2+§2(x1,x2)L A hipbtese (b) do enunciado garan-
te que Ay - (a1 + @hp) £#0 ¥ =12, ¥ 0=1{(aq,95);
além disso, cada coeficlente ngo gd aparece no 29 membro
em termos envolvendo mondmios do tipo x® com o} > lQol.
Segue—-se que formalmente podemos encontrar Eq € §2 satis-

fazendo a igualdade acima.

Fxaminemos agora a convergéncia destas séries de poténcias.
Dadas as séries A(xl,xz) e B(xl,xz) com coeficientes posi
tivos, escrevamos A < B se Ag s By ¥ jal = 1; dindique-
mos por é(xl,xz) a série obtida de C(xl,xz) substituindo
seus coeficientes por seus médulos, e por é(x) a série
¢(x,x). Temos que & converge para |x;| SR, [x,| =R se

& converge para |x]| = R.

Provemos entdo que 51 + 52 & convergente em |x| s R para
algum R > O. Ora, 35 >0 t.q. Ixj-(qlhl+q2k2)l = 8
Q _
¥ |a] = 2. Como 8 E"‘j-(qul'f',’?qz)]gjcl X = mj(x1+§l(xl’x2)’
X2+§2(X1,X2)), J = 1,2, obtemos
55';3 < aj(x1+€l(xl’x2)’x2+§2(x1’x2))’ 3= 1,2
i -1 s 2 3 02 23 202
= F’1+€2 < & tﬂpl(x'i‘gl'!'gz;x"'gl"'ga)+”2(x+51+529x+§1+§2)]-

Portanto, temos uma desigualdade do tipo S < P(x+3), onde

F & uma funcdo analitica e S série de poténcias. Ora, se-
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Ja S, = F(x+8,) equagdo que define a fungio analftica S,
(cuja existéncia é garantida pelo Teorema das ‘Funcdes Implici
tas); temos que 8 < S,» de onde vemos que S = §1+§2 e

convergente.

Observag8o - Consideremos o caso em que Ay = nhz, Para n € I

=} nz 2,

(1.3) Teorema (Dulac) - Existe um Unico difeomorfismo local anali

. 2 ' *
tico £ em (0,0) € ¢, £'(0,0) = Id, de modo que £ Z =

= (llxl+axg)-S%I + A%, E%E.

A demonstragio & uma variante da anterior; preferimos des-
crever brevemente a ;olheagﬁo associada a §*'Z quando a # 0 (po
demos supor a = 1), Para isso, ohservemos: que as folhas de E*Z
sHo transversais as esferas Sp* lel2 + |x2|2 = Rz, para R > 0
suficientemente pequeno. De fato, se (xl,xz) € S, o espago

tangente T(xl,xz)SR a S em (x1,x,) ¢é dado por “(xl,xz):=0’
- - n _
onde n(xl’xz) = Zﬂe(xldxl+x2dx2). Daf ,n(xl’xz)(A1x1+ax2,k2x2)"

=_2Re(hllxll2-+a§ix2-k12[x2]2) >0 se |[(x3,%,)| > 0 for sufici
entemente pequeno. Quanto ao trago das folhas em SR s afirma-
mos que apenas uma € fechada (correspondendo a X, = 0), e as dg
mais s8o abertas espiralando em ambos os sentidos 3 anterior. Re—
almente, seja |Tm1-—* w, As folhas de g*z poden ser parametri
zadas por xl(T) = (ang-Fxl)enT e xz(T);= x2eT {onde, para

simplificar, fizemos Ay =n e A, = 1). Dai, se x, £ 0:
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f2q () |ax§T-+x11

xl(Tm)
Ixz(T)n1 ixgl

n|-—* 0 guando

Em particular, |
%, (%)

|T | — 0, de modo que lim {x (T )Y =1 e lim |x,{T.)[=0.
n 4 I I-heu]l ml [T I"“’Iz I.lli

m m
Isto mostra que a curva x, =0 em Sy é o conjunto limite dos
tragos da folheacdo associada a g*z em Sy , para R > 0 sufi

cientemente pequenc.
Quando hq =4, , €2 parte linear do campo Z em {(0,0)¢

. s B
€ ¢ & Z, = (11x1+x2) ;;— + kz X E;— , ainda assim existe o
1 2

*
difeomorfismo local & de ¢ em (0,0) de modo que § Z = Z,.
A descricdo da folheacfio associada a Z, se faz de modo anilogo

a0 acima. Deixamos os detalhes ao leitor.

§2 - gingularidades no Doninic de Siegel

(2.1) Defimiclio - D, = [(Apshy) € €55 Mpehy 0 e Ay/h €R)

& o dominio de Siegel de 2.
Consideremos w, = A;X,d%, - MpXpdXy = 0, com (11,12) €

€ Dg. Escolhamos & € ¢ de modo gue mkl <0 e akz >0, eo
tak tak

1
fluxo real linear ma(t,xl,xz) = (e Xy, © 2 x2) mergulhado
nas folhas de w, = 0. Ele é transversal aos toros Tp: %41 =R,
1 tah taxz
com im e X, =0 e lim |e x = o se X 0). Por-
e 1 e ‘ 2l ( 2 7& )

tanto, as folhas sdo descritas fazendo Mfluir" suas intersegoes

com T; segundo L Assim sendo, ‘tomamos wi/xl(t,xl,xz) =
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A
it iggt ' rm e tded -
= (e Xq, € x2). As trajetorias de mi/xl permanecem nos
toros bidimensionais lel = 1, [x2| = R, sendo curvas fechadas

se M/Ay € @7 oudensas se A,/A; ER\Q .

Examinemos a situag¢ao ndo-linesr, com vistas a um teorema

Id - - ~ -
andlogo ao de Poincaré, enunciade na segdo anterior.

(2.2) Proposigﬁo - DS ‘& variedade real tridimensional. Mais preg

cisamente, é um cone regrado com vertice em (0,0) € 62.

Demonstragdo
Seja A = {(Ll,kz) € mz; I Ay IE = 0}; Temos que D < A.

Como A & dada pela equacdo x£2) Kél) - L§1) kéz) =0 (onde

Lj = Xgl) + ih§2), j = 1,2), vemos que A é variedade real

tridimensional., Temos que Dg ¢ aberto em A, pois exigimos
A /A, < 0. Além disso, se (ay,a,) € Dy, claramente

t(al,uz) € D, para t R, o gque coempleta a prova,

Obgerve-se gue D_ N 8 é fibrada pelos circulos {12==rk1]ﬂ

NSy, com r <0

0 par (8q,85) € Dg & ressonante se Tm,n ¢ W' t.q.
maq+n&, = O, Isto implica as relagbes G; = (km+1)m1+kna2 e
%y = kmg +‘(kn+1)u.2 Mk eﬂﬂ*, de medo que ndo podemos garan—

tir linearizacdo formal. Pode-se ver facilmente que o conjunto
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de pares ressonantes é denso em Dgs conseglientemente, os denomi
nadores [mj— (qlul-quaz)J"l que aparecem no processo de linea-
rizacio, mesmo na auséncia de ressondncia, podem se tornar pegue-
nos.

(2.3) Definigdo - (al,uz)e Dy é do tipo (C,v) (C»0, v>0) se

C
—5 ¥ (a,9,)€NXN

para j = 1,2 tem-se |ai-(qqaq+0,8,)] =
J . 272 (QI"'QZ)

com gq+Qy = 2.

De certa forma, controlamos a velocidade com que os peque-

nos denominadores tendem a 0.

(2.4) Teorema (Siegel)[14] - Se (al,a2)€ Dg é do tipo (C,v) pa-
ra algum C>0, v>0, e (0,0)¢ ¢ é singularidade isolada para o

. )
campo de vetores analitico Z cuja parte linear e Z,=0,X; —+
0x
1

o) ~ - .
+ QpXy ==y entio existe um vmico difeomorfismec local § de C2

bxz

¥
em (0,0) de modo que & Z = Z,.

Demonstragdo

1 - Basta mostrar a proposicHo 1o cone contido na bola unitdria

de vértice (0,0) € €2

e cuja diretriz é uma b-vizinhanga
compacta em DS n Sl de um dos circulosz que fibram esta in-
tersecdo, O difmetro 25 (em DS) desta vizinhanga deve ser
suficientemente pequeno para que o seu volume {em DS) seja

cotado por C1 b, onde C1 » 0 & uma constante apropriada.

2 - Neste cone Cg4, definamos Ln como o conjunto de pares do

tipo (1/n,v); claramente Ly L, S..C L, 1 € ... . Vamos
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provar que %ig vol(Cs\.Ln) = 0. Escrevamos Cs\ L, =

- U S onde ¢ Whx wt s 4
(ql’qg) (ql’qz) ’ (qliqZ) e (ql’qg)

constituido pelos pares (ll,Xz) de CG\ L, tais que

1/n
“'1"‘ (Q1X1+q2"-2)| < T__"' ou |)L2—- (ql?s.1+q27\.2)| <
aq+d,)
1/n ,
€ — - {Vamos considerar, por simplicidade, sé a primei
(q7+a,)
ra destas desiguaidades). Assim, § é vizinhanca da
(QJ_’C.’Q)
€y°1/n
reta Kl-(qlkl-fqzlz) = 0 de volume S —————. Segue-se
(35+4,}
17e2
gque
@ = C-.+1/n s C.*l/n c w©
1 1 1 1
vol(C,\I.)= £ b)) —ts I ~Tog == T
x Ln\ k=2 q;+a,=k (q1+q2)v k=2 k'~ % ok=2 k7

—> lim vol(C, \ L ) = O.
2im 5 N In

Mals abrangente gue o Teorema (2.4) é o resultado seguinte.

(2.6) Teorema [2] - Seja Wy = min{|ki - ms le £0, 2% Emj <
. Tntdo, se o campo Z & formalmente linearizavel e se a

@«
série z z_k log wﬂl converge, existe a mudanca de coordenadas

*
£, local em (0,0) ¢ o , analitieca, tal que £ Z =2y

Este resultado, devido a A.D. Brjuno, aplica-se inclusive
em presencga de regssonancias. Por outro lado, se nio se impdem

condigdes como nos Teoremas (2.4) e {2.6),a presenca de pequenos
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denominadores pode impedir a linearizagio mesmo que nao hajam
ressonincias; exemplos foram dados por A.S. Pjartly onde a singu~
laridade & aproximada por folhas cilindricas cujos numeros de en—

lace com os eixos coordenados tendem a =,
Nosso obJetivo agora & o estudo do caso em que nac podemos

. . _ d 2 oz .

linearizar 2 e se Z0 = QqXq SEI + @ X, EEE é sua parte linear,
temos uma ressonfncia mg +no, = O para m ewt, n eN", Pre-
cisamos de dois resultados preliminares, que s3o0 de carater geral

para singularidades no dominio de Siegel.

(2.7} Proposigio - Existe uma mudanca de coordenads § local em
*

(0,0) ¢ ¢° de modo que £ Z = (m1x14-x1x2a1(x1,x2)) E%Z +

+ (a2x24-x1x2a2(x1,x2)) 3%5 , onde as fungbes aq, 2, sdo analf

ticas e al(0,0) = a2(0,0) = 0.

Demonstracgao
1 - Vamos repetir o esquema seguido na demonstracio do Teorema
(1.2). Escrevamos entdo o campo Z como

Uy = Gj Uy + ¢j(u1,u2), 3=12

e a mudanga de coordenadas § como

uy =Xy + gj(xl,xz), j=1,2.

Necessitamos encontrar § de modo que E*Z se escreva
Xy = g%y + wj(xl,xz), j=1,2, com Wj € (%q-%5) ((xq7%5)

designa o ideal de fungdes analiticas gerado por xl-xz).
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Efetuande as substituigles sugeridas, chegamos a

- Q Q_ _
T (gt )Eyn X0+ T Vg XU =04 (X48,%,+85)

la|=2 lal=2
0E. BE .
T "I'l"bx IPE
1 2

0 calculo de g5 © Wj seguira a regra seguinte:

— se xU 4 (xl'x2)’ tomamos 0

— se x%¢ (x]_- x2), " 0.

ng =

Observe—se que se x& £ (xl- xa) necessariamente g @q +Q58, -

=~ 8y £0 para Jj = 1,2. Além disso, ¢ coeficiente de %o

no segunde membro da igualdade acima 86 envolve ng e jaQ

para Segue-se gue podemos calcular E. e ¢

J J’
j = 1,2.

2 - Quanto a convergéncia de P Jj=1,2, procedemos como se
segue, TInicialmente, exizte & > 0O +tal que |q1°‘1+q2“2"°‘j =
% § sempre que %2 ¢ (xq°%,). Além disto o calculo de Y
quando x° ¢ (21:%,), 56 envolve a identificaco

Q Id
T (& 4G =0 B X = (X +Eq X5 +E, ) (médulo (%-.x.)),
|Q[2211 22 73009 Jrr1T1rt2Te2 12
de modo que 6% < &, (X1+§1s Xy +§) e

- -~ -

] (i;‘l + % ) <w1(x1+;‘1+§2,x +§1+§ ) +cp2 (x1+§1+§2,x2+§1+§2)

0 argumento prossegue entfo como no Teorema (1.2). .
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Como coroldrio, podemos admitir sempre que 0sS eixos coordg
nados X, = 0 e X = 0 sio folhas de nossa folheagdo singular.
Consideremos o fluxo associado ao campo real kj = a(ajxj +
+ xlxzaj(xl,xz)), |(x1,x2)| <R, , com a¢€ C* escolhido de mo
do a termos Re & @,<0, Re 6 &, > 0. Suas trajetérias estdo

contidas nas folhas da folheagio singular, e gozam da propriedade

seguinte (cuja demonstragdo deixamos ao leitor}:

2

—dc > 0 de modo que, se a trajetéria por (xg,xg) £ C estd

definida para t;(xg,xg) <t < t:(xg,xg), entao !xl(t)l s

< o °F ng| e Ixz(t)! z o°F ng[

- O o]
- t:(xg,o) = 4+ g to(O,xz) = == para ixg] < R, [le < Ry
{temos respectivamente que x2(t) =0 e xl(t) = 0 para condi

cOes iniciais (xi,o) e (O,XS)).

Esta situagdo é praticamente a mesma gue observamos no ca-=
so linear. Vemos de novo que as folhas s80 transversais aos to-
ros Tp: jx;] =R <R, , de modo que devemos analisar o campo de
linhas induzido em Tp. Como |x1| =R, x, =0 é curva integral
deste campo, fica bem definida sua aplicagio primeiro retorno h,
no disco ixl = R, |x2| < ¥} para ¥ > 0 suficientemente peque-

no.,

(2.8) Definiglio - A aplicagdo h & denominada holonomia da solu-
cdo %, = 0 no ponte (R,0).

Deixamos ao leitor imaginar a dependéncia da holonomia com
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relagao ao ponto escolhido em X, = 0. A importancia deste con-

celto deve-se 20 resultado seguinte:

- .y el Iy D ol
(2.9) Proposigio [10] ~ Sejam Zj = (m1x1+x1x2al) Y + (cr.zx2 +
+ xlx2ag) 3%5 campos de vetores analfticos definidos numa vizi-

nhanga de {0,0) € mz, com (mi,ug) € Dg e ai/a%::m%‘\mg =@

(j = 1,2)., Indiquemos por h‘j as holoncmias respectivas de x2=0
no ponto (R,0). Se existe um difeomorfismo £ local de € em
0 ¢ de modo que h2o E =Fo hy entfio existe um difeomorfismo

2

€ local de ¢ em (0,0) ¢ 2 que transforma a folheag@o asso

ciada a Z, nmaquela associada a Zge

Diremos que £ € uma equivaléncia analftica entre as fo-

lheagdes, ao passo que £ & uma conjugaqéo analftica entre as ho

lonomias. Assim, a classe de equivaléncia da holonomia mddulo
conjugagdo analftica determina completamente a classe médulo equi

valéncila analitica da equagdo diferencial,

Demonstragdo
1 - Podemos substituir os campos de vetores 21 e 22 por
Xy ro— b 0%, (140 (Xq5%,)) wi— & Xy s 4 0%, (140, (X, %) 2
1 dXq 2 1102 5x2 1 bxl 2 23Y71r2 bx2’
respectivamente, onde ®4,%, séo analiticas e ®,(0,0) =

= mz(0,0) = 0, Assim, torna-se fdcil primeiro estender £ a
uma vizinhanga ‘tubular do eixo de TR' De fato, basta colo-
car E(Relt,X£l)(‘t, (R,%5))) = (Relt,X§2)(t, (R, 8(R,x5)))), on-

de (Reit,x(j)(t,(ﬂ,xz))), t € R, designa a trajetdria,
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em Tp, de Z com condigado inicial (R,xz). 0 fato de e-

-
xistir uma congugagﬁo entre hqye h, implica em estar £ bem
definido quando t— 2m.

Para completar a definiglio de £ a uma vizinhanga de (0,0) ¢
e mz, movemos os fluxos radialmente. Isto é, a partir do
ponto (xl,xz) com lel =R e lx2| <y, seguimos as solu
ges de Z; e Z, de maneira gue xéj)(t) et X , 0=
£ t < . Colocamos entdo:

Sayxy) = (xyxs2) (8, 8067 Ty 2T (8, Grgs3))0)), para

ie'txll =R, |x,| <y; e 0st<oe Devemos examinar se
esta foérmula faz sentldo; basta encontrar Yo > 0 de modo

que YZ——* 0 se YI——* 0 e

2 -t 1

102 (6,8 (™% 81 (t, (3 I | € ¥, ¥ 0% <o
Consideremos 0 campo 22; para simplificar & notagdo, indi-
QuUemos por (yle—t,y2(t)) sua trajetdéria radial a partir de

(yl,y2). Temos que

Y2 . . =
Yo = ® 371' (1+‘P2(Y1,Y2)) yl—_: Re Yo Yo s |®‘(1+C)’ onde

0 <c << |0f.

+
ora:  logly, ()12 = 108[y,(0)1% + | g5 loglyp(s)IPas —>
0

1]

log

v ()] (% e Fy(s) Fp(e)
17,(0)] [0 by, (s)1°

lyo(8)) = lyzlel®|(1+°)t .
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fnalogamente, para o campo Z; indiguemos por (xlet,x2(t))
a trajetéria radial a partir de (xl,xz); teremos entdo
(t = 0):

2y ()] = PN

Consideremos T ¢ R de modo que [xy eE| = R.  Segue-se gue

|o| (1+c)|T k!xz(%)‘e1®|(l+c)€

ly,(B) | 5 |yyle < klx,|, onde

(v-+Y,) = E(x et,x (£)}) estd definido como acima; portanto,
1*72 1 2

Tk > 0 de modo que ]y2| 5 kle(E)I. Basta agora tomar
Yo = Kvp .

Finalmenie, o Teorema de Extensic de Riemann garante que £

B

se estende a xy =0, ix2! £ ¥,

Concentremo-nos agora no estudo da holonomia da variedade
invariante horizontal.

(2.10) Proposigio - h'(0) = 2™®

Demonstragdo

0 fluxo real induzido em T & dado por
x> . .
il = ixq, %, = ® ii (1+w1(x1,x2))x1. Ou seja,

xl(t) = Relt, %, = 18 x2(1+¢1(Reit,x2)). Escrevamos

T a: J - :
x,(t) = jil aj(t) Xy.  Segue-se que:
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@« 3 @ . .
T al(t) xg = i@ I a.(t)xg(1-+¢1(Relt,x2)), de modo que
3=1 9 3=1 J
T

. ® .
al(t) = i8a, (t) =—> aq(t) = el®t (pois aq(0) = 1).

guando +t = 2w, obtemos h'(0) = al(Zn) = 2Ti8,

Facamos agora © = -m/n, onde m ¢ ITF, n €W, Temos
entio h(xz) =Ax,; + T ay xg com M =1 (se m.d.c. (myn)=l,
J:
temos que n e Wt & o menor inteiro para o gual a correspondente

poténecia de A é 1),

(2.11) Teorema — Seja h: (¢,0) — (€,0) um difeomorfismo anali-
tico local do tipo h{z} =z + T 2y zj, a, £ 0. Existem entio
J=2
setores S e g, de vértices em 0 ¢ €, semi-aberturas -9,

0 <o, < /2 e bissetrizes opostas de modo que:

1 -h{sH) est e 1lim n(z) = 0 para =z € gt

noe

s -n(s)es e Lpn(z) =0 para z€ s .
faty -

Observe~se que S+ N g possui duas componentes que sao

setores de abertura n—290
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Demonstragao

Apés submeter h a uma mudanga de coordenadas lineares, pode

mos supor a, = ~l. Seja g(z) fungdo analftica definida pa
ra [z| pegueno, g(0) =1, de modo que h(z) = —>
lizg(z)

Torna—-se mais simples estudar g apés a mudanca de coordena
das P: € = 1/z, Obtemos o difeomorfismo h(E) = z + g(1/g),
ﬂ(m) = @, definido numa vizinhanca de £ = =,

Como g(l/e) =1 + % g(g), com g limitada quando le| = =,
vemos que ﬂ(g) = §-+1-F% g(g) estd préximo da translacdo

T9(8) = £+1 para |E| suficientemente grande.

Segue-se que podemos encontrar um setor &t de bissetriz ho-

rizontal e semi-abertura m-g (0 < 8, < m/2) e um disco

2 ~
pt = (gl—R)2 + &, S (2R)? de modo que se S' = & n (cD)
entdo h(st) € 57 & lim A™(E) = w.

n#e

Procedendo de forma analoga encontramos § satisfazendo
sy e s e lim BT(E) = .

T e
0s setores P(S"), P(S™) (ainda denotados por s%, 57) sa-

tisfazem as propriedades requeridos. .

Consideremos agora o caso em que h(z}) =z + T a. zJ,
j =k+1 J

+ +
2.1 # 0. Teremos setores Sl,...,Sk que se alternam com ou-
tros SE,...,S; , com semi-aberturas £ m/k, de modo que

+ - + -+ =1, - . n _
S; N sy £ e h(Si) ©sf, h (Si) c s e iig h*(z) = 0 sze
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k k
ze U g, um b ™™(z) =0 se z¢ U S .

?
i=1 t 1o i=1 *

Para justificar esta afirmativa, utilizamos o Teorema
(2.11} de modo conveniente. Consideremos, por simplicidade,
k=2, Apés uma mudanca de coordenadas linear, fazemos &a = -1.

Sejam g(z), g(z) holomorfas para |z| suficientemente pequeno,
z -
g(0) = 1, tais gque h(z) = ———» ¢© g(z) = 2g(z)+-22g(z).
1+z” glz)

Consideremos u € €, ~(m-€) S Arg u = n-§ para ¢ << 0, de mo-

do que z = Ju estd bem definida fixando JT =1, e definamos

u

H(u) = —_—, Utilizando o mesmo raciocinio anterior, vemos

1+ug (V)

gue existe um setor §{, de semi-abertura -9, < mr-¢, onde

HsH st e 1lim () = 0; daf, a composigdo z — J%(zz) =
= h(z) esta bem definida em S{ = Jgi, h(S{) < S{ 1im hY(z)=0.
e

Observe-se que a semi abertura de S{ estd compreendida entre
n/h e m/2. Aplicando sucessivamente este argumento, encontra-

mos a descrigio proposta acima.
vinalmente, seja h(z) =z + T &, X com AP =1 pa-
. k=2

ra algum n € M, =n = 2. De modo andlogo ao que se fez no c¢aso
de campos de vetores, podemos procurar uma mudanga de coordenadas
%: (¢,0) — (€,0) de modo que h(z) tenha uma expressdo mais

gimples. Procuremos B(x) =x + E(x) =x + & gj x¥  para que
k=2

E“lo he £(x) = hlx) = Aax + §(x) =*ix + I V. xj. Tem-se !
w2 Y
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Mx+E) + @(x+8) = (Ax+y) + £(dhx+y) =—>

M- E(AX+) - ¥ = ~o(x+E) —>

A E &g x - x = p(xeg) =—=>

5.(1x+¢)j - B .
3=2 J j

Z
=2 J:Z J

J

I

o(xtE) o T gjt(lHW)j*(lx)jl =

T 1O-M)g - 4 =
J:

3=2

-1 .

—p(xeg) + T £ (4 (x)t ¢dh
J=2 J 1=1

il

Vé-se que o coeficiente de cada xk no segundo membro envolve

gj e Wj com Jj < k, de modo que indutivamente podemos determi
nar §, e wk desde que conhegamos éj,wj para J < k. Usa-
mos o seguinte critério: se K £ 0, colocamos ¥, = O

se K—Kk =0, " £ = 0

No caso presente, aantsl _ g ¥ 4 = 1; dai, obtemos {formal-

mente) E(x) =Ax + T a L Portanto, ou a, =0 ¥ t= 1,
£4=1
&

formalmente e também analiticamente equiva-

4
e neste caso hi(z)
lente 3 sua parte linear, ou ay, # 0 para algum L > 1 (conside

ramos o menor inteiro com esta propriedade). Segue-se gque formal
nl+l £ T a an+l'
1>L

mes com oS termos de ordem superior a nlL+l, podemos entac afirmar

mente E(x)‘: AX + ap X Se ndo nos importa-

que h(z) ¢é analiticamente equivalente a um difeomorfismo
n(x) = Az + ap, e T
»L Y

cal de h em O € € & feito estudando a dindmica de B(x) =

Agora, o estudo da dindmica 1o
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hn(x) =X + nap an+1 + 4es 5 0 que fizemos anteriormente. Dei-

Xxamos o8 detalhes ao leitor.

A classificag@o analitica dos difeomorfismos locais da forma
[-.] .

h{z) =z + T ay zJ  foi estabelecida por J. Ecalle [6] e estd

intimamente ligada a classificagiio analftica da sela-nd,que é o

assunto do prdximo capitulo.

Observagdo — A respeito da classificacfo analitica dos campos de
vetores cuja parte linear possui dois autovalores nac nulos e di-
ferentes kl, 12 podemos resumir os resultados conhecidos da ma-

neira seguinte:

N .
(i) Ii g¢R_ e Tl 4 Q. Pelo Teorema (1.2) o campo é analiti-
2 2

camente linearizavel.

A ‘

(ii) 1 ¢ O . Nesta situaclio o campo é anali{ticamente equiva-
x +
> :

lente a sua parte linear ou B sua forma de Dulac (Teorema

(1.3)).

A
(iii) Il €R_ e por (2.9) a classificagdo analf{tica destes cam-
2

pos estd reduzida i classificagBo dos difeomorfismos lo-

calis da forma

2 M 1
{(* h(z) = Az + a, z%+..., com %= exp(2mi XE) € 87
onde a lihearizagao n8c & sempre possivel. Em particular
gxiste o problema de caracterizar dinamicamente os difeo-

morfismos que ndo sfo linearizaveis.
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cAPITULO TV

A SELA-NO COMPLEXA

Como vimos no Teorema de Resolug8o, o uso de explosdes su-
cessivas conduz ao aparecimento de singularidades irredutiveisj;um
dos tipos possiveis € a sela-nd, cuja parte linear possui um auto
valor nulo. Pretendemos agora discutir a classificagfo analftica
destas singularidades, que exibem um conjunto bastante rico de in
variantes. Este estudo é particularmente iluminador no que se re
fere & influéncia sobre a equagiio diferencial de sua estrutura C°

subjacente.

§1 - Formas Normais

Iniciamos apresentando formas normais gque serfic muito con-
venientes na seqlidéncia. O resultado principal deste paragrafo é

o seguinte

(1.1) Teorema (Dulac) - Seja = 0 um germe de sela-nd defini-

w
do em vizinhanca de (0,0) ¢ €2, Existem p= 1 inteiro, *» ¢ C
e um sistema de coordenadas onde a equacgloc anterior se escreve

1
(*) Ex1(1+lxg) + xZR(xl,xz)]dx2 - xg+ dxq =0,

onde R é de multiplicidade pelo menos p+l em {0,0).

A equagdo (*) é a forma normal de Dulac da sela-nd.
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Esta forma normal envolve o par de invariantes (p, V). Ve
remos depols serem eles os Gnicos invariantes formais, no sentido
gque a equagao pode ser transformada, por uma mudanga formal de co

ordenadas, em

p+l

Y
(¥%) xl(l-kkxz)dxz-xz dx, = 0.

1
Passemos b demonstraciio do Teorema (1.1).
ls ectapa: consideremos uma sela—né 2Z = klxl 2 4 «e. o Existe

dxq

uma mudanga de coordenadas analitica &: (mz,o) — (m2,o) tal
* o)
que ((xlixz) = g(ulsuz)) g 2= (x1u1+u2g(ul’u2)) ET.IE +

oY ~ P
+ u2h(u1,u2) Sﬁg , & e h sendo germes de fungoes analiticas

em (0,0) ¢ €°.

De fato, analisemos formalmente ¢ problema. Escrevamos

o] o]
7 = (llxl-%¢1) EEI + Oy T g(ul,uz) = (ug + 53y u2-+§2) e

§*Z==(llu1-+wl) 3%— + Y5 3%— , onde E.= T E.o u®
1 2 J o |glz2 Y

¢ Q

j= T ij u sSo séries de poténcias formais, para j=1,2.
lal=2 g

Recordemos que

. bE .
Q
dE -

- ¥, » onde para clareza da exposigdo colocamos A, = O.

2
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Estabelecamos a regra:
Q — =
Ju ¢ (uy) ==> b3 =0

Observe-se que u? ¢ (uy) == A14y+h,q,-hg =X (q1-1) # 0 (se
Qp = 2) e xlq1+L2q2-12 = qul.¢ 0, de modo que formalmente po-
demos realizar a mudanga de coordenadas pretendida. Quanto 3 sua
convergéncia, observemos que [ (q;-1)| =58>0 e iquif 2 50,
8 e¢R, e &g € €lluyll, de modo que sﬁj < 5j(u1-+§1, u2.+%2),
J = 1,2. A convergéncia segue-se come em casos anteriores anali-

sados,

Congeqllentemente, a sela~nd possui curva integral tangente
ao auto-espago associado ao autovalor n#Ho nulo, passando por

(0,0) ¢ Cz. As vezes nos referimos a ela como a variedade forte

da sela-né.

28 etapa: Existem ume mudanga de coordenadas analitica em (0,0)¢
€ ¢2, p N e fungdes analfticas A e f definidas numa vi-
zinhanga de (0,0) ¢ Gz, £(0,0) # 0, tais que a sela-ndé se es-

creve

E
p+1

liz = f(xl,x2) %

I

f(xl,xz)(xlxl + xZA(xl,xz))

I

Para demonstrd-lo, consideremos a sela-nd
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= Aug + ugg(ul,uz) = C(ul,uz)

o
[
|

D(ul,uz)

= uzh(ul,uz)

N
I

Procuremos uma mudanca do tipo X = uj, X, = Uy ﬁ(ul,uz) =

~ * bn - bn hd
n(ul,uz), com n(0,0) = 1. Temos que x2='gﬁi uy + 4, u, =

dn an T +1
= o C + T, D, e pretendemos x2==f(u1,n(u1,u2))ug+ nﬁ%vuzf .

Portanto, precisamos garantir que ug+1 ¢ (¢,D) para algum peNN,

Pelo Teorema de Preparacdo de Weierstrass, podemos escre-
ver C(ul,uz) = c(ul,uz)(ul+a(u2)), onde c(ul,uz) e a(u2) 530
germes de fungbes analf{ticas em zero, com ¢(0,0) # O. Aplicando
agora o Teorema de Divisdio, escrevemos D(uj,u,) = qfug,uy)(uy +
+ a(uz)) + b(u,), onde a(uq,u,) e b(uz) s80 também germes
de funcgdes analiticas em zero. Segue-se que D = QC + b, Dpara

2

Q=qg/c. S b=0, (0,0) ¢ C" ndo seria singularidade igolada

para a sela-nd; segue-se que existem p+l e N e U= U(u2) ana-
+1 U

1{tica em Q0 e €, U(O) #0, tais que D = QC + ug , donde
1 1 1
u£+ = - % C+5D e portanto ug+ ¢ (c,D).
Fica natural agora procurar n de sorte que

-Q/U 1/u ' Toug "y B, ~ 7

Assim, procuramos 1 como integral primeira do campo % 3%— +
1
" Q b :
T,

2
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Ora, U(0) #£ 0, de modo que encontramos imediatamente uma inte-
gral primeira exigindo, por exemplo, n(O,uz) = u,. Deixamos ao

leitor completar a demonstragdo.

Dagui em diante consideramos a sela-né na forma

p+1

b -, ’
(klxl + sz(xl,xz)) EEI + x 2. ., 0 inteiro p+l € N € de fa

bxz
to invariante por equivaléncia analitica. Para ver isto, conside

remos o toro sdlido ]xll =1, e a holonomia da variedade forte

na secio xy = R. Colocando x;(8) = Reie, obtemos o trago da

dx x,A(Re2?, %, )y -1
folheacio no tore sdélido como 7ﬂ§ = ixg+1(l1 + “g——"'fgigg') .
Re

Escrevendo xz(e) = &El aj(e) xg , conm al(O) =1 e aj(O) =0

para J= 2, a equacgdo anterior conduz imediatamente a ai(s)

= s+

a;(e) = 0, de modo que a holonomia da variedade forte sze
- D+l i -
escreve x2(2n) =Xy o+ By X3 Hee. , COM Ay g £ 0., Este ti
vo de difeomorfismo local foi descrito na seg@o anterior, de onde
resulta ser p+l € N invariante por conjugaglo analitica (& o
nimero de setores atraidos pelo ponto fixo). Finalmente, observe

mos que equivaléneias analiticas entre selas-né conduzem a conju-

gacdes analiticas entre as holonomias de suas variedades fortes.

32 etapa: Partindo agora de (x;+x,A(xq,%,))ax, - x§+1 dx; = 0,
vamos gsimplificar o Jjato de ordem p+l., Ora, a primeira destas
equagbes exibe as ressondncias 1.1 + q.0 =1, g ¢ M, de modo

que por uma seqliéncia de mudancas de coordenadas podemos levar
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a eguagéo diferencial a forma [x1(14-B(x2))4-X2R(x1,x2)]dx2 -
- x§+l dx; = 0, onde B & polindmio de grau p € N, B(0) =0
e R & de multiplicidade pelo menos ©p+l ¢ N em (0,0).

Escrevamos B(xz) = a xg Foset ap xg, onde o, £0 e 1lsisp,

; s = +1 s 4P
Desejamos transformar a equagao em tXl(1+aL+l Xé taeat apX ) +

+ X, ﬁ(Xl,XZ)]dXQ - §+1 axy = Of Fm prineipio, podemos repetir
sucessivamente o processo até a forma final desejada. Considere-
: ~ L+l
mes entio H(Xl,Xz) = (Xl,h(Xz)) = (xl,xz) com h(X2)=X_2+aX2+ ’

a ¢ ¢ a ser determinado, comc mudanca de coordenadas. Obtemos

[y (14 B(a(K,))) + h(K)IR(K,R(Ky)) I (Bp)a%, ~ B(x)PH % =0

ou

1
x§+ n' (%) p+l
W %, (1+B(h(X,))) + X, R(Xy,h(X0)]d%, = X d¥g =0

Daf, obtemos

L 5 p+1 _
X (L+ oy +a(t-p)] X5 +000) + X5 R(Xq,%,)3dX, - X577 dX; = 0.
%
Portanto, devemos escolher a = =T ° Este raciocinio pode ser

empregado enquanto 1 < p; segue-se que 0 (p+1)-jato da eguagao
assume a forma x1(1+kxg)dx2 - xg+l dx; = 0 apés aplicacgéo su-
ceasiva deste tipo de mudanga de coordenadas. Isto termina a pro

va do Teorema (1.1). u
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(1.2) Definiglo

{a) O nfmero intei~o p+l ¢ N serd denominado nimero de Milner

da sela-néd; D, designard o conjunto das selas-nd com nime-

0 de Milunor p+i.

(b) ¢° serd o grupo de difeomorfismos analfticos locais de
2, {0,0)) do tipo (xl,xz)l—u* (w(xl,xz),xz) com w(x1,0)=

= % .
(¢} &° serd o grupo de difeomorfismos formais de €2 em (c,0)
do tipo (xl,xe)k—* (xl + = mn(xl) xg, xz), onde as fun-

N n=1

¢Ses o, sHo convergentes em algum disco [x;] <R, R>0,

n
independente de n € IV,

(1.3) Teorema - Consideremos a sela-nd em Dp

(%) Ex1(14—hx§)+-x2 R(xy,x%,)]dx, - xg+1 dxy = 0, onde

mult(R,0) = p+l. Ela é equivalente, via um Gnico elemento de G&G°,

4 sua forma normal final

x1(1+xx12°)dx2-x12’+1 dxy = O.

Demonstracdo

1 - Retornandc ao infecio da %2 etapa da demonstragio do Teorema
{1.1), vemos que a sela-nd é formalmente equivalente a
X1(1+f(X2))dXé-Xg+l dX; = 0, onde f‘E E[[Xé]]. Segue-se

que, nas coordenadas (X;,%;), X; =0 é curva integral for-
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mal, tangente ao auto espago associado ao auwtovalor 0 ¢ €.

Portanto, se a sela-nd estd na forma (*), temos como curva inte-
gral formal x; = u(x,), com u € ellx,11, u(0)=u'(0)=0.
De fato, por ser u(x2)(1+kx§)+x2R(u(x2),xz)—x%+1 u'(xz) =0,

necessariamente u(xz) = axg+2

4+sss o Consideremos H(xl,xz) =
= (x1+u(x2),x2) ¢ G°, Utilizando H como mudanga de coorde-
nadas (ainda empregando (xl,xz) como varidveis), vemos que

(*) +transforma-se em Ex1(1+kxg)+xlx23(xl,x2)]dxz—xp+1dx1==O,

com mult(B,0) = p.

Vamos agora transformar esta (ltima equagio, via um elemento
20 +1

de (", em Exl(l+kx§)-+x1x2B(0,x2)]dx2 - xg dx; = 0. Ob-

serve-se que atingiriamos esta forma gimplesmente eliminando

formalmente os mondmios que ndo s8o associados a ressonincias; .

. . 20
entretanto, queremos obter a mudanga de varidveis em & .

Para maior clareza, escrevamos a sela-nd como xlﬁ(xl,xz)dxza
- xg+1 dx1 = 0, e empreguemos como mudanga de coordenadas
H(xl,xz) = (% +n£l wn(xl)xg,xz), w, a determinar {conser—
vamos (xl,xz) como variaveis).
Realizando as substituigdes necessarias, obtemos a identidade
~e = 1 kel
C(xl,xz)(x1-+n£l xrwn(xl)xz) =

-2} ~ o
=(x, + = o (x Y%2)C(0,%x,) - = ne_ (x VxR,
1 a=i B 1/72 2 n=1 B 172
Escrevamos ﬁ(xl,xz)zzﬁ(o,xz)--xlx2 Co(xl,xz), Co€ Ct[xlfxz]];

Tem-se
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o«

- ] n o_
C(O’xz) nzl (xlq’n(xl) - cpn(xl)) x2 -
-] ' o3
= xlxzco(xl,xg)(xl-+ E xlwn(xl)xg) - I nmn(xl) xg+n ; logo,
n=1 n=1
S —_— n o_
acl (xlf'pn (xl )-wn (xl N xz =

= &(0,x,) [xlxzco(xl,xz)(x1+-n21 xlwn(xl)xg -nzlnwn(xlbcg+n].
1
Quando n=1: xlwl(xl) - wl(xl) = xi Co(xl,o), que possui so-

bl
w 1
lugdo wl(xl) = Xq [ Co(s,O)ds {observe-se que ¢1(0)5$i(0)=ol
(o]
Procedamos agora por indugdo; supondo determinados ”1"'°’¢n-1’

todos satisfazendo @5(0) = mé(o) =0, 1= 3j=n-l, -temosda
identidade acima que (igualando coeficientes em xg):

]
xlwn(xl)—¢n(x1) = x% Cn_l(xl,o), onde Cn—l(xl’o) depende

de ml""’wn—l’ mas nao de mj para J = n.
X1

Novamente encontramog wn(xl) = Xq [‘ Cnﬁl(s,o)ds; como to-
Q

dos Cj(xl,o), 0 £ j < =, s80 convergentes no mesmo disco cen
trado em 0 € €, vemos gque H ¢ 6°.
No caso particular da equaglo

=[x1(1+1x123)+x1x23(x1,x2)]dxz—xg'*l dx; = 0, com wult(B,(0,0)3p,

temos que"ﬁ(xl,xz) = 1+kxg+x23(xl,x2); segue-se que
_frsﬁ(xl,gz)—ﬁ(o,xz) = xz(B(xl,x2)—B(0,x2)). Portanto, Co(%15%,)
'*J,tem'ﬁultiplicidade no minimo p-l1¢MN em (0,0), e daf
mﬁlt(mﬁfo) z2 ptl, 0= J<ow. Concluimos que o (p+l)~jato
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da eguagdo obtida apés a mudanga de coordenadas He G° é
] p _ b+l _ '

x1(1+lx2)dx2 x dxy = 0.

finalmente podemos considerar {(*) na forma

Exl( 14—1}{12) ) + Xlsz(O ’ X2 ) ] dxz—xg'l'l dxl =0, apés atuar por
¢°: aqui, mult(B(O,xz),O)k p. Escrevamos

+1 +1 ‘s
[x1(1+lxg+x£ S(xz)]dxz—xg dx, =0, e utilizemos H(yl,yz) =
= (ylé(yz),yz) ¢ ¢° como mudanga de coordenadas,
Resulta a equa¢do
£ (y,)

—=_ldy,, ¢e modo
E(yy) | °

1 1
y1(1+hyD)dy, - v ayy + y1v3" (S(yz) -
Va2
que escolhemos g(yz) = exp [ s(t)at.
s}

Quanto & unicidade, basta provar que se¢ H(xl,xz) =

A0 - 1
= (x1+w(x1,x2),x2) € G transforma x1(1+lx§)dx2—xg+ dxy =0
em si mesma, ent2o w(xl,xz) = 0, o que deixamos para o lei-

tor verificar. "

Finalmente demonstremos gue a forma normal final de uma

equacdo em D_ & Unica; devido ao Teorema (1.3}, basta demongtrar

P

o seguinte

P+l _
(1.4) Teorema -~ Se x1(1+lxg)dx2— dx; = 0 )

X2

x1(1+l'xg)dx2— g+1dxl = 0 sio equivalentes via uma mudanga formal

de coordenadas, entdo A = A'T.

Demongtracgao

1 -

A mudanga formal de coordenadas deve ser do tipo
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H(x,%,) = (xy2(%5,%,),%,b(%7,%,)), pois %, =0 e X, = 0

580 curvas integrais. Apds aplicagdo de H, e pondo xq = 0,

1l

- . 10D dby _ 1 da _b+l
chegamos a identidade  (1+Xh x5b )(b+x2 bxz) 3 %, x5

= bp+1(1+1xg), com a = a(O,xz) e b= b(o’x2)' Escrevamos

b =D, + jEl bjxg' vé-se de imediato que b, = bg+1, ou

bg = 1. Para k+1 = p, a identidade torna-se

(14135 BP) (b, 2 = b7 HAE) moa (g™

S b=b + T b x4 , temos gue para k+l £ p:
o] j=k k 2

k k .
b0+(k+1)bkx2 = bg+1 + (p+l)b§ by X5, ou seja by = 0.
Quando igualamos os coeficientes de xg, obtemos

'Y = 3! P 4t
Mo +(p+1) by by = Ab, b o+ (p+1)bp = A= A,

{(1.5) Definic8o - DP A designard o subconjunto das selas-nd de
]

Dp cuja forma normal final & Wy ) = x1(1+lx§)dx2~xg+1dxl = 0.

82 - 0 _Problema de Clasgificacg8o Simplificado

Como vimos na segao anterior, devemos classificar as se-
las-né em cada Dya €D com pPelN e A e €. Atuando af
2
com ¢ grupo Dif(GZ,O), obtemos equagdes cujo (p+l)~jato &

Wp 3 = 0. Devemos decidir agora quando é que s8o egquivalentes as
’
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squacoes wy =y l+x2R1(x1+x2)dx2 =0 e wymwy x+x2R2(x1,x2)dx2=0,
H Hd
onde mult(Rj,O) = p+l para J = 1,2. Isto pode ser feito uti-

lizande um subgrupo de Dif(wz,o) mais apropriado.

(2.1) Definig8o - G < Dif(mz,o) é o subgrupo [G°,1], onde
L={¢c¢ Aut(mz), ¢(x1,x2) = (uxl,Bxg) com & £ 0 e g? = 1].

(2.2) Teorema - wy =0 e w, = 0 sao Dif(GZ,O)—équivalentes se

e somente se sfo G-egquivalentes.

Portanto, o problema de classificaglo reduz-se essencilal-
nente a estudar a agéoc de &® no subconjunto Dg,l < Dp,l das
selas—nd que vém dadas em sua forma normal de Dulac (a atuacdo de
L & bastante ficil de ser analisada). 'Observe—se que todas es-

tas selas-nd sdo G°-equivalentes.

Para a demonstracido deste teorema, necessitamos alguns re—
sultados preliminares.

{(2.3) Lgma - Sejam w==[x1(1+kxg)+x2R(x1,x2)de2—xg+ldx1 =

- +lg, _ —é
= A(xl,xz)dxznxg dxy = 0 germe de sela-né em Dp,x e

f(xl,xz) = P(x2)+xg+1r(x1,x2) germe de fung8o holomorfa em
(0,0) € ¢@; aqui, mult(R,0) = p+l, P(0) =0, FP'(0) £0 e
grau P s p. FExiste entdo ¢ ¢ Dif(cz,o) que deixa w =0 inva-

. *
riante, isto €, ¢ w Aw =0, de modo que fo ¢ =P,

Demonstracgdo

1 - Escrevamos f(t,xl,xz) = P(x2)+txg+lr(x1,x2) para Tt € R
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e ft(xl,xz) =f(t,x1,x2) quando desejarmos fixar * ¢ R.
Procuremos uma famflia ¢, € Dif(¢%,0) tal que f o9, =P
¥ t ¢ [0,1], com ¢, = Id, obtida por integracio de um cam-
po  X(t,%y,%,) = f% + E(t,%y,%5) E%I + n(t,%q,%,5) E%E. Mais
precisamente, ¢, serd o fluxo local de X em (0,0) do ins
tante 0 € R ao instante +t ¢ R, Escolheremos X de tal mo
do que w(X) = 0, onde w(t,xl,xz) = w(xl,xz) ¥t cR.

Portanto, ¢, deixa invariante cada folha de w = O.

Portanto, devemos ter:

xg+l§(t,x1,x2) =0

— w(¥X) =0, ou A(xl,xz)n(t,xl,xz)

o} .
— f o9, =P, ou f(t,¢t(xl,x2» =0 ¥ teR. Eguiva-

lentemente, %% + gg% £ + g%i
2

o

n= (no ponto(t,xq,x%,)),

ou ainda 3—— E + 3—5 n = xp+1

1
Ora, experimentemos E = g.4, n= 8Xg+ y onde g(t,xl,xz)

é uma funcio holomorfa a ser determinada. Devemos ter
of 3f p+1 +1 of P+l dr
g[ 3%y A+ 55 ] xp r. Como afz(tl,xl,xz) =txs Eray
-r

vemos que E(Xq,%X,) = . Observe-se que
12 bf/bx2 + tAbr/bxl

(t 0,0) + ta(0,0) g% (o 0) = P'(0) £ 0, de modo que

g(t,xl,xz) esté bem definida para + ¢ [0,1] e (x,x,) € €

préximo de (0,0) ¢ . : -
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- *
(2.4) Coroldrio - Se & w, Awy = O para § € Dif(c2,0), existe
um difeomorfismo ¢(x1,x2) = (¢(x1,x2),P(x2)) em (0,0) ¢ ¢ ,

*
onde grau P < p, tal que ¢ Wy A wy = 0.

Prova

1 - Observemos inicilalmente que "2(x1’x2) = %, define uma fibra

cdo de (62,0) gsobre (C,0) com as propriedades seguintes:
—_— ngl(o) é a variedade forte de w, =0
— dﬁ2(0,0) = ax,

— as fibras de 7, , exceto ngl(o), s80 transversais a
Wy, = o.
Ora, a submersao local Ty e E = 52 possul exatamente as mes—

mas propriedades (com d§2(0,0) = a,d%,, 8, £ 0). Segue-se
2%, J:
— D _c2 b+l
que devemos ter bxl[xl(l-i-lxz)fngl(xl,xa)] + 5%, xg =0
. b€,
somente para X, =0, © que implica (ja que SE_(O’O) £ 0)
2
[:13
2 1 -
que EEI (xl,xz) = xg+ V(xl,xz), onde v €& holomorfa numa
vizinhanga de (0,0) € ¢2. Portanto 52(x1,x2) =
= x2+xg+1u(xl,x2), u fungio holomorfa mima vizinhanga de
(0,0) ¢ @2, Pelo Lema (2.3), encontramos ¢ eDif(wz,O) de
tal modo que §2o ¢ = T, e W*wl A W, = 0. Segue~se que
¢' = Eo § preserva a fibracdo associada a m, €
*
(2%) (wy) Awy =0, de modo que ¢'(xl,x2)=(¢'(xl,xz),h(xz)),
h holomorfa em (€,0) com h'(0) # 0. Finalmente, aplican-
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do novemente o Lema (2.3) para f(xl,xz) = h(x?), chegamos ao

difeomorfismec desejado, : .

Podemos agora concluir a Prova do Teorema (2.2). Podemos

. )
supor que ¢ w, A wy = O para ¢(xl,x2) = (w(xl,xz), P(xz)), com

[l

grau P s p (observe-se que gﬁ% (0,0) # 0, g%: (0,0} =0,

P'(0) £ 0). Sabemos que existem & € a°

i =1,2, 8egue-se que @ = Gy0 po azl deixa Wy g = 0
’

*
tais que &y wp,l =
=UJi’
invariante, e ®(x1,x2) = (e(xl,xz),P(xZ)). Provemos gue de fato

9(x1,x2) =ax; e P(xa) = Bx,, com a # 0, 8P = 1. Tsto é,

D~

® ¢ L, o que implica ¢ € téo,L] pois ay,8, € 8% mes 3
convergente, de onde se seguird ¢ ¢ [¢°,L] = G.

De @ Aw, 4 =0 concluimos que

Py A b,

() 3 )P, P B - (LB, )PP oy )-Bx P 2.

Portanto:

P(xz) ]p+1

%, §§L = (l+KP(x2)p)BP'(x2) mOd(xg+1),

xl(l+lxg) [ "

@o
Escrevamos e(xl,xz) = Xy + nEI W(xa)xg e P(x2)=$x2+32xg denat

. Congideremos a igualdade acima mod(xl,xg+l):

hvLel

+eeat Bpx

P(x,) ]p+1

a(1+ixD) [ = (LRGPP () mod (5™,

Se X, = 0, vemes gue Bp+1 =g, ou 8P = 1.
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Quando igualamos os coeficientes de Xy s obtemos (p+_1)i32 =
= 2B,=> B, = 0. Supondo B, =...= By1 = Os mostremos gue

k-1

B = 0, k < p. De fato, comparando coeficientes de x, =, en~

contramos (p+1)B, = kB ==> By = 0.

Retornemos & identidade (¥*), agora com P(xz) = Bx,. Obte

_ P be p+l B89
(**) . B (1+1X2) = Xl(l+kx ) l + x2 bxa

o b n
Escrevamos 9(x1’x2) = aXq + n§1 wn(xl)xz. Provemos que

¢1(xl),...,mp(xl) sdo todos nulos; a mesma ideia aplica-se suces

sivamente para @, (xl)""’¢(4+1)p(x1)’ LM, o que deixaremos
P+l
ao leitor verificar, Igualemos em (#%) os coeficieutes de

xg, n £ p:
9 (%) = x@) (%)) => ©, (%) = e, %p, n=P.

Agora, novamente em (**), igualemos os coeficientes de xg+n ,

n s p:

(xq) = (%) + ne x)=> ¢, =0, n<p.

Ppn p+n

§3 - Atuaglio de G° em Dg,l

Seja ¥ o espago de germes de fungbes holomorfas em {¢,0)
que deixam 0 ¢ € fixo e sio tangentes a identidade., O teorema

principal do capitulo é

(3.1) Teorema (9] - O espago de drbitas de G°_ atuando em Dg A
y
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estd em bijegdo candnica com €F x #P,

Para demonstra-lo, construieremos uma aplicagdo candnica bi
Jetiva T entre Dg sy © e® x #P. Nosso ponto de partida serd
s .

um resultade de Hukuara, Kimura e Matuda. Seja U< C um setor

de vértice em O ¢ €, isto &, U={xe€; x#0, |x|<R e x/[x|eclu{o},

-

onde C& S € umarco aberto e R > 0. Se C = (a,b), diremos
que b-a ¢ R é a abertura de U, Permitiremos, sem mencionar,

que R » 0 seJa escolhido convenientemente pequenc, e indicare-

mos por U o conjunto {x ¢ ¢; O0< |x|] <R e =x/|x| € C}u{0}.
Consideremos a sela-né w =0 em DP 1

: y
te 3 € G° de modo que & Aw =0, 3(Xqs%,)=0(x,%,),%,)
€ %€ que ¥ ug .y =0 10¥p) = W(x3,%,),%,

H

Sabemos que exig

(3.2) Teorema (Hukuara, Kimura, Matuda) — Se U possui abertura

no maximo 2m/p, existe uma transformacio holomorfa limitada

g0 0 x (UN {01) — ¢ x (U\N{0}), onde O c € ¢é vizinhanga de

0¢cC, tal que
(1) QU(xl’XZ) = (wU(xl’XZ)’xZ)
3 a * A 0
- (1i1) by wp,l w =
(1i1) 9y & assintética’ a % em (0,0) ¢ €%, isto &, dados
un setor V< U e um disco compacto Dea quaisquer,

para cada k €¢WN existe C_ _ 2 0 de modo que
V,D,k

k+l
lo{xq 9%, )= (%7,%,)]| < C | (=qs%,}

grrrrT2 k *1rt2 7,5,k 1772 !
*Este conceito aplica-se mais geralmente a fungdes definidas em

produtos leU2 de setores de €; consulte-se a ‘respeito [16].
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onde @ é o k-jato de ® em (0,0) ¢ e?,

Para uma demonstragfo, o leitor deve consultar [7]. Obser
ve-se que decorre facilmente que o se estende a 0 x {0} como
mU(xl,O) = Xq, ¥ x5 € 0. O Teorema {(3.2), portanto, afirma que,
mesmo nao sendo & € a° convergente, ele possui upealizagbes!
quando restringimo-nos a setores convenientes. Diremos gue @U
& uma normalizacdo setorial de w =0 em Qx U. A estrateégia

da prova do Teorema (3.1) consiste em explorar o fato de que uma
normalizacdo setorial ndo se estende necessariamente a um elemen~

to de G°.

(3.3) Lema - Se ¥; e ¥y s8o normalizacgdes setoriais de w =0

em Dy 4 dadas pelo Teorema (3.2), entdo ¢51o by & assintdti-
2

ca a (xl,xz)k-4 xq em (0,0) ¢ ¢2.

Deixamos a demonstracio como exercfcio. 0 Lema (3.3) 1le~

vanta imediatamente a pergunta: como é uma funcio do tipo

-1

(3.4) Definiclo — Seja g: 4t x U— C x U, g(xl,x2)=(gU(xrméLx2)

assintdtica a (xl,xz)t——4 X, em (0,0) ¢ ¢ e tal que g¥w =

Dy
= - Diremos que g & uma isotropias setorial para w = 0.
Py D,A

(3.5) Teorema - Conservando a notagdo acima, temos que:
(i) Se Us{x ¢ C; Re xg > 0}, entao gU(xl,xz) =

S
=% + 8.% exp(-1/px5), a, € €
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(ii) Se U<{x € €3 Re xg < 0}, entao gU(xl,xz) =

1-n
= X + Z a Ex exp(~1/px2)] 2, onde
1t 5 2 1

w0
n
Xqa + L @ X £ H.
ln=1n1

(iii) Se U contém um raio onde Re x-g = 0, ent8o gylxy,x,)=x;.

Demonstragdo
1 - Escrevamos gU(xl,xz) = nEO gn(xz)xil, onde g, é holomorfa

*
¥nemwW. Como g w = w, 54 temos que gU-(1+lx§) =
9

DyA h

il

5. 28y &y
15{1(1+?Lxg) "tEc_ xg+ 5——' Resulta gn(xz) =

l\)

l-n
a fx}‘ exp(—l/pxp)] . Usando o fato que g se estende a
n-"2 2

Il

i x {0} como (xl,xz)b—-» x;, obtemos as formulas do enun-

iado.
ciad . "

Podemos agora definir a aplicagBo T: Dg 2/a° — Cpxup.
’ .

Consideremos o recobrimento de Sl por setores U,

I i=0,...,2p-1,

de abertura 2m/p e cujas bissetrizes sZo os raios Rexg =0,
isto &, as diregles exp %—;—l m/-1, i =0,...,2p-1 (assin,

U, N Uy, Uy N U;ue.e, U, n g, sdo setores onde altermadamente

2 2p=-1
encontramos Re xg-:o e Re xg<0, Em cada Ui temos uma Unica nor
malizac8o setorial (pois o setor contém um raio Re xB:O) ¢, dada

pelo Teorema (3.2). Temos assim as isotropias setoriais L Q;il
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dadas por (xl,xz)F——4 (xl—kagi) xé exp(-l/pxg),xz) se 1i¢e¢N
o (1) p X Pyql-n _n
for par ou (Xq,%X,) = (xy + 22 ay’ [x; exp(-1/px3)] X11%p)y
n=

caso 1 eIV seja {mpar. Definamos T: Dg . — P x P como
H

=3

7 2p-~2 v . (1)n T _(2p-1).n
T(W)=(a§O)'aC()2)’...’ag P )’x1+nE a'."(l )xl""’xl-'_n:zar(l P )xl) €

e ¢P x wP.

(3.6) lema — T passa ao quociente Dg -‘\/G0 a uma aplicagdo T
?

injetiva.

Demonstragdo

~

. N 0 L. pN T Py yP
1 -~ Sejam Wq 5 3 Dp,h e £ € G tais D,

que g*mz A wq = 0. Sabemos pelo 1 ///’

. N
Teorema 4.1,2 gque existenm . DP’X/GO
21085 € g°, t{micos,satisfazendo

X

§j wp’l A wy = 0, J=1,2. Temos
: . A0 *
que &; = #,0 &, pois $,05 € G e (§2o £) Wy A Awyp =0
e af se aplica a unicidade.
2 ~ Consideremos normalizagtes setoriais §£J) de w, = 0,

J=1,2, e i=0,...,2p-1. Temos que @éz)o E & assinto-
*
tica a &,0 8 = & e - (§§2)o E) Wy 3 AWy =0, de modo

que por unicidade das normalizagdes setoriais §£1)= §§2)o g

-1
Resulta que le) o (@éi%) = §£2) (é(z)) e dai T £i
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¢a bem definida.

3 - Pagsemos & injetividade. Suponhamos (mesma notaglo anterior)

que ‘ﬁi(l) ° (‘};%H)_l = @1(2) ° (@ﬁ%)'l ¥i=0,...,2p-1. In~

= (sl@hy=1, (1), -
troduzamos &, = (8;7) "o 8:;7/; como &, = §i,.1 em

Up MUy

temos bem definida £: Qx(V\ {0}) — cx(Vv\ {0]),
V viz. de 0 ¢ €; ela se estende continuamente a g(xl,o) =
= (xl,O) para x; € l. Pelo Teorema de Hartogs, § _é holo=-
morfa em (QxV. Finalmente, observamos que § ¢ a° e

g* w, Awy =0, de modo que T ¢ injetiva.

Antes de examinarmos g sobrejetividade, faremos uma peque-
na digreasfo, motivagdo pelo aspecto peculiar das isotropias setg

riais, a respeito das fungdes de classe c® no sentido de Whitney.

Conéideremos K cR® compacto e (fk)kemfl colegdo de
fungdes continuas em C°(X, R"). Diremos que a cada fungdo
F(L)(x) = fL(x), para L ¢ IV, estd associada o Jato infinito
(fk+4)k€1f1; a mudanga de notacdo de ¥ para F(L) é justamen
te para salientar que a fungfo se faz acompanhar de seu Jato. Es-
creveremos |k|=kj+...+k e kl=k;!...k ! para kz(kl,...,km)EIﬁn;
ge 2z € Ifn, denotaremos por zk = ZE cee zzm.

(3.7) Definiggo - r(O)y k = ¢ & ¢ no sentido de Whitney —
r(0) ¢ ¢ (K,€) — se para cada & € N, neW existir Clg'[‘) >0
tal que
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1 n fk+&(x)

n+l

(y—x)k < Cé&) | y-x ¥ x,v € K.
£ claro que se B <R® & uma bola aberta contendo K e
E < CZ(B,&), a colegio associada a g pela Definigdo (3.7) €

simplesmente seu jato de ordem infinita usual (obs.: os elementos

de C:(B,G) possuem suporte em B).

(3.8) Teorema (Whitney), [8] - Existe uma transformagio linear
L: ¢ (K,€) — ¢5(B,¢) de modo que L(g)lK =g Mgc c;(K,a);

esta igualdade inclui os Jjates associados.

Necessitaremos também o critéric de Whitney para que duas
fungdes F; € Co(X;,€), i =1,2, onde K; é compacto, definam
uma FGﬁMﬁmym.EﬂuowemwﬁumMMeFyn%mzz
= F(L) ¥ L ¢ N®, mas hd também uma exigéncia em termos

2 KanZ 4 4

de Kl e KZ’ _Tem—se que Kl e K2 sd30 regularmente separados

se existem constantes C > 0, a > O tais que d(x,K;) =

= Cd(x,KlﬂKz)u ¥ x € K.

(3.9) Teorema (Whitney) [8] - Sejam K¢, K compactos regular-
i 2

© . . A
mente separados e F; € Cw(Ki,C), i=1,2, tals que F£ )==F§L)

em K NK,, ¥1¢ " (Fq = F, em K nK, , a nivel de ja-

tos), Entéo F(L) definida por FCL)(x) = FiL)(x), se X € Kq

e F(L)(x) = FéL)(x), se x € K, pertence a C,:(K1 U Ky, €.
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Nosso interesse reside no caso em que K = DxV & EBZ, onde
Dc ¢ é un disco fechado e V © C setor fechado com vértice em
0 € C, e temos uma fungdo f € c;(Bfo,m) holomorfa em Dx(V\{0O}).

E facil ver que f)_ é holomorfa.
Dx {0}

Fixemos por um instante x € ']5', e examinemos f como elemento de

C;';,([::l} xV,¢), Em {xl} x (V\{0}) ela é holomorfa, de modo que

o

H

(%q+%,) =0 ¥ x, ¢ V\{0}, ¥ ke, Como o jato associado
— 1*2 2

X2
a f tem por componentes fungdes con'tinuas, vemos gue

i

k

b f ~
;{E (xl,O) = 0. Segue-se que existem funcdes fk(xl) tais que
2
¥ (3q,x%,) € Dx v,
n f(x;) k n+l
Txys%5) = oo B %2 € Calesl Cp>0
L n f (x-)
[ kt "1/ k& {t) n+l )
l ot (x1,%5) - o __‘I‘c'!‘“"xz“cn |2, 777 €7 >0

2

Todas as funcles £y sao holomorfas em D, pois fk(xl) =

k

d F(Xq9%,)
PN e L
xz*O bxz

[--] .
Diremos que I fk(xl)xg € o desenvolvimente assintético
k=0 .
de f ao longo de Dx {0}.

Este conceito se aplica ao gue vinhamos estudando anterior

. .mente do seguinte modo (conservamos as notagdes de.antes).
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(3.10) Proposiclo - As isotropias setoriais &;o a7l

10 81,10(x0%p) =

= (mi(xl,xz),xz), para i =0,...,2p~1, sdo tais que
w; € C:r(ﬁ xT), VcU ; seudesenvolvimento assintético ao lon-

go de Dx{o}l é (xl,xa) — Xy

Demonstragdo

1 - Basta observar a presenga de exp(-l/pxg) se VcRe xg > 0,

ou de exp(l/oxt) se V< Re x5 < 0,
2 2 -

Voltemos agora a analisar a sobrejetividade da aplicacéo
T. Dado um elemento em o® x Iip, a ele associamos isctropias

setoriais L €co(Dxyy), i=0,...,2p-1, do tipo explici-
2p-1
tado no Teorema (3.5). Gostariamos que (gi,i+1)i=0 fosse um

Bi,i+

ncobordoh, isto é, que existissem aplicagles &; € ¢(DxU,), ho
W i 2

1
— . __l _
lomorfas em Dx (U; \ {0}), +tais que #;0 9517 = 8 5437

i = 0,.40,2p-1. Para isso, comecemos considerando a variedade

2p=-1 _
topolégica Mg = ‘§JO Dx U; / ~, onde (xl,xz) ~ (gi,i+l(x1,x2),x2).

Designemos por xi: Dx Ui-—" Mg as inclusdes naturais

ki(xl,xz) = E(xl,xz)], i = 0,...,2p-1, e por my: M, — D a

projecdo nz([(xl,xz)j) = Xpe Vé—ge facilmente que Mg\nal(O)
& uma superficie complexa, coberta pelas cartas coordenadas
1-;1: xi(ﬁx (U \ {01)) — Dx (U; \ {0}), e que m, restrita a

Mg\nzl(o) & também holomorfa.
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Vamos agora prolongar esta estrutura em Mg\*ngl(O) de

forma C° a Mg. Consideremos inicialmente a colec@o de setores

{vj], J=0,...,2p1, V4 S Uy, Vy fechado e Vi N Vyg # 9.

Como antes, temos as inclusdes lj: 5)(vj - Mg. Una fuugdo de-

finida em um abertc de Mg sera de classe C° (por definicdo!)

se £y = %o lj € Cx (ﬁ::?j,G), * 3 =0,.4., 2p=1. {Observe-se
que }& conhecemos as fungdes de classe C~ em w%‘\ngl(o), e
a nova definigl8o é consistente com esta). Para ver que de fato

existem £&: Mg — ¢ de classe C”, basta exibir fungdes

> = . .
E. € CW(D:<V5,G) satisfazendo gj = §j+1o &5, 5417 J=0y44.,20-1.

J
Tomemos § (X1,%,) = x; em ﬁ><vb, e E; em ﬁ)<(vo nv,) sa-
tisfazendo § = &0 5, 4. Pelo Teorema (3.8), prolongamos E

o 1" =0,1 1
até §1€C$(5XV1,€), e assim por diante, até obtermos §2p—2 €

0 e -
€ CW(I)xVép_z,CL HA um pequeno problema para obter Bop-1 pois

Ja a temos definida em V n Vép-l e Vép_l N ¥V,; disto mnos

2p-2
obriga a langar mdo do Teorema (3.9), pois estamos tratando de
compactos regularmente separados. Assim,

o — — — —_— - .
§2p—1€ CW(D><[(Vép_2 nvép-l) U (V’ZP_1 n Vb)],&),de modo que apli-

cando o Teorema 3.8 novamente obtemos Sop-1 GC;(ﬁ)<Vép_l,E).

} Afirmames agora gue Mg pessui uma
v; estrutura guase complexa J, de clag
/t/ se C7, que coincide em N%‘\ﬁzl(o)
r,//ﬂép_l com sua estrutura complexa. (Ver
—F Apéndice). Além disso, J é integrd
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vel em M.\ mit(0)
g 2 '

De fato, basta tomar em cada TxV. o operador Jj cand-

dJd
5 . > > > >
nico de €, 1isto e, Jj —— =i — J.(-f:— = =i —,
dz) bzk 32y BZy
k = 1,2, Claramente J, é de classe C~ em 5><?j e Jy=

= Jg,1° dgj,j+1’ o que mostra que a colegao {Jj], 3=0, 0004201
define um operador em TME. A integrabilidade de J em
Mg‘\ﬂzl(O) & imediata, e novamente pelo Apéndice concluimos que

J é integravel em M_,, Segue—se que podemos selecionar uma car-

g
ta F' local em My, om torno de (0,0), de classe C , de mo-
1 |
do que o sistema de cartas locais {10,,.,,K2p_1,F 1 torne L

uma superficie complexa. Pelo Teorema de Hartogs, ngz(Mg,O)*(G,O)
passa a ser uma submersio analitica. Assim, F' pode ser esco-

1lhido de modo que F'l _1(0) = Id e sua segunda componente seja
" .

Ty.  As aplicagﬁes. 2y = (F'e kj)"l, i =0,...,2D-1 880 aguelas

que procuramos; observe-~se que todas elas possuem o mesmo desen—
volvimento assintético ao longo de Dx {0}, o qual serda um ele—

mente &' ¢ G°.

Temos que (@3)* w A (3 )* w =0 fora do elxo x
4 37 Upsh 3+17 Fp,d v
de modo que ai temos bem definida uma folheagdoc. Deixamos a0 lei
tor verificar que ela se estende como sela-né w =0 de Dy,
tendo o eixo x; como variedade forte., Ela é formalmente equiva
lente a Wp,a = 0 wvia & ¢ G°. £ fdcil ver também, a partir do
Teorema 1.1, que existe h ¢ ¢° tal gue h*w Aot = 0, onde

wN € DE,X' Segue~se que as aplicacgbes §j = @50 h sfo normaliza
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~ : A N . . .
gbes setoriais de w- = 0, com desenvolvimento assintdtico

3'shoe G° ao longo de Dx {0}, e Byc 83,1 = 85,4417
! |

Apéndice: Estruturas Quase-Complexas

Sejam M uma variedade complexa n-dimensional (dimR M= 2n)
e P € M., Designemos por TpM seu espago tangente real no ponto
P € M; considerande em torno de P € M uma carta do atlas anal_:_f_

co de M, com coordenadas (xl,yl,...,xn,yn), tem-ge que TpM
é gerado pelos vetores (ou derivagdes R-lineares sobre ¢ (M, R))

f ] o 2] )

[od ’ . s
o SRS E N, U T lexificado d
5%y Tyg ’T iR By 1. se ( PIVI) é o complexifica e

TpM, isto €, o espago das derivagdes C-lineares sobre c® (M, T),

temos gque dimm(TpM)m =2n e [ —y ~— ,e0ey ==, — 1} & uma

o) 1 b
base, onde, como usualmente, — == (——=1 —) g — =
52z 2

1
=5 (bl+i bL) , lsks=n, FPelo fato de ser M complexa fi-

*k Vi
cam bem definidos os subespagos T'M gerado por {—L,..., 23
D bz bzn
]

d p
e T;M, gerado por | = 1 {isto €, independem da es

1 n
colha da carta local do atlas analftico em torno de p ¢ M), &

claro que (Tpl\fl)Gj = TI’)M B TI';M, e ambos sfo subespagos vetoriais

sobre €.
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Consideremos agora a transformagdc R-linear L: TpM - TPM;
podemos torni~la €-linear pondo 1% (TPM)G" — (TPM)C ,

L(E(u+:i.v) = L(u) + iL{v)., Pode-se verificar rapidamente que
b b ! —_ s Py m

L{(—) = L{(—) (obs.: u+iv = u-iv para u+lv € (T.M)"). Co-
bzk bzk — 14

mo exemple importante desta situagdo, tomaremos Jpz TpM — 7T M

P
[+ )
R-linear satisfazendo I (o) = -E— e J (—b—) == —
P bxk byk Y byk bxk

1sk<n., Para verificar que Jg estd bem definida (isto &, in-
dependente da carta coordenada escolhida em torno de p ¢ M), bas
) ® C d

¢ )
ta notar que J. (—) =i —=——m e J_ (=) =-i—=, 1sksn
p bzk bzk p bzk bzk

(obviamente Ty estd também bem definida).

~

Proposigao 1

(1) & =-1d ¥pen

{(ii) A aplicacdo p—i—-' Iy € S(TDM,TPM) é de classe C”.

Demonstragao: imediata.

Motivados por esta situagdo, introduzimos a

Definigao 1 - Seja M uma variedade real de classe ¢ onde es-
+4 definida uma aplicagdo P L Jp € S-(TPM,TPM) de classe C°

2 ! ’
tal que Jp =-Id % p ¢ M, Dizemos que J ¢& uma estrutura

guase complexa sobre M.
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Portantce, uma variedade complexa possul uma estrutura qua-
se complexa natural, subjacente & sua propria estrutura complexa.
0 problema que se pde é saber se a existdneia de uma estrutura
quase complexa sobre a variedade M garante que M & complexa.
0 Teorema de Newlander-Niremberg responde afirmativamente a esta
quest@o, quande se satisfaz uma condigdo de integrabilidade. Va-

mos enuncid-la daqui a pouco.

Proposi¢io 2 - Seja V um espago vetorial real, e J € £{V,V)

tal que J° = -Id. Entdo

, *
1) dimp V & par.

2) Existe uma decomposigdo V = V; ©...® V, de subespagos J-in-

variantes, tais que dimI{Vk =2, l<k s n,

3) Em cada subespaco Vk podemos escolher base {vk,v;l de mo-

do que J(vy) = vﬁ e J(vﬁ) = =V

Prova

1 - Observemos inicialmente que {v,Jv} é um conjunto de vetores

linearmente independentes ¥ v € V. De fato, se Jv = av,

2

temos J2v = v = adv => Jv ~a“Jy => a = 0, contradigao.

il

A decomposigBo do emunciado & obtida assim: 1) escolhemos
vy # 0 qualquer, e Vq gserd gerado por {vl,Jvl]; 2) Su-

ponhamos Ja encontrados Vl,---,Vk, e escolhamos Vil £ 0

* A R .
Como conseqliéncia, se M admite uma estrutura guase complexa,
sua dimensac e par.
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fora de vl D,..P Vk' Afirmamos que Vk+1’ gerado por

by Jvk+1] é independente de V, ®...® V. Realmente,se
Jvk+1 € Vl Deuo® Vk, vemos imediatamente que —vk+1==J2vk+1 €
€ V) ©..9 V. (estes sfio J-invariantes), contradigdo, Pros

seguimos até completarmos V. Uma base que satisfaz (3) ¢€

o t
[VesV] = JVyseees ViV = Jvn}. n

Definiglo 2 ~ Seja M variedade de classe C~ admitindo uma es-—
tputura quase complexa J. Diremos que J é integravel se exis-

te cobertura I:U'i)ie:N de M por cartas coordenadas tal que se

S SN S
P = (xlsylr-"’xnyyn) € Ui entao Jp(bxk) = byk e Jp(byk)

= e m— 1=k =n.

Proposigdo 3 ~ Se J & integrivel, podemos escolher um atlas ana

1{tico gque torna M variedade complexa

Prova

1 - Consideremos o atlas associado & cobertura da Definig¢éo 2, e
(xl,Yl’---,Xn;Yn), (xi,yi,...,xﬁ,yﬁ) dois slstemas de coorde
nadas para o mesmo aberto em M. Existem funcgbes de classe

¢, $1r¥yse-es®pys ¥y de modo gue
ka = ”k(xi’Yis oo ’xr'l’ylfl)

bk

‘Jik(x]'_,Yi! e ox;pY;l) .
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1 Gu [ d ) o} b b
Ora, 2. ‘i:( —k, 2, K ), —:E(ﬁ wk )
J J

[2) ox! ax! : T 3% byl
Xy x} be byJ oyl [ P bxJ be bya byJ

1l < k=< n, Aplicando o operador J vemos que
2 P B o d B oY Y] d

a‘”(bx—kysy—k;) w3 e )
kI \O*3 Wy 95 0%y k d 3 %3 %5 %%

l1sksn,

a$k o0y by oV

Concluimos que ——r=—= e ——=-—, 1<k =<n, que sdo

bxj byJ byj dx
exatamente as condigBes de Cauchy-~Riemann. Segue-se que para

2 = Xy + i¥y, 2y = X + 1yy como varidveis as fungdes

@ + iwk tornam-se holomorfas. : ]

Como mencionamos acima, o Teorema de Newlander-WNiremberg
da uma condigdo para que a estrutura quase complexa seja integra-
vel. Para enuncia-lo, precisamos de algumas definigBes. Seja
J € &(V,V) tal que J2 = -Id, onde V & um espago vetorial re-
al. Como o polindmio minimo de J é p(t) = t2+1, vemos que
existem subespagos V', V de v de modo que v =vte v
Jm(v) —iv ¥vevV e Jw(v) = -iv M v e V; alem disso, es
ta decomposigéo é lmica. Se agora J é estrutura quase—cdmplexa
em M, <Temos gue (TM)E = ™" ® TM (decomposigdo em subfibra-
dos vetoriais Jc-invariantes). -

5

Definigdo 3 - Um campo de vetores em M & de tipo holomorfo quan

do for uma secio de TM'. Indicaremos por %T(M) o espago de

tais campos.
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Teorema 1 (Newlander-Niremberg), (1] ~ J & integravel se e sé se
¥ %,Y ¢ £7(M) tivermos [X,Y] ¢ ¥ (M), ou seja, se I (M) for

fechado para o colchete de Lie,

Observe-se que a condigdo é satisfeita necessariamente quan

do M & complexa e J € sua estrutura quase complexa natural.

Definiglo & - §: (M) x ¥ (M) — % (M) é o operador definido
por S(X,Y) = £X,¥] + JLJX, Y] + JUX,JY] - [JX,JY], onde % (M)

é o conjunto de segdo de classe C de (mm)®.

Proposigio & — %¥(M) §é fechado para o colchete de Lie <==>3=0,

Prova

1 - Escrevamos % (M) = ¥T(M) ® ¥ (M) para a decomposigio induzi
da por (TM)E = ™" @ TM . Segue-se que dado X ¢ % (M), DO
demos decompd-lo em X = X' + X, com X? € Ei(M). Tem—se
entdo s(xt,v") = 2([x", ") + 100xT,¥T1), s(xF,¥Y)=s(x,v")=0
e S(X,Y") =2([x,Y ] - 4iJlX,Y 1), de modo que S(X,Y) =
= txt, Y™+ X, Y1t Observemos ainda que existe em (TM)G

uma conjugacgio natural UHYV = u-iv, e que M’ = TM . Em

relagio ao colchete de Lie, [X,¥] = [X,Y].

2 - Suponhamos %T(M) fechado para o colchete, o gue é equivalen
te a X (M) também ser fechado. Daf, [X',Y'1"=[x",¥ 1= o0.
Recivprocamente, S(X,Y) = 0—> (X7, ¥ 1 +[x,Y 1% = 0=
=> rx*, v = [X,71Y = o=> [X", Y] ¢ 2F(m).
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Corolario 1 - Seja J uma estrutura guase complexa em M, inte-

grével em um aberto e denso M © M, Entdc J & integrivel em M,

Prova

1~ Sejam X,Y € % (M), Ent3o SEX,ﬁ, Ylﬁ] = 0 pelo Teorema 1
e Proposi¢iio 4. Como M & densa em M, vemos que s(X,Y)=0

¥ X,Ye ¢°(M), e dal concluimos que J & integravel. .
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capiTULO W

EXISTENCIA DE INTEGRAIS PRIMEIRAS

§1 - Introdugdo

As folheagbes singulares mais simples sé&o aguelas cujas fo
Thas sSo0 as curvas de nivel de uma fungdoc nao constante
fe (CZ,O)'——4 (¢,0). £ natural portanto estudar os campos de ve-

2

tores holomorfos Z, com uma singularidade em O € ¢= , cuja fo-

lheacao induzida 32 & deste tipe. Nosso objetivo sera o de ob-

ter uma caracterizagfo topolégica destes campos de vetores.

£ claro gue para um tal campo de vetores Z temos
ar(z) = 0

Diremos entio que f & uma integral primeira de Z. Nao é diffi-

cil demonstrar as seguintes propriedades topolégicas de Z.

1) Para vizinhancas suficientemente pequenas U de 0 € &2,

as folhas de ¥, sdo fechadas em U\ {0}.

ii) Somente um nimero finito de folhas de ¥, acumulam em

0 ¢ ¢°.

1ii) A holonomia de qualquer folha é finita.

Com efeito, dada uma folha L de F,, f(L) = ¢ & uma constan-
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te. Chamemos L =1L,. Assimse c #0, L/ é uma componente cg

nexa de f_l(c); consequentemente L, é fechada. Por outro lado
se’ ¢ =0, L ¢é uma componente conexa de f-l(o) \f0} e T=LU
U {0}, Isto prova i), Seja 1 uma componente conexa de

f_l(O) \[0}. Para qualquer p ¢ L seJa Ep uma pequena linha
complexa transversal a' L. passando por p. Entic T | Ep & uma
fungdo holomorfa e p ¢ Ep & um zero igolado de f | Ep. Isto
prova que L ndo € acumulada por outras componentes de f"l(O)\{O],
o que mostra ii), A fim de demonstrar iii) consideremos uma fo-
tha L de 32 y DPEL, e Ep unm pequeno disco transversal a

L em p ¢ L. Suponhamos que (L) = Co Entdo para ¢ > 0 pe-
quemno, TG(L) =f{z ¢ ¢2; [£{z) - col < €] ¢é uma vizinhanga de

L, invariante por 32,' e Dp = T (L) N Ep
p € Ep homeomorfa a um disco. A cada caminho fechado y em L

é uma vizinhanga de

com y({0) = ¥(1) = p esta associada uma aplicaglo de holonomia

fy: D= D, com fY(Dp) = Dj- Pelo lema de Schwartz f, é con
jugado a uma rotag¢éo, i.e., existe n > 0 tal que 2 = identi~

Y
dade. Isto prova iii).

Na outra direcfo temos o seguinte

(1.1) Teorema [10] - Seja Z um campo de vetores holomorfo,

z(0) =0, O ¢ €@, tal que:

i) Wuma vizinhanga U de O ¢ ¢? todas as folhas de 5, sdo
fechadas em U\ {0}.

ii) Somente um nimero finito de folhas se acumulam em O € 2.
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Fntio 7 admite uma integral primeira holomorfa defirnida perto

de 0 ¢ C°.

A demonstragao deste teorema sera dividida em trés partes.
Na primeira parte o teorema & demonstrado para campOS de vetores

com uma gingularidade irredutivel. Na segunds parte o teorema é

demonstrado para campos de vetores desingularizados com uma explo
s8o. Tinalmente o caso geral & resolvido por indugdo no nimero

de explosdes requeridas para desingularizar Z.

Antes demonstraremos a seguinte

(1.2) Proposigfio Fundamental - Um germe h de difeomorfismo holo

morfo h: (¢,0)— (¢,0) & periddico, i.e., existe =n > 0 tal
n - o~
gue h = identidade, se e somente se todas as Orbitas de h sao

finitas numa vizinhanga de 0 ¢ C.

A demonstragio serd conseqiidncia dos seguintes lemas.,

(1.3) Lema - Seja K uma vizinhanga compacta conexa de O ¢ ®Y
e b um difeomorfismo de X sobre h(X) cRr®, h(0) = 0. Exis-
te um ponto x € dK tal que o nimero de iteragSes de x por h
contidas em K & infinito., Este ntmero uK(x) é definido por

g (x) = #{n; n™(x) € Kl.

Demonstragfo — Suponhamos por contradigdo que “K‘ K < N < «,

Os seguintes s3o subconjuntos abertos de K:

A

{x € K5 w(x) < N} = 3K

B=1{xc¢e %; (x} = N} 3 O,

"2
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Além disso, como MW, < we A e B s8o disjuntos. lLogo existe
o ,

un ponto x, € K tal que x, £ AU B; i.e. uK(xo)_2 N>-u%(xo).

O
n
Logo existe n; tal que y, =h 0(xo)-e K. Temos entao

Mp(¥yy) = kp(x,) = N o que é uma contradigdo.

Para demonstrar a proposigao serd suficiente mostrar gque
se h & nio peridédico, entéo eiiste.um sistema fundamental de vi
zinhangas Nh de 0 ¢ € +tais que paralqualquer elemente U e N
o conjunto de pontos x ¢ U onde a U-Grbita é infinita .é nio
enumerdvel e contém O € € no seu fecho.
Seja D um disco compacto tal que h|D & um difeomorfismo sobre
n{D). Denotemos por P < D o conjuntoc de pontos periddicos de
h|D, F <D o dos pontos ndo periddicos de D-Orbita finita e

I ©D o conjunto dos pontos com D-4rbita infinita.

Consideremos agora os compactos

- ' -1 -
A, =D, 4 =D0 p (D) ,..., Ay = DNBHTH(D) N...N B7(D).

Seja Cn a componente conexa de An que contém QO ¢ ¢ e

c=0N_¢C_.
£ claro que ¢ €T U P.

(1.4) Lema — Suponhamos gue C ¢ enumerével. Fntio I é nio

-,
enuneravel,

Demonstragio - Como C §é enumerdvel, existe disco D, <D tal
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que C N bDf = ¢, il.e., existe m >0 tal que C N ®D, = ¢.

Seja K wuma vizinhaga compacta, conexa, de C; que néo encontra
as outras componentes conexas de A . Em particular belAm =
—3KNDnN...N (D) = ¢. logo existe x ¢ dK e p <m tal que
wP(x) ¢ D. Temos entdo P 0 2K = 9.

Denotemos por P!, F', I', respectivamente o conjunto de pontos

n-periddicos em K, = ndo periddicos mas de K-Grbita finita e aque

les de K-érbita infinita. Seja P' = U B! onde P! ¢é o con-
O =0 :

Junto de pontoé.ﬁeriédiCOS de perfodo n. A fronteira bP£ e fi

nita. Com efeito, se x_ ¢ bPﬁ é um ponto de acumulagio de pon-

o

tos de bPA existe uma vizinhanga V de X, tal que nx) = x

para todo x € V, Ja que VAN Pﬁ £ ¢, Como a Orbita de x, nfo
intersecta ®K +temos que para V suficientemente pequeno

s -] o
hd(v) < % para J = 0,1y...,n=1, Loge V& P;, ie. x, € P!,

0o que significa que os pontos de bP£ sdo isolados.
Daf decorre que a fronteira de P' §é enumerével.

0 compacto X pode ser decomposto da maneira seguinte
K = P'UF' U (I' U pP')

P' & um aberto de € j4 que por hipdtese P' N ®K = é. O con-
junto F' & aberto em K e pode eventualmente intersectar bdK.
Se F'=¢ oentdo dKc I'UaP' e como dP' é enumerdavel e
»K & nio enumerdvel temos que I' ¢é nBo enumeravel. Se F'#¢
e %' = ¢ segue-se do Lema 1 que para todo » > 0 guficiente-

~

mente pequeno I' U 3P' corta o bordo D, , logo I' é ndo
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o
enumeravel. Finalmente se P' e F' sdo ndo vazios, come eles
~ . ) o .
s&0 abertos disjuntos K - P' U F' & nfo enumerdvel. Como aP'

e enumeravel temos que I' & n3o enumerédvel.

(1.5} Lema - Suponhamos que C & nfo enumerdvel, Entio I &

ngc enumeravel.

Demonstragdo - Pelo Lema (1,3) ‘temos que para todos disce compag

to Dr €D de raio r,
(PUIYNDD, # ¢,

logo P U I é nio enumerdvel.

Suponhamos por absurde que I ¢é enumerdvel. Necessariamente P
serd ndo enumerdvel e como C se escreve C = (cnryu{cnp) te

remos P N C ndo enumerdavel. Escrevamos

pnc= U P
n=0 2

onde P é o conjunto de pontos periddicos de perfode n em

PN C. Existe entdo n, tal que P é infinito com ponto de
) o

n

acuniulacdo em Cn . Como h ® & holomorfa numa vizinhanga aber
o :
n
ta U, de Cj temos h °(z) =z para =z € U, © que contra
o

diz a nao periodicidade de h.

§2 - Integrais Primeiras de Singularidades Irredutiveis

Consideremos o primeiro caso irredutivel
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-

klx-i-...

»
Il

v = 12 YV o+ oo

onde Ay #0 #%, e *1/k2 { e .

Née vimos no Capitulo III que esta equacdo diferencial pode ser

escrita, por meio de uma mudanga de coordenadas, coOmO:

X

x(ll +oeea)

¥o= vy, + o)
i.e. os eixos coordenados 59 = (y =0), 5, = (x = 0) sHo inva

riantes.

Consideremos a variedade T',(€,8) = [(x,y) € e?; |x| =€, |yl<sl
Para .€, 5 > O guficientemente pequenos Tl(e,a) estd contida

no dominio de 7 e & transversal as folhas de ¥ A interse-

7
gdo das folhas de 32 com Pl(e,é) define umz folheagdo real de
dimensdao um 3% de Tl(e,s). 0 circule {(x,v) € Tl(e,é);y==01
& uma folha desta folheaglo. A holonomia desta folha de 3, es-
t4 representada para & > 0 suficientemente pegueno, pPOI um di-
feomorfismo hq: T,(8)—* £,(1) onde T, (r) = fle,y)slyl <7},
Como as folhas de ¥, sio fechadas em U\ {0}, as folhas de 3%
880 cufvas fechadas emn Pl(e,é), i.e. para gualguer ¥ € 21(6)
a h-érbita de y & finita. Pela Proposigdo Fundamental existe

n>0 tal que h" = identidade; i.e. h é analiticamente conju-
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gado a uma rotagdo em €. Pela Proposicdo 2.9 do Capftule IIT a
folheagdo F, também é linearizdvel, i.e., existe uma mudanca a-
nalitica de coordenadas tal que em novas coordenadas (x,v) 5

zZ
é definida pela equagio diferencial

x =%

q X
}.”:kzy
Como a folheacio 32 86 possui um nimero finito de folhas se
A
acumulando em 0 € EZ temos que [l =~ ¢c0q.
2 4 =

0 outro caso irredutivel é a singularidade tipo sela-né

que pode ser escrita na forma normal

x_;p-z—l

%

vy + xA{x,y)

¥

médule multiplicacdo por uma fungao holomorfa nfo nula em OF€ mz.
A subvariedade x = O ¢é invariante por esta equagidc diferencial.

Sua holonomia tem a forma
h(x) = x+2n »+1

Da estrutura local deste difeomorfismo (veja Capitulo III) segue~
se que qualguer folha fora do eixe (x = 0} e préxima ao mesmo
se acumula em (x = 0). Isto significa que Z ndo admite inte~-

gral primeira.
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§3 -~ Continuag8o Analitica de Integrais Primeiras,

. Consideremos um campo de vetores Z definido no polidisco
U= {(xvy) € 62; |x] <1, |yl <1} com um ponto singular isola
do 0 ¢ €. Seja (G,m,7,%) a primeira explos@io de Z em O€ 2.
Suponhamos que todas as singularidades de % estdo contidas na
cartallocal (x,t) onde t = % e finalmente suponhamos que O€ 2

nio & uma singularidade dicritica.

Existe uma projegio natural 7: U— P que nesta carta lo
cal se 1& T(x,t) = t. Para qualquer q € P denotemos por C,
a fibra ﬁ-l(q) = .

Dado um subconjunto aberto W <« P-Sing(¥) e q €W de-

notamos por Hw(ﬁ,q) o grupo de holonomia de W em q da folhea—

cdo ¥ restrita a ﬁ‘l(w).‘ Este grupo é definido da maneira se-
guinte: Dado um caminho y: 0,11 @ W com y(0) =q = (O,to),
o seu levantamento com origem em (x,to) € ﬁ_l(q) é um caminho

Qx: £0,1] —U com Qx(o) = (x,t,), contido na folha de ¥ que
passa por (x,t,) e tal que f(¥(s)) = v(s) para todo 8E {o,1..

Tsto nos permite definir uma aplicacdo de holonomisg de ¥,

. ———
Ty €, Cqr

suficientemente pegueno, Deixamos para 0 leitor a verificagdo de

' = y(1), pondo f,(x,%y) =¥,(1) para X

que o germe de L, em q ¢ Cy & invariante por homotopias de ¥

com extremidades fixadas..

Supondo agora que q' = g induzimos uma aplicagdo natural

ﬁl(w!Q) — Dif(c,0)
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entre o grupo fundamental de W em g e o grupo de germes de di

feomorfismos de € em O ¢ €, da maneira seguinte

[yl — germe de f, em g € C

Y q

onde identificamos (Cq,q) com {&,0}.

£ evidente que esta aplicagio & um homomorfismo de grupo.
A imagem de ﬁl(w;q) por esta aplicacdo & chamada o grupo de ho-

lonomia de W em ¢ da folheacfo F e denotado por

F1(w)
Hw(ﬁ,q).

Un germe de fungao g3 (@q,q) — (¢,0) & chamado invari-
ante por Hw(ﬁ,q) se para cada h ¢ Dif(cq,q) germe de algum
f? em q Temos goh = g.
(3.1) Proposiglo -~ Seja W< P um aberto de -P-sing(&), q ¢ W
e gt (Eq,q) — (€,0) o germe de uma funcdo holomorfa g inva-
riante por Hw(ﬁ,q), Entac g se eStende unicamente a uma inte-

gral primeira de & numa vizinhanga de W.

Demonstraglo - A extens3o procede por prolongamento analftico de

g is outras fibras de © ao longo das folhas de .

Dado gualquer ¢! ¢ W consideremos um caminho r:(0,1] —W

com T(0) =4q, T(1) =q'; definimos g.: C,, € proximo de

q!

gq! por B, = 8e f .. Esta extensdo independe do caminho esco-
- T

lhido entre q e g'. Com efeito, se &: [0,1] — W & um outro

caminho com &6{0) =g, 8(1) =q' temos
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Byo ggl =go (f'r-lo fﬁ) ° g_l = go g'—'l = identidade

pela invariancia de g por Hw(ﬁ,q).

Logoe podemos escrever gq, = Bt Cq,-—* cC. Como sempre
podemos supor que W estd contido na carta local (x,t} de ¥
a aplicagdo G(x,t) = g(o’t)(x) ‘estd bem definida numa vizinhan—
ca de W, & holomorfa por definigio, e é constante ac longo das
folhas de §/ﬁ—l(w) i.e. ela & uma integral primeira de 5. 4

‘unicidade é evidente.

Suponhamos agora que Sing (5) = {ql,...,qr] C P e gue pa
ra qualquer Jj =1,...,r existe umaiintegral primeira gj de #
definida numa vizinhanga de as Fixado g, € P-—Sing(%) e para

qualquer j = 1,...,r seja Wy um subconjunto aberto de £, sim

plesmente conexo, tal que entre todos os elementos de {qo, aq s
goesy qr] somente 9, © qj pertencenm a Wj. Pela proposigdo
anterior podemos supor que gj é uma integral primeira holomorfa

de ¥ definida numa vizinhanca de W.. Seja gg a restrigio

J
de 83 a Gq . £ claro que gg é invariante pela ag¢do do grupo
o
Hwé(ﬁ,qo) onde wé = Wy - {qj}. Além disso, a holonomia de

P-sing(F) é gerada pela uniZio dos grupos wa(ﬁ,qo), J=1l,4.04,7.
' 3

Para encontrar uma integral primeira de 2 serd suficiente encon
trar uma integral primeira de ¥ i.e. uma fungdo holomorfa defi

nida em mqo invariante pelos grupos Hwé(g’qo)'

Definamos antes o grupo de invaridncia de gg, .H(gg),
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como o conjunto de difeomorfismos h ¢ Dif(c,qo) tais que gga h=
= gg. E evidente que ku(ﬁ,qo) c H(gg). E fécil ver gque o gru-
i
OV £ ouo s . X
po H(gj) & finito. Definimos H(gy,...,g,;q,) < Dif(€,q,) co-

mo o grupo gerado por todos os H(gj) J=1,0e.,r.

(3.2) Proposigéo - Se H(gys.-.,8,39,) é finito, entfio Z admi-

te uma integral primeira holomorfa.

Demonstracfio - Pelo Lema fundamental H(gq,...,8.54,) & periddi-
co i.e. podemos escolher uma coordenada x tal que este grupo &

gerado pela rotagdo

onde Vv & a ordem de H(gl,.--,gr;qo)-

Os subgrupos H(gg) s8o gerados pelas rotagdes g J=1,...,T

Y3
e V= mmc(vl,...,vr). £ claro gue temos
) )
g on = gL -«
J 3 J
Dal segue-se que
kv .
0 ' J
gx(x) = £ b_x by #£ 0.
by kel k 1

v,
a o = . J e L. i '. =b .
Entdo g3 La(x ) onde’ 5 € pif(e,0), LJ(O) 1

A funggo x¥ & inyafianfe por H(gl,...,gr;qo) e assim inverian
te pelo grupc de holonomia HW"(E;qO) onde W =FP- {ql,...,qr].

logo ela se estende a uma vizinhanga de W' como uma integral
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primeira ¥ de &. .Por outro lado,

h"}

m.
x = (L—lo g2y 9 onde m.v,i=v.

J J 373

= -1

n ‘
logo F coincide com (Lj o gg) J  perto de a9 = 1yesesTe

e assim F se estende a uma integral primeira F de % numa vi
zinhanca de P. Finalmente, #£: (€2,0) — (€,0) definida por

f({n(z)) = F(z) & uma integral primeira de Z.

Observagdo — Definimos H(f;qo) = H(F|w ). £ claro que por cong
g

trugdo nés temos H(f3q,) = H(gl,...,gr;qo). Além disso, se

gt E2,0 — ¢,0 §é outra integral primeira tal que H(gsa,) =
v

= H(gl,...,gr;qo) temos, na carta (x,t), g(n(x,to)) =4(x")

onde q, = (O,to) e 1 ¢ Dif(€,0). Logo G = Lo gow coinei

de com F em mq e conseqlientemente F = G numa vizinhanga de
o

#. Daf decorre que £ = L_lo g. Isto significa que a integral
primeira f @ Ynica a menos de composigiio por um difeomorfismo
toda vez que se tenha H(fjq,) = H(gl,...,gr;qo). Isto acontece

por exemplo quando a integral primeira f ndo & uma poténcia.

§4 - Demongtragdo do Teorema Principal

A demonstracioc & por indugBo no nimero de explosdes N(Z)
necessarias para desingularizar Z. Vimos no §2 que se N(z)=0
e ¥, satisfaz as hipéteses do teorema, entdo Z admite uma in

tegral primeira.
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Suponhamos agora que N(Z) > 0 e consideremos a explos3o
(U,m, P, %} de z em O ¢ €°. Seja {ql,...,qp] P o conjunto
de pontos singulares de %. Numa wvizinhancga de cada ponto qj a
folheagao 3 satisfaz as hipéteses (i} e (ii1) do teorema, i.e.

numa vizinhanga 'Uj de qj temos que todas as folhas de %/Uj

sdo fechadas em Uj‘\{qj] ¢ somente um nimerc finito delas se
acumula em aye Pela hipdtese de indugio §/U'j admite uma inte—

gral primeira g definida numa vizinhanga ﬁj cU. de qj. £

J J

suficiente agora demonstrar que o grupo

H= H(gl"“’gp;qo) < Dif(ﬂ!,qo)

& finito.

Como os grupos H(gg), onde gg =&y /mq , sdo finitos,
o

basta mostrar que qualquer elemento de H & periddico, ja que se
isto acontece ent3o H é comutativo e logo finito. Com efeito,

para elementos g, h ¢ H quaisquer, mnds temos que
Mx)=hogoﬁdogéwx)=x+a@#h.“

e como C2x) = x para algum n > 0, temos a, = 0. Para qual

v
quer Jj = 1,...,0 seja hj' o gerador de H(gg). Entao existe

uma vizinhanga aberta Vj(qo) de g, em ﬁ-l(qo) n U invarian-
te por hj’ tal que se x ¢ Vj(qo) entdo hj(x) e x perten-

cem 3 mesma folha de ¥, Seja h € H.

h=h- L- BNy -] h' 153‘,--. J. $p.
d1 Jk 1 'Yk
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k .
h dstd bem definida em V(g,) = N v, (gq.). Se x¢ v(q,) en-
; pel 9p O o
t350’ x e h(x) pertencem a mesma folha 1. de %. Logo a

e
V(qo)—érbita de x por H, GH(x),l estd contida em ik‘ Pelo le

ma fundamental & suficiente demonstrar que o conjunto

A = fx € V(g ); cardinalidade de @H(x) = w}

s L
e enumeravel.

Como as folhas de 3, sdo fechadas em U\ {0} as folhas
v _ ~1 . ~ e . ~
L =" (Lﬂ(x)) s80 fechadas em UNP. Seja x ¢ v(qo), entdo
a folha Lé & um subconjunto analitico de U\P e assim sua in
tersegdo com ﬁ"l(qo) & finita e no miximo enumerdvel se L; se

acumula em gq,. Logo A é enumerdvel.
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cariTuLo vI

O TECREMA DA SEPARATRIZ

§1 - Introdugdo

£ natural se perguntar se existem solugBes da equacio dife

rencial

az

T = Z(z), z{0) = 0
gue tendem a O ¢ Cz. Este problema foi proposto e estudade pela
priméira vez por C.A. Briot e J.C. Bouguet em J.Ec.Polyt.Cah, 36
(1856) p. 133 (ver também, Ince Ord.Diff.Eg. pv. 297). Eles mos-
traram em diversos casos particulares que existem solugdes tenden

2

do assintoticamente a 0 ¢ ¢ em alguma direcdo. Este problema

foi também considerado por H, Dulac de um outro ponto de vista.
Dada a equagao diferencial com parte linear nio nula ele se pPro—

pds determinar o conjunto de solugdes que tendem assintoticamen—

tea Q¢ GZ; [5]. Neste capitulo demonstraremos o seguinte

(1.1} Teorema [3] -~ Consideremos a equagio diferencial

P — Z(Z), 2z € G:z

com uma singularidade isolada em O ¢ mz. Existe uma subvarieda-

de analitica complexa de dimensS3c um, passando por O ¢ mg, in-

variante por Z numa vizinhanca de O ¢ Cz.
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Tsto significa que existe uma viginhanga U de O ¢ wz e

uma curva complexa V < U, integral da equacdo diferencial em U

tal que Vv = vU {0} e ¥ & um conjunto anal{tico complexo.

Quando V existe ela pode ser detectada na resolugZo da
folheacio. Esta resolugdo contém em particular a resolugdo T de
V e duas possibilidades ge apresentam. A primeira é que ¥ per
tence a uma componente dicrftica, Neste caso ¥ possuira uma Vi
zinhanga que é formada de curvas analiticas integrais. A segunda
possibilidade é que ¥ seja uma curva lisa integral passando por

um ponto singular.

A\e
0a possibilidade ©
12 possibilidade ) )

Reciprocaﬁente, para mostrar a existéncia de uma tal curva inte-
gral utilizaremos a resolugdo de F,. Se esta resolugio apresen—
ta uma componente.dicritica entao qgalquer integral desta compo-
nente, transversal ao divisor, se projetard numa curva analitica,
passando por O € €2, invariante por Z. O problema entdo fica
reduzido a mostrar que caso ndo existam componentes dier{ticas na
resolucido de 32 , existe um ponto singular que possul uma varie

dade lisa transversal .aoc divisor. A projegao da resolugio levara

esta variedade sobre uma curva analitica, invariante por Z, even
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tualmente singular em 0 € ¢2. A existéneia deste ponto singular

na resolugdc serid demonstrada utilizando-se uma teoria de res{du-
os associada a estas folheagdes, Isto serda o objeto de estudo da

préxima secgio,

§2 - Ordenando a ResolucgBic de &

Z
]
Suponhamos que 2 estid definido numa vizinhanga U de

0 ¢ a2

e seja (U(l), n(l), P(l), 3(1)) a primeira expldsdo de
Z. Lembremos gque ﬂ(l): U(l) — U envia P(l) a 0¢U e é um
difeomorfismo de UL \p(1) sobre U\ ({0}. Além disso a folhea
clo 5(2) tem singularidades isoladas e & difeomorfa via

) B\ o) 3 folheacio 3, de U\ {0}.

Z
A prdoxima etapa no processo de resolucdo serd definir

(U(Z)’ w(a), P(Z), 3(2)) da maneira seguinte: Para cada singula

ridade redutivel q de 3(1) na linha projetiva P = P(l) defi

nimos uma cadeia linear C{g) com origem em q ¢ P i.e. uma sg

gliéncia de linhas projetivas (P(j))?_o onde P(O) = P obtidas

assim: O elemento P(l) é o divisor criado por explesao do pon-

t0 gq. BSe T Uél)-—* U(l) é a projecio da explosfo em g € P

entio nal(q) _p), 4 restricio de T, @ nal(P\\{q3) é um

isomorfismo sobre TP\ {q}. A fim de evitar uma notagio carregada

nés denotaremos por P, ainda, o conjunto n;l(P‘\{q]). £ claro

que P(O) e P(l) se intersetam transversalmente num Unico pon-

to que é uma singularidade T(q).
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7(q)
P Po

Suponhamos ja definidos Pl,...,Pk, k = 1., Se alguma esguina

PnPl ou PN opd é redutivel, introduzimos pk+l

fazendo uma
explosdo nessa esquina. O teorema de resolucio nos'garante que
existe um m, menor entre todos com a seguinte propriedade: to-
das as esguinas ol npd 4 0si,jsm sdo irredutiveis.
Apés reordenacio de indices podemos-supor gue a cadeia C(g) =

- m . ,
= (PC')J.=0 tem a seguinte propriedade "pdon pdt+l £ ¢ para

j=1,...,m-1 e P® N P° # 9. Nesta cadeia introduzimos a ordem

As singularidades q, 7(q), 7t(7(4)),... em P serao denotadas
por g = t°(a), *(a), Tz(q),... . BSe Tk(q) é irredutivel mas

tK71(5) & redutivel nés diremos que k & a ordem de C(g).

I3z

ordem de C(gq) & assim o numero de vezes gque o ponto q € P foi
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explodido até oblter a cadeia C{qg). Se g §& irredutivel a sua

ordem € zero,

Aplicamos a mesma coOnstrugéo ﬁara todas as singularidades
redutiveis de (1) em P(l). Usando a définigéo da explosdc em
cada etapa obtemos facilmente U(Z), n{z): U(a) — U(l) sobre
U(l). A composigao “(2) = ﬁ£2)° ﬁ(l): U(z) — U é a projecio

e o divisor e(2) é a unido de (nia))“l(p(l))_

Mais geralmente, tendo j& definide (u(®), n(#) olt) z(t)y
L =21, +tal gue:

i) U(L) & uma variedade complexa com um subconjunto P(L), o
t~-divisor de Z, que é uma unifio finita de variedades com-
plexas, todas elas isomorfas & linha projetiva. Além disso

, duas destas variedades intersectam-se no madximo num ponto

de esguina e esta intersegio € transversal.

i1) Uma projegao W(L): U(L)-—*‘U tal que n(L)(P(L)) =0

e tal que é um isomorfismo entre U(L)\\P(L) e U\ ({0},

iii)} TUma folheacaoc 3(&) em U(L) que coincide fora de P(£)
com (n(L))* 32 e tem um mmero finito de singularidades
em P(L); além disso todas as esquinas sdo singularidades

irredutfveis de 3(L).

U(L+1)’ P(L+1)’ n(t+1) F{t+1)

Neste ponto definimos e

acrescentando como antes cadeias lineares a todos os pontos redu-

tiveis de E(L) em P(é). Esta seqlténcia de explosdes nos da

U(£+1) W(L+1): U(L+1) — U(L)

uma variedade complexa e projecdo
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que & sobrejetiva. A composicao ﬁ(L+l)==ﬁ£L+1)o n(L): U(&+1) -+ U

£L+1))-1(P(L) )

é a projecio e o (4L+1l)-divisor P(L+1) é a unido de (M

com todas as linhas projetivas nas cadeias lineares enxertadas em
P(L). Finalmente 3 (4+D) proven de F(t) pela sequéncia de ex-
plosdes associadas ao enxerto de todas as cadeias lineares. As

propriedades (i)-(iii) para os objetos definidos é imediata.

§3 - fndices de Subvariedades Integrais

Consideremos a seguinte situacdo: Uma variedade complexa
de dimens3o dois M, uma folheagfo holomorfa & com singularida
des isoladas e uma curva lisa 8, integral de ¥, contendo sin-
gularidades; Por exemplo na explos8o de um ponto singular Qey e

c mz de uma folheagdoc &, T = a M=U e S=#¢f éodivison
& ’

Seja q € S um ponto singular de ¥ e (x,y) um sistema
de coordenadas em torno de q, tais que x(g) =y(g) =0 e
8 = (y =0) localmente. Neste sistema de coordenadas ¥ é dada

pelas integrais de um campo de vetores
[} 3
Alx,y) 3z + B(x,¥) 157
com 4(0,0) = B(0,0) =0 e B{(x,0) =0,
(3.1) DefinigBio - O indice de 3 relativoa § em g €
i (3, 8) = Res — (2)(x,0)dx
q‘’? T 40 oY RS\ .

£ facil ver que este nlmero ndoc depende do sistema de coor
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denadas utilizado.

(3.2) Exemplos

1) Suponhamos que q ¢ um ponto singular de uma equagio irreduti

vel:

L
|

= xl X Feee

]

12 Y Feee ll £ 0 £ L2

tie

na vizinhanga de O ¢ ¢2.

Pela Proposigdo 2.7, Capitulo III, existem curvas invariantes
895 82 passando por O € ¢2 tangentes aos auto-espagos de
Ay e M, respectivamente. Entdo iq(3,sl) = M /A e
iq(s,sz) = 11/12.

2) No outro caso irredutivel com forma normal

Me
It

box o+ A(x,y), & de multiplicidade em (0,0)=2

y = yPtt s, p=1l

existe uma variedade invariante Sq = {(y = 0) +tangente ao au-
to-espago correspondente a 11. Verifica-se sem dificuldade

que iq(E,Sl) = 0.

Vejamos como este fndice se comporta por explosBes. Supo-~

nhamos que (U(l), n(l), P(l), 3(1)) é a exploggo de F em .



-120-

. ~ |
Denotemos ﬂ(l) {s\ {p}) de novo por S5 e seja g € 31N P(l).
(3.3} Proposigdo - iq(E(l),s) = ip(&',s) -1,

Demonstragﬁo - Suponhamos gue a folheagdo & ¢ induzida por uma
1-forma holomorfa mn. Seja ¢=(C2,_O)-—' {U,p) uma carta local em
torno de p tal que ¢{(0) =p e (8(x,0);x¢ €} < S, Temos en

tao

{670 (x,7) = A(x,y) dx + B(x,y)dy

4(0,0) = B(0,0) =0 e B(x,0) = 0.

li

Existe uma carta local ¢: ((BZ,O) — (U(l),q). tal que ﬂ‘(l)oa =
= ¢oT. A forma n*n se escreve na vizinhanca de q € U(l)

da maneira seguinte
(T 6" n) (x, %) = (A(x,xt) + tB(x,xt))dx + xB(x,xt)dt.

Apés eliminacédo do divisor comum dos coeficientes obtemos a forma

L (A(x,xt) + tB(x,xt))dx + B(x,xt)dt.

Logo,

2 1 (Alx,xt) + "CB(X,X‘t))|t=O

at x
:o(3(1) qy -
lq( ,3) RES B0z, 0)
BA B(x,0) D4
=—(x,0) + ————— 22(x,0)
= —Res ' X o -Res XL " .1
%=0 B(x,0) B(x,0)

Il

ip(3,S) -1,



=121~

Suponhamos agora que 1n & uma l-forma em M induzindo
uma.folheagﬁo com singularidade isolada p € M, Ao fazer uma ex—
plosdo em p € M obtemos como divisor uma linha projetiva Pp e
uma folheacao 3(1) definida perto de Pp com singularidades
EIRAFIRRREL Y
(3.4) Proposigio — - 1) py - 1,

j=1 QJ P
Demonsiracdo - Seja n, = Av(x,y)dx + Bv(x,y)dy o primeiro jato
nao nulo de n em p. Consideremos em U(l) a carta local (x,t)
com y = tx. Suponhamos que esta carta local contém todos. os

pontos singulares de 3(1) & sejam tl,...,tr a8 ‘t-coordena-

das dos pontos’ AyseeesQpe

A folheagio 5(1) nesta carta € dada por
m = (P(L,t) + xQ(x,t))dx + x(B,(1,t) + xR(x,t))dt

onde P(1,t) = Av(l,t} + th(l,t).

As rafzes de P(1,t) s3o tysesest, e pelo teorema dos

r
res{iduos

T Bv(l,t)
Z Re§ ——m——0— =
3=1 t=ty P(1,t)

Por outro lado

M 5y B 3,t)
tq, (7 Rp) = ﬁij 5(1,%)
logo,
r

r 1 ), py o1,
=1 %4 P
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Consideremos agora um ponto arbitrario Py € Pp. Uma nova
explosio ﬂ(z) no ponto Py tera como divisor a linha projetiva
P(z). Como no complementar de P(Z), a aplicacdo ﬂ(a) é um di-

(1)

o(2)

e

p(1) n(2) P,  p(2) p(3)

-1 .
feomorfismo podemos denotar “(2) (P(l)) novamente por P(l).
Fsta serd agora um mergulho diferente da linha projetiva. Seja

*
5(2) 5 folheacdo induzida por n(2) 5(1),  mtdo a soma

£ 2) i (3(2),P(1)) onde q varia no conjunto de pontos
qesing(5(2)) 9

singulares de 3(2) emn P(I) & agora -2 (Proposigfo (3.3)).

Mais geralmente pode ser demongstrado que se P ¢ uma linha proje
tiva mergulhada numa variedade complexa de dimensfo dois M e &
& uma folheacgBo por curvas complexas de uma vizinhanga de P tal

que (i) sing(¥) = {ql""’qr} c P (ii) P‘\[ql,...,qr] & uma

e

r
folha de ¥, entdo a soma c(P) = E i (;P) & um inteiro que
j J

J=1
sé depende do mergulhe de P, ‘e coincide com o nimerc de Fuler

do fibradeo normal a P em M.

Consideremos agora uma cadeia linear C(gq) = (Pj)?=0 com
origem num ponto singular q ¢ P, da folheagdo S(L). Suponhamos
que P, > P >...> Py, Pelas Proposigdes (3.3) e (3.4) para

cada 3 =1,..,.,m & soma
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c(py) = y i (3( )

pFSlng 5(¢ J

€ um inteiro negativo definido como a classe de P.. Escrevamos

J
C(Pj) = e suponhamos que a ordem de C(g) é k. Lembremos

-kj
que & ordem k é o nlmero de vezes gue o ponto ¢ foi explodido
no processo de crizgdo da cadeia linear. Temos ent@o que a se-
qliéncia Kekp wes kg ¢ obtida da meneira seguinte. Comecemos
com a sequéncia de dois elementos 1.1 gue correspondem & explo-

dir gq uma vez e ao fato gue a classe da linha projetiva criada

na explosfo é -1, Suponhamos agora que temos a cadeia {Q. )J“O

onde Qy > Qg >...>Q; e a seqliencia a_.a_ ... a; onde a,

0"%s
é o nimero de vezes que ¢ = Q, N @, foi explodido e —ay =
= classe de Qj j=1,...,8. Temos duas possibilidades. Na

primeira o ponto g é explodido mais uma vez e a seqliéncia se
transforme em a +1-l-as+l-as_1 ees 84, T2 segunda outra esquina

digamos Q. N Q j < s é explodida e a nova seqliéncia sera

3 3+17

a,8g e aj+1+l-l-aj+l...al. Este processo termina quando pela

primeira vez todas as esquinas aparecem como singularidades irre-

dutiveis. Neste caso a seqliéncia serd k.k; ... ky.

(3.5) Proposigdo - k = [k ,..., k] onde

[k seee, kg =
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Demonstragdo - Primeiro mostraremos que a fragéo acima estd bem

definida. De fato mostraremos mais, isto é, que
Ekj,...,kh'_l>__0 se 1ls£sh<jsm e m=z2,

Isto é claro para m=2 Ja que ko’kz'ki = 2.1+2,  Suponhamos
agora que ¢ verdade também para a seqliéncia Ageage8g_qe-e87 e

procedamos a mostrar para aquelas que se originam desta.

1¢ cagso. A segliéncia é (a°+l)-1-(as+1)-as+1...a1. Nos temos

lagsererayd > 0. Daf a_+l-la,_q,...53y] > 1, logo

Eas+1, as_l,...,ah] >0 e 1- (as+1—taé_l,...,ah] )_1 > 0, Assim

[l,a +1,a, 1y cesay] > O,

22 caso. A seqliéncia é a -as...(ai+l+l)-1. (aj+1)...ay.  Como

0
antes Eai+l,ai_1,...,ah] >0 e [1,ai+l,ai_l,...,ah] > Q. Temos

1
a, - - =a;,4+1-(1+ )
i+l ai—[ai_l,...,ah] i+l ai—Eai_l,...,ah]
= ai+l+1- (1,a;+1, ai—l""’ah] .
Logo, Eai+l,ai,...,ah'_l = [ai+1+1, 1, ai+1,...,ah] e

[aj’-.-,ai+1’ai,cc-,ah] = taj’.‘.,ai+1+ 1, 1, ai""l,--c’ah] pa"‘
ra 1+1 < j < m.

Mostremos agora que k = [k ,...,k;]. Tsto ¢ claro para

a seqliéncia 1.1. Suponhamos que seja verdade para 2,-a.°8. qse% .
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Consideremos primeiro (ao+l)-1-(as+l).as_'1 +es . Como

i

a = [8_ssses8q] =
0 s 1 .
ag - Eas_l geeny a1]

noés temos
1
(La +1, ag_qy..0yaq] = =
1
1l -
as+1-[as_1,...,a1{
1
= ——— g+l
1 ) .
1_
1
1+a—-

Agora, se tomarmos ao-as...(aj+l+1)-1-(aj+l)...a1 , ‘teremos

ao:ztas,...,aj+1, aj,...,al]:=[as,...,aj+l4-l,1,aj-+1,...,a1] .

(3.6) Proposicio - 0 < Eam,...,am_jj < Eam,...,al] para O =

£ j = mn2.

Demonstragéo — A cargo do leitor.

§4& — Demonstracio do Teorema

quando O ¢ €2 & uma singularidade irredutivel de Z,

existe uma subvariedade lisa passando pela singularidade e inva-

riante por 2 (veja Capitulos IIT e IV). ILogo nés podemos supor

2

daqui por diante que 0 ¢ € ¢é uma singularidade redutivel. A
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idéia é congiderar a resolugdo (U(n),ﬂ(n),P(n),E(n)) de Z em

2

O0c¢€ e encontrar em P(n) uma linha projetiva P contendo

uma singularidade P de S(n), que nio seja uma esquina, tal
que ip(ﬁ(n),P) £ 0. Se este é o caso existe entdio uma varieda-
de lisa Sn transversal a P(n) em P e invariante por E(H).
Como ﬂ(n) é uma aplicagdo prépria, pelo Teorema da Aplicagao
Prépria a imagem V = n(n)(sn) do conjunto analitico §, é uma
curva analitica, eventualmente singular em 0 € GZ, invariante

por Z.

No que Segue escreveremos iq(P) no lugar de iq(&,P) a

fim de simplificar a notacHo.

Suponhamos por absurdo gue ip(F(n)) = 0 para todas as

singularidades de z(n) gque ndo sdo esquinas de P(n).

(4.1) Proposicdo — Seja 1st =sn e g€ P& p(t) ponto sin
gular de E(L) na linha projetiva P. Consideremos uma cadeia
linear C(g) de ordem %k com origem em ¢q (i.e, g se expres-—

sa por Tk(q) como elemento de P(n)). Entdo
-k =i " (P).
k
(q)
Demonstracdo =~ Procedemos por indug8o finita no conjunto de ca-

deias lineares necessarias para a resolugio (U(n),n(n),P(n),E(n))

de Z.

(i} A proposicio é verdadeira para todas as cadeias lineares

com origem em singularidades de E(n"l). Com efeito, seja C(q)
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. _ m _
uma destas cadeias, C(g) = (Pi)i=0 s Py =P, P >P >..>Pp,

[s]

Seja -k; = c(P;) a classe de P;. Pela proposigdio (3.5) temos

ko= [k, Ky qseee,kq]

Sejam g; =P; NP l< i< nl, Por hipétese as singulari-

i+1?

5 (n) y . k
dades de em J P; diferentes de qqye..yqy 3 € T (q)
possuem Iindice relativo a P(n) nulo. Logo

tg, (P1) = o(Py) = =xy.

Como qq ¢ irredutivel, temos

R 1
lql(Pz) = - EI ou 0

e como iql(P2) + iqa(PZ) = c(Pz), obtemos

_ 1
iq2(P2) = —k2 + lq ou —-kz

Isto implica que

1
= = ee—— Ou - —ou O,

i (P m
1 2
k2--k-]-

ds 3)

continuando este processo obtemos que i k( )(P) deve ser O
™ {q

ou algum nGmeroc da forma —[km,km_l,...,km_j] para J s m-1. Pe

las proposicoes (3.5) e (3.6) segue-ge que

-k < i (P)
“ek(g)
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(ii) Suponhamos que a proposigéo é verdadeira para todas as ca-
deias 11neares com origem em singularidades de 3(4) 1l < 4 < mg
aque nfo sdo esquinas de P(&). Mostraremos entiio que ela é verda
deira ainda para as cadeias lineares com origem em singglaridades
de 3(L'1). seja Cfg) = (Pi)?zo uma cadeia destas com P, >
> Pm >...> Pq. Como antes escremeos qy = Py n Pi+l 1=ism=-1,

1 3(L--l)

Sejam qi seavy qu € Pq singularidades de onde se ori

ginam cadeias lineares assocladas a S(n). Temos
rq )
i P T i P = P
ql( 1) + ) uj . ( 1) o ;
T (QJ)

onde uy é a ordem de C(q%). Pela hipétese de indugéo

T T
1 1 1
- T ordem d(qj) < T 1, (Pl)‘
=1 =1 4 J(q%)
Assim
(Pl) s c(Py) + le ordem C(q ) = c(Py).
Aqui E(Pl) representa a classe de Pl antes das explosGes nos

pontos q%, J=1,0ee,T.

Como gq- & irredut{vel temos 1_ (P,) = = ou O
1 91 2 c(Pl)
Similarmente em P2 obtemos
r
iqz(P2) + i (P2) + T 1 (Pz) = c(P2)

=1 J(qg)
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onde qg, 13=<r,, sfo as singularidades de 3(+-1) onde
se originam cadeias lineares de E(L) e vj denota a ordem de
C(qg). Pela hipdtese de indugdo

T2 o

- I ordemcC(al) s T i, (P
J=1 = 3%
J

v ,
. . 2 -
logo 1q2(P2) + 1q1(P2) s c(P,) + jzl ordem C(qj) = T(P,).

Aqui, de novo, o(P,) é a classe de P, antes das explosSes nos

pontos q? R l=]J=<r, Como g, € irredutivel
1y (P5) = ——-———5——7f— ou i, (Pz) = = ou i, (P;) = 0.
2 °(P2) _ 2 c(p,) 2

0 leitor verificard que estas fra¢des estBo bem definidas. Final

mente, temos

i¢k(q)(P) z EE(Pm),,..,E(Pm_j)] ou (P) =0

i
™(q)
para algum J s m-1,

Pelas proposicgdes (3.5) e (3.6) temos i k( )(P) = k.
T lg

Para finalizar a demonstracdc do teorema consideramos
3(1) e P(l). Sejam C(qi),...,c(qi,) todas as cadeias linea- .
res com origem nas singularidades redgt{veis em P(l). Seja Li
a ordem de C(qi). Pelas proposigdes {3.3), (3.4) e (4.1) temos

n' Cmt 1) m!

- I Li £ T i, (@)Y= =1~ ® Yy
i=1 1= i, vy - i=1
: T “(q§)

o que é um absurdo. O teorema estd demonstrado.
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