INTRODUCAO A TOPOLOGIA
DE SINGULARIDADES
COMPLEXAS

Mario Jorge Dias Carneiro e
Marcio Gomes Soares



COPYRIGHT @ - 1985 - by Mario Jorge Dias Carmeiro

Marcio Gomes Scares

Nenhuma parte deste livro pode ser reproduzida,

Por qualquer processo, sem a permissfo dos aubores.

INSTITUICO DE' MATEMATICA PURA E APLICADA
Estrada Dona Castoripa 110

22,4460 - Rio de Janeiro -~ RJ



Prefacio

O objetivo destas notas é expor alguns resultados fun-
damentais sobre a topologia de uma hipersuperf{c{e complexé na
vizinhanga de um ponto singular isolado.

Uma hipersuperficie complexa V em ¢™*1l ¢ um subcon-

N = € n+1 -

junto V = {(Z),e00,Z,,9) € C [ 2(Zysae st q) 0} onde f
¢ uma fungBo holomorfa. Dizemos que um ponto p € v & um ponto
singular isolado de V se D é um ponto critico isolado de f

jisto é, se f(p) = %% (p) =...= %% (p) = 0 e existe uma vizi-
1 1

n+
nhanga U de p em ¢™l 421 que g €VNU e a#p entao

%% (g) # 0 para algum j € {1,...,n+1}.
J

Este trabalho estd dividido em 6 capitulos.

Iniciamos no primeiro capitulo com um hisiérico sobre
a teoria classica de curvas em Cg onde se obtem os invarian-
tes topoldgicos locais da curva como os coeficientes da expansao
de Puiseux.

0 segundo capitulo trata do resultado-bésico para o ca-
so geral que é o Teorema da Fibragao de Milnor. Este resultado,
que é valido para singularidades nho isoladas também, permite-
nos obter os primeiros invariantes topologicos locais de V.

De fato por um teorema de King (que nao trataremos aqui) carac-
teriza-se o tipo topolégico local da hipersuperficie em termos
desta fibragho e da intersegao ﬁ de V com uma pequena esfera

n+l

em € centrada no ponto p (vide *[Kingl).

* As referéncias no texto aparecem com o nome do autor (ou auto-
res)entre colchetes.
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No terceiro capfitulo estuda-se a topologia da fibra da
Fibragao de Milnor e de K via teoria de Morse. Obtem-se assim
para o caso de singularidade isolada a primeira definig¢io de nd-
mero de Milnor.

No capitulo IV define-se monodromia de uma singularida~
de isolada e prova-se gue a monodromia (e portanto o nimero de
Milnor) & um invariante associado ao tipo topoldgico local de
V. Em vista disto descreve-se métodos para calcular o nimero de
Milnor ou seja, as varias nogdes de multiplicidade.

0 conceito de ciclo evanescente e a férmula de Picard-
Lefschetz sao estudados no capitulo V bem como para o caso n=1
se estabelece a relagac entre o polinomio caracteristico da mo-
n~dromia e ¢ polindmioc de Alexander de X.

winalizamos com o capitulo VI onde ¢ feita uma descri-

¢ao da teoria de Brieskorn para o calculo da monodromia.

Procuramos fazer com Que esta exposigao fosse acessivel
aqueles que possuem conhecimentos equivalentes a um curso basico
de topologia algébrica, alguma algebra comutativa ¢ anilise com—
prlexa elementar. Entretanto trata-se de uma teoria que toca va-
rios campos da matematica tornando-se até diffcil precisar os
pré-requisitos necessarios.

Varios tépicos importantes deixaram de ser tratados
aqui, entre eles podemos apontar, a relacso entre poliedroc de
Newton e monodromia, o estudo mais aprofundado de K (s8uas es-
truturas diferenciais por exemplo) e evidentemente a teoria de

Brieskorn, suas consequéncias e generalizacoes. Optamos por
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oferecer no capitulo VI uma descrigao dos resultados de Brieskorn
principalmente por gue os pré-requisitos que devem ser admitidos
14 sao bastante diferentes dos Que aparecem nos demais capitulos
destas notas.

Incluimos dois apéndices: o primeiro trata de genmerali-
dades sobre subconjuntos algébricos em espacial do Teofema de
Whitney que afirma gue a diferenga entre dois subconjuntos algé-
bricos possui no maximo um nUmero finito de componentes conexas.
No apéndiée 11 encontramos uma prova do Lema de Selegao da Curva

gue ¢ bastante usado nesta teoria.

Os autores agradecem a Lé Ding Trang e aos participan-
tes dos seminarios sobre Singularidades Complexas, realizados na
UFMG e no IMPA, gque portanto colaboraram na elaboragao destas
notas:

D. Avritzer, E. Chincaro, M.C. Ferreira, M.M. Pinto, P. Sad,

A. Lins Neto, J.C. Martins, C. Camacho.

Agradecemos tambén a ROgério Dias Trindade pelo excelen

te trabalho datilografico.

Marcio Gomes Soares

Mario Jorge Dias Carneiro
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caPfTULO I

HISTORICO DE ALGUNS RESULTADOS SOBRE SINGULARIDADES
DE CURVAS PLANAS

Vamos considerar uma aplicacao polinomial nao constan

2

te f: €° + € gue se anula na origem, que é analiticamente irre

dutivel em O € C2, isto é, o ideal (£} gerado por f no a-

nel das séries formais CIx,y] ¢ primo; e que tem O € €2 como

ponto critico (necessariamente isclado ja que (f) € primo).

O problema de determinag¢ao de invariantes topoldgicos
associados a uma tal singularidade, a partir de invariantes ana-
1{ticos, foi considerado por [K. Brauner] e o método por &le uti
lizado consiste em estudar a intersegdo do conjunto de zeros de
f ecom uma esfera de raio suficientemente pequeno. [ Burau],
[k#hler] e [Zariski] também consideraram &sse problema e o que

pretendemos é descrever alguns dos resultados por &les obtidos.
Sejam V = f_l(O), ée “13 bola fechada de centro na

origem ¢ raic ¢ > 0, S, =¥B.. Em II.1l é demonstrado que pa-

ra € suficientemente pequeno a esfera Sc intercepta V
transversalmente e que o par (Be’Be A v) & homeomorfo ao par

(B » Cone(K,)) onde K, = S l v. Além disso, © tipo do entre-

€
lagamento Kc ngo depende de & desde gue esse seja suficien-~
temente pequeno. A hipotese de ser f analiticamente irreduti-

vel em G . implica que K‘ é conexo, ou seja, trata-se de um
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né. Para estudarmos o tipo de Ke precisaremos do teorema de

Puiseux, que passamos a descrever (cf. [Walkerl]).

Seja C[t] o anel das séries formais em t e C((t))
o seu corpo de fragdes. Todo elemento a € T((t)) pode ser es-

crito, de modo Unico, na forma

1

.
t (ao+a1t +ee.) com a, £ 0 e k € Z,

O inteiro k & chamado de ordem de a e notade Vv(a). Uma su-
bstituicho & um ¢-homomorfismo ©: €((t)) =+ C({t)) definido
pela substituigio de t por um elemento ¢(t) € C((t))' com
v(p(t)) > 0. A ordem de uma substituigio ¢ &, por definigao,

o inteiro V{(p(t)).

Uma parametrizagao de uma curva algébrica plana irre-
dutivel C é um elemento (x,y) € clt1\e? tal que g(%,7)=0,
onde g € o gerador de I{C). O ponto (xX(0),y(0)) € ¢? & cha-

mado de centro da parametrizacao.

Se ® ¢é uma substituicao, podemos estendé-la uma pa-—
rametrizagao colocando ®(x,y) = (9(X),9(¥)). Dai segue que se
(%,¥) & uma parametrizagao de ¢, ®(x,y) também o € e com

mesmo centro, uma vez que P{g(X,¥)) = g(®(x)},9(¥)).

Diremos que duas parametrizagdes sao eguivalentes
caso uma possa ser obtida a partir da outra por uma substituigao
de ordem 1. Uma parametrizacao (X,¥) € dita redutivel se po-
de ser obtida de uma outra parametrizacio através de uma substi-
tuigdo de ordem maior que 1. (X,¥) é dita irreduti¥el caso

contriario. Finalmente, um ramo de C é uma classe de equiva-
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léncia de parametrizagoes irredutiveis. O centro do ramo é o cen

tro de qualquer parametrizaqﬁo gue o represente.

Exemplos:

(1) € := {x°=yZ = 0}

‘¢ possui um Unico ramo de centro (0,0), represen-
tado pela parametrizagho X = t2, v o= 3.

(ii) € := [x° + y° - xy = 0}

¢ possui dois ramos de centro (0,0) representados,
respectivamente, pelas parametrizagSes irredutiveis

1

- 1
= £(1+t2) %

£2(1+t>)

i
|

1

1 ~1

- £2(14t3) £(1+t3)

~
-
{

Para ver isso congidere o feixe de retas y = tx.

Substituindo na egquagao que define C temos xz(x+t3x~t) =

3 t

. 2
x -t =0 obtemos x = e dai y =

0

t

1+t3 1+t

Um processo sistematico para obtengao de parametriza§6es é dado

Resolvendo x + t

3.
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por uma demonstragac do teorema de Puiseux, baseada no chamado

método do poligono de Newton (cf. [ Simisl).

- . ~ . -~ s ¢ s Ld
A caracterizagao de parametrizagoes irredutiveis e da

da pela

Proposigao I.1:

Seja C uma curva em Cz distinta da curva x=const..
Entao toda parametrizagao de C com centro em (a,b) é equiva-

lente a uma da forma

X=a+t

Fo=bo+ byt byt 4L, r>0

Além disso, duas tais parametrizacdes sao equivalentés se e so-
mente se elas diferem por uma substituigao do tipo t <+ Zf com
BY = 1, Mais ainda, uma parametrizacio dessa forma & redutivel

N
se e somente se

m.d.c.im: m = r ou b = 0} > 1.
Vamos considerar agora o corpo das séries fraciona-

rias, BSeja c((xl/r)) o corpo de fragdes do anel das séries
1/r

formais em x onde r € N. Temos uma inclusao
1/r is r 1/s
C((x™ 7)) ———— ¢((x"' 7))

s/r
/e ———— (x}9)

sempre que r}s e portanto um sistema indutivo {C((xl/r))]rEN.
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0 limite indutivo desse sistema é notado c{x} e chamado de cor-
po das séries formais fracionarias. Note que todo elemento

7 € €¢{x] se escreve na forma

7 1 2 € q, <
Y= ayX T o+ agx " e onde a, £ 0, r Q ry<r ‘e

i 2

p Cd

i em forma irredutivel r, = _i entao existe
93

q € N tal que q; Sa para todo i. A ordemde y & defini-

e se escrevermos I
da por V(¥y) = ry.

Teorema (Puiseux)

¢{x} é algebricamente fechado.

No enunciado acima podemos trocar ¢ por um corpo

algébricamente fechado de caracteristica zero.

Seja C := {g = 0} uma curva irredutivel em ¢? e
considere g em C{xl[y] (estamos supondo que. C & gistinta

de =x=const.). Entao,

Proposigao I.2:

Fxiste uma correspondéncia entre o conjunto de ramos
de C com centro (0,0) e o conjunto de solugoes y de
g{x,y) =0 em G{x} tais que V(y) > 0. Mais ﬁreqisamente, a
cada solugho y com Y(y) > 0 corresponde um dnico ramo e a
cada ramo de centro (0,0) correspondem exatamente V(ip solu-
goes de g(x,y) = 0 onde V(il) é a ordem da primeira componen

te de uma parametrizacao (21,51) que represente o ramo.



Demonstrégﬁo:

Seja y uma solugao de g(x,y) =0 com V(y) >0
{essa condigao & necessaria para que o centro seja (0,0)). Tome
o menor inteire r +tal que ¥ € m((xl/r)). eqEo obtemos uma
parametrizacao

X = t°

¥, = ¥
que & irredutivel pela proposigao I.1 e que portanto determina

um ramo de centro {0,0)}.

Dada uma parametrizacho irredutivel El = tr,§1-=

= I aiti obtemos uma solugae ¥ = % a.xi/r. A substituigao
521 iz1

i +8t, som B8¥ =1 fornece a solugdo ¥y com </T substitui

do por Ex*/T. Como existem r raizes da unidade e r ¢ mini-

mal, cada uma dessas substituigOes fornece solugdes distintas.
Além disso, g(x,¥) = 0 nao possui solugdes milltiplas, isto
porque, sendo g(x,y) irredutivel em ¢lx,y] e involve v,
nio possui solugdes miltiplas em ¢{x}[y], jd que a condigao
para que isso ccorra é uma condigEo polinomial nos coeficientes

gue nao se alterda sob extensoces de corpos.

0 resultado acima se itransporta ao casc formal
g € me,y] (e mesmo a0 caso convergente) desde que g seja,
digamos, regular em relagaoc a y. Pois pelo teorema de prepara-
gao de Weierstrass podemos escrever g = uP com u uma unidade
e P € ¢clxIlyl., se ?1,...,§n sao as solugoes de P(x,y) = 0

em ¢{x} entio g=u (Y-Yi)-
i=1
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Retornamos agora a situagao do inicio do capitulo. Seja

)
y = 'E aix7% o desenvolvimento de Puiseux de V com centro
(0,0])..1 Suponha que y = 0 & tangente’a V em (0,0). Entac
%% >1 e nXal. Seja il = t7, ¥, = izla.tai a parametriza-
¢ao agsociada, Ponha e, = (n,ul) (maximo divisor comum) e
my = gi, n, = ;; . Seja Bq o menor expoente de t cujo coe-
ficiente em y; € ndo n:lo e tal que eq_Iqu. Ponha
eq = (eq_l,ﬁq) e mny = —%il, g = 2. Seja g o maior inteiro
tal que n, > 1. Obtemos dessa maneira uma‘sequénci; finita
nl,n2,...,ng satisfazendo nl.nz...ng = n, Bq = EIT%TE; n

com (mq,nq) -1, 1<q%sg. Asequéncia (my,ny),...,(m,n )

& chamada de sequéncia de pares de Puiseux do ramg V, g & cha

mado género do ramo € m,%; = 51,52,...,Bg sao chamados expoen-

tes caracteristicos. Todos esses sao invariantes analiticos.

Passamos agora & definigao de um né térico iterado.
Seja (ml,nl),...,(mg,ng) uma sequéncia de pares de inteiros

positivos. Definimos indutivamente o né Kg como segue:
2

-

Considere o toro T° mergulhado em RS através de

K
dygl Bs g3 By 2 c g3

1
JZ

fica. Chamaremos de paralelo a curva em T2 imagem de

onde h(ele,elT) = (ele,eiT) e k & a projegio estereogra-

{eie} x §' e de meridiano 3 imagem de st x {7}
s im,p in,P
1Py e ! -] . &

Se g=1

seja K; a imagem em ™ de A:e 1 e

dito um né térico de tipo (m;,n;) isto porque se

u £ xs! » Sl, i = 1,2, denota a i-ésima projegao sobre sl
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entao T, e A oe My ® A  tém graus m e n; respectivamente.

Exemplo:
(ml,nl) = (2;5)

4y

2 voltas

G

5 voltas

Kg_1 e que este esta mer-
3

gulhado em B>, Tome uma vizinhanga tubular Wg S RY de X

Se g > 1 suponha construido o nd

g-1°
Existe um difeomorfismo H: bwg + sxs?  ta que H_l({eie}xsl)
seja um pafalelo de bwg (ﬁd(Slx[eiT}) seja um meridiano),
isto &, H_l({eie}xsl) tem nimero de entrelacamento zero com
Kg-l (H—l(SIX&}T]) tem nlmero de entrelagamento 1 com
Kg_l). Conside?e o nd térico K; de tipo (Lg,ng) em sixst

onde 1 = - + L Lo = . a
d: g *mg mg_lng g-lng-lng( 1 ml) Entao
Kg = H_I(Kg) € dito o né iterado definido pela sequéncia

(ml’nl), -.-,(mg,ng)-

Estamos em condigoes de enunciar o seguinte



Teorema (Brauner)

Seja f: ¢2 + ¢ uma aplicacho polinomial satisfazendo
£(0) = 0 e anallticamente irredutivel em 0. Entao, para e > 0
suficientemente pequeno, o nd K, =S, NV em S, tem o6 tipo
do nd Kg determinado pela sequéncia de pares de Puiseux de

vV em 0,

o} teoréma de Brauner diz que o tipo topolégico de £
em 0 € €2 & o mesmo que o da curva algébrica determinada por
x=1t" y=t 1 ,....+ t B, K#hler considerou esse problema no
caso de v;rios ramos e a conclusao a que se chega é que dadas
duas curvas V, =: [f; = 0l, v, = {ty = 0} nao necessariamen-—
te anallticamente irredutiveis em O, porém reduzidas (isto é,
a decomposigho em componentes analiticos irredutiveis £, =

fl_...fj (i=1,2) nao possui fator miltiplo), que determinam

1

igual nﬁiero de ramos de centro (0,0), sendo que a cada ramo
de Vl corresponde exatamente um ramo de V2 possuindo os mes-
mos expoentes caracteristicos e tais gue os nimeros de interse-
¢io dos ramos de V, em 0, tomados dois a dois, s3o iguais
aos numeros de intersegao dos ramos de V2 em ©O, tomados

dois a dois, entao os entrelagamentos K; = S, nv, e

K, = 8, NV, sBo isotdpicos. Zariski e Burau, independentemen-

2
te, mostraram que se I é anallticamente irredutivel em O,
entio os expoentes caracteristicos (e portanto a sequéncia de

pares de Puiseux) sio invariantes topoldgicos.

Dado um né6 K € Ss, o grupo fundamental nl(Ss—K,p)
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do complementar de K en 5% & chamado grupo do nd. Obviaménte
se dois néds K1 e K2 sao do mesmo fipo 0os grupos associados )
sao igomorfos. o reciproco desse fato é falso em geral porém, em
se tratando de nds algébricos, isto &, Kg=8¢ NV, V= £71(0) com
f um polinomio analiticamente irredutivel em 0 € Gz, o grupo do
né caracteriza o seu tipo. Na realidade basta considerarmos um

invariante mais fraco que ﬂl(SS—K,p) a sabef, 0 chamado polina-

mio de Alexander, para caracterizarmos o tipo do né. Mais preci-

samente temos

Proposigao I.3:
Dois nds algébricos cujos polindmios de Alexander sao

iguais tém o' mesmo tipo.

A demonstragio sera feita mais adiante, apds algumas
defini¢oes e resultados. A referéncia basica para o que se se-

gue 6 LCcrowell-Fox]. '

Primeiramente, note que dada uma sequéncia de pares
de inteiros positivos e primos entre si (ml,nl),...,(mg,ng)
” -~ . . -
esta € uma sequencia de pares de Puiseux se e somente se
ms_qny < m, para i=2,.v4,8.

1

Lema I.4 ([Zariskil)

Seja K, o nd iterado definido pela sequéncia de pa-
res. de Puiseux (ml,nl),...,(mg,ng). Entao o grupo

G = ﬂl(SB-Kg,p) de Kg é definido pelos geradores Pa(réq",g+1)
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e Qj(j=1,...,g) e pelas relagoes r; e sy dadas por

%, 03173 70y
Pi Qi—l Qi =T i=1,...,8

¥y, D, .X, =X
i, i-1"1 i _ _
PPy @y @ =8 i=lo..oE
onde
Q = 1
e, = m,
Gi =my - Mg i=2,404,E

e X; e ¥, sao inteiros tais que mix = n;¥; + 1, i=l,44.,8.

i

Exercicio: Demonstre o lema acima no caso g = 1.

£m [Crowell~-Fox] é demonstrado que o abelianisado de

’

G, 1isto é, G/G ;ande G’ é o subgrupo dos comutadores, é
cfclico infinito (isto também pode seér visto notando que K, é
homeomorfo a S1 e por dualidade de Alexander
G/a’ =~ Hl(s3\Kg) ~Z). |

Dado -um grupo multiplicativo G considere © Seu anel
de grupo sobre os inteiros, zZ[G]l. Se ©: GG é um homo-
morfismo de grupos, entao ¥ admite uma extensao unica a um
homomorfismo de aneis ¢: Z[G]~ EZEG]_]. Uma derivagao em

7z [G] é um homomorfismo aditivo

p: Zzlgl — =LG] satisfazendo

D(xy) = D(x)T(y) + xD{y) onde T: wlgl +Z éo
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homomorfismo trivializador definido por 7(Z n;y;) = T n,,
i i

Suponha agora que F & um grupo livre gerado por

Temos que a cada gerador xj esta associgda uma uni-
~ oY . . X,
ca derivagao Dy = 3—}—(—5 zZ[F] » Zlr] satisfazendo 5—)—% = 85y

(simbolo de Kronecker).

XpsXgyeee s

Se G € o grupo de um nod, definido pelos geradores
Xpseoe,X € pelas relagoes S ERRERE sejam F o grupo livre
de tipo finito gerado por Xysees, X @ ¥: F* G o epimorfismo
cujo nticleo é gerado por Tyyee0,T, . Considere a sequénéia de

’, . ,
aneis e homomorfismos de aneis
)

DX 1 T A
7z [F] 2%, Z Pl —— z 6] — = lasc’]

- o A ' .
onde I' e M sao as extensoes de Y e de G— G/G° (epimor

fismo canonico) respectivamente.

A matriz de Alexander de G ¢é a matriz definida por

- 1i=1,...,4q

= —1
85 = AP(bxj),
i=1,...,k

Adjuntando relagdes redundantes, se necessario, pode-
mos supor ¢ * k., Seja E, o ideal de Z[G/G’] gerado pelos

menores de ordem k -~ & de (a,.). Obtemos uma sequéncia

ij

ascendente de ideais
C‘..CE =ZEG/G’]

chamados ideais elementares de G, O seguinte resultado justi-
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fica essa terminologia.

Proposicao 1.5: (Invariancia dos Ideais Elementares)

A sequéncia de ideais elementares de G nao depende
da escolha dos geradores €& das relagoes que definem G.

como G/G" ~ Z, ZLG/a') & isomorfo ao anel Z[t,t™']
onde t 6 uma indeterminada. Além disso, toda familia de ele-

mentos de Z:[t,t"ll possui um maximo divisor comum definido,
evidentemente, a menos de multiplicagao por uma unidade (itn)

de zz[t,t'lj.

0 t-ésimo polindmio do né, b, & o gerador do menor

ideal principal que contém o ideal elementar E,. Ai é um inva-

riante do tipo do né. Como AL & definido a menos de multipli-
cagho por uma poténcia inteira de t, podemos escolhé-lo de tal

modo que &,(0) # 0 'para L 21 uma vez que E = (0).

Proposigao I.6:

0 ideal elementar B, é principal e o seu gerador

4, & chamado polindmio_de Alexander do nd.

Exercicio: Mostre que o polindmio de Alexander de um né térico

myny
de tipe (my,ny) é 4&(t) = (tm "l)ét'l)
(t 1-1)(t L-1)
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Retornamos agora a situagio do lema I.4. Em [Zassenhaus]

é demonstrado que, se

7 [6] -2 zlo/6'] ~ zZlt,t™']  entlo’

‘ Y Loy
MPLy) =t, AP =t 1, m@) =t 1M onge
Yy = ni...ng, i=1,...,8 & 2y =08,
Yer1 = 1 Ly= % Ay myng g,

i=2,...,E8

(t&n-l Y (£-1)

Seja £, _(t) = . Entao
n (tt-1)(t"-1) '
Lema ¥.7 {%&, [11)
~ g Yo s
O polinomio A{t) = (-1) f& n (t )fL a (t )"di n(ﬂ
: : 1% 202 g

é o polindmio de Alexander do né Ky

Note que as raizes de A(t) sdo raizes da unidade.

k -,
Portanto, podemos escrever A{t) = 2 (g,(t)) 5 onde g, €0
1]

polindmio ciclotﬁnﬂéo irredut{vel sobre @ cujas rai{zes sao as

s-ésimas raizes primitivas da unidade, S € o cénjunto de tais

raizes que sido também rafzes de A(t) e k, € um inteiro posi-
tivo. Finalmente temos a

Demonstracgao .da Proposicaoc I1.3:

Sejam K e K’ dois nés algébricos definidos pelas
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sequéncias de pares de Puiseux (ml,nl),...,(mg,ng) e

(mi,ni),...,(mé;,n;:) respectivamente, e sejam A(t) e A'(t)
os correspondentes polindmios de Alexander. Como A(t) = A'(L),

Se eSCcrevermos

k k_ s
a(t) = m (gg(+)) 5, &7(t) = ,m (g (£)) ® entdo s=s’.
s€S s €8

Temos a seguinte desigualdade:

(*) Lg > 4ingeeeng, i=1,...,g-1. De fato, pela observagao

gue antecede o lema I.4, mi'> agmy gy 1= 2he00s8 dai,

Li =m; = ngm, g+ Li-lnini—l > Liﬂlnini—l’ i-= 2,.7.,g. Logo,

L >4 n T...> L

g g-lng-l ¢ RRL = &1n1...n .

1-1"3-1 g

Considere agora o polindmio

es el n. awell

g_ 1yt 1t177 B
L N.aeefl ...n

v 1T Me gy M1 e

i.n
Yi+1) (¢t 1 "

e seja 5 uma s-6sima raiz primitiva da unidade. Entac & €

¥

Y, .
raiz de £, (¢t i+ly o ¢ somente se leini...ng
irri

sX& n, e s]n....ng. Portanto, as 4;nj...n -ésimas

1+1"‘ng i %
raizes primitivas da unidade sao raizes de £, . (%t i+ly, Mas,
S

por (%), temos que < ng > 4n....n para i =1,...,8-1 e

g 1 g€
dai concluimos que &gn = max S. Analogamente, Lé,n;r = max 5,
ou seja, t.n_ = ti,nl:
o, gt T Yl

Se for Léf > &g entao, usando (%) novamente, con-

cluimos que as &é:—ésimas reizes primitivas da unidade sdo rai-
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zes de £,  (t) e portanto de &(t) = A’(t), Por outro lado,
H

g g 4
essas nao sao raizes de f&i,nf(t 1+1), i=1,...,g'"-1 e
i
tampouco de f,., n’;(t)’ donde nao sao raizes de A(t) = A’ (t).
g’ g
Essa contradigao mostra que Lg = Lér e n, = né:. Fatorando

fy (t) em ambos os lados de A(t) = 4°(t) ficamos com
g’ ‘

g
‘ v n__q,n
(-8, (¢ FH...p, (£ 818 =
12M g-1""g-1
I !
+ Y n_+_4n
= (-DE g, (6D, . (88 THE)
1’71 g =177 g’ -1
. n
Fazendo T = t 5 temos
' N,...n n
(-1, (@ 27Eh g, (T L
1™ g-1""g-1
’ 4
¢ Doeeell ¢ : n_r
= (-8 g, o 2TTE Ty g, ;o (T &L
1M g/ -170g’ -1

Ora, o polindémio a esquerda (direita) dessa igualda-
de é, apés o lema 7, o polindmio de Alexander do né algébrico
definido pela sequéncia {ml,nl),...,(mg_l,ng_i) ((mi,ni),...,

""’(mé'—l’né’~1))' Dai, por indugdo em max{g,g’}, conclui-

| ’ o _ ! _ [ .
nos que g -1 = g=1 e m, = m;,, Ny, =mny; para i=1,...,g~1.
Logo, m_ = m’ .
* e g’

Temos entao
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Teorema {Burau-Zariski)
Sse f: ¢2+¢, £(0) =0, & um polindmio analltica-
mente irredutivel em O € €2 entio a sequdncia de pares de

Puiseux determina o tipo topologico de f em O.
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caprfTuLO 13

O TEOREMA DA FIBRACAO

seja £: €™l 2 ¢ um polindmio tal que £(0) =0 e 0
é um ponto critico isolado isto &, existe uma vizinhanga U de
0 em €1 ta1 que df(z) =0, =z € U implica 'z = 0. Deno-
1
‘ _ -1 _ n+l %% 2 _ 2
temos V =f (0) e S, = {(zy,eanszq) €C /jfllzj[ = ¢“},

Temos inicialmente a seguinte

Proposicao IT.l: Se € > 0 for suficientemente peguenoc entao

L]

K, =~ S N v € uma subvariedade C°.

Demonstragﬁo: Mostraremos gque Se é transversal a V para

g > 0 suficientemente pequeno, ou seja, gque se Se NV #£9 e
p & S, Nl v entao Tpse + TpV = Tpcn+1 o que implica pelo Teo-
rema da Fungao Implicita que Ke = S-e nv é uma subvariedade’

real de dimensao 2n - 1.

Considere a fungao ,r: el . R, r(z) = L |=

a restrigio ¥ = er—{O]nU‘ Provaremos que T possui um nimerc
finito de valores eriticos, de modo gue basta tomar € menor do

que o minimo entre estes valores.

Escrevendo =z = x+iy, x = (xl,...,xn+1) e

v = (93544+,¥,,7) coordenadas em Bl e £(z) = £(x,y) =

= (u{x,y),vix,¥)} € R%= ¢ vemos que (x,y) é ponto critico
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u u

de T se e somente se posto |v, Vg <3 e ulx,y) = vix,y)=0.

X y

Portanto H = {pontos criticos de T} ¢é um subconjun-
tode V - (0} definido por equagdes polinomiais e H=HU {0}

2n+2‘ H & uma uniao finita de

é um subconjunto algébrico de R
subvariedades c® cada uma possuindo um nimero finito de compo-

nentes. Lveja apéndice I]

Como T restrita a cada uma destas componentes tem
posto 0 (cada componente & formada por pontos criticos de )
entho 7 6 constante em cada componente. Logo o conjunto de

valores eriticos de T = r(H) é finito.
| |

Exemplo II.1: f(zl,zz) = z{ + z; r,9 Pprimos entre si

-1 2 2 2
K, = 271(0) n s, = {(zy,2,) / 2] + 23 =0, |z;17 + Iz, = 7.

Escrevendo Zy =T eie, Zgy = peiCP temos: r2+p2 = €

2 2 _ 2
o + po = € e K

2
rpepei + pqeqwl = 0. OQu seja, rg = Pg, T ¢
estd contido no toro lz| =7

g 1(p&+Z)
trizado por & * (roelqm, p a

122] = p, © pode ser parame-

o ). Isto é uma curva de
Kronecker (nd) no toro.

O que ocorrera se p e d nao forem primos entre
si?

Em geral para n =1 K & unifo disjunta de circu-
los.
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. .2 2 -
Exemplo 2: f(zl,...,zn+1) = 2] te.ot Z 4 (funcaoc de Morse).

Escrevendo zj = xj + iyj obtemos
n+l P n+l 2 n+l

v =i (0) ={Z x¢- & y9 =0, I X3¥y = 0} e
=1 3 =1 I 3=1

I

Ky = v N s, = {Ixl? = yl2, (x,y? IxIZ + Iyl% = &%)

(onde {x,v) = Sx.v. e [xIZ = {x,x}).

J°3
. _ _ & = & di-
| Ou seja K, = { =l =75 Iyl = (x,y) 0} é ai
feomorfo ao fibrado por esferas de raio ;@; tangente a 2,
J2

O préximo teorema estabelece a relagao entre a topo-
logia de Ke e ade V e mostra que o conhecimento da topolo-

gia de Ke e do mergulho de Ke em Se nos da a topologia de

V.
Teorema II.1: Sejam B, = {z € ¢ / |zl = el, S, = 9B, e
K, =V N 8,. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno V N Be é

homeomorfo ao cone C(K ) = {tz, 0= t=1, z ¢ Ke}‘ De fato

o par (Be’ VN Be) é homeomorfo ao par - (C(8y),C(K.)).

Demonstragao: Iremos construir wma aplicacgao

p: 8, X (O,ezl-—4 B, - {o} eom p(a,sz) = g

de modo que para a € S, fixo, a curva pa,t) satisfaz:

1) “p(a,t)“z =
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2) a €K, £(pla,t)) = 0 (a curva estd contida em V)

3) p(a,t) & definida andando o tempo -t ao lomgo da trajetd-

ria @ de um campo v definido em Bc - {0} tal que ﬁ(ez) = a.

-

s, Be

2 ~ 4 -
Observe que se r(z) = lzl” entao Hr(ﬂs(t)) =0 "

2{&’(0),2'(0)?, portanto construiremos inicialmente um campo

w em By - {0} tal que <{w(z),z} >0 e v(z) é tangente a
v - {0} se z € v - {0}. Temos duas situagdes:
(1) =z € Vv, definimbs ilocalmente w(y) =y para y €U
vizinhanca de 2z disjunta de V (campo radial),
(ii) para z € V-{0} como =z ndo é ponto critico de
r‘v_{o} podemos escolher um sistema de coordenadas
em uma vizinhanga U de = en Cn+1 de modo gue
VO U= (Quyyeeerlge) /uy =4y =01 @ biul-"lz(z);éo
para algum k € {3,...,2n+2}.
Suponhamos que bzr (z) # 0.
L Y on+2
Tomando uma vizinhéngé conexa U, de z enm ent+l
onde o # 0 e observando que

bu2n+2



DD

dr DX BX
(x(u)) = grad r(x(u)) = 2¢{x(u) {(u)? pode=~
dUyne2 dUsns2 T dlUgpus
mos definir w(x) = % DX de acorde com ¢ sinal de
dUon+2

Ar
(x(u)).
donio

\ By Uy

us, sy uam-;;

Tomando-se uma partigao da unidade subordinada a co-
bertura :UZ} de B, - {0} obtemos um campo w C  ¢que pode
ser normalizado por v{z) = ETELE%ETT para que ao considerar-

]

mos uma curva ihtegral o(t) de w temos

Lle)l? - 20e(),a(8)) = 2w(a(t)),a(e)) =

o 2Awlaey),e(t)? _

2(w(a(t)),0(t)) ou seja
r(8(t)) = t.
| / g
= AUanta
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Observe que o intervalo maximal de definigao de uma curva inte-
gral &(t) do campo v ¢ (0,e2] [provel. Definimos
P: S, X (0,¢2] — B, - {0}
(a,t})—7P (a,t) = 2(a,t)
onde %(a,t) = curva integral do campo v tal que G(a,ez) = a.

£ claro gque P & um difeomorfismo que restrito a
K, % (0,s2] possui imagem em ¥V N B, - f{o}. Tinalmente defini-
mos
P C(Se)—-—i B,

tz — P(z,tez)

homeomorfismo que leva C(te) em V N B, .

Desta forma provamos gue o tipo homotépico de Be— v
é o mesmo de Se - K., Portanto para conhecermos a topologia de
yn Be precisamos estudar a topologia de Ke e de seu comple-
mentar. O préximo teorema é o instrumento fundamental para este

estudo.

Teorema IX.2 (da Fibragao de Milnor):

seja f: ¢"*l 2 ¢ polindmio tal que £(0) = 0. En-

tio existe ¢ > 0 tal que para todo 0€¢S¢, a aplicacgao

. _ 1
wc. Se K‘“——* 5

f(z)
|£¢z) |

o b
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é a proje¢do de uma fibragdo €~ localmente trivial,

Demonstragao: [Milnor (1))

A prova deste Teorema envolve duas etapas:

‘A primeira consiste em mostrar qQue me é uma submer-—
sao para € > 0 suficientemente pequeno. Em seguida mostra-se
que podemos levantar o campo unitario tangente a S1 a um campo
w transversal as fibras ®;1(eie) = Fg de modo gque se %(t) é

uma curva integral de w entao we(d(t))=eit. A trivializagao

local serd dada pelo fluxo gerado pelo campo ﬁ ou seja

. x _— -
v Fe I Se Ke

(a,t) — ¥,(a)

com ©_ o ¢t(a) _ el(t+arga)=:eie ot

1. Caracterizac¢iao dos pontos criticos de P

Se h é uma funcao holomorfa definimos gradiente de

n+1 n+l

h por grad h(z) é o vetor de € tal que »u € ¢

dh(z).u = {u,grad h(z)? onde <{u,v) = Zu.¥, (produto hermitiano

JJ
usual). Portanto se zj,...,z ., sio coordenadas em €°*!
5 D _ b ‘\y _ ®h . .
entac dh(z) Ozj = (sz, grad h(z)? = 5z~ 1isto é

grad h(z) = ( 3%12:,..., 3%:22)_
n+l

Se f(z) # 0 podemos escolher localmente uma determi-

£(z) _ ,i8(z)

nagao para Log f(z) de modo gue me(Z) = T1(2)]
. _ .

com

8{z) = Re[-i Log f(=2)].
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Se p(t) & uma curva em ¢l passando por z en-

t30 derivando a expressao ©8{p(t)) = Re(-i Log £(p(t)) obtemos

L6 (p(t)) = Rel (-1 Log 2(p(£)))] =

= Re(%g(t), grad(-i Log £(p(t)) )

ou seja d8(z).v = Relv,i grad(Log £(z))).

Observe agora que v € TZSe se e somente se Relv,z)=0
{verifique) portanto =z £ 8¢ é ponto eritico de ¢, see somen-
te se o sistema

Re{v,i grad(Log £(z))? = 0

Rel{v,z} = 0
admite 2n+l solugdes linearmente independentes.

Mas isto ocorre se e somente se 2z e 1 grad Log f(z)
sSo linearmente dependentes sobre WR. Concluimos assim que o

conjunto dos pontos criticos de @, é igual a

{z € Se / i grad(Log £(z)) = ¢z, ¢ € R}.

2. Existe ¢, > 0 tal que se 0<ese, entao 0, é uma

submersao:

A prova desta afirmagao segue imediatamente do

Lema II.1: Se f é um polindmio que se anula em O entdo exis

te ¢, > 0 tal que v g € ¢0Fl . ffl(O), 1zl = ¢, temos:
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z e grad Log f{z) sao linearmente independentes so-

bre € ou grad Log f(z) = Az, L#£0 |arg A| < %.

Antes de provarmos o lema verifiquemos que se

o+l £ uma curva real analitica com p(0) = 0O,

p: L0,e) » ¢
f(p{t)) #0 para t # 0 e grad Log f(p(t)) = A (t)p(t), M) €Q
entao arg M(t) + 0 gquando t * 0.

a
Prova: Escrevendo p(f) = at +a1tu+1+... com a; € c¢™1 azo

f(p(t)) = bt? +... b €¢q

grad f{(p(t)) = ctY+... c#0, c € Cn+1

séries convergentes em |t| < ¢’, da hipbtese
grad Log f(p(t)) = A(t)p(t) segue que grad £(p(t)) =A(t) TPENp(L)
ou CtY+c-o = A(‘t)[a.s tq.fﬁ"'--o:]c

Assim, podemos.escrever A(t) = Roty_q_3[1+k1t+...]

A {(l+k,t+...)
com ¢ = X _ba de modo que At) o 1 e
INCITRERN ESR N} S S
A .
A1) o d B-1
1im = .- Por outro lado = f(p(t)) = bBt" “+... =
50 (M) A ag * {1 |
= (p'(t), grad 2(p(t))) = aat®™Le..., etV ) =
Bm - - -
= {att 1+..., XobatY+...). Donde bBtB Lo... = Aobuhift“+V"H,,,

isto é 8 = u[al2 xo. Logo io >0 isto é A, > 0.

L) g,
20 |A(t)]|

Concluimos assim que
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Demonstracao do Lema IY.1:

Vamos supor, por absurdo, que arbitrariamente proéximo
] H

de 0 exista =z € ¢n+1

-V tal que grad Log £(z) = Az com

A =0 ou |arg h| = %. Iremos provar que existe uma curva ana-
1{tica real p{(t) tal que p(0) = 0 e que ac longo dos pontos
p(t) as condigdes acima sao satisfeitas,obteremos assim uma con-

tradigao com a observacao anterior., A existéncia de tal curva sg

gue do Lema de Selegao da Curva [veja o Apéndice IIl.

tSejam V C ®™ um subconjunto algébricoe UC r"
um sberto semi-algébrico, isto é U = {x € ”R™/ gl(x) > 0,440,

yeoesgy(x) > 0} com g, polindmio i = 132,...,%.

Se UN V contém pontos arbitrariamente préximos de
0 (0 € TN V) entdo existe uma curva P: [0,5) » B™ analitica

real tal que p(0) = 0 e p(t) eEvny, t>o0".

Deste modo, para provarmos o Jjema II.l basta expres-
sar as condi¢gbes grad Log f£(z) = *z com A =0 ou larg A] 2‘%
como intersecao de conjuntos de acordo com o Lema da Selegao da
Curva.

Seja W= {z € gntl / grad £(z) = Az}, entao =z € W

se e somente se =z 2f (z) = = d% (2). Obtemos assim W como um
k sz 3 2z
subconjunto algébrico real de ¢"*! pois é definido por um nd-

mero finito de equagoes polinomiais nas variaveis xj, yj quan-

do escrevemos zj = X, + iyj e =z = (zl,...,zn+l). Alem disso

como grad Log f(z) = grad £(z)  ont50 grad Log f(z) = Az se
{z)
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e somente se grad f{z) = A.T(z)z e arg » = arglgrad £(z),f(z)z).

Portanto as condigGes grad Log £(z) = Az e |argh|> %'
sac equivalentes a z €W e |arglgrad £(z), T(z)z)| > %, o

gque 6 o mesmo que =z € W N (U+ U U_) onde

U, = {z / Rel(1+1){grad £(z),T(z)z) < 0]} e
U_ = {z / Rel(1-1){grad £(2),¥(2)z? < 01} sdo

subconjuntos semi-algébricos reais.

Para as condigoes grad Log f(z) = Az, A = 0 ou

|larg 2| = % usamos
W = {z / Rel(1+i){grad £(z),T(z)z?].Rel (1-i){grad #(z),¥(z)zr]1=0}

e U= |f(z)|2 > 0.

3. Para 0 <¢ S ¢ (Se-Ke’me’Sl) é uma fibracdo localmente
trivial.

Seja Fy = @'l(ele) devemos mostrar que existe uma
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vizinhanga Uy < S1 e um difeomorfismo ¥y: Uy X Fg — m;l(Ue)

0
tal que 9@ o ¢a(e1 ,X) = eiu.

Como dissemos no infcio da demonstragao deste tecrema
esta trivializacgao é obtida pela construcaoc para cada ponto
z € FB de uma curva transversal as fibras gue projeta-se via ¢€
em um lago em S1 com velocidade constante positiva. (Levanta=--

mento horizontal do lago elt 0= t s 21m).

Suponhamos que p(t) seja uma tal curva em Se - X,
entao me(p(t)) . 2pCe)) eie(p(t)) ou seja
[£(p(t))}]

o(p(t)) = Re[-i Log £(p(t))]. Derivando teremos:
é%@(p(t)) = Re{p’' (t), i grad Log Fp(t))) = e >0

Assim provamos inicialmente que existe um campo de

vetores v de classe C”, tangente a S, - K, tal que

0 < |arglv(z), i grad Log iz} < %, ¥z €5, - K.

Construimos este campo localmente e em seguidas usamos

uma partigao da unidade para obter V.

Se 1z, € s, - K, paraa construgao local temos 2

)
situagOes a considerar:

1) z, © grad Log f(zo) sao linearmente independen

tes sobre C. Neste caso o sistema {v,2? = 0

(v,1 grad Log £(z)) =1

nos da uma solugac v(z) em uma vizinhanga de =z,. Observe que
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a primeira equag¢ao nos da automiaticamente que v{z) € TS, -

2) grad Log f(zo) = lzo. De acordo com o Lema II.1

0 < |larg M| < E. Definimos v(z) = iz em uma vizinhanga de =

de modo que Re{v(z),z? = 0 (iz € tangente a s;) e como
l 2

-<v(zo), i grad Log f(zo)> = (izo,ilzo) = )L]z0 entZo

0 < |arg{v(z), i grad Log f(z))]| < % para =z suficientemente

Lo
proximo de Zge

viz)

entac w € um
Re{v(z),i grad Log f(z))

Seja w(z) =

campo tangente a S, - Ke que satisfaz Re{v(z),i gradLogf(z))=1.

¢
Além disso |Re{w(z), grad Log f(z)}]| =
_ |Redv(z),grad Log £(z)?| _ | Im{v(z),i grad Log f(=z)}| < 1.
Jre{v(z),i gradlogf{z)?| |Re{v(z), i grad Log £(=z)7|

Esta ineguagao nos garante que o fluxo gerado pelo campo w estd
definido para todo + € M pois do contrério,se alguma curva

integral p(t) tende a K, quando t “ t, < o entao

lim £f(p(t)) = 0 ou seja 1lim Re(log f{p(t))) = -», Mas isto
'l',"to t-pto .

naoc ocorre pois -nge(Log £{p(t))) = Re{w(p(t)),grad Log f(p(t))

ou seja Re Log f(p(t)) tem derivada limitada.

Desta forma, se h é o fluxo gerado por w entao
H - -» - 4 i =
ht Sc Ke S‘ Kc e um difeomorfismo tal que ht(Fb) F9+t’
Portanto dado e18 € S1 seja Uy um intervalo aberto em st
8 d ”
em torno de ei . wa: Uy X Fg — wel(Ué) e um difeomorfis-
1]
(e™,2) = hy_4(2)

(a-8)1 48 _ 18

mo tal que 9, oV¥g(z) = @  ehy g(z) = e e como que

riamos. »
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Exercicio II.1: Em alguns casos é possivel encontrar explicita-

mente um campo que satisfaz as propriedades do item 3) da prova

do Teorema da Fibragao.

2h+1

. &
Por exemplo, seja f(ZI*ZZ"“’zn+1) = Zy heeetZog

a; ® 2, ay EN wpara 1i=1,2,...,n¢l.

a~1 -1
- ! =2y =l
Entdo i grad Log f{z) = n+1_aj(alzl L R e } e

z
=13

ngl aj—l
4137353
{v,i grad Log £(z)? = -i

1 a,
n+ a.J

z
j=1 3

Queremos Rel{v,z) = 0 (v tangente & esfera)

Re{v,i grad Log f(z)) > O

Basta fazer por exemplo v = (Vl"“’vn+1

z
) com v, =i 1 ge
i a .
J
é

modo que Relv,z) =0 e <(v,i grad Log £(z)7 = 1. Vv

campo linear em Cn+1 e tangente a esfera Se‘ O fluxo gerado
it
. it/a

R o o _ ..B1 o n+l _o
por v € Wt(zl,...,zn+1) = (e Zyseees® zn+1)
fo ¥ (z°) :
e satisfaz ¢ owt(z°) = t — = elt @‘(zo).
€ |fa¢t(z )l

Exercicio II.2: Prove que = é ponto singular de f s se e
€
somente se grad £(z) = ez vpara algum c € C.
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Exercicio II.3: Se O é um ponto regular de £, f£(0)} =20

entio se V = f-1(0) e F - m;l(l) com ® : S K - st como

no Teorems da Fibraczo entdo F, é diomorfa a RZD F, =

_ a1
= f (B+) n Se.
Sugestao:
Use o Lema de Morse e prove que existem coordenadas
Uy,eee,ly, .y €M UMa vizinhanga de O para a subvariedade

f-l(ﬁl) tais que f”l(O) = {ul =0] e se r(z) = “z“2 entao
2n+1

-1
- b =
rlf 1.g) se escreve i uye Logo £ (R,)N S,
2n+l 2 9 , 2n
= {u; >0, z uj = ¢ 1 (hemisfério) portanto difeomorfo a R“".
J=1 :

Vimos pela Proposigao I1.1 gue se O ¢ um ponto cri-
tico isolado de f, para ¢ > 0. suficientemente pequeno a esfe-

ra 8, é transversal a £ *(0) com K, = S, n f'l(O) uma sub-

variedade de dimensao 2n-1. iIsto implica qQue se z° € I{e en-

taec z% nao & ponto singular de f g + Pelo Teorema da Fungao
>
Implicita existem coordenadas UyseeaslUp, g €M uma vizinhanga

o \ _ .
U de = em Se tais que f(ul,...,u2n+1) = uy + 1q2. Donde

se Ty = w;l(eie) entao =z € UN Fqy se e somente se ul(z)2 +
+ uz(z)2 £Z0 e arg(ul(z) + iuz(z)) = @ (por exemplo F, =
[u2 = 0, uy > 0]), De modo que EB N U= [Fe U {ul(z) =

= uy(z) =0}l NyU-= EFe uxJnu.
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KenU

Provamos assim que se O ¢ um ponto critico isolado

de f entao Fe & uma variedade de dimensdo 2n com fronteira

Proposicao IT.2: fe esta mergulhada em 5, de modo que

m (Fg) = m (5, -Fy).

Demonstragao: @, Se-Fe -+ Sl-e:"e é uma fibracao localmente tri-
vial, Como slei® & contritil ent3o SE-FS possui qualgquer
outra fibra Fy: (8°#8) como retrato por deformagao. Portanto
m (Fge) = ni(Se-Fe), mas Fy: ¢é difeomorfa a F, logo

ni(se—fs) 2 "i(FB) S ﬂi(Fe). B

Esta proposicac serd usada mais adiante no estudo da

topologia da fibra FS' Antes porém provaremos uma proposigﬁo
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que nos da uma descrigac alternativa da fibra.

ProposigEo 171.3: Se ¢ € ¢ possui médulo suficientemente peque-

no entao f-l(c) N D, é difeomorfo a Fy 0 {z / |£(=z)] > |e]}

onde e - o {z € ™l 1al < el.

el €

Demonstragio: A idéia da prova desta proposicao € ir puxando a
fibra f"l(c) n D, para a esfera preservando o argumento de f.

(Veja a Figura)

§%) v 7o)

Seja =z € D -V tal que £(z) = ¢. Se p(z,t) é uma
curva em D -V que satisfaz: p(z,0) = =z, “p(z,t)“ é crescen-
te e arg f(p(z,t)) é constante entao no instante em que
p(z,t) atingir a esfera Se teremos um ponto sobre a fibra

Fg. Desta maneira definimos uma correspondéncia Que a cada ponto
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z de fdl(c) n D, associa o inico ponto da intersegao p(z,t) 0
n S .
¢

Condigoes suficientes para definirmos tal curva 820!
(1) é%“p(z,t)“z >0 ou Re(é%p(z,t),p(z,t)) >0

(ii) |§§ Ez t;;l = eiB(p(z,t)) = constante ou
piz,

0 - & 6(p(z,t)) = Re{ FEp(z,1),1 grad Log £(p(z,t))}

a

ou ainda <dt

p{z,t), grad Log f(p(z,t))? € R.

Definimos entso um campo em D de modo analogo ao

Teorema I1.2. Localmente temos:

a) se z, ® grad Log f(zo) s3o linearmente independen-
tes entao o sistema [{v(z),grad lLog £(z)) = 1 possui solugao

(v(z),z> =1

o s
C em uma vizinhanga de Z,.

b) se grad Log f(zo) = lzo definimos v(z)= gradiogf(z).
£ claro que <{v(z),grad Log £(z)? > 0. Além digso pelo Lema II.1
Re A > 0 e Re(v(zo),zo) = Re KUZOUZ > 0 portanto Re{v(z),z}
& positivo em uma vizinhanga de 1z . Usando uma partigao da uni-
dade obtemes v(z). |
Observe que com o campo assim definido se p(z,t) é
uma curva integral de v passando por 3z entao |f(p(z,t))| ¢€
também crescente de maneira que plz,t) esta definida para todo

+ >0 tal que p(z,t) estd em uma vizinhan¢a de D_-V.
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A equagio lp(z,t)]2 = €2 define. implicitamente t

como funcio diferenciavel de =z, logo podemos definir a aplicacao

f_l(c) n D, — Se . Como vimos a imagem

z —— p(z,t(z)) = p(z,t) N 5
desta aplicacao (difeomorfismo) é a parte de Fy tal gue

|£¢z)| > ¢ pois |£[ é crescente ao longo das trajetérias de v.

Usando Teoria de Morse € possivel provar que de fato

f-l(c) n D, é difeomorfa a Fg -

Segue da prova desta proposiqgo que para 68

fixo
f“l(lcleie) N D, é

diteomorfa a F, N {z / [£¢=z)| > |e|}.
Variande © no intervalo L[0,2r] teremos ful(Slcl) Np, §é

difeomorfo a S -V Nf{z | [£(z)]| > [e|} onde

Sie| = [z €€ | [z = le]}. 41ém disso f‘l(slc]) A B, & homeo-
morfo a Sg~K, N {z | £z = |e]l.

10)
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Isto sugere que ao variarmos ¢ (suficientemente pro-
ximo de 0 de forma que tY(¢c) seja transversal a Se) pode -
remos fibrar também o complementar de V em B, . Este é o con-

tedido do préximo teorema.

Teorema IT.3:

Seja f: ¢l 5 ¢ uma funcho holomorfa com um nimero
finito de pontos criticos na bola B, = (z € ¢™? / |z] < ¢},
Suponhamos que f nao tenha pontos criticos em bBa = Se e gue
os valores criticos tl"“’tr estejam contidos no interior de
um disco D = {z€c/ |zl sn} (n=n(e)) de modo que

£ 1(t) & transversal a S, para todo t & D, —'{tl,...,tr].

~ . ~1 _ _
Entdo £ : B, A 27 (D, {tl,...,tr}) + D, {tl,...,tr}

& a projecao de uma fibragao localmente trivial com bordo.

Demonstragao: Observe que fe e f, S tém posto maximo (=2)
c .

e que as fibras f;I(t) sio subvariedades {(compactas) ecom bordo.
O fato de que as fibras fsl(t) sao difeomorfas segue do Teore-
ma de Ehresmann {[veja Fhresmann] e [Wolf]) gque pode ser enuncia-
do assim:

ngejam f: E ® B uma aplicagao propria sobrejetiva
com E, B variedades diferenciaveis conexas tais que posto de
f =dim B e posto f‘bE = dim B. Ent3o para cada ponto b € B
existem uma vizinhanga U de b e um difeomorfismo
2: [e~L(oyxu, (2=l (p)nvE)xu] — [271(), 271 (UIxeE]  (isto &

(E,B,f) ¢ uma fibragao localmente trivial)".
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Seguindo [Wolf] vamos dar a idéia da prova deste teo-
rema:

Suponhamos inicialmente que 3E =¢ e B seja uma
variedade Riemanniana. Seja &: [0,1] » B uma curva em B, Se

atH® o a|Er s] com 0<% r=gs<1 entao para cada y € f-l(ﬁ(r))
bl

existe um nimero s(y), r < s(y) S 1 tal que a curva afss(y)

possui um levantamento horizontal ao ponto vy, isto é, existe

uma curva Gy tal que f ouy(t) = a(t) para rsS t = s(y) e

ﬁy(r) = y.

Mas s(y) & continua e como a fibra £ 1(a(r)) &
compacta existe r’ = _Tin s(y) r<r e a
yE€£ " (a(r))

um levantamento horizontal a partir de qualquer ponto de

£ a(r)).

’
r,r
4 possui

Desta forma,como r & arbitrario, obtemos um levan-

tamento horizontal para 0 s r < 1,
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Usando & curva B(t) = a{l-t) obtemos que B possui le-

vantamento horizontal o que significa que &=&0’1, possui levan-

tamento horizontal.

Vimos assim que toda curva em B possui levantamento

=2

Sejam b € B ¢ U uma vizinhanga normal de b em

horizontal.

\

Lo, 1]——»

B. Se v € U denotamos por v(t) 0 <t <1 o raio grodésico
em U de b a v.
Definimos h: £ 1(b) X U— £71(U) onde v (t) €
(x,v) — v (1)
um levantamento horizontal de v(t) ao ponto x. h é injetiva
{(por construgac) e sobrejetiva pois U é vizinhang¢a normal de D.
[v(l-t) possui levantamento horizontall. E facil ver que h é

um difeomorfismo.

No caso em que OE # ¢ basta obter o levantamento
horizontal de modo que se x € dE N f'l(U) entao vx(t) €
€ f—l(U) N dE (levantamento a partir de pontos que estao na

fronteira ficam totalmente contidos na fronteira).

Seguindo a notagao de Ehresmann, se ¢: E + B é uma

submersao sobrejetiva e x € E chamamos de subespago vertical de
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T.E ao subespago V_ = fv € TxE / d¢(x) v = 0} e aoc seu comple-
mentar Hx tal que TxE = Vx 23] Hx 0 subespago horizontal em x.

(dp(x): : T@(x)B é um isomorfismo).

A distribuicho vertical é o conjunto v = {V_} e
X x€E

uma conexso de Ehresmann para ¢ & uma distribuigao ¥ = {Hx] -
X

complementar a V.

Em coordenadas locais podemos ver uma conexao de
Ehresmann como um sistema de equacoes diferenciais cujos coefi-

cientes depende diferenciavelmente (C”) do ponto =x.

Exercicio: D& um exemplo de submersac sobrejetiva ¢: E + B

que nao é uma fibracao.
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capfTULO III

TOPOLOGIA DA FIBRA E DE K

Neste capitulo descreveremos alguns resultados sobre a
topologia da fibra e de K = S, NV, onde £: ¢™! +¢, £(0) =0,
é uma fungdo polinomial. Tal estudo é baseado em métodos da teo-
ria de Morse. AsS principais referencias para este Cap{tulo sa0

[Milonor (1)] e [Milnor (3)]. Comegamos com:

Teorema IIT.1:

A variedade F9 tem o tipo de homotopia de um
CW-complexo finito de dimensac n. Além disso, Fy é paraleli-

zavel.

Demonstragio:

Estudamos inicialmente a fungao gz: Fg * B defini-

da por ge(z) = log|f(z}|. Em seguida aproximamos gg Ppor uma
fungao de Morse satisfazendo certas propriedades que permitirao

obter o resultado.

Lema IT1.2:
Os pontos eriticos de 8y sao os pontos =z € Fy tais

que grad log £{z) ¢ um miltiplo complexo de =z.
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Demonstracao de IIT.2:

Seja f: R + Fy um caminho diferenciavel passando

por z = p(0). Como 1log|f(z)| = Re Log f(z) temos

2 pe Log f(p(t))|t=0 = Re(-g-,% , grad Log £(p(0)).

dt =0

Portanto, afim de gue =z seja ponto critico de 8g devemos ter

Re(%% , grad Log £(z)) = 0, ou seja, grad Log £(z) ¢é normal

a Fe em =. Agora, por II.2, z e i grad Log f(z) geram o

espa¢o normal (real) a Fe em z e dai segue que

grad Log £(z) = Az + 12 i grad Log £(=z), li € R

A
ou seja, grad Log f(z) = T:%r-z.
2

Continuando o estudo de gy obteremos agora uma
descrigao da Hessiana de gz num ponto critico =z € Fy que nos
permitira calcular o indice de Morse num tal ponto.

Dado v € T,Fg seja P: R = Fy um caminho diferen-

ciavel tal que =z = pP(0) e v = %% .
=0
Lema I¥I.3:
a2 2
T;ET(geoP) - = Re(bjkvjvk) - ¢|v] onde (bjk)

é uma matriz complexa e ¢ & um nimero real positivo.

Demonstracac de III.3:

Como Fy é definida por T%T L p(t) € F,



—43-

temos que (ggep)(%t) = log|£(p(t))| = Log £(p(t)) - iB. pai se-

<]
gue que Jl-(g ep) = Z(—E— Log f(p(t))) 2 . Derivando novamente
dt 8 J b dat

%3
obtemos
2
2 a p. 2 “dp.
i - T2 i, B —k
5(ggep) = LGz log £(p(t))) —5* + 'y 55 Logf(p(t))7ﬁ§ 5
at J Zj dt Zj Zy

Fazendo t = 0 e lembrando gque grad log £{z) =

por III.2 ficamos com

2
d __2
— (ggop) = { , Az>) + T B, V.V onde
atz 0 | t=0 at? | t=0 j,x J5 1k
B, =53 Llog £f(z). Como ——5—(geop) é real, multiplican-
Jx 5 %y dt £=0

do ambos os membros por A e tomando a parte real obtemos

2
—gﬁ—(geop) Re(r) = IKIZ Re(—wﬂ o’ z?) + & Re(AB
at £=0 at? i,k

U
Por outrc lado, derivando duas vezes a identidade ({p(t),p(t)?} =

= constante se tem que Re(——E ,z) = ~|v12. Agora, sabemos
dt t=

por II que Re(\) > 0. Substituindo na expressao acima ficamos

com
2 AB, 2
d k by 2
(gaop} = X Re(__%XT v.v,.) -~ “l—+x7 |v]
dtﬁ 9 =0 " Re ik Re

LB, 2
Colocando b € = o L e ¢ = —lLL~ concluimos a demonstracao
3 Re(}) Re(})

de III.3.
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Antes de prosseguirmos, observamos gue TzFB onde

z ¢ ponto eritico de gg é um C-~espago vetorial caracterizado

por {v,z? = 0 (produtoc hermitiano). De fato, se

i grad log £(z) = Az com A € ¢, entao dizer (que
Re{v,i grad Ilog f(z)) = 0 é o mesmo que dizer que
Rel{v,-ilz} = 0. Dai segue que Im{v,z) = 0 e dque

Re{v,z) = 0, portanto, {v,z) = O.

Recordamos também que o indice de Morse de um funcio-

mal bilinear H sobre um espago vetorial V & a maxima dentre
as dimensdes dos subespagos de V nos guais H é definido nega-
tivo.

Com isto em maos temos
Lema IIiI.4:
0 Indice de Morse i de g:.Fg * R num ponto cri-

tico satisfaz iz n.

Demonstracao de III.4:

Por III.3 sabemos gue a Hessiana de gy no ponto =z

é dada por H{v) = I Re(b.kv.vk) - c|v|2 e pela observacgao
i,k Jx ]

acima temos qQue se v € TZFe 0 mesmo ocorre com iv. Dai con-
cluimos que se H{v) @ 0 entao H(iv) € 0 isto porgue o primei

ro termo troca de sinal e o segundo é negativo.

Decomponha TzFB =T_ ©T, soma direta real, onde H
é definida negativa em T_ e definida semi-positiva em T. Por

definigao i = dimy T_ & o Indice de Morse de H. Mas como .H
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também & definida negativa em iT devemos ter i Z dimIl(iT)‘=

= dim]{P= 2n-1  ou seja, 1 ¥ n.

Para podermos aproximar g, PDOr uma fungao de Morse

precisaremos do

Lema IIT,5:
Existe uma constante Mg > 0 tal que todos os pontos
criticos de Bg estao contidos no subconjunto compacto de Fy

dado por |[f(z)| 2 n4.

Demonstragao de III.5:

Suponha que exista uma sequéncia (zn) de pontos cri-
ticos de gy satisfazendo ]f(zn)] + 0 para n =+ ©. Tome uma

subsequéncia de (z ) que converge a =z € s, com |f(Z°)| = 0.

o
Pelo Lema de Seleg¢ao da Curva, existe um caminho p: (0,8) = Fg
cuja imagem consiste de pontos criticos de g © satisfaz

p(t) = z, Dpara t » 0. Ora, como gy é constante ao longo de

p, |f| também o é e nao podemos ter [f(p(t))] = If(zo)l =0

para t * 0. Essa contradigao nos da III.5.

Necessitamos mais um argumento antes de podermos de-
monstrar que Fe tem o tipo de homotopla de um CW=-complexo

finito.

Lema I1I.6:

- (v
Existe uma fungao Ge: Fa'——* B+ tal que todos os

3
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. - - ~ g . P’
pontos criticos de Gy sao nao-degenerados, tem indice i & n e

Gy (z) = |£(z)| para |[f(z)| suficientemente pequeno.

Demonstracao de IIY.6:

Primeiramente note que como todos os pontos criticos
de gy = log|f| estdo num compacto e tém {ndice i * n, o mesmo
ocorre em relagao aos pontos criticos de |f|. Por outro lado,
as fungEes de Morse formam um aberto denso em Cm(Fa,B) e por-~
tanto podemos escolher Gy: Fp - m+, de Morse, que coincide com
|f| fora de uma vizinhanga compacta que contém os pontos criti-
cos de |f]. ‘Nesse compacto Gg aproxima I£| uniformemente em
classe C e como os pontos criticos de [f| +t&m {ndice i = n,
o mesmo € verificado pelos pontos eriticos de G (cf. Milnor (3)],22.4;
na realidade isso é verdadeiro para aproximagdes em classe c?y.
Observe que Ge tem apenas um nUmeroc finito de pontos eriticos
uma vez gque esses, por Serem nao~degenerados sao isolados e além

disso estao todos contidos num compacto.

Finalmente, para vermos Que F9 tem o tipo de homo-~
topia de um CW-complexo finito de dimensao n, consideramos a
m

- C
fungao ©g5: Fy~—— R definida por o (z) = ~log G,{(z). Como
5} 5} 8 [:}

—1 I d
Pg (==,cl € F, € compacto, podemos aplicar o seguinte:

Teorema ({Milnor (3)1, 3.5)
Se M € uma variedade diferenciavel, f: M+ R uma
fungao diferenciavel cujos pontos criticos sao nao-degenerados e

se f'l(—w,a] é compacto, entac M tem o tipo de homotopia de
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um CW-complexo obtido pela adjungio de uma célula de dimensao i

para cada ponto critico de indice i.

Para demonstrarmos que FB é paralelizével necessita-

remos de alguns fatos novos, que passamos a descrever,

Primeiramente, a Proposicio IT.3 mostra que =e ¢ € C tem
médulo suficientemente pequeno, entao £ le) n %e é difeomorfo
4 porgdo da fibra Fy determinada por ¥y niz: |[£(z)] > Je|l.
onde eie = TﬁT, Por outro lado, o Lema III.5 nos diz que os

pontos criticos da fungdo |[f| = Fy ® R estao todos contidos no

..

compacto K, = {z € Fy

N |£(z)| = my}. Com isso em mente temos
8

o seguinte

Lema IIT.7:
- o
Fg é difeomorfa a £ Licy n B, -
Demonstragio de I11.7:
Escolha ¢ # 0 tal que Je| = % Ng e sejam

A=1{z €Fy : |£(z)] € lel}, B={z €Fy: H(z) | sgna} e

Kng = [Z € Fa : [f(z)[ = ne}-

Sejam p: Fg * R uma fungac de classe ¢” satisfa-

zendo

1
{grad|f|,graalt|y °° B

(4] en Kne
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e X o campo em F, definido por X = p grad|f]. Dado =z € 4,
8

seja tpt(z) o fluxo local gerado por X em torho de -
se ©,(z) €B entio L |f(e (z))| =
==6&%(¢t(z)),grad|f(¢t(2))|> = (X(9,(2)),grad| £ (v, (z)) [} = 1

ou seja, t if(cpt(z))] é linear e estritamente crescente. Dai
concluimos que as solugoes por =z € A estac definidas para, pelo

menos, 0st« % Ny«

Como Fy - A é compacto, cubra-o com um nimero fini-
to de abertos Uy tais que @t(z) esteja definido para
- 1 -
[t] < €; sempre que z € U,. Ponha g = min{3 ne,ei} e escre

€ ¢
va J|e| = % Ny = m(??) +r com r < 7;. Dado =z € Fy seja

Qplc](z) = Cpeo 8 40 CPeo & tPr(z) onde compomos q)‘-'o m vezes.

o 2 2
Entao lplcl: Fy @ ¢ o difeomorfismo procurado.

Uma consequéncia imediata desse fato é que Fy 6
orientiavel uma vez que é difeomorfa a uma variedade analitica
complexa. Por outro lado jé sabemos que Fe tém o tipo de homo-~
topia de um CW-complexo finito de dimensio n e portanto

Hzn(FeﬁE2)= 0 e isto implica que Fy nao possui componente

compacta. De fato, se A fosse uma componente compacta de Fe

4 . o '3
teriamos H2n(A,Zg) Z, e dai

0 —— H, (A4;Z,) —— H Z,) —— ...

2n(F9;
& I .
EZ_I_IJJ_ME__. 0 o0 que é absurdo.
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No gue segue utilizaremos o resultado descrito abaixo,
devido a Milnor e Kervaire (veja [Kervaire e Milnorl). Antes po-

rém, uma definigao, que é encontrada na mesma referéncia.

Definicao:
Uma variedade M, de classe C , & dita s-paraleli-

1

zavel se a soma de Whitney TM ® ¢~ & trivial, onde TM 6 o fi-

brado tangente a M e ¢t & um fibrado trivial de posto 1 so-

bre M.

Teorema:
- - :

Seja M uma variedade de classe C , compacta, cone-
%a, orientavel, com bordo. Ent3o M & s-paralelizdvel se e so-

mente se M & paralelizavel.

Estamos em condigoes de iniciar a demonstragao de que

Fg é paralelizavel.

Sejam Vg (Fg) o fibrado normal de Fy em sf““ e
c _

U uma vizinhanga tubular de TFy em Se - Ke' Como FB separa

U podemos utilizar o seguinte

Lema ([Hirschl):
Sejam N uma variedade conexa € M < N uma sub-
variedade conexa, fechada, de codimensao 1 sendo JM=0N=¢., Se

’

M separa N entao V(M) € trivial.
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Aplicando o lema acima a cada componente conexa de Fe
conclufmos que Vg (Fg) é trivial. (Na realidade Fy é conexa,

como veremos mais adiante).

Retornamos agora a fungao ®4(z) = -log Gz(z) (ecf.
Lema III.6). BSejam ¢ um valor regular de me e V uma compo-
nente conexa de wgl(-m,c]. Entao, se ¢ & suficientemente gran
de, % é¢ difeomorfo a uma componente de FB’ donde orientavel,
Dai concluimos que Vg (V) € trivial. BSe denotarmos an+1(se)

¢
a restricao do fibrado normal de s, em e+l ¥, que é tri-

vial, temos que TV & Vg (v) © Vcn+1(se)| = TC e portanto
Vv

n+l
: |

v
é trivial. Concluiremos qQque TV © VS (v) € trivial através do

€
seguinte

Lema: ([Milnor-Kervairel; 3.5)

Seja % um fibrado vetorial de posto Kk sobre uma
variedade compacta, conexa, orientavel, de dimensaoc n com
k > n. Se & soma de Whitney £ ® ¢¥ & trivial, onde ¢ & um

fibrado vetorial trivial de posto r, entao % €& trivial,

Uma vez que TV & v (V) é trivial, o teorema de
)

Milnor e Kervaire nos diz que TV é trivial e vortanto V-2V
é paralelizavel. Agora, a uniao U(VQOV) sobre as componentes
conexas de @El(—ﬂ,c] é aifeomorfa a Fy o que mostra que esta

é paralelizavel, concluindo a demonstracao de III.1.
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Passamos agora ao estudo da topologia de K=3§, n 1_1(0).
Como em IITI.l nao estamos supondo gue 0o € el ¢ ponto eritieco

isolado de f. Nessas circunstancias, o melhor que temos a mao &

" Teorema YIJ1.8:

K = 8 n f—l(O) é (n-2) - conexo.

Demonstragao:

Seja N a vizinhanga compacta de K definida por

n
N, = {z € S, ¢ |£(z)| = m}. Usando o fato de que K, sendo um
conjunto algébrico real é triangulavel (veja [Lojasiewicz]), con-
cluimos que é um retrato absoluto de vizinhanga (veja { Spanier])
é daf segue que K ¢é um retrato de No desde que 1 seja su-
ficientemente pequeno. Logo, ﬁi(K) e ni(Nﬂ).

Considere agora a vizinhanga Nﬂ e o espago Se:%n'
Seja g: S,-K * R definida por g(z) = log|f(z){.

Os Lemas 1II.2, II1.3, III.4, IIX.5 e III.6 conti-

nuam validos se trocarmos gg Dor &, tomando-se o cuidade de

reescrever oS enunciados de TIII.4, ITI.5 e 1Iii.6 como segue:

Lema III.4 (revisitado)
0 indice de Morse de g: S,-K * R em um ponto eriti-

co & maior que ou igual a n.

Observagﬁo: Isto segue do fato que todo ponto eritico z de g,
por estar em alguma fibra Fg, também é ponto critico de gy e
portanto o indice de g em =z é maior que ou igual ao Indice

de gy em Zz.
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Lema_I1I.5 (revisitado)
Existe 71 > 0 tal que todos os pontos ecriticos de g

estao no compacto determinade por |f(z)| = m.

lema 3I171.6 {revisitado) )
o
Existe uma fungao G: Se—K-g—4 R, , cujos pontos cri-

ticos s3ao nao-degenerados, possuem indice de Morse maior que ou
igual a n e tal gue G coincide com a fungdo =z -+ |f(2)]| des-

de que [f(z)l seja suficientemente pequeno.

Com isto em maocs podemos concluir que:

(i) Sg-K tem o tipo de homotopia de um CW-complexo fini-

to de dimensgo n + 1.

De fato, considerando a fungao 9(z) = -log G(z) te-
mos gue w_l(—m,c] é compacto qualquer que seja ¢ € R e que
o fndice 4 de © em um ponto eritico é menor que ou igual a
n + 1, isto porque, sendo o {ndice de 1log G em um tal ponto
maior gque ou igual a n, o indice i de ~log G satisfaz
i's ntl.

(ii) Nﬂ é uma variedade C  com bordo, para N sufi-~

cientemente pegueno.

Isto segue imediatamente de III.S.

(iii) S, € obtido de No

to de células de dimensao maior que ou igual a n.

pela adjuncao de um nlmero fini-

Isto segue do teorema 3.5 de LMilnor(3) em se consideran-

[+]
do a funcas G 9 : S =N_. -
_ Se-Nﬂ e='n ? R, .
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Ora, como & adjungao de uma célula n-dimensional nao
altera os grupos de homotopia em dimensao menor que ou igual a
n - 2 temos ﬁi(Nn) = "i(se) para i S n-2, o que conclui a

demonstragiao de III.8.

0 teorema acima nos diz que K é conexo se n-=2 e
simplesmente conexo se n 3, Se n =1 podemos assegurar ape-
nas que K é nao-vazio e em se considerando f(x,¥) = xy vemos
gue K = Sg n £71(0) & um entrelace formado por dois nés triviais

(veja figura abaixo}.

Faremos agora a hipdtese de que £: ("1 0)+(€,0) tem

1

. . . . n ro_ o~ s
uma singularidade isolada em 0€¢ + ou é nao-singular. Nes-

se caso, como foi vistoem IL.2 o fécho Fy da fibra tipica Fy
é uma variedade C° com bordo Ofe =K e que Fe esta mergu-
lhado em Se de tal modo que ﬂi(Se—Fé) = ni(Fe). Informacao

sobre a homologia de Fe & dada pela
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Proposigao III1.9:

A homologia de FB esta concentrada nas dimensoes

0 e n e HO(FB)“Z.

Demongtragao:
Note que, por III.1, Hq(Fe) =0 para q > n., Como

Hq(Fa) = Hq(Se-f‘e) uma vez que Fyg é difeomorfa a um retrato
de deformagao de .Se-Fe, basta considerar Hq(Se-Fe). A duali-
dade de Alexander fornece um isomorfismo ﬁznﬂ-q(FB)qu(Se,Sc-FB).

Olhe para a seqguéncia exata de homologia
aee Hq(Se) -+ Hq(Se,Se-Fe) - qul(se-FB) -+ Hq_l(Se) * ...

Portanto, para 2 £ g £ n temos um isomorfismo
-F =~ ) = gen+leg s
Hq-l(se Fe) Hq(se’se Fe) H (Fe).

32n+1

Mas, por III.1 sabemos que "q(Fe) = 0 quandc 2n+l-q > n,

ou seja, 0 < gq-1 € n, Por outro lado também temos
, = = =
cee? Hyo 1 (8S.-Fy) = Hpne1(Sg) H2n+1(se’sc Fg) Hzn(se Fglt...
[ [~ Il
0 z 7 0

—o L - rd
e dal E(Fy) = Hpn+1(5:+8,-Fg) = Z, ou seja, Fy & conexa.

Podemos ir mais longe e dizer que

Teorema IIT.10:

FG é {n-1)-conexa e tem o tipo de homotopia de um

bouguet Snv...vsn de esferas.



=55~

Demonstracao:

Aqui faremos uso do teorema de Hurewicz, na seguinte

versdo {([Spanier], 7.5.5).

Teorema (Hurewicz)
Se X & simplesmente conexo e existe g * 2 tal que
Hi(X,x) =0 para i< g, entao ni(X,x) =0 para i<q e e-

xiste um isomorfismo ﬁq(X,x) o Hq(x,x).

Vamos mostrar inicialmente que Fy ¢é (n-1)-comexa.
Para fazé-lo note gue, apés II11.9 e Huréwicz, é suficiente mos-
trar que Fy é simplesmente conexa para n ¥ 2,

Considere a fungao =Gp: Fy # R, onde Gy é a fun-
¢ao obtida no Lema III.6 -Gy é uma fungio de Morse em T, e
o indice i em gualquer um de seus pontOS‘cr{ticos satisfaz
i € n. Notando que o fndice de -Ge no ponto critico associado

ao menor valor eritico é zero concluimos que ¥y é obtida de um

disco Dgn pela adjungaoc de células de dimensao menor gue ou

Q

igual s n. Agora, & - Dzn
e Zy

é simplesmente conexo e se adjun-
2n
9 %0’
mental de S - (Dzn U ek) nao se altera desde gue A = dim Se-B.

(o]

tamos uma célula e, de dimensao » <n a D o grupo funda-

Portanto, desde que XA = n < dim Se_3 = 2n-2 ou seja, para

2 -
nez 2 temos nl(Se—(Dzz U ek)) o ﬁl(se-Diz)' Ora, apos a adjun-
gao de um nimero finito de células obtemos Fy e portanto

ﬁl(se-D§Z) o ﬂl(Fe) e este Ultimo grupoc €& isomorfo a

"IFSG-FB) = nl(FG) por II.Z2.
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Para vermos que Fe tem o tipo de homotopia de um
bowuet de esferas comegamos observando que Hn(Fe) é abeliano
livre. De fato, se &le possuisse parte de torsao teriamos cohomo
logia nao trivial em dimensac n + 1, o gque & impossivel por
II1¥}.1. Suponha n 2 2, Por Hurewicz existe um isomorfismo
H (Fg) =n (Fy).

Seja (Snv...vsn,po) @ (Fg,py) uma aplicacao continua
que leva o ponto base p0 no ponto bhase p, e que leva as esfe-
ras (Sn,po) do bouguet nos geradores de nn(Fe,pl). Uma tal
aplicagac induz um isomorfismo entre as homologias
H (8%v...v.8") =~ H (Fy). O teorema de Whitehead (LPanierl,7.5.9)
garante entao que a aplicac¢do acima é uma equivaléncia homotépica
ja que Fg e s"v...v8" sac simplesmenté conexos,

Ocaso n =1 segue de que, sendo FG uma superficie

conexa, compacta, orientavel e com bordo, esta tem o tipo de homo

topia de um bowguet de circulos.

Definigﬁo ITIT.11:

n
do bouauet, ou ¢ nimero de

O nimero de esferas S
geradores da homologia média da fibra Fy € chamado nimero de

Milnor de £ em O e notado u.

0O objeto da proxima secao & expor diferentes caracte-

rizagSes de u. Antes porém, um exemplo dos mais importantes.

Exemplo ITI.12:

n+l

Seja f:(C ,0)2(C,0) definida por f(zo,...,ql)-—~z§+...+zi.
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Escreva zj = xj + iyj e sejam Dﬂ o disco em € dado por

*
lt| s, b, =D, - 10}, B

~ - N
centro em 0 € Cn+1, Y=8B,Nf£ l(Dn), Y =B, Nz% 1(D:). Pelo

& bola fechada de raio & >0 e

* ~
Teorema I¥.3 , sabemos que Y-JL* Dn e uma fibragao ¢ local-
*

mente trivial, cuja fibra tipica ¥,, t € D/ é difeomorfa a fi-
bra de Milnor Fy associada a f. Y e Y sac descritos por

T _ (. € entl . 2 2 . .2 2 2

v=1{z €¢ : |z0| +...+]zn| = e¢* e |z°+...+zn| < 1}

- . 22 2 _
Yy = (= €Y : Zoteoatay = nl.

Antes de mais nada note que ¥ & contritil (linearmenfe). Em

coordenadas reais, Y, é dada por

2 2 2 2 2-
T x~ Ty“= ¢ T x4 - Lyl = 2 x.y. = 0.
XJ + YJ ’ xJ YJ n e X.¥y

(' 2 62—n X . Y.
Dai segue que & Y3 5 Ponha u, = ——il— e v, = ——3—

2 3 ) I [ e
€<—1 E<4=T
3 7

2

Obtemos entac um difeomorfismo entre Y e o conjunto definido

n
por Eu? =1, Ev? =1 e Eujvj = 0. Ora, geometricamente isto
significa considerar a esfera s” = {Eug =1} em m“+1 e to-

mar os vetores (vo,...,vn) tangentes a s" no ponto

(uo,...,un) que tém comprimento menor que ou igual a 1.

Em outras palavras, Y, é difeomorfo ao fibrado por

bolas unitarias tangente a s” e o bordo an =~ K & difeomorfo
a0 fibrado esférico unitario tangente a S°. Estes sdo notados
TS?lSl e TST|=1_ respectivamente. Vemos também que Y  pode
ser visto como uma vizinhanga tubular da base Sn > TST|51 e

gue esta estd mergulhada em Yﬂ como a se¢ao nula de TSTISI.
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n . n - -

Como TSI |s1 se retrai a S temos Ho(Y'n) 7z, Hn(Y'ﬂ} Z e
um gerader de Hn(Yn) é representado pela esfera Sn. Por outro
lado, a homologia de K = TSTI51 é dada por ([Spanierl, 5.7)

- < f
Hn_l(K) Z se n e impar.

Hy_1(K) =~ Z, se n ¢ par.
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‘carfTuULO IV

A MONODROMIA LOCAL

Na demonstracio do Teorema da Fibragao (II.2)obtivemos

um fluxo h: RX S =K, * 5,-K, hi(t,z) = ht(z) tal gue para ca-

da z € 8 -K_., @ {(h (z)) = elEt+argz] isto 6 h, é o levanta-
€ € et t

mento do lago eit, 0 ts 27 com ponto inicial z. Portanto

se 0 = arg(z) e Fy = ¢;1(eie) entdo hgy i Fg * Fy & um difeo

morfisme chamado difeomorfismo caracteristico.

Em geral se ¢: E sl & uma fibragdo entdo levantan-

do o lago e 0= t s 2r podemos escolher uma familia continua

de homeomorfismos ht: Fg 2 F9+t tal que ho = identidade e

h ¢ o homeomorfismo caracteristico. Como o levantamento depen

2n
de apenas da classe de homotopia de lago obtemos assim uma agao

de T‘I’l(Sl) = % sobre a fibra Fo'

Definigcao IV.l: Chama-se monodromia de f em 0 a esta acao de

nl(sl) em H,(Fg).

No caso em gue f possuli um ponto critico isolado em

0 a monodromia pode ser vista come induzida pelo gerador do grupo

de automorfismos do recobrimento ciclico infinito de 5, =K.
Sejam =z, € Se—Ks’ x = me(zo) e H - Ker ¢_, com
Poxt nl(se'K’Zo) - ﬂl(S%x)= 2. Associado a H existe um espago

de recobrimento p : X * 5;-K e une ponto Zz_ € pgl(zo) tal que

o
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pe*(nl(X,Eo)) =0 [Masseyl. Além disso como H ¢é um subgrupo
normal temos Aut(X) = ,(S-K ,z )/H =Z ou seja X € recobri
mento ciclico infinito de Se'ke‘ Entretanto como C=comutador
de nl(se-Ke’Zo) esta contido em H o homomorfismo induzido
Hl(Se"Ke) 2 nl(se~Ke,z0)/C -+ nl(Sl) = 77 = Hl(Sl) tem nicleo
igual a H/C. Mas se n2 2 ou K é conexo para n = 1 entao
Hl(se_Kc) = 7% e o homorfismo acima é sobrejetivo (logo ¢ um iso

morfismo), Donde H=C e X & {nico (a menos de isomorfismo}.

Observe também que X € isomorfo ao fibrado X, indu
zido pela aplicagﬁo exp: R~ S1 exp(t) = elt construido de for

ma que diagrama

—.S
[ Pa comuta.
eXp 3

W oo X

Como X; tem base contratil vemos que X; & difeomox
fo ao produto Fy X R com o gerador de Aut(Xl) induzindo a
monodromia hy: He(Fg) » H,(Fg). De acordo com III.9 .o que in-

teressa € h,: Hn(FB) -+ Hn(FB)'

Provamos agora Que a monodromia € um invariante topo-

logico.

Definicho IV.2: Duas fungdes holomorfas f e g:(¢%"1

,0)(c,0)
com 0 ponto eritico isolado de f e g Dpossuem o mesmo tipo
topolégico local em O se existem vizinhangas U e V de O
em wnfl e um homeomorfismo ¥: (U,0) + (v,0) tais que

ety nm = gl ny.
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Teorema IV.1: LL& Diing Tring (2)] se f e g possuem o mesmo
tipo topoldgico local entio u(f) = u(g) e as respectivas mono-

dromias sao conjugadas (u(f) = numero de Milnor de ).

Demonstragao:
Suponhamos que ¥: (U,0) = (V,0) seja um homeomorfis-

mo tal que ¥(~1(0) N v) = g~l(o) O V.

De acordo com o Teorema II.l se £ ¢ suficientemente
pequeno Be - f'l(o) possui o mesmo tipo homotdpico que S, K.
Podemos entao construir p;: ¥ * Be-f_l(o) recobrimento cieclico
infinito de modo que a restrigao do gerador de Aut(yY) a
le(Se-Ke) induz a monodromia de f em O. Analogamente cons-

1 s, -0,

truimos p2: Y
Ve james como o homeomorfismo ¥ induz uma equivalén-

cia entre os monodromias.

Seja e, > 0 tal que as propriedades do Teorema II.I
sho satisfeitas tanto para f como para g, isto é: se
0< ¢ <e entio (B, 1(0) N B ) =~ (C(S ), C(K,))) e se

o ¢ € ) €

0<eg<e < e, entdo 8. - Koo é difeomorfo a S, - K.
(Analogamente para g).

Sejam €;,€,, 0<eq < g2.< €, € 85,8,

< < < i

0<e, <6, <k, tais que ¢(Bc1) c Be3 c @(Bez) c B¢4-

Obtemos a sequéncia

ni(wcsel)-g'l(o),x) - ni(Be3-g-1(0),x) - ni(w(sez)-g“l(o),x) -

-+ ni(Be4-g-1(0),x)
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com x € ‘P(Be )-g-l(O).
1

g‘\ \0\

Mas §,: M (B,~271(0),¥) = 7 (4(B,)-g " (0),¥(y))
m. (B, ~£71(0),y) = 7. (B, ~£71(0),y) e
j. e :y i & ’
1 2
M (B, -g 1(0),x) = (B, -g~1(0),x)
i‘"e ' i‘Te o
! 4
Concluimos que ﬂi(Be-f'l(O),y) = ﬂi(Be;-gﬂl(O),x)
para todos e, e’ tais gue 0 < ¢ < €, 0<e¢ « €, Como

Be—f-l(o) e Be;-g'l(o) possuem tipo homotdépico de um complexo
CW finito obtemos uma equivaléncia homotdpica entre Be-f"l(o)
e Be:-g_l(o) {ver [Spanierl).

Considere e’ +tal que W(Be,) S B, e o diagrama

Y = Py (B )¢ ) — ¥

Py P, P,

Be,-f“l(o) ——h \F(Be:)-g-l(O) C——>Be-g'1(0).
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1

Como a inclusdo ?(Be:)—ghl(O) c— Be-g_ (0) é uma equivaléncia

1 . ~
é uma equivalencia homo-

homotdpica, p;l(W(Befi-g_l(O)) o ¥
tépica. Além disso Y € isomorfo a pgl(W(Ber) - g'l(O)) de mo-~
do fgque o gerador de Aﬁt(Yl) induz na homologia de

pgl(W(Ber) - g-l(O)) (= homologia da fibra de Milnor) a monodro-
mia de g, dque é portanto conjugada (via o isomorfismo

Y= PEI(W(BQ') - 8-1(0))) % monodromia de f e obviamente
p(f) = ulgl. : ]

Passaremos agora ao estudo de um exemplo onde podemos
caleular explicitamente a monodromia (vide [Brieskornl] ou
[ Sebastiani (1)1).

a

a
) = zll Feset Z n+l

n+1l

n+l

Exemplo: Seja f: € + € f(zl,...,z

n+1
com a; * 2 para j=1,.0.,n+1 e n=z 1. E claroque 0 §é
um ponto critico isolado. Seja v(z) = %z yeees 1 )

a, 1 a1 n+1l
camnpo em ¢n+1 [veja exercicio no Capitule 1I). Este campo sa-—
tisfaz as condigdes do Lema II.1, isto é <{v(z),grad Logf(z))=1

e Relv(z),z) > 0 de modo que para o fluxo linear

r/a r/a
(e 1zl,---,e n+1zn+1) gerado por v temos:
r/a r/a 9
1 +1 ,
Ice Zyseees® n zn+1)“ e crescente
r/a r/a
: 1 n+1 _ . r
f(e Zyrees® Zn+1) = e f(zl,...,zn+1)

Portanto mm-l - V fica fibrado pelas subvariedades

1 -

Fq = t72e®®) onde ¥: a:"‘j'l-v + 8 é definida por



Y o

({z) = £lz) (arg de f(z) & constante ao longo das orbitas

[2¢2)]|
de v).

Além disso ' F,; ¢é difeomorfo a Fy X R pela aplicacao

t/a ' t/a

((zl,...,zn+1),t)l—;* (e 1 Zyseee,e n+1 ).

Zhel

Em particular Fy e ﬁ% possuem o mesmo tipo homotdpico.

Observe também que o fluxo

2nit/al 2ﬁit/an+1 .
ht(z) = (e Zyseee,@ zn+1) satisfaz foht(z) =

= eznitf(z) ou seja, hy é um levantamento do lago g2Mit

0=<ts1 e portanto induz a monodromia hy,: H (Fg) =+ H (Fg),

Vamos usar a homologia com coeficientes complexos.
Fixando a fibra Fo‘ vamos estudar o isomorfismo
. -+ 4 : o -+ o
hyyt Hy(Fg) * H (Fy) que é o mesmo que hy,: H (F)) * H (F)) e
observe gque

Foofzeely /L2 9y _ [, €™/ 5(z) & reale
[£(z))

positivol.

Se jam Qa. ={w€dte/w & aj-ésima raiz da unidade}
J
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n+1Vn +1) /Etj=1, tjz 0,

suncha - * % =
e a jungdo J Qal*ﬁa2 vee Qan+1 {(tlwl"'"t
2 € Oaj} entao JcF e hy(J)eJ.

~

Lema: J ¢é retrato por deformagao de T_.

Demonstragﬁo:

. . -~ a1 an+1
Consideremos a aplicagao H(zl,...,zn+1)—(zi,.u,zn+1).

Como a fungao z t—= =z fora de 0 é um recobrimento

de ordem n, para cada (zy,...,2 y € ¢l ¢ possivel levan=-

n+l

a. . a a ) a
t -+ [(l—t)zll+ tRe(zll) e, (1-t)zn2’£1 + tRe(znﬁ‘{l)J a um

unico caminho @(t,zl,...,zn+1) = (ﬂl(t,zl),...,¢n+1(t,zn+1))

, a. a. a.
(isto & tal que uj(t,zj) J o= (l—t)sz + tRe(sz).

Observe que fol(t,zy,...,2 )+

) = (1-2)8(zy,..-,2

n+l n+l

+ tRe f(zl,...,zn+1) de modo fue a(t,zl,...,zn+1) € F, para

todo t € [0,11 e (z,...,2 4} € fo. Além disso a(t,-)

n+1

a.
. . . _ ) J -
deixa fixo o conjunto Y = {(zl,...,zn+1) / zj € R}, em par
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ticular a{t,.) fixa J. Portanto Y é um retrato para defor-

magao de Fo'

Se z €C & tal que z" € R definimos

s(t,z) = [1 - % (1 - T—ET)]Z uma funcgao continua que satisfaz:
z

z% 2 0 s(t,z) =

|
=]

2 < 0 s(t,z) (1-t)=z.

Usando-a aplicagao
r: lo,1lxyYy -+ ¥, T(t,2q,..00,2,,1) = (&z),..., Sﬂh2h+1)) e

a.
escrevendo X = {(zy,...,2_ ;) / sz 20 j=1,...,n+1}

n+1

obtemos que X é um retrato por deformacio de Y. Basta agora
. a. .

"normalizar" X para obtermos J . sz z 0 implica que

. = t.w, on tl 20 e w. € Qa.. Logo, usando a aplicacao
0 IR b T j k] i g0 piicag

(1—t)(z1,...,z } o+ _ET (Zl""’z } obtemos J é um re-

n+l n-+ n+1
z tj
J=1
trato por deformagao de X. n

hy: J 4 J  induz uma aplicagao Qaj -+ Qaj para
. 2rni/a, ;
j=1,...,n+1 dada pela multiplicagac por e J, Além dis-
so  H (O, *,,,%0Q ) = H (0 )8...eH (O ) (ver eercicio abaixo ).
nooay 2+l 0 ap ° 4p41
Logo basta estudar a aplicagaoc induzida em cada ﬁc(na ).
3
Ho(na‘) ¢ o C espago vetorial gerado pelas raizes
J
2ni(k-1)/aj

k=1,...,a,

ek=e j

e a transformagao Tj indu-
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zida pelo produto nos da Tj(el) = ey, Tj(ez) = 93"”’15@j)= €.

. a.
Portanto (Tj)J = Identidade e X J - 1 & o polinomio caracte-

ristico de Tj'

H (Qa ) & o nicleo da aplicagao e. * e - Hj {ponto)

o . 3
J ay &y
ouseja H( )=f{v= T Me / T X =0} H(Q ) §é
; o ay k=1 K"k © 4 k 0" ay
Tj-lnvarlante e dimg Ho(ﬂaj) = aj-l.
Além disso o subespago correspondente ao autovalor 1
a. a
J ~
é gerado por : % e, portanto H_(Q_ ) = H (T ) & & Le,)
k=1 k o .=.1'j o ay k=1 J

donde os autovalores de T, restrito a ﬁo(ﬂa ) sho as raizes

J

aj-ésimas da unidade diferentes de 1.

Concluimos assim, usando propriedades do produto
tensorial que ¢ polinomio caracteristico da monodromia é igual a

TT (x-wy «.. wp ;). Obtivemos também Qque

%#wjenaj n+l
aimg H, (Fg) = T_]— (a;-1).
j=1 :
Por exemplo: f(zl,zz) = z% + zg entso o polindmioc caracteris-
tico da monodromia & igual a (x+w)(x+w2) - x2 4 (w+w2)x + 1
onde w = ezﬁi/s. Isto § x2 - x + 1.



-68-

Exercicio: Vejamos como se pode calcular H (0 *,,.*Q ).
n-oaj 2n+1

(Consulte J. Milnor, Construction of Universal Bundles II,

Lemma 2.1, Annals of Math. vol. 63 # 3 (1956)'pg. 430m436)

7]
[
(S
1]
=]
=
I
[
o
o)
I
j]

= *, . %0 queremos calcular
- a4 a9 n+l
=
H (A*B).
Se X = (ta,(1l-t)b) % £ts1 e B= (ta,(l1-t)b)
0= ts % entao a tripla (A*B,5,B) €& exata. A sequéncia de

Mayer-Vietoris fica:

coo? H (A*B) » B (ANB) » H _ (D)®H _,(B) + H _;(a*B) ~....

Mas A N8 =4axB., A é retrato por deformagao de A,
B & retrato por deformagido de B e as inclusdes A —» A*B e
B<C A*B sao homotdpicas a constante. DPortanto o homomorfismo
A 5] = Y 3 v -
H (&)emn ,(B) » H ,(A*B) & trivial, de modo que a se

quéncia se escreve:

-~ ~ 1 -~ -
0+ fi_(a*B) » Hn_l(AxB)-i—* H _,(a)ef _,(B)+0....

Pela Férmula de Kinneth

n-1
H _,(AxB) ~ pfo H,(A) ® H _,_,(B) (nao ha torgao),

=0 a =
e como A a entao H, _,(axB) = H (A) ® H__,(B).

Calculando explicitamente o homomorfismo { obtemos

~ 1 ~ -~
% = £
H_(A*B) = Ker ¥ H (A) ® H _,(B)
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Por indugao concluimos que ﬁ‘n(nal*...*ﬂa )y = ﬁo(ﬂaza...ﬁo ﬁo(Qa )

n+l n+l

Vvi.i) O numero de Milnor

Tendd em vista o Teorema IV.l iremos descrever métodos
para calcular o nimero de Milnor e a monodromia.

Veremos que © ntmero de Milnor pode ser calculado de
varias maneiras e que este'inVariante‘topolégico estd associado
2 ideia de multiplicidade. Iremos estabelecer a relagao entre a
multiplicidade topoldgica e multiplicidade algébrica.

[Milnor(1)] e Lorlik] sao as principais referéncias para

esta parte.

Multiplicidade Gradiente:

A nocao mais patural de multiplicidade de uma aplicagao
holomorfa g: U ¢m - wm, U aberto em Cm, consiste em con-
tar o numero de elementos de uma fibra t71(a). Obviamente este
numero depende do ponto a, entretanto veremos a seguir que a
cardinalidade de g“l(a) é constante se fomarmos a e um sub-
conjunto aberto e demnso. £ interessante observar comoum[Milnor (2)]
ou [Hirsch] que a nogao de multiplicidade 2sta relacionada com o

conceito de grau de uma aplicagao. E é por afi que comegamos.

Seja f: (Cn+1,0) + (¢,0) um pelindmio com ponto cri-

tico isolado em 0. Se 8 & uma esfera centrada em O de modo

que O & o (nico ponto critico na bola B, podemos definir a

2f , S§n+1_,sgn+1 por L (z) = df(z)
Jof) [2£] Tog(z)l

aplicacgao
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[k )

To ) sao coordenadas usuais
n+l

of
df = (EEI,..., e (zl,...,z

n+l

de ¢n+1 que deste modo possui uma orientagao natural. Se S

c
esti orientada como bordo de B, de modo que TS, + U nos d4

n+1

uma referencial positivo em € definimos a multiplicidade

gradiente de f em 0 vpor

grau of |

[of]

ug(f)

Lembremos que se g: M * N & uma aplicacio continua entre varie-
dades fechadas orientadas de mesma dimensao e [M] e IN] s3o
as respectivas classes fundamentais ent@o grau g é obtido pela

equagao g,([M]) = grau g [M]. Observe que no nosso caso

grau pode ser calculado como em [Milnor (2)]. A propriedade

of
|®

basica do grau que necessitaremos & dada rela seguinte:

Proposigao IV.1 [Milnor (2)]

Seja Mn+1 uma variedade orientada com bordo de modo

que ®M esta orientada como bordo de M.

Se g: M + N se estende a uma aplicagao G: M =+ y"

entao grau g = 0.

Segue entao que se g e h sso aplicagoes homotdpicas

entao grau g = grau h,

Esta proposicac é usada na demonstracio do préximo lema

que em [Milnor (1)] recebe ¢ nome de Principio de Rouché.
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M Quas aplicacgdes holomorfas em uma

Lema IV.1l: Sejam 7r,L: Cm'* C
vizinhanga de 1z, tais que lr(z)l < lntz)l para todo =z € 8,

esfera de centro z, e raio e.

Entao grau{ Lir y . grau (—X~) (ambas restritas 2 SeL

lL+rl iha

Demonstragio: Basta obter uma homotopia entre estas aplicagoes.
Para isto, é suficiente notar que [r(z)| < [L(2)] implica que

hr(z) + L(z)#0 para todo = € S, e 0= X s 1. Portanto

L(z)+ir{=z) - . L Lir '
H (z) = T'er e uma homotopia entre —— e —— como
» L(z)+hr(z Il el

guer{amos. - : n

Como consequéncia deste lema temos

Proposigao IV.2: Se 0 € um ponto critico nao degenerado de f

2 - -
(i.6. a matriz (3%-%; ) {0) € nao singular) entao ug(f) =1,
177]

2
Demongtragac: Escrevendo 03f(z) = L.z + r(z) onde L = bg gz ©)
i3

é nao singular e  1lim r(2) _ o temos entdo que se € for su-

[z|»0 |z]
ficientemente pequeno entdo |r(z)| < |L(z}| para todo z € S,.

" Pelo "Principio de Rouché" acima obtemos

<F L+r
grau m s = grau m
€

- e
ISS = grau ER Se.

Come G&{(n+1,C) é conexo por caminhos fazemos uma homotopia Lt

entre L e a identidade de modo que grau “%H = graulg = 1.
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Evidentemente tudo o que foi feito até agora vale para

um ponto critico isolado gqualquer.

A seguir estabelecemos a relagac entre ug e a multi-

plicidade.

n+1

Lema IV.2: Seja D uma regiaoc compacta em C com bordo sua-

ve. ©Se bf—l(O) ND e bfnl(O) N3 = ¢ entao o nimero de ze-

ros de 2f em D (contados com multiplicidade) é igual a My

Isto é se 0£%(0) N D = {pl,...,pr} e u;(f) € o grau de

u::“ restrita a uma pequena esfera em torno de 1 entao
. r .

£) = T oul(e).
ug( ) 12 g( )

Demonstragao: A demonstragio deste lema segue argumentos conhe-
cidos na teoria do grau e baseia-se na Proposigao IV.2 (veja
louillemin~Pollack]. Para i=1,...,r seja D, um disco fechado
centrado em p; contido em D de modo que D, N Dj = ¢, para

i # 3.

T e - r
Se D =p - 1} D, entdo o = dD U ( U bDi).

i=1 =1
Certamente H:fﬂ é continua em D, portanto pela Proposi
f
. r
cao IV.1.grau - = 0. Mas 3 =23 U U (-®D,), -3D., com
o2 i=1 1 1
dh r

orientagaoc invertida. Logo grau = & grau —/—

foslfy, i-1 [of|

!
. Di
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Proposigdo IV.3: Se B < ¢™1 & uma bola fechada centrada em

0 que nao contém outros zeros de ¥f entac para guase todo pon

to a € Cn+1 em uma vizinhanca de 0 a equagao 23f(z)~a =0

possui exatamente g solugoes em B, .

Demonstragﬁo: Pe16 Tecrema de Sard o complementar de {eLEmm / a
. é valor regular de ?f} possui medida de Lebesgue nula. Mas se
a é valor regular de ?f entao as solugoes de Df(z)-a = 0
sao pontos isolados e portanto formam um subconjunto finito de
B,. Além disso pela Proposi¢ao IV.l cada solugzo tem multipli=-
cidade 1:

Tomando~se os valores regulares a de df que satis-

fazem lall < §2f(z) para todo =z € Se entac o numero de solu-
bf-a

goes de bf(z) - a em B, € igual ao grau de restri
: ~ lag-all
ta a S, =_°Be'
. ) Bf-
Pele "Prineipio de Rouché obtemos grau _Of-a =
log-all s

€

= grau 2f_ = u
Torll| g
[

Estabelecemos assim que

ug = ¥ {bf_l(a) N D, / a é valor regular de OFf proximo de 0],
‘ ]
Esta proposi¢io nos diz que com uma pequena perturbagao
n+l
linear f + I ajz; de T obtemos M. pontos criticos nac
j=1

degenerados em uma vizinhanga de 0.

Este fato e o prdximo Teorema nos ajudarao a descrever

mais adiante uma base para Hn(Fa,ZZ).
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Teorema IV.l [Milnor (1)1 u, = posto H (Fg,2%).

Antes de demonstrarmos este Teorema precisamos de uma

formula que relacione o grau de uma aplicacio v: Sk “ Sk com a

topologia de uma subvariedade de Sk.

O nimeroc de Lefschetz .Spanier] de uma aplicacao
g: N * N £ definide por A(g) = £(-1)7 trago (gg: Hj(N)*Hj(N))-
De acordo com (Hopfl (ver também [Griffiths-Harris] pg. 421) no
casc em que N & uma subvariedade C  orientada A(g) é igual
ao indice de intersegao entre A(N) e graf(g) onde
graf(g) = [(x,y) € Nx¥N / y = g(x)} e AMN)={xy)ENxXN/ y=x}.
Observe que graf(g) N A(N) = Fix{g) = {x € N / g{x) = x} e que
podemcs éupor (fazendo uma homotopia) que graf(g) €& transver-
sal a A(N), Isto significa que dg(x): TN + T_(N) é nao sin-
gular, de maneira que nestas circunstancias podemos definir o

indice ig(x) de g em x como

+1 dg(x) preserva orientagao de TXN
1g(x) =

-1 dg{x) inverte orientagao de T,N.

Isto é ig(x) é o numero de intersecao de A(N) e graf(g)

ne ponto (x,x). DPortanto temos

E i = A(N).graf(g) = A(g) = £(-1)7 R
x€Fix(g) lg(x) (N).graf(g) (g) J_( 1)Y trago QM.HmeQBQm

A relagao que buscamos estid expressa no

k k

Lema IV.3: Sejam v: S s¥  uma aplicagio € e M< S wuma
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k

regiao compacta de S com bordo suave. Suponhamos que

1) Fix{v) &M
2) vix) # =x wx €M

3}y  {v(x),n(x)) > 0 para todo x € dBM onde

n(x) € TxSk é& um vetor normal a ®M que aponta pa-
ra o interior de M ({,? produto suclidiano de
Bk+1).

Entac %(M) =1 + (—1)k grau(v).

k k

Demonstragac: Para v: S = S temos:

Av) = B(-1)7  trago (v: HJ(Sk) -+ Hj(sk)) = 14(-1)¥grau(v).
J
Podemos supor gue V tem pontos fixos isolados.

Como v{x) # -x para todo x € M, podemos definir
k (1-t)x+tvix)

ve: M2 ST por vi(x) = . A hipétese 3) nos
“(1-t)x+tv(x)“

garante gque para ¢ suficientemente pegueino Vt(M) c M (verifi-
que). Logo, pela invariancia do nimero de Lefschetz temos para

0st<s Alvy) = My,) = M1y = x(M).

Novamente usando v{(x) # -x em M vemos que

Fix(vt) = Fix(v) para todo t. Além disso ‘ix(vt) = ix(v) se
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x € FPix(v), porfanto pela Formula de Lefschetz

1+ (-1F grau{v) = A(v) = z i(v) = Z i(vy) =
‘ x€Fix(v) xEFix(vt)
= My} = x(W).
n
Passemos a demonstragao do Teorema IV.1:
Por definigao U _ = grau onde —I_. 8, g2n-1
€ || jor
df Bf
e Of (2) = bzl(Z)““’azn+1
jaz] lgraas(z)l
Se ¥(zg,ee0,2,,4) = (El""’5n+1) entao

2f _ gy, _grad?

|a¢ | lgraa £

L. = (grau ¥)(grau Mf - (_1)1'1-1-1 grau( grad f).
& lgraa graa 2

Seja v: S, * S, a aplicagao ¢® Qefinida por

v(z) = ¢ —EEEQ—E—LEA Verifiquemos que M = {2€S_ / Ref(z) & 0}
lerad £(=) €

satisfaz as hipoteses do Lema IV.3. Podemos escrever

”
e

= U =
M UPg K, de maneira que 3M F /o U X, U Fr/2

-m/2<50<n/2
c¢”, (veja observagao na pagina 32). Além disso Pt Int{M) » C

ut
2

¢ao cuja fibra tipica é Fg, portanto X(M) = %(Fg) =

onde C ¢é o semi-mcirculo C = {eie/ - <0 < %} é uma fibra-

= ? (-1)J posto HJ(FG) =1 + (-1)" posto Hn(fe).



-77-

-~y
(1]
oyt

Hipétese 1: z € Fix(v) @ v(z) = z @ grad £(z) = Az com X > O.

Como vimos anteriormente (Proposigao II.1) f_l(O) é
transversal a S, poftanto se z € K, entso z e grad £(z)

50 linearmente independentes, isto é grad f£(z) = Az implica
Az -

z

£(z) # 0. Logo, grad Log f(z) = e pela demonstragao do
t

Teorema da Fibragio isto implica que Re > 0, {(Veja Le-

T(z)
ma 1I.1). E como A > 0 temos Re f(z) >0 ou seja z € Int(M).

Hipotese 2: K verificada analogamente.

se v(z) = -z entdo grad £(z) = ¢z com ¢ < 0,

7z com Re < >0
f(z T(z)

Isto significa que grad Log f(z) =

ou seja Re £(z) €0 e z £ M.

Higétese 3: Seja p(t) uma curva em Se passando pelo ponto

z € 3M e transversal a OM de modo gque p(0) = =z e
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p’(0) = n(z). Entsdo dit Re £(p(t)) > 0.

Perivando obtemos

é% fo p(t) = {p" (¥}, grad £(p(t)} = (n(z),gradf(z)?

portanto Reln(z), grad £(z)) > 0. Concluimos assim pelo Lema

IV.3 que

2n+1

x(M) = X{(Fg) = 1+(~1)™" posto (Fg) = 1+(-1) grau(v) = 1_+(-1)3“+21.1g

donde posto(Fe) = .
£ »

Multiplicidade Algébrica:

A Proposigac IV.3 mostra que b € a multiplicidade
da equagao 3f(z)-a = 0 para a genérico préximo de 0 em um
pequeno disco em torno de 0. Descreveremos agora um método al-

gébrico para calcular este nimero.

Definicao IV.3: Germes

SejJa U e V vizinhangas abertas de um ponto z, em
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n+1

C . Dizemos ﬁue duas fungSes holomorfas f: U= ¢ e g: V -+ ¢&

sfo equivalentes em z  se existe uma vizinhanga W CUNYV de

Z, tal que f[w = glw. Um germe em Z, é a classe de equiva-

léncia de uma fungdo. Denotamos por @é o conjunto de germes

o
em 1z, de funcdes holomorfas. Para simplificar a notagao usare-
8 invé .
mos n 2o inves de @o
6, é um anel local cujo Unico ideal maximal M, é
o o

formado pelos germos de fungdes que se anulam em Z, (prove).

£ facil ver também que 6, é isomorfo a ¢[z—zo} = anel das
o

séries de potencias convergentes em z_ . 6, é Noetheriano e
o

um dominio de fatorizacao Unica (veja exercicio IV.4).

Se f: U< ¢ é uma funcao holomorfa definida em uma

n+l

vizinhan¢a aberta U de 0 em € denotamos por Jf o ideal

de ®n+1 gerado pelos germes em O das derivadas parciais

- para Jj=1,...,n+l.

Proposigao IV.4: Se O & ponto critico isolado de f£: U =€,

n+l

by = <
c€pcy entao M, dimm ®n+1/Jf =,

Demonstragao: Consideremos a subvariedade analitica V{(Jf) em

m“+1 definida por {z € U / %ﬁ (z) =...= 2L (z) = 0}, Por
1

bzn+1

hipétesé existe uma vizinhang¢a (que podemos supor a propria U}
tal que V(Jf) = {0}. Portanto se I(V(Jf)) ={h € 6 .1/ algum
representante de h se anula em V(Jf)} entao I(V(J£)) =W,
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Mas pelo Teorema de zeros de Hilbert (Nullstellensatz)
(veja [Gunning eRossi] pagina 90) I(V(J£)~Rad J£ = {h€ gnl/hke Jf

para algum k € N} de maneira que se MY = W.m,,..,m entdo
r-vezes

Jf 2 MY para algum r inteiro positivo (isto é Jf é M-pri-

mario).

. r
Donde dimg ®n+1/Jf < dimg @n+1/m <=

Exercicios: IV.1) Prove a reciproca da Proposigao IV.3: Se
dimg 6 1/If < entao 0 ¢é ponto critico isolado de f ou

ponto regular (= nao eritico).

IV.2) Verifique gque dimc ®n+1/mr < = mostrando ini-
Je|

cialmente que MY = {g € 6 .17/ g(0) =0 e —3 dg = 1{0)=0
‘ 1 n+
‘ bzl ces Ozn+1

para [®f =) +...4 @ .1 = r-1l.

iV.3) D& exemplo de um polindmio f: R™* R tal que
f(0) =0 e O seja ponto critico isolado de f mas

dimn{3n+1/Jf = = onde 6n+1 = {germes em 0 de fungao ¢ de

R™ em R}.

IV.4) Prove que O € Noetheriano, isto &, todo ideal
de & é finitamente gerado.
Solugao: Provamos por indugio em n: para n=1! ¢€ facil.

Sejam I # {0} wum ideal de 6, e ¢ € I. Usando o

Teorema de divisao de Weierstrass podemos supor que € ®n[zn+1]
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é um polindmio de Weierstrass., Se I’ =1l anz 1 entd3o pela

n+1
hipdtese de indugdo & é Noetheriano e pelo Teorema de base de

! -’

Hilbert 1° & finitamente gerado. Se {fl,...,fk] € um
eonjunto de geradores de 1’ e g € I entio
dividindo g por £ (via Welerstrass) obtemos g = gf+r com

r € GnEZn+1]' Logo r € I' e 1 & gerado por {f, fl,...,fk}.

Definicao IV.4: u, = dimg ®n+1/Jf é a multiplicidade algébrica
de £ em O.
Se W < = dizemos que o germe df: ™1 0) + (e 0)

associado 6 uma aplicacdo analitica finita (vide [ Gunning]).

A importancia de finitude de Mo esta expressa pela
seguinte proposiqgo. Ela nos diz que em se tratandoe de fungEes
holomorfas com pontos criticos isolados naoc ha perda de genera-
lidade em considerar localmente a fungao dada por um polindmio.

Proposicao IV.4: Se f£: U+ €, U vizinhanca de 0 em ¢ntl

é¢ uma funcaoc holomorfa tal que Mg < » entao existe um germe de
difeomorfismo_biholomorfo h tal gue foh pode ser representa-

do por um polindmio.

Demonstragao: A prova desta proposigho segue um argumento que

jé se tornou classico na teoria de singularidades de aplicagaes.
[ver Sotomayor pg. 230]. Provamos gue existe um inteiro positi-
vo k e uma mudanca de coordenadas biholomorfa em uma vizinhan-

ca de 0 tal que foh é igual ao polindmio de Taylor de f em
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0 de grau k (k-jato de £ em O0). Dizemos que dois germes
f e g pertencentes a Gnﬂgefinem o mesmo k-jato em O

m¥+l jsto & se a diferen

(notagio 3 (£(0) = 3¥g(0)) se f-g €
¢ga f - g é um germe gue se anula em 0 juntamente com to-

das as suas derivadas parcials até ordem k + 1.

Vimos pela Proposigao. IV.3 que Hy €@ é equivalente a
Jf 2 0F para algum r, Seja g = T§+1f = polindmioc de Taylor
de £ em O, provaremos que foeh = g para h germe em O

de difeomorfismo biholomorfo. Observe que g-f € R¥¥2,

Se f, = (1-t)f + tg € uma homotopia entre £ e g

. t
entao para cada t, € [0,1] iremos construir uma familia hy

de germes de difeomorfismos biholomorfos para ]t—tol pequeno

tal que

f, 0 h, = ¢
t t t,

Seja FS = ft 157 estamos buscando resolver a equagao
(o]

F o h, = F_ para |s| < e,

Derivando em relagso aoc parametro s obtemos a equacao:

dh

g(h (2)) ~ £(h (z)) + dF (h (z)). b:(z) =0,

A existéncia de h (z) estara garantida (via integra-
¢ao de campos holomorfos) se existir um campo holomorfo £(s,z)
tal que

oF
jif(z) + dF (z).8(s8,2) = O

g(sgo) =0



pois desta forma-se

§(s z)
F (h (z)) =

Para

biholomorfo.

bF
(z) € (

em

dos germes que se anulam em € x {0} e

é o ideal gerado pelas derivadas

Por hipétese

[
(to+s)(ﬁ-§j

Jf c (r,oo-,hz

r+2
mn+1 @

Usamos entao’

com unidade,
- 1)

2)

Entao

Atyah-Macdonald

em C

0 de fungoes holomorfas de

x € I 7 existe
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h(s,z) é solugao da equagao diferencial

n+1

com condigao inicial h(0,z) = z entao

(h (z)) = f (z) Ever Codd1ngton-Lev1nson].

+5
t 0

Is|

A eqguagao acima pode ser escrita na forma

pequeno h_ sera um germe de difeomorfismo

oF - L
,...,3—§ ) N@ onde &
Zntl s

n+2 é o anel dos germes

n+2 .
. iy .
n+1 € o ideal

) NO

em C e 'N
bF OF
: ("0""'—,.4-,"0—
5F Zatl.

(552

cxXC
+1 :

com cqef;cientes em N.

L ’ OF
¢ € r+2 2.
g-1 mn+1 m

-y entt?

5 _ -
n+l portanto gz = B f €

0 mr+3

F ‘
= )mz n+1 +2

n+1

bF N dF

C<"_I"""°_ 2 w72 g >

n+1 n+2 n+1( n+l- S n+2°

o Lema de Nakayama: "Sejam R

“im- anel ‘comutativo

I um ideal de’ R, A e B R-mbdulos tais que

(1+x)71;.
A & finitamente gerado

A 5 B+IA 1mp11ca A < B"" (VeJa por exemplo -

Int. to Commutative Algebra)
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OF AF

2 s s me
Fazendo A = h'F S, B = {(=2%,... ¥
n+l +2 ¥z ’bzn+1 n+1 +2

(OF; DFQ

I =M pelo Lema de Nakagama temos M - c e e
+1 TR T RE ¥F,1" Fpat ; *ne2

A multiplicidade algébrica esta relacionada com a mul-

tiplicidade gradiente pelo seguinte

Teorema IV.2 (Palamodov) My = ug.

Hi varias maneiras de se provar este resultado, Dare-
mos uma idéia da prova seguindo [Orlik]., Para outras provas
(mais diretas) o leitor pode consultar [Sebastiani (1)1 ou

[ Gunning (1)1.

Denotemos por &z = anel dos germes em 0 das fungoes
holomorfas (onde =z = (21""’zn+1) indicam as coordenadas en
n+1
c ) e & y © mesmo anel com coordenadas (yl,...,yn+1) no

contradomfnio. Seja, como antes df = (T ,...,r ) (G.‘HJ'O)"(C‘*]' 0)

*
observe que o homomorfismo (df) : ®y -» Gz definido por

¥* >
(3f) (9) = @o(2f) torna &, um @y-modulo.
Lema IV.1: 6 & um @Y—médulo gerado por i, elementos.

DemonstragEo: Isto segue imediatamente do Teorema de Preparagaode

Malgrange [ver Sotomayor] e do Lema de Nakayama. .
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Daremos uma prova de acordo com [ Gunning (1)}1:

Considere

_ n+1,_ . n+l (o5 4 _
\ {(yl,...,ym_l,zl,...,zm_l) € ¢ xe / V5 -S-Z—j(zl,...,zml)} =

= grafico de bdf. Entao V, é uma subvariedade analitica difeo-

morfa (via o mergulho z = (?f(z),z)) a Cn+1 e

vl n {Yl = ---Yn+1 = 0] = {0}0

Desta forma df pode ser visto como a restrigao da

n+1xcn+1 - cn+1

projegao T: C n(y,2z) =y a Vq.

g = = &
Se 1d(v1) ideal de (y,2) gerado por

o ! ’
{yj - 5% (zl,...,zn+1)] §=1,e0s,n+l., (Verifique que G e
J
um ideal primo) entao

*
Gy ;0 =8, viao homomorf ismo h(g,z)-g* h(d£(z),z) "restrigao
’

‘a V,".

1

Seja En+l um polinomnio de Weierstrass em Zn41 tal
que g4 €C entfo g .1 = z§+1 + ay z:;i +...+ a, onde ay
sao funcoes holomorfas em (yl,...,yn+1,zl,...,zn). Como

e ] G sa-
_ zy em y’Z/ &
tisfaz uma equigao algébrica com coeficientes em Gy 5/G onde
. . ]

€pe1 € O conclufmos que Z = ¢classe de

n+l

z = (zl,.f;,zn)} Alfm disso'pelq.Teoreﬁa de Divisao de

Weierstrass se g € @y;z e#tao €= q.g,+r onde T € &y,E[zn+1],

= + ! -E - ~r~
logo g= r mod G ou seja @y,z/a : Gy,z/ﬁn®y,z“zn+1

"dendo analogamente com os ideais G N ®y z sucessivamente e u-
3

1. Proce-

_sando o fato de que ¥f ¢é finita obtemos
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/a ~ 0 /an@ Ezl,...,z 1.

n+l

n+13 = @ytzl,;.;,z

Y

* T
F1na1mente usando (] 1somorf15mo @y /G = @ acima obtemos

], ‘1sto & ®

@z= s* (@ )[zl,.._.,z - en*e. )Ezl..-., nv1] z

n+l
é uma extensao algebr1ca f1n1ta do subanel’ (bf) © )

Portanto 6 é um (bf) (8 )-modulo f1n1tamente gera-:

do. Entretanto se gl,...,gu szo elementos de':®é' qua 1magem

em & /Jf formam uma base deste espago vetorlal e se 8 & o

(bf) (® Y~médulo gerado por gl""’gu entao’ &i‘= & + Jf;®é"
a

e pelo Lema de*Nakayaﬁa'(bbser#é:Que: Jf = (bf) (my))“:obtemos
G, = B, v osroeie o '

=
»

{bf df }

bZi’ ’bzﬂ+1

' Usdndo o 'fato de que & um _sistema de

parametros é possivel obter-se que s, é um @y-médulo livre

déﬁpostq_‘ua.“ (Vejaf[NagataJ)

Como G é um ideal primo podemos formar o corpo quo—'

c1ente K de 70 /G e ' do fato de que cada 'Ej é algebrlco

sobre @y; obtemos que K > g [zl,...,z 1 onde 'Ky' corpo dds

n+l-
germes em 0 de fungoes heromorfas. [verlfique] Ass1m podemos

-escrever = (bf) (K )Ez ,...,z 1 e pelo Teorema do Elemen-

n+l
to Pr1mitivo existe uma’ combinagao 11near

g = €2y Hedite

*
n+1zn+1 tal que K, 3,(bf)'(Ky)[g].q‘FazendO'uma

mudanga de coordenadas podemos supor & =”zl ‘de modo que
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K, = (bf)*(K.)Ez 15'

SeJa P p011nomio 1rredut1vel com coeflcientes em
(bf) (K ) “tal que p(zl) = 0 Sabemos que ii' satlsfaz uma
equagao polinomlal com coef1cientes em (Of) (®§) 'logo cada coe-

ficiente de p também satisfaz uma. tal equagao. - -

* -
Mas como (0f) (Gy) ¢ integralmente fechado (por ser
dominio de fatorizacio tinica) isto implica que cada coeficiente

. . .. . E .. . . .o ’
de - p - pertence a (3¥f) (Gy). -Do fato de que & - & um @y-—modg

lo livre‘Segue‘qqe [K—:K 1= Wy = grau p. -portanto existem fun-

coes A ,...,Ad 1 pertencentes a. ®Y  tais que

uo-1

i
71

Observe que se’ }w'é xm pontojﬁréﬁiﬁo de 0 entdo EN separa
os pontos de 3 -1(Y) pois se a e b sao pontos d1st1ntos
tais que bf(a) bf(b) =y, §656  (a) = EFJk(y)z (a) para
=gy okl “temos zy(a) # zl(b) o -

Pela Proposigao IV.3 Dpara §J"éﬁficiehfeﬁ§H£€:§£6;§ﬁS
de o, 'Qalor"rééﬁléf"de 3 a eﬁuaqu-‘bf(éj?ﬁ 0 possu1
exatamente ug solucoes cada uma dela;IdaEdglor1gem a uma solu-
¢do distinta da equaéﬁo poliﬁoﬁial '%ia VJEo Aj(y)‘ﬁg =0,
Donde ug s |

Por outro lado olhando para a subvariedade ana11t1c$ de
n+2 u, Mat

¢™? " definida PoF [ (¥ys.ees¥,1:%1) / zla + on A, (y)z = 0},
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Vemos que se y _é tal gque existem ua-soluqaes distintas para a
equagao (i.e., ¥ ;ora do conjunto de ramificagao) entao existem
My pontos distintos na pré-imagem de y por ¥f, isto porque
fixados z; e y existe um finico ponto Gﬁ!zz(gvy)".qzn+1(;vy))

tal que bf(zlzz(zl,y),...,z (zl,y)) =y. Logo u, =4

n+1 E

Observe gque nestas coordenadas pelo fato de que cada

L .
~ J
funcao Z s i=2,...,n+1 8e escreve z; = kEo(erobf)z¥

2
obtemos que a matriz (3;&3%3(0))25J5n+1 é.nEO singular,
25ksn+1

Uma descricao mais completa da relagao da multiplicida-
de algébrica com o grau de bf é dada pelo seguinte
Teorema IV.3: Existem vizinhancas U e V de 0 em Cn+1

tais que Of(U) =V e Of: U=V & um recobrimento analitico

ramificado de ua folhas.

Isto quer dizer gque existe uma subvariedade analitica

D&V tal gque

(1? U - (32)"1(D) & denso em U

(2)  of: U-(22)"1(DY +V-D é un recobrimento anali-

—_—

tico ou seja para cada ponto y € V=D existe uma iizinhanga

Uy € V-D +tal que bf_l(Uy) consiste de E& componentes e

a restricao de ?¥f a cada uma destas componentes_é um difeomor-

fismo biholomorfo.

*
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(3) bf'l(y) é discreto e df & prépria.

Em geral a multiplicidade algébrica é n mais utilizada
nos calculos do nimero de Milnor (gque de agora em diante passare-
mos a denotar por W), Usando esta definigao, em [LArnoldl
temos o calculo de u para tipos especiais de fungdes (semi~
guasihomogeneas).

Também com esta definigho se estabelece a relagao entre’

1 e o poliedro de Newton associado a f.
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cariTULO V.

A:FCGRMULA DE PICARD-LEFSCHETZ

Neste Capitulq estudargmos um pouco da chamadé tepria;
de Picard-Lefschetz que consiste, falando-se vagamente, ﬁuma cons
trugdo- analoga a da teoria de Morse para tratar o caso complexo.
Uma diferenga fundamental entre os casos real e complexp égté en
que a estrutura topoldgica dos niveis de uma funcgao real varia ao
passarmos por um valor critico, ao passo que isSso nao ocorre para

n+l @ pois pelo teorema de fibragao,

uma funcao holomorfa f: €
excetuando-~se a fibra singular, todas as demais fibras tem o mes-
mo tipo numa vizinhanca do valor eritico. Nossas referéncias a-
gqui serao [Lamotke (1)], [Lamotke (2)] e [Husein-Zadel. Condide-

re a seguinte situacgao:

n+l 2 ponto erftico

£:(€™1,0)+(¢,0) holomorfa, O € ¢
isolado de f. A fibra Fc’ para ¢ # 0 e num pequeno disco
em torno de 0 € €, tem o tipo de homotopia de um bougquet de u
esferas de dimensao n, cada uma dessas esferas representando um
gerador de Hn(Fc). Estas foram chamadas "ciclos evanescente®

por Lefschetz e uma explicacao grosseira dessa terminologia estd

em gue guando ¢ -+ O, F, » F,, que é contratil.

Uma pequena deformagao de f nos fornece uma fungao
t
com Y pontos criticos nao-degenerados € W valores criticos
~
distintos. As monodromias associadas a esses pontos criticos ge-

ram um grupo, chamado o Grupo de Monodromia de f. A férmula de
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Picard-Lefschetz mede a variacao de um ciclo evanescente de f'

sob a agao desse Erupo.

Retornamos agora a situagao do Teorema I11.3 e utilizare

mos os resultados de IIT e IV,

Seja f: ¢n+1 + ¢ holomorfa, tal que todos os seus pon
tos eriticos saoc nao-degenerados, estao contidos no interior de
uma bola fechada Be, cujo bordo é a esfera Sg e tal que oS8 va
lores criticos correspondentes sao distintos e estao todos conti-
dos no interior de um disco Dﬂ’ n<eg. Fizxe p € ttDT1 como pon
to base. Sejam % = {tl""’tu} o conjunto de valores criticos
de f e D* = Dn-z. Ponha Y = B, - f"l(E). Sabemos gue
f: v 2 p* & a projegiao de uma fibragio C . Denotamos por Y,
z € D* a fibra tipica. Comegamos fazendo algumas redugoes que
serao uteis mais tarde.
¢

lema V.1: Seja .Y = B, N £ (D). Entao Hq(?,Yp) =0 para

n

- - u
g # ntl e Hn+1(Y,Yp) 7z .

Demonstragao:
Sejam:

(i) x; o ponto critico correspondente a t;.

(ii) D, um disco de centro x; e raio & tal que

-
= =
D, Dn e D, n Dj ¢ para 1 # 3.

(iii) Bi uma bola fechada de centro x; e raio suficien-
temente pequeno de tal modo que em Bi existe um sistema de coor

denadas no qual f se exprime como ti + zg +aeet zﬁ. {Morse)
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| RS DU _ _
(iv) T, = £ (D), F;, = £ 7(t,;+%), T = T,MB;, F = F,NB,

T; E

A

.

Note que, escolhendo-se os Bi convenientemente, a

topologia de T e de F nao depende de i.

(v) escolha caminhos diferenciaveis hi, ligande p a

u
t; + &, de tal modo que * =U Ai é contratil a {[p} e D é
1

o
contratil a ¥ = » w(l Di)'
1
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Com isto em maos temos:

Etapa A:

Y, & um retrato forte de deformagao de A = 710 e
T = f'l(v) é um retrato forte de deformagao de Y. Em particu-
lar, as inclusoes (?,Yp) + (T,0) e (T,A) = (Y,A) induzem iso-

morfismos em homeologia e em homotopia.

Demonstracao de A

* . %

Como A cD, flA: A =+ % & um subfibrado de £: Y * D .

Pelo teorema do recobrimento homotépico [Masseyl, podemos levan-—
tar a contragao de A a f{p)]- a uma de A a Yp. Analogamente

para a outra afirmacao.

Etapa B:
As inclusces (Ti’Fi) -+ (¥,A) induzem um isomorfismo
W ~
1?1 H*(Ti’Fi);x_* Hy(Y,4).

Demonstracao de B:

K 18
Como T ~ (A - U F,)= Ut, e, por A% é um re-
i=1 i=1 P
-~ u’ ~
trato forte de deformagao de A - U Fi’ a inclusao
i=1
u u . , . W
(U Ty, U Fi) + (¥,A) é excisiva. Sendo as unioes U T, €
i=1 i=1 i=1

;Jl i disjuntas, o resultado segue.
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Etapa C:
A inclusao (T,F) - (T;,F;) induz um isomorfismo a ni-

vel de homelogia.

Demonstracao de C:

Considere 3T =T N %8By, BF =FNOB;, ea inclusao

(r,dT U F) * (T,,T,-B; Y F,). Como T = T, - (T;~By) e

d>r U F = T,-B; U F; - (Ti;Bi) esta & uma excisdoc e portanto

induz um isomorfismo H,(T,dT U F)—=— H,(T,,T,-B; U F,).

Q
Por outro lado temos que F, - B, e 3F sao retratos
[-]
fortes de deformagao de Ti - Bi e de ?T, respectivamente.
Isso segue do teorema de Ehresmann pois f tem posto real constan-

-] Q T
te (=2) sobre T, - B; e 3T. Logo, T,-B,— D, e

f ~ -
o —— Di sac fibracoes localmente triviais sobre a base con-

tratil D,. Com isso em macs temos que as inclusdes
e aT U =+ -
(T,F) » (0T UF) e (T,,F,) » (7,775, U F,)

induzem isomorfismos a nivel de homologia ja que ®T U F se
retrai sobre F e Ti'Bi u Fi se retrai sobre Fi' Finalmen-

te, o diagrama de inclusdes

(T,F) ———— (T,,F,)

l l

(T,dTUF) —— (Ti,Ti-Bi v Fi)

nos da



H,(T,3T UF) — H,(T,,T, -B; U Fl)
e C fica demonstrada._

As etapas A,B e C reduziram o estudo de (?,Ypi a0
de (T,F). Mas, por III.12, sabemos que F & a fibra de Milnor
associada a um ponto critico nao-degenerado e que T é contra-
til.

Logoe, O = Hq(T,F)b—' Hq-l(F) 20, g #0 e portanto
H,(T,F) ~ By _,(F), a#0
H (T,F) = 0.

Como H (F) = Z, H(F)~Z e Hy-1

. 3 o e W = _
e 9 # n+l obtemos finalmente Hn+1(Y,Yp) A e Hé(Y,Yp) =90

(F)=0: Q#l
para q # n+l, concluindo a demonstragaoc de V.1.

Em III.12 vimos que um gerador de H (F) é representa-

n
do por uma esfera E(Rezj)2 - ¢2 munida de uma orientacaoc, e
0

usando o isomorfismo Hn+1(T,F)1%—* Hn(F) vemos que um gerador
[A]l de Hn+1(T,F) é representado por uma bola fechada real &
de dimensiao n + 1, cujo bordo S representa o gerador de

H (F). Uma orientacdo de S" determina um gerador de Hn+1(T,F).

Considere a sequéncia

B (ToF)= Hp g (T3, Fy) 2 B G (D | (7, Y)
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onde a flecha média é injetiva por V.1-B. Seja EKiJ uma base
~ Hh+1(T,F)—-—* Hn+1(Ti’Fi)’ i=1,...,u., Estas sao levadas

e A A de

1reeerdy (f,Yp) pela sequéncia de homomor-

Hpel

[ .
“I‘-.-r-‘,_“_,__/nv":f. Moe

Definicao V.2:

O homomorfismo de bordo d: Hn+1(Y’Yp)-* Hn(Yp) envia
cada gerador Ai de Hn+1(Y,Yp) num elemento "8, = b&i € Hn(Yp)

chamado ciclo evanescente. A4, é chamado o dedal de 8y (termi

nologia de Lefschetz).

Observacao V.3:

éi é representado por uma esfera st mergulhada em

De fato, como £ ): f-l(ki) + ki é uma fibra-
i

£ (A
gao trivial (}; contratil), Tt e) é difeomorfa a

1) B

ki X F,- O "dedal®" AU (Ai X 8") onde A representa um gera-
dor de Hn+1(T,F), representa o gerador Ai’ e o bor-
do geométrico v(a U (li x sty € ume esfera mergulhada
em Y .

P
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b
[
>,
w
>

~

——
bl

A0 DETCOrTermos li’ de p até t; + & e em seguida
nos movermos de ti +a até ti’ 6i evanesce, dai a origem
do nome.,

Retornando a III.12, sabemos que F é uma vizinhanca
tubular de g™ em Fi e que esta ests mergulhada em F como a
secao nula S” estd mergulhada no fibrado tangente Ts?, © nt-
mero de auto-intersegao de s" em TS® (ou a caracteristica de
Euler-Poincaré de S%) é 0 ou 2 caso n seja I{mpar ou par,
respectivamente.

O calculo desse nimero & feito munindo-se st
da orientagio induzida pela orientagio canonica (uo,ul,..”un)
de Rn+1, isto é, primeiro orienta-se S e depois a fibra
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TuSn. Como F possui uma orientac¢zo natural devido a sua estru
tura holomorfa, gue é dada por (xo,yo,...,xn,yn), esta induz
uma orientaciao de TS" dada por (u;,v4,+00,u,v ), a qual di-

fere da orientacao candnica (ul,...,un,vl,...,vn) de Ts" pe-
(_l)n(n+1)/2

1o fator Logo, o nimero de auto-intersegio de

s em F, § (-1)n(m+l)/2(y_(_pyntly Agora, F, é difeomor-
fo a Yp; com 0 difeomorfismoe preservando a orientaqgo induzidsa
pela estrutura analitica e portanto Sn, que munida dessa-orieg

tacio determina um dos geradores L[S"] de Hn(Fi)’ é levada
por esse difeomorfismo num ciclo Sn_c_; Yp que munido da orien
tagao induzida de Yp determina um ciclo evanescente éi GIasYbL

Portanto, o nimerc de auto~interseg¢d@o € dado por
(6;,6,) = (~1)RBD/2(q_(qyntly

Para descrevermos a ag¢ao da monodromia em Hn(Yp) pre-—

cisaremos da seguinte notacao.
_ amis
Seja Wy o= ti + @ e , 0% s=s1, o lago que des-

creve a bordeo do disco D; e ponha Bi Q-Azl.wi.li. Este € um

lago em torno de ti com extremo em p, chamado laco elementar

uma vez que as classes de homotopia [Bi], i=1,...,u geram

. %
livremente o grupo ﬂl(D ,P). Dai segue gue, escolhendo-se con-
venientemente uma ordem de indexagac dos t;s, existe uma Unics

relacgao EBIJ...[Bu] = 1.

No que segue todos o0s espagos envolvidos tém orienta-

gao fixada, que sera explicitada quando necessario.
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* £
Foi visto em IV que (D ,p) age na homologia da fi-
bra, agao que sb significa algo em dimensao n, ja que essa € a
%nica dimensao em gue temos homologia nao trivial. Se ja

hEBi]*: Hn(Yp) -+ Hn(Yp) o operador.de monodromia induzido por

Eﬁi] na homologia de Y,. Chegamos ao resultado central desse

capitulo,

Teorema V.4: Foérmula de Picard-Lefschetz,

h[Bi]*(X) — x + (-1)(nt2)(n+1)/2 (x,5,78, para x € H (Y))

Demonstragao:
Etapa A: Caso de um ponto critico nao degenerado.

Agui consideramos f£f: T = Da (mesma notagﬁo que e
* *
v.1-c), D =Dy - {0}, F a fibra ti{pica, w: I =L[0,11+D,

w{t) = ¢ eZWit} ha]*: Hn(F)—J:—* Hn(F) o operador de monodro-

*
mia induzido pelo gerador [wl de m (D ,a).

Definimos inicialmente o operador de extensao ao longo
de w (a terminologia ficara clara mais adiante). Seja
B ,1° (F,0F)X(1,%1) + (T,F) o levantamento induzido por w no
par (F,0F)X(I,dI) = (FxI,d(FxI}) = (FXI,FxdI U OFXI}.  Hp 1 é
obtido da seguinte maneira:

0 fibrado induzido w (T-271(0)) sobre I §é trivial

e portanto existe uma aplicagao continua

ﬁ[w3: (FxI,0(Fx1)) (T-f.‘l(o),b(T—-f"l(O)) U F) s (T,3TUF)
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satisfazendo:

~n &
Htwj(x,t,y,t) se projeta por £ no ponte w(t) € D, para
X €EF e y €M,

ﬁ[w](x,o,y,O) = (X,Y)-

Para t fixo, ﬁ[w] é um homeomorfismo (podemos tomia-lo um di-

feomorfismo) (Fx{t],orx{t}) = (Ft,th).

Por outro lado, F ¢ um retrato forte de deformacao de
37 U P (ef. V.1-C) e dai temos uma aplicacao
wa]: (Fx1,d(Fx1})) + (T,F). Note que Hr ] SO depende da clas-~

se [w]l e que, para t =1, se reduz &2 monodromia relativa

r
(F,OF)-ELEJ—ﬂ (F,dF). Além disso, podemos tomar B de tal
modo gue esta induza a identidade no bordo 8F (isto porque
fIbT: O + D é uma fibragaéo trivial e pelo teorema do fecobri-
" mento homotdpico). A figura abaixo pode ajudar na visualizagao
do que foi dito écima. -

P ) oF x ml“-)
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Estamos prontos para definir o operador de extensao

Tyl Seda (gl € H,(1,2I) a classe canonica. Considere o se-

guinte diagrama:

v,

X : )
B_(F,08) X B, ((F,0F) X (1,01)) = B (T,F)

”

onde %: Lel + [elxlg]l & o "produto homolégico®.
TCwl® Hn(F,bF) -+ Hn+1(T,F) é a composta H[w],,, & X.

A propriedade mais interessante de T[ 7 é a seguinte:
se ¢ & um ciclo relativo em (F,dF), entao c@® § é um eiclo
relativo em (F,0F) X (I,3I) cujo bordo & vec® £ + (-1 c®nE.
Como Hp 4 induz a identidade em OF, esta envia ¢® § num
ciclo em (T,F) cujo bordo é (—1)n(hfw](c)-c). Portanto a

T
composta Hn(F,bF) vl Hn+1(T,F)—g~—’ Hn(F) satisfaz

(-1)" b'rl:w](x) = hfw]*(x) - x. Classicamente, (-1)" 0T w1 é

chamado operador de variacac.

sejam. [A] o gerador de Hn+1(T,F) e s = d[al=0s"]
o gerador de Hn(F). Escolha c¢ € Hn(F,OF)‘ gue possua numero
de intersecio 1 com s, ou seja f{c,s) =1, Note que
Hn(F,bF) ~ 7 e que é gerado por ¢, pois por dualidade de
Lefschetz, H(F) = H (F,dF). Claramente T[w](c) = mlal,

m € Z. No que segue vamos calcular o inteiro m.

\F 7
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Considere o seguinte diagrama:

-

H[w]* R,
Hn+1(FxI,b(1zx1)) ———H, 1(T,dTVF) —— H __, (T, )
b / /
Hoyl,

H {23(Fx1)) ———— H (T U F)"'""—’ H, (F) —-' H (s™)

Vv
H (3(Ts® X 1)) Bx H_(s™)
n | |1 o
A
[ |
B n
H_(3(EXI)) H, (s")

Explicagao do diagrama:

- a linha superior e Htw]* =R, o H{w]* ‘onde R, ea

induzida pela retragac OdT U F — F,

- por ITI1.12 e pelo gque . sucede a2 V.3, F ¢é uma vizinhan-
¢a tubular de S" em Fi e s" esta mergulhada em ¥ c¢como a

se¢ao nula S" esta mergulhada em TSP. Isto explica
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(Re)
H_(F) ————— -+ H_(s")

n
Hn(S )

onde (Re), é a induzida de Re que significa tomar a parte

n

real e 81 & vista como a segho de TS'.

- a identificagio de TSTl com F foi feita em IIT.12.
’ <1
E é o espago determinado pelos elementos da forma el+iv, com
v € Bn+1, [v] 1 e v ortogonal a e; = (1,0,...,0) € g1,

Note que O(EXI) ~ 8% e que E x I esta mergulhado em

de TS" — s™),

Tsh X I. (E é a fibra sobre e
[ =1

st 1

,

- groa(rs® x 1) = ars”? x TUTs® x 31— 8" §é
| |s1 |1=1 | |=s1

irt

definida por g(u+iv,t) = Re(e (u+iv)).

- o diagrama € comutativo, sendo gque isto nac é imediato

somente para o diagrama parcial

~

H[:W]* . R* (Re)* n
H (O(FxX1))— H QTUF) —— H (F) ——— H (87)
By

H (a(Ts® X 1)) = H_(s™)
n 1'51 n
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Mas, lembrando da definigio de g e do difeomorfismo entre

TSTI e P é um exercicio obter a comutatividade do diagrama
<1

acima.

Estamos prontos para calcular o inteiro m tal gue
TEw](c) = mlA]l e para fazé-lo precisamos caleular o grau da apli
cacao g: b(ExI) » 87, Antes porém, a orientagio que ¢ deter-
mina em (F,dF) deve ser comparada com a orientagao que ¢ X [£]

determina em O{ExI).

A orientagso de E & determinada por (VireaesV)e
Ora, (ul,...,un, vl,...,vn) formam entac um sistema de coorde-
nadas em F (aqui todas as orientacgoes sao induzidas pela ori-

n+ly  Como {e,s? = 1 a orientacdo de

entagao candnica de R
F provém de sua estrutura analitica, ou seja, é determinada por
(ul,vl,...,un,vn) as duas diferem pelo fator multiplicativo

(_l)n(n+1)/2'

Por outro lado, como o uUnico ponto de 23(EXI) que &
pré imagem do ponto =-e, = (0,-1,0,...,0) € s é o ‘ponto
(el + dey, %) e (vz,...,vn,t) formam um sistema de coordena-
das locais em torno de (e1 + iey, %), orientado positivamente

n

e (u,,uy,...,u ) s30 coordenadas locais de S em tdrno de

-e5, £ Se expressa

g(vz,...,vn,t) = (cos nt,-sen nt Vgrees,=SeN Tt vn) e
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cujo determinante € w(-1 , ou seja, g tem grau ~1. Por-

tanto m = (_1)(_1)n(n+1)/2 e T[w](C) = _(_l)n(n+1)/2[A]

Etapa B: caso (Ti,Fi)

Sabemos que H_ ,(T,,F,) =~ H (T, F) e que L2l gera

n+l
- e ; ; .
Hn+1(Ti,Fi). Ponha s = bd[Al Hn(Fi) e considere o diagrama'

: inclusao 2 excisio
. =B, ) 252780
Hn(Fl) Hn(Fi,Fl Bl) Hn(F,bF)
T
T
Lwl Cwl lwl
) \Y
“ .
d
Hn+1(Ti,Fi) S I-In+1(T,F)

onde Ttw] denota o operador de extensac. Nesse caso,
TTwl Hn(Fi) -+ Hn(Ti’Fi) é uma versao absoluta QO operador rela-

tivo definido na etapa A. Deixamos os detalhes de suaz definigao
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ao leitor (ignhore o bordo); Seja x € Hn(Fi)‘ Queremos calcular

T[wl(x) =mlA] €H (Ti’Fi)‘ Os homomorfismos da linha superior

n+1l
levam x em ke € H (F,2F). Como {e,s) = 1 temos que k=(x,s?
(lembre-se que ¢ é dual a s). Agora, Tcw]((x;s)c) =

= -(-l)n(n+1)/z(x,s)EA] pela etapa A. Por outro lado o diagrama

comuta (exercicio). Logo, Ttw](x) = —(-l)n(n+1)/2(x,s)EA].

Etapa C: caso (?,Yp)

" Caleularemos agora o efeito da extensao Trg, ] Duma
i

*
classe x € Hn(Yp) onde os fBi], i=1,.,..,4 geram nl(D sP).

_ =1
By = Ay evyery
Considere o diagrama
(h))
i *®
H,(Y) S B (F;)
T T
fﬁi] [wi]
¥
~ ~ ~
Hpa (6 Y,) > Hy (LA < Hoy1(TysFy)
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Aqui, (wydy 0 Al

Te.3 = Tey-1 2= T -1
i [li .wi.li] [li il

+1py 10 Byde b Ttxi] (exerc{cio). Por outro lado, como

i
f“l(li) c b temos que T[y ] © T[A'll sao nulos. Para ver
i i

isso lembre-se que

2,10 BTy T e (T (1,01)) 1= H_ (T, 1)

n+l
x —— x X [8]

© ﬁ[kil’ Y, X (I,dD— (¥,2710 ) = (¥,4) ¢ obtido

*

pela trivialidade do fibrado induzido hi(i’f) sobre 1I.

Mas é imagem de ﬁ[x 1 esta inteiramente contida em
. i
-1 -~ I'd rd
£ (li) <> A, Logo, Htxi]* € nula, donde TEhil ¢ nula.
Ficamos entao com TEBi] = TEwi] & (li)* ou seja, 0

diagrama comuta. Logo,

T[Bi](x) = T[wi] o (A;)s(x)
= Tcwij((li)*(X))
= -(-1)n(n+1)/2((ki)*(x),s)[A] pela etapa B

= -(—l)n(n+1)/2(x,5i)éi por V.2 e V.3.

Por outro lado (1) DT[B ](x) = By 1*(x)-x, ou seja,
i i
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n{n+1)

n+l1+ 5

x + (-1)

h[ﬁi]*(x) (x,8;78;

x 4 (-1)(PFDIM2N 20, 6 ye,
-

Retornamos agora a situagao descrita no infcio desse capitu

n+l n+l

lo e considevamos f:(C ,0)2(€,0) holomorfa com O € C

ponto eritico isolado.
Ponha B, = {z € ™1 : |z| s e} e b=t €c : |t] s nl.

* -

Sabemos por II.3 que X-——b D, ¢é uma fibragdo ¢®  onde
. ;

"=

pegueno. Além disso, f'l(t) é transversal a bBe = S, Dpara

D Dﬂ—{o], X = f"l(D:) n B, e 0<n < ¢ suficientemente

t € Dﬂ' Por outro lado, IV nos diz que uma pequena deformaqﬁo

n
de f da forma ga(z) = f(z) + Z
1=0

uma fungac com 11 pontos criticos nao-degenerados e 4 valores

r
a;z;, a-= (ao,...,an), e

eriticos distintos, todos contidos no interior de um disco

=

é facil ver que dado 7' > 0 com 5 < n' €7 podemos obter ums
n+1l

onde i é o nimero de Milnor de f em 0. Agora,
vizinhanga conexa U de 0 em (€ tal que vara cada & € U

- se tenha:
(i) g;l(t) A ®B, para [t] = n .

(ii) todo =z € B, tal que Iga(z)! 2z & & ponto regular
de g,. Sejam g: B, XU + C definida por g(z,a) = ga(z) e
W = {(z,2) € BXU : |g(z,a)| < n’].

[ ]

Defina G: W = Dn:XU por G(z,a) = (g(z,a),a).
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Certamente, o conjunto de valores criticos de G esta
contido em D5 X U. Considere o caminho v: [0,11 - Dn: X U

dado por V(s) = (&,as).

A fibragio G E(W(I))—S— V(1) §é trivial uma vez que
v(I) ¢é contratil e que G|ay tem posto maximo pois g;I(t) é
transversal a bBe. Portanto, temos um difeomorfismo

0: 6 Lv(0))=— 6" 1(v(1)), ou seja, £ (8) N By LI g, (8)NB,.

Com isto em maos e lembrando que a fibra g; (8) N B,
-]

é precisamente a fibra Y, de V.1, que ey n B, é difeo-
morfa & fibra de Milpor P, assoclada a f eque Y de V.l é

contratil temos:

Proposigao V.5:

Os ciclos evanescentes ©4(8;) € Hn(Fe), &y € Hn(Yp),b

i =1,.4.,u, formam uma base da homologia de Hn(Fe).

Passamos agora a definigao do Grupo de Monodromia de

£: @™, 0 »(¢,0).
[+
Seja A< D5 X U o conjunto de valores criticos de
1+
G, Em D,.: X U consideramos oS caminhos o©(s) = (8 e
2ris

2ﬂiS’o)

e 0,(s) = (s e ,a), s €[0,1], Note que © é homotédpico .

v l.o v 5 XyU-24
a -ao em nl el .
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G ,
Como a fibragao VW *‘“QE-4 %n! X U e trivial podemos

obter uma monodromia h[u]f G'lca,o) -+ GTl(b,O) associada a O,
tal que hpgq 'éeja a identidade no bordo 3G 1(5,0). Esta in-
duz ume monodromia hrgsq: =) n B, =5y n B, que é a
identidade ao longo do bordo b(:t'-'l(b)”h B, ) onde

g’(s) = & egﬂis. Claramente a mesma construgao pode ser feita

em se considerando o caminho O," Além disso, podemos obter o

difeomorfismo ¥ = h[v] de tal modo que hch] e ¢-1htc:]¢
: a

_ sejam homotdpicos, com a homotopia estacionaria ao longo do

bordo (£ Y(s§) N B,). (veja [Massey]).

Definicao V.6:

0 Grupo de Monodromia de g, é a imagem do homomorfis

mno

nl(Dn—E,p)-“*~4 Aut Hn(Yp)

onde E = {tl,...,tu} ¢ o conjunto de valores criticos de g,

gue a cada Lyl € nl(Dn-Z,p) associa o isomorfismo

h[y]*: Hh(Yp) - Hn(Yp).

Suponha agora que EA é uma outra deformagao de f,
possuindo W pontos critico; nac~degenerados cujos valores cri-
ticos correspondentes sac distintos e estao todos contidos num

-~ & = g - o
disco D5 Dn. Ponha gk’a g, t By - f. Una g, & g,
por uma fam{lia continua de fung¢des com as mesmas propriedades

81 (s),a(s)® € 10:11-
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A construgho que precede a definigao V.6 se traduz ime-
diatamente 3 situagao de g, e g,» ou seja, o Grupo de Mono-
dromia nao depende da deformagao de f desde que esta satisfaga

as mesmas propriedades que ” g_. Isto Justifica a seguinte
. a

Definicao V.7:
0 Grupo de Monodromia de f é o grupo de Monodromia

de gy

Definicao V.8:

O operador dé monodromia de f é o produto

h, = htﬁlj* 0 used h[Bu]*: Hn(Fe)“——"* Hn(FB)

Muito ji foi estudado sobre esse operador (vide
[Brieskorn] e [Husein-Zadel)e como nao pretendemos nos alongar

muito nessa diregEo provaremoS apenas o seguinte resultado:

Proposicac V.9:

Seja f: ¢2s¢ um polindmio, £(0) = 0; £ anallti-

camente irredutivel em O € ¢2 sendo este um ponto critico.
Entao o polindmio caracteristico do operador de monodromia de
f em O coincide com o polindmio de Alexander do né

Kk = £720) N s,.
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Demonstragao:

Como a fibra de Milnor Fy tem o tipo de¢ homotopia de
um bouquet de circulos obtemos a sequéncia exata curta (notagio
multiplicativa)

me*
1+ 5,(Fg,p) * W (S-K,p) —— m (8,0, (p)) =+ 1

proveniente da sequéncia exata de homotopla associada a fibragao

Pt Sg-K -'_S1 {veja [Steenrod],7.2). Como os grupos fundamentais de
Fg e de S1 sao livres, a sequéncia acima fornece uma apresen-

tacgaoc de ﬂl(SE-K’p) por geradores e relagdes como segue:

Sejam 61,...,6u os geradores de nl(Fe,p), onde H
é o nfmero de Milnor de f em 0, & € m (S_-K,p) tal que a

imagem de & por @ é um gerador de nl(Sl,@e(p)). Entao o

€y
automorfismo de nl(Se-K,p) definido por multiplicacgao por &

induz um automorfismo hl: "1(F6’p) -+ ﬁl(FB,p). A imagem de &,

por h1 deve ser conjugada a 61 ¢ obtemos a apresentacgao de

'*:nl(Se-K,p) por geradores: G,8;,..4,8)

-1

Relagtes: & §,% = hl(bi), i=1,.40,u (veja [Crowell-Foxl).

Por outro lado temos a sequénecia exata curta associada

ao recobrimento cfclico infinito X ~—o&— Sg=K (et capitulo IV)
1=+ nl(x,ﬁ) +1,(8,-K,p) +Z 1

Agora, X é homeomorfo a Fe X"R e podemos tomar como gerador

do grupo de transformacoes de recobrimento Aut(X) o homeomor-~
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fismo (z,t) = (h{z),t-2m) onde h & o homeomorfismo caracteris
|

tico da fibragao P, S;-K + 8!, Como X tem o mesmo tipo de

homotopia de Fy obtemos um isomorfismo

P

€%
1 —— 1 (B, p) — (5K, p)—— 1, (5,9, (p))— 1
1— m (X, p) — 7, (5,-K,p) - 7 -+ 1

e portanto concluimos que o automorfismo hlz nl(Fe,p) -+ nl(Fe,p)
induz a monodromia h,: Hy(Fg) = H(Fy)}. Com isto em maos,
adjuntando a relagao trivial 1 as que definem- m(8,-K,p) te-

mos que a matriz de Alexander deste se escreve (veja I)

= T S =]

0 CRC I N )

e portanto o polindmio de Alexander de K ¢ dado por

A(t) = det(h, - tI,)
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capfTuLo vi

A CONEXAO DE GAUSS-MANIN

O objetivo deste capitulo é descrever o método de
Brieskorn para calecular a monodromia de uma singularidade isola-
da. Este método associa a cada f com ponto critico isolado em
0 uma equagho diferencial complexa do tipo Y’ = A(z)Y onde
Yy € ¢ (u = nimero de Milnor da singularidade) e A(z) & uma ma-
triz u X & com coeficientes funcgoes holomorfas em
D; ={z €¢ /0= |z|] < n} qﬁe possuem um polo na origem. A mo-~
nodromia desta equagio, definida como a agao de ﬂl(D:,zoj no
espaco dos germes em Z, de solugoes do sistema é igual & mono-
dromia de f em 0. Utilizaremos agui a fibracgao
R X" = (B,-v} N £20*) + D obtida no Teorema II.3 e estu-
damos a agao de nl(D*,zo) en Hn(f_l(zo),c) ~ ¢4, Esta exposi-
¢ao baseada em [ Sebastionil, LAlonso-Torres-Lé Ding Trangl e

[Brasselet].

1) Construgho do fibrado H"(f):

. %* -
Seja H(f) = {(=,%) / z €D , o € H(f 1(z),c)} e
- *
consideremos a projegao m: H'(£) » D, m(z,8) = =z.
~ *
Entao (Hn(f),D ,T) possui estrutura de fibrado veto-

rial complexo (holomorfo).
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*
Prova: Dado z €D se =z € Uj uma vizinhang¢a trivializadora

de f entao existe um difeomorfismo ¢j que torna o seguinte

diagrama comutativo:

s n~ . . y N
€U entao existe um difeomorfismo

J
3,. §1 1,7 ; J - 4
hoo: £, (z) =+ fe (z') definide por hzt(x) = wj(z ,X) com

Se =z

h; = id gue induz um isomorfismo de espagos vetoriais complexos

(hg;)*: Hn(le(z),c) -+ Hn(f_l(z'),G). Temos assim definida uma

bijegao
Y

Uj) que

Ry:oug X B (25 (2),€) ——— 7

(z',a) —— (2, (hJ1)(8))

tomamos por carta local de H'(f) em torno de (z',2). Observe

que Ej assim definida depende da escolha de uma fibra f;l(z)

sobre um ponto em Uj' Suponhamos entac gue Uj seja'conexo e
‘que % seja um outro ponto de U, tal que

¥y Uy X fgl(E) -+ fgl(Uj) & uma outra trivializagdo. Entao

LY

g

N G

: f;l(E) -+ f;l(z') definida por gg:(y) = wj(z',y) induz
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-1

1y e gt (U;) de modo que

(g j

-1, ~
Uy % H“(fe (z),c) = w j

zZ

= . n,.-1 n,,-1,~
ohj. Uj X H_(fE (z),¢) — Uj X H (fe (z),T)

-1 Ce
é uma bijegao dada por gy Ohj(z',d) = (z’,(g;f)*l(h;')*(&))-

Afirmamos que (g;:);l o (hg,)* = (h%)*.

Para provarmos isto basta ver gue (g;t)_l o hg: é

homotdpica a h%. Seja vy{(s) um caminho em Uj ligando z' a

-~

Z, definimos

. -1 — .
F(s,8) = (@) ) b y(8) entdo F(0,8) = (gl ) Tenli(8) .

F(1,8) = (gh)™ o nd) - ndce)

Desta maneira podemos identificar todas as fibras

Hn(fgl(z),m) sobre um aberto conexo contido em uma vizinhanga
-1 .
trivializadora de modo que g; ofi; = 1dy % (d), ¢ analitica
J

complexa. Observe também que as fungoes de transigao

ﬁj k' anUk - Aut(Hn(f_I(z),C)) ~ G¢(1,C) sao localmente cons-
3

tantes.

2) Conexao de Gauss Manin e Monodromia de H(f).

Definigao VI.1: Seja (E,m,M) & um fibrado vetorial. Uma segado
¢

do fibrado sobre um aberto U S M é uma aplicagao O: U - n (1)

tal que ™1e0 = identidade.
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-~

Yig) do HME) é

Dizemos que uma segao 0: U * 1

localmente constante se para tode =z €E U existe uma vizinhancga

u' c U de z que trivializa Hn(f)/ﬁ-l(U') tal gque se z € v
entdo s(z') = (h;:)*(s(z)) isto & nas coordenadas em U’

s(z’) ¢ constante.

Lembrando fue definimos monodromia de £ como sendo a
acac de ﬁl(Sl,zo) em Hn(fﬁl(zo)) devemos buscar pois um processo
*
de levantamento de lagos em D a caminhos em H2(£}. Para isto

- n
usamos uma conexaoc em H (f).

"Em geral (veja [ Spivak])uma conexdo em um fibrado é uma
distribuigao ¢” de subespagos H (subespagos horizontais) que

satisfaz

i}

(i) TeE = H(e) @ V(e) onde V(e) subespago vertical =

Ker dr{e).

(i1) H(%e) = d%(e),H(e) € R e a(e)=2%.e:

Juntamente com a nogao de conexao temos o conceito de
derivada covariante ¢ que associa a cada campe X tangente a
M e a cada segho S a segao v,(s) definida por

vx(s)(p) = v[ds(p).xpl € v(s(p)) (componente verticall.

Entretanto como estamos trabalhando com um fibrado so-

*
bre D podemos adotar a seguinte

Definigao VI.2: TUma ¢conexao 74 em um fibrade vetorial sobre

x . . dz
D é uma aplicagao €-linear
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: 4% % = secoes do fibrado que satisfaz

4 (A.s8) = g%.s + A.vd (s)

dz dz
~ * ~
para toda fungao A holomorfa em um aberto UG D e toda segao

8 definida em U.

Em geral nao existe uma maneira "natural" de se obter
conexdes em um fibrado, entretanto o fato de que as fungdes de
transicao de H"(f) s3o localmente constantes permite-nos obter
uma conexao y em H'(f) (que & localmente plana). Esta cone-

xa0 recebe o nome de conexaoc de Gauss-Manin. Ve jamos como, se po-

de obter ¢:

Observe que v & determinada localmente por uma base de

segoes locais em um aberto U, Syr---»8, pois se ¢ = Eaij sy
J
com a4 fungdes holomorfas em U entao para sfUu =T lisi te-
mos
Vs|.. =5 Al.s. + A, Vs, = Z A',s A, T .5, =
lu PRI Rt B M B EES I ¥ st

u
4 . “
= ? [ij + izl Ay aji]sj (*)

A matriz A = (aji) .é chamada matriz da conexao.

Seja U wuma vizinhanga trivializadora de HP(f). Exis
te uma base de segdes localmente constantes dada por

83(z") = (nD/),(
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- n - — U € P
gao de H (f) entao sy = z Aj sj, com Ai @U, definimos
_ ¢ U R U _
Vs U= T Aj S5 (ou seja Vsj = 0).
Se V & uma outra vizinhanga trivializadora tal que
UNYV #¢ entao S|Unv = A, sg =2 8 SY com
3 3| uny 3 Tduny

Az') = TPz 082", A= (p,eeesd)), 6 = (by,000,8,),

u
V. ooy -+ GL(u,f) fungdo de transigao.
Derivando em U NV obtemos A'(z’) = (P™) ' (z")8(z") +
+ 10(2/).8"(2'). Mas T & ilocalmente constante logo
(TUV)' =0 ouseja 1 {(z') = TUV(z') 8'(z’) o que implica que

”

s € uma segao.

Definicdo VI.3: Uma segcao s: U - n-l(U) é dita horizontal se

Vs = 0.

Neste ponto cabe observar que #?(£) por ser um fibra-
do holomorfo sobre uma superficie de Riemann nao compacta é ana-
1{ticamente trivial (H'(£) > D" x EHN£ 1(2),¢)) (veja LFoster,
30.,4]), portanto existe uma base {01,...,0u} de segoes globais.
Em geral estas segdes nao sao horizontais e é justamente o pro-
blema da extensao de segoes locais horizontais qgue nos leva a

considerar a monodromia de 7).
* :
se ¥: L0,1] + D" ¢ um lago simples com Y(0)=\f(1)=zo
entao levantamentos horizontais de ¥ a partir de pontos em

Hn(f'l(zo),c)) determinam um automorfismo de Hn(f-l(zo),c) de
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finido do seguinte modo: seja 0 = tl < t2 <,..< t& =1 uma par
tigao de [0,1] tal que YEtj,tj+1] esteja contido em uma vizi-
nhanga trivializadora de H"(£). Para o € B'(£71(z),0) e

j=1,4.s,4~1 definimos segOes horizontais locais o pelas se-

guintes condigoes:
oy(z,) = &, Gj(Y(tj)) = Uj-l(Y(tj))

Definimos TY(Q) = 0,(y(1}). [TY(G) nada mais € do que o trans-
porte paralelo do vetor o ao longo de um levantamento de vl.

E facil ver que se v~ 1 entao Ty(d) = 0 de modo que TY de-
pende apenas da classe de homotopia de vy, temos portanto a
monodromia de Hn(f) definida pela agao de ﬁl(D*,zo) em
Hn(fnl(zo),m) ou seja a holonomia do fibrado H"(f). Utilizando
as sec¢oes localmente constantes (que obviamente saoc horizontais)

vemos que a monodromia de f coincide com a monodromia do fibra-

do H£).

Até agora pouco progresso alcangamos pois ainda estamos
utilizando as trivializagoes da fibragao de Milnor para obter se-

¢oes horizontais, entretanto observe que pela férmula (*) lo-

calmente
_ +
Vs U= g (lj + & a4y 7\.1)5:j
J i
- p r ’ =3
logo Vs g = 0 se e soménte se lj + E ajihi = 0.

Portanto segdes horizontais locais correspondem a so-

~ *% -
lugdes do sistema diferencial A’ + A\ = 0o¢**) onde A & a ma-
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triz de conexao e A = (A;,...,A,) e cada lj uma fung¢ao holomor

fa em TU.

Sabemos que dada uma condigao inicial A(z)) = A% o es-
pago das solugdes do sistema (**) tem dimensdo u (ver
TCodding ton- Levinsonl, pg. 68), portanto obtendo-se sistemas do ti
po {**) a0 longo de um lago ¥ tal que Tv¥l gera ﬁl(D*,z°)=ZL
ao final encontraremos uma outra base de solugoes em uma vizinhan-
ca de Z g que se relaciona com a primeira pela equagEo A =7rg

P € gL{u,C)., P é a matriz gue representa a monodromia de wlr)

(portanto representa a monodromia de f).

Nosso proximo objetive sera obter A a partir de £

(sem passar por trivializagoes).

3) Secoes holomorfas de H(£)

*
Para cada aberto U< D associamos © conjunto
I(U) = T(U,W-I(U)) ~ {segoes holomorfas de H(f) definidas em

U}. Se V< U € um aberto entdo existe uma aplicagao

pg: E(U) » E(V) (restrigdo).

o =0
v

£ facil verificar as seguintes propriedades:

(1) ey = id

(1) se WS V<S U sao abertos entao o

v
Py
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(i11) se U= U U,, {U,}

a€y a €y
€ £(U) sao tais'que o) =0
Uy,

colegao de abertos e

g,,0

1 ¢ & €J entao 0,=0g

2
UQ.

(iv) se 0Oy € 2(U,) com & €J e se Oql =0

B
Uu_nUB UQLﬂUEj

entao podemos definir o € Z(U) por U|U = Og.
3

Estas propriedades dao ao conjunto das segEes holomorfas
*
de H"{f) a estrutura de um feixe sobre D , que denotaremos
aqui por X(f), Observe que %(£f) é um GD*-médulo e que

(f) = %g* %, onde % = germes de fungoes holomorfas (vide
z

[Fosterl).
O primeiro resultado de Brieskorn & sdbre o feixe E(f).
Antes de enuncia-lo vamos definir o complexo de de Rham relativeo

a f.

Ne definigdo de H"(f) estid subentendido que
Hn(f-l(z),c) é a cohomologia singular com coeficientes comple=-
X085 (Hn(f-l(z),¢) = Hn(f_l(z),ﬂi)® ¢). Entretanto para calcu-
lar a conexao de Gauss~Mann € conveniente utilizar o Teorema de
Rham que nos diz que Hn(fnlﬁz),ll)“ HSR(f_l(z)) (usando o com-
plexo das formas diferenciais e o operador d de derivacao exte-
rior usual de modo gue HER(f'l(z),I{) = n-formas diferenciais

fechadas/n-formas exatas).

Fazendo uso da estruiura analitica complexa de f_l(z)
podemos descrever Hn(f-l(z),c) usando formas diferenciais

holomorfas.
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Usando coordenadas (Zl""’zn+1’ Zl”"’zn+1) em
Cn+1 [ m2n+2 vemos (ue uma m-forma diferencial w em Cn+1
se escreve como w{a) = z wIJ(a)dzI At onde para ca-
[11+]3]=m :

da multiindice

I-= {11,...,iq}, Jﬂ'{jl,...,jp}, piq =M, dzImdzilf\...f\dzq

- _ .= A -
e dzJ dzjl s dsz.

Dizemos que w & uma m-forma holomerfa se
wla) = | %

W
1]=m To

(a)dzI com cada Wio Uma fungao holomorfa.

Tomando-se abertos de USX e formas holomorfas defini-
das em U (com os respectivos morfismos de restrigao) construi-

mos ﬂ§ = feixe das p-formas holomorfas sobre X.

Seja w uma n-forma holomorfa em X e considere

- . -1 .
wlf-l(z)' Como w|f—1(z) tem grau maximo (= dim f (z)) en

tao wlf—l(z) representa um cociclo de Hn(f-l(z),c). Entretan

to observe due se W = w + df A m + do entao G]f-l(z) é coho-

mologo a w|f—1(z), logo para tefmos uma boa definigao da correg
pondéncia WA~ Ewa-l(z)] (onde t 1 indica a classe de

cohomologia) devemos identificar expressoes acima.

constru{mos assim o feixe das p-formas relativas a f

definido pof o = ﬂp/di&‘u"\Qp“1 +a ®-1l & formamos o complexo
/D X X X complexo

X
. : =P, oP ptl
de Rham relativo a f onde tomamos © operador d™: nX/D.* QX/D

(bem definido pois d(dfAn) = dfAan € dfﬂﬂf) de modo que pode-

mos falar da cohomologia de de Rham relativa:

- -n-1
Hn(QX/D) — Ker @ /Im a .
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&=
Denctamos por ¥ o feixe sobre D obtido pela corres-—
a * -
pondéncia que a cada aberto U S D associa Hn(QX/D(f 1(U)) e

i) n
. Q
v’ H(

.

por morfismos P /D

(f_l(U)) -+ Hn(Q%/D(f-l(V)) restrigao.

lwl ~~>» [w f—l( ]

V)

Observe que ¥ teve estrutura de GD—médulo via composigao com f.

Teorema VI.1 (Brieskorn):

(i) # o* é isomorfo a %(f) (como @D*—médulos).

(ii) ¥ € um feixe livre de posto u sobre Gy -

Comentarios: (i) A correspondéncia entre ¥ D* e I(f) é

nhtida associando a cada n-forma que representa um cociclo sobre
1

um aberto £ (U) uma segao s, U~ ﬁql(U) definida por
T, =1
s, (z) = [w|f—1(z)] € B (£ " (=2),C).

Que s é uma se¢ao holomorfa segue da teoria de resi-

duos de Leray e Norguet [ver Brasselet pg. 9-151,

Proposicao VI.I: Seja w uma n-~forma holomorfa tal que

= dfh nta = ¢
dw dfAe,. Ehtao sz Sg -

Demonstragao:
Seja w tal que dw = dfA%, vamos calcular Vs .
Se U € uma vizinhanga trivializadora de f‘ entao como vimos

anteriormente podemos escrever Sy, =5 gjsj onde SJ sao se-

ki)
oes locais horizont . €6, ém di v =% g's,.
¢ izontais e gJ U Ale@ disso S, o gjsj
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‘ Para cada z € U fixo seja uz uma seg¢ao horizontal
. . Id ’ _
local tal que U (z) = s (z) (istoe u,(z") = (b, s )y (s,(2)}).

Logo uz(z') =z gj(z)sjl(z') (verifique!) e

g (z)—g.(z‘;)

9s | (z.) = B gi(z)s. {2 ) =2 linm s, (z ) =
wlg © j*C0’7i % 29z, oz EASCI
o
g.(z)-g,(z,) u_(z_ )=Uz_ (24)
= 1im & —-']—-—'j—-o—s.(zo)=lim z 0 °o 27,
z"’zo ! zZ-z J z"zo Z-2Z,

Usando a dualidade entre cohomologia e homologia (via integra-

¢cao) vamos calcular 9s | (z.) onde B é um gerador de
g w U o] . Zo

Zo

My, Entretanto procedendo de modo analogo

-1
H (£.7(2,),2) (® Z
ao que foi feitc anteriormente podemos obter ;z gerador de

Hn(le(z),Z) para z € U através da aplicagao

-1 -1
(h,),: H (£, (z),Z) = H (£, (z,),Z). Assim temos:

J hz(z) = j uz(zo) e
£ 14

4 ZO
[ Uz(zo) - Uzo(zo) = j uz(z)‘-j uzo(zo) =J sw(z)
£ g 4 g 4
ZO Zo z ZO Z
-J sw(zo) =j W - j .
ZO gz gZo

- *
Obgerve agora que existe uma aplicagao T: mxs® + X

tal que T Pz gh » f;]'(z) representa Ez para =z € U,
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doade pelo Teorema de Stokes f w - f W = dw
T
'Snxfzo,z]

com [zo,z] segmento em U gque liga = a z. Como por hip6-

o
tese dw = dfAd  euntao f hz(zo) -j 'uz(zo) =j w|f;1(z) -
g‘zc’ gzo g27..
- f f dw = j af A o =
gzc, S X[z ,7 ] I||Sn'><]:z‘._],,z:|
f o dz’.
[z Z4s2] 1-'[Snx[z }

Portanto

~ 1 . -

j Vs (z,) = zl-fzm 77, j u,(z,) - u (z) =
%2 ° 2
o o

1 ‘
lim —— a dz’ = . -1 =
2z, zZ=Z, [[ ] r £ (=)
Z,: 2 |Sn><[z'] ;Zo

= jg 8y(z,).  (Para cada gerador de Hn(f;]'(zo),z))_.

Zo

Conclui-se assim gue sz =8 .
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4) Construgao do operader Ve

Seja Qz = {germes em 0 de gq-formas} =
fw = E aq dquA"‘Adzaq’ a, € @o] e denotemos por Q; o
|e|=q
complexo dos germes em 0 das formas holomorfas com o operador

. nd a+1
d: ﬂo ~+ Qo usual.

O complexo (local) relativo a f ¢ definido tomando-se
os mddulos Q%’o = ﬂg/df A Qg-l com derivagao d{w) = dw (bem
definida pois d(asrad™!) < ar A 0%) e os médulos de cohomologia
relativa (local) Hg(ﬂé’d) = Ker 4/Imd. Malgrange em LMalgrange] prova

que Hq(ﬂé o) =0 para 14 < n-1 mas isto nao seri usado agui.
r

, . {weng / sneng, dw

dfamn}

*

f,o0

. n

Sejam E = H (Q
n=1 n-1

afAl, + dﬂo

e F = ng/deng‘l + dﬂg-l, E S F possuem estrutura de @O—médu-

lo via composigao por f.

Observe que z existéncia de k € N tal que k< (o)
{veja IV.4) implica Que X ¢ (vf). Portanto para toda w € 02+1
existe § € 07 tal que £ = azAg  (verifique!). Desta forma

t5. Fc E (F/E & de torgao).

Teorema VI,2:

(1) ¥, é isomorfo (como q;médulo) a E L[Brieskornl]

(ii) E e F sao g;médulos livres de posto u

(LBrieskorn] e [ Sebastiani (3)1].
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Se w € E é representada por ama n-forma holomorfa w
definida em uma vizinhanca de 0 entac existe uma n~forma N
holomorfa em uma vizinhanca de 0 +tal que dw = dfAf. Definimos

7.t E*F por Velw) = 7.

a) Ve € ¢-linear.

b) V.(AW) = AW A ).

Prova: Se w representa w entao AW & representada por (A of)w

e d((Ao f)w) = AMaf.dfAw + (A of)dw=

= Aot dfAw + (Aef)dfAn = af ALV ‘et)w + (Aof)n] donde

Ve(Aw) = (Mot + (A obn= ¥ .w + A = A.w + V. (w).

Desta forma escolhida uma base {wl,...,wu} para E e escreven-

u )
do fkvf(wj) = I (f)we com € @o encontramos uma

e=1 el Rej

a_ .{(z)
matriz (Aej(z)) = (—Elf—w) de coeficientes fungoes meromorfas
z
que representa o operador Vf.

Denotando A(z) = (Ae.(z)) o sistema diferencial
J 1<esu
1s3su
v1€(z)
Y/ (2) = ~A(2)Y(2) com Y(z) = y é chamado o
yu(z)
sistema de Gauss-Manin da singularidade f_l(O) em O,
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5) Relagdo entre 7, e V

Sejam Wireees ¥ n—-formas holomorfas definidas em

W

f_l(U), U aberto contendo 0O, tais que dwj = dfra e que oS

J

germes de wj em 0 representam uma base de E. Entao

” ”
{wl,...,wu} € uma base de ¥ g ¢omo 6 -médulo.

nwoa (f) ]
50 Vw. =a. = 5 &l - . .
Entao wa GJ oie fk LA ezl AeJ(f).we

- *
Se VC U e um aberto em D o Teorema VI.1l nos garan

te que [swl,...,sw

} é uma base de segoes holomorfas de Hn(f)1v.

W
, 9
Alem disso sz = 8, = b Ae.(f).sw .
3 i e=1 ©J e
Seja {ml,...,mu} base de solugoes do sistema de Gauss-
M
Manin Y' = -AY e definamos a segao S = I @.s em V.
i1 3 wj
Enta V{s) = V( % P ) % ! v
ntao s) = s = p's 4+ p,Vs =
g=1 V5T =iy Ty
Lzl' " % Lzl (£)
= .8 + P, A t)s =
J=1 I ¥y =1 T e=1 O3 TV

= Zlw’, + 2 A Js. = 0.
j[wj z je¥e vy
Portanto s ¢é uma segao horizontal de Hn(f)lv. Esco-
lhida uma base de E as solugoes do sistema de Gauss-Manin nos
dao segoes horizontals para 1 (£) portante a monodromia de £

em 0 & igual 2 monodromia do sistema de Gaus-Manin.
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6) O Sistema de Gauss-Manin:

. Ll -
Vimos que para se conhecer a monodromia de f e preciso

estudar uma equacao diferencial linear do tipo

Y1

(VI.6.1) Y/ (z) = A(z)Y(z) onde Y = ’ e A(z) e
Yu
- *
uma matriz K X 4 com entradas fungoes holomorfas em Dn com

n suficientemente pegueno.

£ bem conhecido (vide [Foster] ou [Coddington-Levinsonl)
que para cada ponto =z € p* o conjunto de solugoes de (VI.6) em
uma vizinhanga U de =z simplesmente conexa; forma um espago
vetorial de dimensac o (sobre €) e gue uma base ¢1,...,¢u
de solugoes define uma matriz & = (wl,...,wu) € gt(u,o(m),
? & uma matriz fundamental do sistema (VI.6.1),

~ * *
Seja p: X 2D o recobrimente universal de D ,

rel®. podemos con

X=i(r,8) | 0<r<mn -»<8 <=} p(r,0)

siderar o sistema (IV.6.1) definido em X

- (r,6)

N1

(V1.6.2) ¥(2) = 8o p(2)¥(Z),

Como i_ é simplesmente conexo obtemos um espago W-dimensional

de solugdes globalmente definidas. Se ¥(3) éuma matriz funda-

mental para o sistema (VI.6.2) e se O: ¥ +X é um elemento de

Aut(X) ~ Z entdo 0.2 =7F%o0 ™! também é uma matriz fundamen-—
tal para (VI.6.2). Logo existe uma matriz TU-E Gl(u,c) tal

que 0.% = 8.7,
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(r,0+2m) gerador de

n

Em particular tomando O'O(r,B)

Aut(X) teremos uma matriz C = Ty -
[v]

Sejam P € Git(u,C) tal que C

[

exp(2miP) e
s(2) = ¥(Z).exp(-P LogZ) (matriz de fungoes holomorfas em %

- *
portanto de fungoes plurivocas em D ).

Entao

0,5(5) = 0.8(5) expl-B(Log 5 + 211)] -

§(2).c expl-P(Log % + 2mi)] =

I

§(%). exp(2miP). exp(-P2mi) exp(~PLog )

isto é coS(E) = 8(¥). 1sto significa que S ¢é de fato uma ma-
triz de fungdes univocas, isto €, uma matriz de fungoes holomor-
fas em D*. Concluimos assim que existe uma matriz fundamental
para o sistema (VI.6.2) da forma g(E) = S(z).exp(P Log Z).
Solugbes locais para (VI.6.1) serao obtidas escolhendo determina-
¢oes para log Z .(segoes de Dp: X D*) de modo que em cada aber

to conexo teremos uma matriz fundamental ¥(z) = S(z)exp{ log z).

Vemos também que € = exp(2miP) & uma matriz de mono-

dromia para o sistema (VI.6.1).

Definicao VI.4: Dizemos que 0 & uma singularidade regular do

sistema (VI.6.1) se a matriz fundamental se escreve
§(Z) = S(z) exp(P Log Z) com S(z) possuindo no maximo um pélo

na origemn.



~132-

Definigao VI.5: Dois sistemas Y' = A(z)Y e W' = B(z)W sdo
semelhantes se existe uma matriz P € GL(u,K) cujas entradas sao
fungoes meromorfas tal que B(z) = -P'(z).P(z)-l + P(.z);!x(z)P(z)"1

Observagoes: Se um sistema Y’ = A(z)Y é semelhante a um siste-
ma W' = B(z)W que possui uma singularidade regular em 0 entao
v! = A(z)Y também possui uma singularidade regular em O,

Prova: Seja P(z) matriz de fungoes meromorfas tal que

B(z) = =P/ (2)P(z)" 1 + P(2)A(z)P(2)"].

Entao se ¥(z) = S(z) exp(P Log Z) & matriz fundamental para o

B(z)W entao DP(z)¥(z) € matriz fundamental para o

sistema W’

A(z)Y.

gistema Y’

Como P(z) é constitufda de fungoes no maximo meromor-

fas entao P(z)S(z) possui no maximo um polo na origem.

Exemplos de equagoes diferenciails com singularidades
regulares sao bastante conhecidos na teoria cléssiqa, sugerimos
gue o leitor consulte [Coddington-Levinson] ou [ Whittaker

Watson); muitos deles provém de equagdes lineares de ordem n.

Em [Coddington e Levinson], capitulo 4 se¢ao 5 encon-

tra-se a seguinte caracterizacao:

Teorema VI.3: Uma equacao diferencial

(m) (m-1)

y + EI(Z)Y +o0et am(z)y =0
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com &, (z) holomorfa em {z /7 0< [z] <8} para k =0,...,m,
possui singularidade regular em 0 se e somente se

ay (z) = z'kbk(z) (¢ =1,...,m) onde b, é holomorfa em =.

Observe gque o Sistema associado a equagao acima obteu-

se fazendo,
2 -
Vi =V VgV, yg = v¢ ) ey = v

de modo que

+

Y; o l cisnasenee 0 yl
V2 0 01 ceoeeess 0 Yo
an - 0 0 o-o--c.c:n 1 ym

-am(z)"am_l(z) e .—al(z)

que denotaremos por v/ = B(z)Y. Este distema é semelhante atra-

vés da mudanca W = M(2)Y onde

M(z) = 2 ao sistema
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0 1 0 0
0 1 1 .
W=A(z)W onde zA(z)= . 0 2 .
) ) 0 :
: : . 1
b2 b By @ ... m-1)-by=)

isto é A(=z) possui um pélo simples em 0. Para este sistema
prova-se como em .Coddington-Levinsonl] pg. 112 que uma matriz
fundamental 2(z) = S(z) exp(P Log z) & tal que zeS(z) é.cota-
da de modo gue S(z) € constituida de funcdes no maximo meromor-
fas.

A importancia desta caracterizagao para os sistemas que es-

tamos tratando esti expressa pelo seguinte teorema de Deligne

¥
Teorema VI.4: Todo sistema diferencial Y = A(z)Y, YE(@U)m, U<D
€ semelhante a um sistema associado a uma equagao diferencial de

ordem m.

Demonstragao: Reproduzimos aqui a prova que é dada em LRamis]
'PE. 57-59. O Teorema de Deligne é valido em contexto bem mais

geral (vide [Delignel). se A = (ll,...,lm) € ¢z & uma

m-upla de polinomios complexos na varidvel z definimos ﬂo = A,

hipa(2) =5 80,(2) + A (2).a(2) 5= 0,...,m-1.



Ao A1

Al A2
Sejam Bm = . e B0 = :

Am-l Am

matrizes m X m, com coeficientes em ¢€[zl, entdo

Bo = éiBm + BmA. Provaremos que para uma escolha conveniente de

L existe uma matriz

C(z) =

0 R R I A A R R N ] 1

"‘ao(z) -al(z) edtadnanasnsa _am_l(z)

tal que aj(z) é holomorfa para 0 < |z| €5 e B =CB

o de

modo que se M(z) = BM(z)m1 entao

(=) = By(2)B (2)™! = £ B (2)B,(2)7 + B (2)A(z)B (=)
ou
c(z) = - & uzm=) ™ + m(z)a(z)m(z) 7,

comc gueriamos.

Escrevendo B = CB
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Ay 0 1 0 .ce.eu. 0 Ay

A2 = 0 0 1 LECIE I ) 0 ‘:L].

Am B s QessBSENE SRR TE L] Am-l
-8.0 -81 s s ssuse -am_l

obtemos a seguinte equacio nas incdgnitas -(ao,al,...,am_1)=

A a
y ao
1
Lt . _ t
Am = . = -B_ . .
A -,
mm a

m-1

De modo que se b = (-1)" det B, nao é identicamente nulo

entao
CdetlA AjLln ]
85 = b
m
. det(AoAmAz,...',Am_l) a B det(Ao, ""Am-2ﬂm)
yev ey 1 - -

1 b, m 1 bm

sao fungoes holomomorfas para 0 < |z| € §, & suficientemente

pequenc e a matriz M(z) = Bm(z)"'1 possul entradas funcoes mero-

morfas.

Vamos ver agora como podemos escolher A,
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Escrevendo
A
A+ALA
B - AT +A” AR AR L ALA A2

A p(m=1)p, | n, 4?1

vemos que as linhas de B dependem algébricamente de A e de

suas derivadas até ordem m-1.

A existéneia de A & obtida no seguinte
Lema VI.l1: Seja

A

A a8,
” ]
B(Z) oem = M+h 54850

EIC RN S N R

Alm g (m-1)g PO T

m+l,m~1 m+l,0

onde A € ¢[x1"™ e Qij sho matrizes m X m com coeficientes
m=-1

fungSes algébricas de A, %2-, ey a2 m_f:
i dz

- *
entradas de A sejam fungbes holomorfas em D = {0 < |z| < 8}.

. Suponhamos gque as

- - i
Entao, dados z, €D e L uma matriz m X m existe um unico
A = (ll"“’xn) € ¢[lx]™ com cada Aj polindmio de grau = m
L.

it

tal que B (z )
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Demonstragao: Escreva L = (Lij) e 1, = (Lil""’bim)

1

B(zo) =L equivale a A(zo) 1

A’(zo) Ly - A(zo)§'20(zo)

I

A”(Zo) L3 - AI(ZO)QSI(ZO) - A(zd)QSO(Zo)

etc... . Portanto consideradas como equagdes em A(zo), A'(zo)“"
obtemos uma solugho Unica de modo que os polindmios A, vistos
como poelindmios de Taylor desenvolwvidos no ponto Zg sao deter-

minados por estas condigoes.

Finalizamos enunciando a propriedade fundamental dos

sistemas de Gauss-Manin:

Teorema VI.5: [Brieskorn] O sistema de Gauss-Manin possui uma

singularidade ‘regular em O,

Para um detalhamento da prova,deste Teorema dada por
Malgrange e de suas consequencias sugerimos a leitura de

[ Brasselet] e [ Malgrangel.
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APENDICE I

ALGUNS RESULTADOS BASICOS SOBRE CONJUNTOS ALGEBRICOS

No que segue K denota o corpo R ou (.

Definigao 1:
Um subconjunto V S K™ & dito algébrico se V ¢é o lu-

gar dos zeros comuns a alguma colegao de polindmios em

K[xl,...,xm].

A definicBo acima nao é a mais geral, porém vamos nos

ater a ela.

Sabemos, pelp teorema da base de Hilbert, gue qualquer
ideal em K{xl,...,xm] é finitamente gerado desde que visto
como K{xl,,..,xm]-médulo. Denotaremos por I{(¥) ao ideal de
KExl,...,xm] formado pelos polindomios gque se anulam em V. E
consequéncia do teorema da base que uma cadeia descendente de
conjuntos algébricos ‘Vl 2 Vy 2 Vg 2. é estacionaria, ou seja,

existe i tal que V, =7V =... (exercicio).

i+l
Um conjunto algébrico V & dito irredutivel se nao

puder ser expresso como g uniaso de dois subconjuntos algébricos

préprios (note que a uniao V U v’ de dois conjuntos algébricos

é um conjunto algébrico). A irredutibilidade de V fica carac-

terizada pelo fato de que I{(V) seja primo.



-140-
Sejam V € K" um conjunto algébrico e £iseeesfy  ge-

radores do ideal de V.

Definigao 2:

Um ponto x € V & dito regular se

of Bf,

posto(ggi(x)) = gg§ posto(ggi(p)) e singular caso
afi Bfi

posto(s=(x)) < max posto{z=(p))
ox . pEV xj

i=1,oo-,k; j=1,oc-,mc

Note que a definigdo acima nac depende da escolha dos
geradores de I(V), uma vez que introduzir g € I(V)} nio altera

o posto jia que g = gyfy +eoot gy
of .,
Ponha n = mgx posto(EEl(p)) e seja Z(V) o conjunto
PV

dos pontos singulares de V. Entac ZI(V) & um subconjunto algé-
brico préprio de V. De fato, se x € L(V) entio os determinan-
af,
tes de todos os menores n X n da matriz (5—1) se anulam em
*4
x, ou seja, L(V) € determinado por equagdes polinomiais. Note

que X(V) pode ser vazio.

. *
Suponha agora que V ¢ irredutivel e seja V = V-I(V)
. * ”
o conjunto de pontos regulares de V. Dado x € V esta e, nu-
ma vizinhanga de x, uma variedade anal{tica (real ou complexa)

de dimensac m - n (exercicio).
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Definigao 3:

~ , ~ *
A dimensao de V € a dimensao da variedade V , isto

&, dim V = m-n.

Proposicao 4:
Seja v S K" um conjunto algébrico irredutivel e

WSV um subconjunto algébrico préprio. Entao dim W < dim V.

Demonstragao:
Note que de W : vV temos I(W) 2 I(Vv). Suponha que

- ' * *
dim W — dim V. Entd3o, se x € W forgosamente x € V . Logo,
*
dado g € I(W) este se anula numa vizinhanga de x em v e

portanto se anula em V (g analitica!) e dai 1I(W) < I(V).

lema 5:
se VS K® & um conjunto algébrico entdo V se expres

sa como uma unizeo finita disjunta

V=M U...UM

1 k

onde M, é uma variedade analitica.

Demonstragao:
A cadeia descendente V 2 Z(V) 2 I(E(V)) =... é esta-

, *
cionaria. Logo, fazendo M; =V = v-Z(V), M, = T(V)-Z(Z(V)) e

assim sucessivamente, obtemos o resultado.
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0 resultado central desse apéndice é o seguinte

Teorema 6: (Whitney, (2))

Sejam W < V S K" conjuntos algébricos. A diferenca

V - % tem no méximo um niémero finito de componentes topoldgicas.

Demonstragao:

De acordo com o lema 5, V se expressa como

V=~N U...UMk onde M=V - Z(V),

=
1

(V) - T(Z(V)) assim sucessivamente. Notando vV, = (W),

1

Z(Z(V)) e assim por diante, temos que V-W = (Ml-W)U.u(Mk-W)

onde M, -W = Vi-(Z(Vi) U W). Basta mostrar entao que

Proposicao 7:

Se V € um conjunto algébrico real e se WS V & um
subconjunto algébrico que contém ZI(V), entio Y - W tem o tipo
de homotopia de um CW-complexo finite. (Basta considerar o caso
real pois um conjunto algébrico veem pode ser visto como um

conjunto algébrico em RM).

Demonstracaoc de 7:

Necessitaremos alguns resultados auxiliares.
Sejam V< R™ um conjunto algébrico e SERTRPE

elementos de TI(V).
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Lema 8:
Bfi
. S-S €
Se a amatriz (5;7) & nao-singular no ponto Xq v
entao V - {x°} ¢ um conjunto algébrico (ou seja, xj é um pon-

to isolado de V).

Demonstragao de 8:

Suponha X, = 0, Como os fj se anulam em O, existem

polinomios gjk tais que fj = xlgjl +oaet xmgjm. Seja W o

conjunto algébrico formadce pelos pontos x € Vv tais que

det(gjk(x)) = 0. Se x € v-{0] entao a relagao

811 (%) E1pX) 0
: Kyteeok : x, = :
Bpy (%) &gy (%) 0

mostra que x € W. Por outro lado, O ﬁ W pois

df
det(gjk(O)) = dEt(EEi(O)) # 0. Logo, W = V-{0l & algébrico.

Lema 9:
Se um conjunto algébrico V & R™ tem dimensao topolo-

gica 0, entdo V ¢é um conjunto finito.

Demonstracao de 9:

Sejam f,,...,f, os geradores de I(V). Mostraremos

que se V & algébrico e dim V = 0 entao existe pelo menos um
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of,
3 . 1
ponto X, V no gual a matriz (Eig(xo)) tem posto m. Isto

feito, o lema 8 garante que V, = Vu{xo} é algébrico. Repetin-
do o argumento para V1 obtemos VZ = Vl-{xl} e assim sucessi~
vamente, o que fornece uma cadeia descendente V 2 Vl 2 V2 Dase

que é estacionaria, mostrando que V é finito.

of

Suponha entao que mgx posto(g;l(p)) =n < m-1. Entao,
PV J

* - .
v é uma variedade de dimensaoc m=-n 2 1, contradizendo o fato

de que a dimensao topoldgica de V €& zero.

Lema 10:

Sejam V < K" um conjunto algébrico, V* o conjunto
de pontos regulares de V, fl,...,fk .geradores de I(V},
n = dimKV* e g€ KExl,...,xm].' O conjunto de pontos criticos
de glv*: Vi ek § dado pela intersecao V*ﬂ W onde W € o

conjunto algébrico formado pelos pontos x € V nos quais a ma-~

triz

3 o]

n
afl afl
_'axl c-----o-n--ooa--o-on"ax_

m
afk Bfk

Xy xm

tem posto menor que ou igual a n.
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Demonstracao de 10:

*
Dado p € V , escolha um sistema de coordenadas locais

* .
Upsees,u, em torno de p de tal modo que V seja dada por

of,
Uy =eee= Uy = 0. Nesse sistema de coordenadas Eﬁi =0 para
j = n+tl e como a matriz (ﬁﬁl) é coluna-equivalente a matriz
afi
(5;—) e esta tem posto n em p concluimos que as n primei-

af‘.
ras colunas de (Eﬁl) sao linearmente independentes. Dai segue

gque a matriz aumentada

3 3

1
3, 2f,
5U1 Eum
oy ok
Bul Bum
: 2g - .- 2%& _ 5
tem posto n Se e so se 3. See.= 3o 0T 0, ou seja, se p

n+1 m

ponto eritico de Como essa matriz é coluna-equivalente

[+ 9

g v*‘
matriz do enunciado, o resultado segue.

1

A conclusao da demonstragho de 7 serd obtida pela

Proposigao 11:

Un conjunto algébrico nao-singular V © R™ tem o tipo

de homotopia de um CW-complexo finito.
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Demonstracao de 11:

Aqui usaremos um resultado de Andreotti e Frankel (veja
[Andreotti e Frankell).

Dado a € R™ defina a fungao disténcia ao guadrado
r: VAR, r(x)= |x-a|2. Andreotti e Frankel mostraram que,
para quase todo a € Em, a fungEo ra pessul apenas pontos
eriticos nzo-degenerados. Seja ﬂ(ra) o conjunto dos pontos
criticos de r_, Como ¥ é nao-singular, Z(r,) € um subcon-
junto algébrico (por 10) e como um ponto critico nao-degenerado
é isolado, E(r,) é finito (por 9. Agora, o teorema fundamental
da teoria de Morse[Milnor (3)],3.5) diz gque a variedade V tem o tipo
de homotopia de um CW-complexo obtido pela adjungao de uma cé-
lula para cada ponto critico da funcgao r,, uma vez que esta é
'prépria e nao-negativa. Como E(ra) é finito, o resultado se=-

gue.

Finalmente estamos em condigoes de demonstrar 7.

Suponha W definido por f1=...=fk = 0 e considere a
fungao q(x) = fl(x)z taoot fk(x)z. Esta também define W {(no-
te que esse argumento s € valido sobre R).

Considere o conjunto algébrico US V X RE Bm+1

de-
finido por U = {(x,y) € V X R:q(x).y = 1}. U ¢ certamente
nao singular uma vez que W > (VY e q define W. Além dis-
so, U €& homeomorfo a V — W através de m: U - V-V,

m(x,y) = %x. A proposigao 11 nos garante entzo que V - W tem

o tipo de homotopia de um CW-complexc finito, concluindo a de-

monstragae do teorema de Whitmey.
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Apds 6, podemos melhorar o enunciado de 5 como segue!

Corolario 12:

Um conjunto algébrico V < K" se expressa como uma
unido finita disjunta V =M; U...U M onde M; é uma variedade
analitica que possui no maximo um nimero finito de componentes

topolégicas. Analogamente, o mesmo ocorre com uma diferenga

Vv - W de conjuntos algébricos.

Encerramos com um resultado que se mostrou Util na de-

monstragao de II.1.

Proposicio 13:

Seja V S K" um conjunto algébrico. Uma fungao poli-

5 .
nomial g V*: v 4 K tem no maximo um numero finito de valores

eriticos.

Demonstragaoc:

0 conjunto de pontos criticos de *# pode ser expres

Ely
so, pelo lema 10, como uma diferenca de conjuntos algébricos

W-E£(V) e portanto, pelo corolario 12, como uma uniao finita dis-

junta W-T(V) = M; U...U M, de variedades analiticas possuindo

um nfimero finito de componentes topoldgicas., Dado X €M es-

i,

te é ponto critico de gl|y* e portanto é também ponto critico

de glM . Como os pontos de M, sao todos pontos criticos de
i

g‘v*, g é constante ao longo de cada componente conexa de M,

e portanto g(Mi) é um conjunto finito. ‘Agora, a uniao

g(My) V..U g(M,) & o conjunto de valores eriticos de gly*.
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APENDICE II

LEMA DE SELECAOQ DA CURVA

Teorema {(Bruhat e Cartan)

Sejam Vv S B™ um conjunto algébrico e U S R™ um
aberto semi-algébrico ou seja U = {x € R™ | gl(x) > 0"“’5L(X)>0

para gj(x) polinomios real j = 1,...,%},

Se 0€ TNV entdo existe uma curva p: (0,e) » R™
analitica tal que p(0) =0 e p(t) €E UNYV para 0 < t < g,

Demonstrazao [Milnor]

1) Redugao ao caso - dim V = 1 ,

Suponhamos que dim V 2 2, provaremos primeiramente

que existe V, ©V subconjunto algébrico préprio tal que

0 eTT K

Podemos supor gue:

a) V ¢é irredutivel (caso contrario tomariamos vV, = A

uma das componentes irredutiveis de V para a qual 0 € T {1 A).
b) Existe vizinhanga D de 0 em R® tal dque
DNUNE(V) =¢ (caso contrario, tomamos vy = T(M).

¢) V nao esta contido em um hiperplano préprio de R™.
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Seja {fl,...,fk} conjunto gerador do ideal de V,
I(V). Ent3c dim V = m-p onde ¢ & o posto maximo possivel da

matriz
Edfl(x),...,dfk(x)] com x €V e

(V) = {x € V | posto Edfl(x),...,dfk(x)] < p}

Por hipétese existe esferas 5, centradas em O e de

raio € arbitrariamente pequeno que contém pontos de U N V.

Tela Propesicso I1.1 eb) segue que se & for suficientemente

pequeno S, ¢ transversal a V de modo que S, NV N U #9 é
uma subvariedade de dimensio m - P - 1 €
posto Edfl(x)...dfk(x)dr(x)] = p+1 para todo x € 5, NUNYV

onde r(x) = “xuz.
Seja g =8 .-+ 8y © considere g yns * Para todo
€

x € 5, NUNvVy temos g(x) > 0. De modo due se x'evn Sg é

um ponto de maximo de g s Ny (compacto) entio g(x') = g(x) > 0
€
isto 6 x' €5 0UNV.

Mas como x’' & ponto critico de g|VﬂS entao
)

posto[dfl(x'),...,dfk(x') dr(x’) dg({x’)] < p+l.

Coneluimos entfo que arbitrariamente proximo de O
existem pontos da intersecgac v/ N U onde V' & subconjunto
algébrico definido por

vi < [(x€v/ posto[dfl(x),...,dfk(x)dr(x)dg(x)] <P+ 1}. De
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maneira gque se V' for um subconjunto préprio de V entac pode-
mos tomar V, = v'. Suponhamos que V' =V, iremos aplicar o

mesmo raciocinio para uma outra funcao conveniente.

Observe Que se arbitrariamente prdéximo de O existem
pontes de U N v N {xi = 0} onde {xl,...,xm} sao coordenadas

m

de R- entao A, =V 0N {xi = 0} & um subconjunto algébrico

i
proprio de V (pela hipdétese ¢) de modo que podemos tomar

V.1 = Ai.
Podemos assim supor que existe uma vizinhanga D’ e

0 talgue D' NUNYVAN [xi =0} =¢ para i =1,...,m.
Considere a fungao x?.g,vns com ¢ escolhido adequa-
¢ .

/

damente. Se x’ & ponto de maximo de xf entdo

g
vﬂse

xiz g(x') = x? g(x) >0 donde x' € v N Sg n u.

Novamente, como x’ & ponto eritico de x?g entao

posto[dfl(x'),...,dfk(x') dr(x’) d(x?g) (x')] s p+1
Portanto

?i =[x €V / posto[dfl(x),...,dfk(x)dr(x)d(xfg)(x)]:SP+1]

é um subconjunto algébrico gue contém pontos de U arbitriria-

~~

mente proximos de 0. Se Gi # V podemos tomar v, = V.
Caso contririo temos:

V=yv = 61 == V_ e para x €UnNy suficientemente
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préximo de zero tal que

postofdfl(x),...,dfk(x)dr(x)l = p+l temos:

dg(x) pertence ao espago gerado por [dfﬁx)“."dﬂkﬁﬂdrbol (Vi=v)
e d(x?g)(x) também pertence a este espaco (pois ﬁi = V),

Mas d(x?g)(x) = 2x,g(x)dx, (x) + x?dg(x) e como x; # 0

g{x) > 0 obtemos que {dfl(x),...,dfk(x),dr(x)] gera todo o

espago das diferenciais em x (= Hom(Ifn,R)). Logo

m = postotdfl(x),...,dfk(x)dr(x)] =p+ 1 ouseja dimV = 1.

L

2) Descricao local de subconjuntos algébricos de dimenszo 1

Seja x, um ponto nao isolado de um subconjunto algé-

brico v < B® de dimensio 1. Entio existe uma vizinhanga U

de x em ®R"

o tal que

r
voiu= U R

cada Ri (ramo) € homeomorfo a um intervalo real e pode ser
-]

parametrizado por uma série p(t) = x + ( T a, tJ,“., Za tj)
: ° 41 N1 =1 ™

convergente para |t| € e.

Demonstragao:

Para o caso complexo esta é a descrino dos ramos de
uma curva complexa em ™ [veja Kendigl onde de fato obtem-se
uma parametrizagao de cada ramo da form&

o}

p(z) = x° + (2", Eajlzj,...,ﬂajm zj). (Se V nao esta contida

em algum hiperplano zy = 0).
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No caso real, seja VC fecho complexo de V em Gm

isto 6 o menor subconjunto algébrico de €™ que contém V.
- ) o _ m_
Entao d1mC VtE = dlmrlv 1 e \ AT 4 v.

Para cada ramo Rj de VG seja

p(z) = x° + (zn,ZajlzJ,...,Eajsz) uma parametrizacio, com
z € ¢,
Mas p(z) € R™ se e somente se z" € R e
Eajsz €ER para k=1,...,m,
Escrevendo =z = 1 e19 obtemos z" € R se e somente

r® onde & & uma raiz 2n-ésima da

se nf = kw isto é =z
unidade. ZEscolhendo uma raiz & e substituindo na série

Za

jsz obtemos Z(ajng)rj € R para k = 1,...,m.

M arbitrariamente

Afirmagao: Se p{8r) contém pontos de R
préximos de x° entdo ajk§J € R para todo jz 1 e

k=1,...,m.

Prova: Fixande k bprovamos por indugEO em Jj.

Para Jj =1 seja r; uma sequéncia de niumeros reais

tal que I (a

z %J)rg € B entio %_ .2 (ajng)rg € R o que
J= =

-jk 1 J"‘l

implica que

1 L

lim L (a. %j)rj =a.8 € R
o i j=1 Jk i 1k

Por indugaoc suponhamos que alkg"“’ankgn se jam

n
z (abkgb)rL] € R entao

; = 1 Jy,.d
reais entao rn+1[2(ajk§ ry - &

1
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-]

i oL Jy..d1 2
1_1’:’ ATl j=§+1(a'kg il = an gy
i

gn-l-l € r.

Como é claro que se todos ajk%j s3ao reais entao
p(&r) € R™ provamos que a restrigio de p(z) & reta Er para-
metriza uma parte do conjunto Rj N ®™, De fato usando a afir-
magao acima pode-se provar (leitor} que Rj n gy" possui no maxi-
Mo um ramo,

Concluindo assim a prova de 2).

3) Conclusao da demonstracao do Lema de Selecac da Curva:

Suponhamos gque dim V=1 e que 0 € T 01 V.

Seja p{t), |t| € € ramo passando por 0 que contém
pontos de U = {x / g;(x) > 0,...,g,(x) > 0} arbitrariamente
préximos de 0. Para cada Jj a fungio analitica real gj(p(t))
ou € positiva em algum intervale 0 < t < ¢’ ou é menor ou
igual a O neste intervalo. DPor hipotese existe sequéncia
tk + 0 tal que gj(p(tk)) >0 i=1,...,4 e para todo k.
Tomando uma subsequéncia se necessirio podemos supor que
0 <t < ¢/ (ou -&’ < Ty < 0) e que o sinal de gj(p(t))
nao varia em (0,8'), logo gj(p(t)) >0 i=1,...,k isto &
o semi-ramo x = p(t), 0 =<t < ¢’ & tal que p{(0) = 0 e

p(t) € U para t > 0 como querfiamos.
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Exercicio: Seja f = 0 e g2 0 polinomios reais em mm, nao
negativos que se anulam em um ponto «°. Ent3o existe uma vizi-
nhanga D de x° tal que para todo x € D se dgi(x) e

df(x) .apontam as diregoes opostas entac df{(x) = 0.

Prova: Aplicar o Lema de Selegao da curva ao aberto

U= {x / {dg(x),df(x)) < 0] e ao conjunto algébrico
df (x)

v = [posto[ } < 1}
dg(x)

x CUN Ve de(x) = Mx)df{x) e Mx) <0,

Se x° E TNV pelo Lema de Selegao da Curva existe

p(t) tal que posto[jdf(p(t)) <1 e
dg(p(t))

dg(p(t)) = A(p(t))di(p(t)) com A(p(t)) < 0.
Mas f|, e gly sao positivas.

Logo fop(t) >0 t >0 logo Qiig%ill >0 e

%%(p(t)) > 0 absurdo pois

92(p(t)) - ge(p(t)).p’ () > 0

dg(p(t)).p'(t) > 0

[

Lp(t)
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