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(a) Duas corregoes mais importantes:

(1) No Lema 1.4 (p. 22 e 23) devemos tomar C aberto e convexo, e a obs. (p. 23
linha 4) deve ser: "Se f(n) > -» para algum n, entdo X n*‘< o t.q.
f(m) > = ¥mn2 n*. (Este fato é utilizado para concluirmos que f(m)/m con~

verge.)

(i1) No final do "esbogo da prova" do Teorema 1.13 hé um erro: obviamente a aproxima
¢8o utilizeda (p. 44, 1linhas 1,2 e 3) n#o serve. Devemos ter cuidado para

aproximarmos log g por fungdes borelianas e limitadas de modo conveniente. (Ref.
Dongker-Varadhan (1975):)

(b) Outras corregdes menos importantes:
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§0. Introducdo

4 obtengao de aproximagbes para probabilidades de
"grandes desvios", ou seja, de certos "eventos rarog" {probabili-
dade tendendo a zero) tem desempenhado um importante bapel em di

ferentes aspectos dé teoria de probabilidades e suas aplicagoes.

No contexto classico os primeiros resultados neste sen
tido foram obtidos por Crameér, tratando de grandes desvios com re
lacae a lei dos grandes numeros. Posteriormente seu trabalho foi
ampliado por Chernoff (1952), e ainda com contribuigbes de muitos
outros. autores. Este tipo de resultados constituiu-se entao, con
Juntamente com teoremas do tipo "Lei dos Grandes Numeros" e "Teo-
rema Central do Limite" no corpe basico de resultados para o estu
do de problemas assintdticos no contexto de sequénecias de varii-
veis aleatdrias independentes e com mesma lei, permitindo um de-

senvolvimento de métodos assintdticos em Estatistica.

2
Por outro lado uma razdo igualmente forte para o estu-
do de "grandes desvios" em situagdes de dependdncia entre as va-—
riaveis aleatdrias também ji estava latente ha algum tempo. Ela
aparece naturalmente na Mecd@nica Estat{stica, na tentativa de Jus
tificar a descrigaoc das propriedades-macroscépicas de sistemas
termodindmicos em equilibrio, através de um nimero reduzide de
variaveis (e.g., temperatura, pressdo, etc.), apesar da enormida-
de do sistema. Tais sistemas constituem-se de um nimeroc mu;+
grande (=~ 1023) de componentes ("moléculas", "dtomos") gue in

ragem de modo complicado. Lanford (1961), voltade principalm.
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te para'esfé problema da Mecanica Estatistica, apresentou_ idéias
bagicas para a extensao (em varias diregoes) dos resultados de
Cramér - Chernoff. Estas idélas, desenvolvidas posteriormente
por Bahadur e Zabell (1979), também favorecem um melhor entendi-
mento do papel da lentropla na teoria de grandes desvios e as

» ~
conseqlientes aplicagoes.

Voltando ao contexto anteriormente descrito, eshocemos
brevemente os resultados de Cramér - Chernoff. Para isto, sejai
XI’XZ"" varidveis aleatorias independentes e de mesma lei - em

certo espago de probabilidade (0,6,P). 'Se =Xy for integravel e

1.
L= 3

T X, (n= 1), a lei fraca dos grandes numeros diz oque

i=1 | ,

E(X, € A) — 0., guando A for um boreliano.de R tal que
def

m = EXqFf Z, e o evento [Xn € Al representa uma situacgio de

grande desvio com relacéo & lei dos grandes nimeros. O problema
consiste em obter estimativas mais pre01sas de P(Xn F A), quan-
do n = +=. A situacdo tipica no estudo de Cramer — Chernoff é
aguela em que tails probabilidades decaen exponencialmente a zero

i.e., para upa ampla classe de A's tais que E Xy ¢ A tem-se

BT, € a) w o PTE) (0.1)

sendo que I(A) € (0,+=]. O fato de termo T(A) >0 estd ligado a
hipéfese de E esxl < = para S em alguma vizinhanga do zero.
1le dizer gue sob as condigdes mais gerais de Chernoff, o simbo-

"o Moem (0.1) deve ser interpretado como equivaléncia loga~

Jica apenas, i.e.,



1 -—
= log P(xn € AY — -I(4) (0.2)

onde I(4) ¢é o que se chama de "entropia" em A. De fato,Chernoff
(1952) mostra que supondo-se X, integravel entdio (0.2) é vi-
lido para tedo A do tipe (-«,x]1 ou [x,+w) sendo I{A) ¢
€ [0,+=] explicitamente caracterizado por

I(4) = inf A(x)
XcA

onde

tX
l).

A(x) = sup (tx - log E e
tER
O nome "grande desvio" dado a eventos do tipo Eiﬁe A7
onde m ¢ &, fica de certa forma Justificade pelo contraste com
as situagdes descritas pelo Teorema Central do Limite: no caso

de ¢> = Var X; < += o T.C.L. diz

- ' : 2 152
P(X em+ = B) — = fe- /2 du
k /R J2nc? '

_  defr
para tode boreliano B. Se 0¢3B e portanto A = m+= B
n
estéd a uma disténcia positiva (= c/vO) de m, . 08  eventos

[ih € An] representam um "pegueno" ou "moderado desvio" em re-
lagao -a lei dos grandes nlmeros, ‘e suas probabilidades tendem a

‘um limite nﬁo'hulo,*se B tiver medida de Lebésgue p031t1va.5*7

o 0 problema con31derado por Cramer e Chernoff com rela—

‘tA0- as varidveis - Xﬁ- acima deflnldas-tem-uma generalizagao ‘natu~
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ral para familias de processos estocésticos.‘_Exemplificando tal
‘situaggo,nos restringiremos a uma classe bem particular de ﬁro—
cessos,obtidos via uma perturbagdo aleatéria de certos sistemés
dindmicos deterministicos. Trata-se agui (Wentsell e  Freidlin
(1970)) de uma familia de processos de difusdo X.(.), ¢ >0, de

finidos por equagao diferencial estocastica
dXe(t) = b(Xa(t))dt + Edwt

X (0} =x (©.3)

.onde (Wé) é um Movimento Browniano; isto representa entdoc  uma

"pequena perturbagdo” aleatdria do sistema dinamico

%(t)

1l

b(X(t))
' (0.4)

1

x{0)

x ,

onde éstamos supondo b:ZRd —41Rd

de modo a garantir existéncia
e wicidade de solugdo (nos sentidos usuais) em (0.3) e (0.4),

e estamos interessados em & tendendo a =zero.

Fixado um intervalo limitado [0,T], se observassemos
X (%) e ¥(t) para 0 st = T, c¢om grande probabilidade quando
¢ & pequeno, verfiamos X, (-) oscilando rapidamente em tormo a

X(-)5 com efeito, é fAcil constatar que dado & > O
P(sup IXe(t) - X(%)} > 8) —— 0 (exponencialmente).  (0.5)
+<T |0

Ora, isto é exatamente andlogo a situagao considerada
por Cramér — Chernoff, substituindo-ss in e m por Xﬁ(-) e

X(.). De fato, pensando em Xc(-j como varidveis aleatorias to-

def ’
mando valores no espago CLO,T] = {f:ACO,T]——*JRdI f é continual
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mmido da métrica pT(n,E) = sup In(t) - £(t)| entdo (0.5) po
te £0,T] a
de ser reescrita como

P(pT(X‘,X) » 5) —— 0 {exporencialmente) , (0.6)

para cada 5 > 0, quando ¢€J0. (Isto também Justifica o nome

"pequenas perturbagoes".)

Coloca-se entao a questdo referente ao comportamento de
P(X; € 4) quando ¢}0, onde A é um boreliano de C[0,T], a
uma distdncia positiva da trajetéria determinfstica (X(t):0stsT)

sendo O < T < +e fixade (porem arbitrariamente).

A primeira vista esta preccupagac em estimar a probabi
lidade de eventos raros pode parecer estranha. FEntretanto tais
estimativas serac fundamentais na determinacdo do  comportamento
tipico de X.(+} durante intervalos de tempo qﬁe podem se tornar
arbitrariamente longos (quando €l0). Neste éaso (0.5) deixa de
ser 1til; possivelmente X.(.) tera um comportamento drastica-
mente diferente de X{.), i.e., grandes desvios poderao, e deve
rd0o ocorrer. Para'detérminarmOS o comportamento tipico sera ne-
Eessério sabermos quais entre tais evéntos raros sdo mais, ou me-—
nos,"improvaveisg". Exemplificando, consideremos o caso em que
existam um dominio limitado D, invariante para (0.4}, e um pon
to X, € D para o qual convergem todas as trajetorias de {0.4)
qué partem de.algum 1ugar‘em ‘ﬁ. Jé para € > 0O, as. trajetdrias
de X;(-) escaparac de D apéé_um tempo aleatérib T < %w,loom
probabilidade 1. Algumas perguntas naturais e interessantes s&o:

‘Qual € o tempo médio para a safida de D?  Como ocorre tal sai-



da? Por onde?

Estas sfo algumas das questdes respondidas pela Teoria
de Freidlin e Wentzell(1970), envolvendo estimativas das proba
bilidades de grandes desvios para (Xe(t): 0 <+t =<T), para cada
T < ». Serao objeto de nosso estudo no Capitulo 2. FEstas mesmas
estimativas nos permitirao provar ainda um resultado interessante
e bastante intuitivo sobre T_. Devido a forte atragdo em dire-
¢ao a x, que atua durante cada intervalo LS,T] enguanto X (-)

I

permanece em D, e como T, deve tender a += quando elO, e

razodvel conjecturar a perda de meméria das varidveis T, {(el0).
Isto serda formalizado no Capitulo 3 mostrando-se que,existem cong
tantes Bef+°° tais gque as variaveis aleatdrias 1./B, convergem
em lei g uma varidvel aleatoria com distribuigio exponencial,quan

do |0,

Na verdade, a redacgdo destas notas sobre a Teoria de
Freidlin e Wentzell bem como problemas de grandes desviog de modo
mais geral, foi fundamentalmente motivada pelo que discutiremos
no Capitulo 3. Mais uma vez, esta motivaééo vem de um problema
ligado a Mecanica Estatistica. Mecanica Estatistica que pode ser
"§qnsiderada como uma das raizes da propria teoria de processos eg
:ﬁgcégticos, através do trabalho de Boltzmann e das discussoes so-

rpre_o aspecto probabilistico de seu célebre Teorema H.

Na situag@o em estudo refiro-me de modo especifico ao
~problema do entendimento e modelagem do fenomeno da metaestabi—
Tlidade:iiﬁipicamente poder{amos associar comportamento metaesta-

vel & seguinte descrig¢dio informal: um processo estocastico que
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possue uma Unica medida de probabilidade estacionaria, mas que se
comporta como se estivesse em equilibrio descrito por outra medi-
da invariante. Apds um "tempo muito longo" ocorre a transigao
para o verdadeiro equilibrio; uma caracteristica comum & o modo
abrupto e imprevisivel como tal transigao ccorre. O fendmeno fi-
sico da metaestabilidade ocorre, na natureza, em muitas gitua-
¢oes de transigdo de fase. DPara uma discussao sobre os aspectos
mais fisicos ligados & fenomenologia da metaestabilidade refe-
rimos a [29], M. Cassandro, A. Galves, E. Olivieri e M. Vares
{1984) propuseram modelar tal situacde através do comportamento
tipico das médias temporais das trajetérias, pois s3o estas as es
tat{sticas mais naturais de um processo estocastico. As caracte--
risticas marcantes do que chamamos de "comportamento metaestaveln
seriam entao a aparente estabilidade de médias temporais . tomadag
ao longo das trajetérias, seguindo-se uma transigdo brusca. e im-
previsivel, e finalmente a estabilidade (ou ainda repetigdes:. deg
tas situagdes de aparente estabilidade até establllzar-se, final-
mente)., Do ponto de vista probablllstico 1sto pode ser fa011men-
te interpretado quando a transicgdo é fruto da ocorren01é de uma
"grande flutuagaoc" requerendo uma sucessao de eventos raros. Isto
determinard a forma abrupta e imprevisivel como ocorre: & a falta
de memoria, associada & dlstribu1gao exponéncial. * Por Gutre lado
hé uma outra escala de tempo, bem mais curta,; que permite a’ tep ™
malizagdo" do sistema: - i.e., permite que as'médias ‘“temporais tomg -
das nesta escala se estabilizem, dando a impress@co deé -que o Sisf§3
ma esta em equilibrio. Sendo pois um fendmeno de "grandes flutua

goes" pode-se antever a utilizagdio de teorias de grandes desvios
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na vqrif;gagéo.,@ggte}Pipqﬁdejcgmpgrtament05em;modelos estocasti=
cos.  Um pouco.disto serd digcutido no Capitule 3.

Quantoa disposicio dos assuntos neste curéb; cabem al
gumas observacdes: -No Capitulo 17 tratamos - de ‘teoremas ‘de grandes
_desvios: para somas de varisveis aléatérias ihdependenteés e de més
ma lei. 0.caso cldssico: “de Cramér e Chernoff féféréQSe_é'véfié
veis reais:- Generalizagoes a €5pagos infinito dimensionais
(Bahadur-Zabell -(1979), Donsker-Varadhan (1975)) 'forﬂeéem'aplii
cagdes importantes para a Estat{stica (como é o caso do Teorema de
Sanov que discutiremos) mas também para a Teoria de processos es
tocdsticos, permitindo unificar estes resultados com a Teoria de
Freidlin e Wentzell, discutida no Capitulo 2. Entretanto, na for
ma como as notas foram escritas, os Capitulos 2 e 3 sdo indepen-
dentes do -primeiro. - No final do Capftulo 3 faremos uma breve dis
cussio sobre modelos com dinémica'determin{sticé e que apresentam

um comportamento - "metaestavel" (cf. [22;28,34];)

Como comentarlo flnal devo ressaltar que o presente
texto nao pretende fazer um resumo completo do. que tem. sido feito.

em "grandes desv1os" apenas dlscutlr certas 1de1as baslcas._

‘ .Meu agradecimento a Marzio Cassandro;:Antdnio. Galves,.
En;o_Olivieri,-ErricoaPresutti;‘Heﬁmann Rost e.Robertc Schonmann:
pelas 19ngas¢e,provgitpsas;discussaeslqueatantornoshensinam.iAgr§=
dgggiainda,a;LaisaVentura Santos pela paciéncia e-éxceletite ‘traba

lho de datilografia. ... - «.ov exoiionine cw s
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CAPTTULO 1

yh

TEOREMAS DE GRANDES DESVIOS.A CRAMER - CHERNOFF

§1.1 Grandes desvios.com relacdo a lei dos grandes nimeros em R:

Ieorema de Cramér - Chernoff... ... . .

* Sejam .’ Xiy 2,...T varidvéis aléatériss (réais)-in—
dependentes, 1dent10amente dlstrlbu1das e 1ntegravels,re sejam
m=EX €R, X, —"l” zl X, paracada n = 1. & lei (forte)
dos grandes numeros dlzlque Xn——*nl q C'. quando _n-4 +e, Em
partlcular (1e1 fraca), se A for um boreliano de RrR . tgl que

mdg A, (& = fecho de A),: entao. P(X 3 A) — 0 ‘quando n —e,

Cramér (1937) colocou-se entio o problema de obter
boas aprqximagSeSApara_taisxpquabilidades,de-A"eVentqs raros” do

tipo Eih‘g Al quando A . estd a distancia positiva de m....

7 ; LA motlvagao 1n1c1al de Cramer e Chernoff aparece 1iga—
da a problemas de Estatlstlca Matematlca, tais como. gsdetermlnar,
"ef1c1gnclg"-a531ntot1ca de um teste de,hipqteses; Um exémpld
bem simples, porém ilustrativo do .que os motivou pode ser o - se-
guinte:: tem-se duas hipéteses Ho,_e Hi, .de modo que. sob - H s,

X é varlavel aleatorla de Bernoulll com probabllldade de sucesso

Py (1—01), onde po#pl" (spg- p1>po),_ 16-,

P(X.-,=.=;-1‘|-Hi ):=pyi=1-P(X = 0|H ) ~1=0,10 b

TN

oride 0 < pohézﬁiﬁésl;' "Com base em n ‘observacdes independen-
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tes Xl,...,Xn‘ da v.a. %, o teste da razao de verossimilhan-
¢a tem a forma:
def n
rejeita H, se 5§, = T X >k
i=1
para algum k. Para fins de comparagao com outros testes, ou pa-

ra se determinar quéo grande deve ser a amostra, etc... faz—se

necessario estimar as probabilidades de erro:

\UJ
]

P(Sn > k|Ho) (rejeitar H, quando H, ¢ verdadeira)

P(s, k|Hp) (ndo rejeitar H, quando Hj é falsa).

€1

Cramer e Chernoff estavam entfo interessados em boas
aproximagles para e, e;. Una pratica comum talvez seja a utili
zagio da aproximagdo normal. Isto é valido em situagoes tais co-
mo: n = 400, Py = 0,4, P = 0,5, k = 180, ete. . Entretanto,
quando n ¢ muito grande de modo que a diferenca das médias de

S, sob Hy e Hj ~ (n(pl-—po)) é enorme quando comparada com o

desvio padraoc (JEE;TEZEQ), sob H, e anl(l—pl) sob Hl) pre
cisamos olhar paralcaudas da digtribuigac de Sn, e al a apro-
ximagdo normal nao funéiona. Esta foi uma das razoes gque levaram
Cramer, e depois Chernoff, a estudarem o comportamento assintd-

- ~ n
tico (n — +=) das caudas da funcao de distribuigao de 5 = z Xy
i=1

onde Xp,X5yen. s80 variaveis aleatodrias (v.a.'s) independentes
e identicamente distribufdas (i.i.d.). O trabalho inicial foi
extendido em muitas diregﬁes. No curso discutiremos parte destas

estensdes, e no final da secgdo 1.1 o leitor encontra referén-
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¢cias.,

Os resultados iniciais (Crameér) na verdade nio se aﬁli
cam ao exemplc anterior pois itratavam de varigveis absolutamente
continuas. As hipéteses de Cramdr eram: (a) E etXl < 4o para
todo t em algum intervalo (-5,5); (b) Xy com lei absoluta-
mente continua. Mais tarde (a) foi bastante relaxada {Esseen).
Entretanto, os resultados de Cramér sio "exatos" i.e., obteve
fungao £(n,a) tal que P(Sn £ na)/f(n,a) — 1 quando n — +=
se a <EZX (i.e. P(Sn < na}) ~ f(n,a), quando n — +=). Por
outro lado,_todos os resultados queldiscutiremos, referenteé a
Problemas de grandes -desvios dar&o apenas uma aproximacao mais
grosseira: equivaléncia logaritmica, ao invés de equivalénéia:
No caso acima por exemplo, izsto se expressa pelo calculo de

L1
lim = Jog P(S_ = na) = -A(a).
e B g n .

Ou seja, estes resultados dizem apenas que log P(S, < na)~-ni(a).

Denotareios . igto por P(Sﬁ < na) =~ e-nk(a), e chamaremos de

equivaléncia logaritmica.

Comecemos pois com o resultado de Cramér { 1937 ) )
Chernoff (1952), segundo a formulagio de Chernoff: nos diz gue

para X;,X55... v.a.'s i,i.d. com E X, ¢ R, entdo
P(ih <a) *m(a)® se a<E Xq

onde m(a) € o minimo da fungio geradora de momentos de X, -a,

tX
—ta E e 1

i.e., mfa) = inf e
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Antes de provarmos este resultado inicial em grandes

desvios (bem classico), modificaremos um poucc a notagao.

Definicdo 1.1. Seja W uma probabilidade em R e wuiR—(0,+%]

sua transformeda de Laplace (ou fungio geradora de momentos), i.e.,

ae) =f et® L(ax). (1.1)
R

A transformada de Cramer de u € a funcgdo hu:IR—a L0,+=] defi-

nida por:

Xu(a) = sup (ta - log w(t)), (1.2)
teR

para todo a € R.

Observagdes:

1. Se W ¢ a lei de X;, entdio, na notagao anterior,

—hu(a)

log m(a).

2. lu(-) é funcao convexa e semicontinua inferiormente (Cf.

Exercicio 1.1).

Teorema 1.2 (Cramér (1937), Chernoff (1952)). sSejam Xq,X,,...

varigveis aleatdrias i.i.d. . Seja i a distribuigao comum e
ja X -1 T X 1. Entd
seja == A n= 1. ntao:
h=n jo1 1 .

{a) Se E|Xl| < +w  tem-se para todo n =z 1:
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- ~nk (a)
P(Xn sa)<e M7, quando a < E X; (1.3)

- -nk, (a)
P(X, 2 a) se , quando a = E X (1.4)

{(b) Para todo a € R

-a(a) = %%% % log P(X < a) (1.5)
—Lp(a) s %%% % log P(Enz a). (1.6)

Prova: (Cf. Chernoff (1952) ou Azencott (1980).)

(a) Basta provar que se E X, 2 0 entao

- -nx (0)
P(X, €0)se ™ 7, (1.7)
" pois os outros casos se reduzem facilmente a este. (Exercicio
1.2). Mas
_L (0) ~ ~
e W = inf u(t) = inf a(t)
teR t=0
. Xy tEXg .
pois, pela desigualdade de Jensen u{t) =E e z e 2 1=wn(0)

para t = 0. Ademais, se +t < 0 +temos:
¥ tsn“ X tsn ~ n
P(X, =0) = P(5,%0) s P(e 2 1) <Ee = (u(t))
provando {1.7).

(b) Novamente, basta provar (1.5) para a = 0. A prova de
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Chernoff baseia-se no Lema 1.3 abaixo que é essencialmente o caso
de v.a.'s discretas. Notemos antes que nos casos P(X1-=O)==O
ou P(X; > 0) =0, {1.5) fica trivial. Por isto ja sSupomos

0 < P(X:L <0) e 0< P(X1 > 0) no gque segue.
Lema 1.3. Suponhames r = 1 e xl,..{,xr .reals tais que

i . < < R
min Xy 0 mgx X

e sejam 1 >0 i=1,...,r. Seja

Ent2o, existem ¢ 0 e NN tais que para todo n = N po-

demos encontrar n; (i =1,...,7) inteiros positives t.q.

r
Z n. =n
i=1 i
L . (1.8)
z ny X <0
i=1
.
. i :
' def r Pi
p(nl,...,nr) = n! T > ¢ nT/2 o
i=1 nf

(£ claro que (1.8) implica a validade de -{1.5) com a =0 no

caso de @ concentrada em conjunto finito.)

SX,

Prova: Pels hipotese podemos tomar s € R tal que &= z p; © i
—_—= i ;

r ~
Por Stirling, se n = T Z; © Z3y..4.,Z, BS80 reais positivos
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suficientemente grandes (z! = T'(z+1):
-r/2 r np; z; def
p(zy,..052,) 2 0 T 7" = alzg,..,z)  (2.9)
i=1 i
SX. 85X 5
Tomando-se. z; = np; e .{/? P, e Y tem-se
(1) =
i T oz, =n
i=1 *
- r
(ii) iEl z; %, =0
(iii) q(zl,...,zr) = n_r/2 o

(Na verdade, fica como Exercicio verificar gue, tais Z9seae2y

maximizam g(-) sob as restrigdes (i) e (i1i).)

No entanto, 275-++52, Na0 sd0 hecessariamente intei-
ros. Sem perda de generalidade, suponhamos Xy s xj para 2 =

£Jj=r, e cologuemos:

nj=:[zj] se J=2,...,r ([z] = parte inteira de 3z)

r T
ny=n- En =z,+ % (z, - [z,]).
1 i=2,1 1 522 71 i
Entao r
£ n, =n
i=1 %
r
z n; X. 20
J=1

e ademais ndo é diffcil ver que existe ¢ > 0 e NeNlN t.q.
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se nz N

- n
r/2 o

q(nl,...,nr) = cq(zl,...,zr) = ¢cn {1.10)

0 que implicard a afirmagdo feita. Com efeito, fixando-se a >0

e intervalo limitado I existe ¢y > 0 tal que

av+b av
v v

) e Cl( — ) ©o(1.11)
av+b av |

para todo v = 1, com av+b = 1. (Ver Azencott (1980),Chernoff
(1952).

Conclusao da prova do Teorema 1.2. Queremos provar (1.5) com

a =0 e como notamos,podemos supor P(X1 >0)>0 e P(X1f<0)>0.

Consideremos o seguinte:

12 casg - X; v.a. discreta i.e. existem xq,%p,... com
-]
p. = u(x,) >0 e T p; = 1. Por hipotese existe relN tal
1 1 i=1 1
que
min x. <0 < max X;.
1<js<r 1sjse Y
'k )
se @ (t) = I pg e t¥4 , entdo @ (t) = Py () 2.0/ w(t)
ji=1

para todo t. Pelo Teorema de Dini segue-se que se

X < {t: u(t) < +=} for um compacto entdo ®, —* ! unifor-
k4w

memente em K. Daf deduzimos facilmente

R - (0)
inf @ (£) —— inf u(t) = e o (1.12)
£ t

k4t
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Ja que para k= r g (t) — 4o quando |[t[— w, {Exercicio
k

1.5). Temos entao log(inf ¢, (t)) —— ~% (0). Mas, dado
t k k++o H

k2 r pelo Lema 1.3 +tomamos ¢y >0 e N W t.q. se n= Ny

& Ty,...,n, sdo dados pelo Lema 1.3, temos:
n
P(Xn =0) = p(nl,...,nk) z o n_k/g(inf wk(t)).
Temos entdo

1im % log P(X, s 0) = log (inf @ (t))

-+

=

Para tede k. Fazendo-se k — 4w segue-se (b) no caso X

discreta (a = 0),

Caso geral. Para cada s €N definimos

xés) =g ig , k=1,
iez [y . fiz1 &
k 8’ s
) _ _(s) ;1 n (s) tes (s)

Sejam ainda Xn =5 o1 Xk e ud, a lei de Xl
Logo,

X < xS <x s 1/s (1.13)

k K k -

e temos

R(t) < B(8) = 5 3(t) ,se ta2o0

t/s

e w(t) s'ﬁs(t) < ﬁ(t) se t =0

de modo que ﬁs(t) = e-ltl/s w(tl, para tode t € R. Aplican-
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do-se o Teorema de Dini as fungdes e_!tl/s u(t) e como existem

Bl t]

A,B positivos tais que w(t) = 4 e podemos concluir que da-

do e > 0 existe & *t.q.

inf 4 (t) = (1-e).inf a(%)
t 8 t

e entao

-xus(o) 2-%,(0) + log(1-€)

de modo que por (1.13) "

lim % log P(X, < 0) = lim % log P(fﬁs) =0 =z
N4 _ nve

2 _xu(o) + log(l-¢).

Fazende € tender a zéro obtemos a prova.

Observagoes:

1. O Teorema de Cramer—Chernoff fornece uma definigdo natural
de eficiéneia assintética para testes da forma anteriormente
descrita (exemplificéda com o0 caso Bernoulli). Para esta apli
cagao referimos ao artigo de Chernoff (1952). OQutras aplica-

¢Oes podem ser encontradas nas referéncias mencionadas no fi-

nal do §1.1, incluindo também extensdes deste resultado.

2. Os exercicios 1.3 a 1.8 contdm exemplos de ¢dlculo da trans-

formada de Cramér para algumas distribuigdes em R, bem co-
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mo algumas propriedades basicas e 580, neste ponto, aconse-

lhedos.

3. Suponhamos E]Xll < tm, 0 Teorema 1.2 d4 a existéncia de
1lim % log P(?n € A) quando A é uma semi reta tipo (-=,x]
n-++ow
ou [x,+=) e fornece o calculo de tal limite. Com efeito, &
suficiente tomarmos A = (~»,x] para certo =x ¢ R. Se x=< EXq,
(1.3) e (1.5) dimplicam que % log P(El,1 < x) — -ku(x). Se
EX, < x, pela lei dos grandes ntmeros, P(in £ x)—1 g en—
t830 trivialmente % log P(iﬁ < x) — 0. Na secdio seguinte

veremos uma formulagdo bem mais ampla deste fato.

4. Pela observagao anterior o Teorema 1.2 sé tem utilidade quan-
do Ku ndo é identicamente nula. Caso contrario seriam ne-

cessarios resultades mais refinados.

§1.2. Extensdes do Teorema de Crameér — Chernoff

Com relaggo ao Teorema de Cramér-—Chernoff, ha dois
tipos de extensdes importantes, e gue aparecem de modo natural:
queremos permitir Xl’XZ"“ tomando valores em ZRd , Ou nesmo
em espagos com dimensao infinita; por outro lado também queremos
tratar de variaveis com alguma interagdo entre si, -e.g.‘(Xn,nal)
Cadeia de Markov ergddica, etc. . Na verdade uma generalizagdo
do Teorema 1.2 para rY aparece em Lanford (1961) como uma di-

gressao das idéias 14 desenvolvidas para modelos da mecnica esta
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tistica, envolvendo um grande numero de subsistemas que interagem
entre si. Neste trabalho ficou evidenciado o papel do funcional
"entropla" e idéias basicas nele contidas foram fundamentais para
a posterior formalizagao dos resultados de grandes desvios péra
vetores aleatdrios i.i.d. a valores em espagos mais gerais, df.
Bahadur e Zabell (1979). Um caso particular, e de grande impor-
tincia na andlise de métodos assintdticos em estatistica j& havia

sido tratado por Sanov (1961). Sanov considerou Yl’YZ"" ve—

tores aleatérios i.i.d. a valores em Iﬁd e estudou problemas

de grandes desvios para a distribuigfo empirica de Yy,000,Y 0

Se 6# denota a medida de Dirac em x, entdo esta distribuigso
- n

empirica pode ser escrita como X = % z Xj, onde Xy = by

i=1 J

para todo J=2 1. Trata-se pois de uma extensao do Teorema 1.2,
sendo que Xl,Xz,... tomam agora valorgs ne espacgo das medidas
de probabilidade em w4, Este resultado serd enunciado na pré-
xima secgfo, uwtilizando-se a formalizagao proposta por Donsker e
Varadhan: para uma classe de borelianos A 1o espago das proba-

bilidades em ZRd teremos

1 = .
= log P(X_ £ A) — inf I_(v)
n }g’l VEA m

onde 1w & a lei comundos Y, , e
Iﬂ(v)-_-fg log gdm  se v << e dv = gdn

= +®» se ¥V ndo & absolutamente continua em relagdoa .

Estudo semelhente sobre medidas empiricas
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X = 1

o =]

I &Y. ’ n=z 1, tem interesse bem mais amplo do que
i= b

no caso i.i.d. ., Umn caso interessante é quando (Yn)n21 - for-
ma uma cadeia de Markov ergddica, de modo que com  probabilidade
um En =+ 1 (fracamente), onde u & a probabilidade estacions—
ria. Neste caso trata-se do problema de grandes desvios com rela
¢80 ao Teorema Ergddico para cadeias de Markov. Neste topico uma
referéncia bésica é Donsker-Varadhan (1975), que trata de proble-

mas bem mais gerais.

Wo Capitule 3 estudamos problemas que envolvem a Teo-
ria de Grandes Desvios para processos de difusao obtidos pela adi
gdo de "pequeno" ruido aleatdrio a sistemas deterministicos. Es-—
ta teoria, que estudaremos no—Capitulo 2, foi desenvolvida por
Freidlin e Wentzell (1970). A extensdo do Teorema de Cramer-
Chernoff para espacos de Hilbert e de Banach permitiria um outro
trétamento para os problemas do Capitulo 2, que de certa forma
unificaria os resultados. (Cf.Azencott (1980).) No entanto,razdes
"pedagogicas” nos levam a preferir o método original de Freidlin

e Wentzell em tede o Capitulo 2.

Sejam Xq,X5,... v.a. i.i.d. a valores em :Rd, sen
do W a lei comum. Uma primeira observagao, simples, porém bési
ca e crucial refere-se a0 comportamento de P(')En € A), onde A
é um conjunto convexc. Neste caso f(n) dzf 1ogP(i£ € A) é su-
peraditiva, o que garante a convergéncia de f(n)/n , quando n-++=,
Isto permite que se obtenham facilmente uma cota inferior para

lim % log P(f; € A), quando A ¢& aberto, e uma cota  superior
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quandq A_‘é compgcﬁq,em termos dos limites correspondentes ao
caso de conjuntos convexos, e nos leva naturalmente a uma  outra
'definigaofdé: kutvj ‘generalizando-se o Teorema 1.2. Para que
se tenha um modo de calcular tal ku(.) o resultado’ fundamental
é gue a generélizagao de {1.2) nos fornece exatamente a mesma
~funcdo, desde que -Elxli < =, Esta metodologia & ponto basico
"dos’ resultados de Rahadur-Zabell para espagos de Banach,ou mes-
mo em situacgdes mais gerais (cf. também Donsker-Varadhan (1975)),
inspirados parcialmente em idéias de Lanford (1961). Examinare-
mos & seguir o caso de vetores aleatorios tomando valores em
RY, a fim de evitar tecnicalidades. Entretanto ¢  til
examinarmos a generalidade dos argumentos, ja que isto fornecera

exemplos interessantes, tais como o Teorema de Sanov.

d

Lema 1.4. Seja C =R um conjunto convexe (e portanto Bore-

liano). Entao:

1 _ def
lim = log P(Xn €EC) = 4(C) existe em [-=,01,
n

e coincide com sSup % log P(')En € C).

def
Prova: Fixemos um tal € conmvexo; seja f(n) =log P(fn € Cc) .

(Xl taaat Xn ) (Xn+1 +ooat Xn+m )
P| ~—-—————€cC|P €C

Note gue

p(}*(n €C) P(j—(m € C)

n m

e dusat Faout
_ p(.JL______EE € C, Xn+l Xnem e C)

n m

H

P (i£+m €C),



n-+m n n+m m

. o+, 4% X o q+...+X
pois C é convexo e Xoem = I ( 1 n) PR ( n+l n+m)_
Temos pois f(n+m}= f(n)+£(m) e isto implica (ver eg.Billingsley

f(n) £(m)

n Y1-be m m

(1965)) que

(Obs. Se f(n) » —-= para certo n entdo £{m) > -= “m=n

e entdo o limite é finito.) -

Podemos entao fazer a seguinte

Definicao 1.5. S8eja W uma probabilidade nos borelianos de ZRd.

Definimos xuszmd — [0,+=] via
hu(x) = =inf{L(C): C aberto, convexo, x ¢ C}
(1.14)
= sup{-4(C): C aberto, convexo, x ¢ C}
E facil constatar o seguinte:
Lema 1.6. lu(-) € convexa e semicontinua inferiormente.
Prova: (a) Semicontinuidade inferior. Seja x cerY o a-cku(xﬂ.
Podemos entdoc encontrar C, wvizinhan¢a aberta e convexa de X,

tal que -4(C) > a. Ora, se y e ¢ por (1.14) +também temos

-L(C) = % (y). Isto prova X (x) = lim X (v) i.e. a semi-
M M —_ P
yix
continuidade inferior,

(b) Convexidade. Como LH(') é semicontinua, basta

verificarmos que



Y

o (x) + A (y)
X+y 1 o
ku( > )su—--————z (1.15)
para gquaisquer X, ¥ eIRd. Para isto basta provar que se C é
entao existem C,, C, aber

um aberto, convexo tal gque E%E e C
e tais que

X € Cl’ ¥y € 02

tos convexos tais que
~1(C) s - F (1(Cq) + 4(Cy)) (1.16)
De fato, isto implica (por (1.14))
1
-4(€) = (0, () + 2 (¥))
para tode conjumio C aberto convexo t.g. E%I eCc, e (1.15)
decorre imediatamente, pela definigdo (1.14).
Ora dado C ¢f. acima podemos tomar Cl, 02 abertos
convexos tais que x € Cl, v € 02 e
1 1
5Cy+5C, €C (1.17)

de modo que
e Feeet X

1 n
: c oy 0 [

n

Isto implica

e portanto

1 w 1/1 -
7= log P(le,l £ Q)= E'(E log P(Xn € Cl) +

1
n

X tewot X
n+l "7° 2n =z
ECJG E%ne q.

P(K2n € Q) = P(}'g1 € 01) P(‘xn € 02)

log P(}—[n € 029 .
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Fazendo n = o tem-se (1.16) e a prova do lena.

Para a extensdo do Teorema 1.2 & natural colocarmos a

seguinte:

. q. def a " .
Definicdo 1.7. Sendo 4 € B(RY) = {Besmr": B & conjunto de

Borell), definimos:
R 1 =
A(A) = 1lim = log P(Xn € A) - (1.18a)
n=+4co
a) = Tin £ log P(X,  4), (1.18b)
N

e quando 4(A) = L(A) denotamos por L(A) o valor comum. Seja

ainda

A(A) = inf X (x). (1.19)
xea M

Podemos entdo provar a seguinte

Proposicdo 1,8. {Bahadur - Zabell (1979), Donsker-varadhan (1975))

d
Seja A ¢ B(R ) Tem-se:

(1) -AA) = 4(a)

(2) se I for compacto, 1(a)s ~A(R)

=

(3) Se for compacto e  inf A (x) = inf AL (x) entdo
-]

XchA x€R
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L(a) existe e 4{A) = -A(A)

(4) Se A for uma unifio finita de abertos, convexos,entdo t(A4)

existe e L{A) = -A(4).

Prova: (1) Como 4(A) = ¢(B) se A ¢ B, basta provar no caso

de A aberto. DNeste caso, dado x € A existe § > 0 t.q.

def
C = Bg{x) < A; onde Bﬁ(x) = {y:

y-x| < §&); sendo Bs(x) aberto
e convexo obtemos -Ku(x) = L(Bé(xfﬁs 4(a).
Dai segue-se (1).
(2) Novamente basta considerarmos o caso A c¢ompacto, pois

T(A) < T{A). Queremos provar que
Z(A) = sup (=M (x)).
XEA W

Mas, por (1.14), se a > sup ~lu(x), entdo para cada x € A e-—

XeEA
xiste C, aberto, convexo,e contendo x, tal gue L(Cx) < a.
Sendo A compacto existem Xq,...,% € A (para certo m= 1)
m A
tais que A < E Cp. : deste modo (Exercicio 1.11)
1
- — m .
T(a) s 4| U Ce ] max L(Cx ) < a
i=1 i/ i=1,...,m i

e (2) segue.
(3) Decorre imediatamente de (1) e (2)

{4) Para quaisquer By,---,B ¢ ﬁGRd), mz= 1 tem-se
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I( U B, | = max I(Bi) ' (1.20)
i=1 i=1,...,m
m

L{ U B} = max  4(B;) (1.21)
i=1 i=l,...,m ' ‘

como se verifica facilmente (Exercicio 1,11). Daf, se

m
L(Bl),...,L(Bm) existem entao também &( U Bi) existe e vale
i=1

max L(Bi).
i=l,...,m

. m
Como consequéncia da observagdo anterior, se A= U C;

onde Cq,...,C_  sdo abertos convexos e m=2 1 entdo existe L{4A),

m
e +t(A)= max L(Ci). Por outro lado A(4) = min A(Ci)
i=1l,...,m i=1,...,m

e basta entdo provarmos que L(Ci)=-—A(Ci) i=1,...,my ou se-

Ja podemos supor A convexo e aberto. Por (1) temos -A(4A) =

”

< t(A). ©Para a desigualdade reciproca, o caso ¢(A) = -= é
trivial e portanto suponhamos 4{4) > -o, Para cada ¢ > 0, po-

demos tomar n tal que

[

- + 2(4) = é; log P(X, ¢ A).
€ []

Como wW(R} = 1 (finitale A é aberto, convexo nao &
difieil wver que existe um conjunto compacto e convexo K =4 tal

que

P(X

n, § K,) = (1-¢) P(T, €4),

e entao
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log P(Xn € K.) = log P(')'{'n € A) + log(l - g) =
€ e

= nc(L(A) - &) + log{l - ¢)
def _ )
Ademais,se f£(n) = log P(X€K,). sabemos que f{m + n) 2

= £(m) + £(n) pois X  é convexo. Dad :

fkn) = kne(L(A)—ue) + k log(l-¢€} para tode k=1

f(kne) e aa) - | e llogil~e)

] €

L(Ke) = sup
k

como log(l-¢) + 0 se €-+0, e paracada € >0 (por (2))

-AAa) = =MK) = L(Ks)

obtemos ~A(A)} 2 £(A), concluindo a prova. .

: -
Para que a Proposig¢ao 1.8 possa ser vista como uma ex~

tensao do Teorema 1.2 dois pontos precisam ser considerados:

(i) Quando podemos eliminar a hipdtese de compaccidade em (2)

na Proposigao 1.87
(11) Como *caloular" M ()7
A proposigao abaixo mositra que no caso EIXl[ < =

{em IIRd) lu(-) pode ser obtida pele extensdoc natural de (1.2) +,
(Notagdo: se X,y ¢ Pﬁ, {x,y? denota ¢ produto interno usual.)
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Proposicao 1.9. Seja u uma probabilidade em ZRd. Definimos

a transformada de Laplace u: RS — (0,+=] via

n(t) =f $E% Lax), terd. (1.22)
fRd

Se I[x] ui{dx) < +w, +temos entao

A (x) = sup 4 (4t,x) ~ log u(E)) (1.23)
tERY
Prova: caso d=1. Sem perda de generalidade supomos EX1 =0.
Seja
- def .
AMx) = sup(tx - log u(t)).

Ent@o: (a) M A saéo ambas semicontinuas inferiormente,conve-

xas, com valores em [0,+=].

(1) X(0) =0 = A (0). {Com efeito, pela Lei dos Grandes
Nimeros 4(-€,€) = Q0 ©para cada ¢ > 0 e portanto A (0) = O.
Por outro lado  M0) = -inf(log u(t)) e aplicando a desigual-

dade de Jensen obtemos

log w(t) = 0 = log 2(0), i.e., A(0) = 0).

As observagdes (a) ¢ (b) acima implicam a existéneis
de p,g € [0,+=) tais que *(X) & contfnua em C(0,p) ([0,q),
resp.), vale += em (p,+»} {{q,+=) resp.) e é continua &

esquerda em p (g resp.).
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(Notago: My ), My') denotam como é usual os limites & esquer

da e a direita, resp. quando tais existem.)

Ademais, o Teorema 1.2(a) implica que para cada x > 0,

e € » 0 suficientemente pegueho

L(x~€, x+€) S L(x—6, +=) s -A(x-¢)

de modo que

=%(x) = lim 4L{x-€, x+€)= —i(x—) (1.24a)
€0

Por outro lado, pelo Teorema 1.2(b) e pela Proposicdo
1.8 (item (3)) temos: (x = Q)
“R(x) s lx, +=) s L{x} V 4(x, +=) =

(1.24b)
£ «Ax) v-n(x, +=) .

Ora se x = 0 +temos entao

det
AM(x, +=) = inf M (y) = lim A (¥} = », (xh)
NS u yix = "

pois ku(-) € s.c.i., convexa,e O = xu(o) < Xu(y) para todo

V. Conseqﬁenfemente temos, por (l.24):
MxT) £ A(x) se x>0

Mx) AT s M(x) se x=0

Com isto € facil concluir que p =g e entao tambem

Mx) = A(x) para todo x = 0. Raciocinio andlogo aplica-se a
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x £ 0, provando (1.23) no caso 4 = 1.

Caso geral (d = 1). A observacio Principal, sugerindo uma redu-
¢80 a caso unidimensional & a de que se W € probabilidade em

ﬁCRd) , e AH é definida por (1.14), entdo

xu(x) -inf {4(H): H semiespaco aberto, x ¢ H}

(1.25)

sup{~-t(H): H semiespa¢o aberto, x € H}

Com efeito, pela definigao
Lu(x) = sup{-4(H): H semiespago aberto, x ¢ HJ}

pPois um semiespaco é um conjunto convexo. Para a reciproca pode-
mos supor lu(x) > 0, Seja € > 0 e mogstremos que existe H sg

miespago aberto com x € H e tal gue ku(x)— e = —1(H). Mas o

def .
conjunto € = {y: ku(y) < Lu(x)- €} é convexo e fechado pois

hu(-) é convexa e semicontinua inferiormente. Ademais X ﬁ c.

Ora em ZRd iste implica a existéneia de um hiperplano que sepa-

ra (estritamente) ¥ e C, i.e., existe y ¢ R4 tal que
x,v> > sup e,y) =m
cEC
e portanto se definimos o semiespago aberto
H= {z: {z,7) > m]

temos que x € H e HNC =9, e pela Proposigdoc 1.8 (3) te-

mos
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~4(8) = MH) = inf % (2) = d(x) - ¢,
‘ zcH

o que prova (1.25).

Com (1.25) a redugéo ao caso unidimensional é bastante
simples. Note antes de tudo, que todo sgemiespago aberto que

d

contém x € R & da forma

def d
H(t,r) = {y eR": (t,y) <r}

e
para certo terRY ¢ r ¢R de modo que (%,x) <r.

4 Sonsideramos o funcional (t,-):FdﬂﬁR

Para cada t € R
e seja uy a medida induzida em R pela medida w. Definimos as
varidveis aleatorias (t,X ), n =z 1, que sergao i,i.d. com lei

def :
Wi- Seja ainda kt(-} = % (.) a transformada de Cramer cor-

Yy
respondente (em R). Se

L, (4) = lim % log P({t,X ) € A), para A intervalo =R,
N+ .

ent3o, por (1.25) no caso d =1, se s € R:
Kt(s) = max{sup - 2. (—e,u), sup —Lt(u, +)}
u*s - u<g
e portanto

» ({E,x)) = max {rf%g,xl) -4L(H(t,r)), r<s<1€1,3x -4 (H(~t, —I‘))} )

de modo gue novamente por (1.25) aplicada a w obtemos:



ku(x) = iggz h(Ct,x0)

e entdo pelo case d = 1

Ku(x) = ig%d 'A._t(('t,x>)

= sup 4 sup (s(t,x) - log ﬁt(s))
TER" s€R

= Sup ; sup ({st,x} - log u(st))
teR” s€R ’

= sup , (¢t,x) - log a(t)),

teR

.conc¢luindo a prova. : ]

Observagdes com vistas & extensido dos resultados anteriores para

gspagos infinito-dimensionals.

Nossas discussbes anteriores sdo vdlidas em um contexto
bem mais geral. Na verdade, o método acima descrito é essen-
cialmente o que Bahadur e Zabell desenvolveram paré tratar de
grandes desvios para a média amostral de uma seqlidncia de vetores -
aleatérios i.i.d., com valoresg em espa¢os possivelmente jinfihi—
to-dimensionais. (na seg¢do seguinte veremos uma importante apli-

cagdo, o Teorema de Sanov).

Consideremos Xy,%X5,... vetores aleatdrios independen-—
tes e identicamente distribuidos a valores em um certoe espago ve-

torial topoldgico E, munido de sua g-algebra de Borel B(E),
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Seja w a probabilidade em ®(E) que & a lei comum. Para que
a pripria guestdio faga sentido precisamos antes de tude que in
seja vetor aleatério (para cada n = 1). Também, o métode des-
crito acima baseia-se ma "abundancia de conjuntos convexos. Isto
augere as seguintes hipoteses sobre E e ut (Cf. Azencott
(1980) e Bahadur-Zabell (1979), onde a situagio ¢ um pouco mais

geral.)

(¢c1) E espago vebtorial topoldgico, localmente convexo e de

Hausdorff, sendo B(E) a sua o-algebra de Borel, u
probabilidade em (E, ®(E)). X;,X55... variaveis alea-
térias i.i.d. X : 0= E  onde supomos que o espago

de probabilidade (0,G,P) gzeja completo.

{(e2) Existe C convexo, fechado, C<E de modo que
w(c) =1 eem E é possivel construir topologia mais
fina que a dada em (cl) de modo gue com a nova topolo-
gia induzida C seja um espago polonés (metrizavel,

completo e separavel).

As condigdes podem parecer complicadas, mas alguns exXem

plos ajudardo a perceber os casos mais comuns:

Exemplos: (a) E=RY ¢ 4 probabilidade em 8(E). De modo
mais geral E° um espago- de Fréchet separavel e W qualquer pro-
babilidade em B(E). (Aqui como E j4 é polonds em (c2) po-
demos tomar C =k e usar a mesma topologia ja dada, de modo

que o. resultadoe se aplicaré a qualquer probabilidade u em B(E).
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Obgervacoes: 0 ex. (a) inclui espacos de Banach{ou Hilbert) separa
. 2 o

veis: e.g. cf0,1], 1°[0,1], etc.... que sao importantes para

varios processos estocadsticos, principaluente processos Ceaussia-

nes.

(b) Seja E = mGRd) - {n: BGRd)——*JR//n é medida com sinal

e Inll <=
I Iy N o ‘
onde Inl = n"@RY) + nm®RY) € a variacdo total. Consideremomos em

; a def d ; .
E, que e o dual de Cb(]R ) =& RY— R/ & continua, limi-
tadal}, a topologia fraca* ({(ao invés da variagao total).

Se tivermos C = {n ¢ E: n é medida de probabilida-

def
del = mlﬂﬁd) entdo C é um espago polonds, quande munido da

topologia fraca*. Por isto (c2) se verifica se 4 for uma

probabilidade tal que w(C) = 1.

Nestas notas nao queremos aprofundar muito as questSes
mais técnicas. Por isto, apenas uns comentarios sobre o porque

destas hipoteses:
(1) (c2) pgarante que se X,Y s30 varidveis aleatdérias a va-
lores em € entdo X+Y tombém é varidvel aleatdria. pai, se
~ . . = 1 1
Xl,...,Xh sao variaveis aleatorias a valores em C, Xn= & L X
também o €&,

(2) 0 fato de supor (0,8,P) completo nio impde restrigdo al

guma, como sabemos. Se preferir, suponha que as v.a. Xi;X2,...
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assumem valores em C e ent@o pode omitir esta tecnicalidade.

(3) As condigoes (cl), (c2) permitem a reprodugao das
"mesmas" demonstragoes utilizadas antericrmente. Na verdade o
método foi proposto por Bahadur e Zabell Justamente para tratar
o caso geral; fizemos E =g {inicialmente) para evitar que o lei

tor se preocupasse com aspectos mais técnicos.

Tnicialmente notemos que sob {cl},(c2), o Lema 1.4 va-
le de forma quase idéntica,.bastando acrescentar a hipotese
C ¢ BE), antes desnecessaria. Da mesma-forma, definindo-se a
transformada de Cramer hu(-) por (1.14), o Lema 1.6 continua
valido neste contexto. Observe gue al utilizamos realmente a hi-
poétese de convexidade local (cada ponto possul sistema fundamen-
tal de vizinhancas convexas). Como antes, definimos 1(4) e
T(A) para A ¢ ®(E), através de (1.18) e A(A) €& definido
por (1.19). Com isto, a Proposigdo 1.8 continua valida: de fa-
to, para o item (1) basta utilizarmos a convexidade local para
obtermos o conjunto C que 14 tomamos como uma bola. O item (2)
é idéntico. No item (4) precisamos garantir que dados 6,n exis

te K, compacto convexo, contido em A tal que
P(X, € Kg) = (1-¢) P(X, € A).
Isto vem do seguinte lema de Bahadur e Zabell (1979).

Lema 1.10. Suponha que E,u verifiguem (c2). Entao para todo
A aberto, convexo de E e todo € > 0 existe K compacto

convexo, K S A tal que wu(A\K) < e. (Omitiremos a prova),
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cf. Azencott (1980) ou Bahadur - Zabell (1979).)

Com relagdo a caracterizacao de xu(.) dada pela Pro-
posicao 1.9, o ponto importante consiste exatamente na extensio
de (1.25). Mas isto decorre da possibilidade de separagao (estri
ta) através de hiperplano de um conjunto convexo fechado C @

um ponto x ¢ C, e sob (cl) e (¢2) isto & possivel.

Antes de enunciarmos a extensao da Proposigdo 1.9, fa-

gamos algumas definigdes.

1

Definigao 1.11. Sejam E,u nas condigdes (cl), (e¢2). E' de-

nota o dual topoldgico de E i.e.
E' = {t: E—D R/t ¢ funcional linear, contfnuo}.

(Para t € E', x € E o valor t(x) serd denotado por {t,x),

como é usual,e w* denota a topologia fracs® em E'.)
3

Podemos definir a transformada de Laplace n: E' +(0,+]

via

p(t) = jf St uldx), +tec E'.
E

Como antes log u(t) é convexa e semicontinua inferior-

mente para a topologia w* em E'. Ademais, pelas observagdes

anteriores tem-se a seguinte:

Proposicao 1.9. Se E,u verificam (cl), (c2) e ademais

I | ¢t,x)] w(dx) < += para cada t ¢ E', entdo para todo x € E
E
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A (x) = inf (¢6,x) - log G(t)).
| t€E
Ou seja a hipdtese de integrabilidade das variaveis aleatorias

(t,Xl) com t € E' garante a caracterizacgdo anterior de ku(-).

A utilizacdo da Proposigao 1.9 ( ou Proposigdo 1.9')nos
permite identificarmos ku(-) em muitas situagdes. Alguns exem
plog estdo nos Exercicios. Também nos permite identificarmos o
caso em que esta teoria nao da informagao, i.e. quando Lu(x) =0,
Isto ocorre se e s6 se u(t) = += para todo t ¢ E'\{0}. Veja
os exercicios para exemplos neste sentido. Nestes casos &€ neces
gsiric fazer algo mais refinado, pois % log P(in € A) tendera em
geral a zero, e isto ndo dé quase informagdo sobre ¢ comporta-

mento de P(fn € A) quando n— +=,

H4 um ponto na Proposigdo 1.9' gque precisaria ser me-
lhorado: a hipdtese de compaccidadeno {tem (2). Esta hipdtese
especialmente em espagos de Banach infinito-dimensionais, parece
extremamente restritiva. Entretanto sua eliminag@o baseia-se em
decaimento muito rapido das caudas de u, como € o caso do Lema
6.1 de Azencott (1980) supondo a existéncia, para cada R > 0,
de um compacto Xp tal que P(in ¢ KR) s TR para n sufi-
cientemente grande. No caso de Ifi isto pode ser obtido com a
hipdtese de que u(t) < +» para todo t em alguma vizinhanga
da origem o que implica xu(x) — +o 86 |x] = «. Alguns exem-
plos aparecem nos exercicios deste capitulo. Referimos a

Dangker-Varadhan (1975) para uma maior discussfio sobre a  desi-~
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gualdade Z{a) < -A(K), @ o problema relaciorado da compaccida-

de de {x: Xu(x) £ bl se b < iw,

$§1.3 Teorema de Sanov. Grandes desvios de distribuicoes empi-—

ricas.

0 conteldo bdsico desta segdo, conforme indicado acima,
€ um teorema provado inicialmente por Ssnov em 1975 e que trata

do comportamento limite, quande n— += de

log P|sup an(x) - ax)| < é] onde ¢ > 0, F, é a distribui-
b N, ;
¢ac empirica de Y9s.-.,Y, varidveis aleatdrias i.i.d., reais,

com uma certa distribuicdo F, e G & uma funcio de distribui-

~ def dF
cao em R tal que I = f alr T (x) G(dx) exista. Neste caso
R

ele prova
lim lim < log P(sup IF _(x) - G{x)| < ¢) = 1T (1.26)
e}0 nato I X n

Em particular (1.26) forneceu uma interpretacgdo proba-
bilistica da entropia de uma distribuigae F absolutamente con-

tinua, em [0,1]. (cf. Sanov (1961).)

0 método desenvolvido por Bahadur-Zabell (1979), @
Donsker-Varadhan (1975) que estudamos (parcialmente) na secao

1.2 permite tratarmos a questioc como um problema de grandes des-—

vios para a média asmostral das varidveis By seeesby que  to-
1 n
mam valores no espaco das medidas de Probabilidade em R. Com

isto, também ni3o hd razdo para nos restringirmes a R. Por "sim-

-~
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plicidade" suporsmos Yl’Yg"" tomando valores emn ZRd s mas
tudo gse aplica igualmente se as v.a.'s Yn , n =1 <Tomarem va

lores em um espago polonés. 0Os resultados colocados na mesma for
mulacio da Proposigdo 1.9' podem ser comparades com (1.26). Para
isto veja alguns exercicios do Capitule 2. (Compare com os Teo

remas 2.2 e 2.3.)

Definicao 1.2 (Kullback)

Sejam ™, ¥ probabilidades em ﬁGRd). A informacgao

‘de Kullback de v com relagdo a m & dada por

dv
Iﬂ(v) f flog f dn, se v <<, sendo f=- (%)

Rd dw
(1.27)

+e® , caso contrario.

Logo Ig: mlﬁRd) — [0,+=]. (Heuristicamente Iﬁ(v) grande sig-

nifica Vv muito diferente de w.) Consideramos aqui, como en
1.2, m@®Y = (P g®R?) — [0,1] t.q. P & probabilidade
o-aditival com a topologia w¥, mnele induzida como subespaco

def
{topologico) de nERY) que & o dual de CbGRd) = {f:R@-{BIf e

continua e limitada} com a norma do supremo. (Exemplo (b) de es

pacos verificando (el), (e2).)

1
Podemos entao enunciar o seguinte

(*) Por definiglo 0-log 0 =0 i.e. [ f log fdm [ £ 1og fam.
‘ , [£>0]
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Teorema 1.13 (Sanov (1961), Donsker-Varadhan (1975), Bahadur-
Zabell (1979).

SeJam Yl, oreee Vea.'s i.i.d. assumindo valores em

_ n
re . Sejam ainda m a lei comum desta variaveis e X£==% T by
i=1 i

a lei empirica de Yy5.+.,Y , para cada n =z 1. Entdo:

(a) Para todo A boreliano de mlﬂﬂd):

° . 1 = - 1 = -
I (A) = lim = log P(X. ¢ 4) < 1im 2 log P(X_ ¢ A)s-T_(R)
n e B n Aspe B Xn n
(1.28)

onde I (B) = inf Iﬁ(v).
™ VvEB

(b) No caso de A ser unifo finita de abertos convexos de mlﬂﬂd)
tem-se que

1 —
Z log P(X € A) —— ~I_{(4).
n %8 n Nt n

(¢) Sendo X, = 8y entdo X% ... sdo varidveis aleaté-
n

rias i.i.d. a valores no espago vetorial topologico mGRdL

Se W denota a lei comum entdo

hu(v) Io(¥) se v & uma probabilidade

(1.29)
= +® caso contrario

Também, se b < +=, 0 conjunto {v:kﬁ(v) £ b} € compac-

to, na topologia w*.
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Esquema de prova (Ver, por exemplo, Azencott (1980)}.)

Claramente (c) é o ponto basico. Estamos consideran
d . * def
do E =NR") com a topologia w . Se X, =108 , 1= 1 en-
n

tao as condigles (cl), (e2) se verificam, tomando-se C==m10Rd).

Pela Proposigao 1.9' e Lema 1.10 devemos provar:
(i) (1.29) ¢é valido;

(ii) 'dado T > O existe K, compacto de mlGRd) tal que

P(in 4 Kr) < "™ para n suficientemente grande.

0 item (ii) é mais técnico e referimos a Azencott (1980) ou B-Z
(1979), D-V {1i980). Quanto a (1.29) vejamos inicialmente  que
Lu(v) = 4= gquando v ¢ mlﬂRd). De fato neste caso, pela conve=
xidade local exlste U aberto; convexo t.g. V€ US:mGRd)\mlcmdL
Mas entdo P(Tn £ U) =0 para todo n e obtemos 4(U) = -= de
modo que ku(v) z L(U) = +=, Seja agora V¥ ¢ mlGRd). Da Propo

sicao 1.9, estendida as condigdes ({c¢1), (c2), temos:

xu(v) = feSE%Rd) [ {v,f) - log ﬁ(fi]

sende v, =.f f(x) v(dx). Como w € a lei de &y

. g4 1

a(f) = j’ {fsm w(an) = j ' ef(x) n(dx)
d
R

e temos
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lu(v) =  swp [f fdv - log [ efdﬂ]
rec, ®Y) S RO rY

Para verificarmos que J\.u(v) = In(v) basta supor

In(v) < o, Mas entdo dv = hdm para certa h=zo, e se

fe Cb(JRd)
fde—Iﬁ(v) = [ {(f - log h)dv

e pela desigualdade de Jensen
exp({fdv - Iﬁ(v)) < Iefdn‘

de modo que .
]fdv - logj efam < In(v) ,

provando lu (v) = In(v). Para a reciproca podemos supor }.u(v) <

< +e, Queremos mogtrar gue VvV << 1w e Iﬂ(v) s :\.u (v).
Note que se m ¢ mlCIRd) e f & Borel mensurdvel e li-
mitada entdo existem Epr N =1 em Cb(]Rd) tais que

f g,dn— [ £dan. Daf obtemos
a- |

def : £
H(E) = { fav - log fe am < A (v) < 4= (1.30)

toda f = 0 Borel -mensuravel e limitada. Se #{A) =0 e +o-

mamog f =n IA temos

nv(A) = ).u(v) para todo n i.e., “{A) =0

de modo que v << 1. Seja entic g = e basta ver que

an

fg log gdm = H(leg g) < hu(v) (1.31)



Y.

sejam g, = & I(1/5 < g <n)* Entdc por (1.30)  temos

H(log gﬁ) < hu(v). Fazendo n-— « segue-se (1.31) e concluimos

a prova de (i). .

Comentarios e referéncias adicionais

Resultados como o Teorema 1 de Cramer-Chernoff e Sanov
+8m muitas aplicagdes imporfantes em Estatistica das quails ja men
cionamos uma definigao natural de eficifnecia assintdtica para cer
tos testes de hipdteses. Neste sentido algumas referéncias s&o:
Chernoff (1952), Bahadur (1971), Serfling (1980). Uma observa-
¢80 muito Util (Groeneboom et al. (1979)) consiste em obter, a

partir do Teorema de Sanov, estimativas de grandes desvios para

Y.

- n
certas transformagoes da medida empirica T (% E & ) onde
i

T: Wy (R — RE

é semicontinua inferiormente. Na verdade a hi-
potese sobre T 7pode ser enfraguecida permitindo T s.c.i. com
relagdo a outra topologia gue & mais forte do que a w* (cf.
Groeneboom et al. (1979)). A utilidade de tais observagbes con-
siste, por exemplo,no tratamentc de estatisticas como "médias

truncadas" e outras que se¢ impdem pelo aspecto de robustez.

Bahadur—-Zabell (1979) contém também varios exemplos in
teressantes onde as v.a.'s Xn tomam valores em espagos funcio-
nais, i.e. s3o processos estocasticos. Exemplos importantes sao
processos gaussianos tais como o "movimento browniano", a foilha

browniana, o processo de Ornstein-Uhlenbeck, e outros. Na verda-
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de os Teoremas 2.2 e 2,3 no prdximo capitulo poderiam ser
tratados desta forma, ¢ que de certa forma unificaria as Teorias 2
Cramer-Chernoff (que se referem a médias de variaveis i.i.d.. e
as estimativas basicas da Teoria de Freidlin e Wentzell sobre "pe~-
quenas perturbagdes aleatdrias de sistemas determinfsticos. Para
este enfoque referimos a Azencott (1980), gque trata de situagdes

tecnicamente mais delicadas do que a que discutiremos no Capitu~

lo 2.
Donsker e Varadhan (1975-76) tratam de grandes desvios
. I 1 4 -
para medidas empiricas a 151 SYi onde (Y'n)nzl € um processo

de Markov. Também examinam processos a tempo continuo i.e. tra-
ta—se de obter o comportamento assintdtico das "medidas de ocupa

gaof Wi » dadas por “t(A) = %=j¢ IA(Yé)ds, quando t = e,
o

Extremamente importantes sfo as conexdes com problemas de equa-
¢oes diferenciais parciais (Varadhan (1975)), mas, infelizmente,

nosso Pequeno curso nao comporta uma discussac de toda esta teoria.

Uma consulta a Lanford (1961) é altamente recomendada;
suas idéias basicas, 14 apresentadas como uma mera "digressao"
foram importantissimas. Ademais é interessante notar como, mais
uma vez, a Mecanica Estatistica tem um papel importante no desen
volvimento da Teoria de processos estocasticos; isto alids vem
desde Beltzmann e Gibbs. Uma introdugac ao estudo de sistemas
Markovianos motivada por este enfoque é encontrada no texto "Int,
a0s Slst Markov1anos..." 59 SINAPE(1982) de A Galves, A.Noguei-

ra e M. Vares.

Finalmente uma observacgac mais tecnlca. A relacao en-—
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tre log u(t) e Lu(-) é conhecida come dualidade de Legendre

no contexto de fungdes convexas. Ume referéncia seriat: R.

Rockafellar. Convex Analysis. Princeton Univ. Press (1970).

Exercicios.
1.1 8eja M(+) definida por (1.2). Verifique que xu(.) e
convexa e semicontinua inferiormente, assim como a fungao

1.2

1.3

(b)

log it R —+(==, +=],

Seja ® a lei de uma v.a. X, Mostre gue a transformada
de Cramér (1.2) da lei de Y=-X e Z=3%b & respectl
vamente XY(x) = ku(—x) e Rz(x) = Xu(x+b). Conclua que

() no Teorema 1.2 decorre de (1.7).

(a) Mostre que se X, & v.a. Bernoulli com probabilidade
de sucesso p (0 <p <1), enti8c a transformada de Cramer

{dada por (1.2)) é:

AMx) = x log(x/p) + (1-x) log(%ﬁf) se D0<x <1
= -log v se =1

= =log(l-p} se x =0

= 4o se x ¢ [0,1]

Calcule entdc hu(-) quando § = pd, + (1~p) 6, e a<h

sao reais, com 0 <p <1,



(c)

(a)

1.4

1.5

1.5

1.7

1.8
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Ache X, quando 1 € a distribui¢do exponencial média o

ie., afdx) =g e™%% (0, 4a) (%) dx.

Ache ku gquande y & a distribuicdo normal com média e

veridncia oZ.

Verifique a relagdo (1.11) e entao deduza (1.10).

Mostre que se u{0,+=) > 0 e u(=-=,0) » 0 entdo existem

]
A,B positivos tais que (%) = A eBltl para todo t.

SejJa X wv.a. tal que E[X| < +e. (a) Se u & a lei de
X mostre que ku(EX) = 0, (b) Motre que se [a,b] for o
menor intervalo fechado I & [-», +»] tal que P(Xe I)=1
entdo ku(-) é finita e continua em (a,b), e lu(E) = o
x>»>Db ou x<a. No caso a ou b finitos examine o
comportamentc nestes pontos. {Sugestdo: utilize o Teorema

1.2).

Seja W probabilidade em R com j’(x) w{dx) < 4=, N0 &
diffcil provar que ﬁ(t) = +o para todo t > 0 equivale g
Ku(x) =0 para todo x = 0. Utilize isto para dar exemplo

em gue xu = Q.

Suponha X v.a. com lei W tal que {I(t) < += para todo
t ¢ (~5,8), para algum & > 0. Mostre que A"(EX) > 0. Que

significa isto para as estimativas obtidas?

]
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1,9 Utilize o resultado citado no final da segao 1.2 conclua
que se | For uma probabilidade em BY com ((t) < +e pa
ra todo t em alguma vizinhanca da origem, entao para todo

A Boreliano temos

—A(E) < 1im % log P(Xn ¢ A) s 1im 1 log P(Xn e 4) = MR
- ne U
e

onde  X;,X5,... sdo i.i.d, com lei u e A é definido

por (1.19).

1.10 Dé exemplo nas condices do exercicio 8, de wum  boreliano

A tal que

. 1 =
1im = log P(X_ e A) = ¢(4)
Ii=o n g n )

exista com ~-A(A) = 4(A), mas A(E) £ A(R).

{(Sugestdo: utilize exemplo do exercicio 3.)
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capfTULO 2

PEQUENAS PERTURBAGOES ALEATORIAS DE SISTEMAS DINAMICOS

— TEORIA DE FREIDLIN E WENTZELL ——

§2.1 Introducdo do modelo. Estimativas basicas

Neste capitulo estaremos considerando processos de difu

- x - : .
sd0 enm ZRd, Xe(+), definidos por equacao diferencial estocas—

tica

I

ax(t) p(X(t))at + edu,

(2.1)

i}
»

X, (0)

onde €>0, xe¢RY & o ponto inieial, (Wt) € um movimento
Browniano (padrao) em Ry i.e. = (w%,...,wd t =z 0 onde os
Wt sao movimentos brownianos reals 1ndependentes (padrao) e o

campo de vetores b: ZRd-wdlﬁd verifica:

(a) Iv(x) - b(y)| = Klx-y|; =x,y ¢ RS
(2.2)
() Ib{x} = K(1+[x|); x ¢ ®4

sendo [+| a norma Euclideana em R% e X uma constante positi
va e finita,
Como & bem sabido, as trajetdrias t — W. (¥) ndo sdo

dlferenclavels {com probabllldade um) e (2.1) € entendida como
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uma equagdo integral

x v x
X (t) = x + J b(X, (s))ds + e W, t20.
0

(Para as propriedades basicas do movimento Browniano ha
muitas referéncias entre os livros-textoa de processos estocas-
ticos existentes (e.g. Breiman (1968)). Para as equacoes dife-
renciais estocasticas de Tto citamos, por exemplo, o Capitulo 1
do livro de Ikeda ¢ Watanabe embora hajam muitas outras referén-

a . g a
cias disponiveis.]

Estamos interessados na analise destes processos guando

- ~ X
€ € pegueno, e entao Xe(-) pode ser pensado como uma "pequena'
~ .o . A X ~ 1
perturbacio estocastica do sistema dinamico X (), solugdc (C7)

de

x(t) = plx(t))

(2.3)
x{0)

il

X .

x

De fato, se observarmos XEC-) durante um intervalo 1i
mitado [0,T], (T < +=), com grande probabilidade veremos uma
trajetéria que embora oscilando muito mantém-se proxima & de

x L I .
¥ (+). Mais precisamente, & fécil constatar que dado & » 0

P (sup IXi(t) - Xx(t)] > 6)-—*——* 0
tsT elo

para tode x GIRd. Na verdade, a convergéncia ¢ uniforme em b4

e ocorre rapidamente (decaimento exponencial). Este fato, muite

simples, e que Justifica o adjetivo fpequeno" acima,decorre das
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" seguintes observagdes: por (2.1) e (2.3) +temos:
x x t X x
Xe(8) = X () = [ [6(Xg(s)) = B(X (s))7as + ew,
0

de modo que por (2.2)

X X t x X
I, (t) = X (£)] = KIO [Xg(s) = X (8)lds + elw,]

e entdo, pela desigualdade de Gronwall:

X X KT
sup [Xg(t) - X (t)| s e e sup |w,l. (2.5)
t=T =T

Por outro lado, como é bem conhecido (exercicio 2.1):
1
P(sup W] > m) = dP(sup W] > n/d) =
t&T =T :
1
< 2dP(sup W, > n/d)
=T

(2.6)
s 4aP(uy > n/a)

1
< haP(Wy > n/a/T),

onde Wl tem lei normal com média zero e varidncia l, i,e.,

=

2
u(du) = - o7 U /2 du. Por (2.5), (2.6) e como

NI
+‘°
2 2
j, U /2 du = % o™X /2 se x>0 {(2.7)
x

obtemos

P(iug ]Xf(t) - Xx(t), > §) = Cq e-c/22 - (2.8)
<
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onde C, C:L ga0 congtantes positivas (dependem de T, K, 3§ e a).

a def a . .
se c¢({o,7], R*) = f{y: [0,TI—=R"/y ¢ continual com

a métrica pT(x,y) = OSEPT 1x(t) - y(£)|, (2.8) fica:
<i<

2

X X '
Plpp(Xgr X ) > 8) = Cq e~C/¢ (2.8)

Ou seja, se 4 for um Boreliano de
not d N .
cto,T1{ = c¢(f0,T], R®), a uma distdncia positiva da trajetoria

X N x
deterministica X (-), entfo a probabilidade de Xe(') pertencer

a A decal exponencialmente a zero guando el0, ou seja, 0

evento [Xt ¢ A] representa uma situagfo de grande desvio (e}0).
4 pergunta que se coloca & de como melhor avaliar as probabilida-
des de tais eventos raros de modo gue possamos comparar P[Xte Al
e PEXi ¢ Bl,para A e B ambos afastados da trajetoria deter-—

x
minfstica (X (t): 0= t s T),

A preccupagao com um tal estudo pode até parecer estra
nha a primeira vista, ja gue de modo geral estamos interessados
no que ocorre com probabilidade um, ou tendendo a um. Entretanto
08 problemas mals interessantes com relagac a esta classe de pro-
cessos referem-se ao comportamento ao longo de intervalos de tem—
po que podem {e devem) se tornar arbitrariamente grandes quando
€}0. Exemplos tipicos sdo as guestoes referentes a medidas inva-
riantes, ou o preoblema de como XB(-) escapa de um dominio D in
variante para X(+), quando a trajetdéria deterministica seria

atraida a um ponto, ou a um compactc em D. Neste caso, o tempo
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necessario até esta safda € outra variavel importante. O que a-
contece entao € que no estudo do comportamento tipico de X, ()
em intervalos cujo comprimento tende a infinito, serda  indispen-
sdvel podermos avaliar e comparar ag prohabilidades de eventos
raros; ai "grandes flutuag¢des" com relagdo ao comportamento mais
provavel em intervalos [0,T] com T fixado, realmente ocorre-—
rio, originando um comportamento totalmente distinte do sistena

determinfstico.

0 método que passamos a descrever -foi desenvolvido por
Freidlin e Wentzell (1970, 1972, 1984)(1), gozando de uma profun
da analogia com algo bem mais antigoglo nétodo de Laplace para

estimar integrais da forma

b -1
I et £(x) g(x) ax {(2.9)
a

gquando &0, onde f,g s3o0 fungdes reais continuas e g > 0.
De certa forma sua teoria requer uma "versdo infinito — dimensio-

nal" do método de laplace. No caso de f assumir o minimo em um

linico ponto x,» e sendo U < [a,b] wvizirhanga de Xy € muito
gimples verificar que, quando e{0
(2.10)
-1 -1 .
et f(x)g(x)dx/[ e ¢ (x) g(x)dx + 0
[d,b1\U U {exponencialmente)
H]

De fato, sejam mM t.q. 0<m<g(x)sM em f{a,b] e

(1) As referéncias aos trabalhos de Freidlin e Wentzell serao in-
dicadas por F-W(...).
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seja m > 0 “tal que min  £(x) = £(x ) + n; temos entao
[a,b]\U
_E(xp)4n
-1 €
e”® f(x)g(x)dxs(b-a)M e 3 (2.11)
La,bI\U

por outro lado, se (xb—B, x°+6) cU e fiy) = f(xo) + n/2
para |y-xol < &,  teremos

_ Tlx,) + /2

f; e'edlf(x) g(x)dx = 25me € (2.12)

de modo gue a razdo sm (2,10) sera majorada por £§%%2ﬂ e—n/2e

verificando (2.10).

Obs. Na verdade o que temos acima &

fs]
-1
on f "¢ {x}) glx)dx ~ e"lf(xo) gquando e— 0.
a

A existéncia de uma coisa analoga para o calculo de
x .
P(Xe € A), onde A & um Boreliano de C[0,T] a uma distdncia
. pd
positiva da trajetéria X (-), permitiria investigar quais por-
goes de A mais contribuem para esta probabilidade. i.e., per-
mitiria saber da existéncia de fungdo ® ¢ A tal que se U <A

é vizinhanga de " entdo

S x
P(Xg € U| X, € A)— 1 quando ¢ — O,

Para tanto, a idéie basica de Freidlin e Wentzell con-
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siste em determinar a existéncia de funcional S em ¢[0,T] <al
que P(pT(Xe,m) < §) se comporte como exp(—é"28(¢)); isto su
geriria entdo uwa maior concentragac da Probabilidade em vizinhan

¢a das fungdes que minimizam S(.). MNote que por analogia com o

método de laplace precisarfamos:

(a) cota inferior para P(X, € B(®))

(b) cota superior para P(Xe € AN\ B(g))

de modo andlogo a (2.11) e (2.12), onde B(®) denota vizinhanca
de @ contida em A. Nos Teoremas 2.1 e 2.2 abaixo, verifi-
caremos que isto funciona em um caso bem particular: quande b=0,

X
ie, Xo=x+ €W, sendo S(¢) dado por

T
s(g) = % I' |¢(s)|2 ds se ¢ absolutamente continua
0 e o{0) =x
= 4= caso contrario.

0 caso geral quando b(-) wverifica (2.2) serd obtido
facilmente, jd que neste caso a transformagao que leva (ve: t=T)
em (X (t): t=T) ¢ cont{nua. ¥ esta, na verdade, a razio para
nos limitarmos, neste curse, & classe de difusSes onde B(:)} veri-
fica (2.2), ndo depende de ¢, e o coeficiente de difusdo € cong

tente, Resultados mais gerais, envolvende difusdes do tipo

avy(t)

Il

bV (£))dt + ea(Y, (+))av, ,

x
Ye = X
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podem também ser obtidos (F-W (1970), Azencott (1980», mas para
os pontos que desejamos enfatizar no curso nao ha necessidade de
tal sofisticagso; as idéias basicas ja est@o contidas na situagao

gue estudaremos.

No trabalho de Feynman em Mecdnica Quantica (Feynmana,
Hibbs (1965)(*) ), existem construcdes em certo sentido seme

lhantes. L& aparece enifio um fuacional, chamado funcional de

acio, e gue na descriglo do sistema qudntico tem um papel de cer
to modo analogo ao - S(®) descrito acima na Teoria de Freidlin e
Wentzell. Por esta razfo, eles chamaram 2 s(p) de funcional

de agao para Xs(-).

Antes Qe provarmos os resultados sobre X (t) = € W
talvez seja conveniente definir o gue foi dito acimé em um con-
texto maig geral. Isto serd de utilidade, pois evitara trabalho

adicional para tratar das difusdes Xi(-) a gue nos propusemos,for
necendo ‘também um grande nimero de aplicagoes bem como permitindo

tyiglumbrarmos" o potencial da teoria.

Antes de tudo, nossas afirmagdes referem-se a probabili
dades de eventos [X_,¢€ A] onde A € um conjunto de trajetérias.
(Boreliano de C[0,T1). Ou seja, referem-se as medidas de proba
hilidade Pﬁ em ¢[0,T], onde Pi & a lei do processo Xi(-).
Deste modo o problema pode ser colocado no cendrio de uma familia
dé medidés de probabilidade (ue: € > 0) em algum espago métrico
(M,p). A idéia de u, representar uma pequena perturbagao esto-
chstica de um "sistema determin{stico" (M espago funcional} &

expressa pela existéncia de x_ € M tal que
0 q

{*) Quantum Mechanics and Path Integrals, McGraw Hill.
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we {x: p(x,x ) > 8} = 0 !para cada s > 0.

Definicdc 2.1. Nas condig¢des acima, se Aoz 0 e Mg F 4w

quando €l0 e S: M — [0,+=], diremos que e S(+) é funcip

nal de agao para {ue} » se:

{(0) ¥ s>0 #(s) = {p: s(p) =8} & compacto ;

(I) ¥ 6>0, ¥y>0, ¥pcl, existe ¢ >0 t.q.

0

wela: p(p,q) < 8) 2 exp [-A(e)(S(p) +v)};

(II) %+ §>0, #y>0, ¥s5>0, Te, >0 t.q.
uelar pla, (s)) = 6) < exp(~2 (s-y)) se esec, .

Tipicamente M sera um espago funcional (C{0,T], no nosso ca-

so) e (Ye)e

sendo sntao Mg 2 lei (ou distribuicdo) de Y

uma familia de processos com trajetorias em M ’
"

E claro que A. e 8(+) ndo estdo univocamente deter
minados. Entretanto pode-se provar gque uma vez fixado Ke entao

o funcional de agac S(-) fica univocamente determinado (Exer-

ciecio 2.2).

A condigdo (0) ndo é uma tecnicalidade & toa(l); ga~
rante que se A for um conjunto fechado e disjunto de &(s)
(i.e. com S(p) >s vpara cada p ¢ A), entdo existe & > 0

tal que po(4, 8(s)) = 5, de moda que (II) fornece cota supe—
T

(1) Compare com comentarios no final de § 1.2.
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rior para ue(A). 0 leitor logo encontrard outra maneira de ver
igto pois (0) garante que § atinge o minimo sobre qualquer
conjunto fechade (Exercicic 2.3). Observemos também que no caso
X completo, (0) egquivale aos seguintes requisitos: para cada

p=>0

{(0-a) &#(s) é relativamente compacto

(0-b) &(s) ¢é fechado {ou, eguivalentemente, S(.) ¢&
semicontinua inferiormente).

{ver Exercicio 2.4).

X
Voltemos a considerar os processos Xe(-). Por enguanto
examinaremos o caso X (t) = eW, i.e. b =0 (agui x entra

apenas para uma translagdo e por isto faremos x = 0),

Definimos, para cada T > 0 o funcional ST(-) em
clo,T], via:
T
% I Et'n(s)]2 ds, se ®{-) for absclutamente
0

Sple)

I

continua e w(0) =0
(2.13)

caso contrario.

I
+
B

Provaremos entao gue =2 Sq é funcional de agdo para

(e We: 0= t=T) conforme o seguinte:
Teorema 2.2. (F-W (1970), (1984))

fa) Para todo 8§ >0, y>0, e O0<K <+», existe ¢, >0
_ o )
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tal que P(pn(X_,9) < 5) = exp -1 (8ml0) + ¥);  se
T e ;? T

¢ <&, ®cClO,T] e T+ 55(v) <Ky

() se §T(s) = {9 € cL0,T]: 9(0) =0 e Sp(®) & si, entao para

todo 8>0, ¥y >0 e s, > 0 existe ¢, > 0]
P(pp(x®, #(s) 2 5) = exp {-(S—'zh} se €<c¢, e 555,
€

{c) @T(s) definidc em (b) ¢é compacto em C[0,T], para cada

8 < +=,

Observagoes:

1. Em muitos cagos T estara fixo e nao havendo possibilida=-

de de confusdo sera eliminado da notacgao.

2. A condig@o contida no item (b) do Teorema 2.2 & equivalen—
te a condig@o (II) da Definigdo 2.1 (embora possa parecer
mais forte a primeira vista), conforme o leitor - verifica-

ré facilmente.

Prova:

(a) Como Sp(9) < += temos que ¢ & absolutamente continua,
T

9(0) = 0, i.e., o(t) =f o(s)ds, e JT lo(s) 12 as =
(o] (8]

= 2sT(cp) < 4w,
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Dada uma tal fumgac % denotemos por ze(t), 0st=T 0

processo W, - el %, » de modo que [(PT(XE,_¢) < Bi} =

=|%up elZe(t)l < ?]. 0 Teorema de Cameron-Martin-Girsanov  nos
t=T

diz que a lei de (Wf -e gt Osts T) € absolutamente con
tinua com relagdo a de (Wt: 0O<+tsT) e aderivada de Radon
Nikodyn ¢é

T 2 T )
Le) = exp(=e™ [ Go(s), aW) ~ G- [ [6(s)12 as).
0 0

Dai obtemos facilmente

P(py(X%,9) < 3) = P(ilslg elz (t)] < 6) =

= f L(w) P(quw) = o (2.18)
[ep 1ol <]
- T
= exp(-¢2 5(1)) f exp {—e'lf (w(s),daw 2 P{aw)
' E'Jscgglewtl <] 0

Dados & > 0 e K, * 0

P{sup |cW£I z2 §)—+ 0 quando € — 0
tsKo

e portanto tomemos eé tal que

P(sup |ew.| < 8) = 2 s €<c¢_.
tsk = © 3 o

Por outro lado, se c * O
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T
P(e_lI (w(s), aw ) = ¢ e J55(9))
0

T
< B[ (o(s),aug)? > o2 5,(®))
0

s 2/02_ pela desigualdade de Markov,

. T 2
pois E I (w(s),dws) = ZST(w). Tomando por exemplo ¢ = /6
' 0

obtemos

T
1/3 < P[ 3‘;’2% eW_t,< 5, e“lf (w(s),aw ) < ¢ et JST(ep) }
0 :

e portanto por (2.14) ‘temos:

P(pp(X,,®9) < 8) = 3 exp(~e72-5,(9) - 06™% S5 (@)

se € < c; e T« Ko' Agora,dado y > 0, tomemos €, < e;

tal que

% exp(—s-l NBK )> exp(-y e2) se es €, -

Com isto obtemos a prova de (a).

(b Seja N inteiro z 1 e consideremos para cada € > O o pro

. N ) ,, S
cesso estocastico Pg » cujas trajetorias consistem em linhas
poligonais ligando os pontos (%?, € wkT/N)’ k=0,1,...,N. En

tao0, para cada s,%,y >0 ¢ para cada N = 1:
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_ (2.15)
P(pp(X,, 3(s)) = 8) < P(py(X,, p1)>6) + P(sp(00) > s),

Estimemos pois cada um dos termos no lado direito de

(2.15). Temos:

N tN
P(p(X_, P.) > 5) s BP| sup |eW,- & == W, [z &
T fe? ~¢ t<T/N t T /N

s NP| sup IW£| > 5/2¢
+<T/N ]

s 4dN P(Wi > 8/N/2d¢ JT),

onde na primeira desigualdade usamos a estacionariedade dos increg
mentos de (W£) o que implica serem as variaveis (i = 1,...,N)

sup IeW{ - pi(t) identicamente distribuidas; a se-
{(i-1)T/N=t<iT/N

gunda desigualdade é dbvia e a terceira vem de (2.6). Utilizan-

do-se agora a desigualdade (2.7) obtemos (como em (2.8))

_ &N
N 4AN 2ed /T deTe2
P(pm(X.,p.) > 8) = =, =— W e (2.16)
T %e*>e¢ d@;ﬁ & N
e dail
2
_1 & N
8 .2,.2

2 -
N
P(pp(Xpg)>9s 8 /1 ¢ ¢~ 47T€

2 - =
2 g -8 _f2e )

(2.17a)

se N > hdszo/ﬁz, e Go >0 for suficientemente pequeno,
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para todeo 8 ss,, se €s e Por outre lado

N

s(pN)—_-£ T N|w - W 12
e/ =2 5 e/ - Wyl s

sendo gue A/ﬁ'(WkT/N - w(k-l)T/N)' 880 vetores aleatdrios indepen
dentes e identicamente distribufdos; a lei de cada um & Normal
d-dimensional, o vetor de médias é O e a matriz de covariancias
€ a identidade. Logo
dN
2
b Izil

ST(P ) tem a mesma distribuicdo que
€ i=1

£
2

onde Zl""’sz s8o v.a.'s reais i.i.d. conm distribuigao Nor

mal de média O e varifncia 1. Ademais, se 6 < 1

2
82, g-1 2
Ee ="1—r e ¢ dx = Cp < +=
J2n R
(Exercicio 2.5) e entdo
dN
) 2 8s
N 5 T |z.]
P(ST(PE)‘-"S)=P(821=1 1 >e:£
N
< @ [ (c )d
8
_ & (1-9)s
&2 e2 an
< g e Ce .

Mas entdo fixando N conveniente pela desigualdade anterior e to
mando 6§ +tal que 1-8 < 7/256 teremos P(ST(plE) >g) s

2 2 2 2
S cgN e~s/¢ eY/e . Temando ":3 >0 t.g. c(g‘N eY/e & %— ev/e

para ¢ s ¢ teremos:
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(s—;)
P(sT(pf) > g8) = % e ¢ {(2.171)

para todo s < s, © €= eé. Entdo, (b) segue de (2.15)

{2.17a) e (2.17b).

0 {tem {c¢) decorre facilmente do Teorema de Arzela-

Ascoli e da semicontinuidade inferior de ST(-). (Exercicio 2.6).

0 caso de processos de difusao Xt dados pela equagao
(2.1), onde o campo de vetores satisfaz (2.2), pode ser tratado
semelhantemente ac que foi féito acima mas, talvez seja mais pra-
tico notar duas coisaz: (a) a solugdo (Xi(a)) de (2.1) pode
ser obtida por uma transformagdo continua das trajetdrias de
(cW%); (b) se temozs % uma transformagdo continua entre dois espa-
cos métricos M, M e em M temos uma familia de probabilidades
(ue) descrita por um funcional de agdo A S entio as medidas in
duzidas em M pela @ sao descritas por um funcional de agao ob

tido do anterior por uma regra simples.

0 Téorema 2.3 abaixo verifica {b).

Teorema 2.3. Seja (ue) uma familia de probabilidades em um eg
pago métrico (M,p) e supomos que-d comportamento guando ed0 €
descrito (no sentido da Definigao 2.1) pelo funcional de agao
LGS(-). Se B & uma transformagdo continua de (M,p) em ou-

tro espago meétrico ‘(ﬁ,S) e v = Mg B~L entdo Ke§(-) define

um funcional de agao para\ v, (quando eLO), onde
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8(y) = inf{s(x): B(x) =y}

1l

+o ge y ¢ B(M).

Prova: Fica como exercicio, ja que a verificagdo das condigdes

(0}, (1) e (zI) & simples rotina. (Exercicio 2.7).

Proposicdo 2.4. Suponhamos que b:ZRd-—*ZRd verifique (2.2), Po
demos entao definir, para cada x EJRd, a ‘transformagao
B : Cf0,7] — cl0,T] via' B, ® = ¢ seesése §{ éa (dnica)
“solugdo de

t :
() = x o+ J’ b(§(s))ds + o(t), 0=tsT (2.18)

0

Ademais B, e injetiva e

-t .,
Bl y(t) = y(t) -j b(4(s))ds - x | (2.19)
' 0
e, se K é a constante de Lipschitz para b(.) entdo KT é

constante de Lipschitz para Bx’ independentemente de x EZRd ’

i.e.,
Pp(B. @, B %) s efT o (9,8) (2.20)
Tvx Y Oy T Y *
Prova: (2.2) garante a existéncia e unicidade da solugdo de

(2.18).  (2.19) é imediata da definig¢do de B_ e (2.20) decor

re da desigualdaﬁe de Gronwall aplicada a
t
I3, 0(6) - B, §5)] < [ [30(s) - BE(s)las + fols) - §(v)]
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para todo t € [0,T], o gque por sua vez, vem de (z.2) e (2.18).
n

Como conseglidneia desta proposigao e dos Teoremas 2.2
e 2.3 podemos definir um funcional de agdo para os processos de
de difusao Xi(-), obtidos comec solugdo da equagdo  diferencial
estocastica (2.1). De fato se (wf)tsT & um Movimento Browniano
padrio em certo espago de probabilidade (0,6,P} entdo

X (w,+) = B (e W, (a)

¢ o processo de difusdo que nos interessa, i.e. se Pc € a lei

de (eW,:0stsT em C[O,T] entdo PL=B,e Bl éa lei
do processo em questdo. Mas entdo ¢ imediato dos Teoremas 2.2
e 2.3 e Proposigao 2.4, que definindo:
T
X 1 . 2
Spl®) = > [ lo(s) - b(w(s))| ds se @(0)=x e @ absg
0 lutamente continua
= += ' caso contrario,
entdo g2 Sx(.) ¢ funcional dera do0 para (Px) no sen-
o G b e g0 !

tido da Definigdo 2.1.

Uma pergunta bem natural refere-se a possibilidade das
estimativas dadas por (I) e (II) independerem de x. Nos  casos
gue estamos examinando realmente hé uniformidade em x. Para melhor
precisarmos esta afirma¢io comecemos por eliminar o ponto ini-

cial x da nossa definigdo do funcional de agdo, colocande sim-
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plesmente

T
1
3

0

+m caso contrario ,

. 2 :
#(s) - b(e(s))|"ds se ® absolutamente
continua

Sp(e)

" (2.21)

definindo entao:
tnls,x) = fv € ClO,TI: ®(0) =x e Sp(@) = s3.

(Omitiremos o T quando ndo causar confusio.)

Como a constante de Lipschitz em Bx pode ser  tomada
independentemente de x, ¢é fdcil concluir que, (I) e (II) de-
vem valer de modo uniforme em x. (0) também pode ser reforca—-

da. Mais precisamente, vale o seguinte:

Teorema 2.5, Suponhamos gue b(.) verifique (2.2) e'seja Xi(-)
a solugao da equagdo diferencial estocdstica {2.1). Se para cada

T >0, S8, & definida via (2.21), temos:

T

(O)L1 Para cada K compacto cpd s, © conjunto

{o: 9(0) € K e Sp(®) £ 8] & compacto em ¢[0,T].

o Paracada 6§>0, y>0 e sy > 0 existe e, > 0

tal que

(1)

P(pp(Xe(+),8) < 8) = exp(-e2(s(e) + v))

para todo ¢ s ¢, xeRrd e 9 e @(so,x)
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(II)u Para cada 6 >0, Y >0 e s, >0 existe e, >0 tal

que
P(pp (X , 3(s,x))26) < exp(~¢ 2 (s-¥))

para todo s = 8ot e<e, e Xx GIRd

Prova. (I)u e (II)u saem da prova do Teorema 2.3 desde que

as B, +t&m constante de Lipschitz gue independe de x, e se P

X €

. . - X o -
e a lei de (ewf)OStsT em ¢C[O,T] entao P, = P o BX:L , Dpor

(2.1). Para (0).. observe que a transformagao

u
n: B x {9 € ¢L0,T]: 9(0) = 0}— [ € cL0,T]: v(0) = x}

definida por h(x,9) = B, @ é um homeomorfismo.

§2.2 BSaida de um dominio

Seja D cRY un domfnic limitado e cuja fronteira, dD,
seja de classe c? (para evitar tecnicalidades, mas nZo precisa
tanto). A questzo bdsica que agora discutiremos refere-se ao mo-
do como as trajetdrias de Xi saem de um tal dominio. Ou seja,

.8e definimos

iff{t > 0t X,(t) £ D}

3
13

{(2.21)

4+ se tal conjunto for wvazio

ent8o perguntamos:
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x ,
(a) OQue podemos dizer sobre Xe(fi)? (isto é, por onde

x
X'(-) escapa de D?

. X
{b) Que sabemos sobre as v. aleatdrias Te ?

£ bom contrastar pelo menos duas situagles drasticamen-
te diferentes: (i) a situagdo em que as trajetdrias do  siste-
ma nao perturbade X(t) sempre saem de D em um tempo  finito,
conforme ilustrado na Figura 2.1. Neste caso a resposta a (a)
e (b) nada tem a ver com grandes desvios; sabemos que para cada
T>0 e 5>0 P(pT(Xe,X) > §) — 0 e daf sai facilmente
que existe t »0 +tal que P(fi £ t) — 1, e com probabilidade
tendendo a um, a primeira safda ocorre préxima ao ponto vor onde
sai a trajetéria correspondente do sistema deterninistico, e enm
um tempo comparavel; (ii) em 3D o campo b(-) aponta para
dentro de D de modo que as trajetdrias de X(.) qﬁe iniciam em
D nunca saem de D (i.e., (b(x), n(x)> <0 para todo x ¢ »D,
onde n(x) denota o vetor unitério normal (exterior) a D em x
(cf. Fig. 2.2.) Neste caso, a saida requer uma grande flutua~
cao. Estames entao interessados. no tempo necessério-para a ocor-
réncia de tal flutuagao e no modo 'mais provavelt com gue X

€
sai de D. K nestas questdes que estaremos nos concentrando.
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Fara éimplificar nos situemos no caso particular em gue
todas as trajetérias de X(-) iniciando em D sejam atraidas
a um unico ponto de equilibrio, assintoticamente estdvel "
Suﬁonhamos entao: (xo = 0)

(a) D & dom{nio limitado <R com oD de classe C° e

(b(x), n(x)) <0 ¥ xec 3D, onde n(x) € o vetor uni-

tario normal (exterior) a D, em x.

(b) 0€e D é um ponto de equilibrio estavel (i.e. para toda
U=viz(0), 8V =viz(0) tel que O e V= U e se xeV
entio Xx(t)-—d 0 sem sair de U);

, x
(¢) D ¢é atrafdoa 0 i.e., X {(t)— O opsra todo x ¢ D.
(2.22)
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Neste caso, conforme veremos, um papel importantissimo
no estudo das questdes apresentadas sera desempenhado pelo '"qua—

si-potencial" V(0,x), a seguir definido:

Definicao 2.6.

V(O,x):inf[STl’Ta(qo): :p(Tl) =0, tp(Tz) =X, -~=<T)<T,<+w}

onde
T2 »
Sy T (p) = % f lo(s) -~ be(s))|“ds se ® absoluta-
12 Ty mente cont{-
nuaj;
= 4w, cagso contrario.

De fato, um resuliado que bode ser obtido com a wutili-

zagdo das estimativas de grandes desvios pode ser assim emmnciado:

Ieorema 2.7 (Freidlin e Wentzell). Suponhamos que b{(:) veri-

figue as condigdes (2.2) e que as hipoteses (2.22) sejam  satis-

feitas. No caso de existir um tmico Yo, € 8D  tal que

V(osyo) = min V(0,y)
yedD

entdo, para todo 5 > 0 e todo x € D
PellX (1) - y,1 > 8)— 0 (2.23)
onde

t, = inf{t > 0: X (t) ¢ D} (2.24)
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Ademais se K © D for um compacto, a convergéncia em

(2.23) é uniforme sobre K.

Notagdes: (a) TE(A) denotarda o instante da primeira wvisita ao

conjunto A, onde A ¢é um borelianc de r4 , i.e.

" (A) =inf{t>0: X € Al (2.25)

C
¢ usamos T, = T(D7).

Estamos omitindo a notagao referente ao ponto inicial
pols ela estara indicada na probabilidade,e faremos isto com fre-

glténcia. Também omitiremos o e, quando ndo causar confusso.

(®)  B.(x) = {y ¢ RY: |y=x| < r)

Prova: Esta prova de Freidlin e Wentzell consiste nos dois pon-

tos basicos geguintes

fi) OQualquer que seja o ponto inicial x e para qualguer vi-
vizinhanga U, de O, probabilidade de X_ escapar de D an
tegs de vigitar U tende a zero quando € — 0., Pela proprieda
de forte de Markov isto permlte uma redugao para pontos iniciais
arbitrariamente préximos de O, Ou seja, basta que para cada 5>0

possamos encontrar W > 0 tal que lsup Py(lx () - yol > 8)
: ' Y=
convirja a zero. De fato, para cada =x ¢ D
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(T =y, 1> 8) = B (X, (1) -y, ] > 5, 7, < 2(B,(0))) +
+BX(t ) =ygl >0, 1, > 7(B.(0) < (2.26)

s P (r, < T(8,(0)) + I;Tgu Py(|xe(-re)_yo| >8)

onde na 1ltima bassagem usamos a propriedade forte de

Markov. E fdcil ver que P_(T < (B {(0))) —— 0 se B {(0) =D
X € 9% eJ;O ) .
e §u >0, Logo nossos esforgos se concentrarao no gegundo termo.

(i1) Dado &> 0 & possivel achar u >0 tal que

sup P _(|X (2 )=~ > 8) — 0 2.
|STR, yUX () =y > ) (2.27)

Para isto toﬁemos u >0 tal que B2u(0) €D, defina-
mos

¥ = {y: |y] = )

Sr

T = {yr |yl = 2ul

€ consideremos uma Cadeia de Markov discreta imersa em X, atra

vés dos témpos de parada 'nn definidos a seguir:

n =0
o]
g, = inf{t > 0 : X (t) e T}
m = inf{t > o_: X (t) € y U op)
0y = inf{t > = : Xe(t) € T}
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A cadeia de Markov auxiliar é Z; = Xe(nn), nz1l, com espago

de estados Y UD. Se v = minin = 1: Z: € b}, entso para ¥ € ¥
P ([X ()= 5| > 8) = Ru(z5 = v,] > 8)

e queremos u de modo que isto tenda a zere com e,

Note que para cada ¥y € ¥, PY(Zl ¢ D) tende a =zero,

(cf (1)) mas queremos W > 0 tal que

P — 0 2.
;gg Y(Zl € bD\BS(yo)l Zq € »D) (2.28)

€ atinge D ¢ muito provavel que isto acon

ou seja, dado que Z
tega em Bé(yo). Que (2.28) implica (2.27), cf desejado, sai’

facilmente da propriedade forte de Markov. Com efeito
e
Py(zg € ®D\B;(v,)) =

— — e —
_r;f Py(v =n, Z5 ¢ dD\Bg(y,)) =

- ;:l Eyl:l(v = n) Pzn-l(zl € aD\BS(yF,))]
P

Zn-l
_ P

(zq € ®D\By (yo))}

£ DE |Llrgapy'Py (2 € 3D)
n y|:( ) n-1 . (2, € »D)
2, 1“1

= sup P (2 ¢ aD\By(y,) | Z; € »D).
zZEy
0 que precisaﬁos entdo para mostrarmos a viabilidade do
método é a verificagdo de (2.28), para certo u > 0 (suficien-
temente pequeno). Antes disto uma observagdo com relagdo a Ca-
deia de Markov (2;). . ' ‘
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Observacao: Em principio podemog ter nn(w) = 4w (e entdo
nm(w) = +» para todo m = n) o gue nos impediria de definir

Z;(m) pela regra dada acima. A dificuldade pode ser facilmente
evitada em pele menos dois modos: desprezando um conjunto excep
cional que tem probabilidade zero, a Unica maneira de ‘termos al

gun n (w) = +» & guando X: (&) ¢ ®D o que permite a possi-
m
n

bilidade qn(w) = 4+ e entio nn+l(w) = jwm, Entretanto iato
50 pode ocorrer apos O Processo Xe sair de D U 3D. Portanto
uma solugao seria modificar o campo de vetores b(+) fora de
D U »D de modo que o processo sempre retorne a I e entio tam
bém a y. Tal modificacio, ndo alterando b(+) em D manters
iguais as probabilidades a que se refers o Teorema 2.7. Outra
solugdo é simplesmente acrescentar um "cemitéric” & ao espacgo de
estados vy U 3D, e definir Zg(w) =§ sge nn(m) = +w. Como Z?
s6 poderd ir para & apds passar por »D isto n3o altera as pro

babilidades dos eventos gue nos interessam.

Voltando & prova de (2.28), queremos mostrar gue dado

5% 0 podemos tomar W > 0 tal que
sup P, (Zy € oD\B,(y,)) - '
XEY -+ 0 quando elO {2.28)
inf P _(Z; € D) .
XEY :

Utilizaremos entdo dois lemas basicos:
Lema 2.8. Nas hipoteses do Teorema 2.7, dado o> 0 temos:

{a) existem a >0 e T,> 0 - tais que
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ST(¢) = a(T—To) gempre que ®(t) ¢ 5‘\BG(O), O<t=T

para todo T > To‘

" (b} existem ¢ >0, T, >0 tais que se, sendo

R, = inflt: X (t) € D° U B (0)}

entdo para e suficientemente pequeno
-2
P (R, > T) = exp(-¢ c(T-T,))

para todo x ¢ 5\\Bu(0).

Observagio. O que estd por tras deste lema é que se um compacto
¢, tal como ﬁ\\Bu(O), (i.e. com algumas condigdes de regulari-
dade) n8o possui nenhum "ponto de equilibrio” para o sistema
determinfstico (i.e., b(xo) = 0) entao para gqualquer c¢ *» 0 exis
te T € +o tal que a probgbilidade de permanecer em C

durante [0,T] € menor do que exp(—e"zc) desde que € seja su

ficientemente pequenc, independentemente do ponto inicial em C.

Prova do lema 2.8: (a) Por (2.22), se definirmos:

def X
T™{a,x) = inf{t > 0: X (£t} ¢ B, ,,(0)}
a/2
entao:
(1) T(e,x) < 4= para cada x € D

(2) x — T(&,x) €& semicontinua superiormente pois X (t)

depende continuamente de x.
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def
Conseqlientemente T = sup T{(a,x) < +=», e se definimos

Q =
X€D
F = {weclo,T,3: o(t) € B\ B,(0) para todo t ¢ to,7,11,

entde F & fechado em CEO,To] e ndo contém nehuma trajetéria
def
do sistema deterministico X(-), de modo que A = min Sp (®)>0.
wck o

(Exercfcio 2.3). Seja T > 0 ‘e suponhamos @(t) € ﬁ\\Ba(O) Pa
ra tods t € [0,T]. Entdc, ze T = T,

Splw) 2 STO(") = A,

Se Tz 2T, a aditividade de S, (%) nos dd Sp(®) = 24, ete...

de modo que para tode T 2T°

ST(cn) z AET/Tojz A (TT; - 1) = a(T_TO)

onde a = A/T provando {a).

o 3

(b) Seja mn e (0,u/2) suficientemente pequeno de modo gue pa-

def
ra o dominioc D" = '{y: disténcia (y,D) < nl as condigdes

(2.22) estejam verificadas. Ent3o, por (a) existenm AT, pe
sitivos tais que ([0,7.]) Dn\Bu/z(O) implica Sp (¥) >A.
o .
Logo se Sp (®) <4 e 4[0,T] = B\ B,(0)  temos pp (@, %)= .
o o

Daf vem que dedo ¥ > 0  existe e, tal que

Pe(Ry > To) = By(pp (Xgy #(x,8)) 2 ) = exp(-2(a - v))

para todo x, deade que ¢ s € Pela propriedade de Markov ob
temos
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P (Ry > (n+l) TO) < Px(Ru > nT,) s;p Py(Ra > TD)

de modo gue, por indugdo, para todo X E E\Bu(o):

P (T, >T) < exp - 3_2( = - 1) (& - ¥)

!
se €se€ , oqueprova (b) com ¢ = Ay

o Ty "
lema 2.9. Se o campo de vetores b(.) werifica (2.2) entido
existe L <€ +w tal gque para quaisquer Xx,¥ E]Rd exigte P

(de classe C") com @(0) = x, ¥(|x-y)=7y e S[x_yl(¢)$]L]x—y

Prova do Lema 2,9, Basta tomar 9(t), 0 = t < [x-y| descreven-

do o segmento que une x ay, i.e.,

e(t) =x + - (y-x} .
fy—x|
Entdo ©(0) =x, o(jx-y}) =¥ e
ly—=| | y== y* ) 2
S (9) = - b l =
%~y | 2 ly-x| | y-x!
< L|y-x]
1 >
onde L =35 sup (tzl + |e(2)1)".

~ T
Conclusao éa prova do Teorema 2.7. Para provarmos (2.28), utili

zaremos a seguinte escolha de u:

seja d = min v{o,y) - v(o,yo), de modo que d > 0
y€oD\B,(y,)
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Por hipdtese; tomamos 0 < u < E%E onde L ¢ dade pelo Lema
2.9.

Mostraremos gue para tal escolha de M, existe € >0

tal que se e = €¢

P,(z; € oD) = exp{—c—z(V(O,yo) + 0.4d)} (2.29)

Px(Zy € 9D\ B (y,)) < expl-eT2(v(0,y,) + 0.50)1  (2.30)
bara todo x € y..

Tendo em vista (2.29), wverificaremos que para O<p <

< d/10L pode-se garantir a existéncia de T > O de modo que pa

ra x €y exista ©* ¢ C[0,T] com ¢%(0) = x, Sp(9%) =

= V(O,yo) + 0.3d e tal que se ¢ ¢ C[0,T1 e PT(W,¢X) Sy en
tdo apds bater em T, ¢(.) sai de D antes de retornar a Y.
Aliando-se isto a condicdo na definigao de funcional de  agfo

obtemos (2.29). Para efetuarmos tal construgao fixemos um ponto

y; €D com fyl—yol =W , Que servira como ponto términal das

fungles o*. 4 definigdo de  V(0,y) nos permite encontrar

7,20 e 1) ¢ clo,7,]  tal que P (0) = o, m(l)(Tl) =y,
e sy (¢) < v(0,y,) + a/20.  segam ty=supt <1, :0(1)(£) e ]
1 ) .
_ (1) '
e X3 =% (tl).
Pelo Lema 2.9 podemos construir as seguintes fungoes:

(1) o2 ()0t <20 a1 que @) (0) = o, 92V (2y) = x;
e Szu(m(a)) < L.2u s 4/10.
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(ii) ¢(3)(t)= 0<% <4 tal que ¢(3)(0) = x, w(3)(u) =0 e
(3)y < 1y = a/20.

[

Su(w

(1ii1) ¢(4)(t): 0O tsu tel gue w(h)(o} = Vg s

o) ()

(4)
vy e Sule’) s Iu < d/20.

Definimos entdo

()

I

w(3)(t) se O0=ts=su

w(z)(t—u) se W=ts<3u
= ctJ(l)('l:—Bqu‘c ) se 3ust s To-ty + 3u
1 171

=:p(4)(t-(T1—tl+3u)) se Ti-t;+3u < Ty=tq + 41,

Entio %(0) = x, ¢(T) =y, onde T = T, - 6y + by
(T independe de x), ST(wx) < V(O,yo) + 0.3d e por construgdo
¢ verifica as condigdes exigidas,de modo que (X s o) < u

implica Z1 € ab.

Logo, pela condigao (I): para € suficientemente peque-

no

P(2y € 3D) = P (py(Xg, &) < u) = expl-e"2(V(0,y,) + 0.4d)},
para todo x € ¥.

Voltemo-nos agora para (2,30). Pela propriedade forte

de Markov +temos: {omitindo e em Te(v U ?D), cf. (2.25))
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P2y € D\ By(y,)] = PelXe(n) € oD\ By(y,)] =

=fr P.[X. (o)) € ay] PYEXG(T(YUbD)) € 8D\ By (v, )] =

<
f‘,?? PYEXG("'(Y U sD))¢ 3\ By (y,)] (2.23)
Para todo x € vy, Agora, para cada +t > 0O
(2.32)
Pylx (2{yUD)) € 2D\ B,(y,)] =

= Pyl (r(vyUaD)) € oD\ B,(y,), r(yusD) = 4] +

* PyX (TyUaD)) € aD\ By(y,), 7T(yUaD) > t].

Pelo Lema 2.8(b), dadec ¢ > 0 posso tomar ty tal que
Py(re(y U aD) > to) =exp(—ce"2) para todo eEs €,

todo y € T'; apliquemos isto para c¢ = V(O,yo) + 4. Resta esti-
mar o primeiro termo no lado direito de {(2.32). Note que se

F=1{pe¢ c[o,toj, (0) e T e 5 (9) s V(O,yo) + 0.64} entao
o .

para toda w e F, e t ¢ Eo,toj, distancia (cp(t),bD\B5(yo))>u.

Com efeito, supomhamos que tal ndo ocorre e seja ®e€F e tl

tal que ]m(tl) -z| = u paracerto z ¢ aD‘\Ba(yo),e Tt .

Tomemos, pelo Lema 2.9:

(1) _W € CEO,2u]‘ com ¢(0) =0, ¢{2u) = 9(0) e

R d
Sgu(¢) = L2y = 0]
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(11) ¥ € clo,t,] com t, < u tal que ¥(0) = ®(ty) ,

W) =2z e 5 () s Lu = /20,

Definimos entdo

p(t) = §(t} se 0= ts2u
= w(t—zu), se 2u st =2+ %y
= a(t-(2u+tl)) se 2u+ty=sts 2u+t1+t2=:t3
Entdo & € cl0,t5], §(0) = 0, &(t3) =z ¢ 2D\ By(y,) e

S (%) = V(O,yo) + 3d/4 o gue € absurdo pela escolha de d. Con
3

clufmos disto, pela condigdo (II) da Definigdo 2.1:

sup P (T(yUaD) s t, X (T(yUdD))edD\B;{y,))
yel

< suwp P (pn(X.,F) = u)
yel yrrIer

< exp{-e'2(V(O,yo) + 0.55d)}

desde que e seja suficientemente pequeno. Dai obtemos (2.30)

e entdo a prova do Teorema 2.7.
|

Neste ponto talvez sejam convenientes algins  comentd-
rios sobre possiveis generalizagdes do Teorema 2.7: (1) A mes-
ma demonstracdoc permite tratarmos o caso em gue ao invés de
atraido a um ponto de equilibrio estdvel, o dominio D seja a-

trafdo a um ciclo limite estdvel, pelo sistema deterministico.
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(2} Seria importante que pudeéssemos ainda tratar situacoes em
que D contém varios pontos de equilfbrio estdvel para o sistema
ndo perturbado. (Neste caso deve-se esperar que a distribuicdo
de saida do domfnic D dependa da vosicdo inicial.) Freidlin e
Wentzell (1984) cuidaram também destas extensSes do Teorema 2.7.
Nestas notas estaremos omitindo a demonstragdo bem como uma dis-
cussdo detalhada deste resultado, a fin de ndo nos estendermos de
mais. Entretanto, como no Capitulo_B precisaremos utilizar tal
resultado (em casc bem particular), recomendamos que na ocasigo,

0 leitor interessado nos aspectos técnicos consulte [F-w (1984)],

Nos concentraremos agora na identificacio de V{0,x) pa-
ra uma classe de' exemplos verificando (2.22); isto éimporfantenas
aplica¢des do Teorema 2.7. Ha um caso em que esta idéntificagéo
¢ bem simples: quando o campo de vetores b{.) deriva de um po-

tencialz.
" bh(x) = - Va(x)

onde a:IRdg—ﬂiﬂ continuamente diferenciivel (02 ne nosso ca-

s0). De modo mais preciso, neste caso podemos verificar o seguin

te:

Teorema 2.10. Suponhamos que b(-)}) e D wverifiquem as hipd-
teses do Teorema 2;7 e gue existak a:IRd-—aZR tal gque bix) =

= -Va(x), x e R4, Ent8o, para y € D:

v(0,7) = 2(a(y)-a(0))  (2.34)

e para cada T » —=, inf{S_m,T(w): p(-=) = 0, 9(T) = y} €& atin-

e
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gido em uma Unica fungdo ¢(.) dada por
y r
¥(t) = X (7=t), tsT (2.35)

(i.e., a orbita do sistema determinfstico gque passa por y, com

o sentido do tempo invertido).

Prova: Se o ¢ C(T4,T,] e STI’TZ(w) < g temos:

(2.36)

1 T2 . 2
Sp. o (®) = 5 f lb(s) - b(w(s))] ds=
1*=2 T
1

T2 ) T2

= % f l#(s) + v(p(s))]” ds - 2‘I (o(s), blep(s)) > ds
Tl . Tl

L (2, 2 2 .

=5 I |#(s) + ble(s))]| ds + 2 I (va(o(s)), #(s))ds

Tl Tl
onde usamos a identidade 1u+v|2 = lu—v]2 + 4du,vy, u,v cer? e

a hipotese bB(x) = -Va(x) em r.

Segue-se de {(2.36) que
Sg,17,(#) = 2(a(6(1) = ale(rp))

.de modo que V{(0,y) = 2(aly) - a(0)) para todo vy ¢RrY,  Por ou

tro lado, se y € D a fungdo ¢(.) dada por (2.35) satisfaz

a equagao
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¥(s) = -b(¥(s)) s&T
(2.37)
(L) = y.
sendo que ¥(-=) = 0 e entdo por (2.36):
S_a p(¥) = 2(aly) -~ 2(0)) e v(0,y) = 2(aly) - a(0))
se y ¢ D.
Por outro lado (2.36) garante que Sp. p (9} =
122
= 2(a(¢(T2)) - a(w(Tl))) se e s60 se  for absolutamente con— .
To 2
tinua em (Tl’Tz) e f& I${s) + bl{w(s))| ds = 0. Como a con
1

dicao (2.2) garante unicidade da solucio de

¥(t) = ~b(y(t), t<T

¢ (T) =y

(cuja solugdo é (%) = Xy(T—t))

decorre a unicidade da fun¢do extremal no sentido acima descrito.

Observagoes: (1) Para (2.34) ndo utilizamos +toda a forga da hi
potese (2.2) feita inicialmente sobre b(+). Com efeito, para
"(2.36) basta que “b{x) = -Va(x) para todo x GZRd, 'céﬁ a(.)
bohtinuamenteediferenciéfel. Se, adéméis, a(+) %erifica

a(0) <aly) e Va(yj'#=0 "para todo v € D\lo} entdo existe so-

lugao de
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$lE) = -B{¥(E))

i

§(T)

Yy

desde que y € D.  Segue-se entdo que V(0,y) = 2(a(y)-a(0)) pa

ra todo vy € D. Quanto & unicidade da fumgdo extremal basta uni
cidade da solugado de (2.37), o que ocorre se a for também de

classe Cz.

(2) Outra pequena observacdc referente a (2.34): se estiver

mos supondo b(x) = -Va(x) apenas para x € D, (2.34) continua

valida desde que v €D e aly) s min a(z). (Ver Exercicio
z€dD
2.8)

Assim, na situagdo descrita no Teorema 2.10 v(0,x)
corresponde a um miltiplo da diferenca de potencial entre =x e
0. £ esta uma das razdes para que no caso geral V(x,y) seja
chamado de '"quase-potencial", Com relagdo ao caso geral, i.e.
em que b{.) ndo precisa ser o gradiente de uma fungdo, podemos di-
zer que a funcdo V(0,.) & sempre continua (mesmol Lipschitz)
mas pode nao ger diferencidvel (Exercfecio 2.10). WNo caso de di-
ferenciabilidade poderiamos utilizar a equaeg; de Jacobi para o
problema variacional que define V{(0,x) e com isto tentér obter
mais informagdes sobre V(0,.), de modo analogo ao caso tratado
no Teorema 2.10. Freidlin e Wentzell provam que V(0,.) ‘sera

continuamente diferenciavel se e sé se b{x) se decompde como

b(x) = =Va(x) + 2(x) (2.38)
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com af-) como na observagdo acima, e {t(x), va(x)) = 0 em

D.
Neste caso temos em D
1 2
5 17 v(0,x)|” = ~ ¢b(x), v v{0,x)) (2.39)

€ o Teorema 2.10 tem uma extensdo natural {F-Ww (1984) p. 119).
Neste curso preferimos, por simplicidade, ficar apenas com-o ¢aso

gradiente.

Um outro ponto do Teorema 2,10 merece comentirios: &
© ponto referente a unicidade da fungio ¢ tal que
inf{s_m,T (®); #(-=) = 0,9(T) = y} = s_m,T (¥) para cada yeDU 3D
20 variarmos T, a fungido ¥ muda apenas por uma translacao
do tempo, e § ecorresponde & trajetdria do sistema determinis-
tico revertendo-se o sinal do tempo. Nesta situacgdo o Teorema
2,10 pode ser refinado dizendo-se que nao apenas Xe(Te) esta-
T4 com grande probabilidade proximo a Yo+ Mas também o "segmen-
to terminal" de Xe(') antes de sair de D estard muito préxi-
mo da curva onde S atinge seu minimo V(O,yo) (ha sempre uma
translagao do tempo envolvida). 0 enuneiado precise (e mais ge-
ral) disto estd no Capftulo 4 de F-W (1984), mas podemos resu-
mi-lo assim no caso do Teorema 2.10: Se Y(t) = X?b(—t), t=z0
e U for vizinhanga de 0, contida em D com oU de classe 02
e tal que ¢ sai de pU de forma regular, entdoc para tode &%0

Pl sup [X(t) ~ ¥(t -9, +6)] >5]—0
9‘<t<"l'e

onde

e
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=+
1l

suplt < L Xe(t) £ Ul

]
I

sup{t: v(t) € UL

LDizer que ¢ sai de U de forma regular significa que existe
n>0 tal que (s) € U para 8 - n< 9, 4i.e. ndo oscila infi

nitamente entre U e ]Rd\U.]

A prova é baseada em argumentos andlogos aos do Teorema

2.7, vporém serd omitida (F-w (1984), Teorema 2.3, Capitulo &4).

Vimos a importdncia do guase-potencial V(0,y) no estu-
do do comportamento assintdtice de Xe(Te) quando e}0. Outros

problemas relacicnados referem-se
(2) a0 tamanho de T, , i.e., estimativas para a média ou me-

diana de Te 3

{b) & lei de Te, €-8: Te/ETe converge em lei?

Com relacdo a (a) Freidlin e Wentzell obtiveram os sg

guintes resultados: Nas condigdes do Teorema 2.7 e sé&

def
vV, = V(O,yo) = min V(0,y) entdo se x €D e mn>0 existe
yeaDl S -
e, >0 tal que
VN v\ -
exp |~ 7 £ E 7,5 exp el (2.40)
para O < ¢ < e, ; ademais:
Voﬂn Vo+n
2 e .
P le <t ‘Re —_—1 (2.41)



-89~

Pretendemos pois dar uma maior atencao ao {tem {(b) o
gue sera feito no Capitulo 3 (e onde utilizaremos estes resulta-
dos de Freidlin e Wentzell que acabamos de mencionar, mas que ndo
08 provaremos neste texto. Nos exercfcios hd indicagdes da pro-

va, que © leitor podera completar. (F-w (1984), Capitulo &4).

Por enquante nos limitaremos a uma descrigdo heuristica
d0 que se espera em (p). Os resultados precisos serso vistos no

Capitulo 3.

Ao observarmos X.(+) durante um intervalo de tempo de
comprimento fixado e.g. C(k, k+1) ¢ muito provével que veJamos
uma trajetoria bem préxima(l)é'do sistema deterministico (nao per
turbade) X(+), com mesma condigSo inicial. Por outro lado, as
6ondi95es do Teorema 2.7 garantem que para k suficientemente
grande X(t) esteja muito préximo ao ponto x, , que atrai D
e gue 8.p.g. supusemos X, =0 € D. Estes dois fatos nos levam

a4 acreditar que, definindo
Ag = [X,(t) ¢ D para certo t ¢ [k, k1))

entdo P(Aﬁ ) ‘nio depende muito de k, desde que k seja sufi-
cientemente grande, e converge a zero quando ¢l0, i.e, exis
€
tem p,>0 com P, {0 quando e}0 tais que P(a )~ p, deg
de que k seja suficientemente grande. A razao heurfstica fica
(]
clara ac escrevermos P(Aﬁ )=_I'P§(Ao) P(Xe(k) € dy), pela pro-
briedade de Markov, e ao 1embrarmos que quando k é - guficiente-

mente grande P(Xe(k) € dy) oconcentra-se cada vez meis em torne

a2 zero. Além disto se k<k' e k'-k grande, (X_(t), telk,k+1))
(1) Proxima no sentido da horma do supremo.
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e (X (t): te [k',k'+1)) sdo "quase independentes"(o mesmo para
um numero finito qualquer de k's. Isto pode ser Jjustificado pe-
la propriedade de Markov e porgue a lei de Xe(s) nao depende
muito do ponto inicial X (0), quando s for grande, pelas ob-

servagoes acima.

Estes argumentos heuristicos sugerem gue a variavel ale
atéria [T ] (parte inteira de T.) deve ter uma distribuigado

aproximadamente geoméirica com para@metro p, , quando ¢/0, . poils:
. ] €
[l = min{n = 1: we Aj 1,

{i.e., a descricio heuristica sugere que ETc] deva se compor-—
tar, quande €0 , como o numero de langamentos necessarios até
obtencdo de uma cara, quando os langamentos sao independentes e

-

em cada lancamento a probabilidade de obter cara geja Per

No Capitulo_} daremos um argumento rigoroso, mostrando
que existe (Be), Be,f+m ,de modo que T /B . convergem em lei  a
uma exponencial com média 1 i.e. Py('re/sc > t) — &t quando

¢/0, ©paracada y € D.

‘Este resultade, has condigoes do Teorema 2.7, foi pro-
vado por M. Day, (usando métodos probabilisticos e  analiticos),
sendo que 8. =E, T,. No Capitulo 3 necessitamos de umtreSulta—
do andlogo, mas como estamos interessados na passagem de Xe(')
de uma bacia de atrag@o para ‘outra, veremos que -as-condigdes - .do
Peorema 2.7 nao se verificam, pois D- possul mais de um ponto
critico para o sistema deterministico. Veremos entdo uma outra

prova, puramente-probabilistica,,e que -aparece em (Galves,Olivie-—
ri, e Vares (1984)). Esté feita no caso de” b. T'ger um - campo,
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gradiente, mas vale em condicdes mais gerais, gue podem ser colo-~

cadas de modo preciso.

I .
Exercicios

2.1 (a) Seja (Bt)tzo um movimente Browniano real com - B,=0

e coeficiente de difusdo igual @ um (i.e. o m. Browniano pa-

drao comegando em zero). O “principio da reflexio" permite cal
S def. '

cular a distribuicac conjunta de Mt = max BS e Bt vara cads

. - sst
t *» 0, através da relacdo

P(My > b, B, < b-a) = P(B, > b+a) _ (*)

se a,b > 0. (Para a prova de (*) referimos a algum dos textos

bésicos tais como Breiman (1968), ou Williams (1979).)

Deduza de (*) que
P(, > b) = 2P(B, >b)

para todo b *> 0,

‘(Aconselho uma figura para entender o conteldo de (*).)

(b) Verifique gue

+o : :

-2 2
j U2 o % X /2
X

+e 2 2
para todo x > 0. (Sugestio: I ueU /2 du = e & /2)
x
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(¢} Utilize os {tens anteriores para deduzir as desigual-
dades (2.8) e (2.16).
2.2 (Comparacgao da Definicdo 2.1 com os métodos do Capitulo 1)

(a) Verifique gue a condigdo (I) na Definigdo 2.1 equivale

& seguinte:

{I') Se A aberto =M

lim Me) ™l u (8) = -inf{s(y): y € A)
€l0

(b) Mostre que (0) e (II) na Definicac 2.1 implicam a
seguinte condigao:
(IT'Y Se A fechado S M

Tim A(e) "L u (A) < —infls(y): y € 4},
el0

{c) Mostre que (II') implica (II) na Definigao 2.1. Con-
clua que a Definigdo 2.1 para um funcional de agao pode ser rees

crita pelas condigdes (D), (I'), (II').

(Compare com as discusstes no final do Capitulo 1).

(@) Tendo definido I(A)

inf 5(y), diremos que um boreli
yEA

-~ — L] —
anoc A M ¢é regular se I(A) = I{A), onde & = fecho de A e
o
A = interior de A. Conseqlientemente se (e}, S(.) wverificam a

Definigao 2.1, temos
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1
(I")  —— mou_(A) —— -I(4)
2(e) € €l0
para todo A regular. Prove que, reciprocamente, as condigoes
(0) e (1) implicam (I) e (II) i.e. garantem que A(e),

S{+) satisfazem a definic¢do de funcional de acgao.

(e) Nas condigBes da Definigdo 2.1 verifique que para um bo-
reliano A que seja regular e tal que exista um uUnico X, & A com

S(xo) = I(A) entdo

LA N B (x,)) .
o (4) o

Yy

para qualquer & >0  (By(x,) = {y: p(y,x,) < &})

(d) © seguinte resultado (F-W (1984)) permite garantir a
unicidade do funcional de agdo S(-) uma vez fixadas as constan-
tes A(€). De fato, o leitor pode verificar:

~5(y) = Llin Iim M(e)™ m u (B, (y))
8]0 e}o ‘

lim lim Me)™d tn u (B, (y))
5{0 €0

{compare com a definigdo de -, (x) no Capitulo 1.)

2.3 Verifique que sob a condigdo (0) da Definicao 2.1 o funcio-

nal 8(-) atinge o minimo sobre qualquer conjunto fechado.
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2.4 Mostre gue se M for espago métrigo completo, a condicgao

{0) na Definigao 2.1 equivale a (0.a) e (0.b), onde
(0.2) #(s) é relativamente compacto ;
(0.1} 3(s) = é fechado ;

e (0-b) ¢é equivalente & semicontinuidade inferior de S(-).
Note que esta Ultima condig@o ndo é realmente uma restrigao, pois
se w(e), 8(.) werificam (0-a), (I) é-(II) e substiﬁuimos s
por § , onde ‘
S(y) = s8{y)Alim inf 8(x), vy €M,
. Xy

entdo A(e), S(-) satisfazem a Definigdo 2.1

2.5 Sendo X uma v.a Normal com média O e variancia 1, cal-
5 ,
cule E egz , com 8§ > O,
2.6 Conclua que 2 Sp(+) no Teorma 2.2 é um funcional de agéo
para (e w&),verificando gue ST(-) definida por (2.13) & semicon-
def .
t{nua inferiormente e gue @T(s) = {®: Sp(%) < s} é relativamente

compacto, para todo O < s < +w, (Sugest@o: Arzela-Ascoli).
2.7 Prove o Teorema 2.3. (B simples rotina.)

2.8 Verifique que (2.34) continua valido desde que b satis-
faca (2.2), (2.22) com b(x) = -Va(x) para x €D, eque o

ponto y € D verifique
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aly) = min a(z).
z € 0D

2.9 Mostre através de um exemplo que V(x,-) pode deixar de ser

diferenciavel (F-w (1984)).
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carfTULe 3

METAESTABILIDADE E GRANDES DESVIOS

§3.1 Comentdrios Gerais

No Capitulo anterior vimos que estimativas para probabi-
1lidades de certos eventos raros (grandes desviocs) podem fornecer
informa¢des relevantes sobre o comportamento tipico de certos pro
cessos estocdasticos. Os Tecoremas 2.7 e 2.10 exemplificam bem
isto, dando informagdo sobre como (por onde, mais precisamente)
Xs(°) escapa do dominio D, invariante para o sistema determi-
nistico. Outra questdo importante refere-se ao tempo necessario
para tal safda: estando em D o processo é (rapidamente) atrai-
do em diregao a x, € D. Entretanto devido ao rufdo aleatorio
(e ﬁt) ele faz excursdes que podem afasta-lo X,. Durante um
intervalo [0,T] fixado sera muito raro gque ume tal exXcursao o
arraste para fora de D, e entao pelas caracteristicas de b(-.)
e D, X (+) serda - com grande probabilidade - novamente atraido
em diregdo a X, , € a situagdo tende a se repetir em (T,2T] ,
etc., até gue apds muitas tentativas frustradas X (-) consiga
escapar de D. Esta analise bem heuristica sugere que o instante
da primeira safda de D se parega com o numero de lancamentos
necessarios até obtengdo da primeira cara em sucessivos langamen-
tos independentes de uma moeda, em gue a probabilidade de obter

cara seja muito pequena, levando naturalmente a conjectura de
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Que o tempo de safida de D tenha distribuicgao aproximadamente ex
ponencial i.e. P(TG/Be > t) ~ et quande ¢l0 para Beg >0

convenientes. (Day (1983); Galves Olivieri, Vares (1984)).

Uma variavel aleatdria exponencial 1t caracteriza-se pe
la imprevisibilidade a ela associada: saber que T ainda néo
ocorreu em [0,T] em nada modifica a distribui¢ao do tempo gque

ainda resta até T. Isto é expresso pela identidade

P(T> 445 [ 7> ¢) = P{T > 5), A lei exponencial, e a geométri-
ca, sua versao discreta, sio tipicas na ocorréncia de grandes
flutuagdes.

Pois bem, fendmenos naturais cuja ococorréncia requer
uma "grande flutuagdo" sdo relativamente comuns. Aparecem com

freqliéncia em situagdes de transicdo de fase estando intimamente

ligados ao fendmeno da metaestabilidade.

Por exemplo, sob condig¢des especiais & possivel manter a
agua em estado liquido, mesmo abaixo de sua temperatura critica

(0° ) por um tempo muito longo. Tem-se a impressao de se tratar

de um sistema em equilf{brio; subitamente porém, forma-se um pe-
queno cristal de gelo e ocorre uma rapida transigdo para o verda-

deiro estado de equilibrio (sdélido, neste caso).

Este fendmeno fisico & conhecido como "metaestabilidade"
e muitas teorias a respeito tem gido pPropostas. Entretanto 0’ pro
blema de modelagem e de ums descrigao matematicamente rigorosa

Permanece.

Modelando-se os sistemas em questao através de processos

de Markov o fenomeno da metaestabilidade seria assim caracteri-
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zado: mesmo possuindo espenas uma probabilidade invariante
Hg ' o processo comporta-se por um tempo muito longo como se

estivesse em equilfbrio, descrito por outra medida W Final-

m
mente ocorrerda uma transigao, brusca e imprevisivel, para o verda
deiro equilibrio My .

A maior parte das teorias existentes baseia~se na cha-
mada "evolugdo de ensembles", ou seja na evolugdo da lei u(t) do
processo, ao longo do tempo +, gquando ¢ dada uma lei inicial
u(0). Aqui os esforgos se concentram em encontrar boas prescri-
goes para medidas iniciais u qﬁe correspondam aos estados meta
estdveis. Como o nome indica estas prescrigdes devem ter como Bg
se o comportamento de t — wu(t), e sdo basicamente: se ﬁ(0)=14
a evolucgao das médias I-fdu(t) as correspondentes ao eﬁuilibrio
é lenta; para uma ampla classe de leis iniciais w(0) #u as me-
dias I fdu(t) evoluem rapidamente a I fdu. A literatura é bem
extensa e nos feferimos a Penrose e Lebowitz (1979) para umna

discussao mais ampla e para referéncias.

Recentemente M. Cassandro, A. Galves, E. Olivieri e M.
E. Vares (1984) propuseram um enfoque diferente,com base em esta
t{gticas obtidas ao longo de trajetdrias tipicas. Este = enfoque
mgrajetdria por trajetéria" propde que na caracterizagao de com-
portamento metaestdvel se utilizem médias temporais ao longo de
trajetérias-t{picas. Diriamos entao que o sigtema exibe compor-
tamento metaestavel se médias temporais convenientes apresentarem
g-seguinte comportamento: permanecem estidveis por um tempo muito.

longo, sofrem uma brusca tranéigéo e estabilizam-se novamente.
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Esta descrigdo,embora imprecisa, nos faz sentir o nitide
contraste com o "comportamento hidrodinémico" quando ocorre evo-
lugdo suave e gradual (em escalas convenientes) através de um con
tlnuum de estados de equilibrio. Neste curso nao discutiremos
sobre comportamento hidrodindmico; fica apenas registrada a refe-
réncia (A, De Masi et al. (1983)),uma excelente resenha das recen

tes atividades de pesquisa neste tépico.

Neste capitulo pretendemos apresentar os pontos basicos
do chamado "enfoque trajetéria por trajetdéria”, através principal
mente da discussdo de alguns exempleos estudados em (M. Cassandro

et al (2984); A. Galves et al (1984)).

Neste curso, esta discussao tem como objetivo destacar
© papel de "grandes desvios" que,de forma bem geral, s@o responsa-
veils pela transigac de fase na situagdo metaestdvel, e a utiliza-
cao de teorias de grandes desvios. Um exemplo & a Teoria de
Freidlin e Wentzell, que no caso das difusdes multidimensionais,
foi estudada no Capitulo 2. Neste capitulo serd aplicada a uma

classe de exemplos apresentando comportamento metaestavel.

Sobre a possivel utilidade concreta da proposta acima
(enfoque trajetéria por trajetéria) para o entendimento do fendm-
no fisico da Metaestabilidade, ainda ndo podemos dizer muito. Em
grande parte isto dependera do estudo - sob este ponto de vista -
de modelos de interesse na Mecdnica Estatistica, como é o caso do
modelo estocdstico de Ising bidimensional. Para discussoes sobre
0 problema da metaestabilidade neste modelo referimos a D. Capo~

caccia et al., (1974), Binder e H. Krumbhaar (1974) possuem resul
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tados numéricos sugestivos.

Com relacdo a proposta contida no chamado "enfoque tra-
jetdria por trajetdria", a afirmacao feita anteriormente sobre o
comportamento tipico de certas médias temporais é colocada sob
forma de um teorema de limite, onde estariamos analizando uma fa-
ﬁilia de sistemas semelhantes, convenientemente parametrizada,
(Ye)e' A aparente estabilidade de médias temporais {convenien-
temente tomadas)seguida de uma transigdo brusca e imprevis{vel
ao eguilibrio verdadeiro,traduzir—se—é pela convergéncia em lel
de processcs (a valor medida) definidos através de médias tempo-—
rais convenientes,a um processo Markoviano de salto, que vale [
antes do salto, e depois vale oo Aqui, a propriedade de Markov
& uma caracteristica importante; corresponde & lei exponencial pa
ra ¢ instante de salto, e revela o carétef imprevisivel da transil
c30. A afirmagdo precisa estd contida nos teoremas enunciados na

segao seguinte.

§3.2 Comportamento metaestavel de uma classe de sistemas

dindmices sujeitos a peguenas perturbacdes estocasticas

Utilizando mesma notagio do Capitulo 2, congideremos
uma fam{lia de processos de difusdo X/ (-) definidos pela equa-
¢Bo (2.1), onde o campo de vetores b satisfaz (2.2} e, ademais,

deriva de -um potencial de dois pogos,i.e.,

a

b(x) = -Va(x) x €R (3.1)



onde af(.)

pPreciso:
(1)
(1i)

{iii)

(iv)
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é da forma indicada pela Figura 3.1. De modo mais

a:rd — R S de classe Cz;

a(x) — 1= ge x| — te ;

a(*) tem sxatamente trés pontos criticos, denotados
por p,q e r, todos hiperbdlicos, i.s.,
bza(x)
det | ——— £0, sendo p e q pontos de
bxibxj X=p,q,T

equilfbrio estdvel de (2.3), e sendo r um ponto de se

la;

alq) < a(p) < a(r)
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Note que na inexisténcia do ruide, o comportamento do

sistema dindmico dado por

x(t) = plx(t)) . (3.3)

é muito simples: tem-se a decompogicso R4

d

s
= §; 1
Dp Dq Wf onde

Dp’ Dq sdao dominios de R“ tais que se x = X(0) € R (Dq)

b

entdao X(t) € D. para todo t > O (Dq , resp.) e X(t) — p

D

{qg resp.), wﬁ = Bp n Bq tem a propriedade de  gque se
s - . s

x = X(0) ¢ W. entao X(t) —* r, sem nunca sair de W, .

Ohgervagao: Dy Dq gdo as bacias de atragdo dos atratores D

5 . :

e q respectivamente. Wf € uma separatriz da sela r, ou a

variedade estdavel correspondente a sela r, e tem codimensao 1,
s . : - u :

gob as hipdteses dadas. A variedade instavel de r, Wf tem di-

mensao 1,

Agora, a presenga da perturbagdo estocastica permite a
passagem de Dp a Dq e vice-versa. Para fixar ideias supo-

nhamos que o ponto inicial esteja enm Dp; entao, o comportamento

tipico para X (-) deve ser o seguinte:

{a) Inicialmente X () ¢ atrafdo em diregcao a p, devido a
atuagio do campo b(.), embora sofrendo perturbagbes "erraticas"
devidas ao "ruido" (eWt); estando muito proxima a p a impor-
tancia desta perturbagdo tende a superar largamente a do campo
(pois |b(x)| s K6, se |[x-p| <38, e isto permite que a tra-

_ jetdria se afaste de p. Entretanto tende a ser atrafida novamen
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te e tudo parece recomegar, com um numero muito grande de tentati
vas para escapar de DP » Llogo seguidas de nova atragdo (forte)
em diregdo a p. Portanto enquanto perdurar esta situagao o pro-
Cesso passa a malor parte do tempo préximo a p; di a impressao
de um processo em equilibrio com medida estacionaria muito préxi-

ma a ﬁp quando €/0. ¥ isto que chamamos de "termalizagao",

(b) Apds muitas tentativas frustradas Xe(') consegue vencer
a barreira do campo e passar para Dq. De acorde com a intuigao,
e com os resultados do Capitulo 2, acreditamos que a Passagem
ocorra — com grande probabilidade — en lugar proximo a r. Ade
mais, o tempo decorrido atd esta transicdo, lembra algo como o
nimero de lancamentos necessirios até obtencdo de cara em suces
sivos langamentos independentes de uma moeda, gquando a probabili~
‘dade de obter cara é muito pequena. Daf, este tempo deveria ter
uma distribuicdo aproximadamente exponencial.

(e} Uma vez em Dq a coisa toda se repete, sé que em relacaoc
ao ponto q. Entretanto como a(q) < a(p) o tempo para retornar

a D, serad infinitamente maior que o anterior (quando ¢}o).

Ou seja, o comportamento tipico das trajetorias parece
caracterizar-se por oscilagdes em torno dos dois pontos de equili
brio estdvel p e gq; a perturbagido aleatdria pvermite a passa-
gem de uma bacia de atragfio para outra. Como a perturbagde é "pe
quena", em geral esta passagem se deve 3 ocorréncia de uma oscila
gdo extraordingria — bem maior do que o usual — uma "grande

flutuagdo". Isto determina seu carater imprevisivel. Como
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a(r) - a(p) < a(r) - a(q) tudo indica gue o tempo passado Proxi-
mo ao ponte p deve ser multo menor do que o passado proximo  ao
ponto q. Isto esta de acordo com o fato de que se b(-) cres-
cer suficientemente no infinito, a tnica medida de probabilidade

invariante . (- dada por
] )! P _ 2a(x)

_ 2
2 2a(x))dx, com ¢ . =j/ e °© dx
d

wldx) = ¢, exp(-¢ ¢
R
e concentra-se cada vez mais em pequenas vizinhangas de q , quan

do elo.

Os Teoremas 3.2 e 3.3 darac enunciados rigorosos para o
que dissemos, e aparecem em A. Galves et al. {(1984). Aqui, nos
preocuparemos mais com as idéias Pasicas, e em delinear a prova.
Para demonstracdes completas nos referimos ao artigo acima mencig

nado.

U4 duas coisas a provar:

(a) Exponencialidade do instante de transigao.

(b) Estabilidade das médias temporais.

Antes de enunciarmos os principais resultados desta se-

cio seria conveniente fixarmos algumas notagbes: (1) Se C for
x .

um conjuntoe borelianc de ZRd, T.(C) denotara o instante da "pri

:meira visita" a C pelo processo Xﬁ(-), mais precisamente:

T(C) = inflt = 0: Xg(t) € C)

= 3= se tal conjunto for wvazio.
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(2} (Gt)tzo denota a filtragdo natural no espago (Q,8) asso-
ciada ao.movimento Browniano dado, ou seja, ay é a o-dlgebra ge
rada por (wg: s < t) para cada t > 0. (Desta forma se O é
aberto ou fechado, T:(C) é um tempo de parada com relagao a
(Gt)tZO s Ou seja, para cada t > 0 o evento [Ti(C) < t] per-

tence a o-dlgebra G.).

(3) Como antes CbGRd) denotara o espago das funcoes reais con

tinuas e limitadas em IRd, com a norma do supremo.

(&) ml(: mlﬂRd)) denotars o espaco das medidas de probabilidade

*
com a topologia w .

Definicdo 3.1, Fixemos um ¢ > O tal que a bola de centro v

e raio ¢, ﬁc(y), esteja contida na bacia de atragdo de v, pa

ra y=p ou y=gq e definamos os tempos de parada

Te = T.(B_(a)) (3.5)

para cada E>0 e X EIRd.
Podemos entiao enunciar:

Teorema 3.2. Para cada € > 0, aseja Bc definido através da

N - . -t
relagio P (T, > B8.) = ¢"1.  Entio P (T./8, > t) o ¢ pe-

ra todo t » 0, desde gque x pertenca a bacia de atragao de p.

Teorema 3.3. Seja (B‘)s>o como no Teorema 3.2. Podemos en-—

contrar Re,f+m de modo gue os processgos (v;)tzo , a valores
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em mlﬂRd), @ definidos por
tﬁe+Rs
o =g [ e, reosh, G
t8,

convirjam em lei, guando SLO , a um processo Markoviano de sal
to (“t)tzo dado por:
Vtﬂép se t<T
:Bq se 'tZT,
onde T é uma variavel aleatéria exponencial de média 1. De fa

to, podemos encontrar Ref-+w com Re/ B,— 0 tais que:

Py sup vi(g) - £(p)| > 8| — O (3.52)
t<(Te—2Re)/Be :

Py sup (vi(g) - £(Q)| > 5} —> 0 (3.5D)
Te/Be<t<(Te-2Re)/B€
para todo & >0 e toda f € C,(®RY), onde

~W . . xX
T, = inflt > T X () € B (p)l.

(Obs. 0 mesmo resultado vale se o pbnto inicial pertence a ba-

cia de atracdo de ©p.)

Antes de esbogarmos as provas dos teoremas que acabamos

de enunciar, fagamos algumas construgoes simples, que serao utili
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zadas no decorrer de ambas as provas.

Devido a forma do potencial a(.} (condigdes (1) = (iv)),
para respondermos as questOes acima delineadas & suficiente anali
sar o que acontece em um dominio limitado G de RO y que satig

faga as seguintes condigdes:
(a) G tem borde G de classe 02;
{b) Bc(p), Bc(q) estao contidos em G; r € G;

(e} (b(x),n(x)? <0 para todo x ¢ 3G, onde n(x) denota o
vetor unitario normal e exterior a @ ne ponto x, e
(-,+) denota o produto interno euclideano em RY,  Em ou
tras palavras, b(x) & transversal a 3¢ em x, e apon

ta para o interior de @.

Pelas condigdes (b), (¢} e a forma do potencial temos gque

. . s
a(r) <min a(y). Ademais, as hipdteses feitas implicam que WEIWG
7<uG

€ conexo e divide G em dois subdominios G N DP e GND.

q
(Fig. 3.2).
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Estamos interessados na passagem de Gn Dp para G N Dq,

pelo sistema perturbado. Note gque no Capitulo 2 vimos resultados
sobre a safda de um dominio cuja fronteira nao continha pontos
criticos. Este ndo é o caso de G N D, e G N D,. Por isto de-
comporemos G em subdominios Gp, Gq e G,
"pequena' vizinhanga de r. Para isto facameos uma observacao

isclando pois uma

bem simples, mas que nos sera conveniente:

Observagao. Dado @ » 0 podemos encontrar 7 > 0 tal que sendo

def . s
¢ = {y: disténcia (y, W, N G) < nl  temos

2
sup E, TSGRd\C) < &8/¢ {3.6a)
x&C .

para € suficientemente pegueno.

Prova da observacdo. % bem simples, e anéloga‘ao lema 1.7 do Ca-
pitulo 6 de [F-W]. Antes de tudo pela condigao de Lipschitz do
campo b(-) sabemos que existe L < += tal que para todo x,y ¢
epd podemos encontrar {.) §om 9{0) = x, o(T) = v, onde

T = |y~x] e ST(¢) < L|x-y|, pelo Lema 2.9.

Seja 0 < n < a/6L e seja Eo < pe tal que se

s - -
x €W, ¢ entdo Xx(-) alcanca Ba(r) antes do tempo T . Fi

xemos z com |z-r |=dlstancia (z,Wif\G)==ﬁ e seja m = fi/2.

© def .
Se ¢ = {x: distancia {(x, wﬁ Nng) <%} podemos encontrar,pa
ra cada x € (, ¢x(-) tal que wx(O) =x e @(T) =2 para
certo T < T0 = To + 4n e com ST(?x) = 3L 1 < w/2 e entao

PTO(Xc(')’ ¢x) < n implica fiGRd\C)<Td Def temos a existénecia de
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€ >0 de modo que se € < ¢

o] [o}

A a . '
;Eg Pe(Te®7\C) < 1) =2 inf Px(pTo(Xe('>’ v,) < 8) =
3a,
2
= e U¢

(Exere.: Justifique isto.)

Utilizando a propriedade de Markov teremos para e < g

o
/ _JBe \n
2
d Le
}s(?g PX(TEC{R NG > nTo) <l l-e
de modo que
3a

d Le®
sup {(r R*\C)) =T e <
2E0 By (Te o

2
< ea/e
se € for suficientemente pequeno e isto concluia prova da obser

vagao.

Comentarioc. Esta simples observagao ndo usa totalmente o fato de
r ser uma sela; aqui podemos ter 1 > 0 dependendo do. ' o >0
fixado. Mais tarde, para o Teorema'3.3 bPrecisaremos de algo
mais forte, o lema 5(a) de [G.0.V.]. Por enquanto faremos uma es-
c¢olha preliminar fixande um certo 0O < e, < 2(a{r) - a(p)) e to-

mando n_ > 0 correspondente, de acordo com a observagao.
o]

Feita tal escolha de no > 0 faremos a decomposigdo de

G tomando variedades 02, {(d-1)-dimensionais, T e f, de mo-

do que: P egn Dp y [ separa G em apenas dois subdominios



=~110-

~

Gp e A sendo gue Ec(p) = Gp =GN Dp ; analogamente Fc
cGgn Dq e T separa @ em apenas dois subdominios Gq e A,
gsendo que Ec(q) SGy <G n D, . Exigimos ainda que para cada
x € TUT sua distdncia a Wi N ¢ seja inferior a n acima
fixado. Definimos Gr = AN A

Para melhor esclarecer cabem algumas observagdes:

(a) Nestas condigdes o bordo ¥, contém T e T e duas com

ponentes conexas do bordo aG.

(b) ¢ & unido disjunta de G T e ¥,

P’ G

q’ Gr’
(¢) As variedades I e [ podem ser pensadas como translada-

das de Wi N G, ou como pedagos de hiperplanos convenientes.

(d) sSendo T e T relativamente compactos, podemos tomar M<te
tal que se X € r(f), a trajetdria deterministica ()
alcanga Bc/2(p) (Bcjz(q), respectivamente) em uvm tempo infe
rior a M. (Ver Fig.3.3).

{e) Pela escolha de n, e por (3.6) teremos

2
o /e
sup E_ T (GD) <e° (3.6b)
XEeG
r
onde a°<52(a(r)'— al{p)), o que da um tempo (médio) infinita-

mente menor, quando ¢€/0, do que Ep(Te)'
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Prova do Teorema %.2: {0 tempo exponencial) Observe inicial~

mente que para x € A o tempo necessirio para sair de A ndo di
x X
fere muito de T, ;3 com efeito se 8¢ = T (dA), x€ A, en-
n x '
tao Se < Ti e

Pp(Te < 8, + M) g 0 (3.7)

De fato, pela Teoria de Freidlin e Wentzell sabe-
mos que QX(xe(s,) e ) — 1 quando €}0; agora, se em T , &
probabilidade de que Xe(-) alcance Bc(q) en tempo nac  supe-
rior a M +tende a um, ja que neste tempo o sistema determinfs-
tico alcanga Bc/z(q) e porque vale {(2.8). Combinando isto, a-

traveés da propriedade de Markov, (3.7) decorre.
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Esta afirmagdo nos permite substitulr o Teorema 3.2 pe

la Proposigio abaixo. (Detalhes em Galves,Olivieri,Vares(1984)*.)

Proposigfo 3.4. Definamos Y, através de Pp(Se >y,) = et En

t

para todo x € G_.

tao PX(SE > tve) — e p

Prova: (idéia basica; detalhes em [GOV].)

Comecemos com X = P. Gostarfamos de verificar que

Pp(se/ve > t+s) - Pp(se/Ye > t) Pp(se/\oe > 8) — O

para tedo s,t, duando e — 0O, (Isto implicaria o resultado no
caso X = p). Por outroe lado, uma coisa natural é calcular
Pp(SB > (t+s}y,) condicionando na posigdo do processo no instan-

te  ty., que é um ponto em A:
PP(SS >ty + sYe) =/ Py(se > sY,) Pp(se > by, X (ty,) ¢ dy)
A .

Se Py(Se > ty,) ~ Pp(Se > ty,) para y ¢ A estaria
tudo pronto. Entretanto, A contém pontos do dominio de atracgao
de g para os quais Se é muito menor,de modc que o argumento
ndo & véalido. ©No entanto precisamos (e provamos) apenas algo

mais fraco, contido em (i) e (ii) abaixo enunciados:

(i) Existem mn, > O, nc/vc'——4 0, tais que

sup P {8 > ty.) £ Py(Sg > vy, - np) + o(1) (3.8a)
y€B, (p) , '

% ——
Esta referéncia sera indicada por [G.0.V.]
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inf  Po(8g > ty,) = Ph(Sg > ty, + n.) - o(1) (3.8b)
y€B_{p) .
onde o(l) #0 quande € = 0 e podemos toma-la independente de

(t » 0).

(ii) No caso X (tyg) € A\ﬁc(p) mas S, > ty, + s¥, tomemos

e
ng = exp(a'/ez) onde a, < a' < 2(a(r) - a{p)}, de modo que
n;/ Ye ™ 0, e examinemos as duas Possibilidades existentes se
s¥g > ﬂ; 3 ou X.(-) permanece um A\Ec(p) durante Etve,ty€+n;]
ou volta a EE(p) antes de ty, + n;. A primeira situacdo  tem
probabilidade que converge a zero, como veremos utilizando (3.6b).
Na segunda possibilidade condicionamos nos possiveis valores de

t, XG(Rt), onde RT = inf{u > tyet X (u) € ﬁc(p)] e utiliza-~

(R
mos a propriedade forte de Markov, de modo a obtermos: (os(l) —0

se €— 0, para cada s > 0)

(3.9a)
P (8¢ > (tes)y )= Py{5¢>ty,) sup  Po(sg>sy, - ne) +0g(1)
y€B, (p)
(3.9b)
Pp(Sg >(t+8)Y) = P (S, >ty + n}) inf P, (5> s¥,) - o (1)
v€B, (p)

quando € + 0, de modo que (3.8) possa ser utilizada.

Verficagdo de (i) e (ii):

— -]
Para (3.8) tomamos X um compacto tal que Bc(p)CK < K&

s Gp i M. Day (1983) provou que
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¢ g
sU - — 0
up lluy upll o
y€B, (p) .
onde |-l & a norma da variagao total e u; é a lei de

Xi(Te(bK)), i.e., a distribuigdo com que Xi(-) atinge Bk
pela primeira vez (y € §c(p)). Este fato permite (ef. [G.0.V.1])
a construgac de um acoplamento de X{ e Xi de modo que, com
probabilidade tendende a um (610), eles atingem 3K no mesmo
ponto {em tempos possivelmente diferentes) e entdo percorrem a
mesma trajetdria, de modo que a diferenga entre seus tempos de
chegada a ah provém apenas da parte inicial, i.e., atée chegar

em ©dK. Entretanto, sendo

inf la(y) - a(p)| < a(r)-a(p)
yEdk

entdo T (oK) << 5, de acordo com (2.40), (2.41), i.e. deven

diferir no maximo por e <«<< ¥ em um conjunto com probabili-

€ L
dade tendendo a um. Isto da as desigualdades (3.8a) e (3.8b).

Para concluirmos a prova precisamos verificar (3.9a) e

(3.9b). Para isto seja m. como em (ii) acima. Temos entdo:

€

sup %4%>SH,TJEJN)>%)
yEME, (p)

s sw Po(To(B () > mg) + sup Py(Sg > s¥,, (B, (p)) > ny)

yEGp yeG,,
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Se M, < += for tal que para cada x € G- Xx(.)'atihéévht'

p L]
Bc/z(p) antes do instante M, , Dpor (2.8) teremos: |

sup P (T (Bs(p)) > M ) —0 - - (%)
yEG

0 que em particular mostra que o primeiro termo da | desiguéléédé
tende a zero. Quanto ao segundo, se Y, * né/z poedemos decom-
por o evento [s_ > sy, , tt(ﬁc(p));?ﬂn;]‘ de acorde’ com. as _duas
pPossibilidades: ou ;Xz({)_ permanece em @}- durante EO,-né/zj
ou alcanga Ep en ‘[Q, n;/zj. .- Obtemog entdo pela propriedade

forte de Markov, se sy, > n./2

sup PY(S > svﬂ, T,(Bc(p)) > ng)s
v€G,. :

< SWw BT, (G ) > ng/2) + sup Py (r (B (p)) > np/2 ) )

x
e ambos tendem a zero, por (3.6) e por (*) acima. Com 1sto, se
definimos R = inf{u > ty_: Xp(u) € Ec(p)} s pela proprledade
de Markov teremos:..
 sup Py (S > tvc + sve,,Rt > tY, T+ ML) — 0.
yEA

Entéo;:ébndibiohahdé'nos”possiveis valore de ,(Rt, X (Rt)) e usan
do novamente a proprledade forte de Markov obtemos (3.93).‘, e

(3. 9b).
-
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Estabilidade das médias temporais (esbogo da prova)

Se jam Gp, Gq, G, T, f, A, A como antes. Para a
prova a seguir, o ingrediente basico mais importante ¢ uma estima
tiva da proporgao de tempo passada fora de Fe(p), onde 8 >0
é arbitrariamente pegueno, enquanto o processo ainda naoc saiu de

A

Lema 3.5. Sejam 0 < a < 2(a(r)-a(p)) e R = exp(a/e2).  En-
tao, para todo ¢ >0, & > O existe e = 60(9,5) > 0 +tal que:
(IB(-) denota a fungao indicadora de ﬁé(p)).
R
sup PXU%- fo T, (X (s))ds -1 >a,se>R:|
(3.10)

s exp(-céR/R;)

se R > ZR; e e€=¢e¢_, onde ¢

o 5 é constante positiva (depen-

dendo de &).

Prova: (cf. [G.0.V.] (1984}))

Dados 6, & e @ como acima, tomemos @ tal que

o]

0 <8, =8 e 0< min (a(z)-a(p)) = &, e seja
z3 z-p1=eo

t, = exp(e 2 min (a(z) - a(p)), de modo que t, < R;. Uti
z:|z-pl=0 N

€
lizaremos entdoc a decomposigdo: (0,R]1= U ((i—l)tc,ite]LJ(Net
i=1

e’R]

onde N_=[R/t.]. sSe t/R<3s/2, entao
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R .
[]%[O Ty (Ke(s))ds - 1] >, Seﬂ] :
_ (3.11)
Nete
) l:IN_c].EE: jo Ty (Ke(s))as - 1 >/, Se:'Net;I

Podemos tomar Ky, K, compactos (com 3K; - de classe 02) tais

que

o °
(i) P e Kl < Kl < K2 < Bﬁ (p)
Q

(ii) 2 min (a(z) - a(p)) > min  {a(z) - a(p))
z€ K, lz-p =B

(111) by (x), n;(x)) <0 para x € vk, , onde n;(x) éo

vetor normal (unitdrio) exterior a bKi em x, i=1,2.

Desta forma, se definirmos

def c
ple) = :Sc]elﬁl Pe(To(Ky) <t ) + sup Po(mo(Xy) > &, S;> %)

entdo p{e) — 0 quando e — 0, pelos resultados de Treidlin

e Wentzell que ja discutimos. Ademais, se definimos

i ‘ , ,
Ye(w).= 0 se | Xﬁ(') visita K, em ((1-—1)1;‘:,(1-1)1:e + J%;]
e depois passa o restante do intervalo
((1-1)%,, it,] em K,
i .
¥ (w) =1, caso contrdrio;

entao
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i i .
1 k ik

para todo k = 1 e todos i1y9e00,ip = N distintos. Por outro

lado
. N .t
Ve oy L Kb+ (szk)«/te}
'L o= kle - f I (X (s))ds-1| = — ’
i=1 ¢ Nete 0 B 8T Ne te

Portanto de (3.11) e (3.12); se Jte'>'ﬁ/6 ;é"te/R < §/2:

R
P,B%. [ ratxatense <3| = e s, ,_R]
(3.13)

N

. i -t
=P .El Ye > % Nc’ Se > Net%}
i= R : : :

Isto lembra a probabilidade de uma binomial com  paré-
metros N, e ple) ser maior do gque % N, , © que sabemos ten:
der a =zero exponencialmente (desigualdade de Chebychev exponenci
al, cf. §l.1). Entretanto ndo ¢ bem isto que temos em (3.13): es
ta faltando o‘fator (l-p(s:))N‘"“_k , eﬁ cada parcela no lado di-
reito de (3.13). Mas como-estamos interessados apenas na cauda
da distribigao é possivel ainda efetuar a comparacdo com binomial
de parametros N, e p'(e) onde ainda p'(e}) — 0, bastando.

que p(e) = p'(e)(l-p'(e))h/ﬁ. Obtg;—se entao
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R .
P[]% j- To(X,(8))ds - 1| > 5, s, > %J <ex (-gw,)
N e T

-8 R
SeTG'Ré
se ¢ for suficientemente Peguerio e‘“R/H; z 20 e -
Prova do Téorema 3.%.  Uma vez provadas (3 5a) e (3 5b) o‘Teo

rema decorre por argumentos gerals [6.0.v. (1984)], utlllzandohse
também 5 Teorema 3 2. Na prova de (3 5a) e (3 5b) a estlmatl—
va 1mportante vem do Lema 3, 5 (utlllzado duas vezes. oom relagao
a'p e depois’ com relagao a q) ’ Para os detalhes nos referlmos
a0 artlgo acima mencionado (R pode ser tomado como Et ' se
O<y < l);' Note que como T /E — +o em probabll;dade, na ésf

cdla temporal em que tomamos vg s nao poderemos ver o retorno a

i o . ,
Bc(p) apos wvisitar Bc(q). a

Comentarios adicionais. Em Cassandro et. al (1984), onde foi a-

présentada esté proposté com base nas medias temporais de traaeto
rias tipicas, ha a discussao de um outro modelo apresentando com-
portamento metaestavel E 0o chamado processo de Contacto (bagl—
co) de Harris, (g(t))tao tomando valores em {0,1}Zz , com a
interpretagﬁo original sendo de que as posicdes x ¢ % represen
tam individuos, e lg(t,x) =1 ou O significando que o indi-
viduo-em % estd infectado ou sao respectivamente, A  dinimica

depende de um pardmetro X > 0 que representa a taxa com gue um
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individuo infectado pode infectar cada um de seus dois viziuhos.
Ademais a recuperacdo de um individuo infectado ocorre com taxa 1
{tempo exponencial de média 1)}. Para a construgao e propriedades
basicas deste processo referimos a Griffeath (1979) ou a rezenha
Griffeath (1981). Ocorre que existe 0 < kc < +» t,q. se Xb-lc
o processo possue duas medidas de probabilidade invariantes ex—

tremais (i.e., as outras sdo combinagdes convexas),que sao by

i.e., medida de Dirac na configuragdo 5(x) =0, e uma outra
nao trivial vy s Que pode ser obtida como limite em iei de 2(t)
guando E(Q) = Z e quande T — iw. Quando truncamos o pro-
cesso com uma redugdo aos individuos f-N,...,N] passamos a ter
apenas uma situagdo de equilibrio: todos sao (i.e. 6¢). En—
tretanto se N & grande, A > A, e comegamos com ggl0) =

= {-N,...,N}, a maneira como este equilibrio é atingido ocorre

de forma andloga a passagem de B (p) para B,(q). no exemplo
anterior; tem-ge a impressdo de que vy restrita a
N PP i
{0,1} seja uma medida invariante pois medias ‘tempo-
rals convenientes estabilizam-se em torno desta medida; entre-

tanto apds um tempo muito longo e de forma imprevisivel (i.e. tem
po aproximadamente exponencial) ocorrera a transigdo para a confi
guragao vazia. O método como obtemos as estimativas basicas nes-
te exemplo & bem diferente; entretanto recomendamos que o leitor
al detecte o papel de estimativas de grandes desvios, gque conti-
nuam presentes. Este exemplo apresenta uma estrutura espacial gue
permite interessantes questdes sobre o intervalo (nos quais esta-
mos tomando as médias temporais) gue contém o insgtante da absor-

¢io pela configuragdo vazia, e.g., had formagéo de "gota critica”
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ou nao? Tudo sugere a segunda opgdo, ao contrario do que se espe
ra em modelos (mais interessantes rara Mecanica Estatlstlca) tais
como o Modele de Ising bidimensional para o qual ainda nao se con

seguiu um resultado analogo ao Teorema 3.3.

Extensoes dos resultados sobre o Processo de contacto
contidos em Cassandro et. al (1984) foram obtidos por Roberto

Schonmann (1985).

§5.3 Comportamento metasestével em siztemas com dindmica deter-

minfstica.

Apds a andlise do modelo X(*) da secclo 3.2 é natu-
ral gquestionar-se sobre a possibilidade de se observar comporta-
mento semelhante em sistemas com dinamica deterministica, i.e.,
Sem a introdugdo de uma perturbacdo aleatdria {ou rufde  aleatd-

rio externo).

Um grupo de Pesquisadores, incluindo A. Lasota, G. Pia-
nigiari, J.A, Yorke e E. Yorke!(l) tém desenvolvido uma série de
trabalhos onde congideram situagdes deste tipo, a que chamam de
"caos metastdvel" ou "comportamento cadtico transitorio", Nes-
tas situagdes pode ocorrer qQue o sistema se comporte por um ‘tempo
muito longo como se fosse descrito por uma medida invariante M,
absolutamente continua em relagas a medida de Lebesgue. Entretan-
to "subitamente" ocorrers uma brusca mudanga no seu comportamen~

to podendo entdo ser rapldamente atraido a um conjunto de medida

(1) Para referéncias mais completas consulte £22] ou ainda [28].
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de Lebesgue zero (e portanto nulo com relagfio a antiga. W). Ha
‘éxemploé intepessantes Que dcorrem em conexac com mode105 de di-~
namica dos fiuldos; Este comportamento ("caos metaestavel") a-
parece em um perlodo que pode ser chamado pre-turbulento (Eckmann,
Ruelle (1985)). Mencionemos um exemplo concreto: © sigtema de

equagdes diferenciais de Lorenz:

%% = 0y - OoX

. %¥ = wxz + rx.—.y

T = - pe
- 10; b= 8/3)

(o

Aqui o‘dompdrtamento é'Simpiés quéﬁdd.'rl.érﬁédﬁené. Se
l1<r<r, (= 13,93), ha trés pontos fixos, dois estévéié:é ‘ﬁm
ingtavel e todas as ‘trajetériag éonvergem para‘um'deles. Por ou-
tro lado cf. observado por‘Lorenz.se R ~ 28 Hhi um comportamen—
to que pode ser chamado de caotico ol turbulento (Lorenz (1963) ;
ver também Mardsen McCracken 1976) para discussdes bem - maissdg
talhadas.) Fol observado por Robbins (1977) e Kaplan e Yorke
(1977) que hd um ponto ry = 24,06 que representa de certa for-
ma uma tran31gao entre estes dois tlpos mais’ extremos de comporta
mento. - Se r < r,  mas - for muito proximo a - rl' observa—se
um comportamento aparentemente cadtico por um longo tempo, ﬁésffi
nalmente a trajetéria tende a um ponto fixo. . E este.um -exemplo-
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de grande interesSe- entretanto, como no caso do modelo de Ising
bidimensionai, quando nos referlamos a dinamicas estocastlcas oS
resultados J& conhecidos sobre "comportamento metaestavel" nao
se aplicaras a ele. Estaremos p01s nos limitando a ‘situagles mais
simples. Os resultados exlstentes ainda. sdo de certo modo preli-

minares, e ha muitas questdes por resolver.

Una outra classe de exemplos ests ligada a algorltmos

Para gerar numeros "pseudo aleatorlos em [0,17, como o metodo do

“quadrado medlo" de Kewmann. Sao sucessivas 1teragoes de uma

aplicacgso, onde pela observagao das trajetérias podemos ficar con

ven01dos de termos valores com distribuicao aproximadamente uni-

forme em 10,1] e, no entanto, apos nifimero suficientemente grande

'de iteracdes as observagdes se concentram em subconjuntos bem pe-

quenos do [O 13i. (Planlglanl, Yorke (1979).)

Fm estudos numéricos para uma classe de exemplos J.
Yorke e E. Yorke (1979) observaram gue a distribuigdo -do  tempo
Que decﬁrre até a mudanga de comportamento deveria ser aproximado
por uma varidvel aleatédria exponencial com peguenc erro, pars uma
ampla classe de distribuicdes (aleatérias) iniciais, _O_ apareci-
mento da iei exponéncia} fica facilmente entendido uma vez que se
identifique a-"transigéo" como decorréncia de uma grande flutua-
950, uma sucessdo de eventos improvéveis, ou enfim algo que nos
faz pensar em um cara-corca onde corca ¢ muito mais provavel e es
peramos pelo aparec1mento da prlmelra cara. A tentativa de © se
provar um resultado déste geénero fica ligada naturalmente 2 ve?i—
ficacao delperda de memoria i.e., para t grande, dada a nao-

ocorréncia‘da'tansigéo em (0,t] a situagdo no instante ¢ no
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que diz réspeito ao tempo que falta para tal oscorréncia é proéxima
3 inicial. (% andlogo a Proposicéo 3.4); Na verdade, ao prova-
rem "decaimento exponencial" Lasota e Yorke utilizam algo ate
mais forte coatido no conceito de medida "condicionalmente Iinva-
riante™.

Og resultados existentes referem-se a aplicagles '"ex-

pansoras" T: & Ry onde & <mY

é um conjunto aberto, rela
tivamente compacto, e com um numero finito de componentes ' cone-
xas. 0O sistema dinfmico em guestdoc consiste em sucessivas itera-
. gbes X € 4, TX sz,...,; é claro que sé faz sentido . iterar
T enquanto a trajetéria permanece em A, Na situagao sob consi
deragic, se a distribuigdo inicial é absolutamente continua em 4,
o tempo necessario para sair de A ¢ grande e a dinamica é tal
que um certo requilibrio" se estabelece enquanto em A, embora
A nao seja invariante e finalmente as trajetdrias saiam de 4,
terminando o processc. A pergunta € entdo: o gque significa este
nfalso equilibrio"? Estamos nos referindo, de modo um tante in-

formal, aos seguintes itens:

(a) Existéncia de medide de probabilidade W, em A (absolu
tamente continua) que séja condicionalmente invariante,i.e., se
X & varidvel aleatéria em A com distribuigdo u, , a distri-

buigéo condicional de T(X) dado que T(X) € A ¢é também u .

(b) Se 7(x) = minfn z 1: T'x £ A} g a distribuigdo ini
cial 1 é absolutamentg continua, dn = £fdh, com £ suave, en-
tio a lei de T™X|t>n tende a M, © obtem-se boa aproxima-

Gao ja para valores de n muito menores do que ET, i.e., com
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n(? > n) quase um.

A seguir tratamos de melhor definir o quadro descrito
através de uma breve exposicao dos resultados contidos em Piani-
gianl, Yorke (1979}, sobre medidas condicionalmente invariante pa
ra transformagoes eéxpansoras e sua aplicagio ao decaimento expo—
nencial (cf. Lasota, Yorke (1981)). Conjectura-se a validade de
resultados andlogos em situagoes bem mais gerais (Eckmann, Ruelle

(1985), §3.5).

Definicio 3.6. Seja T: & — RY uma transformagdoc, onde

D
A= U a d

gy 1 R
com Al,...,Ap conjuntos abertos, conexos e dois a dois disjun—
tos. Supoe-se que para cada Ai exigta 5i < += tal que cada
dois pontos de Ai podem ser ligados por uma poligonal contida
em A, de comprimento ndo superior a 6;. Supde-se ainda que T
seja de classe 02 em A e que:

(1) A <T(A)
{(2) se X, "™ X € %A e Tx, —y entdo y ¢ A.

(3) Existe a > 1 tal que para todo x € A a matriz Jaco-
biana DI{x}) € u—-expansora, ondeldizémos gue uma matriz M &
G-gxpansora se inf 7|M¥V|'2 L

lvl=1
Uma apliéa§£o T nas condigdes acima & chamada = de

aplicag@o expansora.
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Definicao 3.7. Seja T como na definigdo anterior. Uma medida

de probabilidade & er A é dita ser condicionalmente invarian- -

te se w(TH(4)) >.Qr‘e | .
w(rh @)

w(B) =
: W(T"1(a))

para tode B boreliano, contido em A. (Ou seja se X & varia-
vel aleatéria com distribuicio u entfio a distribuigdo condicio-
nal de T(X) dado T(X) € &4 & também u.)

' Precisaremos ainda da seguinte definigdo.

Definicao 3.8. Seja T como na Definigdo 3.7. (a) Dizemos que

T & transitiva nas componentes se para cada par (i{j)eﬁl,...,p]?
existe n =-n(i,j) = 1 tal_éue A; N Tn(Aj) # ¢. (b) Se exis
tir r €W tal que A< Tr(Ai) para todo i =1,...,p ~dizemos
que T € gggig; (Obviamente,exata — transitiva nas  componen-

tes.)

Algumas notacoes. (a) Como antes A(.) denotard a medida - de
d

Lebesgue em R e vamos supor, sem perda de generalidade, Que
AB) = 1. (b) Cb(A) = {£f: A—»Jﬁl £ é continua e limitada}.

(¢) Se f£=0, fc Cb(A);‘ Me denbfé a medida Que fem. f como
derivada de Radon-Nikodynn em relagdo a %, i.e., due = fdx.
(@) L,(a) = {f: A=R/E é Lebesgue integravel, mensurdvel) .

£, = |f|dh se £ ¢ L (a). (e) ®(A) denota a o-algebra de
1 A 1

Borel de A.
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(1)

(c)
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Ieorema 3.9. ({Pianigiani, Yorke {1979)]

Seja T: E— RY expansora. Entdo existe u medida de pro

babilidade em B(a) condicionalmente invariante e abgoluta-

mente continua com relagdo a . No caso de T ser (¢,

%% tem versgo (%,

Se, ademais, T for transitiva nas componentes entao existe
3 def - .
uma vnica f €K = ‘{g¢ Ch(a): g > o0, f; gdh = 1} tal

Que H, seja condicionalmente inveriante. (i.e., hé uma uni
ca probabilidade condicionalmente invariante absolutamente

continua com densidade positiva, continug e limitada,)

Se T for expansora e exata e se X for variavel .= aleatd-

< sonde g € K, & Mp for a lei condicional

de %X dado T™X ¢ a para k =1,...,m, entao W, ~ con-

ria com lei u

verge no sentido w. a probébilidade descrita em (b).

Exemplo. Uma classe bem simples de exemplos aos quais todos os

resultados acima se aplicam & o das chamadas transformacgoes de

Rényi, definidas pelas propfiedadés: (Fig. 3.4)

T: 10,1] - _EO’:L]

e existe partigao 0 =a, €a; <.,.< a, =1 tal que se T, =T

restrita a -(ai_l,ai); i=1,...,p, entao

2

(1) T; tem extensdo C“ a fai_l,ai]

(2) Ti Eai_l,ai] -= EO, 1]
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(3) inf_ |73(x)| > 1
xé(ai_l,ai

Fig. (3.4)
Uma tal T ¢ expansora, exata,e para todo n = 1, i
também & expansora. Valem'pois os {tens (a), (b) e (c) do Teore-
ma 3.9 (Ver tb. Lasota, Yorke (1981)). Neste caso i = [0,1]
e 70,11 = [0,1] e a questdo da saida de A ndo aparece; a
medida em questdo € realmente invarignte e 0 rgsu;ta@o poderia

igeb deduzido de teoremas beii mais gerais.
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Se T, = (l+§)T € > 0 entao as T, ainda wverificam
todas as condigdes do Teorema 3.9. Neste éaso teremos que
[0,1]|T;1E0,1]é uma unido de intervalos I;,...,I;
mentos sao de ordem ¢, Neste caso pode-se ver gdue sendo

cujos compri

T.(x) = infln 2 1: T0(x) ¢ [0,1]3,

para x € [0,1], ent8o existe ¢ >0 tal que para toda g € K

ug{x: ¢e(x) > te"l} ~ g0t

3

para todo t > 0 i.e., se X tem lei u Te(X)/¢ converge

o *°
;s Lz . £as -1 .
em lei a uma variavel exponencial com media ¢ ., Isto sera conse-

quéncia do teorema a seguir enunciado.

Teorema 3.10. (Lasota, Yorke (1981))

Seja T_: A— R4 s+ € € [0,1] wuma famflia de transfor

magoes expansoras, exatas e tais que:

(i) Pode-se tomar um mesmo & > 1 na Definigao %.6 para to-

das as T » l.E_[O,l].

(ii) (x,e) — T, (x); (x,¢) — DT,(x) sédo uniformemente con-
tinvas, e B

sup | D% Te(x)i < B
€

para certo B < +e,

Seja Mo = fo di & probabilidade condicionalmente in-

variante para To, descrita no {tem (b) do Teorema 3.9. Se
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(AN TFH(A))
. €

0 €(0y+e). (3.14)

entdo para toda f ¢ K

ct

weixs T (x) > t/e) — e” (3.15)
para tode t > 0, onde’
Te(x) = infin ] 1: ™x € A}
‘ (3.16)

= 4 se {-} = 4w

Comentdrios. Nesta breve exposigao omitiremos as demonstragaes
dos teoremas acima enunciados, 1imitando—nos apenés a alguns co-
mentédrios que Julgamos convenientes: Inicialmente “.salientemos
que a prova dos itens (a) e (b) no Teorema 3.9 (¢cf. Pianigiani,
Yorke (1979)) nao é construtiva, valendo-se do Teorema de ponto
fixo de Schauder (em (a)). Por outro lado, vemos no Teorema 3.10
a importancia déiconhecer uo(T;1 A); para qué se.poséa estimar
o tempo de duragao do "transiente"‘ comc mostram (3.1&) e (3.15).
Neste semtido, referimos a . Pelikan (1985)" para outra caracte—
rizagio da "taxa de escape" do conjunto A ("quase atrator”). Os
resultados de Pianigiani e Yorke (1979) e Lasota e Yorke (1981)
resumidos nos Teoremas 3.9 e 3.10 acima, ainda sdo bem restritos.
Pelo mencs no caso de sistemas gue satisfazem o Axioma A, oz 're
sultados de Bqﬁen e Ruelle (1975) sugeren generalizagdes, onde

conjuntos basicos desempenham o papel de "guase—-atratores” V(Ver
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também Srebogi, Ott e Yorke (1983) e a seccao §4.5 de Eckmann
Ruelle (1985).) Em situagoes

Serais (sem Axioma A) hé ape

has conaecturas e resultados numerlcos (Kantz, Grassbeger(lQBh))
n 3 b o Lie K

refe-

rr e ~F ERERY

Uma questao 1mportante a em do."tempo de escape"

re- SP ao comportamento das medlas temp is quango 0 sistema ain-
A N NN 2 5

da nao deixou o "gquase-atrator”, €.8., no Teorema 3.10 s30 elas
descritas. por "4 v ar medidas condiciohalmente! invariante? " Iato re
presentaria- o’ outio ponto=(Feferente’a" estabilidadss das™ médias

3.3.. .

temporais) em um teorema andlogo ao Teorem
sEitelrEeTR g EAIN KL I

(1985) estudam uma versao infinito dlmen51onal dozmodelo congide~

rado em §3.1 e §3 2. Nesta llnha ha muitos problemas 1nteressan—

fesy

gLy b

quisa neste topico bem como referéncias mais completas,

& i O problemad” Bl scutidoe enT93, 1v6 T §5U2¢ phra ™t HeFturbal
gOestéstocastidas 48" Aifeomorrisiics, A Galves, RivTangavin e

M. E. Vares +tén algumasSréspostass
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